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Introduction

Contexte de l’étude

Depuis une trentaine d’années, l’industrie du transport s’est particulièrement intéressée à la
réduction de ses dépenses énergétiques. La hausse des prix du carburant et les exigences environne-
mentales des agences de régulation maintiennent une pression forte sur cette problématique. Dans
les applications aéronautiques, les efforts pour atteindre cet objectif se concentrent notamment sur
la traînée de frottement, qui représente environ la moitié de la traînée totale, c’est-à-dire un poste de
dépense énergétique majeur. Une réduction de 2% de la traînée de frottement entraînerait une baisse
d’environ 0.75% de la consommation de carburant du transport aérien civil, soit potentiellement
9 millions de tonnes de rejet annuel de CO2 [167].

La traînée de frottement provient du caractère visqueux du fluide, qui adhère aux parois en
mouvement et s’oppose ainsi à leur déplacement. La région dans laquelle le fluide est affecté par
la présence de la paroi est appelée couche limite. En fonction des conditions de l’écoulement, celle-
ci peut passer d’un état laminaire à un état turbulent, pour lequel le frottement est largement
amplifié. La capacité à manipuler la turbulence à proximité de la paroi, de sorte à limiter cette
élévation du frottement, offre des perspectives de gain énergétique considérable, mais nécessite une
bonne compréhension des phénomènes physiques.

La dernière décennie a vu les connaissances sur la structure de la couche limite turbulente
croître de façon importante. Notamment, la mise en œuvre d’outils de simulations numériques di-
rectes (DNS) ou de simulations des grandes échelles (LES) a permis d’identifier les modèles phéno-
ménologiques qui expliquent l’influence des structures turbulentes sur le frottement pariétal. Grâce
à ces avancées, de nombreuses stratégies de contrôle de la turbulence pariétale ont été envisagées,
mais restent aujourd’hui technologiquement inapplicables, financièrement inabordables ou estimées
trop peu efficaces pour conduire à de réelles utilisations pratiques.

Parmi les technologies les plus prometteuses, l’utilisation de surface rainurée longitudinalement
a été étudiée avec une attention particulière, tant expérimentalement [18] que numériquement [37].
Ces rainures, nommées riblets, permettent de réduire le frottement pariétal jusqu’à 10% de façon
totalement passive, c’est-à-dire sans nécessiter d’apport énergétique. Dès le début des années 1990,
des essais en conditions réelles d’utilisation ont confirmé les résultats des essais en soufflerie. La
traînée globale d’un Airbus A320 a ainsi été réduite de 2% environ en recouvrant 70% de sa surface
de riblets. Néanmoins, en considérant les coûts de maintenance de l’époque, ce gain s’est révélé trop
limité pour justifier l’adoption de cette technologie.

Depuis, la simulation numérique a grandement contribué à la compréhension et à la caractéri-
sation de l’influence des riblets sur les couches limites turbulentes. Par exemple, on sait aujourd’hui
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identifier les formes de rainures pertinentes et caractériser, suivant la taille des riblets, différents
régimes de réduction ou d’augmentation de traînée. De plus, la couche limite turbulente contrôlée
par des riblets a été largement observée et décrite dans la littérature. Néanmoins, de nombreuses
incertitudes demeurent quant aux principaux mécanismes responsables de la réduction de traînée
et quant à leur évolution à grands nombres de Reynolds.

Par ailleurs, de récentes études numériques [207] et expérimentales [33] ont révélé des pistes
très encourageantes avec des géométries de riblets, non plus rectilignes, mais tridimensionnelles.
Ces résultats ont été obtenus sur des configurations d’écoulement de canal plan qui ne tiennent pas
compte de l’évolution longitudinale des échelles spatio-temporelles dans la couche limite turbulente.
Ils ouvrent néanmoins de nombreuses perspectives et laissent penser que le potentiel des riblets est
loin d’avoir été complètement exploré.

Objectif et démarche
Justifiée par le contexte précédent, cette thèse a suivi un double objectif.
Le premier objectif consiste à améliorer la compréhension des mécanismes d’interaction entre

les riblets et les mouvements turbulents proches de la paroi. Il s’agit notamment de permettre
une meilleure quantification des performances de réduction de traînée atteignables dans des cas
applicatifs.

L’exploration du potentiel a priori prometteur que représentent différentes géométries de riblets
tridimensionnels a constitué le second objectif de cette thèse. Le but est non seulement de confir-
mer les quelques résultats précurseurs de la littérature à ce sujet, mais également de proposer une
géométrie à la fois optimale en termes de réduction de traînée et industriellement réalisable.

Après la présentation des connaissances actuelles de la communauté scientifique relatives à
la turbulence pariétale, à son contrôle et sa simulation numérique, quatre grands volets d’études
pourront être dégagés, dont chacun fera l’objet d’un chapitre dédié :

Le premier axe, développé dans le chapitre 4, concerne l’établissement et la validation d’une
méthodologie de simulation numérique. Il s’agit de mettre au point une méthode qui permette de
simuler numériquement une couche limite turbulente contrôlée par des riblets. On s’intéressera aux
couches limites en développement spatial, plus représentatives des écoulements des cas industriels
que l’on souhaite traiter. Une attention particulière sera portée aux contraintes imposées par la
présence des riblets, tant en termes de discrétisation spatiale qu’en termes de topologie de maillage.
Les résultats de simulation seront alors présentés et confrontés à des résultats de référence de la
littérature chaque fois que cela sera possible.

Ainsi assurée de la pertinence et de la validité de la méthode numérique, une analyse plus fine
de l’écoulement pourra être entreprise. Au chapitre 5, le concept d’origine virtuelle, c’est-à-dire la
position particulière à laquelle la couche limite “voit” une paroi plane équivalente, sera alors abordé.
Sa définition est de première importance lorsque l’on souhaite comparer l’écoulement au-dessus d’une
paroi plane avec celui au-dessus de riblets. Une origine virtuelle placée de façon adéquate permettra
d’établir d’importantes similitudes entre les écoulements avec et sans contrôle.

Au chapitre 6, on s’intéressera à l’évolution de la couche limite contrôlée à mesure que celle-ci
se développe, c’est-à-dire à mesure que son nombre de Reynolds augmente. En effet, la présence
du contrôle affecte non seulement le frottement local, mais perturbe également l’épaississement de
la couche limite. En s’appuyant sur la caractérisation de l’écoulement faîte au chapitre précédent,
l’étude analytique qui y sera conduite tentera d’évaluer l’influence sur le frottement pariétal de ces
différents effets du contrôle sur la couche limite turbulente.

Finalement, la traînée induite par des riblets de diverses géométries tridimensionnelles sera
évaluée dans le chapitre 7. Basées sur des résultats issus de la littérature ou établis au cours des
chapitres précédents, trois configurations a priori prometteuses seront étudiées. En particulier, les
concepts de riblets sinueux et de riblets en chevrons déjà abordés dans la littérature seront réévalués
en détail.
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Chapitre 1

Physique de la turbulence pariétale
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Pour commencer ce mémoire, on propose dans ce chapitre de décrire la physique de la turbulence
pariétale, avant d’envisager, dans les chapitres suivants, de la contrôler. Il serait donc opportun de
commencer par fournir une définition claire et précise de la turbulence. Cependant, comme le pré-
cisent de nombreux spécialistes depuis plus de 40 ans [261, 231], cet exercice s’avère difficile de par
la nature même de la turbulence. Néanmoins, le concept de turbulence peut être indirectement cerné
par ses caractéristiques. Tout d’abord, le qualificatif de “turbulent” s’applique à un écoulement et
non pas à un fluide lui-même. C’est donc un concept intimement lié à la notion de mouvement. De
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plus, les deux ouvrages précédents s’accordent sur la nature tridimensionnelle et instationnaire
de la turbulence. Les fluctuations turbulentes, et en particulier les mouvements tourbillonnaires,
confèrent aux écoulements turbulents des propriétés fortement diffusives et dissipatives. Enfin,
les deux dernières caractéristiques majeures de la turbulence concernent sa nature chaotique et la
grande diversité des échelles dynamiques actives. Ainsi, bien que le mouvement des écoulements
turbulents soit régi par les lois établies de la mécanique des milieux continus, sa description déter-
ministe n’a que peu d’intérêt. L’étude de la turbulence doit donc être réalisée au moyen d’outils
statistiques.

Par opposition à l’étude d’écoulement turbulent comme les couches de mélange ou même à l’étude
très fondamentale de la turbulence homogène isotrope, on s’intéresse ici au cas de la turbulence
pariétale, c’est-à-dire aux écoulements turbulents à proximité d’une paroi. Sous l’effet de la viscosité,
la présence de la paroi affecte l’écoulement dans une fine couche appelée couche limite, siège d’un
cisaillement important. Cette couche limite sera présentée plus en détail après un bref rappel des
lois fondamentales régissant la dynamique des écoulements. Dans la suite du chapitre, on abordera
alors une description plus fine de l’écoulement d’une couche limite sans gradient de pression, en
s’intéressant particulièrement aux mouvements fluctuants et à leurs empreintes sur la paroi.

1.1 Rappel des équations de la mécanique des fluides
Le cadre des écoulements considérés dans ce travail est celui des fluides compressibles, pour

lesquels l’hypothèse de milieu continu est valide. Cela implique que le libre parcours moyen des
molécules sera toujours très inférieur aux plus petites dimensions caractéristiques en jeu dans cette
étude. Ainsi, les volumes de contrôle considérés, même élémentaires, comprendront un nombre
de molécules suffisamment élevé pour que le concept de moyenne statistique s’applique et que le
comportement du fluide puisse être décrit par ses propriétés macroscopiques, telles que la pression,
la densité ou la vitesse. Cela suppose qu’un équilibre thermodynamique local soit vérifié.

Pour un écoulement non hypersonique (M < 6 dans l’air), il est possible de négliger les effets
de dissociation et d’ionisation pouvant se produire au niveau moléculaire. Ces approximations per-
mettent d’utiliser une loi d’état de gaz parfait.

La densité n’étant pas uniforme, des effets de gravité pourraient se manifester. Contrairement
aux écoulements atmosphériques, ils seront négligeables dans les applications considérées par rapport
aux effets inertiels.

1.1.1 Équations de conservation

Les équations de Navier–Stokes régissent la dynamique des fluides. Elles retranscrivent, dans
une description Eulérienne, les principes fondamentaux de conservation de la masse, de la quantité
de mouvement et de l’énergie. Chacun de ses trois principes s’énonce respectivement par

∂t ρ + ∂k ρ uk = 0 , (1.1a)
∂t ρ ui + ∂k ρ ui uk = − ∂i p + ∂k τik , ∀i ∈ [1; 3] , (1.1b)
∂t ρE + ∂k ρE uk = − ∂k p uk + ∂k ui τik − ∂k qk . (1.1c)

Dans ces équations comme dans la suite du document, la convention de sommation des indices répé-
tés d’Einstein a été utilisée. De plus, les notations ∂i et ∂t représentent respectivement les dérivées
partielles par rapport à la direction de l’espace i ∈ {1, 2, 3} = {x, y, z} et par rapport au temps t,
se substituant ainsi aux notations classiques ∂

∂xi
et ∂

∂t .

On dénombre 18 inconnues (scalaires) dans ces 5 équations (scalaires) :
− ρ(x, t), la densité ;
− u(x, t), le vecteur vitesse (qui totalise 3 variables scalaires) ;
− p(x, t), la pression ;



1.1 Rappel des équations de la mécanique des fluides 9

− τ(x, t), le tenseur des contraintes (qui totalise 9 variables scalaires) ;
− E(x, t), l’énergie totale ;
− q(x, t), le vecteur flux de chaleur (qui totalise 3 variables scalaires).

Le système est donc ouvert. Afin de pouvoir le résoudre, il nous faut adjoindre des relations sup-
plémentaires régissant le comportement de la pression p, du tenseur des contraintes τ et du flux de
chaleur q.

La résolution de cette équation demeure mathématiquement difficile. En fait, l’existence même
d’une solution et son éventuelle unicité demeure l’une des questions mises à prix sur la liste des sept
problèmes du prix du millénaire. Au-delà de la complexité inhérente aux équations aux dérivées
partielles couplées (ici entre la vitesse, la pression, la densité et l’énergie totale), la non-linéarité
du terme d’advection ∂kρuiuk est la source des complications liées à cette équation et est également
à l’origine du phénomène de turbulence.

1.1.2 Lois complémentaires

Loi d’état. Pour un gaz parfait, la pression est donnée par

p = ρrT , (1.2)

où T désigne la température et r est une constante dépendant du fluide considéré, définie à partir
de sa masse molaireM et de la constante universelle des gaz parfaits R = 8.314 J ·K−1 ·mol−1 par
la relation r = R/M. Dans le cas de l’air, on a rair = 287.1 J ·K−1 · kg−1.

Notons que l’énergie totale E peut se décomposer en énergie interne e et énergie cinétique par
unité de masse selon

E = e+ 1
2uiui , (1.3)

où l’énergie interne d’un gaz thermiquement et calorifiquement parfait s’écrit en fonction de la
température T et de la capacité thermique massique cv = r/(γ − 1) :

e = cvT . (1.4)

Ainsi, la pression p peut être reliée à l’énergie interne selon

p = ρ(γ − 1)e . (1.5)

Loi de comportement. La loi de comportement d’un fluide newtonien vérifiant des conditions
de Stokes s’écrit

τ = µS , (1.6)

avec S = S> le tenseur des taux de déformation, défini par

Sij = ∂iuj + ∂jui −
2
3 (∂kuk) δij , ∀(i, j) ∈ [1; 3]2 . (1.7)

Loi de Fourier. Le flux de chaleur est donné par la loi de Fourier :

qk = −κth ∂kT , (1.8)

où κth désigne le coefficient de conductivité thermique. En introduisant le nombre de Prandtl, défini
par Pr = µcp/κth et estimé pour l’air à Prair = 0.72, le flux de chaleur peut s’écrire :

qk = −µcp
Pr ∂kT . (1.9)
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Loi de Sutherland. La viscosité µ est évaluée à partir de la loi de Sutherland,

µ(T ) = µ0
TS + T0
TS + T

(
T

T0

) 3
2
. (1.10)

Son domaine de validité s’étend de 170 K à 1900 K. La constante de Sutherland TS vaut 110.4 K et
l’on définit, pour l’air, T0,air = 273.16 K et µ0,air = 1.711× 10−5 kg ·m−1 · s−1.

1.1.3 Modélisation statistique de la turbulence

Une description statistique des écoulements turbulents s’impose lorsqu’on cherche à caractériser
leur dynamique, et surtout à identifier les propriétés ayant un certain degré d’universalité qui sont
nécessaires à l’élaboration de toute théorie physique.

On fera ici l’hypothèse que les champs physiques associés à un écoulement turbulent (ρ, u, p, ...)
peuvent être assimilés à des variables aléatoires et possèdent toutes les propriétés requises pour que
les outils statistiques usuels soient pertinents (convergence des statistiques, ...).

Moyenne et décomposition. Afin de caractériser un champ turbulent φ(x, t), on considère tout
d’abord sa moyenne, notée φ(x, t) et définie comme une moyenne d’ensemble classique par

φ(x, t) = lim
n→∞

(
1
n

n∑
k=1

φ(k)(x, t)
)
, (1.11)

où φ(k) désigne la k-ième réalisation indépendante de φ. Dans la pratique, on s’intéresse souvent
à des écoulements statistiquement stationnaires, pour lesquels la moyenne d’ensemble peut être
remplacée par une moyenne temporelle (hypothèse d’ergodicité). La moyenne temporelle est définie
par

φ(x) = lim
τ→∞

(1
τ

∫ τ

0
φ(k)(x, t) dt

)
. (1.12)

Quand le laps de temps τ est suffisamment long, la valeur moyenne est indépendante du temps, et
donc de l’instant initial de l’opération de moyenne.

Osborne Reynolds proposa de décomposer chaque variable associée à un champ turbulent en la
somme de sa moyenne et de sa fluctuation :

φ = φ+ φ′ , (1.13)

où l’on a introduit la variable aléatoire centrée (c’est-à-dire de moyenne nulle) φ′ = φ− φ.

Pour les écoulements à masse volumique variable, il est commode d’introduire une moyenne
pondérée par la masse volumique ρ. Cette moyenne, dite de Favre, est adoptée pour les calculs
d’écoulements turbulents compressibles. Elle s’écrit

φ̃ = ρφ

ρ
. (1.14)

On peut alors définir la décomposition de Favre :

φ = φ̃+ φ′′ . (1.15)

La partie fluctuante est définie de sorte que f̃ ′′ = ρf ′′ = 0, cependant, f ′′ 6= 0. Les propriétés des
opérateurs permettent d’écrire les relations utiles suivantes :

ρφ = ρφ̃ ; (1.16a)
ρφψ = ρφ̃ψ̃ + ρφ′′ψ′′ . (1.16b)

Dans le cas particulier d’un écoulement incompressible de densité uniforme, moyennes et décom-
positions de Reynolds et de Favre deviennent identiques.
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Équations de Navier–Stokes moyennées. L’application de l’opérateur de moyenne aux équa-
tions de Navier–Stokes (1.1) aboutit à :

∂t ρ + ∂k ρ ũk = 0 ; (1.17a)

∂t ρ ũi + ∂k ρ ũi ũk = − ∂i p + ∂k τ ik − ∂k ρ ũ′′i u′′k , ∀i ∈ [1; 3] ; (1.17b)

∂t ρ Ẽ + ∂k ρ Ẽ ũk = − ∂k p uk + ∂k ui τik − ∂k ρ ũ′′kE′′ − ∂k qk . (1.17c)

Les équations pour le champ moyen (1.17) ressemblent aux équations constitutives d’origine (1.1)
écrites pour le champ moyen au lieu du champ complet. La différence notable est la présence de
termes de flux supplémentaires faisant apparaître les champs fluctuants. Ces termes sont interprétés
comme des flux turbulents, qui modifient les équations bilan du champ moyen.

Pour l’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.17b), le terme supplémentaire
est le seul mettant en jeu des grandeurs fluctuantes. Il représente le couplage entre le mouvement
moyen et le mouvement turbulent. À l’instar du terme de contrainte visqueuse, ce dernier se présente
sous la forme d’une divergence. On définie alors, symétrique comme τ , le tenseur des contraintes de
Reynolds R par

Rij = ρ ũ′′i u
′′
j . (1.18)

Les moyennes quadratiques (root mean square) des intensités fluctuantes pour chaque composante u′i
est reliée aux termes diagonaux du tenseur de Reynolds par

ui,rms =
√
ũ′′2i =

√
Rii
ρ
, ∀i ∈ [1; 3] , (1.19)

où l’on ne réalise pas la sommation sur les indices i répétés. Dans le cas d’écoulements incompres-
sibles, les contraintes de Reynolds et les intensités fluctuantes sont simplement définies parRij = u′iu

′
j

et ui,rms =
√
Rii respectivement.

On peut alors définir un tenseur de contraintes totales σ à partir du tenseur des contraintes
visqueuses τ et du tenseur des contraintes de Reynolds R :

σ = τ −R = µ S̃ − ρ ũ⊗u . (1.20)

Pour l’établissement de la dernière égalité, l’approximation µS = µ S̃ a été réalisée. Elle revient à
négliger les fluctuations de viscosité cinématique ν ′ = (µ/ρ)′, une approximation aussi courante [98]
qu’utile.

Bilans d’énergies cinétiques. En posant K = 1
2ρũiũi, il est possible de démontrer l’équation de

bilan de l’énergie cinétique du champ moyen en opérant ũi×(1.17b) :

∂tK + ∂k K ũk = p ∂i ũi redistribution par la pression
− ∂i p ũi diffusion par la pression
− τ ik ∂k ũi dissipation
+ ∂k τ ik ũi diffusion visqueuse
+ Rik ∂k ũi transfert entre K et k
− ∂k Rik ũi . diffusion turbulente (1.21)

L’interprétation physique de ces termes est indiquée succinctement en regard de l’équation. Les
termes diffusifs, se présentant comme des divergences, ne créent ni ne détruisent d’énergie. Ils se
contentent de la transporter. Ce n’est à l’inverse pas le cas des termes de dissipation et de transfert
entre l’énergie cinétique moyenne K et l’énergie cinétique turbulente k abordée ci-dessous.
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L’énergie cinétique turbulente k est définie de sorte que la somme de K et k soit égale à l’énergie
cinétique totale 1

2ρuiui. Elle vaut alors k = 1
2Rii = 1

2ρ ũ
′′
i u
′′
i et son équation bilan est obtenue en

appliquant l’opérateur de moyenne au produit u′′i×(1.1b) :

∂t k + ∂k k ũk = p′ ∂i u′′i redistribution par la pression
− ∂i p′ u′′i diffusion par la pression
− u′′i ∂i p effet de compressibilité sur la pression
− τik ∂k u

′′
i dissipation ε

+ ∂k τik u
′′
i diffusion visqueuse

+ u′′i ∂k τ ik effet de compressibilité sur la viscosité
− Rik ∂k ũi production (transfert entre K et k)
− ∂k

1
2 ρ ũ

′′
i u
′′
i u
′′
k . diffusion turbulente (1.22)

On retrouve donc le terme de “transfert entre K et k” déjà observé avec un signe opposé dans (1.21).
On verra par la suite qu’en pratique, ce terme agit comme un terme puits pour K et un terme source
pour k, de sorte qu’il est fréquemment désigné en tant que terme de “production d’énergie cinétique
turbulente”.

Dans le cas incompressible, le terme de dissipation visqueuse d’énergie cinétique turbulente, ε,
peut être décomposé en

ε = τik ∂k u
′′
i = µω′iω

′
i + 2µ∂2

ik u
′
iu
′
k , (1.23)

où ω = rot(u) désigne la vorticité. Le dernier terme de l’équation (1.23), appelée contribution
inhomogène, est un terme de transport. Sa contribution globale est donc nulle, de telle sorte que la
dissipation ε est directement reliée à l’enstrophie turbulente ω′iω′i. Une analyse de l’enstrophie
turbulente, par l’étude des termes de son équation bilan, pourra donc fournir des indications sur
la dynamique de la dissipation turbulente. Notons que dans le cas compressible, ce résultat, bien
qu’inexact, reste néanmoins une bonne approximation [98].

1.2 Présentation de la couche limite : un problème multi-échelle

Parmi les différents types d’écoulement, on s’intéressera dans cette étude aux écoulements le
long d’une paroi. Cette paroi affecte l’écoulement dans une fine couche à sa proximité appelée
couche limite. La notion de couche limite a été introduite en 1904 par Ludwig Prandtl [213].
Les écoulements de couche limite les plus étudiés sont les écoulements le long de plaque plane
sans gradient de pression, dans un canal plan ou dans une conduite circulaire. La structure de
la couche limite de ces trois types d’écoulement a souvent été considérée comme semblable, bien
que de récentes études [189, 10] aient montré des comportements différents entre ces trois types
d’écoulement.

Les travaux de ce manuscrit ont porté sur le cas de couche limite en développement spatial, en
raison de sa plus grande pertinence d’un point de vue applicatif. Une telle couche limite se déve-
loppe, depuis le bord d’attaque de la paroi, et ne cesse de s’épaissir le long de la plaque. Suivant
l’épaisseur de la couche limite, la vitesse de l’écoulement libre, la viscosité du fluide, mais aussi
l’historique de l’écoulement, ce dernier adoptera des comportements variés dont les caractéristiques
sont présentées ci-dessous.

Par convention, le repère orthonormé (x, y, z) est orienté de sorte que les trois composantes
indiquent respectivement la direction de l’écoulement libre, appelée direction longitudinale, la
direction normale à la paroi et enfin, la direction transverse. Par écoulement libre, on entend
la zone de l’écoulement dans laquelle l’influence de la paroi ne se fait pas sentir. Le vecteur vitesse
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dans cette partie du fluide est alors noté U∞. La position de la paroi est spécifiée par la donnée de
son ordonnée yw(x, z), où l’indice w relate une grandeur prise à la paroi.

1.2.1 Grandeurs et échelles caractéristiques

Comme précisé ci-dessus, l’état de la couche limite turbulente de plaque plane dépend de l’his-
toire de son développement. Pour décrire cet état, on a généralement recours à plusieurs grandeurs,
présentées dans cette section.

Épaisseurs de couche limite. Dans une couche limite, le fluide approche asymptotiquement la
vitesse U∞ lorsque l’on s’écarte de la paroi. Conventionnellement, le bord de la couche limite est
défini comme étant le point auquel 99% de la vitesse à l’infini U∞ est atteinte :

u (y=δ99%) = 0.99 U∞ . (1.24)

Cette épaisseur de couche limite δ99% est couramment utilisée, bien que définie sur des critères
arbitraires et dont la détermination pratique demeure très sensible à la mesure du profil de vitesse
dans la zone externe de la couche limite.

Épaisseurs intégrales. Les épaisseurs intégrales sont des échelles de longueur construites à par-
tir d’une intégrale du profil de vitesse moyenne. On utilise habituellement [56] les épaisseurs de
déplacement δ∗ (parfois noté δ1) et de quantité de mouvement θ (parfois noté δ2). Elles sont définies
par

δ∗ =
∫ ∞
yw

(
1− ρ ũ

ρ∞U∞

)
dy , (1.25)

θ =
∫ ∞
yw

ρ ũ

ρ∞U∞

(
1− ũ

U∞

)
dy . (1.26)

Le produit U∞δ∗ représente la perte de débit due à la présence de la couche limite. L’épaisseur δ∗
est donc celle dont il faudrait déplacer la paroi pour que le débit réel dans la couche limite soit le
même que celui d’un écoulement fictif de fluide parfait. De façon similaire, U2

∞θ représente la perte
de quantité de mouvement due à la présence de la couche limite.

Le rapport de ces deux épaisseurs intégrales est appelé facteur de forme :

H = δ∗

θ
. (1.27)

Il caractérise la forme du profil de vitesse dans la couche limite.

Grandeurs liées au frottement. Le frottement pariétal dans la direction longitudinale τw,x,
également appelé traînée de frottement, est donné par

τw,x = n · τ · ex
∣∣∣
yw

= µw ∂nu
∣∣∣
yw
, (1.28)

où la loi de comportement (1.6) et la condition d’adhérence à la paroi u = 0 ont été utilisées. Le
vecteur n représente le vecteur unitaire localement normal à la paroi.

Le coefficient de frottement cf s’écrit alors en fonction de la contrainte pariétale moyenne τw,x
comme

cf = τw,x
1
2ρ∞U

2
∞
. (1.29)
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On définit la vitesse de frottement uτ et la longueur associée lτ par

uτ =
√
τw,x
ρw

, lτ = ν

uτ
. (1.30)

Ces grandeurs sont largement utilisées pour l’adimensionnement dans l’étude de la couche limite.
On note classiquement avec un exposant + les données ainsi normalisées, comme u+ = u/uτ par
exemple.

Nombre de Reynolds. À partir de la viscosité du fluide, de la vitesse de l’écoulement libre et
de l’épaisseur de couche limite, on peut construire le nombre sans dimension

Reδ = ρU∞ δ

µ
= U∞ δ

ν
. (1.31)

Ce nombre porte le nom de nombre de Reynolds. Il peut être interprété comme le rapport entre
les efforts inertiels, caractérisés dans les équations de Navier-Stokes (1.1b) par ∂kρuiuk et donc
homogène à ρU2

∞/δ, et les efforts visqueux, caractérisés par ∂kτik et homogène à µU∞/δ2. On verra
par la suite que ce nombre apparaît naturellement en adimensionnant les équations de Navier-Stokes.

Il convient de préciser que différents nombres de Reynolds peuvent être construits suivant le choix
de l’échelle de longueur (généralement parmi δ99, δ∗ ou θ) et de l’échelle de vitesse (classiquement U∞
ou uτ ). L’interprétation quant à la valeur d’un nombre de Reynolds dépend donc grandement de sa
définition.

En particulier, le nombre de Reynolds de frottement, défini par

Reτ = ρ uτ δ

µ
= uτ δ

ν
= δ

lτ
= δ+ . (1.32)

s’avère être une mesure de la disparité entre l’échelle de longueur δ de la couche limite et l’échelle
de longueur lτ des phénomènes visqueux à la paroi.

1.2.2 Équations de couche limite

Les hypothèses de couche limite et le développement asymptotique raccordé sont de précieux
outils pour une description analytique de la couche limite. La méthode est succinctement présentée
ici dans le cas d’un écoulement laminaire incompressible. Comme nous le verrons par la suite, il est
possible de l’étendre aux couches limites turbulentes, incompressibles comme compressibles.

Hypothèses. On étudie dans cette partie l’écoulement au-dessus d’une plaque plane (yw = 0),
sous les hypothèses d’un écoulement stationnaire, laminaire, incompressible et bidimensionnel
plan. Sous ces conditions, les équations de Navier–Stokes moyennées (1.1) se simplifient de la façon
suivante :

∂x u+ ∂y v = 0 ; (1.33a)

u ∂x u+ v ∂y u = − ∂x p/ρ+ ν
(
∂2
xx + ∂2

yy

)
u ; (1.33b)

u ∂x v + v ∂y v = − ∂y p/ρ + ν
(
∂2
xx + ∂2

yy

)
v , (1.33c)

auxquels il convient d’ajouter les conditions aux limites :

u (y 7→ 0) = 0 ; (1.33d)
u (|x| 7→ ∞) = U∞ ex . (1.33e)

Les équations relatives à l’énergie totale et à la quantité de mouvement dans la direction z n’ont
plus de raison d’être sous les présentes hypothèses.
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On peut adimensionner les longueurs, les vitesses et la pression en utilisant une échelle de
longueur L ainsi que la vitesse U∞ et la densité du fluide ρ, de sorte que

x∗ = x

L
, y∗ = y

L
, u∗ = u

U∞
, v∗ = v

U∞
, p∗ = p

ρU2
∞
. (1.34)

Avec ces notations, les équations de Navier–Stokes adimensionnées s’écrivent :

∂x∗u
∗ + ∂y∗v

∗ = 0 ; (1.35a)
u∗ ∂x∗u

∗ + v∗ ∂y∗u
∗ = − ∂x∗ p∗ + 1

Re

(
∂2
x∗x∗ + ∂2

y∗y∗
)
u∗ ; (1.35b)

u∗ ∂x∗v
∗ + v∗ ∂y∗v

∗ = − ∂y∗ p∗ + 1
Re

(
∂2
x∗x∗ + ∂2

y∗y∗
)
v∗ , (1.35c)

avec les conditions aux limites :

u∗ (y∗ 7→ 0) = 0 ; (1.35d)
u∗ (|x∗| 7→ ∞) = ex , (1.35e)

où Re est le nombre de Reynolds Re = U∞L/ν.

Région extérieure. La méthode des développements asymptotiques consiste à décomposer les
champs u∗, v∗ et p∗ selon

u∗(x∗, y∗, Re) = u∗0(x∗, y∗) + η1(Re) u∗1(x∗, y∗) + η2(Re) u∗2(x∗, y∗) + ... ; (1.36)
v∗(x∗, y∗, Re) = v∗0(x∗, y∗) + η1(Re) v∗1(x∗, y∗) + η2(Re) v∗2(x∗, y∗) + ... ; (1.37)
p∗(x∗, y∗, Re) = p∗0(x∗, y∗) + η1(Re) p∗1(x∗, y∗) + η2(Re) p∗2(x∗, y∗) + ... , (1.38)

où les fonctions ηi(Re) sont des fonctions de jauge rangées par ordre croissant, c’est-à-dire telles
que ηi 7→ 0 avec 1� |η1| � |η2| � ... lorsque Re 7→ ∞. Ces jauges doivent être choisies pour que
les champs u∗i , v∗i , p∗i soient de l’ordre de l’unité lorsque le nombre de Reynolds tend vers l’infini.

À l’ordre 0, le problème est donc régi par les équations d’Euler :

∂xu+ ∂yv = 0 , (1.39a)
u ∂xu+ v ∂yu = − ∂x p/ρ , (1.39b)
u ∂xv + v ∂yv = − ∂y p/ρ , (1.39c)

où, à cause de la diminution de l’ordre du système, seule la condition aux limites externe peut être
imposée :

u (|x| 7→ ∞) = U∞ ex . (1.39d)

Ces équations représentent une approximation valable des équations de Navier–Stokes unique-
ment dans la région extérieure, |x| = O(L), pour Re 7→ ∞. Il convient alors d’étudier le processus
limite au voisinage de la paroi.

Région intérieure. On considère cette fois l’écoulement au voisinage de la paroi, dans une région
dite intérieure d’épaisseur δ(Re)� L. On introduit alors un nouvel adimensionnement en utilisant
cette épaisseur pour la direction normale :

x+ = x∗ = x

L
, y+ = y∗

δ∗(Re) = y

δ(Re) , u+ = u∗ , v+ = v∗ , p+ = p∗ , (1.40)

De façon analogue à l’analyse de la région externe, un développement asymptotique associé à
cet adimensionnement peut être conduit. Les fonctions de jauge intérieures sont notées εi(Re).
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L’équation de conservation de la masse conduit à v+
0 = 0 et le principe de moindre dégénérescence

permet de fixer les conditions de jauge :

ε1(Re) = δ(Re)
L

= 1√
Re

. (1.41)

Ainsi, à l’ordre dominant dans la région interne, l’écoulement est régi par les équations de
couche limite de Prandtl :

∂xu+ ∂yv = 0 ; (1.42a)
u ∂xu+ v ∂yu = −∂x p/ρ+ ν ∂2

yyu ; (1.42b)
∂y p = 0 , (1.42c)

avec les conditions aux limites

u (y 7→ 0) = v (y 7→ 0) = 0 . (1.42d)

Conditions de raccord. La solution dans la région intérieure doit se raccorder à celle obtenue
dans la région extérieure. Pour cela, on ajoute aux équations d’Euler (1.39) et de Prandtl (1.42) les
règles de raccord :

Ue(x∗) = lim
y∗ 7→0

u∗0(x∗, y∗) = lim
y+ 7→∞

u+
0 (x+, y+) , (1.43a)

lim
y∗ 7→0

v∗0(x∗, y∗) = lim
y+ 7→∞

v+
0 (x+, y+) = 0 , (1.43b)

pe(x∗) = lim
y∗ 7→0

p∗0(x∗, y∗) = lim
y+ 7→∞

p+
0 (x+, y+) = p+

0 (x+) , (1.43c)

où l’indice e caractérise la solution à la paroi des équations d’Euler.

Dans l’analyse présentée ici, nous nous sommes limités au résultat à l’ordre 0. Il est possible
d’effectuer le développement à un ordre supérieur. Pour les subtilités que cela représente, le lecteur
peut se référer à l’ouvrage de Patrick Huerre [117].

Une analyse analogue sur les champs moyens d’une couche limite turbulente est possible. Le
livre de Jean Cousteix [56] est un des rares ouvrages présentant un développement détaillé de ce
cas plus compliqué, dont les principaux résultats sont énoncés ci-dessous.

1.3 Description de la couche limite incompressible sans gradient
de pression

L’évolution des grandeurs précédemment introduites (δ, δ∗, θ, cf , ...) et des champs statistiques
(u, p, Rij , ...) est décrite ici dans le cas canonique d’une couche limite turbulente de plaque plane,
sans gradient de pression externe. Ce cas de référence sera nommé par la suite ZPGTBL pour zero-
pressure-gradient turbulent boundary-layer .

L’intérêt de ce cas d’étude est double. Premièrement, il répond à un cas de figure élémentaire
pour bon nombre d’applications industrielles. Enfin, malgré son extrême simplicité géométrique, il
concentre les effets dynamiques essentiels des couches limites turbulentes [231] :
− Les effets de cisaillement, imposés par la condition d’adhérence u = 0 à la paroi et la

condition de vitesse U∞ 6= 0 à l’extérieur de la couche limite. Ainsi, la couche limite se veut être
une zone de raccord induisant un cisaillement grossièrement évalué comme U∞/δ. L’existence
de ce cisaillement moyen est à l’origine d’une production d’énergie cinétique turbulente et
induit de l’anisotropie dans l’écoulement.
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Figure 1.1 – Profils des composantes visqueuse (τxy) et turbulente (−Rxy) de la contrainte totale
(σxy = τxy −Rxy) en fonction de la distance à la paroi. Les profils sont tracés en zone interne en
fonction de y+ = y/lτ = yuτ/ν et en zone externe en fonction de y/δ. Les données sont extraites
d’une simulation numérique directe de P. Spalart [251]. Figure extraite de [202].

− Les effets visqueux, présents sous forme dissipative (très proche paroi) ou diffusive (redis-
tribution spatiale de l’énergie). On aura donc affaire à des mécanismes de redistribution entre
les différentes échelles et entre les différentes régions.

− Les effets de pression. Le premier est un effet dit cinématique, associé à la condition d’im-
perméabilité de la paroi : lorsqu’une structure turbulente vient impacter la paroi, sa quantité
de mouvement verticale est redistribuée par les effets de pression dans les directions parallèles
à la paroi. Le second effet est acoustique : les perturbations dues à la paroi se propagent dans
tout l’espace à la vitesse du son. Dans le cas limite d’un écoulement incompressible, la pression
est non locale et tout l’espace est instantanément affecté par toute perturbation qui peut avoir
lieu.

− Les effets de température. Dans le cas compressible, l’évolution de l’énergie interne, et
donc de la température, est totalement couplée avec celle du champ de vitesse, au travers de
la densité et de la viscosité. Les mécanismes de flux de chaleur seront donc à prendre en compte.

Nous nous limiterons dans la suite de cette section au cas des ZPGTBLs incompressibles, sauf
lorsque mentionné.

1.3.1 Profils de vitesse moyenne

La méthode des raccordements asymptotiques a été présentée dans le cas laminaire dans la
section 1.2.2. Dans le cas turbulent, en plus des effets visqueux et inertiels, le rôle joué par la tur-
bulence vient complexifier la dynamique de la couche limite. La figure 1.1 présente les composantes
visqueuse et turbulente de la contrainte totale dans une couche limite turbulente. Des zones contrô-
lées par différentes physiques peuvent être identifiées. Ainsi, alors que la couche limite laminaire a
dû être traitée en deux zones, intérieure et extérieure, la couche limite turbulente à grand nombre
de Reynolds doit être divisée en trois grandes régions d’influence : les régions interne et externe de
la couche limite et la région de l’écoulement libre.

Hors de la couche limite, comme pour le cas laminaire, l’écoulement libre (free stream) est
contrôlé uniquement par les effets inertiels. La viscosité et la turbulence peuvent y être négligées.
Dans la région externe de la couche limite (outer region), la turbulence contrôle l’écoulement, mais
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la viscosité est toujours négligeable. L’écoulement dans cette région dépend grandement des phéno-
mènes inertiels et du gradient de pression imposés par l’écoulement libre. Cela n’est pas le cas dans
la région interne de la couche limite (inner region), qui est la seule région dans laquelle la viscosité
joue un rôle non négligeable. Ces différentes zones sont représentées sur la figure 1.2.

Région de l’écoulement libre. Dans la région la plus éloignée de la paroi, l’échelle de longueur
est de l’ordre de la dimension L de l’obstacle. La solution d’ordre 0 dans cette région satisfait
les équations d’Euler (1.39) avec condition de vitesse normale v nulle à la paroi. Dans le cas
d’une couche limite de plaque plane sans gradient de pression, il s’agit trivialement de la solution
uniforme u = U∞. L’écoulement extérieur n’est modifié par la présence de la couche limite qu’à
l’ordre 2. La condition limite à la paroi est alors donnée par la vitesse de transpiration

Ve ∼
d

dx (δ∗Ue) , (1.44)

où δ∗ est l’épaisseur de déplacement, définie par (1.25).

Région externe de la couche limite. Dans cette région, la longueur caractéristique δ est telle
que δ/L ∼ uτ/U∞, où uτ est une vitesse caractéristique de la turbulence. En pratique, l’épais-
seur δ99% de la couche limite définie par (1.24) et la vitesse de frottement définie par (1.30) sont de
bons candidats pour ces échelles caractéristiques.

Si l’on remplace la contrainte visqueuse τ par la contrainte totale σ, définie par (1.20), les
équations de couche limite turbulente sont formellement identiques à celles obtenues en régime
laminaire, équations (1.42). On les écrit comme suit. Pour le cas compressible, il suffit de remplacer
les moyennes de Reynolds par des moyennes de Favre et d’utiliser la densité moyenne.

∂x ρ u+ ∂y ρ v = 0 ; (1.45a)
ρ u ∂x u+ ρ v ∂y u = −∂x p+ ∂y σxy ; (1.45b)

∂y p = 0 . (1.45c)

Dans cette région, la tension visqueuse est négligeable devant la tension turbulente. À l’ordre 0, la
vitesse longitudinale est constante et égale à U∞. Une analyse dimensionnelle permet alors d’aboutir
à une loi de vitesse déficitaire par rapport à U∞, appelée loi de sillage :

U∞ − u
uτ

= F
(

Π, y
δ

)
, (1.46)

où F est la fonction adimensionnée déficitaire de sillage, initialement formulée par Von Kármán [140],
et Π est le paramètre de sillage, permettant de prendre en compte des perturbations extérieures,
comme un gradient de pression. Clauser [48] qualifie d’écoulement à l’équilibre un écoulement
vérifiant la loi de sillage.

Région interne de la couche limite. La région la plus interne est appelée sous-couche vis-
queuse (viscous sublayer). Tel que son nom l’indique, l’écoulement y est principalement influencé
par les contraintes visqueuses. Cette région est caractérisée par la vitesse et la longueur de frot-
tement uτ et lτ = ν/uτ , dites échelles internes ou unités de paroi. À ces fins, les grandeurs
adimensionnées par ces échelles sont marquées de l’exposant +. La sous-couche visqueuse permet
d’assurer la condition d’adhérence u = 0 à la paroi, et ce, bien que son épaisseur devienne infinitési-
male devant celle de la couche limite à haut nombre de Reynolds (lτ/δ 7→ 0 pour Re 7→ ∞). Comme
mis en évidence sur la figure 1.1, le frottement total σxy y est quasiment constant :

∂yσxy = ∂y (τxy −Rxy) ' 0 . (1.47)

Dans la littérature, le terme de “sous-couche visqueuse” fait parfois référence à une zone proche-
paroi encore plus fine, située en dessous de y+ ' 3− 7, que l’on dénomme ici sous-couche linéaire
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Figure 1.2 – Schéma des différentes sous-couches d’une couche limite turbulente. Les noms des
différentes régions caractéristiques sont indiqués à gauche de l’axe des ordonnées y. Les zones d’in-
fluence forte des différents mécanismes physiques figurent à droite de l’axe. Les repères indicatifs sur
l’axe des ordonnées sont donnés en unités interne (à gauche) et externe (à droite). Figure adaptée
de [101]
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Figure 1.3 – Profil de la loi de paroi u/uτ = f(y+) dans la région interne de la couche limite,
calculée par développement asymptotique raccordé. Le profil dans la zone tampon (buffer layer) est
un raccordement empirique entre la loi linéaire et la loi logarithmique. Figure extraite de [231].

(linear sublayer) (voir figure 1.2). Dans cette zone, les contraintes turbulentes Rxy sont négligeables
en raison de la condition d’adhérence. À partir de l’équation (1.47), on obtient alors un profil de
vitesse linéaire :

u

uτ
= y

lτ
, ou encore u+ = y+ . (1.48)

La partie supérieure de la sous-couche visqueuse est appelée zone tampon (buffer layer) et
prend traditionnellement place dans l’intervalle 3− 7 . y+ . 30. Néanmoins, de récentes études [147]
montrent que l’influence de la sous-couche visqueuse s’étendrait jusqu’à Reτ 1/2, repoussant ainsi la
limite haute de la zone tampon. Son rôle est de connecter la sous-couche linéaire avec la zone iner-
tielle. Il n’est pas question ici de négliger les contraintes turbulentes ou les contraintes visqueuses,
qui jouent chacune un rôle important (comme le montre la figure 1.1).

Une analyse dimensionnelle permet d’établir que, dans la zone interne de la couche limite,
l’écoulement ne dépend que de la distance y+ à la paroi en échelle interne. On obtient alors une
relation, appelée loi de paroi, de la forme :

u

uτ
= f

(
y

lτ

)
, ou encore u+ = f(y+) . (1.49)

L’allure de la fonction f(y+) pour une couche limite turbulente de plaque plane est représentée sur
la figure 1.3.

Zone de recouvrement. La région externe est caractérisée par l’épaisseur de la couche limite δ
et la zone interne par l’unité de paroi lτ . Le nombre de Reynolds Reτ = δ/lτ = δ+ caractérise la
disparité entre ces deux échelles. S’il est suffisamment important, il existe une zone, appelée zone
de recouvrement (overlap region), vérifiant simultanément y+ � 1 et y � δ, dans laquelle y+ est
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Figure 1.4 – Similarité à deux paramètres, δ+ et U+
∞, du profil de vitesse moyenne. Les profils de

vitesse moyenne représentés sont issus d’expériences réalisées dans des conditions d’écoulement très
variées, tant en termes de nombre de Reynolds qu’en termes de gradient de pression ou de courbure
de la paroi. Figure extraite de [51].

à la fois trop grand pour que la viscosité joue un rôle prédominant, mais également trop petit
pour que y/δ soit pertinent. L’unique unité de longueur existante est la distance à la paroi y elle-
même [267]. Dans la pratique, l’étendue de la zone de recouvrement est estimée à 30 . y+ . 0.1 δ+.

Grâce à la méthode du développement asymptotique raccordé, une analyse dimensionnelle per-
met d’établir qu’à l’extérieur de la zone interne (c’est-à-dire pour y+ � 1), le profil (1.49) tend vers
une loi logarithmique :

u

uτ
= 1
κ

ln
(
y

lτ

)
+ C ou encore u+ = 1

κ
ln(y+) + C pour y+ � 1 (1.50)

et qu’à l’intérieur de la zone externe (c’est-à-dire pour y/δ � 1), la loi déficitaire de sillage (1.46)
suit une loi logarithmique déficitaire :

U∞ − u
uτ

= −1
κ

ln
(
y

δ

)
+B pour y

δ
� 1 . (1.51)

Ainsi, la zone de recouvrement est usuellement nommée zone logarithmique. Bien que la théo-
rie ne permette pas de les définir analytiquement, les constantes κ, B et C peuvent être estimées
empiriquement. Suivant les types d’écoulement (écoulement de conduite circulaire [179], de canal
plan [290] ou de couche limite [32]), la constante de Von Kármán κ est évaluée entre 0.38 et 0.42. La
constante B dépend des conditions extérieures à la couche limite et peut prendre des valeurs très
variées, comme en témoigne la figure 1.4. La constante additive C est déterminée par la condition
d’adhérence à la paroi, mais puisque la loi logarithmique (1.50) n’est valable que pour y+ � 1, sa
valeur dépend du détail de l’écoulement dans la sous-couche visqueuse. Pour un écoulement sur
paroi lisse, sa valeur est voisine de 5.

L’existence d’une telle loi logarithmique est remise en cause par certains auteurs [102, 101] qui
prônent, au contraire, l’existence d’un profil décrit par une loi puissance. En tout état de cause, la
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Figure 1.5 – Profils de vitesse moyenne, en unités externes (gauche) et internes (droite),
respectivement en échelles linéaire et logarithmique, à différents nombres de Reynolds com-
pris entre Reθ = 1376 (rouge) et 8183 (noir). Les lois linéaire (1.48) et logarithmique (1.50),
avec κ = 0.384 et C = 4.17 (pointillés gris), ainsi que le profil laminaire de Blasius (ligne gris-
clair) sont également représentés. Les données sont extraites des simulations numériques (LES) de
Eitel-Amor et al. [78].

validité de la loi logarithmique comme solution de la méthode des développements asymptotiques
raccordés n’est valable que dans la limite asymptotique Re 7→ ∞. La pertinence de cette loi pour
décrire des écoulements à nombre de Reynolds fini reste un sujet de recherche ouvert, mais sa vali-
dation par comparaison avec des données de références est problématique. En effet, les simulations
numériques directes sont aujourd’hui limitées par la puissance des supercalculateurs disponibles à
des nombres de Reynolds Reθ = O(103) et les souffleries les plus performantes atteignent la décade
suivante. À ces nombres de Reynolds, bien que le profil de vitesse moyenne vienne longer la loi
logarithmique — comme représenté sur la figure 1.5 — l’étendue de la zone de recouvrement est
encore trop restreinte pour permettre de valider ou d’invalider cette théorie.

De plus, bien que l’influence de la tension visqueuse ait classiquement été négligée dans l’équa-
tion du mouvement moyen au-dessus de y+ ' 30, il est aujourd’hui accepté que son influence
se fait en réalité sentir jusqu’à y+ ' 200− 600 [256, 289, 192]. On appelle sous-couche inter-
médiaire (meso-sublayer) la partie de la zone de recouvrement encore influencée par la visco-
sité, c’est à dire y+ . 300 [101] ou y+ .

√
δ+ [147] suivant les études. L’observation d’un véri-

table profil logarithmique nécessite l’existence d’une zone inertielle (inertial sublayer), délimitée
par 300 . y+ . 0.1 δ+, large d’au moins une décade, c’est-à-dire un nombre de Reynolds supérieur
à Reτ = δ+ ' 30000.

Représentation du profil complet. En s’appuyant sur la validité des lois de paroi (1.49) et
de sillage (1.46), Coles [51] affirme que le profil de vitesse d’une couche limite turbulente sur paroi
lisse, même en présence d’un gradient de pression externe, est totalement déterminé par la donnée
des coordonnées — altitude et vitesse — du point d’écoulement libre (δ+, U+

∞). Une illustration en
est donnée figure 1.4. Il précise que le profil complet peut alors s’écrire sous la forme

u

uτ
= f

(
y

lτ

)
+ Π(x)

κ
w
(
y

δ

)
. (1.52)
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En dehors de la sous-couche visqueuse, puisque la loi de paroi f tend vers la loi logarithmique (1.50),
on peut écrire :

u+ = 1
κ

ln
(
y+
)

+ C + Π(x)
κ

w
(
y

δ

)
pour y+ � 1 . (1.53)

Le terme w est appelé terme de sillage, dont Coles en donne l’approximation w(η) = 2 sin2(π2 η).
Il peut être considéré comme négligeable en dessous de y/δ ' 0.15 et est habituellement normalisé
de sorte que w(1) = 2. L’amplitude des effets de l’écoulement libre est alors prise en compte par le
facteur Π, de la même façon que C traduit l’influence de la sous-couche visqueuse. D’après Fernholz
& Finley [79], sa valeur est d’environ Π ' 0.52 pour une ZPGTBL canonique à haut nombre de
Reynolds.

Monkewitz et al. [188] ont proposé une loi analytique pour décrire le profil u+(y+) de ZPGTBL
canonique à grand nombre de Reynolds. Cette loi analytique est obtenue en partie par régression li-
néaire sur des données de référence expérimentales (notamment celles de Nagib et al. [193] et d’Öster-
lund [200]) et en partie par des considérations théoriques (comme la tendance logarithmique (1.50))
et des lois intégrales (comme celles qui seront développées dans la sous-section suivante).

Le profil analytique proposé par Monkewitz et al. est composé selon l’une des deux formes
équivalentes suivantes :

u+ ' u+
inner + u+

outer − u+
log (1.54a)

' u+
inner × u+

outer / u
+
log . (1.54b)

Le profil u+
log correspond au profil logarithmique des lois (1.50) et (1.51). Il est décrit par :

u+
log = 1

κ
ln
(
y+
)

+ C , (1.55a)

avec κ = 0.384 , (1.55b)
et C = 4.17 . (1.55c)

Le profil u+
inner(y+) fait valoir la loi de paroi (1.49) et joue le rôle de ce que l’on a noté f(y+) dans

ce manuscrit. Pour y+ →∞, ce profil tend vers le profil logarithmique u+
log(y+), conformément à la

loi (1.50). Ce profil interne est décomposé comme suit :

u+
inner(y+) = U+

inner,23(y+) + U+
inner,25(y+) , (1.56a)

où U+
inner,23(y+) = 0.68285472 ln(y+2 + 4.7673096y+ + 9545.9963)

+ 1.2384572 ln(y+ + 95.232690)
+ 1.2408249 arctan(0.010238083y+ + 0.024404056)
− 11.930683 , (1.56b)

et U+
inner,25(y+) =− 0.50435126 ln(y+2 − 7.8796955y+ + 78.389178)

− 2.7768771 ln(y+2 + 16.209175y+ + 933.16587)
+ 6.5624567 ln(y+ + 13.670520)
+ 4.7413546 arctan(0.12612158y+ − 0.49689982)
+ 0.37625729 arctan(0.033952353y+ + 0.27516982)
+ 6.1128254 . (1.56c)

Le profil u+
outer(η) est défini de façon déficitaire selon la loi de sillage (1.46), à la différence près

que η = y/∆ = y/U+
∞δ
∗ a été préféré à y/δ. La fonction w+

outer(η) définie ci-après joue alors le
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Figure 1.6 – Évolution du coefficient de frottement cf en fonction du nombre de Reynolds pour une
couche limite de conduite circulaire. La solution laminaire est représentée par la courbe 1©, alors que
la courbe 2© représente une corrélation empirique pour le régime turbulent. Figure extraite de [240]

rôle de ce que l’on a noté F(y/δ) dans ce manuscrit. Pour η →∞, le profil tend vers le profil
logarithmique u+

log(η), conformément à la loi (1.51).

w+
outer(η) = U+

∞ − u+
outer(η) , (1.57a)

où w+
outer(η) = 1

2

(1
κ
E1(η) + 0.6332

)(
1− tanh

(−0.096
η

+ 28.5η2 + 33000η8
))

, (1.57b)

et E1(η) '− γ − ln(γ) + 0.99999193η − 0.24991055η2

+ 0.05519968η3 − 0.00976004η4 + 0.00107857η5 , (1.57c)
avec γ = 0.57721566 . (1.57d)

1.3.2 Évolution des grandeurs caractéristiques

La transition vers la turbulence conduit à une augmentation drastique du frottement, comme
le montre la figure 1.6. À nombre de Reynolds donné, le coefficient de frottement d’un écoulement
laminaire est nécessairement plus faible que celui de l’écoulement turbulent associé. Nous reviendrons
plus tard sur ce résultat, démontré en canal [23, 87], mais qui reste vraisemblablement valable pour
les écoulements externes [143]. Le rappel des principaux résultats d’une couche limite laminaire
constitue ainsi un intéressant point de comparaison.

Solution de Blasius. Une couche limite incompressible laminaire de plaque plane, sans gradient
de pression, est caractérisée par la solution auto-semblable de Blasius. L’évolution dans la direction
de l’écoulement des principales grandeurs de la couche limite peut être calculée analytiquement. En
notant Rex = U∞ x/ν le nombre de Reynolds basé sur l’abscisse x depuis le bord d’attaque de la
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plaque plane, on obtient :

δ99%(x) = 5x√
Rex

= 4.92
√
ν x

U∞
, (1.58a)

δ∗(x) = 1.72x√
Rex

= 1.72
√
ν x

U∞
, (1.58b)

θ(x) = 0.664x√
Rex

= 0.664
√
ν x

U∞
, (1.58c)

H(x) = δ∗

θ
= 2.59 , (1.58d)

cf (x) = 0.664√
Rex

= 0.664
√

ν

U∞ x
. (1.58e)

Ainsi, le coefficient de frottement d’une couche limite laminaire est donné en fonction de Reθ par :

cf (Reθ) = 0.6642

Reθ
. (1.59)

Couche limite turbulente. Il est possible d’intégrer les équations de couche limite entre la
paroi, y = yw = 0, et l’extérieur de la couche limite, y = δ(x). En particulier, l’intégration de l’équa-
tion (1.45b) régissant la quantité de mouvement longitudinal conduit à l’équation intégrale de
quantité de mouvement :

cf
2 = dθ

dx + θ

(
H + 2
U∞

dU∞
dx + 1

ρ∞

dρ∞
dx

)
. (1.60)

Pour obtenir ce résultat, il a fallu également intégrer l’équation de conservation de la masse (1.45a)
et utiliser les relations suivantes :

σxy(y = 0) = τw ; σxy(y = δ) ' 0 ; dp
dx = −ρ∞U∞

dU∞
dx . (1.61)

Bien qu’exacte, cette équation ne permet pas de déterminer le frottement en pratique. En effet,
si U∞(x) et ρ∞(x) sont des données d’un problème de couche limite classique, les évolutions cf (x),
θ(x), H(x) sont toutes inconnues. L’équation intégrale (1.60) ne suffit pas à elle seule à les déter-
miner.

En réalité, aucune formule analytique exacte n’exprime l’évolution des grandeurs caractérisant
la couche limite dans le cas turbulent. Les analyses asymptotiques, l’expérience et la simulation
numérique permettent cependant d’établir de nombreuses formules semi-empiriques.

Dans le cadre des développements asymptotiques raccordés décrits précédemment, la validité
simultanée des lois logarithmiques de paroi (1.50) et de sillage (1.51) permet d’obtenir la loi de
frottement suivante, reliant le coefficient cf = 2/U+2

∞ au nombre de Reynolds Reτ = δ+ :

U+
∞ = 1

κ
ln(δ+) +B + C , ou encore cf = 2

[1
κ

ln(Reτ ) +B + C

]−2
. (1.62)

Souvent, on préfère utiliser cette loi en faisant apparaître le nombre de Reynolds Reδ∗ . On obtient
alors la loi de Coles–Fernholz :

cf = 2
[1
κ

ln(Reδ∗) +D∗
]−2

, (1.63)

avec les coefficients κ = 0.41 et D∗ = 4.2, calibrées empiriquement sur un jeu de données expéri-
mentales pour lesquelles Reδ∗ ∈ [103; 105] [56].

D’autres formules semi-empiriques sont listées dans le tableau 1.1. Il est étonnant de constater
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Forme originale Modifications
Coles–Fernholz 1 [51] cf = 2 [1/κ ln (Reδ∗) +D∗]−2 κ = 0.384, D∗ = 3.354
Coles–Fernholz 2 [51] cf = 2 [1/κ ln (Reθ ) +D ]−2 κ = 0.384, D = 4.127
Kármán–Schoenherr [242] cf = 0.558 c′f/[0.558 + 2(c′f )−1/2]

c′f = [log(2Reθ)/0.242]−2 0.242 7→ 0.2385
Prandtl–Schlichting [240] cf = 0.455 (logRex)−2.58 −A/Rex 0.455 7→ 0.3596
Prandtl–Kármán [212] c

−1/2
f = 4 log(Rex

√
cf )− 0.4 0.4 7→ 2.12

Schultz-Grunow [246] cf = 0.427 (logRex − 0.407)−2.64 0.427 7→ 0.3475
Nikuradse [196] cf = 0.02666Re−0.139

x −0.139 7→ −0.1502
Schlichting’s fit [240] cf = (2 logRex − 0.65)−2.3 −2.3 7→ −2.3333
White [285] cf = 0.455 [ln(0.06Rex)]−2 0.455 7→ 0.4177
1/7th law cf = 0.027Re−1/7

x 0.027 7→ 0.02358
1/5th law cf = 0.058Re−1/5

x −A/Rex 0.058 7→ 0.0655
GC97 [102] cf = 2

[
(Ci∞/55) (δ+)γ∞ e−A/(ln δ

+)α
]−1/2

0.55 7→ 56.7
Smits et al. [248] cf = 0.024Re−1/4

θ not treated in [192]

Table 1.1 – Diverses lois semi-empiriques donnant la variation du coefficient de frottement moyen
avec le nombre de Reynolds. Les coefficients de la dernière colonne proviennent du recalage proposé
par Nagib et al. Tableau adapté de [192].
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Figure 1.7 – Évolution du coefficient de frottement cf en fonction du nombre de Reynolds Reθ.
Les symboles sont issus de mesures expérimentales. Les courbes sont données par les lois semi-
empiriques du tableau 1.1, en utilisant les coefficients originaux (graphique supérieur) ou recalés
par Nagib et al. (graphique inférieur). Figure adaptée de [192].
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Figure 1.8 – Évolution du facteur de forme H en fonction de Reθ. Figure adaptée de [192].

à quel point ces lois empiriques diffèrent, tant en termes de forme mathématique, qu’en termes
de valeur prédite du frottement, comme représenté sur le graphique supérieur de la figure 1.7.
Plusieurs raisons expliquent cette variabilité. Tout d’abord, les lois sont ajustées empiriquement
grâce à des paramètres ajustables sur différents jeux de résultats expérimentaux ou numériques. Les
incertitudes de mesure expliquent une partie de la variabilité des données expérimentales. L’autre
raison est due à la non-unicité de la loi de frottement cf (Re). En effet, à nombre de Reynolds donné,
la valeur du frottement dépend grandement des conditions extérieures (conditions aux limites, taux
de turbulence de l’écoulement libre, type de transition laminaire–turbulente, ...) [238]. Ceci est
particulièrement important pour les couches limites turbulentes de faible nombre de Reynolds,
Reθ ' 103, pour lesquelles l’historique de l’écoulement depuis la transition turbulente une influence
du premier ordre.

Malgré cette grande variété de formules, le recalage des paramètres empiriques proposés par Na-
gib et al. [192] conduit à une excellente superposition de l’ensemble des courbes sur une large plage de
nombre de Reynolds (de Reθ ' 104 à 105), comme représenté sur la partie inférieure de la figure 1.7.

Le facteur de forme H, que l’on a vu constant et égal à 2.59 pour la solution auto-semblable
de Blasius, évolue dans une plage de valeur bien plus faible dans le cas turbulent. En pratique,
on le considère couramment dans l’intervalle 1.3− 1.4. La loi proposée par Nagib et al. [192], dont
l’évolution est représentée sur la figure 1.8, suggère que H(Re) tend vers sa borne inférieure 1
lorsque Re 7→ ∞ :

H = 1
1− C′

U+
∞

, avec C ′ = U+
∞
δ∗

∫ ∞
0

(
1− u+

U+
∞

)2
dy ' 7.135 +O(Reθ) . (1.64)

D’après la définition du facteur de forme (1.27), une faible valeur de H implique un profil de vi-
tesse dynamisé en proche-paroi. Ainsi, les écoulements turbulents se distinguent des écoulements
laminaires par une vitesse moyenne plus importante pour les faibles valeurs de y, comme le montre
la figure 1.5. Les tensions turbulentes de Reynolds, termes supplémentaires dans l’équation de la
quantité de mouvement (1.17b) par rapport au cas laminaire, ont donc pour effet de transférer de
l’énergie cinétique vers la paroi.

L’équation intégrale de quantité de mouvement, équation (1.60), permet, aux côtés des corré-
lations empiriques pour le coefficient de frottement (1.63) et le facteur de forme (1.64), d’obtenir
l’évolution des grandeurs caractéristiques des couches limites ZPGTBL.

1.3.3 Grandeurs turbulentes

Le caractère turbulent de l’écoulement se manifeste par l’ajout de termes supplémentaires dans
les équations moyennées (1.17), faisant intervenir des corrélations de variables fluctuantes. Dans
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entre Reθ = 1376 (rouge) et 8183 (noir). L’adimensionnement mixte de DeGraaff et Eaton [70]
est retenu. Les données sont extraites des simulations numériques (LES) de Eitel-Amor et al. [78].

le cas de la conservation de la quantité de mouvement, il s’agit du tenseur des contraintes de
Reynolds Rij = ρũ′′i u

′′
j , et plus spécifiquement, pour une couche limite turbulente, c’est la compo-

sante Rxy = ρũ′′v′′ appelée contrainte de cisaillement de Reynolds (Reynolds shear stress)
qui intervient dans (1.45). Dans le cas incompressible, son expression se simplifie naturellement
en Rxy = u′v′. Son comportement dans la couche limite est représenté sur la figure 1.9.

Parmi les autres termes du tenseur R, il y a les contraintes de Reynolds normales (u′2,
v′2 et w′2). Leur demi-somme mesure l’énergie cinétique turbulente k. Leur comportement apparaît
également sur la figure 1.9.

Enfin, les deux derniers termes croisés du tenseur de Reynolds, u′w′ et v′w′, sont identiquement
nuls dans une couche limite statistiquement bidimensionnelle pour des raisons de symétrie.

La question de la détermination d’un adimensionnement pertinent des tensions de Reynolds
pouvant conduire à une formulation générale indépendante du régime considéré est un sujet qui
fait toujours débat au sein de la communauté scientifique. Les grandeurs caractéristiques internes
et externes ne conduisent en effet pas à un tel résultat. L’adimensionnement mixte proposé par
DeGraaff et Eaton [70], c’est-à-dire faisant intervenir uτ et U∞, a été utilisé sur la figure 1.9. Il tend
à satisfaire la superposition des données de différents nombres de Reynolds aux positions y+ dans
la zone interne ainsi qu’aux positions y/δ dans la zone externe de la couche limite.

La contrainte de cisaillement étant négative au travers de toute la couche limite, on en déduit
que les fluctuations de vitesses longitudinales et normales, u′ et v′, sont corrélées négativement :
une survitesse u′ > 0 est donc plus vraisemblablement accompagnée d’une déflexion de fluide vers la
paroi v′ < 0, et inversement. On reviendra dans la section suivante sur cette notion de corrélation.

La région où l’énergie cinétique est à son maximum est la zone tampon. On remarque de plus
que les contributions des différentes tensions normales ne sont pas égales en intensité. La principale
contribution à l’énergie cinétique turbulente k est la tension longitudinale u′2, suivie de la com-
posante transverse w′2 puis de la composante normale v′2. Cela témoigne de la forte anisotropie
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Figure 1.10 – Termes (gauche) et termes pré-multipliés par y+ (droite) du bilan d’énergie cinétique
turbulente (1.22) en unité de paroi d’une couche limite incompressible à Reθ = 8183 (couleur). ainsi
que pour différents nombres de Reynolds de Reθ = 1376 à 7603 (gris). Les termes sont respective-
ment : convection (rose), production (transfert de K vers k) (bleu), dissipation (rouge), diffusion
visqueuse (orange), diffusion turbulente (vert), diffusion par la pression (violet). Pour un écoulement
incompressible, les autres termes de (1.22) sont nuls. Les données sont extraites des simulations nu-
mériques (LES) de Eitel-Amor et al. [78] pour lesquels la dissipation totale est la somme de la
dissipation résolue, représentée en pointillés pour le cas Reθ = 8183, et des dissipations sous-maille
et numérique (calculées comme terme résiduel du bilan).

des écoulements au voisinage d’une paroi. Selon Wilcox [286], la répartition des tensions suit les
ratios u′2 : v′2 : w′2 = 4 : 2 : 3 dans la région logarithmique et une bonne partie de la zone déficitaire.

Les termes du bilan d’énergie cinétique turbulente k, équation (1.22), sont tracés sur la fi-
gure 1.10. Dans une couche limite turbulente, le terme de transfert entre les énergies cinétiques
moyenne K et turbulente k constitue majoritairement un terme source pour k et justifie l’ap-
pellation de “terme de production”. Cela traduit le fait que la turbulence extrait de l’énergie du
mouvement moyen pour la convertir en fluctuations de vitesse. Ce “centre producteur” d’énergie
est situé aux environs de y+ ' 11− 12, mais une grande partie de la production est repartie sur
toute l’épaisseur de la couche limite, comme le montre la figure 1.10 pré-multipliée en échelle lo-
garithmique. Smits et al. [249] rappellent qu’au-dessus de Reτ ' 4200, la production dans la zone
inertielle y+ > 30 devient prépondérante devant celle dans la sous-couche visqueuse. Les termes de
diffusion (visqueuse, turbulente et de pression) ainsi que le transport par le champ moyen (convec-
tion) ne créent ni de détruisent d’énergie, ils ne font que la redistribuer spatialement. À terme,
l’énergie transférée à la turbulence est totalement dissipée par des effets visqueux. Ainsi, on observe
l’équilibre global “production = dissipation”.

La diffusion turbulente transfère de l’énergie de la zone tampon vers la sous-couche linéaire. La
diffusion visqueuse la transfère encore plus proche de la paroi. Dans la sous-couche linéaire, l’équilibre
énergétique se traduit par une dissipation visqueuse de l’énergie apportée par la diffusion visqueuse.
Dans le reste de la couche limite, l’équilibre dominant (production = dissipation) traduit le fait que
l’énergie apportée par le mouvement moyen est dissipée localement. Enfin, le terme de convection
utilise l’énergie apportée dans la zone externe par la diffusion turbulente pour l’épaississement de
la couche limite.
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1.4 Description des mouvements fluctuants

Les sections précédentes ont présenté une analyse statistique, moyenne, de la turbulence parié-
tale. En particulier, l’analyse des bilans d’énergie cinétique turbulente a montré l’existence d’un
transfert d’énergie de l’écoulement moyen vers la turbulence, qui la dissipait finalement par des
effets visqueux. Bien que ces informations soient très utiles dans le développement de modèles
de turbulence, elles ne permettent pas de comprendre les phénomènes physiques qui régissent ce
comportement. De nombreuses études ont conduit à la découverte de la présence de mouvements
organisés, ou structures cohérentes, et à la mise en évidence de leur lien avec la production de tur-
bulence. La connaissance de ces structures s’est développée principalement grâce aux simulations
numériques depuis les années 1980. Robinson [227] propose dans sa revue une définition générale
d’une structure cohérente :

Il s’agit d’une région de l’écoulement au sein de laquelle au moins une variable fon-
damentale (une composante de la vitesse, la densité, la température, ...) présente une
corrélation significative avec elle-même ou une autre variable dans un intervalle de temps
ou d’espace significativement plus grand que les échelles locales les plus petites.

Les efforts de Robinson [227] se sont révélés particulièrement utiles puisqu’ils ont permis d’établir une
classification des structures cohérentes de la couche limite. Parmi les mouvements organisés connus
à cette époque, on peut notamment lister les streaks, les éjections et balayages, les tourbillons quasi-
longitudinaux ou en épingle à cheveux, ainsi que les structures de grande envergure δ associées aux
explosions turbulentes de la zone externe.

De pair avec la découverte de mouvements cohérents particuliers et leurs interactions avec l’écou-
lement, un certain nombre de modèles a été proposé afin d’apporter un éclairage sur les propriétés
de la couche limite. L’objectif général de ces modèles est de fournir un cadre théorique permettant
d’expliquer comment diverses fluctuations instationnaires aboutissent aux comportements moyens
observés. Certains de ces modèles, ayant émergé dans les deux dernières décennies, sont présentés
ci-dessous.

1.4.1 Cycle proche-paroi d’auto-régénération de la turbulence

Pour des raisons de coût de calcul, mais aussi parce que le maximum de production de k se
situe aux alentours de y+ ' 11 (voir figure 1.10), de nombreuses études ont initialement porté sur
la région proche-paroi y+ . 100. C’est de plus la seule région à ne pas être déficitaire sur le plan
énergétique, au sens où la production d’énergie cinétique turbulente y est supérieure à la dissipation
(cf. figure 1.10 et [231]). Ces travaux ont permis de révéler l’existence d’un cycle auto-entretenu de
la turbulence pariétale. Les différentes structures en jeu dans ce cycle sont dans un premier temps
décrites.

Streaks. En observant le champ instantané de vitesse longitudinale dans la sous-couche visqueuse,
comme présenté sur la figure 1.11, on remarque que l’écoulement est structuré en bandes de fluide,
sinueuses et très allongées dans la direction de l’écoulement.

Ces bandes comportent alternativement du fluide haute vitesse et du fluide basse vitesse en
comparaison avec la vitesse moyenne u(y) au même endroit. Cela correspond donc à des bandes de
fluctuation u′ > 0, que l’on appelle streaks rapides, et des bandes de fluctuation u′ < 0, appelées
streaks lents.

Kline et al. [148] précisent que ces structures ne sont plus observées au-dessus de y+ ' 40− 50
et déterminent leurs dimensions caractéristiques : leur longueur est estimée à λ+

x ' 103 − 104 et leur
espacement à λ+

z ' 80− 100.

Tourbillons quasi-longitudinaux (TQLs). Dans les années 70s, le fait que des mouvements
tourbillonnaires soient responsables de la production de turbulence était quasi-consensuel. En 1979,
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Figure 1.11 – Visualisation de streaks dans la sous-couche visqueuse d’une couche limite turbu-
lente. L’écoulement est visualisé par le dessous et va de la gauche vers la droite. Le miroir en
bas de l’image permet une vue de coupe simultanée. Pour chacune de ces deux vues, un repère
respectant l’orientation précédemment établie a été ajouté. La photo est issue des expériences de
Cantwell et al. [30].

les travaux de Blackwelder et Eckelmann [25] mettent en évidence la présence de Tourbillons Quasi-
Longitudinaux (TQLs), orientés dans la direction de l’écoulement. Ils sont décrits comme des paires
de tourbillons contra-rotatifs qui aspirent le fluide plus lent, de proche-paroi, et conduisent à la
formation de streaks basse-vitesse. Ces phénomènes seraient donc directement liés aux évènements
d’éjection et de balayage. De nombreuses méthodes ont été mises en œuvre pour étudier les TQLs,
mais il faudra attendre l’arrivée de la simulation numérique directe (DNS pour direct numerical
simulation) pour une compréhension plus poussée.

Jeong et al. [132] fournissent en 1997 une description très précise de ces tourbillons en se basant
sur des résultats de DNS. Ils caractérisent ainsi les TQLs comme étant organisés en de longues
chaînes de ∆x+ = 600− 1000 dont les maillons seraient des paires de tourbillons contrarotatifs. Les
tourbillons s’étendent en moyenne sur 200 unités de paroi dans la direction longitudinale et leur
diamètre est compris entre 10 et 50 unités de paroi [144]. Le côté aval des tourbillons est surélevé et
forme ainsi un angle d’environ 9◦ avec la paroi. De plus, un angle de dérapage de ±4◦ est observé
dans le plan (x, z), selon leur sens de rotation par rapport à l’écoulement moyen.

Ils sont convectés par l’écoulement à une vitesse proche de 10uτ et sont également animés d’un
mouvement ascendant. Une fois qu’ils ont quitté la région de proche paroi, certains disparaissent
sous forme de vorticité désorganisée [137, 227, 231].

Cycle auto-entretenu de proche-paroi. Il a été envisagé depuis les années 1980 que les streaks
et les tourbillons longitudinaux sont impliqués dans un cycle de régénération mutuelle. Cette hy-
pothèse a été confirmée grâce aux simulations numériques durant les quinze dernières années. Le
motif élémentaire du mécanisme est composé d’un streak lent bordé par deux tourbillons longitudi-
naux [133]. C’est la configuration minimale pour que les fluctuations s’auto-entretiennent.

Une découverte importante est que ce cycle d’auto-régénération de la turbulence, approximati-
vement situé dans la région 10 . y+ . 60, est un cycle autonome, auto-entretenu, en ce sens qu’il
perdure en l’absence d’échange d’énergie avec les autres régions de la couche limite. Ceci a notam-
ment été prouvé par Jiménez et Pinelli [137], grâce à des simulations numériques dans lesquelles
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Figure 1.12 – Schéma de coupe dans le plan
normal à l’écoulement illustrant les évène-
ments d’éjection et de balayage à l’origine de
la création des streaks lents et rapides par les
tourbillons quasi-longitudinaux.

Figure 1.13 – Densités de probabilités jointes
pré-multipliées des fluctuations de vitesses
longitudinale et normale, u′v′ P (u′v′)× 104, à
la position y+ = 30, représentées dans chacun
des quadrants du plan (0 ;u′, v′). Figure adap-
tée de [202].

toutes fluctuations turbulentes en dehors de cette zone étaient annulées, et par Hwang [122], grâce
à des simulations dans lesquelles ce sont les structures plus grandes que celles précédemment dé-
crites qui étaient annulées. Cependant, de plus en plus de récentes études suggèrent que la région
proche-paroi est fortement influencée, en particulier à grand nombre de Reynolds, par les structures
de la zone externe abordées plus loin [70, 120, 178].

Le mécanisme détaillé du cycle d’auto-régénération de la turbulence n’est pas encore complète-
ment connu et plusieurs modèles théoriques sont encore en compétition pour l’expliquer.

Une certitude est que les streaks sont créés par les tourbillons longitudinaux par un phénomène
d’entraînement [25]. À cause du cisaillement moyen, le fluide à proximité de la paroi est plus lent que
l’écoulement au-dessus. Comme illustré sur la figure 1.12, lorsque les tourbillons drainent, vers la
paroi (v′ < 0), du fluide provenant d’une région supérieure de la couche limite, celui-ci possède une
quantité de mouvement longitudinale supérieure à celle du fluide ambiant. Lors de ces évènements,
que l’on appelle balayages (sweeps), une fluctuation de survitesse (u′ > 0) est ainsi générée, don-
nant naissance à un streak rapide. Inversement, on parle d’éjections (ejections) lorsque du fluide
proche de la paroi, qui possède donc une faible quantité de mouvement, est éloigné (v′ > 0) vers
la partie supérieure de la couche limite. Cela génère les fluctuations de vitesse négative (u′ < 0) à
l’origine des streaks lents. Lorsqu’on les considère suivant leur position dans le plan (0 ;u′, v′), re-
présenté sur la figure 1.13, les éjections et balayages correspondent respectivement aux évènements
des quadrants Q2 (pour lequel u′ < 0 et v′ > 0) et Q4 (tel que u′ > 0 et v′ < 0). Il apparaît sur la
figure 1.13 que ces deux évènements ont une occurrence bien plus forte que celle des évènements
Q1 et Q3, justifiant l’importance du mécanisme de génération des streaks. Ces deux types d’évène-
ments, Q2 et Q4, correspondent à des mouvements producteurs de turbulence, puisqu’avec u′v′ < 0,
ils interviennent comme terme source dans l’équation de bilan de l’énergie cinétique turbulente.

L’autre partie du cycle, qui concerne la régénération des tourbillons par les streaks, est encore
aujourd’hui sujette à controverse. En effet, deux mécanismes différents ont été mis en évidence. Une
première hypothèse porterait sur la régénération de streaks par des mécanismes auto-similaires.
Lorsqu’un TQL approche une paroi, à cause de la condition d’adhérence, il va induire un mouve-
ment tourbillonnaire de sens opposé [26]. Cette structure secondaire, déjà orientée dans le sens de
l’écoulement, va pouvoir décoller de la paroi dans certaines circonstances, comme représenté sur la
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Figure 1.14 – Schéma du mécanisme bidimensionnel d’enroulement auto-similaire de la vorticité
longitudinale. Des iso-niveaux de vorticité, dans le plan normal à l’écoulement moyen, sont repré-
sentés pour ωx > 0 (lignes continues) et pour ωx < 0 (lignes pointillées). Figure extraite de [243].

figure 1.14, et s’intensifier grâce au cisaillement présent dans cette région.
L’autre hypothèse est que les streaks, sujets à des instabilités hydrodynamiques, rentreraient

en oscillation rapide, et, une fois en phase de croissance non-linéaire, engendreraient les tourbillons
longitudinaux [112, 243, 276]. Le lecteur est invité à se référer à l’étude de Schoppa et Hussain [243]
pour une description plus détaillée des étapes de ce phénomène.

En supprimant alternativement l’un et l’autre de ces deux mécanismes, Jiménez et Pinelli [137]
démontrent que la turbulence ne survit pas sans génération de TQL induite par les streaks, alors
que l’absence du cycle auto-similaire n’a que peu d’influence. Ils permettent ainsi de conclure que
l’enchaînement basé sur l’instabilité des streaks serait prépondérant.

1.4.2 Hypothèse des tourbillons attachés

Initialement décrit par Townsend [267] et plus tard repris par Perry et ses collègues [208, 209,
174], le concept de tourbillons attachés repose sur l’hypothèse (attached eddies hypothesis) selon
laquelle la couche limite serait peuplée par une famille de mouvements, géométriquement similaires,
mais dont la taille caractéristique varie proportionnellement à la distance à la paroi, comme repré-
senté sur la figure 1.15. Bien que définie avec une grande facilité conceptuelle, cette théorie aboutit
à des formulations mathématiques et des implications bien plus exigeantes.

La plupart des propriétés propres à cette théorie sont bien prises en compte par les vortex en
épingle à cheveux (hairpin-like vortices) théorisés par Theodorsen [262], si bien que ces derniers
sont souvent utilisés pour modéliser les tourbillons attachés. Robinson [227] propose de décrire
cette structure comme une paire de tourbillons contra-rotatifs préférentiellement inclinés de 45◦ par
rapport à la paroi (les jambes), reliés dans leur partie supérieure par un tourbillon transverse (la
tête). La partie entre la tête et les jambes est appelée le cou. Une représentation caractéristique peut
en être donnée, figure 1.16, par un tube de vorticité K en épingle à cheveux. Afin de correctement
remplir l’espace, ces tourbillons attachés sont distribués au-dessus de la paroi avec une densité
inversement proportionnelle au carré de leur taille δeddy [209].

Bien que de nombreux hairpins puissent être identifiés à bas nombre de Reynolds, expérimenta-
lement [113] ou par simulation numérique directe [287], il devient tout juste possible d’en observer
des fragments asymétriques, appelés “cannes” [227], à plus haut nombre de Reynolds. En réalité,
les tourbillons attachés doivent être considérés comme un concept statistique. Zhou et al. [292] ont
ainsi pu détecter des structures ressemblant clairement à un hairpin par estimation stochastique
autour des évènements Q2 d’intensité suffisante. Une représentation en est donnée sur la figure 1.17.

Adrian et al. [3] propose que la couche limite turbulente soit densément peuplée de paquets de
structures cohérentes, appelés mouvements de grande taille ou LSMs (large-scale motions),
dont l’importance dépend de l’âge : de petits paquets naissent en proche-paroi et se déplacent vers
l’extérieur de la couche limite en croissant en taille. L’auto-organisation en “paquet” d’une multitude
de mouvements organisés, comme représentée sur la figure 1.18, capture les propriétés globales d’une
couche limite turbulente : création de tourbillons quasi-longitudinaux et de streaks lents entre les
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Figure 1.15 – Schéma conceptuel illustrant
l’hypothèse des tourbillons attachés [208, 267].
Chaque cercle matérialise un unique tourbillon at-
taché. La taille des plus petits est dimensionnée
en unité de paroi lτ , celle des plus grands en unité
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distance y entre leur centre et la paroi, comblant
ainsi la séparation d’échelle entre lτ et δ. Figure
adaptée de [123].

Figure 1.16 – Schéma d’un tourbillon at-
taché représentatif, annoté de ses carac-
téristiques géométriques et cinématiques
principales. Figure adaptée de [243].

jambes des hairpins du paquet, occurrence des évènements Q2 et Q4 à différentes altitudes, présence
de tourbillons transverses en zone externe [3, 92, 119].

La taille des LSMs augmente graduellement à mesure que le point d’observation s’écarte de la
paroi jusqu’à atteindre une échelle longitudinale de l’ordre de 2− 3 δ et une échelle latérale de l’ordre
de δ [265, 91]. Ces plus grandes structures pourraient être associées avec les évènements d’explosion
turbulente (turbulent bulge) passant à l’extérieur de la couche limite [2].

Bien qu’il ait initialement été proposé que l’épaississement des structures soit dû à l’apparie-
ment de hairpins de la région pariétale [265, 2], les récentes investigations numériques ont révélé
qu’il pourrait exister des mécanismes auto-entretenus, propres à chaque échelle caractéristique et
indépendants de ceux des autres échelles [7, 81, 125].

1.4.3 Mécanismes top-down et super-structures

Récemment, des études numériques et expérimentales ont révélé l’existence de structures de
dimension encore plus importante, dans les régions logarithmiques et de sillage [145, 110, 11, 121,
189]. Des effets de leur présence ont même été relevés au-delà de la couche limite [270]. Ces structures
sont très longues, sinueuses, et sont constituées d’une zone étroite de fluide basse-vitesse bordée de
régions de fluide plus haute vitesse. Bien qu’elles soient observées dans les écoulements internes et
externes, des différences semblent exister entre ces deux cas [11, 68]. Ainsi, elles sont couramment
appelées mouvements de très grande taille ou VLSMs (very large-scale motions) pour les
écoulements internes, et super-structures pour les écoulements externes. Leur dimension dans la
direction longitudinale se mesure en variables externes. Les super-structures peuvent atteindre 10
à 15 δ [121].

L’origine de ces super-structures n’est pas parfaitement comprise. D’un côté, Kim & Adrian [145]
suivis par d’autres [120, 110] ont suggéré qu’elles seraient causées par un pseudo-alignement longi-
tudinal de paquets de hairpins (LSMs), alors que de l’autre, del Àlamo & Jiménez [4] puis Cossu,
Hwang et al. [52, 123, 124] pensent qu’elles seraient formées par des processus d’amplification de per-
turbation du profil moyen. L’importance relative de ces deux mécanismes est l’objet de nombreuses
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Figure 1.17 – À gauche : Structure de tension de Reynolds moyennée conditionnellement à la
présence d’un balayage (bleu) et d’une éjection (vert) côte à côte. L’origine est positionnée au
centre de gravité des deux zones de fortes tensions de Reynolds et les axes sont adimensionnés par
sa distance à la paroi yc. La position moyenne de la zone de forte vorticité est représentée en jaune.
À droite : Réalisation instantanée du même objet, avec les axes adimensionnés par δ. Le nombre de
Reynolds de l’écoulement est Reτ = 934. Figure extraite de [136].

Figure 1.18 – Modèle conceptuel d’Adrian et al. expliquant la dynamique de la couche limite
turbulente à partir de paquets de hairpins. Figure extraite de [3].

études.
Ces structures ont pour effet de moduler l’activité du cycle proche-paroi [178, 270, 239] et

d’imprimer leurs empreintes dans la sous-couche visqueuse [1, 115, 120, 121]. Pour autant, leur
dynamique ne serait pas influencée en retour par les structures proche-paroi [80, 82].

Des revues très complètes présentent plus en détail les dernières avancées sur la compréhension
de ces structures de très grande dimension [136, 249].

Des structures cohérentes dont la taille et la localisation dans la couche limite diffèrent ont
été présentées : les streaks et leurs TQLs, les LSMs constitués de hairpins, les VLSMs ou super-
structures. Certains auteurs avancent qu’entre les tourbillons quasi-longitudinaux proche-paroi de
petite dimension et les super-structures s’étendant jusqu’à l’extérieur de la couche limite, il existerait
en réalité un continuum de mouvements cohérents de taille et de complexité croissante [136, 123].

Cependant, deux principales plages d’échelles énergétiques bien distinctes existent [120] et sont
représentées sur la figure 1.19. La première, centrée autour de y+ ' 15 pour des structures de
longueurs caractéristiques λ+

x ' 103, corresponds aux streaks et structures associées du cycle proche-
paroi. La seconde plage d’énergie apparaît dans la région logarithmique, autour de y+ ' √15Reτ , et
prend de l’importance pour les couches limites à haut nombre de Reynolds. Cette plage énergétique
est associée à des structures de grandes tailles, λx > 3δ, correspondant vraisemblablement aux
super-structures [120, 145, 265].
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Figure 1.19 – Spectrogramme pré-multiplié d’énergie cinétique turbulente longitudinale mettant
en évidence les deux pics énergétiques de la couche limite. Figure extraite de [29] réalisée à partie
des mesures de [159].

1.4.4 Vitesse de convection

Une couche limite canonique n’est pas caractérisée par une unique vitesse de convection : celle-
ci dépend du phénomène ou de la structure observée et de sa position dans la couche limite [5,
185, 223]. En pratique, on estime usuellement la vitesse de convection par la vitesse moyenne u(y),
sauf à proximité de la paroi où une vitesse constante et proche de 10uτ est souvent utilisée pour
caractériser la convection des structures du cycle proche-paroi [273].

Que ce soit en canal [5] ou en ZPGTBL [223], la vitesse de convection est quasi-uniforme à
proximité de la paroi. Sa valeur dimensionnée en unité interne est approximativement constante et
peut être estimée à

u+
conv ' 10− 12 pour y+ < 15− 20 , (1.65)

Cette approximation est particulièrement bien vérifiée si l’on ne considère que les plus petites
structures, dont font partie les structures du cycle proche-paroi d’auto-régénération de la turbulence.

1.5 Description de l’empreinte pariétale de la turbulence

1.5.1 Grandeurs pariétales

Les précédentes études attestent qu’il existe une interaction forte entre les différentes couches
de l’écoulement, de la partie externe de la couche limite jusqu’à la paroi. Les traces mesurables
à la paroi d’une telle interaction se décomposent en effort normal — terme de pression — et en
effort tangentiel — terme de cisaillement d’origine visqueuse. Ainsi, la pression pariétale pw = p(yw)
et les cisaillements pariétaux longitudinal τw,x (définie par (1.28)) et transverse τw,z représentent
une véritable empreinte des fluctuations turbulentes de l’écoulement. Elles sont appelées grandeurs
pariétales [202]. La figure 1.20, représentant le champ pariétal instantané τw,x(x, z, t), illustre cette
empreinte. On y voit l’influence des structures turbulentes des différentes échelles.

Les grandeurs pariétales, de par les informations qu’elles contiennent, permettent de caractériser
l’écoulement turbulent proche-paroi. Thomas and Bull [263] ont utilisé des mesures de vitesse et de
pression pariétale pour examiner les motifs d’écoulement générant des fluctuations de pression à la
paroi. Ainsi, ils mirent en évidence que les brèves périodes d’intenses fluctuations de pression sont
associées au passage de larges (de l’ordre de δ) structures tourbillonnaires. Bewley et Protas [24]
essayèrent avec ambition de reconstruire le champ de l’écoulement en proche-paroi à partir des
données pariétales et de leurs dérivées spatiales et temporelles. Leur reconstruction s’est avérée très
efficace dans la sous-couche visqueuse, c’est-à-dire pour y+ . 3, mais ne permet pas de reproduire
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Figure 1.20 – Cisaillement pariétal instantané τw,x(x, z, t) pour un écoulement de canal
à Reτ = 934. Les zones blanches et noires représentent respectivement un cisaillement local faible
et important. Figure extraite de [29] réalisée à partir des simulations DNS de [6].

fidèlement l’écoulement turbulent au-dessus de y+ ' 10.

Les études abordées précédemment confirment l’existence d’une réelle interaction entre la paroi
et la turbulence, ou, plus précisément, entre les fluctuations pariétales et le cycle proche-paroi de
la turbulence. On peut néanmoins se demander dans quelle mesure et de quelle façon la turbulence
induit une augmentation moyenne du frottement pariétal. En effet, puisque l’énergie cinétique tur-
bulente conduit à une augmentation de la dissipation et puisque la contrainte de cisaillement de
Reynolds est négative pour les streaks lents comme rapides, il n’est pas étonnant que la turbulence
puisse conduire à une augmentation du frottement moyen par rapport au cas laminaire. Cependant,
le frottement instantané étant localement augmenté par les streaks rapides et localement diminué
par les streaks lents, comme représenté sur la figure 1.20, il n’est pas évident d’en déterminer a priori
l’effet global [199]. Le reste de cette section tend à clarifier ce point.

1.5.2 Décomposition du frottement

Le frottement pariétal moyen τw,x est classiquement défini en fonction du cisaillement à la paroi,
équation (1.28). Le lien avec la turbulence, dont les fluctuations de vitesse sont nulles à la paroi, peut
alors sembler difficile à établir. Néanmoins, il est possible de relier analytiquement le frottement
pariétal et les champs moyens de différentes grandeurs dans l’ensemble de la couche limite.

Ainsi, par triple intégration de l’équation de Navier–Stokes régissant la quantité de mouvement
longitudinale (1.17b), Fukagata, Iwamoto et Kasagi [85] ont obtenu une décomposition du coefficient
de frottement, dite identité FIK, dans laquelle différentes contributions sont isolées suivant leurs
origines physiques sous-jacentes. En particulier, cette méthode permet de quantifier l’influence de
la turbulence sur le coefficient de frottement, mais également d’en localiser spatialement l’origine
dans la couche limite. La méthode a ensuite été généralisée aux cas des écoulements compressibles
de plaque plane [107] ainsi qu’à une certaine classe de surfaces complexes [205].

Pour les couches limites turbulentes bidimensionnelles, l’identité FIK s’écrit :

cf = cf,1 + cf,2 + cf,3 , (1.66)

où les termes cf,i représentent respectivement les composantes dîtes “laminaire”, “turbulente” et
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“transitionnelle et/ou spatialement inhomogène” définies par :

cf,1 = 4
Reδ

∫ δ

0

ρ ũ

ρ∞U∞

dy
δ

= 4
Reδ

(
1− δ∗

δ

)
, (1.67)

cf,2 = 4
∫ δ

0

(
1− y

δ

) −Rxy
ρ∞U2

∞

dy
δ
, (1.68)

cf,3 = −4
∫ δ

0

1
2

(
1− y

δ

)2 δ

ρ∞U2
∞

(
∂tρũ+ Ix + ∂xp

) dy
δ
, (1.69)

avec Ix = ∂k (ρ ũ ũk)− ∂x τxx + ∂xRxx − ∂y(τxy − νw∂yρ ũ) . (1.70)

Le détail de la dérivation de cette identité sera explicité dans l’annexe A dans le cas plus général
d’une paroi complexe non plane.

Pour un écoulement laminaire de canal plan ou de conduite circulaire, seul le premier terme
est non nul, justifiant le qualificatif de contribution laminaire. Si l’écoulement devient turbulent,
les tensions de Reynolds ne valent plus zero et la contribution turbulente cf,2 intervient. Ce terme
met en valeur le fait que les fluctuations turbulentes, à n’importe quelle hauteur dans la couche
limite, peuvent contribuer au frottement pariétal. Enfin, pour les écoulements en développement
spatial, tels que les ZPGTBLs, les dérivées en x du terme Ix ne sont plus nulles et le terme cf,3
vient compléter le frottement.

Pour la solution auto-similaire de couche limite laminaire de Blasius, Deck et al. [68] ont montré
que le coefficient de frottement cf,lam = 0.664/

√
Rex, définie par (1.58e), se décompose en

cf,1,lam = 0.796 cf,lam cf,2,lam = 0 cf,3,lam = 0.204 cf,lam . (1.71)

Contrairement au frottement cf,lam(Rex), les contributions relatives cf,i/cf ne dépendent pas du
nombre de Reynolds Rex.

Dans le cas canonique de couche limite turbulente en développement spatial, la contribution
turbulente cf,2 n’est pas nulle, comme le montre la figure 1.21. Bien au contraire, elle constitue la
majeure partie du frottement, alors que la contribution laminaire cf,1 tend vers 0 à mesure que le
nombre de Reynolds augmente. Deck et al. [68] observèrent que cf,3/cf reste relativement constant
dans les cas turbulents comme laminaires et environ égal à cf,3,lam/cf,lam = 20%. L’explication
avancée porte sur la réécriture de cf,3/cf en fonction du profil de contrainte totale σ+

xy(y/δ) :

cf,3
cf

= −
∫ δ

0

(
1− y

δ

)2 ∂ σ+
xy

∂ y/δ

dy
δ
. (1.72)

Ainsi, la faible dépendance au nombre de Reynolds de cf,3/cf témoigne d’un remarquable comporte-
ment auto-similaire de la contrainte de cisaillement total dans les couches limites en développement
spatial. Grâce à ce résultat, une relation de proportionnalité peut être établie entre le terme cf,2
d’une couche limite turbulente et son surplus de frottement par rapport au cas laminaire.

1.5.3 Cas limite du frottement laminaire

Bien que les théories et avancées en contrôle de la turbulence constituent le sujet du prochain
chapitre, certains résultats obtenus par cette communauté méritent d’être mentionnés dès à présent.

La traînée minimale durablement atteignable pour un écoulement incompressible de canal
à débit constant, contrôlé par une distribution pariétale de soufflage/aspiration à débit
moyen nul, est exactement celle de l’écoulement laminaire.

Cette conjecture, formulée par Bewley [22], provient de l’expression du frottement (1.66) pour un tel
écoulement, composé d’un terme laminaire, cf,1, et d’un terme turbulent, cf,2, qui s’exprime comme
l’intégrale des tensions de Reynolds. Bewley postule qu’il est au maximum possible d’annuler cette
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Figure 1.21 – Évolution des contributions relatives au frottement cf,i/cf dans une couche limite
de plaque plane sans gradient de pression, pour des nombres de Reynolds balayant les plages lami-
naire ( ), transitionnelle ( ) et turbulente ( ). Les données sont issues des simula-
tions de Wu &Moin [287] (DNS, N), Schlatter & Örlü [238] (DNS, H), Eitel-Amor et al. [78] (LES, �)
et Deck et al. [68] (ZDES, ◦).

intégrale. Cette conjecture s’est avérée être fausse : des réductions de traînée sub-laminaires ont pu
être maintenues à faible nombre de Reynolds en canal turbulent pleinement développé [86, 184].

Par la suite, Bewley et d’autres démontrèrent analytiquement qu’en prenant en compte la puis-
sance consommée par le dispositif de contrôle, l’écoulement laminaire dans un canal plan ou une
conduite circulaire constitue la réduction énergétique maximale qui peut être maintenue [23, 86,
87]. Nous pouvons en conclure que pour ces écoulements, le régime turbulent (non contrôlé) traîne
nécessairement plus que son équivalent laminaire de même débit. Un résultat similaire est vraisem-
blablement valable dans le cas d’une couche limite en développement spatial [143], comme observé
empiriquement sur la figure 1.6.

Ainsi, le frottement (1.59) donné par la solution auto-similaire de Blasius représente le frotte-
ment minimal pour une couche limite sans gradient de pression. Les structures turbulentes et les
fluctuations de vitesse qu’elles induisent augmentent nécessairement le frottement, et ce, de façon
substantielle dans la pratique.

1.5.4 Interactions entre frottement et structures turbulentes

Les études fondatrices dans la compréhension des mécanismes de génération de la turbulence se
sont également intéressées aux liens existants entre les différentes structures cohérentes observées et
le frottement pariétal. Ainsi, il a pu être établi que la plupart des régions d’intense frottement pariétal
sont induites par la présence de tourbillons quasi-longitudinaux, positionnés en moyenne 90 unités
de paroi plus en aval et à y+ ' 20 [143, 156]. Ce sont les évènements de balayage Q4, directement
induits par les tourbillons quasi-longitudinaux (voir la section 1.4.1), qui jouent un rôle majeur dans
la génération de la tension de cisaillement turbulente [41, 156]. Les streaks rapides, en augmentant
le cisaillement pariétal, peuvent induire une augmentation du frottement local instantané jusqu’à
hauteur de 300% du frottement moyen. Inversement, les streaks basse-vitesse engendrent une dimi-
nution du frottement. Cependant, l’effet délétère des streaks rapides demeure prépondérant [199].
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Figure 1.22 – Densité spectrale pré-multipliée de la norme de la vorticité, kxkzEωω, à proxi-
mité de la paroi, y+ = 6, pour un canal à Reτ = δ+ = 2000. Les deux iso-contours contiennent
respectivement 50% et 90% de l’enstrophie 1

2 |ω|2. La ligne pointillée vérifie λx = 10λz et le point
indique λz = δ. Figure adaptée de [136] et de [116].

La présence des streaks que l’on peut clairement visualiser à la paroi sur la figure 1.20 a donc pour
conséquence directe une augmentation globale de la traînée de frottement, notamment par rapport
au cas laminaire.

Il a initialement été formulé [133] que la partie externe de la couche limite n’a qu’un effet
négligeable sur le frottement moyen (et sur les autres statistiques locales de la région pariétale). Des
analyses spectrales sur le cisaillement dans la sous-couche visqueuse, figure 1.22, ont en effet mis en
évidence la prédominance d’empreintes de largeur O(100+) caractéristiques des structures proches-
paroi. Cependant, elles ont également permis de démontrer la présence d’empreintes de structures
de très grande dimension, allant jusqu’à O(10δ) de long [136]. Le cœur de tels mouvements organisés
se situe justement dans la partie externe de la couche limite. De nombreux auteurs [11, 68, 110,
145, 265] ont d’ailleurs relevé qu’une importante proportion de l’énergie cinétique turbulente et des
contraintes de Reynolds est transportée par les superstructures : plus de 40% de la production de k
et plus de 30% de celle de Rxy sont attribués à des modes dont la longueur d’onde est supérieure
à 3 δ. Le lien entre la contrainte turbulente Rxy et le frottement pariétal est immédiat grâce à la
décomposition FIK (1.66).

Deck et al. [68] analysèrent plus en détail le terme turbulent cf,2, prédominant dans la dé-
composition FIK pour les ZPGTBLs à hauts nombres de Reynolds. Ils observèrent les longueurs
d’onde caractéristiques, en fonction de la distance à la paroi, de l’intégrande de l’intégrale défi-
nissant cf,2 (1.68). Grâce à cette analyse, ils purent établir, figure 1.23, que dans une gamme de
nombre de Reynolds s’étendant de Reθ = 5200 à 13000, les structures de longueur d’onde λx > δ
contribuent pour plus de 60% à cf,2, lui-même contribuant pour plus de 80% à cf , montrant ainsi
l’influence notable des super-structures sur le frottement pariétal moyen.

Hwang [122] confirma le rôle prépondérant des structures de grande échelle en réalisant une
simulation dans laquelle les fluctuations de longueur d’onde transverse plus large que 100 unités
de paroi, λ+

z > 100, sont supprimées. Alors que le cycle proche paroi et les structures turbulentes
associées (streaks et tourbillons quasi-longitudinaux) ne sont quasiment pas perturbés par ce filtrage
des grandes échelles, le frottement pariétal encourt une diminution d’autant plus importante que le
nombre de Reynolds est élevé.

Cependant, aucun lien de causalité n’est révélé par les précédentes analyses et filtrages spectraux.
Ainsi, il n’est pas possible de déterminer aisément le mécanisme d’influence entre les super-structures
et l’augmentation du frottement. Peut-être que l’effet direct des super-structures est de stimuler
le cycle de turbulence proche-paroi. Les balayages induits par les TQLs de ce cycle proche-paroi
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Figure 1.23 – Contribution pré-multipliée des petites et des grandes échelles à l’intégrande dé-
finissant la composante turbulente cf,2 du frottement (1.68) dans une couche limite turbulente
pour Reθ = 5200 (à gauche) et Reθ = 13000 (à droite) : signal ZDES résolu pour toutes les lon-
gueurs d’onde λx ( ) ; λx < δ ( ) ; λx < 2δ ( ) ; λx > δ ( ) ; λx > 2δ ( ) ;
signal ZDES résolu et modélisé (�) ; expérience de DeGraaff & Eaton ([70], •). Figure extraite de [68].

intensifié contribuent alors à l’augmentation du frottement. Alternativement, peut-être que les super-
structures augmentent directement le cisaillement moyen grâce à des balayages de grande échelle. En
plus de la conséquence délétère sur le frottement, une augmentation du cisaillement serait également
responsable d’une intensification du cycle de régénération de la turbulence. Quoi qu’il en soit, il
semble que les mouvements cohérents du cycle proche-paroi restent dimensionnés en unité de paroi,
unité qui dépend du frottement. C’est pourquoi il n’est pas aisé de savoir qui de ces structures et
du frottement entraîne l’autre, après avoir été directement influencé par les super-structures.
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Leschiziner et al. [167] introduisent de façon particulièrement imagée le challenge que représente
le contrôle de la turbulence par la description suivante :

Contrôler la turbulence ou les écoulements turbulents est comparable à essayer de remplir
d’eau deux mains arthritiques : d’une difficulté frustrante et, dans le meilleur des cas,
seulement partiellement efficace...

C’est pour autant le prix à payer pour parvenir à relever ce défi dont les enjeux sont considérables.
Pour ne citer que le domaine des transports, une meilleure maîtrise de la turbulence pourrait se
traduire par une diminution se chiffrant en milliards de dollars du coût annuel en carburant et, par
la même occasion, rendrait l’activité plus respectueuse de l’environnement.

C’est pourquoi le contrôle de la turbulence est aujourd’hui l’un des sujets les plus étudiés dans
le domaine de la mécanique des fluides. Les grands axes de recherches peuvent être répartis selon
quelques grandes problématiques dont :
− le retard ou le déclenchement de la transition,
− la suppression ou la provocation d’un décollement,
− l’augmentation ou l’affaiblissement de la turbulence.

Néanmoins, quel que soit le but recherché, deux défis majeurs se posent. Le premier réside dans l’op-
timisation des dépenses énergétiques. En effet, la suppression brutale de la turbulence est toujours
possible, mais nécessite souvent un apport d’énergie considérable qui dépasse les gains qui en seront
obtenus [88]. Le second challenge est d’ordre technologique. Les échelles de la turbulence — dont
l’ordre de grandeur typique pour différentes applications est donné sur la figure 2.1 — imposent des
contraintes de miniaturisation telles que la mise en pratique d’une stratégie de contrôle est souvent
compromise, même lorsqu’il a été établie que celle-ci soit théoriquement viable.

Après une brève classification des stratégies de contrôle, on abordera plus en détail le cas par-
ticulier des riblets, sujet central de ce mémoire. En particulier, on s’attachera à réaliser un tour
d’horizon des différents résultats relevés dans la littérature : performances de réduction de traînée,
particularités de l’écoulement contrôlé, mais également éléments de compréhension quant aux mé-
canismes physiques en action. Dans un second temps, une autre stratégie de contrôle, le contrôle par
oscillations transverses de paroi, sera abordée. On s’attachera alors à relever les points similaires et
différenciant par rapport à l’utilisation de riblets.

2.1 Définitions et classification des stratégies de contrôle
Il existe de nombreuses stratégies pour contrôler la turbulence. Le propos de ce paragraphe est

de fournir des éléments de compréhension et de classification. Avant de se faire, il convient néan-
moins de définir les principaux termes en théorie du contrôle.

La théorie du contrôle a comme objet d’étude le comportement de systèmes commandés,
c’est-à-dire des systèmes dynamiques sur lesquels on peut agir. Le but d’une stratégie de contrôle
est d’amener le système d’un état initial donné à un certain état final, en respectant éventuellement
certains critères. Parler de son état suppose qu’on est capable de le caractériser. Pour ce faire, de
l’information est extraite du système : il s’agit de la mesure. Notons que cette mesure peut être
réalisée en temps réel à l’aide de senseurs, mais peut également résulter d’une étude antérieure.
L’objectif peut être de stabiliser le système pour le rendre insensible à certaines perturbations
(stabilisation) ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certain critère d’optimisa-
tion (contrôle optimal). Afin d’atteindre l’objectif, l’utilisateur réalise généralement une action au
travers d’un dispositif de contrôle, qui peut être constitué d’un ou plusieurs actionneurs. L’exé-
cution de cette action doit dépendre directement de l’état de l’écoulement, et donc de la mesure.
Le lien entre la mesure et l’action est appelé l’algorithme ou encore la loi de contrôle.
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Figure 2.1 – Échelles spatio-temporelles caractérisant les structures cohérentes (TQLs) dans des
applications réelles. Les points gris correspondent, en unités de paroi, à des longueurs de 30 et
des fréquences de 0.01 pour différentes applications. Les ellipses bleues représentent des groupes
d’application. Figure extraite de [142].

Ainsi, une stratégie ou une méthode de contrôle désigne l’ensemble {objectif – mesure –
algorithme – action}. Le sous-ensemble {mesure – algorithme – action} est quant à lui appelé
contrôleur.

Dans notre cas, le système considéré n’est autre que l’écoulement de couche limite turbulente.
Depuis les travaux pionniers d’Osborne Reynolds à la fin du 19e siècle, les trois grands challenges
des scientifiques dans le domaine de la turbulence ont été la compréhension, la prédiction et le
contrôle des phénomènes turbulents [142]. Ces challenges représentent un enjeu évident quant aux
problématiques turbulentes de traînée, de bruit, de transfert de chaleur ou encore de mélange de
réactifs chimiques. Mis à part certaines explorations fondamentales, l’objectif de la plupart des
stratégies de contrôle porte sur le délai de transition, la réduction de la turbulence proche-paroi ou
la suppression de zone de séparation [167].

Dans la suite de cette étude, on s’intéressera exclusivement aux stratégies de contrôle ayant
pour objectif de réduire la traînée en contraignant la turbulence proche-paroi. Néanmoins, certaines
de ces stratégies pourront également avoir une influence directe sur d’autres grandeurs d’intérêt,
comme les flux de chaleur à la paroi. On définit alors le taux de réduction de traînée (drag
reduction rate), noté DRR, comme paramètre à maximiser par la méthode de contrôle. La notion
de taux de réduction de frottement (skin-friction reduction rate), est semblable à celle de DRR,
à la différence près quelle ne prend pas en compte la composante de pression des efforts de traînée.
Elle est définie par

FRR = − ∆cf
cf,ref

= cf,ref − cf
cf,ref

, (2.1)

où l’indice “ref” renvoie à l’écoulement de référence non contrôlé.
Dans les cas de configurations pour lesquelles la pression n’exerce pas d’effort longitudinal,

comme celles des riblets bidimensionnels par exemple, la traînée se limite au frottement pariétal et
DRR s’identifie à FRR.
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Comme développé par Pamiès [202], il existe de nombreuses façons de classifier les méthodes de
contrôle des couches limites. Gad-el-Hak [89], par exemple, mentionne deux grandes classifications.
La première basée sur la dépense énergétique de la stratégie de contrôle, la seconde sur la localisation
et l’étendue du dispositif de contrôle. Pollard [211], d’autre part, propose une classification séparant
les stratégies agissant sélectivement sur certaines structures cohérentes de celles ayant une étendue
d’action plus globale. Les principaux critères de classifications sont explicités ci-dessous.

Contrôle passif / actif. La dépense d’énergie du dispositif de contrôle a été un des critères
de classification de Gad-el-Hak [89]. De ce point de vue, un contrôleur passif n’introduit aucune
énergie dans l’écoulement. On peut citer par exemple l’utilisation d’état de surface rugueux ou de
manipulateur externe cassant les tourbillons comme les LEBUs (large eddy break-up devices), pour
lesquels le dispositif de contrôle ne comporte pas d’actionneurs.

À l’inverse, dans le cas d’un contrôleur actif, de l’énergie doit être fournie pour faire fonctionner
le ou les actionneurs du dispositif de contrôle. Les contrôles par jets pulsés ou par oscillation de
paroi sont des exemples de telles stratégies actives.

Un dispositif de contrôle actif, susceptible de réduire de moitié le coefficient de traînée au prix
d’une dépense énergétique considérable, doit-il être considéré comme plus performant qu’un dis-
positif passif, capable de réduire la traînée d’une dizaine de pour cent seulement ? En effet, d’un
point de vue applicatif, la traînée n’est autre qu’une perte énergétique que le moteur ou la pompe
entretenant le mouvement doivent compenser. L’utilisation d’énergie pour réduire la traînée d’un
écoulement turbulent lève donc un problème de fond quant à l’évaluation des performances de la
méthode de contrôle.

La notion de taux de réduction de traînée DRR doit donc être abandonnée au profit d’une
approche énergétique avec un indicateur basé sur le taux d’économie nette d’énergie (net
energy saving rate) :

ESR = −∆P
Pref

= Pref − (P + Pinput)
Pref

(2.2)

où Pref et P désignent la puissance dissipée par le frottement pour le cas de référence et le cas
contrôlé, et Pinput représente la puissance consommée par le dispositif de contrôle.

Notons tout de même que dans le cas d’un contrôle passif, la puissance Pinput étant nulle par
définition, le taux d’économie nette d’énergie ESR s’identifie au taux de réduction de traînée DRR.

Contrôle prédéterminé / réactif. L’action d’une stratégie de contrôle peut être totalement
déterminée à l’avance. Ce type de stratégie, que l’on qualifie de prédéterminée, ne nécessite donc pas
la présence de senseurs : les paramètres de fonctionnement sont réglés a priori. C’est évidemment
le cas des stratégies de contrôle passives, mais également de certaines stratégies actives comme
l’oscillation de paroi [139], pour laquelle la fréquence et l’amplitude d’oscillation sont préalablement
fixées.

Le contrôle réactif à l’inverse est basé sur la notion de boucle de rétroaction (feed-back) : un
contrôle réactif adapte son action à l’état du système. Ses paramètres sont alors continuellement
ajustés en fonction des mesures de senseurs. Le contrôle actif en opposition [38] en est un exemple.

Contrôle en boucle ouverte / fermée. Il existe deux types de contrôle actif réactif, qui se
distinguent par la manière dont sont reliées l’action et la mesure. On dit que la loi de contrôle est
en boucle ouverte lorsque la mesure n’est pas perturbée par l’action. C’est le cas si la mesure est
réalisée en amont du dispositif de contrôle.

La loi de contrôle est dite en boucle fermée si l’action est conditionnée par une comparaison
entre les états après et avant contrôle. Ainsi, la mesure doit être directement influencée par l’action,
qui elle-même dépend de la mesure, illustrant l’appellation de boucle fermée.



2.2 Présentation du contrôle par utilisation de riblets 47

Contrôle localisé / global. Dans le cas d’un écoulement de couche limite, le dispositif du contrôle
peut se trouver à la paroi ou dans le champ, et être plus ou moins localisé. Lorsque l’étendue du
dispositif de contrôle est sensiblement plus grande que l’épaisseur de couche limite, on dira que la
méthode est globale. Il s’agit par exemple d’une modification de l’état de surface ou encore d’une
oscillation de toute la paroi.

Lorsque le contrôle est concentré dans un espace sensiblement plus petit que δ, on dira que la
méthode est localisée.

Contrôle sélectif / non-sélectif. Il est également possible de différencier les stratégies de
contrôle suivant qu’elles s’intéressent à une modification entière de l’écoulement, ou qu’ils ne ciblent
que certaines sous-parties de celui-ci, de manière sélective. Par exemple, une stratégie sélective peut
être capable d’identifier et de contrôler spécifiquement telles ou telles structures cohérentes de la
couche limite. Ce type de méthode est par essence réactif et localisé, afin de pouvoir adapter son
action à la présence des structures ciblées.

Inversement, on parle de contrôle non sélectif lorsque l’action n’est pas spécifiquement ciblée sur
une partie de l’écoulement. Tel est le cas avec de l’oscillation transverse de paroi qui s’intéresse à
l’écoulement dans son ensemble. Généralement, cette catégorie regroupe des stratégies passives ou
actives prédéterminées

Contenu physique des lois de contrôle. Moin & Bewley [186] introduisent un critère basé sur
le contenu physique des lois de contrôle. Ils différencient les stratégies de contrôle :
− basées sur des algorithmes adaptatifs ne prenant pas en compte la physique sous-jacente ;
− basées sur des modèles physiques, et notamment le cycle de régénération proche-paroi

de la turbulence ;
− utilisant la théorie des systèmes dynamiques non linéaires ;
− minimisant une fonction de coût donnée en utilisant les équations de Navier-Stokes, que l’on

appelle contrôle optimal.

Dans la prochaine section de ce chapitre, on se propose de présenter la stratégie de contrôle
centrale de cette étude : le contrôle par utilisation de riblets. Dans un second temps, le contrôle par
oscillation transverse de paroi sera abordé pour l’intérêt qu’il représente, tant en termes de compré-
hension plus approfondie des mécanismes de réduction de traînée, que pour ouvrir des perspectives
d’amélioration des riblets classiques. Les autres stratégies, bien que d’un intérêt certain, ne seront
pas revues dans ce mémoire. Le lecteur intéressé est donc renvoyé aux nombreux articles et ouvrages
sur le sujet.

2.2 Présentation du contrôle par utilisation de riblets

Les riblets sont des micro-rainures sur la paroi, alignées avec la direction de l’écoulement. Un
exemple d’un tel revêtement est représenté sur la figure 2.2. Dès les premières études, initiées en
1978 par Michael J. Walsh et ses collègues du NASA Langley Research Center, des réductions de 7
à 8 pour cent du frottement en couches limites turbulentes furent observées [282, 277, 278, 281]. Les
riblets sont ainsi considérés comme étant l’une des premières techniques de réduction de la traînée
turbulente [76]. Par la suite, des développements analytiques (citons notamment [15, 93, 169]), des
essais en soufflerie (dont [18, 41, 73, 109, 215]) et des simulations numériques (parmi [36, 37, 46,
94, 95, 105, 106]) ont permis de confirmer les premières mesures, apporter des éléments de com-
préhension des phénomènes physiques en jeu et atteindre 10% de réduction de frottement turbulent.
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10µm

Figure 2.2 – Visualisation au microscope à balayage élec-
tronique d’un revêtement micro-rainuré. Riblets et photo-
graphie réalisés par l’Institut Fraunhofer–IFAM [257].

Figure 2.3 – Photographie
d’écailles de requin, appelées
denticules [source inconnue].

Les revêtements comportant des riblets sont souvent qualifiés de “peaux de requin”. Il faut tout
d’abord savoir que les requins, contrairement aux dauphins et aux baleines, ne sont pas des mam-
mifères, mais des poissons. Ainsi, ce que l’on appelle “peau de requin” fait en réalité référence à des
écailles. Pour les poissons cartilagineux que sont les requins et les raies, les écailles sont qualifiées de
placoïdes ou également appelées denticules. Leur structure est tout à fait analogue à celle d’une dent
(composée de dentine recouverte d’email) et rend la peau du requin rugueuse, voire même abrasive.
La forme de ces écailles (plates, en forme de poils, en nid d’abeille, striées, ... [71]) diffèrent énor-
mément d’une espèce à l’autre suivant des contraintes évolutives liées à l’abrasion, la luminescence,
la défense ou l’hydrodynamisme [221]. Chez les espèces prédatrices actives telles que le mako, les
écailles sont pourvues de sillons parallèles [72, 222] comme le montre la figure 2.3. Ces écailles sont
généralement larges de l’ordre de 0.2− 0.5 mm et leurs rainures espacées de 30− 100µm [17]. Elles
sont disposées de façon à se recouvrir partiellement, à la manière des tuiles sur un toit, dans la
direction allant de la tête à la queue de l’animal. Outrepassant la performance des riblets bidimen-
sionnels sur plaque plane fixe, une réduction de la traînée atteignant 12% est obtenue en recouvrant
une membrane flexible de denticules [198, 291]. Une telle chute de la traînée serait le fruit de l’action
conjuguée de différents mécanismes [16] : la présence de mucus pourrait avoir un effet, bien que ce
ne semble pas être ici le mécanisme essentiel ; le passage de fluide entre et sous les écailles rend
possible un mécanisme passif d’aspiration/soufflage ; enfin, les rainures sur les écailles interagiraient
avec la turbulence proche-paroi selon le mécanisme des riblets mentionnés précédemment.

Plus tard, des chercheurs ont découvert que la fourrure du phoque permettait de réduire de 12%
la traînée par rapport à une surface lisse [126]. Ils observent au microscope que les poils de la
fourrure de phoque se collent à la peau et s’organisent pour former des rainures de type riblets de
largeurs inhomogènes.

Ainsi inspirés par les “3.8 milliards d’années de Recherche & Développement de la nature” 1,
les ingénieurs ont très rapidement appliqué ces découvertes au monde sportif nautique : l’aviron de
l’équipe américaine aux Jeux olympiques de 1984 et le voilier californien “Stars and Stripes 87” en
final de la Coupe de l’America 1987 ont tous deux connus la victoire en étant couverts de riblets [27,
46, 141, 280] avant que les règlements sportifs ne les interdisent. Plus récemment, depuis les Jeux
olympiques de Sydney en l’an 2000, les nageurs ont fait tomber de nombreux records grâce aux
combinaisons Speedo Fastskin et Speedo LZR Racer dont les riblets permettraient 4 à 6% de réduc-
tion de traînée [157, 194]. Dès qu’ils furent à nouveau autorisés, les riblets refirent leur apparition

1. Fondement du biomimétisme, énoncé par la naturaliste américaine Janine Benyus dont le livre “Biomimicry
– Innovation inspired by Nature” [20] a signé l’acte de naissance de la discipline en 1997. Le biomimétisme, c’est
l’ingénierie inspirée du vivant qui cherche à tirer parti des solutions et inventions produites par la nature.
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zones couvertes de riblets

Figure 2.4 – Schéma de l’Airbus A320 numéro 1 partiellement recouvert de riblets. Les zones
hachurées sont celles sur lesquelles un film rainuré a été appliqué. Figure extraite de [259].

sur le trimaran “USA 17” qui remporta la Coupe de l’America 2010. Bien que tous ces exemples
d’utilisation de riblets dans le domaine sportif se soient conclus par des victoires, il est impossible
de quantifier leur rôle effectif, si tant est qu’il y en ait eu un.

Les applications dans le domaine aéronautique se sont également soldées par des succès. Les
riblets, appliqués sur des profils d’aile [163] ou des maquettes d’avion en soufflerie [274] comme en
vol [58], ont conduit à des réductions mesurables de la traînée totale. Ainsi, pour un vol d’essai
en 1989, l’avion prototype A320 d’Airbus a été recouvert de riblets à hauteur de 70− 75% de sa
surface totale, sur le fuselage et l’extrados des ailes comme le montre la figure 2.4. En moyenne sur
les différents paliers de vol, une réduction de la traînée totale de presque 2% a alors pu être mise en
évidence en se basant sur la consommation en carburant [225, 259]. À ce titre, il faut savoir que la
traînée totale d’un avion se décompose en traînée de frottement, traînée de forme, traînée induite et
traînée d’onde. La traînée de frottement — sur laquelle les riblets ont un impact direct — ne compte
que pour un peu plus de la moitié de la traînée totale d’un avion de ligne moderne [167, 252]. Avec
cette précision en tête et en prenant également en compte le pourcentage de recouvrement de l’avion
par des riblets, la réduction de traînée obtenue en vol est cohérente avec les réductions de frottement
obtenues sur plaques planes [60]. En plus de ce vol d’essai en condition transsonique, l’efficacité des
riblets a également été démontrée sur un avion de combat F-104G Starfigther en condition de vol
supersonique [293]. La taille typique des riblets pour ce type d’application aéronautique est alors de
l’ordre de 30− 50µm.

Ainsi, les riblets sont l’une des rares stratégies de contrôle à avoir été appliquées avec succès à
la réduction du frottement pariétal dans des couches limites turbulentes, que ce soit en laboratoire
comme sur des applications aéronautiques complètes.

En dépit des excellentes performances obtenues et du faible coût de fabrication des riblets, aucune
compagnie aérienne n’utilise véritablement les riblets à ce jour. Connaissant l’intense concurrence
entre les très nombreux acteurs du marché et la guerre des prix instaurée par les compagnies low-
cost, la réticence constatée envers les riblets trouve nécessairement une explication rationnelle. En
réalité, ce qui limite l’utilisation des riblets ne porte pas sur des critères de performance pure en
termes de réduction de traînée, mais sur des problématiques de longévité et de maintenance [252].
Les coûts liés à l’installation initiale et aux remplacements successifs des riblets tout au long de la
vie de l’avion représentent un véritable frein à leur utilisation. Les riblets souffrent en particulier
de l’érosion et de l’encrassement. De plus, ils interfèrent avec la peinture et donc avec l’apparence
de l’avion et génèrent des contraintes de maintenance et d’accès, notamment sur les ailes lors des
inspections structurelles régulières. Pour ces raisons, la communauté scientifique de chercheurs en
Structure et Matériaux tente activement de mettre au point de nouveaux matériaux ou procédés de
fabrication et de pose [28, 35, 257] qui finiront bien — espérons-le — par rendre viable la mise en
service des riblets.
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2.2.1 Performances et régimes de réduction de frottement

Intéressons-nous maintenant aux caractéristiques de réduction de frottement des riblets. Dans
la suite, on s’intéressera, sauf mention contraire, aux cas canoniques de couches limites turbulentes
incompressibles, que ce soit en canal ou sans gradient de pression, bordées par une plaque plane
recouverte de riblets bidimensionnels. L’objectif est ici de fournir les clefs permettant d’évaluer la
performance de riblets en fonction de leurs géométries et des conditions d’écoulement.

Ce que l’on appelle performance se rapporte ici au taux de réduction de traînée DRR. Dans le
cas de riblets bidimensionnels, la traînée s’assimile à la traînée de frottement. En particulier, DRR
et FRR = −∆cf/cf,ref sont confondus. Dans la suite, on pourra donc les identifier l’un et l’autre.

Dans le cas de revêtement inhomogène, le coefficient de frottement cf , dont la définition générale
est donnée par (1.29), doit être revu. En utilisant une paroi recouverte de riblets, l’objectif est de
réduire la traînée de frottement globale, accumulée sur toute la largeur de la paroi, sans se soucier
de la contribution relative des vallées et des crêtes. Ainsi, le frottement moyen — au sens temporel
— doit également être moyenné spatialement dans la direction transverse aux riblets. Pour cela,
après avoir intégré l’effort local τw,x(x) dans la direction transverse sur une largeur de riblets s
autour du point x considéré, l’intégrale est adimensionnée, non pas par la longueur effective de la
surface mouillée swet, mais par la largeur “macroscopique” s entre deux rainures successives. Pour
des riblets alignés avec la direction x sur une paroi plane normale à y, on a donc :

〈τw,x〉(x, z) = 1
s

∫
z− s2<z<z+ s

2

τw,x(x, z) dl(z) , (2.3)

où dl(z) désigne l’arc de longueur infinitésimal le long de la paroi à x constant autour du point (x, z).
Selon ces notations, swet est alors égal à

∫ z+s/2
z−s/2 dl(z). Le coefficient de frottement cf est par la suite

redéfini en utilisant le frottement temporellement et spatialement moyenné 〈τw,x〉 à la place du
frottement local τw,x.

Depuis l’étude fondatrice de Walsh & Weinstein en 1978 [282], de nombreuses configurations
ont été testées afin d’évaluer l’influence de paramètres comme la taille et la forme des riblets, leur
alignement avec l’écoulement, les nombres de Reynolds et de Mach, le gradient de pression... Les
revues de Walsh [280] et de Coustols [60] reviennent sur la grande diversité d’expériences conduites
pendant les années 80 et 90. En particulier, des essais ont été conduits en tunnels à huile, ce qui
permet de travailler sur des dimensions de riblets plus larges et de mieux contrôler la géométrie et
les mesures ponctuelles. L’étude de Bechert et al. [18] constitue ainsi une solide base de données
abondamment utilisée.

2.2.1.1 Performance en écoulement laminaire

Avant de discuter de leurs performances pour la réduction du frottement en écoulement turbu-
lent, intéressons-nous brièvement à l’influence des riblets dans un écoulement laminaire.

La solution pour un écoulement laminaire est unique — à un adimensionnement près — quelque
soit le nombre de Reynolds considéré. Après avoir démontré analytiquement ce résultat, Choi et al. [36]
confirmèrent la conclusion de Launder & Li [162] : les riblets augmentent systématiquement le frot-
tement en écoulement laminaire par rapport à la paroi lisse, totalisant moins de surface mouillée.
Le frottement local, en termes de position vis-à-vis de la crête ou de la vallée des riblets, est très
inhomogène [36, 73, 46]. Sur la plus grande partie de la surface des riblets, le frottement est plus
faible que celui d’une plaque lisse. Seule la région proche de la crête subit une augmentation du
frottement, d’autant plus importante que l’angle de crête est aigu.
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Figure 2.5 – Différents régimes de réduction de frottement en fonction de la dimension s+ des
riblets. Figure extraite de [93] réalisée à partir des données expérimentales de [18] sur des riblets
triangulaires d’angle de crête α = 60◦.

2.2.1.2 Influence de la dimension des riblets

Pour une géométrie fixée de riblets, l’influence de la dimension est primordiale. Les deux cas
extrêmes en témoignent : des riblets de taille infinitésimale ne peuvent entrainer de réduction ni
d’augmentation notable du frottement. À l’inverse, des rainures de taille comparable ou supérieure
à celle de la couche limite augmentent sensiblement le frottement. Entre ces deux cas limites, il
existe pourtant un régime de réduction de frottement.

Walsh & Lindemann [281] établirent que le taux de réduction de frottement induit par les
riblets peut être relativement bien exprimé en fonction de leur dimension en unité de paroi. Si l’on
choisit l’espacement s entre deux arêtes successives comme dimension caractéristique des riblets,
la quantité s+ = suτ/ν peut être considérée comme un nombre de Reynolds : c’est le nombre de
Reynolds basé sur la dimension des riblets et sur la vitesse de frottement. La figure 2.5 montre une
courbe typique du taux de réduction de frottement FRR en fonction de l’espacement s+.

García-Mayoral & Jiménez [93] y distinguent différents régimes. Le comportement dans la limite
des petits riblets 2, formellement pour s+ � 1 mais en pratique s+ . 10− 15, est appelé régime
visqueux 3 (viscous regime). Dans ce régime, les riblets sont censés être totalement immergés dans
la sous-couche linéaire visqueuse (définie au paragraphe 1.3.1). Comme cela sera abordé par la suite,
le taux de réduction de frottement FRR est alors proportionnel à s+ et on caractérise parms le coef-
ficient de proportionnalité. La validité du régime visqueux s’effondre lorsque la dimension des riblets
s’approche de la dimension optimale s+

opt. On parle alors du régime de rupture (breakdown re-
gime). Au-delà, la réduction de frottement chute puis devient une augmentation de frottement [254].
C’est ce que l’on appelle le régime rugueux (roughness regime). Les dénominations employées pour
ces différents régimes laissent d’ores et déjà transparaître des mécanismes physiques sous-jacents.
Ceux-ci seront abordés en détail dans la section 2.2.3 dédiée.

Toutes les géométries de riblets n’engendrent pas les mêmes taux de réduction de frottement.

2. “Petits riblets” correspond ici à “petit devant l’échelle des plus petits mouvements turbulents”. Cette échelle,
dite échelle de Kolmogorov η, est de l’ordre de l’unité de paroi à la paroi.

3. Il ne faut pas confondre “régime visqueux” — qui caractérise le comportement de petits riblets dans un écoule-
ment turbulent — et “écoulement visqueux” — qui renvoie aux écoulements laminaires de Stokes. Il ne faut pas oublier
que des riblets dans un écoulement laminaire augmentent nécessairement le frottement pariétal (cf. paragraphe 2.2.1.1),
alors que des riblets en régime visqueux le réduisent (voir la figure 2.5).
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Figure 2.6 – Coupe transverse de différentes géométries de riblets bidimensionnelles. Les géométries
triangulaires (a), en créneaux (b), trapézoïdales (c) et en L (d) sont des cas particuliers de riblets
tronqués (e) — la géométrie en L étant un cas limite idéal d’épaisseur nulle. Les formes en U (f )
et en U(g) sont basés sur des lignes courbes. Sur chaque figure, la section transverse de la rainure,
d’aire Ag, est représentée en bleu.

Les paramètres qui semblent déterminer leur performance optimale sont la pente ms du régime
visqueux et la taille optimale s+

opt. Ainsi, le but du paragraphe suivant est d’établir l’existence d’une
dépendance entre la géométrie et les paramètres ms et s+

opt.

2.2.1.3 Influence de la géométrie

Des riblets de différentes formes — généralement bidimensionnelles — ont été étudiés en couche
limite turbulente. Certaines de ces géométries sont représentées sur la figure 2.6. Les géométries
triangulaires (ou “en dents de scie” ou “en V”), rectangulaires (ou “en créneaux”), trapézoïdales et
en lame (ou “en L”) sont les plus fréquemment étudiées dans la littérature.

Toutes les géométries peuvent être caractérisées, a minima, par la hauteur h des riblets (ou la
profondeur de la rainure) et par l’espacement s entre deux arêtes successives, comme annoté sur
la figure 2.6. Le ratio h/s et l’aire de la section de la rainure Ag (groove cross section) pourront
également être des dimensions d’intérêt.

Comme précisé dans la sous-section précédente, toutes ces géométries n’engendrent pas les mêmes
taux de réduction de frottement. Dans le tunnel à huile du DLR, Bechert et al. [18] ont mesuré
avec précision la traînée de différentes géométries de riblets pour différents nombres de Reynolds s+

dans une couche limite turbulente sans gradient de pression de nombre de Reynolds Reδ de l’ordre
de O(104). La taille physique des riblets étant fixe, c’est la variation du débit dans le canal qui
permet de faire varier continûment la dimension s+.

La largeur optimale s+
opt varie considérablement d’une géométrie de riblets à l’autre, comme le

montre la figure 2.7 (gauche). Une largeur de l’ordre de 10− 20 unités de paroi correspond, pour
un avion en condition de croisière (Mach 0.8 à 10 000 m d’altitude), à une dimension de l’ordre
de 10− 100µm. Dans l’eau, pour des vitesses de l’ordre de 50 km.h−1, on retrouve la même largeur
en unité physique. Cela confirme bien les dimensions typiques, précédemment énoncées, des riblets
utilisés pour les essais en vol ou observés sur les denticules de requin.

Pour établir empiriquement une loi plus universelle, García-Mayoral & Jiménez [94] proposent
d’utiliser une autre longueur caractéristique plutôt que de se baser sur la largeur s+ entre deux
rainures successives. Après avoir constaté que la hauteur h+ des riblets ne conduit pas non plus à
une bonne superposition des courbes obtenues à partir de différentes géométries, figure 2.7 (milieu),
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Figure 2.7 – (En haut) Taux de réduction de frottement FRR, adimensionnés par la pente initiale
du régime visqueux, en fonction de la dimension des riblets. La dimension caractéristique considérée
est (à gauche) s+, (au milieu) h+, (à droite) l+g . Chaque courbe correspond à une géométrie de riblets
différente parmi les géométries types en créneaux, en L, trapézoïdaux et en U. (En bas) Histogrammes
de la dimension optimale. Figures extraites de [94] réalisées à partir des données expérimentales
de [18].

García-Mayoral & Jiménez construisent la longueur lg =
√
Ag à partir de la section des rainures

(matérialisée en bleue sur la figure 2.6). Cette nouvelle longueur caractéristique conduit, sur la
figure 2.7 (droite), à un net regroupement des courbes 4.

La courbe FRR(l+g )/mlg — taux de réduction de frottement en fonction de la dimension carac-
téristique l+g , adimensionné par la pente initiale — semble donc être une loi quasi universelle, au
moins pour l+g . 15. Pour une grande variété de géométries, la dimension optimale des riblets et la
valeur maximale du taux de réduction de frottement peuvent alors être estimées par

l+g,opt ' 10.7± 10% ; (2.4)
FRRmax ' 0.83mlg l

+
g,opt ± 20% . (2.5)

Pour compléter cette loi empirique et évaluer le taux de réduction de frottement d’une géométrie
donnée de riblets, il faut encore être capable de calculer mlg , la pente dans le régime visqueux de la
courbe FRR(l+g ).

Le concept de hauteur de protubérance (protrusion height), défini pour la première fois par
Bechert & Bartenwerfer en 1989 [15] puis revisité par Luchini et al. [169] deux ans plus tard, va
se révéler adapté au calcul des performances de riblets dans leur limite de régime visqueux. Sa
définition analytique sera abordée dans la section 2.2.3.1, mais les principales répercussions sur
l’évaluation de la performance des riblets sont exposées dès à présent.

La hauteur de protubérance ∆h est une longueur définie à partir de l’écoulement de Stokes au-
dessus de riblets. Elle est propre à chaque géométrie et proportionnelle à la taille des riblets (s ou lg
par exemple). La définition de cette grandeur est basée sur la notion intuitive que des riblets offrent
une plus grande résistance aux fluctuations transverses qu’à l’écoulement longitudinal. La hauteur de
protubérance est donc un paramètre permettant de quantifier la capacité d’une géométrie de riblets
à entraver sélectivement les fluctuations transverses. Comme on le verra dans la section 2.2.3.1,
la valeur optimale de ∆h est ∆hopt = 0.132 s. Elle est atteinte par les riblets idéaux en L de la

4. Bien que relativement adapté pour les géométries de riblets conventionnelles présentées sur la figure 2.6, le lien
entre la longueur lg et le taux de réduction de frottement reste empirique. Il est d’ailleurs facile de le mettre en défaut
avec une géométrie de riblets en T — construite en ajoutant des plans horizontaux sur chaque paroi verticale de riblets
en L : dans la limite où les T viendraient à se rejoindre, les sillons deviendraient isolés du reste de l’écoulement et une
modification de la profondeur, et donc de lg, n’aurait plus d’influence sur le frottement.
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Figure 2.8 – Hauteur de protubérance ∆h/s en fonction du rapport d’aspect h/s pour quatre
géométries : riblets idéaux en L, riblets rectangulaires d’épaisseur t/s = 0.02, riblets paraboliques
en U et riblets triangulaires. Figure adaptée de [18].

figure 2.6 (d) lorsque le rapport d’aspect h/s devient très grand. La valeur de ∆h est inférieure
pour les riblets réels, qui ne sont ni infiniment fins, ni de rapport d’aspect infiniment profond. C’est
ce que montre la figure 2.8 pour les cas de riblets triangulaires, en U, rectangulaires et en L.

Bechert et al. [18] et Garía-Mayoral & Jiménez [93] formalisent ces résultats et établissent l’exis-
tence d’une relation de proportionnalité entre ∆h et le taux de réduction de frottement FRR pour
des riblets en régime visqueux (c’est-à-dire suffisamment petits 5) : FRR ∝ ∆h+ où le coefficient
de proportionnalité sera explicitement donné par la formule (2.14). Finalement, la pente mlg de la
courbe FRR(l+g ) dans le régime visqueux s’écrit de la façon suivante, où µ0 ' 0.7 est une constante :

mlg = ∂FRR

∂l+g

∣∣∣∣∣
lg→0

= µ0
(2cf,ref)−1/2 + (2κ)−1

∆h
lg

. (2.6)

L’utilisation des équations (2.4), (2.5) et (2.6) permet donc une évaluation empirique des capaci-
tés de réduction de frottement d’une géométrie donnée de riblets, uniquement à partir de résolutions
d’écoulement de Stokes.

Forts de ces constats, Bechert et al. [18] établirent que les riblets trapézoïdaux avec α = 30◦
et h/s = 0.5 constituent un bon compromis entre la performance maximale des riblets idéaux en L
et les contraintes pratiques de réalisation. La réduction de traînée obtenue se révèle être 60% plus
importante que celle obtenue dans les mêmes conditions par des riblets triangulaires alors largement
utilisés, et à peine 20% moins bonne que les riblets idéaux irréalisables en pratique. Ces riblets
s’avèrent être très proches de la meilleure des géométries testées quelques années plus tôt par
Pulles et al. [215], qui atteignit 10.6% de réduction de traînée.

2.2.1.4 Sensibilité à la finesse de la crête

La finesse de la crête peut être vue comme un critère de définition géométrique. Dans les ap-
plications industrielles, la finesse de la crête est directement affectée par l’érosion. La question est
donc de savoir dans quelle mesure cette usure affecte la performance du revêtement.

5. Voir note 3
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Pour des riblets triangulaires avec α = 45◦, la crête peut-être légèrement arrondie d’un rayon
de courbure inférieur à R/s ' 4%. Avec un tel polissage, aucune dégradation significative de la
performance des riblets n’est constatée [279, 281]. Cependant, pour R/s de l’ordre de 8%, la chute
des performances de réduction de traînée atteind 40%. Le polissage de la vallée des riblets n’engendre
pas de dégradation significative du frottement.

Les outils introduits précédemment pour corréler la géométrie à la réduction de traînée peuvent
être mis à profit ici. Un émoussement de la crête des riblets ne modifie pas substantiellement l’aire
de la section de la rainure Ag ni la longueur lg associée. Cependant, comme le montre la figure 2.8,
la hauteur de protubérance ∆h est réduite d’environ 7% lorsque les riblets idéaux en L de grand
rapport d’aspect h/s sont épaissis de seulement t/s = 2%. Ainsi, une modification de l’extrême
pointe des rainures influence la capacité des riblets à affaiblir préférentiellement les fluctuations
transverses. Une chute de ∆h entraîne donc une chute de la réduction de traînée dans le domaine
visqueux et donc du coefficient mlg (équations (2.14) et (2.6)). Ce dernier coefficient ayant, d’après
l’équation (2.5), une influence empirique sur la valeur du taux de réduction de frottement opti-
mal FRRmax.

Bien que l’érosion puisse réduire la finesse de crête de riblets initialement affûtés, et donc leur
performance, elle peut également contribuer à dégrossir, épointer, l’extrémité de riblets initialement
épais, améliorant ainsi leur efficacité [93]. Pour des applications dans lesquelles l’érosion est un
problème, il pourrait être préférable d’utiliser des riblets ne dépendant pas trop de la finesse de leur
crête, comme des riblets triangulaires, plutôt que d’opter pour des riblets trapézoïdaux étroits, dont
les très bonnes performances initiales sont susceptibles de rapidement se détériorer.

2.2.1.5 Influence de l’alignement des riblets avec l’écoulement

Pour des applications sur des géométries complexes, les lignes de courant sur la surface peuvent
être difficiles à déterminer en pratique. L’évaluation de la dégradation des performances pour des
riblets qui ne seraient pas alignés avec la direction de l’écoulement est donc d’intérêt majeur. Les
essais réalisés sur des ailes en flèches [58, 59, 274, 280] ont montré qu’il était essentiel de respecter
un alignement approximatif des riblets avec la direction de l’écoulement extérieur pour obtenir une
réduction de la traînée. Ainsi, l’utilisation de riblets dans les régions d’écoulement tridimensionnel
risque de ne pas être profitable [60].

De très nombreux essais en soufflerie sur plaque plane ([59, 62, 277, 280, 281] pour n’en citer
que certains) ont été entrepris avec des riblets placés obliquement, avec un angle de dérapage β, par
rapport à la direction de l’écoulement moyen. Bien que l’influence du dérapage sur le frottement
dépende des dimensions et de la géométrie des riblets, toutes les études convergent sensiblement
vers les résultats suivants [60, 152] :
− Pour des riblets placés avec un angle d’incidence β inférieur à 10− 15◦, la réduction de traînée

n’est pas ou peu affectée ;
− Pour des angles supérieurs, la réduction de traînée chute puis devient nulle lorsque β atteint

environ 20− 35◦ ;
− Pour des angles encore supérieurs, les riblets engendrent une augmentation de la traînée ;
− Cette augmentation de traînée est maximale pour des riblets placés perpendiculairement à

l’écoulement, c’est-à-dire pour β = 90◦.
Hage et al. [111] remarquèrent que cette dégradation du frottement — prise pour des riblets proches
de leur dimension optimale — est plus importante que celle constatée pour des riblets plus petits,
en régime visqueux.

Les outils de prédiction du frottement traités précédemment peuvent être utilisés pour évaluer
ce comportement [93]. Les équations régissant les écoulements de Stokes étant linéaires, les vitesses
longitudinale et transverse par rapport à l’écoulement moyen peuvent être projetées dans le réfé-
rentiel des riblets. Les origines virtuelles, longitudinale et transverse, sont donc des combinaisons
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linéaires de celles calculées dans le cas de riblets alignés avec l’écoulement. La hauteur de protubé-
rance ∆h(β) pour les riblets placés avec un angle d’incidence β se déduit alors de ∆h = ∆h(β=0)
par

∆h(β) = cos(2β) ∆h . (2.7)
En accord avec la remarque précédente de Hage et al., cette formule prédit une dégradation de ∆h
légèrement plus limitée que la dégradation de FRR constatée expérimentalement pour des riblets
de dimension optimale. García-Mayoral & Jiménez [93] expliquent qu’il n’est pas étonnant que les
outils linéaires basés sur l’écoulement de Stokes ne s’appliquent pas au-delà de la rupture du régime
visqueux, puisque les mécanismes y conduisant sont non-linéaires.

2.2.1.6 Influence du nombre de Reynolds

De par leur dimension de l’ordre de la dizaine d’unités de paroi, les riblets n’interagissent directe-
ment qu’avec l’écoulement et les structures turbulentes proches de la paroi, si bien que l’effet de leur
présence ne peut dépasser la zone tampon. Ainsi, le nombre de Reynolds Reτ = δ+ = δuτ/ν, basé
sur l’épaisseur δ de la couche limite, ne peut moduler que faiblement le comportement des riblets [95].

Walsh & Lindemann [281] ont très tôt établi que la dépendance de l’effet des riblets à un nombre
de Reynolds peut s’exprimer en grande partie au travers de leur dimension en unité de paroi, telle
que les nombres de Reynolds s+ ou l+g .

Cependant, il existe une dépendance additionnelle au nombre de Reynolds de la couche limite
via le coefficient de frottement cf,ref [95], bien que ce dernier ne varie que lentement avec le nombre
de Reynolds. La formule (2.6), permettant d’évaluer le comportement des riblets dans le régime
visqueux, témoigne de cette dépendance. Alors que pour de petits riblets, la réduction de frotte-
ment est quasiment proportionnelle à ∆h+ = (∆h/lg) l+g , qui dépend de leur géométrie et de leur
dimension en unité de paroi, le coefficient de proportionnalité est quant à lui modulé par cf,ref .

D’autres auteurs [8] caractérisent l’effet des riblets en s’appuyant sur le décalage ∆U+
∞ qu’ils en-

gendrent sur la vitesse adimesionnée de l’écoulement libre. En partant de l’équation
√

2/cf = U+
∞ =

U+
∞,ref + ∆U+

∞, il est alors possible d’établir

∆U+
∞ =

√
2

cf,ref

( 1√
1− FRR − 1

)
ou FRR = 1−

(
1 + ∆U+

∞

√
cf,ref

2

)−2
. (2.8)

Cette équation se simplifie au premier ordre en FRR ' ∆U+
∞
√

2cf,ref pour cf,ref � 1. On y retrouve
la modulation par le nombre de Reynolds de l’écoulement via le frottement cf,ref . Ainsi, pour une
géométrie de riblets donnée, le taux réduction de frottement se réduit à mesure que le Reynolds
augmente et que le coefficient de frottement de référence est faible. Ce résultat est également constaté
expérimentalement [254].

Ainsi, il est plus pertinent de caractériser le potentiel de riblets en utilisant les paramètres ∆h+

ou ∆U+
∞ qui, contrairement au taux de réduction de frottement FRR, ne dépendent pas du nombre

de Reynolds de la couche limite [8, 252].

Il faut néanmoins garder en tête que les résultats d’essais ou de simulations effectués à des
nombres de Reynolds aussi faibles que Reτ ' 180 doivent être traités avec prudence dans la mesure
où un écoulement à un tel nombre de Reynolds n’est que marginalement turbulent. Tout d’abord,
au sein de la zone tampon, le comportement de l’écoulement à Reτ ' 180 ne vérifie pas parfaitement
les tendances observées aux nombres de Reynolds supérieurs [191]. De plus, à cela s’ajoute le fait
que la dimension de la couche limite aux faibles nombres de Reynolds ne peut être considérée
comme négligeable devant celle des riblets. Pour l’étude de rugosité, Jiménez [135] a établi que la
taille h d’un élément rugueux ne devait pas dépasser 0.025 δ pour que l’on puisse considérer qu’il ne
perturbe pas la couche limite dans sa totalité. En appliquant ce critère avec des riblets de hauteur
typique h+ ' 10− 15, le nombre de Reynolds des études doit dépasser Reτ & 600 pour que l’on
puisse exclure l’éventualité d’effets bas-Reynolds [95].
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Figure 2.9 – Essais en soufflerie de riblets réalisés par l’Onera. (À gauche) Essais transsoniques sur
une ogive/cylindre réalisés à la soufflerie T2 de Toulouse pour des nombres de Mach de 0.4 à 0.8 ;
(À droite) Essais sur maquette d’A320 à l’échelle 1/11 réalisés à la soufflerie S1 de Modane. Figures
extraites de [60].

2.2.1.7 Influence du nombre de Mach

Les riblets ont été très largement étudiés en régime faiblement compressible, mais également en
écoulement transsonique et supersonique. Viswanath [274] revient en détail sur les différentes études
réalisées dans ces conditions compressibles.

Les réductions de traînée obtenues en écoulement à basse vitesse ont été confirmées en régime
transsonique [59, 63, 254] sur des corps de géométrie générique de type ogive/cylindre, comme
représenté sur la figure 2.9 (gauche).

En écoulement supersonique, très peu d’essais en soufflerie ont été réalisés [99, 226]. Ceux réalisés
à l’Onera sur des géométries de type cône/cylindre jusqu’à Mach 2.5 montrent des réductions de
traînée comparables à celles des plus bas nombres de Mach [61].

L’avion de combat F-104G a également servi de banc d’essai en vol [293] : des réductions de traî-
née de 4 à 15% ont été observées sur la plaque rainurée fixée sous l’avion, pour des nombres de Mach
de 1.2 à 1.6. Cette campagne d’essais en vol a confirmé la très faible dépendance au nombre de Mach.

Très récemment, des simulations numériques directes (DNSs) ont été réalisées pour des écoule-
ments super- et hyper-soniques de nombres de Mach 2.5 et 7.2 [76]. La courbe de réduction de traînée
en fonction de la dimension des riblets suit la tendance établie en régime incompressible, figure 2.5.
De façon cohérente avec la loi de dimensionnement empirique (2.4) établie pour les écoulements
subsoniques, la dimension optimale est atteinte pour des riblets triangulaires de dimension l+g ' 10
pour les deux conditions d’écoulement super- et hyper-soniques. Le taux de réduction de frottement
maximal — d’environ 7% — comme l’ensemble de la courbe FRR(l+g ) sont dans la plage de dis-
persion des mesures subsoniques de la figure 2.7 (droite). Pour des valeurs de l+g supérieures au cas
optimal, le frottement est légèrement plus défavorable en hypersonique que dans le cas supersonique.

La similitude observée dans la réduction du frottement pour une large gamme de nombres de
Mach indique que la dynamique de l’écoulement des riblets en régime de rupture n’est pas modifiée
significativement par des effets de compressibilité — au moins jusqu’à Mach 7.2. Une dépendance
au nombre de Mach semble exister pour des riblets de dimension plus importante [76].

2.2.1.8 Influence du gradient de pression

Qu’ils soient favorables ou adverses, les gradients de pression sont omniprésents dans les confi-
gurations applicatives de l’aéronautique. C’est ce qui motive les études entreprises sur configuration
complète, comme les essais en soufflerie visibles sur la figure de droite de 2.9. Paradoxalement, il
est assez difficile de mesurer une variation de frottement pariétal dans de telles conditions d’écou-
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lement : les estimations basées sur la mesure directe sont sujettes aux erreurs dues aux différences
d’effort de pression entre l’amont et l’aval de la balance ; les estimations basées sur l’évolution de
l’épaisseur de quantité de mouvement, équation (1.60), ne sont pas assez précises pour les quelques
pour cent de réduction de traînée induits par des riblets [62, 280]. C’est peut-être la raison qui
explique la disparité des résultats obtenus.

Les premières études [216, 255] pointent une très forte chute des performances de réduction
de traînée pour des riblets placés dans un gradient de pression, qu’il soit favorable ou adverse.
D’autres études [45, 180, 280] rapportent des réductions de traînée encore très honorables pour
des gradients de pression bien plus intenses. Coustols & Savill [62] concluent que les gradients de
pression rencontrés autour d’un profil d’aile, qu’ils soient positifs ou négatifs, ont un effet négligeable
sur la performance des riblets. Enfin, Debisschop & Nieuwstadt [66] observent une augmentation
de 7 à 13% de la réduction de traînée en plaçant des riblets triangulaires dans un gradient adverse
bien plus intense.

2.2.1.9 Influence sur la transition laminaire/turbulente

Des études ont également été conduites sur la capacité des riblets à influencer la transition
laminaire–turbulente. Une revue détaillée de ce sujet ne sera pas présentée ici et le lecteur intéressé
peut se référer aux articles [109, 150, 258].

Notons tout de même que l’influence des riblets sur la transition dépend grandement du méca-
nisme de transition. Pour une transition de type K (K -type transition), les riblets ont pour effet
d’amplifier la croissance linéaire des instabilités bidimensionnelles de Tolmien–Schlichting (dîtes
ondes TS [245, 264]). Inversement, les riblets amortissent également les structures tourbillonnaires
tridimensionnelles qui en découlent, appelées tourbillons Λ (Λ-vortices), et qui mènent à la création
de spots turbulents. D’autre part, les riblets retardent les transitions dîtes obliques en stabilisant
les fluctuations transverses et, là encore, les tourbillons Λ.

2.2.2 Caractéristiques de l’écoulement contrôlé

Au-delà du frottement moyen, les autres grandeurs caractéristiques et les variables de champ de
la couche limite sont également affectées par la présence de riblets à la paroi. Dans cette section, on
se propose de détailler les principales modifications engendrées par les riblets dans l’écoulement.

2.2.2.1 Distribution spatiale du frottement sur la surface des rainures

Comme brièvement abordé dans le cas d’écoulement laminaire, au paragraphe 2.2.1.1, le frot-
tement n’est pas homogène sur la surface des riblets. Sa distribution spatiale dépend grandement
de la géométrie. Au-dessus de riblets triangulaires, Hooshmand et al. [114] mesurent, au fond de la
vallée, un frottement 40% plus faible que celui d’une paroi lisse, alors qu’au niveau de la crête, il
est environ 10% plus élevé.

Choi et al. [37] constatent que la distribution relative du frottement est à peu près indépendante
de la taille des riblets, du moins tant que les termes de convection sont négligeables, c’est-à-dire
pour des riblets dans leur régime visqueux ou de rupture. Près des coins anguleux, les distributions
de frottement et de vitesse obéissent alors asymptotiquement à des solutions locales auto-similaires
qui ne dépendent que de l’angle du coin.

En fait, les distributions de frottement relatif pour les écoulements laminaires et turbulents sont
très similaires [46, 205, 94]. Peet & Sagaut [205] le confirment en comparant la distribution de
frottement relatif de l’écoulement turbulent à celle de l’écoulement de Stokes (déjà utilisé pour le
calcul de l’origine virtuelle h‖ et de la hauteur de protubérance ∆h dans la section 2.2.1.3). Ces
distributions sont tracées pour deux géométries de riblets sur la figure 2.10.
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Figure 2.10 – Distribution spatiale du frottement pariétal le long de la surface de riblets triangu-
laires (noir) et en L (rouge) pour un écoulement de Stokes (ligne) et un écoulement turbulent (•).
L’origine de l’abscisse curviligne l(z) qui longe la surface des riblets dans la direction transversale z
est placée sur la crête. Les flèches, sur la courbe comme sur les schémas, indiquent la position des
coins au fond de la vallée. Figure adaptée de [205].

2.2.2.2 Écoulement moyen

Contrairement aux écoulements de plaque plane, qui sont statistiquement bidimensionnels, l’ho-
mogénéité dans la direction transverse est rompue par les riblets. Les champs moyens sont donc
tridimensionnels.

Auteurs de la première simulation numérique directe d’écoulement turbulent contrôlé par des
riblets, Choi et al. [37] fournissent un ensemble très complet de données de champ. Ils ont notam-
ment rapporté les résultats de simulation en canal turbulent (Reτ = 180) de riblets triangulaires
d’angle de crête α = 60◦ et de taille s+ = 20 et s+ = 40. Les premiers sont proches de la dimension
optimale (cf. figure 2.5) et réduisent la traînée de 6% ; les seconds, de dimension trop importante,
l’augmentent de 12%. Certaines de leurs données sont présentées sur la figure 2.11. On y observe
que la vitesse de l’écoulement, à une altitude donnée, est plus importante au-dessus des vallées, mais
que le gradient de vitesse est bien plus raide au-dessus des crêtes. Ce résultat est cohérent avec la
distribution de frottement décrite dans le paragraphe précédent.

On observe de plus l’existence d’un écoulement moyen secondaire, à proximité des riblets, visible
sur les champs moyens de vecteur transverse et de vorticité longitudinale. Son intensité, bien que
faible, est beaucoup plus importante dans le cas de grands riblets, s+ = 40, que dans le cas de riblets
en régime de réduction de traînée, s+ = 20 : la vitesse maximale des écoulements secondaires dans
ces deux cas atteint respectivement 0.8% et 0.2% de U∞. Goldstein & Tuan [106] analysèrent en
détail le rôle de ces vortex secondaires et conclurent qu’ils ont pour effet de convecter de la quantité
de mouvement dans le cœur de la rainure en entretenant un balayage moyen de faible intensité.
L’augmentation du brassage vertical est une source d’augmentation du frottement. Un tel écoule-
ment secondaire n’est pas présent dans le cas d’écoulement laminaire [36]. Sa source met donc en
jeu des phénomènes turbulents. Goldstein & Tuan estiment qu’il est le fruit de la déflexion par la
paroi des riblets des fluctuations de vitesse transverse.

Enfin, on remarque que la présence des riblets ne se fait sentir sur les champs moyens qu’à
proximité immédiate de la paroi. À partir de quelques hauteurs de riblets seulement au-dessus,
l’écoulement ne dépend plus de la position vis-à-vis d’une crête ou d’une vallée. Selon les critères
et les études [15, 37, 41, 46, 114, 274], la limite à partir de laquelle l’écoulement est bidimensionnel
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Figure 2.11 – Champs moyens dans un canal turbulent dont la paroi inférieure est recouverte
de riblets triangulaires de dimension (en haut) s+ = 20 et (en bas) s+ = 40. De gauche à droite :
Profils de vitesse moyenne u adimensionnée par la vitesse au centre du canal laminaire U∞,lam en
fonction de y/δ pour différentes positions transverses au-dessus des riblets ; Iso-valeurs de la vitesse
moyenne u dans le plan transverse (y, z) par incréments de 0.025U∞,lam ; Champ de vecteurs de
vitesse moyenne (v, w) dans le plan transverse (y, z), dont la norme est rétrécie de moitié dans
le cas s+ = 40 par rapport au cas s+ = 20 ; Iso-valeurs de la vorticité longitudinale moyenne ωx
dans le plan transverse (y, z) par incréments de 0.2 δ/U∞ pour le cas s+ = 20 et 0.4 δ/U∞ pour le
cas s+ = 40. Figures extraites de [37].
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— c’est-à-dire ne dépend plus de z — varie entre 10 et 70 unités de parois au-dessus des crêtes.
Ainsi, comme on a pu le faire pour le frottement pariétal via la formule (2.3), on défini le champ de
vitesse moyenné, non seulement temporellement, mais également spatialement sur une périodicité
de riblets par

〈u〉(x, y, z) = 1
s

∫
z− s2<z<z+ s

2

u(x, y, z) dz . (2.9)

Dans le cas d’un écoulement globalement homogène dans la direction transverse — c’est-à-dire sans
tenir compte de l’inhomogénéité introduite par les riblets — la notion de profil 〈u〉(y) à une station x
donnée a bien du sens et sa comparaison au profil canonique est possible tant que la région très
proche paroi est traitée avec précaution. Par la suite, l’usage des chevrons 〈·〉 sera omis dans un
souci de simplification en prenant garde à n’introduire aucune ambiguïté.

Cependant, une telle comparaison implique la définition, au niveau des riblets, d’une origine y = 0
cohérente avec celle classiquement placée à la paroi dans les cas canoniques de plaque plane. On
peut alors se demander s’il est plus adéquat de placer cette origine au fond des vallées, sur les
crêtes, à mi-chemin entre les deux, au niveau de l’origine virtuelle visqueuse longitudinale h‖ ou à
bien d’autres positions. La réponse à cette interrogation ne fait pas consensus dans la communauté
scientifique et les développements du chapitre 5 tenteront d’apporter un éclairage et une solution à
cette problématique.

Sur la figure 2.12, les profils u+(y+) ont été tracés avec différents choix d’origine y = 0 au-dessus
de riblets de dimension s+ = 20 et s+ = 40. L’influence du choix de l’origine tend à se réduire pour
les grandes valeurs de y+ grâce à l’échelle logarithmique du graphique. Dans la théorie classique des
couches limites turbulentes, le comportement du sillage est indépendant de l’état de la paroi [51].
Ainsi, la loi de vitesse déficitaire, formule (1.46), et son asymptote logarithmique dans la zone de
recouvrement, formule (1.51), doivent rester valables en présence de riblets. Il semble donc que
les choix d’une origine placée dans la vallée, sur la crête ou à mi-distance ne soient pas les plus
adaptés, étant donnée la déviation des courbes associées par rapport aux tendances logarithmiques
attendues. Tout en étant translatée, la courbe issue de l’origine virtuelle h‖ reproduit quant à elle
la forme de la courbe canonique sur une très large étendue.

Pour des riblets réduisant la traînée, comme le cas s+ = 20 présenté ici, on a affaire à une
surélévation de ∆u+ > 0 de la zone logarithmique. Pour des riblets augmentant la traînée, s+ = 40
ici, on a affaire à un abaissement de la zone logarithmique, ∆u+ < 0. On retrouve ici le décalage de
vitesse abordée dans la formule (2.8) pour caractériser la performance de réduction du frottement
des riblets. Ce comportement largement observé dans les études sur les riblets [114] est également
constaté avec d’autres stratégies de réduction de traînée : LEBU (large eddy break-up devices) [12],
ajout de polymères [170], etc.

Ces observations peuvent être mises à profit pour déterminer expérimentalement le frottement
pariétal. En supposant la validité de loi logarithmique déficitaire (1.51) avec un coefficient κ inchangé
par la présence de riblets, la méthode dite de Clauser [48] permet d’estimer le frottement parié-
tal cf = 2/U+2

∞ grâce au profil u(y) adimensionné en unité externe. En effet, la relation entre u/U∞
et ln(y/δ) dans la zone logarithmique s’écrit alors

u

U∞
=

√
cf/2
κ

ln
(y
δ

)
+
(

1− B

U+
∞

)
. (2.10)

La pente du profil en échelle logarithmique caractérise donc directement le frottement cf . Cependant,
puisque l’origine de l’axe y est à déterminer, cette équation comporte deux inconnues à elle seule.
Perry & Joubert [210] modifient la méthode pour surmonter cette difficulté. Ils proposent de choisir
la position de l’origine y = 0 de sorte à ce que la zone logarithmique du profil soit la plus longue
possible, puis de déterminer le frottement via la formule (2.10). En pratique, non seulement le
nombre de Reynolds de l’écoulement doit être important pour que l’étendue de la zone logarithmique
soit suffisante [37], mais en outre, la procédure demeure peu précise, que se soit pour prédire l’origine
de l’axe y comme pour évaluer le frottement pariétal [90, 114].
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Figure 2.12 – Profil de vitesse moyenne u+(y+) adimensionnée en unité de paroi au-dessus de
riblets triangulaires de dimension (à gauche) s+ = 20 et (à droite) s+ = 40 avec l’origine y = 0
placée sur la crête (—), dans la vallée (· · ·), à mi-distance entre les deux (- - -), à l’origine virtuelle
visqueuse h‖ (+++), à 13 unités de paroi en dessous de la position de maximum d’énergie cinétique
turbulente (×××). Le profil de référence de couche limite de plaque plane (•) ainsi que les lois
linéaire (1.48) et logarithmique (1.50) (· - · -) sont également représentés. Figures extraites de [37].

2.2.2.3 Tensions de Reynolds

Après avoir observé les champs de vitesses moyennes, intéressons-nous à l’intensité des fluc-
tuations de vitesse, c’est-à-dire aux tensions de Reynolds. Des coupes transverses d’iso-valeurs des
champs fluctuants sont représentées sur la figure 2.13. Elles sont issues des données de Goldstein &
Tuan [106] obtenues avec des riblets quasi-triangulaires de dimension s+ = 23 réduisant la traînée
de frottement.

Pour les riblets en régime de réduction de traînée, comme c’est ici le cas, l’ensemble des intensités
fluctuantes ui,rms et −u′v′ sont fortement réduites, notamment à proximité de la paroi. Cependant,
bien qu’affaiblis, ces niveaux fluctuants ne sont malgré tout pas négligeables à l’intérieur des rainures.
Ainsi, Chu & Karniadakis [46] avancent qu’il ne serait pas pertinent de vouloir bien décrire la
physique de l’écoulement, même entre les rainures, grâce à un écoulement de Stokes.

Une autre différence notable par rapport aux écoulements de plaque plane est la non-nullité
des tensions de Reynolds Rxz = u′w′ et Ryz = v′w′, bien que leurs amplitudes soient très faibles. À
proximité des riblets, la quantité de mouvement longitudinal est diffusée de façon analogue par les
tensions de Reynolds Rxy et Rxz. En particulier le long des parois verticales de riblets en L, c’est
bien ±Rxz qui joue le rôle de tension de cisaillement turbulente.

Comme pour les champs moyens, les champs fluctuants deviennent rapidement indépendants
de la direction transverse z lorsque l’on s’écarte de la paroi. C’est ce dont témoigne également
la figure 2.14 sur laquelle les profils pris à la verticale des crêtes et des vallées se superposent
dès y+ & 15 pour toutes les intensités fluctuantes ui,rms et pour u′v′.

Les profils de la couche limite bordée par des riblets suivent de près les tendances de couche limite
canonique de plaque plane. À proximité des riblets comme dans le reste de la couche limite, une baisse
pouvant atteindre 10−15% est observée pour toutes les intensités fluctuantes adimensionnées par U∞
lorsque les riblets sont en régime de réduction de traînée [37, 41, 46, 114, 215, 277]. En particulier,
l’affaiblissement de la contrainte de cisaillement turbulent u′v′ traduit une baisse du transport
vertical de quantité de mouvement vers la paroi, ce qui concorde avec la réduction du frottement
pariétal. La comparaison des profils adimensionnés par uτ,ref sur la figure 2.14 est équivalente à un
adimensionnement par U∞, puisque les couches limites avec et sans riblets partagent la même valeur
dimensionnée U∞ et le même adimensionnement uτ,ref .

Sur la figure 2.14, la position du maximum de fluctuations longitudinales est quasiment inchangée
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Figure 2.13 – Iso-valeurs des intensités fluctuantes dans le plan transverse (y, z) d’un canal turbu-
lent dont la paroi inférieure est recouverte de riblets quasi-triangulaires de dimension s+ = 23 : (En
haut, de gauche à droite) urms, vrms et wrms ; (En bas, de gauche à droite) −u′v′, −u′w′ et −v′w′ ;
Les champs de l’écoulement de plaque plane de référence sont également affichés pour comparaison
(sauf −u′w′ et −v′w′ dont la valeur est nulle). Les données sont adimensionnées par la vitesse de
frottement uτ,ref de la plaque plane de référence, même pour les champs relatifs au cas avec riblets.
Figures extraites de [106].
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la vitesse et la longueur de frottement uτ,ref et lτ,ref de la plaque plane de référence, même pour les
courbes relatives au cas avec riblets. L’origine y = 0 pour la paroi avec riblets est placée 13 unités de
paroi en dessous de la position de maximum d’énergie cinétique turbulente. Figure adaptée de [37].
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par les riblets. Cela est dû au choix du positionnement de l’origine y = 0 de la paroi rainurée, qui a
justement consisté à faire en sorte que le maximum d’énergie cinétique turbulente se retrouve à la
même altitude y+ = 13 que l’écoulement de référence. Un choix d’origine placée plus bas (dans le
fond de la vallée des riblets par exemple) aurait mené à la conclusion que par les riblets repousse le
maximum de fluctuation plus loin de la paroi. Le choix opposé d’une origine plus haute conduirait
à la conclusion contraire. Il est donc difficile d’apporter un éclairage grâce à ces courbes quant à la
possible faculté des riblets à écarter les structures turbulentes de la paroi.

2.2.3 Mécanismes de réduction de traînée

Les mécanismes physiques responsables de la réduction de traînée des riblets ont été étudiés en
détail, et pourtant, certains aspects demeurent mal compris ou controversés. On s’intéresse ici aux
principaux mécanismes qui joueraient un rôle dans le comportement des riblets.

2.2.3.1 Résistance aux fluctuations transverses

La capacité à canaliser l’écoulement et entraver les mouvements transverses que l’on prête in-
tuitivement aux riblets a été utilisée très tôt [16, 15, 41] comme explication majeure de la réduction
de traînée. Grâce aux barrières longitudinales qu’ils représentent, les riblets semblent réduire le
frottement en perturbant les activités turbulentes proches-paroi. Ce constat a d’ailleurs conduit
Goldstein et al. [105] à réaliser des simulations numériques dans lesquelles une grande partie du
comportement de l’écoulement était retrouvée en ne modélisant que l’effet de blocage par les riblets
des fluctuations transverses.

Le frottement turbulent est en grande partie généré lors des évènements de balayages, comme
établi dans la section 1.5.4. Les riblets affaibliraient ces évènements en gênant le mouvement latéral
des tourbillons quasi-longitudinaux à leur origine [141].

Comme mentionné au paragraphe 1.3.1, dans la sous-couche linéaire d’une couche limite tur-
bulente (parfois dénommée sous-couche visqueuse et délimitée par y+ . 3−7), la viscosité est do-
minante devant les phénomènes turbulents et inertiels. L’écoulement qui entoure des riblets de di-
mension suffisamment petite est donc, à leur échelle, un cisaillement visqueux uniforme. Ces riblets
infinitésimaux sont donc immergés dans un écoulement de Stokes avec des conditions aux limites
imposées à chaque instant, de façon quasi-statique et uniforme, par les fluctuations turbulentes de
la couche limite.

Considérons alors l’écoulement de Stokes animé par une vitesse longitudinale, c’est-à-dire alignée
avec la direction des riblets. On utilisera le symbole ‖ en indice pour qualifier les quantités liées à cet
écoulement visqueux, représenté sur la figure 2.15 (gauche). De même, on s’intéresse à la solution de
l’équation de Stokes pour une condition aux limites de vitesse transverse, c’est-à-dire orthogonale
à la direction des riblets. L’indice ⊥ qualifiera cette solution représentée sur la figure 2.15 (droite).
Puisque l’équation de Poisson régissant les écoulements de Stokes est linéaire, une combinaison
linéaire de ces deux solutions suffit à déterminer celle pour toutes les autres directions de condition
aux limites.

Bechert & Bartenwerfer [15] utilisent des transformations conformes pour déterminer analyti-
quement ces écoulements visqueux sur une large variété de géométrie de riblets. Ils remarquent
notamment qu’à mesure que l’on s’éloigne de la paroi, l’écoulement dépend de moins en moins de
la position latérale par rapport aux crêtes et vallées des riblets. Plus précisément, l’écoulement loin
au-dessus des riblets converge asymptotiquement vers la même solution d’écoulement à cisaillement
constant que celle obtenue avec une plaque plane, à condition que celle-ci soit placée à une hauteur
adéquate. Pour une géométrie donnée de riblets, il est possible de calculer cette position appropriée,
appelée origine virtuelle (que Bechert & Bartenwerfer appelaient alors protrusion height, terme
qui sera utilisé plus tard pour une grandeur dérivée). Son ordonnée pour l’écoulement de Stokes
longitudinal est notée h‖ et celle pour l’écoulement transverse, h⊥. Toutes deux sont reportées sur
la figure 2.15 (où elles sont ici négatives puisque le choix a été de positionner l’origine des ordonnées
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Figure 2.15 – Écoulement visqueux de Stokes au-dessus de riblets animé par une condition aux
limites de vitesse (à gauche) longitudinale et (à droite) transverse. Afin d’uniformiser la définition
des origines virtuelles h‖ et h⊥ dans ce manuscrit, la figure originelle a été modifiée de sorte à ce
qu’ils soient ici définis par rapport à la position des vallées de riblets et non par rapport à celle des
crêtes. Figure adaptée de [18].

au niveau de la crête des riblets). Plus tard, la notion d’origine virtuelle sera étendue des écoule-
ments de Stokes au cas des écoulements turbulents, comme étant la position particulière à laquelle
la couche limite “voit” une paroi plane équivalente.

Bechert & Bartenwerfer avaient pour objectif d’établir un lien entre l’origine virtuelle h‖ et la
réduction de frottement engendrée par les riblets dans les écoulements turbulents. C’est finalement
Luchini et al. [169] qui compléteront leurs travaux. Ils proposent de s’intéresser à la différence
d’ordonnée ∆h entre les origines virtuelles h‖ et h⊥, définissant ainsi la hauteur de protubérance
(protrusion height) :

∆h = h⊥ − h‖ . (2.11)
Par cette définition, la hauteur de protubérance mesure l’efficacité d’une géométrie de riblets à
entraver les fluctuations transverses préférentiellement à l’écoulement longitudinal. Elle quantifie
ainsi la notion intuitive évoquée au début de cette section. Comme précisé dans la section 2.2.1.3
et représentée sur la figure 2.8, sa valeur est bornée par celle des riblets idéaux en L, d’épaisseur s
nulle et de rapport d’aspect h/s grand, pour lesquels ∆h = 0.132 s.

Pour établir le lien entre cette hauteur de protubérance “visqueuse” et la réduction de traînée
en couche limite turbulente, il faut s’intéresser à la manière par laquelle les riblets interagissent
avec l’écoulement. Le profil moyen d’une couche limite turbulente canonique est décrit par la loi
linéaire (1.48) dans la sous-couche linéaire et par la loi logarithmique (1.50) dans la zone de recou-
vrement. Ces deux lois s’intersectent à une hauteur y+

0 , solution de l’équation

y+
0 = 1

κ
ln(y+

0 ) + C . (2.12)

Une hypothèse concernant l’effet des riblets sur l’écoulement est de considérer que les fluctuations
transverses, et donc la turbulence proche-paroi, sont amorties sur une hauteur ∆h au-dessus d’une
paroi plane équivalente. Dans cet intervalle très proche-paroi, rien n’entrave néanmoins la présence
d’un écoulement longitudinal. Bechert et al. [18] et Garía-Mayoral & Jiménez [93] supposent alors
que les riblets allongent la zone de validité de la sous-couche linéaire, c’est-à-dire, surélèvent la
position y0 de la hauteur ∆h+. Le coefficient C doit être réajusté pour que l’équation précédente
demeure valide en remplaçant y+

0 par y+
0 + ∆h+. En linéarisant pour de petites valeurs, le coeffi-

cient ∆C, parfois noté ∆u+, est lié à ∆h+ par la relation de proportionnalité ∆C = µ0 ∆h+. La
constante vaut µ0 = 0.785 en utilisant C = 5.5 [18]. Une évaluation empirique conduit néanmoins à
une valeur légèrement inférieure, aux alentours de 0.66 [134].

La loi logarithmique de la zone de recouvrement se retrouve affectée par la modification du
coefficient C. Elle s’écrit alors

u+ = 1
κ

ln(y+) + C + ∆C . (2.13)
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La vitesse de l’écoulement libre U+
∞, et donc le coefficient de frottement cf , peuvent être reliés au

petit décalage ∆C du profil de vitesse logarithmique en utilisant (1.62). Si l’on considère que la
vitesse de l’écoulement libre U∞ et l’épaisseur de la couche limite δ sont négligemment modifiées
par les riblets, le taux de réduction de frottement s’exprime comme

FRR = − ∆cf
cf,ref

= ∆C
(2cf,ref)−1/2 + (2κ)−1 . (2.14)

Cette équation est à l’origine de la relation (2.6) permettant l’évaluation empirique (2.5) de la ré-
duction de frottement d’une géométrie de riblets. Tout comme la formule (2.8) en identifiant ∆C
à ∆U+

∞, cette équation se simplifie en FRR ' ∆U+
∞
√

2cf,ref pour les faibles valeurs de cf,ref .

Parfaitement à même de caractériser et de quantifier la réduction de traînée permise par des
riblets en régime visqueux, cette théorie tombe en défaut quand il s’agit d’expliquer la saturation
puis la dégradation que l’on observe dans les régimes dits “de rupture” et “de rugosité” de la
figure 2.5.

2.2.3.2 Interactions entre riblets et TQLs

Grâce à leur simulation DNS précurseure, Choi et al. [37] ont apporté une grande quantité d’infor-
mation instationnaire en très proche-paroi, jusqu’alors inaccessible aux expérimentateurs. Comme
les auteurs précédents, ils font le constat que les riblets restreignent les fluctuations transverses.
Le lien entre les fluctuations turbulentes et le frottement pariétal, sujet du paragraphe 1.5.4, est
étroitement lié au transport de quantité de mouvement vers la paroi induit par les tourbillons quasi-
longitudinaux. La présence d’un tourbillon quasi-longitudinal juste au-dessus de la paroi génère une
hausse locale du frottement pariétal.

Pour des riblets triangulaires de largeur s+ = 20 et s+ = 40, réduisant et augmentant respecti-
vement la traînée, le frottement pariétal instantané sur la surface des riblets est représenté sur les
figures de gauche de 2.16. Comme mentionné auparavant, on constate globalement un frottement
plus élevé sur les crêtes que dans les vallées. À la verticale des zones à fort frottement, comme celles
des plans transverses localisés par des flèches, on observe la présence de structures tourbillonnaires
longitudinales sur les figures de droite de 2.16. Pour les deux dimensions de riblets, un TQL intense
est présent sur la partie droite de la coupe transverse (y, z), en concordance avec l’augmentation
locale du cisaillement visqueux pariétal. Ce comportement a également été observé expérimentale-
ment, comme le montre la figure 2.17.

Le diamètre moyen des TQLs est d’environ 30 unités de paroi (leur description est fournie dans
le paragraphe 1.4.1). Ce diamètre caractéristique est plus étroit que la largeur crête-à-crête des
riblets dans le cas s+ = 40, permettant à la plupart des TQLs de se loger librement dans le sillon
des riblets. À l’inverse, dans le cas de riblets de largeur plus réduite s+ = 20, la majorité des TQLs
restent au-dessus des rainures puisque leur diamètre moyen est plus large que l’espace entre deux
crêtes.

Le mécanisme suggéré par Choi et al. est illustré par le diagramme schématique de la figure 2.18.
Le cœur de ce mécanisme se base sur la possibilité ou l’impossibilité pour les TQLs de se loger entre
les riblets. Dans le cas où la largeur des riblets est trop faible devant le diamètre des TQLs, ceux-
ci sont repoussés par les crêtes plus loin de la paroi et élèvent avec eux la position des streaks.
Ces constatations ont pu être observées expérimentalement [62] et numériquement [105, 46]. Ainsi,
malgré l’augmentation de la surface mouillée, les riblets de petite taille cumulent moins de frottement
qu’une plaque plane, car seule une petite partie de la surface est suffisamment proche des TQLs
pour y être effectivement exposée. À l’inverse, les riblets de largeur suffisante permettent aux TQLs
de se rapprocher de la paroi et de se loger entre les crêtes. Une grande partie de la surface des riblets
est alors directement exposée aux balayages induits par les TQLs. Ce mécanisme est donc cohérent
avec la tendance caractéristique de l’évolution de la traînée des riblets, abordée précédemment sur
la figure 2.5.
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Figure 2.16 – Visualisation d’écoulements instantanés au-dessus de riblets triangulaires (α = 60◦)
de largeur (en haut) s+ = 40 et (en bas) s+ = 20. (À droite) Contours d’iso-valeurs du frottement
pariétal normalisé en unité externe. (À gauche) Contours d’iso-valeurs de la vorticité longitudi-
nale ωx et champ de vecteur vitesse transverse (v, w), dans le plan à x constant indiqué par des
flèches sur la figure de droite. Figure extraite de [37].

Figure 2.17 – Visualisation expérimentale de tourbillons quasi-longitudinaux au-dessus de parois
recouvertes de riblets de dimension (à gauche) s+ ' 40, induisant une augmentation de traînée et
(à droite) s+ ' 25, induisant une réduction de traînée. Figure extraite de [164].
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Figure 2.18 – Schéma explicatif des mécanismes (à gauche) d’augmentation de traînée induite par
des riblets de grande taille (s+ & 30) et (à droite) de réduction de traînée induite par ceux de petite
taille (s+ . 30). Les zones rouges sur la surface des riblets représentent les zones où le frottement
induit est intense. Figure adaptée de [37].

En s’appuyant sur ce mécanisme, Martin & Bhushan [173] ont évalué empiriquement à l’aide
de simulations LES la largeur optimale des riblets. Ils suggèrent qu’elle serait approximative-
ment 1.5 fois plus petite que le diamètre caractéristique des TQLs. Dans la pratique, le diamètre
des TQLs n’est pas unique, mais est distribué autour de 30 unités de paroi, entre 10 et 50 unités de
paroi environ. Ainsi, à mesure que la largeur s entre les crêtes successives de riblets augmente, de
plus en plus de TQLs sont à même de venir se nicher entre et induire une augmentation de la traînée.
Le mécanisme proposé permet donc d’expliquer la dégradation progressive de la réduction de traînée.

Choi et al. avancent que, pour les riblets induisant une réduction et pour ceux induisant une
augmentation de traînée, le frottement local moyen à proximité des crêtes est identiquement élevé
et le frottement au fond des vallées est identiquement faible. La différence notable entre les riblets
augmentant et réduisant la traînée concerne le frottement à mi-chemin entre crêtes et vallées, qui
est bien plus élevé dans ce premier cas de grands riblets. C’est ce que constatent numériquement
Choi et al.. Cependant, les résultats d’études numériques postérieures [205, 94] suggèrent que la
distribution relative de frottement sur la surface d’une géométrie de riblets ne dépend pas de la
taille des riblets et du régime de réduction ou d’augmentation de traînée.

García-Mayoral & Jimenez [94] ont à ce titre calculé la position statistique moyenne des TQLs
pour des riblets rectangulaires sur une large gamme de dimension s+ ∈ [8; 33]. Leurs résultats in-
diquent qu’en moyenne, les TQLs ne s’approchent pas des crêtes à moins de 10− 15 unités. Ils
précisent ne pas avoir observé de tourbillons se loger au sein des rainures et supposent que ce mé-
canisme, s’il existe, n’a lieu que pour des riblets de très grande dimension. D’un autre côté, Lee &
Lee [164] ont capturé des milliers de champs de vitesse expérimentaux obtenus par PIV à partir de
clichés comme ceux de la figure 2.17. Leur relevé de la position centrale des TQLs (repérée par un
maximum de vorticité longitudinale) révèle de nombreux vortex logés dans les vallées de riblets de
large dimension s+ ' 40, appuyant ainsi les constations de Choi et al..

Cette théorie est simple et intuitive. Cependant, on peut déplorer qu’elle ne soit que qualitative.
En effet, à la connaissance de l’auteur, aucune donnée quantitative ne caractérise véritablement
l’influence des TQLs sur le frottement pariétal de différentes tailles et géométries de riblets. Gold-
stein et al. [105] se demandent à ce titre si l’éloignement (respectivement rapprochement) des TQLs
de la paroi est une cause ou une conséquence de la réduction (respectivement augmentation) de traî-
née. D’une part, si les tourbillons s’écartent de la paroi, ils drainent moins de fluide à haute vitesse
vers la paroi, ce qui réduit la traînée. D’autre part, il est également possible que, les riblets rédui-
sant la traînée, la région de cisaillement maximale s’écarte de la paroi et emmène les TQLs avec elle.

Publié la même année que l’article de Choi et al. [37], celui de Chu & Karniadakis [46] évoquent
une interaction supplémentaire entre riblets et les structures du cycle de turbulence proche-paroi.
Ces derniers analysent les nombreuses observations appuyant que le mouvement latéral des streaks
est réfréné en présence de riblets de taille suffisante [9, 37]. En particulier, García-Mayoral & Jimé-
nez [94] constatent que les TQLs ont tendance à se positionner à la verticale des vallées de façon
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de plus en plus localisée à mesure que la taille des riblets augmente et que la réduction de traînée
se détériore. Ainsi, l’ordonnancement latéral par les riblets des TQLs et des streaks pourrait avoir
un effet délétère sur le frottement pariétal.

Cette stabilisation du flottement latéral (spanwise meandering) des streaks trouverait son origine
dans la présence d’écoulements secondaires, générés par la résistance aux fluctuations transverses de
riblets isolés ou espacés [105, 106]. Paradoxalement, l’introduction de vorticité longitudinale proche
de la paroi serait, à l’inverse, responsable de la réduction de traînée observée pour d’autres dispo-
sitifs, comme l’oscillation transverse de paroi qui sera abordée dans la section 2.3.

À la lumière de ces observations et interprétations, l’interaction entre les riblets et la turbulence
proche-paroi joue indéniablement un rôle majeur dans la modification du frottement pariétal. Cepen-
dant, aucun des mécanismes proposés n’établit une relation de causalité concordante et quantifiée
entre les effets des riblets sur les structures fluctuantes et la réduction du frottement.

2.2.3.3 Mécanisme de revêtement rugueux

Jiménez [135] interprète la réduction de traînée induite par les riblets comme un effet de rugosité
transitionnel (transitional roughness). Le qualificatif “transitionnel” traduit le fait que cet effet ap-
paraît à des tailles de riblets pour lesquelles les éléments de rugosité conventionnelle ne présentent
pas encore un comportement “totalement” rugueux. Revenons tout d’abord sur la théorie des écou-
lements turbulents sur parois rugueuses, dont Jiménez a fourni une revue détaillée [135].

L’effet d’une paroi rugueuse quelconque sur une couche limite dépend de la taille caractéristique k
de ces rugosités. Plus précisément, deux paramètres doivent être pris en compte. Tout d’abord, le
nombre de Reynolds de rugosité, k+

s , mesure l’effet des rugosités dans la sous-couche visqueuse.
Comme on le verra par la suite, la rugosité de grain de sable équivalente ks introduite ici est
directement liée à la dimension physique k des éléments rugueux et à leur géométrie. Ensuite, le
ratio k/δ est l’autre paramètre d’importance puisqu’il permet de déterminer si le profil de vitesse
logarithmique du cas canonique peut survivre à la perturbation par les éléments rugueux.

Si k n’est pas négligeable devant δ, la rugosité affecte l’écoulement turbulent jusqu’à la zone
de recouvrement (ou zone logarithmique) dans laquelle une bonne partie de l’énergie cinétique
turbulente est générée. Les éléments rugueux perturbent directement l’ensemble de l’écoulement et
les équilibres énergétiques classiques que l’on observe dans les couches limites canoniques. Ce cas
sera mis de côté, dans la mesure où il n’apporte pas d’élément de compréhension utile à l’étude des
riblets. Dans la suite, on considère donc des éléments rugueux petits devant l’épaisseur de la couche
limite, k � δ.

Des rugosités de taille supérieure à quelques unités de paroi affectent la sous-couche visqueuse
et, avec elle, le cycle de régénération de la turbulence dans la zone tampon. Si k+ & 50− 100, ce
cycle peut même être totalement détruit. Comme on a pu le voir dans la section 1.3.1, l’influence de
la dynamique de la sous-couche visqueuse sur l’écoulement moyen dans le reste de la couche limite
est prise en compte par l’intermédiaire de la constante additive C de la loi logarithmique (1.50). Le
principal effet de la rugosité est donc de modifier la valeur de cette constante, comme l’ont fait les
riblets dans l’équation (2.13) via le terme additif ∆C. Une formulation alternative, mais équivalente,
est celle originellement proposée par Nikuradse [195] pour caractériser le profil de vitesse de la zone
logarithmique dans des conduites rugueuses :

u+ = 1
κ

ln
(
y+

k+
s

)
+ 8.5 . (2.15)

La quantité k+
s , appelée rugosité de grain de sable équivalente (equivalent sand rougness), et la

quantité ∆C, parfois notée ∆u+, caractérisent la rugosité de façon interchangeable. Elles dépendent,
en général, de la taille caractéristique k des éléments de rugosité, de leur géométrie, mais aussi de
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Figure 2.19 – Profils de l’évolution de l’écart ∆C à la loi logarithmique canonique en fonction
de la dimension caractéristique k∞ en unité de paroi de la rugosité pour différents types de paroi
rugueuse : (©) grains de sable uniformes ; (5) empilement compact de sphères uniformes ; (s) riblets
triangulaires ; (· · · ) métal galvanisé ; (- - -) fonte enduite de goudron ; (· - · -) fer forgé ; (—) corrélation
pour le métal galvanisé, la fonte et le fer forgé. Figure extraite de [135].

l’épaisseur de la couche limite δ et de la viscosité via lτ ou δ+. Une valeur de k+
s élevée correspond

à une valeur de ∆C très négative et une forte augmentation de traînée.
Lorsque k+ & 50− 100, Jimenez montre que le frottement pariétal devient indépendant de la

viscosité, et donc du nombre de Reynolds de l’écoulement. On parle alors de régime pleinement
rugueux (fully rough regime). Il y a alors deux comportements possibles. Le comportement de k-
rugosité, pour lequel ks est proportionnel à la taille k des éléments de rugosité, et le comportement
de d-rugosité, pour lequel ks est proportionnel à l’épaisseur δ de la couche limite. Dans chacun de
ces cas pleinement rugueux, la relation de proportionnalité impliquant ks est indépendante de la
valeur de k+

s . Elle dépend uniquement de la géométrie de la rugosité.
Lorsque la valeur de k+ n’est pas suffisante pour que le comportement soit pleinement rugueux,

on parle de régime transitionnellement rugueux (transitionally rough regime) (qui n’a pourtant
rien à voir avec la transition laminaire–turbulence). L’augmentation de frottement, et donc de ks
et de −∆C, n’est plus proportionnelle à un unique paramètre, mais évolue de façon plus complexe
avec k+. La figure 2.19 montre cette évolution pour différents types de rugosité en régime transition-
nel. La dimension caractéristique k∞ de la rugosité utilisée ici est une dimension propre à chaque
géométrie, définie de sorte à ce que les tous les profils se superposent dans la limite pleinement ru-
gueuse, c’est-à-dire pour k+ � 1. On distingue sur la figure des comportements très différents d’un
type de rugosité à l’autre. Pour la rugosité de grain de sable uniforme par exemple, le frottement
n’est pas affecté tant que la granularité est plus petite qu’un seuil k+

∞ ' 4, alors que la détérioration
de la traînée est bien plus directe pour les métaux galvanisés, couverts de goudron ou le fer forgé.
Colebrook [50] avance l’explication que ces surfaces industrielles contiennent des irrégularités de
différentes tailles qui deviennent individuellement actives à mesure qu’elles atteignent le nombre de
Reynolds critique.

Selon Tani [260], les riblets peuvent être considérés comme des éléments de rugosité transition-
nelle. Leur comportement est particulier en ce sens qu’ils réduisent la traînée pour les faibles valeurs
de k+ ' s+. Cependant, comme en témoigne la figure 2.19, les riblets adoptent bien un comporte-
ment de k-rugosité lorsque k+ � 1. Cette constatation est à l’origine du terme “régime rugueux”
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Figure 2.20 – Lignes de courant de l’écoulement conditionnellement moyenné, dans le plan trans-
verse (y, z) dans et au-dessus de riblets rectangulaires (h/s = 0.5 et t/s = 0.25). Les champs ins-
tantanés ont été moyennés conditionnellement au sens de l’écoulement transverse juste au-dessus
de la crête des riblets. Les résultats sont présentés pour différentes tailles caractéristiques de riblets
en unité de paroi l+g de 0 à 20 (de gauche à droite). Le cas l+g = 0 correspond à l’écoulement de
Stokes bidimensionnel. Les autres cas sont obtenus par simulation numérique directe. Figure extraite
de [94].

introduit dans la section 2.2.1 et la figure 2.5 pour qualifier le comportement des riblets de grandes
dimensions.

Jiménez [135] explique ces résultats en mettant en évidence deux effets antagonistes de la ru-
gosité en régime transitionnellement rugueux. Les éléments rugueux génèrent une traînée de forme
additionnelle, mais ils affaiblissent également le cycle de régénération de la turbulence ce qui a
tendance à réduire le frottement. Cette explication justifie la réduction de traînée permise par les
riblets. En effet, les riblets sont particuliers de par le fait que leur géométrie bidimensionnelle ne
génère pas de traînée de forme additionnelle. Une fois que k+ est suffisamment important pour que
le cycle proche-paroi de régénération de la turbulence soit totalement détruit, les effets bénéfiques
associés saturent et la traînée de forme devient prépondérante.

Dans le cas des riblets, la traînée de forme demeurant nulle quelle que soit la taille des rainures.
Le mécanisme fourni par Jiménez ne permet donc pas d’expliquer le la hausse de la traînée dans
le cas des riblets. Ainsi, d’autres phénomènes doivent être avancés pour apporter une justification
convaincante.

2.2.3.4 Instabilités de Kelvin–Helmotz

Une des explications les plus avancées pour justifier la rupture de validité du régime visqueux
pour les riblets de grande taille et la dégradation associée des performances de réduction de traînée
(cf. section 2.2.1 et figure 2.5) a été proposée récemment par García-Mayoral & Jiménez [94].

García-Mayoral & Jiménez ont réalisé des simulations numériques directes d’écoulements de ca-
nal turbulent dont les parois sont recouvertes de riblets rectangulaires (h/s = 0.5 et t/s = 0.25) de
taille caractéristique l+g allant de 5 à 20. Cette plage couvre les régimes de réduction et d’augmen-
tation de traînée de la figure 2.5.

Ils ont remarqué la présence d’une recirculation récurrente à l’intérieur des sillons. Celle-ci est
mise en évidence sur la figure 2.20, où les champs de vitesse sont moyennés conditionnellement
à la direction de l’écoulement transverse juste au-dessus des crêtes. Comme en témoignent les
lignes de courant sur la figure, cette recirculation est déjà présente dans la limite de riblets de
taille l+g infinitésimale et persiste, en devenant de plus en plus asymétrique, pour des riblets de
taille grandissante, au-delà même du régime visqueux. Cependant, l’amplitude de cet écoulement
secondaire est si faible — partout inférieure à 0.04uτ — que le profil de vitesse longitudinale
moyenne u+(ys ,

z
h) dans les rainures est à peine affecté et demeure proche de celui de l’écoulement

de Stokes. Ils établirent ainsi que la dégradation de la réduction de frottement des riblets de grande
taille trouve nécessairement sa source dans l’écoulement au-dessus des riblets.

Au-dessus des riblets, la courbure des lignes de courant sur la figure 2.20 suggère la présence
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de vortex quasi-longitudinaux de plus en plus proches de la paroi. D’après leurs résultats, le centre
des TQLs ne s’approche pas des crêtes à moins de 10− 15 unités de paroi, même pour leurs plus
grands riblets dont la largeur crête-à-crête est de s+ ' 33. L’impression de rapprochement serait
principalement due au changement d’échelle des figures qui sont normalisées par la taille des riblets.
Ce résultat est en contradiction avec les observations de Choi et al. [37] et de Lee & Lee [164]
mentionnées dans le paragraphe 2.2.3.2 qui suggèrent à l’inverse que de nombreux TQLs se logent
à l’intérieur des rainures pour des riblets à peine légèrement plus larges, s+ ' 40.

García-Mayoral & Jiménez ont observé les contraintes de cisaillements visqueux τ+
xy(ycrest, z) et

de Reynolds −R+
xy(ycrest, z) dans le plan horizontal à l’altitude des crêtes. Pour toutes les tailles

de riblets, la distribution spatiale selon z du cisaillement total demeure relativement constante et
la composante visqueuse s’avère être dominante, même pour les riblets les plus larges. Cependant,
à mesure que la dimension des riblets augmente, une part croissante du cisaillement total à l’alti-
tude ycrest est attribuée aux contraintes de Reynolds, notamment en raison d’un transfert du faible
cisaillement à l’aplomb des vallées de τxy vers −Rxy. Le mécanisme de rupture est donc associé à
l’apparition d’effets inertiels concentrés, non pas dans le sillon des riblets, mais au-dessus de leurs
crêtes.

García-Mayoral & Jiménez ont alors conduit une analyse spectrale sur les composantes du ten-
seur de Reynolds R. Par ce biais, ils ont constaté l’apparition de structures transverses, étendues en
envergure, dont la contribution énergétique pour y+ . 10 croit avec la taille lg des riblets à partir de
la dimension optimale lg,opt. Les dimensions caractéristiques de ces structures s’établissent en unité
interne et sont caractérisées par 65 < λ+

x < 290 et λ+
z > 130. Ils sont visibles sur-le-champ de vitesse

proche-paroi de la figure 2.21. Leur cohérence s’étend en envergure bien au-delà de la périodicité
des riblets, dont les perturbations sont visibles. La présence de telles structures, bien que jamais
relevée jusqu’alors, est également visible sur les simulations de Goldstein et al. 105, fig. 20b et Chu
& Karniadakis 46, fig. 30.

Une analyse de stabilité linéaire sur-le-champ moyen perturbé par les riblets permet d’établir
que ces structures sont des tourbillons quasi-transverses (TQTs) qui peuvent être attribués à des in-
stabilités de type Kelvin–Helmholtz. Le modèle de stabilité linéaire simplifié permet même d’établir
la pertinence du paramètre empirique l+g comme dimension caractéristique des riblets et situe aux
alentours de l+g ' 11 le seuil d’amplification des TQTs, très proche de la dimension empirique (2.4)
de riblets optimaux.

La contribution à la traînée de ces structures explique en très grande partie la dégradation de
la réduction de traînée par rapport à la tendance linéaire du régime visqueux. C’est ce que montre
la figure 2.22, où la réduction de traînée FRR a été décomposée grâce à une formule analogue à la
décomposition FIK de la section 1.5.2 (voir [94] pour plus de détails) et où l’influence des structures
de large envergure a pu être isolée.

Ainsi, García-Mayoral & Jiménez suggèrent que le mécanisme de réduction de frottement des
riblets s’explique par la théorie visqueuse de Bechert & Bartenwerfer [15] et Luchini et al. [169],
quantifiée grâce à la hauteur de protubérance ∆h. Lorsque la taille des riblets atteint l+g,opt ' 11,
une instabilité linéaire non visqueuse de type Kelvin–Helmholtz provoque l’apparition proche-paroi
de tourbillons quasi-longitudinaux. En générant des tensions de Reynolds additionnelles, ce sont ces
tourbillons qui sont responsables d’une rapide dégradation de la traînée avec l’augmentation de la
taille des riblets.

2.3 Oscillations transverses de parois et ondes progressives
Une autre méthode de contrôle consiste à induire dans l’écoulement un mouvement d’oscillation

transverse, que ce soit par une mise en mouvement fluidique — comme l’imposition d’un gradient
de pression instationnaire [57], l’utilisation de plasma [44] ou de propriétés magnétohydrodyna-
miques [21] — ou structurel, c’est-à-dire via un déplacement de la paroi [151, 139]. Dans la suite, on
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s’intéressera principalement au cas de l’oscillation transverse de paroi. Ce type de contrôle est actif
et non-réactif : les paramètres d’oscillation, comme l’amplitude et la fréquence, sont généralement
prédéterminés et l’utilisation de senseurs n’est pas nécessaire. Des revues complètes du sujet sont
notamment celles de Karniadakis & Choi [141] et, plus récemment, de Quadrio [218].

2.3.1 Performances de réduction de traînée

Bien que le contrôle par oscillation de paroi n’ait jamais été mis en place pour des applications
concrètes, de nombreuses expériences en soufflerie [151, 40, 160] ou par simulation numérique [139,
14, 39, 219] ont été conduites pour en évaluer les performances en termes de réduction de traînée.

Ainsi, Jung et al. [139] ont fait osciller sinusoïdalement dans la direction z l’une des deux parois
de leur DNS de canal plan, de sorte que la vitesse transverse à la paroi soit donnée par

ww(t) = Wosc sin (ωosc t) = Wosc sin
(

2π t

Tosc

)
. (2.16)

Ils ont alors constaté que pour des oscillations de période Tosc comprises entre 25 et 500 unités
internes, la traînée de frottement était réduite. Le taux de réduction de traînée FRRmax atteint
un maximum de l’ordre de 40% lorsque T+

osc = 100. Plus récemment, Quadrio & Ricco [219] ont
confirmés ces résultats grâce une étude paramétrique sur Tosc et Wosc en obtenant une réduction de
frottement maximale de 44.7% pour T+

osc = 100 et W+
osc = 27, la plus grande amplitude d’oscillation

qu’ils ont testée.
Alors que les différentes études numériques s’accordent sur le taux de réduction de traînée maxi-

male réalisable, les performances constatées expérimentalement demeurent inférieures et plafonnent
aux alentours de 25 [40] à 35% [160].

Quadrio & Ricco [219] avancent que ces différences quantitatives peuvent en partie être expli-
quées par l’influence du transitoire. Dans la pratique, l’étendue de la paroi oscillante est de distance
finie. Si bien qu’à son extrémité amont, le frottement chute petit à petit jusqu’à atteindre son niveau
de réduction établie. Il se trouve que cette longueur d’adaptation augmente avec le paramètre Wosc
et peut être de l’ordre de quelques milliers d’unités de paroi. Expérimentalement, ce transitoire
spatial est donc à prendre en compte lors de la mesure du frottement, qui est souvent établie de
façon globale sur toute l’étendue de la plaque (via une balance ou une mesure de perte de pression
par exemple). Numériquement, les mêmes précautions doivent être prises dans le cas de ZPGTBL.
Pour les simulations numériques en canal périodique, la transition spatiale devient une transition
temporelle qu’il est plus aisé de prendre en compte.

Une autre incertitude majeure sur l’évaluation du taux de réduction de frottement FRR concerne
la procédure d’adimensionnement utilisée. Ricco et al. [224] expliquent que, pour les écoulements
de canal plan, lorsque le débit est maintenu constant lors de la comparaison entre les cas contrôlé
et non contrôlé, la période d’oscillation de paroi optimale pour une valeur Wosc fixée est souvent
reportée dans la fourchette T+

osc ' 100− 125. En revanche, lorsque c’est le gradient de pression qui
est maintenu constant, ils obtiennent une période optimale de l’ordre de T+

osc ' 70. Le premier cas
de figure correspond à une comparaison à Reb = Ubδ/ν fixé, alors que le second équivaut à une
comparaison à même Reτ .

2.3.1.1 Paramètres d’influence sur la réduction de traînée

Deux paramètres ont été introduits pour configurer l’oscillation de paroi : la vitesse pariétale
maximale Wosc et la période de l’oscillation Tosc (ou de façon totalement équivalente sa pulsation
ou sa fréquence ωosc = 2πfosc = 2π/Tosc). La loi de contrôle (2.16) définit implicitement d’autres
grandeurs comme, par exemple, le déplacement maximal de la paroi Zosc = Wosc/ωosc. A priori,
le taux de réduction de frottement FRR dépend, en plus des paramètres d’écoulement comme
le nombre de Reynolds, de ces différents paramètres de contrôle. Néanmoins, est-il possible de
déterminer lequel de ces paramètres est le plus adapté à caractériser FRR, ou, à défaut, est-il
possible d’en construire un ?
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Quadrio & Ricco [219] ont établi que, lorsque le déplacement Z+
osc est maintenu constant, FRR

augmente monotoniquement avec W+
osc, c’est-à-dire lorsque T+

osc diminue. À l’inverse, si la vitesse
maximale W+

osc est fixée, alors on observe un maximum pour FRR lorsque T+
osc ' 100− 125. C’est

ce que l’on observe sur la figure 2.23.
Bien que la réduction de traînée FRR soit principalement fonction de la vitesse maximale de

la paroi W+
osc [40, 269], un paramètre plus pertinent encore a été construit par Choi et al. [39] puis

Quadrio & Ricco [219]. Pour cela, ils se sont basés sur le constat que l’oscillation de la paroi induit
un mouvement transverse dans l’écoulement qui, une fois moyenné dans la direction z, s’avère
être semblable à la solution de la couche limite de Stokes 6 [217]. Une solution analytique existe
pour caractériser cette couche limite de Stokes, ce qui permet d’en déterminer deux grandeurs
caractéristiques : la profondeur de pénétration losc du champ de vitesse oscillant, définie par rapport
à une vitesse transverse seuil WS , et l’accélération maximale aosc à une distance yS de la paroi. On
peut néanmoins regretter que ces deux grandeurs losc et aosc soient chacune définie par rapport à
un paramètre, WS ou yS , choisi arbitrairement.

a+
osc = 2π

T+
osc

W+
osc exp

(
−y+
S

√
π

T+
osc

)
, (2.17)

l+osc =

√
T+

osc
π

ln
(
W+

osc
W+
S

)
. (2.18)

Quadrio & Ricco ont alors construit une nouvelle grandeur Sosc caractéristique de l’oscillation de
paroi et définie par

S+
osc = a+

osc l
+
osc

W+
osc

. (2.19)

Cette grandeur est bien fonction des paramètres Tosc et Wosc de l’oscillation transverse. Pour les
périodes d’oscillation T+

osc inférieures à 150, une relation linéaire entre S+
osc et le taux de réduction de

frottement FRR est observée lorsque les paramètres WS et yS sont fixés à W+
S = 1.2 et y+

S = 6.3.
Bien qu’elles soient obtenues par régression linéaire, une signification physique à ces valeurs de
seuils a été cherchée. Choi et al. [39] remarquent que y+ ' 5 est l’altitude particulière à laquelle le

6. Attention, il ne faut pas confondre la couche limite de Stokes et l’écoulement de Stokes. La couche limite de
Stokes fait référence à la solution du deuxième problème de Stokes, c’est-à-dire à la couche limite qui se créer dans un
fluide visqueux initialement au repos à proximité d’une paroi plane oscillante. Un écoulement de Stokes, ou écoulement
rampant, renvoie au cas limite dans lequel les effets inertiels deviendraient négligeables face aux effets visqueux.
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coefficient d’aplatissement (flatness coefficient) des fluctuations de vitesse, u′4/u′u′2, est maximum.
Quadrio & Ricco [219] soulignent que W+

S ' 1 est de l’ordre de grandeur des fluctuations trans-
verses de la turbulence. La relation de proportionnalité entre S+

osc et FRR est finalement rompue
lorsque T+

osc & 150. Le mouvement oscillant de la paroi est alors trop lent pour engendrer une réelle
réduction de traînée.

2.3.1.2 Économie nette d’énergie

La stratégie de contrôle par oscillation de paroi étant une stratégie active, il est intéressant
de prendre en compte l’énergie dépensée pour son fonctionnement. On utilise pour cela la notion
d’économie nette d’énergie, définie dans le préambule de la section 2.1, qui permet de comparer la
puissance effectivement gagnée en réduisant la traînée à celle consommée par le dispositif.

Grâce à leur étude paramétrique sur Wosc et Tosc, Quadrio & Ricco [219] ont établi qu’un
gain énergétique n’est possible que pour de faibles valeurs de W+

osc . 7. Pour des amplitudes
d’oscillation plus importantes, la puissance dépensée augmente quadratiquement avec Wosc. Elle
dépasse donc le gain d’énergie que constitue la réduction de traînée qui n’évolue que quasi li-
néairement avec Wosc. Les conditions d’oscillation optimales en termes d’économie nette d’énergie
sont T+

osc = 125 etW+
osc = 4.5. Le gain énergétique est alors de ESR = 7.3%. Ces résultats confirment

ceux obtenus par Baron & Quadrio [14] qui avaient atteint une économie nette d’énergie d’à peine 8%
en réduisant l’amplitude Wosc par rapport au cas minimisant la traînée. Leurs résultats sont repré-
sentés sur la figure 2.24.

Dans la pratique, il faudrait également prendre en compte le rendement imparfait de l’actionneur
et les contraintes de coût, de mise en place et de maintenance du dispositif actif. En effet, dans des
conditions d’écoulement de croisière sur un avion commercial, la vitesse et la longueur de frottement
sont respectivement de l’ordre de la dizaine de mètres par seconde et du micromètre. Ainsi, la
fréquence d’oscillation optimale, dictée par T+ ' 100, se chiffre en centaine de kilohertz. Une telle
fréquence d’oscillation sur des surfaces de grande envergure, associée à l’accélération conséquente
qu’elle impose, rend une telle stratégie de contrôle impraticable aujourd’hui.

Ce résultat permet de relativiser le taux de réduction du frottement très attrayant de 40% de
cette stratégie. De leur côté, les riblets peinent à dépasser les 10% de réduction de frottement, mais
cette stratégie étant passive, elle affiche des performances de gain énergétique supérieures à celles
obtenues par l’oscillation de paroi dans des conditions idéales d’actionneur parfait.

2.3.1.3 Mouvement périodique arbitraire

L’ensemble des études d’oscillation transverse de paroi abordées depuis le début de cette section
est restreint au cas particulier d’un forçage sinusoïdal. L’interaction entre la paroi oscillante et la
réduction de traînée étant hautement non-linéaire, les résultats pour un mouvement d’oscillation
quelconque ne peut être déduit de ceux obtenus pour une oscillation sinusoïdale. Cimarelli et al. [47]
ont alors conduit une étude paramétrique systématique sur les paramètres T+

osc et W+
osc pour des

signaux sinusoïdaux et non-sinusoïdaux afin d’identifier la forme d’onde optimale en termes de
réduction de traînée ou d’économie nette d’énergie. Les neuf signaux non-sinusoïdaux traités sont
ceux représentés sur la figure 2.26.

Leur étude démontre que le signal en créneaux (le premier signal en haut à gauche de la fi-
gure 2.26) aboutit à la meilleure réduction de traînée, mais nécessite une importante consommation
d’énergie. C’est le signal sinusoïdal qui permet d’aboutir à l’économie nette d’énergie la plus impor-
tante. Néanmoins, pour certains jeux de paramètres (T+

osc,W
+
osc) non-optimaux, le dernier signal de

la figure est parfois plus économe que le signal sinusoïdal.
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2.3.1.4 De la dépendance temporelle à la dépendance spatiale

Plutôt que d’imposer à la paroi un mouvement transverse qui oscille temporellement, le contrôle
peut également consister en un mouvement de la paroi qui soit stationnaire, mais dont la vitesse
évolue avec x. La vitesse à la paroi est alors imposée par l’équation

ww(x) = Wosc sin (kx,osc x) = Wosc sin
(

2π x

λx,osc

)
. (2.20)

On parlera de contrôle par onde transversale stationnaire de paroi. Cette stratégie de contrôle
a été appliquée par Viotti et al. [273] qui rapportent un comportement du frottement vis-à-vis
des paramètres (λ+

x,osc,W
+
osc) similaires à ce qui a été décrit pour les paramètres (T+

osc,W
+
osc) de

l’oscillation temporelle de paroi. Ainsi, la réduction de frottement croît monotoniquement avecW+
osc

et la longueur d’onde optimale pour une vitesse W+
osc donnée est λ+

x,osc ' 1000. Les performances
optimales en termes de réduction de traînée, mais surtout en termes d’économie nette d’énergie, sont
améliorées par rapport au cas classique d’oscillation temporelle puisqu’elles atteignent FRR ' 52%
et ESR ' 23%.

La longueur d’onde longitudinale λx,osc peut être reliée à la période Tx,osc de l’oscillation tempo-
relle via la donnée d’une vitesse de convection. D’après (1.65), la vitesse de convection des structures
proche-paroi peut être considérée comme constante et égale à environ 10uτ . Ainsi, en utilisant cette
correspondance espace–temps, les performances de réduction de frottement sont équivalentes pour
les stratégies de contrôle par oscillations temporelle et spatiale.

Les dispositifs d’oscillation temporelle et spatiale de paroi, définis respectivement par (2.16)
et (2.20), sont des cas particuliers d’ondes transversales progressives de paroi. La vitesse
transverse de la paroi est régie dans ce cas plus général par

ww(x) = Wosc sin (kx,osc x− ωosc t) = Wosc sin
(

2π x

λx,osc
− 2π t

Tosc

)
. (2.21)

Depuis les premiers travaux de Du et al. [74, 75], l’optimisation et l’étude de cette stratégie de
contrôle font l’objet d’une intense activité de la part de la communauté scientifique ces dernières
années. La carte typique de réduction de traînée àWosc fixé est représentée dans le plan (ωosc, kx,osc)
sur la figure 2.27. On observe que la traînée est réduite pour l’ensemble des paramètres de contrôle,
sauf dans le domaine hachuré de la figure, correspondant à des ondes progressives de vitesse de
propagation ωosc/kx,osc proche de la vitesse de convection. Les paramètres optimaux correspondent
à une onde progressive avançant à environ 30% de cette vitesse. Pour plus de détails, nous renvoyons
le lecteur intéressé aux articles de Quadrio et al. [220] et de Hurst et al. [118] qui apportent de
nombreux éléments de caractérisation et de compréhension que nous n’aborderons pas ici.

2.3.2 Caractéristiques de l’écoulement contrôlé

La compréhension des mécanismes physiques expliquant le comportement du frottement sur une
paroi oscillante est encore partielle et floue [218]. Aucune théorie ne permet à ce jour d’expliquer,
de façon unifiée, les cas d’ondes progressives longitudinales et transverses, pour lesquels l’oscillation
de paroi est un cas particulier.

Le profil de vitesse moyenne longitudinale de l’écoulement contrôlé présente les mêmes propriétés
que celui au-dessus des riblets : la loi déficitaire de sillage (1.46) est toujours valide et l’on observe
bien une zone de profil logarithmique (1.50), cependant, celle-ci est surélevée par rapport au cas de
référence [139]. Ce comportement est caractéristique des écoulements contrôlés par des dispositifs
pariétaux de réduction de traînée [41].

À cette vitesse moyenne longitudinale s’ajoute une composante transverse cyclique, induite par
l’oscillation de la paroi. Dans le cas de réduction de traînée proche de l’optimum, cette perturbation
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Figure 2.27 – Schéma qualitatif de la carte de réduction de traînée dans le plan des para-
mètres (ωosc, kx,osc) d’une onde progressive de déplacement transverse de la paroi. Figure adaptée
de [220].

reste confinée à la sous-couche visqueuse et le profil de vitesse transverse est alors très bien approché
par la solution analytique de couche limite de Stokes [39, 266]. Cette propriété reste d’ailleurs valable
dans le cas général où la paroi est animée d’un mouvement périodique non-sinusoïdal [47]. Ainsi,
l’oscillation de la paroi ne se fait pas sentir directement au-delà de la zone tampon.

Cependant, ce mouvement de Stokes additionnel, bien que très localisé, influence les intensités
turbulentes sur toute l’étendue de la couche limite, comme cela a été constaté dès les premières
études [139] par la chute des niveaux fluctuants en valeur absolue (c’est-à-dire sans adimension-
nement). Néanmoins, comme en témoigne la figure 2.25, l’utilisation d’un adimensionnement en
unité de paroi approprié révèle que seul le niveau d’intensité turbulente longitudinale u+

rms est di-
minué à proximité de la paroi, pour y+ . 30 [224]. Au-delà, le profil u+

rms(y+) retrouve le niveau
du cas canonique à même Reτ . De plus, le niveau des fluctuations normales v+

rms est clairement
inchangé sur toute l’étendue de la couche limite, alors que celui de w+

rms est même augmenté en
dessous de y+ ' 40. Ainsi, la baisse de u+

rms cumulée à la hausse de w+
rms conduit à une réduction

significative de l’anisotropie. Ce constat est néanmoins contradictoire avec les résultats bien plus
généraux de Frohnapfel et al. [84], qui corrèlent la réduction de la traînée à l’augmentation du niveau
d’anisotropie à proximité de la paroi.

La contrainte de cisaillement de Reynolds R+
xy est atténuée dans la région proche paroi. C’est

cette chute du cisaillement turbulent qui explique l’épaississement de la sous-couche visqueuse et
l’élévation de la loi logarithmique sur le profil u+(y+). Il est à noter la présence additionnelle et
cyclique de la tension de Reynolds Ryz. Ce terme est nul dans le cas non contrôlé, mais joue, vis-
à-vis de l’écoulement transverse induit par la paroi oscillante, un rôle similaire à celui de Rxy sur
l’écoulement longitudinal. Il est en particulier responsable de la hausse de w+

rms.
Les termes du bilan d’énergie cinétique turbulente k subissent tous une baisse significative en

absolu [14, 224, 266]. Il en est de même pour les bilans associés aux tensions de Reynolds Rxx, Ryy
et Rxy. L’analyse des bilans de Toubert & Leschziner [266] suggère que la réduction de la contrainte
de cisaillement de Reynolds (puis des intensités turbulentes dans leur globalité) soit attribuée en
particulier au déclin des évènements du quadrant Q2, c’est-à-dire des éjections.

Les évènements d’éjection sont causés par des mouvements cohérents de la turbulence proche-
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paroi. Ainsi, la perturbation périodique du champ de vitesse provoque une importante distorsion
des streaks et de l’organisation des mouvements cohérents proche-paroi. Les premières études ont
rapporté la disparition totale de l’alternance des streaks lents et rapides au profit d’un écoulement
quasi bidimensionnel [139, 14]. De récentes études ont néanmoins révélé la présence de streaks de
forme classiquement allongée dans la direction de l’écoulement moyen, c’est-à-dire que leur orien-
tation évolue cycliquement avec l’écoulement moyen transverse induit par la paroi [224, 266]. Ces
streaks sont moins énergétiques que dans le cas canonique, ce qui est cohérent avec la chute du
niveau d’intensité urms sur la figure 2.25. Néanmoins, les super-structures de la région externe ne
sont quasiment pas affectées par le contrôle, mais contribuent grandement à réorganiser le cycle de
turbulence proche-paroi affecté par l’oscillation pariétale [266].

Comme on l’a vu, le champ de vitesse transverse directement induit par la paroi oscillante ne
pénètre pas l’écoulement au-delà de la sous-couche visqueuse. Comment expliquer alors les mo-
difications constatées bien au-delà, sur les profils moyens et sur les mouvements cohérents ? La
sous-section suivante apporte des éléments de réponse à ces questions.

2.3.3 Mécanismes de réduction de traînée

La soudaine imposition d’un mouvement latéral constant (non oscillant) dans une couche limite
turbulente altère temporairement, mais profondément, les structures de la turbulence, provoquant
ainsi une chute de l’énergie turbulente. Cependant, si le mouvement latéral est maintenu dans la
durée, l’écoulement se réadapte après une phase transitoire : l’écoulement s’aligne à la direction de
la nouvelle vitesse moyenne résultante et la turbulence retrouve son comportement canonique [14].
Ainsi, la notion de perturbation instationnaire de l’équilibre de la turbulence devra certainement
être au cœur du (ou des) mécanisme(s) expliquant la réduction significative du frottement engendrée
par les dispositifs d’oscillation de paroi.

Les deux principaux mécanismes qui ont été proposés et étudiés par la communauté scientifique
pour spécifier le mécanisme par lequel le contrôle parvient à réduire la traînée sont développés
ci-après.

2.3.3.1 Déplacement latéral relatif des structures turbulentes proche-paroi

Le premier principe, initialement avancé par Laadhari et al. [160], repose sur la capacité du
champ oscillant transverse à perturber la cohérence spatiale entre les tourbillons quasi-longitudinaux
et les bandes sinueuses que sont les streaks lents et rapides. Le contrôle modifie la disposition relative
entre ces structures caractéristiques du cycle proche-paroi de régénération auto-entretenue de la
turbulence.

Baron & Quadrio [14] avancent sur l’explication du mécanisme en approximant le champ oscillant
moyen par la solution analytique du second problème de Stokes 7. Ils calculent la profondeur de
pénétration de cette couche limite oscillante dans l’écoulement turbulent et la comparent aux zones
caractéristiques de localisation des structures turbulentes. En évaluant cette profondeur grâce à la
formule (2.18), on obtient l+osc ' 14 dans les conditions quasi-optimales de réduction du frottement,
c’est-à-dire avec T+

osc ' 100 et W+
osc ' 15. Ainsi, la zone la plus intense des streaks étant localisée

dans la région y+ . 10− 15, ces derniers sont significativement entraînés par le mouvement oscillant
de la paroi. À l’inverse, les TQLs étant classiquement situés dans la région 10 . y+ . 50, ils ne sont
que marginalement affectés.

Ainsi, dans son mouvement oscillant, la paroi entraîne avec elle le fluide à sa proximité sur une
épaisseur suffisante pour contenir les streaks. Les tourbillons quasi-longitudinaux étant suffisam-
ment distants pour ne pas être autant affectés, leur position relativement aux streaks s’en retrouve
perturbée. Normalement, les TQLs balayent la paroi avec du fluide à grande quantité de mouvement
(évènements Q4) et éjectent le fluide pariétal de faible quantité de mouvement (évènements Q2).
Cependant, à cause de la rupture de cohérence spatiale entre streaks et TQLs, ces derniers peuvent

7. Voir note 6
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à l’inverse éjecter le fluide des streaks rapides (évènements Q1) et balayer vers la paroi le fluide
des streaks lents (évènements Q3). Ces deux évènements contribuent positivement au cisaillement
de Reynolds Rxy, permettant d’expliquer l’influence du contrôle sur le profil de R+

xy(y+) de la fi-
gure 2.25. Par ce mécanisme, l’oscillation de paroi parvient à bouleverser le cycle auto-entretenu de
régénération de la turbulence et cause une chute de l’énergie cinétique turbulente et de l’impact de
la turbulence sur le frottement pariétal.

Ricco et al. [224] apportent un éclairage sur ce mécanisme en observant les bilans énergétiques.
Ils se sont en particulier penchés sur le bilan d’enstrophie turbulente ω′iω′i, grandeur qui caractérise
directement la dissipation ε, comme cela a été abordé avec l’équation (1.23). Lors de la mise en
place du contrôle, la baisse transitoire d’un des termes de production d’enstrophie — il s’agit de la
production par le cisaillement du champ moyen, dont l’expression est donnée par ωxωy ∂yu— traduit
le changement de phase entre les TQLs (liés à ωx) et les streaks (liés à ωy) évoqué précédemment.
Ce résultat est donc en accord avec le mécanisme de Laadhari et al. et de Baron & Quadrio.

L’étude des bilans permet également de préciser que ce mécanisme est indirect, puisque la
vitesse transverse, sur laquelle agit la paroi oscillante, n’apparaît pas directement dans le terme de
production d’enstrophie.

Une fois le régime de réduction de traînée établi, la dissipation et la production s’équilibrent
nécessairement. Bien qu’il ait été démontré que l’oscillation transverse de paroi a un impact fort sur
le cycle d’auto-régénération de la turbulence, il n’est alors pas possible d’établir sur lequel des termes
de dissipation ou de production le contrôle a effectivement une influence. En s’intéressant à la phase
transitoire qui suit la mise en marche du contrôle, Ricco et al. [224] ont néanmoins pu mettre en
évidence que le contrôle engendre une hausse de la dissipation d’énergie cinétique turbulente ε. Ce
résultat fort permet de comprendre que le contrôle rend l’écoulement plus dissipatif pour y réduire
l’activité turbulente. La baisse de l’activité turbulente se traduit par une chute du cisaillement
associé et donc du frottement pariétal. Un nouvel équilibre se met en place, de sorte que les profils
turbulents adimensionnés par le frottement affaibli retrouvent globalement les niveaux canoniques.

2.3.3.2 Création de vorticité transverse négative

Choi et al. [43] constatent que l’oscillation de la paroi conduit à la génération de vorticité
transverse négative, que ce soit lors des phases d’aller comme de retour du mouvement oscillant. Ils
expliquent ce constat par le mécanisme suivant.

Lorsqu’une paroi bordant du fluide au repos est animée d’un mouvement dans la direction ww < 0,
la couche limite de Stokes qui se créer correspond à une nappe de vorticité longitudinale ωx posi-
tive. Lorsque ce même mouvement de paroi est réalisé dans une couche limite, la nappe de vorticité
est alors inclinée dans la direction des z négatif sous l’effet du cisaillement moyen, comme illustré
sur la figure de gauche de 2.28. Ainsi, en plus de vorticité ωx > 0, une composante de vorticité
latérale ωz < 0 est générée dans la région proche paroi.

Lorsque la paroi bouge dans la direction opposée, la couche de Stokes crée une nappe de vorticité
longitudinale qui est cette fois-ci négative : ωx < 0. Immergée dans une couche limite, cette vorticité
est inclinée vers les z positifs, c’est-à-dire vers le bas sur la figure de droite de 2.28, ce qui produit
cette fois encore une composante de vorticité ωz < 0.

Ainsi, de la vorticité transverse négative est générée dans la couche limite turbulente pendant
les phases d’aller et de retour du mouvement oscillant de la paroi. La vorticité transverse négative
induit en conséquence un ralentissement de la vitesse longitudinale u dans la région pariétale, comme
l’illustre la figure 2.29.

Un tel transfert de vorticité longitudinale vers de la vorticité transverse contribue également à
diminuer l’intensité des TQLs. Karniadakis & Choi [141] avancent de plus que cette réduction de
vitesse freine leur élongation, ce qui a pour effet de réduire l’intensité des évènements de balayage.
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Figure 2.28 – Visualisation des structures de la turbulence proche-paroi en présence d’oscillation de
paroi, lors des phases d’amplitude de vitesse ww négative (à gauche) et positive (à droite) maximale.
Les flèches annotées “start” localisent l’extrémité amont de la zone de contrôle. Figures extraites
de [141], réalisées à partir de clichés instantanés des expériences de Choi [42].

u(y)

ωz < 0

∂yu réduit

u(y) sur-élevé

Figure 2.29 – Modèle conceptuel expliquant la réduction de frottement induite par l’oscillation
transverse de la paroi. La création de vorticité transverse négative par le contrôle affecte le profil
de vitesse moyenne u(y) ( ) de sorte à diminuer le gradient à la paroi par rapport au cas
canonique ( ). Figure extraite de [42].
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Depuis les expériences d’Osborne Reynolds, de nombreux scientifiques ont continué à observer
les écoulements turbulents. Des méthodes et dispositifs de plus en plus évolués ont été mis en place
afin de mesurer, avec plus de finesse et dans des conditions toujours mieux maîtrisées, différentes
caractéristiques des écoulements. Dans la seconde moitié du 20e siècle, l’apparition et la rapide
expansion du calcul numérique ont ouvert une voie complémentaire à cette approche expérimentale,
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la mécanique des fluides numérique (CFD pour Computational Fluid Dynamics). En permettant la
résolution des équations qui régissent la dynamique des fluides — rappelées dans la section 1.1 —
l’informatique a permis d’approcher le comportement des écoulements réels.

Les approches expérimentale et numérique sont complémentaires, puisqu’elles bénéficient cha-
cune d’avantages qui leur sont propres, mais souffrent également toutes deux de limitations dif-
férentes. Sans entrer dans une énumération exhaustive de leurs points différenciant, notons par
exemple que la simulation numérique permet la mesure simultanée de l’ensemble des variables de
champ avec la discrétisation spatiale et temporelle voulue, sans que cela ne perturbe l’écoulement. À
l’inverse, l’expérience se distingue notamment par la possibilité qu’elle offre de réaliser des mesures
sur des temps bien plus longs que ce que permet la simulation numérique. De plus, sous réserve d’une
maîtrise convenable des conditions d’écoulement, l’expérience reste gage de validité et de référence
pour la confrontation avec les résultats numériques.

Dans le cas particulier des écoulements turbulents, les approches expérimentale et numérique
souffrent de limitations issues d’une même caractéristique physique. Comme souligné dès le premier
chapitre, la turbulence comporte des phénomènes d’une très grande disparité d’échelle spatiale
et temporelle, dont le nombre de Reynolds en donne une mesure. Le même défi se pose donc
expérimentalement et numériquement : décrire pleinement la turbulence suppose d’être à même
de capturer les plus petites structures comme les plus grosses. C’est du moins l’enjeu imposé par
l’approche de la simulation numérique directe (DNS pour Direct Numerical Simulation).

En mécanique des fluides numérique, l’arithmétique de précision finie des calculateurs impose de
discrétiser l’espace et le temps en intervalles élémentaires au sein desquels l’écoulement est considéré
comme relativement uniforme. Ainsi, tout comme un appareil photo doit compter suffisamment de
pixels pour que l’image matricielle qui en résulte puisse représenter le sujet dans sa totalité et avec
un certain niveau de détails, la discrétisation numérique d’un écoulement turbulent doit compter
suffisamment de mailles pour que l’ensemble des échelles y soit correctement capturé. Le coût d’une
DNS dépend donc directement de la diversité des échelles de la turbulence et donc du nombre de
Reynolds de l’écoulement. Par analyse dimensionnelle, Sagaut et al. [234] indiquent que le coût CPU
d’une simulation numérique directe est proportionnel à Re3

L, où L est la longueur caractéristique
des plus grandes échelles.

Malgré les progrès considérables du calcul haute performance (HPC pour High Performance
Computing), la résolution directe des équations de Navier-Stokes reste inabordable pour des écou-
lements turbulents d’intérêt industriel dont le nombre de Reynolds dépasse la dizaine de milliers.
Une alternative est d’abandonner l’espoir de simuler la turbulence, fortement instationnaire par na-
ture, mais plutôt de se contenter de modéliser statistiquement son influence sur l’écoulement moyen.
C’est l’approche retenue par les simulations de types RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes) et
URANS (Unsteady RANS). Dans ce premier cas, on ne s’intéresse qu’aux champs temporellement
moyennés et l’on tente de résoudre les équations de Navier-Stokes moyennées (1.17) (pour lesquelles
les termes de dérivées temporelles sont alors triviaux). Un modèle est alors nécessaire pour fermer
les équations, c’est-à-dire pour évaluer les termes ũ′′i u′′k et ũ′′iE′′. Pour des écoulements qui vérifient
l’hypothèse forte d’une véritable séparation d’échelle entre celles des fluctuations turbulentes et
celles des phénomènes basses fréquences que l’on souhaite étudier, l’approche URANS (Unsteady
RANS) consiste à résoudre les équations (1.17) tout en prenant en compte les dérivées temporelles.
Cependant, par nature, ces simulations ne permettent pas l’étude des mouvements fluctuants qui
n’y sont pas simulés.

Comme illustré sur la figure 3.1, à mi-chemin entre les DNSs prohibitives et les simulations
RANS trop grossières pour notre étude se trouvent les simulations des grandes échelles (LES pour
large eddy simulation).
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Figure 3.1 – Schéma illustrant les différentes
approches de simulation et de modélisation de
la turbulence. Figure extraite de [201].

Figure 3.2 – En haut : Schéma illustrant la cas-
cade de Kolmogorov de l’énergie cinétique tur-
bulente k. En dessous : Spectre de k dans le cas
de la turbulence homogène isotrope en fonction
du nombre d’onde et représentation de la zone
modélisée pour les principales stratégies de si-
mulation. Figures adaptées de [201] et inspirées
de [128, 83].

3.1 Simulations des grandes échelles

L’idée de la LES est de ne simuler que les plus grosses structures de la turbulence, qui contiennent
la plus grande partie de l’énergie cinétique turbulente. Cela permet alors de relâcher la contrainte sur
la discrétisation spatiale et temporelle puisque les plus petites échelles n’ont plus à être capturées.
On qualifie alors de “sous-mailles” (subgrid scale) les petites échelles non simulées.

Néanmoins, on ne peut se permettre de simplement omettre ces plus petites structures. Leurs
interactions avec le reste de l’écoulement doivent être prises en compte. En effet, lorsque les fluctua-
tions turbulentes sont créées à une certaine échelle, on observe un transfert de l’énergie cinétique
vers des échelles plus petites, mais aussi vers les échelles plus grandes. On dénomme ces transferts
sous les termes de cascades directe et indirecte de l’énergie cinétique turbulente. Ces transferts
sont strictement non-linéaires par nature et sont dus aux effets couplés des termes de convection
et de pression [231]. Dans le cas spécifique de la turbulence homogène isotrope, la théorie de Kol-
mogorov [153] prédit le mécanisme de transfert d’énergie inter-échelle représenté sur la figure 3.2.
L’énergie cinétique turbulente est principalement extraite de l’écoulement moyen par les grosses
structures, avant d’être transférée en cascade à des échelles de plus en plus petites. Sous l’effet de
la viscosité, les plus petites échelles (échelle de Kolmogorov) la dissipent finalement sous forme de
chaleur. On obtient alors le spectre d’énergie cinétique caractéristique de la figure 3.2.

L’approche LES impose donc non seulement de séparer les grandes échelles des petites échelles
sous-mailles, mais également de modéliser l’effet de ces dernières sur l’écoulement résolu. La pre-
mière de ces deux étapes est réalisée grâce à un filtrage des équations de Navier-Stokes pré-
senté dans la sous-section 3.1.1 suivante, alors que la modélisation sous-maille est abordée dans
la sous-section 3.1.2. Le lecteur intéressé pourra se référer aux ouvrages de Sagaut [230] et de Gar-
nier et al. [97] pour davantage de précision sur la simulation des grandes échelles en écoulement
incompressible et compressible.
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3.1.1 Filtrage

3.1.1.1 Définition et propriétés

Définition. Contrairement à l’opérateur de Reynolds, appliqué dans le cadre des simulations de
type RANS, le filtre que l’on souhaite utiliser en LES est un filtre passe-haut pour les variables
spatiales et/ou temporelles – c’est-à-dire passe-bas pour les variables fréquentielles et les longueurs
d’onde. On note ∆c son échelle de coupure en espace et kc la longueur d’onde de coupure correspon-
dante. Formellement, l’opération de filtrage d’un champ φ(x, t) est réalisée par un opérateur G(ξ, τ)
suivant le produit de convolution

φ(x, t) = G(x, t) ? φ(x, t) =
∫∫∫

R3

∫
R
G(ξ, τ) φ(x+ ξ, t+ τ) dτ dξ , (3.1)

où la notation φ, déjà employée aux chapitres précédents pour décrire la moyenne de Reynolds de φ,
représente dans cette section l’opération de filtrage. Dans l’espace spectral, le produit de convolution
se résume à un simple produit. En notant φ̂(k, ω) la transformée de Fourier de φ(x, t), le filtrage
s’écrit

φ̂(k, ω) = Ĝ(k, ω) φ̂(k, ω) . (3.2)

Le filtrage ainsi défini permet alors de décomposer une variable de champ φ selon

φ = φ+ φ′ . (3.3)

Propriétés. Le noyau de convolution G doit être choisi de sorte que le filtrage conserve les
constantes, soit linéaire et commute avec les opérateurs de dérivation. Ces propriétés s’énoncent
comme tel :

a = a , φ+ ψ = φ+ ψ , ∂iφ = ∂iφ , ∂tφ = ∂tφ . (3.4)

Parmi les noyaux G admissibles, on retrouve notamment ceux construits à partir de filtres mono-
dimensionnels “boîtes” G(ξ) = 1

∆c
1(|ξ| < ∆c

2 ), de filtres “boîtes spectrales” Ĝ(k) = 1(|k| < kc) ou
de filtres gaussiens. Plus de détails sur la définition et sur les propriétés de ces filtres sont fournis
dans l’ouvrage de Sagaut [230].

Il convient de préciser que, contrairement aux opérateurs de Reynolds et de Favre, l’opérateur
de filtrage n’est pas nécessairement idempotent, c’est-à-dire que

φ = G ? G ? φ 6= G ? φ = φ . (3.5)

Pour cette raison, l’application du filtre à φ′ ne donne pas nécessairement zéro : φ′ 6= 0. Dans ce cas,
aucune information n’est perdue lors de l’application du filtrage, puisque le noyau de l’opérateur
linéaire est alors réduit au singleton nul.

3.1.1.2 Application aux écoulements turbulents

L’approche LES consiste à appliquer un filtre aux variables de champ pour l’étude des écoule-
ments turbulents. La décomposition (3.3) permet de séparer tout champ φ en une partie résolue φ
et une partie non résolue φ′. La partie résolue contient les grandes échelles que l’on souhaite simu-
ler, alors que la partie non résolue, également appelée partie sous-maille, contient les plus petites
échelles pour lesquelles on se contente de modéliser l’influence sur l’écoulement.
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Filtrage de Favre. De manière analogue à l’opérateur de moyenne de Reynolds, le filtrage défini
précédemment est mal adapté aux équations de Navier-Stokes en régime compressible, puisqu’il
ajoute un grand nombre de termes inconnus. De façon comparable à l’introduction de la moyenne
de Favre à partir de celle de Reynolds à l’équation (1.14), on définit ici un nouvel opérateur —
couramment appelé filtrage de Favre — et une nouvelle décomposition entre partie résolue et partie
non résolue :

φ̃ = ρφ

ρ
, (3.6)

φ = φ̃+ φ′′ . (3.7)

Ce nouvel opérateur n’est pas un filtre au sens où il ne vérifie pas la propriété de commutation
avec les dérivées (3.4). Il faut davantage le considérer comme un changement de variable qui permet
de donner aux équations de Navier-Stokes filtrées pour les écoulements compressibles une forme
similaire à celles des équations non filtrées originales.

Équations de Navier-Stokes filtrées. L’application du filtrage aux équations de Navier-Stokes (1.1)
permet d’obtenir les équations constitutives de la LES suivantes.

∂t ρ + ∂k ρ ũk = 0 , (3.8a)
∂t ρ ũi + ∂k ρ ũi ũk = − ∂i p + ∂k τ̂ik +A1,i +A2,i , ∀i ∈ [1; 3] , (3.8b)
∂t ρ̂E + ∂k ρ̂E ũk = − ∂k p ũk + ∂k τ̂ik ũi − ∂k q̂k +B1 +B2 +B3 +B4 +B5 +B6 +B7 . (3.8c)

Dans ces équations, l’ensemble des termes explicités ne font intervenir que des grandeurs résolues. Ils
sont calculables. En particulier, le tenseur des efforts visqueux résolus τ̂ , le flux de chaleur résolu q̂
et l’énergie calculable ρ̂E sont définis uniquement à partir grandeur directement calculable selon :

τ̂ik = µ(T̃ ) S̃ik , (3.9)
q̂k = κth(T̃ ) ∂kT̃ , (3.10)

ρ̂E = ρ ẽ+ 1
2 ρ ũiũi , avec ρ ẽ = p

γ − 1 . (3.11)

Les termes sous-mailles sont explicités sous les noms de variable An et Bn. Ils font intervenir
des grandeurs non résolues. Ils sont donc non calculables à partir des champs filtrés et devront être
modélisés, ce qui fera l’objet de la sous-section suivante. Leur expression est donnée par

A1,i = − ∂k ρ (ũiuk − ũiũk) = − ∂k τ sgs
ik , (3.12a)

A2,i = ∂k (τ ik − τ̂ik) , (3.12b)

pour les termes de l’équation de conservation de la quantité de mouvement, et par

B1 = − ∂k ρ (ẽuk − ẽ ũk) , (3.13a)
B2 = − p ∂kuk + p ∂kũk , (3.13b)
B3 = − ∂k (τ sgs

ik ũi) , (3.13c)
B4 = τ sgs

ik ∂kũi , (3.13d)
B5 = τik ∂kui − τ ik ∂kũi , (3.13e)
B6 = ∂k (τ ik − τ̂ik)ũi , (3.13f)
B7 = − ∂k (qk − q̂k) , (3.13g)

pour ceux de l’équation de conservation de l’énergie. Les termes A1, B3 et B4 proviennent de la non-
linéarité du terme convectif. Ils font intervenir le tenseur sous-maille τ sgs qui peut-être considéré
comme l’équivalent pour les équations filtrées de ce que le tenseur de Reynolds R représente pour
des équations moyennées.
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De la théorie à la pratique. L’application d’un filtre pour l’étude d’écoulements complexes
nécessite souvent l’utilisation d’une échelle de coupure ∆c inhomogène. Pour l’étude de la turbulence
pariétale par exemple, il peut être intéressant d’appliquer un filtre dont la longueur de coupure
diminue à mesure que l’on s’approche de la paroi. Néanmoins, dans un tel cas, la propriété (3.4) de
commutation entre les opérateurs de filtrage et de dérivation spatiale n’est plus vérifiée. Le filtrage
introduit alors une erreur supplémentaire.

Puisque cette erreur n’est pas bornée en général, différentes formulations ont été introduites
afin de la limiter à un certain ordre [103, 272]. On parle alors de filtres “commutants d’ordre n”.
Cependant, ces formulations ne sont utilisées en pratique que pour justifier de la possibilité d’utiliser
un filtrage inhomogène [202].

Dans la grande majorité des calculs LES, le filtrage est implicite : aucune opération de filtrage
avec un noyau de convolution G explicitement définie n’est réalisée. Le filtrage est alors assuré par
le maillage qui, de par sa discrétisation finie, ne capte pas les échelles les plus petites. Cela justifie
le qualificatif “sous-maille” attribué au terme non résolu φ′ de la décomposition (3.3).

Les maillages n’étant généralement pas cartésiens, le filtrage est inhomogène et la longueur de
coupure varie avec la direction considérée. Il convient alors de définir une longueur de coupure
effective ∆c. Deardoff [65] propose notamment d’utiliser le volume de la maille :

∆c = 2 3
√

∆x ∆y ∆z , (3.14)

où ∆xi est la dimension de la maille dans la direction xi et le facteur 2 est issu du théorème d’échan-
tillonnage de Nyquist-Shannon.

On constate donc que, dans le cas extrême d’un maillage suffisamment fin — avec une longueur
de coupure en tout point plus fine que l’échelle de Kolmogorov locale — le filtrage implicite devient
trivial : la partie résolue φ ou φ̃ s’identifie alors directement au champ φ lui-même et les termes sous-
mailles deviennent nuls. Ainsi, contrairement aux simulations RANS, pour lesquelles les fluctuations
temporelles sont supprimées indépendamment de la résolution spatiale, l’approche “des grandes
échelles” converge vers la DNS dès lors que les “grandes échelles” simulées sont en fait toutes les
échelles énergétiques de l’écoulement.

3.1.2 Modélisation sous-maille

Pour pouvoir les résoudre, il est nécessaire de fermer les équations de Navier-Stokes filtrées (3.8)
et donc de modéliser les termes sous-mailles An et Bn. La part relative de chacun de ces termes
a été évaluée, à partir de DNSs, par Vreman [275] dans une couche de mélange, puis par Lenor-
mand et al. [166] dans un écoulement de canal plan. Leur classification figure dans le tableau 3.1,
où un ordre de grandeur sépare chacune des catégories d’influence.

Influence Termes résolus Termes sous-mailles
Importante Convection
Moyenne Diffusion A1, B1, B2, B3

Faible B4, B5

Négligeable A2, B6, B7

Table 3.1 – Classification de l’ordre de grandeur, suivant la norme L2, des termes des équations
filtrées. Tableau adapté de [275].

Dans la pratique, les termes d’influence négligeable sont effectivement négligés. Les deux termesB4
et B5, dont l’influence est faible, le sont également car leur modélisation est source d’incertitude et
peut même s’avérer néfaste en présence d’ondes de choc. Ainsi, la liste des termes qui doivent être
effectivement modélisés se réduit donc à A1, B1, B2 et B3.
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3.1.2.1 Modélisation du tenseur sous-maille

Différentes approches existent pour modéliser le tenseur sous-maille τ sgs intervenant dans A1 et
B3. Sagaut [230] propose une classification en deux catégories de ces approches.

La première catégorie est celle des modèles structurels. Ces modèles tentent d’approcher le
tenseur sous-maille réel en estimant la forme des échelles non résolues. Ils procèdent pour cela à une
extrapolation des caractéristiques des échelles résolues les plus fines ou s’appuient sur des dévelop-
pements en séries. Les modèles de “déconvolution approchée”, qui tentent d’inverser le produit de
convolution, font également partie de cette catégorie. Des tests à partir de DNSs filtrées montrent
que ces modèles présentent un bon niveau de corrélation avec le tenseur τ sgs exact.

La seconde catégorie concerne les modèles fonctionnels. Ces modèles ne tentent pas d’ap-
procher le tenseur sous-maille réel, mais prétendent simplement reproduire le comportement exercé
par les échelles sous-mailles sur l’écoulement résolu. La théorie de Kolmogorov, abordée en début
de section 3.1, fournit les hypothèses idéales d’un transfert énergétique universel des échelles les
plus grosses vers les plus petites qui, in fine, dissipent l’énergie cinétique sous l’effet de la viscosité.
Par conséquent, l’action des échelles sous-mailles vis-à-vis de l’écoulement résolu est essentiellement
dissipative, d’où l’idée de calquer la modélisation du tenseur sous-maille sur celui des contraintes
visqueuses. À l’instar de l’hypothèse de Boussinesq qui permet de modéliser le tenseur de Reynolds
dans le cadre des équations RANS, on introduit une viscosité sous-maille µsgs = ρ νsgs qui permet
de modéliser le tenseur τ sgs par une expression similaire à celle (1.6) définissant τ , c’est-à-dire :

τ sgs = −µsgs S̃ . (3.15)

Comme pour la plupart des LESs existantes, c’est cette dernière approche fonctionnelle qui, de
par sa simplicité de mise en œuvre, est utilisée dans les travaux de ce manuscrit.

3.1.2.2 Modèle d’échelles mixtes sélectif

Il faut maintenant être en mesure d’estimer la viscosité sous-maille νsgs. Le modèle retenu dans
ce manuscrit est basé sur le modèle d’échelles mixtes (mixed scale model) proposé par Sagaut [229] :

νsgs(x, t) = Cm(αmsm)
∣∣∣S̃(x, t)

∣∣∣αmsm (
kc(x, t)

) 1−αmsm
2 ∆c

1+αmsm , (3.16)

où αmsm et Cm(αmsm) sont des paramètres et où la longueur de coupure ∆c est estimée selon (3.14) à
partir des dimensions du maillage. Ce modèle fait intervenir à la fois des informations en provenance
des échelles résolues, au travers du tenseur S̃, et des informations sur les échelles sous-mailles,
extrapolées à partir de l’énergie cinétique à la coupure kc.

L’énergie kc est estimée par l’énergie cinétique présente entre l’échelle de coupure de la LES ∆c
et une échelle de coupure test ∆̌c > ∆c. On calcule donc

kc = 1
2
(
ũi − ˇ̃ui

) (
ũi − ˇ̃ui

)
, (3.17)

où l’opérateur ·̌ est le filtre test de longueur de coupure ∆̌c. En pratique, ce filtre test est dérivé du
filtre discret élémentaire suivant appliqué aux trois directions du maillage :

φ̌
⌋
i

=
φ
⌋
i−1 + 2φ

⌋
i
+ φ

⌋
i+1

4 . (3.18)

Sur la base de tests empiriques réalisés a posteriori, les valeurs αmsm = 0.5 et Cm(αmsm) = 0.06 sont
couramment préconisées.

Le modèle d’échelles mixtes ainsi défini s’avère être trop dissipatif dans les zones d’écoulement
laminaire et à proximité des parois. Afin de l’améliorer, la définition (3.16) de la viscosité sous-
maille νsgs(x, t) est multipliée par un senseur fs(x, t), défini de sorte à tendre vers zéro dans les



90 Chapitre 3 : Modélisation et simulation des écoulements turbulents

zones où la viscosité sous-maille n’est pas nécessaire. En se basant sur des constatations issues de
l’étude de la turbulence homogène isotrope, David [64] propose que les zones considérées comme
turbulentes soient celles pour lesquelles l’orientation de la vorticité ω̃(x, t) est sujette à de fortes
variations locales. Il évalue cette variation d’orientation grâce à l’angle

θs(x, t) = arcsin
(
‖ ˇ̃ω ∧ ω̃‖
‖ ˇ̃ω‖ · ‖ω̃‖

)
, (3.19)

qui exploite également le filtre test ·̌ abordé précédemment. L’angle seuil à partir duquel la viscosité
sous-maille est considérée comme nécessaire est estimé à 20◦.

Le senseur fs(x, t) peut alors prendre la forme

fs(x, t) =


1 si θs(x, t) ≥ 20◦ ,(

tan2( θs2 )
tan2( 20◦

2 )

)2
sinon .

(3.20)

La fonction à base de tangente, introduite par Sagaut & Troff [236], assure la continuité de la fonction
et permet d’éviter les problèmes numériques que peut entraîner la discontinuité d’un senseur “zéro
ou un”.

La pré-multiplication du modèle d’échelles mixtes (3.16) par le senseur (3.20) s’accompagne de
celle par un facteur correctif, empiriquement évalué à 1.65. Le modèle ainsi obtenu porte le nom de
modèle d’échelles mixtes sélectif (selective mixed scale model).

3.1.2.3 Modélisation de la conductivité sous-maille

De même que le tenseur sous-maille τ sgs a été modélisé pour produire sur l’écoulement résolu
un effet assimilable à celui de la viscosité, Vreman [275] propose d’introduire une conductivité
thermique sous-maille κsgs pour modéliser l’effet des deux termes restants B1 et B2. Il calque donc
la loi de Fourier (1.8) pour construire le modèle suivant :

B1 +B2 = ∂k q
sgs
k avec qsgs

k = +κsgs ∂k T̃ . (3.21)

On peut alors relier la conductivité thermique sous-maille κsgs à la viscosité sous-maille νsgs au
moyen d’un nombre de Prandtl selon

κsgs = µsgs cp
Prsgs

= ρ νsgs cp
Prsgs

. (3.22)

En pratique, on suppose alors ce nombre de Prandtl sous-maille Prsgs constant et égal au nombre
de Prandtl classique, c’est-à-dire Prsgs = Pr = 0.72.

3.2 Discrétisation et résolution des équations de Navier-Stokes
En utilisant la fermeture apportée par la modélisation sous-maille, on dispose maintenant d’un

système d’équations (3.8) pour décrire l’évolution des variables conservatives résolues ρ, ρ ũ et ρ̂E.
Un travail de reformulation de ce système est maintenant nécessaire afin de pouvoir le traiter
numériquement. Les différentes étapes qui permettent d’obtenir, à partir de ces équations d’évolution
continues, un système algébrique discret sont développées dans la suite de cette section.

3.2.1 Formulation vectorielle

Après simplification des termes négligés et introduction des modèles sous-mailles, les équations
de Navier-Stokes filtrées peuvent s’exprimer formellement sous la forme vectorielle

∂tW + ∂k F
conv
k − ∂k F visc

k = 0 , (3.23)
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avec W , F conv
k et F visc

k les vecteurs des variables conservatives, des flux convectifs et des flux
visqueux, respectivement définis par

W =


ρ
ρ ũ
ρ ṽ
ρ w̃

ρ̂ E

, F conv
k =


ρ ũk
ρ ũ ũk + p δ1k
ρ ṽ ũk + p δ2k
ρ w̃ ũk + p δ3k
ρ̂ E ũk+ p ũk

, F visc
k =


0

(µ̃+ µsgs) S̃1k
(µ̃+ µsgs) S̃2k
(µ̃+ µsgs) S̃3k
(µ̃+ µsgs) S̃ik ũi+ (κ̃th + κsgs) ∂kT̃

.
(3.24)

3.2.2 Méthode des volumes finis

Alors que l’approche des différences finies est basée sur l’évaluation des variables de champ à
des points localisés de l’espace — comme aux centres des mailles par exemple — l’approche des
volumes finis s’intéresse pour sa part à leur valeur moyenne au sein de volumes élémentaires Ω tels
que ceux des mailles. La formulation de cette approche est obtenue en intégrant l’équation d’évolu-
tion (3.23) sur ces volumes élémentaires. Grâce au théorème de Green-Ostrogradski, les opérateurs
de divergence peuvent être reformulés de sorte que la variation des grandeurs conservatives dans un
volume Ω s’exprime en fonction des flux à travers la frontière ∂Ω de ce volume élémentaire, dont la
normale sortante est notée n :∫∫∫

Ω
∂tW dΩ +

∫∫
∂Ω
©

(
F conv
k − F visc

k

)
nk dS = 0 . (3.25)

On se propose d’appliquer cette relation dans le cas d’un maillage structuré constitué uniquement
de mailles hexaédriques (c’est-à-dire topologiquement cubiques). Chacune de ces mailles peut alors
être identifiée par un triplet ` = (i, j, k). On poseW `(t) la moyenne spatiale du vecteur des variables
conservativesW (x, t) dans le volume Ω` de la maille `. Pour chacune des six facettes séparant cette
maille de ses voisines d’indice `+δ`, où δ` est l’un des incréments unitaires parmi ±(1, 0, 0), ±(0, 1, 0)
ou ±(0, 0, 1), on note S`+ δ`

2
la surface de la facette et F `+ δ`

2
le flux moyen qui la traverse et que

l’on suppose implicitement orienté. En utilisant ces notations, l’équation (3.25) peut être réécrite
suivant

∀` = (i, j, k) , ∂t (Ω`W `) +
∑
‖δ`‖=1

S`+ δ`
2

(
F conv
`+ δ`

2
− F visc

`+ δ`
2

)
= 0 . (3.26)

3.2.3 Discrétisation spatiale des flux

L’équation discrète précédente obtenue par la méthode des volumes finis permet de suivre l’évo-
lution au cours du temps du vecteurW `(t). La résolution d’une telle équation donnerait donc accès
aux données discrètes que sont les valeurs moyennes des variables conservatives dans le volume de
chaque maille. Sans disposer d’une meilleure description des champs continus, il nous faut néan-
moins être en mesure d’évaluer les flux sur les interfaces entre les mailles. Différentes méthodes sont
alors adoptées, suivant qu’il s’agit des flux visqueux ou des flux convectifs.

3.2.3.1 Discrétisation spatiale des flux visqueux

Les flux numériques sont généralement calculés à l’aide du schéma centré suivant, précis à
l’ordre 2 :

F visc
`+ δ`

2
=
F visc
` + F visc

`+δ`
2 , (3.27)

où les vecteurs F visc
` et F visc

`+δ` sont calculés dans chacune des mailles correspondantes suivant la
formule (3.24).
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Puisque la définition du vecteur F visc fait intervenir le tenseur S̃, le gradient du vecteur vitesse
dans chacune des mailles doit être évalué. Le gradient d’une variable φ, moyennée dans le volume
d’une maille, est alors évalué à partir du théorème d’Ostrogradski. Dans le cas d’un maillage cartésien
pour lequel les directions spatiales (x, y, z) coïncident avec les directions topologiques (i, j, k), on
obtient :

[
∂xφ

]
`

= 1
Ω`

∫∫∫
Ω`
∂xφ dΩ = 1

Ω`

∫∫
∂Ω
© φnx dS =

S`+ i
2
φ`+ i

2
− S`− i

2
φ`− i

2

Ω`
, (3.28)

où φ`± i
2
peut de nouveau être estimé par la demi-somme (φ` + φ`±i)/2.

Ainsi, dans chaque direction i, j ou k du maillage, cette discrétisation des flux visqueux fait
intervenir les variables conservatives de la cellule elle-même, W `, de ses voisines, W `±δ`, et des
voisines de ses voisines,W `±2δ`. Le stencil de ce schéma est donc de 5 points pour un calcul mono-
dimensionnel.

Une méthode de discrétisation alternative, proposée par Chakravarthy [31] consiste à évaluer le
flux F visc

`+ δ`
2
dans un volume restreint centré sur la position de l’interface :

F visc
`+ δ`

2
=
(
µ̃` + µ̃`+δ`

2

)
S̃
`+ δ`

2
· S`+ δ`

2
, (3.29)

Mansour et al. [172] propose un schéma permettant de n’utiliser que les cellules directement avoi-
sinantes. Ainsi, pour l’interface entre les cellules (i, j, k) et (i + 1, j, k) par exemple, on utilisera
l’information des cellules ` ∈ [i, i+1]×[j−1, j+1]×[k−1, k+1]. Dans le cas mono-directionnel, les
flux de l’équation de conservation de la quantité de mouvement se calculent simplement par

[
∂xũ

]
`+ δ`

2
= ũ`+δ` − ũ`

∆x =
2
(
ũ`+δ` − ũ`

)
S`+ δ`

2

Ω`+δ` + Ω`
. (3.30)

Le stencil de cette approche, restreint à 3 points pour un calcul mono-dimensionnel, est donc
nettement plus compact que pour l’approche précédente.

3.2.3.2 Discrétisation spatiale des flux convectifs

Les flux convectifs sont plus délicats à traiter, en raison de leur non-linéarité et de leur caractère
hyperbolique.

Un fort parallèle peut être fait entre le problème de Riemann — qui consiste à déterminer
l’écoulement lorsqu’une membrane qui sépare deux zones contenant du fluide dans des conditions
de pression, vitesse ou température différentes est subitement supprimée — et l’évaluation des flux à
l’interface entre deux mailles. Ainsi, l’utilisation de solveurs — exacts ou approchés — de Riemann
pour le calcul des flux convectifs est possible. L’état du fluide de part et d’autre de l’interface
séparant deux mailles voisines doit alors être reconstruit au mieux.

Reconstruction des variables à l’interface. Connaissant les valeurs des variables conservatives
moyennées dans le volume de chaque maille, l’objectif est ici de les reconstruire sur la surface
séparant deux mailles voisines. Le schéma de reconstruction MUSCL (Monotonic Upstream-Centered
Scheme for Conservation Laws) introduit par Van Leer [271] consiste à supposer que les variables
de champs sont paraboliques par morceaux dans chaque maille. Dans le cas mono-dimensionnel,
une variable φ(x) sera donc décrite dans la maille ` par une loi de la forme

φ(x) = a` x
2 + b` x+ c` , ∀x ∈ Ω` . (3.31)
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Les constantes a`, b` et c` sont choisies de sorte à satisfaire les contraintes suivantes :∫
x∈Ω`−1

φ(x) dx = ∆x`−1 φ`−1 , (3.32a)∫
x∈Ω`

φ(x) dx = ∆x` φ` , (3.32b)∫
x∈Ω`+1

φ(x) dx = ∆x`+1 φ`+1 . (3.32c)

Notons que le domaine de validité de la loi parabolique (3.31) est artificiellement étendu aux mailles
voisines lors de cette étape de détermination des coefficients.

En appliquant cette loi au cas d’un maillage mono-dimensionnel uniforme, on obtient les formules
de reconstruction précises à l’ordre 3 suivantes

φG
`− 1

2
= − 1

6φ`−2 + 5
6φ`−1 + 2

6φ` , (3.33a)

φD
`− 1

2
= 2

6φ`−1 + 5
6φ` − 1

6φ`+1 , (3.33b)

φG
`+ 1

2
= − 1

6φ`−1 + 5
6φ` + 2

6φ`+1 , (3.33c)

φD
`+ 1

2
= 2

6φ` + 5
6φ`+1 − 1

6φ`+2 . (3.33d)

Pour des raisons de coût de calcul, ces formules sont utilisées comme telles, même dans le cas de
maillage tridimensionnel non uniforme.

Le schéma AUSM+(P) avec senseur. Pour les écoulements à grands nombres de Reynolds,
les schémas centrés s’avèrent être potentiellement oscillants, voire instables. On peut alors avoir
recours à des schémas décentrés vers l’amont (upwind scheme) qui permettent d’apporter plus de
stabilité au prix d’une dégradation de la précision.

On s’intéressera ici aux schémas AUSM (Advection Upstream Splitting Method). Ces schémas
appartiennent à la famille des schémas de type FVS (Flux Vector Splitting) par opposition à celle
des schémas de type FDS (Flux Difference Splitting) à laquelle les schémas de Roe ou d’Osher ap-
partiennent. En particulier, le schéma AUSM+(P) incorpore diverses modifications par rapport à
la formulation originelle. Ces modifications permettent, d’une part, d’obtenir la précision des sché-
mas FDS tout en gardant la robustesse des schémas FVS [168] et d’autre part, d’assurer le couplage
entre vitesse et pression [77], ce qui améliore la précision en régime subsonique. Une version simpli-
fiée — sans capture de choc — introduite par Mary & Sagaut [176] a été retenue dans cette étude.
Ce schéma est décrit ci-dessous dans le cas mono-dimensionnel.

En définissant les vecteurs Q =
(
ρ, ρ ũ, ρ̂ E + p

)
et P =

(
0, p, 0

)
, les flux convectifs à chaque

interface s’écrivent de la manière suivante :

F conv
`+ 1

2
= U cent

`+ 1
2

QG
`+ 1

2
+QD

`+ 1
2

2 − 2 Φ`+ 1
2
Uupw
`+ 1

2

QG
`+ 1

2
−QD

`+ 1
2

2 +
PG
`+ 1

2
+ PD

`+ 1
2

2 . (3.34)

Les grandeurs U cent et Uupw sont homogènes à des vitesses. La première est utilisée pour assurer la
partie centrée, peu dissipative, du schéma, alors que la suivante amène le décentrement. Elles sont
définies par

U cent = ũG + ũD

2 − C2
pG − pD
ρrefUref

, (3.35a)

Uupw = max
(
C1 Uref , U

int
)
, (3.35b)

avec U int = ũG + ũD

2 − C2
pG − pD
ρrefUref

max
(

0, 1− 2 ũG + ũD

2 c

)
. (3.35c)
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Les grandeurs ρref et Uref sont des grandeurs de référence qui peuvent être, par exemple, celles de
l’écoulement libre. Les coefficients C1 et C2 sont tous deux fixés à 0.04 de sorte à limiter la dissipa-
tion du schéma [176].

Le dernier terme de l’équation (3.34) est le senseur Φ. De façon nominale, ce senseur est fixé à 0
de sorte que le schéma soit centré et donc plus précis et moins dissipatif. Néanmoins, dans les zones
où des oscillations numériques sont repérées, fixer le senseur à 1 permet d’amener le décentrement
nécessaire à une stabilisation de la solution. En pratique, il suffit que l’une des variables conservatives
présente un comportement oscillant pair–impair sur les mailles `− 1, ` et `+ 1 pour que le senseur
soit fixé à 1 pour le calcul des flux aux interfaces `− 1

2 et `+ 1
2 . Cette condition peut être formalisée

de la manière suivante :

Φ`+ 1
2

= max (Ψ`−1Ψ`, Ψ`Ψ`+1, Ψ`+1Ψ`+2) , (3.36)

avec Ψ` =
{

1 si ∃k tel que
(
Q`+1(k)−Q`(k)

)(
Q`(k)−Q`−1(k)

)
< 0 ,

0 sinon,
(3.37)

où Q`(k) dénote ici la k-ième composante du vecteur Q
`
.

3.2.4 Intégration temporelle

La méthode des volumes finis (3.26), au côté des flux discrétisés (3.29) et (3.34), permet de
décrire l’évolution temporelle des variables conservatives moyennées dans chaque mailleW `. Il faut
maintenant discrétiser en temps cette équation d’évolution, ce qui implique la dérivée temporelle.

Un schéma d’intégration temporelle explicite est, au mieux, conditionnellement stable. C’est-
à-dire qu’une condition sur le pas de temps ∆t doit être respectée pour que le schéma demeure
stable. Celle-ci porte le nom de condition CFL (pour Courant, Friedrichs, Lewy [55]). Pour assurer
la stabilité du schéma, la quantité

CFLhyperbolic = max
i

((c+ |ũi|) ∆t
∆xi

)
. (3.38)

doit rester inférieure à une valeur seuil qui dépend du schéma d’intégration utilisé. Cette condition
revient à comparer la taille de la maille à la distance parcourue par une perturbation acoustique
pendant un pas de temps. À cette condition portant sur la propagation acoustique viennent s’ajouter
des conditions relatives à chacun des phénomènes propagatifs en jeu. Dans notre cas, le transport
par diffusion visqueuse doit également être pris en compte, ce qui amène à considérer le nombre
sans dimension suivant

CFLparabolic = max
i

(
µ∆t
∆xi2

)
. (3.39)

On voit donc que pour un écoulement donné, la limitation visqueuse peut devenir prépondérante si
la discrétisation spatiale devient suffisamment fine.

Le recours à un schéma d’intégration temporelle implicite qui soit inconditionnellement stable
permet d’utiliser un pas de temps bien plus long, sans considération CFL sur la stabilité. En contre-
partie de cette stabilité inconditionnelle, les schémas implicites imposent une inversion de matrice
difficile et coûteuse. En pratique, il faut avoir recours à des méthodes itératives, exécutées jus-
qu’à l’atteinte d’un niveau de convergence suffisant. Une attention particulière doit être portée à la
convergence de ces résidus, en particulier dans le cas d’écoulements à faible nombre de Mach.

Bien qu’aucun risque d’instabilité ne se pose alors, le pas de temps du calcul doit néanmoins
être suffisamment petit pour pouvoir décrire correctement la physique instationnaire que l’on veut
simuler. En pratique, pour la plupart des applications aéronautiques subsoniques, l’utilisation d’un
schéma implicite demeure une solution de choix en termes de coût de calcul.
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Schéma temporel implicite rétrograde d’Euler. Le schéma utilisé dans cette étude est le
schéma Euler rétrograde du second ordre proposé par Gear [100]. La dérivée temporelle du vecteur
des variables conservatives W ` à l’instant tn+1 = (n+ 1)×∆t s’écrit :

(
∂tW `

)n+1
'

3
2W

n+1
` − 2W n

` + 1
2W

n−1
`

∆t . (3.40)

Le caractère implicite de la formulation découle du fait que la dérivée ∂tW ` est exprimée au même
instant tn+1 que le vecteur le plus avancé dans le temps qui la compose, c’est-à-dire W n+1. En
introduisant cette expression dans l’équation d’évolution (3.26), les flux convectifs et visqueux se
retrouvent donc eux-mêmes exprimés à l’instant tn+1 le plus avancé :

∀` , ∀n , 3
2∆W n+1

` − 1
2∆W n

` + ∆t
Ω`

∑
‖δ`‖=1

F n+1
`+ δ`

2
= 0 , (3.41)

avec F `+ δ`
2

= S`+ δ`
2

(
F conv
`+ δ`

2
− F visc

`+ δ`
2

)
le vecteur regroupant les flux convectifs et visqueux implicite-

ment multipliés par la surface S`+ δ`
2
et avec ∆W n

` = W n
` −W n−1

` le vecteur d’évolution incrémen-
tale.

Résoudre cette équation implique de déterminer simultanément le vecteurW n+1 et les flux F n+1 = F (W n+1)
qui en dépendent. Pour ce faire, on linéarise la dépendance des flux au vecteur W autour de l’état
à l’instant tn, c’est-à-dire

F n+1 = F n + ∂F

∂W
(W n) ·∆W n+1 + O

(
∆t2

)
, (3.42)

où la matrice jacobienne ∂F /∂W à l’instant tn est connue puisque l’état W n l’est également. En
prenant en compte la linéarisation des flux, l’équation d’évolution devient alors3

2 1+ ∆t
Ω`

∑
‖δ`‖

∂F

∂W
(W n)

 ·∆W n+1 = 1
2∆W n − ∆t

Ω`

∑
‖δ`‖

F n . (3.43)

Le calcul des matrices jacobiennes est non seulement coûteux, mais conduit également à une
matrice mal conditionnée ce qui rend la résolution délicate. On peut alors avoir recours à différentes
approximations pour simplifier le calcul [204, 49, 288, 129], mais celles-ci mettent à défaut l’ordre 2
de la discrétisation temporelle.

Pour le retrouver, il est nécessaire d’utiliser un algorithme de résolution itératif, dans lequel la
linéarisation des flux (3.42) est systématiquement recalculée à partir de la nouvelle estimation sous-
itérative 1 W n+1,p du vecteur W n+1. En notant ∆W n+1,p+1 = W n+1,p+1 −W n+1,p, l’algorithme
sous-itératif s’écrit alors3

2 1 + ∆t
Ω`

∑
‖δ`‖

∂F

∂W

(
W n+1,p

) ·∆W n+1,p+1 = −3
2
(
W n+1,p −W n

)
+ 1

2∆W n − ∆t
Ω`

∑
‖δ`‖

F n+1,p .

(3.44)
Ainsi, à convergence, lorsque ∆W n+1,p+1 tend vers zéro, c’est-à-dire lorsque l’estimation itéra-
tive W n+1,p+1 n’évolue plus, les flux sont alors exactement calculés puisque leur linéarisation est
faite autour de la valeur d’intérêt.

À chacune des sous-itérations, il faut résoudre un système linéaire (3.44) dont on simplifie la
notation à

Mn+1,p ·∆W n+1,p+1 = Rn+1,p . (3.45)

1. Le terme de “sous-itération” sera utilisé ici pour faire référence à l’algorithme itératif de résolution du système
implicite à un pas de temps n donné, afin que le terme d’ “itération” désigne sans ambiguïté les résolutions successives
du système implicite, pas de temps après pas de temps.



96 Chapitre 3 : Modélisation et simulation des écoulements turbulents

La matriceM peut aisément être approchée par la décomposition incomplète de type Gauss–Seidel
symétrique :

M = L+D + U '
(
L+D

)
· D−1 ·

(
D + U

)
, (3.46)

où les matrices introduites sont respectivement les parties strictement inférieure, diagonale et stric-
tement supérieure de la matrice complète [204]. Cette décomposition permet de résoudre le sys-
tème (3.45) par les trois étapes (

L+D
)
·∆W ∗ = R , (3.47a)

D−1 ·∆W ∗∗ = ∆W ∗ , (3.47b)(
D + U

)
·∆W n+1 = ∆W ∗∗ , (3.47c)

présentant chacune l’avantage d’être facilement vectorisable par balayage sur des plans i+ j + k
constants.

Dans un calcul multiprocesseur, la répartition des données est distribuée : aucun processeur
n’a vocation à disposer des informations nécessaires à la résolution du système (3.44) global. Au
contraire, chaque processeur vise à résoudre la partie de l’écoulement W n+1 restreinte aux mailles
du (ou des) bloc(s) qui le concerne. Ainsi, pour chacun des blocs de maillage, un système d’équations
est construit de façon équivalente à celui du système global, mais d’étendue limitée aux cellules du
sous-domaine. Chaque découpe du domaine globale devient donc une frontière pour ces problèmes
aux limites restreints. Les détails quant à la prise en compte de ce type particulier de conditions
aux limites sont apportés dans la sous-section suivante.

3.2.5 Conditions aux limites

Après avoir décrit la méthode numérique de discrétisation et de résolution des équations de
Navier-Stokes, il nous reste à aborder la problématique des conditions aux limites. Il s’agit non
seulement d’établir les équations qui caractérisent la présence d’une frontière, mais également de
préciser comment les imposer numériquement.

En particulier, les codes volumes finis FLU3M et FUNk sont des codes structurés auxquels
l’utilisateur doit fournir un maillage qui discrétise la totalité de l’espace Ω de fluide à simuler.
Plutôt que d’interférer, à proximité des frontières ∂Ω, avec la résolution numérique des équations
de Navier-Stokes dans le domaine Ω, une ou deux rangées de cellules de maillage sont générées
par prolongement derrière chaque frontière. Ces mailles, créées pour des besoins numériques, sont
appelées cellules fictives alors que celles du domaine fluide sont appelées cellules réelles par
opposition.

Lors de la résolution des équations de Navier-Stokes discrètes, les mailles fictives sont numéri-
quement utilisées comme les mailles réelles pour le calcul des flux à travers la frontière. Néanmoins,
pour imposer les conditions aux limites voulues, elles sont remplies à chaque début de sous-itération
par les valeurs de variables conservatives adaptées. Ces valeurs dépendent donc du type de condi-
tion aux limites (Dirichlet, Neumann, non-réflexion, etc.) et de l’écoulement dans les mailles réelles
de l’autre côté de la frontière. À ce remplissage des variables conservatives dans les cellules fictives
s’ajoute éventuellement une correction des flux initialement calculés par les schémas discrétisés (3.29)
et (3.34).

Pour les études d’écoulements sans gradient de pression réalisé dans cette thèse, le domaine
de calcul est globalement parallélépipédique. Parmi les six faces, on distingue différents types de
conditions aux limites : une paroi solide en vis-à-vis avec une frontière dans l’écoulement libre, une
condition d’entrée en vis-à-vis avec une condition de sortie et, enfin, deux frontières latérales reliées
par périodicité. À ces frontières du domaine global viennent s’ajouter l’ensemble des frontières de
raccord informatique entre les sous-domaines traités par des processeurs différents.
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3.2.5.1 Parois solides

Dans le cadre de cette thèse, nous aurons à traiter des parois solides immobiles que l’on supposera
adiabatiques. Ces conditions impliquent, à l’interface, la nullité des trois composantes du vecteur
vitesse et des gradients dans la direction normale de la température et de la pression :

∀t, ∀x ∈ ∂Ωwall, u(x, t) = 0 , ∂nT (x, t) = 0 et ∂np(x, t) = 0 . (3.48)

Cela correspond alors à une condition de Dirichlet pour les composantes du vecteur vitesse et à une
condition de Neumann sur la température, la pression et donc la densité.

Numériquement, la première maille fictive est alors remplie, à chaque début de sous-itération,
par la valeur actualisée de la densité et de la pression de la première maille réelle, positionnée de
l’autre côté de la paroi. Pour les composantes du vecteur vitesse, on procède de même avec les
valeurs opposées à celle de la première maille réelle. Il en est de même pour la seconde maille fictive,
remplie en fonction des valeurs de champ de la seconde maille réelle.

Afin de s’assurer qu’aucune masse, quantité de mouvement, ni énergie ne transitent à travers la
paroi, les flux convectifs initialement calculés à partir de la formule (3.34) doivent être corrigés. Ils
sont donc surchargés par un calcul effectué directement à partir de la définition (3.24) dans laquelle
la vitesse est effectivement considérée comme nulle à la paroi : F conv

k = p (0, δ1k, δ2k, δ3k, ũk).

3.2.5.2 Frontières libres

Pour traiter les frontières du domaine de calcul qui ne s’appuient sur aucune frontière physique,
mais délimitent la zone de l’écoulement que l’on souhaite simuler dans un écoulement plus large, on
ne peut imposer de condition de Dirichlet ou de Neumann avec des valeurs connues a priori.

On procède alors à une extrapolation à l’ordre zéro des conditions d’écoulement dans les dernières
mailles réelles pour le remplissage des cellules fictives. En pratique, pour l’étude d’un écoulement de
plaque plane sans gradient de pression, la seule variable imposée sur les différentes frontières fluides
du domaine de calcul (mise à part la condition d’entrée abordée dans le prochain paragraphe) est
la pression sur la frontière de sortie du domaine. Pour les autres variables et les autres frontières
libres, les variables primitives peuvent être amenées à évoluer avec l’écoulement.

Si aucune précaution supplémentaire n’est prise, la condition aux limites d’extrapolation à l’ordre
zéro peut être à l’origine de réflexions acoustiques. En effet, les éventuelles perturbations se propa-
geant vers l’extérieur du domaine de calcul se retrouvent alors réfléchies vers l’intérieur et risquent
de polluer la zone d’intérêt. Une correction des flux est alors apportée. L’écoulement à la frontière
est décomposé suivant la méthode des caractéristiques, ce qui permet de séparer les perturbations
suivant leur sens de propagation, de sorte à ne conserver que la composante se propageant vers
l’extérieur du domaine de calcul.

En plus de ces précautions, une zone éponge est ajoutée en sortie de domaine. Cette zone éponge
correspond à une zone additionnelle dans laquelle la discrétisation du maillage est progressivement
étirée jusqu’à ce que les mailles soient suffisamment grandes pour ne pas permettre la survie des
fluctuations turbulentes. La relaminarisation est alors progressive, sans réflexions parasites, et les
champs de vitesse et de pression moyennes sont préservés. Dans les simulations conduites au cours
de cette étude, le taux d’étirement d’une maille sur l’autre de la discrétisation ∆x est fixé à 6% et
la zone éponge se poursuit jusqu’à ce que ∆x atteigne l’épaisseur de la couche limite.

3.2.5.3 Condition d’entrée

La condition d’entrée est un point crucial pour la justesse et la réduction du coût d’une simulation
LES ou DNS de couche limite turbulente. L’enjeu réside dans la difficulté à générer des fluctua-
tions turbulentes réalistes, c’est-à-dire vérifiant les différentes statistiques et corrélations spatio-
temporelles d’une véritable couche limite turbulente. Un écoulement qui contient des perturbations
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aléatoires, sans contenu fréquentiel adéquat, risque fortement de se dissiper et de conduire à une
relaminarisation [253].

Un choix possible est de simuler la couche limite depuis sa naissance, en passant par les phases
de développement laminaire, de transition vers la turbulence, puis de développement turbulent jus-
qu’à ce que l’écoulement ait atteint le nombre de Reynolds suffisant pour que l’étude puisse être
entreprise. Cette procédure, bien que certainement l’une des plus propres quant à la représentativité
du contenu turbulent, s’avère clairement inabordable en pratique dès que l’on souhaite atteindre
des nombres de Reynolds Reθ de l’ordre de 103 puisqu’elle implique la simulation fine d’une très
grande longueur de domaine. Une alternative consiste à imposer, en entrée d’un domaine de calcul
bien plus restreint autour de la zone d’intérêt, un champ fluctuant représentatif d’un écoulement
turbulent de nombre de Reynolds adéquat.

Les simulations réalisées en canal plan ou en conduite circulaire peuvent tirer profit de l’ho-
mogénéité dans la direction longitudinale. Le signal turbulent en sortie de domaine peut alors être
réinjecté tel quel en entrée. Il faut simplement s’assurer que le domaine est suffisamment long pour
que la périodicité artificiellement introduite ne perturbe pas les phénomènes physiques étudiés.

Dans le cas des couches limites en développement spatial, une telle solution ne peut pas être
appliquée directement à cause de l’évolution longitudinale de l’écoulement. Néanmoins, différentes
méthodes ont été développées pour transformer, à moindre coût, le signal en sortie de domaine en
un signal admissible pour son entrée. On parle de méthodes de recyclage. Notamment, Spa-
lart [250, 251] prolongeait son domaine de calcul par une zone dans laquelle des forces volumiques
agissaient de sorte à réduire artificiellement l’épaisseur de la couche limite. Une fois le bon nombre
de Reynolds retrouvé, l’écoulement pouvait être réintroduit en entrée de domaine. Alternativement,
Lund et al. [171] puis Tromeur [268] ont mis au point et adapté une méthode analytique de remise
à l’échelle du profil de vitesse en sortie de domaine. Afin de prendre en compte la dualité des lois
de dimensionnent interne et externe, un traitement différent est appliqué aux régions internes et
externes de la couche limite. Cette méthode a largement été depuis utilisée et appliquée à diverses
conditions d’écoulement [96, 235, 253].

Lorsque l’écoulement que l’on désire simuler ne comporte pas de zone d’équilibre, la technique
de recyclage et de remise à l’échelle ne peut être utilisée. Une méthode alternative consiste alors
à recourir à un calcul précurseur, stocké au préalable dans une base de données. Comme pour
la méthode de recyclage, l’utilisation d’un calcul précurseur implique une remise à l’échelle des
données instationnaires stockées. Schlüter et al. [241] proposent une formule afin de reproduire un
profil de vitesse et des intensités turbulentes cibles, obtenues à partir d’une simulation RANS par
exemple. Bien que cette méthode nécessite l’accès à d’importantes capacités de stockage et implique
de coûteuses opérations de relecture durant la simulation, elle permet une spécification des données
turbulentes pour tout type d’écoulement à un degré de réalisme raisonnable.

Une dernière catégorie de méthode rassemble les méthodes synthétiques, pour lesquelles un
signal turbulent instationnaire est créé à partir de données statistiques de l’écoulement turbulent
et de séquences aléatoires. De nombreuses méthodes ont vu le jour [146, 165, 154, 237, 130, 203] et
une revue détaillée en est faite dans la thèse de Pamiès [202].

Ce dernier précise que pour la plupart des méthodes de génération de turbulence synthétique,
l’écoulement nécessite une distance d’adaptation en aval de la condition d’injection souvent supé-
rieure à celle des méthodes de recyclage. Cette distance traduit la capacité de la méthode à pro-
duire une turbulence dotée de bonnes informations statistiques et instantanées. Néanmoins, passée
cette distance de relaxation, les méthodes synthétiques permettent l’imposition d’une distribution
d’échelles temporelles et spatiales avec un bon degré de réalisme compte tenu du peu d’information
statistique qu’elles utilisent. De plus, elles présentent l’avantage comparatif conséquent par rapport
aux méthodes de recyclage de ne pas induire de périodicité non physique.
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La condition d’entrée utilisée dans les travaux de cette thèse est la méthode d’injection de
turbulence synthétique SEM (synthetic eddy method) introduite par Pamiès et al. [202, 203]. Tout
comme la formulation de Jarrin et al. [130] dont elle est adaptée, la SEM de Pamiès utilise une
décomposition de Cholesky du tenseur de Reynolds, ce qui permet d’imposer les moments d’ordre 2.
En injectant des structures tourbillonnaires de dimensions, de formes et de distributions cohérentes
et adaptées par rapport à leur position dans la couche limite, la méthode tente de générer un signal
fluctuant qui reproduit une distribution d’échelle réaliste. Les détails quant à la formulation et
l’implémentation de cette méthode figurent dans l’annexe B.

3.2.5.4 Condition de périodicité, raccord informatique et implicitation par bloc

Pour les simulations numériques dont les maillages sont suffisamment gros, le recours à des ma-
chines HPC disposant d’un grand nombre de processeurs est nécessaire. Afin de répartir au mieux la
charge de travail entre les différents nœuds de calcul, le domaine est scindé en de multiples blocs —
ou sous-domaines — qui sont attribués aux différents processeurs. Néanmoins, il est indispensable
que les processeurs puissent échanger avec leurs voisins les conditions d’écoulement à leur frontière
commune. On parle alors de condition de raccord informatique. Les conditions de périodicité sont
très similaires à celles de raccord informatique, à la différence près que les coordonnées des mailles
de part et d’autre de la frontière ne sont pas confondues.

Comme précisé à la fin de la section 3.2.4, chaque processeur tente de résoudre, pour chacun
de ses blocs, un système d’équations implicite similaire à celui du domaine global, mais dont la
portée est restreinte aux mailles du (ou des) bloc(s) qui le concerne. Ainsi, pour chacun des blocs
de maillage, un système linéaire semblable à (3.44) est construit, dont une notation simplifiée est
celle de l’équation (3.45).

La constitution du membre de droiteRn+1,p du système d’équations ainsi réduit au sous-domaine
nécessite la connaissance des flux à travers les facettes de toutes les mailles du bloc et donc, en parti-
culier, au niveau des interfaces de raccord informatique. Classiquement, les processeurs s’échangent
alors les informations nécessaires au calcul de ces flux, c’est-à-dire les variables conservatives sur
une ou deux rangées de cellules derrière la frontière, cellules considérées comme fictives pour le
processeur qui reçoit les informations.

La constitution du membre de gaucheMn+1,p du système, détaillé dans l’équation (3.44), néces-
site l’évaluation de la matrice jacobienne ∂F /∂W des flux par rapport aux variables conservatives.
Cependant, puisqu’on ne résout le système implicite que pour les mailles du sous-domaine, la contri-
bution des mailles fictives (c’est-à-dire des mailles de l’autre côté de la frontière de raccord informa-
tique) à la matrice jacobienne ne peut être prise en compte. Cela revient donc à fixer ∆W n+1,p+1 = 0
pour les cellules fictives, c’est-à-dire imposer une condition de Dirichlet figée à l’état de l’estimation
sous-itérative précédente W n+1,p.

La procédure de résolution sous-itérative est alors la suivante. Après chaque nouvelle sous-
itération p effectuée, les processeurs récupèrent de leurs voisins la dernière estimation W n+1,p

des variables conservatives de la (ou les deux) rangée(s) de cellules qui jouxtent leur domaine.
Ils construisent le nouveau membre de droite Rn+1,p à partir du calcul actualisé des flux F n+1,p.
Ils mettent à jour la jacobienne restreinte ∂F /∂W (restreinte puisque seule l’influence des mailles
réelles sur les flux est prise en compte). Enfin, ils résolvent une nouvelle fois le système linéaire (3.44)
en considérant comme figé l’état de l’écoulement dans les cellules fictives. Ce processus itératif est
poursuivi pendant un certain nombre de sous-itérations ou jusqu’à ce qu’un critère de convergence
prédéterminé soit vérifié.

Le processus ainsi présenté constitue le degré d’implicitation minimale, en termes d’échange
d’informations entre les domaines limitrophes. Pour la plupart des écoulements, il suffit à atteindre
un degré de convergence acceptable dans un temps tout à fait abordable. C’est le processus implé-
menté dans le solveur FLU3M.
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Afin d’améliorer l’implicitation de la résolution et donc accélérer le processus de convergence
sous-itératif, il est possible de procéder à la résolution du système implicite, non seulement dans
le domaine réel, mais également dans les deux premières rangées de cellules fictives. C’est cette
approche qui est utilisée dans le solveur FUNk.

Afin de constituer le second membre Rn+1,p correspondant, il faut alors récupérer, auprès des
processeurs voisins, les informations permettant de calculer les flux dans les deux premières rangées
de cellules fictives, c’est-à-dire, ou bien récupérer les variables conservatives, non plus sur 2, mais
sur 4 cellules fictives, ou alors récupérer le second membre Rn+1,p dans les 2 rangées de cellules
fictives après qu’il a été calculé par le processeur voisin.

Puisque le système d’équations est également résolu pour les variables conservatives des deux
premières rangées de cellules fictives, leur influence sur les flux peut maintenant être prise en compte.
La matrice jacobienne ∂F /∂W est alors un peu étendue. Tout comme la matrice jacobienne était
déjà modifiée pour ne pas prendre en compte l’influence des cellules fictives dans le cas du solveur
FLU3M, elle est cette fois-ci modifiée afin de ne pas prendre en compte l’influence des cellules
voisines des cellules fictives. Cela revient à imposer la condition de Dirichlet ∆W n+1,p+1 = 0 deux
rangées de cellules fictives plus loin que dans l’approche classique.

Puisque la résolution du système est étendue aux cellules fictives, une solution est obtenue dans
ces cellules fictives. Cette solution n’a d’ailleurs aucune raison de coïncider exactement avec celle
obtenue par le processeur voisin, chez qui ces cellules fictives sont des cellules réelles. En fait, les
valeurs calculées dans les cellules fictives ne seront de toute façon jamais utilisées, puisqu’à la sous-
itération suivante, elles seront surchargées par celles du processeur voisin. La raison qui pousse donc
à étendre la résolution implicite aux cellules fictives réside uniquement dans le constat suivant. Lors
de la résolution sous-itérative bloc par bloc, les rangées de cellules au bord des blocs sont à proximité
de cellules dont la résolution n’est pas conduite dans le même bloc et pour lesquelles une nouvelle
estimation ne sera prise en considération qu’à la sous-itération suivante. L’impact de cette faible
implicitation se ressent grandement dans les deux premières rangées de cellules, dans lesquelles les
résidus sont particulièrement élevés. Ainsi, en résolvant le système dans les cellules réelles et dans
deux rangées additionnelles de cellules fictives, on repousse les effets de bords néfastes en dehors
du domaine utile. Comme on le verra par la suite, cette précaution est particulièrement importante
dans le cadre des simulations conduites au cours de cette thèse, puisqu’en raison de la topologie de
maillage choisie, les sous-domaines contiennent un nombre très limité de cellules dans la direction
transverse.
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L’objectif de ce chapitre est de définir un cas d’étude pour les travaux de cette thèse et de
mettre au point la méthode permettant son analyse. Dans un premier temps, la configuration que
l’on se propose d’étudier sera décrite. En particulier, les conditions d’écoulement et à la géométrie
des riblets seront spécifiées et leurs choix argumentés. Le traitement de ce problème par des outils
numériques impose de le discrétiser spatialement et temporellement. La deuxième section exposera
la paramétrisation des solveurs utilisés, à savoir FLU3M et FUNk décrit dans le chapitre précédent,
afin que les spécificités liées à l’écoulement, la géométrie et la discrétisation spatio-temporelle soient
prises en compte. La méthode mise en place pour la génération du maillage sera également présentée.
Enfin, les résultats de simulation seront analysés et comparés aux données de références de la
littérature.

4.1 Choix et définition du cas d’étude

Le premier choix d’importance pour définir notre cas d’étude porte sur le type d’écoulement
pariétal. On distingue notamment deux principales approches :

Les écoulements de canal plan ou de conduite circulaire sont animés par un gradient de pression
uniforme. La direction de l’écoulement y est une direction homogène, ce qui représente un avantage
conséquent concernant la mise en œuvre de la simulation numérique (en particulier pour la condition
d’entrée qui peut alors être une simple condition de périodicité) et l’analyse physique des données
(puisque l’évolution temporelle des mouvements fluctuants est, de fait, décorrélée d’une éventuelle
convection à travers un écoulement moyen changeant). Cette approche est donc largement utilisée
pour améliorer la compréhension de la physique de la turbulence pariétale.

À l’inverse, comme leur nom l’indique, les écoulements de couche limite en développement spa-
tiale évoluent spatialement. C’est en particulier le cas des écoulements turbulents sans gradient de
pression (ZPGTBL) de plaque plane, qui sont souvent choisis pour s’affranchir des effets de gra-
dients de pression. La prise en compte du développement spatial permet l’observation de l’évolution
des propriétés statistiques dans la direction de l’écoulement et offre la possibilité de comparer les
calculs numériques avec des résultats expérimentaux de configurations réalistes. C’est ce dernier
type d’écoulement qui a été retenu pour la présente étude.

Un domaine d’étude type est représenté sur la figure 4.1. Pour chaque simulation de paroi recou-
verte de riblets, une simulation de référence avec paroi lisse est réalisée dans les mêmes conditions.
Cette simulation étalon permet une comparaison détaillée mettant précisément en évidence l’in-
fluence des riblets sur l’écoulement. Les données relatives à la simulation de référence sont indiquées
par l’indice “ref”. Comme on peut le constater sur la figure, dans le cas avec riblets, la paroi n’en
est pas totalement recouverte. La zone de riblets, que l’on appellera également zone contrôlée,
est précédée et suivie de zones à surface lisse. Ce choix permet l’observation des effets transitoires
en amont et en aval de la zone de riblets— effets qui ne peuvent être observés dans les nombreuses
études de canal plan longitudinalement homogène. Les indices 0 et 1 utilisés dans la suite feront
référence aux extrémités amont et avale de la zone contrôlée. Il ne faut pas les confondre avec les
extrémités amont et aval du domaine de calcul (qui comprend également les zones de surfaces lisses
encadrant la zone contrôlée), respectivement identifiées par les indices “in” et “out”.

L’impact de la compressibilité ne relève pas des problématiques que l’on se propose d’étudier.
Notons d’ailleurs que, une fois les variations de densité moyenne prises en considération, la dy-
namique de la turbulence en écoulements supersoniques est très similaire à celles des écoulements
incompressibles. Cette hypothèse porte le nom d’hypothèse de Morkovin [190] et s’avère être perti-
nente pour des ZPGTBLs jusqu’à des nombres de Mach d’environ 4 ou 5 [247]. Il a par ailleurs été
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Figure 4.1 – Schéma du domaine de calcul d’une simulation de couche limite turbulente au-dessus
d’une paroi partiellement couverte de riblets (à droite) et le domaine de la simulation de référence
de plaque plane associée (à gauche).

constaté que l’influence du nombre de Mach sur l’efficacité des riblets est très faible, comme cela
a pu être développé dans le paragraphe 2.2.1.7. Ainsi, les mécanismes responsables de la réduction
de traînée engendrée par les riblets à des nombres de Mach supersoniques sont vraisemblablement
ceux présents en écoulement subsonique ou incompressible.

Puisque l’écoulement d’un gaz n’est jamais parfaitement incompressible (mais surtout parce que
le solveur à notre disposition est basé sur les équations de Navier-Stokes compressibles), on se place
dans le cadre d’écoulements faiblement compressibles. Le nombre de Mach de l’écoulement libre est
fixé à M∞ = 0.2, ce qui permet d’obtenir, dans les conditions atmosphériques standards au niveau
de la mer, la vitesse d’écoulement U∞ figurant dans le tableau 4.1.

Un tel nombre de Mach constitue un bon compromis entre la volonté de limiter les effets de
compressibilités et les contraintes numériques des écoulements faiblement compressibles. En ef-
fet, concernant ce premier point, les fluctuations de densité et de viscosité peuvent être considérées
comme négligeables dans ces conditions. Une vérification a posteriori dans nos simulations a montré
que l’intensité maximale de la déviation instantanée de la densité par rapport à la valeur moyenne,
maxx,t (ρ′(x, t)), demeure inférieure à 0.5%. En ce qui concerne les contraintes numériques, un bas
nombre de Mach M∞ = U∞/c∞ signifie tout d’abord une grande disparité entre la vitesse caracté-
ristique de l’écoulement U∞ et la vitesse de propagation des perturbations acoustiques c∞ dans le
milieu fluide. Ainsi, la condition CFL convective, basée sur la vitesse de propagation |U∞|+ c∞ (cf.
paragraphe 3.2.4), devient extrêmement contraignante et impose une discrétisation temporelle très
fine, suffisante pour tenir compte des phénomènes acoustiques, mais excessive et prohibitive pour
décrire les phénomènes turbulents d’intérêt ici. Les écoulements à bas nombre de Mach peuvent
également entraîner une importante dissipation numérique si le schéma de discrétisation spatial
pour les flux convectifs n’est pas choisi de manière adéquate.

p∞
(hPa)

ρ∞
(kg ·m−3)

T∞
(K)

µ∞
(10−5Pa · s)

M∞ U∞
(m · s−1)

1013.25 1.225 288.15 1.784 0.2 68.1

Table 4.1 – Caractérisation de l’écoulement libre.

Une autre décision structurante porte sur la portion de couche limite que l’on souhaite observer,
autrement dit, le nombre de Reynolds de l’écoulement en entrée de la zone contrôlée et la longueur
de cette zone. Comme cela a été précisé dans le paragraphe 2.2.1.1, il ne serait que d’un intérêt limité
d’étudier des riblets en régime d’écoulement laminaire. Ainsi, le nombre de Reynolds d’étude doit
être suffisant pour permettre la persistance de la turbulence. Il serait bien sûr intéressant de pouvoir
atteindre des nombres de Reynolds d’applications aéronautiques. Simuler l’écoulement turbulent en
détail jusqu’à la paroi, à de tels nombres de Reynolds, n’est actuellement pas technologiquement en-
visageable. García-Mayoral & Jiménez [95] préconisent d’utiliser un nombre de Reynolds Reτ = δ+

suffisant pour que la hauteur h+ ' 10− 15 des riblets ne représente pas un obstacle, perturbant
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l’intégralité de la couche limite. Ils le déterminent empiriquement selon le critère h/δ . 2.5% issu
de l’étude des rugosités. Ainsi, pour que les riblets n’engendrent aucun effet de “blocage” sur la
couche limite, le nombre de Reynolds doit être supérieur à Reτ & 400− 600. Cette exigence de-
meure très contraignante, si bien que la quasi-totalité des simulations de riblets — y compris les
plus récentes et celles réalisées en canal [76, 94, 155, 207] — ne la satisfasse pas. Le nombre de
Reynolds visé au début de la zone de riblets a finalement été Reθ ' 670, correspondant approxima-
tivement à Reτ,ref ' 280 pour une couche limite canonique de plaque plane. La raison qui a motivé
cette valeur est la disponibilité, à cette station, de données de référence comme celles issues des
DNSs de Spalart [251], considérées comme une référence depuis plus de 25 ans, ou de Schlatter &
Örlü [238]. Le tableau 4.2 résume l’état de la couche limite effectivement obtenue à cette station.

Reδ,ref Reδ*,ref Reθ,ref Reτ,ref uτ,ref
(m · s−1)

lτ,ref
(µm)

δref
(mm)

5140 945 633 250 3.31 4.64 1.16

Table 4.2 – Caractérisation de la couche limite canonique à la station x0 correspondant au début
de zone contrôlée.

Comme précisé dans le paragraphe 2.2.1.3, de nombreuses géométries de coupe de riblets ont été
étudiées depuis les premiers travaux de Walsh & Weinstein [282]. La géométrie trapézoïdale avec un
rapport d’aspect h/s = 0.5 et un angle de crête α = 30◦ (voir le paramétrage sur la figure 2.6) peut-
être considérée comme un très bon compromis entre la réduction de traînée maximale atteignable
avec des riblets idéaux en L et les contraintes pratiques de réalisation [18]. Les études expérimentales
sur cette géométrie ont conduit à des taux de réduction de traînée allant de 8.2% [18] à 10.6% [215]
et des équipes sont aujourd’hui à même de réaliser de tels riblets dans les dimensions adaptées
aux applications aéronautiques, comme en témoigne la figure 2.2 réalisée par l’institut allemand
Fraunhofer–IFAM.

La loi empirique (2.4) permet d’évaluer la dimension optimale des riblets. Pour la géométrie
trapézoïdale retenue, la dimension optimale basée sur l+g,opt conduit à une largeur crête à crête
de s+

opt = 16.2± 10%. Les riblets sont donc dimensionnés suivant cette taille optimale théorique, du
moins, au début de la zone de contrôle. En effet, au sein d’une ZPGTBL, le frottement pariétal
diminue à mesure que le nombre de Reynolds augmente dans la direction aval, entraînant avec lui
une évolution spatiale de l’unité de paroi. Puisque les riblets sont alignés avec l’écoulement, les sillons
restent parallèles et leur dimension physique reste constante, ainsi, la dimension en unité interne
ne peut être fixe. Elle décroît avec le frottement. Dans la pratique, on s’assurera néanmoins que la
dimension des riblets reste dans l’intervalle de 10% autour de la dimension optimale théorique. Le
tableau 4.3 résume l’ensemble des paramètres de la géométrie des riblets étudiés.

α (◦) h/s s (µm) s+ l+g

30 0.5 79.9 14.9→ 16.5 9.84→ 10.9

Table 4.3 – Caractérisation de la géométrie des riblets trapézoïdaux. Les dimensions en unité de
paroi sont prises entre x0 + 3δ0 et x1− δ1, afin d’exclure les zones transitoires aux extrémités amont
et avale de la zone de contrôle.

4.2 Choix des paramètres numériques

De manière générale, la simulation numérique des écoulements de paroi en régime turbulent
présente de nombreuses difficultés, dont les principales sont explicitées ci-après. Chacune de ces
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difficultés amène à réaliser des choix quant aux méthodes à mettre en œuvre pour mener à bien la
simulation.

4.2.1 Domaine et discrétisation

La discrétisation spatiale du problème est soumise à différentes contraintes. Tout d’abord, le
domaine ne doit pas être trop petit, au risque de ne pas permettre le développement des plus
grandes structures turbulentes. En canal périodique, le plus petit domaine de calcul permettant
l’entretien de la turbulence est appelé unité d’écoulement minimale (minimal flow unit). Ses
dimensions en unité interne dans les directions longitudinale, normale et transverse sont respective-
ment 250− 350× 2 δ+ × 100. Un tel domaine de calcul permet tout juste l’existence des structures
élémentaires du cycle d’auto-régénération 1.4.1, mais n’a cependant pas vocation à reproduire fidè-
lement les interactions entre les échelles variées de la turbulence.

Pour la simulation de la turbulence proche-paroi et des stratégies de contrôle associées, on postule
généralement qu’un domaine de calcul doit être suffisamment grand pour contenir des structures
longues de 1000 lτ et larges de δ. Il s’agit là de la longueur caractéristique des streaks et de la
largeur caractéristique des plus grands tourbillons attachés. En accord avec le théorème de Nyquiste–
Shannon, les dimensions du domaine de calcul doivent alors être choisies au moins deux fois plus
grandes que celles des plus grandes échelles. On en déduit les dimensions minimales de domaine de
calcul figurant sur le tableau 4.4. Dans la direction normale, la dimension requise est supérieure à δ.
Sa valeur dépend grandement de la qualité de la condition aux limites sur la frontière supérieure du
domaine. Pour la campagne de simulations qui constitue la source principale des résultats de cette
étude, les dimensions effectivement utilisées ont été indiquées dans le tableau 4.5.

Une observation a posteriori des fonctions d’autocorrélation spatiale peut permettre de s’assu-
rer que la dimension du domaine est suffisante. La fonction d’autocorrélation spatiale est définie
pour chaque variable de champ φ par Rφ(x, t, r) = φ(x, t)φ(x+ r, t)/φ(x, t)φ(x, t). Comme son nom
l’indique, cette fonction caractérise la corrélation qu’il existe entre les fluctuations prises à deux
points de l’espace distants de r l’un de l’autre. Il faut donc que la fonction d’autocorrélation, pour
les composantes du vecteur vitesse notamment, chute à zéro avant que r n’atteigne la moitié du do-
maine pour que l’on puisse s’assurer qu’aucun mouvement cohérent ne soit contraint par les limites
du domaine. Une telle vérification sera réalisée dans la section 4.4.

Lx,min Lz,min

2000 lτ 2 δ

Table 4.4 – Caractérisation des dimensions minimales, dans les directions longitudinale et trans-
verse, du domaine de calcul nécessaire à l’étude de la turbulence pariétale de couche limite.

Lin→x0 Lx0→x1 Lx1→out Ly Lz

10 δin 80 δin 10 δin 10 δin 2 δout

Table 4.5 – Caractérisation des dimensions du domaine de calcul des campagnes de simulation R10
et RD10 (voir tableau 4.9) dont sont issus la plupart des résultats de cette étude. Comme sur la
figure 4.1, xin et xout délimitent les frontières amont et avale du domaine de calcul, alors que x0
et x1 délimitent celle de la zone contrôlée.

Alors que la dimension du domaine de calcul est imposée par les plus grandes échelles, celle des
mailles l’est par les plus petites échelles actives. Fondamentalement, il faudrait donc des mailles de
dimension inférieure à l’échelle de Kolmogorov locale. L’échelle de Kolmogorov η, basée sur la
dissipation d’énergie cinétique fluctuante ε de l’équation (1.22), caractérise l’échelle à laquelle la
dynamique est principalement pilotée par des mécanismes linéaires dissipatifs pour les écoulements
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isotropiques (que ne sont pas les écoulements pariétaux). Cependant, cette condition semble être
trop stricte. En effets, les simulations numériques ont permis à Moin & Mahesh [187] d’établir que
des tailles de maille de l’ordre de 15 η à la paroi suffisent à capturer la plus grande partie de la
dissipation dans leur simulation d’écoulement de canal. Dans la littérature [238, 239, 251, 287], la
résolution à la paroi pour les simulations de type DNS est généralement de l’ordre de ∆x+ ' 6− 20,
∆y+ ' 0.3− 1 et ∆z+ ' 4− 10.

La largeur des riblets, s+ ' 16, est une contrainte bien plus sévère pour la dimension ∆z que
la résolution des plus petites échelles de la turbulence. Pour décrire la géométrie des riblets avec
suffisamment de précision, on s’impose de discrétiser l’espace s entre deux crêtes successives avec 16
mailles et d’utiliser 10 mailles pour décrire l’espace h entre le fond de la vallée et le niveau des crêtes.
Cette restriction, bien que numériquement coûteuse, a l’avantage d’apporter une grande finesse
quant aux prévisions de frottement pariétal, puisque la résolution dans la direction transverse ∆z
est celle l’impactant le plus fortement [69].

L’utilisation d’un modèle de viscosité sous-maille permet aux simulations de type LES de s’af-
franchir du besoin de simuler les plus petites échelles de la turbulence. Les dimensions classiquement
retenues [233] à proximité de la paroi pour le maillage de ces simulations est de l’ordre de ∆x+ ' 50,
∆y+ ' 1 et ∆z+ ' 15. Cependant, à cause des contraintes imposées par la géométrie des riblets,
seule la discrétisation dans la direction longitudinale ∆x peut être allongée grâce au modèle sous-
maille.

La dimension des mailles des simulations LES dont sont issus la plupart des résultats de cette
étude figure dans le tableau 4.6. La nature structurée du maillage impose la prolongation, à distance
de la paroi, du raffinement ∆x et ∆z, même en dehors de la couche limite où une telle finesse de
discrétisation n’est pas nécessaire. Par contre, la taille ∆y des mailles dans la direction normale
peut être étirée avec la distance à la paroi. La taille des mailles à la frontière de la couche limite
et le taux d’accroissement relatif maximum de ∆y d’une maille sur l’autre sont également précisées.

∆x+ ∆y+(yw) ∆y+(δ) d
dj∆y ∆z+ ∆t+

LESs actuelles 22 0.8 0.035 δ+ 4 % 1.1 0.07
standard DNS 6− 20 0.3− 1 4− 10 0.1−0.4
standard LES 30− 60 0.3− 1 12− 25

Table 4.6 – Caractérisation des dimensions maximales des mailles utilisées pour la campagne de
simulation LES dont sont issus la plupart des résultats de cette étude, comparées à celles classique-
ment utilisées pour des études de type DNS et LES.

4.2.2 Condition aux limites

Les conditions aux limites abordées dans la section 3.2.5 sont utilisées sur les différentes frontières
du domaine de calcul.

Tout d’abord, la condition de paroi décrite dans la sous-section 3.2.5.1 est utilisée sur la surface
inférieure du domaine et pour former la paroi des riblets.

La condition d’entrée utilisée est la condition SEM d’injection de turbulence synthétique intro-
duite dans le paragraphe 3.2.5.3 et décrite dans l’annexe B.

La périodicité dans la direction latérale z est réalisée en reliant les frontières latérales zmin et zmax
l’une à l’autre par une condition de raccord informatique, comme spécifié à la sous-section 3.2.5.4.

Les autres frontières libres, à savoir la sortie de domaine et sa partie supérieure, sont toutes deux
traitées par la stratégie abordée dans la partie 3.2.5.2. En particulier, seule la pression en sortie de
domaine est imposée pour maintenir un faible niveau de gradient de pression. La pression sur la
frontière supérieure du domaine ainsi que les autres grandeurs ne sont pas imposées et sont donc
libres d’évoluer avec l’écoulement. À cela s’ajoute un traitement de non-réflexion par la méthode
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des caractéristiques ainsi que la présence d’une zone éponge en sortie de domaine.

Finalement, l’évaluation a posteriori du champ de pression moyenne permet d’évaluer le gra-
dient ∂xp∞ effectif. Il existe différents adimensionnements pour le caractériser. Les trois critères les
plus couramment utilisés et leurs valeurs maximales dans la zone [x0 + 3δ0, x1 − δ1] sont précisés
dans le tableau 4.7. Les zones transitoires aux extrémités amont et avale de la zone de contrôle
sont exclues pour ne pas interpréter à tort leur perturbation tout à fait physique sur la pression.
Ces faibles valeurs sont du même ordre que celles obtenues dans la littérature par des DNSs de

|β|max =
∣∣∣∣ δ∗τw

∂xp∞

∣∣∣∣
max

∣∣∣∣ lτ
ρwu2

τ

∂xp∞

∣∣∣∣
max

∣∣∣∣∣ δ
1
2ρ∞U

2
∞
∂xp∞

∣∣∣∣∣
max

1× 10−2 1× 10−4 1× 10−4

Table 4.7 – Caractérisation du gradient effectif maximum de pression moyenne.

référence, comme celle de Wu & Moin [287]. Lors de l’étude du frottement pariétal dans le para-
graphe 4.4.3.1, on s’attachera en particulier à contrôler que le gradient de pression ne l’influence
que marginalement.

4.2.3 Schémas numériques

Les schémas numériques utilisés sont ceux décrits dans le chapitre précédent 3, à savoir :
− la viscosité sous-maille sera apportée, pour les simulations qui en nécessitent, par le modèle

d’échelles mixtes sélectif (cf. 3.1.2.2) ;
− les solveurs FLU3M et FUNk utilisés sont tous deux basés sur l’approche des volumes finis

(cf. 3.2.2) ;
− dans le cas de FLU3M, les flux visqueux sont discrétisés selon le schéma classique, dît “5

points”. Pour les simulations conduites avec FUNk, le schéma de Chakravarthy à “3-points”
sera préféré (cf. 3.2.3.1) ;

− à partir d’une reconstruction MUSCL des variables aux interfaces, les flux convectifs sont
évalués par le schéma AUSM+(P) avec senseur (cf. 3.2.3.2) ;

− la méthode d’intégration temporelle est basée sur le schéma implicite rétrograde d’Euler pro-
posé par Gear (cf. 3.2.4). La résolution est approchée de façon itérative jusqu’à atteindre, avec
FLU3M, un nombre prédéterminé de sous-itérations, et avec FUNk, un critère de converge sur
les résidus implicites.

L’évaluation des grandeurs pariétales, comme le frottement ou la pression, sera réalisée à partir
des flux numériques, et ce, afin de garder la plus grande consistance avec le solveur. En effet,
si le frottement est évalué, en extrapolation de la vitesse dans les 2 premières mailles, comme
étant la dérivée de la vitesse longitudinale selon la normale à la paroi, on obtient une erreur qui
peut dépassé 5% dans un cas de surfaces géométriquement complexes (comme celles recouvertes de
riblets). Une telle incertitude sur la mesure du frottement n’est pas acceptable pour l’évaluation de
performances de réduction de traînée. Ainsi, les flux visqueux, obtenus avec le schéma du solveur,
seront moyennés et utilisés pour l’évaluation du frottement, alors que les flux convectifs permettront
d’estimer la pression pariétale.

4.3 Génération analytique du maillage

Les propriétés du maillage permettant la simulation numérique d’écoulements turbulents au-
dessus d’une paroi couverte de riblets ont été spécifiées par des considérations physiques, dans
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p p p p

Figure 4.2 – Schéma illustrant la simplification de la discrétisation spatiale tridimensionnelle de
la zone contrôlée à celle d’une coupe bidimensionnelle d’envergure réduite (en bleu foncé) par des
considérations de périodicité, de symétrie et d’homogénéité. La lettre p et son symétrique pper-
mettent de représenter la périodicité et la symétrie des quelques coupes minimales bordant celle
mise en évidence.

la section 4.1, et par des considérations numériques, dans la section 4.2 précédente. Grâce à ces
spécifications précises, il est possible d’entreprendre la génération d’un maillage.

Dans notre cas, la définition du domaine représenté sur la figure 4.1 est extrêmement simple :
il sera globalement rectangulaire, sauf proche de la paroi où les riblets devront être pris en compte.
De plus, les riblets sont tous identiques, régulièrement espacés et symétriques par rapport aux plans
verticaux passant par les crêtes ou le milieu des vallées. On impose que le maillage et la topologie le
soient également pour des raisons pratiques en vue du post-traitement des données (moyenne dans
la direction spatiale, analyses spectrales, ...). De plus, au-dessus des parois lisses d’une part et dans
la zone de contrôle d’autre part, le domaine est homogène dans la direction x. Ainsi, hormis aux
extrémités amont et avale de la zone de contrôle, le maillage pourra être constitué de plans x = cste

identiques les uns aux autres et uniformément espacés de ∆x.
Pour résumé, discrétiser le volume au-dessus des riblets se réduit à la génération d’un maillage

bidimensionnel de la surface du plan (y, z) comprise entre la verticale d’une crête et celle de la vallée
suivante, comme représentée sur la figure 4.2. Une fois la zone de contrôle ainsi discrétisée, il faudra
prendre en compte les extrémités des riblets et le prolongement de la topologie au-dessus de la paroi
lisse.

4.3.1 Topologie du maillage dans la zone de contrôle

Notons tout de même que, bien que la périodicité ait été exploitée lors des processus de moyenne,
la symétrie, elle, n’a pas été prise en compte pour l’élaboration des résultats présentés par la suite.
Cela permet de caractériser qualitativement la convergence des moyennes statistiques. Sur l’exemple
de la figure 4.17 notamment, le champ de vitesse moyenne w dans un plan transverse (y, z) est le
fruit de la moyenne du champ au-dessus des 72 riblets effectivement calculés, mais sa dissymétrie
permet d’apprécier du degré de convergence des statistiques.

La plupart des simulations d’écoulement mettant en jeux des riblets ont été réalisées avec des
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Figure 4.3 – Coupes transverses de différents maillages utilisés pour discrétiser l’espace au-dessus de
riblets en U, triangulaires ou en L. De gauche à droite, il s’agit des maillages de Klumpp et al. [149],
de Choi et al. [37] et de Peet & Sagaut [205] pour les deux derniers. Les figures sont extraites des
articles correspondants.

maillages de topologie simple, mais aux mailles grandement déformées. Les trois maillages de gauche
sur la figure 4.3 en sont des exemples. Topologiquement, le domaine est un simple parallélépipède
dont la paroi est une des faces. Cependant, les mailles qui s’écartent du cas idéal d’un pavage ortho-
gonal et uniforme de l’espace — en termes d’orthogonalité, rapport d’aspect, dissymétrie, étirement
d’une maille à l’autre, etc. — induisent des erreurs lors de la résolution numérique des équations
de Navier-Stokes. De plus, dans le cas de riblets trapézoïdaux avec un angle de crête α = 30◦, la
déformation du maillage serait plus importante encore que celle de la figure 4.3.

Dans le cas de riblets en L, une alternative géométriquement idéale est présentée à droite sur la
figure 4.3. Une condition d’adhérence doit alors être appliquée sur la paroi verticale des riblets. Les
solveurs que nous utilisons ne permettent pas d’imposer une telle condition sans altérer le contenu
des deux rangées de maille derrière la paroi, ce qui corromprait ici les résultats de l’écoulement dans
le riblet d’à côté.

Cependant, les solveurs FLU3M et FUNk ont la capacité de traiter des domaines en multi-blocs,
comme cela a été détaillé dans la section 3.2.5.4. En tirant parti de cette propriété, la définition
d’un maillage quasi-orthogonal est possible, même en présence de riblets. Une illustration en est
donnée sur la représentation au centre de la figure 4.4. Chaque plan vertical au-dessus d’une crête
de riblets marque la frontière entre deux domaines de calcul. Au-dessus de l’altitude de la crête, ces
deux domaines sont reliés par une condition de raccord informatique. En dessous, une condition de
paroi est appliquée. Ainsi, chaque domaine utilise les rangées de cellules fictives qui lui sont propres
pour prendre en compte ses parois.

Cette solution cumule de nombreux avantages. Les domaines sont tous numériquement iden-
tiques, à une translation prêt des valeurs de z, et les conditions de raccords informatiques sont par-
faitement régulières. La définition et la paramétrisation du maillage sont géométriquement simples,
permettant une approche analytique et donc totalement maîtrisée. Au-dessus de l’altitude des crêtes,
les mailles sont exactement orthogonales et uniformément réparties dans la direction transverse. En
dessous des crêtes, elles ne sont que très faiblement déformées. La densité de maille sur la surface des
riblets est parfaitement régulière (contrairement à ce que l’on observe sur le maillage de Choi et al.
sur la figure 4.3), ce qui permet de ne pas propager jusqu’en haut du domaine une densité de maille
encore plus élevée qu’elle ne l’est déjà. Ainsi, ce maillage permet de minimiser les incertitudes nu-
mériques liées aux calculs des flux sur un maillage complexe, que ce soit pour la résolution des
équations de Navier-Stokes ou pour l’évaluation du frottement pariétal.

Cependant, cette solution présente également deux points sensibles. Tout d’abord, elle conduit
à des domaines de calcul très étroits (16 mailles dans le cas présent). Au-delà de l’augmentation
considérable du coût de calcul (l’ajout de 2 rangées de cellules fictives sur chaque frontière augmente
d’au moins 25% le nombre de cellules calculées), cela impose de très nombreux raccords informa-
tiques. Si ces raccords ne permettent pas une transmission correcte de l’information d’un domaine
à son voisin, à chaque sous-itération de la résolution du système implicite, cette segmentation de



112Chapitre 4 : Établissement d’une méthode pour la simulation numérique de riblets rectilignes

Figure 4.4 – Coupes transverses dans le plan (y, z) des maillages utilisés pour discrétiser l’espace
au-dessus des riblets (au milieu) ou de la plaque plane, pour la topologie dite “cartésienne” (à
gauche) et la topologie dite “déformée” (à droite). Les frontières de domaine sont indiquées en trait
épais alors que le maillage est représenté en trait fin. Pour l’un des domaines, le maillage des deux
rangées de cellules fictives est également représenté en bleu.

l’espace n’est pas sans conséquence sur la stabilité du système. Elle a d’ailleurs causé la divergence
de nombreux calculs et une fastidieuse investigation a été nécessaire avant de pouvoir en établir
l’origine. Le second inconvénient de cette géométrie concerne la transition vers le maillage de paroi
lisse aux extrémités de la zone de contrôle.

4.3.2 Topologie du maillage dans la zone de paroi lisse

En partant du maillage au-dessus de la paroi couverte de riblets, représentée au centre de la
figure 4.4, comment aboutir, par déformation continue, à un maillage permettant de discrétiser
l’espace au-dessus de la paroi plane ? La topologie de maillage de plaque plane la plus évidente est
celle représentée à gauche de la figure 4.4. Il est alors aisé de faire la correspondance maille à maille
entre ces deux maillages. La déformation continue du maillage, qui sera celle des plans i successifs
à l’extrémité des riblets, consiste en un affinement progressif de la base des riblets jusqu’à ce qu’elle
devienne d’épaisseur nulle. À ce stade seulement, il est alors possible de rétablir une condition
de raccord informatique sous l’altitude des riblets. De par le caractère non progressif du passage
entre les conditions de paroi et de raccord informatique, d’une maille d’indice i à la suivante, cette
topologie impose que l’extrémité des riblets soit acérée. On peut parler de singularité géométrique
dans la mesure où une simulation de type volumes fini n’a pas vocation à discrétiser des variations
sur des échelles de l’ordre de la maille. Cette topologie est celle qui a été initialement utilisée. Elle
est représentée à gauche de la figure 4.6 et sera désignée en tant que topologie cartésienne dans
la suite de ce manuscrit.

La résultante longitudinale des efforts de pression est nulle au-dessus de la paroi lisse et au-dessus
des riblets bidimensionnels puisque la normale à aucun élément de surface n’a de composante se-
lon x. Cependant, cela n’est pas le cas aux extrémités amont et aval de la zone de contrôle. Ainsi,
pour limiter les efforts de pression, les riblets sont positionnés verticalement comme cela est repré-
senté à gauche sur la figure 4.5, c’est-à-dire de sorte que la section frontale des pointes de riblets
qui dépasse du niveau de la plaque plane soit compensée par la section frontale des vallées sous le
niveau de la plaque plane.

Néanmoins, ce choix d’origine géométrique n’impose pas le choix de l’origine virtuelle utilisée
pour l’analyse des écoulements. Comme on le verra par la suite, une autre position pour l’ori-
gine y = 0 de l’axe des ordonnées s’avérera plus adaptée pour la comparaison des écoulements
au-dessus des riblets et de la plaque plane.
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Figure 4.5 – Schémas de coupe transverse illustrant le positionnement vertical des riblets par
rapport au niveau de la plaque plane (pointillés bleus) pour la topologie dite “cartésienne” (à
gauche) et la topologie dite “déformée” (à droite). Les surfaces hachurées en rouge ont la même
aire.

L’évolution suivant x du frottement moyen sur la paroi de cette topologie, tantôt lisse, tantôt
couverte de riblets, sera étudiée en détail dans la sous-section 4.4.3.1. On aura alors l’occasion de
constater que la singularité géométrique de cette topologie, l’extrémité vive des riblets, entraîne une
importante discontinuité du frottement au début et à la fin de la zone de contrôle. La soudaine
modification géométrique perturbe brutalement l’équilibre de l’écoulement et il devient donc diffi-
cile de caractériser finement de quelle façon la présence des riblets influe sur la turbulence. Pour
éviter cette perturbation trop violente de l’écoulement, un maillage différent est nécessaire, avec une
topologie permettant un passage progressif entre la paroi plane et les riblets.

Deux options sont alors possibles. La première consiste à conserver le maillage cartésien sur la
paroi plane, à gauche de la figure 4.4, et trouver une déformation continue de ce maillage permettant
de mailler l’espace du domaine en présence de riblets, délimité en trait épais sur la figure centrale
de 4.4. Cette option est équivalente à celles utilisées sur les exemples de gauche de la figure 4.3.
Un doute subsistera inévitablement quant à la justesse de la prédiction du solveur sur le maillage
grandement distordu. Une option alternative consiste à conserver le maillage de grande qualité
dans la zone de contrôle et de le déformer afin de mailler l’espace de la zone de plaque plane.
Une transition progressive entre riblets et paroi plane implique que le sommet de la crête descende
jusqu’au niveau des vallées. Ainsi, le maillage obtenu doit être topologiquement analogue à celui
à droite de la figure 4.3. Avec cette option, le problème de l’utilisation d’un maillage grandement
déformé est toujours présent, non plus au-dessus des riblets cette fois, mais au-dessus des zones
planes. Cela représente néanmoins un avantage conséquent. Non seulement il sera facile de vérifier
la capacité de prédiction de la méthode de calcul puisque les propriétés des écoulements sur paroi
plane sont largement documentées. De plus, puisque l’accent porte ici sur l’étude des riblets, il
semble plus pertinent de simuler l’écoulement dans la zone contrôlée avec une précision plus grande
que dans les zones lisses en amont et en aval. Pour ces raisons, c’est bien cette seconde solution qui
a été adoptée.

Le maillage bidimensionnel au-dessus des riblets est strictement identique à celui de la topologie
cartésienne. Ce maillage quasi-cartésien est alors déformé pour obtenir celui au-dessus de la paroi
plane, représenté à droite de la figure 4.4. L’algorithme de déformation utilisé a été développé
à l’Onera [175] et est basé sur la méthode des quaternions. Cette méthode permet de conserver
l’orthogonalité des mailles, même pour de larges déformations du maillage. Pour cela, elle génère, à
partir des conditions aux limites des maillages d’origine et déformées, un champ de vecteurs pour
caractériser la translation des nœuds du maillage et un champ de quaternions (sorte d’extension au
3D de ce que les nombres complexes sont au 2D) qui caractérise la rotation locale des mailles. Dans
la zone de transition entre les zones lisses et contrôlées, le maillage est progressivement déformé.
Ainsi, la surface évolue continûment, sans aucune singularité géométrique. Comme on le verra lors
de l’analyse des résultats dans la section 4.4, les grandeurs aérodynamiques ne subissent plus non-
plus de discontinuité. La topologie obtenue est représentée sur la figure 4.6 et sera désignée en tant
que topologie déformée dans la suite de ce manuscrit.

En ce qui concerne le positionnement vertical des riblets relativement à celui des parois lisses, le
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Figure 4.6 – Représentation du maillage utilisé pour discrétiser, en multi-blocs, l’espace au-dessus
d’une paroi partiellement recouverte de riblets, pour la topologie dite “cartésienne” (à gauche) et
topologie dite “déformée” (à droite). Les frontières de domaine sont indiquées en trait épais alors
que le maillage est tracé en trait fin. Les parois sont représentées en gris. Les coupes bleues sont des
plans dans le fluide (au sein d’un domaine de calcul ou à l’interface de raccord informatique entre
deux domaines).
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choix à cette fois été d’utiliser l’origine virtuelle définie par Bechert & Bartenwefer [15]. Sa définition,
basée sur l’écoulement de Stokes dans la direction longitudinale au-dessus des riblets, a été abordée
dans le paragraphe 2.2.3.1 et illustrée à la figure 2.15). Plus de détails sur les origines virtuelles
seront fournis dans le chapitre suivant. Les figures 4.4 et 4.5 permettent d’illustrer les différences
de positionnement vertical entre les deux topologies.

4.3.3 Distribution analytique des mailles

Des logiciels spécialisés, tels que IcemCFD, permettent la génération de maillages, même dans
des cas de géométries et de topologies complexes. Étant donnée la simplicité géométrique de notre
étude, une approche analytique a été préférée pour le contrôle et la modularité qu’elle offre. La
topologie ayant été définie précédemment, il reste à déterminer la distribution des mailles.

Dans la direction transverse z, les mailles sont uniformément réparties pour le maillage de la
zone contrôlée et, dans le cas de la topologie cartésienne, pour le maillage de la zone de paroi lisse,
comme cela est représenté sur la figure 4.4.

Dans la direction normale y, le raffinement des mailles sous l’altitude des crêtes est gardé uni-
forme en présence de riblets. Ce raffinement et celui des mailles à l’altitude y = δout sont imposés
aux valeurs du tableau 4.6. Entre ces deux altitudes, la dimension des mailles suit une loi de tan-
gente hyperbolique en restreignant le taux d’étirement d’une maille à la suivante de sorte qu’il
reste toujours inférieur à la valeur limite d(∆y)/dj précisée dans le tableau. Au-dessus de l’alti-
tude y = δout, chaque maille est étirée par rapport à la précédente de ce taux d’étirement maximal.
Pour la topologie cartésienne, la distribution des mailles est gardée inchangée lors de la transition
de la zone de riblets vers la zone de paroi lisse, sauf pour les quelques mailles en dessous de l’altitude
des crêtes qui doivent être comprimées. Ainsi, les quelques toutes premières mailles de la topolo-
gie cartésienne suivent une loi de tangente hyperbolique. Pour la topologie déformée, le maillage
subit la transformation par la méthode des quaternions lors de la transition vers la paroi plane.
On impose néanmoins que la transformation n’affecte pas les mailles cartésiennes au-dessus d’une
altitude y ' 10h.

Enfin, dans la direction longitudinale, la discrétisation ∆x est uniforme dans tout le domaine de
calcul, pour les deux topologies, et sa valeur est spécifiée dans le tableau 4.6. Comme précisé dans
la section 3.2.5.2, la condition aux limites pour la face avale du domaine de calcul est constituée
d’une zone éponge dans laquelle le taux d’étirement de ∆x d’une maille à la suivante est augmenté
jusqu’au taux fixe de 6%. La zone éponge s’étend jusqu’à ce que la taille de la dernière maille at-
teigne ∆x = δout.

En suivant ces distributions, on obtient pour un domaine dont les dimensions sont celles du
tableau 4.5 un maillage de près de 200 000 mailles. Le nombre de mailles dans chacune des directions
est indiqué ci-dessous dans le tableau 4.8, où les indices (i, j, k) correspondent globalement aux
axes (x, y, z).

Ni Nj Nk

Ni,flat + Ni,rib + Ni,flat + Ni,sponge Nj,w→crest + Nj,crest→δout + Nj,δout→top Nk,rib × Nribs

998 172 1152
94 + 748 + 94 + 62 10 + 120 + 42 16 × 72

Table 4.8 – Dimensions des maillages pour les campagnes de simulation dont sont issus la plupart
des résultats de cette étude.
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4.4 Présentation des résultats et validation de la méthode numé-
rique

4.4.1 Campagnes de simulations et choix de paramètres numériques

La mise au point d’une méthode numérique peut être délicate. Pour de nombreuses raisons,
un calcul peut devenir totalement inconsistant avec la réalité physique qu’il est censé reproduire.
Les “symptômes” peuvent être variés, de l’apparition subite de NaN dans les champs de données
à la divergence progressive des variables après des milliers d’itérations. Une des difficultés liées à
l’identification de la cause de ces inconsistances vient du couplage total, via la résolution du système
linéaire (3.45), entre toutes les différentes variables à tous les points de l’espace. Ainsi, une condition
aux limites défectueuse peut instantanément polluer l’ensemble des champs de variables primitives,
rendant difficile la localisation de la zone du domaine en cause. Une autre difficulté peut provenir
du caractère chaotique de la turbulence, et donc, de l’impossibilité de réitérer une nouvelle fois une
simulation dans des conditions identiques (bien que dans la pratique, les solveurs de l’Onera sont
développés de façon à assurer la reproductibilité des résultats : pour un même jeu de conditions
initiales, les mêmes opérations sont réalisées dans le même ordre et, si des nombres aléatoires sont
nécessaires, ils sont fournis par des routines pseudo-aléatoires, mais réellement-déterministes). Enfin,
l’utilisation de solveur complexe basé sur du calcul multi-processeur (multi-processing) ou multi-
tâche (multi-threading) peut grandement complexifier l’identification de la source d’un problème.

Pour notre cas d’étude, une phase conséquente de mise au point de la méthode de calcul a été
nécessaire pour obtenir des simulations précises et robustes. En effet, la simulation de l’écoulement
turbulent au-dessus de riblets présente des particularités qui lui sont propres (topologie et raffine-
ment de maillage spécifique, ...). Ces spécificités peuvent dévoiler certaines limitations des outils
numériques, pourtant reconnus comme adaptés à de nombreuses autres conditions. Afin d’identifier
ces limitations, différentes campagnes de simulation ont été entreprises, dont un résumé figure sur le
tableau 4.9. Par “campagne de simulation”, on comprend ici l’ensemble des simulations réalisées sur
un maillage donné (avec ses deux variantes de paroi lisse et de paroi couverte de riblets) et avec des
conditions génératrices fixées, mais où les paramètres numériques abordés précédemment (schémas
de discrétisation, conditions aux limites, ...) peuvent varier. En particulier, un grand nombre de
simulations a été conduit sur des domaines de petite taille, avec un seul ou un petit nombre de
blocs et exclusivement pour la configuration non contrôlée, c’est-à-dire sans riblets. Ces simulations
simplifiées présentent des avantages évidents de coût et de rapidité de mise en œuvre, permettant
de réaliser de nombreux tests et d’isoler plus rapidement les causes des inconsistances numériques
rencontrées.

C’est en améliorant les transferts d’information entre les différents blocs du maillage que le
principal point bloquant, qui était responsable d’une lente divergence des champs de variables
primitives jusqu’à l’explosion du calcul, a été résolu. La résolution itérative, bloc par bloc, du
système linéaire (3.45) telle qu’elle est faite avec FLU3M (voir section 3.2.5.4) devient critique avec
un maillage contenant autant de blocs que le nôtre. En effet, de par la présence des riblets, chacun
des blocs de maillage dans la zone contrôlée n’est étroit que de 16 mailles uniquement, ce qui limite
grandement la propagation de l’information dans la direction transverse, et donc la convergence
de l’algorithme de résolution itératif. Les précautions particulières prises dans le solveur FUNk et
décrites dans la section 3.2.5.4 permettent d’obtenir une convergence nominale des résidus même en
présence d’un découpage extrême du maillage. Ce qui résout finalement les problèmes d’instabilité
numérique rencontrés avec des topologies comme celle de cette étude.

Pour illustrer la diversité des problèmes que l’on peut rencontrer en mécanique des fluides nu-
mériques, citons également un deuxième point qui a posé quelques difficultés. Dans nos simulations
DNSs les plus résolues, le volume des plus petites mailles, de l’ordre de l3τ ' (4µm)3 ' 6× 10−17m3,
est minuscule lorsqu’exprimé en unités du système international, si bien que son utilisation peut
amener aux limites inhérentes à l’arithmétique numérique à précision finie. Le dimensionnement de



118Chapitre 4 : Établissement d’une méthode pour la simulation numérique de riblets rectilignes

toutes les longueurs en millimètre a permis de lever la difficulté. Pour garder de la consistance dans
les unités, non seulement les durées et les masses ont été exprimées en milliseconde et microgramme,
mais toutes les grandeurs ayant longueur, durée ou masse comme dimension de base ont été adi-
mensionnées en concordance. De cette façon, les valeurs des nombres de Reynolds et des variables
primitives (vitesse, pression et densité) ont toutes été conservées.

Ce sont finalement les résultats des campagnes de simulation nommées R10 et R10D dans le
tableau 4.9 qui seront analysés dans la suite, sauf lorsque mentionné. Les simulations de ces cam-
pagnes bénéficient de l’expérience acquise lors des campagnes précédentes sur le paramétrage de
l’injection de turbulence synthétique et des conditions aux limites de sortie, sur la génération du
maillage, sur la détermination du pas de temps et du nombre de sous-itération pour la résolution
du système implicite, ainsi que sur les choix de schémas de discrétisation spatiale. Les dimensions
du domaine pour cette campagne de simulation ont été précisées dans le tableau 4.5

Dans la suite de ce chapitre, on s’attachera à vérifier que la méthode de calcul est en mesure
de reproduire les propriétés et caractéristiques de la littérature pour les écoulements de ZPGTBLs
au-dessus d’une paroi lisse ou couverte de riblets. Une analyse plus détaillée sera conduite dans les
chapitres suivants. Notamment, la question de l’origine virtuelle d’une paroi recouverte de riblets,
c’est-à-dire la position particulière à laquelle la couche limite “voit” une paroi plane équivalente,
sera abordée dans le chapitre 5. Une fois l’origine virtuelle définie de façon pertinente, une nouvelle
analyse des champs pourra être conduite. Dans le chapitre 6, l’influence des riblets sur le dévelop-
pement spatial de la couche limite et sur la réduction de traînée atteignable à grand nombre de
Reynolds sera évaluée analytiquement.

Laissant ces deux problématiques pour plus tard, on s’attache ici à décrire l’écoulement selon des
niveaux croissants d’analyse, conformément à la nomenclature du tableau 4.10, grandement inspirée
de celle proposée par Sagaut, Deck et Weiss [233, 283].

Degré Niveau de validation
0 Observation qualitative des champs instantanés (fluctuations de vitesse, critère Q, ...)
1 Grandeurs globales (coefficient de frottement, épaisseur de couche limite, ...)
2 Champ aérodynamique moyen (profils de vitesse, de pression, ...)
3 Statistiques du second-ordre (tensions de Reynolds, ...)
4 Analyses spectrales en un point (densité spectrale de puissance, ...)
5 Analyses spectrales en deux points (corrélation, covariance, spectre de phase, ...)
6 Analyse des équations de conservation (bilan d’énergie, d’enstrophie, ...)

Table 4.10 – Nomenclature des différents niveaux de validation de simulations numériques. Classi-
fication inspirée de [233] et [283].

4.4.2 Degré 0 : Observation qualitative de champs instantanés

Bien qu’elle ne tient pas pour lieu de validation, une première vérification utile est une obser-
vation qualitative d’une sortie instantanée de simulation. Parmi les nombreux champs qui peuvent
être observés, le frottement pariétal et le critère Q sont brièvement présentés ci-dessous.

4.4.2.1 Frottement pariétal instantané

Une distribution typique du frottement instantané sur la paroi des riblets est représentée sur la
figure 4.7. On constate une répartition très inhomogène entre les vallées et les crêtes de riblets, mais
une très faible évolution dans la direction longitudinale. Les résultats relevés dans la littérature
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Figure 4.7 – Distribution du frottement pariétal instantané τw,x(x, z) à la surface des riblets.

et rapportés dans la section 2.2.2.1 sont donc retrouvés qualitativement ici. L’étude du frottement
moyen par la suite permettra une comparaison plus quantitative.

Enfin, notons de plus l’absence de zone de frottement négatif, qui auraient révéler la présence des
bulbes de recirculation observés dans le sillon des riblets par Chu & Karniadakis [46] mais contestés
par d’autres auteurs [37].

4.4.2.2 Structures turbulentes

Afin de s’assurer de la pertinence de l’écoulement fluctuant calculé, l’observation qualitative des
structures turbulentes permet de compléter la comparaison des profils moyens à des données de
référence. Notamment, le critère Q introduit par Jeong & Hussain [131] est un critère classique-
ment employé pour visualiser les structures tourbillonnaires. Ce critère est défini comme le second
invariant du gradient de vecteur vitesse, c’est-à-dire qu’il peut s’écrire comme

Q = 1
2 (ΩijΩij − SijSij), (4.1)

où S et Ω sont respectivement les parties symétrique et antisymétrique du gradient ∇u.
La figure du dessus de 4.8 représente une iso-surface du critère Q, colorée par la distance à

la paroi. Cette représentation permet de visualiser des structures tourbillonnaires de différentes
formes et de différentes échelles. On distingue notamment de nombreux tourbillons en épingle à
cheveux (hairpin-like vortices) et davantage encore de demi-hairpins parfois appelés “cannes”.
Ces structures correspondent bien à celles décrites dans la littérature, telles que décrites dans la
section 1.4.

Un plan de coupe, visible sur cette figure, permet de représenter le champ des vitesses instan-
tanées. Un zoom de ce plan est isolé sur la figure du dessous. La couleur matérialise la vitesse
longitudinale (perpendiculaire au plan) alors que le champ de vecteurs indique les composantes
normales et transverses du vecteur vitesse. On distingue la présence de tourbillons longitudinaux
de différentes échelles. Les plus petits, plus proches de la paroi, ont leur centre à une hauteur de
riblets environ au-dessus des crêtes. La présence de ces tourbillons est fortement corrélée avec des
zones d’écoulement plus lent et plus rapide placées de part et d’autre, conformément au mécanisme
de formation des streaks décrit dans la section 1.4.1.

Ces observations qualitatives ont permis de retrouver quelques propriétés caractéristiques des
écoulements turbulents. La suite de ce chapitre s’attachera maintenant à des considérations plus
quantitatives.
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Figure 4.8 – Visualisation de l’écoulement instationnaire au-dessus de la paroi couverte de riblets.
(Au-dessus) Iso-surface du critère Q colorée par la distance à la paroi y/δ. La coupe dans le plan
transverse est mise en évidence sur la figure du dessous. (En dessous) Iso-valeur dans le plan
transverse (y, z) de la vitesse longitudinale instantanée u(x, y, z, t) à la station x telle que Reτ ' 360,
auquel est superposé le champ instantané de vecteurs (v+, w+).
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Figure 4.9 – Évolution du coefficient de frottement cf en fonction du nombre de Reynolds Reθ
pour la configuration lisse ( , symboles pleins) et celle avec riblets ( , symboles vides). Les
symboles s et l représentent respectivement les topologies cartésienne et déformée. Les données
issues des DNSs de Spalart [251] (u) et de Schlatter & Örlü [238] (n) sont représentées, tout
comme les corrélations empiriques de Smits et al. [248] ( ) et de Nagib et al. [192] ( )
dont l’expression est fournie dans le tableau 1.1.

4.4.3 Degré 1 : Grandeurs globales

Parmi les grandeurs globales de la couche limite turbulente, certaines concernent son épaisseur —
par exemple δ99%, δ∗, θ, H et les nombres de Reynolds associés — alors que d’autres sont liées au
frottement pariétal — tels τw,x et cf .

4.4.3.1 Frottement pariétal moyen

Le frottement constitue la fonction objectif que l’on souhaite minimiser par l’utilisation de ri-
blets. Aussi, une excellente prédiction de cette grandeur est d’importance majeure dans notre étude.
Dans un premier temps, on s’attachera donc à valider notre capacité à prédire correctement la valeur
du frottement, laissant pour plus tard l’analyse physique des résultats obtenus.

Validation de la capacité d’évaluation du frottement pariétal. Trois méthodes nous per-
mettent d’attester de la qualité de l’évaluation de cf . Tout d’abord, une comparaison peut être faite
entre le frottement obtenu sur les simulations avec paroi lisse et des données de référence. À ce titre,
l’évolution du frottement cf en fonction du nombre de Reynolds Reθ est tracée sur la figure 4.9
pour les deux topologies de maillage. Pour la configuration lisse, le frottement peut y être comparé
avec les résultats issus de DNSs et de corrélations de référence. Sa prédiction est non seulement
identique pour chacune des deux topologies de maillage, mais est de plus en excellent accord avec
les données de référence sur l’intégralité la plage de nombre de Reynolds utile. En parlant de plage
utile, on exclut la partie la plus amont du domaine, c’est-à-dire pour x compris entre xin et x0 − 3δ
environ, qui constitue une zone de relaxation de l’injection de turbulence synthétique. Ce résultat
permet ainsi de valider pleinement la capacité à prédire correctement le frottement sur une paroi
lisse.

Pour le cas avec riblets, la géométrie particulière de la paroi peut être susceptible d’engendrer
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un biais dans le calcul du frottement. Ainsi, la validation de la méthode numérique sur paroi lisse,
bien que rassurante, n’est pas suffisante. Notons tout de même que l’obtention du même niveau de
frottement pour la configuration lisse, que ce soit avec le maillage cartésien de la première topologie
ou avec le maillage grandement déformé sur une dizaine d’unités de paroi au-dessus de la surface
de la seconde topologie, atteste de la robustesse et de la précision de la méthode numérique, même
dans le cas d’une surface (traitée de façon numériquement) complexe.

Les données de la littérature ne sont pas suffisamment étayées pour qu’une base de données
précise et éprouvée soit disponible avec la géométrie de riblets et les conditions d’écoulement
adéquates. Ainsi, une validation est possible en comparant les résultats obtenus par la méthode
LES à ceux issus de simulations plus fines. Une campagne de simulation de type DNS, nom-
mée R7 dans le tableau 4.9, a alors été réalisée sur le domaine de calcul aux dimensions res-
treintes Lin→x0→x1→out = (10−8−8) δin de la campagne R6 de simulation de type LES. Le domaine
de calcul, la géométrie des riblets, ainsi que les conditions aux limites, sont gardés identiques pour
les deux méthodes de simulation. Seules la présence d’un modèle de viscosité sous-maille et la fi-
nesse de la discrétisation ∆x diffèrent. Cette dernière est ici étendue à ∆x+ = 30 pour les LESs
alors qu’elle n’est que de ∆x+ = 6 pour les DNSs.

Pour les deux types de simulation, la courbe cf (Reθ) sur configuration de paroi lisse rejoint
comme précédemment les tendances canoniques, et ce, avant que le début de la zone de contrôle ne
soit atteint (non montré). Néanmoins, bien que la méthode d’injection de turbulence synthétique
soit identiquement paramétrée pour les deux campagnes de simulations, le changement de résolution
modifie grandement la distance de relaxation de la turbulence en entrée de domaine, celle-ci étant
bien plus courte pour les simulations DNSs. Pour cette raison, le coefficient de frottement à une
position x donnée ne prend pas les mêmes valeurs pour les cas LES et DNS, même sur les configu-
rations de paroi lisse, car à une même position x ne correspond pas le même nombre de Reynolds
de l’écoulement.

Il semble donc plus pertinent de s’intéresser au taux de réduction de frottement FRR(x), per-
mettant de ne considérer que la différence relative entre le frottement des configurations lisses et
avec riblets. Les résultats sont représentés sur la figure 4.10 pour les deux types de simulation. Le
comportement de leur taux de réduction de frottement est grandement identique, que ce soit dans la
zone de réduction de traînée établie où les courbes diffèrent au maximum d’à peine plus d’un pour
cent, ou à proximité des extrémités amont et avale de la zone contrôlée. Ce résultat permet alors
de valider la capacité de la méthode numérique à correctement prendre en compte les irrégularités
de paroi.

Une dernière méthode de validation permet de démontrer la consistance de la couche limite
turbulente sans gradient de pression, que ce soit avec une paroi lisse ou couverte de riblets. En
effet, l’intégration des équations de couche limite a mené à l’établissement de l’équation intégrale de
quantité de mouvement (1.60). Pour le cas particulier d’une couche limite sans gradient de pression,
la relation se simplifie en

cf
2 = dθ

dx , (4.2)

puisque les grandeurs U∞ et ρ∞ n’évoluent pas.
La grandeur intégrale 2 dθ/dx est tracée au côté de cf sur la figure 4.11. En dehors du fait

que son comportement soit très bruité, ce qui est dû à la grande sensibilité à la dérivation d/ dx,
l’équation intégrale est vérifiée sur toute l’étendue de la zone de contrôle. Aux extrémités amont
et aval des riblets, la forte perturbation de la paroi induit les soudaines évolutions de la pression
que l’on observe sur la figure. Ce résultat permet de démontrer la consistance entre le frottement
pariétal, calculé directement à la paroi, et le champ de vitesse moyenne, qu’il a fallu intégrer dans
toute la couche limite pour obtenir θ. On peut de plus conclure que le gradient de pression, dont
l’évaluation a été donnée dans le tableau 4.7, est suffisamment faible pour ne pas avoir d’influence
majeure sur l’évaluation du frottement.
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Figure 4.10 – Évolution du taux de réduction de frottement FRR dans la direction longitudinale x
obtenue par simulations de types LES ( s4 , campagne de simulation R6) et DNS ( t5 ,
campagne de simulation R7).
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Figure 4.11 – Évolution dans la direction longitudinale x du coefficient de frottement cf ( )
et du double de la dérivée de l’épaisseur de quantité de mouvement 2 dθ/dx ( ) pour la
configuration lisse ( ) et celle avec riblets ( ). Seuls les résultats issus de la topologie
cartésienne sont représentés ici.
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Caractérisation de l’influence des riblets sur le frottement pariétal. Comme mentionné
dans la littérature, on constate que les riblets entraînent bien une réduction significative du frot-
tement. Sur la figure 4.11, on distingue une zone de réduction de frottement établie, encadrée par
deux régions où le frottement est fortement perturbé par le changement de nature de la paroi. Cette
zone établie s’étend ici entre x ' x0 + 2 δin ' x0 + 2 δ(x0) et x ' x1 − 5 δin ' x1 − 2 δ(x1) pour la
topologie cartésienne. L’intensité et l’étendue des zones de relaxation dépendent grandement de la
géométrie de l’extrémité des sillons des riblets et de leur position relative avec la paroi lisse.

La topologie cartésienne, qui a été la première topologie de maillage adoptée, a conduit à une
géométrie de riblets présentant une arête vive aux extrémités amont et avale, comme cela est visible
sur la figure 4.6 (à gauche). Comme on peut le constater sur la figure 4.11, cette première topologie
avec arrêtes singulières génère un important pic de frottement à chacune des extrémités de la zone
de contrôle (en amont, le coefficient cf atteint 10−2 et sort donc du graphique). Une grande partie
de ces efforts visqueux sont concentrés sur quelques facettes de maille uniquement.

Ce constat a donc conduit à un changement de topologie. Le maillage déformé représenté sur la
figure 4.6 (à droite) présente l’avantage d’une transition progressive entre la paroi lisse et la paroi
avec riblets. Le maillage dans la zone de contrôle est le même que précédemment et on a déjà pu
juger de la bonne capacité de prédiction du frottement sur les zones de paroi lisse où la déformation
de maillage est grande. De plus, le choix a cette fois été fait de positionner verticalement les riblets
de sorte que l’altitude de la paroi lisse soit celle de leur origine virtuelle visqueuse h‖, par opposition
au choix effectué avec la topologie cartésienne pour laquelle les riblets ont été positionnés de sorte
à conserver la surface frontale et ainsi minimiser les efforts de pression. Ces positions relatives sont
représentées sur la figure 4.5.

Grâce à cette nouvelle topologie sans arrêtes vives aux extrémités amont et avales des riblets,
l’évolution cf (x) du frottement est beaucoup plus progressive. Il n’y a plus de “pic” de frottement
au début et à la fin de la zone de contrôle, mais une perturbation continue, nettement atténuée
par rapport au cas précédent comme le montre la figure 4.9. L’évolution du frottement dans les
régions de transition au début et à la fin de la zone de contrôle est elle aussi beaucoup plus progres-
sive. Avec cette topologie, on estime donc l’étendue de la zone de réduction de frottement établie
à x ' x0 + 10 δin ' x0 + 9 δ(x0) et x ' x1 − 2.5 δin ' x1 − δ(x1).

Dans la zone de réduction de frottement établie, les deux topologies conduisent au même frotte-
ment cf (Reθ). Ainsi, la géométrie au commencement des riblets et leur position verticale par rapport
à la paroi plane qui précède n’ont qu’une influence limitée à une zone transitoire. Passé cette zone,
plus aucun impact sur le frottement ne persiste. Dans la suite, on utilisera donc indifféremment les
résultats issus de l’une ou l’autre de ces deux topologies.

On constate une substantielle réduction entre le frottement sur la paroi lisse et celui sur les
riblets à la même position x. Ainsi, au début de la zone de contrôle, pour x/δin = 20 sur la
figure 4.11, le taux de réduction de frottement SFF est d’environ 11.2%. Cependant, à mesure que
l’on se déplace vers l’aval, le taux de réduction de frottement décroît et n’est plus que de 8.1% à la
position x/δin = 80.

Alternativement, lire le taux de réduction de traînée sur la figure 4.9 revient à comparer le
frottement sur la paroi lisse avec celui sur les riblets pris à des stations correspondant à un même
nombre de Reynolds Reθ. Ainsi, par opposition au taux de réduction de frottement à position x
fixée que l’on dénotera FRRx, le taux de réduction de frottement à nombre de Reynolds Reθ fixé,
noté FRRθ, n’évolue que très lentement — s’il évolue. Il est de 10.3± 0.4% sur l’ensemble de l’en-
tendue des riblets (zones de transition en amont et aval mises à part).

Ces résultats soulèvent de nombreuses questions. Jusqu’à quel point le taux de réduction de
frottement FRRx peut il décroître et est-il possible qu’il devienne négatif, c’est-à-dire qu’après
une zone de riblets suffisamment longue, le frottement à une station x soit plus élevé sur la paroi
contrôlée ? Peut-on prévoir le comportement du taux de réduction de traînée FRRθ : est-il constant
ou est-il censé décroître à mesure que Reθ augmente ? Comment expliquer la différence de valeur,
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Figure 4.12 – Distribution spatiale du frottement pariétal moyen τw,x à la surface des riblets pour
l’écoulement de Stokes longitudinal ( ) et pour un écoulement turbulent (Reθ = 1000, l).
Pour indication, le profil de coupe des riblets est également représenté ( ).

mais aussi de comportement, entre les taux de réduction de frottement suivant que l’on compare
des couches limites à la même station x ou de même épaisseur θ ? Qu’en est-il du comportement du
taux de réduction de frottement si l’on décide maintenant de garder un autre nombre de Reynolds
fixe, comme Reδ, Reδ∗ ou Reτ ? Y a-t-il un critère plus pertinent que les autres à garder fixé ? À
quel FRR? s’appliquent les résultats et les lois empiriques abordés dans la littérature et résumés
dans la section 2.2.1 ?

Certaines de ces questions trouveront naturellement leur réponse dans la suite de ce chapitre,
alors que d’autres seront spécialement traitées dans le chapitre 6 dédié. Un prérequis avant d’ap-
profondir sur les différences entre FFRx, FFRθ, FFRδ ou encore FRRτ , sera de s’intéresser, dans
la sous-section 4.4.3.2, aux évolutions avec x des différentes épaisseurs de couche limite. Aupara-
vant, regardons avec plus de détails de quelle manière est réparti le frottement sur la surface non
homogène des riblets.

Distribution du frottement pariétal sur la surface des riblets. On a déjà pu constater,
sur la figure 4.7, que le frottement instantané τw,x(x, z) à la surface des riblets était plus intense
au niveau des crêtes que dans le fond des vallées. Une fois moyennée en temps, la distribution du
frottement τw,x(z/s) est représentée sur la figure 4.12. On a également représenté sur la même
figure la distribution de frottement obtenue, au-dessus de la même géométrie de riblets, avec un
écoulement de Stokes, laminaire et infiniment visqueux. La figure obtenue est similaire à celle de
Peet & Sagaut [205], abordée dans la revue bibliographique à la figure 2.2.2.1, bien que l’abscisse soit
ici l’axe z et non l’abscisse curviligne l(z) parcourant la surface mouillée. Notamment, on retrouve
la très proche similarité entre la distribution de frottement pour l’écoulement turbulent et pour
l’écoulement de Stokes.

Le frottement pariétal moyen est proportionnel au gradient de u dans la direction localement
normale à la paroi, comme spécifié dans sa définition (1.28). Ainsi, dans le sillon des riblets, les
champs de vitesse u+ pour les écoulements turbulents et de Stokes possèdent les mêmes valeurs
pariétales (conditions d’adhérence de Dirichlet avec u+ = u+

Stokes = 0), mais également les mêmes
gradients à la paroi : ∂u+/∂n+ = ∂u+

Stokes/∂n
+. Devant une similarité si forte, on peut se demander

si les champs de vitesse u+ sous le niveau des crêtes dans les cas turbulents et visqueux-laminaire sont
assimilables l’un à l’autre — thèse défendue par García-Mayoral & Jiménez [94] — ou, à l’inverse,
s’il n’est pas pertinent de vouloir les comparer — thèse avancée par Chu & Karniadakis [46] en se
basant sur la non-nullité des tensions de Reynolds dans cette région.
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Figure 4.13 – Évolution du facteur de forme H en fonction du nombre de Reynolds Reθ pour
la configuration lisse ( l ) et celle avec riblets ( l◦ ). Les données issues des DNSs de Spa-
lart [251] (u) et de Schlatter & Örlü [238] (n) sont représentées. La zone grisée représente un écart
de ±3% par rapport à la corrélation empirique (1.64) de Nagib et al. [192] ( ).

4.4.3.2 Épaisseurs de couche limite

Dans le cas d’un écoulement turbulent pleinement développé de canal plan, l’épaisseur δ de la
couche limite est fixée par la demi-hauteur entre les deux parois. Dans le cas d’une couche limite
en développement spatial, comme le nom l’indique, l’épaisseur de couche limite δ évolue dans la
direction longitudinale. Il en est d’ailleurs de même pour les autres épaisseurs caractéristiques (θ,
δ∗, ...).

Comme précédemment pour le frottement pariétal, on se propose de vérifier la capacité de la
méthode numérique employée à prédire correctement l’évolution des différentes épaisseurs de la
couche limite. L’influence du contrôle sera ensuite étudiée.

Validation de la capacité d’évaluation de l’épaississement de la couche limite. L’évo-
lution avec x de l’épaisseur de quantité de mouvement θ est totalement dictée pour les ZPGTBLs
par le coefficient de frottement cf , comme en témoigne l’équation intégrale de quantité de mouve-
ment (4.2). Ainsi, la capacité précédemment démontrée à correctement prédire le frottement permet
d’assurer une évolution correcte de θ avec x.

L’évolution de δ∗ est alors implicitement caractérisée par celle du facteur de forme H = δ∗/θ,
représentée pour les simulations avec et sans riblets sur la figure 4.13 au côté de données issues de
DNSs de référence et de la loi empirique (1.64) de Nagib et al. [192]. Pour le cas de paroi lisse,
le comportement de H est dans l’écart de tolérance classique de 3% autour de la loi empirique et
prend des valeurs extrêmement proches de celles des DNSs de référence.

Enfin, l’évolution de δ peut être confrontée aux données de référence des DNSs utilisées précé-
demment. Les courbes δ+(Reθ) et Reδ(Reθ) obtenues pour la configuration de paroi lisse sont là
encore très proches des données DNSs (non montrées ici).

Caractérisation de l’influence des riblets sur l’épaississement de la couche limite. L’évo-
lution avec x des différents nombres de Reynolds déjà évoqués, à savoir Reτ , Reθ, Reδ∗ et Reδ, est
représentée sur la figure 4.14. Dans le cas non-contrôlé , tous les nombres de Reynolds n’évoluent
pas à la même vitesse. C’est le constat évident qui peut être fait en ce qui concerne Reθ et Reδ∗ en
remarquant que le facteur de forme H n’est pas une constante.
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Figure 4.14 – Évolution avec x de différents nombres de Reynolds, normalisés par leur valeur
en entrée de domaine, pour la configuration lisse ( ) et celle avec riblets ( ). Pour une
meilleure lisibilité, les courbes sont successivement surélevées de 0.5 les unes par rapport aux autres :
(l) Reτ/Reτ,in avec Reτ,in ' 235, (n) Reθ/Reθ,in + 0.5 avec Reθ,in ' 550, (s) Reδ∗/Reδ∗,in + 1
avec Reδ∗,in ' 830 et (u) Reδ/Reδ,in + 1.5 avec Reδ,in ' 4650.
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Ce que l’on constate de plus, c’est que les riblets produisent un ralentissement de l’épaississement
de la couche limite : quelque soit l’épaisseur choisie, son taux d’accroissement avec x est diminué.
Pour l’épaisseur de quantité de mouvement θ, le taux d’accroissement est directement relié au
frottement via la formule (4.2). Ainsi, le ralentissement de l’épaississement de θ est donné par la
réduction de traînée caractérisée précédemment.

Notons le comportement singulier de l’épaisseur de déplacement δ∗ qui, contrairement aux autres
grandeurs présentées, subit une nette discontinuité aux frontières amont et aval de la zone de contrôle
et devient (temporairement vu la tendance) plus importante que dans le cas non-contrôlé. Une
signification physique définitive, s’il en est une, reste à déterminer quant à ce comportement, bien
que l’on puisse déjà donner quelques éléments de réponse. Comme son nom l’indique, l’épaisseur
de déplacement caractérise la distance dont il faudrait déplacer la paroi pour qu’elle reproduise
l’effet de la couche limite sur le débit d’un écoulement d’Euler — c’est-à-dire non visqueux et donc
sans condition d’adhérence ni couche limite. Avec cette définition en tête, le sursaut de δ∗ sous
l’effet des riblets traduit une couche limite plus profondément affectée par la condition d’adhérence
qu’avec une paroi lisse. Un autre élément d’interprétation peut être donné en remarquant que la
discontinuité de δ∗ est liée à la discontinuité de H sur la figure 4.13. Le facteur de forme est une
mesure de la raideur du profil de vitesse moyenne dans la couche limite : un facteur de forme proche
de 1 implique une couche limite dans laquelle la vitesse moyenne est partout très proche de U∞ sauf
dans une sous-couche proche-paroi extrêmement fine. À cause du transport par la turbulence de
quantité de mouvement vers la paroi, les couches limites turbulentes ont un facteur de forme bien
plus faible que les couches limites laminaires. La présence des riblets conduit à une augmentation
du facteur de forme, traduisant un profil de vitesse moyenne moins raide et, en ce sens, plus proche
d’un profil laminaire.

4.4.4 Degré 2 : Champs aérodynamiques moyens

Parmi les champs aérodynamiques moyens, on s’intéressera aux champs de densité, de pression
et des trois composantes de la vitesse.

4.4.4.1 Champ de densité moyenne

Le champ de densité moyenne est quasi-uniforme. Sans dépendre des autres directions de l’espace,
il n’évolue que très faiblement avec y/δ entre sa valeur minimale à la paroi (ρw ' 1.217kg ·m−3) et
sa valeur maximale à l’extérieur de la couche limite (ρ∞ ' 1.225kg ·m−3), soit une plage inférieure
au pour cent de variation. Cette faible variation de densité est due au choix d’un écoulement
à faible nombre de Mach (M∞ = 0.2) et justifie l’hypothèse faite dans la suite de ce manuscrit
d’écoulement considéré comme incompressible. Le profil de ρ, affiché sur la figure 4.15, présente
une zone logarithmique qui n’est pas sans rappeler celle que l’on observe pour le champ de vitesse
moyenne longitudinale u d’une couche limite canonique. Aucune influence notable de la présence
des riblets n’est relevée, même entre les sillons.

4.4.4.2 Champ de pression moyenne

Le champ de pression moyenne ne dépend pas non plus de la position transverse z, même entre
les sillons des riblets lorsqu’il y en a. Dans la direction longitudinale, son évolution est modeste : à
l’extérieur de la couche limite, la pression n’est pas censée évoluer pour un écoulement de couche
limite en développement spatiale sans gradient de pression. Dans la pratique, les conditions aux
limites n’étant pas parfaites, on observe un faible gradient de pression favorable (c’est-à-dire que la
pression diminue vers l’aval) dont l’amplitude est caractérisée dans le tableau 4.7. Le profil dans la
direction normale du champ p est représenté sur la figure 4.15. Ce profil est caractéristique de ce que
l’on observe pour les ZPGTBLs. Là encore, la présence des riblets ne semble pas avoir d’influence
notable.
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w (en bleu)
pour la configuration lisse ( ) et celle avec riblets ( ) au nombre de Reynolds Reτ = 360.

4.4.4.3 Champs de vitesses moyennes

Pour la configuration de paroi lisse, la figure 4.16 démontre la capacité de la méthode numérique
à obtenir les profils canoniques de vitesses moyennes u(y) et v(y) à différents nombres de Reynolds.
La vitesse transverse moyenne w est quasiment nulle quant à elle (on observe des variations infé-
rieures à ±0.1%U∞ due la durée finie du signal moyenné).

Dans le cas de la configuration avec riblets, le champ des vitesses est influencé par la présence
des riblets, contrairement à ce que l’on a pu voir pour les champs de densité et de pression. Les
résultats énoncés lors de la revue bibliographique, section 2.2.2.2, sont retrouvés et confirmés ici.

Tout d’abord, les champs de vitesses moyennes deviennent bien tridimensionnels. Néanmoins,
les riblets étant tous identiques et régulièrement répartis, on peut mettre à profit cette périodicité et
moyenner les champs, non seulement temporellement, mais également spatialement sur la période s
entre deux crêtes successives. À cause de la condition d’adhérence, les champs de vitesse dépendent
de la position transverse vis-à-vis des crêtes et des vallées. Les profils moyens obtenus dans le
plan transverse sont présentés sur la figure 4.17. On y retrouve qualitativement les résultats de la
figure 2.11 obtenus par Choi et al. [37] avec des riblets de géométrie triangulaire. Notamment, la
vitesse u+ à y+ donnée est plus importante au-dessus des vallées qu’au-dessus des crêtes. De plus,
au travers de la paire de vortex quasi-longitudinaux contrarotatifs, de part et d’autre de la crête des
riblets, on distingue la présence de l’écoulement secondaire mentionné par Goldstein & Tuan [106].
Ces vortex induisent également, entre eux et la paroi, de la vorticité de signe opposé afin de satisfaire
la condition d’adhérence.

Comme on le verra dans le chapitre suivant, le champ de vitesse u+(y+, z+) est très similaire à
celui de l’écoulement de Stokes, et ce, jusqu’à quasiment une hauteur de riblets au-dessus des crêtes.
On invite le lecteur impatient à se référer à la figure 8 de l’article présenté dans le chapitre 5 pour
une illustration de cette similarité. À partir d’une hauteur de riblets au-dessus des crêtes, le champ
de vitesse moyenne redevient progressivement bidimensionnel : en notant ytip l’altitude des crêtes,
le champ u varie de moins de 1% dans la direction z pour y+ > y+

tip + h+ ' y+
tip + 8. Au-delà, le

profil de vitesse moyenne se différencie de la tendance linéaire de l’écoulement de Stokes sous l’effet
du brassage de quantité de mouvement vers la paroi par la turbulence.

Puisque, rapidement au-dessus des riblets, l’écoulement ne dépend plus de z, les champs sont
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celles négatives en traits discontinus et la ligne d’iso-valeur nulle n’est pas représentée.
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moyennés dans cette direction conformément à la formule (2.9). Les données à proximité immédiate
de la paroi sont malgré tout à interpréter avec précaution. Avant de tracer le profil moyenné u+(y+)
pour une station x donnée au côté de celui de l’écoulement de référence sur paroi lisse, l’origine
virtuelle de l’axe vertical y est à spécifier. Le choix qui est fait dans toute la suite de ce chapitre est
issu du travail de l’article [13] présenté au chapitre suivant. Sans donner de détails sur sa définition,
il s’agit d’une origine virtuelle basée sur l’identité de FIK et dont la position est caractérisée par son
altitude hα par rapport au niveau des vallées de riblets, que l’on trouve ici égale à h+

α ' 0.58h+ ' 4.5.
Si bien que la position des crêtes est donnée par l’ordonnée y+

tip = h+ − h+
α ' 3.5.

Le profil de vitesse moyenne, adimensionné en unité externe u/U∞(y/δ) et en unité de pa-
roi u+(y+), est présenté sur la figure 4.18. Les profils d’intensité turbulente qui y figurent seront
abordés dans la suite. Intéressons-nous tout d’abord aux profils adimensionnés en unité externe,
c’est-à-dire par U∞ et δ. Puisque la vitesse U∞ est constante et que le choix a été fait de comparer
les écoulements à un nombre de Reynolds Reδ = δU∞/ν fixé, l’adimensionnement est le même pour
les deux profils. Autrement dit, comparer ces deux écoulements adimensionnés en unité externe
revient à les comparer sans adimensionnement du tout. Sur le graphique, il s’avère que l’influence
des riblets semble être extrêmement limitée. La différence entre les deux profils de vitesse moyenne
est maximale aux alentours de y/δ ' 0.02 et de y/δ ' 0.1 et vaut alors à peine plus de ±2% de U+

∞.

Pour les profils adimensionnés en unité de paroi, c’est cette fois-ci le nombre de Reynolds Reτ
qui est considéré comme fixé, étant donné sa correspondance Reτ = δ+ avec l’adimensionnement
interne. On constate une différence nettement plus significative entre les deux profils ainsi adi-
mensionnés. En particulier, la vitesse d’écoulement libre U+

∞ diffère largement. Cette différence
était attendue puisque U+

∞ caractérise directement le frottement via l’identité U+
∞ =

√
2/cf . Il est

donc possible de déterminer l’écart ∆U+
∞ en se basant sur les valeurs respectives de cf pour les

deux écoulements, comme l’énonce la formule (2.8). Au nombre de Reynolds Reτ = 360, on mesure
ici cf,ref = 4.28× 10−3 et cf = 3.76× 10−3, ce qui correspond alors à FRRτ = 12.1% et ∆U+

∞ = 1.45.
Malgré cette différence de vitesse dans l’écoulement libre, si l’on traçait les profils déficitaires

(U+
∞ − u+)(y/δ) des deux écoulements, on constaterait néanmoins qu’ils se superposent parfaite-

ment dans la région de sillage. Ce résultat valide la théorie de Coles [51] suivant laquelle la loi de
sillage (1.46) n’est pas influencée par l’état de surface de la paroi et, en particulier, par la présence
de riblets. Dans la zone de recouvrement, la loi de sillage se poursuit par la loi logarithmique défi-
citaire (1.51) dont les coefficients κ et B restent identiques à ceux de la couche limite de référence.

La loi logarithmique (1.50) du profil classique u+(y+), contrairement à celle du profil défici-
taire, n’est pas vérifiée telle quelle par l’écoulement contrôlé. Comme cela a déjà été observé dans
la littérature, la loi logarithmique est surélevée par rapport celle de l’écoulement canonique. Son
coefficient directeur reste là encore donné par la constante de Von Kármán κ = 0.41, mais le coef-
ficient C est augmenté par rapport à la valeur de référence par un delta noté ∆C ou ∆u+. Il est
graphiquement évalué à 1.4 unité de paroi. La formule (2.14) permet de le calculer analytiquement
à partir des données de frottement. On obtient alors ∆C = ∆u+ = 1.46, une valeur très proche de
celle précédemment calculée pour ∆U+

∞.
Pour finir l’analyse des profils de vitesse moyenne, notons que la loi linéaire (1.48) u+ = y+ est

approchée à proximité de la paroi pour l’écoulement contrôlé, bien que les données prises en dessous
de y+ = y+

tip + h+ ' 11 doivent être traitées avec précaution puisque l’écoulement y est inhomogène
dans la direction transverse moyennée.

On a constaté que la présence des riblets conduisait à un décalage de la vitesse adimension-
née U+

∞ et de la loi logarithmique. Au nombre de Reynolds Reτ = 360, ce décalage commun a été
estimé à ∆U+

∞ ' ∆u+ ' 1.45. Son évolution avec le nombre de Reynolds Reτ est représentée sur
la figure 4.19. Son évolution est bruitée pour des raisons de convergence. En effet, bien que les
courbes U+

∞(Reθ) et U+
∞,ref(Reθ) soient relativement bien convergées, l’écart ∆U+

∞ entre elles est
non seulement faible, environ 5% de U+

∞,ref , mais cumule leurs deux erreurs de convergence.
Ces données semblent néanmoins attester d’une relative constance, si ce n’est d’une très lente
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décroissance de ∆U+
∞ avec le nombre de Reynolds Reτ , sur la plage de nombre de Reynolds étu-

diée. La décroissance — s’il en est une — pourrait alors être attribuée à la légère dérive de la
dimension s+(Reτ ) = s/lτ (Reτ ) des riblets. Quoi qu’il en soit, nos données ne permettent pas de
trancher définitivement quant à l’évolution de ∆U+

∞ sur une large étendue de nombres de Reynolds.
Les récentes études de García-Mayoral & Jiménez [94, 95], prônant une mise à l’échelle interne des
mécanismes propres aux riblets, appuient plutôt la thèse d’un comportement constant pour ∆U+

∞.

4.4.5 Degré 3 : Intensités fluctuantes

Après avoir observé les champs moyens, intéressons-nous maintenant à la mesure de la turbu-
lence, et plus particulièrement aux statistiques du second ordre que sont les tensions de Reynolds Rij
ou leur racine carrée, les intensités fluctuantes ui,rms =

√
Rii.

4.4.5.1 Champs des tensions de Reynolds

Tout comme les champs de vitesses moyennes ont été confrontés à des résultats issus de DNSs
de référence dans la sous-section précédente, la figure 4.20 permet de comparer les profils des ten-
sions de Reynolds non nulles pour une ZPGTBL canonique à différents nombres de Reynolds. Notre
méthode numérique permet de retrouver les profils de référence avec une excellente précision, légi-
timant sa capacité à traiter ce troisième degré d’analyse.

Pour ces champs comme pour ceux de vitesse moyenne, la présence des riblets rompt l’homo-
généité dans la direction z. Les coupes dans le plan transverse sont représentées pour chacune des
tensions de Reynolds sur la figure 4.21 où les champs sont adimensionnés en unité de paroi. Ces
iso-valeurs sont qualitativement en excellent accord avec celles de la figure 2.13 issue d’une DNS de
Goldstein & Tuan 106. Bien que leur simulation ait été réalisée avec des riblets de géométrie quasi-
triangulaire, et non pas trapézoïdale comme c’est ici le cas, on observe des niveaux similaires et les
mêmes tendances vis-à-vis de la position par rapport aux crêtes et aux vallées. Notamment, les fluc-
tuations normales v′ sont fortement contraintes à l’aplomb des vallées, alors que l’intensité urms des
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Figure 4.21 – Iso-valeurs dans le plan transverse (y+, z+) des champs fluctuants en unité de paroi.
En haut, de gauche à droite : intensités fluctuantes u+
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rms pour la configuration lisse
puis la configuration avec riblets par incréments de 0.5, 0.1 et 0.2uτ respectivement. En bas, de
gauche à droite : tensions croisées de Reynolds u′v′+, u′w′+ et v′w′+ pour la configuration lisse
(uniquement u′v′+) puis la configuration avec riblets par incréments de 0.1, 0.02 et 0.02uτ respecti-
vement. Les lignes d’iso-valeurs positives sont en traits pleins, celles d’iso-valeurs négatives en traits
discontinus, et la ligne d’iso-valeur nulle n’est pas représentée.



136Chapitre 4 : Établissement d’une méthode pour la simulation numérique de riblets rectilignes

fluctuations longitudinales y est plus importante qu’au-dessus des crêtes. À une altitude y+ donnée,
l’intensité u+

rms au-dessus des riblets est comparable à celle au-dessus d’une paroi lisse, alors que les
niveaux pour v+

rms, w+
rms et u′v′

+ sont plus affaiblis. Cependant, contrairement au cas de paroi lisse,
la présence des riblets permet l’apparition de tensions de Reynolds croisées u′w′ et v′w′. Le rôle
de u′w′ le long des parois quasi-verticales des riblets est alors identique à celui joué classiquement
par u′v′ sur les parois lisses canoniques : il transporte de la quantité de mouvement longitudinale
vers la paroi et contribue ainsi à augmenter le frottement. Néanmoins, les niveaux relevés pour u′w′
restent extrêmement faibles.

Le caractère tridimensionnel des champs fluctuants est, comme pour les champs moyens, limité à
la région très proche paroi. Au-delà, les champs ne dépendent que marginalement de z. On s’intéresse
alors aux profils de ces champs moyennés dans la direction z, représentés sur la figure 4.18.

Lorsque l’on opte pour un adimensionnement en unité externe, on constate une baisse sensible
de l’ensemble des niveaux fluctuants sur la quasi-totalité de la couche limite. Quantitativement,
pour y/δ > 0.1, les profils ui,rms/U∞ enregistrent une baisse d’environ 5−6% par rapport à ceux de
la couche limite canonique prise au même nombre de Reynolds Reδ. Ces résultats sont en accord avec
ceux qui figurent dans la revue bibliographique et en particulier la figure 2.14. La position yurms,max/δ
du maximum d’intensité fluctuante longitudinale urms est quant à elle légèrement surélevée, bien que
ce constat ne soit pas absolu, puisqu’il dépend directement du choix de positionnement de l’origine
de l’axe y au-dessus de la paroi recouverte de riblets.

L’adimensionnement en unité de paroi permet une bien meilleure superposition des courbes des
configurations avec et sans riblets au-delà de y+ ' 15− 20. Entre autres, les maxima d’intensité
pour les profils de v+

rms, w+
rms et u′v′

+ sont quasiment conservés, seul u+
rms,max subit une légère baisse

et plafonne 2.1% en dessous de la valeur de la configuration lisse. Dans la partie la plus proche
paroi, tous les profils sont affectés par la présence des riblets et leurs intensités y sont globalement
inférieures à celles du cas canonique. Seul v+

rms puis u+
rms sont plus intenses en présence de riblets

lorsque l’on s’approche suffisamment de la paroi.

4.4.5.2 Contrainte de cisaillement total

Parmi les tensions de Reynolds, la contrainte de cisaillement de Reynolds Rxy = u′v′ joue un
rôle particulier comme en témoigne sa présence dans l’équation de couche limite (1.45) au travers du
terme de cisaillement total σxy = τxy −Rxy. Ainsi, cette contrainte turbulente joue un rôle similaire
à celui de la viscosité : il diffuse, transporte, de la quantité de mouvement longitudinale dans la
direction normale à la paroi, contribuant de ce fait à augmenter le cisaillement pariétal.

La figure 4.22 représente le profil de chacune de ces contraintes de cisaillement R+
xy, τ+

xy et σ+
xy,

en unité de paroi, pour la configuration lisse et celle avec riblets. Les données de DNS de Schlatter &
Örlü [238] sont également représentées en guise de référence et s’avèrent être en excellent accord avec
celles obtenues pour la configuration lisse. La somme des contraintes de cisaillement visqueuse τ+

xy

et turbulente R+
xy conduit au cisaillement total σ+

xy. Il décroît de la paroi, où il atteint sa valeur
maximale σ+

xy = 1 due à l’adimensionnement interne, jusqu’à l’extérieur de la couche limite, où il
s’annule.

En présence de riblets, le même comportement est observé, mis à part dans la région parié-
tale y+ . 3.5 = y+

tip. Cette région correspond à l’écoulement dans les sillons des riblets. La moyenne
spatiale (dans la direction transverse) du cisaillement total σ+

xy(y < y+
tip) y est inférieure à 1. Le

déficit de contrainte de cisaillement est pris en compte par la paroi des riblets. Au-delà de l’alti-
tude des crêtes, le cisaillement total suit le même profil que pour une paroi lisse. Cependant, une
part plus importante de ce cisaillement est constitué de cisaillement visqueux et, naturellement, le
cisaillement turbulent y joue un rôle moindre.

L’observation de ces profils peut laisser l’impression que les courbes relatives au cas avec riblets
sont juste décalées dans leur abscisse par un écart ∆y+, de l’ordre de l’unité, par rapport au
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Figure 4.22 – Profils des contraintes de cisaillement visqueux τ+
xy (en orange), turbulent −R+

xy (en
vert), et total σ+

xy (en noir), adimensionnés en unité de paroi pour la configuration lisse ( ) et
celle avec riblets ( ) au nombre de Reynolds Reτ = 360. Les données issues de la simulation
DNS de Schlatter & Örlü [238] sont également représentées ( ).

cas canonique — l’abscisse étant logarithmique, les courbes ainsi décalées seraient graphiquement
translatées plus fortement pour les faibles valeurs de y+. Un retour à la figure 4.18 permet de
faire le même constat pour l’ensemble des tensions de Reynolds. Peut-être que la baisse d’intensité
constatée dans la région y+ . 15− 20 était uniquement due à un décalage de l’axe vertical y ?
L’origine virtuelle choisie serait-elle mal choisie ? Sa position hα au-dessus des vallées a juste été
précisée au début de cette section sans qu’aucune justification ne soit donnée. C’est bien ce constat
de translation entre les profils canoniques et ceux relatifs aux riblets qui a motivé en réalité la
définition d’une telle origine virtuelle. Ce point fera l’objet du chapitre suivant où la cohérence de
cette définition sera appuyée par des arguments physiques.

4.4.6 Degré 4 : Densité spectrale de puissance

La densité spectrale de puissance, ou PSD pour power spectral density, d’un signal u(t) caractérise
la répartition de la puissance du signal suivant les fréquences f . Ainsi, la densité spectrale de
puissance Suu(f) est reliée à la puissance totale du signal u2 par

u2 =
∫ ∞

0
Suu(f) df =

∫ ∞
0

f Suu(f) d(ln f) . (4.3)

Une estimation de la PSD peut être faite grâce à un périodogramme, c’est-à-dire par

Suu(f) = lim
T→∞

1
T
E
[
|ûT (f)|2

] ?' 1
T
|ûT (f)|2 , (4.4)

où E est l’opérateur d’espérance et ûT (f) la transformée de Fourier du signal u(t) de durée T finie.
Cependant, cette estimation est inconsistante : son biais ne tend pas vers zéro pour un signal de du-
rée T finie, aussi grande soit-elle. La méthode de Welch [284] consiste à réduire ce biais en découpant
le signal en segments et en faisant la moyenne des périodogrammes réalisés sur chacun de ces seg-
ments. Ainsi, plutôt que de réaliser un seul périodogramme sur le signal total, on en réalise plusieurs
sur des signaux de durée Ts raccourcie. Autrement dit, on réduit le biais aux dépens de la résolution
en fréquence. Lors de la découpe nette du signal d’origine en segment, des hautes fréquences sont
introduites et risquent de polluer l’analyse fréquentielle. La solution consiste à multiplier chaque si-
gnal segmenté par une fonction d’amortissement w(t), amenant progressivement à zéro les bords du
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Figure 4.23 – Densités spectrales de puissance Su′iu′i(f) pré-multipliées par la fréquence f pour
la configuration lisse ( ) et celle avec riblets ( ) au nombre de Reynolds Reθ = 1000
à l’altitude où l’énergie cinétique turbulente k est maximale : (en noir) Su′u′ , (en rouge) Sv′v′
et (en bleu) Sw′w′ . Les PSDs ont été moyennées spatialement dans la direction transverse z, à
l’exception des courbes grises qui correspondent aux densités spectrales Su′u′(f) obtenues pour
chaque position z du domaine à paroi lisse.

signal. C’est ce que l’on appelle le fenêtrage. On utilisera dans notre cas des fenêtres de Hamming,
c’est-à-dire que la fonction d’amortissement est définie par w(t) = 0.54− 0.46 cos

(
2πt
Ts

)
. Davantage

de détails sont fournis dans le cours de Sagaut et al. [232].

L’énergie cinétique turbulente est donnée par k = 1
2Rii = 1

2
(
u2

rms + v2
rms + w2

rms
)
. Après avoir

caractérisé, sur la figure 4.18, la répartition de k suivant les différentes composantes ui,rms et sui-
vant la localisation y dans la couche limite, la question du contenu fréquentiel (spatial et temporel)
se pose alors. En particulier, deux questions seront abordées ici. Tout d’abord, la discrétisation
de la simulation numérique permet-elle de résoudre toutes les fréquences énergétiques ? Ensuite,
la présence de riblets a-t-elle une influence sur la répartition de l’énergie cinétique turbulente aux
différentes fréquences ?

Le pas de temps du calcul est égal à ∆tLES = 10−7 s et les extractions de données sont faites
toutes les cinq pas de temps. Avec cet échantillonnage, la fréquence la plus élevée qu’il est possible
d’étudier est donc fcut = 1

2
1

5 ∆tLES = 106 Hz, où le facteur 1
2 correspond au facteur d’échantillonnage

de Nyquist. La durée du signal que l’on a ici considéré pour cette première étude spectrale est limitée
à T = 2 ms.

La figure 4.23 montre les densités spectrales de puissance Su′iu′i(f) pour les différentes intensités
fluctuantes u′iu′i à l’altitude où l’énergie cinétique k est maximale, c’est-à-dire y+ ' 15 pour la confi-
guration lisse. À partir de fmax ' 4× 105 Hz, soit f+

max ' 0.6, les densités de puissance atteignent un
plateau à une valeur négligeable devant celle de leur maximum. Ainsi, on s’assure que plus aucune
énergie n’est présente à la coupure : le pas de temps du calcul, ∆tLES = 10−7 s, permet de prendre
largement en compte l’ensemble des échelles temporelles énergétiques de la turbulence.
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Figure 4.24 – Densités spectrales de puissance Su′iu′i(1/λz) pré-multipliées par la fréquence spa-
tiale 1/λz pour la configuration lisse ( ) et celle avec riblets ( ) au nombre de Rey-
nolds Reθ = 1000 à l’altitude où l’énergie cinétique turbulente k est maximale : (en noir) Su′u′ , (en
rouge) Sv′v′ et (en bleu) Sw′w′ .

Une analyse similaire pourrait être entreprise, non plus temporellement, mais spatialement dans
la direction longitudinale x afin d’établir la répartition de l’énergie turbulente suivant les différentes
longueurs d’onde λx. Cependant, cette direction n’est pas homogène en raison du développement
spatial de la couche limite, interdisant une telle analyse. Une alternative est d’identifier le temps et
la direction x de l’espace grâce à l’hypothèse de turbulence gelée de Taylor. Pour y+ ' 15, la vitesse
de convection peut être estimée d’après (1.65) à u+

conv ' 10. On peut alors déduire que la plus pe-
tite longueur d’onde longitudinale énergétique est de l’ordre de λ+

x,min = u+
conv/f

+
max ' 10/0.6 ' 20.

Plusieurs mailles par longueur d’onde étant nécessaires pour discrétiser un signal, la dimension des
mailles ∆x+ ' 22 ne permet pas de décrire les longueurs d’onde énergétiques les plus courtes. Cela
était prévisible pour une simulation de type LES et justifie l’emploi d’un modèle de viscosité sous-
maille. La discrétisation ∆x+ étant néanmoins de l’ordre de λ+

x,min, la grande majorité de l’énergie
est directement simulée.

La direction transverse z est non seulement homogène, mais également périodique. Pour obser-
ver la distribution spectrale de l’énergie suivant les longueurs d’onde λz, une simple décomposition
de Fourier peut donc se substituer à la méthode de Welch. La figure 4.24 représente les résultats de
cette analyse. Là encore, on constate qu’une quantité négligeable d’énergie persiste à la longueur
d’onde de coupure, c’est-à-dire au double de la dimension des mailles ∆z = 4.99× 10−6 m = 1.02 lτ .
Des mailles jusqu’à trois fois plus larges auraient été suffisantes pour discrétiser l’ensemble des
échelles énergétiques — mais pas pour décrire géométriquement les riblets recouvrant la paroi. La
plus grande longueur d’onde prise en compte par le calcul correspond à la largeur du domaine pé-
riodique Lz = 5.75 × 10−3 m. La figure nous confirme que l’énergie contenue dans des structures
de cette envergure, bien que non négligeable, est 10 à 20 fois inférieure à celle contenue à l’échelle
la plus énergétique. L’observation des corrélations spatiales dans la sous-section suivante permettra
de s’assurer que le domaine est suffisamment large pour que les structures turbulentes ne soient pas
contraintes par la dimension finie du domaine.
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Les résultats des analyses spectrales temporelle et spatiale des figures 4.23 et 4.24 indiquent
que les riblets ne changent pas fondamentalement ce qui a été établi dans le cas d’une paroi plane
canonique. À l’altitude y = argmax(k), l’influence des riblets sur la répartition spectrale de l’énergie
cinétique turbulente est très limitée. La même analyse spectrale peut être conduite à d’autres
altitudes. C’est ce qui sera fait dans la section 5.3.2 du chapitre suivant, où la densité spectrale
de puissance S+

u′u′(1/λx) de u′u′+ sera représentée pour les altitudes y+ allant de la paroi jusqu’à
l’extérieur de la couche limite. On reporte à plus tard cette analyse afin de pouvoir la conduire à la
lumière des résultats qui seront préalablement exposés dans la section 5.1.

4.4.7 Degré 5 : Corrélations spatiales et temporelles

Contrairement à la densité spectrale de puissance dans la sous-section précédente, on s’intéresse
ici à des grandeurs basées sur la comparaison entre des signaux pris à deux endroits ou instants
différents. Il s’agira de déterminer si les fluctuations en un point peuvent être statistiquement reliées
à celles en un autre point ou un autre instant. Cette analyse permettra d’établir l’étendue, spatiale
ou temporelle, des fluctuations cohérentes et donc d’en déduire leurs dimensions caractéristiques.

On définit le coefficient de corrélation normalisé entre deux signaux u(x, t) et v(x, t) par

Cuv(ξ, τ) = E
[
ucr(x, t) vcr(x+ ξ, t+ τ)

]
où ucr(x, t) =

u(x, t)− E[u]√
V
[
u
] , (4.5)

où les opérateurs E et V menant aux signaux centrés-réduits ucr et vcr sont l’espérance et la variance.
Le coefficient de corrélation est compris entre les valeurs ±1, qui sont atteintes si et seulement si
les signaux continus u et v sont proportionnels entre eux. Lorsque Cuv = +1, les signaux sont dits
corrélés. En pratique, la condition Cuv > 0.8 est considérée comme suffisante. Lorsque Cuv < −0.8,
les signaux sont dits anti-corrélés. Enfin, deux signaux indépendants l’un de l’autre auront un co-
efficient de corrélation égal à zéro. Le lecteur intéressé peut se référer au cours de Sagaut et al. [232]
pour plus de détails et d’exemples d’application.

Le coefficient d’autocorrélation deux-points/un-temps des signaux u′i est représenté en fonction
du décalage spatial dans la direction transverse ξz sur la figure 4.25. Ces données sont prises à
l’extrémité haute de la zone inertielle, à l’altitude y = 0.1 δ. On observe que le coefficient pour
chacune des composantes u′i chute à zéro avant que le décalage spatial n’atteigne la moitié de la
période Lz = 5.75mm. On s’assure ainsi que Lz est suffisamment large pour que les mouvements
cohérents ne soient pas contraints par la finitude du domaine de calcul.

L’envergure caractéristique des mouvements cohérents peut également être mesurée grâce aux
corrélations deux-points/un-temps. Pour cela, la figure 4.26 représente une analyse comparable à
la précédente pour des signaux pris à l’altitude y = argmax(k) où l’énergie cinétique turbulente est
maximale. Le coefficient de corrélation pour les fluctuations longitudinales u′ caractérise les streaks,
lents et rapides. On mesure sur la courbe la demi-envergure rz,u′ = 0.2 mm ' 39 lτ avant que le
coefficient ne s’annule. Cette envergure est cohérente avec la largeur caractéristique λ+

z = 80− 100
des streaks précisée dans la revue bibliographie à la sous-section 1.4.1. Les coefficients d’autocor-
rélation des fluctuations v′ et w′ caractérisent la présence des tourbillons quasi-longitudinaux. La
demi-envergure correspondante aux fluctuations normales, rz,v′ = 0.1 mm ' 21 lτ , est cohérente avec
le diamètre caractéristique des TQLs de la littérature, compris entre 10 et 50 unités de paroi.

La présence des riblets n’influe pas significativement les coefficients de corrélation avant leur
première annulation. Néanmoins, les coefficients Cu′u′ et Cw′w′ sont nettement renforcés pour les
décalages ξz ' 0.2−0.55 mm ' 40−110 lτ pour lesquels les signaux sont anti-corrélés. Le coefficient
de corrélation Cv′v′ est quant à lui négligemment affecté par les riblets. On peut interpréter ces
comportements par la capacité des riblets à ordonner les différents mouvements cohérents. Ainsi, la
taille de ces structures, caractérisée par le premier décalage ξz qui annule le coefficient de corrélation,
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Figure 4.25 – Coefficient de corrélation Cu′iu
′
i
en fonction du décalage spatial ξz pour la confi-

guration lisse ( ) et celle avec riblets ( ) au nombre de Reynolds Reθ = 1000 à l’alti-
tude y = 0.1 δ : (en noir) Cu′u′ , (en rouge) Cv′v′ et (en bleu) Cw′w′ .
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Figure 4.26 – Coefficient de corrélation Cu′iu′i en fonction du décalage spatial ξz pour la configura-
tion lisse ( ) et celle avec riblets ( ) au nombre de Reynolds Reθ = 1000 à l’altitude où
l’énergie cinétique turbulente k est maximale : (en noir) Cu′u′ , (en rouge) Cv′v′ et (en bleu) Cw′w′ .
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Figure 4.27 – Termes (à gauche) et termes pré-multipliés par y+ (à droite) du bilan d’énergie
cinétique turbulente (1.22) en unité de paroi au nombre de Reynolds Reθ = 1000 pour la configu-
ration lisse ( ) et celle avec riblets ( ). Les données des simulations DNS de Schlatter &
Örlü [238] ( ) sont également représentées. Les termes sont respectivement : convection (rose),
production (transfert de K vers k) (bleu), dissipation (rouge), diffusion visqueuse (orange), diffusion
turbulente (vert), diffusion par la pression (violet). La dissipation totale est obtenue en sommant
la dissipation résolue, représentée en gris, et les dissipations sous-maille et numérique (calculées
comme terme résiduel du bilan).

n’est pas modifiée, mais leur positionnement les unes par rapport aux autres est stabilisé, comme
en témoigne l’amplification de l’anti-corrélation entre les structures voisines.

4.4.8 Degré 6 : Bilans énergétiques

En tout point de l’écoulement stationnaire, la production, la dissipation et le transport d’énergie
cinétique turbulente k sont en équilibre et vérifient l’équation (1.22). Les profils pour chacun de ces
termes sont représentés sur la figure 4.27. Les résultats pour la configuration de paroi lisse sont très
similaires à ceux de la simulation DNS de référence de Schlatter & Örlü [238] à même nombre de
Reynolds Reθ = 1000, quelque soit la hauteur dans la couche limite.

Suivant la procédure utilisée par Eitel et al. [78] comme cela a été précisé dans la section 1.3.3,
le terme résiduel du bilan est attribué à la dissipation numérique et sous-maille. Ce terme est
donc ajouté à la dissipation dite résolue, calculée selon sa définition dans la formule (1.22), pour
constituer la dissipation dite totale. On peut néanmoins questionner la légitimité physique de cette
procédure : en effet, comment justifier que le résidu du bilan (autrement dit, tout ce qui manque,
suite aux diverses approximations numériques lors du calcul et du post-traitement, pour que le bilan
soit à l’équilibre) puisse être attribué tel quel à la dissipation de l’énergie turbulente ? En absence de
justification rigoureuse, force est de constater que cette hypothèse permet d’atteindre parfaitement
les niveaux de référence pour la dissipation.

En présence de riblets, les termes du bilan sur la figure de gauche de 4.27 sont d’amplitudes très
similaires à ceux du cas canonique. Comme précédemment pour les profils de vitesse moyenne, d’in-
tensités fluctuantes et de contraintes de cisaillement, les courbes relatives aux riblets semblent être
obtenues en translatant les courbes canoniques selon l’axe y+. Les profils pré-multipliés par y+ sont
par contre d’amplitude plus importante dans la sous-couche visqueuse, c’est-à-dire pour y+ . 30.
Là encore, un choix d’origine virtuelle translatée pour l’axe y permettrait peut-être de retrouver les
niveaux canoniques pour les termes pré-multipliés par y+. On reporte à la section 5.3 du prochain
chapitre l’étude plus complète du bilan de k pour les écoulements turbulents au-dessus d’une paroi
recouverte de riblets.
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L’observation des bilans permet ainsi de clôturer la validation de la méthode numérique.

Conclusion du chapitre
Dans ce chapitre, le cas d’étude, c’est-à-dire les conditions d’écoulement et la géométrie

des riblets, a tout d’abord été défini à la section 4.1. Ensuite, les choix quant à la méthode
numérique ont été précisé dans la section 4.2, en passant en revue ceux relatifs à la discrétisa-
tion spatiale, aux conditions aux limites, aux schémas numériques et aux modèles de viscosité
sous-maille.

La méthode de génération du maillage a été développée dans la section 4.3. En particulier,
les avantages et inconvénients de deux topologies de maillage y sont exposés. La première, la
topologie dite cartésienne, présente une excellente qualité de mailles (en termes d’orthogonalité,
de symétrie et de régularité), mais conduit à une singularité géométrique aux extrémités amont
et avale des riblets. La seconde topologie, dite déformée, permet une transition progressive entre
les riblets et la paroi plane, mais contient des mailles grandement déformées dans les zones de
paroi lisse. Néanmoins, la qualité du maillage dans la zone d’intérêt, c’est-à-dire dans la zone
de riblets, demeure préservée.

Pour différents degrés de validation, allant de la simple observation qualitative aux analyses
spectrales et aux bilans d’énergie, les propriétés des champs calculés ont été comparées aux
résultats de référence de la littérature dans la section 4.4. Ainsi, la configuration de plaque
plane, pour laquelle de nombreuses données expérimentales et numériques sont disponibles, a
démontré la capacité de la méthode numérique à reproduire fidèlement les mécanismes turbu-
lents à toutes les échelles pertinentes pour notre étude. De plus, la simulation de l’écoulement
turbulent au-dessus de riblets mène à des résultats sensés. Ils se comparent très bien à ceux de
la littérature quand ces derniers existent pour des conditions d’écoulement et une géométrie de
riblets similaires.

Ainsi assuré de la pertinence des résultats de la méthode numérique, il sera possible d’entre-
prendre une véritable analyse de l’écoulement. Dans le chapitre 5 qui suit, le concept d’origine
virtuelle qui a brièvement été abordé dans ce chapitre sera présenter et étudier plus en détails.
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Chapitre 5

Définition d’une origine virtuelle adaptée à
l’analyse de l’écoulement contrôlé
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5.1 Introduction

Lorsque l’on étudie un écoulement bordé par une paroi plane, la définition d’un repère est aisée.
La direction normale à la paroi permet de définir sans ambiguïté l’axe vertical ey, dont on peut
placer l’origine sur la surface, de sorte que celle-ci soit implicitement définie par yw = 0. La direc-
tion générale de l’écoulement libre U∞ permet ensuite de définir ce que l’on appellera la direction
longitudinale ex. Enfin, la direction transverse ez complète la base ortho-normale (ex, ey, ez).
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Dans le cas d’une paroi plus complexe, qu’elle soit courbe et/ou rugueuse, la définition d’un
repère n’est plus aussi simple. Pour une surface courbe mais lisse, comme la surface d’un profil
d’aile par exemple, on peut alors avoir recours à un repère local pour l’étude de la couche limite à
une corde donnée xc. On utilise alors la direction localement normale à la paroi ey(xc) et on peut
placer l’origine y = 0 au niveau de la paroi comme précédemment.

Dans le cas d’une paroi rugueuse (ou couverte de riblets), l’utilisation d’un repère local n’a pas
véritablement de sens si les éléments rugueux sont bien plus petits que les phénomènes que l’on
observe. La définition d’une base (ex, ey, ez) globale peut se faire classiquement via la direction
de l’écoulement libre et la normale globale à la surface plane rugueuse. Le problème qui se pose
concerne alors la définition de l’origine y = 0. Doit-elle être positionnée au fond des rugosités, c’est-
à-dire au fond des vallées dans le cas de riblets ? Ou doit-elle, à l’inverse, être définie au niveau des
crêtes ? Est-il plus pertinent de la placer à mi-distance ? Toutes les propositions précédentes sont
purement géométriques, ne faut-il pas préférablement utiliser un critère basé sur des considérations
physiques ? Notamment, qu’en est-il de l’origine virtuelle de Bechert & Bartenwerfer [15], définie
dans la sous-section 2.2.3.1, qui est basée sur l’écoulement de Stokes ?

Alors que de nombreux choix sont possibles, la détermination de l’origine virtuelle la plus per-
tinente nécessite au préalable d’en définir l’usage : à quoi une origine virtuelle pertinente doit-elle
être pertinente ? Pour reprendre la définition de Bechert et al. [16], l’origine virtuelle est la position
particulière à laquelle la couche limite “voit” une paroi plane équivalente. Ainsi, pour l’étude de
couches limites turbulentes, l’objectif que l’on se fixe est de fournir une origine permettant une com-
paraison légitime entre l’écoulement de surface rugueuse et l’écoulement canonique de paroi lisse. Le
choix de l’origine a une grande influence sur les conclusions que l’on peut tirer d’une comparaison
des écoulements. Pour illustrer ce point, plaçons-nous le temps d’une expérience de pensée dans la
situation d’un écoulement de paroi lisse pour lequel l’origine de l’axe y serait surélevée de sa posi-
tion habituelle à la paroi pour être placée un peu plus haut dans l’écoulement. Ce choix arbitraire
d’origine aurait pour effet de translater vers la gauche le profil de vitesse moyenne u+(y+) de la
figure 4.16, menant ainsi à la conclusion que la vitesse moyenne au-dessus de cette nouvelle surface
est plus importante que dans le cas canonique. Le choix inverse d’une origine de l’axe y placée sous
la paroi conduirait à la conclusion opposée — mais tout autant détachée de la réalité physique —
que l’écoulement est ralenti par cette paroi plane particulière.

L’article qui suit, publié dans la revue Flow, Turbulence and Combustion [13], tente d’apporter
une réponse à la question de la position de l’origine virtuelle. Une analyse du frottement sur une paroi
recouverte de riblets est tout d’abord réalisée. En particulier, la décomposition FIK du frottement
qui a été présentée dans la revue bibliographique à la sous-section 1.5.2 permettrait d’aller plus
loin dans la compréhension de l’effet des riblets sur le frottement. Cependant, la décomposition
originelle de Fukagata et al. [85] ne s’applique directement que dans le cas d’une paroi lisse. Une
étape préalable est alors d’établir une nouvelle formulation, cohérente avec la formulation originale
et permettant l’étude de paroi complexe. La formulation obtenue est précisée dans l’article qui suit
et sa dérivation complète est détaillée dans l’annexe A dédiée.

Un critère quant au positionnement de l’origine virtuelle découle naturellement de la décompo-
sition FIK étendue au cas des surfaces complexes. L’origine virtuelle ainsi obtenue, dont la position
sera repérée grâce à sa distance hα au-dessus du niveau des vallées de riblets, permettra de mettre en
évidence des propriétés majeures de l’écoulement au-dessus de riblets. Cela donnera simultanément
toute la légitimité à ce choix d’origine virtuelle et un nouveau point de vue quant à l’influence des
riblets sur la turbulence pariétale.

Une discussion complémentaire sera alors entreprise dans la section 5.3. Complétés par de nou-
velles analyses, les résultats déjà présentés dans le chapitre 4 précédent seront abordés de nouveau
à la lumière de ce qui aura été établi dans l’article.
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Abstract Large Eddy Simulations of zero-pressure-gradient turbulent boundary layers over
riblets have been conducted. All along the controlled domain, riblets maintain a significant
11 % drag reduction with respect to the flat plate at the same Reτ (from 250 to 450). To
compare the flows above riblets and a reference smooth wall, an appropriate vertical shift
between the two surfaces is required. In the present study, the “vertical origin” is set using
the identity of Fukagata, Iwamoto and Kasagi (FIK) in Phys. Fluids, vol. 14, 2002, L73.
This identity, which provides a physically meaningful decomposition of the skin friction,
has been extended to complex wall surfaces and constitutes the basis for the derivation of
a new virtual origin. Using this FIK-based origin, it is shown that the complex interactions
between the riblets and the near-wall turbulent structures can be taken into account by a
simple shift of the two axes of the mean and turbulent velocity profiles. The appropriate
upward shift �u+, typical for drag reduction, is directly dependent on the skin friction on
the riblets and on the reference smooth plate at the same Reτ .

Keywords Riblets · Skin-friction decomposition · Virtual origin ·
Large-Eddy-Simulation · Spatially developing boundary layer

1 Introduction

Making grooves on a surface increases its wetted area and, counter-intuitively, may reduce
drag for turbulent flows [1]. For the last three decades, those so-called “riblets” have
remained under active consideration. They have been studied through experiments [2, 3],
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2 Aix-Marseille Université, CNRS, Centrale Marseille, M2P2 UMR 7340, 13451 Marseille, France



148 Chapitre 5 : Définition d’une origine virtuelle adaptée à l’analyse de l’écoulement contrôlé

352 Flow Turbulence Combust (2015) 95:351–376

numerical simulations [4, 5] and also flight testings [6]. With a technologically-feasible
design, 8.2 % drag reduction was achieved by Bechert et al. [3] in their oil channel facility.

Riblets are quasi-immersed in the viscous sublayer [5] in which the viscous diffusion is
predominant. Based on this observation, Bechert and Bartenwerfer [7] have computed ana-
lytically the viscous Stokes flow velocity-profile above a riblet-covered wall. It converges
asymptotically to the same far-field solution as the smooth wall Stokes flow, providing the
appropriate relative location of the ribbed and flat walls. For a given riblet geometry, one can
compute analytically this appropriate relative location, called “virtual origin” h. Two ori-
gins h‖ and h⊥ can be defined, respectively for riblets aligned with the stream direction (see
Fig. 8 for illustration) and for riblets aligned in the cross-flow direction. Later in this paper,
the notion of “virtual origin” h will be extended as the particular elevation where the bound-
ary layer ‘sees’ an equivalent wall, not only for a viscous Stokes flow, but also for a turbulent
one. Luchini et al. [8] defined the “protrusion height” as the difference: �h = h⊥ − h‖ and
described it as a measure of ‘how much the corrugated wall impedes the cross-flow more
than it does the longitudinal flow’. They established a link between �h and the riblet design
performance: an important protrusion height results in an upward deflection of the cross-
flow motions, causing streamwise vortices and streaks to be displaced away from the wall
[5] and shear to be reduced nearby the wall.

Other authors interpret the drag reduction achieved by riblets as a roughness effect [9].
In general, roughness elements modify the near-wall cycle of the turbulence regeneration
process, which tends to decrease the wall friction, but they also generate an extra form drag
which results in a total drag increase. Riblets are particular roughness elements in the sense
that they are able to weaken the viscous regeneration cycle without generating additional
form drag. When the riblets become too big however, the surface exhibits a fully rough
behavior: the near-wall cycle is destroyed [9] and drag increases.

By impeding locally the flow with near-wall elements (such as riblets, wires or fins),
Golstein and Tuan [10] have investigated the role of the induced secondary cross-flows.
They have observed that damping the cross-flow fluctuations with widely spaced elements
generates secondary streamwise rollers which have detrimental effect on drag.

Garcı́a-Mayoral and Jiménez [11] gathered in one those previously proposed theories
[8–10], identifying several regimes. At low Reynolds number based on riblet height, drag-
reduction is well-characterized by the viscous protrusion height �h. When the Reynolds
number or the riblet size increases, a break-down mechanism, due to the apparition of
spanwise rollers induced by Kelvin-Helmotz instabilities, cancels out the beneficial viscous
effect. At even higher Reynolds number, riblets finally increase drag and can be considered
as k-roughness elements. In their analysis, Garcı́a-Mayoral and Jiménez have provided a
scaling law for designing riblets within the appropriate regime.

The latter authors also compared direct numerical simulations (DNSs) of channel flow
performed at Reτ = 180 and Reτ = 550, where Reτ is the friction Reynolds number,
based on the boundary layer thickness (or channel half-height) δ and the friction velocity
uτ = √

τw/ρ with ρ and τw the density and the wall shear stress. They established that the
riblet-induced spanwise rollers, which are responsible for the drag-reducing break-down,
scale in viscous units [12]. This result is consistent with the assumption that the riblet effect
is limited to the viscous and buffer layers [13]. Hence, the turbulent mechanisms acting
in the above layers are not supposed to be disrupted and the ‘universal’ laws for turbulent
boundary layers—namely, the logarithmic law of the wall and the mean velocity defect law
of the wake [14]—are expected to be retrieved.
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Those two laws have already been extensively employed to evaluate the wall friction over
riblets in experimental studies. Assuming the validity of the law of the wall, the Clauser’s
method consists in determining the friction coefficient leading to the best fit of the mean
velocity profile with the theoretical logarithmic curve. However, the application of this
method for flows over a rough wall is not straightforward because the location of the ordi-
nate origin is not unambiguously defined. In the canonical case of a smooth surface, the
wall-normal ordinate y is set to zero at the wall location. With rough surfaces, the appropri-
ate axis origin, the previously mentioned “virtual origin”, may lie somewhere between the
bottom and the crest of the roughness elements. Perry and Joubert [15] attempted to over-
come this problem by optimizing, not only the wall friction, but also the ordinate origin, to
obtain the best fit with the logarithmic law. In practice however, this method is quite inac-
curate and fails to predict correctly the friction coefficient and the “virtual origin” location
[2, 16]. Similar methods have been developed based on the assumption that the canonical
velocity defect profile is recovered for flow over roughness [17].

As a first approximation, the use of the virtual origin h‖ based on a viscous Stokes
flow can be adopted to set the ordinate origin of the velocity profile. The relevance of this
choice relies on the validity of the assumption that the flow inside riblet valleys can be
modeled as steady and viscous. This assumption is expected to be satisfied for tiny riblets
within the viscous regime, and to be invalid for big riblets once passed the break-down
regime.

To conclude, a reliable method is lacking for the determination of the “virtual origin”.
One of the main purposes of this paper is to address this issue by proposing a new virtual
origin definition which is not predicated on restrictive assumptions (such as the locally
steady and viscous behavior of the turbulent flow).

Besides, Fukagata, Iwamoto and Kasagi (FIK) derived an analytical decomposition of
the wall skin friction [18]. In their formulation, the wall skin friction is split into sev-
eral contributing terms, according to their physical underlying origins. The drag-producing
mechanisms can be isolated and their intensities quantified. In particular, the impact of tur-
bulence on skin friction can be clearly quantified and localized within the boundary layer
thickness. This method has then been generalized to compressible flow [19] and to some
complex wall surfaces [20]. The effect of riblets on each of the drag-contributing terms
could shed more light on their drag-reducing mechanisms.

The scope of the present study is to explain the Reynolds number effect on the riblets
efficiency in terms of drag reduction in a zero-pressure-gradient turbulent boundary layer
(ZPGTBL).

While most of the previous numerical studies have focused on channel flows [4, 5, 10–
12], only few numerical simulations of zero-pressure gradient boundary layers over riblets
have been conducted for transitional flow [21, 22], supersonic flow [23] or flow over span-
wise rods [24]. To the authors’s knowledge, no available data exists for fully-turbulent
subsonic ZPGTBL over drag-reducing riblets.

By means of Large-Eddy Simulations (LESs), extending from Reθ = 550 to Reθ = 1450
and whose methodology is presented in Section 2, the question of the streamwise evolution
of the friction coefficient is addressed in Section 3. A new skin friction decomposition,
applicable for arbitrary complex surfaces and consistent with the original decomposition of
Fukagata et al. [18], is developed in Section 4 and applied to the present flow in Section 5.
This new description is shown to implicitly yield a virtual origin, Section 6. The relevance
of this origin is then demonstrated on the mean and turbulent velocity profiles in Section 7.
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2 Simulation Overview

2.1 Numerical methods

Large Eddy Simulations have been conducted using the ONERA in-house flow solver
FUNk. It resolves the Navier-Stokes equations for compressible flow on a multi-block
structured grid with a finite volume approach. Viscous fluxes are approximated by second-
order accurate centered formulas. The convective flux discretization uses a hybrid cen-
tered/upwind version of the AUSM+(P) scheme deprived of shock capturing capability
and whose numerical dissipation is proportional to the local fluid velocity [25]. The time
advancement is carried out with a Newton sub-iterative version of a second-order-accurate
implicit Gear scheme. The subgrid viscosity is computed using the explicit selective mixed
scale model [26]. The Synthetic Eddy Method (SEM) of Pamiès et al. [27] is used to gen-
erate the turbulent inflow. This method, inspired from the original SEM of Jarrin et al. [28],
was modified to inject coherent vortical structures with the appropriate scaling. Thanks to
this technique, identical turbulent inflows feed both the ribbed wall simulations and their
associated smooth surface reference ones, allowing a rigorous comparison of the results.
More details and validation test cases of the solver are provided in [29, 30].

2.2 Flow configuration

Simulations are conducted in a spatially-developing ZPGTBL. The Reynolds number based
on the momentum thickness θ and the free-stream velocity U∞ evolves from Reθ = 550 to
1450 on the reference smooth wall simulation. The corresponding friction velocity Reynolds
number ranges from Reτ = 240 to Reτ = 500.

The simulation Mach number is set to 0.2. With this condition, density and viscosity
fluctuations are found to be negligible (e.g., the maximum instantaneous deviation from
the mean density remains below 0.5 %). All along the rest of this study, the flow is thus
considered as incompressible, with density ρ and kinematic viscosity ν = μ/ρ.

The flow streamwise direction, the wall normal direction and the spanwise direction are
indifferently denoted by (x, y, z) and (xi)i∈{1,2,3}. Similarly, (u, v,w) and (ui)i∈{1,2,3} stand
for the corresponding components of the velocity vector u.

2.3 Riblet geometry

Under the constraint of realizable grooves, the most efficient riblets tested so far are the
trapezoidal ones studied by Bechert et al. [3] and whose geometry is similar to the one
pictured in Fig. 1. The height-over-width ratio is fixed to hrib/srib = 0.5 and the tip angle
is set to 30◦. This design has been shown to achieve up to 8.2 % drag reduction and an
industrial manufacturing process has already been developed [31].

Regarding the sizing of the groove, Garcı́a-Mayoral and Jiménez [11] have provided a
simplified stability model aiming at estimating the optimal riblet dimension for a given
geometry. The scaling is based on the groove cross-section Ag , illustrated in Fig. 7e. Best
performances are to be reached for l+g,opt = (A+

g )1/2 = 10.7 ± 1.0, where the superscript +
denotes quantities which are normalized with the inner (or viscous) scaling, that is, using ν

and the local friction velocity uτ . The way uτ is computed in practice, especially over the
riblet surface, will be explained in Section 2.5. For the present riblet design, setting lg to its
optimal value involves a riblet height h+

rib of 8.1 ± 0.8 wall units.
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Fig. 1 Scanning electron image of a riblet-structured coating surface (from © Fraunhofer IFAM)

For present simulations, the riblet height is kept constant in physical units. However,
in a spatially developing turbulent boundary layer, the friction velocity uτ decreases with
x. Using the inner-scaling, the riblet height decreases from 8.1 to 7.5 wall units along the
computed ribbed domain. Because the sizing remains within the range of optimal dimension
according to Garcı́a-Mayoral & Jiménez’s theory, the performance of the riblets are not
supposed to deviate significantly from their optimum.

The bottom wall of the computational domain is not entirely covered by riblets. Smooth
surfaces are placed up- and down-stream of a controlled zone. This allows the observation of
transient effects at the riblet leading and trailing edges, although the present paper is mainly
focusing on the established zone. Riblets pop out of a smooth wall 10 initial boundary layer
thickness δ0 downstream of the computational domain inlet. At this location, the Reynolds
number over the smooth plate is Reθ = 640. The ribbed zone extends over 80 δ0 and is
followed by another 10 δ0-long smooth surface. A final buffer zone in which the grid is
progressively stretched insures a proper non-reflective outflow boundary condition.

The shape of the groove leading and trailing edges, as well as the relative vertical location
of riblets with respect to the smooth surface, may have a local influence. The two topologies
used for the present study are described below and displayed in Fig. 2, but an extensive study
of their ins and outs is beyond the scope of the present study. Simulations are conducted, for

Fig. 2 Riblets geometry and mesh representation for the two topologies tested. (left) First topology; (right)
Second topology. Thick lines denote the block delimitation and the dashed line helps visualizing the initial
smooth plate vertical level
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each of the two topologies, over both the ribbed configuration and the associated reference
smooth wall.

Both configurations share the same previously described design of trapezoidal riblets.
For the first configuration (Fig. 2, left), the ribbed-versus-smooth surface relative ver-

tical location is set so as to cancel, or at least to restrict, the net pressure force acting at
riblet extremities (see corresponding set-up in Fig. 7b). Taking advantage of the multi-block
ability of the structured-grid solver, the Cartesian mesh on the initial smooth wall is only
slightly deformed to mesh the riblets. The sharp leading and trailing edges are geometric
discontinuities which are expected to generate flow field discontinuities.

To avoid such geometric singularities, a quaternion-based method [32] has been used to
continuously deform the mesh while preserving its orthogonality. The mesh above the riblets
remains unchanged. It is continuously deformed at riblet emergences and the warped grid
extends above the whole flat plate surfaces (Fig. 2, right). For this second configuration, the
riblet-versus-smooth wall vertical location is set in agreement with viscous considerations,
using the Stokes virtual origin h‖ (defined earlier and displayed in Fig. 7c).

2.4 Spacial and temporal discretization

The tiny size of the riblets strongly constrains the mesh cell dimensions. In order to accu-
rately reproduce the riblet shape, �y+ and �z+ are maintained below 1 close to the wall: 16
cells are used to discretized the gap s+ between two riblets and 10 cells for the valley-to-tip
height h+. Away from the wall, �y is progressively stretched but �z remains unchanged.
The accuracy of the computed skin friction is predominantly influenced by the spanwise
refinement direction [33] which, in present simulations, is way beyond state-of-the-art DNS
baselines (see Table 1).

Only the longitudinal resolution �x+ ≈ 21 does not reach DNS standards. Even though
common LES requirements are largely overachieved, a subgrid-scale model has been used
to account for the possible uncaught turbulent activity. The computation a posteriori of the
subgrid activity (defined as the proportion of turbulent kinetic energy dissipation due to
subgrid turbulent viscosity) reveals that, anywhere across the boundary layer, at least 99 %
of the dissipation is directly resolved. Within the riblet vicinity, the subgrid activity hardly
reached 0.4 % at the crests. Since the turbulent dissipation is almost fully resolved, the
present simulations can be considered as “quasi-DNSs”.

The size of the computational domain is 100δ0 × 10δ0 × 5.75δ0, where δ0 denotes the
inflow boundary layer thickness. The computational domain is spanned by 72 riblets and
amounts to 937 × 172 × 1152 cells, with a minimum of 85 cells within the boundary layer.
Two-point correlations have been computed to ensure the domain is wide enough.

The time advancement is carried out with 6 to 30 local sub-iterations to converge the
Newton sub-iterative process of the implicit scheme. The time step �t+ is lower than 0.07,

Table 1 Mesh cell characteristic dimensions at the wall for the present simulation and standard LESs and
DNSs

�x+ �y+
wall �z+ �t+

LES guideline 30 → 60 0.3 → 1 12 → 25

Present LES 20 → 22 0.75 → 0.8 0.7 → 1.1 0.07

DNS guideline 6 → 12 0.3 → 1 3 → 6 0.1 → 0.4



5.2 Article : Riblet Flow Model Based on an Extended FIK Identity 153

Flow Turbulence Combust (2015) 95:351–376 357

which is extremely low with respect to the viscous units [34]. That is imposed by the
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) condition of the compressible Navier-Stokes equations
which are actually solved. In the present case, CFL = (‖u‖+c)�t

�xi,min
< 11, where c is the sound

speed and �xi,min the local minimal cell dimension. The use of such a constraining com-
pressible solver is justified by the will to eventually increase the Mach number and obtain
flow conditions more representative of aeronautical applications.

Once a statistically stationary flow is obtained, the simulations for the two topologies
are run and averaged on a duration of 544 and 1088 δ0/U∞ respectively. In addition to
the temporal averaging, the statistical sample is enhanced by averaging in the spanwise
direction.

2.5 Averaging methodology

Over the riblets, the spanwise direction z is periodic, but not homogeneous. The spatial
averaging in this direction, denoted 〈·〉, must be carefully conducted along with the classical
temporal averaging (·). The double-averaging procedure [35] that has been adopted consists
in splitting the flow into a space-time average, a spatial disturbance of the temporal average
and a turbulent fluctuation: u = 〈u〉(x, y) + ũ(x, y, z) + u′(x, y, z, t), where u′ = u − u

and ũ = u − 〈u〉.
Root-mean-squared values urms = 〈u′u′〉1/2 ordinarily characterize the turbulent fluc-

tuation intensities. An analogous quantity is defined for the spatial disturbance counterpart
ur̃ms = 〈ũũ〉1/2. The averaged kinetic energy is totally accounted for using those
definitions: 2Ec = 〈uu〉 = 〈u〉2 + u2

r̃ms + u2
rms .

In the present simulations of flow over riblets, the spatial disturbance intensities
〈ũi ũj 〉1/2, apart from the streamwise component ur̃ms = 〈ũ1ũ1〉1/2, are found to be negligi-
ble. As for ur̃ms , it sharply decreases from its maximum value (almost uτ at the riblet crest
level) and can be considered negligible from 15 viscous lengths above the crests. For the
sake of clarity, curves for the spatial disturbance intensity will not be added to the graphs as
they do not help to highlight any of the flow features discussed in the present paper.

The temporal averaging is classically defined by u = 1
T

∫ T

t=0 u dt . Regarding the averag-
ing in the z direction, field variables (which are defined on the fluid domain �, such as u)
and surface variables (which are defined on the wall boundary ∂�wall , such as τw) must be
treated separately. For field variables, the operator 〈·〉 is defined by:

〈u〉(x, y) = 1

Lz,eff(x, y)

∫

{z|(x,y,z)∈�}
u(x, y, z) dz (1)

where Lz,eff(x, z) = ∫

{z|(x,y,z)∈�} dz represents the effective immersed span, so 〈u〉(x, y)

returns the mean velocity of the fluid (inside the domain) at given x and y. For surface
variables, 〈·〉 is defined by:

〈τw〉(x) = 1

Lz,nom(x)

∫

{z|(x,z)∈∂�wall}
τw(x, z) dl(z) (2)

where Lz,nom(x) = max(z ∈ ∂�wall(x)) − min(z ∈ ∂�wall(x)) is the nominal span. In
the present case, it is constant and equals the domain width Lz. With this definition, the
drag force Fx(x) = Lz · 〈τw〉(x) acting on the surface along the wetted line ∂�wall(x) is
proportional to the averaged shear stress with the same proportionality coefficient Lz for
both the flat and ribbed plates.
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Note that the instantaneous local wall friction τw(x, z, t) is directly obtained from the
numerical finite-volume fluxes through the facet of wall-sided mesh-cells. The skin friction
coefficient cf (x) = 〈τw〉/ 1

2ρU2∞ and the friction velocity uτ (x) = √〈τw〉/ρ are computed,
for the flat plate and for the ribbed plate simulations, using their own averaged skin frictions.

2.6 Validation of the numerical method

Figure 3 shows the mean velocity profile and the second-order velocity fluctuation statistics
over the smooth surface at Reθ = 1000.

Reference DNS profiles by Wu and Moin [36] and Schlatter and Örlü [37] at nearly the
same Reynolds number are also shown. In the near-wall region, the mean velocity profile
for all the data-sets collapse on the linear relation u+ = y+. Further away from the wall, the
classical logarithmic law of the wall [14], described by: u+ = (1/κ) log(y+) + B, is recov-
ered with the Von Kármán coefficient κ equal to 0.41 and B to 5.2. For every profiles, the
agreement between the DNS data and the present LES simulation is very good throughout
the boundary layer extent, which validates the employed CFD method.

The streamwise evolution of the skin friction coefficient cf is displayed in Fig. 4. A
reference flat plate simulation has been conducted with each of the two mesh topologies
displayed in Fig. 2. The skin friction coefficients obtained with the conventional Cartesian
mesh (first topology) and with the largely deformed mesh (second topology) are almost
identical and between the correlations given by Smits et al. [38] (cf = 0.024Re

−1/4
θ ) and

by Nagib et al. [39] (cf = 2(ln(Reθ )/0.384 + 4.127)−2). The DNS data from Schlatter and
Örlü [37] provides an additional validation agreement. This result demonstrates the ability
of the method for computing an accurate skin friction, even with a mesh far from being
Cartesian at the wall.

Fig. 3 Velocity profiles scaled in wall units over a smooth flat plate. Right axis: 〈u〉+ (©); Left axis: u+
rms

(♦), v+
rms (�), w+

rms (�), 〈u′v′〉+ (�). Present LES (Reθ = 1000, solid line); DNS, Wu and Moin [36]
(Reθ = 900, open symbols); DNS, Schlatter and Örlü [37] (Reθ = 1000, filled symbols); Viscous sublayer
using u+ = y+ (long-dashed line); Logarithmic region using u+ = (1/κ) log(y+) + B with κ = 0.41 and
B = 5.2 (dash-dotted line)
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3 Reduction of the Wall Friction

The streamwise evolution of the skin friction, over both the smooth and ribbed plates, is
shown in Fig. 4. The two configurations (displayed in Fig. 2) differ geometrically only at
riblet leading and trailing edges and the impact on the skin friction is only felt in their
vicinity: after a transient area, the two curves almost overlap. The geometric discontinuity of
the first configuration leads to a brutal discontinuity in cf . This sudden peak of the friction
has been greatly reduced with the continuous riblet edge design of the second geometry.
The establishment length of the drag reduction strongly depends on the geometry. On the
two tested configurations, it takes approximately 1δ and 7δ respectively to reach 90 % of
the established friction reduction rate.

Further study of the transient phenomenon are left aside. The remainder of this article
focuses exclusively on the established part ranging from Reθ = 690 to Reθ = 1300 (cor-
respondingly, Reτ = 250 to Reτ = 450). Within this part, the two mesh topologies lead
to the same results. Thus, data from the second topology are retained in the following since
the simulation was conducted on a longer period.

The drag reduction achieved by the riblets is defined as DR = 1 − criblet
f /csmooth

f . Its
value will depend on the way the reference and ribbed cases are compared: at a given x,
Reδ , Reθ or Reτ . Indeed, those four quantities do not evolve the same way on the two walls.

Due to the cf reduction, the longitudinal growth of the three Reynolds numbers is slower
over the riblets, as shown in Fig. 5. The drag reduction DR(x) implies the comparison
between the friction of the controlled flow with the one of a reference flow at the same
physical plate location x, but at higher Reδ , Reθ and Reτ . This approach is coherent for
most of practical applications, for which the aim is to reduce drag on a given surface, whose

ɵ

Fig. 4 Streamwise evolution of the skin friction coefficient cf as a function of Reθ : Present LES, smooth
wall (solid lines, filled symbols), ribbed wall (dashed lines, opened symbols); Correlations by Smits et al. [38]
(cf = 0.024 Reθ

−1/4, dash-double-dotted line) and by Nagib et al. [39] (cf = 2(ln(Reθ )/0.384+4.127)−2,
dash-dotted line); DNS of Schlatter and Örlü [37] (�). Symbols � and © denote respectively the first and
the second mesh topologies (as displayed in Fig. 2). The grey area represents a ±10 % variation with respect
to the smooth wall friction. The vertical dotted lines indicate the bounds of the ribbed zone
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δ

Fig. 5 Streamwise evolution of Reynolds numbers, normalized by the smooth case initial value, as a function
of x/δ0. Some profiles have been shifted upward for clarity sake: Reτ /Reτ,0 (�), Reθ/Reθ,0 shifted by 0.5
(©), Reδ/Reδ,0 shifted by 1.0 (�). The smooth wall initial values, used for the different Reynolds numbers
normalization, are respectively 240, 558 and 4680. Present LES, smooth wall (solid lines, filled symbols),
ribbed wall (dashed lines, opened symbols). Only the second riblet configuration (displayed in Fig. 2) is
shown. The vertical dotted lines indicate the bounds of the ribbed zone

length is fixed independently of the actual boundary layer growth. However, other type of
comparison may be more appropriate for a physical comprehension purpose.

Similar considerations arise for channel flows. The teams of Ricco and Hasegawa
addressed it. While most of the numerical channel flow simulations are done at constant
mass flow rate (implying a comparison at constant bulk Reynolds number Reb), Ricco et
al. [40] model the flow in a channel under constant pressure gradient (leading to a constant
friction Reynolds number Reτ ) and Hasegawa et al. [41] established an alternative constant
power input condition.

Which parameter is it meaningful to kept constant in order to compare particular quan-
tities between a reference and a perturbed flow? Such a choice will have to be made and
justified, in the following sections, to compare each quantities from the riblet and smooth
wall flows.

The evolution of the drag reduction with respect to each one of the previously listed
parameters is given below.

Along the ribbed domain, the drag reduction rates at given x or Reδ , written DR(x)

and DR(Reδ), are significantly decreasing (not shown). When Reδ increases from 5900 to
10500, DR(Reδ) goes down from approximately 11.5 % to 8.3 % and DR(x) decreases
from 11.3 % to 7.5 %. This result is not inconsistent with Bechert et al.’s 8.2 % drag
reduction, resulting from the global drag on their rectangular shear-stress balance [3]. Fur-
ther comparison is not possible as Bechert et al. have conducted fully established turbulent
channel flow experiments, which cannot be directly assimilated with the present spatially
developing boundary layer.

The drag reduction with respect to Reθ (whose corresponding cf is shown in Fig. 4)
and the drag reduction with respect to Reτ (cf in Fig. 6) are both approximately conserved
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τ τ

Fig. 6 Streamwise evolution of (left) the skin friction coefficient cf and its FIK decomposition terms cf,i and
(right) the relative FIK terms cf,i/cf , as a function of Reτ . Smooth wall (solid lines, filled symbols), ribbed
wall (dashed lines, opened symbols). cf (©); cf,1 (�); cf,2 (♦); cf,3 (�). The grey area represents a ±10 %
variation with respect to the smooth wall friction. The cf obtained from Eq. 10 with cf,3 computed directly
by its definition (13) is shown for the smooth wall case (dotted line). For riblet data, only the established
drag-reducing zone is taken into consideration

along the domain extent. Their respective values remain around 10 % and 11 % respectively.
A longer computational domain would be necessary to determine accurately whether or not
the drag reduction remains constant when the comparison is done with respect to one of
those two Reynolds numbers. Garcı́a-Mayoral and Jiménez [12] have already predicted a
weak dependence of cf with Reτ , invoking that the riblet influence is restricted to the buffer
layer.

The reason for the depreciation of DR(x) with x can be attributed to a boundary layer
thickening effect. Yet, by reducing the wall friction, riblets slow down the boundary layer
development (in a zero-pressure-gradient flow, dθ/dx = √

cf /2), which has a counter-
productive effect. Indeed, when the boundary layer thickens, the friction coefficient cf

decreases. For the flow over riblets, this drop is thus slowed down, which restricts the effec-
tive drag reduction of riblets at a given x location. That counterproductive effect is however
supposed to be less important for higher Reynolds number flow, since the decreasing rate
of cf with x is getting lower.

As already mentioned in Section 2.3, the riblet height in inner scale h+
rib decreases with

the wall shear stress from 8.1 to 7.5 wall units. Although this change is moderate and
remains within the range of optimal riblet sizing, note that a possible Reynolds number
effect can be induced to the drag reduction by this mean [42].

4 A New Skin Friction Decomposition for Complex Surfaces

We propose here a variant expression for the FIK identity (see Section 1). The aim is to
extend the applicability of the original decomposition [18] to arbitrary complex surfaces
(including riblets). This contribution has been inspired by the work of Peet and Sagaut [20].
However, the new formulation coincides with the original FIK decomposition when applied
to a canonical smooth wall, which is not the case with the formulation of Peet and Sagaut.1

1The formulation from Peet and Sagaut [20] cannot be compared term-by-term with the original FIK for-
mulation [18] because of the subtraction of the spanwise-average values they performed (leading to the
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Furthermore, with the formulation presented here, very few constraints are imposed on
the flow and on the wall surface: the incompressible flow must be periodic (or homo-
geneous) in the spanwise direction and the no-slip wall surface is required to obey
ywall(x, z)=min(y | (x, y, z)∈�), which only prevents surfaces from forming overhangs.

Derivation of the new skin friction decomposition for complex wall surfaces The
evolution equation for the mean streamwise momentum of an incompressible flow is:

∂u

∂t
+ ui

∂u

∂xi

= −∂p

∂x
+ ν

∂2u

∂xi∂xi

− ∂u′u′
i

∂xi

, (3)

where Einstein summation convention is used.
Under the implicit hypothesis of ergodicity, the time derivative of the averaged velocity

is equal to zero. Gathering terms differently, one can obtain:

0 =
(

Ix + ∂p

∂x

)

− ν

(

∂2u

∂y2
+ ∂2u

∂z2

)

+
(

∂u′v′
∂y

+ ∂u′w′
∂z

)

(4)

where : Ix = ui

∂u

∂xi

− ν
∂2u

∂x2
+ ∂u′u′

∂x
(5)

Following Fukagata et al.’s method [18], a triple integration is performed on Eq. 4.
Because the riblet geometry is not homogeneous in the spanwise direction, the inner inte-
gration is performed over the two-dimensional transverse cross sections �(x), similarly to
what has been done by Peet and Sagaut [20]: the integration domain of the inner integral is
normal to the streamwise direction ex and delimited by the wall ∂�wall and by an arbitrary
upper limit ytop(x), which is not necessarily the boundary layer upper limit.

Note that for any function •, without constraints on the boundary conditions, the triple
integration is equivalent to:

ytop
∫

ya=ywall

ya
∫

yb=ywall

∫∫

�(x|y<yb)

• d� dyb dya =
∫∫

�(x)

1

2
(ytop − y)2 • d�. (6)

A first integration by parts has been applied to the most external integral to get rid of the
middle one. The same process is applied once again to obtain the final expression.

The FIK identity is obtained by applying this triple integration to Eq. 4. Thus, the
decomposition can be seen as a weighted integration of the Navier-Stokes equation.

In the original FIK formulation, ytop is set to δ, which implies integrating the Navier-
Stokes equation with the weighting function (δ − y)2/2. However, this is not the only
possibility. Indeed, for practical experimental reasons, Mehdi et al. [43] have derived a

appearance of double-primed terms (•′′) in step II-D of [20]). This additional step fundamentally modifies
the physical meaning of the third term cf,3 and thus redistributes the skin friction differently over all the three
contribution terms cf,i .
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variant decomposition in which the integral upper limit ytop can be set arbitrarily. They
are thus implicitly integrating the Navier-Stokes equation up to ytop with a weight equal to
(ytop −y)2/2. Performing a quadruple integration instead of a triple one would give another
FIK identity variant. In this case, the weighting function (ytop − y)3/6, would give more
importance to the wall vicinity.

Actually, any choice of weighting function would lead to a variant formulation, as long
as it is differentiable and non-zero at the wall (additional simplifications would occur for a
function twice differentiable and equal to zero at the top as its first derivative).

Nonetheless, the initial choice made by Fukagata et al. to perform a triple integration
over the whole boundary layer thickness leads to a decomposition which conveys a surpris-
ingly clear physical meaning. For instance, in the case of a turbulent channel flow, their
decomposition yields a so-called “laminar” term, equal to the friction coefficient of the cor-
responding laminar flow, while the additional drag due to the turbulent nature of the flow
appears in the “turbulent” term. The original choice of a triple integration performed up to
the boundary layer upper limit is thus retained for the present analysis. The notation ytop is
nevertheless conserved to keep the formulation general.

Taking benefits of the periodicity in the spanwise direction and of the no-slip condition
at the wall, the following relation can be obtained:

0 =
∫∫

�(x)

(ytop − y)2

2

(

Ix + ∂p

∂x

)

d�

−ν

∫∫

�(x)

u d� + y2
top

2
α(x) Fx(x)

+
∫∫

�(x)

(ytop − y) u′v′ d�, (7)

where the wall stress Fx(x) = Lz · 〈τw〉(x) and the normalization coefficient for complex
surface α(x) are given by:

Fx(x) =
∫

∂�wall (x)

ex · ν∇u · n(x, l) dl =
∫

dFx (8)

α(x) =
∫

∂�wall (x)

(

1 − ywall(x, l)

ytop

)2
√

1 − (n · ex)2 dFx

Fx

(9)

The integration curve, ∂�wall(x), stands for the wall part in the close contour ∂� of the
integration surface �. Note that the unit vector n(x, z), normal to the wall and pointing
toward the fluid, does not necessarily lie in the x-normal plane �.

After normalization by the free-stream velocity U∞ and the width Lz of the cross-section
�, a generalization of the FIK decomposition is obtained for an arbitrary complex wall.
Using the same notation as Deck et al. [44], we obtain a decomposition of the wall skin
friction coefficient into three terms, respectively called “laminar”, “turbulent” and “spatial
heterogeneity” contributions:

cf = cf,1 + cf,2 + cf,3 (10)
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with:

cf,1 = 4 δ2

α y2
top

1

Reδ

∫∫
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Lz δ

= 4 δ2
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top

1
2cf

Reτ
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z δ+ (11)
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z δ+ (13)

The different terms are each time given in outer and inner scalings.
In the canonical case of a flat surface located at ywall = 0, the wall normal vector n is

orthogonal to the streamwise direction ex . In this case, according to Eq. 9, the complex wall
normalization coefficient α equals 1 and the formula given by Mehdi et al. [43] for an arbi-
trary integration upper limit ytop is recovered. Additionally, if the integration is performed
over the boundary layer extent, that is setting ytop = δ, the original FIK decomposition [18]
is obtained.

In the general case of a complex wall, the coefficient α is not necessarily equal to 1. Two
geometric wall characteristics can alter its value. First, the non-homogeneity of a surface in
the streamwise direction modifies α through n · ex . In the case of straight riblets, aligned in
the flow, the scalar product n·ex is zero except at the riblet up- and down-stream extremities.
Secondly, α is influenced by the distribution of the wall skin friction with respect to the
vertical coordinate, which can be seen in the integrand of Eq. 9 through the weighting of the
relative local friction dFx/Fx by ywall . Whether the riblet tips or valleys generate a more or
less important contribution to the total friction modifies the value of α.2

Note that no assumption was made on the location of the vertical origin. Thus, any arbi-
trary physical location can be defined as axis origin. For example, one can apply the present
decomposition to the flow over a flat smooth wall located at a constant non-zero ywall .

In fact, the choice of the ordinate origin has no impact on the values of the decomposition
terms cf,i . Indeed, neither the ordinate difference (ytop−y) and the boundary layer thickness
δ nor the product α y2

top depend on the choice of the vertical origin—whereas, both α and
ytop , when considered separately, do depend on the origin location.

In this respect, note that, ytop is an ordinate. It is thus dependent on the choice of the
ordinate origin, while the boundary layer thickness δ = y0.99U∞ − ywall is not. Accord-
ingly, to integrate over the whole boundary layer extent, the upper limit ytop must be
set to ywall + δ.

2Although, the two formulae cannot be compared term-by-term (see footnote 1), the coefficient A in the
decomposition of Peet and Sagaut [20] plays a role closely similar to the present coefficient α. The allowable
surfaces in Peet and Sagaut’s formulation are the ones for which n(x, z) · ex is constant along ∂�wall (x).
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5 Analysis of the Riblet Effects Through a Friction Decomposition

The skin friction decomposition (10) can be applied to the flows computed over both the
smooth and ribbed walls.

A trick similar to the one by Mehdi and White [45] has been used to get rid of the
convergence problem of cf,3 when computed according to definition (13). It consists in
computing cf,3 as the difference cf − (cf,1 + cf,2) instead and using another formulation
to obtain cf . In their case, cf was computed by integrating the total shear stress across the
boundary layer. For the present finite-volume numerical simulations, cf is directly obtained
using the computational fluxes at the wall. As shown in Fig. 6, the total friction cf obtained
from the direct calculation of cf,3 by Eq. 13 gives a noisy curve superimposed on the one
obtained using computational fluxes.

The “laminar” term cf,1(Reδ) (not shown here) is not affected by the presence of riblets.
cf,1 is proportional to the integral of u/U∞ across the boundary layer (see Eq. 11). It can
be concluded that the riblets do not significantly change the flow rate within the boundary
layer thickness. Considering the mean velocity profile in outer scaling will supplement this
observation (Section 7.1).

The turbulent term cf,2, which is related to the Reynolds shear stress 〈u′v′〉, undergoes
a massive reduction (Fig. 6, left). It confirms that riblets perturb the turbulence regener-
ation cycle [46]. However, over the whole controlled domain, its relative contribution to
the total friction cf,2/cf (Fig. 6, right) remains almost equal to that of the smooth wall
at the same Reτ . According to its definition (12), this implies that the weighted inte-
gral of u′v′+ across the boundary layer is approximately conserved. This suggests that
the inner-scaled intensity of the Reynolds shear stress is not massively affected by the
riblets. The analysis of turbulence intensity profiles in Section 7.2 will help to confirm this
assumption.

The last term cf,3 of the decomposition is related to the streamwise heterogeneity of the
flow, that is the boundary layer growth and the eventual pressure gradient. This term is the
one that suffers from the geometric discontinuities, impacting cf at the beginning and the
end of the riblets (see Fig. 4). Deck et al. [44] found that the relative contribution cf,3/cf

equals 20 % for flat plate laminar Blasius flow as for high Reynolds number ZPGTBLs with
Reθ ranging from 4000 to 13000. This property is not only recovered here over the smooth
plate for Reθ ranging from 550 to 1450, but it is furthermore found to be satisfied for the
flow over the riblets. Hence, the presence of riblets does not lead to a fundamental change
in the boundary layer spatial development.

6 An Appropriate Virtual Origin Based on the Friction Decomposition

6.1 Virtual origin definition

Prior to examining the velocity profiles, the matter of the relative location of the vertical
axis between the riblets and the smooth wall has to be addressed. Above the smooth surface,
the ordinate origin, y = 0, is unambiguously set at the wall location. Above the riblets,
its location has to be specified. It is referred to as the “virtual origin”. This notion, already
broached in Section 1, is defined by Bechert et al. [47] as the particular elevation where the
boundary layer ‘sees’ an equivalent wall.

The virtual origin will be located by its distance hy=0 from the riblet valley
(see Figs. 7 and 8). Its value is likely to lie between 0 and hrib. With such a



162 Chapitre 5 : Définition d’une origine virtuelle adaptée à l’analyse de l’écoulement contrôlé

366 Flow Turbulence Combust (2015) 95:351–376

0

y
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Fig. 7 Noticeable possibilities of riblet virtual origin. From left to right: origin at riblet valley level; cross-
sectional area preserving origin; origin based on the longitudinal Stokes flow; origin based on the transverse
Stokes flow; origin at riblet tip level. The virtual origin location is characterized by the length hy=0 from the
riblet valley. The yellow-shaded area illustrates the groove cross-sectional area Ag

vertical axis reference, the ordinates of the riblet valley and tip are respectively:
yvalley = −hy=0 and ytip = hrib − hy=0.

Riblets can be set, for instance, such as the virtual origin is located at the valley or at
the tip levels, corresponding respectively to hy=0 = 0 and hy=0 = hrib. These two set-ups
are displayed in Fig. 7a and e. In most experimental studies, the virtual origin is set at the
valley, at the tip or at the midpoint between them [5]. In their respective DNSs, Chu and
Karniadakis [4] and Duan and Choudhari [23] also made the choice of setting the riblet
valley at the smooth plate level.

Alternatively, the decision can be made to conserve the same cross-sectional area
(Fig. 7b). For channel flows, it may be useful for preserving a constant cross-section. In the
case of transitions between flat wall and riblets, it cancels out, or at least restricts, the net
pressure force acting at the leading and trailing edges of the grooves. This choice of origin
has been used in the channel flow simulations of Peet et al. [48]. With the present riblet

design, it leads to hy=0 = h2

s
tan( 30◦

2 ) ≈ 0.13 hrib.
The above mentioned origin choices are purely geometric. They do not take into account

any property of the actual flow. Thus, they are not likely to properly define that “particular
elevation where the boundary layer ‘sees’ an equivalent wall”.

Fig. 8 Transverse view of mean streamwise velocity u+(y+, z+) iso-contours, scaled in viscous units, over
riblets (main figure) and over the flat plate (right insert): LES turbulent flow at Reθ = 1000 (dashed lines);
Stokes flow (solid lines). Iso-values are every unit uτ , starting from uτ . The vertical location of the riblets
with respect to the smooth wall is set such that both Stokes flows tend toward the same asymptote u+ = y+.
This vertical origin is located h‖ above the riblet valley
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Some authors made use of the mean velocity profile to set their virtual origin. With a
modified Clauser’s method, explained in Section 1, they tried to determine the virtual origin
that gives the best fit with the theoretical law of the wall [14]. Those methods have been
widely used in experimental studies [2]. However, a wide logarithmic region is required for
an accurate estimation, and, even though, the method is not sensitive enough since a small
shift of the ordinates does not lead to a visible impact on a logarithmic plot for high values
of y. Same comments apply to the method consisting in matching the velocity defect profile.
These remarks will be later illustrated in Fig. 10, on which two different choices of virtual
origin do not lead to a significant change of the logarithmic and defect laws.

Choi et al. [5] set the virtual origin using the turbulence intensity rather than the mean
velocity. The location of the maximum streamwise velocity fluctuation intensity over a
canonical flat plate occurs at a known ordinate. Choi et al. defined the virtual origin over
riblets in order to recover this maximum intensity location. As will be shown in Sec-
tion 7, this choice enables a good collapse of the smooth and ribbed walls turbulent velocity
profiles. However, the virtual origin defined this way also leads to clear inconsistencies
regarding the mean velocity profile. Moreover, the assumption that the maximum intensity
location is not disrupted by the presence of riblets is quite strong and questionable.

The longitudinal Stokes flow over the riblets has been seen in Section 1 to yield an
virtual origin located at a distance h‖ above the riblet valley (Fig. 7c). With the present
riblet geometry, the computation of the viscous flow field, illustrated in Fig. 8, gives
h‖ ≈ 0.62 hrib. One can wonder whether this origin h‖, based on a laminar viscous flow,
does properly characterize the actual turbulent flow. This choice is known to be consistent
under the assumption that the actual turbulent flow can be approximated as purely viscous
within the groove valleys. The following paragraph aims at clarifying this hypothesis.

6.2 Velocity profile within the riblet groove

The Stokes flow over the present riblet geometry can be computed and compared with the
mean profile of the turbulent flow (see Fig. 8). From a few riblet heights above the tip,
approximately 15 wall units, the mean velocity profile does no longer depend on the span-
wise location with respect to tips or valleys. This result is in quantitatively good agreement
with Hoosmand et al. experiments [2]. Thus, the riblet direct effect on the flow seems to be
limited to the very close vicinity of the wall [13]. Modifications farther away result from
indirect mechanisms: modifying the wall-unit scaling is an example of such an indirect per-
turbation by which riblets can be felt across the whole boundary layer extent [11]. Note that
this conclusion would not be valid for riblets not aligned with the free-stream (for which an
induced secondary flow would directly affect the whole boundary-layer flow).

Below the riblet crests, isovalues of u(y, z) for the turbulent and for the Stokes flows
have the same shape, in agreement with Bechert and Bartenwerfer [7] hypothesis of a flow
dominated by viscous effects within the grooves. For triangular and knife-bladed riblets,
Peet and Sagaut [20] have showed the close fit between the skin friction distributions of the
Stokes and turbulent flows.

However, more quantitatively, the mean velocity of the turbulent flow is shown, in
Fig. 8, to be slightly higher than the viscous one inside the grooves. This is due to the
presence of turbulence-induced momentum transfer towards the wall. That small but non-
negligible turbulence activity was evidenced by Chu and Karniadakis [4] who demonstrated
the unsteadiness of the flow inside the grooves.

The Stokes origin, located h‖ above the valley, can be considered as a coherent choice
for riblets within their viscous regime. However, since it is based on the strong hypothesis
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that the turbulent flow behaves like a viscous flow within the riblets, this choice is perhaps
not the most suitable in general (especially for bigger riblets, once the breakdown regime is
passed). An alternative origin is proposed next to address this issue.

6.3 A skin friction based virtual origin

In Section 4, the original FIK identity has been extended to arbitrary complex walls, with
almost no restrictions on the flow nor on the surface. Indeed, the same identity applies for
viscous Stokes flow and for high-Reynolds number turbulent flow, on a flat plate or on
riblets, in a channel or in a zero-pressure-gradient boundary layer. Furthermore, no assump-
tions have been made on the ordinate origin: any arbitrary physical location can be defined
as axis origin. However, although none of the cf,i terms depend on the location of the
ordinate origin, the normalization coefficient for complex surface α does. Recall that for
a canonical smooth plate located at ywall = 0, the coefficient α equals 1. For riblets—
or roughness elements in general—the virtual origin can be defined such that α recovers
that smooth-wall unity value. The distance from the riblet valley to that particular origin is
denoted hα . According to the definition of α, Eq. 9, the condition α = 1 can be rewritten as:

∫

∂�w

(

1 − ywall(x, l)

ytop

)2
√

1 − (n · ex)2 dFx

Fx

= 1

=
∫

∂�w

(

1 − yy=0

ytop

)2 √

1 − (ey · ex)2 dFx

Fx

(14)

where the virtual origin ordinate yy=0 and the scalar product ey · ex have been explicitly
written for the sake of clarity, even though their values are 0 by definition. Thus, the origin
defined this way can be seen as a barycentre of the wall friction. A smooth wall, normal to
ey and located at this origin yy=0, aims at reproducing the same effect as the actual com-
plex wall. For such a computation, one needs to know the skin friction distribution within
the riblets, which is unknown a priori and remains generally inaccessible in experimental
studies.

With the present riblet design, the newly defined virtual origin is found to be located at
a distance hα ≈ 0.58 hrib above the valley for Reτ = 360. All along the ribbed part of the
computational domain, this value remains almost constant within a 0.2 % envelop.

By comparison, recall that the virtual origin h‖, which has been computed using a laminar
viscous flow, is equal to 0.62 hrib. That is approximately 0.30 wall units above the newly
defined origin hα . The difference between those two origins is quite small in the present
flow conditions. Since no assumptions was made on the flow to obtain hα , the method is
expected to remain applicable even for riblets once their breakdown regime is passed, that
is, for flow over riblets that may not be properly described by the Stokes flow any more.
Additional computations would be necessary to properly attest this expectation.

7 Mean Velocity Field and Turbulent Statistics

7.1 Velocity profiles scaled in external units

The virtual origin hα being now defined in this way, the mean velocity profile and the
distribution of Reynolds stress components for the flow above the riblets can be compared
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with the canonical smooth plate flow. Profiles in Fig. 9 are scaled in outer units, namely,
using the local boundary layer thickness δ and the free-stream velocity U∞.

Profiles for the smooth and the ribbed plates are both compared at the same Reδ = 7770,
corresponding to Reθ = 1000 for the smooth wall case. The Reynolds number Reδ , based
on both δ and U∞, seems to be well-suited for a proper comparison of profiles which are
themselves normalized by δ and U∞.

For the riblet flow, the mean velocity 〈u〉/U∞ is increased in a large portion of the
boundary layer, extending from y = 0.2 δ. However, the magnitude of the rise is weak: at
most a couple of percent. The Reynolds normal 〈u′

iu
′
i〉/U2∞ and shear 〈u′v′〉/U2∞ stresses

all go through a significant reduction, between 10 % and 20 %, over the main part of the
boundary layer. This turbulence intensity reduction has already been reported with similar
magnitude in both experiments [2, 13] and channel flow simulations [4, 5].

The FIK “laminar” contribution term cf,1 (defined in Eq. 11) is proportional to the inte-
gral of 〈u〉/U∞ across the boundary layer thickness, that is to say, to the area delimited by
the profile and the axes. The weak perturbation of the mean velocity profile by the riblets
appears to be a graphical evidence for the preservation of cf,1 at a given Reδ . On the con-
trary, 〈u′v′〉/U2∞ is reduced on the whole boundary layer extent. Thus, the drop of the
turbulent term cf,2 is also graphically confirmed. Nothing can be deduced here regarding
cf,3 since it relies on the streamwise evolution of the velocity profiles.

7.2 Velocity profiles scaled in wall units

The inner-scaled profiles 〈u〉+, u+
i,rms and 〈u′v′〉+ are displayed in Fig. 10 at the same

Reτ = 360 for the flows over the smooth and ribbed plates. The choice of comparing the
profiles at a given friction Reynolds number is justified by its correspondence with the inner
scaling.

The axis origin for the riblet curves is still set at the distance hα above the valley.
Another choice of virtual origin—the origin located at the valley—is also shown in order to

δ

Fig. 9 Mean spanwise-averaged profiles scaled in outer units at Reδ = 7770. Right axis: 〈u〉/U∞ (©); Left
axis: 〈u′u′〉/U2∞ (♦), 〈v′v′〉/U2∞ (�), 〈w′w′〉/U2∞ (�), 〈u′v′〉/U2∞ (�). Smooth plate (Reθ = 1000, solid
line, filled symbols); ribbed plate (dashed line, open symbols). The grey shading on the y-axis indicates the
part of the flow below the riblet crest level
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Fig. 10 Mean spanwise-averaged profiles scaled in wall units at Reτ = 360. (Left) Mean velocity: 〈u〉+
(©). (Right) Turbulence intensities: u+

rms (♦), v+
rms (�), w+

rms (�), 〈u′v′〉+ (�). Smooth plate (Reθ = 1000,
solid line, filled symbols); ribbed plate with ordinate origin hα above the valley (dashed line, open symbols);
ribbed plate with ordinate origin at valley level (dotted line); Viscous sublayer using u+ = y+ (long-dashed
line); logarithmic region using u+ = (1/κ) log(y+) + B with κ = 0.41 and B = 5.2 (dash-dotted line) and
B = 5.2 + 1.4 (dash-double-dotted line). The markers on the y-axis indicate the part of the flow below the
riblet crest level, using the hα-origin (grey shading) and the valley level origin (grey dotted box)

emphasize the importance of its proper location. A change of origin ‘only’ shifts the curves
horizontally. However, because of the logarithmic axis, this shift does not have graphically
the same magnitude on the whole plot: lower values of y+ are much more affected. Hence,
a virtual origin change does not lead to a simple translation of the curves, but distort them,
especially near the wall.

With the FIK-based origin, the mean velocity profile 〈u〉+(y+) of the riblet flow satisfies
the linear law u+ = y+ up to approximately 5 wall units. It is clear that the choice of
virtual origin strongly affects this result, as emphasized by the profile obtained with the
origin at the valley. With the origin based on the Stokes flow computation h‖ (not shown),
a discrepancy with the linear law is found, even though this origin is located less than half a
wall unit above hα .

Over the riblets, a logarithmic profile is recovered with the same slope (1/κ) as the
smooth wall curve, but moved upward by a velocity shift �u+. Similar situations have
already been observed, not only for flow over riblets [2, 13] but also with other drag reduc-
tion devices, such as wall oscillation [49] or polymers [50]. Further away from the wall,
the velocity defect law is perfectly retrieved. As stated by Coles [14], the defect function is
insensitive to roughness at the wall, provided that the origin for the normal coordinate y is
properly chosen.

As for the friction coefficient cf in Section 3, the value of the upward velocity shift �u+
between the ribbed and smooth wall profiles depends whether the comparison is done at the
same x, Reδ , Reθ or Reτ . With the choice of comparing the flow at constant Reτ and thanks
to the validity of the defect law, the shift of the logarithmic law identifies with the shift of
the inner-scaled free stream velocity: �u+ = �U+∞ = U+

∞|riblet − U+
∞|smooth. This shift is

thus related to the values of the friction coefficient since cf /2 = (U+∞)−2. The following
relation can be derived:

�u+ =
√

2

criblets
f

−
√

2

csmooth
f

=
√

2

csmooth
f

(

1√
1 − DR

− 1

)

(15)

This equation can be linearized (for small DR) and leads to [51]: DR ∼ �u+
√

2 csmooth
f .
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With the present riblets at Reτ = 360, the upward shift is found to be �u+ = 1.4, both
graphically and with Eq. 15. This value of �u+(Reτ ) is observed to be almost constant
within the range of tested Reynolds numbers. If it is assumed to remain stable for even
higher Reynolds number flows, the linearized law states that the riblet drag-reduction is
expected to reduce when the Reynolds number will increase (because of the reduction of
csmooth
f ).

In Section 7.1, fluctuating intensities at a given Reδ have been shown to be greatly
reduced by the riblets when scaled in outer units (which is also true in physical units). How-
ever, as shown in Fig. 10, when the actual wall-unit scaling is used and when the profiles are
compared at the same Reτ , the modifications of the turbulence intensity profiles induced
by the riblets are much more limited. The large reduction often reported in the literature
appears to be the byproduct of an inappropriate scaling or of the comparison of flows at dif-
ferent friction Reynolds numbers. Similar observations have also been reported for turbulent
drag reduction by oscillating walls [40].

In the close vicinity of the riblets (for y+ < 5), within the viscous sublayer, only the
spanwise component wrms is damped, in agreement with Luchini et al.’s vision of riblets
as devices impeding selectively the transverse over the longitudinal flow [8]. In the buffer
layer (y+ from 5 to 30 wall units), all turbulence intensities are decreased. However, the
profiles are unvaried further away from the wall. Moreover, the peak magnitude is almost
unchanged for all profiles (that of urms is slightly lowered by around 0.05 uτ ).

The effect of riblets on turbulence can be alternatively interpreted by a shift �y+ of
the y-axis ordinate. The most suitable shift to overlap the turbulence intensity profiles is
estimated to �y+ ≈ 1.4 ± 0.3. This ordinate shift value is directly dependent on the virtual
origin choice. With the present origin based on hα , �y+ is found to be analogous to the
previously computed mean velocity shift �u+ = 1.4.

The virtual origin choice made by Choi et al. [5], already mentioned in Section 6.1, is
based on the location of the maximum intensity of the streamwise velocity fluctuations.
According to previous observations, Choi et al.’s origin is located at a distance �y above
the FIK-based origin: hmax〈uu〉 = hα + �y. By construction, this virtual origin choice leads
to a good collapse of the fluctuation profiles. However, it is inconsistent with regards to the
mean velocity profile: 〈u〉+ approaches 1.4 at the origin location, the canonical viscous-
sublayer law 〈u〉+ = y+ is not satisfied and the range of validity of the logarithmic-law is
reduced. Hence, since it does not characterize the apparent wall location, hmax〈uu〉 is not a
suitable virtual origin choice.

However, if the skin friction distribution is unavailable, hα cannot be obtained directly
from Eq. 14 but can be approached using hmax〈uu〉 and the shift �y+ = �u+ computed by
Eq. 15.

7.3 Shifted velocity profiles

Making use of the noticed similarity, in inner-scaling, between the velocity shift of the mean
velocity profile and the ordinate shift of the turbulence intensity profiles, all the profiles are
plotted with the corresponding offsets: a negative shift of �u+ ≈ 1.4 is applied to the mean
velocity and a downward shift, similar in value �y+ = �u+, is applied to the ordinate axis
for all the profiles. That is to say, Fig. 11 represents the graph of 〈u〉+ − �u+, u+

i,rms and

〈u′v′〉+ as functions of (y+ − �u+).
The smooth wall and riblet shifted profiles almost overlap with one another across the

whole boundary layer extent. The fact that the mean velocity profiles match in the inertial
and outer layers was actually expected. Indeed, both flows have been seen to satisfy the
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Δ Δ

Fig. 11 Mean spanwise-averaged shifted profiles versus y+ −�u+ scaled in wall units at Reτ = 360. (Left)

Shifted mean velocity: u+ − �u+ (©). (Right) Turbulence intensities: u+
rms (♦), v+

rms (�), w+
rms (�), u′v′+

(�). Smooth plate (Reθ = 1000, �u+ = 0, solid line, filled symbols); ribbed plate with ordinate origin hα

above the valley (�u+ = 1.4, dashed line, open symbols); ribbed plate with ordinate origin at valley level
(�u+ = 1.4, dotted line); Viscous sublayer using u+ = y+ (long-dashed line); logarithmic region using
u+ = (1/κ) log(y+) + B with κ = 0.41 and B = 5.2 (dash-dotted line). The markers on the y-axis indicate
the part of the flow below the riblet crest level, using the hα-origin (grey shading) and the valley level origin
(grey dotted box)

velocity defect law and their respective free stream points (δ+; U+∞) have been overlapped
by the shifting process. According to Coles [14], these point coordinates are enough to fully
characterize a canonical flow profile in the logarithmic and wake region.

In the viscous sublayer, the perfect matching of the (shifted) mean velocity profiles can
be credited to the suitability of the virtual origin hα . Indeed, the linear law (y+ = u+) is
valid for the profile shifted by �u+ = �y+ because it was valid for the non-shifted profile,
and this validity has been attributed to the choice of hα .

The fact that the rest (i.e. the buffer layer) of the shifted mean velocity profiles coincides
that well between the smooth and ribbed cases remains spectacular, since this layer contains
the near-wall structures on which riblets have a direct influence [12, 13].

Similarly, the turbulence intensity profiles coincide with one another between the two
simulations, from y+ ≈ 5 to the top of the boundary layer. Apart from the slight decrease
of the u+

rms peak value mentioned before, the turbulent profiles are indistinguishable. The
interactions between the riblets and the near-wall turbulent structures (such as streaks
and streamwise vortices), although surely complex, end up leading to turbulence statistics
closely similar to those of the canonical flow. The turbulent near-wall mechanisms seems to
be simply shifted away from the wall by the riblets.

The turbulent flow over the riblets can be approximated by the canonical turbulent flow
that would develop upon a viscous layer (in which y+ = u+) of thickness �u+ set at the
location of the virtual origin. This kind of flow has been studied, in a channel, by Iwamoto
et al. [52] to quantify the amount of drag reduction one could expect assuming a totally
relaminarized flow within a thin layer at the wall. The flow over super-hydrophobic surfaces
presents similar properties [53, 54].

For given riblet shape and sizing, yielding a particular velocity shift �u+, one can
recover the drag reduction DR (using Eq. 15). Provided the knowledge of the canonical
smooth wall profiles at Reτ , a good approximation of the mean velocity and the turbulence
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intensity profiles over the riblets can be obtained, above y+ = 5, with the following
composite flow:

u+(Reτ , y
+) ≈

{

y+ for y+ < �u+
�u+ + u+

0 (Reτ , y
+ − �u+) for y+ > �u+ (16)

u′
iu

′
j

+
(Reτ , y

+) ≈
{

0 for y+ < �u+

ui
′
0uj

′
0
+
(Reτ , y

+ − �u+) for y+ > �u+ (17)

The subscript 0 refers to the canonical smooth wall flow. The velocity shift �u+ might
depend on the friction-velocity Reynolds number Reτ , even though no dependence was
evidenced within the range of tested Reynolds numbers.

This composite flow can be used to run low-fidelity simulations, without having to solve
for the flow inside the riblets. Aupoix et al. [51] recently applied such a strategy to model
the riblet effects with RANS (Reynolds-averaged Navier-Stokes) simulations. The present
study validates quantitatively some of their underlying assumptions in the case of a zero-
pressure-gradient flow over riblets in their optimal drag-reduction regime.

8 Conclusion and Outlook

Zero-pressure-gradient turbulent boundary layer flows over smooth and ribbed walls have
been compared by means of Large Eddy Simulations. The ribbed surface covers a large part
of the computational domain, from Reτ = 240 to Reτ = 450. The influence of the riblet
leading and trailing edges is limited to a transient area.

The friction over the riblets can be compared to the one on the smooth wall at the same
physical location x or at the same Reynolds number Reδ , Reθ or Reτ . In all cases, a sig-
nificant reduction has been observed. When the two flows are compared at same x or at
same Reδ , the drag reduction is seen to decrease downstream. This depreciation has been
explained by the slowing down, due to riblets, of the boundary layer development. When the
friction on the riblets and on smooth wall is compared at a given Reθ or at a given Reτ , the
drag reduction rate remains almost constant all along the controlled zone and equals values
close to 10 % and 11 % respectively. The weak dependence with respect to Reτ corroborates
the observation made in the literature that riblets only interact with the buffer layer.

To analyze more in depth the way riblets affect the wall friction, an extension of the FIK
identity, applicable to complex surfaces, has been derived. The “laminar” term, which is the
smallest of the three contributions to the skin friction, is unaffected by the riblets at given
Reδ . The two other contributing terms, namely “turbulent” and “spatial heterogeneity”,
are greatly reduced by the riblets. However, their relative contributions to the total friction
remain unchanged when the comparison is made with the reference smooth wall case at
the same Reτ . This property also points in favor of a wall-unit scaling of the interaction of
riblets with the flow.

To compare the reference flow field above a smooth wall with the one above riblets,
the vertical positioning of the two surfaces, given by the “virtual origin”, must be chosen
properly. The extension of the FIK identity to complex wall surfaces was the basis for the
derivation of a new virtual origin. This FIK-based origin can be interpreted as a barycentre
of the wall friction along the y axis.

When plotted in wall units and using the FIK-based virtual origin, the linear, logarithmic
and defect laws are all retrieved for the mean velocity over the riblets. The recovering of the
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former confirms the relevance of the virtual origin. The recovering of the two latter confirms
that riblets do not disrupt the turbulent cycle above the buffer layer, thus preserving the
logarithmic and wake regions.

When comparing the riblet and the reference smooth plate flows at the same Reτ , the
riblet mean velocity profile appears to be shifted upward by a constant �u+, from the
logarithmic layer to the wake. The velocity shift �u+(Reτ ) is found to be uniform along
the controlled domain and equals to 1.4 friction velocity for the present riblet design. Other
riblet designs (in terms of shape or sizing) may lead to other velocity shift values.

The turbulence intensity profiles for the riblet flow, in inner-scaling, appear to be moved
up by an ordinate shift �y+ ≈ 1.4 with respect to the smooth wall profiles at the same Reτ .
This value is analogous to the one of the velocity shift �u+. Apart from this shift of the
ordinate axis, the turbulence intensity magnitudes from the two flows are quasi-identical.
The reduction of turbulence intensity often reported in the riblet literature appears to be the
byproduct of an inadequate scaling or of a comparison between flows at different Reτ .

A perfect overlap of the riblet and smooth plate curves is obtained by performing a dou-
ble shift of the profiles: a downward shift �u+ of the mean velocity profile along with
the downward shift of the y-axis ordinate of the mean and turbulent velocity profiles by
�y+ = �u+. Hence, the complex interactions between the riblets and the near-wall turbu-
lent structures finally result in a simplistic shift of the wall-normal ordinate and of the mean
velocity profile. In other words, the turbulent flow over the riblets can be approximated by
the canonical turbulent flow that would develop above a perfect viscous layer (i.e. in which
y+ = u+) of thickness �u+ on the location of the virtual origin.

The suitability of the FIK-based virtual origin was demonstrated for riblets in their estab-
lished drag-reducing regime and has resulted in the elaboration of an analogy between the
flow over the riblets and a composite flow, made from the canonical flow over an equivalent
smooth wall. Future work will aim at verifying the applicability of the FIK-based virtual
origin for drag-increasing riblets, once the break-down regime is passed. Furthermore, the
study of the transient phenomena, at the leading and trailing edges of the riblets, which have
never been conducted so far, may reveal interesting properties.
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5.3 Discussion complémentaire

5.3.1 Résumé succinct de l’article

Dans l’article précédent, une généralisation de la décomposition FIK pour les écoulements le
long de surfaces complexes a été proposée. Sa formulation est exprimée par les équations (10)–(13)
de l’article. Le frottement y est décomposé en trois termes dont la définition est très similaire à
celle de la formulation originelle (1.66)–(1.70). Les principales différences résident dans l’intégration
surfacique qui remplace l’intégration linéique afin de prendre en compte la non-homogénéité de
l’écoulement dans la direction transverse z et dans l’ajout d’un facteur 1/α devant chacun des
termes. Le coefficient α est défini par la formule (9) de l’article. Le détail de la dérivation de cette
identité FIK généralisée est présenté dans l’annexe A.

La décomposition FIK généralisée a ensuite été appliquée au frottement d’une paroi couverte de
riblets. Elle révèle que la composante dite laminaire cf,1(Reδ), la plus faible des trois contributions,
est à peine affectée par la présence des riblets. À l’inverse, les contributions cf,2 et cf,3 subissent
toutes deux une importante baisse. Plus exactement, ces contributions sont diminuées dans une
proportion identique au coefficient de frottement cf lui-même, c’est-à-dire que les contributions
relatives cf,2/cf (Reτ ) et cf,3/cf (Reτ ) conservent les valeurs du cas canonique de paroi plane. Ce
comportement appuie l’hypothèse que l’interaction entre les riblets et la turbulence est dimensionnée
en échelle interne.

Le coefficient α introduit lors de la généralisation de la décomposition FIK aux surfaces com-
plexes correspond à une moyenne du frottement à la surface de riblets pondérée par l’altitude
locale yw(x, z). En changeant l’origine virtuelle, on change les valeurs de yw et donc la valeur de α.
Dans le cas d’une paroi lisse, α = 1 lorsque l’origine est placée à la paroi. Pour n’importe quelle
surface rugueuse, il est possible de placer l’origine virtuelle de sorte que α prenne la même valeur
unitaire. On définit ainsi une nouvelle origine virtuelle que l’on repérera par sa localisation hα au-
dessus du fond des vallées. Cette origine virtuelle peut être interprétée comme étant le barycentre
pondéré du frottement pariétal vu de la frontière externe δ99% de la couche limite.

Lorsque l’origine virtuelle basée sur la décomposition FIK est utilisée, les lois linéaire (1.48),
logarithmique (1.50) et de sillage (1.46) sont retrouvées sur le profil de vitesse moyenne en unité de
paroi u+(y+). Ce résultat a d’ores et déjà été discuté dans la section 4.4.4.3 du chapitre précédent.
En comparant à même Reτ les profils de vitesse moyenne pour les écoulements au-dessus de la
paroi lisse et au-dessus des riblets, on observe qu’ils sont de parfaites translations l’un de l’autre :
les courbes des profils u+

ref(y+) et u+(y+ + ∆y+)−∆u+ se superposent parfaitement. La valeur du
décalage ∆u+ ' 1.4 peut être estimée graphiquement ou calculée à partir des coefficients de frot-
tements cf et cf,ref comme cela a pu être fait dans la section 4.4.4.3 en utilisant les formules (2.8)
ou (2.14). Le décalage ∆y+ dépend quant à lui directement de la position de l’origine de l’axe y.
Lorsque l’origine virtuelle basée sur la décomposition FIK est utilisée, on trouve que le décalage ∆y+

s’identifie à ∆u+. En observant les intensités fluctuantes, on constate que les profils pour l’écoule-
ment au-dessus des riblets sont eux aussi translatés du même décalage ∆y+ par rapport aux profils
canoniques à même Reτ , de sorte que R+

ij(y+ + ∆y+) ' R+
ij,ref(y+).

Ainsi, l’interaction qui peut exister entre les riblets et les structures de la turbulence proche pa-
roi, aussi complexe soit-elle, se réduit à de simples décalages des courbes représentatives des profils
de vitesse moyenne et d’intensités fluctuantes. Ces décalages peuvent s’interpréter comme un épais-
sissement de la sous-couche linéaire. Au-delà de cette sous-couche u+ = y+ épaissie de ∆u+ = ∆y+,
les profils canoniques de couche limite turbulente sont retrouvés. Tout se passe comme si l’écou-
lement au-dessus des riblets était identique au profil composite constitué d’un profil canonique
placé sur une couche laminaire d’épaisseur ∆y+ de cisaillement constant.

5.3.2 Mouvements cohérents

Dans la sous-section 4.4.6, on a introduit les outils visant à évaluer la densité spectrale de puis-
sance des fluctuations. Les figures 4.23 et 4.24 ont mis en évidence que la répartition spectrale
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) et celle avec riblets (∆y+ = 1.4, ) au nombre de Reynolds Reθ = 1000. Les niveaux
tracés croissent de 10−3/2 (en bleu foncé) à 101/6 (en rouge foncé) par incréments logarithmiques
de 101/3.

(temporelle comme spatiale) de l’énergie cinétique longitudinale u′u′ est à peine affectée par la pré-
sence des riblets à l’altitude où l’énergie cinétique turbulente est maximale.

La même analyse peut être conduite aux autres altitudes de la couche limite. C’est ce qui est
fait sur la figure 5.1, où la densité spectrale de puissance S+

u′u′ suivant 1/λ+
x est tracée en fonction

de y+ −∆y+. L’évolution du signal suivant x est en réalité le fruit de l’application de l’hypothèse
de Taylor au signal temporel. Quand elles sont ainsi adimensionnées en unité de paroi et localisées
suivant l’origine virtuelle décalée de ∆y+ = ∆u+, on observe que les densités spectrales des configu-
rations lisse et avec riblets partagent les mêmes niveaux au-delà de y+ ' 5. Malgré la présence des
riblets, la répartition de l’énergie suivant les différentes échelles retrouve l’équilibre du cas canonique
quand l’adimensionnement en unité interne est choisi. Ce résultat constitue une démonstration sup-
plémentaire de la similarité entre l’écoulement au-dessus des riblets et l’écoulement composite défini
précédemment, marquant une nouvelle fois le caractère extrêmement local de l’influence des riblets
et de la capacité de la turbulence à retrouver son équilibre canonique.

La figure 5.1 nous apprend de plus que l’excédent d’énergie visible en dessous de y+ . 5 sur le
profil u+

rms(y+) en bas de la figure 4.18 peut être attribué à des structures longues de λ+
x ' 102 à 103.

Cela correspond vraisemblablement à l’empreinte des structures proches-paroi mise en évidence par
Jiménez [136] comme reportée sur la figure 1.22 de la revue bibliographique. Il n’est pas étonnant
que la densité spectrale de puissance ne chute pas à zéro pour y+ −∆y+ → 0 dans le cas contrôlé,
comme cela est pourtant le cas pour la configuration lisse, puisque du fluide s’écoule même aux
abscisses y+ −∆y+ négatives dans le sillon des riblets.

Comme cela a été développé dans la sous-section 2.2.3.4 de la revue bibliographique, des tour-
billons quasi-transverses, étendus dans la direction z, ont été associés au mécanisme de rupture de
la réduction de traînée du régime visqueux par García-Mayoral & Jiménez [94]. Ainsi, la densité
spectrale de puissance de la vorticité ω′z a été étudiée afin de vérifier la présence éventuelle de ces
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TQTs. La figure 5.2 représente S+
ω′zω

′
z
en fonction de la longueur d’onde transverse λ+

z pour chaque
altitude y+ −∆y+.

Pour la configuration lisse, le maximum de densité spectrale de puissance pré-multipliée se si-
tue à l’altitude y+ ' 6 et correspond à une longueur d’onde de λ+

z ' 102. En présence des riblets,
l’amplitude et la position dans le plan (y+ −∆y+, λ+

z ) de ce maximum ne sont pas sensiblement
affectées. Il en est de même pour l’ensemble des niveaux au-delà de y+ ' 10. En dessous, des raies
de densité de puissance sont visibles aux harmoniques λ+

z,n = λ+
z,1/n de la longueur d’onde λ+

z,1 ' 16.
Cette longueur d’onde correspond à la largeur crête-à-crête s+ des riblets. Les raies d’intense densité
de puissance sont la marque de la périodicité qu’ils introduisent.

L’étude des corrélations deux-points/un-temps est une méthode complémentaire à l’observation
de structures cohérentes, dont les bases ont été introduites à la sous-section 4.4.7. La figure 5.3
représente, à chaque altitude y+ −∆y+, le coefficient de corrélation Cω′zω′z de la composante trans-
verse de la vorticité pour un décalage transverse ξz. Seuls les niveaux [−0.1, 0, 0.1] sont affichés pour
délimiter les zones relativement corrélées. On y remarque là encore que les riblets n’engendrent pas
d’influence notable sur les structures cohérentes au-dessus de y+ ' 10. En dessous, la périodicité
induite par leur présence est également relevée.

Pour les riblets étudiés, la présence de TQTs n’est donc pas mise en évidence sur la répartition
spectrale de puissance de ω′z ni sur son coefficient de corrélation transverse. Notre étude ne fournit
donc aucun support supplémentaire aux observations et à la théorie de García-Mayoral & Jimé-
nez [94]. Elle ne les met pas en défaut pour autant : la dimension des riblets ayant été choisie pour
que la réduction de traînée soit optimale, elle est trop faible pour que le mécanisme de rupture soit
prédominant. Ainsi, une étude similaire avec des riblets de dimension supérieure serait nécessaire
pour apporter un éclairage sur ce point.

Néanmoins, cette étude a permis d’établir que des riblets, dans leur régime de réduction de
traînée optimale, n’induisent pas de changement appréciable sur les structures turbulentes du cycle-
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proche paroi. Ainsi, ni la répartition énergétique suivant les échelles spatiales et temporelles ni les
longueurs de corrélations ne sont affectées au-delà des quelques premières unités de paroi, si l’origine
de l’axe y est décalée de ∆y+ = ∆u+ par rapport à celle basée sur la décomposition FIK.

5.3.3 Bilans énergétiques

Les bilans d’énergie cinétique turbulente ont été présentés dans la sous-section 4.4.8 pour les
configurations de plaque plane et de riblets. En observant la figure de gauche de 4.27, on avait alors
pu remarquer que les profils du cas avec riblets semblaient translatés par rapport à ceux du cas
de référence. À la lumière de l’analyse conduite dans l’article présenté dans la section précédente,
on a représenté sur la figure 5.4 les profils en unité de paroi du bilan de k en fonction de y −∆y+

avec ∆y+ = ∆u+ = 1.4. On constate que les profils pour l’ensemble des termes se superposent
parfaitement sur toute l’étendue de la couche limite. Ainsi, au-delà de la sous-couche additionnelle
d’épaisseur ∆y+, les riblets conservent l’intensité et la répartition de l’ensemble des mécanismes
interagissant avec la turbulence, qu’ils soient liés à la viscosité, à la pression ou à l’écoulement
moyen. Ce résultat va aussi dans le sens d’une similitude entre l’écoulement au-dessus des riblets et
l’écoulement composite défini à la fin de la sous-section 5.3.1.

Les profils représentés sur la figure 5.4 sont tous adimensionnés en unité de paroi. Le frottement
pariétal étant moindre sur la paroi couverte de riblets, la vitesse uτ utilisée pour l’adimensionnement
en unité de paroi y possède une valeur plus faible que dans le cas de plaque plane. La superposition
des profils du bilan de k adimensionnés en unité interne implique que, lorsqu’ils sont dimensionnés
ou adimensionnés en unité externe, les profils relatifs aux riblets sont d’intensité plus faible que ceux
relatifs à la plaque plane (comme cela est aussi le cas pour les intensités fluctuantes, représentées
en unité interne et en unité externe sur les figures 4.18). On peut donc en conclure que la présence
des riblets engendre une chute de l’énergie cinétique turbulente et, dans la même proportion, de
l’ensemble des termes de son bilan.
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Figure 5.4 – Termes (à gauche) et termes pré-multipliés par y+ −∆y+ (à droite) du bilan d’énergie
cinétique turbulente (1.22) en unité de paroi au nombre de Reynolds Reθ = 1000 pour la configura-
tion lisse (∆y+ = 0, ) et celle avec riblets (∆y+ = 1.4, ). Les données des simulations
DNS de Schlatter & Örlü [238] (∆y+ = 0, ) sont également représentées. Les termes sont res-
pectivement ceux de convection (rose), de production (transfert de K vers k) (bleu), de dissipation
(rouge), de diffusion visqueuse (orange), de diffusion turbulente (vert) et de diffusion par la pression
(violet). La dissipation totale est obtenue en sommant la dissipation résolue, représentée en gris, et
les dissipations sous-maille et numérique (calculées comme terme résiduel du bilan).

On peut alors se demander de quelle manière les riblets induisent la chute des niveaux turbu-
lents. Est-ce que les riblets perturbent le cycle proche-paroi de la turbulence de sorte à atténuer
la production de k, c’est-à-dire le transfert d’énergie entre K et k, provoquant alors une baisse du
niveau d’énergie cinétique turbulente k ? Ou alors, est-ce que la baisse du niveau de k est provoquée
par une augmentation de la dissipation d’énergie turbulente ? Dans chacun de ces cas, la baisse du
niveau d’énergie cinétique fluctuante engendre, par la suite, une réduction du transfert de quantité
de mouvement vers la paroi, du cisaillement moyen, puis du frottement pariétal. Un nouvel équilibre
s’établit alors dans cet écoulement au cisaillement réduit et au faible niveau de k, dans lequel l’in-
tensité de l’ensemble des termes du bilan est réduite en conséquence. Afin de mieux comprendre le
mécanisme expliquant la réduction de traînée des riblets, il peut alors être intéressant de comprendre
sur le(s)quel(s) des termes du bilan ils influent directement.

Les termes du bilan d’énergie cinétique turbulente ont alors été intégrés entre la paroi et l’exté-
rieur de la couche limite, pour chacune des stations x. L’intégrale dans le plan (y, z) des termes de
diffusions (visqueuse, turbulente et par la pression) est quasiment nulle. Seul subsiste l’effet de la
diffusion selon x dont l’intensité est bien plus faible. Ces termes de diffusion ont tous été regroupés
ensemble et ajoutés au terme de convection. L’ensemble {diffusion + convection} contient alors
l’ensemble des termes de transport. Pour compléter le bilan, il faut également prendre en compte
les termes de dissipation et de production.

L’évolution des termes du bilan intégrés est représentée sur la figure 5.5. À gauche de la figure,
où les données sont adimensionnées en unité de paroi, les courbes avec et sans riblets sont d’une
très grande similarité, hormis à proximité des extrémités amont et avale de la zone de contrôle. Ce
résultat confirme que très vite après avoir été perturbée par la mise en place ou par la suppression
du contrôle, la turbulence retrouve un équilibre adapté avec le cisaillement local, et donc avec l’adi-
mensionnement interne. Ces courbes, ainsi adimensionnées, ne nous permettent donc pas d’éclaircir
la nature de l’influence des riblets, puisque la perturbation du frottement et l’adimensionnement
se mêlent à la perturbation engendrée sur chaque terme du bilan. Les mêmes données sont alors
tracées, sans adimensionnement, sur la partie droite de la figure 5.5. Comme attendu, les niveaux
de production et de dissipation sont tous deux diminués en présence de riblets. Il est néanmoins
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Figure 5.5 – Évolution avec x des termes du bilan d’énergie cinétique turbulente (1.22) intégrés sur
chaque plan x en unité de paroi (à gauche) et sans adimensionnement (à droite) pour la configuration
lisse ( ) et celle avec riblets ( ). Les termes sont respectivement ceux de transport
(convection et diffusion) (rose), de production (bleu) et de dissipation (rouge). Les zones de transition
entre plaque plane et riblets sont indiquées en gris clair.
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Figure 5.6 – Différence entre les niveaux des configurations avec et sans riblets des termes du bilan
d’énergie cinétique turbulente (1.22) intégrés sur chaque plan x. Les termes sont respectivement
ceux de transport (convection et diffusion) (rose), de production (bleu) et de dissipation (rouge).
La zone de transition de la plaque plane vers les riblets est indiquée en gris clair.
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difficile de déterminer, sur cette figure, lequel des deux est affecté le premier et entraîne la chute du
second.

Afin de mettre en évidence l’influence des riblets, la différence entre les niveaux des configurations
avec et sans riblets est représentée sur la figure 5.6. On se focalise ici sur la transition amont, de
la plaque plane vers la zone de riblets. On y observe que le terme de production subit une chute
rapide. Son déficit se stabilise très vite alors que la dissipation a tout juste commencé à évoluer.
C’est donc bien sur la production d’énergie cinétique turbulente que les riblets influent directement.
La chute de la dissipation n’en est qu’une conséquence indirecte.

Alors qu’un délai spatial d’environ 0.5 δin est nécessaire à la production pour atteindre son
nouvel équilibre, il faut environ 4 δin ' 1000 lτ pour le terme de dissipation. Dans l’intervalle, c’est
le terme de transport qui permet de maintenir l’équilibre du bilan. Il subit une hausse soudaine
pour compenser la chute de la production, puis retombe à son niveau canonique à mesure que la
dissipation s’adapte progressivement au niveau de production atténuée. Le fait que le terme de
transport subisse une hausse transitoire témoigne qu’il y existe un déficit d’énergie entre ce qui
est localement produit et dissipé. La convection et la diffusion jouent alors le rôle de tampon en y
transportant de l’énergie produite ailleurs.

Si, contrairement à ce qui a été constaté, les riblets avaient influé directement, non pas sur la
production, mais sur la dissipation en provoquant son augmentation, cela aurait transitoirement
causé un excédent d’énergie cinétique. Le rôle de tampon aurait là encore été joué par le terme
de transport qui, cette fois, aurait adopté un comportement transitoire de puits d’énergie. C’est ce
comportement qui a été observé par Ricco et al. [224] lors de leur étude du contrôle de la turbulence
par une paroi oscillante. Cela témoigne de la diversité des mécanismes en jeu pour les différentes
stratégies de contrôles.

Conclusion du chapitre
Dans ce chapitre, à la section 5.1, la nécessité de définition d’une origine virtuelle cohérente

a tout d’abord été démontrée. En effet, le choix d’une origine pour l’axe y n’est pas évident lors
de l’étude de paroi rugueuse (et, a fortiori, couverte de riblets), puisque la surface n’est pas
plane. Or ce choix a une réelle influence sur l’interprétation des résultats lors des comparaisons
entre les écoulements dont la paroi est couverte ou non de riblets. La notion d’origine virtuelle
est alors définie comme étant la position particulière à laquelle la couche limite “voit” une paroi
plane équivalente. Parmi les différents choix existant dans la littérature, certains sont géomé-
triques, d’autres basés sur l’écoulement de Stokes. Néanmoins, aucun ne trouve ses fondements
dans les propriétés effectives de l’écoulement turbulent étudié.

La section 5.2 reprend l’article [13] publié dans la revue Flow, Turbulence and Combustion.
En s’appuyant sur la décomposition FIK originelle, une décomposition du frottement étendue
au cas des parois complexes est tout d’abord obtenue. Au-delà des résultats apportés par une
telle analyse du frottement, cette décomposition induit implicitement la définition d’une origine
virtuelle, formulée comme le barycentre du frottement sur la paroi complexe pondéré par une
fonction de l’altitude locale. Dans la suite de la section, l’utilisation de cette origine virtuelle
permet d’établir une forte similitude entre les profils de vitesses moyennes et de tensions de
Reynolds des cas avec et sans contrôle, moyennant la translation des courbes adimensionnées
en unité de paroi par un décalage ∆y+ = ∆u+ = ∆U+

∞. Ainsi, aussi complexe soit l’interaction
entre les riblets et la turbulence, l’écoulement au-dessus des riblets semble être correctement
caractérisé par le profil composite constitué d’une couche limite turbulente canonique placée



180 Chapitre 5 : Définition d’une origine virtuelle adaptée à l’analyse de l’écoulement contrôlé

sur une fine couche laminaire d’épaisseur ∆y+ et de cisaillement constant.

Dans la dernière section 5.3 de ce chapitre, la similitude entre l’écoulement au-dessus des
riblets et le profil composite est confirmée par l’observation des mouvements cohérents et des
bilans énergétiques.

En effet, les densités spectrales de puissance S+
u′u′(λ+

x ) et S+
ω′zω

′
z
(λ+
z ) et le coefficient de corré-

lation deux-points/un-temps C+
ω′zω

′
z
(ξ+
z ) conservent globalement les mêmes niveaux d’intensité

en présence de riblets lorsqu’ils sont translatés de ∆y+. Seule la présence de la périodicité de
largeur s+ induite par la disposition régulière des riblets marque une différence entre les deux
configurations, bien que cette périodicité ne se fasse plus sentir au-delà de y+ ' 10. La présence
de tourbillons quasi-transverses n’est pas relevée dans le cas présent, bien que ces TQTs soient
suggérés, dans la littérature, comme responsables de la rupture du régime visqueux de réduction
de traînée des riblets. Leur absence peut ici être expliquée par la dimension des riblets proche
de l’optimum de réduction de traînée, c’est-à-dire trop petite pour que le mécanisme de rupture
ne se fasse véritablement sentir.

De plus, les courbes canoniques pour chacun des termes du bilan d’énergie cinétique turbu-
lente en unité de paroi se superposent parfaitement à celles de l’écoulement contrôlé de même
nombre de Reynolds Reτ si ces dernières sont translatées de ∆y+. Cela atteste une fois de plus
de la pertinence de l’écoulement composite pour décrire celui au-dessus des riblets. L’analyse
du bilan d’énergie cinétique turbulente permet également d’établir que les riblets réduisent le
niveau absolu (c’est-à-dire non-adimensionné) de k en altérant son terme de production, par
opposition à d’autres stratégies de contrôle qui influent sur le terme de dissipation. À cause de
la baisse de la production, le niveau d’énergie cinétique turbulente chute et, avec lui, le brassage
turbulent de quantité de mouvement, le cisaillement moyen et le frottement pariétal. Dans ces
conditions d’écoulement au cisaillement réduit, la couche limite turbulente retrouve finalement
son équilibre : les tensions de Reynolds et l’ensemble des termes du bilan de k retrouvent leur
niveau canonique lorsqu’ils sont adimensionnés par le frottement.

La définition de l’origine virtuelle basée sur l’identité FIK a ainsi permis d’apporter un éclai-
rage sur la caractérisation de l’écoulement contrôlé et sur le mécanisme de réduction de traînée
des riblets. Le chapitre 6 suivant établira l’évolution à haut nombre de Reynolds d’une couche
limite caractérisée par le profil composite introduit précédemment, sous l’hypothèse d’un déca-
lage ∆y+ = ∆u+ constant. En particulier, on estimera par une approche analytique la double
influence des riblets sur le frottement pariétal et sur l’épaississement de la couche limite.
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6.1 Introduction

Au cours des analyses menées dans les deux chapitres précédents, la question de l’évolution du
comportement des riblets avec le nombre de Reynolds s’est posée de façon récurrente : à mesure que
l’on avance dans la direction avale, comment évolue le taux de la réduction de frottement provoquée
par les riblets par rapport à une paroi lisse canonique à la même station x ?

Par ailleurs, il a pu être constaté que cette réduction de frottement, qui se mesure usuellement
par le taux SFRR, peut également l’être de façon équivalente par les décalages ∆U+

∞ et ∆C = ∆u+

induits sur la vitesse de l’écoulement libre et sur la loi logarithmique. Les formules (2.8) et (2.14)
font alors le lien entre ces grandeurs. Là encore, on peut se demander comment ces décalages ∆U+

∞
et ∆u+ évoluent avec le développement de la couche limite ?

181
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De plus, par leur présence, les riblets perturbent le développement de la couche limite, de telle
sorte que les épaisseurs δ, θ ou θ∗ à une station x donnée n’auront pas la même valeur que sur une
plaque plane canonique. Ainsi, plutôt que de s’intéresser à la réduction de frottement obtenue par
comparaison entre la paroi couverte de riblets et la paroi plane de référence, toutes deux prises à
la même station x, des constats différents peuvent éventuellement être émis si la comparaison est
effectuée à un même nombre de Reynolds. Autrement dit, quelles sont les évolutions respectives
de FRRx, FRRθ, FRRτ et FRRδ à mesure que la couche limite s’épaissit ?

Les simulations LES du chapitre précédent ont apportées des éléments de caractérisation des
profils de vitesses moyennes et fluctuantes des couches limites contrôlées par des riblets. Lorsqu’ils
sont préalablement translatés d’un décalage ∆y+ = ∆u+ = ∆U+

∞— suivant les formules (16) et (17)
de l’article précédent — les profils de l’écoulement contrôlé sont très similaires à ceux d’une couche
limite canonique non-contrôlée de même nombre de Reynolds Reτ .

À cette observation s’ajoute le constat que le décalage de vitesse ∆U+
∞ semble relativement indé-

pendant de l’épaississement de la couche limite, comme illustré par la figure 4.19. Cette hypothèse
est de plus appuyée par les observations de la littérature [8, 254], les formules d’estimation du taux
de réduction de frottement telles que (2.8) et les mécanismes de réduction de traînée des riblets,
tous concentrés sur le cycle de turbulence proche-paroi.

Il est alors possible d’identifier l’écoulement au-dessus des riblets par celui d’une couche limite
canonique placée sur une sous-couche visqueuse additionnelle d’épaisseur ∆y+ = ∆u+ constante. Le
profil composite que l’on obtient présente l’avantage de pouvoir être caractérisé avec les diverses
lois semi-empiriques qui décrivent le profil canonique de plaque plane — comme celles abordées
dans la section 1.3.1 notamment.

Sous l’hypothèse centrale que, sous l’action d’un contrôle (par des riblets ou par une autre
stratégie), une couche limite vérifie un tel profil composite, l’article suivant tente d’éclaircir les
interrogations formulées précédemment quant à l’évolution de la réduction de frottement pariétal
avec l’épaississement de la couche limite.



6.2 Article : Friction drag reduction achievable by near-wall turbulence manipulation in spatially
developing boundary-layer 183

PHYSICS OF FLUIDS 28, 035108 (2016)

Friction drag reduction achievable by near-wall turbulence
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Various control strategies, such as active feedback control or riblets, end up restraining
near-wall turbulence. An analytical study is conducted to estimate the drag-reduction
achievable by such control in zero-pressure-gradient turbulent boundary-layers.
Based on an idealized control which damps all fluctuations within a near-wall
layer, a composite flow profile is established. It leads to explicit models for
both the drag-reduction and the boundary-layer development rate. A skin-friction
decomposition is applied and gives physical insights on the underlying phenomena.
The control is found to alter the spatial development of the boundary-layer,
resulting in detrimental impact on the skin-friction. However, the drag-reducing
mechanism, attributed to the turbulence weakening, is found predominant and
massive drag reductions remain achievable at high Reynolds number, although a
minute part of the boundary-layer is manipulated. The model is finally assessed
against Large Eddy Simulations of riblet-controlled flow. C 2016 AIP Publishing
LLC. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4943625]

I. INTRODUCTION

Engineering devices aiming at manipulating turbulence have been developed and studied for
long. The benefits being sought range from drag reduction to heat transfer regulation and reactant
mixing speedup. Environmental regulation policies, especially on the aeronautical industry, will
maintain the interest on this field for decades.

Among others, riblets,1,2 hydrophobic surfaces,3,4 and active feedback control5,6 are diverse
strategies intensively studied so far. Behind those very distinct methods, a common physical feature:
they all end up affecting near-wall turbulence. Some promising active feedback control strategies
are tuned to suppress, or at least ease, turbulent fluctuations within a given near-wall layer or at
a particular elevation.7 Above riblets, the flow is well approached by the canonical turbulent one
placed over a laminar near-wall layer in which no turbulent fluctuations are assumed to exist.8

Super-hydrophobic walls allowing a mean slip uslip in the streamwise direction lead to canonical
mean and turbulent profiles3 when the mean velocity is scaled as u+ − u+slip. This boosts the mean
velocity, and, therefore, reduces turbulence intensities at a given flow rate. Hence, it appears that
very-localized actions at the wall or in the near-wall region can successfully achieve substantial
skin-friction reduction.

Fukagata, Iwamoto, and Kasagi9 (FIK hereafter) split the skin-friction into several contributing
terms according to their physical underlying origins. Their decomposition allows a spatial locali-
zation of the contributing terms’ intensity. Results evidence that, as the Reynolds number of the
flow increases, a growing part of the friction can be attributed to the turbulence through the whole
boundary-layer extent.10

a)eric.garnier@onera.fr
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Those two last conclusions seem contradictory: how can a near-wall localized control achieve
substantial drag reduction while a major part of the friction tends to be attributed to turbulent
mechanisms occurring further from the wall?

Iwamoto et al.11 led an analytical development to clarify the dilemma and quantified the drag
reduction achievable by near-wall manipulation at high Reynolds number. Their analysis has been
conducted in the frame of turbulent channel flow, in which no spatial development occurs. How-
ever, in most of external flow applications, the boundary-layer thickening has a major influence on
the drag. Indeed, the thicker the boundary-layer, the lower the drag, while the lower the drag, the
lower the boundary-layer thickening rate. Drag-reducing control devices indirectly slow down the
boundary-layer development, which has a detrimental effect on the drag. This secondary effect, not
present in channel flow, is inherent to spatially developing turbulent boundary-layers. Whether or
not it can become predominant over the beneficial drag-reduction could have important practical
consequences.

The present study aims at investigating the influence of near-wall turbulence manipulation on
both the spatial development and the skin-friction of zero-pressure-gradient turbulent boundary-
layers (ZPGTBLs). Following Iwamoto et al.,11 near-wall turbulent fluctuations are supposed to be
totally damped by a control strategy considered as ideal. Direct drag-reducing effects, comparable
to those observed in the channel flow case, are expected to be retrieved, but must appear along with
additional repercussions due to the spatially developing nature of ZPGTBLs.

Assumptions behind the use of an “ideal” control constitute the basis of the present analytical
development and are detailed in Sec. II. The direct drag-reducing effect of the control is retrieved in
Sec. III while its influence on the boundary-layer development comes into Sec. IV. Later, in Sec. V,
both effects are simultaneously taken into account and reveal the performance actually achievable
by such a near-wall turbulence manipulation. More insight is given in Sec. VI by considering the
impact of the control on each of the FIK decomposition terms. At last, the proposed model is
assessed versus Large Eddy Simulation (LES) results.

II. A COMPOSITE MODEL FOR THE CONTROLLED FLOW

The ideal control considered in the present study is assumed to damp all turbulent fluctuations
within a thin near-wall layer of thickness ∆y+. The superscript + denotes quantities normalized in
inner (or viscous) scaling, that is, using the viscosity ν and the local friction velocity uτ =


τw/ρ,

where τw and ρ are the wall shear-stress and the fluid density. Within the damped layer, the total
shear-stress reduces to its viscous contribution, which is assumed constant, leading to

u+(y+ < ∆y+) = y+, (1a)

R+i j(y+ < ∆y+) = 0, (1b)

where u stands for the mean velocity and Ri j for the Reynolds stress tensor (in particular, the
Reynolds shear-stress is denoted R12 or Rxy). At the upper boundary y+ = ∆y+ of the controlled
layer, the inner-scaled velocity equals u+ = ∆u+ = ∆y+ and the shear-stress is conserved from the
wall: τ = τw.

Above the controlled layer, turbulent fluctuations are not damped anymore. When consid-
ered in the local frame of reference moving at u+ = ∆y+ and with a wall-normal origin located
at y+ = ∆y+, the superimposed turbulent flow is denoted with a prime,

y+ = ∆y+ + y ′+, (2a)

u+(y+ > ∆y+) = ∆y+ + u′+(y ′+), (2b)

R+i j(y+ > ∆y+) = R′+i j (y ′+). (2c)

Taken together, the “inner-layer viscous profile” below y+ = ∆y+, Eqs. (1), and the “superimposed
turbulent flow” above it, Eqs. (2), define the “composite profile” that characterizes the controlled
flow. It is represented in Fig. 1. The inner scaling is unambiguously defined since u′τ = uτ, resulting
from τ′w = τ(y+ = ∆y+) = τw. However, outer scaling and Reynolds number definitions must be
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FIG. 1. Schematic mean velocity and Reynolds shear stress profiles. (a) Uncontrolled canonical ZPGTBL profiles. (b) Con-
trolled composite profiles.

treated with care because the free-stream velocities of the composite and superimposed flows differ:
U+∞ = ∆y

+ +U ′+∞ .
The mean and turbulent profiles u′+(y ′+) and R′+i j (y ′+) of the superimposed turbulent flow are

assumed to be those of an uncontrolled canonical ZPGTBL flow, denoted by the superscript ref ,

u′+(y ′+) = uref+(y+), (3a)
R′+i j (y ′+) = Rref+

i j (y+). (3b)

This assumption is quite strong, and one can wonder whether the above-defined composite profile
with a given ∆y+ relevantly characterizes the flow that would be effectively obtained by damp-
ing near-wall fluctuations or by applying any specific control device (opposition control, riblets,
super-hydrophobic wall, etc.). In this last case, the question of the definition of an equivalent
damped layer thickness ∆y+ also arises.

In practice, depending on the nature of the control device, the equivalent thickness ∆y+ is
determined from flow conditions and control parameters. For instance, active feedback control
aims at damping fluctuations within a near-wall layer of specified thickness, thus, the defini-
tion of ∆y+ is straight-forward. For small enough riblets—that is riblets in their drag-reducing
viscous-regime2—∆y+ is found proportional to the riblet size and can be estimated empirically
from the riblet design.2 Unfortunately, the proportionality breaks when riblets become taller,12

so ∆y+ cannot be increased infinitely. Flows bounded by hydrophobic walls are not accurately
described by the composite profile and a model with y+ = y ′+ instead of (2a) would be better suited.
However, for most of the following conclusions, ∆y+ can be considered negligible against δ+,
so no significant quantitative difference has to be noted. In this case, ∆y+ corresponds to the
mean streamwise slip length.3 More generally, as long as a control device satisfies the compos-
ite profile, its value for ∆y+ can be computed a posteriori from the observed drag-reduction
DRτ =

�
cref
f
(Reτ) − cf (Reτ)

�
/cref

f
(Reτ) using8

∆y+ =


2

cref
f

(
1√

1 − DRτ

− 1
)
. (4)

Fig. 2 shows the mean velocity and turbulent intensity profiles of flat-plate and riblet bounded
flows obtained by LES.8 Above the 8-wall-unit-tall trapezoidal riblets, the equivalent ∆y+ is found
equal to 1.4. Both actual and “superimposed” profiles, obtained using (2), have been plotted
aside flat-plate reference ones. Superimposed profiles u′+(y ′+) and R′+i j (y ′+) perfectly collapse

with uref+(y+) and Rref+
i j (y+), at same Reynolds number δ′+ = δref+. Later, in Sec. VII, additional

comparisons with the riblet-controlled flow will be performed for an a posteriori validation of the
analytic development. A similar result can be evidenced using the mean and turbulent profiles from
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FIG. 2. (a) Mean velocity and (b) turbulence intensity profiles scaled in wall-units: (solid line) reference canonical
profiles uref+(y+) and R

ref+
i j (y+) at Reynolds number δref+= 360; (dashed line) actual riblet profiles u+(y+) and R+i j(y+);

(symbols) superimposed profiles u′+(y′+) and R′+i j(y′+) at Reynolds number δ′+= 360 obtained after shifting the actual riblet
profiles by ∆y+= 1.4 according to Eq. (2).

opposition control direct numerical simulation (DNS).7 This demonstrates the relevancy of the com-
posite profile to characterize realistic controlled ZPGTBLs. Based on pioneering DNSs of active
feedback control,5,13,14 Iwamoto et al.11 reached a similar conclusion for controlled channel flows.

III. DIRECT EFFECT: SKIN-FRICTION REDUCTION

Under the effect of the previously defined ideal control, which suppresses all turbulent fluctu-
ations within a thin layer of thickness ∆y+, the altered flow field has been assumed well character-
ized by composite profiles. How does it influence the drag?

The skin-friction coefficient cf of the composite flow is given by

cf

2
=
τw

ρU2∞
=

1
U+2∞
=

1

(U ′+∞ + ∆y+)2
. (5)

To relate cf to the flow Reynolds number, U ′+∞ must be made more explicit. Assumption (3) allows
the use of canonical ZPGTBL relations for the superimposed turbulent flow, and especially, the
Coles-Fernholz relation15


2

cref
f

= Uref+
∞ =

1
κ

ln
(
Reref

θ

)
+ C, (6)

where Reθ = θU∞/ν is the Reynolds number based on the momentum thickness θ =
 ∞
y=0

u(y)
U∞(

1 − u(y)
U∞

)
dy . Coefficients κ = 0.384 and C = 4.127 have been recently corrected.16 This relation

applies to high enough Reynolds number flows, imposing restrictions on the superimposed turbulent
flow. Consequently, only results for which Re′θ′ = θ

′U ′∞/ν > 450 are considered in the present study.
This threshold is low, since a flow at such a Reynolds number does not have the properties of
canonical high Reynolds number flows, though the present theory will be shown to still yield valid
results even at this low Reynolds number limit.

From definitions (1) and (2) of the composite mean velocity profile, Reδ1 = δ1U∞/ν and Re′
δ′1
=

δ′1U
′
∞/ν on the one hand, and Reθ = θU∞/ν and Re′θ′ = θ

′U ′∞/ν on the other hand, can be related by

Reδ1 = Re′δ′1
+

(
1 − 1

2
∆y+

U+∞

)
U+∞∆y

+, (7)

Reθ =
(
1 + (H ′ − 1) ∆y

+

U+∞

)
Re′θ′ +

(
1 − 2

3
∆y+

U+∞

)
∆y+2

2
, (8)
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where H ′ = δ′1/θ
′ is the shape factor of the superimposed turbulent flow. It can be estimated using

the estimation provided by Nagib et al.16 for canonical ZPGTBL,

Href
(
Uref+
∞

)
=

1

1 − 7.135/Uref+
∞
= 1 + O

(
7.135

Uref+
∞

)
. (9)

Substitution of (5) and (6) into (8) yields an explicit formula between the Reynolds number Reθ
and the friction coefficient (through U+∞ =


2/cf ) of the composite flow,

Reθ =
(
1 +

(
Href (U+∞ − ∆y+) − 1

) ∆y+
U+∞

)
eκ(U+∞−∆y+−C) +

(
1 − 2

3
∆y+

U+∞

)
∆y+2

2
. (10)

If ∆y+ is set to 0, the identity gets back to original Coles-Fernholz correlation (6). Else, if ∆y+

is assumed negligible against both U+2
∞ and

√
Reθ as a first order approximation, the following

modified Coles-Fernholz relation is obtained:


2
cf
= U+∞ ≈

1
κ

ln(Reθ) + C + ∆y+. (11)

This approximate relation is rather precise as shown in Fig. 3(a), in which the influence of ∆y+ on
the skin-friction coefficient cf is plotted against Reθ.

A drag reduction rate DRθ can be computed by comparing the friction coefficients cf of the
controlled and reference cases at the same Reynolds number Reθ,

DRθ (Reθ) =
cref
f
(Reθ) − cf (Reθ)

cref
f
(Reθ)

= 1 − *,
Uref+
∞ (Reθ)

U+∞(Reθ)
+-

2

, (12)

≈ 1 − *,1 +
∆y+

1
κ

ln(Reθ) + C
+-
−2

, (13)

where both original and modified Coles-Fernholz friction laws (6) and (11) have been used to
obtained Eq. (13).

Fig. 3(b) shows the influence of ∆y+ on DRθ (Reθ). The drag reduction achieved by damp-
ing fluctuations in the — although extremely thin — near-wall part of the boundary-layer can
be massive. For instance, at Reθ = 105, the boundary-layer thickness of the uncontrolled flow is
about δref+

99 ≈ 3 · 104, meaning that ∆y+ = 10 is less than a thousandth of the boundary-layer. Yet,
the damping of the fluctuations in this minute layer results in a substantial 40% drag reduction.

The control efficiency for a given ∆y+ decreases when the Reynolds number Reθ increases.
However, the dependency is weak and significant drag reductions are still achievable even at large
Reynolds number.

FIG. 3. Influence of the damped layer thickness ∆y+ on (a) the skin-friction coefficient c f and (b) the drag reduction
rate DRθ versus Reθ: (black solid line) no control; (green solid line, circle) ∆y+= 1; (blue solid line, square) ∆y+= 10; (red
solid line, triangle) ∆y+= 30. First-order approximations obtained from (11) and (13) are plotted with dotted lines aside the
corresponding exact solutions.
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The drag reduction DRθ (Reθ) observed here in a controlled ZPGTBL is closely similar to
what is obtained in a channel flow on which the same near-wall fluctuation damping is applied.
With ∆y+ = 10, Iwamoto et al.11 reports a 37% drag reduction for turbulent channel flow at Reref

τ =

δref+ = 3 · 104. This value is consistent with the 40% obtained here in a spatially developing
boundary-layer.

IV. INDIRECT EFFECT: DECREASE OF THE BOUNDARY-LAYER THICKENING RATE

Unlike channel or pipe flows, spatially developing boundary-layers are not statistically homo-
geneous in the streamwise direction: they develop, thicken, and their Reynolds numbers increase.
Their development rate is related to the skin-friction through the momentum-integral equation.17 In
the present case of two-dimensional zero-pressure-gradient boundary-layer, this relation is simply
formulated by

dθ
dx
=

cf

2
=

1
U+2∞
. (14)

Because cf is greatly reduced by the control, the streamwise thickening rate of the boundary-layer is
expected to be decreased. Eq. (14) can be integrated to relate the physical streamwise location x to
the momentum thickness θ

Rex(Reθ) = Reoffset
x +

 Reθ
U+2
∞ dReθ. (15)

For uncontrolled flows, after substitution of skin-friction Coles-Fernholz relation (6) into (15),
the streamwise development of the boundary-layer thickness can be solved analytically16 and yields

Reref
x (Reθ) =

1
κ2

(
(ln(Reθ) + κC − 1)2 + 1

)
Reθ, (16)

where the integration offset Reoffset,ref
x has been arbitrarily set to 0 which indirectly set the x-origin.

For controlled flows, the relation U+∞(Reθ) is implicitly given by relation (10). Because no
explicit form can be derived, an analytic expression is inaccessible. Numerical integration must be
performed to express the evolution of Rex with respect to Reθ. However, if one used approximated
law (11) instead of (10), analytical solving yields

Rex(Reθ) ≈ Reoffset
x +

1
κ2

(�
ln(Reθ) + κC + κ∆y+ − 1

�2
+ 1

)
Reθ, (17)

where Reoffset
x is to be adjusted such that Rex(Reini

θ ) = Reref
x (Reini

θ ) with Reini
θ the Reynolds number at

the location where the control starts. That is,

Reoffset
x (Reini

θ ) = −2
(

1
κ

ln(Reini
θ ) + C +

∆y+

2
− 1
κ

)
∆y+ Reini

θ . (18)

Fig. 4(a) shows the streamwise development of the boundary-layer thickness Reθ for different
damped layer thicknesses ∆y+ ∈ {1,10,30} and for control applied from different locations Reini

x ∈
{106,107,108} (corresponding to Reini

θ ∈ {2.1 · 103,1.4 · 104,1.0 · 105}. As expected, the growth rate
of the boundary-layer is decreased by the control. For instance, with ∆y+ = 10 and Reini

x = 106,
the controlled boundary-layer thickness at physical location Rex = 107 is reduced by more than
a third (Reθ = 9.0 · 103) compared to the reference case (Reref

θ = 1.4 · 104). While the dependence
of ∆y+ on the boundary-layer thickening remains high, the influence of the control starting loca-
tion Reini

x tends to soften downstream a transient of about a decade. In other words, from the
location Rex ≈ 10 Reini

x , the momentum thickness becomes comparable to the one that would have
been obtained with a control applied from any earlier location and, in particular, from the very
beginning of the plate. The boundary-layer thickening of this limiting case, for which Reini

x and Reini
θ

approach zero, is obtained by setting Reoffset
x = 0 in relation (17). After the decade-long declining

transient, the momentum thickness ratio Reθ/Reref
θ starts increasing very slightly, so that it can be

considered as roughly constant over the wide range of Reynolds number displayed in Fig. 4(b). In
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FIG. 4. Influence of both the damped layer thickness ∆y+ and the control starting location Reini
x on (a) the momentum

thickness Reynolds number Reθ and (b) its ratio to the reference uncontrolled one Reθ/Reref
θ : (black solid line) no control;

(green solid line, empty circle) Reini
x = 106, ∆y+= 1; (blue solid line, empty square) Reini

x = 106, ∆y+= 10; (blue solid line,
filled square) Reini

x = 107, ∆y+= 10; (blue solid line, box filled square) Reini
x = 108, ∆y+= 10; (red solid line, empty triangle)

Reini
x = 106, ∆y+= 30. First-order approximations obtained from (17) are plotted with dotted lines aside the corresponding

exact solutions.

the limit of infinite Reynolds number Rex however, this ratio asymptotically approaches unity, even
though the gap between the reference and the controlled momentum thicknesses, Reref

θ − Reθ, grows
to infinity. In the light of the analysis conducted in Sec. V, a complementary interpretation for this
behavior will be developed.

A decrease of the boundary-layer thickening rate has a detrimental influence on the fric-
tion drag: indeed, the thicker the boundary-layer, the weaker the skin-friction. By way of illus-
tration, consider the case of a control with ∆y+ = 10 and Reini

x = 106. At location Rex = 107,
where Reθ = 9.0 · 103 and Reref

θ = 1.4 · 104, the two effects induced by the control are the following:

• a skin-friction reduction with respect to the uncontrolled case at same Reθ. This is the direct
effect, addressed in Sec. III. Using Eq. (12) or Fig. 3(b), one gets DRθ(Reθ = 9.0 · 103) ≈ 45%.

• a decrease of the boundary-layer thickening rate compared to the uncontrolled case. This is
the indirect effect. By growing naturally, the uncontrolled boundary-layer friction has felt
down to cref

f
(Reref

θ = 1.4 · 104) = 2.37 · 10−3 while it would have been 9% higher with the slow

boundary-layer growth of the controlled case cref
f
(Reθ = 9.0 · 103) = 2.58 · 10−3.

When both effects are taken into account, the effective drag benefit is slightly smaller (40%) than
when predicted by taking into account only the first effect.

An additional consequence of the narrowing of the boundary-layer, beneficial for once, has
been underlined by Spalart and McLean.18 A boundary-layer of reduced displacement thickness will
be subject to a smaller viscous pressure drag. Hence, far from fundamental zero-pressure-gradient
flat-plate studies, practical applications may take advantage of this indirect effect to reduce their
total drag, avoid separation, or even beneficially interact with shock waves.

V. COMBINED EFFECTS

It has been shown that the two effects engendered by the control lead to opposite consequences
on the drag: the direct effect reduces the skin-friction while the indirect one tends to increase it.
One can wonder whether the drag of the controlled boundary-layer at a given location Rex may not
finally exceed that of the uncontrolled-but-thicker boundary-layer.

To answer this concern, the drag reduction at fixed Rex must be computed. Using the friction
laws (6) and (11) — relating cf = 2/U2

∞ and Reθ — and the boundary-layer growth laws (16) and
(17) — relating Reθ and Rex — the following analytical expressions between U∞ =


2/cf and Rex

can be established:

Reref
x (U+∞) =

1
κ2

(
1 +

�
κU+∞ − 1

�2) eκ(U
+∞−C), (19a)
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FIG. 5. Influence of both the damped layer thickness ∆y+ and the control starting location Reini
x on (a) the skin-friction

coefficient c f and (b) the drag reduction rate DRx: (black solid line) no control; (green solid line, empty circle) Reini
x = 106,

∆y+= 1; (blue solid line, empty square) Reini
x = 106, ∆y+= 10; (blue solid line, filled square) Reini

x = 107, ∆y+= 10; (blue solid
line, box filled square) Reini

x = 108, ∆y+= 10; (red solid line, empty triangle) Reini
x = 106, ∆y+= 30. First-order approximations

obtained from (17) are plotted with dotted lines aside the corresponding exact solutions. (Shadings) Envelopes obtained
from (21) and (22) in which curves for controlled flows must lie whatever Reini

x .

Rex (U+∞) ≈
1
κ2

(
1 +

�
κU+∞ − 1

�2) eκ(U
+∞−∆y+−C) + Reoffset

x (Reini
θ ), (19b)

where Reoffset
x (Reini

θ ) has been given in (18). The last formula rests upon the approximations ∆y+ ≪
U+2
∞ and ∆y+ ≪ √Reθ made to obtain (11) and (17). It is however possible to compute numerically

the relation between Rex and cf without approximations using directly (10) and (15). Results are
displayed in Fig. 5(a).

Like DRθ, the drag reduction DRx with respect to a given physical abscissa Rex is defined by

DRx (Rex) =
cref
f
(Rex) − cf (Rex)

cref
f
(Rex)

= 1 − *,
Uref+
∞ (Rex)

U+∞(Rex)
+-

2

. (20)

DRx is represented against Rex in Fig. 5(b) for boundary-layers controlled with different
damped layer thicknesses ∆y+ and starting locations Reini

x . As expected, the greater ∆y+, the greater
the drag reduction. However, counter-intuitively, cf is weaker when the control has been recently
applied. Indeed, for a given ∆y+, the latter the control starts — i.e., the higher Reini

θ — the thicker
the boundary-layer and thus the weaker the skin-friction cf . This reasoning found mathematical
justification in (18) and (19b) when considering the location Rex at which a particular level of
friction cf will finally be reached.

The two extreme situations are the following:

• the case of a control applied from the very beginning of the boundary-layer: Reini
θ ≈ 0. This

case is the one for which the boundary is the thinnest possible, resulting in the highest friction
coefficient for a controlled flow, cf ,max, and the corresponding lowest inner-scaled free-stream
velocity, U+∞,min. Using (18) and (19b), U+∞,min (Rex) can be implicitly approached by

Rex ≈ 1
κ2

(�
κU+∞,min − 1

�2
+ 1

)
eκ(U

+
∞,min−∆y+−C)

. (21)

• the case of a control which has started immediately upstream of the observed location Rex.
This case is the one for which the boundary is the thickest possible, almost the uncontrolled
boundary-layer thickness. Thus, it leads to the lowest skin-friction coefficient for a controlled
flow, cf ,min, and the corresponding U+∞,max related to Rex by

Rex ≈ 1
κ2

(�
κU+∞,max − κ∆y+ − 1

�2
+ 1

)
eκ(U

+∞,max−∆y+−C). (22)

For each ∆y+, those two limiting cases define an envelope in which the skin-friction of
controlled boundary-layers must lie, wherever the control has started. This envelope is represented
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in Fig. 5. It can be observed that, at a given plate location Rex, the evolution with ∆y+ of the
width of that envelope is not monotonic: for instance, at Rex = 106, the envelope for ∆y+ = 10 is
wider than for ∆y+ = 1 and ∆y+ = 30. The reason for this non-monotonic behavior remains an
open question. Even in the less favorable case, that is when Reini

θ ≈ 0, the skin-friction cf ,max of
the controlled flow remains below the uncontrolled one cref

f
. This answers the previous concern: a

controlled boundary-layer, although thinner, always generates less drag at a physical location x than
the uncontrolled one. The direct drag-reduction of the control always dominates the detrimental
effect of the boundary-layer thickening delay.

To reduce the skin-friction cf at a given location Rex, it has been established that the optimal
tuning is to make ∆y+ as important as possible and to place Reini

x just upstream the location of inter-
est Rex. Are those control parameters also optimal for the reduction of the friction drag accumulated
from the beginning of the plate to that location Rex?

The accumulated skin-friction from the leading edge of a plate is amounted to by the mo-
mentum thickness. This is a straightforward result from the integration of (14). Hence, the cumula-
tive effect of drag reduction along the plate is directly visible in Fig. 4. Conclusions stated earlier
about the evolution of Reθ can be brought back with this new perspective: with strong depen-
dence in ∆y+ and vanishing influence of Reini

x , the earlier the control is applied, the lower the
cumulative drag. When a plate with a given Reini

x is getting longer, the high skin-friction accu-
mulated before the presence of the control is contributing in a decreasing proportion of the total
drag. Having in mind that Reθ is proportional to the accumulated drag, this explains both the
initial decline of curves Reθ/Reref

θ in Fig. 4(b) and the weakening influence of Reini
x for further-off

station Rex & 10 Reini
x . However, the gentle increase of curves in Fig. 4(b) once passed the initial

declining transient also has to be interpreted. As mentioned earlier in this section, the drag reduc-
tion DRx decreases, although slightly, with the Reynolds number. Hence, at far enough location Rex,
the friction of the controlled flow is getting only weakly lower than the one of the reference uncon-
trolled case, meaning that the total drag on the two plates tends to accumulate at almost the same
rate from this location. This explains why the ratio between their two accumulated drags approaches
asymptotically 1 when Rex → ∞, even though the gap between them is still slowly increasing
and tends towards infinity. Those two seemingly contradictory trends are visually evidenced in
Figs. 4(a) and 4(b).

Hence, two somewhat opposite consequences can be underlined: a control applied early (0 ←
Reini

x ) minimizes the accumulated drag, while a control applied late (Reini
x → Rex) minimizes the

local drag at downstream locations Rex. In both cases, as long as the controlled flow can still be
characterized by the composite profile, the bigger ∆y+, the stronger the effect.

Note that in practice, ∆y+ cannot be extended infinity. For opposition control, the detection
plane must not be located too far from the wall.5 The optimal value is found within 10–20 wall
units from the wall, where sweeps and ejections occur. With riblets, ∆y+ grows linearly with the
riblet size until the apparition of Kelvin–Helmholtz-like instabilities.12 Those instabilities end up
disturbing the flow, such that it cannot be described any more by the composite profile and the
drag finally increases. Riblets studied so far hardly outperform 10% drag-reduction at moderate
Reynolds number, Reθ ≈ O(103), reflecting an equivalent damped layer thickness around unity.

VI. EFFECT ON THE FIK DECOMPOSITION

It has been shown that impending turbulence in a tiny near-wall part of the boundary-layer can
lead to a considerable drag reduction. In the channel flow case, the drag reduction has been related
to a drastic decrease of Reynolds stresses not only in the thin controlled layer but also across the
entire boundary-layer extent.11

To clarify what link can be made between cf and Ri j in the case of a ZPGTBL, the FIK decom-
position9 is used to split the skin-friction into three terms, respectively, the “laminar,” “turbulent,”
and “spatially heterogeneous” contributions,

cf = cf ,1 + cf ,2 + cf ,3 (23)
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with

cf ,1 =
4

Reδ

 δ

0

u
U∞

dy
δ

=
4

Reδ

(
1 − δ1

δ

)
, (24a)

cf ,2 = 4
 δ

0

(
1 − y
δ

) −Rxy

ρU2∞

dy
δ
, (24b)

cf ,3 = − 4
 δ

0

1
2

(
1 − y
δ

)2 δ

ρU2∞

(
Ix + ρ

∂p
∂x

)
dy
δ
, (24c)

Ix = ρui
∂u
∂xi
− ρν ∂

2u
∂x2 +

∂Rxx

∂x
. (24d)

In a fully developed laminar channel flow, all terms but cf ,1 equals zero, hence, the decom-
position reduces to its sole “laminar” term. In the case of turbulent channel flow, the “turbu-
lent” term cf ,2 also comes into play. Finally, in the present case of spatially developing turbulent
boundary-layer, cf ,3 accounts for the spatial evolution in the streamwise direction, so none of the
three terms vanish.

The scope of this section is to determine to what extent the control influences each of those
terms.

A. Laminar contribution cf ,1

The FIK decomposition, and in particular, the “laminar” term cf ,1, directly depends on the
definition of the boundary-layer thickness. In the case of a channel flow, δ is unambiguously
defined as the channel half-width. For spatially developing boundary-layer, the 99% free-stream
boundary-layer thickness δ99 is customary, but arbitrary, made used of. Nagib et al.16 derived its
expression by substituting generic outer velocity profile (25) evaluated at y = δref

99 into δ1-based
Coles-Fernholz relation (26),

uref+(y+) = 1
κ

ln(y+) + B +
Π

κ
W

(
y+

δref+

)
, (25)

Uref+
∞ =

1
κ

ln(Reref
δ1
) + C1, (26)

with B = 4.173, Π = 0.55,W (0.99) ≈ W (1) = 2, and C1 = 3.354. Using the same methodology,
a 100% free-stream thickness δ = δ100 can be computed. In order to ease analytical developments
in the remaining of this paper, this choice of boundary-layer thickness is used. For the uncontrolled
flow, one obtains

δref+ = Reref
δ1
/e2Π+κ(B−C1). (27)

For the composite profile, the boundary-layer thickness satisfies

δ+ = δ′+ + ∆y+

= Re′δ′1
/e2Π+κ(B−C1) + ∆y+

= Reδ1/e
2Π+κ(B−C1) +O

�
U+∞∆y

+
�
, (28)

where (2) and (7) has been used.
The laminar contribution cf ,1 of a controlled boundary-layer is compared to that of the uncon-

trolled reference taken at the same Reδ by

cf ,1(Reδ)
cref
f ,1(Reδ)

=
Reδ − Reδ1(Reδ)
Reδ − Reref

δ1
(Reδ)

, (29)

where Reref
δ1

and Reδ1 can be expressed as functions of Reδ = δ+U+∞ from (27) and (28). This yields,
after simplifications,
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FIG. 6. Influence of the damped layer thickness ∆y+ on (empty symbols) the skin-friction coefficient c f and (filled symbols)
its laminar contribution c f ,1: (black solid line) no control; (green solid line, circle) ∆y+= 1; (blue solid line, square)
∆y+= 10; (red solid line, triangle) ∆y+= 30. Only data for which δ+ > 100∆y+ are shown.

cf ,1(Reδ)
cref
f ,1(Reδ)

= 1 +
Reref

δ1
(Reδ)

Reδ − Reref
δ1
(Reδ)

*,1 − Uref+
∞ (Reδ)

U+∞(Reδ)
+- +O

(
∆y+

δ+

)

= 1 +O *.,
Reref

δ1
(Reδ)

Reδ
DRδ(Reδ)+/- +O

(
∆y+

δ+

)
. (30)

For today’s realistic control (for which DR . 10%) and high enough Reynolds number (such
that Reδ1 . 0.1Reδ), the laminar skin-friction contribution cf ,1(Reδ) can be considered as weakly
affected by the control: cf ,1(Reδ) ≈ cref

f ,1(Reδ). This result is evidenced in Fig. 6, where curves
of cf ,1(Reδ) for the reference and for all the controlled flows all perfectly overlap.

The “laminar” contribution only depends on the mean velocity profile. Hence, the disturbance
of the mean flow induced by the control does not straightforwardly explain the drag reduction,
regardless whether controlled and uncontrolled flows are compared at equivalent Reδ or Reτ (as
evidenced using (27) and (28)).

B. Turbulent contribution cf ,2

The Reynolds stresses of the superimposed turbulent flow, R′+i j (y ′+) = R+i j(y+ > ∆y+), have

been assumed in Eq. (3b) to follow the profiles Rref+
i j (y+) of the uncontrolled boundary-layer at

same Reynolds number Reτ, that is such that: δref+ = δ′+ = δ+ − ∆y+. Making explicit the inner
scaling, made of uτ and lτ = ν/uτ for the controlled flow (respectively, uref

τ and lref
τ for the reference

case), one obtains

δ − ∆y =
(

lτ
lref
τ

)
δref , (31a)

Ri j(y > ∆y)
U2∞

= *,
Uref+
∞

U+∞
+-

2 Rref
i j

(
l
ref
τ
lτ
(y − ∆y)

)

�
Uref
∞
�2 =

*.,
cf

cref
f

+/-
Rref
i j

(
y−∆y
δ−∆y δ

ref
)

�
Uref
∞
�2 . (31b)

Substitution into the definition of cf ,2 and then change of variable y ←→ y = y−∆y
δ−∆y δ

ref yield

cf ,2 = 4
 δ

∆y

(
1 − y
δ

) cf

cref
f

−Rref
xy

(
y−∆y
δ−∆y δ

ref
)

ρ
�
Uref
∞
�2 dy

δ
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= 4
(
1 − ∆y

δ

)2 cf

cref
f

 δref

0

(
1 − y
δref

) −Rref
xy (y)

ρ
�
Uref
∞
�2 dy
δref

=

(
1 − ∆y

δ

)2 cf

cref
f

cref
f ,2. (32)

Neglecting ∆y+/δ+ when compared to one, the relative turbulent contribution is conserved,

cf ,2

cf
(Reτ) ≈

cref
f ,2

cref
f

(Reτ). (33)

Fig. 7 supports this conclusion. The knowledge of Rxy(y) and its integration across the
boundary-layer were needed to realize this figure. Formulae used so far have been sufficient to
approximate global quantities such as τw, θ or δ, but are not to determine the Reynolds shear-stress
profile. We decide to overcome this lack using the analytical mean velocity profile u+(y+,U+∞(x))
provided by Monkewitz et al.19 Along with the following boundary-layer equations,20 the mean
normal velocity v(y) and then the Reynolds shear-stress Rxy(y) can be computed at any location x,

∂u
∂x
+
∂v

∂ y
= 0, (34a)

u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂ y
=
∂

∂ y

(
ν
∂u
∂ y
− Rxy

)
. (34b)

The fact that cf ,2/cf is unaltered by the control means that the “turbulent” contribution cf ,2 is
reduced proportionally to cf , that is, greatly reduced. This is surprising at the first sight since cf ,2
is defined by an integral of Rxy(y), while the turbulent profiles of the controlled flow have been
assumed to follow the canonical uncontrolled ones. However, a closer look at Eq. (3b) reveals
that controlled and uncontrolled turbulent profiles are equal in wall-unit scaling only. Therefore,
the weakening of the turbulent stress intensity is due to a scaling effect caused by the drop of the
skin-friction. This explains how, by altering the turbulent fluctuation in a minute near-wall layer, the
control spreads its effect across the whole boundary-layer extend.

The same conclusion is reached for channel flows:11 among the two non-zero terms cf ,1 and cf ,2
of the channel flow decomposition, the drag reduction is attributed to a drop of the latter, caused by
a weakening of the Reynolds shear-stress.

In actual flows, skin-friction and turbulent stress are intertwined. Does the control first damp
turbulence, which alters the momentum transport towards the wall and then reduces the skin-
friction? Or, alternatively, does the control first reduce the skin-friction, which diminishes the

FIG. 7. Influence of the damped layer thickness ∆y+ on the relative FIK contribution terms c f , i/c f versus Reτ: (black solid
line) no control; (green solid line, circle) ∆y+= 1; (blue solid line, square) ∆y+= 10; (red solid line, triangle) ∆y+= 30. Only
data for which δ+ > 100∆y+ are shown.
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near-wall shear and then weakens the turbulence regeneration process? Depending on the particular
drag-reducing device being used (riblets, active feedback control, etc.), physical investigations are
necessary to shed light on the specific mechanism in action.

C. Spatial heterogeneity contribution cf ,3

The last term of the decomposition, cf ,3, involves space derivatives in the streamwise direc-
tion x. Yet, it can be interpreted as the consequence on the skin-friction of the boundary-layer
spatial development.

Deck et al.10 analyzed the behavior of this term for high-Reynolds-number turbulent boundary-
layers and for the Blasius self-similar solution. They noticed that the relative contribution cf ,3/cf

remains surprisingly constant and equals approximately 20% whatever the laminar-versus-turbulent
nature of the zero-pressure-gradient flow and its Reynolds number. As evidenced in Fig. 7, the ideal
control does not either affect it: cf ,3/cf is found approximately equals to 25% independently of the
presence of the control. This high value is due to the use of the “100% free-stream thickness” δ100
defined in (27) instead of the usual δ99. The computation using δ = δ99 leads to a relative cf ,3
contribution of approximately 20.5%, in perfect agreement with the literature.

Even though the boundary-layer development is slowed down by the control, its contribution
to the skin-friction still conserves the same weight as for the uncontrolled case. Under the effect
of the control, the two major contributions, cf ,2 and cf ,3, are thus going through a substantial
reduction, while the “laminar” contribution cf ,1, although lesser at large Reynolds number, is almost
unaffected.

VII. COMPARISON WITH REAL DRAG-REDUCING FLOW

As mentioned in Sec. II, turbulent flows over riblets exhibit velocity and turbulent profiles
consistent with those of the composite flow defined here. The riblet design studied by Bannier et al.8

leads to a control parameter ∆y+ approximately constant on a range of Reynolds numbers extending
from Reθ = 700 to 1300 and equal to 1.4. The present analytic study is compared, as a validating
test, to the actual turbulent flow developing over the ribbed wall.

The two effects induced by the control—namely, the skin-friction reduction at given Reθ and
the decrease of the boundary-layer thickening rate—are represented, respectively, in Figs. 8 and
9. Discrepancies localized at the upstream and downstream ends of the controlled zone (Rex =
2.2 · 105 and 5.7 · 105, corresponding to Reθ ≈ 640 and 1300) are due to transitory effects: after
the sudden appearance or disappearance of riblets on the wall, the turbulent flow needs a transient

FIG. 8. Drag reduction rate DRθ versus Reθ. LES riblet-bounded flow (orange dotted line) and analytic composite profile:
(orange solid line, triangle) ∆y+= 1.4; (blue solid line, square) ∆y+= 10.

 Reuse of AIP Publishing content is subject to the terms at: https://publishing.aip.org/authors/rights-and-permissions. Downloaded to  IP:  90.59.33.82

On: Thu, 17 Mar 2016 19:00:49



196 Chapitre 6 : Prévision des performances à grand nombre de Reynolds

035108-14 Bannier, Garnier, and Sagaut Phys. Fluids 28, 035108 (2016)

FIG. 9. Momentum thickness Reynolds number ratio Reθ/Reref
θ versus Rex. LES riblet-bounded flow (orange dotted line)

and analytic composite profile: (orange solid line, triangle) ∆y+= 1.4; (blue solid line, square) ∆y+= 10. Vertical lines
indicate the upstream (Reini

x = 2.2 ·105) and downstream (Reend
x = 5.7 ·105) ends of the controlled zone.

to re-adapt and reach a new equilibrium. Not before such equilibrium is reached, the flow is well
portrayed by the composite profile (see Fig. 2). Both the drag reduction and the boundary-layer
development are in that case well predicted by the present analytical model. The case ∆y+ = 10
is represented so as to put into perspective the saving that could potentially be obtained, on this
Reynolds number range, with a hypothetical control device that would damp fluctuations within the
ten first wall-units from the wall.

Considering simultaneously the two previous effects, the evolution of the skin-friction along
the streamwise direction Rex is shown in Fig. 10, and the relative contributions of the FIK terms in
Fig. 11. Those results complete the validation of the analytical model, outside of the transient areas
localized at both ends of the controlled zone.

Coles-Fernholz correlation (6), on which is based this analytical development, and Monkewitz
et al.’s asymptotic velocity profile,19 used to compute FIK terms, successfully describe the pres-
ent flows, even though the considered Reynolds numbers are below their recommended range of
application (Reθ = O(103)).

FIG. 10. Skin friction coefficient c f versus Rex. LES simulations: (black dotted line) reference case; (orange dotted line)
riblet case. Analytic composite profile: (black solid line) no control; (orange solid line, triangle) ∆y+= 1.4; (blue solid
line, square) ∆y+= 10. Vertical lines indicate the upstream (Reini

x = 2.2 ·105) and downstream (Reend
x = 5.7 ·105) ends of the

controlled zone.
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FIG. 11. Relative contribution c f , i/c f of the FIK decomposition terms versus Rex. LES simulations: (black dotted
line) reference case; (orange dotted line) riblet case. Analytic composite profile: (black solid line) no control; (orange
solid line) ∆y+= 1.4. Vertical lines indicate the upstream (Reini

x = 2.2 ·105) and downstream (Reend
x = 5.7 ·105) ends of the

controlled zone.

VIII. CONCLUSIONS

Analytical formulae have been derived to describe the friction and the spatial development
of zero-pressure-gradient turbulent boundary-layers for which near-wall turbulent fluctuations are
supposed to be ideally damped. Under such control, the assumed velocity profiles are in good
agreement with the ones actually observed for riblet-controlled flows, making riblets a practical and
realistic benchmark to compare our analytical results.

Two main effects have been isolated to characterize the action of the control. First, the skin-
friction is substantially reduced when compared to an uncontrolled flow at similar Reynolds num-
ber Reθ. A similar effect is observed in fully developed turbulent channel flows under analogous
control. The second effect, which is a direct consequence of the skin-friction drop, is a decrease of
the boundary-layer spatial development rate. By growing more slowly, the boundary-layer thickness
is thinner than when uncontrolled, which has detrimental effect on its drag. Despite that penalty,
controlled flows at any given streamwise location x have been shown to always generate less drag
than their uncontrolled counterpart.

The FIK decomposition splits the skin-friction into contributions to provide physical insight on its
origin. While the laminar term is evidenced to be unaffected by the control, the turbulent contribution
is as much reduced as the skin-friction itself. A wall-unit scaling effect is responsible for the weaken-
ing of turbulent intensities, resulting in the drop of the turbulent contribution. The same conclusion
has already been drawn for channel flows subject to similar control. However, in the present case
of spatially developing boundary-layer, the FIK contribution resulting from the spatial heterogeneity
also comes into play. Its relative contribution to the skin-friction, known to be independent from the
state of the flow and from the Reynolds number, is also found unaltered by the presence of the control.

Thanks to the influence of the control on those two major drag contributors, significant drag
reduction is still achievable for high Reynolds number flows, even though the manipulated near-wall
layer tends to represent an infinitesimal part of the boundary-layer. Because the control influences
the boundary-layer growth, the local drag-reduction is maximized when the actuation starts just
upstream. Conversely, a control applied early minimizes the global cumulative drag.
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6.3 Résumé succinct de l’article

Dans l’article précédent, on s’est intéressé à des couches limites turbulentes en développement
spatial sans gradient de pression sur lesquelles un contrôle idéal est appliqué. Ce contrôle idéal a
pour action de supprimer l’ensemble des fluctuations turbulentes dans une fine couche d’épaisseur
constante ∆y+. L’écoulement sous cette altitude est alors laminaire et supposé vérifier un profil
linéaire. Ainsi, à l’altitude y+ = ∆y+, la vitesse de l’écoulement est de u+ = ∆y+. Dans le reste
de la couche limite, au-dessus de la couche laminarisée, la turbulence n’est pas contrainte. On fait
l’hypothèse forte que, dans le référentiel en translation à la vitesse u+ = ∆y+, les profils moyens et
fluctuants y sont bien décrits par ceux d’une couche limite canonique. Ces hypothèses sont traduites
par les équations (1), (2) et (3) et schématisées à la figure 1.

À partir de la loi de frottement de Coles–Fernholz pour les couches limites canoniques, qui
permet de relier le coefficient de frottement cf au nombre de Reynolds Reθ, la loi de frottement
pour la couche limite composite est alors dérivée. Son expression est donnée par l’équation (10) et
se simplifie au premier ordre en une loi très similaire à celle de Coles–Fernholz, simplement modifiée
par l’ajout d’un terme ∆y+. Une formule analytique pour le taux de réduction de frottement à
nombre de Reynolds Reθ donné, SFRRθ, est alors obtenue. Son évolution est représentée sur la
figure 3. En ne supprimant la turbulence que sur une infime partie de la couche limite, le contrôle
parvient néanmoins à une réduction substantielle du frottement. Par exemple, pour le paramètre de
contrôle fixé à ∆y+ = 10, la sous-couche dans laquelle la turbulence est affectée représente moins
d’un millième de la couche limite à Reθ = 105, mais le taux de réduction de frottement atteint tout
de même SFRRθ = 40%. On constate que la réduction de traînée augmente fortement avec ∆y+

mais tend à s’affaiblir doucement à mesure que le nombre de Reynolds augmente. Ces constats
corroborent, tant qualitavement que quantitativement, ceux obtenus par Iwamoto et al. [127] pour
un écoulement de canal plan sous l’action d’un contrôle idéal similaire.

Pour une couche limite sans gradient de pression, comme c’est ici le cas, l’équation intégrale de
quantité de mouvement (1.60) ou (14) prédit que le taux d’épaississement de la couche limite est
directement proportionnel au frottement. Ainsi, en diminuant le frottement, le contrôle contribue
à ralentir le développement de la couche limite. C’est ce qui est démontré sur la figure 4, où l’inté-
gration de la loi de Coles–Fernholz a permis d’obtenir l’évolution de Reθ avec Rex. À partir de la
position Reinix à laquelle le contrôle commence à être appliqué, la croissance de Reθ est ralenti et
ce, d’autant plus que ∆y+ est grand. Néanmoins, l’historique de la position Reinix tend à perdre en
influence à mesure que l’on s’avance dans la direction avale, si bien qu’au-delà de Rex ' 10Reinix ,
l’épaisseur de la couche contrôlée ne dépend plus significativement de la position Reinix .

Cet effet du contrôle sur l’épaississement de la couche limite est d’un grand intérêt pour l’étude
du frottement, puisqu’une couche limite moins développée frotte davantage. Ainsi, le ralentissement
du développement de la couche limite par le contrôle représente un effet délétère sur le frottement.
Après une suffisamment longue étendue de la zone de contrôle, est-il alors possible que la couche
limite contrôlée devienne si peu développée en comparaison de celle non-contrôlée pour que le
frottement y soit finalement plus important ?

L’évolution du coefficient de frottement cf et du taux de réduction de frottement SFRRx en
fonction de Rex est alors représentée sur la figure 5. On constate qu’à ∆y+ fixé, plus le contrôle
commence à être appliqué loin en aval, plus la couche limite a pu s’épaissir et donc moindre sera
le frottement. Ainsi, à ∆y+ fixé, le coefficient de frottement à un nombre de Reynolds Rex donné
est compris entre les cas limites d’un contrôle appliqué depuis la naissance de la couche limite,
Reinix = 0, et d’un contrôle appliqué depuis une position immédiatement en amont, Reinix ' Rex.
La figure 5 met en évidence l’enveloppe définie par ces cas limites. Son épaisseur est relativement
fine : cela traduit que l’historique du contrôle, au travers de Reinix , a donc une influence du second
ordre face à celle de son intensité ∆y+. Les résultats analytiques montrent de plus que, malgré
que l’épaississement de la couche limite contrôlée soit ralenti, son frottement reste partout plus
faible que celui de la couche limite canonique à une même position x. Une réduction de frottement
conséquente reste possible, malgré le ralentissement du développement de la couche limite.
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Deck et al. [68] ont établi que, lorsque le nombre de Reynolds augmente, une part grandissante
du frottement peut être attribuée à l’action de la turbulence dans la zone externe. Comment peut-
on alors expliquer que le contrôle idéal étudié ici, dont l’influence est limitée à une infime portion
proche-paroi de la couche limite, puisse engendrer une réduction de frottement si importante ? Pour
interpréter ce phénomène, la décomposition FIK [85] introduite à la section 1.5.2 est appliquée au
profil de vitesses composite. Alors que la contribution laminaire cf,1 n’est quasiment pas affectée
par le contrôle, comme représenté à la figure 6, les contributions turbulente cf,2 et spatialement
inhomogène cf,3 chutent toutes deux dans des proportions comparables au coefficient cf lui-même.
La réduction de ces termes s’explique par un effet d’échelle des intensités turbulentes, dont le
dimensionnement en unité interne explique la chute avec le frottement. Le même mécanisme a déjà
été mis en avant par Iwamoto et al. [127] dans le cas d’un écoulement de canal plan.

Afin de vérifier la pertinence de cette étude, les résultats obtenus analytiquement ont été confron-
tés aux simulations LES d’écoulement au-dessus de riblets. Le bon accord des évolutions d’épaisseurs
de couche limite et de réduction de frottement valide non seulement l’analyse effectuée, mais confirme
également la pertinence du profil composite pour décrire l’écoulement au-dessus des riblets.

Conclusion du chapitre
Dans ce chapitre, une étude analytique a été menée afin de clarifier le comportement des

riblets à grand nombre de Reynolds. Les constats réalisés au chapitre dernier sur les profils
de vitesse moyenne et fluctuante d’une couche limite contrôlée par la présence de riblets ont
constitué le point de départ de cette analyse. En effet, une simple relation de translation par le
paramètre ∆y+ = ∆u+ relie ces profils à ceux du cas canonique non-contrôlé, pour lequel on
dispose de lois analytiques et semi-empiriques.

L’étude démontre la forte influence du paramètre ∆y+ sur la réduction de frottement. Ce
paramètre caractérise la longueur de pénétration sur laquelle le contrôle parvient à neutraliser
les fluctuations turbulentes. Bien que cette longueur soit négligeable face à l’épaisseur de la
couche limite, de fortes réductions de traînée ont pu être constatées. À mesure que le nombre
de Reynolds augmente, le contrôle tend à perdre en efficacité, mais cette dépendance est très
faible et une part substantielle de la réduction de frottement persiste, même aux plus grands
nombres de Reynolds atteints par les applications du secteur aéronautique.

De façon générale pour les couches limites en développement spatial, moins une couche limite
frotte, moins elle s’épaissit, mais, moins une couche limite est épaisse, plus elle frotte. Ainsi,
en réduisant le frottement, les riblets engendrent l’effet collatéral de ralentir l’épaississement de
la couche limite. Néanmoins, l’influence de cet effet délétère reste secondaire à côté de l’action
directe du contrôle, si bien que la couche limite contrôlée, bien que moins épaisse, frotte néces-
sairement moins qu’une couche limite canonique. Par ailleurs, une autre conséquence, bénéfique
cette fois, a été relevée par Spalart & McLean [252]. Une couche limite moins épaisse sera moins
sujette à la traînée de pression visqueuse, ce qui peut constituer un avantage conséquent dans
de nombreux cas d’applications pratiques, en aéronautique notamment.
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Les études relatives aux riblets réalisées par la communauté scientifique et dans les chapitres
précédents de ce manuscrit démontrent leur grande capacité à réduire la traînée de frottement, et
ce, de manière simple et passive.

La forme de coupe des riblets a été étudiée en détail depuis la découverte de cette stratégie de
contrôle, comme cela a été rapporté dans la sous-section 2.2.1.3 de la revue bibliographique. Cepen-
dant, la grande majorité des études se sont restreintes à des géométries de riblets bidimensionnelles.

En s’affranchissant de cette contrainte géométrique, est-il possible de réduire la traînée davan-
tage ? C’est à cette question à laquelle nous tenterons de répondre dans la suite de ce chapitre, où
plusieurs solutions a priori prometteuses ont été testées numériquement. Ce chapitre est à vocation
plus applicative que les précédents. En effet, bien que de nombreuses analyses intéressantes puissent
être entreprises sur les riblets tridimensionnels, l’accent sera ici davantage porté sur la recherche
d’une géométrie performante en termes de réduction de traînée que sur une interprétation physique
poussée des mécanismes en jeu.

7.1 Évaluation de la traînée de patchs de riblets
7.1.1 Introduction

L’étude des riblets des chapitres précédents a mis en évidence la présence d’une zone transi-
toire en aval des zones de riblets. La courbe du coefficient de frottement cf en fonction de x sur la
figure 4.11 témoigne des brusques changements qu’imposent les riblets et de la progressive adap-
tation qui la suit. L’étude du bilan d’énergie cinétique turbulente intégré sur chaque plan x de la
section 5.3.3 en apporte une autre démonstration.

Plutôt que des maintenir des riblets rectilignes sur une longue étendue, une utilisation intermit-
tente, comme celle présentée sur la figure 7.1 où l’on observe des zones de plaque plane entrecoupées
de patchs de riblets, peut sembler intéressante pour plusieurs raisons. On sait que les riblets traînent
davantage que la plaque plane en écoulement laminaire. Si la traînée peut être réduite en écoulement
turbulent, c’est uniquement grâce à la capacité des riblets à affaiblir la turbulence. En utilisant des
patchs de riblets, on peut donc espérer que la turbulence n’ait pas le temps de retrouver son niveau
canonique entre deux patchs. On profiterait alors du double avantage d’un faible taux de turbulence
et d’une paroi en partie lisse. Le potentiel de ce scénario est de plus appuyé par les observations
faites à la sous-section 5.3.3 sur le bilan d’énergie cinétique turbulente dans la zone transitoire en
aval de la mise en place des riblets. En effet, la présence des riblets induit une chute très rapide de
la production d’énergie cinétique turbulente, alors qu’il faut un transitoire long d’environs 4 δ pour
que la dissipation turbulente atteigne finalement sa valeur d’équilibre. Ainsi, les patchs de riblets
intermittents permettront de renforcer ce déséquilibre si le rétablissement du niveau canonique de
production n’est pas aussi vif lors de la transition vers la paroi lisse.

7.1.2 Paramétrisation des patchs de riblets

On se propose donc de tester, par simulation numérique, les capacités de réduction de traînée
d’une surface couverte de patchs de riblets. Afin de comparer au mieux la traînée sur cette surface
à celles déjà établies sur une plaque plane ou sur des riblets bidimensionnels, les conditions d’écou-
lement et les paramètres numériques précédemment utilisés pour la campagne de simulation RD10
sont conservées. La seule modification porte sur donc sur la géométrie de la paroi et la disposition
des mailles à sa proximité.

La dimension longitudinale Lx,patch des patchs est choisie constante et égale à 800 unités de paroi.
En se basant sur les résultats de l’étude des bilans d’énergie cinétique turbulente de la section 5.3.3,
l’étendue des patchs est choisie de sorte que le terme de dissipation ait à peine le temps d’atteindre
sa valeur d’équilibre, puisque sa zone transitoire a été estimée à environ 1000 unités de paroi. Notons
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Figure 7.1 – Schéma d’une paroi de contrôle couverte de patchs de riblets régulièrement disposés.

d’ailleurs que puisque la longueur des streaks est supérieure à 103 unités de paroi, on s’assure que
le cycle proche-paroi de régénération de la turbulence n’ait pas l’étendue suffisante pour se mettre
totalement en place.

Concernant la zone plane entre les patchs de riblets, deux cas ont été envisagés. Pour l’un,
l’étendue de la zone plane est choisie comme égale à celle des riblets, soit Lx,flat = 800 unités de
paroi. Pour l’autre, Lx,flat a été abaissée à 300 unités de paroi. Dans la suite, on fera alors référence
à ces deux cas sous les noms de on800off800 et on800off300 respectivement, alors que les cas avec
et sans riblets précédemment étudiés lors de la campagne RD10 porteront les noms de riblets 2D
et plaque plane.

7.1.3 Performance de réduction de traînée

Il est important de noter que, pour la première fois depuis le début de ce manuscrit, il devient im-
portant de différencier la réduction de frottement et la réduction de traînée. La première ne concerne
que les efforts visqueux sur la paroi, alors que la seconde prend également en compte la résultante
des efforts de pression. Jusqu’à maintenant, les géométries concernées étaient bidimensionnelles,
c’est-à-dire que la normale à la paroi était en tout point dans le plan (y, z) si bien que la pression
ne fournissait aucun effort longitudinal. Les extrémités amont et aval des zones de riblets font néan-
moins exception, mais puisque l’étude portait jusqu’alors principalement sur le comportement des
riblets bidimensionnels en régime établi, il n’apparaissait pas utile de les prendre en compte. Dans
le cas de patchs de riblets néanmoins, les extrémités des nombreuses zones de contrôle deviennent
essentielles dans l’évaluation des efforts.

Le taux de réduction de frottement FRR (friction reduction rate) est toujours défini par l’équa-
tion (2.1), mais on introduit de plus le taux de réduction de traînée DRR (drag reduction rate),
défini de façon analogue par l’expression :

DRR = − ∆cd
cd,ref

= cd,ref − cd
cd,ref

, (7.1)

où cd est le coefficient de traînée. Sa définition est similaire à celle de cf , équation (1.29), bien que
basée sur la contrainte totale τ tot

w,x plutôt que sur sa composante visqueuse τw,x :

cd =
τ tot

w,x
1
2ρ∞U

2
∞

=
n ·
(
τ + p 1

)
· ex

∣∣
yw

1
2ρ∞U

2
∞

= τw,x + pw,x
1
2ρ∞U

2
∞

= cf + cp . (7.2)
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Figure 7.2 – Évolution dans la direction longitudinale x des coefficients de traînée cd ( )
et de frottement cf ( ) pour les configurations de patchs de riblets on800off300 ( )
et on800off800 ( ). Les résultats issus des configurations de paroi lisse ( ) et de riblets
bidimensionnels ( ) sont également représentés. La position des patchs de riblets est indiquée
par des flèches.

Dans notre cas, puisque la paroi de référence est plane, le coefficient de traînée cd,ref s’identifie à son
coefficient de frottement cf,ref . Ainsi, les taux de réduction de traînée DRR et de frottement FRR
sont liés par DRR = FRR− cp/cf,ref .

L’évolution sur une partie du domaine de calcul des coefficients de traînée cd et de frottement cf
est représentée sur la figure 7.2 pour les cas on800off300 et on800off800 au côté des résultats de
plaque plane et de riblets bidimensionnels en régime établi. La résultante des efforts de pression est
non nulle dans les zones de transition entre paroi lisse et riblets, mais son influence est ici très faible
par rapport aux efforts visqueux.

En fonction de la position relativement aux patchs de riblets, la traînée locale moyenne est
parfois bien inférieure à celle des riblets bidimensionnels, mais parfois bien supérieure à celle de
la plaque plane. En plus de la moyenne temporelle et de la moyenne spatiale dans la direction
transverse, une moyenne dans la direction longitudinale, glissante sur une période Lx,patch +Lx,flat,
a alors été appliquée aux efforts pariétaux. La figure 7.3 montre l’évolution du taux de réduction
de traînée DRR construit à partir de ces efforts moyennés et du frottement sur la plaque plane de
référence. Ainsi moyennée, la traînée des patchs de riblets est partout intermédiaire à celle de la
paroi continûment couverte de riblets et celle de la paroi lisse. La stratégie de contrôle par patchs de
riblets ne permet donc pas d’atteindre des performances de réduction de traînée plus intéressantes
que celles obtenues en recouvrement totalement la surface de riblets bidimensionnels. On remarque
néanmoins que la configuration on800off300 permet d’atteindre une réduction de traînée plus im-
portante que la configuration on800off800.

Afin de quantifier la performance globale des différentes surfaces de contrôle par un unique
paramètre, on utilise la traînée accumulée sur tout le domaine de calcul, en prenant également en
compte les zones en amont et en aval de la partie contrôlée où une influence persiste transitoirement.
Son expression est donnée par

Cd =
∫ xout

xin
cd(x) dx . (7.3)

Afin que le résultat ne dépende plus directement de la longueur arbitraire de la zone de contrôle,
on adimensionne la réduction de traînée entre le cas contrôlé et celui de référence par la traînée de
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Figure 7.3 – Évolution dans la direction longitudinale x du taux de réduction de traî-
née DRR ( ) et de sa moyenne glissante sur un cycle de patchs de riblets ( ) pour
les configurations on800off300 ( ) et on800off800 ( ). Les résultats issus des configura-
tions de paroi lisse ( ) et de riblets bidimensionnels ( ) sont également représentés sans
moyenne glissante.

référence accumulée sur l’étendue de la zone de contrôle seulement. On obtient alors le taux de
réduction de traînée accumulée (accumulated drag reduction rate) défini par

ADRR = Cd,ref − Cd∫ x1

x0
cd,ref(x) dx

, (7.4)

où les stations x0 et x1 marquent les positions de début et de fin de zone de contrôle, comme repré-
senté sur la figure 4.1. Un taux de réduction de frottement accumulé AFRR (accumulated
friction reduction rate) peut être défini de façon analogue à partir de cf en lieu de cd.

Référence Lin→out
δin

Cd
Lin→out

Cf
Lin→out

Lx0→x1

δin

∫ x1
x0
cf,ref

Lx0→x1

ADRR AFRR

plaque plane 100 4.21× 103 - - -
riblets 2D 100 3.919× 103 3.919× 103 79.9 4.168× 103 8.69% 8.68%
on800off300 100 4.024× 103 4.023× 103 77.2 4.179× 103 5.69% 5.72%
on800off800 100 4.077× 103 4.076× 103 76.3 4.184× 103 4.11% 4.11%

Table 7.1 – Résultats de l’évaluation de la traînée et du frottement accumulé sur la paroi pour les
configurations on800off300 et on800off800 de patchs de riblets et pour les cas de plaque plane de
référence et de riblets rectilignes bidimensionnels. Bien que la longueur du domaine de calcul Lin→out
soit commune, l’étendue de la zone de contrôle Lx0→x1 varie légèrement d’un cas à l’autre en fonction
de la position de fin du dernier patch.

Les performances de réduction de traînée et de frottement accumulés ont été reportées dans le
tableau 7.1. La quasi-égalité entre ADRR et AFRR confirme l’influence négligeable des efforts de
pression sur la traînée. Avec les deux configurations de patchs de riblets, la traînée est diminuée
dans une mesure moindre que lorsque la paroi totalement recouverte de riblets. Il est intéressant de
constater que la réduction de traînée est quasiment proportionnelle au recouvrement de la surface
par des riblets, bien que les transitions successives entre surface lisse et riblets aient une influence
légère mais délétère. En effet, la surface de la configuration on800off800 est couverte à 50% par des



206 Chapitre 7 : Évaluation des capacités de réduction de traînée de riblets tridimensionnels

0 20 40 60 80 100
x/δin

−40

−20

0

20

40

pu
its

so
ur
ce
s

Figure 7.4 – Évolution avec x des termes dimensionnés du bilan d’énergie cinétique turbu-
lente (1.22) intégrés sur chaque plan x pour les configurations de patchs on800off800 ( ),
de riblets bidimensionnels ( ) et de plaque plane ( ). Les termes sont respectivement
ceux de transport (convection et diffusion) (rose), de production (bleu) et de dissipation (rouge).

riblets et son taux de réduction de traînée accumulée est légèrement inférieur à la moitié de celui
de la paroi totalement couverte de riblets. De même, le taux de réduction de traînée accumulée
de la configuration on800off300 n’atteint pas les 800

800+300 -ièmes de celui des riblets bidimensionnels,
c’est-à-dire 6.3% environ.

Comme mentionné en introduction de cette section, les observations faites sur le bilan d’énergie
cinétique turbulente de la figure 5.5 ont mené à la présente étude de patchs de riblets. L’évolution
des termes de ce bilan est représentée pour la configuration on800off800 sur la figure 7.4. Les courbes
pour les termes de production et de dissipation oscillent entre celles des cas canoniques de plaque
plane et de plaque totalement couverte de riblets. En comparaison avec le terme de dissipation,
le terme de production s’adapte bien plus vite au changement entre surface lisse et riblets, dans
un sens comme dans l’autre. Néanmoins, l’étendue des patchs et l’écart entre eux ne sont ici pas
suffisamment longs pour que la dissipation ne puisse atteindre le niveau d’équilibre qui compense
le niveau rapidement trouvé par la production. Bien que la moitié de la surface soit plane et l’autre
moitié soit couverte de riblets, les niveaux de dissipation et de production évoluent autour de valeurs
moyennes plus proches du cas de plaque plane que du cas de riblets bidimensionnels. Ce constat est
en accord avec les résultats de réduction traînée du précédent paragraphe.

Pour conclure, la stratégie de réduction de traînée par utilisation de patchs de riblets ne repré-
sente qu’un intérêt applicatif limité. Néanmoins, les résultats présentés ici permettent d’établir que
les transitions entre paroi plane et riblets n’ont qu’une faible influence sur la traînée. Ainsi, la réduc-
tion de traînée est quasiment proportionnelle à la surface effectivement recouverte par des riblets,
ce qui, d’un point de vue applicatif, lève les nombreuses contraintes qu’aurait imposées le résultat
contraire. Que ce soit pour des problématiques de détérioration localisée d’une surface de riblets,
de zone où la pose de riblets doit être interrompue (interstice de porte, rivets, etc.) ou de mauvaises
jonctions entre différents panneaux de riblets, l’effet sur la traînée est simplement proportionnel à
la surface de la zone affectée.
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7.2 Étude paramétrique de riblets sinueux

7.2.1 Introduction

La stratégie de contrôle par oscillation transverse de paroi (OTP) a été revue dans la sec-
tion 2.3. Cette stratégie permet d’obtenir des taux significatifs de réduction de frottement pouvant
dépasser 40%. Néanmoins, ce contrôle est actif. L’énergie nécessaire à son fonctionnement ruine les
perspectives de véritable gain énergétique : en considérant les actionneurs comme idéaux, approxi-
mation extrêmement favorable, le gain énergétique net n’atteint pas 10%.

Pour leur part, les performances des riblets en termes de taux de réduction de traînée sont de
l’ordre de 10%, ce qui est bien inférieur à celles de l’OTP. Néanmoins, contrairement à l’oscillation
de paroi, le contrôle par riblets est une stratégie passive. Ainsi, en plus de l’extrême simplification
technologique que l’absence de capteur et d’actionneur représente, la modeste réduction de traînée
engendrée par les riblets s’identifie à leur gain net d’énergie. De ce point de vue, les performances
des riblets ne sont pas ridicules devant celles de l’OTP, bien au contraire.

Les deux stratégies ont en commun le fait de n’agir sur l’écoulement que par une action depuis
la paroi et, de ce fait, de ne pouvoir exercer d’influence directe que sur la turbulence proche-paroi
et ses structures associées (TQLs et streaks). Ce résultat se retrouve d’ailleurs dans les lois de simi-
litude concernant chacune de ces deux stratégies : toutes deux sont caractérisées par des grandeurs
adimensionnées en unité de paroi, que ce soit l+g ou ∆h+ pour les riblets (voir 2.2.1.3) ou l+osc ou S+

osc
pour l’oscillation transverse de paroi (voir 2.3.1.1). On pourra d’ailleurs remarquer la grande si-
milarité entre les notions de hauteur de protubérance ∆h+ pour les riblets et de profondeur de
pénétration l+osc pour l’OTP, toutes deux caractérisant l’étendue de l’influence directe du contrôle
dans la couche limite.

En dépit de cette similarité, les riblets et l’OTP semblent être des stratégies de contrôle tout à fait
complémentaires, puisqu’elles interagissent avec l’écoulement turbulent de manière très différente.

Tout d’abord, comme on a pu le constater dès le début de la sous-section 2.3.3, les mécanismes
en cause dans la réduction de traînée engendrée par l’OTP reposent intrinsèquement sur la notion
de perturbation instationnaire de la turbulence. La traînée est effectivement réduite si le va-et-vient
de la paroi empêche continuellement les structures du cycle proche-paroi — TQLs et streaks— de se
réorganiser. À l’inverse, les mécanismes en jeu dans le cas des riblets parviennent à un régime établi
qu’après un transitoire, comme cela est visible sur la figure 4.9, notamment sur la courbe bleue
correspondant à la topologie de maillage sans discontinuité. Ainsi, les riblets ne sont pleinement
efficaces qu’une fois que la turbulence proche-paroi a pu retrouver un nouvel équilibre. De plus, aux
antipodes de l’OTP qui déstabilise continuellement les streaks et les orientent alternativement de
part et d’autre de la direction longitudinale, les riblets les stabilisent et réfrènent leur louvoiement.

Une autre différence notable entre ces deux stratégies concerne leurs influences sur l’anisotropie
de la turbulence à proximité de la paroi. Dans le cas de l’OTP, les profils d’intensités turbulentes,
présentés sur la figure 2.25, révèlent une chute de urms et une hausse de wrms. Ainsi, l’OTP conduit à
une baisse de l’anisotropie (c’est-à-dire une hausse de l’isotropie) : alors que la turbulence de l’écoule-
ment non-contrôlé est principalement mono-composante, elle devient davantage bi-composante sous
l’effet du contrôle. Au contraire, en présence de riblets, la chute significative de wrms visible sur la
figure 4.18 engendre une dérive vers de la turbulence encore plus mono-composante. De façon plus
générale, comme le traduit le concept de “hauteur de protrusion”, l’efficacité des riblets se mesure
à leur capacité d’entraver sélectivement les fluctuations transverses.

Enfin, comme mentionné dans le paragraphe 2.3.3.1, Ricco et al. [224] ont mis en avant que
l’OTP agit sur la dissipation de l’énergie cinétique turbulente. En revanche, la sous-section 5.3.3 de
notre étude a permis d’établir que les riblets affectent la production d’énergie cinétique turbulente.
Dans chacun de ces deux cas, la chute de l’autre terme — production pour l’OTP et dissipation
pour les riblets— n’est qu’une conséquence indirecte de l’effet du contrôle sur le premier.
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Figure 7.5 – Paroi recouverte de riblets sinueux.
Figure extraite de [155].

Figure 7.6 – Schéma en perspective de riblets
sinueux avec la paramétrisation associée.

Puisque les deux stratégies de contrôle semblent altérer la traînée par des mécanismes dissociés,
peut-être est-il possible de les cumuler. C’est dans cette optique que l’étude qui suit a été menée. Au
lieu d’avoir recourt à des riblets bidimensionnels, dont les lignes de crête sont rectilignes et alignées
avec la direction de l’écoulement, on se propose d’étudier des riblets tridimensionnels sinueux (wavy
riblets), c’est-à-dire des riblets dont la ligne de crête oscille transversalement avec x. Un exemple de
ces riblets est représenté sur la figure 7.5 et une paramétrisation est proposée sur la figure 7.6. De
par la capacité des riblets à canaliser l’écoulement, on peut s’attendre à ce que l’écoulement proche
de la paroi soit animé d’une vitesse transverse analogue à celle produite par un dispositif d’onde
stationnaire de paroi, décrit dans la sous-section 2.3.1.4 par l’équation (2.20).

En faisant l’hypothèse qu’aucun mécanisme supplémentaire à ceux présents pour chacune des
deux stratégies de contrôle prises séparément n’entre en jeux, alors, dans le meilleur des cas, leur
réduction de traînée sera cumulée. Dans le pire des cas, on peut s’attendre à obtenir une réduction
de traînée comparable à celle de riblets bidimensionnels (rectilignes) non-alignés avec la direction
de l’écoulement libre (dont le comportement est décrit dans le paragraphe 2.2.1.5).

À la connaissance de l’auteur, deux études ont été menées sur les riblets sinueux et aboutissent
à des conclusions opposées.

Tout d’abord, Peet et al. [206, 207, 205] ont conduit une étude numérique par LES de canal
turbulent. Ils ont évalué le frottement induit en présence de riblets sinueux de différentes géomé-
tries, triangulaire ou en L (voir la figure 2.6), pour différents paramètres d’oscillation. Alors qu’ils
ont obtenu FRR = 11.2% pour les riblets rectilignes en L, le taux de réduction de frottement at-
teint FRR = 17% pour des riblets sinueux de longueur d’onde λ+

x,wav = 1080 et de demi-envergure
des oscillations Z+

wav = 34. Lorsque la résultante des efforts de pression est également prise en
compte, le taux de réduction de traînée atteint tout de même DRR = 14.6%.

La seconde étude portant sur les riblets sinueux, publiée dès l’année suivante par Kramer et al. [155],
combine un pan expérimental et un pan numérique. Avec chacune de ces deux approches, pour les
différents paramètres d’oscillation testés, aucun gain additionnel significatif des riblets sinueux n’a
pu être mis en évidence par rapport aux riblets rectilignes classiques. En particulier, pour des pa-
ramètres d’oscillation proches de ceux de la configuration optimale de Peet et al., Kramer et al.
constatent un taux de réduction de traînée de DRR = 7.6± 1.1%, bien inférieur à celui évalué par
Peet et al. [207].

Compte tenu des réductions de traînée atteintes par oscillation transverse de paroi dont les
riblets sinueux tirent leur principe, de la complémentarité entre les mécanismes physiques impliqués
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Figure 7.7 – Représentation du maillage utilisé pour discrétiser l’espace au-dessus d’une paroi
partiellement recouverte de riblets sinueux. La topologie y est celle dite “cartésienne” de la figure 4.6.

pour l’OTP et pour les riblets rectilignes, ainsi que des résultats très prometteurs mais contestés
de Peet et al., on se propose d’entreprendre une nouvelle étude. L’objectif est de quantifier les
performances de réduction de traînée engendrées par des riblets sinueux et ainsi évaluer si un gain
additionnel est réalisable par rapport aux riblets rectilignes. Il n’est pas possible de savoir a priori
quelle est la géométrie des riblets sinueux qui conduira à la traînée optimale. Pour cela, une étude
paramétrique doit être entreprise.

La définition du cas d’étude et des paramètres que l’on se propose d’optimiser est détaillée dans
la sous-section 7.2.2 suivante. La stratégie d’optimisation sera établie dans la sous-section 7.2.3,
puis les résultats seront abordés dans la sous-section 7.2.4.

7.2.2 Paramétrisation des riblets sinueux

Avant d’entreprendre une étude paramétrique visant à optimiser la traînée de riblets sinueux,
on définit ci-dessous les paramètres liés aux conditions d’écoulement et de simulation, qui ne seront
pas optimisés, puis ceux liés à la géométrie des riblets, dont certains le seront.

Concernant les conditions d’écoulement et de simulation, le choix a été de conserver celles mises
en place dans les sections 4.1 et 4.2 pour l’étude des riblets rectilignes. Ainsi, l’écoulement sera celui
d’une ZPGTBL quasi-incompressible dont les caractéristiques figurent dans les tableaux 4.1 et 4.2.
La discrétisation spatiale est représentée sur la figure 7.7 et répond aux exigences du tableau 4.6.

Afin de limiter les coûts de simulation, le domaine de calcul a été raccourci. L’étendue longitudi-
nale de la zone de contrôle reste néanmoins de 25 δin, correspondant ainsi au maillage de 40 millions
de nœuds de la campagne de simulation R9 dans le tableau récapitulatif 4.9.

Les riblets conserveront leur géométrie de coupe trapézoïdale et les dimensions définies par
le tableau 4.3. Cette géométrie, considérée comme quasi-optimale sous contrainte de faisabilité
technologique pour des riblets rectilignes, ne sera pas optimisée davantage dans le cadre de riblets
sinueux.

Suite aux résultats mitigés de l’OTP pour des mouvements périodiques non sinusoïdaux de
Cimarelli et al. [47] abordés dans la sous-section 2.3.1.3, on se restreindra ici au cas de riblets
oscillant de manière sinusoïdale.

L’oscillation transverse des riblets peut alors être spécifiée grâce à deux paramètres, comme n’im-
porte quelle paire formée à partir de λx,wav, βwav et Zwav représentés sur la figure 7.6. Le mécanisme
de réduction de traînée que l’on souhaite reproduire étant celui de l’oscillation transverse de paroi,
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il serait intéressant de pouvoir se rapporter aux grandeurs Tosc etWosc utilisées pour la caractériser.
Comme dans le cas des ondes transverses stationnaires de paroi, abordé à la sous-section 2.3.1.4,
une vitesse de convection est nécessaire pour traduire des variables spatiales en variables tempo-
relles. Là encore, l’estimation u+

conv = 10 de l’équation (1.65) valable pour les structures cohérentes
de proche-paroi est utilisée. Les relations suivantes peuvent alors être établies entre les paramètres
géométriques des riblets sinueux et ceux de l’OTP :

λx,wav = Tosc uconv , tan (βwav) = Wosc
uconv

, Zwav = WoscTosc
2π . (7.5)

Les paramètres λx,wav et βwav présentent l’avantage d’être chacun directement relié à l’une des
grandeurs (Tosc,Wosc) propres à l’OTP. C’est donc ce jeu que l’on décide d’utiliser dans la suite
pour caractériser les riblets sinueux.

Dans le cas de l’OTP, il a été établi lors de la revue bibliographique que les configurations
optimales en termes de réduction du frottement et d’économie nette d’énergie étaient atteintes
pour T+

osc = 100− 120. En utilisant les formules (7.5), cela correspond à une longueur d’onde opti-
male λ+

x,wav = 1000− 1200.
La réduction de traînée induite par l’OTP croît avec Wosc, alors que l’économie nette d’énergie

est maximale pour l’amplitude W+
osc = 4.5. Cet optimum correspond à un angle βwav de 24◦. Ce-

pendant, il a été établi dans le paragraphe 2.2.1.5 que les riblets rectilignes voient leur performance
progressivement chuter lorsqu’ils ne sont pas alignés avec l’écoulement, jusqu’à ce que la réduction
de traînée devienne une augmentation de traînée lorsque l’angle de dérapage atteint β = 20− 35◦.
Pour l’étude de riblets sinueux, on s’impose alors de conserver βwav ≤ 20◦.

Ainsi, l’optimisation de riblets sinueux que l’on se propose d’entreprendre est restreinte à l’espace
des paramètres (λx,wav, βwav) ∈ [λx,min, λx,max]× [βmin, βmax] dont les bornes sont précisées dans le
tableau 7.2. Par l’analogie avec l’oscillation temporelle, ces bornes correspondent à 12.5 ≤ T+

osc ≤ 250
et 0.17 ≤W+

osc ≤ 3.6.

λ+
x,min λ+

x,max βmin βmax

125 2500 1◦ 20◦

Table 7.2 – Bornes de l’espace des paramètres à optimiser.

Notons que dans leur étude, Peet et al. [207] se sont intéressés aux longueurs d’onde λ+
x,wav ∈

{580, 1080, 1620} pour des angles β+
wav ≤ 20◦. Kramer et al. [155] ont quant à eux réalisé des mesures

expérimentales avec des paramètres (λ+
x,wav, βwav) de la gamme [330, 1350]× [3◦, 13◦] et centré leurs

calculs sur la longueur d’onde λ+
x,wav = 1080 pour des angles variant de 2.5◦ à 16.5◦. Ces paramètres

d’étude sont donc tous inclus dans l’espace que l’on se propose d’explorer.

7.2.3 Mise en place d’une stratégie d’optimisation

Le problème d’optimisation s’énonce de la façon suivante : quel jeu de paramètres (λx,osc, βosc)
minimise la traînée accumulée sur la paroi ADRR pour des conditions d’écoulement, un domaine
de contrôle et une géométrie de coupe de riblets fixés ?

La fonction objectif ADRR(λx,osc, βosc), définie par l’équation (7.4) est a priori continue, mais
n’a aucune raison d’être linéaire. Son évaluation nécessite le recours à une simulation de type LES ou
DNS pour chaque point de l’espace des paramètres. On a donc affaire à un problème d’optimisation
non-linéaire, mono-objectif, non-contraint, à deux paramètres, avec un coût d’évaluation important.
Différentes familles de méthode d’optimisation existent. Il ne s’agit pas ici d’en établir une revue
exhaustive, ce qui dépasserait du cadre de cette thèse. Néanmoins, il paraît utile de détailler les
choix qui ont conduit à l’utilisation de l’une de ces méthodes

Dans la suite de cette section, on désigne par y(x) la fonction objectif, c’est-à-dire la fonction
dont on veut trouver l’optimum sur l’espace des paramètres x. Sans perdre en généralité, on suppose
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que l’on cherche un minimum. Dans notre cas d’étude, y(x) désigne donc l’opposée de la réduction
de traînée ADRR(λx,osc, βosc).

Dans le cadre d’optimisation d’une fonction continue non-linéaire, on peut distinguer deux
grandes catégories de méthode d’optimisation : les algorithmes de recherche locale et ceux de re-
cherche globale.

Les algorithmes de recherche locale sont basés sur la recherche des zéros du gradient de
la fonction objectif. Ces méthodes suivent un procédé itératif pour converger vers l’optimum et
nécessitent, à chaque itération, l’évaluation de la fonction objectif et de son gradient. Cette approche
constitue la base des méthodes de Newton, de quasi-Newton ou de gradient conjugué. Ces méthodes
sont particulièrement séduisantes dans la mesure où elles ne nécessitent généralement qu’un petit
nombre d’évaluations et leur mise en place et implémentation est relativement aisée. Cependant,
ces méthodes souffrent des inconvénients suivants :
− la fonction objectif doit être suffisamment régulière pour être dérivable,
− l’évaluation de son gradient est nécessaire,
− la méthode ne fournit aucune information sur le comportement global de la fonction objectif

dans l’espace des paramètres,
− la solution obtenue peut n’être qu’un extremum local,
− la vitesse de convergence peut être lente et influencée par le choix du point de départ.

Dans notre cas, chaque évaluation de la fonction objective étant coûteuse, cette approche peut s’avé-
rer séduisante par son faible prérequis en termes de nombre d’évaluations. Cependant, l’estimation
du gradient local peut poser des soucis, puisqu’aucune méthode ne permet son évaluation directe (la
résolution de l’état adjoint, par exemple, n’est pas disponible pour nos simulations instationnaires
de type LES). Ainsi, l’évaluation du gradient doit se faire par le calcul d’un taux d’accroissement
dans chacune des directions de l’espace des Nspc paramètres, ce qui implique au minimum Nspc
évaluations supplémentaires de la fonction objective, sans compter les difficultés que peuvent causer
les incertitudes de l’évaluation sur cette méthode d’estimation du gradient.

Pour résoudre des problèmes difficiles (présentant par exemple de nombreux extrema locaux),
des algorithmes de recherche globale ont été développés. Parfois qualifiées de méthodes “boîte
noire”, elles sont presque totalement indépendantes des caractéristiques physiques du problème à
optimiser. Les méthodes les plus connues sont les algorithmes génétiques, les algorithmes à colonies
de fourmis ou le recuit simulé. Ces méthodes ne souffrent d’aucun des inconvénients évoqués pour
les algorithmes de recherche locale, mais, à l’inverse, nécessitent généralement un très grand nombre
d’évaluations de la fonction objectif. Ainsi, elles se révèlent inemployables dans les cas d’optimisa-
tion où l’appel à la fonction objectif est pénalisant.

C’est au même dilemme que l’industrie minière était confrontée quand la quantité de gise-
ments inexploités devait être estimée en un minimum de forage. C’est dans ce cadre que Danie
G. Krige [158] a élaboré, en 1951, les fondements d’une nouvelle approche qui gardera son nom : le
krigeage (kriging en anglais). Il faudra attendre la décennie suivante pour que le corpsard Georges
Matheron développe et formalise cette théorie [177]. Des références intéressantes sur le sujet sont
par exemple [183, 228, 138].

La méthode d’optimisation par krigeage fait partie du cadre plus général desméthodes d’opti-
misation par surface de réponse, dont le principe général est le suivant. Le calcul de la fonction
objectif en un point de l’espace des paramètres — calcul dit de haute-fidélité — étant coûteux, on
souhaite en limiter le nombre. Ainsi, à partir d’un nombre restreint de calculs de haute-fidélité, on
cherche à établir la meilleure représentation possible de la fonction objectif sur la totalité de l’espace
des paramètres. Cette représentation porte le nom de méta-modèle, modèle de substitution
(surrogate model) ou surface de réponse (response surface). Contrairement à la fonction objectif
elle-même, le modèle de substitution doit pouvoir être évalué de façon peu coûteuse — évaluation
dite de basse-fidélité — si bien que l’on pourra avoir recourt à un algorithme de recherche globale
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Figure 7.8 – Schéma de principe d’une méthode d’optimisation par surface de réponse.

pour y trouver un optimum. L’information fournie par le modèle de substitution permet d’identifier
des points de l’espace des paramètres où la fonction objectif n’a pas encore été directement calculée,
mais qui semblent prometteurs. De manière itérative, on peut alors calculer la fonction objectif sur
les points prometteurs de l’espace des paramètres et affiner le modèle de substitution jusqu’à avoir
de bonnes raisons de penser que l’optimum a été trouvé.

La difficulté et l’enjeu de la méthode sont alors d’être en mesure de déterminer la pertinence du
modèle de substitution à représenter correctement la fonction objectif, notamment à proximité de
l’optimum recherché. Comme on le verra de suite, c’est là tout l’intérêt du krigeage par rapport à
d’autres méthodes de construction de surface de réponse.

Les méthodes d’optimisation par surface de réponse se décomposent en plusieurs étapes, illustrées
par la figure 7.8. Chacune de ces étapes est indépendante : elles sont réalisées de façon séquentielle
et font l’objet de choix de méthode et paramétrisation dissociés. Elles sont toutes détaillées, une à
une, dans la suite de cette sous-section.

7.2.3.1 Construction de la surface de réponse par krigeage

À partir du calcul haute-fidélité de la fonction objectif sur un certain nombre de points de l’es-
pace de réponse, il existe de nombreuses alternatives pour construire un modèle approché de la
fonction objectif. Au côté du krigeage, la plus connue de ces méthodes n’est autre que la régression
linéaire, que l’on considère dans un premier temps afin d’introduire très simplement le formalisme
qui sera utilisé pour décrire le krigeage par la suite.

La méthode de régression linéaire consiste à approcher une fonction objectif y(x) quelconque, en
n’importe quel point x = (xi)i∈[1,P ] de l’espace à P paramètres, par une fonction linéaire simple qui
s’écrit comme β0 + β1x1 + ...+ βPxP . On sait que cette fonction n’est qu’une estimation approchée
de la véritable fonction objectif y, si bien qu’en notant ε l’erreur commise, on peut écrire

y(x) = β0 + β1x1 + ...+ βPxP + ε(x) . (7.6)

L’objectif est donc de déterminer les coefficients βi de la régression qui permettent de réduire autant
que possible l’erreur commise, c’est-à-dire de minimiser sa variance V (ε) = σ2 tout en annulant son
espérance E(ε).
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Or, de la même façon que l’on ne peut pas calculer y(x) sur tout l’espace des paramètres, on
ne peut pas non plus le faire pour ε(x). On doit alors s’appuyer sur l’information restreinte que
l’on a de la fonction objectif : une base de données de N points d’échantillonnage finement calculés.
Leurs coordonnées dans l’espace des paramètres est notées par Xj = (Xj

i )i∈[1,P ] et leurs évaluations
de haute-fidélité par Yj = y(Xj). On cherche alors les coefficients β̂i, les meilleurs estimateurs des
vrais coefficients βi que notre échantillon limité nous permette. Ces estimateurs β̂i doivent donc
minimiser les erreurs ε̂ j faites par le modèle sur les N points d’échantillonnage :

Yj = β̂0 + β̂1X
j
1 + ...+ β̂PX

j
P + ε̂ j . (7.7)

Élargissons maintenant le cadre à celui des régressions en général (non nécessairement linéaires
cette fois). Le principe est toujours d’approcher la fonction objectif y(x) sur l’ensemble de l’espace
des paramètres, mais, cette fois-ci, on se garde le droit de le faire par une combinaison linéaire de
n’importe quel jeu de K fonctions fk(x) déterminées a priori. De sorte que l’équation (7.6) de la
régression linéaire avec ces K = P + 1 fonctions élémentaires se généralise en

y(x) =
K∑
k=1

βkfk(x) + ε(x) . (7.8)

Là encore, on tente d’approcher les coefficients pondérateurs βk au moyen de la base de données deN
points d’échantillonnage. Le problème de dimension finie qu’il faut alors résoudre est de déterminer
l’estimateur β̂ des coefficients pondérateurs β qui minimise la variance V (ε̂) de l’erreur ε̂ sous les
contraintes

Y = F · β̂ + ε̂ et E(ε̂) = 1 · ε̂ = 0 , (7.9)
où la matrice F de dimension N ×K est définie par Fj,k = fk(Xj).

L’estimation non biaisée des coefficients pondérateurs β est alors donnée par minimisation des
moindres carrées de V (ε̂) selon

β̂ =
(
F T · F

)−1
· F T · Y , (7.10)

où F T désigne la transposée de F .
Dans cet espace à P paramètres, on a donc approximé une fonction objectif quelconque y(x)

par une combinaison linéaire de K fonctions, de sorte à limiter l’erreur d’estimation en N points
pré-évalués. Si N > K, il n’est pas assuré que la surface de réponse puisse passer par chacun des N
points d’échantillonnage. À l’inverse, si l’ensemble des K fonctions est choisi de façon adéquate et
que N ≤ K, alors on dispose de suffisamment de degrés de liberté pour que la surface de réponse
approxime correctement la fonction objectif sur chacun des points d’échantillonnage. On parle alors
d’interpolation. Notons d’ailleurs que pour N < K, la solution d’interpolation n’est pas unique : le
modèle est trop riche par rapport à la faible quantité d’information connue de la fonction objectif.
Cela se traduit mathématiquement par le fait que la matrice F T · F de (7.10) n’est pas inversible à
proprement parler, bien que l’on puisse avoir recourt à l’un de ses pseudo-inverses.

Le krigeage universel est défini comme une méthode de régression pour laquelle, en plus de
la composante déterministe, une déviation statistique Z(x) est explicitement prise en compte :

y(x) =
K∑
k=1

βkfk(x) + Z(x) + ε(x) . (7.11)

Cette déviation statistique Z(x) est interprétée comme une fonction propre au processus que décrit
la fonction objectif. Son espérance est nulle et on suppose que sa loi de covariance ne dépend que
de la distance entre les deux points — elle est donc uniforme sur l’espace des paramètres, ce qui
constitue une hypothèse particulièrement forte. L’erreur ε(x) conserve les mêmes propriétés que
précédemment et prend encore en compte l’irréductible écart entre la fonction objectif quelconque
et le modèle de substitution ainsi défini.
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Dans le cas du krigeage ordinaire qui nous intéressera par la suite, on simplifie grandement la
partie déterministe du modèle de régression : le jeu des fonctions fk considéré est réduit à l’unique
fonction constante f(x) = 1, si bien que seule la composante statistique du modèle est censée décrire
la fonction objectif. L’équation (7.11) se simplifie en

y(x) = β + Z(x) + ε(x) , (7.12)

avec les spécificités suivantes sur la déviation statistique :

E(Z) = 0 , (7.13)

cov
(
Z(x), Z(x)

)
= σ2R (θ, |x− x|) = σ2

P∏
i=1

e−θi|xi−xi|2 , (7.14)

où les coefficients positifs σ et θi seront à déterminer. La fonction R est appelée fonction de
corrélation spatiale. Il est a noté qu’en général, elle n’est pas forcément définie comme un produit
de gaussiennes, mais que seule cette définition nous intéressera par la suite. La fonction de corrélation
caractérise le fait que la valeur de Z en un point n’est pas totalement indépendante de celle en un
autre point proche, c’est-à-dire que la déviation statistique de la fonction objectif par rapport au
modèle de régression (une constante ici !) n’est pas chaotique. La notion de proche est contrôlée
indépendamment pour chaque direction de l’espace des paramètres par les P coefficients θi. Un
coefficient θi faible implique que Z évolue lentement avec le paramètre xi et donc que ce paramètre
influe peu sur la fonction objectif.

De façon analogue au cas du modèle de régression classique, l’objectif est ici de déterminer
la meilleure estimation de la fonction objectif y(x) vérifiant le modèle précédent avec la seule
connaissance des N points d’échantillonnage d’ores et déjà évalués. Cependant, en plus de défi-
nir l’estimateur de β, il faut de plus spécifier celui pour Z(x), qui impliquera certainement σ et θ.
Jones et al. [138] montrent que la meilleure estimation au sens du maximum de vraisemblance
(maximum likelihood estimate ou MLE, voir [228]) est donnée par

ŷ(x) = β̂ + r(x)T ·R−1 ·
(
Y − β̂ 1

)
, (7.15a)

avec

β̂ =
(
1T ·R−1 · 1

)−1
· 1 ·R−1 · Y , (7.15b)

σ̂ = 1
N

(
Y − 1 · β̂

)T
·R−1 ·

(
Y − 1 · β̂

)
, (7.15c)

θ̂ = argmax
θ̂i>0

[MLE] = argmax
θ̂i>0

[
−N2 ln

(
σ̂2
)
− 1

2 ln
(
‖R‖

)]
, (7.15d)

où R est la matrice de corrélation entre les N points d’échantillonnage et r(x) est le vecteur
de corrélation entre les N points d’échantillonnage et le site de prédiction x. De dimensions
respectives N ×N et N , ils sont définis par Rij = R(θ̂, Xi −Xj) et rj(x) = R(θ̂, x−Xj). Leurs
composantes sont donc comprises entre 0 et 1 (0 dans la limite de points infiniment éloignés et 1
pour des points confondus) et la matrice R est symétrique et unitaire sur la diagonale. Défini à
partir de la fonction de corrélation R, la matrice et le vecteur R et r dépendent des coefficients θ̂.
Il en est donc de même pour les estimateurs β̂ et σ̂. Ainsi, la définition de θ̂ constitue un problème
d’optimisation implicitement défini. Il peut néanmoins être résolu itérativement : à partir d’une
première estimation θ̂, on calcule β̂ et σ̂ grâce (7.15b) et (7.15c). On peut alors obtenir une meilleure
estimation θ̂ en résolvant (7.15d) avec σ̂ fixé. On recommence ainsi de suite jusqu’à convergence.

En chacun des points d’échantillonnage, l’estimateur ŷ(Xj) coïncide bien avec la fonction ob-
jective y(Xj) = Yj . Cela permet de vérifier que cette modélisation est un interpolant de la fonction
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objectif. En dehors des points d’échantillonnage, la méthode fournie une estimation de l’incertitude
d’approximation par

ŝ2(x) = σ̂2 ·

1− r(x)T ·R−1 · r(x) +

(
1− 1T ·R−1 · 1

)2

1T ·R−1 · 1

 . (7.16)

La fonction ŝ(x) est appelée écart-type de l’erreur de krigeage. On remarque qu’elle ne dépend
pas directement pas des valeurs Y prises par la fonction objectif aux points d’échantillonnage, mais
seulement des distances entre les points via R et r(x). On vérifie d’ailleurs qu’en chacun des points
d’échantillonnage, l’écart-type de krigeage ŝ(Xj) est nul.

Une façon moins abstraite pour comprendre le krigeage ordinaire est de considérer qu’il s’agit
d’une méthode de régression pour laquelle la fonction objectif est approximée par une combinaison
de K = N fonctions gaussiennes, où N est le nombre de points d’échantillonnage. Ces fonctions
gaussiennes sont centrées sur chacun de ces points d’échantillonnage et partagent la même forme,
C’est-à-dire que, pour chaque direction i de l’espace des paramètres, elles ont la même étendue,
modulable par le coefficient θ̂i > 0. Un coefficient θ̂i faible implique que les fonctions gaussiennes
sont très étendues dans la direction du paramètre xi et donc que le modèle de substitution ŷ(x)
évolue peu avec ce paramètre. Autrement dit, les estimations de y en deux points x et x + δ ei
sont d’autant plus corrélées que ces points sont proches ou que θ̂i est faible. Puisque l’on utilise
autant de fonctions gaussiennes que de points d’échantillonnage, il est toujours possible de choisir
quelle magnitude appliquer à chaque gaussienne pour que la combinaison linéaire soit interpolante,
c’est-à-dire que la surface de réponse passe bien par les points d’échantillonnage.

On voit bien que si l’on définit tous les coefficients θi avec des valeurs suffisamment larges,
chaque fonction gaussienne sera si étroite que le modèle de substitution prendra l’allure d’une fonc-
tion constante tachetée de pics distincts les uns des autres et placés à la position de chacun des
points d’échantillonnage. Bien qu’effectivement interpolant, ce modèle de substitution ne constitue
pas une bonne caractérisation de la fonction objectif. Le but de la phase de maximisation de la
vraisemblance, équation (7.15d), est justement de déterminer les coefficients θ̂i qui élargissent le
plus possible les gaussiennes, c’est-à-dire qui augmentent la corrélation entre les points de l’espace
des paramètres.

De nombreux outils sont disponibles pour réaliser la construction d’un modèle de substitu-
tion par krigeage. À partir d’une base de données de points d’échantillonnage évalués, ces outils
construisent le modèle de substitution ŷ(x) selon (7.15a) et la fonction d’évaluation de l’erreur de
krigeage ŝ(x) définie par (7.16). L’outil qui a été mis en œuvre au cours de cette étude est la biblio-
thèque libre ooDACE, implémentée dans l’environnement Matlab et dont les détails sont fournis
par Couckuyt et al. [53, 54].

Krigeage avec observations bruitées. La formulation du krigeage (7.15) repose sur l’hypothèse
que la mesure haute fidélité de la fonction objectif est exacte. Dans de nombreuses applications
physiques, comme dans le cas d’estimation de la traînée par simulation numérique, cette mesure
est en pratique bruitée. Ainsi, la mesure haute-fidélité de deux points très proches de l’espace des
paramètres peut fournir des valeurs sensiblement différentes au regard de leur proximité. La surface
de réponse étant interpolante, sa construction s’en retrouve grandement affectée, puisque le passage
par ces deux points engendre une grande variation qui ne traduit pourtant aucune réalité physique.
La figure de gauche de 7.9 illustre ce phénomène : bien que la fonction analytique à optimiser
soit relativement régulière, les erreurs de mesure engendrent de franches oscillations du modèle de
substitution.

Afin de gagner en robustesse, il est donc nécessaire de renseigner le modèle sur l’écart-type de
la mesure haute-fidélité τj à chacun des points d’échantillonnage Xj . Ginsbourger établit dans sa
thèse [104] les fondements mathématiques pour la prise en compte de cette incertitude de mesure.
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Figure 7.9 – Construction d’une surface de réponse mono-dimensionnelle par krigeage, en prenant
(à droite) ou en ne prenant pas (à gauche) en compte de l’erreur de mesure de l’évaluation de
haute-fidélité. Figures extraites de [161]

Au final, la matrice diagonale ∆ = diag(τj) doit simplement être additionnée à la matrice R dans les
équations (7.15) et (7.16). Comme illustré par la figure de droite de 7.9, la surface de réponse alors
obtenue n’est plus interpolante, puisque la meilleure estimation ŷ de la fonction objectif en un point
d’échantillonnage Xj n’est plus nécessairement le résultat de sa mesure de haute-fidélité bruitée Yj .
De plus, l’écart-type de l’erreur de krigeage ŝ n’est plus nul aux points d’échantillonnage Xj , mais
dépend de la valeur de l’écart-type de l’erreur de mesure τj associé.

L’implémentation de cette méthode au sein de la bibliothèque ooDACE nécessite quelques pré-
cautions, notamment en ce qui concerne l’étape (7.15d) de calcul de θ̂ par optimisation de de la
fonction de maximum de vraisemblance.

7.2.3.2 Échantillonnage initial par hypercube latin

La présentation de la méthode de construction de surface de réponse par krigeage a mis en avant
l’importance du choix d’échantillonnage. Le krigeage étant basé sur l’hypothèse forte que la fonction
objectif est caractérisée par une fonction stochastique Z(x) dont les propriétés de covariance entre
deux points sont uniformes. Il est donc important, dans l’utilisation de cette méthode, de remplir
uniformément l’espace des paramètres.

Choisir aléatoirement un jeu de points X ne permet pas de s’assurer d’un bon recouvrement
de tout l’espace. Inversement, avoir recours à une distribution uniforme présente l’inconvénient de
favoriser des directions particulières. Une méthode alternative est l’échantillonnage par hyper-
cube latin (LHS pour latin hypercube sampling).

Pour obtenir un échantillon de Nini points d’échantillonnage par hypercube latin, on partitionne
uniformément l’espace propre à chaque paramètre en Nini parties. On construit alors un jeu de Nini
points de sorte que chaque partie de la partition de chaque paramètre ne soit utilisée que par un
unique point. La figure 7.10 illustre ce propos avec l’échantillonnage à 10 points qui a effectivement
été utilisé pour initier l’optimisation.

Différents critères peuvent être employés pour la construction d’un tel jeu parmi les très nom-
breuses possibilités. Dans notre cas, la répartition est optimisée grâce à une routine de Didier Bailly,
du département d’aérodynamique appliqué (DAAP) de l’Onera, afin de maximiser la distance entre
les points d’échantillonnage.

Revenons à notre problème d’optimisation du taux de réduction de traînée ADRR(λx,wav, βwav).
Une simple règle de trois pourrait être utilisée pour passer de l’échantillonnage du carré uni-
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Figure 7.10 – Échantillonnage par hyper-
cube latin du carré unitaire à deux dimen-
sions [0, 1]× [0, 1] avec 10 échantillons. Les
carrés grisés délimitent la partition de chacun
des paramètres dans lesquels le point d’échan-
tillon est seul.

Figure 7.11 – Paramètres dans l’es-
pace (λx,wav, βwav) des points de l’échan-
tillonnage initial de l’optimisation (•, cf.
tableau 7.3) et des points de calcul addi-
tionnels (?, cf. tableau 7.5). Les bornes de
l’espace des paramètres pour l’optimisation
sont indiquées en pointillés gris.

taire [0, 1]× [0, 1] à celui de l’espace des paramètres [λx,min, λx,max] × [βmin, βmax] du tableau 7.2.
Cependant, cette méthode accorderait la même densité de point sur tout l’espace de recherche,
ce qui ne semble pas pertinent. En effet, dans le cas du paramètre λx,wav par exemple, moins de
variations de la traînée sont attendues pour λx,wav évoluant dans l’intervalle [2263, 2500] que dans
l’intervalle de même longueur [125, 362] sur lequel λx,wav est presque triplé. Ainsi, plutôt que d’uti-
liser directement les paramètres (λx,wav, βwav) dans la méthode d’optimisation “boîte noire”, on
préfère travailler avec leurs logarithmes ln(λx,wav) et ln(βwav). Néanmoins, pour plus de clarté, on
continuera à représenter les résultats en fonction des paramètres naturels. L’échantillonnage LHS du
carré unitaire aboutit alors aux points du tableau 7.3, dont les valeurs ont été arrondies (et utilisées
ainsi). Cet échantillon est représenté sur la figure 7.11.

Le raffinement lors du processus d’optimisation permettra, au besoin, d’aller chercher de l’infor-
mation dans les zones trop peu explorées.

7.2.3.3 Stratégie de raffinement et fonction de mérite

À partir du calcul haute-fidélité de la fonction objectif aux points de l’échantillonnage initial, il
est possible de construire une première surface de réponse grâce à la méthode de krigeage. Ainsi, à ce
stade, la connaissance du problème se résume à l’estimation basse-fidélité ŷ(x) de la fonction objectif,
mais également de l’incertitude de cette estimation ŝ(x). Ces deux grandeurs sont respectivement
définies par les formules (7.15a) et (7.16).

Avec le petit nombre de points de l’échantillonnage initial répartis sur l’espace des paramètres, il
est peu probable que l’estimation ŷ(x) soit suffisamment précise pour être d’ores et déjà en mesure
de déterminer l’optimum de la fonction objectif et son comportement général sur tout l’espace
des paramètres. Comme décrit dans le schéma de principe 7.8, de nouveaux points devront être
ajoutés à l’échantillonnage initial afin de pouvoir affiner l’estimation. Comment faut-il choisir les
points à échantillonner pour pouvoir résoudre le problème d’optimisation avec un nombre minimal
d’évaluations de haute-fidélité ? Une métrique doit être construite en connaissance ŷ et de ŝ afin de
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Référence λ+
x,wav βwav(◦) Z+

wav T+
osc,eq W+

osc,eq

l0130b150 130 15 5.54 13 2.68
l0175b025 175 2.5 1.22 17.5 0.44
l0235b080 235 8.0 5.26 23.5 1.40
l0320b013 320 1.3 1.16 32 0.23
l0430b045 430 4.5 5.39 43 0.79
l0580b110 580 11 17.9 58 1.94
l0780b033 780 3.3 7.16 78 0.58
l1000b010 1000 1.0 2.78 100 0.17
l1425b060 1425 6.0 23.8 143 1.05
l1925b018 1925 1.8 9.63 193 0.31

Table 7.3 – Valeurs des paramètres de design de riblets sinueux pour l’échantillon initial. Les
paramètres optimisés sont (λx,wav, βwav). Les autres paramètres caractéristiques ont été abordés
dans la sous-section 7.2.2.

quantifier l’intérêt que constitue l’évaluation d’un point jusqu’alors non exploré. Dans la pratique, on
définit une fonction fmerit(x) dite fonction de mérite (merit fonction) sur l’espace des paramètres.
Selon la métrique associée à cette fonction, le meilleur candidat pour le raffinement est celui qui la
maximise.

Une fonction de mérite est adaptée à un problème si elle réalise le meilleur compromis entre
les deux processus complémentaires de diversification et d’intensification. L’objectif recherché par
le processus de diversification est d’accroître la connaissance générale de la fonction objectif en
explorant les zones les moins renseignées de l’espace des paramètres. C’est ce processus qui permet
de se sortir du piège des minimums locaux. À l’inverse, le processus d’intensification exploite
l’information déjà récoltée pour parcourir les zones les plus intéressantes de l’espace de recherche
dans l’espoir de s’approcher de la solution optimale.

Un des avantages intrinsèques du krigeage est qu’il fournit simultanément un indicateur des
sites prometteurs (via la surface de réponse ŷ elle-même) et des sites méconnus (via l’écart-type de
l’erreur de krigeage ŝ). Ainsi, l’utilisation de fmerit(x) = ŝ(x) est un exemple basique de fonction de
mérite favorisant la diversification. Les candidats qui maximisent cette fonction sont bien ceux pour
lesquels le méta-modèle est le plus incertain et ce, indépendamment de leur chance d’être l’optimum
recherché. Il n’y a donc aucune incitation à visiter les zones prometteuses, ce qui fait qu’en pratique,
ce critère de mérite est inefficace. À l’inverse, l’utilisation du méta-modèle lui-même en tant que
fonction de mérite, fmerit(x) = −ŷ(x), sélectionnera systématiquement le minimum de y(x) le plus
probable au regard de l’information déjà récoltée. Ce critère est également inefficace en pratique,
puisqu’il risque de rester cantonné au premier minimum local observé.

Parmi les fonctions de mérites largement utilisées, nous nous sommes principalement intéressés à
deux d’entre elles. La première consiste à maximiser l’amélioration espérée. L’amélioration espé-
rée (expected improvement), notée EI(x), est définie comme l’espérance que la fonction de mérite
au point x soit inférieure à la plus faible des évaluations haute-fidélité qui en ont déjà été faites :

EI(x) = E
[
max

(
0, Ymin − y(x)

)]
, (7.17)

où E désigne l’espérance et Ymin la meilleure évaluation haute-fidélité réalisée. La fonction de mé-
rite fmerit(x) = EI(x) prend non seulement en compte la probabilité de progrès, mais aussi l’ampli-
tude de ce dernier. Elle peut être calculée analytiquement via

EI(x) =
(
Ymin − ŷ(x)

)
Φ
(
Ymin − ŷ(x)

ŝ(x)

)
+ ŝ(x)ϕ

(
Ymin − ŷ(x)

ŝ(x)

)
, (7.18)
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où les fonctions Φ et ϕ représentent respectivement la densité de probabilité et la fonction de répar-
tition de la loi normale centrée réduite. Une justification détaillée est fournie dans [138] ou [104]. En
plus de présenter l’avantage d’être nulle — donc minimale — aux points déjà explorés, cette fonction
de mérite fait naturellement apparaître un compromis entre diversification et intensification : elle
croît dans les zones prometteuses, c’est-à-dire lorsque ŷ(x) diminue, et dans les zones incertaines,
c’est-à-dire lorsque ŝ(x) augmente.

La seconde fonction de mérite d’intérêt sélectionnée dans cette étude est basée sur la méthode
de validation croisée (cross-validation method) et, plus particulièrement, la méthode leave-one-
out cross-validation (LOOCV). Cette méthode a pour objectif de quantifier la fiabilité du processus
de construction de la surface de réponse, ici par krigeage. Pour cela, on fait abstraction, tour à tour,
de chacun des N points de l’échantillonnage pour construire N nouvelles surfaces de réponse basées
sur les échantillonnages dégradés des N − 1 points restants. On évalue alors les erreurs entre les
valeurs de haute-fidélité de la fonction objectif aux points exclus et celles estimées par les méta-
modèles dégradés. Dans le cas d’un krigeage avec données bruitées, puisque le méta-modèle n’est pas
nécessairement interpolant, on évalue pour chacun des points d’échantillonnage l’erreur quadratique
moyenne des estimations des N méta-modèles dégradés par rapport à l’évaluation haute-fidélité
bruitée. Après avoir ainsi évalué une erreur moyenne d’estimation aux N points d’échantillonnage,
on veut étendre ces données discrètes à tout l’espace des paramètres. Pour ce faire, on utilise tout
simplement la méthodologie disponible : on construit la surface de réponse de l’erreur quadratique
moyenne par krigeage que l’on notera ÊLOOCV.

Une erreur importante traduit un manque de robustesse du méta-modèle. Ainsi, des points
d’échantillonnage supplémentaires sont nécessaires dans ces zones d’erreur importante pour préci-
ser un comportement local particulier de la fonction objectif qui n’est jusqu’à alors révélé que par
un unique point de mesure. Le choix d’une telle fonction de mérite fmerit(x) = ÊLOOCV favorise
uniquement la diversification : aucune notion de point optimal ni de zone prometteuse n’entre en
jeu. L’avantage complémentaire de cette méthode par rapport à l’amélioration espérée est de ne
pas s’appuyer aveuglement sur les sorties du krigeage pour déterminer le point d’échantillonnage
suivant. On évite ainsi les éventuelles dérives, telles que la divergence de l’un des paramètres θi de
la fonction de corrélation spatiale R, équation (7.14), dont le syndrome est l’obtention d’une surface
de réponse constituée de gaussiennes suffisamment fines dans la direction i correspondante pour ne
pas interagir les unes avec les autres.

Afin de réaliser plusieurs évaluations de haute-fidélité en parallèle, il peut être intéressant de
sélectionner simultanément plusieurs points d’échantillonnage. Le choix de l’un de ces deux points
d’échantillonnage peut être fait, comme évoqué précédemment, en optimisant une fonction de mé-
rite fmerit(x). Cependant, si l’on procède de même pour les points suivants, en utilisant différentes
fonctions de mérite par exemple, on encourt le risque de sélectionner des points proches les uns des
autres. En plus des problèmes de robustesse du krigeage que pose cette proximité, la prise d’infor-
mation est également plus pauvre qu’avec des points plus dispersés dans l’espace des paramètres.
À ce titre, Ginsbouger présente dans sa thèse [104] une extension du critère d’amélioration espé-
rée à plusieurs points. Similairement à l’EI à un seul point abordé plus haut, l’objectif de l’EI
à q points est de déterminer l’ensemble des q points de l’espace des paramètres dont l’évaluation
conjointe maximise l’espérance de faire progresser l’optimisation. Cette optimisation dans l’opti-
misation étant complexe à mettre en pratique, Ginsbourger propose alors une stratégie alternative
plus simple. Cette stratégie porte le nom de menteur systématique (constant liar). Elle permet
de choisir séquentiellement les points d’échantillonnage par optimisation du critère d’amélioration
espérée à un point. Ainsi, pour le premier point, on optimise le critère EI de l’équation (7.18)
grâce aux estimations ŷ et ŝ du krigeage des N points Xj déjà évalués, comme on le ferait pour
l’ajout d’un unique point d’échantillonnage. On suppose alors l’évaluation de ce premier point XN+1
connue et égale à Ymin, la plus faible des N évaluations effectivement réalisées, et on reconstruit
une nouvelle surface de réponse ŷ et ŝ avec les N + 1 évaluations (N véritables et 1 supposée). Un
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second point peut alors être choisi en optimisant le critère EI basé sur ces nouveaux champs ŷ et ŝ.
On procède ainsi de suite pour déterminer successivement autant de points d’échantillonnage qu’on
le souhaite. Le fait de supposer connue l’évaluation des candidats déjà sélectionnés permet de faire
chuter l’erreur de krigeage ŝ à leur proximité et y rend donc très limité l’espoir d’amélioration EI,
ce qui favorise une répartition de points à distance suffisante les uns des autres.

La stratégie de ré-échantillonnage que l’on décide d’adopter dans cette étude est la suivante :

− un premier candidat XN+1 à l’évaluation haute-fidélité est choisi par la méthode de validation
croisée, c’est-à-dire en optimisant la fonction de mérite fmerit(x) = ÊLOOCV.

− afin de choisir des candidats supplémentaires, on suppose temporairement connue l’évaluation
de ce premier candidat. Plus précisément, on applique la stratégie du menteur systématique
en supposant que YN+1 soit égal à Ymin.

− on choisit alors un second candidat XN+1 pour maximiser l’amélioration espérée, c’est-à-dire
que l’on optimise la fonction de mérite fmerit(x) = EI construite à partir de la surface de
réponse à N + 1 points.

− dans les cas où l’on souhaite évaluer conjointement davantage de points, on renouvelle l’appli-
cation de la stratégie du menteur systématique conjointement à celle de l’amélioration espérée.

7.2.3.4 Critère de convergence

L’optimisation est ici conduite avec une double attente : celle de déterminer non seulement
l’optimum de la fonction objectif, mais également son comportement global sur l’ensemble de l’espace
des paramètres. Pour atteindre cet objectif, le critère de convergence que l’on a choisi porte à la
fois sur l’espérance qu’une solution meilleure que celle actuellement établie existe — on utilisera
pour cela le critère EI de la sous-section précédente — et sur la robustesse du méta-modèle — on
utilisera également l’erreur de validation croisée à chacun des points de l’échantillon ELOOCV(Xj).

7.2.3.5 Optimisation basse-fidélité par évaluation directe

La procédure de raffinement nécessite l’optimisation d’une fonction de mérite sur l’espace des
paramètres. Il s’agit donc d’une optimisation dans l’optimisation. Pour celle-ci cependant, la fonc-
tion fmerit(x) à optimiser est définie à partir de la surface de réponse et des points d’échantillonnage
déjà évalués. Il en est de même pour l’évaluation du critère de convergence. Ces fonctions sont donc
peu coûteuses à évaluer, contrairement à la fonction objectif du problème d’optimisation principal.
Cela permet d’avoir recours à des algorithmes d’optimisation plus gourmands, tels que les algo-
rithmes de recherche globale évoqués au début de cette sous-section (algorithmes génétiques, recuit
simulé, ...).

Dans le cas de notre optimisation, l’espace des paramètres est de seulement deux dimensions —
λx,wav et βwav — sur un domaine relativement restreint. Par souci de simplicité d’implémentation,
plutôt que de mettre en place une stratégie sophistiquée, le choix a été d’évaluer massivement les
fonctions de basse-fidélité sur un maillage fin de l’espace des paramètres. Dans la pratique, on
découpe l’espace [λx,min, λx,max]× [βmin, βmax] en un quadrillage de 100× 100 points équirépartis en
échelle logarithmique et on choisit la maille de valeur optimale après les avoir toutes évaluées.

7.2.3.6 Évaluation haute-fidélité par LES

L’évaluation de la fonction objectif — le taux de réduction de traînée accumulée ADRR — aux
points (λx,osc, βosc) de l’échantillonnage initial puis à ceux des raffinements successifs se fait par
simulation de type LES dont le paramétrage a été défini dans la sous-section 7.2.2.
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7.2.4 Résultat de l’optimisation

Après avoir établi dans la sous-section précédente chacune des briques élémentaires de la stra-
tégie de krigeage, on présente ici les résultats obtenus à l’issue de la première boucle d’optimisation
du schéma 7.8. Les dix simulations LES initiales du tableau 7.3 ont été simultanément réalisées et
permettent de construire une première surface de réponse.

Les résultats en termes de taux de réduction de traînée et de frottement accumulés, définis par
l’équation (7.4), figurent dans le tableau 7.4 au côté des données brutes de calcul ayant permis leur
calcul. Notons que la simulation l0130b150 a été retirée, puisque la résolution de maillage ∆x+ ' 25
ne conduit pas à une solution fiable pour des oscillations aussi marquées (βwav = 15◦) de longueur
d’onde λ+

x,wav de seulement 130 unités de paroi.

Référence Lin→out
δin

Cd
Lin→out

Cf
Lin→out

Lx0→x1

δin

∫ x1
x0
cf,ref

Lx0→x1

ADRR AFRR

plaque plane 38.1 4.55× 103 - - -
riblets 2D 38.1 4.26× 103 24.9 4.43× 103 9.8%
l0175b025 38.1 4.25× 103 4.25× 103 24.9 4.43× 103 10.1% 10.3%
l0235b080 38.1 4.24× 103 4.20× 103 25.1 4.42× 103 10.7% 11.9%
l0320b013 38.1 4.26× 103 4.26× 103 25.2 4.42× 103 9.8% 9.9%
l0430b045 38.1 4.26× 103 4.25× 103 24.9 4.43× 103 9.8% 10.2%
l0580b110 38.1 4.27× 103 4.21× 103 25.3 4.42× 103 9.3% 11.4%
l0780b033 38.1 4.25× 103 4.25× 103 24.9 4.43× 103 10.2% 10.3%
l1000b010 38.1 4.26× 103 4.26× 103 24.9 4.43× 103 9.9% 9.9%
l1425b060 38.1 4.25× 103 4.24× 103 25.5 4.42× 103 9.9% 10.5%
l1925b018 38.1 4.24× 103 4.24× 103 25.4 4.42× 103 10.3% 10.3%

Table 7.4 – Résultats de l’évaluation de la traînée et du frottement accumulé sur la paroi pour
les riblets sinueux de l’échantillon initial de l’optimisation, dont les paramètres figurent dans le
tableau 7.3, et pour les cas de plaque plane de référence et de riblets rectilignes bidimensionnels. Bien
que la longueur du domaine de calcul Lin→out soit commune, l’étendue de la zone de contrôle Lx0→x1

varie légèrement d’un cas à l’autre en fonction de la longueur d’onde λx,wav d’oscillation des riblets.

Les taux de réduction de traînée pour l’ensemble des configurations de l’échantillon initial sont
tous compris entres 9.3% et 10.7%. À ce stade de l’optimisation, le taux de réduction de traînée op-
timal n’est donc pas considérablement supérieur à celui de 9.8% obtenu avec des riblets rectilignes.
De plus, l’écart de moins de 1.5% de traînée entre les différentes mesures témoigne d’une influence
limitée des paramètres d’optimisation λ+

x,wav et βwav sur la traînée.

Ce constat est de plus à mettre en perspective avec l’incertitude quant à la mesure de la traînée
par LES. En effet, sans compter les éventuelles erreurs numériques, la simulation ne nous permet
l’évaluation du coefficient de traînée instantané que pendant une durée finie, comme cela est repré-
senté sur la figure 7.12, si bien que l’estimation de sa moyenne n’est que partiellement convergée.
L’évaluation de l’incertitude de cette estimation n’est cependant pas triviale puisque la véritable
valeur du frottement n’est pas à notre disposition.

Une première approche pour quantifier l’incertitude de l’estimation de la moyenne à partir d’un
signal temporel de durée finie peut être inspirée de celle utilisée lorsque l’on dispose de N évaluations
indépendantes d’une variable aléatoire. Si l’on suppose que cette variable suit un comportement de
loi normale et que l’on note µ̂ et σ̂2 les estimations de sa moyenne et de sa variance faites à partir
de l’échantillon, l’intervalle de confiance à 95% de l’estimateur de la moyenne peut être prédit
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Figure 7.12 – Évolution du coefficient de traînée instationnaire du cas l0235b080, normalisée par
le coefficient de traînée moyen.

grâce à la loi de Student comme étant µ̂± tN−1
2.5% σ̂/

√
N , où tkγ est le quantile d’ordre γ de la loi

de Student à k degrés de liberté. Dans le cas d’un signal aléatoire continu, les notions de nombre
d’échantillons et d’évaluations indépendantes doivent cependant être précisées. On propose alors
d’utiliser le premier zéro du coefficient d’autocorrélation temporelle, défini dans la section 4.4.7, pour
découper le signal global en une succession de réalisations que l’on considérera comme indépendantes.
Dans le cas du signal de la figure 7.12, la fonction d’autocorrélation s’annule pour un laps de temps
de τ = 0.195 ms, si bien que le signal global peut être considéré comme N = T/τ = 4.0/0.195 ' 20
réalisations aléatoires. Sachant que l’écart-type mesuré σ̂ du signal temporel est égal à 1.28% de sa
valeur moyenne µ̂, l’incertitude sur l’estimation du coefficient de traînée est donc d’environ ±0.6%.
Un tel intervalle de confiance correspond à celui d’une loi normale ayant pour écart-type σ(µ̂) =
0.29% µ̂.

Une méthode mathématiquement plus fondée pour estimer l’incertitude de la mesure est donnée
Bendat & Piersol [19]. En utilisant cette fois encore l’écart-type σ du signal continu et son coefficient
d’autocorrélation normalisé C(τ), la variance de l’incertitude de la moyenne est donnée par

σ2(µ̂) = σ2

T

∫ +∞

−∞

(
1− |τ |

T

)
C(τ) dτ ' σ2

T

∫ +∞

−∞
C(τ) dτ . (7.19)

En approchant σ et C(τ) par leurs estimations σ̂ et Ĉ(τ), on obtient dans le cas du signal de
la figure 7.12 une variance de l’erreur de mesure de σ2(µ̂) ' 0.029 σ̂2, c’est-à-dire un écart-type
de σ(µ̂) = 0.22% µ̂.

On peut donc considérer la mesure de la traînée Cd comme bruitée par un bruit blanc dont
l’écart-type est de l’ordre de 0.25%Cd. La mesure de Cd,ref et

∫ x1
x0
cd,ref étant commune à toutes

les simulations, les erreurs sur leur valeur ne seront pas prises en compte. Ainsi, l’écart-type de l’er-
reur de la mesure haute-fidélité de ADRR peut être estimé à environ 0.25% de Cd/

∫ x1
x0
cd,ref , soit

approximativement 0.4%. Ainsi, la différence entre les taux de réduction de traînée des différentes
configurations de riblets sinueux — tous compris dans un intervalle de seulement 1.5% — peut-être
considérée comme d’autant plus insignifiante que l’intervalle de confiance à 95% des mesures est
lui-même d’environ ±0.8%.

La construction de la surface de réponse permet d’illustrer ces propos. La figure 7.13 représente
la surface de réponse construite par krigeage sans prendre en compte les incertitudes sur les mesures
de haute-fidélité, c’est-à-dire que l’on suppose exactes les mesures LES. On impose donc à la surface
de réponse d’être interpolante. Bien que les axes soient ici représentés linéairement par rapport aux
paramètres à optimiser λ+

x,wav et βwav, la construction de la surface de réponse a bien été réalisée en
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utilisant leurs logarithmes, ln(λ+
x,wav) et ln(βwav). Sur la figure en haut à gauche, l’estimation ÂDRR

évolue entre les valeurs maximales 9.3% et 10.7% mesurées par LES. Aucune tendance claire n’est
apparente à ce stade de l’optimisation : d’une part, les zones où la fonction objectif varie le plus
sont sujettes à caution (comme en témoigne l’erreur quadratique de validation croisée ÊLOOCV sur la
figure en bas à droite) et d’autre part, le méta-modèle est totalement aveugle sur une bonne partie de
l’espace des paramètres (comme en témoigne cette fois-ci l’écart-type de l’erreur de krigeage ŝADRR
représenté sur la figure en haut à droite).

Si l’incertitude sur la mesure LES est maintenant prise en compte avec l’écart-type précédem-
ment calculé d’environ 0.4%, la construction de la surface de réponse n’est plus possible. En effet,
comme précisé dans le dernier paragraphe de la section 7.2.4, la prise en compte de l’incertitude
de la mesure haute-fidélité consiste à ajouter la matrice des écart-types de l’erreur de mesure ∆
à la matrice de corrélation R. Pour des écart-types trop importants, la phase d’optimisation de
l’estimateur de maximum de vraisemblance MLE (7.15d) devient alors mal conditionnée.

Il faut abaisser artificiellement la valeur de l’écart-type de mesure pour que la construction de la
surface de réponse soit possible. La figure 7.14 représente celle que l’on obtient avec un écart-type
fixé à 0.26%. Bien que l’observe le même motif que pour la surface qui ne prend pas en compte
les incertitudes de mesure, son amplitude est grandement atténuée. Le choix de l’écart-type fixé
à 0.35%, qui constitue le cas limite avant que le krigeage ne puisse plus converger, renvoie une
surface de réponse prédisant, avec une incertitude uniforme, une réduction de traînée de l’ordre de
celle obtenue avec des riblets rectilignes.

7.2.4.1 Poursuite de l’optimisation ?

Comme on a pu le constater, les calculs LES ne sont pas assez convergés pour faire apparaître
des tendances notables de réduction de traînée en fonction de λ et β. La poursuite de l’optimisa-
tion implique donc de prolonger les simulations LES déjà entreprises jusqu’à ce que l’incertitude
sur l’estimation de la traînée moyenne soit suffisamment fine pour permettre la construction d’une
surface de réponse mettant en évidence des variations notables. De plus, il est à noter que l’incerti-
tude ne chute qu’avec la racine carrée de la durée du signal, comme en témoigne l’équation (7.19),
si bien qu’une convergence significative de la traînée moyenne nécessite une durée de simulation
inabordable.

Il paraît néanmoins important de re-situer l’étude dans son contexte : déterminer avec davan-
tage de précision l’évolution de l’optimum de traînée importe peu en pratique — nous sommes déjà
à ±0.6% de traînée ! Le résultat le plus important d’un point de vue applicatif a été évoqué lors
de l’analyse des résultats bruts des simulations LES puis confirmé grâce aux outils statistiques du
krigeage : l’oscillation des riblets n’a qu’une influence négligeable sur la traînée accumulée le long
de la zone de contrôle, du moins, dans la plage des paramètres (λ+

x,wav, βwav) couverte par les dix
simulations initiales. Cette étude confirme ainsi la thèse avancée par Kramer et al. [155] aux dépens
de celle de Peet et al. [206].

7.2.5 Simulations LES/DNS complémentaires

Afin de vérifier si de véritables tendances existent pour des oscillations plus marquées, quelques
simulations complémentaires ont été entreprises. En effet, l’économie nette d’énergie optimale pour la
stratégie de contrôle par oscillation de paroi est obtenue pour une amplitude d’oscillation deW+

osc = 4.5,
ce qui correspond à un angle de βwav ' 24◦ via l’analogie précédente (7.5). Ainsi, le paramétrage
optimal — selon cette analogie — n’a pas été couvert par l’échantillonnage de l’optimisation précé-
dente : l’amplitude maximale de βwav n’est que de 8◦ pour les simulations LES ayant effectivement
abouties.

Un jeu de cinq simulations additionnelles, dont les paramètres sont listés dans le tableau 7.5 et
représentés sur la figure 7.11, a alors été réalisé. Ces simulations permettent d’étudier l’influence
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Figure 7.13 – Iso-valeurs sur l’espace des paramètres (λ+
x,wav, βwav) du méta-modèle et de fonctions

de mérite obtenus par krigeage à partir des résultats LES du tableau 7.4. Les positions des points
d’échantillonnage sont indiquées par les points •. Avec les notations de (7.15), les paramètres du
krigeage sont β̂ = 10.0%, σ̂ = 0.357, θ̂ = [θ̂ln(λx,wav), θ̂ln(βwav)] = [7.64, 0.92] et MLE = 0.877. (En
haut à gauche) Estimation du taux de réduction de traînée ÂDRR, dont les lignes de niveau vont
de 9.5% (en bleu) à 10.5% (en rouge) par incrément de 0.25%. (En haut à droite) Écart-type de
l’erreur de krigeage ŝADRR, dont les lignes de niveau vont de 0 (en blanc) à 0.3% (en noir) par
incrément de 0.1%. (En bas à gauche) Amélioration espérée EI, dont les lignes de niveau vont de 0
(en blanc) à 0.1 (en vert) par incrément de 0.025. (En bas à droite) Erreur quadratique de validation
croisée ÊLOOCV, dont les lignes de niveau vont de 0 (en blanc) à 0.25% (en rouge) par incrément
de 0.05%.

500 1000 1500 2000 2500
λ+
x,wav

5

10

15

20

βwav
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Figure 7.14 – Iso-valeurs du méta-modèle obtenu par krigeage avec mesures haute-fidélité bruitées,
dont l’écart-type du bruit est uniforme et fixé à 0.26%. La légende est celle de la figure 7.13.
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des paramètres λ+
x,wav et βwav lorsqu’ils évoluent séparément. Notons que les simulations pour les-

quels βwav atteint 22◦ ont nécessité l’utilisation d’un maillage doublement raffiné dans la direction
longitudinale. Ainsi, ∆x+ ' 12 pour ces simulations, si bien que la résolution dans chacune des di-
rections vérifie amplement les standards DNS (cf. tableau 4.6), ce qui justifie l’abandon du modèle
de viscosité sous-maille.

Référence λ+
x,wav βwav(◦) Z+

wav T+
osc,eq W+

osc,eq

l0250b110 250 11 7.72 25 1.94
l0250b220 250 22 16.1 25 4.04
l0580b110 580 11 17.9 58 1.94
l1000b010 1000 1.0 2.78 100 0.17
l1000b110 1000 11 30.9 100 1.94
l1000b220 1000 22 64.3 100 4.04
l2000b110 2000 11 61.8 200 1.94

Table 7.5 – Valeur des paramètres de design de riblets sinueux pour les simulations additionnelles.
Les cas indiqués en italique ont déjà été traités lors de l’optimisation (cf. tableau 7.3).

7.2.5.1 Traînée totale, frottement visqueux et résultante des efforts de pression

Les résultats de traînée accumulée sur toute la longueur de la zone de contrôle sont présentés
dans le tableau 7.6. On constate à nouveau, avec ces simulations supplémentaires, que la réduction
de traînée obtenue avec des riblets bidimensionnels n’est jamais significativement améliorée. Néan-
moins, une influence des oscillations sur le taux de réduction de traînée ADRR est cette fois relevée
pour les fortes valeurs de βwav, comme en témoigne sa détérioration pour les simulations l0250b220
et l1000b220.

Référence Lin→out
δin

Cd
Lin→out

Cf
Lin→out

Lx0→x1

δin

∫ x1
x0
cf,ref

Lx0→x1

ADRR AFRR

plaque plane 38.1 4.55× 103 - - -
riblets 2D 38.1 4.26× 103 24.9 4.43× 103 9.8%
l0250b110 38.1 4.23× 103 4.16× 103 25.0 4.42× 103 11.0% 13.3%
l0250b220 38.1 4.31× 103 4.02× 103 25.0 4.42× 103 8.2% 18.2%
l0580b110 38.1 4.27× 103 4.21× 103 25.3 4.42× 103 9.3% 11.4%
l1000b010 38.1 4.26× 103 4.26× 103 24.9 4.43× 103 9.9% 9.9%
l1000b110 38.1 4.27× 103 4.21× 103 24.9 4.43× 103 9.5% 11.5%
l1000b220 38.1 4.32× 103 4.09× 103 24.9 4.43× 103 6.8% 15.8%
l2000b110 38.1 4.26× 103 4.21× 103 26.4 4.42× 103 9.4% 11.1%

Table 7.6 – Résultats de l’évaluation de la traînée et du frottement accumulé sur la paroi pour les
riblets sinueux dont les paramètres figurent dans le tableau 7.5 et pour les cas de plaque plane de
référence et de riblets rectilignes bidimensionnels.

Paradoxalement, on constate que ces deux simulations — pour lesquelles le taux de réduction
de traînée ADRR est minimal — aboutissent aux meilleures réductions du frottement avec un
taux AFRR pouvant dépasser 18%. Ainsi, la résultante des efforts de pression semble avoir une
influence grandissante avec βwav et serait responsable de la détérioration de la traînée.
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Figure 7.15 – Iso-valeurs à la paroi dans le sillon des riblets du coefficient de frottement visqueux
local cf (à gauche) et du coefficient des efforts de pression locaux cp (à droite) pour la configura-
tion l1000b220. L’incrément entre les lignes de niveau est de 0.001, les lignes de niveau strictement
négatives étant en pointillés.

On représente alors, sur la figure 7.15, la répartition spatiale sur la surface des riblets sinueux
de la composante longitudinale des efforts visqueux et des efforts de pression, dans le cas de la
simulation l1000b220. On constate que la répartition du frottement relativement à la position des
vallées et des crêtes n’est que marginalement affectée par l’oscillation des riblets : quelque soit la
station x, le profil de cf (z) est très proche de celui obtenu dans le cas de riblets rectilignes et donc,
a fortiori, de la répartition donnée par l’écoulement de Stokes de la figure 4.12.

Pour sa part, le coefficient cp évolue largement avec l’oscillation des riblets sinueux. On constate
une diminution de la pression dans les sillons, à l’endroit où la déviation des riblets sinueux est
la plus marquée : cette chute de pression se matérialise par une composante négative des efforts
longitudinaux sur les versants de riblets orientés vers l’amont et d’une composante positive sur les
autres versants. Ainsi, chacun des versants contribue de manière opposée à la résultante des efforts
de pression.

Si l’on intègre les efforts surfaciques le long de la direction transverse, pour chaque station x,
on obtient les courbes de la figure 7.16. On constate que les résultantes visqueuse et de pression
oscillent toutes deux avec l’oscillation des riblets. La contribution à la traînée des efforts de pression
est partout positive (ou nulle), bien que la contribution issue de chaque versant puisse être parfois
négative. Le coefficient de frottement est quant à lui partout inférieur (ou égal) à celui obtenu avec
les riblets rectilignes. La traînée totale, qui prend en compte les contributions visqueuse et de pres-
sion, oscille donc de part et d’autre de celle des riblets rectilignes — pour lesquels la totalité de la
traînée est d’origine visqueuse : ce que les riblets sinueux gagnent sur le plan visqueux, ils le perdent
en efforts de pression.
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Figure 7.16 – Coefficient de frottement cf (rouge), coefficient des efforts de pression cp (bleu) et coef-
ficient de traînée cd (orange) moyennés dans la direction transverse pour les configurations l1000b110
(symboles vides) et l1000b220 (symboles pleins). Le coefficient cd = cf est également représenté pour
les cas de référence de plaque plane (pointillés noirs) et de riblets rectilignes bidimensionnels (ligne
noire). La contribution à cp des deux parois quasi-verticales, de part et d’autre des riblets, prises
séparément est représentée pour la configuration l1000b220 (pointillés fins bleus).

L’évolution sur toute l’étendue du domaine contrôlé des coefficients cf et cp est représentée sur
la figure 7.17 pour différents paramètres λ+

x,wav et βwav. L’influence de l’angle βwav est isolée sur
les graphes de gauche, où les courbes sont issues de configurations de même longueur d’onde. À
l’inverse, seul λx,wav varie d’une courbe à l’autre sur les graphes de droite.

Comme constaté précédemment sur la figure 7.16, on retrouve l’oscillation des riblets sinueux
dans l’évolution des courbes cf (x) et cp(x). L’amplitude de variation, pour chacun de ces deux
coefficients, augmente rapidement avec βwav alors qu’elle ne dépend que faiblement de λx,wav. On
retrouve dans cette dépendance celle de l’oscillation transverse de paroi, pour laquelle la traînée
dépend principalement du paramètre analogue W+

osc (cf. paragraphe 2.3.1.1). Néanmoins, l’effet
délétère de la pression croît plus rapidement que le gain additionnel sur le frottement, si bien que
le gain de traînée accumulée ne dépasse jamais significativement de celui des riblets rectilignes.

7.2.5.2 Influence des riblets sinueux sur l’écoulement

Dans le cas d’un contrôle par oscillation transverse de paroi, le paragraphe 2.3.1.1 de la revue
bibliographique a permis de souligner que l’effet du contrôle était étroitement lié à la couche limite
oscillante de Stokes qui pénètre l’écoulement depuis la paroi jusqu’à la zone tampon. Dans le cas
présent de contrôle par utilisation de riblets sinueux, il convient de vérifier si l’écoulement est bel
et bien entraîné dans un mouvement oscillant comparable.

On constate, sur la figure 7.18, que le champ de vitesse moyenne transverse w n’est plus unifor-
mément nul lorsque les riblets sont sinueux. La vitesse transverse maximale atteinte est légèrement
supérieure à 0.6 unité de paroi, ce qui demeure bien en deçà de la vitesse d’oscillation W+

osc = 4.5,
qui optimise l’économie nette d’énergie d’une paroi oscillante, ou encore de la vitesse W+

S = 1.2,
choisi empiriquement comme vitesse caractéristique dans (2.18).

Les profils w+(y+) à différentes stations x sont comparés sur la figure 7.19 pour différents jeux de
paramètres λ+

x,wav et βwav. La longueur d’onde λ+
x,wav n’a qu’une faible influence sur le profil w+(y+)

et sur son amplitude. La profondeur de pénétration de la vitesse transverse dans le fluide semble
plus importante dans le cas des plus grandes longueurs d’onde, bien que les données ne soient pas
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Figure 7.17 – Coefficient de frottement cf (en haut) et coefficient des efforts de pression cp (en
bas) moyennés dans la direction transverse. À gauche : Configurations de riblets sinueux avec
λ+
x,wav = 1000 et βwav = 1.0◦ (sans symbole), 11◦ (symboles vides) et 22◦ (symboles pleins). À droite :

Configurations avec βwav = 11◦ et λ+
x,wav = 250 (triangle bleu), 580 (losange vert), 1000 (carré

orange), 2000 (cercle rouge). Le coefficient cf est également représenté pour les cas de référence
de plaque plane (pointillés noirs) et de riblets rectilignes bidimensionnels (ligne noire).

Figure 7.18 – Iso-valeurs de la vitesse transverse moyenne w+ (à gauche) et du cisaillement trans-
verse de Reynolds u′w′

+ (à droite) à la verticale de la vallée des riblets sinueux pour la confi-
guration l1000b220. Les lignes de niveau sont respectivement de −0.6 à 0.6 par incréments de 0.2
pour w+ et de −0.2 à 0.2 par incréments de 0.05 pour u′w′+. Dans les deux cas, le niveau 0 n’est
pas tracé.
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Figure 7.19 – Profils de vitesse transverse moyenne w+ à la verticale de la vallée des riblets sinueux
pour 6 stations x équi-réparties dans une demi-longueur d’onde λx,wav. À gauche : Configurations
de riblets sinueux avec λ+

x,wav = 1000 et βwav = 1.0◦ (pointillés, sans symbole), 11◦ (ligne, symboles
vides) et 22◦ (ligne discontinue, symboles pleins). Afin de faciliter la comparaison de ces trois confi-
gurations, le profil y est respectivement multiplié par n = 11, 1 ou 0.5. À droite : Configurations
de riblets sinueux avec βwav = 11◦ et λ+

x,wav = 250 (triangle bleu), 580 (losange vert), 1000 (carré
orange), 2000 (cercle rouge). Les profils pour les riblets rectilignes bidimensionnels sont également
représentés en noir pour témoigner du niveau de convergence du champ moyenné.

suffisamment convergées pour permettre de le mesurer précisément. À longueur d’onde fixée, l’angle
d’oscillation βwav influe largement sur l’amplitude du profil w+(y+). Sur la figure de gauche de 7.19,
la vitesse a été respectivement multipliée par 11, 1 et 0.5 pour les configurations d’angle βwav = 1.0◦,
11◦ et 22◦. L’amplitude du profil de vitesse transverse est donc proportionnelle à βwav.

La comparaison avec la solution théorique du second problème de Stokes 1 n’est pas évidente
à réaliser. En effet, dans la couche limite de Stokes, la vitesse transverse est maximale à la paroi,
puis se diffuse dans la couche limite en perdant de son intensité. Dans le cas de riblets sinueux, la
condition d’adhérence sur la paroi fixe impose une vitesse nulle à la paroi. L’amplitude de w+ est
donc maximale dans le centre des sillons. Ainsi, pour comparer ce profil avec celui de la solution
analytique du problème de Stokes, se pose encore la question de l’origine virtuelle. De plus, une
telle comparaison n’est pertinente qu’à une distance suffisante des riblets— à partir de quelques
hauteurs de riblets au-dessus de leur crête — pour que l’écoulement soit de nouveau homogène dans
la direction transverse. Or le champ moyen de vitesse transverse ne pénètre pas suffisamment loin
dans la couche limite pour que l’amplitude de w+ y soit encore non-négligeable.

Mis à part le champ de vitesse moyenne transverse, la vitesse longitudinale et les tensions de
Reynolds sont également affectées par l’oscillation des riblets. Sur la figure 7.20, leurs profils sont
représentés pour la configuration l1000b22 aux mêmes stations x que précédemment.

L’utilisation de riblets sinueux plutôt que de riblets rectilignes conduit aux mêmes modifications
des profils que ce que l’on a pu observer, à la figure 2.25, lors de la comparaison entre les profils
de paroi oscillante et les profils canoniques, à savoir, une légère chute de urms au profit de wrms.
Cependant, on ne constate pas ici d’affaiblissement supplémentaire pour u′v′.

7.3 Évaluation de la traînée de riblets en chevron

7.3.1 Introduction

Après les études réalisées sur des patchs de riblets et sur des riblets sinueux, une dernière géomé-
trie tridimensionnelle a été investiguée. Il s’agit d’une disposition de riblets en chevrons (herringbone

1. Voir note 6
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Figure 7.20 – Profils de la vitesse longitudinale moyenne u, des intensités fluctuantes ui,rms et de la
contrainte de cisaillement de Reynolds u′v′, adimensionnés en unité externe pour 6 stations x équi-
réparties dans une demi-longueur d’onde λx,wav pour la configuration de riblets sinueux l1000b22
(lignes en couleurs) et pour les cas de référence de riblets rectilignes bidimensionnels (ligne noire)
et de plaque plane (pointillés noirs).
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Figure 7.22 – Visualisation
au microscope à balayage
électronique d’une plume d’oi-
seau. Figure extraite de [33].

Figure 7.21 – Schéma et paramétrisation de riblets en chevron
convergent-divergent (en haut à gauche) et de riblets en chevron
divergent uniquement (en bas à droite). Figure adaptée de [197].

Figure 7.23 – Schéma du
dispositif expérimental de
Koeltzsch et al. [152] d’où est
extraite la figure.

riblets en anglais), divergents ou convergents, représentée sur la figure 7.21. Cette géométrie a ini-
tialement été inspirée de la disposition des écailles de requin autour de certains organes externes
(neuromastes, pores de la ligne latérale, etc.) [152] et des plumes d’oiseaux, comme représenté sur la
figure 7.22 [33, 34]. Des résultats prometteurs ont récemment été mis en avant dans les rares études
qui se sont intéressées aux riblets en chevron.

Koeltzsch et al. [152] ont recouvert l’intérieur d’une conduite circulaire avec des riblets disposés
comme sur la figure 7.23, formant ainsi une ligne de chevrons convergents et une de chevrons
divergents. Dans la zone des chevrons convergents, ils constatent alors une diminution de l’ordre
de 15% de la vitesse moyenne u et une augmentation du même ordre de l’intensité fluctuante urms.
L’effet inverse est observé dans la zone de chevrons divergents. Koeltzsch et al. interprètent ces
constats en remarquant qu’un tel dispositif, bien que pariétal, permet de générer une recirculation
moyenne de grande échelle dans la conduite circulaire.

Nugroho et al. [197] ont alors mis en relation ces résultats avec l’étude dans laquelle Schoppa
& Hussain [244] démontrent que l’imposition de tourbillons longitudinaux contrarotatifs de grande
envergure permet de réduire significativement la traînée de frottement d’une couche limite turbu-
lente. Ils ont alors cherché à évaluer expérimentalement la traînée du dispositif de la figure en haut
à gauche de 7.21 placé dans une couche limite turbulente sans gradient de pression. Les constats
déjà obtenus en conduite circulaire y restent valables : alors que la hauteur h des riblets est de
l’ordre du pour-cent de l’épaisseur δref de la couche limite non contrôlée, les chevrons perturbent
la couche limite dans sa globalité avec de larges mouvements tourbillonnaires. En particulier, la
variation spatiale de δ entre les zones convergentes et divergentes peut évoluer du simple au double.
La loi logarithmique du profil de vitesse moyenne u+(y+) dans la zone divergente (respectivement
convergente) est translatée vers le haut (respectivement vers le bas), ce qui suggère — comme établi
à l’équation (2.13) notamment — une baisse (respectivement une hausse) du frottement pariétal
local. Bien que leurs mesures ne permettent pas de l’établir précisément, les riblets en chevron
semblent conduire à une légère hausse de la traînée globale sur la paroi.

Chen et al. [33] effectuent une telle mesure avec plus de précision dans une conduite circulaire
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recouverte de 4 répétitions de chevrons convergents-divergents. Ils constatent également une hausse
de la traînée qu’ils évaluent à près de 5%. Conjointement, un intéressant parallèle est fait avec la
structure des plumes d’oiseaux. Celles-ci sont formées d’un rachis central de part et d’autre duquel
des barbes sont attachées obliquement, comme représenté sur la figure 7.22. Les barbes sont de
fines lames parallèles les unes aux autres et dont les dimensions caractéristiques correspondent bien
à celles des riblets en régime de réduction de traînée, à savoir un écartement de s+ ' 20 et une
hauteur h . s qui tend à décroître vers les bords de la plume. Les plumes se superposent telles des
tuiles pour former le plumage de l’oiseau, si bien qu’en première approximation, ce dernier peut
être décrit comme une configuration de riblets en chevrons divergents telle que représenté sur la
figure en bas à droite de 7.21. La fine bande lisse de largeur λhgb entre les chevrons divergents
caractérise l’aplatissement des barbes sur le bord des plumes. Un tel dispositif est appliqué sur la
paroi intérieure d’une conduite circulaire, de sorte que celle-ci contienne 4 répétitions de bandes
de chevrons divergents entrecoupées de zones lisses. Avec un angle de chevrons de βhgb = 60◦, le
dispositif permet d’atteindre 16% à 17% de réduction de traînée en écoulement turbulent [33, 34],
une valeur significativement plus importante que les 6% à 7% obtenus dans les mêmes conditions
avec des riblets rectilignes. Une configuration plus élaborée, dont la transition entre les bandes de
chevrons et les zones lisses est plus douce, dépasse même les 20% de réduction de traînée.

7.3.2 Mise en place de simulations numériques directes

On se propose de reproduire l’expérience prometteuse de Chen et al. [34] par simulation numé-
rique. L’objectif est double : il s’agit non seulement de confirmer l’important gain de réduction de
traînée, mais également de disposer d’une description suffisamment fine de l’écoulement à proximité
des riblets pour améliorer la compréhension des mécanismes turbulents en action.

Bien que l’expérience de Chen et al. ait été réalisée en conduite circulaire, on décide ici de
simuler une couche limite turbulente de plaque plane sans gradient de pression, puisque l’on dispose
d’ores et déjà d’une méthodologie pour ce type d’écoulement. Les conditions d’écoulement utilisées
auparavant et décrites dans la section 4.1 sont préservées. On conserve également la géométrie de
coupe des riblets, à savoir une géométrie trapézoïdale dont les dimensions caractéristiques sont
spécifiées dans le tableau 4.3.

L’angle des chevrons pour la configuration optimale de Chen et al. est de βhgb = 60◦ et le
rapport entre l’envergure des chevrons et celle de la zone lisse qui les séparent de λhgb/Λhgb ' 1/3.
Puisque quatre répétitions de bandes de chevrons ont été placées dans la circonférence de la conduite
circulaire turbulente pleinement développée de Chen et al., la largeur du motif peut être estimée
à Λhgb + λhgb = π

2 , si bien que Λhgb ' 1.2 δ et λhgb ' 0.4 δ. Le parallèle entre la dimension des
chevrons dans une conduite circulaire, où la courbure est importante, et celle sur une plaque plane
n’est pas évident. On se propose d’étudier deux configurations dont le paramétrage figure dans le
tableau 7.7. Pour la configuration nommée hgb12, l’épaisseur des chevrons est proche de celle de la
couche limite, alors qu’elle est deux fois plus importante pour la configuration hgb24. Cette dernière
configuration permet donc l’existence de deux tourbillons contrarotatifs de dimension caractéristique
proche de δ.

Référence Λhgb/δref λhgb/δref βhgb

hgb12 0.8 0.4 60◦

hgb24 1.6 0.8 60◦

Table 7.7 – Valeurs des paramètres de design des riblets en chevrons étudiés. L’épaisseur de couche
limite δref = 1.5 δin ' 335 lτ,ref utilisée ici pour l’adimensionnement des paramètres est l’épaisseur
de la couche limite canonique de référence au milieu de la zone de contrôle.

À l’instar des simulations précédentes, le domaine de calcul est composé d’une zone de contrôle



7.3 Évaluation de la traînée de riblets en chevron 233

précédée et suivie par des zones de paroi lisse, comme illustré sur la figure 4.1. Les dimensions de
ces différentes zones sont ici Lx0→x1 ' 30 δ0 et Lin→x0 = Lx1→out ' 10 δ0.

On s’impose toujours que la largeur du domaine de calcul soit supérieure à la valeur seuil de 2 δ
explicitée dans le tableau 4.4. Le coût de simulation découlant de la discrétisation extrêmement
fine qu’impose ce problème (comme cela sera détaillé ci-dessous) interdit d’étendre le domaine bien
au-delà. Ainsi, pour la simulation hgb12, le domaine comprend deux rangées de chevrons, alors que
celui de la simulation hgb24 n’en comporte qu’une seule.

La disposition des riblets impose de fortes contraintes topologiques sur le maillage puisque
chaque crête de riblets marque un découpage entre deux blocs de maillage. Afin de conserver
des mailles quasi-orthogonales, la solution qui a été retenue est représentée sur la figure 7.24.
Dans un plan y constant — c’est-à-dire pour j donné — les lignes de maillage à i constant
sont identiques entres elles à une translation selon x près. Il en est de même pour les lignes de
maillage à k constant. De plus, ces dernières sont les symétriques des premières. Ainsi, les lignes
à i constant vérifient l’équation x = x0(i) + f(z) alors que les lignes de maillage à k constant vé-
rifient x = x0(k) + f(Λhgb + λhgb − z). La fonction f doit être déterminée de sorte que la ligne de
maillage x = f(z) suive la direction des chevrons imposée par βhgb dans la bande z ∈ [0,Λhgb/2], où
l’origine z = 0 est positionnée dans l’alignement des pointes de chevron. De plus, on souhaite que le
maillage soit orthogonal partout où cela est possible, tout en assurant la continuité et la dérivabilité
des lignes de maillage. On obtient alors la fonction f(z) définie par l’expression suivante, où l’indice
hgb a été omis sur les paramètres Λhgb, λhgb et βhgb pour alléger la lecture :

f(z) =



(tan β
2 )−1 z pour z ∈

[
0, Λ

2

]
,

f

(Λ
2

)
+

(tan β
2 )

2z−(Λ+λ)
λ − (tan β

2 )−1

ln(tan β
2 )

λ

2 pour z ∈
]Λ

2 ,
Λ
2 + λ

]
,

f

(Λ
2 + λ

)
+ (tan β

2 )
(
z − Λ

2 − λ
)

pour z ∈
]Λ

2 + λ,Λ + λ− s
]
,

f

(
Λ + λ− s

)
+

(tan β
2 )− (tan β

2 )
(2Λ+2λ−s)−2z

s

ln(tan β
2 )

s

2 pour z ∈
]
Λ + λ− s,Λ + λ

]
.

(7.20)

Le dernier segment ]Λ + λ− s,Λ + λ], de largeur choisie arbitrairement comme étant la largeur s
des riblets, a été introduit pour éviter que les lignes de maillage ne forment une ligne brisée au
niveau de la pointe des chevrons. Le maillage est donc orthogonal sur tout le domaine, à l’exception
de cette bande d’épaisseur s, comme en témoignent les intersections entre les lignes de maillage
mises en évidence sur la figure 7.24. Les riblets sont formés en altérant légèrement la position des
lignes de maillage sous l’altitude des crêtes, de sorte que les nœuds soient décalés vers le centre de
la vallée de riblets la plus proche.

La condition de périodicité dans la direction transverse z est suffisamment souple pour que la
topologie de maillage ne soit pas altérée sur les frontières gauche et droite du domaine de calcul.
Néanmoins, la topologie ne permet pas d’obtenir un plan d’entrée et un plan de sortie qui soient
effectivement des plans. Pour pallier ce problème, une zone de transition vers un maillage cartésien
est générée en amont et en aval de la zone de contrôle. Celle en amont est visible sur la figure 7.25.
Bien que les mailles n’y vérifient pas des propriétés particulières d’orthogonalité, la discrétisation
y est suffisamment fine pour que le fluide y soit correctement représenté. Néanmoins, la paroi est
laissée lisse entre ce changement de topologie et le chevron le plus proche sur une étendue de 0.8 δin
afin de pallier les éventuelles imprécisions qui pourraient y être introduites.

La topologie de maillage et la dimension des riblets conduisent à une discrétisation extrêmement
fine. En effet, en s’imposant d’utiliser 10 mailles pour discrétiser l’espace entre deux lignes de crêtes
adjacentes, on fixe la largeur des mailles à moins de 1.6 unité de paroi. Leur longueur est alors
imposée par la topologie et l’angle βhgb. Elle vaut ici 2.8 unités de paroi environ. Une telle discré-
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Figure 7.24 – Coupe dans le plan (x, z), à la paroi, du maillage utilisé pour discrétiser, en multi-
blocs, l’espace au-dessus d’une paroi partiellement recouverte de riblets en chevrons pour la confi-
guration hgb12. Les frontières de domaine sont indiquées en trait épais alors que le maillage est
représenté en trait fin. Les riblets sont formés dans l’espace laissé entre les domaines de calcul. Les
lignes de maillage s’intersectent de façon orthogonale, sauf à proximité des pointes de chevrons où
cette contrainte a été levée pour se prémunir de lignes de maillage brisées. Les lignes en couleurs
illustrent ces propriétés.
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Figure 7.25 – Représentation de la partie surfacique du maillage utilisé pour discrétiser, en multi-
blocs, l’espace au-dessus d’une paroi partiellement recouverte de riblets en chevrons pour la confi-
guration hgb12. Les frontières de domaine sont indiquées en trait épais alors que le maillage est
représenté en trait fin.
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tisation est bien en dessous des standards de LES et même de DNS, rappelés dans le tableau 4.6.
L’utilisation du modèle de viscosité sous-maille peut donc être abandonnée.

L’utilisation de maillages cartésiens en amont et en aval de la zone de contrôle permet un
déraffinement progressif des mailles en dehors de la zone d’intérêt. La discrétisation des mailles y
est étirée de ∆x+ ' 3 à proximité immédiate de la transition de topologie jusqu’à ∆x+ ' 10 sur la
plus grande partie des parois lisses en amont et en aval du domaine.

Ainsi, les maillages obtenus totalisent près de 290 millions de nœuds et possèdent environ 185
chevrons par rangée. La configuration hgb12 compte deux rangées, alors que la configuration hgb24
n’est possède qu’une seule.

7.3.3 Performance de réduction de traînée

La répartition locale des efforts, visqueux d’une part et de pression d’autre part, sur la paroi
couverte de riblets en chevron est exposée sur la figure 7.26. L’observation du coefficient cf révèle,
sans surprises, un frottement plus important sur les crêtes des riblets que dans leurs vallées. On
constate également la présence de petites zones de recirculation entre chaque chevron à proximité
de leur pointe. Ces zones sont immédiatement bordées par un frottement plus intense, révélant
le balayage de fluide de quantité de mouvement élevé, canalisé par les chevrons. Sur les bandes de
paroi lisse intercalées entre les rangées de chevrons, le frottement est notablement réduit. À l’inverse,
celui-ci est grandement augmenté dans l’axe central des chevrons, ce qui est particulièrement visible
en aval du dernier chevron.

La résultante locale des efforts de pression selon la direction longitudinale x est non-nulle sur les
versants de riblets uniquement, puisque la normale à la paroi des autres zones est orientée selon ey.
Le signe de cp n’est pas uniforme sur ces versants. Mis à part l’axe central des chevrons et le premier
chevron en amont, le coefficient cp est négatif sur les versants orientés vers l’amont — c’est-à-dire
que la pression y contribue à diminuer la traînée — et positif sur les versants orientés vers l’aval —
c’est-à-dire que la pression y augmente la traînée 2. Un tel comportement a déjà été observé avec
les riblets sinueux à la figure 7.15.

Une interprétation plus claire peut être fournie en intégrant ces contributions locales grandement
inhomogènes. C’est ce qui est représenté sur la figure 7.27, où les coefficients cf , cp et cd ont été
moyennés dans la direction transverse d’une part et dans la direction longitudinale d’autre part.

Intéressons-nous dans un premier temps à la figure de gauche, où l’on visualise l’évolution avec x
des coefficients moyennés selon la direction z. On constate que le frottement visqueux est réduit
par les riblets et on relève ici un taux de réduction de frottement FRR de l’ordre de 15% pour
la configuration hgb24. La réduction est plus légère pour la configuration hgb12, dont le résultat
du calcul est d’ailleurs bien moins convergé. Comme pour le cas des riblets sinueux à la sous-
section 7.2.5.1, la résultante des efforts de pression contribue positivement à la traînée, mais son
amplitude est ici bien plus importante : pour la configuration hgb24, le coefficient cp atteint la moitié
de la valeur du coefficient de frottement cf,ref de la plaque plane de référence, et il dépasse même
les 70% pour la configuration hgb12. Finalement, bien loin de réduire la traînée totale, les riblets en
chevron l’augmentent de façon considérable. On constate ainsi une hausse de l’ordre de 35% pour
la configuration hgb24 et bien plus encore — près du double — pour la configuration hgb12.

Koeltzsch et al. [152], lors de leurs expériences en conduite circulaire, ont insisté sur la néces-
sité d’une zone de contrôle suffisamment longue pour que l’écoulement atteigne un régime contrôlé
pleinement établi. Rien ne garantit ici que cette hypothèse soit pleinement vérifiée. Cependant, la
tendance des courbes semble suffisamment stable — en amont d’une courte zone transitoire initiale
de seulement quelques 4 δin — pour que cette réserve ne puisse laisser de doute sur l’incapacité de
ces configurations de riblets en chevrons à réduire la traînée.

2. Il est à noter que le coefficient cp, défini par (7.2), ne correspond pas au coefficient de pression usuel en aéronau-
tique, mais au coefficient de la résultante longitudinale des efforts de pression. Ces deux coefficients sont donc égaux
sur les parois de normale −ex, mais de signe opposé sur les parois orientées vers l’aval.
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Figure 7.26 – Iso-valeurs à la paroi du coefficient de frottement local visqueux cf (à gauche) et du
coefficient des efforts de pression local cp (à droite) pour la configuration de riblets en chevron hgb24.
L’angle de vue est plongeant, pris depuis l’aval (en haut) ou depuis l’amont (en bas), comme indiqué
par les repères en bas à droite. La zone de contrôle n’est pas représentée en intégralité : seules les
zones proches de ses extrémités amont et aval le sont. Les lignes de niveau vont de −0.005 (en bleu)
à 0.015 (en rouge) en passant par 0.000 (en blanc) par incrément de 0.002. Les lignes de niveau
négatives sont en pointillés.
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Figure 7.27 – Coefficient de frottement cf (rouge), coefficient des efforts de pression cp (bleu)
et coefficient de traînée cd (noir) moyennés dans la direction transverse (à gauche) ou dans la
direction longitudinale (à droite) pour les configurations hgb12 ( n ) et hgb24 ( l ). Le
coefficient cd = cf pour la plaque plane de référence, discrétisée à partir de la topologie de maillage
de chacune des deux configurations, est également représenté ( n� et l◦ ). Afin de ne pas
prendre en compte les effets transitoires aux extrémités amont et avale de la zone de contrôle, la
moyenne dans la direction longitudinale de la figure de droite n’est réalisée que sur les 151 chevrons
dont la pointe est positionnée entre x/δin = 14.1 et 38.1.

Les contributions à la traînée du frottement et de la pression ne sont pas uniformément réparties
selon la direction transverse. La figure de droite de 7.27 représente, pour la configuration hgb24, la
répartition selon z des coefficients cf , cp et cd moyennés longitudinalement. Les premiers chevrons
en amont de la zone de contrôle et les derniers en aval n’ont pas été pris en compte. Seuls les 151
chevrons pour lesquels le régime est relativement établi ont été considérés.

En observant la répartition transverse cf (z) du coefficient de frottement, on constate que son
niveau est partout inférieur à celui de la plaque plane de référence, sauf à proximité immédiate de
la pointe des chevrons où le niveau explose pour atteindre des valeurs près de 3 fois supérieures
à cf,ref . Le frottement visqueux atteint sa valeur minimale aux bords des bandes de paroi lisse
intercalées entre les rangées successives de chevrons. Vers le centre de ces bandes lisses, le frottement
augmente sans jamais atteindre pour autant le niveau non-contrôlé cf,ref . Cette figure confirme donc
le constat établi par Nugroho et al. [197] et déjà observé sur le champ surfacique de la figure 7.26 :
le frottement pariétal est intensifié dans les zones de chevrons divergents et est réduit dans les zones
de convergence.

Pour sa part, le coefficient des efforts de pression cp est évidemment nul sur les bandes de paroi
lisse entre les rangées de chevrons. Néanmoins, sa contribution est positive partout ailleurs, avec
un pic considérable atteignant 0.063 dans l’alignement des pointes de chevron, soit près de 15 fois
la valeur de cf,ref . La pointe des chevrons étant un point d’arrêt pour le fluide, ce coefficient de
pression renvoie à la pression dynamique du fluide proche paroi. La vitesse caractéristique du fluide
impactant les chevrons peut donc être estimée à u = 0.25U∞ ' 5uτ,ref , valeur cohérente pour du
fluide sous l’altitude h+ ' 8 des crêtes de riblets.

Un autre résultat important porte sur la répartition transverse du coefficient de traînée cd. Au
centre des chevrons, sa valeur est très importante puisque celles des deux contributions cf et cp le
sont. Sur les bandes lisses entre les rangées de chevrons, sa valeur s’identifie à celle de cf . Ainsi,
un gain de traînée y est observé, mais l’évolution de la courbe laisse à penser qu’augmenter la
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Figure 7.28 – (De gauche à droite puis de haut en bas) Iso-valeurs dans le plan transverse (y, z) des
champs de vitesse moyenne longitudinale u, normale v et transverse w et du champ d’énergie ciné-
tique turbulente k, adimensionnés en unité externe pour la configuration de riblets en chevron hgb24
à la station x = 30 δin. Les flèches horizontales indiquent la position latérale des chevrons.

largeur λhgb de la bande lisse ne conduirait pas une véritable amélioration. Enfin, dans la zone
de chevrons — partie centrale mise à part — on découvre que la traînée est substantiellement
augmentée, alors que c’est bien dans cette zone qu’un gain était attendu. Bien que le frottement
visqueux y soit réduit, la contribution de la pression vient largement contrebalancer cette légère
réduction.

7.3.4 Influence de grandes échelles dans la couche limite.

Les résultats en termes de réduction de traînée obtenus ici en couche limite de plaque plane
ne sont pas à la hauteur de ceux obtenus par Chen et al. [34] dans leurs expériences menées en
conduite circulaire. Il est peu probable que la différence de configuration puisse induire des modifi-
cations notables très proches de la paroi, puisque les mécanismes turbulents y sont très similaires
pour ces deux grands types d’écoulement. Néanmoins, comme cela a été relevé précédemment, une
particularité des riblets en chevron est leur capacité à induire des mouvements de grande envergure
dans l’écoulement, et ce, malgré leur petite dimension. Dans cette dernière sous-section, on s’attache
alors à évaluer cette influence de large échelle.

Les champs des différentes composantes de la vitesse moyenne sont représentés dans un plan de
coupe transverse à l’écoulement au-dessus des riblets en chevron sur la figure 7.28. Le positionnement
latéral des chevrons est indiqué par des flèches et par la présence visible des riblets à la paroi.

Concernant la vitesse longitudinale u, on constate un abaissement des iso-valeurs à la verticale
des pointes de chevrons, traduisant une augmentation de la vitesse dans cette zone. À l’inverse,
l’écoulement est ralenti au-dessus de la zone lisse, tout particulièrement à proximité du bord des
chevrons. Ainsi, vis-à-vis de la position transverse par rapport aux chevrons, un parallèle peut être
fait entre le comportement de la vitesse longitudinale moyenne dans la couche limite et celui du
frottement sur la paroi (sur la figure de droite de 7.27). Ces résultats sont en accord avec ceux de
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la littérature, abordés en début de section.

L’iso-valeur de la composante normale v de la vitesse moyenne révèle la présence d’un important
downwash, dont l’amplitude maximale de la vitesse atteint environ −0.05U∞ ' −uτ . Cette vitesse
négative confirme la présence à grande échelle d’un balayage (dont le mécanisme est illustré sur
la figure 1.12) sur l’écoulement moyen et permet d’expliquer l’augmentation de u dans cette zone.
Inversement, l’écoulement à l’aplomb de la zone lisse est le siège d’une éjection de grande envergure.
Cette éjection est moins localisée que le balayage précédent — comme en témoigne la très large
étendue de l’iso-valeur de vitesse normale positive — mais elle est également bien moins intense :
la valeur maximale de v, atteinte à la verticale du bord des chevrons, dépasse tout juste 0.001U∞.

On relève une grande influence des riblets en chevrons sur la vitesse transverse moyenne w à leur
proximité immédiate. Sur quelques hauteurs de riblets, l’écoulement est entraîné dans la direction
de dérapage des riblets à une vitesse pouvant dépasser 0.03U∞ (voire 0.05U∞ si l’on considère
également l’écoulement sous l’altitude des crêtes). Plus haut dans la couche limite, l’écoulement
transverse est bien plus lent et orienté dans la direction opposée. Ces observations, en conjonction
avec celles du champ de vitesse normale, mettent en évidence la présence d’un écoulement secondaire
caractérisé par de larges tourbillons longitudinaux contrarotatifs.

On retrouve alors tous les éléments du schéma de principe de la figure 1.12, ce qui complète
l’analogie entre le comportement moyen induit à l’échelle de la couche limite par les chevrons et
une partie du cycle instationnaire de régénération de la turbulence en proche-paroi. Néanmoins,
l’analogie n’est que partielle : les tourbillons étant ici induits par les chevrons, ils sont ancrés à
leur aplomb et ne peuvent donc pas se déplacer transversalement. Ainsi, ils ne peuvent ni générer
d’autres tourbillons par un mécanisme auto-similaire, ni entrer en oscillation sous l’effet d’instabilités
hydrodynamiques. Il n’y a donc pas de mécanisme de régénération auto-induit similaire à celui de
la turbulence pariétale. À l’inverse, les tourbillons induits par les chevrons sont susceptibles de
stabiliser les streaks [244, 197], affaiblissant ainsi le mécanisme de régénération de la turbulence et
donc, par voie de conséquence, l’ensemble des intensités fluctuantes.

On le vérifie d’ailleurs sur le niveau général des intensités fluctuantes. La dernière figure de 7.28
révèle que l’énergie cinétique turbulente k dépend fortement de la position z par rapport aux che-
vrons. En particulier, elle est particulièrement importante de part et d’autre de la fine zone de
downwash à la verticale des pointes de chevron, en raison de l’important cisaillement moyen qui y
règne. On note également un niveau important d’énergie cinétique turbulente dans la zone d’upwash
à la verticale du bord des chevrons. Bien que la valeur du pic de u+

rms(y+) dépende donc de la po-
sition z par rapport aux chevrons, son niveau moyen est de l’ordre de 2.6, ce qui est légèrement en
deçà de ce que l’on observe pour une plaque plane canonique. Cette tendance globale soutient donc
que les larges tourbillons longitudinaux contrarotatifs de l’écoulement moyen secondaire induisent
un affaiblissement de la turbulence.

L’observation des champs de vitesse moyenne et d’énergie cinétique turbulente a donc permis
de confirmer la présence de larges mouvements tourbillonnaires induits par les riblets en chevron.
Comme observé dans la littérature, le frottement moyen comme les intensités turbulentes dépendent
grandement de la position latérale par rapport aux chevrons. Néanmoins, bien que le frottement
visqueux et le niveau de turbulence soient globalement diminués, la résultante des efforts de pression
conduit à une hausse significative de la traînée. On peut regretter de ne pas disposer de relevé de
champ pour la vitesse dans la conduite circulaire de Chen et al. dans laquelle une très nette chute
de la traînée a pu être mesurée. Bien que l’on puisse supposer que des tourbillons longitudinaux
contrarotatifs y soient également induits par les chevrons, leurs dispositions et leurs interactions
relatives dans l’espace délimité par la paroi circulaire expliquent peut-être la différence notable
entre les configurations de conduite circulaire et de plaque plane sans gradient de pression.
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Conclusion du chapitre
Dans ce chapitre, trois types de géométries tridimensionnelles de riblets ont été étudiés.

Puisque la direction longitudinale x ne constitue plus une direction homogène, la résultante
des efforts de pression n’est plus nécessairement nulle, comme elle l’est pourtant pour les cas
de paroi plane ou des riblets rectilignes. Le coefficient de frottement cf et le coefficient de traî-
née cd doivent alors être distingués, puisque ce dernier prend également en compte les efforts
longitudinaux de pression.

L’utilisation de patchs de riblets est la première stratégie de riblets tridimensionnels étudiée
dans de ce chapitre, à la section 7.1. Les perspectives a priori offertes par cette stratégie s’ap-
puient sur les observations des chapitres précédents concernant le comportement transitoire de
l’écoulement en aval des extrémités de la zone de contrôle. L’étendue des patchs de riblets dans
la direction longitudinale est fixée à 800 unités de paroi. Deux longueurs ont été testées pour
celle de la zone de paroi lisse entre ces patchs, à savoir 300 et 800 unités de paroi. Ces dimen-
sions sont choisies suffisamment courtes afin que le cycle proche-paroi d’auto-régénération de
la turbulence ne puisse pas avoir l’étendue suffisante entre deux transitions successives plaque
plane/riblets pour s’établir. Les résultats de simulation montrent que la résultante des efforts de
pression s’avère être négligeable, si bien que la traînée est quasi exclusivement due au frottement
visqueux. Par ailleurs, la réduction de traînée n’est pas aussi importante avec ces patchs qu’avec
des riblets classiques. Elle est même légèrement inférieure au prorata de la surface couverte par
des riblets. Cette configuration de riblets tridimensionnels ne constitue donc pas une stratégie
de contrôle d’intérêt applicatif.

L’oscillation transverse de paroi (OTP) est une stratégie de contrôle active permettant d’at-
teindre des réductions de frottement supérieures à 40%. Néanmoins, cette stratégie est active
et l’énergie requise à la mise en mouvement de la paroi réduit les perspectives de gain énergé-
tique à seulement quelques pour cent. La complémentarité entre les mécanismes turbulents liés
aux stratégies de contrôle par OTP et par riblets peut laisser penser que leurs réductions de
traînée respectives puissent être cumulées. C’est ce qui a motivé l’étude de la section 7.2 sur
les riblets spatialement sinueux, voie qui a déjà été suivie par deux groupes de recherche dont
les conclusions sont opposées. La caractérisation de la géométrie de ces riblets tridimensionnels
nécessite alors deux paramètres additionnels, qui peuvent être la longueur d’onde λwav et l’angle
de dérapage maximal βwav. Une étude paramétrique par krigeage est alors réalisée sur l’espace
de ces deux paramètres. Néanmoins, les résultats des simulations mettent en évidence leur très
faible influence sur la traînée. Pour la plupart des paramètres de design testés, la traînée totale
reste approximativement égale à celle des riblets rectilignes. La décomposition de celle-ci en
contributions visqueuse et de pression permet de constater une réelle réduction du frottement.
Celle-ci est d’autant plus marquée que l’amplitude d’oscillation βwav est importante. Cepen-
dant, la traînée de pression additionnelle compense presque exactement les gains de traînée de
frottement. Pour les configurations dont l’angle de dérapage maximal βwav dépasse 20◦, cet effet
délétère commence même à s’imposer et la réduction de traînée globale à se détériorer. Ainsi,
les riblets sinueux ne semblent pas constituer une stratégie viable pour le contrôle de la traî-
née de couche limite turbulente. Ces résultats confirment ceux de l’étude de Kramer et al. [155].

La dernière section 7.3 a été consacrée au contrôle par chevrons de riblets. Les très rares
études à s’être consacrées au sujet, toutes expérimentales, suggèrent que les chevrons de riblets
convergeant entraînent une augmentation locale de la traînée alors que les chevrons divergeant
la réduisent. Les larges mouvements secondaires de tourbillons contrarotatifs qu’ils imposent
semblent en être la cause. Deux simulations ont alors été envisagées. Toutes deux contiennent
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des rangées de riblets divergeant, entrecoupées de bandes de paroi lisse. La largeur des chevrons
est de l’ordre de l’épaisseur de la couche limite pour l’une, et du double pour l’autre, permet-
tant ainsi la coexistence de mouvements tourbillonnaires très larges. Bien que la présence de ces
mouvements soit effectivement constatée, les résultats en termes de réduction de traînée sont
très défavorables pour chacune des deux configurations. On constate bien une véritable réduc-
tion du frottement sur les bandes de paroi lisse séparant les rangées de chevrons successives.
Cependant, les efforts de pression infligent une traînée additionnelle si conséquente que la traî-
née totale est finalement partout augmentée dans les rangées de chevrons. Quantitativement,
pour la configuration la plus favorable, la traînée de frottement est réduite d’environ 15% mais
la contribution additionnelle de la pression pénalise à hauteur de 50%. Ainsi, tout comme les
riblets sinueux, les riblets en chevrons n’offrent pas les gains espérés.

Parmi les trois types de configuration de riblets tridimensionnels testée au cours de cette
étude, pourtant a priori prometteuses, aucune ne constitue une solution de réduction de la
traînée plus pertinente que les riblets rectilignes classiques. Bien que ce résultat puisse sembler
décevant d’un point de vue applicatif, il n’en est pas moins utile. En effet, les simulations numé-
riques directes (ou sub-LES) effectuées dans le cadre de cette étude ont non seulement permis
une invalidation claire de ces différentes technologies, mais ont également pu apporter matière
à compréhension de la physique sous-jacente. Un tel résultat aurait été plus difficilement ac-
cessible par d’autres moyens, expérimentaux notamment. En effet, sans compter les difficultés
de prototypage et les plus grandes incertitudes sur la mesure de la traînée, l’impossibilité de
distinguer le frottement des efforts de pression aurait grandement pénalisé l’analyse des résul-
tats. L’incapacité des configurations de riblets sinueux et de riblets en chevrons à réduire la
traînée plus que les simples riblets rectilignes est, dans ces deux cas, causée par la contribution
défavorable des efforts de pression. Cette composante est donc à considérer pleinement lors des
prochains essais de géométries tridimensionnelles.
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Conclusions et perspectives

Synthèse

Les études réalisées au cours de cette thèse tentent d’apporter des éléments de réponse aux be-
soins d’amélioration des stratégies réalistes de réduction de traînée. Il a été rappelé en introduction
à quel point cette thématique de recherche amont était importante, notamment dans le domaine du
transport, au vu des gains énergétiques potentiels et des exigences environnementales. L’objectif de
ces travaux a été d’explorer de nouvelles géométries de riblets tridimensionnelles et d’évaluer leurs
capacités de réduction de traînée. Un préambule à cette exploration a été d’améliorer la compré-
hension des interactions qui existent entre les riblets et la turbulence proche paroi.

L’étude bibliographique du chapitre 1 a permis de souligner la complexité des phénomènes tur-
bulents. Les couches limites turbulentes sont peuplées de mouvements cohérents, également appelés
structures turbulentes, qui contribuent à augmenter le frottement à la paroi. Ces structures récu-
pèrent leur énergie de l’écoulement moyen et la dissipent aux plus petites échelles. Elles se créent et
s’entretiennent selon des mécanismes encore étudiés aujourd’hui. Les structures les plus proches de
la paroi obéissent à un cycle d’auto-régénération de la turbulence qui a été particulièrement étudié.
La connaissance des étapes de ce cycle a ouvert de nombreuses pistes de contrôle, dont l’objectif
est de rompre la régénération de la turbulence, supprimer les structures proches de la paroi et ainsi
limiter l’influence défavorable de la turbulence sur le frottement.

Parmi les nombreuses pistes de contrôle, on distingue les stratégies actives dont les actionneurs
nécessitent un apport d’énergie. Dans la pratique, cet apport s’avère bien souvent être plus impor-
tant que les gains énergétiques effectivement induits par le contrôle. À l’inverse, en plus de leur
simplicité de réalisation, d’installation et de maintenance, les stratégies de contrôle passives pré-
sentent l’intérêt applicatif considérable de ne pas dépenser d’énergie. Parmi elles, les riblets sont
des micro-rainures qui permettent des réductions de frottement pouvant atteindre des taux de 10%.
On a présenté au chapitre 2 l’état des connaissances actuelles relatives à cette stratégie de contrôle,
que ce soit en termes de performances dans différentes conditions d’écoulement, de caractéristiques
moyennes et fluctuantes de la couche limite contrôlée, mais aussi de compréhension des mécanismes
phénoménologiques expliquant la réduction du frottement.

Afin d’étudier à notre tour cette stratégie de contrôle, des outils de simulation numérique sont
nécessaires. En particulier, le besoin de simuler avec précision les fluctuations turbulentes instation-
naires impose l’usage de la simulation numérique directe (DNS) ou de la simulation des grandes
échelles (LES). Cette dernière approche consiste à ne résoudre que les structures turbulentes les
plus grosses en se contentant de modéliser l’influence des plus petites. En plus d’énoncer les justi-
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fications théoriques derrière cette méthode, le chapitre 3 détaille les techniques de discrétisation et
de résolution numériques qui sont implémentés dans les outils utilisés par la suite.

Le premier volet des travaux de cette thèse, développé dans le chapitre 4, a été la mise en place
d’une méthodologie pour la simulation numérique d’écoulements contrôlés par des riblets. Cette
notion de méthodologie englobe non seulement la définition de cas d’étude et de paramètres numé-
riques, mais aussi l’étape de validation par confrontation aux résultats de référence de la littérature.
Dans la perspective de simuler des écoulements réalistes pour les applications aéronautiques, le choix
de la couche limite en développement spatial a naturellement prévalu. Alors que la quasi-totalité
des études de la littérature liées aux riblets a été réalisée en canal plan, il s’agit là d’une décision
forte notamment en raison des contraintes numériques qu’elle impose. Une fois les solveurs et leurs
paramétrisations choisis de façon adéquate, après avoir établi une topologie de maillage cohérente,
des simulations ont été entreprises et leurs résultats analysés pour différents degrés de validation.
Les résultats canoniques et grandement documentés de couche limite turbulente sont retrouvés. De
plus, la simulation de l’écoulement turbulent au-dessus de riblets se compare très bien aux résultats
de la littérature dès lors qu’ils existent et que les conditions d’écoulement et la géométrie des riblets
sont similaires.

Ainsi assurée de la pertinence de la méthode numérique, une véritable analyse de l’écoulement a
pu être entreprise dans le chapitre 5. Le point initial de cette étude repose sur le constat simple que le
choix de l’origine pour l’axe y n’a rien de trivial lorsque la paroi est couverte de riblets, puisque celle-
ci n’est pas plane. Pourtant, ce choix a une réelle influence sur l’interprétation des résultats lors des
comparaisons entre les écoulements contrôlés ou non. Tout l’enjeu est alors de déterminer la position
particulière à laquelle la couche limite au-dessus des riblets “voit” une paroi plane équivalente.
Cette position définit la notion d’origine virtuelle. Différents choix existent dans la littérature,
mais aucun ne semble légitime puisque leurs fondements ne se trouvent pas dans les propriétés
effectives de l’écoulement turbulent étudié. Une nouvelle approche a alors pu être proposée. Celle-
ci repose sur la généralisation aux surfaces complexes (comme celles couvertes de riblets) de la
décomposition du frottement proposée par Fukagata et al. [85]. Les détails concernant la dérivation
de cette nouvelle identité sont présentés dans l’annexe A. Au-delà de l’intérêt que représente déjà une
telle décomposition du frottement pour la compréhension de l’influence des riblets sur l’écoulement,
l’identité FIK étendue induit implicitement la définition d’une origine virtuelle. Son expression peut
s’interpréter comme un barycentre du frottement sur la paroi pondéré par une fonction de l’altitude
locale. L’utilisation de cette origine virtuelle permet alors d’établir une forte similitude entre les
écoulements des cas avec et sans contrôle considérés à un même nombre de Reynolds Reτ . En effet,
une simple translation par un petit décalage ∆y+ = ∆u+ permet une superposition quasi parfaite de
l’ensemble des profils des deux écoulements, à savoir, la vitesse longitudinale moyenne, les tensions de
Reynolds, des densités spectrales de puissance, les corrélations spatiales et même les bilans d’énergie
cinétique turbulente. Ainsi, aussi complexe que soit l’interaction entre les riblets et les structures
turbulentes, l’écoulement contrôlé peut être simplement caractérisé comme étant la superposition
d’une couche limite turbulente canonique et d’une fine couche laminaire d’épaisseur ∆y+ et de
cisaillement constant.

En s’appuyant sur cette dernière observation, une étude analytique a été menée au chapitre 6
afin de clarifier le comportement des riblets à grand nombre de Reynolds. L’action du contrôle
est alors idéalisée à la capacité à supprimer toutes fluctuations turbulentes dans une fine couche
d’épaisseur ∆y+ à la paroi. On suppose alors que l’écoulement turbulent qui se développe au-
dessus de cette fine couche laminaire adopte un profil de couche limite canonique, comme c’est le
cas pour l’écoulement au-dessus de riblets. Les diverses formules semi-empiriques existantes pour
caractériser les couches limites canoniques peuvent alors être utilisées pour évaluer l’évolution avec le
nombre de Reynolds de la couche limite contrôlée. Cette représentation très simple de l’écoulement
contrôlé permet de mettre en lumière le dilemme qui se pose pour toute stratégie de contrôle de la
turbulence pariétale et qui peut s’illustrer de la manière suivante. La suppression de la turbulence
dans une fine couche d’épaisseur ∆y+ = 10 permet une réduction de frottement de l’ordre de 40%
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à Reτ = 104, alors que ∆y+ ne représente dans ce cas qu’un millième de l’épaisseur de la couche
limite. Comment expliquer qu’une étendue de contrôle si limitée puisse avoir un tel impact sur
le frottement et comment évaluer les performances de réduction de traînée atteignable à grand
nombre de Reynolds ? L’étude analytique conduite ici permet d’identifier les deux effets majeurs
par lesquels le contrôle affecte le frottement. Tout d’abord, l’effet principal du contrôle est une
réduction de la contribution turbulente au frottement. Il a été montré que cette réduction était
causée par un simple effet de remise à l’échelle des tensions de Reynolds sur toute l’étendue de la
couche limite, en raison de leur dimensionnement en unité de paroi. Le même mécanisme a déjà
été mis en lumière pour des couches limites de canal plan sous l’action d’un contrôle similaire.
Néanmoins, contrairement aux écoulements de canaux plans, les couches limites en développement
spatial sont sujettes à un épaississement dans la direction de l’écoulement. De façon générale, moins
une couche limite frotte, moins elle s’épaissit, mais, moins une couche limite est épaisse, plus elle
frotte. En réduisant le frottement, les riblets engendrent l’effet collatéral de ralentir l’épaississement
de la couche limite. Néanmoins, l’influence de cet effet délétère s’avère secondaire par rapport à
l’action directe du contrôle, si bien que la couche limite contrôlée, bien que moins épaisse, peut
maintenir des réductions de frottement considérables même pour de grandes valeurs du nombre de
Reynolds.

Le dernier volet de cette thèse, le plus applicatif, a porté sur l’étude de géométries de riblets, non
plus rectilignes, mais tridimensionnelles. En particulier, trois configurations, a priori prometteuses
en termes de réduction de traînée, ont été étudiées. La première n’est autre que l’utilisation de patchs
de riblets. Au lieu de recouvrir totalement la surface de riblets, n’est-il pas possible de bénéficier
des effets transitoires aux extrémités amont et aval de nombreuses bandes de riblets pour réduire
la traînée plus encore ? Aucune des deux simulations réalisées n’a porté satisfaction sur ce point :
le taux de réduction de frottement est approximativement proportionnel à la surface de la paroi
couverte par des riblets, voire légèrement inférieur. Ce résultat est néanmoins d’une importance
capitale puisqu’il établit qu’une dégradation locale d’une paroi couverte de riblets n’affectera les
performances de réduction de traînée qu’au prorata de la surface endommagée. La configuration de
riblets tridimensionnels suivante est inspirée de la stratégie de contrôle par oscillations transverses
de paroi (OTP). L’idée directrice est alors d’estimer si l’utilisation de riblets spatialement sinueux
permet de cumuler les mécanismes de réduction de traînée propres aux riblets et ceux propres à
l’OTP. Enfin, la troisième et dernière configuration testée est l’arrangement de riblets en chevron, à
l’image des barbes sur les plumes d’oiseau. Les larges tourbillons contrarotatifs que cette géométrie
impose semblent pouvoir jouer favorablement sur la traînée. Pour ces deux dernières configurations,
les conclusions sont assez semblables. Le frottement y est plus faible que pour des riblets rectilignes.
Néanmoins, les efforts de pression engendrent une traînée additionnelle si conséquente que la traînée
totale est, au mieux, identique à celle des riblets rectilignes, au pire, grandement augmentée. Ainsi,
aucune de ces stratégies de contrôle ne présente un véritable intérêt applicatif. Bien que ces résultats
puissent sembler décevant, ils permettent non seulement d’écarter ces fausses “bonnes solutions”
sans avoir à entreprendre des compagnes d’essais onéreuses, mais également d’apporter matière à
compréhension pour les mécanismes physiques sous-jacents. La capacité d’incriminer la composante
de pression dans la détérioration de la traînée totale est un exemple de résultat qui n’aurait pu être
établi par des moyens expérimentaux. En ce sens, les résultats de ces travaux confirment la vision
des riblets rectilignes de Jiménez [135] : les riblets sont simplement des éléments de rugosité dont la
particularité essentielle est de ne pas générer de traînée de forme additionnelle.

Perspectives

Les perspectives ouvertes par cette étude sont de deux types. Elles concernent d’une part la
compréhension phénoménologique des mécanismes de contrôle de la turbulence pariétale, et d’autre
part, la mise au point de stratégies de contrôle qui soient suffisamment performantes et industriel-
lement envisageables pour conduire à des solutions applicatives ... et appliquées.
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L’écoulement turbulent au-dessus des riblets a été grandement étudié, dans cette thèse comme
dans de nombreuses autres études. La littérature regorge de profils de vitesse moyenne ou fluctuante,
de densité spectrale de puissance, etc. De plus, les travaux de cette thèse tendent à établir que les
données statistiques moyennes de l’écoulement au-dessus des riblets semblent être relativement bien
caractérisées par celles d’une couche limite canonique non-contrôlée, moyennant un simple change-
ment de référentiel. À l’inverse, une étude des mouvements cohérents qui peuplent la couche limite
ne semble pas avoir déjà été conduite. Pourtant, de nombreux critères existent pour identifier, lo-
caliser, caractériser des structures tourbillonnaires. Le critère Q, visualisé sur la figure 4.8, est un
exemple parmi d’autres, comme le critère Γ2 ou encore le critère de Michard [108]. À partir des
données instationnaires d’écoulement turbulent au-dessus de riblets, les tailles, positions, formes,
vitesses, densités, durées de vie ou encore positions relatives des structures turbulentes pourraient
alors être post-traités puis comparés à ceux d’une simulation de référence non-contrôlée. Une telle
analyse fait aujourd’hui défaut dans l’étude des riblets. Elle permettrait de grandement éclaircir la
compréhension de l’action du contrôle sur le cycle d’auto-régénération proche-paroi de la turbulence.

D’un point de vue plus applicatif, de nombreuses configurations restent à évaluer. Une étape
préliminaire serait par exemple de poursuivre l’analyse, initiée dans cette thèse, des écoulements
induits par des riblets sinueux ou par des riblets en chevrons. En particulier, la pression a été imputée
des mauvaises performances de réduction de traînée de ces deux configurations de contrôle. Il serait
maintenant intéressant d’identifier à quelles caractéristiques doit répondre un dispositif de contrôle
pour maintenir au plus bas sa résultante des efforts de pression.

Un autre point d’intérêt qui mériterait d’être approfondi concerne les expériences de riblets en
chevron en conduite circulaire menées par Chen et al. [33, 34]. Elles démontrent, par un dispositif
expérimental très élémentaire, des taux de réduction de traînée si conséquents — plus de 15% —
qu’ils ne peuvent s’interpréter comme une simple incertitude de mesure. À l’inverse, les résultats
numériques de cette thèse établissent clairement que ce même dispositif conduit à une très nette
augmentation de la traînée lorsqu’il est appliqué à une couche limite de plaque plane. Poursuivre la
présente étude numérique pour l’appliquer, à l’image des expériences de Chen et al., à un écoulement
de conduite circulaire, serait d’un intérêt certain.

Enfin, de nombreuses configurations, pourtant considérées aujourd’hui comme prometteuses, res-
tent inexplorées. Une source quasi-inépuisable en est la nature. Elle offre de solution pour lesquelles
l’étude de faisabilité a déjà été réalisée par les “3.8 milliards d’années de R&D” de la sélection
naturelle, de sorte que l’optimisation a été conduite sous de multiples contraintes opérationnelles :
économie énergétique et de matériaux, robustesse et adaptativité aux conditions extérieures, résis-
tance et longévité, ... Le paragraphe introductif de la section bibliographique 2.2 relève notamment
l’exemple des écailles de requin et de la fourrure de phoque qui surpassent les performances de réduc-
tion de traînée atteintes par les riblets. Ces deux dispositifs de contrôle présentent le point commun
d’une certaine souplesse, adaptant ainsi leur forme et leur disposition aux évènements turbulents.
Ces interactions aéro-structurelles sont complexes à étudier, mais ouvrent un champ quasi-inexploré
de contrôle passif de la turbulence pariétale.
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Annexe A

Dérivation de la décomposition FIK étendue
aux surfaces géométriquement complexes
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A.1 Introduction

Dans leur article [85] de 2002, Fukagata, Iwamoto & Kasagi ont proposé une décomposition du
frottement pariétal qui portera leurs initiales : l’identité FIK.

Comme cela a été mentionné dans la sous-section 1.5.2, cette identité permet de relier le frotte-
ment pariétal, grandeur définie localement à la paroi par la formule (1.28), et les champs moyens et
fluctuants dans l’ensemble de la couche limite. Le grand intérêt de cette méthode est qu’elle permet
de quantifier la contribution au frottement pariétal de différents mécanismes physiques. La méthode
va même plus loin puisque, pour chacune des contributions, la répartition spatiale dans l’épaisseur
de la couche limite peut également être mesurée. Ainsi, bien que les fluctuations de vitesse soient
nulles à la paroi, l’impact sur le frottement pariétal de la turbulence à différentes altitudes au-dessus
de la paroi peut être précisément évalué.

Le point de départ de la dérivation de cette identité est l’équation moyenne de conservation de
la quantité de mouvement longitudinale (1.17b) des équations de Navier-Stokes. Cette équation est
alors intégrée trois fois entre la paroi et la frontière de la couche limite y = δ. En fonction des types
d’écoulement (canal plan, conduite circulaire ou couche limite de plaque plane en développement
spatial), Fukagata et al. ont ainsi pu appliquer des simplifications. Cependant, seuls les cas de paroi
lisse ont été abordés. Ainsi, pour l’étude de l’écoulement turbulent au-dessus de riblets, une géné-
ralisation de l’identité aux surfaces complexes est nécessaire. Peet & Sagaut [205] ont alors proposé
une première formulation. Cependant, on peut regretter que cette généralisation de coïncide pas
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complexes

avec la formule originelle lorsqu’elle est appliquée à une surface lisse.

En s’inspirant des travaux de Fukagata et al., de Peet & Sagaut [205] et de Mehdi et al. [182,
181], on se propose d’obtenir une identité qui vérifie les conditions suivantes :

− La formulation doit coïncider avec la décomposition FIK originelle lorsqu’elle est appliquée à
une paroi plane.

− L’identité doit pouvoir s’appliquer à l’étude de surfaces de type riblets. De plus, on s’attachera
à ce que les contraintes sur la complexité de paroi soient aussi peu restrictives que possible.

A.2 Dérivation de la décomposition

Hypothèses. On se place dans le cadre d’un écoulement compressible, périodique (ou homogène)
dans la direction transverse z. Ainsi, le domaine d’étude peut se réduite à la portion z ∈ [0, Lz].
On impose uniquement à la paroi de vérifier la condition yw(x, z) = argmin

(
Ω(x, y, z)

)
où Ω est le

volume occupé par le fluide, ce qui restreint uniquement la formation de dévers.

Équation de conservation. Rappelons l’équation de conservation de la quantité de mouvement
longitudinale (1.17b) :

∂t ρ ũx + ∂k ρ ũxũk = −∂x p+ ∂k τxk − ∂k Rxk . (A.1)

En regroupant différemment les termes, on obtient :
(
∂t ρ ũx + Ix + ∂x p

)
+ Iv + It = 0 , (A.2a)

avec Ix = ∂k ρ ũxũk − ∂x τxx + ∂xRxx , (A.2b)
Iv = −∂y τxy − ∂z τxz = −div2d (τx•) , (A.2c)
It = ∂y Rxy + ∂z Rxz = div2d (Rx•) . (A.2d)

C’est sur cette équation que l’on va pouvoir appliquer la triple intégration, conformément à la
méthode originelle de Fukagata et al. [85].

Triple intégration. La triple intégration réalisée par Fukgata et al. s’écrit comme ceci :

δ∫
ya=yw

ya∫
yb=yw

yb∫
y=yw

• dy dyb dya . (A.3)

Dans notre cas, le domaine n’étant pas nécessairement homogène dans la direction transverse. Ainsi,
l’intégration la plus interne doit être faite non seulement selon y mais également selon la direction z
supposée périodique. À la manière de Peet & Sagaut [205], on définie alors la surface Σ(x) dans le
plan transverse, c’est-à-dire à x fixée, qui s’étend en envergure sur une période de largeur Lz et qui
est délimitée verticalement par la paroi d’une part et la borne supérieure de la triple intégration
d’autre part, comme cela est représenté sur le schéma de la figure A.1.

Ainsi, si l’on note ymin = min(yw) et ytop les bornes inférieure et supérieure de la triple intégra-
tion, sans spécifier cette dernière dès à présent, la triple équation s’écrit comme suit et se simplifie
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Σ

zmin zmax
Lz

ytop

ymin

z

y

x

Figure A.1 – Schéma dans le plan transverse (y, z) de la surface d’intégration Σ délimité par
ses frontières en bleu. La paroi géométriquement complexe et périodique dans la direction z est
représentée en traits pleins.

par intégration par partie successive sur l’intégrale extérieure, sans contraintes sur l’intégrande :

ytop∫
ya=ymin

ya∫
yb=ymin

∫∫
Σ(y<yb)

• dΣ dyb dya

= −
ytop∫

ya=ymin

−(ytop − ya)
∫∫

Σ(y<ya)

• dΣ dya +

−(ytop − ya)
ya∫

yb=ymin

∫∫
Σ(y<yb)

• dΣ dyb


ytop

ya=ymin︸ ︷︷ ︸
=0

=
ytop∫

ya=ymin

1
2(ytop − ya)2

∫
z∈∂Σ(y=ya)

• dz dya −

1
2(ytop − ya)2

∫∫
Σ(y<ya)

• dΣ


ytop

ya=ymin︸ ︷︷ ︸
=0

=
ytop∫

ya=ymin

∫
z∈∂Σ(y=ya)

1
2(ytop − ya)2 • dz dya

=
∫∫
Σ

1
2(ytop − y)2 • dΣ . (A.4)

Ainsi, la triple intégration de Fukagata et al. est équivalente à une simple intégrale pondérée par
une fonction de la coordonnée y. Cette fonction est ici 1

2(ytop − y)2. Dans le cas de la formulation
originelle, pour laquelle ytop = δ, il s’agit plus simplement de la fonction 1

2(δ − y)2. Si l’on procédait
à une quadruple intégration au lieu d’une triple, cela reviendrait à utiliser la fonction de pondé-
ration 1

6(ytop − y)3. En réalité, rien ne nous empêche d’utiliser n’importe quelle fonction, à partir
du moment où celle-ci est différentiable et différente de zéro à la paroi. Une fonction de classe C2

dont la valeur et la dérivée s’annulent en y = ytop amènerait des simplifications supplémentaires
intéressantes.

Néanmoins, le choix originel de Fukagata et al. a le bon goût d’aboutir à une décomposition qui,
comme on le verra, transporte une signification physique étonnamment claire. Ainsi, l’utilisation de
la triple intégration (et donc de la fonction de pondération qui en découle) sera maintenue ici, bien
qu’il semblait utile de démystifier ce choix.
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Triple intégration de l’équation de conservation. On applique alors la triple intégration à
chacun des termes de l’équation de Navier-Stokes ré-arrangée (A.2a).

Pour le terme entre parenthèses, puisqu’aucune simplification n’est possible lors de la triple
intégration, on peut directement appliquer le résultat de la simplification (A.4). On obtient donc

∫
ya

∫
yb

∫∫
Σ(y<yb)

(
∂tρũx + Ix + ∂xp

)
dΣ dyb dya =

∫∫
Σ

1
2(ytop − y)2

(
∂tρũx + Ix + ∂xp

)
dΣ . (A.5)

Pour le terme Iv, puisque celui-ci est formulé comme une divergence bidimensionnelle dans le
plan (y, z), il est possible d’appliquer le théorème de Green-Ostrogradski sur l’intégration la plus
intérieure. On obtient

∫
ya

∫
yb

∫∫
Σ(y<yb)

Iv dΣ dyb dya =
∫
ya

∫
yb

∮
∂Σ(y<yb)

−τxnout
2d

(l) dl dyb dya , (A.6)

où τxnout
2d

(l) = ex · τ(l) · nout
2d (l), avec nout

2d (l) le vecteur courant du plan (y, z) normal à la frontière ∂Σ
du domaine bidimensionnelle Σ(y<yb). En utilisant l’hypothèse de périodicité sur les bords zmin
et zmax, l’équation se simplifie en

∫
ya

∫
yb

∫∫
Σ(y<yb)

Iv dΣ dyb dya =
∫
ya

∫
yb

∫
∂Σw,(yw<yb)

−τxnout
2d

(l) dl dyb dya

+
∫
ya

∫
yb

∫
∂Σ(y=yb)

−τxnout
2d

(l) dl dyb dya . (A.7)

Traitons séparément chacun de ces deux termes. Pour le premier, l’intégrale intérieure est une
intégrale curviligne le long de la paroi sous l’altitude yb. Le vecteur nin

2d = −nout
2d est alors la projec-

tion unitaire dans le plan (y, z) du vecteur normal à la paroi n, de sorte que nin
2d = n−(n·ex)ex

‖n−(n·ex)ex‖
=

n−(n·ex)ex√
1−(n·ex)2 . Ainsi, le premier terme de l’équation (A.7) s’écrit comme suit et se simplifie par inté-
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gration par partie sur l’intégrale extérieure.
ytop∫

ya=ymin

ya∫
yb=ymin

∫
∂Σw,(yw<yb)

−τxnout
2d

(l) dl dyb dya

=−
ytop∫

ya=ymin

(ytop − ya)
∫

l∈∂Σw

1(yw(l)<ya) τxnin
2d

(l) dl dya

=−
∫

l∈∂Σw

τxnin
2d

(l)
ytop∫

ya=ymin

(ytop − ya) 1(yw(l)<ya) dya dl

=−
∫

l∈∂Σw

τxnin
2d

(l)
ytop∫

ya=yw(l)

(ytop − ya) dya dl

=
∫

l∈∂Σw

1
2
(
ytop − yw(l)

)2
τxnin

2d
(l) dl

=
∫

l∈∂Σw

1
2
(
ytop − yw(l)

)2 √1−
(
n(l) · ex

)2
τw,x(l) dl

=

 ∫
l∈∂Σw

1
2
(
ytop − yw(l)

)2 √1−
(
n(l) · ex

)2 τw,x(l) dl
〈τw,x〉

 〈τw,x〉 , (A.8)

où le terme 〈τw,x〉 représente le frottement pariétal moyenné sur la largeur Lz = zmax − zmin de la
paroi périodique à la station x. Il est défini, comme dans l’équation (2.3), par

〈τw,x〉(x) = 1
Lz

∫
l∈∂Σw

τw,x(l) dl . (A.9)

Pour le second terme de (A.7), l’intégrale la plus interne suit la frontière supérieure ∂Σ(y=yb) pour
laquelle la normale nout

2d est tout simplement la direction ey. En faisant les approximations τxy ' µ ∂yũ
et µ(y, z) ' µ, on obtient

ytop∫
ya=ymin

ya∫
yb=ymin

∫
∂Σ(y=yb)

−τxnout
2d

dl dyb dya =
ytop∫

ya=ymin

∫∫
Σ(y<ya)

−τxy dΣ dya

'
ytop∫

ya=ymin

∫∫
Σ(y<ya)

−µ ∂yũ dΣ dya

'− µ
ytop∫

ya=ymin

∫∫
Σ(y<ya)

∂yũ dΣ dya

=− µ
∫∫
Σ

ũ dΣ . (A.10)

Ainsi, la triple intégration du terme Iv s’écrit finalement

∫
ya

∫
yb

∫∫
Σ(y<yb)

Iv dΣ dyb dya =

 ∫
l∈∂Σw

1
2
(
ytop − yw(l)

)2 √1−
(
n(l) · ex

)2 τw,x(l) dl
〈τw,x〉

 〈τw,x〉

− µ
∫∫
Σ

ũdΣ . (A.11)
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Enfin, le dernier terme de l’équation de Navier-Stokes (A.2a), It, peut être intégré comme suit.
Le théorème de Green-Ostrogradski est là encore appliqué et la périodicité du domaine et la nullité
des tensions de Reynolds à la paroi permettent de simplifier l’expression.∫

ya

∫
yb

∫∫
Σ(y<yb)

It dΣ dyb dya =
∫
ya

(ytop − ya)
∫∫

Σ(y<ya)

It dΣ dya

=
∫
ya

(ytop − ya)
∮

∂Σ(y<ya)

Rxnout
2d

dl dya

=
∫
ya

(ytop − ya)
∫

∂Σ(y=ya)

Rxy dl dya

=
∫∫
Σ

(ytop − y) Rxy dΣ . (A.12)

Décomposition du frottement. Les triples intégrations (A.5), (A.11) et (A.12) de chacun des
termes de l’équation de conservation (A.2a) permettent d’aboutir à la formule suivante.

0 =
∫∫
Σ

1
2(ytop − y)2

(
∂tρũx + Ix + ∂xp

)
dΣ

+

 ∫
l∈∂Σw

1
2
(
ytop − yw(l)

)2 √1−
(
n(l) · ex

)2 τw,x(l) dl
〈τw,x〉

 〈τw,x〉 − µ

∫∫
Σ

ũdΣ

+
∫∫
Σ

(ytop − y) Rxy dΣ . (A.13)

En isolant 〈τw,x〉, on obtient finalement la décomposition du frottement moyen :

〈τw,x〉 = 〈τw,x〉1 + 〈τw,x〉2 + 〈τw,x〉3 , (A.14a)

avec

〈τw,x〉1 = 2 µ
α y2

top

∫∫
Σ

ũ
dΣ
Lz

, (A.14b)

〈τw,x〉2 = 2
α y2

top

∫∫
Σ

(ytop − y)(−Rxy)
dΣ
Lz

, (A.14c)

〈τw,x〉3 = −2
α y2

top

∫∫
Σ

1
2(ytop − y)2

(
∂tρũx + Ix + ∂xp

) dΣ
Lz

, (A.14d)

et où le coefficient α est définie par

α =
∫

l∈∂Σw

(
1− yw(l)

ytop

)2 √
1−

(
n(l) · ex

)2 τw,x(l) dl
〈τw,x〉 Lz

. (A.15)

Ce coefficient α dépend de τw,x(l)/〈τw,x〉 qui caractérise la distribution spatiale du frottement le
long de la paroi ∂Σw.

Dans le cas d’une paroi plane et lisse, l’ordonnée yw de la paroi est uniformément 0, de sorte que
le facteur entre parenthèse dans l’intégrande soit égale à 1. De plus, la normale à la surface y est
uniformément n = ey, entraînant ainsi la nullité de n · ex. D’après la définition (A.9) du frottement
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moyennée en envergure 〈τw,x〉, le coefficient α prend finalement la valeur αsmooth = 1.

Dans la définition du coefficient α, les quantités n(l) · ex et τw,x(l)/〈τw,x〉 ne dépende pas du
choix de l’origine pour l’axe vertical y. De même, si ytop est défini à une position physique, telle que
la frontière extérieure de la couche limite ytop = yw + δ, alors le dénominateur α y2

top apparaissant
dans les équations (A.14b) à (A.14d) ne dépend pas non plus de la position de l’origine de l’axe y. Ce
qui est rassurant puisque cela implique que la décomposition du frottement (A.14a) est indépendante
de la position arbitraire de l’origine.

Cependant, contrairement au produit α y2
top, un changement d’origine modifie la valeur du

coefficient α seul. En effet, pour ytop définit par yw + δ, le terme 1− yw
ytop

se simplifie en δ
yw+δ , qui

dépend de la position de la paroi par rapport au niveau y = 0 arbitrairement choisi. Par exemple,
si l’origine de l’axe y est placée à très grande distance en dessous de la paroi, alors yw(l) prend de
très grandes valeurs de sorte que δ

yw+δ et α tendent vers zéro et ce, quelque soit la forme de la paroi
ou la distribution spatiale du frottement.

Il est alors possible de placer l’origine de l’axe y de sorte que le coefficient α prenne la valeur
unitaire αsmooth = 1 du cas de paroi plane yw = 0. Si une telle condition est vérifiée, on peut alors
écrire ∫

l∈∂Σw

(
1− yw(l)

ytop

)2 √
1−

(
n(l) · ex

)2 τw,x(l) dl
〈τw,x〉 Lz

= 1

=
∫

l∈∂Σw

(
1− 0

ytop

)2 √
1−

(
ey · ex

)2 τw,x(l) dl
〈τw,x〉 Lz

, (A.16)

où les termes 0/ytop et ey · ex sont explicitement écrits, bien que nuls, afin de mettre en évidence
la définition du coefficient α que l’on aurait obtenu dans le cas d’une paroi plane yw = 0. Ainsi, la
position de l’origine de l’axe y qui conduit à l’égalité α = 1 peut être considérée comme la position
de la plaque plane équivalente. Le lecteur est renvoyé à l’article [13] développé dans le chapitre 5
pour plus de précision sur les implications d’un tel choix de positionnement de l’origine.

A.3 Formulation étendue
La formulation FIK généralisée aux surfaces complexes est obtenue à partir de la décomposi-

tion du frottement (A.14) en l’exprimant en fonction du coefficient de frottement cf . Ce dernier
est obtenu en adimensionnant le frottement moyen 〈τw,x〉 par les variables extérieures, c’est-à-
dire cf = 〈τw,x〉/1

2ρ∞U
2
∞. En appliquant le même adimensionnement à chacun des termes de la

décomposition (A.14a), on obtient l’identité voulue :

cf = cf,1 + cf,2 + cf,3 , (A.17a)

avec

cf,1 = 4
Reδ

δ2

α y2
top

∫∫
Σ

ũ

U∞

dΣ
Lz δ

= 4
Reδ

δ2

α y2
top

(
1− δ∗

δ

)
, (A.17b)

cf,2 = 4 δ2

α y2
top

∫∫
Σ

(
ytop − y

δ

) −Rxy
ρ∞U2

∞

dΣ
Lz δ

, (A.17c)

cf,3 = −4 δ2

α y2
top

∫∫
Σ

1
2

(
ytop − y

δ

)2
(
∂tρũx + Ix + ∂xp

)
ρ∞U2

∞/δ

dΣ
Lz δ

. (A.17d)
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Vérifions que cette décomposition coïncide bien avec celle de Fukagata et al. [85]. On se place
alors dans le cas d’un écoulement incompressible sans gradient de pression de plaque plane et
lisse, dont la surface est définie par yw = 0. De plus, on fixe ytop à δ. Dans un tel cas, le coeffi-
cient α = αsmooth = 1 et la fraction δ

ytop
= 1. De plus, le problème étant homogène dans la direction

transverse z, les intégrales doubles
∫∫

Σ dΣ/Lz peuvent se simplifier en intégrales simples
∫ δ
y=yw

dy.
Enfin, on adimensionne toutes les grandeurs par la densité supposée constante, ce qui revient à
fixée ρ et ρ∞ à 1. On obtient alors la formulation FIK originelle :

cf = 4
Reδ

(
1− δ∗

δ

)
+ 4

δ∫
y=0

(
1− y

δ

) −u′v′
U2
∞

dy
δ
− 2

δ∫
y=0

(
1− y

δ

)2
(
∂tux + Ix

)
U2
∞/δ

dy
δ
. (A.18)

Les champs sont naturellement adimensionnés par les variables extérieures U∞, ρ∞ et δ dans la
formulation (A.17). Il peut être également intéressant d’obtenir une formulation faisant intervenir
ces champs adimensionnement interne. En ayant recourt à la relation cf/2 = 1/U+2

∞ , on obtient
alors les expressions suivantes pour les contributions relatives cf,i/cf :

cf,1
cf

= 2
Reτ

δ2

α y2
top

∫∫
Σ

ũ+ dΣ+

L+
z δ+ , (A.19a)

cf,2
cf

= 2
Reτ

δ2

α y2
top

∫∫
Σ

(
y+

top − y+
) (
−R+

xy

) dΣ+

L+
z δ+ , (A.19b)

cf,3
cf

= −2
Reτ

δ2

α y2
top

∫∫
Σ

1
2
(
y+

top − y+
)2 (

∂tρũx + Ix + ∂xp
)+ dΣ+

L+
z δ+ . (A.19c)
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B.1 Objectif de la méthode
La méthode de turbulence synthétique SEM (synthetic eddy method) est une méthode permet-

tant de générer une condition d’entrée turbulente pour des simulations numériques instationnaires
(DNS, LES, ZDES, URANS, etc.). Inspirée des travaux de Jarin et al. [130], la SEM a été développée
par Pamiès et al. [203].

Dans la suite, on note x = (xi)1<i<3 = (x, y, z) les directions de l’espace et u = (ui)1<i<3 =
(u, v, w) les composantes associées du vecteur vitesse. La densité, la pression, la température et la
viscosité sont classiquement notées ρ, p, T et µ. La décomposition de Reynolds (ou de Favre) fait
apparaître une partie moyenne et une partie fluctuante :

ui(x, t) = ui(x) + u′i(x, t) , (B.1)

où • est l’opérateur de moyenne. La partie fluctuante est définie comme u′ = u− u de sorte que u′ = 0.
Dans la pratique, le profil moyen u peut être déterminé (ou plutôt approximé) grâce à des

données expérimentales, des lois empiriques ou des simulations numériques stationnaires. La partie
fluctuante du vecteur vitesse, quant à elle, peut être en partie caractérisée par la donnée du tenseur
de Reynolds :

Rij(x) = u′iu
′
j(x) . (B.2)

L’objectif de la SEM originelle de Jarrin et al. [130] est de générer un champ de vitesse ins-
tationnaire u(x, t) vérifiant le profil moyen u(x) et les tensions de Reynolds R(x) spécifiées par
l’utilisateur. L’extension de Pamies et al. [203] permet de générer des structures dont les échelles
caractéristiques s’approchent de celles de la turbulence.

Nous renvoyons le lecteur aux deux articles précédents, ainsi qu’au rapport technique de Deck [67],
pour d’avantages d’explications quant à la philosophie de la méthode ainsi que sa validation. Seules
la formulation et son implémentation seront développées ici.

B.2 Formulation
Les variables primitives sont décomposées selon la décomposition de Reynolds :

ρ(x, t) = ρ(x) + ρ′(x, t) , (B.3a)
ui(x, t) = ui(x) + u′i(x, t) , (B.3b)
p(x, t) = p(x) + p′(x, t) . (B.3c)

Les profils moyens ρ(x), u(x), p(x) sont supposés connus et le champ de vitesse fluctuante u′ doit
satisfaire les tensions de Reynolds R(x) spécifiées et contenir des structures fluctuantes de nombre,
taille, forme et disposition adaptées. De plus, la loi des gaz parfaits permet d’obtenir le profil de la
température :

T (x, t) = p(x, t)
rgp ρ(x, t) . (B.4)
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Enfin, dans le cas de l’utilisation du modèle de Spalart-Allmaras, la variable additionnelle ν̃(x, t)
doit être fournie en entrée. Elle est calculée à partir des valeurs des viscosités moléculaire ν(x, t) =
ρ(x, t)µ(x, t) et turbulente νt(x, t) = ρ(x, t)µt(x, t). La méthode est présentée dans l’article de Deck et al. [69]
et consiste à inverser l’équation suivante :

νt(x, t) = ν̃(x, t) fv1(x, t) avec fv1(x, t) = ν̃3(x, t)
ν̃3(x, t) + C3

v1 ν
3(x, t) , (B.5)

où Cv1 = 7.1. Cette équation peut être réécrite sous la forme d’un polynôme du 4e degré en ν̃/ν
selon (

ν̃

ν

)4
− νt
ν

(
ν̃

ν

)3
= C3

v1
νt
ν
, (B.6)

que l’on pourra résoudre en utilisant la méthode de Ferrari.
Les viscosités moléculaire et turbulente sont obtenues respectivement par la formule de Suther-

land et le modèle de Michel :

µ(x, t) = µS
TS + T ref

S
TS + T (x, t)

(
T (x, t)
T ref

S

)1.5

(B.7)

µt(x, t) = ρ(x, t) ‖Ω(x)‖
1− e

−d+wall(x)
Ap

2

lmich(x)2 (B.8)

avec lmich(x) = 0.085 δ(x) tanh
(
κ dwall(x)
0.085 δ(x)

)
, (B.9)

où les constantes de l’équation de Sutherland sont fixée, pour l’air, à TS = 110.4, T ref
S = 273.16

et µS = 1.711 · 10−5. Dans le modèle de Michel, dwall représente la distance à la paroi, δ, l’épaisseur
moyenne de couche limite, ‖Ω‖, la norme du tenseur de rotation obtenu à partir du champ moyen,
et les constantes sont fixée à Ap = 26.0 et κ = 0.41.

Dans le cas d’un calcul de type ZDES, la viscosité turbulente est calculée en se basant sur
le modèle de Smagorinsky dans une partie du domaine de calcul. Ce cas ne sera pas davantage
développé ici, et le lecteur peut se référer à l’article de Deck et al. [69] et au rapport technique
de Deck [67] pour davantage de précision. La viscosité turbulente sera néanmoins traitée comme un
terme instationnaire, bien que dans le cas présent, sa valeur est issue d’un calcul portant sur des
variables moyennées.

B.2.1 Fluctuations de densité et de pression

On suppose nulles les fluctuations de pression du champ d’entrée SEM :

p′(x, t) = 0 . (B.10)

En pratique, le champ fluctuant synthétique injecté sera à l’origine d’importantes fluctuations de
pression. Cela est dû à la nature des fluctuations de vitesse injectées, qui ne vérifie aucune condition
particulière pour s’en prémunir.

Sous l’hypothèse précédente, p = p, on calcule les fluctuations de densité ρ′ à partir des fluctua-
tions de température T ′ en linéarisant la loi des gaz parfaits :

ρ′(x, t) = −T
′(x, t)
T (x)

ρ(x) . (B.11)
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On fait alors l’hypothèse de l’analogie forte de Reynolds (SRA pour strong Reynolds analogy), qui
consiste à supposer le champ de température fluctuante totalement corrélé au champ de vitesse
fluctuante par la relation suivante :

T ′(x, t)
T (x)

= −(γ − 1) M(x)2 u′(x, t)
u(x) . (B.12)

Cela revient à calculer le coefficient de proportionnalité cSRA(x) entre T ′ et u′ :

T ′(x, t) = −cSRA(x) u′(x, t) , (B.13)

avec cSRA(x) = (γ − 1) M(x)2 T (x)
u(x) = u(x)

γ cv
, (B.14)

où le nombre de Mach est défini par M(x) = u(x)/c(x) = u(x)/
√
γ rgp T (x) avec rgp = (γ − 1)cv,

γ = 1.4 et cv = 717.5 pour l’air. Le lecteur est renvoyé au livre de Smits et al. [247] pour de plus
amples informations sur la SRA.

B.2.2 Fluctuations de vitesse

Les fluctuations de vitesse sont calculées suivant le produit matriciel

u′i(x, t) =
3∑
j=1

Aij(x) φj(x, t), ∀i ∈ {1, 2, 3} , (B.15)

où φ(x, t) est une séquence instationnaire normalisée, c’est-à-dire vérifiant les propriétés suivantes :
− moyenne nulle : φj = 0,
− variance unitaire : φjφj = 1,
− et covariance nulle : φjφk 6=j = 0.

La première propriété suffit à garantir la nullité de la moyenne des fluctuations u′ = 0. Les deux
autres propriétés et la condition u′iu′j = Rij imposent à la matrice A(x) de vérifier

A(x)AT (x) = R(x) . (B.16)

Ainsi, la matrice A(x) ne contient aucune information instationnaire. Elle ne fait que moduler
l’intensité et les corrélations entre les différentes composantes du vecteur de vitesse fluctuante. L’in-
formation relative aux structures fluctuantes (nombre, dimension, forme, disposition) doit donc être
contenue dans le vecteur de fluctuation normalisé φ(x, t).

Les composantes j du vecteur de fluctuation normalisé φ = (φj)j∈[1,3] ne correspondent pas di-
rectement aux composantes i du vecteur de vitesse fluctuante u′ = (u′i)i∈[1,3]. Cependant, dans le cas
d’une turbulence pariétale de plaque plane canonique (pour laquelle R13 = R23 = 0), l’identification
sera approximativement conservée par le choix de la matrice A présenté dans la section suivante.
Par la suite, on appellera indépendamment "composante" les indices i de ui et j de φj , alors que le
terme "direction" renverra aux indices d de xd.

B.2.3 Décomposition de Cholesky

Le tenseur de Reynolds R étant, par définition, symétrique défini positif, une décomposition de
Cholesky de R est un bon candidat pour A. En chaque point x du plan d’entrée, on pose donc

A = [Aij ] =


√
R11 0 0

R21/A11
√
R22 −A2

21 0
R31/A11 (R32 −A21A31)/A22

√
R33 −A2

31 −A2
32

 . (B.17)
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B.2.4 Modes de fluctuations

Le champ de fluctuations normalisées φ(x, t) contient les informations relatives aux structures
injectées. Pamiès et al. [203] préconisent l’usage de différents modes en fonction de la distance à la
paroi, chaque mode pouvant caractériser différents types de structures de la turbulence pariétale.
On distingue par exemple les tourbillons quasi-longitudinaux proches de la paroi, les têtes de hairpin
au-dessus, ou encore, des structures anisotropes dans la région externe de la couche limite. Pour
chacun des modes, on spécifie la fenêtre du plan d’entrée de laquelle des structures de ce mode sont
injectées. Ces fenêtres peuvent être spécifiées par la donnée de bornes inférieure et supérieure en
termes de distance à la paroi.

On note Nmod le nombre de modes employés. Le champ de fluctuations normalisées φ(x, t),
pour chacune de ses composantes j, s’obtient en sommant les contributions de chacune des Nstr(n)
structures de chacun des Nmod modes :

φj(x, t) = Cj(x)
Nmod∑
n=1

1√
Nstr(n)

Nstr(n)∑
m=1

εj(n,m) Φnj
(
x−X(n,m, t)

lx(n) ,
y − Y (n,m, t)

ly(n) ,
z − Z(n,m, t)

lz(n)

)
(B.18)

Dans cette équation, on distingue :
− lx(n), ly(n) et lz(n) les échelles de longueur caractéristiques des structures dans chaque direc-

tion pour chacun des modes n.
− X(n,m, t), Y (n,m, t) et Z(n,m, t) les coordonnées du centre de chacune des structures tur-

bulentes m de chacun des modes n à l’instant t. Les structures sont convectées à une vitesse
vc(n) supposée constante. Ainsi, dans le cas d’un écoulement moyen porté par x, les co-
ordonnées Y (n,m) et Z(n,m) ne dépendent pas du temps, alors que X(n,m, t) peut être
caractérisé par l’instant T (n,m) auquel le centre de la structure traversera le plan d’entrée :
X(n,m, t) = xplan + (t− T (n,m))/vc(n). Une fois qu’une structure a été totalement injectée,
c’est à dire quant elle est sortie du plan d’entrée X(n,m, t) > xplan + lx(n), une nouvelle
structure est générée avec de nouvelles coordonnées T (n,m), Y (n,m) et Z(n,m).

− εj(n,m) = ±1, les sens de rotation pour chaque composante j pour chacune des structures m
de chacun des modes n. Ils sont choisis aléatoirement pour chaque structure et chaque compo-
sante afin d’assurer les conditions φj = 0 et φjφk 6=j = 0. Pour certains modes cependant, les
sens de rotations des différentes composantes sont corrélés (par exemple, ε2(1,m) = ε3(1,m)
pour les paramètres suggérés dans la section B.6.1). Dans ce cas, la condition de covariance
nulle reste malgré tout valide grâce aux distributions impaires des fonctions de forme associées.

− Φn
j (x̃, ỹ, z̃), une fonction de forme par composante j pour chacun des modes n. Ces fonctions

ont un support compact sur [−1; 1]3 et vérifient la condition de variance unitaire ΦjΦj = 1.
En fonction des modes, on distingue différentes fonctions de forme qui imprime à la structure
une forme et/ou une orientation donnée.

− Nstr(n), un nombre de structures pour chaque mode n. Dans la pratique, Nstr sera calculé de
sorte que : Nstr(n) = 4A(n)/ly(n)lz(n), où A(n) est l’aire de la fenêtre d’injection du mode n.
On assure ainsi une densité suffisante de structure.

− 1/
√
Nstr(n), coefficient appliqué pour chaque mode n, afin de normaliser la variance de la

somme des Nstr(n) fonctions Φj , elles-même de variance unitaire.
− une correction Cj(x) afin de corriger la variance de la somme des modes, dans le cas où ils

viendraient à se superposer (ou bien parce que les fenêtres d’injection de plusieurs modes se
superposent, ou alors parce que le bord de certaines structures peut venir empiéter sur la
fenêtre d’un autre mode).

B.2.5 Fonctions de forme

Les fonctions de forme Φn
j (x̃, ỹ, z̃) se décomposent selon

Φn
j (x̃, ỹ, z̃) = fn,jx (x̃) fn,jy (ỹ) fn,jz (z̃) , (B.19)
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où les fonctions fn,jd sont des fonctions élémentaires mono-dimensionnelles à support sur [−1, 1].
Pamiès et al. [203] utilisent notamment :
− la gaussienne tronquée : G(x) = exp

(−x2/2σ2)− exp
(−1/2σ2), avec écart-type σ,

− la fonction impaire : H(x) = [cos(2πx)− 1] /2πx,
− la fonction composée : xG(x).

Ces fonctions sont ensuite toutes normalisées de sorte que

1
2

∫ 1

−1

(
fn,jd (x̃)

)2
dx̃ = 1 . (B.20)

Des suggestions de mode (paramétrage et fonction de forme) sont données dans la partie B.6.1.

B.3 Données d’entrée
Les données d’entrée requises par la méthode sont les suivantes :
− un maillage d’entrée. Bien qu’il puisse être quelconque en général, on le supposera ici, par

souci de simplification, structuré, cartésien et bidimensionnel :

x(:) = 0 ! direction longi (normale au plan d’entrée)
y(1:jm) ! direction normale à la paroi
z(1:km) ! direction transverse

où y et z sont des fonctions croissantes des indices j∈[1;jm] et k∈[1;km].
On suppose de plus la paroi définie par y = 0 = y(1).

− les champs moyens des variables primitives. Par la suite, on les suppose ne dépendre que de
y, donc de j, avec :

mean(1:jm,1) ! rho(y) : densité moyenne
mean(1:jm,2) ! u(y) : vitesse longitudinale moyenne
mean(1:jm,3) ! v(y) : vitesse normale moyenne
mean(1:jm,4) ! w(y) : vitesse transverse moyenne
mean(1:jm,5) ! p(y) : pression moyenne

− le champ des tensions de Reynolds, que l’on suppose ici ne dépendre que de y, donc de j :

reyn(1:jm,1) ! tension longitudinale <uu>
reyn(1:jm,2) ! tension normale <vv>
reyn(1:jm,3) ! tension transverse <ww>
reyn(1:jm,4) ! tension croisée de cisaillement <uv>
reyn(1:jm,5) ! tension croisée <uw>
reyn(1:jm,6) ! tension croisée <vw>

− les spécifications sur les structures, données mode par mode.

nmod ! nombre de mode
ls(1:3,1:nmod) ! dimensions des structures turbulentes dans les
! directions longitudinales, normales et
! transverses, pour chaque mode
[y/z]c_[min/max](1:nmod)
! bornes dans les 2 directions normales au plan
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! d’entrée, délimitant les fenêtres d’injection,
! pour chaque mode (bornes auxquelles les coordonnées
! des centres de structure doivent appartenir)
ff(1:nmod) ! numéro de la fonction de forme (voir la section
! 6.1), pour chaque mode
et(1:3,1:nmod) ! écart-type caractérisant le caractère
! rare-mais-intense ou fréquent-mais-faible des
! structures, pour chaque direction et chaque mode
vc(1:nmod) ! vitesse de convection des structures (pour
! transformer la dimension longitudinale des
! structures en durée de passage a travers le
! plan d’entrée), pour chaque mode

− les informations temporelles quant aux sorties instationnaires attendues :

t0 ! Instant initial
dt ! Pas de temps
tm ! Nombre d’itérations

B.4 Données de sortie
En sortie, l’algorithme de génération de turbulence synthétique doit être en mesure de retourner

les champs instationnaires des variables primitives dans le plan d’entrée aux tm instants demandés :

inst(1:jm,1:km,1:tm,1) ! rho(y,z,t) : densité instantanée
inst(1:jm,1:km,1:tm,2) ! u(y,z,t) : vitesse longitudinale instantanée
inst(1:jm,1:km,1:tm,3) ! v(y,z,t) : vitesse normale instantanée
inst(1:jm,1:km,1:tm,4) ! w(y,z,t) : vitesse transverse instantanée
inst(1:jm,1:km,1:tm,5) ! p(y,z,t) : pression instantanée
inst(1:jm,1:km,1:tm,6) ! nutild(y,z,t) si calcul RANS Spalart-Almaras

B.5 Pseudo-code
Le code est décomposé en deux parties : la première constitue la phase de prétraitement, dé-

veloppée dans la section B.5.1, alors que la seconde est la phase de génération des structures et
de calcul des champs instantanés, développée dans la section B.5.2. Cette dernière partie peut être
incluse dans un solveur pour le calcul, à la volée, de la condition aux limites d’injection turbulente.

B.5.1 Pré-traitement

B.5.1.1 Fonctions de forme

De façon générale, à chaque mode n doit être attribué un type de fonction de forme, identifié
par son numéro ff(n) et un écart-type et(j,n) par direction j. Les écarts-types caractérisent
le caractère rare-mais-intense ou fréquent-mais-faible des structures. Pour les directions y et z, la
valeur 0.4 est préconisée. Pour la direction longitudinale, des suggestions sont proposées dans la
section B.6.1.

Chaque type de fonction de forme ff est composé de 3 fonctions élémentaires mono-dimensionnelles
(une par direction j de l’espace). Les fonctions élémentaires suggérées par Pamiès et al. [203] sont
décrites dans le paragraphe B.2.5. Toute autre fonction peut néanmoins être choisie par l’utilisateur.

Avec les notations de la section B.2.5, la routine retournant la valeur fn,jd (x̃) d’une fonction
élémentaire mono-dimensionelle à partir de la donnée de l’abscisse normalisée x̃, de l’écart-type
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associé σd,n, de la direction d, de la composante j et du numéro de fonction de forme ff, est appelée
forme. En notant explicitement les dépendances au mode n, à la direction d et à la composante j,
nous écrirons forme(x,et(d,n),d,j,ff(n)).

B.5.1.2 Adimensionnement des fonctions de formes

Quelles que soient les fonctions élémentaires mono-dimensionnelles choisies fn,jd — qu’elles soient
ou non parmi les fonctions G(x), H(x) ou xG(x) suggérées par Pamiès et al. [203] — elles doivent
être normalisées conformément à l’équation (B.20). Pour ce faire, on peut intégrer le carré des
fonctions choisies, de façon discrète, en utilisant 2 ∗ npt points sur l’intervalle [−1, 1]. Dans la
pratique, npt ' 64 est suffisant.

do n=1:nmod ! boucle sur mes modes
do j=1:3 ! boucle sur les composantes
do d=1:3 ! boucle sur les directions x,y,z

! Calcul de la variance
var = 0 + 0.5/real(npt) * forme(-1,et(d,n),d,j,ff(n))**2
do i=-npt+1:npt-1

x = real(i)/real(npt)
var = var + 1.0/real(npt) * forme( x,et(d,n),d,j,ff(n))**2

enddo
var = var + 0.5/real(npt) * forme(+1,et(d,n),d,j,ff(n))**2

! Adimensionnement de la fonction élémentaire
forme(x,et(d,n),d,j,ff(n)) <== sqrt(2.0/var) * forme(x,et(d,n),d,j,ff(n))

enddo ! boucle directions d
enddo ! boucle composantes j
enddo ! boucle mode n

La notation <== est utilisé ici pour signifier une modification de la routine forme. Par la suite,
on suppose que les fonctions élémentaires appelées par forme(x,et,d,j,ff) sont donc déjà nor-
malisées.

B.5.1.3 Mise à l’échelle des structures

La taille des structures doit être corrigée, de manière à ce que les dimensions caractéristiques des
structures réellement injectées correspondent à celles spécifiées par l’utilisateur dans la variable d’en-
trée ls. Cette taille caractéristique est calculée en prenant en considération l’étendue des fonctions
de formes, indiquées par la variable ff et les écarts-types et.

On calcule alors un facteur d’adimensionnement cmod pour les composantes de chacune des di-
rections de chacun des modes, avant de mettre à jour le tableau ls.

do n=1,nmod ! boucle sur les modes
do d=1,3 ! boucle sur les directions x,y,z

iccor(1:3) = 0.0
do j=1,3 ! boucle sur les composantes phi_j

! Calcul de l’intégrale entre [-1,1]
! Les fonctions élémentaires sont supposées normalisées,



B.5 Pseudo-code 267

! on se passe donc de calculer l’intégrale de leur carré sur [-1;1]
var = 2.0

! Corrélation sur [-1,-1]
do di=1,2*npt

dx = real(di-1)/real(npt)
covar = 0 + 0.5/real(npt) * forme(-1 ,et(d,n),d,j,ff(n))

& * forme(-1+dx,et(d,n),d,j,ff(n))
do i =-npt+1,npt-di

x = real(i)/real(npt)
covar = covar + 1.0/real(npt) * forme(x ,et(d,n),d,j,ff(n))

& * forme(x+dx,et(d,n),d,j,ff(n))
enddo
covar = covar + 0.5/real(npt) * forme(+1-dx,et(d,n),d,j,ff(n))

& * forme(+1 ,et(d,n),d,j,ff(n))

if (di.eq.1 .or. di.eq.2*npt) then
iccor(j) = iccor(j) + 0.5/real(npt) * abs(covar/var)

else
iccor(j) = iccor(j) + 1.0/real(npt) * abs(covar/var)

endif
enddo

enddo ! boucle sur les composantes j

! Somme des contribution des 3 composantes
cmod = ( 1.0/iccor(1) + 1.0/iccor(2) + 1.0/iccor(3) ) / 3.0

! Normalisation des tailles de structures
ls(d,n) = cmod * ls(d,n)

enddo ! boucle d sur les directions
enddo ! boucle n sur les modes

B.5.1.4 Nombre de structures

On calcule le nombre de structures à injecter pour chaque mode. Ce nombre dépend de la surface
frontale d’une structure et de la surface frontale de la fenêtre d’injection pour ce mode.

do n=1,nmod
nstr(n)=nint( 4.0*(yc_max(n)-yc_min(n)) / (2.0*ls(2,n))

& * 4.0*(zc_max(n)-zc_min(n)) / (2.0*ls(3,n)) )
enddo

Le facteur 4 présent dans chaque direction permet d’obtenir une densité de probabilité relative-
ment gaussienne.

B.5.1.5 Correction de superposition

On calcule un facteur de correction de variance corvar, correspondant à Cj(x) dans (B.18),
pour prendre en compte :
− la superposition de plusieurs modes en un même point du plan d’injection, sans quoi, les

intensités turbulentes effectivement injectées seraient 2 fois trop importantes. C’est le rôle du
champ var.
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− les points du plan d’entrée ne faisant partie d’aucune des fenêtres d’injection (dans lesquelles les
centres de structure peuvent être injectés), mais étant suffisamment proche pour voir passer le
bord de certaines structures. En effet, ces points verront passer très peu de structure. Pourtant,
sans correction, plus la probabilité de passage d’une structure est faible, plus son intensité sera
localement élevée afin d’atteindre les tensions de Reynolds exigées. On doit donc apporter une
correction spécifique en marge des zones d’injection pour éviter la divergence de l’intensité
des fluctuations (quitte à ne pas atteindre les tensions de Reynolds exigées dans ces zones
marginales). C’est le rôle du champ acvar.

Calcul de la variance spatiale due à la somme des modes var.

var(1:jm,1:km,1:3) = 0.0
do n-1,nmod ! boucle sur les modes
do k=1,km ! boucle sur les points du plan d’entrée
do j=1,jm

! Note that forme(x,et,d,j,ff)=0 if abs(x)>1

var(j, k, 1 :3) = var(j, k, 1 :3)

+

∫ yc_max(n)
yc_min(n)

(
forme(y(j)−yc

ls(2,n) , et(2, n), 2, 1 :3, ff(n))
)2

dyc
yc_max(n)− yc_min(n)

×
∫ zc_max(n)

zc_min(n)

(
forme(z(j)−zc

ls(3,n) , et(3, n), 3, 1 :3, ff(n))
)2

dzc
zc_max(n)− zc_min(n)

enddo ! boucle j
enddo ! boucle k
enddo ! boucle n

Les intégrales peuvent être réalisées de façon discrète en utilisant 2*npt points dans l’intervalle
[−1; 1] :

∫ 1

−1
f(x) dx = 1

3 npt

npt−1∑
i=−npt

f2
( i

npt

)
+ f

( i
npt

)
× f

(i + 1
npt

)
+ f2

(i + 1
npt

)

Calcul de la fonction d’amortissement acvar.
La fonction d’amortissement vaut 1 dans toutes les zones d’injection. À l’extérieur des fenêtres

d’injection, elle décroît linéairement jusqu’à l’inverse de la variance liée au mode le plus proche.
Exemple avec les frontières de type yc_min :

acvar(1:jm,1:km,1:3) = 0.0
do n=1,nmod ! boucle sur les modes
do k=1,km
do j=1,jm
if ( y(j) < yc_min(n) ) then
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var_bdr(1 :3) =

∫ yc_max(n)
yc_min(n)

(
forme(yc_min(n)−yc

ls(2,n) , et(2, n), 2, 1 :3, ff(n))
)2

dyc
yc_max(n)− yc_min(n)

×
∫ zc_max(n)

zc_min(n)

(
forme(z(j)−zc

ls(3,n) , et(3, n), 3, 1 :3, ff(n))
)2

dzc
zc_max(n)− zc_min(n)

var_loc(1 :3) =

∫ yc_max(n)
yc_min(n)

(
forme(y(j)−yc

ls(2,n) , et(2, n), 2, 1 :3, ff(n))
)2

dyc
yc_max(n)− yc_min(n)

×
∫ zc_max(n)

zc_min(n)

(
forme(z(j)−zc

ls(3,n) , et(3, n), 3, 1 :3, ff(n))
)2

dzc
zc_max(n)− zc_min(n)

acvar(j, k, 1 :3) = max
(

acvar(j, k, 1 :3),

[
1−

(yc_min(n)− y(j)
ls(2, n) − 1

)( 1
var_bdr(1 :3) − 1

)]
var_loc(1 :3)

)

endif ! point j sous la frontière yc_min
enddo ! boucle j
enddo ! boucle k
enddo ! boucle n

À ce stade, acvar(j,k,1:3) contient la valeur locale maximale pour tous les modes n pour
la direction de frontière yc_min . On réitère avec les frontières yc_max, zc_min, zc_max. Ainsi,
acvar(j,k,1:3) contient alors la valeur locale maximale pour tous les modes n et toutes les direc-
tions de frontière.

On procède de même avec les coins, comme, par exemple, le coin yc_min+zc_min :

do n-1,nmod ! boucle sur les modes
do k=1,km
do j=1,jm
if ( y(j) < yc_min(n) .and. z(k) < zc_min(n) ) then

var_bdr(1 :3) =

∫ yc_max(n)
yc_min(n)

(
forme(yc_min(n)−yc

ls(2,n) , et(2, n), 2, 1 :3, ff(n))
)2

dyc
yc_max(n)− yc_min(n)

×
∫ zc_max(n)

zc_min(n)

(
forme(zc_min(n)−zc

ls(3,n) , et(3, n), 3, 1 :3, ff(n))
)2

dzc
zc_max(n)− zc_min(n)

var_loc(1 :3) =

∫ yc_max(n)
yc_min(n)

(
forme(y(j)−yc

ls(2,n) , et(2, n), 2, 1 :3, ff(n))
)2

dyc
yc_max(n)− yc_min(n)

×
∫ zc_max(n)

zc_min(n)

(
forme(z(j)−zc

ls(3,n) , et(3, n), 3, 1 :3, ff(n))
)2

dzc
zc_max(n)− zc_min(n)

acvar(j, k, 1 :3) = max
(

acvar(j, k, 1 :3),

[
1−

(yc_min(n)− y(j)
ls(2, n) − 1

)(zc_min(n)− z(k)
ls(3, n) − 1

)( 1
var_bdr(1 :3) − 1

)]
var_loc(1 :3)

)
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endif ! point sous les frontières yc_min et zc_min
enddo ! boucle j
enddo ! boucle k
enddo ! boucle n

On réitère de même avec les 3 autres coins.

Pour finir, on impose la valeur d’acvar à 1 dans les zones d’injection des différents modes, et on
s’assure qu’elle reste inférieure à 1 en dehors.

do n-1,nmod ! boucle sur les modes
do k=1,km
do j=1,jm
if (yc_min(n)<y(j)<yc_max(n) .and. zc_min(n)<z(k)<zc_max(n)) then

acvar(j,k,1:3) = 1.0
endif ! point dans la zone d’injection
enddo ! boucle j
enddo ! boucle k
enddo ! boucle n
acvar(1:jm,1:km,1:3) = min( 1.0, acvar(1:jm,1:km,1:3) )

Le coefficient correcteur Cj(x) apparaissant dans (B.18) se calcule finalement par :

corvar(1:jm,1:km,1) = 0.0
corvar(1:jm,1:km,2) = 0.0
corvar(1:jm,1:km,3) = 0.0
do k=1,km
do j=1,jm

if(var(j,k,1)>0.0) corvar(j,k,1) = acvar(j,k,1) / sqrt(var(j,k,1))
if(var(j,k,2)>0.0) corvar(j,k,2) = acvar(j,k,2) / sqrt(var(j,k,2))
if(var(j,k,3)>0.0) corvar(j,k,3) = acvar(j,k,3) / sqrt(var(j,k,3))

enddo
enddo

B.5.1.6 Calcul de la décomposition de Cholesky

On calcule les coefficients de la matrice A apparaissant dans (B.16) en utilisant la décomposition
de Cholesky (B.17).

do j=1,jm

! Test de la réalisabilité du tenseur de Reynolds
if (reyn(j,1)<0.0) reyn(j,1)=0.0
if (reyn(j,2)<0.0) reyn(j,2)=0.0
if (reyn(j,3)<0.0) reyn(j,3)=0.0
if (reyn(j,4)**2>reyn(j,1)*reyn(j,2))

& reyn(j,4)=sign(1.0,reyn(j,4))*sqrt(reyn(j,1)*reyn(j,2))
if (reyn(j,5)**2>reyn(j,1)*reyn(j,3))

& reyn(j,5)=sign(1.0,reyn(j,5))*sqrt(reyn(j,1)*reyn(j,3))
if (reyn(j,6)**2>reyn(j,2)*reyn(j,3))

& reyn(j,6)=sign(1.0,reyn(j,6))*sqrt(reyn(j,2)*reyn(j,3))
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Il faudrait en plus faire un test sur le déterminant du tenseur qui doit être positif puisque dans le
repère principal du tenseur de Reynolds, on doit avoir R11, R22 et R33 positifs. Si tel n’est pas le cas,
il faudrait corriger le problème en diagonalisant le tenseur R, en annulant la valeur propre négative
et en repassant dans le repère d’origine. Cette étape n’est pas réalisée en pratique : l’utilisateur
s’assure manuellement de la cohérence des tensions de Reynolds qu’il décide d’imposer.

! Calcul de la décomposition de Cholesky
eps=1.0e-10 ! utile pour éviter les erreurs numériques
chol(j,1) = sqrt( reyn(j,1)+eps ) ! uu
chol(j,4) = reyn(j,4)/chol(j,1) ! uv
chol(j,2) = sqrt( reyn(j,2)-chol(j,4)**2+eps ) ! vv
chol(j,5) = reyn(j,5)/chol(j,1) ! uw
chol(j,6) = ( reyn(j,6)-chol(j,4)*chol(j,5) )/chol(j,1) ! vw
chol(j,3) = sqrt( reyn(j,3)-chol(j,5)**2-chol(j,6)**2+eps ) ! ww

enddo ! boucle j

On peut alors directement calculer la matrice de Cholesky corrigée grâce à corvar. Cette matrice
corrigée correspond au produit de Aij visible dans (B.15) avec Cj de (B.18).

do k=1,km
do j=1,jm

cchol(j,k,1) = chol(j,1) * corvar(j,k,1) ! uu
cchol(j,k,2) = chol(j,2) * corvar(j,k,2) ! vv
cchol(j,k,3) = chol(j,3) * corvar(j,k,3) ! ww
cchol(j,k,4) = chol(j,4) * corvar(j,k,1) ! uv
cchol(j,k,5) = chol(j,5) * corvar(j,k,1) ! uw
cchol(j,k,6) = chol(j,6) * corvar(j,k,2) ! vw

enddo
enddo

B.5.1.7 Fin du prétraitement

Le prétraitement étant fini, il peut être utile de sauver les données qui seront nécessaires à la
génération des structures turbulentes.

Il s’agit des champs suivants :

− mean(1:jm,1:5) : champ moyen des variables primitives,
− cchol(1:jm,1:km,1:6) : champ d’intensité turbulente locale corrigé,

et des données sur les modes suivantes :

− nmod : nombre de mode,
− nstr(1:nmod) : nombre de structures pour chaque mode
− ls(1:3,1:nmod) : dimensions corrigées des structures en unité physique
− vc(1:nmod) : vitesse de convection en unité physique
− ff(1:nmod) : numéro de la fonction de forme
− et(1:3,1:nmod) : écart-type
− yc_min,yc_max(1:nmod) : bornes d’injection dans la direction normale
− zc_min,zc_max(1:nmod) : bornes d’injection dans la direction transverse
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B.5.2 Génération des structures

Dans cette deuxième partie de routine, on génère des structures turbulentes, de sens de rotation
et de position au sein des fenêtres d’injection choisis de façon aléatoire. Une fois qu’une structure
a été totalement convectée à travers le plan d’entrée, une nouvelle structure, du même mode, est
générée, permettant ainsi de maintenir la taille de la population.

B.5.2.1 Initialisation de la population de structures

La position du centre des structures dans le plan d’entrée et leur sens de rotation sont choisis aléa-
toirement et stockés dans les tableaux str_pos(1:3,1:nstr,1:nmod) et str_rot(1:3,1:nstr,1:nmod).
La position longitudinale est remplacée par l’instant auquel le centre de la structure traverse le
plan d’entrée. Les deux autres composantes sont choisies, en fonction du mode n, dans la fenêtre
[yc_min(n); yc_max(n)] × [zc_min(n); zc_max(n)].

Dans la pratique, l’utilisation d’un générateur de nombre pseudo-aléatoire permet de conserver
la répétabilité du code, propriété intéressante pour des tests de debugging ou de non-régression.
C’est dans cette routine d’initialisation des structures que le générateur de nombre pseudo-aléatoire
peut-être initialisé. Dans la suite, on note RANDOM l’appel à la routine générant aléatoirement un
nouveau nombre réel dans l’intervalle [0; 1].

Pour l’initialisation de la composante longitudinale (i.e. temporelle) de la position des structures,
deux choix sont présentés :
− Initialisation avec aucune structure en travers du plan d’entrée à l’instant initial t=t0. Cette

solution permet un transitoire plus doux, mais plus long.
− Initialisation avec une population répartie comme en régime établi dès l’instant initial. Cette

solution induit une discontinuité avec le champ de vitesse, ce qui peut nuire à la stabilité et
générer une importante quantité de bruit.

do n=1,nmod ! boucle sur les modes
do m=1,nstr(n) ! boucle sur les structures

! Position du centre de la structure :
str_pos(1,m,n) = t0 + (2.0*RANDOM+1.0)*ls(1,n)/vc(n) ! sans structure
str_pos(1,m,n) = t0 + (2.0*RANDOM-1.0)*ls(1,n)/vc(n) ! avec structure
str_pos(2,m,n) = yc_min(n) + (yc_max(n)-yc_min(n))*RANDOM
str_pos(3,m,n) = zc_min(n) + (zc_max(n)-zc_min(n))*RANDOM

! Sens de rotation
str_rot(1,m,n) = sign(1.0, RANDOM-0.5)
str_rot(2,m,n) = sign(1.0, RANDOM-0.5)
str_rot(3,m,n) = sign(1.0, RANDOM-0.5)
if (ff(n)==1) then ! Tourbillons quasi-longitudinaux

str_rot(3,m,n) = str_rot(2,m,n)
elseif (ff(n)==2) then ! Têtes de hairpin

str_rot(2,m,n) = str_rot(1,m,n)
str_rot(3,m,n) = str_rot(1,m,n)

endif

Enddo ! Boucle structures
Enddo ! Boucle modes

B.5.2.2 Début de la boucle temporelle

tps = t0
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DO t = 1,tm
tps = tps + dt

B.5.2.3 Mise à jour des structures

Lorsqu’une structure a été totalement convectée (c’est-à-dire telles que str_pos(1,m,n) +
ls(1,n)/vc(n) > tps), une nouvelle structure est alors générée (telles que str_pos(1,m,n) -
ls(1,n)/vc(n) < tps). La position de son centre, dans le plan d’entrée, ainsi que son sens de
rotation, sont choisis de façon aléatoire. La composante longitudinale (i.e. temporelle) peut être
déterminée de deux manières :
− apparition immédiate : plus simple pour satisfaire la condition de variance.
− apparition avec délai aléatoire : améliore la répartition spectrale, mais biaise la variance si

l’on n’ajoute pas plus de structures pour compenser.

Do n=1,nmod ! boucle sur les modes
Do m=1,nstr(n) ! boucle sur les structures

! Test sur la disparition de la structure à l’itération suivante
t_out = str_pos(1,m,n) + ls(1,n)/vc(n)
If (tps > t_out) then

! Position du centre de la structure :
str_pos(1,m,n) = str_pos(1,m,n)+ 2.0*ls(1,n)/vc(n) ! immédiat
str_pos(1,m,n) = str_pos(1,m,n)+(1.0+RANDOM)*2.0*ls(1,n)/vc(n) ! délai
str_pos(2,m,n) = yc_min(n) + (yc_max(n)-yc_min(n))*RANDOM
str_pos(3,m,n) = zc_min(n) + (zc_max(n)-zc_min(n))*RANDOM

! Sens de rotation
str_rot(1,m,n) = sign(1.0, RANDOM-0.5)
str_rot(2,m,n) = sign(1.0, RANDOM-0.5)
str_rot(3,m,n) = sign(1.0, RANDOM-0.5)
if (ff(n)==1) then ! Tourbillons quasi-longitudinaux

str_rot(3,m,n) = str_rot(2,m,n)
elseif (ff(n)==2) then ! Têtes de hairpin

str_rot(2,m,n) = str_rot(1,m,n)
str_rot(3,m,n) = str_rot(1,m,n)

endif

Endif ! Test sur la disparition de la structure

Enddo ! Boucle structures
Enddo ! Boucle modes

B.5.2.4 Calcul du champ de fluctuation instantané

Comme précisé en préambule, à l’équation (B.3) en particulier, le champ d’entrée d’une condition
aux limites de type SEM est la somme d’une composante moyenne u, issue du tableau mean et d’une
composante fluctuante u′. Cette composante fluctuante, instationnaire, doit être recalculée à chaque
itération. Sa valeur correspond à la somme des contributions de chaque structure de chaque mode,
comme indiqué dans l’équation (B.18). La matrice de Cholesky corrigée cchol, calculée dans la
sous-section B.5.1.6, est utilisée pour normer le signal afin d’obtenir les tensions de Reynolds reyn
spécifiées par l’utilisateur.

La contribution au champ fluctuant u′ de chaque structure est calculée en fonction de :
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− son sens de rotation, pour chaque composante j, stocké dans str_rot, correspondant à εj
dans (B.18).

− d’une intensité normalisée intens(1:3) pour chaque composante j, prenant en compte la
distance entre le centre de la structure et chaque point du maillage du plan d’entrée, corres-
pondant à Φn

j = fn,jx (x̃)fn,jy (ỹ)fn,jz (z̃) dans (B.19).
− d’un facteur de normalisation 1/sqrt(nstr) prenant en compte le nombre de structures pré-

sentes, correspondant à 1/
√
Nstr dans (B.18).

− de la matrice de Cholesky corrigée, correspondant au produit de Aij de (B.15) et Cj de (B.18).
À partir du champ de vitesse fluctuante, on obtient les fluctuations de température par SRA, puis
le champ de densité, comme précisé dans la section B.2.1.

! Boucle sur les points du maillage
Do k=1,km ! boucle j
Do j=1,jm ! boucle k

! Mise a zero du tableau des fluctuations
signal(1:3) = 0.0

! Boucle sur les structures turbulentes
Do n=1,nmod ! boucle sur les modes
Do m=1,nstr(n) ! boucle sur les structures

! Positions relatives de la maille par rapport au centre structure
pos_relat(1) = 0 - (tps-str_pos(1,m,n))*vc(n)
pos_relat(2) = y(j) - str_pos(2,m,n)
pos_relat(3) = z(k) - str_pos(3,m,n)

pos_relat(1) = pos_relat(1) / ls(1,n)
pos_relat(2) = pos_relat(2) / ls(2,n)
pos_relat(3) = pos_relat(3) / ls(3,n)

! Point influencé par la structure
if ( max(abs(pos_relat(1:3))) .lt. 1.0 ) then

! Intensité locale de la structure, composante par composante
intens(1) = forme( pos_relat(1),et(1,n),1,1,ff(n) )

* forme( pos_relat(2),et(2,n),2,1,ff(n) )
* forme( pos_relat(3),et(3,n),3,1,ff(n) )

intens(2) = forme( pos_relat(1),et(1,n),1,2,ff(n) )
* forme( pos_relat(2),et(2,n),2,2,ff(n) )
* forme( pos_relat(3),et(3,n),3,2,ff(n) )

intens(3) = forme( pos_relat(1),et(1,n),1,3,ff(n) )
* forme( pos_relat(2),et(2,n),2,3,ff(n) )
* forme( pos_relat(3),et(3,n),3,3,ff(n) )

! Ajout de la contribution de la structure
signal(1) = signal(1) + str_rot(1,m,n)*intens(1)/sqrt(nstr(n))
signal(2) = signal(2) + str_rot(2,m,n)*intens(2)/sqrt(nstr(n))
signal(3) = signal(3) + str_rot(3,m,n)*intens(3)/sqrt(nstr(n))

Endif ! point influencé par la structure
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Enddo ! boucle structures
Enddo ! boucle modes

! Calcul des champs de vitesse fluctuant
ufluc = cchol(j,k,1)*signal(1)
vfluc = cchol(j,k,4)*signal(1)

+ cchol(j,k,2)*signal(2)
wfluc = cchol(j,k,5)*signal(1)

+ cchol(j,k,6)*signal(2)
+ cchol(j,k,3)*signal(3)

! Profil moyen
rm = mean(j,1)
um = mean(j,2)
pm = mean(j,5)
tm = pm/(rgp*rm)

! Fluctuation de température par SRA
csra = um / (gamma*cv)
tfluc = -csra * ufluc

! Loi des G.P. linéarisée avec supposition p constant
rfluc = -tfluc / tm * rm

! Champ instationnaire
inst(j,k,t,1) = mean(j,1) + rfluc ! densité
inst(j,k,t,2) = mean(j,2) + ufluc ! vitesse u
inst(j,k,t,3) = mean(j,3) + vfluc ! vitesse v
inst(j,k,t,4) = mean(j,4) + wfluc ! vitesse w
inst(j,k,t,5) = mean(j,5) ! pression

Enddo ! boucle j
Enddo ! boucle k

B.5.2.5 Calcul du champ instantané de ν̃

Maintenant que l’on dispose du champ de variables primitives instantané, on peut calculer le
champ de ν̃ en chaque point du maillage selon l’équation (B.5). On calcule au préalable µ selon (B.7)
et µt selon (B.8) et (B.9). Dans le présent rapport, seul un calcul de type RANS est traité. Le calcul
de µt par le modèle de Smagorinsky doit être à considérer pour la zone LES d’un calcul de type
ZDES.

! Boucle sur les points du maillage
Do k=1,km ! boucle j
Do j=1,jm ! boucle k

rho = inst(j,k,t,1)
p = inst(j,k,t,5)
T = p/(rho*(gamma-1)*cv)

! Calcul de mu : loi de Sutherland
mu = mu_S * (T_S+T_refS)/(T+T_S) * (T/T_refS)**1.5
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! Calcul de mut : modèle de Michel
! (Le gradient du vecteur de vitesse moyenne est supposé
! accessible par une méthode propre au code de calcul utilisé.
! On note d$d% le gradient du champ $ selon la direction % )
nomeg = sqrt( dudy(j,k)**2+dudz(j,k)**2

& +dwdy(j,k)**2+dvdz(j,k)**2
& -2.*dwdy(j,k)*dvdz(j,k) )
nomeg = max( 1e-12, nomeg)
dwall = abs( y(j) )
lmich = 0.085*delta * tanh(kappa*dwall/(0.085*delta))
mut = rho * nomeg * lmich**2 * (1.0 - exp(-dwall/(lp*Ap)))**2
mut = max( mut, 1e-12*mu )

! Calcul de nutild : résolution du polynôme en nutild/nu (méthode de Ferrari)

! L’équation est de la forme : X^4 + aa*X^3 + bb = 0
aa = -mut/mu
bb = -mut/mu * Cv1**3

! On effectue le changement de variable : X = Z - aa/4
! L’équation devient : Z^4 + pp*Z^2 + qq*Z + rr = 0
pp = - 6.0*(aa/4.)**2
qq = + 8.0*(aa/4.)**3
rr = bb - 3.0*(aa/4.)**4

! Le principe de la méthode de Ferrari est de simplifier cette
! expression en remplacant Z^4 par (Z^2+Y)^2 - 2Y*Z^2 - Y^2,
! ou Y est choisi de sorte que l’équation globale de
! degré 4 se factorise en 2 polynômes de degré 2 par
! identité remarquable.
! Cette condition est vérifiée si :
! 8*Y^3 - 4*pp*Y^2 - 8*rr*Y + (4*rr*pp-q^2) = 0
! En posant Y = K + pp/6, cela revient a :
! K^3 -(3*(pp/6)^2+rr)*K + 2*(rr*(pp/6)-(pp/6)^3-(qq/4)^2)= 0
! Que l’on note :
! K^3 + ll*K + mm = 0
ll = -3.0*(pp/6.0)**2 - rr
mm = -2.0*(pp/6.0)**3 + 2.0*rr*(pp/6.0) - qq**2/8.0

! On utilise la méthode de Cardan pour résoudre K.
! Le determinant vaut : Delta = - 4*ll^3 - 27*mm^2
! On utilise le determinant réduit : Deltanu = -Delta/27
deltanu = 4.0/27.0*ll**3 + mm**2

! Dans les plages considérées, Delta est toujours négatif (nul
! en zéro et strictement décroissant en fonction de mut/mu).
! Ainsi, il existe une seule solution réelle K0.
uu = (-mm/2.0 + sqrt(deltanu)/2.0)**(1.0/3.0)
vv = -mm/2.0 - sqrt(deltanu)/2.0
vs = sign(1.0,vv)
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vv = vs*abs(vv)**(1.0/3.0)
k0 = uu + vv

! On peut alors remonter a la solution en Y
y0 = k0 + pp/6.0

! L’équation en Z peut alors s’écrire :
! (Z^2 + y0)^2 - (a0*Z + b0)^2 = 0
! qu’il est maintenant possible de factoriser en :
! (Z^2 - a0*Z + y0 - b0)(Z^2 + a0*Z + y0 + b0) = 0
a0 = sqrt( abs(-pp+2.0*y0) )
b0 = -qq/(2.0*a0)

! La seule racine réelle positive est celle de l’équation au
! discriminant positif
delta1 = a0**2 - 4.0*(y0-b0)
z0 = (a0 + sqrt(delta1))/2.0

! On obtient alors la solution X et rho*nutild
x0 = z0 - aa/4.0
mutild = mu * x0

! Stockage dans le tableau des champs instantanés
inst(j,k,t,6) = max( mutild, 0.0)

Enddo ! boucle j
Enddo ! boucle k

B.5.2.6 Fin de la boucle temporelle

ENDDO ! boucle en temps initiée dans la section B.5.2.2

B.6 Notes sur l’implémentation

Cette section a pour vocation à attirer l’attention du lecteur sur quelques points délicats ou
pour indiquer des possibilités d’implémentation intéressantes.

B.6.1 Paramétrage des modes

En se basant sur les suggestions de Pamiès et al. [203], nous recommandons le paramétrage
de mode détaillé dans le tableau B.1. Pour chaque numéro ff(n) de ce tableau correspond une
fonction de forme Φff(n)

j (x̃, ỹ, z̃) spécifiée dans le tableau B.2 et définie à partir des trois fonctions
élémentaires mono-dimensionnelles fff(n),j

d (x̃) :

G(x̃) = exp
(
− x̃2

2σ2

)
− exp

(
− 1

2σ2

)
(B.21a)

H(x̃) = cos(2πx̃)− 1
2πx̃ (B.21b)

x̃G(x̃) (B.21c)
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Mode Réf. l+x l+y l+z y+
min y+

max ff σx v+
c

n = 1 STQL 100 20 30 0 60 1 0.4 15
n = 2 LEGS 120 60 60 60 0.4 δ+ 1 0.4 15
n = 2 HEAD 60 60 120 0.4 δ+ 0.5 δ+ 2 0.4 15
n = 3 WAKE 0.1 δ+ 0.1 δ+ 0.1 δ+ 0.5 δ+ 0.8 δ+ 3 0.4 0.8U+

∞

n = 4 WAKE 0.15 δ+ 0.15 δ+ 0.15 δ+ 0.8 δ+ 1.5 δ+ 3 0.1 0.8U+
∞

Table B.1 – Suggestion de paramétrage des modes pour l’utilisation de la SEM pour la simulation
d’une couche limite turbulente. En ce qui concerne les écarts-types σy et σz, la valeur de 0.4 est
préconisée pour tous les modes. En dehors des données en gras, les valeurs sont celles proposées
dans l’article original de Pamiès et al. [203].

Φff(n)
j (x̃) Réf. j = 1 j = 2 j = 3 restriction

ff = 1 JHSK G(x̃)G(ỹ)H(z̃) −G(x̃)G(ỹ)H(z̃) G(x̃)H(ỹ) G(z̃) ε2=ε3

ff = 2 TRANS −G(x̃)H(ỹ)G(z̃) x̃G(x̃)G(ỹ)G(z̃) G(x̃)H(ỹ) z̃G(z̃) ε1=ε2=ε3

ff = 3 GAUSS G(x̃)G(ỹ)G(z̃) G(x̃)G(ỹ)G(z̃) G(x̃)G(ỹ) G(z̃) −

Table B.2 – Définition des fonctions de formes suggérées dans le tableau B.1. Les fonctions élé-
mentaires G(x̃), H(x̃) et x̃G(x̃) sont celles spécifiées à l’équation (B.21). Ces définitions sont celles
proposées dans l’article original de Pamiès et al. [203].

B.6.2 Dimensionnement des structures

Les structures turbulentes proches paroi semblent être dimensionnées en unité interne, c’est-à-
dire, de taille fixe quand adimensionnées par le frottement pariétal τ et la viscosité ν. À l’inverse,
les fluctuations dans la zone externe de la couche limite sont dimensionnées en unité externe, c’est
à dire en utilisant la vitesse externe Uext et l’épaisseur de couche limite δ.

Il peut être intéressant d’inclure en interne les routines permettant le calcul, à partir du champ
de vitesse moyenne, du frottement pariétal moyen τ ainsi que de l’épaisseur de couche limite δ, afin
de dimensionner automatiquement les tailles de structures lx,y,z et leur vitesse de convection vc.

B.6.3 Appel des fonctions de forme

La routine forme permettant l’évaluation des fonctions élémentaires mono-dimensionnelles fn,jd (x̃),
présentées dans la section B.5.1.1, fait appel à des fonctions gaussiennes, exponentielles ou sinusoï-
dales, qui peuvent exiger un coût CPU non négligeable.

Afin de le diminuer, il peut être intéressant d’interpoler fn,jd (x̃) à partir de 2*npt points pré-
évalués entre -1 et 1, pour chaque direction d, chaque composante j et chaque mode n.

B.6.4 Gestion de la périodicité

Dans les cas canoniques d’écoulement de canal plan ou de couche limite bidimensionnelle, la
périodicité dans la direction transverse (appelée z ici) doit être prise en compte.

À chaque structure créée, dont le centre z0 est positionné dans le domaine de calcul, c’est à dire
z0 ∈ [zmin, zmax], correspond les structures images par périodicité dont les centres sont position-
nés hors du domaine de calcul à l’ordonnée zi = z0 + i(zmax − zmin). Lors du calcul du champ de
fluctuation, section B.5.2.4, il faut alors ajouter une boucle sur les images i au sein de la boucle
sur les structures m afin de prendre en compte leur potentielle influence. En effet, l’image d’une
structure aura de l’influence sur l’écoulement si elle atteint le bord du domaine de calcul, c’est à
dire, si zi − lz(n) < zmax ou que zi + lz(n) > zmin.
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Inversement, il peut être utile de prévoir les cas où l’on ne souhaite pas prendre en compte la
périodicité, mais où l’on veut malgré tout conserver l’homogénéité dans la direction transverse. Dans
un tel cas, pour éviter les “effets de bord”, les structures doivent être injectées de façon aléatoire,
non plus entre zmin et zmax, mais entre zmin − lz(n) et zmax + lz(n).

Dans les deux cas précédents, des modifications doivent être apportées, non seulement pour
garder la cohérence entre le nombre de structures effectif et le nombre de structures utilisé pour
l’adimensionnement 1/

√
Nsrt dans (B.18), mais également pour adapter la correction de superposi-

tion corvar dans B.5.1.5.

B.6.5 Localisation des structures

Lors du calcul du champ fluctuant, section B.5.2.4, au lieu de réaliser une boucle sur tous les
points du maillage pour chacune des structures, il peut être intéressant de restreindre, pour chaque
structure, à la zone du maillage réellement concernée.

Ainsi, lors de la génération d’une nouvelle structure, il est suggéré de stocker les indices minimum
et maximum du maillage pour lesquels il existe des mailles influencées par cette nouvelle structure.
Au sein d’une boucle sur les structures, la boucle sur les mailles pourra alors se limiter à un domaine
restreint du plan d’entrée.
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Contrôle de la traînée de frottement d’une couche limite turbulente
au moyen de revêtements rainurés de type riblets

Résumé : Motivée par les contraintes économiques et les exigences environnementales, l’industrie du trans-
port tente de réduire ses dépenses énergétiques. Elle concentre notamment ses efforts sur la traînée de frot-
tement. Bien que d’origine visqueuse, celle-ci est fortement amplifiée par les mouvements turbulents. La
capacité à manipuler les fluctuations turbulentes, complexes et chaotiques, offre alors des perspectives de
gain énergétique substantiel, mais nécessite une bonne compréhension des phénomènes physiques.
Parmi les stratégies de contrôle les plus prometteuses, l’utilisation de revêtements rainurés, nommés riblets,
est étudiée dans ce mémoire. Bien que leur capacité de réduction de frottement soit connue depuis plusieurs
décennies, les mécanismes par lesquels ils interagissent avec la turbulence restent à préciser. À ces fins, une
méthode pour leur simulation numérique est mise au point. En redéfinissant la position de l’origine virtuelle,
c’est-à-dire de la paroi plane équivalente, une forte similitude est établie entre les écoulements contrôlé et
canonique. D’un point de vue applicatif, cela permet notamment de quantifier les performances de réduction
de traînée atteignables à haut nombre de Reynolds.
Enfin, le potentiel a priori prometteur des riblets tridimensionnels est exploré. En s’appuyant sur les rares
résultats précurseurs de la littérature, il s’agit de proposer une géométrie industriellement réalisable optimale
en termes de réduction de traînée. Pour chacune des géométries novatrices testées, les simulations révèlent
avec finesse que les éventuels bénéfices sur le frottement sont systématiquement surpassés par l’influence
délétère des efforts de pression.

Mots-clefs : Contrôle des écoulements ; Couche limite turbulente ; Réduction de traînée ;
Simulation des grandes échelles ; Simulation numérique directe.

Control of turbulent boundary-layer for skin-friction drag reduction
by means of riblets coating

Abstract : Economical constrains and environmental requirements lead the transportation industry to pro-
gress towards energy expenditure reduction. Efforts are especially focused on the skin-friction drag. Friction
drag, while due to viscosity, is greatly amplified by turbulent motions. The ability to manipulate the com-
plex and chaotic near-wall turbulent fluctuations thus offers prospects for substantial energy saving, but also
requires a solid understanding of the physical phenomena.
Among the most promising control strategies, the present manuscript focuses on riblet-covered surfaces.
Even though their drag-reducing capability has been observed from decades, the mechanisms by which they
interact with the near-wall turbulent motions still need to be clarified. Towards these ends, a numerical
method for ensuring their proper simulation is developed. The virtual origin—interpreted as the equivalent
flat wall location—is redefined, which highlights a strong similarity between the controlled and the canonical
flows. As a practical interest, this similarity enables an improved evaluation of the drag reduction capabilities
achievable at high Reynolds numbers.
Additionally, the promising potential for three-dimensional riblets is examined. Based on the scattered precur-
sory results of the literature, we intend to come up with a design which demonstrates optimal drag reduction
capabilities under the constraint of industrial feasibility. For each of the prospected innovative designs, the
numerical simulations accurately reveal that the potential profit on skin-friction is consistently exceeded by
the harmful influence of pressure stresses.

Keywords : Flow control, Turbulent boundary layer, Drag reduction, Large eddy simula-
tion, Direct numerical simulation.
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