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Lame importante du Tarot de Marseille, le mat symbolise le
parcours propre a chacun, s’effectuant parfois en dehors des conven-
tions et usages habituels. De 1a il tire sans doute son nom : mat,
matto, mad, que I’on retrouve également dans la version francaise
sous le terme « fou » ou encore « le fol » (the fool, en anglais). Seul arcane majeur ne portant
pas de numéro, le mat représente a la fois le terme d’un cheminement, et son renouvelle-
ment a travers le départ pour un nouveau cycle. Le baluchon accompagnant le marcheur
symbolise 1’essentiel de la moisson du cycle précédent.

Rédiger son mémoire d’habilitation une bonne douzaine d’années apres la theése n’est
pas si courant; le commencer par 1’évocation du fol ne 1’est sans doute pas plus. Il n’est
cependant pas question ici de se singulariser, juste d’assumer le cheminement qui a été le
mien depuis mes années de thése. En particulier, il m’aura fallu du temps, beaucoup plus
de temps qu’a d’autres pour me sentir en mesure de prendre un peu de recul par rapport aux
travaux auxquels j’ai participé. Et j’avoue avec humilité ne pas tenir cela pour une évidence,
aujourd’hui encore plus qu’hier.

La forme de ce mémoire ne suit pas non plus la logique couramment utilisée, a savoir :
définitions, énoncés de théorémes, (éléments de) preuves. Il a fallu faire des choix pour
résumer en un mémoire douze années de travaux variés. Mais si 1’adage dit que choisir, c’est
renoncer, ce n’est pas ainsi que je vois les choses, car j’assume de ne pas avoir cherché a
faire des pages qui suivent un recueil technique.

Le hasard, qui fait bien bien les choses, a voulu que la date de la soutenance tombe
pendant la semaine de la samhain. Moment qui convient parfaitement puisqu’il marque a
la fois une pause symbolique avant I’entrée de 1’hiver et donc également un franchissement
entre deux cycles.

Quelque part entre un chéne et un érable,
Equinoxe d’automne 2014.
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AVANT-PROPOS

Ce mémoire compile I’ensemble des travaux que j’ai réalisés depuis la these soutenue
en Décembre 2000, soit environ une douzaine d’années. Dans les grandes lignes, il suit peu
ou prou I’ordre chronologie de mes recherches, que 1’on peut diviser en quatre périodes
dont la premiere va de 2000 a 2004, durant laquelle j’ai poursuivi des travaux découlant
naturellement de (ou reliés a) ma these. Il s’agit des travaux référencés de [18] a [26]. J’ai
opté pour ne pas exposer ces travaux dans ce mémoire, afin de lui préserver une cohérence
d’une part ; d’autre part pour mettre plutot en évidence les lignes de recherches nouvelles,
différentes de ma these.

A partir de 2005, je me suis consacré a une ligne de recherche différente, concernant les
équations intégro-différentielles. D’abord en considérant des équations avec des termes de
convolution ; puis trés vite en abordant également des équations avec termes plus singuliers
(de type Lévy et Lévy-Itd). Les publications en résultant sont développées dans les parties
A. et B. de ce mémoire, respectivement. Il s’agit d’axes de recherche encore d’actualité au
moment ol j’écris ces lignes.

Plus récemment, en 2011, j’ai commencé 1’étude d’un autre theme de recherche tota-
lement nouveau pour moi : la théorie du contrdle déterministe, en présence de dynamiques
discontinues. Les travaux qui en découlent sont exposés en partie C.

Ce document ne vise pas a se substituer aux articles et travaux qu’il décrit. On n’y
trouvera donc pas d’énoncés de théoremes précis, ni de démonstrations détaillées de ceux-
ci. Il est congu comme un guide de lecture, voire comme un grimoire (!), expliquant dans
les grandes lignes les approches suivies, les outils employés et les résultats obtenus.

De nombreuses notes viennent se greffer sur fil de la lecture, repérées par une lettre
entre parentheéses en exposant. Elles sont regroupées en fin de mémoire dans la partie An-
nexe 1. Comme ce mémoire recoupe plusieurs theme et théories variées, il m’a semblé utile
de faire des ébauches de certains concepts de base, qui n’auraient pas eu leur place dans
le texte principal. J’assume le coté parfois naif ou basique de ces notes, qui seront pour la
plupart surtout utiles au lecteur non spécialiste.
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Concernant la bibliographie, les simples numéros notés entre crochet [Num] renvoient
a mes travaux listés en Annexe 2 et 3, alors que la notation [NomAnnée] renvoit a la biblio-

graphie générale, c¢f. Annexe 4.

R0 R0
0.0 0‘0

Les résultats exposés ont été réalisés dans le cadre de plusieurs projets scientifiques :

e Ecuaciones en derivadas parciales no lineales : difusion, explosion y fronteras libres,
MTM2005-08760-C02-02 Spain, 01/01/2005 — 31/12/2008.

e Ecuaciones de difusion no lineal : problemas locales y no locales MTM2011-25287
Spain, 01/01/2012 — 31/12/2014.

e ANR HJnet, Hamilton-Jacobi equations on heterogeneous structures and networks
ANR-12-BS01-0008-01, 01/2013 — 12/2015.

e ANR WKBHJ, Weak KAM beyond Hamilton-Jacobi ANR-12-BS01-0020, 12/2012 -
12/2015
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EQUATIONS NON-LOCALES

Termes de type convolution

Dans ce chapitre, je présente mes travaux sur des équations avec terme de convolution
J*u, ot J est un noyau “sympathique”. On traitera en particulier de I’équation de la chaleur,
de grandes déviations, du phénomene d’isothermalisation et du probléme de Stefan. On
parle de diffusion non-locale car le terme de convolution implique les valeurs de la solution
u a des points autres que le point courant, au méme instant.

Les questions naturelles concernent le fait de savoir ce qui change entre les versions
locales (classiques) des équations et leurs équivalents non-locaux. Pour un certain nombre
de propriétés, on retrouve des résultats similaires mais avec quelques variantes d’intérét.
Pour illustrer ce propos par un exemple : la condition de croissance optimale des données
initiales pour 1’équation de la chaleur, en exp(x?) est remplacée par une condition un peu
moins forte : exp(xInx).

La traduction en terme de probabilités fait intervenir des processus de Poisson compo-
sés, qui sont des prototypes de processus de Lévy (cf. chapitre suivant).

EQUATION DE LA CHALEUR NON-LOCALE
GRANDES DEVIATIONS
ISOTHERMALISATION

PROBLEME DE STEFAN NON-LOCAL
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1. INTRODUCTION

Non-local — Le monde du non-local est assez vaste, il est impossible d’en faire le tour ici.
On se contentera de dire que 1’on parle d’une équation non-locale lorsque cette équation
fait intervenir la valeur de la fonction solution a des points différents de 1’espace, au méme
instant. Un exemple simplissime d’équation non-locale est le suivant (la fonction f étant
donnée et u I’inconnue) : u(x) +u(—x) = f(x), qui fait intervenir la valeur de u en x mais
aussi au point (—x). Plus généralement, on peut envisager une moyenne des valeurs des
points dans un voisinage plus ou moins grand autour de x (le point de référence), dans ce
cas on s’intéresse donc a des termes du genre

) = [ =yt

ou J est une densité de probabilité, i.e. c’est une fonction positive au sens large, intégrable
et d’intégrale égale a 1.

Généralisations du laplacien — 11 existe de nombreuses généralisations de 1I’opérateur
laplacien (—A), parmi lesquelles — Tr (a(x)D?u) et —div (a(x,u, Du)Du) pour n’en citer
que les plus connues dans le monde des équations aux dérivées partielles (raccourci en
«edp », dans la suite). L’opérateur non-local T [u](x) := (J*u)(x) — u(x) en est également
une généralisation particulierement intéressante.

L’idée est de faire la balance entre la valeur moyenne de la fonction u# autour du point
x (pondérée par la densité de probabilité J) et la valeur de u en ce point, ce qui au final
n’est rien d’autre que ce que fait le laplacien dans une version infinitésimale. Du reste, il
est facile de voir que lorsqu’on concentre le noyau J vers la masse de Dirac au point x = 0,
on obtient a la limite le laplacien (2 condition de prendre un noyau possédant un moment
d’ordre 2, et de moyenne nulle) : par exemple en dimension N = 1, si u est régulicre alors
un simple développement de Taylor donne immédiatement

Tu(0) = [ Jr=) )~ (0] dy = o (0) 5 +reste

ou le reste tend vers zéro quand J se concentre vers la masse de Dirac, m; étant le moment
d’ordre 2 du noyau J.

11 est possible de faire d’autres généralisations non-locales du laplacien : a partir de la
version probabiliste (processus de Lévy), en prenant une racine d’opérateur positif, a partir
de la transformée de Fourier etc. (cf. chapitre suivant).
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Processus de Poisson composé — 1’ opérateur T [u] ci-dessus apparait également dans un
contexte probabiliste puisqu’il est le générateur infinitésimal du semi-groupe associé au
processus de Poisson composé, faisant partie des processus de Lévy sur lesquels nous re-
viendrons dans la partie B.

Le processus de Poisson composé est A
un processus de saut cadlag® qui se défi-
nit comme suit : on considere d’abord pour
tout 7 > 0 une variable N, qui suit une loi de
Poisson de parametre A (on prendra A = 1 X(0) i
pour simplifier ici) et qui compte le nombre !
de sauts effectués dans I’intervalle de temps i >
[0,7]. Puis, on se donne une suite de va- U
riables aléatoires (Y;) indépendantes (entre

elles et de N,) qui suivent une méme loi u FIGURE 1.1 — Poisson composé.

sur RV,

Le processus de Poisson composé partant d’un état initial Xy s’écrit donc

N (@)
X, () =Xo(w)+ Y Yi(w).
i=1
Un calcul classique de la fonction caractéristique de X; conduita E[e™] =exp [t(2(§) —1)] .
Il s’agit d’un exemple typique de processus de Markov dont on peut calculer le générateur
infinitésimal ® : 4f = ux f — f. Si la mesure y est a densité, on retrouve I’opérateur T [u].

2. ASYMPTOTIQUE POUR L’EQUATION DE LA CHALEUR NON-LOCALE

Dans [17], nous étudions le comportement en temps long de 1’équation
(1.1) uy=Jxu—u, dans RN x (0,00),

en fonction des hypotheses que I’on met sur le noyau J (support compact ou décroissance
a I’infini). Dans le cas par exemple ol le noyau est a support compact, on retrouve un com-
portement asymptotique identique a celui de 1’équation de la chaleur : u(x,7) = O(rV/?) et
plus précisément

lim  sup |V 2u(xi™/2,6) — uo| | G(x)| = 0,

17 yeRN
ott G(-) est une gaussienne, qui est donc multipliée par la norme dans L! de la donnée
initiale. En réalité, pour que ce résultat soit valable, il suffit que le noyau soit de moyenne
nulle et qu’il possede un moment d’ordre 2.
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Les résultats sont en fait plus généraux, et le comportement asymptotique dépend de
la queue du noyau J. Dans le cas d’un noyau n’ayant pas de moment d’ordre 2, la dis-
cussion se fait sur le comportement de la transformée de Fourier J(-) de J pour les basses
fréquences. Plus précisément, s’il existe o € (0,2) tel que J(§) = 1 —A|E|* + o(|E|*), alors

le comportement asymptotique est donné par

lim /% sup |u(x,1) — v(x,1)| = 0

t—roo x
o1 v est la solution de I’équation v; = —(—A)*2y, avec donnée initiale v(0) = uo (on renvoit
au chapitre suivant pour la définition du laplacien fractionnaire, (—A)%/?2).

On voit donc que I’effet de «localisation » n’a lieu que si la queue de J est suffisament
petite (c’est le cas des noyaux a support compacts, a décroissance exponentielle etc. ).
Dans le cas a < 2, le comportement asymptotique n’est plus donné par une solution d’une
équation locale, mais d’un laplacien fractionnaire.

L’idée de la preuve est d’utiliser la transformation de Fourier en séparant les basses
fréquences des hautes fréquences. On a la solution explicite

a(E,1) = eV @iy

et comme J est une densité de probabilité, J(&) — 0 lorsque |§| — co. Ainsi, les hautes
fréquences (en fait, celles qui ne sont pas trop proches de zéro) sont amoindries exponen-
tiellement vite : pour tout [§| >m > 0, il existe (1) > O tel que

‘e(f(i)—l)t <e

D’autre part, pour || < 1, on utilise le développement limité de J qui donne le comporte-
ment essentiel. Il faut évidemment bien recoller ces deux régions, en choisissant des zones
de fréquences qui dépendent du temps : {|§| < c(¢)} et {|§| > ¢(¢)} ouen ¢(t) — 0 d’une
facon spécifique en fonction de «. Il suffit ensuite de revenir aux variables d’origine par
transformation de Fourier inverse.

A noter que d’autres échelles sont possibles : nous avons également donné dans [17]
I’asymptotique dans le cas d’une correction logarithmique : J(§) ~ 14 |&|?In |§|, dans lequel
on retrouve le phénomene de localisation, mais I’équation de la chaleur locale doit étre

«lue » a une vitesse différente :

lim (t1n2)N/? sup |u(x,r) —v(x,tInt)| =0,
I=vee xeRN

ol v est la solution de v, = (1/2)Av avec donnée initiale v(0) = up.

Problemes de Dirichlet et Neumann — Toujours dans [17], nous avons également donné
I’asymptotique des problémes dans un ouvert. La premicre chose consiste a bien définir ce
qu’est le probleme de Dirichlet et de Neumann puisque dans un cadre non-local, il ne suffit
pas de déterminer ce qui se passe sur le bord (topologique) de 1’ouvert. En effet, I’équation
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va a priori « voir» ce qui se passe au moins dans un voisinage a I’extérieur de ce bord, si
ce n’est dans I’espace tout entier.

Le probléme de Dirichlet homogene peut étre défini a partir de 1I’opérateur suivant :

Tolul() 1= [ Jx=y)ul)dy —u(x).

ce qui revient a poser u = 0 en dehors de Q. Evidemment, si I’on considere le probleme
d’évolution associé, la masse totale ne peut que décroitre puisque le noyau n’est pas intégré
en totalité. Cette décroissance de la masse est également caractéristique d’un probléme de
Dirichlet homogene dans le cas local, ou elle a lieu de facon exponentielle avec un taux
relié a la premiere valeur propre du laplacien dans I’ouvert en question.

Ici aussi, on démontre qu’on peut définir une premiere valeur propre dont I’expression
est donnée par minimisation d’une fonctionnelle d’énergie :

2/N/N x=y)| u(y)}zdxdy
M= 1nf R /R

uel?(Q / ‘

et on obtient une décroissance exponentielle : pour tout ug € L?(Q), la solution décroit
expontiellement vite dans L*(Q) : |Ju(-,7)||2 < |Juo||2e™’. De plus il existe une constante
C* et une fonction propre ¢ associée a A; telle que

lim max |eMu(x,1) — C*¢(x)| =0.

t—oo xeQ

>0

Pour le probleme de Neumann on a des résultats similaires que nous n’allons pas
détailler ici. Le probleme se définit a travers I’opérateur

— /QJ(x —y) [u(y) —u(x)] dy,

qui lui, évidemment, conserve la masse. On a une valeur propre associée et une décroissance
exponentielle vers la moyenne ¢ = 1/|Q| [ uo(y) dy, résultat classique dans le cas local ©.

3. GRANDES DEVIATIONS

L’ objet des deux publications [14, 11] est d’étudier la facon dont la solution de (1.1) est
approchée par les solutions du probléme de Cauchy-Dirichlet dans la boule Bg(0), lorsque
R — oco. On résout donc le probleme

dug = TRu] := /B ur(y)J (x —y)dy — ug(x)
R
avec donnée initiale ug(0) = up 1, et on cherche a estimer 1’écart sup |u — ug| ot u est la
solution de (1.1) avec donnée initiale uy dans R tout entier. Ce probléme s’ apparente 2 une
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estimation de grandes déviations® puisque la quanité u — ug permet d’estimer la quantité
de trajectoires du processus qui sortent de la boule de rayon R > 0.

Estimations de la vitesse de convergence — Dans le cas de I’équation de la chaleur locale,
de telles estimations ont été obtenues dans [BarlesDaherRomano1995], elles font apparaitre
une borne de la forme
sup (u—ug) <exp < —sz +0(R2)>
x| <BR !
lorsque R — oo, ou 8 € (0, 1) est fixé.

Dans le cas ou le noyau J a un moment d’ordre 2 (en particulier s’il est a support
compact), on a vu que le comportement asymptotique en temps long est donné par celui de
la chaleur locale. On pourrait donc s’attendre a ce qu’il en soit de méme pour I’estimation
de (u—ug), or il n’en est rien. Selon la décroissance de la queue de distribution de J, on
obtient diverses estimations, et en particulier pour un noyau a support compact :

(1 —6)R1n1(](1 —0)R/1) +0(R)) ’

otin > 0 est le rayon du support de J. On voit donc une convergence non pas en exp(—R?),
mais un peu moins rapide, en exp(—RInR). On peut aisément interpréter cela en pensant
qu’avec les sauts du processus, il est plus facile de sortir de la boule de rayon R > 0 que
dans le cas du mouvement brownien.

sup (u—ug) <exp (—
|x|<6R

Quand la queue de distribution devient plus grande, I’estimation se dégrade et dans le
cas ol J(y) = e~ Pl, on obtient une convergence en exp(—R). De facon générale, on obtient
un taux en exp(—Rf(R)) ou f est sous-linéaire.

Méthode employée — Elle consiste a faire un changement d’échelle et de fonction : d’abord
on introduit wg(x,?) := (u — ug)(Rx,Rt), qui est donc définie dans la boule fixe de rayon 1.
Puis on étudie 1’équation satisfaite par la fonction Ig := —(1/R) Inwg :

a,IR(x,l> +/ (e_R{IR(x+)’/R,t)—IR(x,t)} _ 1)-’()’) dy=0.
RN

Cette équation se « localise » lorsque R — oo puisque formellement, / := lim I satisfait une
équation de Hamilton-Jacobi dans By x (0,e0)

ol+H(DI)=0, avec H(p)= /N (e"'y— I)J(y)dy
R:
et condition initiale /(0) = —eo (ceci provient du fait que u — ug = 0 dans Bg pour ¢ = 0).

On voit alors clairement que la condition d’intégrabilité [ e“l¥lJ(y)dy < e pour un
certain ¢ > 0 est nécessaire pour pouvoir obtenir un hamiltonien avec un domaine non vide.
C’est une limite technique de notre approche, mais elle couvre déja de nombreux cas.



A. — EQUATIONS NON-LOCALES {17}

Extensions — Dans [11], la méthode est étendue aux mesures singulieres et aux termes de
Lévy généraux. On renvoit a la partie B pour plus d’informations sur ce point. Nous nous
contenterons ici de mentionner que les estimations de grandes déviations ne dépendent pas
du comportement de la mesure a 1’origine, mais uniquement de sa queue de distribution.

Cela permet de traiter, par exemple, le cas du laplacien fractionnaire tempéré, pour
lequel le noyau J est remplacé par la mesure singuliere u(dz) = el /|z[NT*dz. Le cas du
laplacien fractionnaire non tempéré n’est pas traitable par notre approche car il ne véri-
fie pas la condition d’intégrabilité (hamiltonien infini). On renvoit aux travaux récents de
[MeleardMirrahimi2014] qui aborde ce cas du laplacien fractionnaire.

4. DONNEES OPTIMALES

Comme pour les milieux poreux (mais contrairement au phénomene de diffusion
rapide) ®, 1’équation de la chaleur (locale) ne peut étre résolue si les données initiales
croissent trop vite. Concrétement, dans le cas oll up(x) est une fonction, il est nécessaire
d’avoir une borne du genre |ug(x)| < Ce~* !’ pour avoir une solution au moins sur un cer-
tain intervalle de temps, qui dépend de o.. C’est aussi ce genre de condition que I’on retrouve
pour avoir de I"unicité ®,

Il est alors assez naturel de chercher a savoir si la méme condition reste valable pour le
cas non-local. En tenant compte des résultats de grandes déviations, on peut 1égitimement
penser que la décroissance de la queue de distribution a une influence sur le résultat, ce que
nous avons confirmé dans [12]. On introduit ici une distinction en écrivant J(y) = e~ ()
pour une certaine fonction continue ®(-). Si ®(y) tend vers une limite finie quand |y| tend
vers Iinfini, on parle de décroissance lente ; et on parle de décroissance rapide si ®(y) — ce.

Cas des noyaux a décroissance rapide — Dans le cas d’un noyau a support compact,
nous avons démontré que la condition optimale pour des données initiales n’est pas une
exponentielle quadratique, mais

]uo(x)\ < Ce(x|x|ln\x\ ’

ol a0 < 1/p, p étant le rayon du support de J. On retrouve ainsi le comportement en RInR
mis en évidence dans les estimations de grandes déviations. Un résultat d’unicité est égale-
ment obtenu dans cette classe. L’ obtention de ce résultat passe par I’étude du noyau associé
a (1.1) que I’on peut écrire a I’aide de la fonction

o u kN
Ly

n!

)

o(t)=e
i=1
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ol J*" est la convolée n fois de J avec lui-méme : J*! = J, J*2 = J x J etc. En effet, dans
le cas d’unicité, la solution s’écrit u(r) = e up + ®() * up. Obtenir une estimation de la
fonction ®(+) est le point clef, et cela passe par I’étude de convolées itérées, qui montre en
gros que pour tout G > p, on a deux constantes ¢, ¢, > 0 telles que pour |x| assez grand,

Clefzef(l/(s)lxlln\x\ < (D(x,t) < cZe*Ief(l/P)\x\lﬂﬂ .

Le résultat d’existence et d’unicité dans cette classe en découle. Anoter néanmoins que la
restriction 6 > p ne permet pas d’obtenir un critere completement précis, c¢’est une difficulté
technique de notre approche.

Cas des noyaux a décroissance lente — On parle d’un noyau a décroissance lente lorsque
la décroissance est sous-exponentielle. On rencontre alors essentiellement deux type de
noyaux : ceux de type puissance et ceux de type puissance tempérée. Dans le premier cas,
on introduit

= sup{oc> 0: /J(y)(H— )V < 00} € (0,00),

et la croissance optimale pour les données initiales est alors |ug(x)| < (1 + |x|)N+* pour
tout o < Olp. Dans le cas d’une puissance tempérée, on fait de méme avec

Bo:= sup{B >0: /J(y)e‘y‘(1+ VP < °°} € (0,e)

et la croissance optimale est évidemment donnée par |ug(x)| < ce (1 + |x|)¥*P pour tout
B < Bo. Dans ces deux cas, la méthode utilisée consiste a construire des barriéres explicites.

Solutions non bornées — Dans le cas ol le noyau est une gaussienne, on peut faire des
calculs explicites précis des convolées successives en variables de Fourier :

1/2
b

cre~Te T < g ) < ey teThInlx)

ou Yy est une constante explicite reliée au noyau J. La condition optimale d’existence devient
donc |ug(x)| < Celln )" tout comme dans les estimations de grandes déviations pour ce
type de noyau. Mais 1’estimation précise de ®(-) nous donne un renseignement supplémen-
taire : dans le cas ou u( se comporte exactement comme Cell(inl))'/2
temps fini (tout comme pour la chaleur locale).

, on a un blow-up en

Signalons enfin que d’autre solutions non-bornées sont constructibles : dans le cas ou
le noyau a un moment d’ordre 2p et up(x) = |x|?”, on a une solution de la forme

u(x,t) = |x|*" +ct? +o(P) quand £ — oo,

ou ¢ est une constante dépendant du noyau J. On retrouve ici encore un résultat connu du
cas local, de telles solutions tendent vers 1’infini mais sont globales en temps.
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Extensions, Problemes ouverts — Comme pour les grandes déviations, ce qui importe ici
c’est le comportement de la queue de distribution de J. On peut donc sans probléme étendre
ces résultats au cas des mesures de Lévy (singulieres a I’origine, cf. partie B).

Dans ce cadre, nos résultat pour les noyaux de type puissance rejoignent ceux de
[AlibaudImbert2009] en ce qui concerne 1’existence de solutions, ainsi que la méthode qui
consiste a utiliser des barrieres (mais en général nous utilisons des barrieres paraboliques et
non pas elliptiques). Notons que de telles barrieres existent aussi dans le cas de noyaux a dé-
croissance rapide, mais malheureusement elles ne donnent pas le résultat optimal. L’ étude
des convolutions itérées dans ®(t) est vraiment nécessaire pour conclure dans ce cas.

Signalons enfin que si, dans le cas d’une Gaussienne, on est en mesure de démontrer
le blow-up en temps fini pour des données initiales critiques grace a une estimation précise
de ®(-), ce n’est pas le cas pour un noyau a support compact. Nous sommes néanmoins
convaincus que ce résultat est valable quelque soit le type de noyau, des I’instant que 1’on
prend des données a croissance critique.

5. ISOTHERMALISATION

Si on considere 1’équation de la chaleur (local) dans un milieu homogene, pour toute
donnée initiale bornée ou intégrable, on voit que la solution u(t) tend vers zéro, avec une
certaine vitesse connue : u(t) ~ ct~V/2. Ce résultat est obtenu en estimant directement u
grace a la représentation explicite, a I’aide du noyau de la chaleur.

Dans le cas de I’équation non locale (1.1), nous avons vu qu’il en est de méme, puisque
I’asymptotique est déterminée par I’équation locale (au moins si le noyau J a un moment
d’ordre 2). Dans un milieu inhomogene il en va autrement, ¢f. [Kamin1996] : on peut sous
certaines conditions obtenir un état limite non trivial qui reflete une homogénéisation de la
température.

Dans [8] nous nous sommes intéressés a la version non-locale de ces résultats en consi-
dérant I’équation nonlocale en milieu inhomogene

p(xX)u; =J*u—u dans RV,

ol p(+) est une fonction continue, positive strictement, tendant vers zéro a ’infini. On consi-
dere pour simplifier une donnée initiale positive au sens large et continue (et la solution
associée 1’est donc également), mais de nombreux résultats sont valables dans le cadre des
solutions changeant de signe puisque 1’équation est linéaire : on décompose u en partie
positive et négative.
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Différents états limites isothermes — Comme dans le cas «local », une discussion a lieu
en fonction de I’intégrabilité de la fonction p et de ug par rapport a la mesure p(x)dx :

o sip e L'(RV) et ug est bornée, alors up € L' (p) et on démontre alors que

/. m(0p(x) ds

u(-,1) = Ep(uo) := dans Ll(p).

p(x)dx
]RN

En d’autres termes la solution converge vers sa moyenne pondérée par la fonction p. C’est

ce phénomene qu’on appelle isothermalisation : la solution tend vers un état isotherme, non
trivial.

e Sipe LY(RY) mais up ¢ L'(p), alors u(t) tend vers I'infini dans L] _ : la trés grande
masse a 'infini de la donnée initiale diffuse et fait tendre la solution vers I’infini dans tout
I’espace, méme lorsque la solution est globale (ce qui est le cas si, par exemple, g est a
croissance sous quadratique).

o Sip ¢ L'(RN) mais tout de méme uy € L'(p), on assiste alors au phénoméne
«classique » : u(r) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers 1’infini. C’est évidemment en parti-
culier le cas lorsque p =1, i.e. dans le cas du milieu homogene. Dans cette situation, le flux
a I’infini est si important qu’il entraine une forte perte de masse.

e Enfin, le cas ot p ¢ L' (RN) et up ¢ L' (p) n’est pas facile a aborder car de nombreux
comportements différents peuvent arriver. Par exemple si p = 1, u(x,t) = 1 et u(x,t) =
|x|? 4 ct sont deux solutions (pour ¢ bien choisi).

Problémes d’unicité — Dans le cas N = 1 ou N = 2, on démontre 1’unicité dans la classe
des solutions bornées, mais cela cesse d’étre vrai si N > 3 en général (y compris pour la
chaleur locale). On récupere néanmoins de 1’unicité si on suppose que p ne dégénere pas
trop vite, i.e. p(x) > c(1+ [x[?)~ L.

De facon générale, on démontre 1’existence d’une solution minimale obtenue par ap-
proximation par des problémes de Neumann dans des boules Bg(0), lorsque R — . Une
propriété particulierement utile de cette solution minimale est qu’elle vérifie une loi de
conservation de la masse pondérée puisque pour tout # > 0 on a

[ uwnp@dr= [ uo(@pxdr,
R

RN

et ce, que ces intégrales soient finies ou non. Ainsi, méme dans les cas de non-unicité, les
résultats asymptotiques ci-dessus restent valables pour la solution minimale.
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6. PROBLEME DE STEFAN NON-LOCAL

Le probleme de Stefan concerne un modele bien connu de transition de phase entre,
par exemple, de la glace et de I’eau liquide [LameClapeyron1831, Stefan1889]. Dans le
modele dit « a une phase », seule I’'une des phases est régie par une équation d’évolution de
type diffusion, 1’autre phase étant maintenue a la température de transition (0°C). Dans le
modele a plusieurs phases, chaque phase évolue selon une diffusion qui lui est propre.

On a donc affaire dans ce modgle 2 un phénomene de frontiére libre ®, que 1’on peut
appréhender sous deux angles : le premier est d’utiliser la pression sur I’interface pour dé-
crire comment elle bouge (description dynamique). La seconde approche consiste a décrire
le phénomene de facon thermodynamique, utilisant le concept de chaleur latente.

La seconde approche possede 1’avantage de fournir un modele global, ¢’est-a-dire une
formulation sous la forme d’une seule équation dans tout le domaine considéré, que nous
allons décrire maintenant dans le cadre du modele a une phase.

Le modeéle local — On utilise deux variables d’état thermodynamiques pour décrire le
phénomene de transition de phase : la température, v et I’enthalpie, u. La premiere équation
utilisée est la conservation de 1’énergie, u, = Av, et la seconde est I’équation constitutive
reliant u et v : v = (u— 1), 'enthalpie u = 1 représentant le seuil d’activation, qui fait
fondre la glace Tout ceci conduit a la formulation globale

?;: = A(M - 1)+ ;
I’équation devant évidemment &étre prise dans un sens faible (distributions). La phase de
glace correspond a v = 0, alors que v > 0 désigne la phase liquide (puisque la température
est positive).

Cependant, le modele prévoit I’existence de régions appelées mushy regions (zones
boueuses, pateuses). Ce sont des zones ol I’eau est dans un état intermédiaire, pas liquide
car v = 0, mais pas de la glace a énergie nulle non plus puisque 0 < u < 1. Dans une telle
zone, la chaleur latente n’est pas encore atteinte et donc la transition n’est pas complétement
faite entre la glace et I’eau, mais certaines liaisons structurelles de la glace ont commencé
a étre brisées. Il s agit véritablement de la zone ou a lieu la transition de phase.

Dans ce modele (local), on peut démontrer que si les zones mushy n’existent pas au
départ, elles ne peuvent étre crées au cours de I’évolution [Friedman1968], ce qui est 'un
des principaux inconvénients de ce modele car sur ce point il ne rend pas bien compte de la
réalité.
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Présentation du modele non-local — dans [10] nous avons proposé une approche non-
locale du probléme de Stefan a une phase. L’idée n’est pas qu’un «jeu mathématique »
consistant a remplacer le laplacien par une convolution, elle va plus loin. En autorisant les
interactions a distance moyenne (en utilisant un noyau a support compact), on démontre
que dans ce modele non-local, les mushy regions vont étre créées au cours de 1’évolution.

Concretement, on s’intéresse ici a I’équation non-locale suivante :

(1.2) Z—J*F(u)—F(u), [(s)=(s—1)4.

Le noyau J est a support compact et on part d’une distribution d’enthalpie initiale uy > 0.
La notion de solution est a comprendre a priori au sens intégré en temps. Si ug est continue,
alors on peut attendre plus de régularité et une équation vérifiée au sens classique.

Notre but est d’obtenir d’une part des résultats d’existence et d’unicité, mais surtout
de comprendre le phénomene de formation des mushy regions, le comportement en temps
long et la facon dont ce modele s’approche du modele local lorsque le support du noyau se
réduit a un point.

Résultats d’existence, unicité, mushy regions — Obtenir 1’existence et 1’unicité dans un
cadre de convolution se fait trés souvent par un théoréme de point fixe, ce qui est encore
le cas ici puisque le graphe I'(-) est 1-Lipchitzien : on arrive facilement a construire un
opérateur contractant sur un intervalle de temps suffisament petit. Ce qui assure également
I’unicité dans la classe utilisée pour le point fixe, ici I’ensemble des applications continues
en temps 2 valeur L' en espace.

Pour obtenir des résultats d’existence et de comparaison plus étendus (données initiales
bornées par exemple), on procede par approximation, et utilisation de sous et sursolutions.
On démontre également que cette équation engendre un semi-groupe contractant en norme
L' (au sens large), ainsi qu’une conservation de 1’enthalpie :

/ u(x,t)dx:/ up(x)dx pourtoutz > 0.
RN RY

Pour bien décrire les mushy regions, il est nécessaire de déterminer le support de u(-, )
etde v(-,7). Or, les solutions n’étant a priori par continues en espace, il faut utiliser la notion
de support au sens des distributions. On démontre alors que les supports de u(z) et v(z) sont
croissants au sens large en temps (tout comme pour le cas local), méme si la valeur de
u et/ou v peut diminuer (la chaleur et ’énergie se diffusent). Ce genre de propriété assez
courante en diffusion est appelée rétention™.

Néanmoins, on dénote plusieurs différences dues au caractere non-local de 1’équation.
La premiere différence de taille est I’existence d’un temps d’attente (waiting time) : si la
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Initial Data
Time t =1

B \

FIGURE 1.2 — Creation de zones mushy.

donnée initiale est, par exemple, ug = 2- 14 pour un ouvert A C R¥, alors il existe un temps
to > 0 avant lequel le support de u(7) reste exactement A. Pendant ce temps, le support de v
croit et ce n’est qu’a partir de 7y que le support de u(¢) commence a s’étendre, cf. Figure 1.2.

Le modele non-local rend trés bien compte de ce temps d’attente (que I’on peut esti-
mer), la convolution représentant un terme d’interaction a2 moyenne distance. A 1’extérieur
(mais pas trop loin) de la zone d’eau, ce terme de convolution va capter un peu de chaleur
contenue dans la phase liquide et faire augmenter 1’enthalpie. Lorsque cette enthalpie de-
vient suffisament grande, elle dépasse la chaleur latente et la phase liquide se met alors a
bouger.

Dans le cas local, cette propriété n’est pas vraie : le support de 1’eau liquide croit ins-
tantanément, ce qui n’est pas vraiment acceptable si on pense en terme de chaleur latente :
il faut du temps pour réchauffer la glace, la briser, et qu’elle se transforme en eau liquide.
La différence d’avec le cas non-local est que le transfert d’énergie ne se fait pas a distance,
mais en revanche sur le bord de A, il est infini : comme ug n’est pas réguliere, u, devient in-
finie. Alors que dans le cas non-local, le transfert se fait a distance, mais de fagon controlée,
méme si la donnée initiale n’est pas régulicre.

On démontre de la méme fagon 1’apparition de mushy regions, a I’aide des interactions
a distance moyenne. Ces mushy regions restent donc localisées pres de la phase liquide, a
une distance de I’ordre du diametre du support de J. Un autre phénomene non présent dans
le modele local est I’apparition spontanée possible de nouvelles zones liquide non connexes.

Tous ces phénomenes sont décrits dans [10] (résultats démontrés et exemples numé-
riques), ainsi que la disparition des mushy regions lorsque le noyau se concentre et que
I’équation se «localise ».
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Comportement en temps long — un autre aspect important du probléme de Stefan concerne
le comportement asymptotique en temps long, qui fait intervenir un probleme limite de type
«mesa », ¢’est-a-dire un probléme d’obstacle elliptique.

Concretement, on démontre (toujours dans [10]) que pour une large gamme de distri-
butions d’enthalpies f > 0, la solution u(#) converge vers un état limite Pf := f+Jxw—w
ou w est 'unique solution du probleme d’obstacle

Trouver w > 0 intégrable telle que

(1.3)
0<f4+Jxw—w<1, w(f+Jxw—w—1)=0.

La solution de ce probleme d’obstacle (cf: Figure 1.3) n’est autre que w = [; v(¢) dt, lorsque
cette intégrale converge dans L' (R"). Cette quantité porte donc I’information de 1’ensemble
maximal ou s’est étendu la phase liquide : 1a ou w est strictement positive, v I’a nécessaire-
ment été a certain instant, et I’est restée par la suite (de part la propriété de rétention). Alors
que si w = 0, on sait qu’il n’y a jamais pu avoir d’eau liquide a cet endroit tout au court
de I’évolution. Cette fonction w, appelée transformée de Baiocchi est un outil fondamental
dans le probleme de Stefan a une phase.

On démontre enfin que I’opérateur 2 est une contraction dans L' (RY), ce qui permet
de I’étendre a L' tout entier par densité (pour des données initiales positives au sens large).

——u=1
Initial Data
— Intermediate times
—— Non-local mesa, t = 200

FIGURE 1.3 — Evolution vers une mesa non-locale.

Probléme a deux phases — Dans [5], nous avons étudié le probleme non-local de Stefan a
deux phases, ol I’on autorise des solutions qui changent de signe en remplacant le graphe
I'(-) par:

[(s) = sign(s)(Js| = 1)
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Evidemment, les constantes de diffusion et les chaleurs latentes n’ont pas de raison d’étre
les mémes dans les deux phases, mais apres un changement d’unité adéquat on se ramene a
ce graphe monotone.

L’enjeu principal est la description du comportement asymptotique qui, méme dans le
cas local n’est pas connue. La raison en est que les propriétés de rétention de 1’enthalpie
et de la chaleur ne sont plus vraies en général : les deux phases peuvent se mélanger et
donc I’expansion des phases n’est pas monotone. Dans ce cas, la transformée de Baiocchi
ne décrit plus aussi bien le probleme limite car les zones ou w a un signe ne donnent pas
assez d’information pour identifier le probleéme limite.

Nous avons donné néanmoins quelques conditions suffisantes pour lesquelles on sait
décrire le probléme et le comportement asympotique. On considere séparément les données
initiales correspondant aux deux phases : f, = max(f,0) et f_ = max(—f,0), puis les
solutions associées U™, U™ et les états limites

Pf.=1limU"Y, Pf =I1imU .
t—o0 t—>o0

Nous avons essentiellement donné deux résultats partiels :

o Si les supports de Pf et Pf_ sont distants de plus de 2 fois le diametre du support
de J, alors non seulement les phases ne se rencontrent jamais, mais méme les supports des
enthalpies non plus. On démontre alors que la solution n’est rien d’autre que u =U" — U,
et on en déduit que

limu(t) =Pf. —Pf_.

t—ro0

Si ce résultat est assez intuitif, il nécessite néanmoins de démontrer que les propriétés de
rétention restent vraies dans ce cas précis.

e Siladistance entre I'(Pf_) et I'(Pf) est supérieure au diametre du support de J, alors
on ne peut plus dire que u = UT — U~ car les enthalpies ont pu interagir : on sait que les
phases sont séparées mais la zone mushy a été mélangée. Néanmoins, on démontre que la
transformée de Baiocchi permet de garder toute I’information nécessaire pour obtenir un
probléme limite qui fait apparaitre un double obstacle :

(1.4) Trouver w intégrable telle que
' 0 <sign(w)(f+Jxw—w) <1, |w|(f+IJ*xw—w—sign(w))=0,

en effet, la fonction limite de u, f +J *w — w est « coupée » aux deux niveaux : —1 et +1.

Ce ne sont donc que des résultats trés partiels, concernant les cas ol les deux phases
n’intéragissent pas ou peu, le cas général restant encore totalement ouvert a notre connais-
sance y compris dans le cas local.






EQUATIONS NON-LOCALES

Termes de type Lévy

Cette partie traite de différents problémes impliquant des termes non-locaux qui,
contrairement a la partie précédente, font intervenir des intégrales singulieres ou la mesure
par rapport a laquelle on integre est de type Lévy. Ce genre de terme intégral apparait natu-
rellement quand on étudie le générateur infinitésimal des processus de Lévy, qui englobent
notamment les processus de Poisson composé vu dans la partie A.

Pour traiter les termes de type Lévy généraux dans un cadre totalement non-linéaire
(fully nonlinear), il est nécessaire d’utiliser une théorie de solutions de viscosité adaptée.
A partir de 13, nos travaux ont consisté a passer en revue un certain nombre de questions
naturelles : problemes de Dirichlet, de Neumann, régularité et comportement asymptotique
en temps long.

SOLUTIONS DE VISCOSITE
PROBLEME DE DIRICHLET
REGULARITE

PROBLEME DE NEUMANN

COMPORTEMENT EN TEMPS LONG



{28} E. CHASSEIGNE

1. INTRODUCTION

Dans cette partie, nous allons considérer des opérateurs nonlocaux plus généraux que
ceux abordés dans la partie précédente. Un changement de variables permet de réécrire
I’opérateur T'[u] sous la forme :

Tu] = /]RN [u(x+z) —u(x)] du(z),

ol u est la mesure de probabilités dont la densité est J(—z). Cette formulation ouvre de
nouvelles perspectives puisque si la fonction u est suffisamment réguliere, on peut alors
autoriser une singularité en z = 0 pour u. En réalité, cet argument est dual : plus la mesure u
est singuliere en z = 0, plus la fonction u devra étre réguliere puisque u(x+z) — u(x) devra
s’annuler convenablement pour compenser la singularité.

Mesures de Lévy, compensateurs — Afin de trouver les mesures les plus générales que
nous puissions rencontrer dans cette approche, précisons que nous cherchons des mesures
de Borel positives(a). Ensuite, comme on va considérer des fonctions u bornées, cela im-
plique que u doit étre de masse finie. Mais nous allons relaxer cette condition pres de 1’ori-
gine.

Le développement de Taylor nous donne que si u est de classe €', alors u(x +z) —
u(x) = Vu(x)-z+o(z). Et donc si |z est u-intégrable au voisinage de zéro, le terme intégral
aun sens. Cela nous permet par exemple d’utiliser des mesures comme celles correspondant
au laplacien fractionnaire ® d’ordre o0 < 1 :

dz
(2.1) pu(dz) = Wy

dont on note (—A)*/? I’opérateur I[u] associé (cf. ci-dessous). Ceci étant, si u est symétrique
dans le sens suivant : f|z| <12du(z) = 0, alors on peut pousser le développement de Taylor et
obtenir que pour une fonction u € €2, la condition sur u est que |z|? soit intégrable pres de
I’origine. En combinant la condition d’intégrabilité a I’infini et celle en zéro on obtient

(2.2) /]RN(l Az u(dz) < oo.

Une telle mesure est appelée une mesure de Lévy. En particulier, on autorise des mesure
comme celle donnée ci-dessus, mais pour toute la gamme a € (0,2).

Dans le cas ol u n’est pas symétrique, il existe un moyen de faire converger quand
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méme 1’intégrale : on utilise un compensateur© en définissant

)= [ {ue+2) =) = (Du)2) 1 fa(do).

IRN

Processus de Lévy — La version probabiliste concerne une gamme de processus
markoviens assez naturels : un processus de Lévy est un processus cadlag a increments
indépendants et stationnaires. Concrétement, cela signifie que :

(i) (X;) peut présenter des sauts (discontinuités) ;

(if) X; — X, est indépendant de X, — Xy si [s,7] N [s',/'] =0

(iii) la loi de X;+; — X; ne dépend que de s.

Les exemples typiques de processus A
de Lévy sont le mouvement brownien (seul
processus de Lévy continu) et le processus
de Poisson composé (vu au chapitre pré-
cédent), qui est quant a lui purement dis-
continu. Les processus de Lévy étant des
processus markoviens, ils engendrent des
semi-groupes de Markov et on montre que
le générateur infinitésimal (¥ associé prend
une forme impliquant I’opérateur .#. Plus FIGURE 2.4 — Processus de Lévy.
précisément, la forme générale est donnée
par:

L) = —%Tr (06" D%u) +b-Dulx) + S u)(x).

otl la mesure de Lévy u vérifie nécessairement la condition (2.2), la matrice a = 667 est
symétrique, positive, et b est un champ de vecteurs. Dans une version encore plus générale,
considerera que le triplet (c,b,u) dépend du point x.

On voit donc apparaitre un terme de diffusion classique (du type laplacien), un terme
de transport (drift) et un terme de sauts. C’est la prise en compte des sauts qui rend ces
processus fort intéressants, et par ailleurs entraine 1’apparition de termes nonlocaux dans
les équations liées aux générateurs.
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2. SOLUTIONS DE VISCOSITE POUR LES PROBLEMES NON-LOCAUX

Les équations auxquelles nous nous intéressont ici font intervenir le terme nonlocal de
type Lévy, .#[u], mais également une variante appelée terme de Lévy-Ito :

)= [ {ule00,2)) =0 = (Du) - 55,2 g Ju( ),

dont I’idée est de moduler les sauts avec une fonction j(x,z) qui typiquement vérifie
J1(x,2)| < colz| pour une constante ¢y > 0. Ainsi, sous la condition de Lévy (2.2) on garde
un terme bien défini si u est réguliere. On considere donc une équation générale

(2.3) F(x,u,Du,Dzu, f[u]) =0,

ou sa variante avec _¢ [u]. Pour donner un sens a ce genre d’équation « fully nonlinear », on
utilise la théorie des solutions de viscosités © puisque les solutions ne sont pas en général
régulieres. Cela permet de donner un sens aux termes différentiels. Mais I’utilisation des
solutions de viscosités est également nécessaire pour traiter les termes non-intégraux quand
la mesure de Lévy est singuliere, i.e. non intégrable pres de 1’origine : il faut remplacer u
par une fonction-test suffisament réguliere pour que I’intégrale ait un sens.

Concretement, on décompose I’intégrale non-locale en deux morceaux. Si ¢ est une
fonction réguliere et p € RN on pose pour 8 € (0,1) :

Bio.pl0 = [ {ote+2) =00 —p-z}u(dz).

|z]<d

Plo.plx) = [

|z|>8

{0+2) =000 = (p-2) g1 pau(d)

Et on utilise ensuite I’approche classique des solutions de viscosités :

Définition - Une fonction u : RN — R scs® est une sous-solution de viscosité de (2.3) si
pour toute fonction ¢ de classe €7 telle que u — ¢ admet un maximum local au point xq et
tout § € (0,1), ona

F (ou(2), DO(x). D*0(x), 1510, DOX)](x) + I°[u, DO(x)](x) ) <0

On définit de méme une notion de sursolution, et enfin une solution est une fonction conti-
nue qui est a la fois sous et sur solution du probleme. Plusieurs autre notions de solutions
existent pour gérer les termes non-locaux mais elles sont essentiellement toutes équivalentes
(cf. [BarlesImbert2006]). Enfin, on gere évidemment le terme _# [u] de la méme fagon.
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Evidemment, en fonction du type de probleme (Neumann, Dirichlet), il faut adapter la
définition du terme non-local pour prendre en compte la donnée « au bord », comme déja
souligné dans la partie A de ce mémoire. Le point de départ de la théorie des solutions de
viscosité repose sur le principe de comparaison. L’existence est en général obtenue via la
méthode de Perron® .

3. PROBLEME DE DIRICHLET

Nous avons étudié le probleme de Dirichlet pour (2.3) dans [15], le cas des mesures
non singulieres ayant été auparavant abordé dans [16], dans le cas d’évolution.

Cas non singulier — si la mesure n’est pas singuliere (en fait si elle est intégrable pres
de I’origine), alors la valeur au bord n’a aucune raison d’étre prise au sens classique. Plus
précisément, si on cherche a résoudre un probléme de Dirichlet avec u = 0 dans RV \ Q,
alors en fait on prouve [16] que u > 0 sur le bord dQ (au sens d’un prolongement par
continuité a partir de I’intérieur de Q).

Cas singulier — rappelons d’abord que dans le cadre de la théorie des solutions de visco-
sité, une condition de Dirichlet « u = g » au bord doit se comprendre d’une facon relaxée :
de facon imagée, on a le choix entre (i) prendre la valeur au bord et (ii) vérifier 1’équation
aubord ™. Prenons le cas ol (2.3) se réduit simplement au terme nonlocal, —.%p[u] = f par
exemple. La conditions de Dirichlet # = 0 se code dans I’intégrale, ce qui revient a poser
u = 0 en dehors de Q.

Dans ce cas, si la mesure u du terme .# [u] est singuliére, on retrouvera bien u = 0 sur
le bord. L’explication est assez naturelle : si jamais u avait une discontinuité au franchisse-
ment de dQ, la singularité non-intégrable de u ferait exploser le terme intégral et 1I’équation
n’aurait plus de sens, pres du bord.

Equations linéaires — le résultat précédent mérite d’étre précisé lorsque 1’équation (2.3)
ne se réduit pas au seul terme .#[u] : en effet en présence d’une équation linéaire impli-
quant des termes de diffusion de type laplacien et dérive, on retrouve des phénomenes déja
connus dans le cas purement local ¥ : 1a dérive peut entrer en compétition avec la tendance
diffusive. Dans le cas de I’équation modele

Ty (a(x>02u(x)) +b(x) - Du(x) + 7 [u] (x) + u(x) = f(x),

on obtient que les valeurs au bord sont prises au point x € dQ dés que par exemple 1’une
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des conditions suivantes est vérifiée :
(i) a(x)Dd(x)-Dd(x) >0

(i) /I |Dd(y) - z|du(z) = 4o au voisinage de x,
z[<1

(iii) b(x)-Dd(x)+Tr (a(x)D2u> - / Dd(y)-zdu(z) <0 au voisinage de x.

r<|z|<1
Dans le cas (i), I’ellipticité forte de la partie diffusion est suffisante pour que la valeur au
bord soit prise, quelque soit la dérive et le terme nonlocal. Le cas (ii) montre que si la
mesure u est suffisament singuliere, alors de méme la valeur au bord est prise. Enfin, le
cas (iii) est intéressant dans le sens ou il met en évidence le role de la dérive b(x), mais
aussi celui d’une dérive créée par le compensateur, a travers le terme /. Des conditions plus
générales et plus fines sont données dans [15].

Il est a noter que dans le cas du laplacien fractionnaire, la valeur o = 1 donne le cas
(ii) ci-dessus, ce qui suffit 2 contrdler les termes de dérives. Le laplacien (—A)'/2 est donc
de ce point de vue « plus fort » qu’une dérivée d’ordre 1.

Compléments — On trouvera dans [15] des conditions dans le cas d’équations non-
linéaires, ainsi qu’un contre-exemple en dimension 1 qui montre que si & < 1, la présence
d’une dérive peut empécher les valeurs au bord d’étre atteintes.

Dans le cas ou les valeurs au bord sont prises partout sur dQ, on peut alors construire
des solutions du probléme de Dirichlet, continues jusqu’au bord [15, Thm 1]. A noter que
I’existence de solutions dans le cas ou les valeurs au bord ne sont pas nécessairement prises
a été obtenu récemment, cf. [BarlesTopp2013].

4. REGULARITE

Une des questions fondamentales en edp lorsqu’on aborde une théorie de solutions
faibles est de savoir quelle régularité on peut espérer pour ces solutions. Dans le cas des
solutions de viscosité, on part d’une solution continue (puisque a la fois sci et scs), et on
se demande si elle n’est pas mieux que cela, typiquement Holderienne, Lipschitzienne, voir
encore de classe €% ou €>*. Par ailleurs, la question de la régularité est liée 2 la pos-
sibilité de pouvoir utiliser le théoréeme d’Ascoli afin d’extraire des suites de solutions qui
convergent : avoir des bornes localement uniformémment Hélder (ou plus) donne I’équi-
continuité.

Plusieurs méthodes existent pour obtenir la régularité des solutions d’edp, en particu-
lier citons : la méthode de Bernstein, les estimations de type Schauder, I’utilisation d’in-
égalités de Harnack, et enfin I’approche a la Ishii-Lions [IshiiLions1990] que nous allons
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développer plus bas ¥,

En utilisant D’approche des inégalités de Harnack, Caffarelli et Silvestre
[Silvestre2006, CaffarelliSilvestre2009] ont obtenu des bornes ¢’* pour une classe d’équa-
tions non-locales. C’est en revanche 1’approche a la Ishii-Lions que nous utilisons dans [13]
puis [9], afin d’obtenir des estimations de type Holder et Lipschitz. Notre approche ne nous
permet pas de traiter tous les cas contenus dans les travaux de Caffarelli et Silvestre, mais
d’autre part nous traitons des cas non contenus dans ces travaux. Les deux approches sont
donc complémentaires.

En particulier, un des points fondamentaux de notre facon de procéder est qu’elle nous
permet de traiter des cas ou ellipticité vient soit de termes locaux, soit non-locaux selon
le point x. Plus précisément, si on considere I’équation

—Tr (a(x)Dzu(x)) —c(x) I u](x) +H (x,u,Du) =0,
il suffit essentiellement de supposer que a(x) > Aj(x)Id, c¢(x) > Ay(x) avec
A](X) +A2(X) =A>0, A;,Ay >0.

Evidemment, d’autres hypotheses classiques sur H, a(-) et ¢(-) sont nécessaires pour avoir
de la régularité, que nous donnons ci-dessous.

L’approche a la Ishii-Lions — le point de départ de cette méthode est relativement aisé a
comprendre : pour obtenir un résultat de régularité %%, il suffit d’estimer la quantité

2.4 M := sup <u(x) —u(y) —C|x—y|°‘) .

X,y
On va donc utiliser I’équation en faisant jouer a u a la fois le role de sous-solution et celui
de sur-solution en calquant peu ou prou la preuve de comparaison. On montre ainsi que si
on choisit bien C et o, on obtient M < 0. La stratégie de preuve consiste a localiser le sup
pour en faire un max atteint prés du point x, puis estimer les différents termes de 1’équation,
le gros du travail se concentrant ici sur les termes non-locaux.

Ajoutons ici que I’ingrédient essentiel qui fait fonctionner cette méthode est 1’ellip-
ticité dans la direction du gradient : en oubliant les termes de localisation, en un point de
maximum (x,y) on a pour tout vecteurs p,q € RV :

(D*u(x)p, p) — (D*u(y)q,q) <eClx—1|*" (D*x(p—q),p —q)
+Cao—1)[x—y|**(Dy, p — q)?
ol %(z) = |z|. Evidemment, en un tel point de maximum, on peut supposer x # y et donc

x, différentiable en (x —y), sinon on a directement M = 0. Comme D*yDy, = 0 puisque
|Dy|> = 1, on en déduit en choisissant p = —g =Dy =e:

(D?u(x)e,e) — (D’u(y)e,e) < 4Ca(o—1)[x—y|*2,
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qui est un terme tres négatif si C est grand et x proche de y. On voit donc que le vecteur e =
(x—y)/|x —y| joue un role primordial, qui représente la direction du gradient de u puisque
Du(y) = Du(x) = Cax — y|* 'e. C’est ce terme qui permet d’obtenir une contradiction en
utilisant 1’équation.

Principaux résultats de régularité Holder — on a besoin de trois hypotheéses fondamen-
tales :

1. La premiere hypothese est la suivante : pour tout R > 0 il existe des constantes k > 0,
7,0 € (0, 1], une fonction localement bornée % : R4 x Ry — R, un module de continuité
oF, deux constantes 1,€y > 0, ® € (0, 1/3) tels que pour tout |ul, |v|,|g| <R, [x—y| <n,
01 <4tl,L>0,e€ (0,30), ’d| =1,ona

F(yauvp7Y7£2) _F(Xa%P‘i‘CI;XyEl) <

0) J—
A (e vy 4 OB e L)

|x_)"26 T|,|k+T k
Ao (01— 02) + F 2 4 ey [p 4 el (L))

ol les matrices X, Y vérifient la condition

4. (X 0\ _2(Z -z d 0

_T1d< <z

eld—<o —Y>_£<—Z z>+L<o o)
etZ=1—(1+D)ama.

2. Du coté des mesures {u, }, dans le terme .# -], en plus des conditions naturelles de types
mesure de Lévy, I’hypothese suivante est importante : on considere le cone tronqué

Gro(d) = {z € R :|d 2| > (1 -m)]z|} NB5(0).

Alors on demande que pour tout 1 > 0, il existe C,(1) > 0 telle que pour tout |d| =1 et
de(0,1), xRN,

/ : |2 e(dz) = Cu(m)&*P.

C-q’;;(d

Cette hypothese signifie que les mesures u, doivent charger suffisament les cones d’ouver-
ture (1 —m), dans toutes les directions. En particulier nous utiliserons cette propriété dans
la direction d = % ou x,y sont essentiellement les points pour lesquels le sup de (2.4)
est atteint : comme nous 1’avons vu plus haut, I’'idée est d’utiliser 1’ellipticité de I’équation
dans la direction du gradient.

3. Enfin, on demande une certaine régularité des mesures par rapport a la variable x : il
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existe B € (0,2) et un module de continuité w,(-) tels que pour tout 6 € (0,1)
| Pl an(d2) < 0, (v —51)8*
B;(0)

2] — 1y (dz) < @u(|x— )P,
/Bl<o>\35<o> Y .

avec une correction logarithmique si B = 1. Notons que I’exemple typique de mesure consi-
dérée est le laplacien fractionnaire d’ordre B (au lieu de a dans (2.1)).

Sous les trois hypotheses ci-dessus, on obtient divers types de résultats de régularité
Holder, dont voici deux exemples principaux :
(i)siB>1,k=PBet®> (B—2)/2, alors les solutions sont €"** pour tout o € (0, 1) ;
(ii)siBp < 1,Cr =0ett > k(1/B— 1), alors les solutions sont €"P,

Dans tous les cas, les estimations sont uniformes, dépendant uniquement des para-
metres et constantes entrant en jeu dans les hypotheses. Des résultats équivalents sont don-
nés dans le cas d’opérateurs de type Lévy-Itd, 7 [-].

Régularité Lipschitz — Les résultats évoqués ci-dessus montrent que si 3 caractérise la
singularité des mesures g, alors on obtient de la régularité %% pour o < min(1,B). Or,
dans le cas ou > 1 il semble naturel de penser que I’on doit obtenir de la régularité
Lipschitz.

Dans [9] nous avons affiné la méthode employée, en remplacant dans (2.4) le terme
Clx —y|* non pas par L|x — y| (qui ne permet pas de conclure), mais par une perturbation
restant strictement convexe, @(|x —y|) ot ¢(¢) = L(t — p|t|'**) pour  proche de 0. En repre-
nant notamment les estimation des termes non-locaux sur les cones G, 5(-), nous sommes
parvenus a obtenir la régularité Lipschitz si § > 1, mais le cas B = 1 résiste a notre analyse
(on en reste au niveau Holder pour tout o < 1).

Equations mixtes — L’ autre intérét de [9] réside dans le fait de considérer des équations
«mixtes » dans lesquelles les dérivées secondes et les termes non-locaux n’agissent pas sur
les mé&mes directions. L’ exemple de base est le suivant :

—Aqu+ (—An)P%u = fx1,x2).

En effet, les résultats de [13], s’ils prennent en compte une ellipticité généralisée, ne per-
mettent pas de traiter un tel cas modele. On s’attaque donc ici a des équations dont la forme

est principalement est la suivante :
Fo(u,Du,Dzu,f[u]) +F (X] 7DX|M7D)2c17¢ﬁX] [M]) +F2(X2,DX2M,D)262,%52[M]) = f(x) )

ol x = (x1,x) € R x R% et

Sl = |

- u(x1 +2z,x2) —u(x1,%2) — Dy u(x) - 21151 (2) duy, (2),

de méme pour .Z,, [].
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On reprend les mémes hypothéses que dans le cas non-mixte ci-dessus, pour chaque
hamiltonien et mesures séparément. Mais on ajoute une condition de régularité pour gérer
le passage «croisé » entre les divers hamiltoniens : on demande que pour i = 1,2, chaque
¢+ F;(-,¢) soit Lipschitz, uniformément par rapport a toutes les autres variables, et chaque
F; vérifie également une régularité par rapport a la variable x assez classique :

_ _ |2
E(.%%vYaE) _E(xv%vX)E) S(DF,<|X 8y| +‘X—y‘)

Dans ce cadre, on obtient alors des résultats de régularité Holder (si B < 1) et Lipschitz (si
B> 1). Les conditions de régularité des hamiltoniens ci-dessus ne sont pas si contraignantes
qu’on pourrait le croire car il suffit que I’un des F; la vérifie pour obtenir le résultat. D’autre
part on peut «localiser » les arguments en se ramenant a des gradients bornés, puis en
vérifiant que les bornes Holder/Lipschitz ne dépendent pas de ces bornes de gradient, cf. la
discussion qui suit le Corollaire 5 dans [9].

5. PROBLEME DE NEUMANN

Cette section se réfere a la publication [6] dans laquelle nous avons étudié le probleme
de Neumann dans le demi-espace RY = Ry_; x R.;. En fait, on devrait parler «des pro-
blémes de Neumann » nonlocaux puisque nous présentons au moins 4 modeles distincts
cohérents par rapport au cas classique.

Dans le cas d’un probleme de Neumann pour une diffusion continue (typiquement,
quand I’opérateur est le laplacien), I’'idée est de contraindre le processus stochastique asso-
cié arester dans I’ouvert ou a lieu I’équation, ce qui implique en particulier une préservation
de la masse totale dans le cas d’évolution. Cela est obtenu essentiellement par réflexion sur
le bord, via la méthode développée par Lions et Sznitman® | ¢f. [LionsSznitman1984].

Dans le cas d’un processus a sauts, on A
reprend cette idée mais il y a alors plu- T o
sieurs facons de maintenir le processus a z + m(z,2)
Pintérieur du domaine d’étude. La figure ) ’
ci-contre reprend les quatre modeles prin-
cipaux traités dans [6]. Tous peuvent se co- !
der sous la forme suivante : si le saut de x . i
a x+ z conduit en dehors du domaine, alors e +z
on utilisera a la place un point x + 1(x,z)
situé dans Q o1 Q := RV ! x (0,0). FIGURE 2.5 — Différents modéles de saut.

z + n2(x, 2)

 + 3@, 2)
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Ce qui differe dans les cas représentés, c’est le choix de la fonction 1, donc du méca-
nisme qui maintient le processus a I’intérieur :

(i) on peut faire une réflexion au bord, ce qui conduit & x +1;(x,2) ;

(ii) on peut appliquer la méthode de Lions-Sznitman : ramener le processus le long de la
normale, ce qui donne x + M (x,z).

(iii) on peut stopper le processus sur le bord, comme s’il restait « collé » sur la paroi (d’ ol
le nom que nous avons donné a ce modele, fleas on the window), x +M3(x,z).

(iv) enfin, on peut trés bien décider, dans le cas ou le saut conduirait hors du domaine, de
ne pas sauter. Donc on stoppe le processus, puis on le ressucite a partir du point ou il était
juste avant le saut, donc ici x +M4(x,z) = x.

Formulation du probléeme — la facon générale de formuler le probléme est d’incorporer
la condition de Neumann dans la définition de I’opérateur lui-méme, comme nous 1’avons
vu pour le probleme de Dirichlet. L’idée est donc d’introduire une fonction de saut 1(x,z)
comme ci-dessus et de définir le probléme-type linéaire ainsi :

@3 = [ {uln() —ul) =02 - Dul0) Lyt () pdu(z) + ) = ).

La contrainte principale que doit vérifier la fonction de saut est que pour tout x € Q et tout
z€ RN, n(x,z) € Q,etsix+z€Q,alorsM(x,z) =z

Néanmoins, il est a priori nécessaire d’imposer la condition de Neumann sur le bord :
pour une sous-solution, si le max de u — ¢ est atteint sur le bord, on demande que
_% ),
oxy —
Il s’avere que cette condition n’est nécessaire que si la mesure est suffisament singuli¢re
(typiquement, o, > 1 dans le cas du laplacien fractionnaire). Dans le cas contraire, 1’équation
a lieu au bord et il n’est pas nécessaire d’utiliser la condition de Neumann « classique ».

Le cas ol la fonction (z+— 1(x,z)) est
uniformément Lipschitz peut se traiter de A
facon assez naturelle par les méthodes de
viscosité. Mais ici, on voit clairement dans
les exemples (i)—(iv) que cette fonction Yo
ne vérifie pas toujours cette propriété. Par
exepmple dans le cas «fleas on the win-
dow » si on prend un point proche du bord
{xy = 0} avec un saut rasant, le moindre FIGURE 2.6 — Sauts rasants.
écart change completement la donne, cf. fi-
gure 2.6.

y+n3(y, 2)

Néanmoins, les cas (i)—(iii) ont tous en commun d’étre Lipschitz dans la variable xy
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(on note x = (x’,xy) dans la suite), ce qui est une propriété nous est trés utile pour obtenir
le principe de comparaison. On a donc une premiere catégorie de problemes de Neumann
ou la fonction de saut vérifie les conditions suivantes :

(@) n(x,2)] <Clef;

(b) M(x,0:z); = —M(x,z); pour toute symmétrie ponctuelle 6;, n’agissant que sur les N — 1
premieres coordonnées ;

(¢) n(y,z) = M(x,z) quand y — x pour presque tout z ;

(d) m(x,s,2)" —=m(/,s,2)'| < Clx' —y||z| pour tout ¥,y z et s > 0;

) mx,2)v =M 2)nl < v —ywl .-

Le cas (iv) est bien plus singulier, et releve d’une approche différente que nous évo-
quons également plus bas, puisque N(x,z) =0 sixy +zy < 0.

Résultat de comparaison — la preuve de comparaison recele plusieurs ingrédients que nous
allons mettre en évidence sans les détailler. Tout d’abord, pour gérer convenablement les
hypotheses générales (a) — (e), il est nécessaire de supposer que u se décompose sous la
forme u = u, +py , ou u, est une mesure a densit€ symmeétrique, et u; est une mesure telle
que [(1A|z])duy(z) < oo. Ainsi, la perturbation non-symmétrique est d’ordre inférieur. Ce
type de décomposition est valable pour une large gamme de mesures a densité, par exemple
si g est de classe €' au voisinage de z =0 on a

glz) . 8(0) g(z) —g(0)
’Z|N+0cdz_‘Z’N+adZ+ [z

dz = p.(dz) +py(dz),

Comme déja dit, si i était Lipschitz en x, la méthode serait assez « classique », consistant a
estimer un maximum pénalisé :

N
s sup (ut) —v(0) = 7 —vde) + u(w)

Le role du terme en €2 est clair : il sagit de forcer les points x et y 2 converger vers le méme
point. Le terme en v a pour but de pousser les points de max a I’intérieur de €, typiquement
on utilisera pour cela d(x,y) = (1 Axy) + (1 Ayy). Enfin le terme @g(x,y) est un terme
classique de localisation ayant pour but de s’assurer que le max est atteint.

Mais le fait d’avoir a gérer une direction particuliere, xy, incite a utiliser une méthode
qui désymétrise les termes de dédoublement de variables. Au lieu d’utiliser la pénalisation
typique, |x —y|?/€?, on emploie deux paramétres €’ et €y :

W —y'P | v —ywl?
(€')? (en)?
La stratégie de la preuve consiste donc (une fois que 1’on a poussé les points a 1’inté-

rieur de Q), a utiliser la propriété (e) de contraction dans la direction xy, afin de faire tendre
d’abord ey vers zéro.
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A ce stade, on obtient donc des points x et y qui vérifient xy = yy. On utilise alors
I’hypothése (d) avec s = xy = yy pour récupérer un controle sur les variables de RV~!.
L’hypothese de symmétrie (b) permet de rendre nuls divers termes intégrés par rapport a
U, tandis que les termes intégrés par rapport a u; sont d’ordre inférieur. On peut alors faire
tendre €' vers zéro, qui permet de se débarrasser des termes de pénalisation en |x’ —y'|?.

Il reste a faire tendre v vers O puis R vers I’infini, sous réserve d’avoir obtenu des
estimations stables de ces termes par rapport a € et €y auparavant, ce qui est classique en
solutions de viscosité.

Cas des processus censurés — deux cas se présentent : le cas trés singulier (ot > 1 dans le
cas du laplacien fractionnaire), et le cas d’une singularité pas trop forte (o < 1) qui releve
d’une approche différente.

e Dans le cas peu singulier, i.e. [|z| A 1du(z) < o, on construit une solution de type
«blow-up », c’est a dire une fonction U vérifiant

—Z[U] > —-K dans {0 <xy <R}

avec U > 1/0(xy), ot limw = 0 lorsque xy — 0. L’existence d’une telle fonction est ob-
tenue pour une large gamme de mesures dont le cas du laplacien fractionnaire, tempéré ou
pas. Dans ce cas la preuve de comparaison releve de principes assez classiques : on utilise
la fonction U dans la pénalisation en étudiant

¥ — 2
sup () =) — 3 ete) = et~ et

Ces termes de blow-up empéchent les points de max d’étre sur le bord, et on peut donc
utiliser I’équation a I’intérieur pour faire une comparaison habituelle (en tenant compte tout
de méme des termes non-locaux).

e Dans le cas des mesures plus singulieres, on utilise encore la décomposition u, + u,
mais on demande ici un peu plus :

dz B
pe(0) = g [OARP)(ag) <o,

ol p = o — 1. Les résultats de comparaison que nous allons avoir dans ce cas sont donc
moins généraux que dans les autres cas. Non seulement a cause de la restriction sur la
partie uy, mais €galement a cause d’une hypothese de régularité a priori que nous n’avons
pas réussi a relaxer.

Le résultat obtenu est le suivant : si u est une sous-solution, v une sur-solution telles
que pour un certain § > J3,

u(x,xy) > u(x,0) = Clay[P v(x,xy) < v(x',0)+Clxy|?

alors u < v. En particulier, on démontre donc qu’il existe au plus une solution de classe %
pour tout § > a— 1.
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De facon complémentaire, on sait démontrer qu’en dimension N = 1 toute solution
bornée, uniformément continue est €*# pour un certain B > B. On sait de plus construire de
telles solutions, ce qui boucle (en partie seulement) le probleme. En dimension plus grande,
le méme résultat reste vrai mais il nécessite des hypotheses assez fortes sur la régularité de
f par rapport aux variables de R¥~! qui ne sont pas satisfaisantes.

e Un mot sur la condition de Neumann —d,,, u < 0 : dans le cas des processus censurés de
faible intensité, le fait d’avoir une solution de type blow-up entraine qu’il n’est pas besoin
de s’occuper des points du bord. Ainsi, cette condition de Neumann est tout simplement
encodée dans I’opérateur. En d’autres termes, pour faire un parallele avec les équations
locales, il semble que le processus associé ne puisse venir toucher le bord (et donc I’équation
a lieu au bord). Alors que dans le cas des processus censurés de forte intensité, on n’évite
pas le fait d’utiliser la condition de Neumann pour évacuer la présence des points de max
sur le bord.

Convergence quand o tend vers 2~ — une fois le principe de comparaison établi, il est
presque automatique d’obtenir des solutions via la méthode de Perron. Cela nous fournit
donc, a partir d’une fonction f donnée, au moins une solution pour chaque modele de
Neumann non-local. La question se pose alors de savoir lequel de ces modeles est cohérent
avec le modele local, lorsqu’on passe a la limite en concentrant la mesure g. Nous avons
prouvé que si on considere la suite de solutions (i) de I’équation (2.5) avec
g(z)dz

pa(dz) = (2— ) |z[NFa
alors sous les hypotheses (a) — (d) (qui incluent également les processus censurés), lorsque
o — 27 tous nos modeles convergent vers 1’unique solution du probléme local
Ju
— =0,
axN
ot a = g(0)|S|N"!/N, b = Dg(0)|S|¥"! /N. Cela signifie donc que chacun des modeles
considéré est raisonnable, en ce sens qu’il en est une approximation nonlocale cohérente.

—aAu+b-Du+u=f,

6. COMPORTEMENT EN TEMPS LONG

Dans cette section, nous considérons une équation parabolique sous la forme générale
suivante :

(2.6) ” —|—F<x,Du,D2u, z[u]) —0,

avec une donnée initiale uo définie sur RV. On remarquera la non-dependence en u qui est
en partie remplacée par le terme de dérivée en temps V. L’ensemble de la théorie d’exis-
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tence, d’unicité, de régularité s’étend sans trop de difficultés, la variable temps n’étant en
fait qu'une variable de plus. Ce qui nous intéresse principalement ici, c’est d’obtenir le
comportement asymptotique des solutions lorsque ¢ tend vers 1’ infini.

Méthodes classiques — Dans le cas purement local (pas de dépendance en I[u]),
il s’agit d’un probléme qui a été longuement étudié, cf. notamment [Lions1982,
NamahRoquejoftre1999, BarlesSouganidis2001] pour I’approche que nous décrivons et uti-
lisons ci-dessous, et [Fathi1998] pour une autre approche de type systemes dynamiques
(théorie de KAM faible). On peut aussi aborder ce probléme par des méthodes probabilistes.
La bibliographie concernant le comportement asymptotique étant assez vaste, on revoit a
[7] pour plus de références sur le sujet.

Pour I’approche edp, on met en évidence d’abord le fait que le rapport u(-,¢)/t tend
vers une constante A, appelée constante ergodigue ™. Puis, on cherche un développement
asymptotique de la forme

u(x,t) =M+v(x)+o(1),

ol o(1) désigne une quantité qui tend vers zéro quand ¢ tend vers I’infini. On démontre alors
que sous certaines hypothéses sur F, il existe bien une unique valeur de A, indépendante de
la donnée initiale u, telle que I’équation

(2.7) A+ F(x,Dv,D*) =0

ait une solution de viscosité v, qui donne donc le développement asymptotique recherché.
On notera que donc ni A, ni v ne dépendent de la donnée initiale ug, ce sont des quantités
reliées a la structure de 1’équation.

Le cas non-local — Dans [7], nous avons repris la méthode de [BarlesSouganidis2001]
pour la mettre en place dans notre situation. Cette méthode repose principalement sur deux
ingrédients :

(i) des bornes Lipschitz de gradient, obtenues dans [9] ;
(if) un principe du maximum fort™, démontré dans [Ciomaga2012].

Les hypothese de structure sur F sont donc dans un premier temps les mémes que
celles pour obtenir de la régularité et de la comparaison. Puis, pour résoudre le probleme
ergodique (2.7), on utiise une structure plus spécifique :

F(x,u,Du,D*u, I|v]) = Fy(x,v,Dv, I[v]) + H(Dv),

ou Fy est positivement homogene de degré 1 : Fy(x,Au, Ap, AM,\l) = AFy(x,u, p,M,{) pour
tout A > 0. La partie non-linéaire en gradient, H(Dv) peut étre sous-linéaire ou sur-linéaire,
I’idée étant d’isoler cette dépendance non-linéaire en gradient de la dépendance en x, chose
toujours délicate en théorie des solutions de viscosité.

Sous ces hypothéses ont obtient bien 1’existence d’une unique constante A telle que
(2.7) ait une solution, qui est unique a constante additive pres. L’ obtention de ce résultat
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passe par la résolution du probleme modifié :
&+ F (x,v,Dv,D*vI[v]) =0,

dont le passage a la limite montre que dv(0) — A, ce qui sélectionne la bonne valeur de
la constante ergodique. Les preuves différent quelque peu selon que H(+) est sous-linéaire
ou sur-linéaire, mais c’est en particulier a cet endroit que des bornes localement uniformes
(pas nécessairement Lipschitz) sont nécessaire pour passer a la limite et avoir une solution
du probleme ergodique.

Reste ensuite & démontrer que u se comporte bien comme Az + v(x). On commence
par invoquer le principe de comparaison pour 1’équation parabolique qui montre que si on
définit

m(t) := max (u(x,t) .y —v(x)) :

x€RN

alors |m(t)| < |m(0)|. En fait, on voit de méme que m(-) est une fonction décroissante (au
sens large), ce qui permet de définir sa limite en I’infini, 7 € R. Evidemment, si on savait
que 7 = 0 on aurait presque fini, mais rien ne permet de le dire a ce stade.

On utilise alors la fonction w(-,z) := u(-,¢) — At qui est bornée et equi-Lipschitz. On
peut donc trouver une suite #,, — oo telle que w(-,t,, +1) — Ww(-,7) ot w(-,) est uniformé-
ment Lipschitz en x. En passant a la limite dans m(z,, +1), on voit que

i = max (W(-,I) - v(-)) .
C’est ici que nous sert le principe du maximum fort qui montre que w ne dépend pas de x
puisque w(x,7) = v(x) +m. Mais de plus, v+ i est la seule limite possible pour w(-,7) et
c’est donc toute la suite qui converge, pas seulement une sous-suite. Enfin, on obtient

lu(51) =t =v(-) =0 < [[w(-) =v(-) = sh1l]ec = O

N =

ce qui montre qu’on a le développement u(x,7) = A +v(x) +o0(1) ol v = v+ est bien une
solution du probléme ergodique associé a A.

On notera que plusieurs passages a la limite ne nécessitent pas des borne Lipschitz
(a condition d’avoir des bornes globalement uniformes), mais qu’on utilise le caractere
Lipschitz au moment d’utiliser le principe du maximum fort. En effet, il faut pour cela
obtenir I’équation satisfaite par w, et dans le cas surlinéaire, il est nécessaire de linéariser
I’équation.



CONTROLE DETERMINISTE

Dynamiques discontinues

Cette troisieme partie aborde la thématique du contrdle déterministe. Les travaux ex-
posés concernent plus précisément le cas ou les dynamiques présentent des discontinuités,
ce qui en fait un probléme non-standard.

L’approche « équations aux dérivées partielles » via les équations de Bellman ne per-
met pas de décrire completement les phénomenes qui se présentent le long des lignes de
discontinuité. Il est donc nécessaire d’utiliser des arguments plus fins, au niveau du pro-
bleme de contrdle.

Sous I’angle edp, la question qui se pose est celle de I’unicité des solutions d’équations
H;(x,u,Du) =0 dans Q;,

oll les ; recouvrent 1’espace tout entier et les hamiltoniens sont associés A des problémes
de «contrdle ». On on démontre en fait qu’il existe une solution minimale et une maximale
qui sont distinctes en général.

CONTROLE ET EDP

DISCONTINUITES DE CODIMENSION UN
EXTENSIONS

HOMOGENEISATION

EXEMPLES EN DIMENSION UN
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1. CONTROLE ET EDP ; POSITION DU PROBLEME

Pour comprendre les problémes qui se présentent dans le cas des dynamiques discon-
tinues, nous allons passer rapidement en revue les notions fondamentales de la théorie du
controle et des edp associées.

Equations différentielles ordinaires controlées — On part de 1’edo suivante

X(t)=b(X(t),a(t)) pourt>0,

3.1
X(0)=xeRN pourt =0.

Ici, o) est une fonction de 4 := L*(0,7;A) ol A est un espace métrique compact. On
parle indifféremment de contréle pour un élément de o.(-) € 4 ou o € A. Par ailleurs, il est
courant de supposer A convexe pour éviter d’avoir a utiliser des contrdles relaxés .

Sous I’hypothése classique que le champ de vecteurs b : RY x 4 — RN est Lip-
schitz par rapport a sa premiere variable, le théoreme de Cauchy-Lipschitz fournit pour tout
contrdle o € 4 et tout x € RV, une unique trajectoire controlée X () = X2(-) : [0,00) — RV
qui satisfait (3.1). L’espace ambient pour X (-) est appelé espace d’état puisque X (-) encode
I’état du systeme étudié (sa position physique dans I’espace, par exemple).

Dans le cas ou la dynamique b est seulement continue, on peut encore résoudre I’edo
(conditions de Péano), mais I’unicité est perdue a priori. En revanche, cela devient sensible-
ment plus compliqué lorsque b présente des discontinuités, sujet qui est au cceur des travaux
[4, 3] que j’expose plus loin.

Contréle optimal — Lorsqu’on sélectionne un ensemble spécifique de contrdles, on obtient
un ensemble de trajectoires qui partent toutes du méme point x. Dans les problemes qui nous
intéressent ici, on cherche 2 minimiser un coiit, calculé pour chaque trajectoire ®. Notant
£(y,a) le colit instantané calculé a la position courante y en utilisant le contrdle o € A, on
se ramene donc & minimiser la fonctionnelle suivante :

J(x,0) = /Omz(x(t),a(t))ﬂf dr,

ol A > 0 est appelé facteur d’actualisation. Ce probléme est dit en horizon infini car on
laisse les trajectoires évoluer sans les stopper a un instant 7 > 0 (cf. plus loin le cas des ho-
rizons finis ol on ajoute un cot spécifique en 7 > 0). Le r6le de ce facteur est, entre autres
choses, de faire converger I'intégrale, pour cela il suffit alors d’avoir un cofit instantané
borné.
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La plupart du temps (mais pas toujours, comme nous le verrons), on prend tous les

contrbles de I’ensemble A4 et on cherche donc a déterminer
U(x):= inf / 0(X (1), au(t))e ™M dr
(x) o Jo (X (1), (1)) :

ol 7 (x) désigne I’ensemble des trajectoires controlées admissibles, c’est-a-dire celles qui
sont solutions de I’edo controlée (3.1), en partant du point x. Souvent, on ne se contente pas
que de chercher la valeur de cet infimum ; on cherche aussi la (ou les) bonne(s) stratégie(s)
permettant d’obtenir ’inf, i.e. on cherche le ou les contrdle(s) optimal(aux) a(-) et la ou les
trajectoire(s) associée(s) X (-).

L’approche de Bellman et la programmation dynamique — Dans son célebre probléme
du voyageur [Bellman1962], Bellman a abordé ce probleme de minimisation sous un angle
particulierement intéressant : plutdt que chercher a calculer I’inf et le contr6le optimal a x
fixé, son idée fut d’étudier la fonction valeur (x — U(x)), en particulier en cherchant une
équation (fonctionnelle, ou aux dérivées partielles) qu’elle satisfait.

La premicre information importante concernant la fonction valeur est qu’elle satisfait
le principe de la programmation dynamique (ppd) qui se traduit par une équation permettant
de relier U (x) et la valeur de U en un point voisin (ou pas) : pour tout T > 0,

Ulx) = (x,ai)léfcr . ( /0 tE(X(t),oc(t))e—M dr + U(X(r))e—“) :

L’une des deux inégalités est facile a obtenir : si @ € 4 est un controle optimal pour U (x),
alors en découpant I’intégrale, en faisant un changement de variable puis en prenant 1’inf il

vient,
Ux) = /()Tz(;((z),a(z))e—M di e /OwE(X(t—i—’t),d(t—i—’c))e_M dr,
> /0 X (1), a(0))e M di + e U (X (1))
D’ou I’inégalité U(x) > ... en prenant I’inf sur toutes les trajectoires admissibles. L’ autre

inégalité s’obtient par un découpage similaire, mais en construisant une suite «bons»
contrdles, donnant I’inf a € pres.

Equations de Hamilton-Jacobi-Bellman — La programmation dynamique peut se traduire
de fagon infinitésimale : lorsqu’on fait tendre T vers O dans

Ux)-UX(t)e ™ _ I/OTK(X(t),d(t))dt,

T T

on obtient formellement
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La justification exacte fait intervenir la théorie des solutions de viscosité, en remplacant
U(-) par une fonction-test réguliere (afin de jusifier le calcul de dérivées), et on procede
donc par double inégalité.

En introduisant I’hamiltonien H (x,u, p) = sup,c4 {Au—b(x,a)- p—{(x,a)}, et en uti-
lisant quelques manipulations classiques entre 1’inf et le sup sur les controles, on arrive a la
conclusion que la fonction valeur U (-) satisfait I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman :

H(x,U(x),DU(x)) =0 dans R".

L’hamiltonien H, bien que non-linéaire, satisfait un certain nombre de « bonnes » propriétés,
en particulier la coercivité et la convexité © qui assurent qu’il existe une unique solution
(au sens de viscosité) de cette équation dans RY.

Contréle en feedback — Nous venons donc de caractériser U comme 1’'unique solution
de I’équation de Bellman H(x,U,DU) = 0 mais mé&me si cette équation peut nous fournir
des renseignements qualitatifs sur U en fonction du point x, cela ne répond pas a I'une des
questions de départ, a savoir trouver le controle optimal qui réalise I’inf, c’est-a-dire : quelle
est la «bonne » stratégie a employer pour minimiser le cofit ?

L’idée est d’obtenir ce contrdle par feedback : pour tout x € RY, on sélectionne le
controle a = a(x) qui réalise le sup dans le calcul de H(x,U,DU), qui donne la meilleure
stratégie « instantanée » au point x.

Ensuite, on résout I’edo suivante : X (r) = b(X(r),a(X (t)) en partant de X (0) = x. On
obtient ainsi une trajectoire admissible associée au contrdle o(¢) := a(X(¢)), et on démontre
qu’elle fournit une trajectroire optimale, donnant I’inf. Ainsi, une des « bonnes » stratégies
recherchées est donnée par o.(-), qui est obtenu par feeback. Pour résumer 1’approche : on
résout d’abord 1’équation de Bellman puis on en déduit le contrdle optimal. Notons tout de
méme qu’il n’est pas si aisé de calculer concrétement a(-) car il faut trouver le maximiseur
de I’hamiltonien en chaque point X (¢) de la trajectoire.

2. DISCONTINUITES DE CODIMENSION UN

Dans [4] nous abordons le cas ol la dynamique b(-,-) n’est plus Lipschitz par rapport
a sa premiere variable, ni méme continue.

Le cas modele est le suivant : on sépare RY en deux domaines Q| = {xn >0}, Q =
{xny < 0} et on note # (ou I') la frontiere commune Q; NQ,, qui n’est rien d’autre que
I’hyperplan {xy = 0}. On se donne ensuite deux dynamiques Lipschitz b, et by, définies
sur Q; et Q» respectivement, mais avec by # by sur H a priori. On se donne également
deux ensembles de contrdles A; et A, (différents ou non, cela n’a pas d’importance ici).
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Dans un premier temps, nous allons supposer que nous avons une controlabilité forte
dans le sens suivant @ : il existe un 8 > 0 tel que pour tout x € RV,

(3.2) {bi(x,a) 0 €A;} DB5(0), i=1,2.

Dans le cas ou les dynamiques sont continues, cette hypothése permet de démontrer par
exemple que 1’on peut relier en temps fini n’importe quels points x et y de RV par une
trajectoire de (3.1) a I’aide d’un contrdle bien choisi.

Résolution de I’edo par inclusion différentielle — La premicre difficulté consiste a donner
un sens aI’edo (3.1) lorsque le champ b est défini comme étant égal a b sur Q; et b, sur Q; :
que doit-on faire lorsque la trajectoire arrive sur un point de A ? Une premiére approche
consiste a régulariser le probleéme en faisant une interpolation réguliere entre b; et b, sur
H ; ¢’est I’approche de Filippov [Filippov1960], décrite plus bas (c¢f. Approximations de
Filippov et viscosité évanescente, plus loin).

N

L’autre approche consiste a utiliser 1’outil des inclusions différentielles (voir par
exemple [AubinFrankowskal990]) : on définit pour tout i = 1,2 et x € Q;, les ensembles
Bj(x) := {bi(x,a); o € A; }. Puis, sur # on définit

By (x) = w(Bl(x) UBz(x)> ,

ol co(E) désigne 1’adhérence convexe® de E. On retrouve en fait la méme idée que
dans I’approximation de Filippov puisque cette derniere consiste a faire des combinaisons
convexes une fois les dynamiques étendues un peu au-dela de leurs domaines de défini-
tion. L’avantage des inclusions différentielles est que cela fournit un outil clef en main pour
résoudre I’edo sans avoir a faire de passage a la limite : en posant

B, (x) six e Qp,
B(x):= 14 Ba(x) sixeQy,
By(x) sixeH,

on se ramene a résoudre 1’inclusion différentielle
X(t) e B(X(1)).

Trois conditions sont toutefois a vérifier pour pouvoir résoudre ce probléme : I’application
(x — B (x)) doit étre semi-continue supérieurement, a images convexes et compactes, ce
qui est bien le cas ici car on a pris soin de prendre 1’adhérence convexe.

A priori, on a perdu dans cette formulation I’aspect « trajectoire contrdlée ». On utilise
alors un résultat de sélection mesurable qui nous permet de récupérer le contrle sous-
jacent : il existe un controle a(-) tel que 1’on peut écrire X (-) comme la solution d’une edo
controlée X (1) = b(X(1),a(t)), cf. Figure 3.7.
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Qy

1
A

FIGURE 3.7 — Trajectoire globale.

Ce contréle a(-) tient compte de chaque controle séparément sur Q;, mais aussi de la
combinaison convexe sur . Ainsi, pour tout > 0,

a(t) = (ou(r),0(r),u(t)) € Ay x Ay x [0,1] := A
etdonc a(-) € 4 =L"(0,T;A). Pour ce qui est du champ b, on a b = b; dans Q;, b, dans
Q, et sur A on retrouve la combinaison convexe

b(x,a) = ub; (x, OC]) + (1 —,u)bz(x, 0(2) .

On a ainsi obtenu une notion de trajectoire admissible globale dans RY. On note 7 (x)
I’ensemble de ces trajectoires.

Formulation edp du probleme — puisque dans chaque ouvert €; on a un probléme stan-
dard, en utilisant les hamiltoniens

Hi(x,u,p) := sg\) {hu—bi(x,04) - p—li(x,04) }
0

(qui sont définis sur Q;), on obtient déja deux équations 2 résoudre :
(3.3) Hi(x,u,Du) =0 dans Q;, i=1,2.

Reste la question de savoir les conditions sur #. De par la théorie des solutions de viscosité,
on sait qu’il faut complémenter ces équations par les conditions de Ishii sur le bord ®, ce
qui donne pour tout x € # :

(3.4) {(i) maX{Hlquu Hzx”DM}Z

(ii) min {H;(x,u,Du);Hs(x,u,Du)} <0,
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qu’il faut comprendre de la facon suivante : la condition (i) doit étre vérifiée par une sur-
solution, et la condition (ii) par une sous-solution. La question qui se pose alors est de
prouver la comparaison pour un tel systeme d’équations, afin d’obtenir I’existence et 1’uni-
cité de la fonction valeur u de notre probléme.

Un point important a noter pour la suite est que les conditions d’Ishii sur le bord
sont obtenues en passant a la limite lorsqu’on vient de I'intérieur des €2;. Ces conditions
n’ajoutent donc fondamentalement pas d’information suppplémentaire par rapport a la paire
d’équations H; = 0 dans ;.

En fait, ce manque d’information supplémentaire sur le bord (du point de vue edp)
est une vraie difficulté qui empéche d’avoir un résultat de comparaison général. Nous expli-
quons ci-apres comment on peut construire deux fonctions-valeur qui vérifient les équations
de Bellman, mais qui sont en général non identiques. Il faut pour cela rentrer plus en dé-
tail dans le probleme de controle sur . Voir aussi plus loin quelques contre-exemples en
dimension un.

Stratégies régulieres et singulieres — En dehors de I’hyperplan #, le probléme est plutdt
standard. Ce qui change ici, c’est la possibilité de croiser #, mais surtout d’y rester ! En
effet, notant n une normale & #, tant que b(X(¢),a(t)) -n =0, la trajectoire X () reste dans
I’hyperplan H puisque le théoréme de Stampacchia nous donne

X(t)-m=0 pour presque tout ¢ tel que X (t) € H .

Cependant, le point fondamental est qu’il y a deux type de stratégies permettant aux trajec-
toires de rester sur # :

(i) les stratégies dites push-push, qui consiste a utiliser une combinaison de champs b
et b, poussant la trajectoire vers H ;

(i) les stratégies pull-pull ou les champs tirent chacun de leur coté la trajectoire, mais la
combinaison convexe donne un équilibre (a priori instable).

Si on revient a la formulation edp, on comprend aisément que les stratégies pull-pull ne
peuvent étre encodées dans le systeme d’edp, contrairement aux stratégies push-push. En ef-
fet, les push-push sont obtenues comme limites de champ ramenant de I’information depuis
I’intérieur des Q;, contrairement aux pull-pull qui peuvent donc étre considérées comme
«singulieres », mais qui restent néanmoins présentes. Cette remarque incite donc a intro-
duire la définition suivante :

T (x) :={(X,a) € T(x) : bi(X(t),a(t)) m; >0, i=12,X(t) € H}.
Cet ensemble 7™8(x) est donc constitué des trajectoires controlées admissibles qui sont

«régulieres » sur H, dans le sens ot les stratégies singulieres (pull-pull) en sont exclues.

Fonctions-valeurs — A partir des trajectoires de 7'(x), on peut définir une premiére
fonction-valeur, comme on le fait dans le cas classique. Pour cela, il faut définir le cot
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sur A et on le fait en copiant la méme combinaison convexe que celle qui donne la dy-
namique sur #. On pose donc £(x,a) = [;(x,q;) si x € Q; et sur 'hyperplan, ¢(x,a) =
uly(x,00) + (1 —p)lp(x,00). A partir de 13, on peut définir
U™ (x):= inf /me X(1),a(t))e ™Mdt,
(@)= int [0 (0,a0)

et on démontre que U~ vérifie bien le systeme d’équations complémentées par les équations
de Ishii, (3.4).

On peut aussi utiliser les trajectoires «régulieres » et définir de facon similaire une

autre fonction-valeur
U= inf [ X(@),a(0)e M dr.
(X,a)eT™e(x) JO

Comme on prend I’infimum sur un ensemble plus restreint de trajectoires, on a évidement
U >U". De plus, on démontre que U™ est également solution des edp complémentées par
(3.4). En fait, il s’avere que U~ est la solution minimale (plus petite sur-solution) alors que
U™ est la soution maximale (plus grande sous-solution) du probléme edp.

En général, il est clair que ces deux solutions extrémales sont distinctes car le coft
sur les trajectoires singulieres peut étre moindre que sur les trajectoires régulieres. Nous
donnons dans la section 4. quelques exemples explicites en dimension un de ce type de
phénomene.

Pour prouver les principes de comparaison pour ces deux fonctions-valeurs, il faut
s’appuyer sur le probleme de contrdle, en particulier pour U™, car la notion de trajectoire
singuliere n’est pas encodée dans les edp.

hamiltoniens tangentiels, retour sur ’approche edp — La question de savoir caractériser
les deux fonctions-valeur extrémales U' et U~ d’un point de vue edp est a priori délicate :
on a déja vu qu’elles verifient toutes deux les équations (3.3)—(3.4). Il faut donc complé-
menter ces équation par autre chose sur le bord pour retrouver de I’unicité.

On revient alors aux trajectoires qui restent sur A et on introduit un hamiltonien

«tangentiel » sur cet hyperplan :
Hr(x,u,p) := sup {ku —b(x,a)-p— K(x,a)} .
acAg

Ici, Ag est I’ensemble des contrdles a = (0, 02, 1) € A tels que b(x,a) -n = 0. En réalité, Hr
étant défini pour x € #, on doit le calculer sur des fonctions qui sont restreintes a #. Cela
entraine que la variable p est censée étre (N — 1)-dimensionnelle. Mais comme les contrdles
sont dans A, le champ b(x,a) est tangentiel et donc le produit scalaire b(x,a) - p se réduit
au produit scalaire dans . On peut donc faire un abus d’écriture en écrivant Hr (x,u, Du)
méme si la fonction u est définie sur RV et son gradient est dans R" (c¢f. plus loin dans le
cas d’une frontiere qui n’est pas un hyperplan).
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L’intérét de cet hamiltonien tangentiel est qu’il porte I’information de I’ensemble de
toutes les stratégies sur #, pas seulement les régulieres. Ainsi, on récupere le fait que la
fonction-valeur U™ satisfait

Hr(x,U ,DU") <0 sur 4.

On peut alors récupérer de I'unicité en imposant la condition sur Hr, uniquement sur la
condition de sous-solution :

—o on dit que u est sous-solution de H™ (x,u,Du) = 0 si et seulement si elle est sous-
solution de (3.3), vérifie (3.4)-(i) et Hy (x,u,Du) <0;

—o on dit que u est une sur-solution de H™ (x, u, Du) = 0 si ¢’est une sur-solution de (3.3)
qui vérifie (3.4)-(if).

—o on dit que u est une solution de H™ (x,u,Du) = 0 si c’est a la fois une sous et une
sur-solution.

On démontre alors qu’on a un principe de comparaison pour les sous et sur-solutions de
H™ (x,u,Du) = 0, ce qui implique que U~ est caractérisée comme 1’unique solution de ce
probléme edp complémenté.

11 est tentant d’essayer une approche similaire pour U en définissant H;® a partir de
I’ensemble Ag’g des contrdles réguliers qui donnent un champ tangentiel : on prouve que
H;eg(x,U+,DU+) < 0 sur H. Mais évidemment, H;eg < Hr et on ne sait pas caractériser
U™ comme I’unique solution des edp complémentées par la condition H;® puisque par
exemple, U™ la vérifie aussi.

3. EXTENSIONS

Dans [3], nous avons étendus les résultats précédents essentiellement sur trois plans
que nous allons esquisser maintenant.

Interfaces non plates — les résultats du cas modele de I’hyperplan H = {xy = 0} séparant
deux ouverts peut se généraliser quand I’interface I' := Q; N Q; est suffisament réguliére.

Typiquement, si I est une sous-variété
de dimension (N — 1) de classe W' (dans
le cas completement controlable), on peut
utiliser un systeme de cartes qui permet de
se ramener localement au bord plat.

De plus, une des avancées de [3] est
d’avoir montré des versions locales de nos FIGURE 3.8 — Bords non plats.
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travaux précédents. Cela permet, entre autre chose, d’étendre nos résultats au cas d’une
infinité de domaines (€;) tels que pour tout x € " := RN \ (UQ;), il existe une boule B, (x)
dans laquelle la situation est exactement celle de deux ouverts séparés par une interface
Lipschitz®.

Evidemment, pour un point frontiere x € dQ; NdQ;, la définition de stratégies singu-
lieres et/ou régulieres se fait a travers les normales sortantes n;(x) et n;(x).

Dépendance en temps — 1’introduction d’une dépendance en temps est relativement facile,
car les preuves employées, aussi bien du coté edp que du coté contrdle ne changent presque
pas. Cela permet d’étendre nos résultats au cas d’équations du type u, + H (x,u, Du) = 0.

Concretement, on introduit une dépendance en temps dans les dynamiques et cofts :
bi(x,s,a) et li(x,s,a), et utilise un coit final g(-) ent € [0, T]. Le probleme de minimisation
devient donc de trouver

u(x,t) = (Xﬂ)iél;(x’t)/o 0(X(s),t—s,a(s))ds+g(X(r)),

out € [0,T] X(s) € B(X(s),t —s), X(0) = x. La programmation dynamique montre que
dans les cas standard, la fonction-valeur vérifie I’équation

u +H(x,u,Du) =0
avec donnée initiale u(0,x) = g(x), et H(x,u, p) := sup{—b(x,a) - p—{(x,a)}.

Dans le cas discontinu (avec des surfaces de discontinuité ne dépendant pas du temps),
nous avons prouvé que I’ensemble de nos résultats s’appliquent : on peut définir deux fonc-
tions valeur extrémales U~ et U™ qui vérifient les équations dans chaque domaine (et les
conditions de Ishii sur les frontieres). La fonction U™ est obtenue en prenant I’infimum sur
les trajectoires régulieres, et en général, elle est différente de U™, pour laquelle I’infimum
est pris sur toutes les trajectoires admissibles. Et on garde un principe de comparaison (en
fait, local) pour (3.3)—(3.4), complémentée par la condition u; + Hr(x,u,Du) < 0 pour la
condition de sous-solution.

Controlabilité normale — la condition de controlabilité (3.2) peut étre relaxée pour n’utili-
ser qu’une controlabilité partielle, dans la direction normale. Plus précisément, nos résultats
sont valables sous 1’hypothése qu’il existe & > 0 tel que pour tout x € RY,

{bi(x,00) mi(x) €A} D (—=8:8), i=1,2.

Cette controlabilité faible permet de récupérer de la coercivité par rapport a la composante
normale py, et d’en déduire qu’une solution est Lipschitz en la variable xy deés qu’elle
I’est par rapport aux variables tangentielles. Ce point nous permet de faire I’ensemble des
preuves de comparison en régularisant d’abord uniquement par rapport aux variables tan-
gentielles ™.
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Evidemment, comme le seul point délicat concerne ce qui se passe sur la frontiere I,
cette controlabilité normale est seulement nécessaire au voisinage de I', pas nécessairement
partout dans RV,

Stabilité — Nous avons démontré un résultat de stabilité pour les fonctions extrémales : on
part de suites de dynamiques et cotts (b%,1) et g° qui convergent localement uniformément
(en x) vers (b;,1;) et g, et on souhaite passer a la limite dans les fonctions-valeur U et U .

Tout d’abord, passer a la limite dans les edp H; = 0 et les conditions (3.4) est assez
standard en solutions de viscosité V. La vraie difficulté pour U~ est de passer 2 la limite
dans la caractérisation Hr < 0. Pour cela, une premiére étape consiste & montrer que Hy —
Hy localement uniformément en toutes ses variables (notons que la controlabilité selon la
normale joue un role ici).

Il faut ensuite pouvoir extraire des trajectoires admissibles convergeant vers une trajec-
toire admissible du probléme limite. Pour les trajectoires associées a U™, cela peut se faire
en utilisant 1’outil des inclusion différentielles, mais c’est en revanche plus compliqué pour
U, car les trajectoires régulieres ne sont pas « vues » de facon spécifique par 1’inclusion
différentielle.

Un lemme important consiste donc a démontrer que d’un ensemble de trajectoires
réguliéres, on peut extraire une suite qui converge vers une trajectoire du probléme limite,
qui est réguliere. C’est un point réellement délicat car les indicatrices des ensembles {X¢ €
H} ne convergent pas vers 'indicatrice de I’ensemble {X € A} : les trajectoires limites
qui restent sur H peuvent étre approchées par des trajectoires restant sur 4 ou au contraire,
qui s’approchent de # en restant dans un Q;. Notons que 1’on peut aussi faire varier les
domaines, en ayant un ensemble de frontieres 4 — H puisque localement, on va redresser
le bord pour se ramener a un bord plat, fixe.

Approximations de Filippov et viscosité évanescente — nous avons déja évoqué I’approxi-
mation de Filippov, qui permet de construire des trajectoires associées a des dynamiques
discontinues. Elle consiste a utiliser des champs b; définis non seulement sur Q; mais sur
un voisinage de cet ensemble, et faire une zone de transition continue passant d’une dyna-
mique a I’autre.

Concretement, dans le cas des deux demi-plans : pour tout € > 0 on définit une fonction
Y, : R — R continue et monotone telle que We (xy) = 1 sixy > €et Ye(xy) =0sixy < —¢€,
et on introduit le champ continu

bg(x, OL) = Wg(xN) by (X, (X]) + { 1— WS(XN) } bz(x, 0(2) .
Cela permet pour tout € > 0 de résoudre 1’edo (3.1) avec bg, ou le contrdle est o est en fait
un couple (0,0), et on obtient donc une trajectoire Xe(-).

Le probleme de minimisation associé fournit une fonction-valeur ue qui est I’'unique
solution de 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman Hg(x,u,Du) = 0. En passant a la limite
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lorsque € tend vers zéro, il est facile de vérifier que H; — H, mais qu’en est-il de u ? Etant
donné le caractere « stable » de la solution minimale (cf. le paragraphe sur la stabilité), et
comme par unicité du probleme approché us = Uy , on en déduit facilement que ue converge
vers la solution minimale du probléme limite, U~. Ainsi, I’approximation de Filippov four-
nit la solution minimale du probléme discontinu.

L’ autre approximation naturelle consiste a régulariser via la méthode dite de viscosité
évanescenteV : on considere le probléme approché

—eAu+H(x,u,Du) =0 dans R,

et on cherche vers quoi tend cette solution u®. Par H, on entend ici une fonction défi-
nie presque partout (en fait partout sauf sur #), qui vaut H; ou H, selon I’endroit ot se
trouve x. Etant donné que 1’hamiltonien H (bien que discontinu), vérifie des hypotheses
«raisonnables », on sait qu’on peut construire une solution faible (i.e. au sens des distribu-
tions) dans W1,

Intuitivement, on comprend que puisque 1’on a gommé le réle de 1’hyperplan, on va
privilégier les stratégies régulieres car les stratégies singulieres ne sont pas «encodées »
dans le systtme d’équations (3.3)—(3.4). On s’attend donc a ce que u® converge vers la
solution maximale, U". Nous n’avons malheureusement qu’un résultat partiel. On ne sait
pas prouver ce résultat de fagon générale, mais il est vrai dés que U™ est sous-harmonique.

En effet, si —AUT < 0, alors U™ vérifie
—eAUT +H(x,UT,DUT) <0,

donc par principe de comparaison, u® > U™ pour tout € > 0 ce qui entraine liminf(x®) > U™.
Par ailleurs, i := limsup(«®) est une sous-solution du probleme limite, donc & < UT.Onen
déduit que

liminf(u®) = limsup(u®) = U™ .

Ainsi, toute la suite (%) converge vers la solution maximale U". Nous donnons plus loin
des exemples en dimension un pour lesquels U™ est convexe, ce qui montre que dans ce cas
la méthode de viscosité évanescente converge vers UT.

4. HOMOGENEISATION

Dans [1], nous abordons un probleme d’homogénéisation discontinue, relié aux pro-
blémes de contrdle vus précédemment.

Introduction a ’homogénéisation — Le principe de I’homogénéisation est d’étudier les
effets d’oscillations de grandes fréquences dans un systeme décrit par des edp. Un exemple
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typique est le suivant®™ : on cherche a comprendre le comportement, lorsque € > 0 tend
vers 0 des solutions u#® du probleme

(3.5) H(x, g,u(x),Du(x)) =0.

On voit que lorsque € < 1, cette équation apparaitre deux échelles d’espace : une variable
dite «lente », x; et une «rapide », y = x/€. Une des hypothéses principales est que H soit
périodique en sa variable y. Par exemple, on supposera que H(x,y+z,u, p) = H(x,y,u,p)
deés que z € Z". Ainsi, lorsque € — 0, par périodicité on peut considérer que la variable
x/€ va osciller considérablement dans [0,1]", d’ou le terme «rapide». On peut donc
s’attendre a un effet de moyennisation de la dépendance en y dans H. On renvoit ici a
[LionsPapanicolaouVaradhan] pour plus de précisions.

Sous un certain nombre d’hypotheses sur I’hamiltonien considéré, 1’équation (3.5) se
simplifie et on obtient que u := limu® vérifie un probléme homogénéisé ot la variable rapide
a disparu :

(3.6) I:I(x,u(x),Du(x)) =0.
Ce nouvel hamiltonien H est appelé hamiltonien effectif.

Les questions naturelles qui se posent, en dehors des préoccupations usuelles d’exis-
tence et de comparaison pour les deux problemes (approché et limite), sont : prouver 1’ exis-
tence de 1’hamiltonien effectif ; démontrer la convergence des () ; avoir une approxima-
tion de u® pour € proche de zéro.

Ces questions sont abordées de facon conjointe dans un premier temps : on part de (3.5)
en injectant dedans un développement de la forme suivante

ut(x) = ug(x,x/€) +€uy (x,x/€) + €2us (x,x/€) ... ,

ol uy, uy,... sont des correcteurs, définis sur RN x [0,1]V. La coervité de I’hamiltonien
implique directement que Dyug = 0, sans quoi le terme en € 1Dyuq ferait exploser 1’ha-
miltonien lorsque € tend vers 0. On voit donc que le premier terme du développement est
constant en y : ug(x,y) =V (x).

Pour trouver I’hamiltonien effectif, on utilise & nouveau I’équation dans laquelle on a
injecté le développement de u®, en ne gardant que les termes d’ordre zéro en € :

F(x,y,V(x),DxV —i—Dyul) —0.

En regardant cette équation comme une équation en la variable y, on voit que pour tout x
fixé, la fonction (y — uy (x, y)) est solution de I’équation F (x,y,V,Dyu; + p) = 0. Or, on sait
que dans le cas périodique, I’équation F (x,y,V,Dyu; + p) = A n’admet de solution que pour
une certaine valeur spécifique du second membre, la constante ergodique A. Ici, A dépend
de x,V, p et en notant A = H(x,V, p), on récupere ainsi I’équation pour V (x) :

H(x,V(x),DV(x)):o dans RV,
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La conclusion est que u®(-) — V(-), on a obtenu la limite des u® et un développement au
premier ordre. Il est bien entendu possible de poursuivre ensuite pour obtenir les correcteurs
uj et up.

Une fois obtenu H et V(-), tout le travail consiste a justifier les calculs formels que
nous venons de faire.

Cas des discontinuités au franchissement de domaines — On reprend le principe d’ho-
mogénéiser sur la variable rapide y = x/€, mais qui va maintenant osciller fortement entre
deux domaines dans lesquelles les dynamiques sont distinctes, avec une discontinuité au
franchissement de la frontiere commune.

On part donc de deux domaines Q; et Q; tels que RY = QUQ U H ot H = QNQy,.
On suppose de plus que les Q; sont ZN-périodiques : si x € Q;, alors pour tout z € Z",
x+z € Q;. Dans le cadre contr6le, on utilise ici les hamiltoniens

Hi(x7y7u7p) ‘= sup {xu—bi(xa%ai) 'p_li(xaya (x'l')}v
O EA;

et on doit donc résoudre les équations

3.7) H(LEM@%DMm)zo dans €Q;, i=1,2.

On I’a déja vu, il faut déja complémenter ces équations par les condition de Ishii au bord :

(3.8) {(z) min { H, (x,x/€,u,Du); Hr(x,x/€,u,Du)} <0 sur &eH,
(ii) max {H;(x,x/e,u,Du);H>(x,x/e,u,Du)} >0 sur e,

mais aussi introduire 1’hamiltonien tangentiel
X
(3.9) m@EMWSOmrMC

On utilise les méme notations que dans la section précédente : H™ < 0O signifie que I’on a
une sous-solution de (3.7) qui vérifie (3.8)-(i) et (3.9); H~ > 0 pour une sur-solution de
(3.7) et (3.8)-(ii). On définit de la méme manieére H' avec la condition de sous-solution
HE <0,

Le probleme est ici de démontrer la convergence des solutions extrémales U et UF
de (3.7)—(3.8) vers des fonctions caractérisées a partir de problemes homogénéisés, qui sont
a priori différents car I’hamiltonien effectif n’a pas de raisons d’étre le méme dans les deux
cas.

Convergence des solutions minimales — En ce qui concerne la solution minimale U, le
fait qu’elle soit enticrement caractérisée par un jeu d’edp rend le passage a la limite presque
standard.

On commence par la résolution du probléme ergodique

H™ (x,y, u,Dv(y) + p) =A
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qui se fait essentiellement en combinant la théorie standard [LionsPapanicolaouVaradhan]
avec I’étude des problémes a dynamique discontinues que nous avons vu précédemment :
on démontre qu’il existe une unique constante A notée H ™~ (x, u, p) telle qu’il existe au moins
une solution v. Un point fondamental ici est que I’hamiltonien effectif ne « voit» plus les
discontinuités car il ne fait intervenir que la variable lente, x. Une fois démontré que H~
possede les bonnes propriétés pour avoir des résultats de comparaison, 1’unicité la solution
de H (x,u,Du) = 0 est standard. On note U~ cette unique solution.

Pour démontrer la convergence de Uy, on utilise des bornes dans W' qui sont in-
dépendentes de €. Ces bornes Lipschitz découlent de I’hypothése de controlabilité totale !
{bi(x,y,0;);0; € A;} D Bs(0). En appliquant le théoreme d’Ascoli-Arzela, on en déduit
I’existence d’une limite Lipschitz notée U (-), a extraction pres.

Pour démontrer que U = U™, on démontre que c’est a la fois une sous et une sur-
solution de H~ (x,u,Du) = 0, ce qui se fait grace a la méthode de la fonction-test pertur-
bée™. C’est A ce niveau de la preuve que 1’on utilise la caractérisation de U; comme
I’unique solution de H™(...) = 0. Il ne reste plus alors qu’a invoquer I’unicité du probleme
homogénéisé pour en déduire la convergence des solutions minimales vers la solution U™.

Convergence des solutions maximales — 11 est plus délicat de traiter le cas de la solution
maximale, car nous n’avons pas de caractérisation edp : on sait qu’elle vérifie H"(...) =0,
mais il n’y a pas d’unicité a priori pour ce systeme d’équations. Le probleme se situe en
fait au niveau de la condition de sous-solution, car la condition H;eg < 0 ne fournit pas
assez d’information pour avoir de la comparaison. Néanmoins, certaines étapes vues pour
la convergence des solutions minimales restent valables.

Tout d’abord, on obtient ici aussi I’existence d’un constante ergodique notée H ™" et on
peut résoudre de fagon unique le probleme

(3.10) at (x,U+,DU+) —0.

Comme pour la solution minimale, en appliquant le théoréme d’ Ascoli-Arzela on obtient
de la convergence localement uniforme (a extraction pres) vers une fonction Lipschitz U.

Démontrer que la limite U est une sur-solution de (3.10) se fait comme pour U~ : on
peut appliquer la méthode de la fonction-test perturbée en utilisant la comparaison avec
Uy car la fonction-test sera une sur-solution de H*(...) = 0, alors que U en est la sous-
solution maximale.

En revanche, on a besoin d’information complémentaire que pour démontrer les pro-
priétés de sous-solution, ce qui est plus difficile car ici on n’a pas la condition (3.9). La
stratégie est ici beaucoup plus subtile, et nécessite d’utiliser la représentation des fonctions-
valeur sous I’angle du contrdle. Au lieu d’utiliser un argument edp de comparaison locale,
on obtient le méme résultat en combinant un argument de sur-optimalité pour la fonction-
test perturbée, avec la programmation dynamique pour Ug .
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Néanmoins, cette aproche ne fonctionne ainsi que si on suppose les dynamiques et
coflits ne dépendent pas de la variable lente. En effet, écrire 1’'inégalité de programmation
dynamique du correcteur €V (x/€) nécessite de faire un changement de variable de la tra-
jectoire en X (¢) = €'Y (¢~ 't), qui induit également une répercussion sur la variable lente.
Si le champ b était continu, ces perturbations pourraient étre contrdlées mais évidemment
nous sommes en présence de discontinuités au franchissement de #.

Pour contourner ce probleme dans le cas général, on introduit une suite de problémes
approchés indéxés par k €]0, 1] o, pour K > 0 fixé, la dynamique est constante par rapport
a la variable lente. On obtient une suite de correcteurs approchés Vi, associés a une suite de
constantes ergodiques A, . Les résultats de stabilité prouvés dans [3] permettent de passer
alalimite: Vi — VetHf — H™.

Ici aussi le fait qu’on puisse extraire d’un ensemble de trajectoires régulieres une sous-
suite qui converge vers une trajectoire qui reste réguliére est un point fondamental, non-
trivial.

5. EXEMPLES EXPLICITES EN DIMENSION UN

L’intérét de la dimension un est de pouvoir faire une classification compléte des diffé-
rents types de solutions en fonction des trajectoires optimales associées.

Classification des solutions — Pour commencer, on introduit les solutions de type
«contrainte d’état» : Ugc; dans Q) et Usc, dans €, qui sont définies de la facon suivante :
pouri=1,2

. Foo [ A

Usci(xo) := inf { / LY (s), 0u(s))e Sds},

Asci |J0
where Agsc; est 'ensemble des controles o;(-) tels que Y/ (s) € Q; pour tout s > 0. Un
résultat classique donne que les Usc; vérifient H; = 0 dans Q; et H; > 0 sur Q,. On note

également
1

0)=— i 1 (0 1—u)lh (0
ug(0) 7\(#’“1’{21)2/40(0){#1( ;o) + (1 —p)la( ,062)},

qui est la solution de Hy(x,u,Du) = 0 sur H = {0} dans ce cas particulier. De la méme
facon, on définit ur;{g(O) en prenant le min sur les contrdles réguliers, Ay*(0).

A partir de 1a, on sait que U™ (0) = min{u4(0); Usc1(0); Usc2(0)} (car c’est la solu-
tion minimale) et donc trois cas se présentent :

(i) C’est ugr(0) qui réalise le min. Dans ce cas, U™ est la solution qui résoud les deux
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problémes de Dirichlet séparément dans € et Q, avec pour valeur commune au bord
uqs(0).

(ii) Sic’est Ugcy(0) qui réalise le min, alors U~ = Ugc; dans € et on résoud le probleme
de Dirichlet dnas Q; a partir de la valeur au bord Ugcy (0).

(iii) Dans le cas ou c’est Ugcz(0) qui réalise le min, on est dans la situation inverse de la
précédente.

La méme classification est valable pour U™ avec ur;fg(O) et c’est précisément la différence

entre u4(0) et u,* (0) qui entraine la non-unicité potentielle.

La démonstration de cette classification nécessite d’étudier les trajectoires optimales
associées et d’utiliser notamment le principe de la programmation dynamique en dimension
1 pour obtenir des propriétés de monotonie de ces trajectoires : si elles partent a I’infini, on
est dans le cas des contraintes d’état, et si elle décroissent vers x = 0, on se retrouve avec une
condition de Dirichlet. Evidemment, la situation est loin d’&tre aussi simple en dimension
plus grande que un, et on ne peut obtenir une classification aussi complete des solutions.

Dans les exemples en dimension un qui suivent, nous allons utiliser les dynamiques
les plus simples, ol le contrdle n’est autre que la vitesse de la trajectoire :

X(t)=oy(t) dans Q, X(t) = ap(t) dans Q;,
ol 0 (+),00(-) € L7(0,4oe0;[—1,1]). Nous renvoyons a [4] ol les calculs explicites qui

suivent sont détaillés.

Exemple 1 : contraintes d’état — On va choisir ici comme cofits les fonctions suivantes :
Li(x,a1)=1—0y +e 1 dans Q, , hx,ap) =140, +e M dans Q,.

Dans un tel cas, il est facile de voir que la meilleure stratégie, si on part d’un xo > 0, consiste
a prendre o = 1 et la trajectoire part a 'infini : on va donc obtenir une solution de type
contrainte d’état. Concrétement, le calcul donne u4(0) = 1/A alors qu’on a une formule

explicite :
—X

e
U = :

sci () = Y
On voit donc effectivement que U™ (0) = Ugc(0) = U™ (0) et comme la situation est sym-

métrique en x, au final

U =0 ) =
14+A°

on est dans un cas d’unicité ou ce sont les contraintes d’état qui donnent la solution du

probleme. Les hamiltoniens associés sont ici

Hi(x,u,p) = p—1|+M—e M =1, Hy(xu,p)=|p+1|+Au—e " —1.
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Exemple 2 : stratégies push-push — On prend maintenant

ll(x,(ll) =14 o dans .Q.l, lz(x,OCz) =1—o0yp dans Q,.

N

Le calcul donne u4(0) = 0, qui est obtenu a partir d’une stratégie «push-push »
(u,0t1,00) = (1/2,—1,41). Le calcul des contraintes d’état donne une estimation simple :

Usci (x)

—X,

=%
et qui ne peut donc donner le min dans la valeur de U~ (0). On est donc dans le cas d’un
probleme de Dirichlet avec donnée au bord U~ (0) = 0. Le calcul de 1’hamiltonien associé
aux colits donne

Hi(x,u,p) = ux+ 1|+ u+1

et on voit donc que ’'unique solution est U~ = 0, ce que 1’on peut aussi vérifier par un calcul
direct a partir de la représentation de U™ par la formule de contréle.

Etant donné que le min est atteint pour une stratégie « push-push », il s’agit déja d’une
stratégie réguliere et donc U™ = U~ : on est ici encore dans un cas d’unicité.

Exemple 3 : stratégies pull-pull — Pour obtenir de la non-unicité, on va en quelque sorte
inverser les colits :

ll(x, 061) =1l—-o;+ |x| dans Q1 , lz(x, 0(2) =1+o0p+ |x| dans Q.

Dans ce cas, la valeur us(0) = O est obtenue par une stratégie singuliere, « pull-pull »
puisque (u,0,00) = (1/2,1,—1). Si on se restreint a des stratégies régulieres, on voit
facilement que

£ (0) = % > ug(0) =0.

11 reste donc a étudier les valeurs en x = 0 des solutions de contraintes d’état : si elles ne
réalisent pas le min, on aura deux solution différentes, U~ et U™,

Le calcul n’est pas aussi aisé que dans les situations précédentes (il faut séparer plu-
sieurs cas en fonction de A) mais il n’est pas non plus trop difficile. Par exemple, pour A > 1,

on obtient
X 1

A
et on voit que le min pour U~ (0) est atteint par u,.(0) = 0, tandis que celui pour U (0) est
atteint par

Usci (x)

1 e 1
Usc](()) = p < u}[g(O) = X

On démontre alors que UT = Ugc; dans Q;, et que cette solution est bien distincte de U™.
Enfin, I’hamiltonien associé est : Hy (x,u, p) = |uy — 1| +Au—x—1.



ANNEXES

Notes, publications

1. NOTES

Notes partie A.

(a)

(b)

Le terme « cadlag » signifie continu a droite, avec limite a gauche. On demande donc au
processus (X;) que pour presque tout ®, la trajectoire t — X, (®) vérifie cette propriété.
Evidemment, c’est le cas pour un processus a trajectoires continues (par exemple :
le mouvement brownien) mais pour un processus a sauts, les trajectoires sont évi-
demment discontinues. Le choix de la continuité a droite n’est pas anodin : il signifie
qu’une fois qu’un processus a sauté, il ne peut recommencer instantanément.

Un processus de Markov est en quelque sorte un processus « sans mémoire ». Plus
précisément, la propriété de Markov dit que pour tout s < ¢,

ol B est un borélien et .%; est la tribu engendrée par les états du passé de (X;), a savoir
Fs:=0(X:0<1<5).

Un processus de Markov (X;) engendre un semi-groupe en agissant sur I’ensemble des
fonctions continues bornées (par exemple) a travers la définition suivante :

L)) = B £(X)|

ol (X;) est le processus tel que XJ = x presque surement. La propriété de Markov en-
traine la propriété de semi-groupe : 7;,; = T; o Ty. On peut ensuite définir le générateur
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(c)

(d)

(e
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infinitésimal du semi-groupe de la fagon suivante :

Af = lim M

t—0* t
Le domaine de I’opérateur A4 étant précisément 1’ensemble des fonctions pour les-
quelles la limite existe (il y a cependant plusieurs facons de considérer cette limite :
ponctuelle, fonctionnelle). En pratique c’est souvent un sous-ensemble de fonctions
suffisament régulieres. On étend ensuite éventuellement 1’opérateur a des classes plus

vastes a I’aide de méthodes classique (arguments de densité, en particulier).

Contrairement au cas du probleme de Dirichlet ou la solution perd de la masse, celle-
ci est conservée dans le cas du probleme de Neumann. La diffusion tend alors a la
redistribuer de fagon uniforme dans le domaine considéré (s’il est borné), et il est
donc naturel que u converge vers la moyenne de la donnée initiale.

Le terme grandes deviations (large deviations en anglais) provient a 1’origine du fran-
cais « grands écarts », utilisé pour décrire les événement exceptionnels ne suivant pas
la loi normale.

Il est par exemple bien connu que si (X,) est une suite de variables indépendantes
identiquement distribuées avec IE(X,,) = u, alors lorsque n — o,

Xi+X+...X, 1o
L LY
n

u.

La convergence a lieu en loi, appelée loi des grands nombres. On peut alors se deman-
der comment estimer les événements rares, c’est-a-dire pour tout € > 0, la quantité

Xi+X+...X
P(‘l*ﬁn_“‘ >g>.
n

Un résultat de Cramér en 1938 (cf. par exemple [DenHollender2000]) montre que si
on définit la fonction de taux

Xi+X+...X,
I(g) = limIP<‘1+2+—,u’ >£>,

n—oeo n

alors I(g) = sup {er —logM (1)} ot M(t) := E[¢’™], ce qui entraine une estimation

exponentielle :
p(| M) < ome
n

On a en fait plus qu’une majoration puisqu’on peut montrer également un inférieur
exponentiel des événements rares. C’est pour ce genre d’estimation que 1’on parle de
« grandes déviations ».

Une des généralisations « naturelles » de 1’équation de la chaleur est I’équation dite des
milieux poreux, u, = A(u™) ot m > 1. Cette équation a fait I’objet de nombreuses pu-
blications concernant les conditions de croissance a 1’infini, la régularité des solutions,
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des frontieres libres, le comportement asymptotique etc. On renvoit a [ Vazquez2007]
pour I’état de I’art et des connaissances sur le sujet.

Certains aspects caractéristiques de cette équation se comprennent bien lorsqu’on la
réécrit sous la forme u, = div (D(u)Vu), avec un coefficient de diffusion D(u) =
mu™~! : aux petites valeurs de u, la diffusion est trés lente ce qui explique par exemple

le phénomene de frontieres libres.

La diffusion dite rapide apparait dans le cas o m < 1 : en effet, dans cas D(u) devient
infini lorsque u s’approche de zéro et la diffusion devient donc considérable en ces
points, ce qui entraine 1’absence de frontieres libres. D’autre part, on peut résoudre
1’équation dans R" sans aucune condition de croissance a I’infini.

Le cas limite m = 1 correspond a celui de 1’équation de la chaleur, qui garde certains
aspects de la diffusion rapide (pas de frontieres libres), mais d’autres des milieux po-
reux (condition de croissance a I’infini).

Le célebre contre-exemple de Tychonoff montre qu’en dehors de la classe des fonc-
tions qui croissent au plus comme une exponentielle quadratique, on peut avoir perte
d’unicité. La solution particuliere de Tychonoff s’écrit sous la forme d’une série

ol f(t) = e /" pour t > 0. Il s’agit d’une solution de I’équation de la chaleur dans
R % (0,e0) qui a pour donnée initiale u(x,0) = 0 (cf- par exemple [John1991]).

Néanmoins, il est important de préciser que si on se restreint a des solutions posi-
tives (au sens large), aucune condition de croissance n’est nécessaire a priori pour
obtenir I’unicité des solutions. Evidemment, le contre-exemple de Tychonoff ne rentre
pas dans ce cadre car cette solution oscille considérablement, prenant des valeurs tres
positives et trés négatives.

De facon tres générale, la notion de frontiere libre apparait dans une classe de pro-
blemes ou I'inconnue n’est pas seulement la solution u d’une équation aux dérivées
partielles, mais un couple (u, ®) ol ® est un ensemble. La portion de d® qui est incon-
nue est appelée la frontiere libre. La plupart du temps, on cherche ainsi a résoudre une
équation dans @, et la condition sur le bord de ® détermine sa forme. Les questions
fondamentales sont celles de la régularité de ®, son évolution dans le temps, etc.

Dans le cas du probléme de Stefan, on cherche a trouver une zone d’eau (le complé-
mentaire étant une zone de glace), dans laquelle on vérifie I’équation de la chaleur. La
position exacte de I’interface eau-glace est déterminée par la quantité de chaleur dans
la zone d’eau, et le mécanisme qui fait fondre la glace.
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On parle de phénomene de rétention dans une équation de diffusion si le fait que toute
solution u > 0 vérifie la propriété suivante :

{u(x,s)>0=u(x,r)>0 Vi>s}.
Ceci n’interdit évidemment pas que u(x,?) puisse s’approcher de zéro.

Dans le cas des milieux poreux, par exemple, I’ estimation de type semi-groupe donnée
dans [BenilanCrandall1981]

S u

= (m—1)

implique la rétention en intégrant entre s et ¢ au point x. Dans le cas d’une solution
positive au sens large, on déduit en particulier que la zone ol u est positive est crois-
sante : une fois que u est positive en un point, elle ne pourra jamais redevenir nulle en
ce point. Evidemment, dans le cas de I’équation de la chaleur la question ne se pose
pas puisque toute solution positive non identiquement nulle est instantanément stric-
temente positive partout.

Uy

Pour ce qui est du probleme de Stefan, la rétention est liée au fait que la phase d’eau,
contenant de la chaleur, a tendance a empiéter sur la phase de glace.

Notes partie B.

(a)

(b)

(©

(d)
(e)

Une mesure borélienne est une mesure positive (au sens large) définie sur la tribu des
boréliens. Elle n’est pas nécessairement finie sur les compacts. Si c’est le cas, on parle
de mesure de Radon ou de mesure de Borel. En particulier dans le cas d’'une mesure
de Lévy y, on peut voir u comme une mesure de Radon sur RV \ {0}, ou comme une
mesure de Borel sur R tout entier.

On convient d’écrire ici (—A)%/? avec a € (0,2), I’autre convention étant d’écrire
(—A)° avec 6 € (0,1), cette derniere écriture étant plus en cohérence avec la théorie
des racines d’opérateurs positifs.

Ecrire le compensateur a I’aide d’une indicatrice releve d’un choix car on pourrait
prendre une fonction plus réguliere. Toutes ces notions sont équivalentes mais chan-
ger de forme de compensateur entraine 1’apparition d’un terme de renormalisation qui
prend la forme d’un drift, B - Du(x). Pour plus d’information au sujet des compensa-
teurs, cf. [Bertoin2006]

cf. la note (b) de la partie A.

La théorie des solutions de viscosité a été introduite par M. Crandall et P.L.. Lions en
1981 pour traiter des équations de Hamilton-Jacobi du premier ordre. Elle fut ensuite
rapidement étendue au second ordre, permettant de traiter des équations de type fully
nonlinear F (x,u, Du,D*u) = 0 et u; + F (x,u,Du, D*u) = 0.
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On renvoit a plusieurs ouvrages de référence pour les aspects généraux de la théorie :
[CrandallLions1983], [Barles1994], [CrandalllshiiLions1992]. Pour des fonctions F
assez générales, on ne s’ attend pas a avoir des solutions au sens classique, on peut s’en
convaincre aisément en dimension un, en prenant F (1') = |u’| — 1, avec conditions de
bord u(—1) =u(1) =0.

Comme il n’est pas possible non plus en général d’utiliser la notion de solution faible
(distribution, intégration par parties), 1’idée consiste a remplacer u par une fonction
réguliere (ici, de classe ¢! ou %) en demandant deux inégalités complémentaires :
on dit que u est sous-solution de F (x,u, Du, D*) = 0 si pour toute fonction test réguliere
¢ qui touche u par dessus au point xy, on a

F (xo,u(x0),D(x0),D*9(x0)) < 0.

On définit de la mé&me fagcon une sur-solution avec des fonctions-test qui touchent par
en dessous. Enfin, une solution est une fonction qui est a la fois sous et sur-solution.

En pratique, on a une théorie raisonnable dés que 1’on peut montrer un principe de
comparaison entre sous et sur-solution, ce qui traduit le fait que cette théorie est fon-
damentalement reliée au principe de maximum. Montrer un principe de comparaison
est donc en général la toute premicre étape lorsqu’on aborde un probléme sous 1’angle
des solutions de viscosité.

Les fonctions semi-continues supérieures (scs) vérifient en tout point

F(x0) > limsup £(x).
X—rX(

Les seules discontinuités possibles sont donc “vers le haut” : f(xo) > lim,_,,, f(x).
C’est I’inverse pour les fonctions semi-continues inférieures (sci). Pour une fonction
scs sur un borné, on peut toujours définir le max mais pas nécessairement le min, et
c’est I’inverse pour une fonction sci. Par exemple, f(x) = x pour x # 0, f(0) = 1 est
scs et elle admet un max sur [—1, 1] qui vaut f(0) = 1, mais pas de min, son infimum
valant 0 n’est pas atteint.

La méthode de Perron consiste 2 démontrer que le sup des sous-solutions d’un pro-
bléme donné est une solution de ce probleéme.

Soit par exemple une sous-solution constante M. On considere 1’ensemble .S des sous-
solutions v < M. Cet ensemble est non vide et on peut ainsi définir u(x) := sup{v(x) :
v € S}. On souhaite d’abord démontrer que u est un élément de S, pour cela on montre
d’abord que si uy,u; € S, alors sup(uy,uy) € S, ce qui est assez naturel, en revenant a
la définition de solution de viscosité. On passe ensuite au fait que sup, {v,(x) : v, € S}
reste dans § par une récurrence immédiate ; on en déduit que u# € S en faisant le raison-
nement en chaque point x (pour chaque point, il existe une sous-suite v, (x) qui donne
le sup). Pour montrer que u est également une sur-solution de viscosité on procede par
I’absurde en supposant que u n’est pas une sur-solution, et en perturbant légerement u
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a I’aide d’une fonction « bump », qui permet alors de construire un élément de § qui
est strictement plus grand que u au moins dans un voisinage autour d’un point (ce qui
est une contradiction avec la définition de u).

On renvoit a [GilbargTrudinger1983] et [Barles1994] pour plus de précisions, éga-
lement a [BarlesImbert2006] pour la méthode de Perron dans le cas non-local, qui
nécessite de construire les fonctions bump en prenant en compte le caractere non-local
de I’équation.

(h) Dans le cas d’un probléme de Dirichlet typique pour F (x,u, Du,D*u) = 0 dans Q avec

@

G

u = g sur le bord dQ, la condition de sous-solution est la méme tant que le point de
maximum xo de u — ¢ est a I’intérieur de , mais si xo € IQ elle devient :

min{(u — ) (x0); F (x0, u(x0), DO (x0), D*§ (o)) } <0.

Cela implique soit que u(xo) < ¢(xo), soit alors que F (xo, u(xo), D9(xo), D*d(xo)) < 0.
On a une alternative similaire pour la condition de sursolution, avec un max au lieu
d’un min sur le bord. Et donc au final, il n’est pas nécessaire que u = ¢ en xy pour
que la définition d’un probléme de Dirichlet ait un sens. Cette condition au bord dite
«relaxée » provient du fait que pour des solutions possiblement discontinues, on fait
intervenir les enveloppes sci et scs des hamiltoniens, qui gardent une certaine « trace »
au bord de I’équation intérieure. On renvoit a [Ishii1985] et [Barles1994] sur ce sujet.

Si on considere I’équation
—Tr(a(x)D*u) + b(x) - Du(x) = f(x)

avec des conditions de Dirichlet « u = g » au bord (au sens des solutions de viscosité),
alors il y a des conditions sur a et b pour que la valeur au bord soit atteinte au sens
classique. Ces conditions ne font que refléter le fait que le processus stochastique
associé doit venir toucher le bord au point x, afin que la valeur g(x) soit « lue » et prise
en compte, cf. [GilbargTrudinger1983].

Quelques mots rapides sur ces différentes méthodes.

(i) La premiere étape est d’obtenir de la régularité de type Holder. Pour cela, il y a
essentiellement deux approches : la méthode de Ishii-Lions que nous détaillons dans
le texte principal, et les méthodes basées sur I’obtention d’inégalités de type Harnack
(fortes ou faibles). Ces dernieres sont des estimation du sup par I'inf de la solution
sur un ensemble arbitraire. On les utilise ensuite pour controler 1’oscillation de la
solution, et en déduire la régularité Holder. C’est en particulier 1’approche suivie par
les estimations de De Giorgi-Nash-Moser, dans le cas des équations uniformément
elliptiques sous forme divergentielle avec coefficients seulement mesurables. La
version en fully non-linear est due a Krylov-Safonov. On renvoit par exemple a
[HanLin1997] et [CabreCaffarelli1995] pour ces approches.

(ii) A partir de la régularité Holder, on tente d’aller plus loin pour obtenir des
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estimations Lipshitz, €% ou €>* afin d’avoir si possible des solutions classiques.
Dans cette optique, les estimations de Schauder concernent les équations linéaires
uniformément elliptiques. Ces estimations a priori donnent une régularité Holder
en gagnant deux dérivées lorsque les coefficients sont eux-méme Holder. Une autre
approche permet, dans le cas d’hamiltoniens convexes de la forme F(D*u) = 0,
d’obtenir de la régularité C>%, cf. [Evans1982]-[Krylov1982].

(iif) La méthode de Bernstein fournit un résultat d’un autre ordre : on sait qu’on
a des solutions régulieres mais on souhaite avoir des estimations uniformes en vue
de passages a la limite. La version dite «forte» consiste a chercher une équation
satisfaite par w = |Du|?, ce qui se fait en dérivant 1’équation de départ. On cherche
ensuite a utiliser un principe de comparaison pour avoir une borne sur w, ce qui
fournit les estimations Lipschitz uniformes. Une version « faible » peut se faire sans
avoir besoin de dériver I’équation, et il est intéressant de constater qu’elle conduit a la
méme condition de structure que pour la version forte, cf. [Barles1991].

La méthode de Lions et Sznitman consiste  garder le processus dans Q par pénali-
sation a I’aide d’un terme de drift assez fort le long de la normale a I’ouvert. Dans
le cas du laplacien (par exemple), I’idée est de résoudre pour tout € > 0 1’équation
différentielle stochastique dans tout I’espace RY :
Vp(Xf)
2
ot p € €' (RY), p=0dans Q, p(-) = dist(-,Q)? sur un voisinage de Q et p > 0 en
dehors de Q. En passant a la limite lorsque € — 0, on démontre que (Xf) converge vers
un processus limite X, qui vérifie le probleme de Skorohod, a savoir qu’il est contenu
dans Q et son générateur est une solution de 1’équation —Au = 0 dans  avec condition
de Neumann sur le bord 0Q.

dXE = dW, — dr

Lorsqu’on s’intéresse a une équation elliptique du type F (x,u, Du,D*u) = 0, une des
conditions qui intervient assez naturellement est que 1’hamiltonien F' soit « propre »,
c’est-a-dire que F(x,u,p,M) — F(x,v,p,M) > y(u —v); pour une constante ¥ > 0.
C’est une hypothese qui, conjointement a d’autres, garanti 1’unicité. D’un point de
vue technique, elle ramene plus ou moins a I’étude des équations sous la forme yu +
F(x,Du,D?*) = 0, ol cette fois, F ne dépend plus de u.

Dans le cas parabolique, c’est le terme u, qui joue le réle du terme yu.

Le terme n’est évidemment pas choisi au hasard, il est 1ié aux propriétés d’ergodi-
cité du processus sous-jacent. Concretement, si nous prenons 1I’exemple de 1’équation
—Au+ H(x,Du) = 0 out I’hamiltonien H satisfait certaines propriétés, on peut établir
une programmation dynamique pour la solution u :

ulx,T)= LrggEx{/()TL(a,Xt)dt+u(XT)] )



{68}

(n)

E. CHASSEIGNE

ol dX; = a(X;)dt + dW, est un processus controlé qui part de x en r = 0, et L est le
Lagrangien associé¢ a H. En divisant par T et en faisant tendre T vers I’infini, on en
déduit I’identité

k—hmsup—mf]E / Lo, X;) dt

T—oo

qui met en évidence une moyenne ergodique liée a (X;).

Le principe du maximum fort est proche du principe de comparaison mais, comme
son nom l’indique, il est plus «fort». L’exemple typique de principe du maximum
fort concerne le cas des fonctions harmoniques : il est bien connu que si une fonction
u, harmonique dans un ouvert, atteint son maximum en un point xo de 1’ouvert, alors
u(x) = u(xp) en tout point de 1’ouvert, la fonction est donc constante. Ce type de
résultat reste valable pour des opérateurs plus généraux que le laplacien.

Notes partie C.

(a)

(b)

(c)

(d)

L utilité de cette hypothese est la suivante : si (@;);c; est un sous-ensemble de contrdles
dans A, le manque de compacité ne permet pas d’en extraire une sous-suite qui
converge dans une topologie suffisante pour passer a la limite dans des termes du
genre b(x,a). Pour contourner cette difficulté, on utilise le fait qu’un controle o; € A
peut étre vu comme une masse de Dirac §,, et donc pour toute fonction f continue
bornée sur A,

7o) = [ 7(s)ddus).

De I’ensemble des mesures (8y,) sur A on peut extraire une sous-suite qui converge
faiblement vers une mesure sur A notée 0., ce qui donne, pour une suite i, — oo,

(@)~ [ £ls)don(s).

Cette mesure 0., est appelée contréle relaxé et si on suppose A convexe, alors on sait
qu’il existe un contrdle o € A tel que o, = dy. Cela permet donc d’avoir un passage a
la limite plus simple : f(a;,) — f().

D’autres problemes treés intéressants peuvent étre abordés : on peut notamment se
poser la question de la controlabilité, a savoir s’il est toujours possible de joindre deux
points quelconques x et y par une trajectoire controlée en temps fini ; on peut également
chercher & minimiser le temps de parcours, entre autres choses.

Pour la coercivité et la convexité, on se réfere a la variable gradient : H (x,u, p) — oo
si |p| = 4oo et p— H(x,u,p) est convexe.

L’hypothése b(x,A) D Bs(0) pour tout x est standard, elle permet de démontrer que le
systéme est totalement controlable : si x et y sont deux points quelconques de RY, on
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pourra toujours trouver une trajectoire controlée qui permet de joindre x a y en temps

fini. En effet, il suffit de choisir a chaque instant un contrdle a.(z) tel que

dx—y

b(X(t),a(t) = z——
( ()7 ()) 2‘x_y|7

qui permet d’avancer en ligne droite avec une vitesse 8/2 de x vers y.

Cette hypothese permet également de démontrer que la fonction-valeur est Lipschitz :

étant donnés x # y, on construit la trajectoire

O x—y

X({t)=x+= ,
) 2 |x—y|

qui est une trajectoire admissible qui atteint y en un temps T = 2|x — y|/d. On déduit
de la programmation dynamique que

Ulx) < /0 CO(X (1), o)) e M dr + e U (y) < 2.

Comme le cofit £ est borné (par M), on voit facilement que |U| < M /A et donc que
U(x) = U(y) < Mt+ M| U],
ce qui entraine U(x) — U(y) < (4M/8)|x — y|. La régularité Lipschitz en découle.

L’adhérence convexe est I’ensemble de toutes les limites de combinaisons convexes
d’éléments de E.

Ces conditions sur le bord proviennent de la formulation du probleme en présence
d’hamiltoniens discontinus, cf. [Ishii1985] : on introduit I’hamiltonien

H,(x,u,p) dans

Hy(x,u,p) dans Q.

G(x,u,p):= {

Alors, une fonction localement bornée u s.c.s. est sous-solution de viscosité de
G(x,u,Du) = 0 dans RY si et seulement si pour toute fonction-test ¢ telle que u — ¢
atteint un maximum au point xo € R", on a

G..(xo,u(x0),Du(xp)) <O0.

La notation G, renvoit a I’enveloppe s.c.i. : G.(x,u, p) = liminf, ,, G(y,u, p). On re-
trouve donc bien H;(x,u, p) < 0 dans Q;, et sur la frontiere commune,

La condition de sursolution conduit au max positif ou nul sur la frontiere, en utilisant
I’enveloppe s.c.s. de G.

Ces hypotheses ne permettent toutefois pas de gérer des géométries plus complexes
comme le cas des intersections a trois branches ou plus, ou des discontinuités portées
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(h)

(1)

par des sous-variétés de dimension inférieures. Ces discussions sont plus délicates, cf.
[BressanHong2007].

Prenons le cas ot H = {xy = 0}. En supposant py > 0, comme il existe un contrdle
o € A; tel que by (x,a) - ey = 6/2, on a en particulier

Hl(x’uap) > —bl(JC,OC)‘p—ll(X,(X).

Cela donne donc H; (x,u, p) > (8/2)py — Cy|p'| — C; ot on a décomposé p = (p', py)
et C1, G, dont deux bornes pour b; et /1. Dans le cas ou py < 0, on fait de méme avec
un contrdle tel que b (x,0) - ey = —d/2. Enfin, on fait exactement de méme pour H,
et donc également pour Hy, ce qui donne bien la coercivité par rapport a la variable
normale py. En particulier, on en déduit la régularité Lipschitz par rapport a cette
variable, si I’on connait la régularité par rapport aux variables tangentielles.

La stabilité est une propriété assez naturelle pour les solutions de viscosité, de par
la nature méme de la définition. Supposons que H,(x,u,p) — H(x,u,p) localement
uniformément en tous les arguments. Il est assez facile de voir que si u, vérifie
H,(x,u,,Du,) < 0 au sens de viscosité et que par ailleurs, u, — u localement unfor-
mément, alors H (x,u,Du) < 0 au sens de viscosité. En effet, si on prend fonction-test
réguliere ¢ telle que u — ¢ atteigne un maximum en Xy, On peut toujours supposer que
ce maximum est strict (quitte 2 modifier légerement ¢), et donc il existe une suite de
points x,, — xy en lesquels u,, — ¢ atteint son maximum. En passant a la limite dans
H,(x,0(x,),Dd(x,)) < 0 on en déduit que H (xo,0(x0),Dd(xp)) < 0, d’ot le résultat.
Un résultat similaire est évidemment valable pour des suites de sur-solutions.

On en déduit que si on a une suite de solutions de H,(x,u,,Du,) = 0 qui converge
localement uniformément, la limite u vérifie H (x,u, Du) = 0 au sens de viscosité.

Dans le cas ol on n’a pas de bonnes estimations sur la suite (u,), il n’est pas tou-
jours clair qu’on puisse extraire une sous-suite convergeant localement uniformément
et dans ce cas, la stabilité ne permet pas de passer a la limite de facon aussi simple.
On emploie alors un autre argument, cf. [BarlesPerthame1988]. En considérant les
semi-limites relaxées

u(x) := limsup u,(y), u(x):= liminf u,(y),
n—so0, y—>x Nn—r00, y—X
on voit que u est une sous-solution scs du probléme limite alors que u en est une sur-
solution sci. Si ce probleme limite vérifie un résultat de comparaison, on en déduit que
u < u, ce qui donne au final 1’égalité car I’autre inégalité est évidente. Cela montre
alors que la suite u, converge localement uniformément vers la solution du probléme
limite.

Evidemment, dans le cas ou les hamiltoniens sont discontinus, la situation se com-
plique a priori et démontrer la stabilité n’est pas si simple, ce qui est le cas pour les
problémes que nous étudions ici.
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La méthode dite de la viscosité évanescente illustre trés bien la stabilité des solutions
de viscosité, cf. note précédente. Si on regarde I’équation

—eAu+ H (x,u,Du) =0,

sous des hypotheses raisonnables sur H, il est facile d’obtenir des « bonnes» solu-
tions (u®) grace a la présence du terme en laplacien qui permet d’avoir un principe de
maximum et de la régularité. On obtient donc aisément des solutions classiques, ou
au moins de classe €’!. L’extraction d’une sous-suite convergente peut se faire grace
a des estimations uniformes en €, en utilisant soit la coercivité de I’hamiltonien. On
peut aussi procéder par semi-limites relaxées (cf. note précédente). Quoi qu’il en soit,
la stabilité entraine qu’on obtient une solution de viscosité de H (x,u,Du) = 0. C’est
d’ailleurs de cette approche que le nom provient.

De nombreux autres cadres existent, qui relevent de difficultés différentes, selon qu’il
s’agit d’un probleme d’ordre 1 ou 2, et qu’on est dans le cadre stochastique ou déter-
ministe. Pour ne citer qu un exemple a titre d’illustration : un probleme d’homogénéi-
sation en milieu aléatoire, modélisé par I’équation

—div {A (g, u)) Vus(x)} = f(x)
ol on suppose que les lois de A(x,®) et A(x+ k,®) sont identiques pour tout k € ZV.

cf. lanote (d) de la Partie C.

Dans ce cadre, I’argument pour démontrer qu’on a une sous-solution consiste a procé-
der par I’absurde en supposant que

A~ (%,0().D0(¥)) < <0,

la fonction ¢ étant régulicre, telle que U — ¢ atteint son maximum au point ¥, avec
U(x) = ¢(x). On considere la fonction V, solution du probleme ergodique (en la va-
riable y)

H (%.3,0(8). DV () +DO(®) ) = A (%,0(5). D(x)

et en considérant X (x) := ¢(x) + €V (x/€) +7, on démontre qu’en choisissant bien 7,
on a H™ (x,x/€,(e, DY) < 0 dans un voisinage de ¥ indépendant de €. En appliquant
une comparaison locale au niveau €, on en déduit que U; > ¢(x) + €V (x/€) +7/2
dans un voisinage de . Enfin, en faisant tendre € vers zéro, on obtient la contradiction
recherchée : U (%) > ¢(X) +7/2 > ¢(x). L’argument de sur-solution se fait exactement
de la méme maniere.
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5. INDEX ET NOTATIONS

(—A)“/ 2, laplacien fractionnaire, 14, 28
A, A4, espaces des controles, 44
HT,H;eg, hamiltoniens tangentiels, 50
J, densité de probabilité, 12

T'[u], opérateur non-local, 12

Tpul, opérateur de Dirichlet, 15
Ty|u], opérateur de Neumann, 15

I', discontinuités (controle), 46

I', graphe de Stefan, 22, 25

Ugc;, contraintes d’état, 58

o, a, contrbles, 44

H, hamiltonien effectif, 55

H, discontinuités (contrdle), 46

T, trajectoires admissibles, 45

778, traj. admissibles régulieres, 49
H~,H", hamiltoniens complémentés, 51
U~,UT, pb. de Stefan, 25

U~,UT, pb. de controdle, 49

P, projection (pb. de Stefan), 24

S [u], terme de type Lévy, 29

J [u], terme de Lévy-Itd, 30

u, mesure de Lévy, 28

®(+), noyau nonlocal, 18

b, dynamique, 44

1,4, colits instantanés, 44

actualisation, facteur, 44
asymptotique, en temps long, 13, 40

Baiocchi, transformée de, 24
blow-up, 18

chaleur latente, 21
coiit, 44
compensateur, 28
conditions de Ishii, 48
controle

fonction, 44
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relaxé, 44, 68
contrainte d’état, 58
correcteurs, 55

Dirichlet, probleme de, 14, 31
dynamique
continue, 44
discontinue, 46

ergodique
constante, 41, 55, 67
probleme, 41

espace d’état, 44

feedback, contrdle, 46
fonction valeur, 45
frontiere libre, 21

grandes déviations, 16

Holder, régularité, 34
Hamilton-Jacobi-Bellman, équation, 45
hamiltonien

complémenté, 51

effectif, 55

tangentiel, 50
homogénéisation, 54

isothermalisation, 19

Lévy
mesure de, 28
processus, 29
Lévy-Itd, terme de, 30
laplacien
généralisations, 12
Lipschitz, régularité, 35
localisation, phénomene de, 14, 16

mesa, probleme, 24
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mesure
borélienne, 64
de Lévy, 28

mushy, régions, 21

Neumann, probleme de, 15, 36

obstacle
double, 25
simple, 24
optimales, données initiales, 17

perturbée, fonction-test, 57, 71
Poisson composé, 13
processus

cadlag, 61

de Lévy, 29

Poisson composé, 13
programmation dynamique, 45
propres, valeurs, 15

régularité
Holder, 34
Lipschitz, 35

rétention, 22
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sé€lection mesurable, 47
semi-limites relaxées, 70
stabilité, 53, 70
Stefan

probleme a deux phases, 24

probléme a une phase, 21
stratégie

pull-pull, 49

push-push, 49

réguliere, 49

temps d’attente, 22
trajectoire, controlée, 44
trajectoires

admissibles, 45

Tychonoff, contre-exemple, 17

variable
lente, 55
rapide, 55
viscosité

évanescente, 54
solutions de, 30, 65






RESUME — Ce mémoire concerne 1’ensemble des travaux que j’ai réalisés entre les
années 2005 et 2014. Ceux-ci sont regroupés en trois chapitres, correspondant aux trois
lignes thématiques que j’ai abordées durant cette période.

La premiere partie concerne les équations non-locales avec termes de convolution,
dont la principale motivation est d’identifier les différences qualitatives entre la version
locale de I’équation de la chaleur et sa version non-locale. Plusieurs thémes sont abordés :
la convergence asymptotique en temps long ; la croissance optimale des données pour le
probléme de Cauchy ; des résultats de type « grandes déviations » pour étudier la rapidité
de la convergence d’un probleme de Cauchy-Dirichlet dans une boule dont le rayon tend
vers ’infini. Dans le cas de noyaux a support compact, ces deux derniéres questions font
apparaitre des taux en RInR au lieu du taux quadratique R> pour la chaleur locale. Les
problémes d’isothermalisation dans un milieu non homogene ainsi qu’une version non-
locale du probleme de Stefan sont également étudiés. L’intérét de la version non-locale
du probleme de Stefan ne réside pas que dans un «jeu» mathématique : la question de
Iexistence de zones dont I’état est intermédiaire entre 1’eau et la glace (imushy regions)
est centrale du point de vue de la modélisation physique. Le probleme local ne rend pas
completement compte de la possible apparition de ces zones et leur évolution, alors que
notre modele non-local permet de mieux les prendre en compte et les localiser.

En parallele, je me suis intéressé également aux équations non-locales non-linéaires
avec des termes de type Lévy, impliquant donc des mesures singulieres. Dans ce cadre,
c’est la notion de solution de viscosité qui est retenue afin de traiter les opérateurs les plus
généraux possibles. Les résultats obtenus concernent I’existence et I’unicité de solutions des
problémes de Dirichlet et Neumann ; 1I’étude du probleme de Dirichlet sur le bord (la valeur
au bord est-elle prise ?) ; la régularité (locale) des solutions ; leur comportement asympto-
tique en temps grand. Une aspect intéressant de notre approche est qu’elle permet de traiter
des problémes « mixtes » dans le sens ou ’ellipticité peut, en chaque point, provenir soit
d’une partie locale de 1’équation, soit d’une partie non-locale, et chaque terme peut concer-
ner des variables d’espace distinctes.

La troisieéme partie de ce mémoire reprend des travaux plus récents, entre 2011 et 2014,
sur des problemes de contrdle optimal en présence de discontinuités dans les dynamiques
au franchissement de certaines zones. L’enjeu est de décrire compleétement I’ensemble des
solutions des équations aux dérivées partielles associées (équations de Hamilton-Jacobi-
Bellman), puisque I’on montre qu’il n’y a pas unicité en général. Nos résultats permettent
de caractériser la solution minimale et la solution maximale comme fonction-valeur de deux
problémes de contrdle ou les dynamiques sur les zones de discontinuité doivent étre préci-
sées : la solution minimale est obtenue lorsqu’on ne fait aucune restriction sur les contréles,
alors que pour la solution maximale il faut sélectionner les controles dits « réguliers ». Les
questions d’homogénéisation en présence de discontinuités sont aussi abordées, on montre
des résultats d’homogénéisation pour les solutions minimales d’une part, et pour les solu-
tions maximales d’autre part, qui conduisent a des problemes ergodiques différents.
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