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RESUME

Le fil directeur de ce manuscrit réside dans la volonté de mathématiser l'activité des
chercheurs en programmation. Exactement comme la définition de groupe a émergé d'une
quantité suffisante de cas particuliers, on y tente d'abstraire et de généraliser certains
résultats et constructions en sémantique des langages de programmation, avec des motiva-
tions concretes mais relativement diverses.

En partie 3, on esquisse une approche générale de la méthode traditionnelle de
définition de langages de programmation par une syntaxe munie d'une relation de réduc-
tion modélisant I'exécution. Relativement élémentaire, cette approche présente deux avan-
tages importants : d'une part elle rend pleinement compte du processus d'engendrement
du langage a partir d'opérations de base et de régles de réduction ; d'autre part elle fournit
automatiquement une notion de modéle dénotationnel du langage considéré.

En partie 4, on propose une théorie des calculs dits « graphiques » une méthode
relativement récente de définition de langages de programmation — et en fait aussi de
structures mathématiques — dans laquelle la syntaxe est remplacée par une structure
voisine des graphes. Dans les bons cas, non seulement cette approche permet une définition
rigoureuse et efficace du calcul graphique en question, mais elle fournit aussi une notion de
modele dénotationnel. Ce dernier point découle d'une théorie des présentations de fonc-
teurs analytiques entre catégories de préfaisceaux, qui généralisent les foncteurs
analytiques de Joyal [40].

En partie 5, on propose une version abstraite d'une pratique en sémantique dénota-
tionnelle, la sémantique dite des jeux [61, 38, 1]. L'approche décrite a permis d'étendre
la sémantique des jeux d'un cadre strictement séquentiel aux cadres non-déterministe
et concurrent [35, 15, 16, 73]. Elle fournit aussi une explication générale du lien entre
sémantique opérationnelle et modeles de jeux.



La politique touche a tout et tout touche a la politique. Dire
que l'on ne fait pas de politique, c'est avouer que l'on n'a pas le
désir de vivre.

Ruben Um Nyobé (1913-1958)
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] INTRODUCTION

1.1 RESUME DETAILLE

Comme annoncé dans le résumé, ce texte présente trois approches pour mathématiser
certaines pratiques en sémantique des langages de programmation. Il commence en
partie 2 par poser les notations et rappeler quelques notions de base, ainsi que par intro-
duire certains outils cruciaux pour les parties 4 et 5, les fins et cofins d'une part, et les
extensions de Kan d'autre part.

1.1.1 Récriture d'ordre supérieur

En partie 3, on examine une pratique répétée des dizaines de fois chaque année chez les
sémanticiens, qui consiste 3 définir un nouveau langage de programmation (ou du moins
son modeéle mathématique). Ceci inclut sa syntaxe, ainsi que sa sémantique opérationnelle,
typiquement une relation binaire entre programmes, censée décrire les étapes de leur
évaluation. Un point important est que la syntaxe en question comporte en général des
variables liées, ou muettes, celles qu'on peut renommer sans changer le sens du programme.
Un peu moins fréquemment, lorsque le langage en question atteint un statut important, se
pose la question de sa sémantique catégorique. Ceci signifie qu'on se demande ce qu'est un
modele de ce langage, dans un sens voisin de celui de la théorie des modéles en logique. Cette
question a en général des applications trés concrétes sur le langage lui-méme, d'out son
importance.

La partie 3 présente une réponse au probléme, qui s'applique lorsque le langage
considéré entre dans le cadre limité de la récriture d'ordre supérieur. On y montre que
les étapes de récriture d'ordre supérieur [62] définissent la 2-catégorie cartésienne fermée
librement engendrée par le systéme de récriture considéré. On obtient ainsi une adjonction
entre systémes de récriture d'ordre supérieur et 2-catégories cartésiennes fermées, qu'on
peut comprendre comme définissant automatiquement la catégorie des modéles dénota-
tionnels de chaque systéme de récriture d'ordre supérieur.

1.1.2 Calculs graphiques

En partie 4, on considére une pratique voisine de celle analysée en partie 3, sauf qu'au
lieu d'une syntaxe standard le sémanticien définit une syntaxe dite « graphique », ce
qui signifie informellement qu'on dispose d'une définition trés touffue, qui se comprend
instantanément grice a quelques dessins. Dans la plupart des cas, on s'empresse alors



d'oublier la définition pour raisonner sur les dessins. Comme en partie précédente, dans
certains cas, la définition du langage s'accompagne d'une notion de modeéle dénotationnel.

Le premier exemple de tel langage graphique est fourni par les réseaux de preuve en
logique linéaire [27], dont les modeéles dénotationnels ont donné lieu a d'intenses recher-
ches [5, 12]. D'autres exemples, au-dela des réseaux de preuves et de leurs variantes, sont
les réseaux d'interaction [47] et les bigraphes [39]. Dans la méme veine, certaines notions
mathématiques bien établies et graphiques dans le sens ci-dessus ont été mises en
correspondance avec des concepts informatiques. C'est le cas par exemple des
polycatégories [71], qui correspondent a un fragment des réseaux de preuves, ainsi que des
PROPs, récemment mis 2 'honneur en informatique théorique [77].

La partie 4 élabore une approche générale des calculs graphiques. Le point de départ
en est qu'on peut donner un sens formel aux dessins utilisés pour expliquer ces calculs
graphiques. On peut inférer 3 partir de ce sens formel une définition alternative du calcul
graphique considéré, grice a une théorie des présentations de foncteurs analytiques entre
catégories de préfaisceaux, qui généralisent les foncteurs analytiques de Joyal [40]. Le calcul
graphique engendre un foncteur analytique, qu'on peut munir, sous certaines hypotheéses,
d'une structure de monade : les modéles dénotationnels du calcul graphique peuvent alors
étre définis comme les algébres pour cette monade. L'aspect le plus prometteur de cette
théorie est sans doute qu'elle permet d'engendrer de nouvelles structures algébriques
simplement a partir de leur calcul graphique.

1.1.3 Modéles de jeux

En partie 5, on prend le probléme a l'envers : on part d'une pratique en sémantique
dénotationnelle, la sémantique dite des jeux [61, 38, 1], dont on tente de proposer une
version abstraite. Bien que j'en sois convaincu, il n'est pas encore établi a ce jour que
cette version abstraite rende exactement compte des modeles de jeux visés. Cependant,
elle a permis d'étendre la sémantique des jeux d'un cadre strictement séquentiel aux cadres
non-déterministe et concurrent [35, 15, 16, 73].

L'observation cruciale a la base de cette approche est que l'innocence des stratégies dans
les modeles de jeux [38] peut s'exprimer comme une condition de faisceaux [56]. En effet,
il est connu que les stratégies peuvent étre vues comme des préfaisceaux booléens sur
les parties du jeu munies de l'ordre préfixe, i.e. des foncteurs P — 2, ol le carac-
tére gras 2 désigne l'ordinal fini 3 2 éléments vu comme une catégorie et & désigne
I'ordre partiel des parties. En enrichissant l'ordre préfixe avec de nouveaux morphismes
entre parties prenant mieux en compte leur structure intrinséquement multi-joueurs, on
peut définir une topologie de Grothendieck selon laquelle toute partie est couverte par
ses vues (c'est-a-dire ses parties mono-joueur). Les faisceaux booléens pour cette topolo-
gie sont des stratégies multi-joueurs innocentes, c'est-a-dire dont le comportement de
chaque joueur ne dépend que de sa vue. En passant des faisceaux booléens aux faisceaux
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arbitraires, on obtient une notion de stratégie innocente et concurrente qui s'avere stable
par composition.

Cette observation nous a permis de définir une notion générale de présentation, les
terrains de jeux, dont on a montré qu'elle permet de mettre en correspondance la syntaxe et
le modéle de jeux associés. Intuitivement, un terrain de jeux représente une notion de partie
(au sens des jeux), ou de trace (au sens des processus). A partir d'un terrain de jeux arbitraire
J, on construit deux systémes de transitions étiquetées dans le méme graphe .Zz, ayant
pour sommets les positions du jeu et pour arétes les coups entre eux :

- un systéme syntaxique @y (pour « opérationnel ») dont les états sont les termes de la
syntaxe associée a I~

- et un systéme sémantique #%, dont les états sont les stratégies du modele de jeux
associé 3 I
On construit ensuite une fonction de traduction [-] : & — %% dont on montre

qu'elle relie des états fortement bisimilaires.

Bien que la théorie des terrains de jeux n'englobe encore pas cet aspect, on a montré
dans deux cas significatifs, CCS [35] et le m-calcul [15, 16], que ce résultat entraine un
résultat peut-étre plus pertinent de pleine abstraction intentionnelle vis-a-vis d'équivalences
de test [13]. Nous soupgonnons que le travail d'Ong et Tsukada [73] peut aussi étre présenté
de cette maniére.

L'idée fondamentale sous-tendant ce développement est que le pont entre la syntaxe
et les jeux repose sur une notion de trace d'exécution, ou partie, multi-joueurs :

- les branches des arbres de syntaxe sont simplement des parties mono-joueur, qu'on
appelle des vues en référence 2 Hyland et Ong; cela revient a dire que les arbres de
syntaxe sont des préfaisceaux sur les parties mono-joueurs;

- les stratégies sont des préfaisceaux sur les parties multi-joueurs, satisfaisant une
condition de localité qu'on appelle innocence toujours en référence a Hyland et Ong et
qui peut s'exprimer comme une condition de faisceau;

- dans ce cas particulier, la faisceautisation, c'est-a-dire la construction du faisceau
canoniquement associé 3 un préfaisceau donné, se fait par une simple extension de
Kan a droite.

Un point crucial est que les parties doivent étre munies d'une notion de morphisme
plus riche que le simple ordre préfixe. Cette notion de morphisme met en avant le carac-
tere multi-joueurs des parties puisqu'elle fournit en particulier pour chaque partie P un
morphisme V. — P pour chaque vue V de P Elle permet de plus d'incorporer une notion
de symétrie sur les parties qui rend compte sans effort des questions de renommage de
variables liées, de maniére relativement proche des ensembles nominaux [23]. Les premiéres
prémisses de cette idée sont apparues vers 2008 dans mes travaux en famille sur un modeéle
de jeux multi-joueurs pour la logique linéaire [33, 34]. Les outils pour la traiter efficacement
datent du premier article sur CCS [35].
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La situation catégorique est aussi moins habituelle que dans les parties précédentes
puisqu'on a un diagramme
Termes

Terrains de jeux Traduction Systémes de transitions étiquetés

Stratégies

Comme aucun des deux sommets en préserce n'est canoniquement muni d'une structure
de catégorie, il faut préciser. On a des fonctions entre les sommets comme indiqué et la
« 2-cellule » représente, pour chaque terrain de jeux 7 la bisimulation fonctionnelle [-] :
OF — S5

Ainsi, l'approche répond seulement partiellement au cahier des charges énoncé en
début de partie : elle fournit une notion de présentation pour les langages, mais n'associe
pas a chaque langage une catégorie de modeéles. Pour améliorer la situation, il faudrait sans
doute répondre formellement a la question : qu'est-ce qu'un modéle de jeux ?

1.2 METHODE

Ce texte, comme la plupart de mes travaux, repose sur un petit nombre de credos
méthodologiques.

1.2.1 Du « vral » au « comment »

Le premier point important réside dans la place accordée au « comment », par opposition
aux réponses par oui ou non.

1.2.1.1 Une tendance de fond

Cette tendance est significative dans plusieurs branches des mathématiques.

En logique d'abord, avec l'importance prise par la théorie de la démonstration et le
rapport avec la programmation, a travers la correspondance de Curry-Howard. Ce point est
particuliérement saillant dans les travaux de Girard, qui raffine la métaphore de la logique
comme fondations de I'édifice des mathématiques en distinguant trois sous-sols : la validité
booléenne, la notion de démonstration et la dynamique de I'élimination des coupures. Dans
cette liste, chaque élément est vu comme plus profond que le précédent. Techniquement,
il le raffine en ajoutant un niveau de « comment » : une démonstration décrit comment
une formule est valide ; un processus d'élimination de coupures relie deux démonstrations.
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La théorie des catégories, inventée dans les années 40 par Eilenberg et Maclane, a
grandement favorisé cette tendance. Elle insiste en effet sur la notion de morphisme,
et en particulier d'isomorphisme, entre objets d'une méme catégorie. Elle met aussi en
avant la notion d'équivalence entre catégories, plus générale et plus flexible que la notion
d'isomorphisme, qui revient en gros a un isomorphisme a isomorphisme pres. Elle
encourage enfin la formulation d'énoncés de la forme « tel foncteur & — I est une
équivalence », par opposition a « & et & sont équivalentes ». En fait, l'utilisation des
catégories meéne naturellement a l'itération de ce passage au « comment », poussant ainsi a
l'extréme l'idée des sous-sols de Girard. Les catégoriciens appellent ce processus la categorifi-
cation [14]. A la limite, on obtient les catégories dites (de dimension) supérieure [51].

1.2.1.2 Manifestation dans ce manuscrit

Ce parti pris se manifeste tout d'abord dans le choix des questions abordées. En partie 3,
on raffine la sémantique catégorique des systémes de récriture d'ordre supérieur, ce qui
revient a distinguer différentes preuves d'égalité entre morphismes — autrement dit on
se demande comment démontrer que deux morphismes sont égaux. Mais surtout, le but
principal de cette partie réside dans la mathématisation du processus d'engendrement
d'une relation binaire de récriture a partir de données basiques. En d'autres termes, on se
demande comment procedent les chercheurs en conception et sémantique des langages de
programmation. En partie 4, la question centrale est la encore la construction de monades :
plutdt que de simplement se demander si tel ou tel foncteur est une monade, on propose des
procédés plus ou moins automatiques de construction de monades. Comme en partie 3, ceci
se traduit par la mise en place d'une adjonction entre nos monades dites morphologiques
et des données plus basiques. Enfin, sans fournir de réponse définitive, la partie 5 aborde
la question de comment construire une sémantique de jeu pour un langage arbitraire
éventuellement concurrent.

Au-dela des questions abordées, la place accordée au « comment » se traduit de manieére
peut-étre plus technique par certains choix de conception ou d'énoncé. Typiquement, le
passage des stratégies comme ensembles de parties « acceptées » aux stratégies comme
préfaisceaux revient a remplacer un critére booléen (« telle partie est acceptée ou non ») par
un ensemble. On peut comprendre ce dernier comme décrivant l'ensemble des maniéres
d'accepter la partie en question, ou bien comme un ensemble d'états possibles apres l'avoir
acceptée.

1.2.2 Mathématiques et informatique
Le second point, peut-étre moins prégnant, est la thése que l'utilisation des mathématiques

en informatique, et en particulier en sémantique des langages de programmation, en est a
ses balbutiements. Outre le contenu de ce manuscrit, sur lequel je suis mal placé pour me
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prononcer, ces derniéres années ont été le théitre de quelques connexions spectaculaires,
qui laissent présager une activité extrémement riche. On pense bien siir au lien entre
topologie algébrique, catégories supérieures et théorie des types découvert par Hofmann
et Streicher [36] et récemment mis en avant par Voevodsky [42]. Mais on peut penser aussi
aux applications de la topologie algébrique en imagerie ou plus pres de nous en théorie de la
concurrence [18], a 'approche catégorique de la théorie des réseaux [22, 771, & l'approche de
la récriture a l'aide de catégories supérieures [30], ou a l'utilisation d'algébres d'opérateurs
en complexité, permise par la géométrie de l'interaction.

Il me parait important d'interagir avec les mathématiciens sur des questions aussi
intimidantes que la certification de programmes (en particulier de compilateurs), la certifi-
cation de démonstrations mathématiques, ou la séparation de classes de complexité
algorithmique. Or, un des buts de ce manuscrit est de replacer certaines notions standard
en informatique, telles que la récriture d'ordre supérieur, les réseaux d'interaction, les
stratégies innocentes, dans un contexte plus significatif pour les mathématiciens. La
construction d'un systéme de récriture d'ordre supérieur a partir de régles est vue comme
un foncteur adjoint ; les réseaux d'interaction donnent lieu a un cas particulier de monade
morphologique ; les stratégies innocentes sont vues comme des faisceaux sur un site
combinatoire.
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"), PRELIMINAIRES

Le présent manuscrit fait un usage constant de la théorie des catégories et suppose
connues les notions de catégories, foncteurs, transformations naturelles, limites et colim-
ites, foncteurs adjoints, faisceaux et préfaisceaux, bicatégories et pseudo catégories doubles.
Toutes ces notions sauf la derniére sont traitées par les livres classiques de Mac Lane [55] et
Mac Lane et Moerdijk [56]. Le lecteur débutant trouvera dans le récent livre de Leinster [52]
une introduction moins aride d'une bonne partie de ces outils. On utilise aussi en de rares
occasions des notions de catégories localement présentables [2].

Dans cette partie, aprés avoir fixé certaines notations de base (partie 2.1), on rappelle
briévement les notions de pseudo catégories doubles (partie 2.2) et de systémes de tran-
sitions étiquetées (partie 2.3). Enfin, on donne en partie 2.4 une présentation plus détaillée
des (co)fins et des extensions de Kan. Ces notions (et les liens entre elles) offrent en effet
un outil de raisonnement combinatoire bien utile et, au fond, trés intuitif. Cependant,
bien que présentées en détail dans MacLane [55] et au début de MacLane et Moerdijk [56],
mon expérience montre qu'elles sont généralement pergues comme difficiles par les infor-
maticiens. Ceci peut raisonnablement s'expliquer par le fait que les démonstrations
exposées dans ces deux livres prennent le parti d'une présentation élémentaire : elles
introduisent seulement le minimum d'outils nécessaire. On suit ici la présentation de
Riehl [66], qui, bien que reposant sur des concepts plus avancés tels que les limites et
colimites pondérées (avec en sous-main la théorie des catégories enrichies [43]), me semble
significativement plus claire. En particulier, on donne une démonstration efficace (bien
connue) du lemme dit de « co-Yoneda », selon lequel tout préfaisceau est canoniquement
colimite de représentables—présenté ici sous deux formes différentes, le lemme 2.4.21 et
le corollaire 2.4.31.

2.1 NOTATIONS DE BASE

On fixe ici certaines notations de base. Un entier naturel n est souvent vu comme
I'ensemble fini {1, ..., n}. En de rares occasions, on préfere le voir comme l'ordinal
correspondant, {0, ..., n -1}, auquel cas on le note en gras : nn.

Dans toute catégorie %, on note & (A, B) l'ensemble des morphismes entre deux
objets A et B, et id5 'identité sur A. On note la composition traditionnellement comme la
composition de fonctions : gof. On note parfois C € & pour C € ob (%°). Pour tout objet C
et tout ensemble X, X-C désigne le coproduit itéré | X| fois, c'est-a-dire C+ -+ C.
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Set désigne la catégorie habituelle des ensembles ; set désigne un squelette de la
catégorie des ensembles finis, par exemple la catégorie des ordinaux finis et des fonctions
arbitraires ; ford désigne la catégorie des ordinaux finis et des fonctions croissantes.

Pour toute catégorie & & = [ZF, Set] désigne la catégorie des préfaisceaux sur & et
des transformations naturelles. On note y : & — Z le plongement de Yoneda et on abrege
souvent yc en simplement C. Enfin, pour tout préfaisceau F sur %, élément x € F(D) et
morphisme f : C — D, on note x-f pour F(f) (x).

Remarque 2.1.1. Cette notation entre en conflit avec la notation X-C ci-dessus pour le
coproduit itéré. En pratique, le contexte devrait suffire a lever 'ambiguité, puisque dans
x-f le facteur de droit f, un morphisme, agit sur le facteur de gauche x, un élément d'un
préfaisceau, alors que dans X-C, le membre de gauche, un ensemble, agit sur celui de droite,
un objet.

On a plusieurs notions de finitude pour les préfaisceaux sur une catégorie % Une
premiére est donnée par les préfaisceaux d'ensembles finis, c'est-a-dire les foncteurs & —
set. Une deuxiéme est donnée par les préfaisceaux F dont I'ensemble des éléments
> CGOb(%)F (C) est fini—attention, pour certains choix de &, méme les représentables
peuvent ne pas étre finis en ce sens. Une troisiéme consiste a considérer les préfaisceaux
finiment présentables [2]. La définition standard de ceux-ci est qu'ils préservent les colimites
filtrées, mais une caractérisation peut-étre plus éclairante est qu'ils sont colimites finies de
représentables. Dans tous les cas concrets que nous rencontrerons ici, les deux derniéres
notions coincident.

Enfin, étant donné un cospan de foncteurs & -5 & <5 %, on désigne par F/G la
catégorie comma, dont les objets sont les triplets (A, B, @) avec A € & B € F et ¢ :
F(A) — G(B) et dont les morphismes (A, B, @) — (A, B, ¢’) sont les paires d'un
u:A — Aetdunv:B — B tels que

F(A) MW F(A)

G(B)wG(B')

commute. Il est bien connu que cette catégorie admet une propriété universelle de dimen-
sion 2 analogue a celle d'un pullback [44].

2.2 CATEGORIES DOUBLES

Définition 2.2.1.  Une catégorie double D est constituée de deux catégories Dy, et D,
partageant le méme ensemble d'objets, ainsi que, pour chaque carré
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| T

9 D’

O—F—x

ot f € Dy(A,B), g € D,(C,D), ue D,(A,C),veD,(B,D) dun ensemble D (A, B,
C,D, f,u, v, g) de cellules. On représente ces cellules en « remplissant » le carré en
question, éventuellement avec une fleche double « = » comme pour les 2-cellules d'une
2-catégories (sauf que l'orientation est ici donnée par le périmeétre).
Comme Paré [63], on note les identités et la composition de I}, de maniére standard
(id et o), alors que pour D, on note id® et .
Ces données doivent de plus étre munies
- d'une loi o de composition horizontale associative de neutre Id,, € D (A, A, C, C, id,,
u, u,idy), associant a chaque diagramme comme ci-dessous a gauche une cellule
comme ci-dessous a droite :

A f B h E ALB
% {/g { {/M {
U v w '_> u W
C g D k F EWF)

- d'une loi e de composition verticale associative et de neutre Id} € D(A, B, A, B, f,
id}, id%, f), associant a chaque diagramme comme ci-dessous a gauche une cellule
comme ci-dessous a droite :

A/—>B
u : v AfB
Pex
CT)D = uou{ vevy
u P v ET”:’
ET”:
vérifiant les axiomes suivants :
- Id,., = Id,eld, pour tous A% B-¥%C;
- 1d%.s = Idgold} pour tous A 5B -5 C;
- Id;g = 1d3y, pour tout objet A ;
- (Bep)o(x'ex) = (Bo’)e(Box) pour tous
A—+t B—2 C
U % v /ﬁ w




Définition 2.2.2. Une pseudo catégorie double, en bref, est une catégorie double dans laquelle
les id} et Id} ne sont neutres qu'a isomorphisme naturel cohérent preés et les compositions
e (sur les morphismes verticaux et les cellules) ne sont associatives qu'a isomorphismes
naturels cohérents pres. L'axiomatisation compléte est donnée dans la thése de Richard
Garner [25].

Notation 2.2.1. Dans une (pseudo) categorie double I, on notera

- Dy, pour la catégorie horizontale,

- D, pour la (bi)catégorie verticale

- et Dy pour la catégorie dont
- les objets sont les morphismes verticaux,
- les morphismes 1 — 1’ sont toutes les cellules de bords gauche et droit u et

u, respectivement,

- la composition est donnée par la composition horizontale de cellules.

Un morphisme dans Dy, est dit spécial si ses bords haut et bas sont des identités. De la
méme maniere, Dy, désigne la bicatégorie dont les objets sont les morphismes horizontaux,
les morphismes h — h'sont toutes les cellules de bord haut et bas h et h, respectivement,
et la composition est donnée par la composition verticale de cellules.

Exemple 2.2.1. A partir de toute catégorie C munie de pushouts on peut construire la
pseudo catégorie double D = Cospan (C)
- dont la catégorie horizontale Dy, est C,
- dont les morphismes verticaux A - B sont les cospans A — C « B et
- dont les cellules sont les diagrammes ci-dessous, le périmétre devant étre clair :
A— A
sl ls’
B——B
o
c——C.
La composition horizontale se fait comme dans C composante par composante. La
composition verticale se fait par pushout dans I, et par propriété universelle du
pushout dans Dy,.

2.3 SYSTEMES DE TRANSITIONS ET BISIMULATIONS

On utilise en partie 5 des notions standard en théorie de la concurrence [57]. On en adopte
cependant une version légerement plus générale que la version standard, qui est une sorte
de version jouet de celle de Fiore [19] (voir op cit. pour d'autres travaux connexes). La
différence principale entre notre version et celle de Fiore est que la ot nous travaillons
avec des graphes réflexifs, Fiore travaille avec des catégories. Par ailleurs, la seule différence
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significative avec le cadre standard réside dans le fait qu'on accepte comme alphabets des
graphes arbitraires—vus comme des alphabets « typés ». Une différence plus technique
est qu'on considére des systémes de transitions pouvant comporter plusieurs maniéres
d'effectuer une transition entre deux états. Ce choix n'est dii qu'au fait que le développe-
ment s'en trouve facilité.

On travaillera—pour I'exemple—avec des graphes non-réflexifs en partie suivante, mais
pour l'instant on se concentre sur les graphes réflexifs. On peut définir ces derniers de
maniére élémentaire, comme étant constitués d'un ensemble V de sommets et d'un ensemble
E d'arétes, chaque aréte e possédant une source s (e) et un but t(e) dans V, ce qu'on note e :
s(e) — t(e), munis pour tout v € V d'une aréte spéciale id, : v — v. Une définition
équivalente, qui a le mérite de fournir directement une notion de morphisme, est la suivante :

Définition 2.3.3. Soit I} la catégorie librement engendrée par le graphe a deux sommets
* et [1], deux arétes s, t : * — [1] et une aréte e : [1] — %, quotientée par les équations
eos = id, et eot =id,.

Soit RGph = T, la catégorie des préfaisceaux sur I;. On appelle ses objets des graphes

réflexifs.

On omet parfois l'adjectif « réflexif » lorsque le contexte est suffisamment clair. C'est
tout ! On définit ainsi la catégorie des systémes de transition sur un graphe A simplement
comme la catégorie RGph /A des graphes réflexifs au-dessus de A. A est alors appelé
l'alphabet du systéme de transition.

Notation 2.3.2. Plus une convention qu'une notation, en fait : on consideére une aréte e :
v — V' dans G comme une transition de v’ vers v. Ceci est motivé par le sens analogue
choisi pour les morphismes verticaux dans les terrains de jeux, qui a son tour présente
l'avantage de mettre en avant l'analogie entre l'axiome de fibration et les pullbacks.

Pour tout graphe réflexif G, soit G* la catégorie engendré par le graphe sous-jacent G,
c'est-a-dire en oubliant sa structure réflexive. En d'autre termes, G* a les mémes sommets
que G et ses morphismes sont les chemins arbitraires de G. Les identités et la composition
sont données par les chemins vides et la concaténation. On a donc :

Proposition 2.3.1. Lassignation G — G* s'étend en un foncteur RGph — Cat.

Remarque 2.3.2. Attention, ce foncteur n'est pas l'adjoint a gauche du foncteur d'oubli
7% : Cat — RGph. Rapidement, considérons le graphe réflexif terminal 1, qui posséde
exactement une fleche identité sur un unique sommet, disons x et soit £ N le monoide des
entiers naturels vu comme une catégorie 2 un objet. Tout morphisme 1 — % (X N) envoie
forcément id, sur 0, l'identité de l'unique objet de ZN. On a donc RGph(1, Z (£N)) = 1.
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Or un foncteur 1* — Z N doit certes envoyer le chemin vide—dans ce cadre l'identité de
x—sur 0. Cependant, le chemin singleton (id,) n'a aucun statut particulier dans 1% donc
peut étre envoyé sur n'importe quel entier. Ceci donne Cat (1*, ZN) = N, ce qui empéche
(=) d'étre adjoint a gauche de .

Un adjoint a gauche existe cependant :

Définition 2.3.4. Soit, pour tout G € RGph, fc (G) la catégorie obtenue en quotientant les
morphismes de G* par la plus petite congruence identifiant chaque chemin singleton (id, )
avec le chemin vide sur x, pour tout x € G.

Autrement dit, les chemins de G* sont considérés comme équivalents modulo effacement
des arétes identités. Tout chemin p de A* a donc une forme normale | p], obtenue en
effacant toutes ses arétes identités. On appelle ces chemins sans identités.

Proposition 2.3.2. Lassignation G +— fc (G) s'étend en un foncteur RGph — Cat, qui est
adjoint a gauche du foncteur d'oubli.

Notation 2.3.3. Etant donné un systéme de transitions p : G — A et une aréte a dans A,
on note x ¢%x’ pour indiquer l'existence d'une aréte e € G (x, x) telle que p (e) = a. On
étend cette notation aux chemins, ce qui donne x x«™ x’ pour tout * € A*(p (x), p (x)). On
note de méme x 5= x’ pour indiquer l'existence d'un chemin p € G*(x, x) dont I'image par
p*: G* — A est équivalente a 1, c'est-a-dire [p*(p)] = Lr.

On conclut cette partie en revoyant les notions de bisimulation et de bisimilarité, fortes
et faibles, qu'on reformule en se basant sur la notion suivante :

Définition 2.3.5. Une fibration de graphes est un morphisme f : G — G’ dans RGph tel
que pour tous x € G,y € G’ et &' € G'(y, f(x)), il existe X' € G et e € G(x} x) tel que
f(e) = e

Pour tous morphismes p: G — A et p': G' — A. Une relation au-dessus de A est un
sous-graphe du pullback

Gx,G' —— G’

G——A.

En particulier, les sources (resp. les buts) de deux arétes (e, e’) € R C Gx,G' sont aussi
reliées. On note de telles relations par une fleche barrée : R : G + G.
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On rencontrera ici principalement des relations pleines, c'est-a-dire telles que pour
toutes arétes e : x — yete :x — y, Rle, e’) & R(x,x')AR(y, y'). Bien siir, de telles
relations sont entiérement déterminées par leur valeur sur les sommets.

Définition 2.3.6. Une simulation G + G’est une relation R au-dessus de A telle que pour tout
e € G(x,x), si R(x, y), alors il existe y'et e’ € G'(y', y) tels que R(e, €'). Une bisimulation
est une simulation dont la réciproque (la relation R’ : G+ G telle que R'(b, a) & R(a,
b)) est aussi une simulation.

Lorsque R est pleine, R est une simulation ssi pour tout e € G (x, x), si R(x, y), alors
il existe y'et €' € G'(y', y) tels que R(x, y) et de plus e et ¢’ ont la méme image dans A.

Proposition 2.3.3. R est une simulation ssi sa premiére projection R — Gx,G' — G est
une fibration de graphes. De méme, R est une bisimulation ssi ses deux projections sont des
fibrations de graphes.

Démonstration. Facile. O

Remarque 2.3.3. La caractérisation des simulations en termes de fibrations de graphes
est due a Joyal et al. [41], qui ont observé qu'un morphisme f: G — G’ dans RGph /A est
une bisimulation fonctionnelle ssi pour tout carré commutatif de la forme

Y*ﬁG

s
’

Vi . f

’
s
s

yi——G,

il existe un morphisme en pointillés faisant commuter les deux triangles. Ici, y; : y, — y
envoie le graphe réflexif 3 un sommet (et son aréte identité) sur celui avec deux sommets
et une aréte non-identité e entre eux, en choisissant le but de e. Ceci revient précisément
a dire que f est une fibration de graphes. Cette caractérisation peut sembler mystérieuse en
ce qu'elle semble indépendante de A. En fait, R est une relation au-dessus de G x,G'et f est
un morphisme au-dessus de A.

Si on fixe G et G’ au-dessus de A, on retrouve des résultats standard :

Proposition 2.3.4. Les bisimulations sont stables par union. L'union de toutes les bisimu-
lations, la bisimilarité, est encore une bisimulation.

Si on se restreint aux endorelations G + G, on parle de bisimulations et de bisimilarité dans
G.
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Notation 2.3.4. La bisimilarité dans G au-dessus de A est notée ~a. Elle peut, par un léger
abus de notation, se comprendre comme une relation d'équivalence sur tous les sommets de
deux graphes arbitraires au-dessus de A. En effet, si G et G’ sont des graphes au-dessus de
A, on écrit x ~a U, si x € G et y € G, pour désigner la bisimilarité dans G + G!

Avant d'aborder les bisimulations faibles, considérons un premier résultat de stabilité.
Ce résultat est utile dans la démonstration du théoréme 5.4.16, qui est omise ici : on le donne
afin d'illustrer notre présentation des bisimulations.

Tout morphisme f : A — B induit par pullback un foncteur dit de changement de base
A : RGph/B — RGph/A, qui admet un adjoint a gauche ~; donné par post-composition
avec f.

Proposition 2.3.5. Pour tout morphisme de graphes réflexifs f : A — B, les deux fonc-
teurs A; : RGph/B — RGph/A et X : RGph /A — RGph/B préservent les bisimulations
fonctionnelles.

Démonstration. Le cas de Z; est trivial. Pour Ay, on utilise la remarque 2.3.3. Par le lemme

des pullbacks, le carré ci-dessous a droite est un pullback. On vérifie que A, (G) — A;(G')

est une bisimulation. En effet, considérons un carré comme ci-dessous a gauche :
Yo éf (EP = G

- h

Yt k/// |
i A (G) G

Comme G — G’ est une bisimulation, on obtient un unique morphisme h, dessiné en
pointillés, faisant commuter les deux triangles correspondants. De plus, par propriété
universelle du pullback, on obtient un unique morphisme k faisant commuter les deux
triangles adéquats. Enfin, le triangle du haut commute aprés post-composition avec

A¢(G) — G, ainsi qu'aprés post-composition avec A;(G) — A (G’). Il commute donc par
unicité dans la propriété universelle du pullback. O

Remarque 2.3.4. Ce résultat est une instance du fait que la classe de droite de tout systéme
de factorisation faible est stable par changement de base [37]. Le systéme de factorisation
faible pertinent ici est a génération cofibrante, avec comme seule cofibration de base le
morphisme y,.

Traitons a présent les bisimulations faibles. Pour cela, on transpose dans notre cadre
la présentation des bisimulations faibles comme des bisimulations fortes sur un systéeme
de transitions « saturé » par les actions silencieuses. Techniquement, on utilise pour cela
le foncteur fc vu ci-dessus.
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Définition 2.3.7. Un morphisme f : G — G’ in RGph /A est une bisimulation fonctionnelle
faible ssi fc (f) : fc(G) — fc(G') est une fibration de graphes.

Proposition 2.3.6. Ceci est équivalent au fait que pour toute aréte e : y — f(x) dans G, il
existe et un sommet x’ dans G et un chemin 7 : x' —* x tels que [f*(r)] = L(e)].

Démonstration. Si e est une identité, alors on prend le chemin vide pour r. Il est évident
que toute fibration de graphes satisfait la condition donnée. Réciproquement, la définition
de fibration de graphes dans ce cas revient a une extension de la condition donnée au cas ot
e est un chemin arbitraire dans G On conclut par une simple induction sur la longueur de
ce chemin. O

Remarque 2.3.5. La remarque 2.3.3 s'adapte au cas des bisimulations fonctionnelles faibles
en passant de f 2 fc (f).

On passe maintenant au cas des bisimulations faibles éventuellement non fonction-
nelles. Dans le cas fort, on a défini les relations entre deux graphes G et G’ au-dessus de A
comme les sous-objets du pullback Gx,G’et on a interprété les propriétés de simulation en
demandant que les projections soient des fibrations de graphes.

On adapte cette approche ici, en remplagant A par fc (A). Néanmoins, en général,
fc (G) g (a) fc (G') et fc (GxAG') ne sont pas isomorphes, ce qui exige un choix de concep-
tion. On utilise ici le premier :

Définition 2.3.8. Une simulation faible G + G’ est une relation R C fc (G) xg () fc (G') dont
la premiére projection R = fc (G) Xg(a) fc (G') — fc(G) est une fibration de graphes.
R est une bisimulation faible ssi ses deux projections sont des fibrations de graphes.

Concrétement, considérons p: G — A et p': G' — A, ainsi qu'une simulation faible
R comme ci-dessus. Pour toute aréte 1: x — x de fc(G), c'est-i-dire tout chemin sans
identités 1 : x*—x"et y € G tel que R(x, y), la condition de fibration de graphes donne
un chemin sans identités r': y*—1y' dans G, tel que (v, ") € R. Si R est pleine, ceci est
équivalent A l'existence, pour toute aréte e : x « x'de G et y € G’ tel que R(x, y), d'un
chemin sans identités 1" : y*—1y' tel que R(x, y') et [p (e)] = \_(p')*(r')J. On ne considére
ici que des relations pleines et donc on utilise directement cette caractérisation.

Comme dans le cas fort, on a pour tous G et G’ fixés au-dessus de A :

Proposition 2.3.7. Les bisimulations faibles sont fermées par union et l'union de toutes
les bisimulations faibles, la bisimilarité faible, est la bisimulation faible maximum.
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Notation 2.3.5. La bisimilarité faible au-dessus de A est notée ~a. Comme dans le cas fort,
on la comprend parfois par abus de notation comme une relation d'équivalence sur tous
les sommets de deux graphes arbitraires au-dessus de A.

2.4 FINS, COFINS ET EXTENSIONS DE KAN

Cette partie est une introduction aux fins et aux cofins (end et coend en anglais). Une
présentation plus rigoureuse et détaillée est donnée dans Riehl [66] (en particulier dans
le premier chapitre et la partie 7.1).

2.4.1 Motivation
Commengons par un exemple concret.

Définition 2.4.9. Soit I' la catégorie librement engendrée par le graphe 3 deux sommets
* et [1] et deux arétes s, t: x — [1].

1l est bien connu que la catégorie des graphes (au sens des multi-graphes orientés)
peut se définir comme la catégorie des préfaisceaux sur I':

Proposition 2.4.8. On a une équivalence de catégories Gph ~ T.

Tout graphe G est donc un foncteur I'? — Set, dont on peut se demander quelles
sont la limite et la colimite. La limite de G ne va pas nous occuper longtemps ici ; si G est
le graphe o, T: E =V, on obtient 'égalisateur de o et T, c'est-a-dire 'ensemble des arétes e
telles que o (e) = T (e) : les boucles.

La colimite est le quotient des sommets par la plus petite relation d'équivalence
identifiant deux sommets v et v'dés qu'il existe e € E telle que o (e) = v et T(e) = v. On
obtient ainsi l'ensemble des composantes connexes de G.

Les colimites sont les exemples les plus familiers d'extensions de Kan a gauche, qui a
leur tour se calculent a l'aide de cofins. Expliquons le lien en guise de motivation.

On verra plus bas que dire que C est une colimite de G avec A comme coc6ne colimitant
est équivalent a dire que le diagramme

re———— L 7%

A
G\ 3/ C”

Set
est une extension de Kan a gauche.
La propriété déterminante pour cela est que pour tout ensemble D et toute transforma-
tion naturelle
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Set,

il existe une unique fonction f : C — D telle que vy se factorise en

Que nous dit cette propriété ? Une telle transformation naturelle y n'est rien d'autre qu'un

diagramme de la forme
E - 'V
D

tel que y,0G(s) = yp et v,0G(t) = yp. Ceci revient bien siir a dire que v, coégalise
G (s) et G(t), donc I'extension a gauche recherchée est bien le coégalisateur de G (s) et G (t),
autrement dit 'ensemble des composantes connexes de G.
Dans le langage des cofins, ceci s'exprime en utilisant le fait bien connu qu'une exten-
sion de Kan a gauche de la forme donnée se calcule comme la cofin

C :JCEGF(C).

Les définitions qu'on verra plus bas entrainent que la propriété déterminante pour cela
est littéralement la méme que celle d'extension de Kan a gauche.

2.4.2. Définition et premiers exemples
Définition 2.4.10. Soient & et & des catégories et F : " x& — & un foncteur. Un coin
pour F est constitué d'un objet E € ob (&) muni d'une famille de morphismes A¢: E —

F(C, C) pour tout C € ob (%) telle que pour tout f : C — C’ le carré suivant commute :

E Ac F(C, C)

Acr F(C,f)

F(C C’)%ﬂﬂc,) F(C, C').
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Un morphisme de coins (E, A\) — (E’, X') est un morphisme m : E — E’ telle que pour
tout C € ob (%) on ait N\com = Ac.

Proposition 2.4.9. Les coins pour F et leurs morphismes forment une catégorie Coins (F).
Définition 2.4.11. Une fin pour F, notée fCe% F(C, C), est un objet terminal dans Coins (F).
Avant de présenter des exemples, donnons la définition duale des cofins.

Définition 2.4.12. Un cocoin pour F est constitué d'un objet E € ob (&) et d'une famille de
morphismes A : F(C, C) — E pour tout C € ob (%), telle que le carré suivant commute :

F (C/, C) F(C,f) F (Cl, C/)
F(f,C") Acr

F(C, C) E.

Ac

Un morphisme de cocoins (E, A) — (E/, X') est un morphisme m : E — E' telle que pour
tout C € ob (%) on ait moAc = A..

Proposition 2.4.10. Les cocoins pour F et leurs morphismes forment une catégorie
CoCoins (F).

Cew . .
Définition 2.4.13. Une cofin pour F, notée | “°F (C, C), est un objet initial dans CoCoins (F).

Exemple 2.4.2. L'ensemble Cat (%, @) (F, G) des transformations naturelles entre deux
foncteurs F, G : & — I, pour toutes catégories & et I, peut s'exprimer comme la fin

| 2¢o, 0.
Ce?®

En effet, la condition de compatibilité sur les coins devient
JLD(F(O),G(C)—2——D(F(C),G(C)
Ao Z(F(C),G(1)

Q(F(C/)> G(C/))WQ(F(C)) G(C,))-
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Le cone A donne ainsi pour chaque C et o € fCQ(F(C), G(C)) un morphisme A (x) :
F(C) — G(C) tel que G(f)oAc(x) = Acr () oF (F), c'est-a-dire précisément une transfor-
mation naturelle F — G dont la composante en C est donnée par Ac (cx).

cel e s .
Exemple 2.4.3. On a donc que | G(c) est le cocoin initial pour G. Ici, G est vu comme
le foncteur G': T?xT" — Set défini par composition :

IPxT - PS5 Set .

Puisque G'est trivial en son second argument, un cocoin est juste un ensemble E muni
de deux fonctions A, : G(x) — E et Aigy: G([1]) — E, telles que A, oG (f) = Ay, pour
f € {s, t}. On retombe bien sur le diagramme (1).

Exemple 2.4.4. Dans les modeéles de préfaisceaux [41, 11], on interpréte les processus
concurrents d'un langage donné par des préfaisceaux sur une certaine catégorie dite de
« chemins ». Selon le degré de concurrence interne qu'on souhaite modéliser, plusieurs
choix sont possibles, mais pour le présent exemple on se contente du plus simple : soit
T la catégorie des traces sur un alphabet % donné, qui a pour objets l'ensemble .&7* =
Zn.%n des mots sur & et comme ensemble de morphismes & (T, T’) le singleton 1si T
est un préfixe de T' (ce qu'on note T < T’) et I'ensemble vide sinon.

On peut interpréter la célébre machine a café de Milner, donnée par le systeme de
transitions suivant :

YN
Yy Y
dl l/e

oll On pense aux actions comme ceci :

- @ = « recevoir 1€ »,

- b = « recevoir un signal sur le bouton café »,

- ¢ = « recevoir un signal sur le bouton thé »,
d = « faire un gobelet de café »,

- e = « faire un gobelet de thé ».

Comme il n'y a ici aucun branchement non-déterministe, on aimerait interpréter ce

processus par un préfaisceau envoyant chaque trace acceptée sur le singleton. On peut le
faire a la main, mais on va voir que les cofins offrent une formule synthétique. Un premier
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essai pourrait utiliser les sommes : on définit la famille de traces (T;), _, par T; = abd et
T, = ace et on pose
F(T) =2_T(T,T).
ie2

Ainsi, sur toute trace T préfixe de Ty ou Ty, F; est non vide, alors qu'il est vide sur toutes les
autres traces. Pourtant, on n'y est pas tout & fait, puisque lorsque T = a on obtient F,(a) =
141 =2, qui n'est certes pas un singleton : on aimerait identifier les deux maniéres
d'accepter la trace a. Il suffit pour cela de considérer le span ambulant, c'est-a-dire la
catégorie A engendrée par le graphe -1 < 0 — 1, et le préfaisceau G : A — Set constant
égal 3 1. On définit ensuite le plongement P : A — T défini par le span

abd « a — ace,
puis ceA c

F =] G@xrmpe) - |7 pe.

Ainsi, si T est préfixe d'un seul des T;, F(T) est un singleton comme précédemment,
mais cette fois si T est préfixe a la fois de T; et T,, alors T est aussi préfixe de a et les
trois éléments

- (%, T — abd) € G-1)XT (T, P(-1)),

- (%, T — ace) € G()xT(T,P(1)) et

- (%, T — a) € GO)XT (T, P(0))
sont identifiés parce que les deux diagrammes ci-dessous doivent commuter :

G(E1N)XT(T, a) G(MxXT(T, a)

G(T(T,P(!)) G()xid G()XT(T,P(1)) G()xid

G(1)xT(T,abd) G)xT(T, a) G(xT(T,ace) GO)xT(T, a)

A, Ao N Ao

JE G OXT(T, P(0)) TS G X T (T, P (o).

2.4.3 Expression en termes de (co)limites ordinaires
Le résultat suivant devrait étre clair :

Proposition 2.4.11. Pour tout F : "x% — & avec & une catégorie de préfaisceaux, la
cofin | F(C, C) existe et est le coégalisateur du diagramme

[injcF(C, DI o,

, JF(C, C
Zc,c,f:CHC ©, [injcF(f,C)]

Y F(C, 0.

C,Chf
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Démonstration. Les colimites se calculent point-a-point dans les catégories de préfaisceaux
et lorsque & = Set la cofin en question est le quotient de > _.F(C, C) par la relation
d'équivalence identifiant (C, x) et (D, y) dés qu'il existe z € F(D, C) tel que F(f, C) (z) =
x et F(D, f)(z) = y. O

De méme :

Proposition 2.4.12. La fin fCF (C, C) est l'égalisateur du diagramme

(R, Chome) 1 F(C,C)
(F(C,f)omc) C,Cif:C—C’ ’ .

C,Cif

[1.F(C,C)

Démonstration. Méme argument, sauf qu'ici la fin en question est 'ensemble des familles
x € HCF(C, C) telles que pour tout f : C — C’on ait F(C, f) (x¢) = F(f, C') (x).
O

Les caractérisations précédentes présentent l'inconvénient de reposer sur les produits
et coproduits. MacLane [55] montre qu'on peut s'en passer (dans le cas général). Pour cela,
on définit pour chaque catégorie & la catégorie Wed (%°) ayant pour ensemble d'objets
ob (&) + mor (%) et deux morphismes (1C) « (rf) — (1C’) pour chaque f: C — C’
dans % ou 1 et r désignent les injections de coproduit. On a de plus un foncteur de
projection prg : Wed (&) — &°"x%, envoyant chaque diagramme

(1C) « (rf) — (1C")
sur
(€, C) « (C,C) — (C, C).
La proposition 2.4.11 entraine clairement :
Proposition 2.4.13. Pour tout FC: EPxE — &ona
J F(C, C) = colim (Fopry),
au sens ol les deux existent en méme temps et dans ce cas sont isomorphes dans CoCoins (F).

De maniére duale,

Proposition 2.4.14. Pour tout F: #°x% — & on a
fC F(C, C) =lim (F oproﬁgop),
au sens ol les deux existent en méme temps et dans ce cas sont isomorphes dans Coins (F).
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Remarque 2.4.6. Le foncteur dont on prend la limite est ici le composé
Wed (8°)" 22z, () "x &™) = P x 7 L &,
qui envoie chaque diagramme
1(C) « r(f) = 1(C)
dans Wed (Z") sur
F(C,C') = F(C,C") « F(C, C).

Un corollaire immédiat de cette expression par limites et colimites des fins et cofins
est :

Proposition 2.4.15. Tout foncteur continu préserve les fins ; tout foncteur cocontinu
préserve les cofins.

Démonstration. On traite le cas des cofins. Pour tout foncteur cocontinu G : & — %,
on a

c c
G(JF(C, C)) = G (colim (Foprg)) = colim (GoFoprg) ZJG(F(C, Q)). O

Un exemple de foncteur continu est donné par le lemme bien connu suivant :

Lemme 2.4.16. Tout préfaisceau représentable sur & préserve les limites, ou autrement
dit envoie les colimites de & sur des limites de Set.

Démonstration. On a pour tout C € ob (%) et tout foncteur F: & — & :
% (colimF, C) = lim& (F(-), C)
par propriété universelle de colimF. O

Corollaire 2.4.17. Pour tout F: #°x% — £€et D€ & ona

c
g(JF(C, C), D) EJ%(F(C, C), D).
c
Démonstration. On a

g(ICF (C, ), D) = yp(colim (Foprg)) par la proposition 2.4.13

lim (yDoFOPO prog,) par le lemme.

14
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Mais on a évidemment prg = prgeyr, donc la derniere limite est en fait également la fin
de

(BP)"xFF) £ &P 2o Set,
qu'on écrit aussi fC & (F(C, C), D) comme souhaité. O

On a encore plus directement :

Corollaire 2.4.18. Pour tout F: Px% — £etD e % on a

%(D,JF(C, C)) EJ%(D, F(C, Q).
C C

On a enfin, dernier résultat avant le fameux lemme de co-Yoneda, un analogue du
théoréme de Fubini pour les intégrales, dont on trouvera la preuve (dans le cas général)
dans MacLane :
Lemme 2.4.19. Soit un foncteur F : #FxExDPx D — & Si la cofin IDF (C,C, D, D)
existe pour toute paire (C, C') € ob (&) xob (%), alors tout choix de telles cofins induit un

D o . ,
foncteur [ F(C;, C,, D, D) : "% — Set. La famille des donnée en (C, D) par
D c D
F(C,C,D, D) lL»JF(C, C,D, D) AJ JF(C, C,D, D)
. y D (C,D)

fait dejf F(C,C, D, D) une cofin | ' F(C,C,D, D).

Par le lemme précédent, on a facilement :

Corollaire 2.4.20. Pour tout F :

JT?(C, C,D, D) EJDJ'CF(C) C,D, D).

On peut enfin poser le fameux lemme de co-Yoneda, qui affirme que tout préfaisceau
est canoniquement colimite de représentables :

Lemme 2.4.21. Pour tout K: % — Set on a

c
K ZJK(C)xyC,
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ot on rappelle que X-E désigne le coproduit itéré de E, X fois, c'est-a-dire erxE ou
encore XxE.

Démonstration. On montre que les préfaisceaux covariants représentables donnés par les
deux termes sont isomorphes, ce qui entraine le résultat par le lemme de Yoneda (Yoneda
covariant entraine donc co-Yoneda contravariant!). Pour cela, considérons un préfaisceau
arbitraire X : "7 — Set. On a :

2 (/ K©)xye, X)

= | Set (f K(C)xZ (C', C), X(C’)) par l'exemple 2.4.2
Jer
= f Set (K(C)xZ (C, C), X(C")) par le corollaire 2.4.17
= fc Set (£ (C', C), Set (K(C), X(C"))) par curryfication
-JC’
= [, CAT (%, Set) (Z (C),-), Set (K(=), X(C'))) par l'exemple 2.4.2
= fc’ Set (K(C"), X(C") par le lemme de Yoneda covariant
= 2 (K, X) par l'exemple 2.4.2.

2.4.4 Lien avec les extensions de Kan

Pour conclure cette bréve introduction, on revient sur le lien avec les extensions de Kan,
évoqué en partie 2.4.1.

Définition 2.4.14. Pour tous foncteurs & = % -5 I, une extension a gauche de F le long de
G est une transformation naturelle

& ¢ 9
\n/
N L
&

telle que toute transformation naturelle &« comme a gauche ci-dessous se factorise de
maniére unique a travers 1 comme a droite ci-dessous :

& G g G g
L
n
g g.x‘*

Clairement, on a :
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Proposition 2.4.22. Si des extensions de Kan a gauche (resp. droite) le long de G existent
pour tous les F: & — &, alors tout choix de telles extensions induit un foncteur CAT (%,
&) — CAT (9, &), adjoint & gauche (resp. droite) du foncteur CAT (G, &) : CAT (Z,
&) — CAT (%, &) de précomposition par G.

Réciproquement, si de tels adjoints existent, alors ils donnent des extensions de Kan
a gauche (resp. droite).

On peut montrer :
Proposition 2.4.23. Si & est cocompleéte, L existe et on a

Ceob(®)
L= 260,00,

Démonstration. Soit L le foncteur défini par le membre de droite. L'assignation F —
I induit bien un foncteur CAT (%, &) — CAT(Z, &), dont on vérifie qu'il est bien
adjoint 2 gauche de la précomposition par G. Pour cela, soit X : & — & un foncteur
arbitraire. On a :

CAT(Z, &) (L, X)

= [L& (D), X(D)) par l'exemple 2.4.2

~ :Dg ([ 2(G(C), D)-F(C), X(D) par définition de '

= :ch & (@ (G(C),D)-F(C), X(D)) par le corollaire 2.4.17

~ C J.&(2(G(C), D)-F(C), X(D)) par I'analogue du théoréme de Fubini

1

fD Set (Z(G(C), D), &(F(C), X(D))) par propriété des coproduits
Je

12

fc & (F(C), X(G(Q))) par le lemme de Yoneda covariant
CAT (%, &) (F, XoQG) par l'exemple 2.4.2.

112

O

On note au passage la version (automatique) ot on étend un foncteur contravariant,
qui sera utile en partie 5.
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Proposition 2.4.24. Etant donnés des foncteurs & &= & et € -5 ), si & est cocompleéte,
l'extension de Kan A gauche de F le long de G® L : 9 — & existe et on a

Ceob(?)
L(D)EJ (D, G(C))-F(QC).

Remarque 2.4.7. Le calcul effectué a la main dans I'exemple 2.4.4 découle automatiquement
de ce résultat.

On a un résultat analogue pour les extensions de Kan a droite :

Proposition 2.4.25. Etant donnés des foncteurs & = & -5 9 avec & compleéte, I'adjoint
a droite R de la précomposition par G existe et on a
2(D,G(0))

RO = RO,
Ccob(%)

oit EX désigne par définition le produit itéré de E, X fois, c'est-d-dire [T . E

Démonstration. Soit R’ le foncteur défini par le membre de droite. L'assignation F
R’ induit bien un foncteur CAT (%, &) — CAT(Z, &), dont on vérifie qu'il est bien
adjoint a droite de la précomposition par G. Pour cela, soit X : & — & un foncteur

arbitraire. On a :
CAT(Z, &)(X,R)

= fD Set (X(D), R'(D)) par l'exemple 2.4.2

= | Set (X(D),J F (C)Q(D'G(C))) par définition de R’
JD Ccob(%)

= Jé”(X(D), F (C)Q(D‘G(C))) par le corollaire 2.4.18
Jp Jc

= Jép (X(D), F (C)Q(D’G(C))) par l'analogue du théoréme de Fubini
Jedp

11

fD Set (Z (D, G(C)), &(X(D), F(C))) par propriété des produits
C

J

J.&(X(G(C)), F(O) par le lemme de Yoneda
CAT (%, &) (XoG, F) par l'exemple 2.4.2.

1

14
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De méme que ci-dessus, on note la version ot on étend un foncteur contravariant, qui
sera elle aussi utile en partie 5.

Proposition 2.4.26. Etant donnés des foncteurs & <= & et -5 ), si & est compleéte,
l'extension de Kan a droite de F le long de G® L : Z*? — & existe et on a

R(D) = J F(C)7C P
Ceob(®)

2.4.5 Une application classique : réalisation géométrique et foncteur singulier

On présente ici un exemple d'application des résultats des parties précédentes en topologie
algébrique. Il s'agit d'une situation classique ol on considére une représentation combi-
natoire d'espaces topologiques, qu'on souhaite associer a la notion standard. On peut
considérer par exemple les ensembles simpliciaux qui sont des préfaisceaux sur une
certaine catégorie A, dont il nous suffira ici de savoir que les objets sont les entiers
naturels. On sait de plus définir un foncteur de réalisation géométrique |—| : A — Top vers la
catégorie des espaces topologiques et des fonctions continues, qui associe a chaque entier
n le simplexe A, de dimension n, dont la définition importe peu ici. Par extension de Kan
3 gauche, ce foncteur induit un foncteur cocontinu dit de réalisation géométrique A — Top,
lui aussi noté |-|, qui par la proposition 2.4.23 est défini par

IX] EJHZ(yn, X)-A, EJT;( (n)-A,.

Ce dernier foncteur admet un adjoint a droite, le foncteur dit singulier, qui associe a chaque
espace topologique X le préfaisceau Sing (X) défini par

sing (X) (d) = Top (Idl, X).

Tout cela donne un joli diagramme, qu'on reproduit pour la éniéme fois :

A Y A
Sing
-] A

Top.

Dans le cas général, on considére & petite et & cocompléte et on obtient un diagramme :
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& ’ I
Sing
lan, G
&. .
Le foncteur de réalisation géométrique envoie alors tout préfaisceaux X € & sur
c
?(yc, X)-G(C), c'est-a-dire par Yoneda sur fCX(C)-G(C). Le foncteur singulier est

quant 2 lui défini par
sing (E) (C) = &(G(C), E).

La propriété d'adjonction se vérifie directement de maniere calculatoire i l'aide des
outils rappelés en partie 2 :

g(J°X(©)-G(©), )

1

J.&(X(©)-G(C),E)
J.Set (X(C), &(G(C), E))
JSet (X(C), Sing (E) (C))
@ (X, Sing (E)).

1

14

1

2.4.6 Lien avec les (co)limites pondérées

En partie précédente on a montré que les extensions de Kan 2 droite et 2 gauche peuvent
respectivement s'exprimer comme des fins et des cofins, moyennant certaines hypothéses
de (co)complétude. On conclut a présent cette partie préliminaire en montrant que ces
fins et cofins peuvent aussi étre vues comme des limites et colimites pondérées, au sens des
catégories enrichies [43]. Sauf qu'ici on travaille dans le cadre non enrichi, ce qui donne une
version simplifiée de la théorie, pouvant éventuellement servir de tremplin vers l'original.
Une référence intermédiaire trés utile dans le cas enrichi sur Cat est l'article de Kelly [44].
La présentation adoptée ici suit de preés le chapitre 7 de Riehl [66].

Pour motiver la construction, commengons par observer qu'un coéne de m € .# vers
F: % — A n'est rien d'autre qu'une transformation naturelle

Al
& || zSet.
M (m,F-)

Ainsi, une limite de F est entiérement déterminée par un isomorphisme naturel en m :

A (m, limF) = [%, Set](Al, # (m, F-)).
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De maniére symétrique, une colimite pour F est entiérement déterminée par un
isomorphisme naturel en m :

A (colimF, m) = ?(Ah A (F—,m)).

Attention : comme le foncteur .# (F—, m) est contravariant, on doit passer a la catégorie

—_

Z.

L'idée de base des limites et colimites pondérées est de généraliser ceci en introduisant
un poids arbitraire W pour remplacer Al, qui sera un préfaisceau covariant dans le cas des
limites et contravariant dans le cas des colimites.

Définition 2.4.15. Une limite de F : € — .# pondérée par W : & — Set est un objet
lim" F muni d'un isomorphisme naturel en m :

%(m, limWF) = [®, Set]| (W, A (m, F-)).

Définition 2.4.16. Une colimite de F : & — .# pondérée par W : 7 — Set est un objet
colim” F muni d'un isomorphisme naturel en m :

%(colimWF, m) =2 (W, #(F-, m)).

Lorsque .# est compléte (resp. cocompléte), les limites (resp. colimites) pondérées se
réduisent a des fins (resp. cofins).

Lemme 2.4.27. Si .# est cocompléte, alors colim” F = fCW(c)-F (c).

Démonstration. On a

14

M (["W()F), m) = [ A#(W()-F(),m)
J.set (W (c), # (F(c), m))

11

112

On note au passage que ceci induit une expression diftérente de la proposition 2.4.23 :
Proposition 2.4.28. Dans le cadre de la proposition 2.4.23, on a

L(D) = colim®<(P F,
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oll Singg : & — @ désigne le foncteur singulier induit par G.

Lemme 2.4.29. Si ./Z est compleéte, alors imVF = JF (C)W(C?
C

Démonstration. On a

11

Y (m, JF (c)W“)) [ Set (W(0), 4 (m, F(c))

1

[, Set] (W, 4 (m, F-)). O

Comme vu plus haut, on peut bien siir exprimer ces fins et cofins comme des limites et
colimites standard. Néanmoins, la forme rencontrée ici admet une présentation alternative,
particulierement simple, grice a la construction de Grothendieck. On traite le cas des
colimites.

Etant donné un préfaisceau W : €7 — Set, soit py, : el W — & la fibration discréte
correspondante.

Lemme 2.4.30. On a colim” F = colim (el W 2% & -F; #).

Démonstration. Par la proposition 2.4.11 et le lemme 2.4.27, on a

12

colim" F = coeq (X, W(C)-F(C) F X W(C)-F(C))
coeq (ZC%C/ZW,GW(C,)F ©) jzc Zwew(c)F (C))
= coeq (ZC—f)C',W/E wieh T () jZ(c,meel(W) F (C)) :

1

Par ailleurs, par la caractérisation bien connue des colimites en termes de coproduits et de
coégalisateurs, on a :

colim (Fopy) = coeq( > FO =S X F(C)),

(Cy,w) S (Chw')) eel(W) (Cy,w) eel(W)

ol les deux morphismes donnés sont définis en tout f par

- F(C) MMew, > coyeamm FO) et

F(f) 1y Anjeiw)
- FO ST C) =52 ¢ ycamn F©): . L
Les deux coégalisateurs coincident donc puisque la fonction entre indices
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Y ccrmee V@) = X e (WS w), (€ w)
€, C f,w) = (C, (W), Cywf)

est bijective par définition de el (W).

Ce résultat permet enfin de retrouver l'expression standard [56] d'un préfaisceau
comme colimite indexée par sa catégorie d'éléments :

Corollaire 2.4.31. Tout préfaisceau K : #° — Set est colimite de
K27 L 2.

Démonstration. On a par les résultats précédents :

K EJK(C)'YC = colim"y = colim(elK — & — /?)
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DE LA RECRITURE D'ORDRE
SUPERIEUR A LA SEMANTIQUE
2-CATEGORIQUE

Spostati un po', che devo fare una sostituzione.

Anonyme

3.1 UN LIEUR POUR LES GOUVERNER TOUS

On s'intéresse dans cette partie a l'article LMCS [32], qui propose une approche abstraite
de la méthode traditionnelle de définition de langages de programmation par une syntaxe
munie d'une relation de réduction modélisant I'exécution.

Pour expliquer les origines de cette approche, revenons un peu en arriére : dans sa
thése [49], Lawvere propose une approche abstraite de la notion de théorie algébrique,
fondée sur les catégories a produits finis. Par exemple, une théorie .7 constituée d'un seul
opérateur binaire est modélisée par une catégorie & (J) engendrée par un objet, disons
t, et un morphisme de type txt — t représentant l'opération en question. Le processus
d'engendrement de & (7)) est simple et le cadre fournit directement une notion de modéle :
les foncteurs (préservant les produits finis) de & (.7") vers une autre catégorie, typiquement
les ensembles.

En gros, le travail présenté ici constitue une double extension de celui de Lawvere, pour
prendre en compte d'une part la liaison de variable et d'autre part la dynamique. Le premier
point vient du fait que pratiquement tous les langages de programmation utilisent des
variables muettes, 3 commencer par le plus simple d'entre eux, le A-calcul. Le second point
fait simplement référence a la relation de réduction. En fait, ces deux extensions étaient
(presque) présentes séparément dans la littérature.

Pour gérer la liaison de variables, on reprend une idée de base de la récriture d'ordre
supérieur [62] : représenter toutes les opérations liantes a l'aide d'une seule, le A du A-calcul
simplement typé. Au-deld de l'évident attrait Tolkienesque de l'approche, on peut aussi
y voir un avantage pratique de factorisation : dans n'importe quel assistant de preuve,
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il suffit d'avoir une bibliothéque efficace de A-calcul simplement typé pour aborder la
récriture d'ordre supérieur. En combinant cette représentation des variables liées et le
lien bien connu entre ce A-calcul et les catégories cartésiennes fermées, il semble naturel
de passer des catégories a produits finis aux catégories cartésiennes fermées. Ceci rend
en effet parfaitement compte de la syntaxe en présence de variables liées et le A-calcul
simplement typé fournit une construction automatique et explicite des programmes a partir
d'une signature.

Quant a l'aspect dynamique, l'exécution, Rydeheard et Stell [67], puis Power [65], le
traitent pour les systémes de récriture (du premier ordre), en se fondant sur les 2-catégories
a produits finis : les morphismes sont des programmes, les étapes de réduction étant des
« morphismes entre les morphismes », appelés 2-cellules.

Ma contribution [32], présentée dans ce chapitre, a donc consisté a concilier ces deux
extensions : on étudie les 2-catégories cartésiennes fermées comme cadre sémantique
pour la récriture avec lieurs, c'est-a-dire la récriture d'ordre supérieur. On propose aussi
une notion de signature et une construction explicite de la 2-catégorie cartésienne fermée
engendrée par une signature. Les résultats principaux démontrent d'une part l'adéquation
de cette construction avec la construction standard de la relation de réduction associée
a un systéme de récriture d'ordre supérieur, et d'autre part le fait qu'elle décrit en effet
une adjonction entre nos signatures et les 2-catégories cartésiennes fermées. Un bémol
a apporter a cette description réside dans la notion de morphisme. Chez Lawvere, un

morphisme entre deux modéles M, et M, d'une théorie J~ dans une catégorie a produits
M,

finis & est une transformation naturelle %(.7)\_““/ &. Le point important est

M,
ici que grice a la propriété universelle des produits, une telle transformation est automa-
tiquement monoidale, c'est-a-dire que x5 = xXa X (2 isomorphisme canonique pres).
Le probleme est que la notion naive de transformation naturelle fermée est trés restrictive,
a cause de la contravariance de la fléche, puisqu'elle se limite a certains isomorphismes. La
question de la pertinence de cette notion de morphisme du point de vue dénotationnel reste
a explorer.

Travaux connexes : la sémantique bialgébrique

De nombreux autres travaux ont proposé de mathématiser le processus de définition des
langages de programmation et de leurs modéles dénotationnels, de maniéres tres

différentes. A ma connaissance, la seule approche rendant compte a la fois de la structure
syntaxique des programmes (en particulier la substitution), la relation de réduction, ainsi
que la notion de modéle associée est la sémantique dite bialgébrique initiée par Turi [74,
20, 21]. En théorie elle répond donc entiérement 2 la question initiale. Sauf qu'elle présente
certains inconvénients. Le premier d'entre eux est que des doutes demeurent sur sa portée.
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En effet, si elle rend parfaitement compte de langages simples tels que CCS [57], le 7-
calcul [58], un langage a peine plus compliqué, lui a posé des difficultés considérables,
qui sont encore examinées aujourd’hui. La solution la plus crédible a ce jour semble étre
celle de Staton [70], mais elle est loin d'étre élémentaire et on a du mal a imaginer que
la communauté l'adopte comme outil standard. Un autre point faible de la théorie est sa
capacité limitée & proposer une construction systématique pour engendrer l'ensemble des
programmes, la réduction et la notion de modéle. Plus précisément, ces trois éléments
découlent de la donnée d'une monade T, d'une comonade C, ainsi que d'une loi de distribu-
tivité de C sur T. Or — et la version initiale de la théorie en rend bien compte dans les cas
simples — pour le sémanticien, T devrait en fait étre automatiquement engendrée a partir
d'une signature, c'est-a-dire d'une famille d'opérations de base. A ma connaissance, ceci est
pour l'instant limité a des opérations sans lieurs de variables, ce qui exclut par exemple
des langages aussi standards que CCS (avec création de canaux), le 7t-calcul, ou le A-calcul
pur.

Pour comparer mon travail avec cette approche, rappelons les deux approches
catégoriques de la notion de théorie algébrique, au sens standard. L'une est celle initiée
par Lawvere dans sa thése [49], rappelée plus haut. L'autre approche modélise chaque
théorie algébrique par une monade (finitaire) sur les ensembles. Dans l'exemple I ci-
dessus, cette monade associerait 3 chaque ensemble X l'ensemble des termes engendrés
par l'opération donnée, 2 variables dans X. Linton [54] a montré que ces deux approches
étaient essentiellement équivalentes. La sémantique bialgébrique peut étre vue comme une
extension de l'approche monadique 2 un cadre dynamique, dans le sens ot les programmes
sont munis d'une relation de réduction. Mon approche aborde la question du point de
vue des théories de Lawvere, en ajoutant les exponentielles aux produits finis dans les
catégories considérées.

Exemple 3.1.1. Pour éviter d'exhiber d'emblée I'exemple auto-référent et donc légérement
perturbant qui vient juste aprés, considérons les formules en logique du premier ordre. On
peut les représenter par le A-calcul simplement typé sur deux types de base, disons t pour
« terme » et f pour « formule », avec pour opérationseq :t — t — f,and: f — f — f, or:
fofofnot:f—fal:f"— fandex:f' = f

Il est facile de définir par induction un encodage des formules a n variables libres en
des A-termes de type f & n variables libres de type t. Par exemple, la formule I x, x = x
sera codée par ex (Ax. eqxx).

On considére les A-termes comme équivalents modulo (1. Les résultats habituels
de décomposition des formes normales donnent le principe d'induction souhaité sur les
formules. Considérons ainsi un terme Xx;:t, .., x, :t F M f arbitraire. Par le lemme
de la branche principale (voir section 10.3.1 de [29]), il prend exactement l'une des formes
suivantes :

- eqxix;pour i,j € n,
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- and MM, avec xq:t, ., Xq:tEMy:fpouri=1,2

- orM;M,; avec x;:t, ..y Xt E My fpouri=1,2,

- notM avec Xy :t, .., x, it M :f

- all(Ax:t. M) avec x; ity o, X ity x it M i f ou

- ex(Ax:t.M)avec x; ity e, xy ity x it EM

Un dernier point : on s'autorisera des constantes d'arités plus grandes que 1. Par

exemple, on aura tendance i prendre pour and et or deux constantes d'arité f, f I f;
c'est-a-dire qu'on écrira non plus and M; M, mais and (M;, M,)). Non seulement cette
présentation se révele plus aisée techniquement, mais en plus elle semble indispensable a
l'organisation catégorique de l'approche, que nous aborderons plus loin.

Exemple 3.1.2. Voici l'exemple auto-référent promis : il s'agit du A-calcul pur. Pour le
représenter a l'aide de constantes simplement typées, on considére un seul type de base,
disons t pour « terme » et deux constantes L : t' -t et a:t,t - t. On représentera par
exemple le terme Q = (Ax. xx) (Ax.xx) par a (delta, delta]), out delta = 1 (Ax : t. a(x,
x|)). La fonction générale de traduction [-] est définie inductivement par :

[x] = x
[MN] = a(IMI, [N])
[Ax.M] = 1(Ax:t. [M]).

La encore, le lemme de la branche principale nous donne qu'un terme x; : t, ..., X, :
t M :t en forme 3-normale n-longue est d'exactement l'une des formes suivantes
- xypouri€mn,
- a(M;, M,)) avec xq:ty ey xy it Mt pour i =1, 2,
- 1(Ax:t. M) avec Xy ity wyxpit,x:t M :t.

3.2 SIGNATURES

L'idée de la récriture d'ordre supérieur est d'utiliser l'encodage précédent pour spécifier
des systemes de récriture avec lieurs. Une régle dans un tel systéme est donc en premiére
approximation une paire de A-termes simplement typés de méme typage, c'est-a-dire de
méme type dans le méme contexte.

Exemple 3.2.3. La f-réduction du A-calcul pur de l'exemple 3.1.2 se représente par la paire
du redex x : t,y:t' Fa(l(y),x) :t et du réduit x : t, y : t' —yx : t. Par exemple, si
on substitue a y le codage de I'identité, id = 1 (Ax : t. x|), on obtient que a (id, x|) se réduit
en (Ax :t.x)x, qui est B n-équivalent a x. On obtient donc la réduction a (id, x|) — x.
Insistons ici sur la différence subtile mais capitale entre l'application du A-calcul pur codé,
a(M;, M,), et l'application du A-calcul simplement typé héte. La régle 3 codée ici dit donc
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que la premiére, lorsque M, est de la forme 1 M, se réduit en la seconde, c'est-a-dire ici
en MjM,.

En récriture d'ordre supérieur, une signature est un ensemble de telles regles, soumis
a certaines contraintes ayant pour but d'assurer la décidabilité de certains probléemes,
par exemple la recherche de redex ou de paires critiques. L'élaboration de notre cadre
sémantique nous impose d'abandonner ces contraintes au profit d'un lien plus étroit entre
les signatures et nos modeles sémantiques, les 2-catégories cartésiennes fermées.
L'idée est donc de définir nos signatures par :
- un ensemble X, de types de base,
- pour chaque typage I' = A, ol A est un type simple sur X, et I est une liste de types
simples, un ensemble X;(I' = A) de constantes d'arité T' = A
- et enfin pour chaque typage I' - A et chaque couple M|, N de A-termes simplement
typés dans T = A, un ensemble X,(I' = M — N : A) de régles reliant M et N.
Formalisons un peu plus :

Définition 3.2.1. Soit .% la monade sur Set associant 3 chaque ensemble X l'ensemble
des types simples sur X, défini par la grammaire

Z(X)>Az=x|1] AxB|B"
ou x € X.
On note %4 (X) = % (X)'xZ (X) l'ensemble des typages sur X.

Autrement dit, £ est la monade librement engendrée par l'endofoncteur envoyant X
sur 14 XxX 4+ XxX.

Définition 3.2.2. Une 1-signature est un triplet (X,, X;, ar) ot X, et X; sont des ensembles
et ar est une fonction X; — 4 (X,).

Ici, X, est bien siir I'ensemble des constantes et la fonction donnée associe a chacune
de ces constantes son typage, ou son arité.

Proposition 3.2.1. Les 1-signatures forment une catégorie Sig; dont les morphismes (X, ,
X;, ar) — (X5, Xi, ar’) sont les couples de fonctions (f,, f;) faisant commuter le diagramme

X, : X;
%(XO)W% (Xo)
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Définition 3.2.3. Soit £ la monade sur Sig; associant a chaque 1-signature £ = (X,, X,
ar) la signature £ (XZ) avec les mémes types de base, mais avec 2 (Z) (I' - A) contenant
I'ensemble des A-termes simplement typés avec constantes dans X, modulo 7.

Notation 3.2.1. On comprend ici I' = (A4, ..., A,) comme le contexte de typage (1: A,

., m:A,):un terme de Z(Z) (I = A) a ses variables libres parmi {1, ..., n}. Comme
dans les exemples ci-dessus, on note ¢ (My, ..., M, ) l'application d'une constante ¢ €
L(I'~A)adestermes A-M,;: A,

Il n'est pas complétement évident que £ forme une monade : précisons un peu. L'idée
est que L (A (L)) (T = A) contient des termes dont les constantes sont elles-mémes des
termes dans £ (X). Le cas crucial de la définition de la multiplication p de la monade
repose naturellement sur la substitution :

Z(m(]MI)"'a nD m[Hz M]) (8} HZ(Mn)];
ol
- on note m pour le terme de % (X) servant de constante et M; pour les termes de
ZL(Z (L)) servant d'arguments;
- les variables libres de m étant les entiers de 1 2 n (voir la notation (3.2.1)), on note
m[my, ..., m,] la substitution paralléle de ces variables par m,, ..., m,.
De méme, l'unité n de la monade envoie une constante ¢ € (" = A) sur le terme
c(1,..yn)), o T' = (A, ..., A,). On est maintenant presque en mesure de définir les
signatures.

Définition 3.2.4. Pour toute 1-signature L, soit L 'ensemble Z (Z (TkE A))
L'assignation L — L s'étend évidemment en un endofoncteur Slg1 — Set.

Notation 3.2.2. On note L(I" - A) pour ar (T~ A). De plus, pour My N € Z(T' = A), on
note ' =M — N : A le quadruplet (I, A, M, N), vu comme un élément de X.

L'ensemble Z; contient donc les couples de méme typage dans Z.

Définition 3.2.5. Une signature est une 1-signature £ = (X,, X;, ar), munie d'un ensemble
X, de régles et d'une fonction red : X, — &4 (Z)”.

On appelle I'image par red d'une régle son bord.
Proposition 3.2.2. Les signatures forment une catégorie Sig dont les morphismes (X, X;,

red) — (I, X3, red’) sont les couples (f,, f) ot f, est une fonction X, — Xjetf: L — £’
est un morphisme de 1-signatures faisant commuter le diagramme
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f
X2 X

red red’

AE), AT

EG) I

Exemple 3.2.4. On peut a présent comprendre l'exemple 3.2.3 comme une signature. La
1-signature sous-jacente correspond a l'exemple 3.1.2 : elle a un seul type de base, t, et deux
constantes | et a de typages respectifs t' -t et t, t - t. On a enfin exactement une régle,
qu'on appellera beta, envoyée par red sur la paire

x:t,y:ttFa(l(y),x) — yx:t.

En particulier, on verra plus bas que, tout terme clos de type t' s'écrivant sous la forme
Ax:t. M avec x :t = M : t, toute instance de la régle beta ot x et y sont respectivement
remplacés par des termes clos N et Ax : t. M a pour réduit —=(Ax : t. M)N : t, qui est égal
modulo B a FM[x — NJ:t.

3.3 TERMES DE REDUCTION

Le but est maintenant d'engendrer a partir d'une signature arbitraire une structure

représentant la relation engendrée par le systéme de récriture d'ordre supérieur correspon-
dant. On procéde, comme souvent autour de la correspondance de Curry-Howard, en
considérant les arbres de dérivation comme des termes. Plus précisément, a partir d'une
signature S = (Z, X, , red) arbitraire on va définir une relation de réduction — sur les
éléments de £ (X), dont on considére les arbres de preuve comme des éléments de la
signature Z (S) engendrée par S. Pour intégrer au maximum la notion de permutation
de réductions indépendantes, cette relation —g est « paralléle », au sens de la réduc-
tion parallele en A-calcul. Enfin, elle est transitive, parce qu'on choisit de représenter
les séquences de réductions. On donne le langage de termes associé directement avec
la relation de réduction en figure 3.1 ci-dessous. Il y a un seul jugement de typage, de
la forme ' P: M — N : A, ou I' est une liste de variables deux a deux disjointes
et toutes munies d'un type. On utilise la virgule pour la concaténation partielle de telles
listes, définie seulement si les ensembles de variables utilisés dans les deux arguments
sont disjoints. On construit les régles en s'assurant que si ' P : M — N: A, alors
I'EM:Aetl = N:A. Pour guider l'intuition du lecteur, mentionnons que P donnera

lieu a une cellule /M\)
r | A

dans une 2-catégorie. N
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La premiére régle décrit l'instanciation d'une régle de X,. Considérons pour commencer
le cas ou les P; sont des identités, c'est-a-dire que M; = N; pour tout i € n. La régle
consiste alors a remarquer que notre terme de départ, M [M,, ..., M, ], est obtenu a partir
du membre gauche de la régle r € X, en instanciant ses variables 1, ..., n respectivement
par My, ..., M,.. On peut donc appliquer la regle r et le réduit obtenu est le membre droit
N auquel on applique la méme substitution. La possibilité donnée par la régle d'appliquer r
a des réductions arbitraires Py, ..., P, contribue 2 faire que le systéme représente les réduc-
tions paralléles.

FTEP:M, — NytA, .. THEP M, — N, :A,
(reX(AFM —N:A))
FE1dPy, .., Py : MMy, .., M1 — N[N;, .., N T: A

'r-Pp-My— M,:A THFHQ: M, — M3:A
'EP;Q:M; — Mj3: A

x:A,AFx:x — x:A Fr'=():() — ():1

FFP]:M]—)N]:A] .ee r'_Pn:Mn—)Nn:An
(ceZ(AFA))
I+ CQP1, ...,PHD : CQM], veey MnD — CQN], "')NnD A

NMx:AFP:M — N:B
F~Ax:A.P:Ax:A.M — Ax:A.N:B"

r-P:M—M:B* THQ:N —N:A
r'-PQ:MN — M'N':B

r-P:M— M:A TFHQ:N—N:B
r=(@e,Q):(M,N) — (M,N): AxB

I'EFP: M — N:AxB
I'tEnAaP: M — N A

I'EP: M — N:AxB
FreEn'P: M — /N : B

Figure 3.1 — Termes de réduction engendrés par S
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La deuxieme regle est simplement une regle de composition séquentielle. Elle
correspond 2 la clause de cloture transitive dans la version propositionnelle de la réduction :
si M; — M, et M, — Mj, alors M; — M;. La composition des deux réductions P
et Q se note P; Q.

Remarque 3.3.1. Dans l'article original, on annote l'opérateur de composition séquentielle
: par le terme M, et les opérateurs de projection 7t et 7t’ par les types A et B, le tout afin
de savoir retrouver facilement toute la dérivation de typage a partir du terme de réduction.
En fait on peut montrer que I'annotation de la composition séquentielle est superflue.
Autrement dit, si on prend comme définition des réductions la syntaxe
P,Q u=x[() 4P, ..., RY [ (P; Q)
| c(Piyws P)IAX:A.P|(PQ)|(P,Q)| P | 7P

et qu'on considére les régles de typage de la figure 3.1 comme un prédicat, on a :

Lemme 3.3.3. Si une réduction non typée P est typable dans un contexte [} alors son bord est
unique ainsi que la dérivation de typage correspondante, au choix des variables introduites
pres.

Démonstration. Une induction facile sur P O

En gros, on a fini ! Les régles suivantes sont des régles de congruence, qui pourraient
se résumer aux deux régles

r=MmM:A '-P:M — N:A
rN-M:M — M:A '~ C[P]:C[M] — C[N]:A

Dans la seconde regle, C représente un « contexte », notion pénible 3 définir formel-
lement, ce que les régles de congruence de la figure 3.1 nous évitent de faire.

Remarque 3.3.2. La similitude entre les régles de formation de r{P;, ..., P.) et c(Py, ...,
P.|) peut entrainer une certaine confusion. Pourtant, ces deux régles ont une signification
trés différente. La premiére représente l'application d'une régle de récriture 1, instanciée
avec Py, ..., P.. La seconde représente la mise en contexte des n réductions paralléles P, ...,
P., sous l'opération de base c.

Exemple 3.3.5. Considérons le A-terme pur (Ax. (Ay.y)x))(Az.z)z") et décomposons-

le en (Ax. M)N, ot M = (Ay.y)x et N = (Az.z)z Selon la représentation de
l'exemple 3.1.2, M devient a (L(Ay :t.y), x) et N devient a(l(Az :t.z), z'). Par la
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premiére régle et les régles de congruence (pour générer les identités), on a donc une
réduction
Z'ityx:tEbetaAy i t.y,x) : [M] — (Ay:t.y)x =py x:t.
Par les regles de congruence, on obtient une réduction
Z it FL(Ax:t.betagAy it .y, x)) : [Ax. M] — L(Ax:t.x) = [Ax.x] : t.
Par ailleurs, on a une réduction

Z'itkbetaAz:t.z, 2/ ) [N] — 2/ =[2'] : t.

Appelons les deux derniéres réductions P et Q, respectivement. Elles donnent par congru-
ence une réduction

Z it a(P,Q): [(Ax. M)N] — [(Ax.x)z'] : t.
Ce dernier réduit rend possible une nouvelle réduction

Z'itEbetadAx:t.x, 2’ ) [(Ax.x)z'] — 2" t.
En rassemblant tout ¢a, on obtient une réduction

Z it Fa(P,Q); betagAx :t.x, z' ) : [(Ax. M)N] — 2z’ : t.

3.4 EQUATIONS ENTRE REDUCTIONS
Comme on l'a vu dans I'exemple 3.3.5, les réductions définies en section précédente permet-
tent de représenter des réductions paralleles. Cependant, rien ne force deux réductions
indépendantes 3 commuter.
Exemple 3.4.6. Reprenons les notations de I'exemple 3.3.5 et considérons la réduction P/ =
a(P, [NT) : [(Ax. M)N] — [(Ax.x)N] obtenue en plagant P dans le contexte a (-,
[N1). Considérons ensuite symmétriquement Q' = a ([Ax. x], Q) : [(Ax.x)N] —

[(Ax.x)z']. En composant séquentiellement ces deux réductions, on obtient une réduction

(P; Q") : [(Ax. M)N] — [(Ax.x)Z']
différente de a (P, Q).

50



Comme on souhaite ici modéliser les réduction modulo permutation des étapes
indépendantes, on ajoute des équations, dont la plus importante est peut-étre I'équivalent
de B pour les réductions :

(Ax:A.P)Q =P[Q/x]. 2)

Pour donner un sens 2 cette équation, il nous faut définir la substitution entre réduc-
tions. On proceéde en deux étapes :
- on définit d'abord la substitution d'une variable par une réduction dans un terme,
- puis la substitution d'une variable par un terme dans une réduction.
En fait, dans les deux cas, on définit directement la substitution simultanée de plusieurs
variables.
Pour guider & nouveau lintuition, ces deux opérations correspondent aux « mous-
taches » gauche et droite dans la 2-catégorie qu'on construira ci-dessous :

N M
rZ wQ zA—M A r—N AT w AL
N M

Ici, A = (x; : Ay, ey Xt Ay), N et N’ sont des n-uplets de termes ' = N;: A, et T -
Ni:A; et Q est un n-uplet de réductions I' = Q; : N; — N; : A,. Dans le premier cas,
on remplace chaque variable x; par N; dans M, ce qu'on note M [Q]. Dans le second, on
remplace chaque x; par Q; dans P, ce qu'on note P[N].

L'idée est de définir ensuite la substitution d'une variable par une réduction dans une
réduction en composant verticalement les deux 2-cellules obtenues, c'est-a-dire en formant
MIQI; PINI.

La premiére définition est bien slir rendue possible par les régles de congruence et
procéde par induction sur M, chaque cas de l'induction correspondant 3 une régle de
congruence :

ORI = ()
x;[Q] = Q
c(My, ...y MPD[Q] = c¢(M;[Q], ..., MP[Q]D
(Ax:B.M)[Q] = Ax:B.(M[Q, x]) O(pour x ¢ dom (A))
(MN)[Q] = (M[QIN[QD
(M, N)[Q] = (M[QI, N[QD
(mM)[Q] = n(M[Q])
('M)[Q] = ©#'(MIQ]).

La seconde définition procéde elle par induction sur P :
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(r{Pry ey BN INT = v (P [N], ..., B,[NI}
(Py; P,)IN] = (P[N]; P,[N])
OIN] = ()
x;[N] = N;
c(Pry ey B)INI = c(P[N], ..., B, [N])
(Ax : B.P)[N] = Ax:B.(P'[N,x]) O(pour x ¢ dom(A))
(PP,)[N] = (P, [N]P,[N])
(P, P)[N] = (P [N], P,[N])
(mP")[N] = m(P'[N])
(' P)IN] = «'(P'[N]).

On peut enfin définir :

Définition 3.4.6. Etant donnés un n-uplet T = Q : N — N’: A de réductions et une
réduction A - P: M — M': A, on définit la substitution I' - P[Q] : M[N] —
MI[N']: A par P[N]; M'[Q].

Bien sfir, on aurait ici pu choisir l'autre définition, a savoir M [Q]; P[N’]. On peut

montrer que les deux sont équivalentes aprés coup, c'est-a-dire modulo l'ensemble des
équations.

L'équation (2) fait maintenant sens. Les autres, bien que nombreuses, sont en fait

naturelles et faciles. On peut les classer en quatre groupes.

Calcul : En plus de (2), on a d'abord une régle n pour les réductions : si P est de type
B” alors P = Ax : A. (Px). De méme, on a des régles 3 et m pour les projections :
n(P,Q) =P '(P,Q)=Q
et si P est de type AxB alors P = (7P, 7’ P). Dans le méme ordre d'idées, on a que si

P est de type 1 alors P = ().

Catégorie : On a ensuite des régles assurant que la composition séquentielle munit
les réductions ' - M — N : A d'une structure de catégorie, pour tous I, M, N, A.
Par exemple, grice aux régles de congruence on a une injection des termes dans les
réductions et I'image d'un terme I' = M : A par cette injection est l'identité sur M.
Autrement dit, on impose I'équation M; P = P = P; M. De méme, on impose P; (Q;
R) = (P;Q); R.

Congruence : On a de plus des régles de congruence, qui permettent aux équations
de s'appliquer dans tout contexte. Par exemple, si P = P'et Q = Q, alors P; Q = P’;
Q!

Relévement : Enfin, on a un groupe de régles faisant remonter la composition séquen-
tielle vers le haut de la réduction, l'idée étant que toute réduction doit pouvoir s'écrire
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comme une composition séquentielle de réductions atomiques. Typiquement, si 1 €
Xz(Al_M] — MZ:A),F'_P:N] HNZ:Aetr'_Q:NZ—>N3:A,aIOFS

T {PY; Ma[QD = 1(P; Q) = (My[P]; m4QN).
3.5 UNE MONADE SUR LES SIGNATURES

Dans les sections précédentes, on a défini les réductions engendrées par une signature
S = (X;, L, red). En fait, ces réductions donnent lieu a une nouvelle signature :

Définition 3.5.7. Pour toute signature S = (X, L, red), soit £ (S) la signature donnée
par X, avec comme régles ' = M — N : A l'ensemble des réductions ' - P: M —
N : A, modulo les équations survolées en section précédente, avec la fonction de bord
red &(s) évidente.

Remarque 3.5.3. Attention, ici I n'est a strictement parler qu'une liste de formules, pas un
contexte de typage. On rappelle que d'aprés la notation (3.2.1), on considére implicitement la
liste de formules A, ..., A, comme le contexte 1: A;, ..., n: A,.

Z s'étend de maniére évidente en un endofoncteur sur Sig et on a :
Proposition 3.5.4. £ forme une monade sur Sig.

Démonstration. En effet, qu'est-ce qu'une réduction P dans & (£ (S))? C'est une réduction
dont les régles M — N sont elles-mémes des régles de £ (S). Une telle réduction P
s'envoie naturellement dans % (S) en remplagant toutes les occurrences Q Py, ..., P, ) de
régles par Q[ (Py), ..., u (P,)] en utilisant la substitution définie en section précédente.
Ici, Q € Z(S) est une réduction simple, mais les P, sont dans & (£ (S)) ; on les envoie
donc récursivement dans & (S). Ceci définit la multiplication de notre monade, son neutre
envoyant simplement r € S(IT' =M — N : A) sur r{1, .., n) (o on rappelle que I' =
(Ay, ..., A,) est vu comme le contexte 1:A;, .., n:A,). Le fait que ces opérations
satisfont les axiomes de monade est une simple vérification. O

3.6 ALGEBRES ET 2-CATEGORIES

La monade & définie en section précédente fournit directement une premiére notion de
modéle pour chaque signature S :

Définition 3.6.8. La catégorie des modeles naifs d'une signature S est la catégorie tranche

Z(S)/L - Alg des F-algebres sous Z (S).
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Ces F-algebres forment des 2-catégories dans le sens suivant. Pour une Z-algébre S =
(X, X,, red) de morphisme structurel ag : £ (S) — S, on prend comme catégorie sous-
jacente la catégorie syntaxique associée & £ = (X, X;, ar) : elle a pour objets les formules
de £ (X,) et pour morphismes A — B les éléments de £ (S) (A + B). La composition
est donnée par substitution : étant donnés M € Z(S)(A F B) and N € Z(S)(B I C),
on définit NoM = N[M]. La catégorie obtenue est cartésienne fermée exactement comme
dans le cas standard. Enfin, étant donnés deux termes M et N dans %4 (S) (A F B), on
prend comme 2-cellules M — N les éléments de S(A = M — N : B).

La composition verticale est donnée par l'interprétation de l'opération « ; » : étant
donnésox € S(A-M; — M, :B)etp € S(A M, — M;: B), on forme la réduction
x:AF (dx); BExY) : M; — M;: Bdans Z(S) (A - M; — M, : B) (en identifiant
A Bavec x : A F B pour plus de lisibilité). On définit ensuite la composition verticale (3 o
o comme étant l'interprétation de cette réduction, i.e. :

Boo = as(a{x); BLxY),

qui est bien dans S(A - M; — M;: B)
De maniére similaire, la composition horizontale est donnée par substitution : étant
donnés x € S(AFM — M :B)et € S(BFN — N’: C), on forme la réduction

A F By [ (x)] : N[M] — N'[M]: C,
qui n'est autre que

A BLadx)) : N[M] — N'[M']: C.
ot on identifie B+ Cavecy: B+ Cet A - B avec x : A I B, toujours pour une meilleure
lisibilité.
La loi d'échange, qui stipule que pour tous

ona (B'ep)o(ea) = (Bloa’)e(Bow), est une simple conséquence de la définition de la
substitution et des équations de relévement et de catégorie.
On arrive a :

Lemme 3.6.5. Les données ci-dessus définissent une 2-catégorie F (S, ag) pour toute
Z-algeébre (S, as). Cette assignation s'étend en un foncteur & : &-Alg — 2Cat.

Les 2-catégories obtenues sont de plus cartésiennes fermées, dans le sens suivant.
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Définition 3.6.9. Un produit de deux objets A et B dans une 2-catégorie & est un
diagramme A <& AxB -2 B tel que pour tout objet C, le foncteur

% (C, AxB) JZen.fCm) 22 (C A)xZ (C, B)
soit un isomorphisme.
Remarque 3.6.4. Comme cette famille de foncteurs est 2-naturelle en C, tout inverse en
est aussi 2-naturelle, de sorte qu'on demande en fait un isomorphisme 2-naturel entre deux
2-foncteurs € — Cat.

De méme :

Définition 3.6.10. Un objet terminal dans une 2-catégorie & est un objet 1 tel que l'unique
foncteur & (C,1) — 1 est un isomorphisme de catégories, pour tout C.

L'argument précédent sur la 2-naturalité s'applique.

Définition 3.6.11. Une 2-catégorie a les produits finis ssi elle admet un objet terminal et si
tout couple d'objet admet un produit dans le sens précédent.

Définition 3.6.12. Dans une 2-catégorie & avec produits finis, une exponentielle d'un objet
B par un objet A est un objet B* muni d'un morphisme eVp p BAxA — B tel que
le foncteur

#(C,B") — & (CxA,B)

envoyant tout morphisme f : C — B” sur le composé

CxA A, BAXA i, B

soit un isomorphisme pour tout objet C.

Encore une fois, comme la famille de foncteurs considérée est 2-naturelle en C, on demande
en fait un isomorphisme 2-naturel entre & (-, B") et % (-xA, B).

Définition 3.6.13. Une 2-catégorie cartésienne fermée & est une 2-catégorie munie d'un
choix d'objet terminal, ainsi que de produits et d'exponentielles pour tous couples d'objets.
Un 2-foncteur entre deux 2-catégories cartésiennes fermées est dit 2-cartésien fermé ssi
il préserve exactement ces données. Les 2-catégories cartésiennes fermées forment une
sous-catégorie de 2 Cat, qu'on notera 2 CCCat.
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Remarque 3.6.5. On impose en particulier que tout foncteur 2-cartésien fermé préserve les
projections et les morphismes d'évaluation evj p.

Lemme 3.6.6. Le foncteur # du lemme précédent peut se voir comme un foncteur
Z—-Alg — 2CCCat.

Ce foncteur nous donne un premier lien entre Z-algébres et 2-catégories cartésiennes
fermées. Complétons a présent ce lien en construisant un adjoint a droite 3 & Comment
associer une signature a une 2-catégorie cartésienne fermée % ? Naturellement, on prend
l'ensemble des objets de & comme types de base. Pour tout séquent I' - A sur ob (%), on
prend comme ensemble de constantes I'ensemble des morphismes [T'], — [A], dans
&, ol [-], est défini par induction comme suit :

[y = 12
[[AXB]]g - [[A]]gX%[[B]]g

[B*, = [BIY'"
[A s Anlly = TAXXALLL .

Appelons 77(%) la 1-signature obtenue. Par une induction similaire, cette fois sur les
termes plutot que sur les types, on obtient une structure de Z-algébre sur 7;(%), qui
revient au fait que le langage interne des catégories cartésiennes fermées est le A-calcul
simplement typé. Par exemple, le terme I' = (M, N) : AxB est interprété comme le couple

<|[M]]g, I[N]]%> : [Tl — [AxB]. On utilise enfin cette structure de -#-algebre pour
définir 'ensemble des regles de la signature associée a & : entre deux termes M et N
dans Z(77(%)) (I' = A), on prend comme régles de réduction l'ensemble & (|[F]]g,
[[A]]g) ([[M]]%, [[N]]g) des 2-cellules entre les interprétations de M et N.

Lemme 3.6.7. Ces données définissent une signature 7°(%’), pour tout %, assignation qui
s'étend en un foncteur 7" : 2CCCat — £ - Alg, adjoint a droite de F

La structure de Z-algébre sur 7°(%) revient 2 interpréter les termes de réduction
comme des constructions dans la 2-catégorie cartésienne fermée & Par exemple, Ax : A. P
devient la curryfication des 2-cellules & (CxA, B) — Z(C, BY).

En combinant ce lemme avec la proposition 3.5.4, on obtient deux adjonctions
composables :

b4 F
/\ /—\
Sig\J_/Z— Alg\J_/Z CCCat
Yy 7
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d'ott I'adjonction annoncée en début de chapitre, qu'on notera

Z

T

Sig 1 2CCCat.

\_/

v

3.7 LIEN AVEC LA RECRITURE D'ORDRE SUPERIEUR

Dans les sections précédentes, nous avons construit une adjonction entre notre catégorie
de signatures, Sig, et les 2-catégories cartésiennes fermées. Nous avions annoncé que cette
adjonction fournirait un moyen de spécifier des systémes de récriture d'ordre supérieur
et d'engendrer leur relation de réduction. Nous consacrons la présente section a expliquer
précisément en quel sens.

Le point de départ en est le lemme suivant :

Lemme 3.7.8. Les systémes de récriture d'ordre supérieur de Nipkow [62] sont en bijection
avec les signatures S = (Z, X, , red) telles que pour toute régle r € X,, en posant (I' = M,
N:A) =red(r) € Z(Z)H, on ait

- M n'est pas une variable;

- A est un type de base;

- toute variable de I est libre dans M.

Ces restrictions ont pour but de rendre certains problémes décidables. Le lemme nous
permet de définir une catégorie HORS de systémes de récriture d'ordre supérieur, comme la
sous-catégorie pleine de Sig restreinte aux signatures satisfaisant les conditions ci-dessus.

Par ailleurs, tout systéme de récriture d'ordre supérieur S = (£, X, , red) donne lieu
a une relation binaire de réduction entre termes, dont on ne considérera ici que la cldture
réflexive et transitive. Intuitivement, cette relation applique les régles de X,, éventuellement
a des positions arbitraires du terme de départ. Une définition inductive possible en est
donc une version « décatégorifiée » des régles de construction de Z(S) en figure 3.1.
Par exemple, la premiére régle devient :

FI—M]—>N1:A] .es rl_Mn—>Nn:A
I M[M, . Mol — N[Np, .. N ]: A

Définition 3.7.14. On note ~»s la relation obtenue.

D (reX;(AFM — N:A)).

On a de plus une certaine latitude quant aux variables libres que peuvent avoir les
termes considérés. Comme notre A-calcul simplement typé est muni de couples et de projec-
tions, on peut se restreindre a une seule variable libre. On peut donc considérer cette rela-
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tion comme une relation entre morphismes paralléles de la catégorie sous-jacente a Z(S),
ce qui nous permet de construire :

Définition 3.7.15. Pour tout systéme de récriture d'ordre supérieur S = (£, X,, red), avec
X = (Xy, X, ar), soit Z(S) la 2-catégorie ayant
- pour objets les types de £ (X,),
- pour morphismes A — B les termes A - B,
- comme ensemble de morphismes M — N, avec A = M, N : B, le singleton si M ~»g
N et I'ensemble vide sinon.

Par les propriétés de stabilité de ~»s par substitution, ainsi que par sa construction, on
obtient :

Proposition 3.7.9. % (S) est une 2-catégorie cartésienne fermée.

De plus, par construction, pour chaque réduction P : M. — N dans #Z(S) on obtient
une (unique) 2-cellule M ~»s N dans Z (S). Inversement, si M ~»s N, alors on en choisit
un arbre de preuve qui fournit une réduction M — N. Il s'ensuit facilement :
Théoréme 3.7.10. Pour tout systéme de récriture d'ordre supérieur S, il existe un 2-foncteur
cartésien fermé Z(S) — Z(S), localement plein, qui est l'identité sur les objets et
les morphismes.

Comme cette assignation est évidemment naturelle, on obtient en fait :

Corollaire 3.7.11. 1l existe une transformation naturelle
HORS Sig

R A 7

2CCCat
dont les composantes sont des 2-foncteurs localement pleins, identité sur les objets et

les morphismes.

3.8 UNE APPLICATION ET DES PERSPECTIVES

Nous avons jusqu'ici construit cadre général dont la section précédente montre qu'il fournit
automatiquement, pour chaque systeme de récriture d'ordre supérieur S, une notion de

modele dénotationnel pour S, donnée par la tranche #Z(S)/2 CCCat, dans le style de la
sémantique fonctorielle de Lawvere [49]. Nous avons néanmoins annoncé que la portée
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de cette construction se limitait aux langages avec lieurs dont la relation de réduction est
une congruence.

Pour comprendre si on pouvait contourner cette limitation, au cours du stage de L3
d'Aurore Alcolei en 2013, nous avons effectué une étude de cas sur le A-calcul pur en appel
par valeur, A,.

L'idée est de partir de deux types de base au lieu d'un : on garde le type t pour les
termes, mais on considére en plus un type v pour les valeurs, en ajoutant une opération de
conversion des valeurs en termes. On considére ainsi la 1-signature £, donnée par {t, v},
avec comme opérations 1 de typage t' v, a de typage t,t -t et r de typage v I t. On
prend ensuite une unique regle beta de type

x:thy:vEa(r(l(x)),r(y)) — xy.

Du point de vue syntaxique, on obtient une correspondance précise dans le sens ou
les A-termes purs a variables libres dans {1, ..., n}, notés A, (n), sont en bijection avec les
A-termes de typage 1: v, .., n: v It en forme B-normale n-longue, notés Z(Z,) (V"
t). On note ¢, cette bijection. On a de méme une bijection ¢, entre 'ensemble A, (n) des
valeurs a variables libres dans {1, ..., n} et Z(Z,) (V" = V).

La situation est plus délicate pour la substitution et la réduction. On peut arguer que
la notion la plus importante de substitution pour l'appel par valeur intervient lorsqu'on
souhaite remplacer une variable par une valeur. En effet, c'est la seule notion de substitution
utilisée par la seule régle non contextuelle de A, :

Ax. M)V ~, M[x — V].
Pour ce cas, Aurore a montré que pour tous n et m, le diagramme suivant commute :

n

A, ) A, ) @) L @ (5 YW )X (L) O™ )"
subst subst

A, (m) A(Z) O™ ).

d)m

Enfin, faute de temps, le stage d'Aurore n'a permis de montrer que la correction vis-
a-vis de la réduction :

Proposition 3.8.12. Pour tous n et M, N € A, (n), si M ~», N alors Z(Z,) (V" -
$n(M) — &, (N) : ) est non vide.
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La complétude reste pour l'instant 3 prouver, mais l'exercice laisse 3 penser que la
récriture d'ordre supérieur peut permettre, modulo de petits encodages, de représenter des
stratégies de réduction évoluées. L'idéal, cependant, serait d'avoir une correspondance plus
directe. Une piste pour cela consisterait a adapter l'approche décrite ici au modele des tuiles
de I'école Montanari [24]. Il faudrait d'abord enrichir le modéle des tuiles avec de la liaison
de variable. La question semble difficile : la tentative de Bruni et Montanari [7] se solde par
une absence de résultat significatif. Il semble cependant clair que la structure algébrique
adaptée sera une variante des catégories doubles d'Ehresmann [17]. L'étape suivante serait
de construire une adjonction entre une catégorie adéquate de signatures et ces catégories
doubles.
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4 DE LA SYNTAXE GRAPHIQUE A
LA SEMANTIQUE CATEGORIQUE

Les batards, c'est l'avenir de 'humanité.

Baya Ben Mahmoud
dans Le nom des gens de Michel Leclerc (2010).

En partie précédente, on a décrit une version abstraite de la pratique traditionnelle en
sémantique qui consiste 2 définir une syntaxe et une relation de réduction, puis a en étudier
les modéles dénotationnels.

On présente ici une approche similaire dans l'esprit, mais dédiée aux calculs graphiques
et aux notions algébriques associées, tels que décrits dans l'introduction. L'idée initiale
en est qu'on peut donner une présentation rigoureuse et de haut niveau, en termes de
préfaisceaux [56], des dessins utilisés pour expliquer le calcul graphique. Cette présentation
permet de plus de donner une définition équivalente de la notion algébrique associée, qui
est en quelque sorte une version rigoureuse de la définition informelle en termes de dessins.
En effet, la notion considérée est équivalente a la notion d'algébre pour une monade ad hoc,
construite automatiquement a partir des dessins. Cette derniére construction découle d'une
généralisation commune des foncteurs analytiques de Joyal [40] et des foncteurs familiaux
(ou familialement représentables) de Carboni et Johnstone [8, 9].

Sur le plan technique, cette partie consiste donc largement en une introduction a la
théorie des foncteurs familiaux, ainsi qu'en une esquisse de l'extension que Richard Garner
et moi en faisons aux foncteurs analytiques dans un article en cours de publication [26].
Coté applications, on se contente ici d'esquisser le cas trés simple des multicatégories [50, 48].

4.1 MOTIVATION

Avant de plonger dans la technique, commengons par motiver le sujet par des questions
logiques et informatiques, mais aussi mathématiques, une fois n'est pas coutume.

Comme évoqué en introduction, le but a long terme de ce travail est d'apporter une
réponse systématique aux questions de la forme : « qu'est-ce qu'un modéle pour tel calcul »,
en particulier lorsque le calcul considéré est intuitivement « graphique ».
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Prenons ici comme exemple principal le cas des multicatégories. Ces structures, intro-
duites en logique par Lambek, fournissent une notion naturelle de modéle dénotationnel
pour une sorte de squelette du calcul des séquents intuitionniste de Gentzen, qu'on aurait
dépouillé des divers connecteurs logiques en ne gardant que la reégle de coupure.

Sans entrer dans le détail, la définition formelle des multicatégories est terriblement
bureaucratique — et rarement donnée dans son intégralité, encore plus dans sa version
symétrique. Pourtant, elle s'explique trés bien au moyen de quelques dessins [51].

Notre point de départ consiste a donner un sens rigoureux a ces dessins, en gros des
réseaux de preuve pour le squelette du calcul des séquents évoqué ci-dessus, qui servira
ensuite a donner une définition alternative, a mon sens plus intuitive, des multicatégories.
Bien sir, on perd quelque chose en cours de route, ici une certaine économie dans la
définition traditionnelle : établir une structure de multicatégorie sur un modeéle donné sera
plus difficile avec la nouvelle définition. Notre approche n'enléve donc rien au mérite de la
définition traditionnelle, qu'on peut a présent voir comme un moyen efficace de construire
des multicatégories.

Une multicatégorie .# est un ensemble ob (.#) d'objets, muni pour chaque séquent
(Aq, .y Ay EA) € 0b (M) x0b (A) dun ensemble 4 (A,, ..., A, - A) d'opérations de
type (A, .., A, A), d'identités idp € # (A + A), ainsi que de lois de composition

décrites informellement en dessinant chaque opération f € 4 (A, ..., A, - A) comme
un triangle A
A A,

et en voyant les lois de composition comme associant a chaque diagramme

un élément noté fo;g de A (A, ..., Ai_1, Byy ey By Aif1y ey Ap E A) (00t 1 est l'indice
du port dans lequel on branche g). On demande enfin que les lois de composition et les
identités satisfassent des lois graphiquement évidentes. Par exemple, on demande que les
deux maniéres de parser le dessin suivant coincident :

A
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Avec la notation ci-dessus, on écrit

(foig) h = (foi;xh)oig

i-T+k+m
ou i+ k est l'indice auquel h est branché dans f.

On se propose ici de court-circuiter cette définition intuitivement évidente mais formel-
lement compliquée. Le point de départ est l'idée de définir les multicatégories comme
algébres d'une certaine monade sur la catégorie des préfaisceaux sur M, oi M est la
catégorie librement engendrée par le graphe

- dont l'ensemble de sommets est 1+ N — on note x l'élément du terme 1 et [n] pour

'élément du terme de droite correspondant a chaque n € N,

- muni seulement d'arétes s7, ..., sy, t": * — [n] pour tout n € N.
On omet dans la suite les exposants lorsque le contexte léve toute ambiguité. On note ainsi
par exemple s; : x — [n].

Le choix de cette catégorie s'explique par le fait que M est une bonne définition pour la
catégorie des multigraphes : chaque préfaisceau X sur M est doté d'un ensemble de sommets
X (%) et pour chaque séquent (A, ..., A, FA) € X(*)nﬂ, d'un ensemble de multi-arétes
donné par le pullback

XAy ey ALFA) ————X[n]

Xy

ien’

X (1)

T X
Autrement dit, X[n] est 'ensemble des multi-arétes 2 n entrées et c'est l'action de
chaque s; : * — [n] et de t qui donne A;. Les dessins utilisés ci-dessus pour esquisser la
définition de multicatégorie peuvent s'interpréter comme des multigraphes. Ainsi, comme
le graphe a une aréte n-aire est le représentable sur [n], le dessin de f seul ci-dessus est
simplement le représentable sur [n]. De méme, le dessin pour la composition fo;g est
le pushout

* . [n]
¢ Liom
[m] o [n]oi[m],

ol on omet le plongement de Yoneda pour plus de lisibilité. Enfin, le diagramme pour
(foirxh)oig est la colimite de
[m] t * Si [TL] Sitk * t [p]
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L'observation cruciale est enfin qu'on peut définir inductivement la classe tree C M’
des arbres finis, et ses sous-classes tree, des arbres a n feuilles, pour chaque n € N. Plus
preCISement pour chaque n, tree, est constitué de morphismes [[0 o T] Mm+1)-% —
T dans M : T est l'arbre en question, chaque o; identifie une feullle et T donne la racine.

On donne la définition compléte pour plus de rigueur et pour montrer qu'elle reste
élémentaire, mais elle est sans surprise et le lecteur pressé peut la passer sans dommage.

Définition 4.1.1. On définit la famille tree, C ob ((n +1)-%/ M), indexée par les entiers
comme étant la plus petite famille telle que

- le morphisme x + % 1491 5 est dans tree;,

- chaque morphisme (n+1) - % M [n] est dans tree,,,
- pour tous [[0~] T] (n+1)-%x — S dans tree,,, [[G ] o '] :(m+1)-% — Tdans
tree,, et iy € M, le pushout
*—0 48
muni du morphisme

T ln‘io,m

TS0,

rl'\l ,m

m+m)*x=((i,-+m+n-1y) +1)-* — So; T

défini sur chaque composante par
B [ln’iO’mo o-i]ie(io—l): o= = Soul

- [rigmo ] im o So.T,

0

- [lmo,mo Gloﬂ] in -1y — So;, T et
ien-iy)
- Lyi,moT:1 — SoyT
est dans tree, , ;.

Ces classes induisent un endofoncteur M sur M défini en posant M (X) (%) = X ()
et, pour tout n € N,

MX)[nl =3 _ M, X). 3)

t € tree,,

Pour étre tout 2 fait précis, il ne faut prendre dans tree qu'un représentant de chaque
classe d'isomorphisme. Les éléments de M (X)[n] sont donc des arbres a n feuilles,
étiquetés par X, c'est-a-dire que chaque sommet est étiqueté par un sommet de X et chaque
multi-aréte par une multi-aréte de X de méme arité, le tout en respectant les contraintes de
« typage » imposées par X. On obtient donc sans surprise :
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Théoréme 4.1.1.
M est une monade et la catégorie des M-algébres est équivalente a la catégorie des
multicatégories.

On se concentrera ici sur la premiére partie du théoréme, le fait que M soit une monade,
sans contribuer a préciser la démonstration de la seconde partie (ni les quelques définitions
qui manquent pour lui donner un sens), qu'on considére comme faisant partie du folklore
du domaine.

Enchainons plutdt avec la partie suivante en prenant un peu de recul. La définition
inductive des arbres de la classe tree épouse parfaitement les régles de construction des
réseaux de preuve squelettiques évoqués en début de partie. Si on comprend cette définition
comme une version rigoureuse de ces régles, on constate que la monade M ci-dessus, et
avec elle les multicatégories elles-mémes, qui sont les modéles dénotationnels du calcul des
séquents squelettique, sont engendrées directement par les réseaux.

La clef de voiite de cette construction est la forme particuliere de M, qui se trouve
avoir été étudiée depuis les années 90 par les catégoriciens, en téte desquels Carboni et
Johnstone [8, 9].

Dans cette partie, on se demande a quel point la construction peut se généraliser et la
réponse apportée est partielle. On propose d'abord une notion de foncteur analytique entre
catégories de préfaisceaux, qui généralise a la fois les foncteurs familiaux entre catégories
de préfaisceaux et les foncteurs analytiques sur les ensembles. On obtient enfin un résultat
décrivant la construction d'une telle monade a partir d'un choix de régles de construction.
Cependant, ce résultat n'est pas aussi général qu'on aurait pu l'espérer. Pour l'expliquer,
commengons par rappeler superficiellement la théorie de Carboni et Johnstone.

4.2 FONCTEURS FAMILIAUX SUR LES ENSEMBLES

Le point de départ de cette théorie est la constatation que de nombreux endofoncteurs
importants sur les ensembles sont des coproduits de représentables (covariants).

Exemple 4.2.1. La monade « monoide libre »

Z((X)=3 X"
neN
peut s'écrire de maniére équivalente comme
Z(X) =2_Set(n, X),
neN

en voyant n comme l'ensemble {1, ..., n}.
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En fait, cet exemple se généralise 2 toute signature algébrique, dans le sens suivant.

Définition 4.2.2. Une signature algébrique (monosortée) est une famille d'ensembles indexée
par les entiers, ou, de maniére équivalente, une fonction vers N.

Intuitivement, chaque élément au-dessus de n € N est vu comme une opération d'arité
1. Chaque signature X engendre librement une monade Ty sur les ensembles, associant
a chaque X l'ensemble des termes construits inductivement a partir des opérations, a
variables dans X. Chaque terme dans Ty (X) posséde un ensemble fini d'occurrences de
variables libres, qu'on peut de plus ordonner totalement, par exemple de gauche a droite
dans l'arbre planaire représentant le terme en question. On obtient donc une fonction
vl T (X) — ZnXTT De méme, l'unique fonction ! : X — 1 induit une fonction
T (X) —TZQTZ (1). Mieux, ces fonctions donnent un carré commutatif

Tx (X) Zan

T (1) 2 ' =N,

qui se révele en fait étre un pullback. En effet, chaque terme t de Ty (X) est entiérement
déterminé par le terme t' = Ty (!) (t) de Ty (1) muni, pour chaque occurrence de variable,
d'un élément de X. Si on désigne par n = vl(t') I'ensemble totalement ordonné de ces
occurrences, donner un élément de X pour chacune revient & donner un élément de ¢ € X"
Au total, t est déterminé par la paire (t', ). Réciproquement, étant donnée une telle paire
telle que vI(t') = (ann) (@) = ||, on reconstruit de maniére unique un terme t € Ty (X)
dont les projections sont respectivement t’ et (.

On a en particulier démontré :
Proposition 4.2.2. Pour tout ensemble X, on a

T (X) = > Set(vl(t'), X).

t'eTe(1)

Ce résultat montre que Ty s'exprime ainsi comme un coproduit de représentables

(les v1(t)).

Définition 4.2.3. Un endofoncteur sur les ensembles est familial ssi il est naturellement
isomorphe 3 un coproduit de représentables sur des ensembles finis.
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Observons que pour tout T familial, disons tel que T(X) = ZOGO Set (E(o), X) pour
une fonction donnée E: O — N, la projection 7t; : T(1) == O est un isomorphisme. On
a donc

T(X) = 2_ Set(E(m (x)), X).

x€T(1)

Tout foncteur familial T est donc naturellement isomorphe 3 X — > Set (E'(x), X)
pour une certaine fonction E': T(1) — N.

Ces foncteurs familiaux ont plusieurs propriétés utiles. D'abord, ils sont stables par
composition. En les munissant d'une notion adéquate de transformation naturelle, ils
forment méme une sous catégorie monoidale de CAT (Set, Set), ol cette derniére est munie

du tenseur donné par la composition de foncteurs. La notion en question est :

x€T(1)

Définition 4.2.4. Soient S et T deux foncteurs familiaux sur les ensembles, avec S(X) =

ers(])Set(ES (x), X) et T(X) = erT(D Set (Er (x), X). Une transformation naturelle

o : S — T est familiale si et seulement s'il existe un isomorphisme naturel
S(H———3— 5T(1)

xf%&

x (x, P Eg(x) — set) = (oc](x), Er (o (x)) =2 Eg (x) 2 set),

tel que pour tout X € Set,

ol on rappelle que set est une petite catégorie équivalente a la catégorie des ensembles
finis, par exemple les ordinaux finis avec comme morphismes toutes les fonctions.

Remarque 4.2.1. On aurait pu s'attendre pour cette définition a une utilisation de la
catégorie discréte N en lieu et place de set. Cela contraindrait néanmoins la notion de
familialité plus que nécessaire. Par exemple, on a une transformation naturelle 1 : & — &
de la monade « monoide libre » vers elle-méme qui renverse son argument. Plus

précisément, .Z (1) est ici N et E& envoie chaque n sur lui-méme vu comme un ensemble
fini. On définit T; : N — N comme étant I'identité, mais pour chaque n € N, on prend ¢, :
n — n dans set comme étant le renversement (i € n) — (n—1+1). Ainsi, chaque liste
(X1y ey Xp) € Z(X) =2 X vue comme une fonction ¥ : n — X est envoyée par Ty

sur la fonction n 2 n 25 X, clest-a-dire la liste (x,,, ..., X1).

On a facilement :
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Proposition 4.2.3. Les foncteurs familiaux sur Set, muni des transformations familiales
forment une sous-catégorie de CAT (Set, Set), notée FAM (Set, Set).

Un point crucial de la théorie des foncteurs familiaux est leur stabilité par composition,
qui peut se voir comme le fait que FAM(Set, Set) est une sous-catégorie monoidale de
CAT (Set, Set). La démonstration la plus efficace passe par leur caractérisation en termes
d'éléments strictement génériques [76].

Définition 4.2.5. Etant donné un foncteur F: & — < entre deux catégories, C € & et

D € 9, un morphisme s : D — F(C) est strictement générique ssi pour tout carré comme

ci-dessous il existe un unique morphisme diagonal h tel que F(h)os =t et goh = f :
D%FW(X)

F(h) g
7/
s / F(g)

FO) i FY).

L'objet C est l'arité de s.

Un morphisme f : D — F(X) est couvert par le générique strict s ssi il existe ¢ : C —
X tel que f se décompose en D =5 F (C) L@ F(X).

On dit enfin que F admet des factorisations strictement génériques relativement a D si
pour tout X € &, tout morphisme D — F(X) est couvert par un générique strict. F admet
des factorisations strictement génériques (tout court) si F en admet relativement 2 tout
objet D.

Proposition 4.2.4. Etant donné un foncteur F: & — ), les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. F admet des factorisations strictement génériques ;

2. le foncteur F/X : &/ X — Z/F(X) induit par F admet un adjoint a gauche.

Démonstration. Etant donné x : D — F(X), son image par un adjoint a gauche Ly a F/X
et 'unité reviennent précisément a une décomposition de x en D =2 F (C) LG F (X)),

La propriété universelle de 1, revient précisément a sa généricité stricte. O

Définition 4.2.6. On appelle adjoints a droite locaux les foncteurs vérifiant les conditions
équivalentes de la proposition précédente.

On a le résultat utile suivant :
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Lemme 4.2.5. Soit F: & — &, oit & admet les coproduits. Si F admet des factorisations
strictement génériques relativement aux représentables alors F en admet relativement aux
coproduits de représentables.

Démonstration. Soit D = Ziel ¥c, pour un ensemble I et une famille (Ci)iel d'objets de &
et soit f: D — F(X) un morphisme. On a par hypothese f = [f;], _,, pour f; = foinj;, o
inj; : ¢; — D est la i"™ injection du coproduit. F admettant des factorisations stricte-
ment génériques relativement aux représentables, chaque f; se factorise en

¢; =5 F (C;) 22b F (X) avec s; strictement générique. On vérifie facilement que le

. + F(injy)], . L .
composé ZiciLZiF(Ci) APl F(ZiCi) est strictement générique ; or il couvre
le morphisme de départ, via F [(pi].l . O

On arrive enfin a la caractérisation attendue des foncteurs familiaux en termes de
génériques stricts. Celle-ci repose sur un critére additionnel de finitarité, dans le sens
suivant.

Définition 4.2.7. Un adjoint 2 droite local est finitaire ssi tous ses génériques stricts ¢ —
F(A) relativement 2 des représentables ont une arité (ici A, voir la définition 4.2.5)
finiment présentable.

Remarque 4.2.2. Dans le cadre des adjoints a droite locaux, cette notion coincide avec
la notion standard de finitarité, qui demande que le foncteur en question préserve les
colimites filtrées [2].

Proposition 4.2.6. Un foncteur F sur les ensembles est familial ssi c'est un adjoint a droite
local finitaire.

Notons que cette proposition, contrairement a la précédente, est spécialisée au cas
des ensembles.

Démonstration. Les ensembles forment une catégorie de préfaisceaux — sur la catégorie
terminale. Il n'y a essentiellement qu'un représentable, mais tous les objets en sont des
coproduits puisque X = > _ 1 pour tout X. Par le lemme, T est donc un adjoint a droite
local ssi il admet des factorisations strictement génériques depuis l'unique représentable.
Il suffit donc de montrer que F est familial ssi il admet des factorisations strictement
génériques d'arités finies relativement a 1.

Pour F admettant de telles factorisations strictement génériques, en fixant un choix
de génériques stricts par classe d'isomorphisme, disons Gen(F), on a facilement que la
fonction associant a chaque générique strict 1 — F(C) de Gen(F) son composé avec
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F(C) =% F (1) induit une bijection Gen (F) == F (1). Toujours pour de tels foncteurs, la
fonction Z(S:]HF(C»GGEH(F) Set (C, X) — F(X) envoyant (s, @) sur 1-5F(C) 225 F(X)
s'avére donc aussi bijective. On a montré

F(X) = 2 Set (C, X) = 3_ Set(E(x), X),

(s:1—= F(C)) € Gen(F) x€F(1)

ol E: F(1) — set désigne la fonction associant a chaque x le C de sa factorisation stricte-
ment générique 1= F (C) — F(1). On obtient donc qu'un adjoint a droite local finitaire
est forcément familial.

Réciproquement, si F est familial, on peut par construction factoriser tout (x, @) : 1 —
F(X), avec x € F(1) et @ : Er(x) — X, en 12940 F (B (x)) 225 F (X). Pour montrer que
F est un adjoint & droite local finitaire, comme E (x) est fini, il suffit de montrer que (x, id)
est générique. Pour cela, considérons un carré commutatif

(x,id) F(f)
F(Er (x) - F(2).

La commutativité de ce carré signifie par définition que (x, fop) = (y, @), avec VP :
E:(y) — Y. En particulier, on a x = y, donc Ef(x) = E;(y), et donc fop = @ fait bien
sens. Mais du coup, il est évident que P lui-méme fournit le relévement attendu, qui est
bien unique, ce qui conclut la démonstration. O

Revenons a présent a :
Lemme 4.2.7. Les adjoints a droite locaux sont stables par composition.

Démonstration. Considérons F: & — D et G: D — & deux adjoints a droite locaux.
On montre que GF est un adjoint a droite local. Pour cela, considérons un morphisme
arbitraire f : E — GF(X). Comme G est un adjoint 2 droite local, on peut factoriser f en
E -G (D) -&2 G (F(X)) avec s générique pour G. Comme F est un adjoint 2 droite local,
on peut factoriser @ en D = F (C) L% F (X) avec t générique pour F 1l suffit donc de
montrer que les composés de la forme E = G (D) -S4 G (F(C)) sont génériques pour GF.
Considérons donc un carré comme l'extérieur de
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. 6o) -~
G(D)// /’/C;;(h) GE(W)
G

G(F(C) gz GF (X).

Par généricité de s pour G, on trouve un g comme indiqué, tel que G(g)os = f et F({)o
g = F(@)ot. Par généricité de t pour F, on trouve alors h comme indiqué tel que F(h)o
t =g et Poh = @. Ce h satisfait donc les conditions de relévement souhaitées ; reste
2 montrer son unicité. Mais pour tout tel relévement, disons h, tel que GF(h')oG (t)o
s = f et Ppoh = @, le composé F(h')ot satisfait les conditions pour étre un relévement
vis-a-vis de s, donc par unicité on a F(h')ot = g. Mais du coup, h' lui-méme est un
relévement vis-a-vis de t et donc est égal a h. O

On a prouvé :
Proposition 4.2.8. FAM (Set, Set) forme une sous-catégorie monoidale de CAT (Set, Set).
4.3 FONCTEURS FAMILIAUX ENTRE CATEGORIES DE PREFAISCEAUX

Bien siir, les foncteurs familiaux sur les ensembles introduits en partie précédente ne
suffisent pas a rendre compte d'exemples utiles tels que les multicatégories. On s'intéresse
donc a les généraliser aux catégories de préfaisceaux. Le point délicat saute aux yeux :
notre démonstration de la stabilité par composition passe pour les ensembles parce tout
ensemble est coproduit de représentables, ce qui est faux en général dans les catégories
de préfaisceaux (voir par exemple le cas des graphes).

Cependant, jusqu'ici tout va bien :

Lemme 4.3.9. Si & est cocompléte et le foncteur F: &/ — & admet des factorisations
strictement génériques relativement aux représentables, alors F en admet relativement a

tout préfaisceau.

Définition 4.3.8. Soit Fam(F) la classe des objets relativement auxquels F admet des
factorisations strictement génériques.

Le lemme ci-dessus revient donc a dire que Fam (F) est stable par colimites arbitraires.
On prouve en fait le résultat plus général :
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Définition 4.3.9. Soit Gen(F) la sous-catégorie pleine de & /F dont les objets sont les
génériques stricts.

Lemme 4.3.10. La sous-catégorie Gen (F) est stable par colimites dans &/ F.

Démonstration. La démonstration du lemme 4.2.5 s'adapte pour montrer que Gen (F) est
stable par coproduits. Comme tout préfaisceau est colimite de représentables et toute
colimite s'exprime comme coégalisateur de coproduits, il suffit de montrer que cette classe
est stable par coégalisateurs. Considérons donc un coégalisateur

A#;B%Q

avec A et B dans Fam (F). Soit h: Q — F(X). On choisit une factorisation strictement
générique A =+ F (C) 225 F (X) de hogof = hoqog, ainsi qu'une factorisation stricte-
ment générique B F (D) LWL F(X) de hoq on obtient un diagramme comme
l'extérieur de

A#B%{(D)

Fk) -7
{ .-~ \F W)
R

FO————FX)

s ez

donc par généricité stricte de s deux morphismes k et 1| comme indiqué, faisant commuter
le diagramme en série. Considérons maintenant un coégalisateur yv: D — E de k et L. Par
sa propriété universelle on obtient un unique x : E — X tel que xoy = . De plus, F(y)ot
coégalise f et g par construction, donc par propriété universelle de q on obtient un unique
§&:Q — F(E) tel que £oq = F(y)ot. Enfin, on a que F(x)o&oq = F(P)ot donc par
unicité dans la propriété universelle de q on obtient F (x)oé = h. Au total, on obtient un
diagramme commutatif

A——B % .Q

ERERN

FO)— L F (D) F(E) 1y F(X).

F(1)

Il suffit alors de montrer que pour tout diagramme

B
F(k) h

C)—2F(D)

F() F( Y)

—

Ai T

o F(E),
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ou s et t sont strictement génériques et ¢ et y sont respectivement des coégalisateurs dans
% et & & est lui aussi strictement générique. Or, ceci découle facilement des propriétés
universelles de q et vy, ainsi que de la généricité stricte de s et t. O

On peut donc développer la théorie des foncteurs familiaux entre catégories de préfais-
ceaux en suivant le modeéle des ensembles.

Définition 4.3.10. Un foncteur F: & — 9 est familial ssi les foncteurs induits
F(-)(d): & — Set

sont des coproduits de représentables sur des préfaisceaux finiment présentables, naturel-
lement en d.

Autrement dit, on a pour tout X et d,

F(X)(d) =2 (A, X).

iel,

Comme dans le cas ensembliste, on a F(1)(d) = I, donc on peut en fait écrire

F(X)(d) = > (A X).
1eF()(d)

La ot dans le cas ensembliste on avait une fonction F(1) — set, la donnée des A, revient
ici en fait 3 un foncteur E; : y/F(1) — &, a partir duquel on retrouve F comme

FX)(@) = 2 #(Ee(d,x), X).

x €F(1)(d)

Exemple 4.3.2. Un exemple de foncteur familial en ce sens est bien sfir la monade M du
théoréme 4.1.1, par définition (voir (3)). Un exemple similaire est donné par la monade sur
Gph ~ T (voir la définition 2.3.3) envoyant chaque graphe sur le graphe de ses chemins (la
monade « catégorie libre »). Le role de la famille tree y est joué par la famille des graphes
linéaires, ou filiformes (les suites d'arétes composables).

Gréce au lemme 4.3.10, la démonstration de la proposition 4.2.6 s'adapte (en remplagant
quelques occurrences de 1 par d) et on a :
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Corollaire 4.3.11. Un foncteur entre catégories de préfaisceaux est familial ssi c'est un
adjoint 2 droite local finitaire.

Par le lemme 4.2.7, on a donc :

Corollaire 4.3.12. Les foncteurs familiaux entre catégories de préfaisceaux forment une
sous 2-catégorie de CAT.

4.4 MONADES FAMILIALES LIBRES ET MONADES MORPHOLOGIQUES

Revenons a présent a la question de départ. Nous savons que notre exemple, la monade M
des multicatégories, est un exemple d'enfofoncteur familial sur une catégorie de préfais-
ceaux. Ses arités sont données par les arbres, c'est-a-dire par la famille tree. Cependant,
notre but n'est pas encore atteint, dans le sens ot notre théorie des foncteurs familiaux
ne permet pas encore ni de démontrer facilement que M est une monade, ni, plus subtil,
de comprendre en quoi elle est engendrée non pas par les arbres, mais par la seule famille
correspondant aux dessins de la partie 4.1. Plus précisément :

Définition 4.4.11.
On définit la famille gentree, C ob((n+1)-%x/ ™), indexée par les entiers comme
étant constituée
- du morphisme * + % 1491, 3 dans gentree,
- pour tous n, m € N et i, € n, du pushout

* [n]
muni du morphisme
" ln,io,m
[m] Tnyig,m [n] Oio [m] )y

Mm+m)x=((iy-)+m+mn-1iy)) %

n n
v[ln.io,mosio—i] ybaigmot

n m
[[ln,io.mosi]. b [Vn,io,mosj ]
Le(lo—l)

jem ie(n-ig)

[n]o;, [m]
dans gentree, | ;.

En images, le second point inclut les préfaisceaux de la forme suivante, munis de leur bord,
c'est-a-dire de l'inclusion de leurs sommets connectés 2 une seule multi-aréte :
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On aimerait voir M comme engendrée par la seule famille gentree. Pour apprivoiser
ces deux probléemes, commencons par rendre plus explicite les génériques stricts associés a
un composé de foncteurs familiaux ? 596 & 0n rappelle que les génériques stricts
pour GF sont de la forme E -3 G (D) -S4 GF (C), avec s générique pour G et t générique
pour E On peut comprendre l'arité C en fonction des opérations atomiques, c'est-a-dire
de F(1) et G(1). On s'intéresse plus spécialement au cas des opérations atomiques pour
GF, cest-a-dire au cas ou E est représentable. On a vu pour les coproduits puis pour
les coégalisateurs, donc pour les colimites arbitraires, que les génériques stricts sont stables
par colimites dans 9 /F On peut en fait montrer que tous les génériques stricts sont
de cette forme. En effet, pour tout générique strict t : D — F(C), on peut associer a
chaque élément x € D(d) une factorisation d - F (E(x) F@Jy F(C) de toy, avec t,
strictement générique. Par définition de la généricité stricte, cette assignation s'étend en un
foncteur t : (y/D) — (@/F) (qui se factorise par y/F) eton a:

Lemme 4.4.13. Le générique strict t est colimite de t dans D/¥

Démonstration. On sait que le foncteur d'oubli (@ /F) — D x @ crée les colimites et on
sait aussi que la colimite de t dans D /F est 2 nouveau générique. En choisissant une
colimite, disons C; de la projection sur @, on obtient donc un générique strict t': D —
F(C'), qui par sa propriété universelle de colimite admet un morphisme vers t. Les deux
génériques stricts t et t’' sont donc connectés dans D/F : ils sont isomorphes. O

Par conséquent, on a

GF()(e) = Y D (Eqx), F(1)
x€G(1)(e)

et Egp(x, (@ : Eg(x) — F(1))) est la colimite du diagramme
(y/Ec(x) L& (y/F(1) == &.

Ceci nous fournit un moyen de calculer les génériques stricts d'un composé de foncteurs
familiaux. Appliquons ce résultat en itérant 'endofoncteur gt défini par la famille gentree :
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gt (X) (k) = X (%) et gt(X)[n] =X Z (t, X).

t € gentree,,
On voit apparaitre des arbres de profondeur arbitraire.

Exemple 4.4.3. Considérons t = ([2]o,[2]) € gt (1)[3] = gentree;. Comme gt (X) (%) =
X (%), un diagramme ¢ : t — gt (1) est déterminé par une paire (t;, t,) € gentrees.
Prenons par exemple t; = ([1]o1[2]) et t, = ([2]o4[1]). Un calcul facile donne que y/t est
l'ordre partiel engendré par

(%, a)
|
([21, %)
(%, b) (x, c)
lt
([2], x,)
(*) d) (*) e).

On prend donc la colimite dans @ du diagramme
*

{
t
.
* *
J/t
t,
/ ’\
* *,

qui est évidemment le pushout de t; £ % -5 t,, c'est-a-dire I'arbre t' représenté en figure 4.2.

On pourrait donc étre tenté de considérer la monade Gt librement engendrée par gt.
Cependant, dans gt*(1), I'élément (t, @) differe de celui obtenu en partant par exemple de
u = ([3]o3[1]) et en prenant comme diagramme celui déterminé par u; = t' et u, = *.
Autrement dit, on aura bien dans Gt toutes les opérations de multicatégorie, mais elles ne
satisferont pas les conditions de cohérence souhaitées.

Néanmoins, on peut formaliser brutalement ces conditions de cohérence, en fait pour
tout endofoncteur familial T sur M, en demandant, en gros, que chaque opération soit
déterminée par sa forme, son arité. Tentons de donner une définition précise. Naive-
ment, on pourrait décréter qu'un endofoncteur familial T sur M satisfait aux conditions
de cohérence graphique ssi Ey : (y/T(1)) — M est essentiellement injectif sur les objets,
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c'est-a-dire que si Ey (¢, x) = E;(c, y), pour tous x, y € T(1)(c), alors x = y. Cependant,
il semble préférable de prendre en compte dans la notion de forme les « résidus » d'une
opération x € T(1)(c), c'est-a-dire ses images par les actions des morphismes de M. On
considére donc que la forme de x € T(1)(c) est le foncteur composé

(M/c) = (y/c) 25 (y/T() =5 M
et on pOSC :

Définition 4.4.12. Un endofoncteur familial T sur M est morphologique ssi pour tous ¢ €
M et x,y € T(1)(c), si x et y ont des formes isomorphes alors x = y. Formellement, si
Ero(y/x) = Ero(y/y) alors x = y.

Figure 4.2 — Termes de réduction engendrés par S

On observe alors qu'il existe un endofoncteur morphologique finitaire universel,
comprenant précisément une opération pour chaque forme.

Définition 4.4.13. Soit U I'endofoncteur familial défini en prenant pour chaque U (1) (c) un
choix global de représentants de classes d'isomorphisme des foncteurs y/c — My, avec
Ey(x) = x(id,).

Pour chaque morphisme f: d — ¢ dans M, on pose de plus

U [x] = L(y/d L5 y/c = M),
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ot | x désigne le représentant choisi de la classe de x.
L'universalité de U s'exprime par le fait que c'est un objet faiblement terminal :
Proposition 4.4.14. Pour tout endofoncteur familial finitaire F, les fonctions

FOO© = 3o ME(X), X) = U(X)(©)
(x, 9) = (Lly/c L5y/F(1) -5 M{], o)

définissent une transformation naturelle familiale ! : F — U.
Démonstration. Facile. a

A ce stade, on est tout prés de savoir conclure. En effet, si on sait munir U d'une
structure de monade, alors en raisonnant dans le treillis des sous-objets du préfaisceau
U (1), on peut pour tout £ C U (1) considérer la plus petite sous-monade Ty de U contenant
L. Pour tous sous-objets X,Y C U (1), on peut définir leur composition YR X comme l'image

de la transformation naturelle
FyoFy & Uol 25U @

On construit alors Ty comme

T =Uqun)™

neN

ol par convention £°° désigne le sous-préfaisceau I de U (1) correspondant au foncteur
identité, c'est-a-dire
1(c) = {[y/c ez M L M|}

Ceci sert bien siir a s'assurer que Ty contient l'identité, ce qui fournit ['unité de la monade.
Pour voir que I induit le foncteur identité, on calcule directement :

FI(X)(C) = erl(c)m(EI(x))X)
M(yodomc(idc), X)
M (., X)

X(c).

12

1

1

Le fait qu'on prenne limage du morphisme (4) signifie qu'on ne garde que la forme
des opérations composites.
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Exemple 4.4.4. On peut voir la famille gentree de la définition 4.4.11 comme un sous-
préfaisceau de U : chaque élément de gentree, est un préfaisceau X muni d'une trans-
formation naturelle (n +1)-% — X. Or, M/[n] est la catégorie engendrée par le graphe
(%, 1)
q

(In], idy)

$1 n

(x, 81) (k, 8n).
Une forme y/[n] — mf valant % sur chaque objet de la forme (x, f) revient donc 2 un

diagramme de la forme
*

y
X
N / ,,,\*,
c'est-a-dire a un morphisme (n+1)-% — X. Comme le composé
y/*Ly/[n] (_X[ﬂ]me

y/%* =15 M,

est toujours égal a

on fixe gentree (x) = {"% "} et on obtient bien un sous-préfaisceau de U. Pour concrétiser,
dans l'exemple 4.4.3, on a considéré deux opérations de méme forme dans Gt, (t, [t;, t,]) et
(u, [uy, u,]). Dans Ty, elles sont identifiées.

Le seul point en suspens reste la structure de monade de U. A ce sujet s'ouvre une
voie tellement tentante que notre travail avec Richard Garner s'est focalisé dessus. Si U
était proprement terminal, pas seulement faiblement, on pourrait conclure directement.
En effet, on a montré au lemme 4.2.7 que les foncteurs familiaux (finitaires) sont stables
par composition ; les endofoncteurs familiaux sur M forment donc une sous-catégorie
monoidale de CAT(M, ™). Or, tout objet terminal dans une catégorie monoidale est
canoniquement un monoide. La multiplication 1®1 — 1 est l'unique morphisme du bon
type, l'unité est l'identité et les lois de monoide sont automatiquement satisfaites grace a
I'unicité dans la propriété universelle de 1.

Cependant, en général, U n'est pas proprement terminal.

Exemple 4.4.5. Considérons le cas Ml = 1, celui des ensembles. La source du probléme est
que U admet des automorphismes non-triviaux. Dans ce cas, en effet, les éléments de U ()
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(ot % est 'unique objet de la catégorie terminale 1) sont les foncteurs 1/% =1 — Set; ~
set, c'est-a-dire les ensembles finis. On définit alors pour tout n € set l'automorphisme
T, comme étant le renversement i — n —1i+1, ce qui nous fournit un automorphisme
non-trivial de U, qui ne peut exister pour un objet terminal :

UG (© = 5, St (6, X) = UX) ()

(x:1 —=set,@:x = X) = (x, poT,).

4.5 FONCTEURS ANALYTIQUES

Dans cette partie, nous montrons comment étendre la classe de foncteurs considérés pour
prendre en compte les automorphismes et ainsi obtenir une notion de foncteur
morphologique qui admette un objet terminal. Cependant, la question n'est pas encore
totalement résolue puisqu'on montrera aussi que ce faisant on perd la stabilité par
composition. En partie suivante, on exhibera dans certains cas particuliers une classe
moins générale de foncteurs, englobant quand-méme les foncteurs familiaux, stable par
composition et possédant un objet terminal.

L'idée de base pour étendre les foncteurs familiaux est, dans le cadre des ensembles, de
passer aux foncteurs analytiques au sens de Joyal [40]. Ces derniers, par définition, sont les
foncteurs Set — Set obtenus par extension de Kan a gauche le long du plongement B &
Set, ou B désigne la catégorie des ordinaux finis munis des bijections entre eux. Autrement
dit, B =2_ &,, ot &, est le groupe d'automorphismes de n vu comme une catégorie.
Par la formule standard pour les extensions a gauche, on a

Proposition 4.5.15. F est analytique ssi il existe B € CAT (B, Set) tel que

F(X) =J3(n)xset(n, X)=> Y Set(n,X)/&,,

n oelm(Bm))

N

ou

- |7y (B (n))] désigne un choix de représentants pour l'ensemble 71, (B (1)) des orbites
de B(n), c'est-a-dire le quotient de B (n) par la relation identifiant chaque x € B (n)
avec x-0 et

- &, désigne le sous-groupe de &, contenant les isomorphismes o fixant o, c'est-a-dire
tels que 0-0 = o, qui agit sur Set (n, X) par précomposition.

Démonstration. Le premier isomorphisme découle directement de la formule standard.
Pour le second, par la caractérisation standard des cofins comme quotients, le premier
isomorphisme entraine que F(X) est le quotient de ZnB (n)xSet (n, X) par la relation
identifiant (n, x, @ : n — X) et (m,y, P : m — X) dés que n = m et qu'il existe un iso
o:n — ntelquey=o-x et Poo = ¢. Visuellement :
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1
/ \
B(n) B©) B(n)
n 5 n
\ /

X.

Comme B est un groupoide, cette relation est en effet directement une relation
d'équivalence. Choisissons donc un représentant o par classe de connexité O dans B(n).
Pour tout o € O, il existe o tel que o' = 00, donc tout triplet (n, o/, @’) est équivalent
3 un triplet de la forme (n, o, @), ici (n, o, @'oo). Pour caractériser le quotient, il reste
donc & déterminer quand deux tels triplets sont équivalents. Par définition, (n, o, @) ~
(n, o, @) lorsqu'il existe o € &, tel que 0-0 = 0 et @00 = @, autrement dit lorsqu'il
existe 0 € G, tel que oo = @, d'olt le résultat. O

Remarque 4.5.3. Cette démonstration, bien qu'élémentaire, est quelque peu subtile et
j'lencourage le lecteur a y passer le temps nécessaire. En particulier, les sous-groupes &,
sont absolument cruciaux pour la suite.

Corollaire 4.5.16. Comme cas particulier, on a F(1) = ZTLI_TEO(B(TL))J = Znno(B(n)).
Commengons par constater :
Proposition 4.5.17. Tout endofoncteur familial sur les ensembles est analytique.

Démonstration. Soit F familial, avec F(X) = erF(D Set (Ef (x), X) pour tout X. On
considere le foncteur Br : B — Set défini par le coproduit

Br = 2_ )yE;(X)'

xcF(1

Autrement dit, pour chaque générique strict x, on crée une opération o, dans B, d'arité
n = E¢(x). Un point important ici est que l'action de &,, sur cette opération est libre :
l'orbite de o, est par définition en bijection avec &, et &, est le sous-groupe trivial
{id,,}. On peut donc sélectionner id, comme représentant canonique de l'orbite et par la
proposition 4.5.15 le foncteur associé a B envoie chaque X sur

2 Set(n, X) = 2_ Set (E;(x), X) =F(X),

N {xeF(N|Ep(x) =n} xeF(1)

comme souhaité. a
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Ce résultat met clairement en avant le fait que la richesse des foncteurs analytiques vient
du quotient par &,.

On peut construire pour la notion d'analyticité une correspondance analogue a celle
entre la familialité et I'existence de génériques stricts, a laquelle il va précisément manquer
cet aspect. Nous y reviendrons ensuite. Considérons pour chaque n l'ensemble Gen (F) (n)
des éléments 1 — F(n) de la forme (o € 7y(B(n)), id,,). Ils satisfont une propriété a
peine plus faible que dans le cas familial :

Définition 4.5.14. Pour un foncteur F: & — Z,C € € et D € & un morphismes : D —
F (C) est générique ssi pour tout carré comme ci-dessous il existe un morphisme diagonal h
tel que F(h)os =t et goh = f:

D —)F (X)

l F(h) ,

F(C) F(Y)

o
Un morphisme f : D — F(X) est couvert par le générique s ssi il existe ¢ : C — X tel
que f se décompose en D = F (C) L@ F(X).
On dit de plus que F admet des factorisations génériques relativement a D si pour tout
X € % tout morphisme D — F(X) est couvert par un générique. F admet des factorisations
génériques (tout court) si F en admet pour tout objet D. Enfin, un générique D — F(X) est
finitaire ssi X est finiment présentable.

Bien sfir, cette définition est mot pour mot la définition 4.2.5 moins l'unicité.
Pour montrer la correspondance, on a besoin du lemme crucial suivant :

Lemme 4.5.18. Pour tout F: & — Z et tout diagramme commutatif
1—E5F(Y)

L]

FX) 1 F(2),
(tel que F(8)os =t et pod = @) avec s et t génériques, O est un isomorphisme.

Démonstration. Par généricité de s on trouve un y:Y — X faisant commuter le
diagramme de gauche ci-dessous

1—SF(X) 1L SF(Y)
th V&(&) Fe) F(y)
FO gy FOY) F X F (X)
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avec en particulier oy = idy : & est donc un épimorphisme scindé et y un monomor-
phisme scindé. Mais par le méme raisonnement on montre que y est aussi un épimor-
phisme scindé (voir le diagramme de droite ci-dessus) : c'est donc un isomorphisme, ainsi
que 9. O

Proposition 4.5.19. Un foncteur F : Set — Set est analytique ssi il admet des factorisations
génériques finitaires relativement a 1.

Démonstration.  Soit F analytique, engendré par B : B — Set. Alors on peut factoriser tout
n
élément [n, x, @] :1 — | B(n)xSet(n, X) comme

/
n

1 Anaxidly JB(n’)xSet (', n) L(“’)—JB(TI')XSet (', X)

et montrer que [n, x, id] est générique. En effet, considérons un carré commutatif arbitraire

] [m‘y,tb;F (X)
[n,x,id] F(y)

F (n)WF (Y).
Par définition de F, la commutativité du carré signifie qu'on a
[m) Y, Yoll)] = [TL, X, 5];

c'est-a-dire, comme B est un groupoide, qu'il existe 0 € B(m, n) tel que y = o-x et yo
Poo = d. En particulier, m = n et on montre alors que oo fait commuter

[myyyll)] F (X)
[n,x, id] Floo) Fly)
F(n) - F(Y).

En effet, pour le triangle du bas, on a Yoy oo = & par hypothése et, pour le triangle du
haut, on a
(11’00)'[“> x,id] = [n,x,Poo] = [n, o-x, Y] = [n, U»ll)]

Réciproquement, si F admet des factorisations génériques relativement a 1, on définit
B (n) comme étant l'ensemble des génériques 1 — F(n), munis de l'action de F. En
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définissant Fz comme étant l'extension a gauche de B le long de B < Set, on a alors une
transformation naturelle canonique A : F3 — F envoyant, en X, [n, x : 1 — F(n), @] sur
F (@) (x). Mais si [n, x, @] et [m, y, P] ont la méme image par Ay, par généricité de x on
trouve un morphisme o faisant commuter le diagramme

1——F(m)

| F®

F(y)

F(n)wF(X).

Par le lemme, § est un isomorphisme, donc on a 6-x = y et Pod = ¢, soit
[TMX»(P]:[m,U»lI)]- O

La démonstration du lemme 4.2.5 s'applique a l'identique et on a :

Définition 4.5.15. On note Ana (F) la classe des objets relativement auxquels un foncteur
F: % — 2 admet des factorisations génériques.

Lemme 4.5.20. Pour tout foncteur F, Ana (F) est stable par coproduits.

Corollaire 4.5.21. Un endofoncteur sur les ensembles est analytique ssi il admet des
factorisations génériques finitaires.

On le voit venir, le lemme ci-dessus ne parle pas de coégalisateurs et en général c'est
bien parce que Ana(F) n'est pas stable par coégalisateurs. On donne un contre-exemple
dans l'article. Nous reviendrons a cette question dans la partie suivante sur la stabilité par
composition des foncteurs analytiques. Ici, nous nous concentrons sur l'existence d'un objet
terminal pour les foncteurs analytiques et I'extension de cette propriété des ensembles aux
catégories de préfaisceaux.

Définition 4.5.16. Une transformation naturelle entre deux foncteurs analytiques est
analytique ssi elle préserve les génériques finitaires.

Lemme 4.5.22. L'assignation
ob (CAT (B, Set)) — ob (Ana (Set, Set))
B — X [ Bm)xX"
s'étend en un foncteur, qui est en fait une équivalence de catégories.

Démonstration. Toute transformation naturelle o : B — C dans CAT (B, Set) donne lieu
3 une famille de fonctions ZnB Mm)xX™ — ch (n)xX", en envoyant (n, x, ¢) sur (n,

84



an(x), @). Ces fonctions passent au quotient, par naturalité de «, donc on a bien un
foncteur comme souhaité.

Pour prouver qu'il est fidéle, considérons deux telles transformations naturelles « et 3
et supposons que les transformations Fy — Fc induites, disons a et b sont égales. On a
alors pour tout n et x € B(n) que [n, «,(x),id] ~ [n, B,.(x), id], donc qu'il existe o €
S, tel que -, (x) = B, (x) et idoo = id. Ainsi, 0 = id et &, (x) = B,(x). On a prouvé
que « = 3 et donc notre foncteur est bien fidele.

Pour montrer la plénitude de notre foncteur, montrons que pour tout générique
finitaire [n, x, @] € Fg(X), il existe X' € B(n) tel que [n, X, id] = [n, x, @]. En effet,
étant donnés x et ¢, par généricité de [n, x, id] on obtient 1 tel que

-l [n>x>(PJFB (X)

[n,x,id]| "W Fa(idy)
FB (X)W)FB (X)

commute. Par la démonstration de la proposition 4.5.19, [, x, id] est générique donc (par
le lemme 4.5.18) 1 est un isomorphisme et donc ¢ aussi. On a donc [n, x, @] = [n, x,
P] = [n, P-x, id] comme souhaité.

Considérons a présent une transformation naturelle analytique a : F3 — F.. Pour tout
x € B(n), a[n, x, id] est générique donc est de la forme [n, x|, id] pour un certain
x" € C(n). Choisissons pour chaque classe de connexité O dans B(n) un représentant
canonique og et pour chaque [n, oy, id] un représentant [n, oy, id] dans a[n, oq,
id]. Définissons enfin &, comme envoyant chaque o sur oy et chaque autre x € B(n)
sur C(o) (o/ox), ot O, est la classe de connexité de x dans B et x = 0-Og. On a ainsi
pour chaque og et ¢ que x,(0-0y) = 0-0p, donc « est naturelle et s'envoie sur a par
construction. On a donc un foncteur plein et fidéle, qui est essentiellement surjectif par
construction : c'est bien une équivalence. O

Proposition 4.5.23. La sous-catégorie Ana (Set, Set) des foncteurs analytiques admet un
objet terminal, donné par le foncteur & associant 2 chaque ensemble le monoide commu-
tatif libre associé.

Démonstration. La catégorie CAT (B, Set) admet évidemment un objet terminal qui est
préservé par l'équivalence avec Ana (Set, Set). Cet objet terminal est donc donné par

n

Fi(X) —JXH,

qui est bien le foncteur attendu. O
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Une autre fagon de voir le dernier point est que les éléments 0 € lear(p,se (M) du
préfaisceau covariant terminal sur B sont fixés par tous les isomorphismes et vérifient
donc &, = &,. Ainsi, F;(X) = ZHX“/Gn = & (X).

Comment, a présent, étendre ce résultat aux catégories de préfaisceaux ? Comme pour
les foncteurs familiaux, on pose :

Définition 4.5.17. Un foncteur F: € — O est analytique ssi il admet des factorisations
génériques finitaires relativement aux représentables. Une transformation naturelle entre
deux foncteurs analytiques est analytique ssi elle préserve ces génériques. On désigne par
Ana(%, D) C CAT (%, D) la catégorie des foncteurs analytiques munis des transforma-
tions naturelles analytiques.

Comment montrer que cette sous-catégorie admet un objet terminal ?

Lidée fondamentale, peut-étre la plus importante de ce chapitre, est de considérer
une notion plus précise d'arité prenant en compte les groupes d'automorphismes : on
considére une catégorie de départ légérement augmentée, notée & (%), et on montre que
les foncteurs analytiques & — g correspondent aux foncteurs familiaux @ (%) — 9.1a
ot un foncteur familial finitaire @ — & correspond 2 la donnée d'un préfaisceau S sur &
muni d'un foncteur y/S — %, on remplace ici ce dernier par un foncteur y/S — @ (%;).

Exemple 4.5.6. Comparons les génériques pour les monades & et & envoyant respective-
ment chaque ensemble sur le monoide et le monoide commutatif libres associés. Les deux
foncteurs sont analytiques et posseédent tous deux des génériques de toutes les arités finies.
Pour les distinguer, on observe que les génériques 1 — £ (n) de &£ ne sont fixés par
aucun automorphisme non-trivial de n, alors que ceux de & sont fixés par tous. Dans notre
nouvelle catégorie d'arités @ (Set), on considére ainsi (entre autres) deux objets différents
pour chaque n :

- d'une part l'objet (1, 1), constitué de n et du sous-groupe trivial de &, et

- d'autre part l'objet (n, &,,), constitué de n et du groupe total &,..

Définition 4.5.18. Etant donnée une catégorie & soit @ (&) la catégorie
- dont les objets sont les paires (A, G) d'un objet A € ob (&) et d'un sous-groupe G du
groupe S, d'automorphismes de A dans &
- et dont les morphismes (A, G) — (B, H) sont les classes d'équivalences de
morphismes f : A — B
- tels que pour tout h € H il existe g € G tel que hof = fog,
- pour la relation engendrée par f ~ fog pour tout g € G.
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Pour comprendre cette définition, rappelons que par la formule donnée en début de
partie, on identifie (n, o, @) et (n, o, V) € Fz(X) dés qu'il existe 0 € S, tel que oo =
. On obtient ainsi une nouvelle formulation équivalente :

Proposition 4.5.24. Un foncteur F : Set — Set est analytique ssi il existe B € CAT (B,
Set) tel que

FX)=) Y @Sen(n, &), (X,1).

n oelmy(B(n))]

Cette formule est un indice que les foncteurs analytiques sur & peuvent se voir comme
familiaux sur @ (&) : on se raméne & une somme de représentables.

Explorons cette piste, qui va nous mener a une équivalence de catégories. On
commence par construire et étudier le plongement canonique i : & < @ (&), pour toute
catégorie & Ce dernier associe a chaque objet A la paire (A, 1) de A et du groupe trivial,
vu comme un sous-groupe de &,. Sur les morphismes, on associe a chaque f: A — B
sa classe d'équivalence pour la relation adéquate, qui se trouve ici étre le singleton {f}
du fait de la trivialité des groupes concernés. On a prouvé :

Proposition 4.5.25. Le plongement i : & < @ (&) est plein et fidéle.
On peut en fait voir @ (%) comme une complétion de & par une certaine sorte de limites :

Définition 4.5.19. Un invariant de groupe dans une catégorie % est la limite d'un foncteur g :
G — % d'un groupe vu comme une catégorie 3 un objet. On note C'? la limite correspon-
dante, ot C est I'image de l'unique objet de G ; lorsque le foncteur se déduit du contexte,
on note C'S On dit que % admet les invariants de groupes lorsque tous les foncteurs G —
% admettent une limite.

Proposition 4.5.26. Pour tout A € ob (&) et tout sous-groupe G < &,, le morphisme [id] :
(A, G) — (A, 1), quon notera dans la suite q¢, est un invariant de groupe pour le foncteur
canonique G — &

Démonstration. Le point non-trivial est que tout morphisme [f]: (B, H) — (A1)

formant un cone sur G se factorise de maniére unique par (A, G). Mais par hypothése, un
tel morphisme vérifie [f] = [gof] pour tout g € G, donc on trouve h € H tel que foh =
gof et donc f donne aussi lieu & un morphisme (B, H) — (A, G). Enfin, tout [h] : (B,
H) — (A, G) dont la composition avec qg donne [f] vérifie par définition que [h] = [f],
ce qui conclut la démonstration. O
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En fait, on a plus : soit Invar la sous-2-catégorie localement pleine de CAT obtenue
en se restreignant aux catégories pourvues d'invariants de groupes et aux foncteurs les
préservant.

Proposition 4.5.27. La catégorie @ (&) admet tous les invariants de groupe et pour toute
catégorie A admettant les invariants de groupes le foncteur

Invar (@ (&), B) — CAT (¥, F)
de précomposition par i est une équivalence.

Démonstration. Commengons par montrer que & (&) admet tous les invariants de grou-
pes. Soit (A, G) un objet et H < &, ). Considérons le sous-groupe K de &, constitué des
automorphismes o tels que [0] € H. En particulier, on a G < K puisque pour tout g € G,
[g] = [id] € H. Ceci implique que I'identité sur A induit un morphisme qy ¢ : (A, K) —
(A, G) qui est l'invariant de groupe recherché. En effet, si [f]: (B,L) — (A, G) forme
un cdne sur H, on a que pour tout k € K, [k]o[f] = [f], c'est-a-dire qu'il existe L € L
tel que kof = fol. Le morphisme f : B — A induit donc un morphisme [f]: (B, L) —
(A, K). Or ce morphisme est unique puisque tout autre morphisme [f'] satisfaisant cette
propriété vérifie aussi
qr.colf'l = [f] = q,colf]

et donc [f'] = [f], comme souhaité.
On montre relativement facilement que le foncteur de précomposition par i est plein et

fidele. Pour prouver sa surjectivité a iso prés, on associe a chaque F: & — % le foncteur

F': @ (&) — P envoyant chaque (A, G) sur F(A)\F(Gz ce qui s'étend aux morphismes.

Plus de détails sont donnés dans l'article. O
Théoréme 4.5.28. Pour toute catégorie &, l'équivalence

Invar (é’ (&), /‘2) — CAT (Ja/, /‘(;2)
se restreint a une équivalence

Fam’ (@’(M), ?) — Ana (M, ?),

ot Fam'(@ (&), 2) désigne la catégorie
- dont les objets sont les foncteurs familiaux @ (&) — & et
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- dont les morphismes F — G sont les transformations naturelles « telles que pour
tout F-générique strict s :y. — F(A, H), il existe une factorisation strictement G-
générique du composé o5 wyos de la forme

v~ G (A, K) -S4l G (A, H),
avec H < K.

Notons que si on obtient une bonne correspondance attendue sur les objets, on doit
considérer des transformations naturelles non familiales pour capturer les transforma-
tions naturelles analytiques correspondantes. Ceci ne devrait finalement pas étre trop
surprenant : une transformation « est analytique lorsque pour tout s générique le composé
y. = F(A) % G (A) l'est aussi, ce qui ne force en aucun cas leurs groupes
d'automorphismes (respectivement en tant qu'objets de y,./F et y./G) a coincider.

Démonstration. On se contente ici d'une esquisse, le lecteur intéressé pouvant consulter
l'article pour plus de détails. Le point crucial est que pour tout F : & — @, un morphisme
s :y. — FX est générique ssi le morphisme induit s': y. — F'(X, &,) est strictement
générique, oit F est le foncteur @ (&) — # correspondant 3 F comme dans la
démonstration de la proposition 4.5.27. En effet, considérons un tel s générique et un
carré commutatif

Ye v F'(A, G)
s Fpl

F/(X, GS)T)F/(B) H)

On considére le carré extérieur de

Ve -
s FIvl
s F’(X,GS)TF’(B,H\) Fap)
/F(v)/\
e, e Flqn)
F(X)-— - F(B)
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st ez

deux triangles. On va montrer que [y] est un relévement pour le carré de départ. Pour
commencer, il nous faut montrer que [y] est bien morphisme (X, &,) — (A, G).

Or, par définition de (A, G), tout g € G fixe (g, c'est-a-dire qu'on a [gloqg = (g.
Ceci entraine que

F(y)os =t =F(qg)ot’' = F'[gloF'(qg)ot' = F(g)ot = F(g)oF (y)os,

donc que l'extérieur du diagramme suivant commute :

Ve : F(X)
//’/ iF(v)

s FE) F(A)
[
F(X)- o F(A).

sov e 2

triangles. Par le lemme 4.5.18, § est un iso et par construction il fixe s. On a donc trouvé
b € &, tel que goyod = v, ce qui entraine que [g] est bien un morphisme (X, &) —
(A, G).

On a enfin oy = @ par construction de y et F'[y]os’ = t’ par monicité de F'(A,
G) — F(A). O

On consacre le reste de cette partie a expliquer :

Théoréme 4.5.29. La catégorie Ana (%, D) des foncteurs analytiques admet un objet
terminal.

Lidée est d'utiliser une catégorie équivalente 3 Fam'(& (%), & ). Commencons par
décrire le processus sur la catégorie plus simple Fam (@ (%), & ).

Définition 4.5.20. Soit, pour toutes catégories . et % avec F petite, el z//&7 la catégorie
ayant pour objets les paires (B, M) d'un préfaisceau B € % et d'un foncteur M : el B —
&/, dont les morphismes (B, M) — (C, N) sont les paires (x, ¢) de transformations
naturelles o« : B — C et

elB— o elC

z

Lemme 4.5.30. L'assignation M

Sp: (elg//¥) — Fam (o, &)

(B,M) —» X+ b2 & (M (x), X)

xcB(1)
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s'étend en une équivalence de catégories.

Démonstration. Le point subtil de la démonstration est que, bien qu'une transformation
familiale B : F — G préserve les génériques stricts par définition, elle ne préserve pas
forcément le choix de factorisations génériques induit par les représentations comme
coproduits de représentables. On peut par exemple avoir deux objets différents mais
isomorphes, disons via k : A = A, dans .% auquel cas chaque générique strict s : y, —
F(A) donne aussi lieu a un générique F(k)os. Dans ce cas, E; fait un choix : soit x =
F()os:y, — F(1); comme F(X)(b) = erF(])(b)M(EF (x), X), on a une factorisation
générique stricte via Er (x), canoniquement isomorphe aux autres mais mise en avant par la
représentation (F (1), Ep).

Commengons par définir le foncteur Sp sur les morphismes. Etant donné un
morphisme (x, @) : (B, M) — (C, N) dans el /& on définit (Sp(oc, (p)x)b: Sp (B,
M) (X) (b) — Sp(C, N) (X) (b) comme envoyant tout (x, f) € >_ @ (M (x), X) sur
la paire constituée de «(x) € C(b) et du morphisme

x €B(b)

N (o, (x)) =220 M (x) L X
La naturalité en b des (Sp (e, (p)X)b découle facilement de celles de « et . La naturalité

en X est facile, ainsi que la fonctorialité. La familialité de Sp(x, @) est aussi évidente
par construction.

On a déja plus ou moins montré que le foncteur Sp ainsi défini est essentiellement
surjectif : on choisit pour tout F familial une factorisation strictement générique

Yyp—==F(A)EF ()

pour chaque b € & et x € F(1)(b). On montre que l'assignation x — A, s'étend par

soe e

Montrons a présent que Sp est fidéle, considérons deux morphismes (x, @), (B, V) :
(B, M) — (C, N) dans el /& envoyés sur la méme transformation naturelle, disons .
Pour tout b € & et x € B(b), la composante

> A (M((x),M(x) — > & (N(x), M(x))

x €B(b) x € C(b)

de Sp («, @) en M (x) et b envoie l'identité sur (xy, (x), @,)), alors que Sp (B, ) l'envoie
sur (By(x), ©v,x), ce qui implique (e, @) = (B, V).
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Pour montrer que Sp est plein, considérons une transformation naturelle familiale y :
Sp(B, M) — Sp(C, N). Pour tout b € & et x € B(b), y(M(x)) envoie (x, idp,) sur
une paire constituée d'un certain &, (x) € C(b) et d'un morphisme @, ) : N(oty, (X)) —
M (x). Par construction, le diagramme

b (M (x) MG (M (x))
(0y ), id) 6oy
G (N (e, () o G(M(x)

commute. Or par familialité de vy, les c6tés gauche et haut de ce diagramme sont génériques,
donc @, est un isomorphisme par le lemme 4.5.18.

Pour tout x, € B(b) et f : M (xy) — X, le carré de naturalité de 'y en f et en b, pris en
(x¢, 1d), donne :

(Yx)b(xo»f) = ((Xb(xo)» N(“b(xo))MM(Xo)%X)- 5

Si on montre que « et ¢ sont naturelles, ce résultat entraine que y = Sp (x, ¢). En
utilisant (5), pour tout h : b’ — b et x, € B(b), la commutativité du carré de naturalité

> sy & (M), M(m))sz,eC(b) Z (N, M(x))

Sp(B, M)(M(x,))(h) Sp(C,N)(M(x,))(h)

o) Z (M), M(xo))WZy/ec(b,)/%\’(N(y'), M (xo))

prise en (x,, id) donne
- (oep (xg) R, Ny (x0)-h) NN (o (x0)) 8205 M (x,4)) par en haut et
- (ay (xg h), N(oty (xo-h)) 22202 M (x4-h) 24025 M (x,)) par en bas,
soit précisément la naturalité de « et . O

On peut étendre ce résultat 3 Fam'(& (%), D)
Définition 4.5.21. Soit, pour toutes catégories % et %, elz/[ & () la catégorie définie
comme el g//@ (&), sauf qu'on relache la condition que ¢ soit un isomorphisme en deman-

dant seulement que ¢ soit verticale, c'est-a-dire que pour tout (b, x) € elB, @, ) €
() (M (b, x), N(b, ay,(x))), vue comme une classe d'‘équivalence de morphismes
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IM(b,x)| — [N(b, ay(x))], ne contienne que des isomorphismes (en notant | (A, G)| =
A).

Lemme 4.5.31. L'assignation

sp: (elg/,& (%)) = Fam'(@ (), B)
(B,M) s Xmb o X @) (M), X)

s'étend en une équivalence de catégories.

Preuve du théoréme 4.5.29. On se limite encore une fois a décrire les idées essentielles, les
dérails étant disponibles dans l'article. Le point principal ici consiste 2 réaliser qu'étant
donné un foncteur analytique F la forme d'une opération de type b € & et darité A €
&/ est constituée non seulement d'un morphisme strictement générique s : y, — F (A,
G), mais également de ses « bords », c'est-a-dire, pour chaque f : b’ — b, la factorisa-
tion générique du composé yy 25y, - F (A, G). En d'autres termes, la forme d'une
opération est un foncteur &/b — @ (). L'objet terminal cherché est censé posséder une
opération de chaque forme : si on choisit & squelettique, on peut ainsi tenter de définir
U (1) (d) comme l'ensemble des foncteurs &/b — @ (). Cet essai se révéle cependant
trop naif : méme dans le cas ensembliste, il laisse la place a des formes possédant des
automorphismes non triviaux, par exemple tout ensemble fini muni de son groupe trivial
{id} de permutations. On se restreint donc aux foncteurs &/b — @ (&) « maximalement
quotientés ». O

Exemple 4.5.7. Dans le cas ensembliste, on arrive a l'ensemble U des paires (n, &,).

Nous avons ainsi suffisamment généralisé les foncteurs familiaux pour obtenir un objet
terminal. Cependant, on peut aussi montrer :

Proposition 4.5.32. Les foncteurs analytiques ne sont en général pas stables par composition.

Le probléeme est ici dit au fait que les génériques pour un composé LS @
sont de la forme
Y. G (D) 4% G (F(C))

avec s et t respectivement G et F-génériques. Or, les F-génériques relatifs & D sont obtenus
comme colimites de foncteurs s : elD — & /F associant 2 chaque x € D(d) un

F-générique relatif a y,. Si F était familial, on saurait que les génériques stricts sont stables
par de telles colimites. Mais dans le cas analytique, un F-générique étant déterminé par un
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Figénérique strict, l'existence de F-génériques est conditionnée par la cocomplétude (finie)
de @ (%), qui s'avére tout simplement fausse.
Considérons par exemple dans @ (Set) le span

On peut montrer que ce span n'admet aucun pushout. Intuitivement, le seul candidat
plausible est (2,1) lui-méme, mais on montre qu'il ne convient pas en considérant le
carré

(2,6,)M(2,1)
[id] [id]

(2,0 (2,1),

ot o désigne l'automorphisme non trivial de 2.

En effet, si (2, 1) était le pushout recherché, on aurait une fonction m : 2 — 2 telle que
0 = m = id ce qui est clairement impossible. En partie suivante, on répare le probleme en
restreignant les arités a certaines colimites particuliéres.

4.6 FONCTEURS ANALYTIQUES CELLULAIRES

Dans l'exemple des multicatégories, les arités nécessaires s'obtiennent toutes 3 partir du
multigraphe vide en « recollant des représentables le long de leur bord ». Autrement dit, tout
arbre A est codomaine d'une composée de la forme

D=A, b A . A G A=A, (6)

ol chaque f; est obtenu par un pushout de la forme

Btk *x 2 p]
\ ou k (7)
Ai—l fini Ai—lﬁiii'

Ici, par le lemme de Yoneda, 0 est soit I'un des s; : ¥ — [p], soit t : % — [p]. En
fait pour le cas des arbres on pourrait méme se restreindre a t seul puisqu'on peut d'abord
introduire la racine et ensuite ajouter les noeuds successifs en « descendant » dans l'arbre.

Or on peut montrer que pour tout (A, G) dans @ (M), d: % — [plet x:(x,1) —
(A, G), le span (A, G) & (x,1) % ([p], 1) admet un pushout.

94



Par analogie avec la topologie on pose :
Définition 4.6.22. Un préfaisceau A € M est un complexe cellulaire s'il est de la forme (6).

Grice aux propriétés de cloture des complexes cellulaires et modulo quelques
hypothéses supplémentaires, on peut montrer que tout endofoncteur analytique F sur M
dont les arités sont des complexes cellulaires admet des génériques non seulement relative-
ment aux représentables, mais aussi a tous les complexes cellulaires. De tels foncteurs sont
donc stables par composition !

Définition 4.6.23. On appelle cellulaire tout endofoncteur analytique F sur M dont les
arités sont des complexes cellulaires et tels que la factorisation générique de tout composé
* % [p] = F(A) en

* 0 [p]
F(B) F(A)

F(ER(9))

satisfait les deux conditions suivantes :

1. Ef(0) est un composé de pushouts d'une des formes ci-dessus;

2. tout automorphisme y € &, admet une extension minimale dans &, le long de E (0),
c'est-a-dire un § € &; tel que d0E¢(0) = Ef(d)oy et pour tout f : A — C tel que fo
Er(0) = foEr(Q)oy on ait fod = f.

Remarque 4.6.4. La premiére condition demande que le morphisme d'arités induit par
le morphisme de bord 0 corresponde aussi a un recollement de représentables le long
de leur bord. La seconde condition est satisfaite automatiquement dés que les arités des
opérations de type % sont triviales, c'est-3-dire que pour tout générique * — F(A) on a
A = *. En effet, x n'ayant pas d'automorphismes non triviaux, la condition est vraie faute
de combattants. La proposition suivante reste donc vraie si on remplace cette condition
par la trivialité des opérations de type .

On peut montrer :
Proposition 4.6.33. Les endofoncteurs cellulaires sont stables par composition.
On peut généraliser la notion de cellularité & des catégories arbitraires. Ceci repose

sur la notion de bordage décrite dans l'article. Cependant, on montre aussi que les fonc-
teurs cellulaires n'ont pas d'objet terminal en général. On se rabat donc sur une classe
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de foncteurs plus restreinte, obtenue en généralisant bétement la condition alternative de
la remarque 4.6.4.

Définition 4.6.24. Une catégorie a sens unique est une catégorie % telle quaucun objet
n'admet d'autmorphisme non trivial, munie d'un foncteur vers 2 = 0 <1, dont la fibre en
1 est discrete. .

Ces conditions interdisent tout morphisme non-identité entre deux objets de dimen-
sion 1. Elles forcent de plus les morphismes a aller de la dimension 0 a la dimension 1.

Exemple 4.6.8. La catégorie M donne lieu a une catégorie a sens unique en envoyant %
sur O et tous les [p] sur 1.

On appelle dimension de ¢, notée dim(c), l'image de tout objet ¢ € ob (%) par le
foncteur & — 2 en question. Pour i € {0, 1}, on note %]; un choix de pullback
T2,

ou autrement dit la sous-catégorie pleine de & obtenue en se restreignant a la dimension 1.

Définition 4.6.25. Pour toute catégorie % a sens unique, un endofoncteur F sur & est dit
cadré ssi sa restriction a %/, est naturellement isomorphe a un foncteur de la forme X —
AxX, pour un préfaisceau A : &5’ — Set.

Autrement dit, pour tout ¢ € ob(%) de dimension 0, il existe un ensemble A, tel
que pour tout X € @ on ait F(X) (c) = A xX(c), avec en plus une contrainte sur l'action
des morphismes.

Si F est cadré, la seule arité permise relativement a chaque y. avec dim(c) = O est
V. lui-méme, a unique isomorphisme prés. La seconde condition de cellularité est donc
automatiquement vérifiée pour tout morphisme de bord, c'est-a-dire s'envoyant sur 0 < 1.

Pour chaque catégorie 2 sens unique, on peut définir un bordage qui, sans donner la
définition, revient a remplacer (7) par l'ensemble des morphismes ¢ — ¢ pour tout ¢ de
dimension O et des morphismes de bords.

On obtient :

Proposition 4.6.34. Un endofoncteur analytique cadré sur une catégorie a sens unique est

cellulaire ssi
- ses arités sont des complexes cellulaires et
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- il vérifie la condition (1) de la définition 4.6.23.
Ces foncteurs sont stables par composition et possédent un objet terminal (vis-a-vis des
transformations naturelles analytiques).

La stabilité par composition est facile ; détaillons un peu l'existence d'un objet terminal.
On a d'abord :

Lemme 4.6.35. Pour tout endofoncteur cellulaire et cadré, tout objet ¢ de dimension 1 et tout
morphisme générique s : ¢ — F(A), tout automorphisme y de A fixant s fixe aussi son

bord, c'est-a-dire que pour tout morphisme de bord §, on a yoE(8) = E; (9).

Démonstration. On obtient par hypothése la partie solide de

Cc o
S
¢ F(h)__ -~ ’Js 2 F(E+(2))
F(B) F(EF(0) F(A) F(y) F(A),

sos ez

phisme de B. Mais comme F est cadré et & est a sens unique, B = ¢’ n'a pas
d'automorphisme non trivial donc h = id et on obtient le résultat voulu. O

On arrive a la définition suivante pour l'objet terminal, dans laquelle on note U,
le foncteur analytique terminal du théoréme 4.5.29. On rappelle que U, (1) (c) est défini
comme l'ensemble (modulo isomorphisme) des foncteurs &/c — & (?f) maximalement
quotientés.

Définition 4.6.26. Soit U le sous-endofoncteur analytique cadré de U, défini par le fait que
pour tout ¢ € ob (%) de dimension 1, U (1) (c) contient précisément les foncteurs A : &/
¢ — @ (%,) valant (¢, 1) sur chaque morphisme de bord 3 : ¢’ — c, tels que A (id.) = (B,
G), ou G est le groupe de tous les automorphismes de B fixant le bord, c'est-3-dire les g tels
que goF(0) = F(9d) pour tout 0.

Ici, chaque morphisme de bord 9 : ¢’ — c est vu comme un morphisme (3): 3 —
id. dans la tranche %/c. Or F envoie 0 sur (c) 1), donc F(9) : (¢, 1) — (B, G) détermine
un unique morphisme ¢’ — B, qu'on appelle aussi F(d). La condition revient 3 demander
que G soit constitué de tous les automorphismes g de B tels que le diagramme suivant
commute :
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Observons au passage que ces foncteurs sont maximalement quotientés, puisque sur chaque
morphisme de bord le groupe trivial est aussi le groupe total (parce que & est a sens unique)
et sur id,, il faut fournir un morphisme dans @ (?f), donc en particulier respecter la
condition de la définition 4.5.18. Aucun groupe valide ne peut donc contenir de morphisme
ne fixant pas le bord.

Résumons : on a d'abord considéré les foncteurs familiaux, qui étaient stables par
composition mais ne possédaient qu'un objet faiblement terminal ; on a ensuite exam-
iné les foncteurs analytiques, plus généraux, dont on a montré qu'ils possédaient bien
un objet terminal, mais qui se sont avérés ne pas étre stables par composition ; en se
restreignant a la notion intermédiaire de foncteur cellulaire et cadré, on obtient enfin
une sous-catégorie monoidale de CAT (%, #) munie d'un objet terminal. On a donc
automatiquement :

Proposition 4.6.36. L'objet terminal U défini ci-dessus est une monade.

Du coup, tout sous-objet T de U tel que ToT — U et id — U se factorisent par T est
automatiquement une sous-monade de U. On peut enfin poser :

Définition 4.6.27. Pour toute catégorie & a sens unique, une monade morphologique sur
& est une sous-monade de U.

On peut en fait caractériser les monades morphologiques en termes de l'ordre partiel
Sub (U) des sous-objets de U. En effet, I'identité est déja un sous-objet, donc la condition
que id — U se factorise par T est équivalente a id < T. De plus, en définissant pour tous F,
G € Sub (U) le produit morphologique FRG comme étant I'image du composé

FoG-bUoU-LU,

la condition que ToT — U se factorise par T revient 3 demander TRT < T. On peut étre
ici tenté de dire que T est une monade morphologique ssi T est un monoide dans Sub (Ul)
(pour l'opération ®). En effet, le produit morphologique munit presque Sub (U) d'une
structure de quantale, le probléme étant qu'il n'est associatif que dans un sens reliché : on
peut montrer par propriété universelle des images que (FRG)RH < FR(GRH) pour tous
E G et H. Cette structure est une instance de la notion de monoidale penchée (skew monoidale
en anglais) de Lack et Street [46], prise ici dans la 2-catégorie des ordres partiels complets
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dirigés, munie du produit tensoriel classifiant les morphismes bilinéaires. Concrétement,
cela donne la notion suivante :

Définition 4.6.28. Un sous-ensemble D d'un ordre partiel X est dirigé lorsqu'il est non vide
et tel que pour tous x, x' € D, il existe y € D tel que x <y et X' < .

Une quantale penchée (a gauche) est un ordre partiel complet dirigé X muni d'un élément
1 € X et d'une loi binaire - préservant les sups dirigés des deux cotés et telle que (x-y)-
z < x-(y-z), 1-x < x et x < x+1 pour tous x, Yy, z € X. Une quantale penchée est normale
quand les deux derniéres inéquations sont en fait des égalités.

Comme les foncteurs considérés sont finitaires, on montre facilement que le produit

morphologique R préserve les sups dirigés des deux cotés. De plus, on a le résultat suivant,
dont on omet la démonstration :

Lemme 4.6.37. L'ordre partiel Sub (U) est isomorphe a l'ordre partiel des sous-objets de
u(1) dans &.

On obtient comme corollaire que Sub (U) est un treillis complet et par suite :

Proposition 4.6.38. Lidentité et le produit morphologique ® munissent Sub (U) d'une
structure de quantale penchée normale.

L'avantage de ceci est que dans les quantales penchées on peut définir une notion
naturelle de monoide, pour laquelle on peut facilement construire des monoides libres.

Définition 4.6.29. Un monoide dans une quantale penchée X est élément t tel que1 < t et t-
t<t

En adaptant un travail de Lack [45], on obtient une construction inductive des monoides :

Proposition 4.6.39. Dans toute quantale penchée X, pour tout x € X, il existe un plus petit
monoide contenant x, donné par la formule

\/(idv x)"

neN

ot y®=Tet y™*" = y-(y™) pour tout n.
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Corollaire 4.6.40. La monade morphologique librement engendrée par un sous-objet L &
U existe et est donnée par

U Gdux)™"
neN
On peut enfin obtenir la monade M des multicatégories comme monade

morphologique librement engendrée par la famille gentree. En effet, cette famille donne
lieu & un sous-objet du foncteur analytique, cellulaire et cadré terminal U. Pour le voir,
observons qu'un foncteur cadré M /[n] — M est déterminé 3 isomorphisme prés par un
objet de (n +1)-%/ M, cest-2-dire un élément de gentree,. On pose donc Ly, (%) = U (%)
et Ly [n] = gentree,, et on obtient aprés un peu de travail :

Théoréme 4.6.41. M est la monade morphologique librement engendrée par Z,,.

Remarque 4.6.5. Larticle propose une notion de cellularité beaucoup plus générale que
celle utilisée ici, qui permet dans une certaine mesure de choisir ce qu'on considére comme
le bord d'une arité. Cette approche permet de restaurer la stabilité par composition, mais
pas toujours d'obtenir un objet terminal. Les seuls exemples ot on réussit a concilier les
deux, donc 2 engendrer des monades morphologiques de maniére satisfaisante, utilisent
la notion de foncteur cadré. On obtient de cette maniére, en plus des multicatégories,
les multicatégories symétriques et les polycatégories. Des recherches en cours semblent
indiquer qu'on peut aussi retrouver les PROPs, ce qui semble prometteur au vu de l'intérét
considérable récemment regu par ces derniers.
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DE LA SEMANTIQUE DES JEUX
A LA SYNTAXE

[Plour inciter les paysans a produire, il est bon de leur donner
le goiit du superflu.

Raymon Aron, expliquant Montesquieu dans Les étapes
de la pensée sociologique, p. 48, Gallimard, 1976.

5.1 INTRODUCTION
Cette partie est une introduction aux stratégies innocentes vues comme des faisceaux.
5.1.1 Corpus couvert et historique

Les articles avec D. Pous [35], en solo [31] et avec C. Eberhart et T. Seiller [15, 16] couvrent
toutes mes contributions a ce sujet, auxquelles on peut ajouter les ancétres écrits en
famille [33, 34] sur la logique linéaire. Ces derniers mettent déja en avant l'idée de partie
multi-joueurs, mais avec des outils beaucoup plus primitifs, tant pour décrire les parties
que pour décrire les morphismes entre elles. Nous avions a I'époque l'intuition que les
parties devaient former un champ [75], les stratégies devant étre définies en gros comme
des sous-champs. Les faisceaux n'étaient pas loin, mais cette intuition était trop grossiére
pour rendre compte de l'innocence. De plus, bien que dans les travaux présentés ici les
parties ne forment un champ ni pour CCS ni pour 7, je suis convaincu qu'il est possible
d'en faire un champ en présentant les choses différemment. Et j'espére que cela pourrait
contribuer 2 éclairer les liens mystérieux entre sémantique par réduction et systémes de
transitions étiquetées [68].

5.1.2 Les traces multi-joueurs comme pont entre modeles de jeux et syntaxe

S'il faut retenir quelque chose de cette partie, ce sont les deux idées suivantes.
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- On a vu en partie précédente que les préfaisceaux (finiment présentables) fournissent
des outils de haut niveau pour décrire des structures graphiques. Ceci s'applique en
particulier aux parties — éventuellement multi-joueurs — dans les modéles de jeux
innocents.

- En munissant ces parties multi-joueurs d'une notion suffisamment riche de
morphisme, on obtient un site de Grothendieck (toute partie étant couverte par ses
vues), sur lequel les faisceaux définissent une notion adéquate de stratégie innocente
(chaque joueur n'a accés qu'a son propre historique pour décider de son prochain coup)
et concurrente (la partie globale se calcule de maniére non-déterministe selon les offres
faites par les joueurs en présence).

La structure de cette partie refléte cette construction en deux couches, en se focalisant
sur un exemple, le Calculus of Communicating Systems (CCS) de Milner [57].

En partie 5.2, on décrit la premiére couche, les parties multi-joueurs et leur représen-
tation 2 l'aide de préfaisceaux finiment présentables. Plus précisément, on construit une
pseudo catégorie double de parties multi-joueurs, dont les objets sont les positions du
jeu, les morphismes verticaux sont les parties. Les morphismes horizontaux et les cellules
représentent une forme d'inclusion spatiale. Par exemple, dans un morphisme horizontal
X =Y, X peut représenter la restriction de la position Y a seulement certains de ses
joueurs. De méme, dans une cellule u — 1 reliant deux parties u et 1/, U peut représenter
la restriction de la partie 1’ A certains de ses joueurs.

En partie 5.3, on s'attaque a la seconde couche. La premiére étape consiste a construire
a partir de la pseudo catégorie double des parties, pour chaque position de départ fixée
X, une catégorie de parties P (X) adéquate. On présente certaines constructions naives en
démontrant leur inadéquation, puis on exhibe la construction retenue. On explique ensuite
en quoi les préfaisceaux sur P (X) offrent une premiére notion de stratégie et on montre
en quoi celle-ci est trop naive pour représenter fidélement les processus CCS. On introduit
alors la notion de comportement innocent sur X, c'est-a-dire de préfaisceaux sur une catégorie
ad hoc de vues sur X. Nous faisons ensuite le lien entre comportements innocents et
stratégies naives en construisant la stratégie naive librement engendrée par tout comporte-
ment innocent. En d'autres termes, on construit une adjonction entre les deux catégories.

Enfin, en partie 5.4, on énonce le résultat d'adéquation, qui décrit en quoi la notion de
comportement innocent modélise finement les processus CCS. Ceci repose sur la notion
d'équivalence de test [13] et la construction d'un systéme de transitions a partir des comporte-
ments innocents. On montre aussi que l'adjonction entre stratégies naives et comporte-
ments innocents permet d'exprimer I'équivalence de test équitable sur ces derniers unique-
ment en termes ludiques, c'est-a-dire sans référence au systéme de transitions.

On conclut en partie 5.5 en donnant quelques idées de travaux futurs.
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5.2 PARTIES MULTI-JOUEURS
5.2.1 Structure globale : premiéres intuitions sur les terrains de jeux

Dans les parties suivantes, on décrit plusieurs exemples de jeux pour donner une idée de
la généralité de l'approche. En préambule, on tente dans cette partie de donner quelques
premiéres intuitions sur ce qu'on entend ici par « jeu ». Formellement, il s'agit des terrains
de jeux, introduits et étudiés dans la version longue du travail sur CCS [31].

Comme certains jeux considérés sont multi-joueurs, un terrain de jeux comprend
naturellement un ensemble de positions censé décrire l'ensemble des configurations possibles.

Exemple 5.2.1. En CCS, une position X consiste en un ensemble fini X (%) de canaux de
communications, un ensemble fini X[n] de joueurs d'arité n pour chaque n € N, ainsi
que, pour chaque n et x € X[n], d'un choix de n canaux dans X(x). Autrement dit,
une configuration est un préfaisceau fini sur la catégorie C,; librement engendrée par le
graphe constitué

- d'un sommet % ainsi que d'un sommet [n] pour tout n € N,

- de n arétes s;, ..., S, : * — [n].

On tolére ici un conflit de notation : pour chaque n on a un morphisme différent s :

* — [n], qu'il faudrait distinguer des autres. Pour éviter une lourdeur superflue on s'en
dispense, en s'appuyant sur le contexte pour lever les ambiguités.

Définition 5.2.1. Munis des transformations naturelles injectives comme morphismes, ces
préfaisceaux finis forment une catégorie Dy,

Remarque 5.2.1. On se restreint ici aux morphismes injectifs, parce que cela suffit pour
CCS. Le travail sur 7t fait usage de morphismes légérement plus généraux.

Exemple 5.2.2. On peut imaginer un terrain de jeu ou les positions sont constituées de
joueurs jouant simultanément entre eux plusieurs parties d'échecs. Chaque joueur x voit
donc un ensemble fini d'échiquiers, chacun dans une position arbitraire. Sur chacun de ces
échiquiers, x joue soit les blancs soit les noirs. Une configuration comprend ainsi
- une famille finie de positions, c'est-3-dire une famille (finie) d'ensembles indexée par
l'ensemble Pos des positions d'échiquiers ; pour toute configuration X et toute position
A, on note X(A) l'ensemble correspondant & A, qui décrit I'ensemble des échiquiers
qui sont dans la position A ; I'ensemble de tous les échiquiers de X est donc ZAX (A);
- pour chaque séquent S = (A, ..., A, = By, ..., B,), un ensemble X (S) représentant les
joueurs dont les échiquiers sont dans les positions respectives Ay, ..., A, = By, ..., B,
les A; étant par convention ceux ou le joueur en question joue les blancs ;
- pour chaque joueur x € X(S) et chaque i € n, un échiquier s;(x) € X(A;) ;
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- de méme, pour chaque joueur x € X(S) et chaque i € p, un échiquier t;(x) € X(B;).
Ces données doivent de plus vérifier la condition suivante :

Chaque échiquier e € X(A) est dans l'image d'au plus un s; et un tj. (8)

Cela signifie qu'au plus un joueur y joue les blancs et qu'au plus un joueur y joue
les noirs.

Autrement dit, les positions sont des préfaisceaux finis sur la catégorie C librement
engendrée par le graphe constitué
d'un sommet [A] pour chaque position d'échiquier A,
d'un sommet [S] pour chaque séquent S = (A4, ..., A, F By, .., B)),
d'arétes s; : [A;] — S pour chaque i € n,
d'arétes t; : [B;] — S pour chaque i € p.
Cependant, contrairement a l'exemple précédent, tous les préfaisceaux ne sont pas des
positions valides :

Définition 5.2.2. Une position est un préfaisceau sur C satisfaisant la condition (8).
Comme précédemment, on a :

Proposition 5.2.1. Les positions, avec comme morphismes les transformations naturelles,
forment une catégorie Dy,

Dans les exemples précédents, les positions s'accompagnent naturellement d'une
notion de morphisme. Un morphisme X — Y décrit un plongement de X dans Y. Or, dans
la partie suivante, on s'attache a décrire formellement les parties pour CCS. Le point crucial
pour comprendre la notion de partie est qu'en accord avec le principe de catégorifica-
tion énoncé dans l'introduction, on souhaite décrire plus qu'une simple relation entre les
positions de départ et d'arrivée d'une partie : on veut rendre compte du processus ayant
mené de l'une a l'autre. Les parties forment ainsi une deuxiéme notion de morphisme entre
positions. Par convention, une partie de position initiale X et de position finale Y sera vue
comme un morphisme Y — X.

Exemple 5.2.3. Dans l'exemple 5.2.2, une partie de position initiale X est constituée

- pour chaque joueur x € X (Ab]lancs, . Alef‘;ii - Al A“Tf"s), d'une suite (s’f, ey s’;)

de triplets de la forme s} = (X}, pi, c}), ot A € {blancs, noirs}, p; € ny et c} est un
coup valide sur la position A)‘;‘,

- ainsi que, pour chaque échiquier dans e € X(A), d'une suite cj, ..., ¢}, de coups valides

a partir de la position A,
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telles que pour chaque joueur, la projection de la suite de coups sur chaque échiquier donne
précisément la suite de coups dudit échiquier.
La position d'arrivée d'une telle partie se calcule comme suit :
- chaque échiquier e € X (A) est remplacé par un échiquier dans la position A', obtenue
en jouant les coups cj, ..., Cy, a partir de A;
- chaque position A% de chaque joueur x € X(Abfancs, oy ADIRES | poirs | pnoirs ) est

, bl . M blancs M hoirs
7 . ancs noirs
remplacée par Ay, ot s =sets =t

On est donc en présence de deux notions de morphismes partageant le méme ensemble
d'objets, ce qui correspond précisément a la description faite par Mac Lane [55] des catégories
doubles, revues en définition 2.2.1.

En fait, les parties ne formeront pas une catégorie au sens strict, mais plutdt une
bicatégorie. Dans notre cadre, un jeu sera donc organisé en une pseudo catégorie double
(définition 2.2.2). L'intuition naturelle pour les cellules

A—T B

s

est que la partie u se plonge dans v. Par exemple, u est la restriction de v a certains
joueurs, ceux de l'image de g.

Exemple 5.2.4. Etant donnée une partie comme dans l'exemple 5.2.3, disons u: Y= X,
on peut choisir un joueur x € X(I' - A), qui, muni des échiquiers adjacents, définit une
sous-position X, de X. Les suites de coups de x et des échiquiers concernés définissent
une partie u, : Y, = X, qui induit en fait une cellule u, — u dans Dy,.

5.2.2 Exemple détaillé : représentation des parties en CCS
5.2.2.1 Générateurs

Comme annoncé en partie précédente, les parties de CCS décrivent le processus menant
de leur position initiale 3 leur position finale. Elles sont engendrées par un ensemble de
« générateurs » décrivant chacun un type d'étape, ou de coup, atomique dans une partie. On
aura ainsi un générateur pour la réception de message, ainsi que d'autres pour l'émission,
la synchronisation, la création d'un nouveau canal de communication, le lancement d'un
nouveau processus (le fork en anglais), etc. Les joueurs de CCS étant munis d'une arité,
le nombre de canaux auxquels ils ont acces, il nous faut un générateur pour chaque arité
valide.
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Dans le cadre de I'exemple 5.2.1, pour décrire par exemple une étape de réception par
un joueur ternaire sur son premier canal, on part du span Y&~1-5X ot X et Y sont
respectivement les positions initiale et finale, et I est la partie de X censée rester stable au
cours de la réception. Ici, X =Y = [3] sont le préfaisceau représentable sur l'objet [3] €
ob (C,), alors que I = x + % + % est juste constituée des trois canaux de [3]. En procédant
comme en récriture de graphes [3], on consideére le pushout
‘14>Y
X

Intuitivement, ce dernier décrit la relation entre X et Y, mais ne décrit pas comment on
passe de l'un a l'autre. Pour combler cette lacune, on constate qu'on peut représenter le
pushout de maniére « sphérique », un peu comme une coquille. En effet, si la position
initiale est le diagramme de gauche ci-dessous alors le pushout est celui de droite, avec par
convention le joueur final en haut :

o

L'idée est alors de « remplir » cette coquille avec l'information comme quoi le joueur du
bas a effectué une réception sur son premier canal. Intuitivement, on souhaite arriver a la
représentation graphique suivante :

—Y+ X,

O

Pour cela, on va ajouter un objet a notre catégorie de base C,, dont le dessin ci-dessus
figurera le préfaisceau représentable. Pour représenter le lien entre joueurs et canaux dans
la catégorie de base C;, on a traduit le fait qu'un joueur n-aire soit connecté a n canaux en
introduisant les n morphismes s;, ..., s;, : * — [n]. Procédons ici de maniére similaire :
chaque réception sera connectée a deux joueurs, le joueur prét a recevoir et le joueur
venant de recevoir. Les deux ayant (en CCS) la méme arité, on introduit un nouvel objet
t3,1 (3 parce que le joueur considéré est ternaire, 1 parce qu'il regoit sur son premier canal),
muni de deux morphismes s, t : [3] — 15, t représentant le joueur initial et s le joueur
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final. Cependant, pour correspondre a la représentation graphique souhaitée, ces deux
morphismes doivent satisfaire quelques équations. Par exemple, on s'attend 2 ce que, pour
chaque réception ternaire, le premier canal du joueur final coincide avec celui du joueur
initial. On peut incorporer cette contrainte a notre catégorie étendue en imposant que le
diagramme

*——[3]

S s

[ﬂfﬂs‘l

commute. On impose bien sfir une contrainte similaire pour s, et s3. On peut procéder
sans probléme de maniére identique pour la réception sur le canal i d'un joueur n-aire,
pour i € n. On note l'objet ajouté i, ;. Cette technique fonctionne aussi pour I'émission
d'un message sur le canal i d'un joueur n-aire.

Le cas d'une création de nom est similaire. On ajoute un objet v,, pour chaque arité n,
muni de deux morphismes s et t, sauf que le morphisme s doit avoir le type [n +1] — v,..
On demande de méme sos; = tot; pour tout i € n.

[n]%nﬁi:l[n] (10)

Le cas d'un fork est plus compliqué. Une premiére approche consiste a introduire pour
chaque arité n un nouvel objet 7t,, muni cette fois de trois morphismes (puisqu'en forkant,
le joueur considéré crée en fait deux avatars). Cela fonctionnerait parfaitement sans la
question des vues. Pour définir les stratégies innocentes ci-dessous, nous aurons besoin
d'une partie représentant, par exemple, ce que le premier avatar d'un fork retient du coup.
Pour cela, on introduit d'abord deux coups qui formeront des vues, un pour l'avatar gauche,
ﬂh, l'autre pour le droit, 7t;, munis chacun de morphismes [n] b & [n] tels que tos; =
sos;. On obtient donc un raffinement de (10) :

T
|
T[Tl
Ir
T

My e—s——I[n].

————[n]
[n]/
\

Remarque 5.2.2. Comme pour C,;, on tolére un conflit de notation entre les différents
morphismes notés s et t.
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Le fork est une sorte de réunion de ces forks partiels gauche et droit 7}, et 7t} Pour le
représenter, on ajoute encore un objet 7t,, muni de morphismes 7t b 71, <™ 7t},. A nouveau,
ces morphismes doivent satisfaire une équation pour correspondre a CCS : pour tout fork,
les forks gauche et droit associés doivent étre joués par le méme joueur. On impose ceci en
ajoutant I'équation

lot = ros. (11)

Le seul cas difficile restant est celui de la synchronisation. En fait, il ressemble beau-
coup a celui du fork : une synchronisation doit avoir deux vues, une réception et une
émission, disons t, ; et o, ;, donc on ajoute un objet T, ; ,, ; muni de morphismes
i = Triym,j ¢ Om,j- Comme le récepteur et I'émetteur sont deux joueurs différents, on
n'impose pas I'‘équation analogue a (11). En revanche, pour que la synchronisation fasse sens,
il faut que le canal i du récepteur coincide avec le canal j de I'émetteur. On impose donc
I'équation potos; = eotos;.

En procédant ainsi pour tous les autres coups, a toutes les arités possibles on obtient :

Définition 5.2.3. Soit C la catégorie librement engendrée par le graphe ayant comme
sommets
- ceux de C,,
ainsi que pour tout entier n
- des sommets t,, ; et 0, ; pour chaque i € n, pour la réception et I'émission,
- un sommet V,, pour la création de nouveaux canaux,
- des sommets 7, 7}, et 71,,, pour le fork,
- un sommet T, i, ; pour chaque m avec i € n et j € m, pour la synchronisation,
- ainsi qu'un sommet 9, (prononcé « tick »), qui sert a définir les équivalences de tests a la
maniére du démon en ludique [28],
et pour arétes
- celles de C;,
ainsi que pour tout entier n des arétes
- [n] Y, ¢ [n] et [n] % o0, ;¢ [n] pour chaque i € n,
- [n] B v, [n+1],
- [n] S 7h e [n] pour A € {1, 7} et 7 b 7, 7k,
= lni 2 Tnim,j & Om,j Pour tout m,i € netjem
et enfin [n] 4 0, & [n],
avec les équations

*—[n] [n]——m, ]——t.;
sq P
s t T / \
* Tn,iym,j
1
[11]%t c T —T T sx .
vneN,i,jen et vneN [m]ﬁlmj

1 T
€ € {tnjy Onjy Vaus Ty Ty D Yyn,meN,ienetjem.
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La catégorie C nous fournit une base pour décrire des coups CCS, mais n'assure
aucunement le respect de l'orientation temporelle.

Exemple 5.2.5. Considérons le pushout
Nl——u,

S

L])]‘)P.

Le résultat, P peut se voir comme une réception suivie d'une « déréception » (avec
toutes les responsabilités qui lui décombent [53]), c'est-a-dire d'une réception 2 rebours
dans le temps.

Pour donner la direction du temps, on va considérer les coups et les parties non plus
seulement comme des préfaisceaux sur C, mais comme des cospans X — M « Y, dont X est
la position finale. Cette orientation est en accord avec les notations de la partie précédente,
puisque M sera un morphisme X - Y. Pour définir ces cospans, on adopte la

Notation 5.2.1.  On désigne par [m] | [n] la position constituée d'un joueur
Iy ey @ Ciy oy €
m-aire x et d'un joueur n-aire y, quotientée par les équations x-s, = y-s, pour k €
p. Lorsque les deux listes sont vides, on les omet et par convention m = n et les deux
joueurs partagent tous leurs canaux, dans l'ordre.
Par le lemme de Yoneda, [m] | _[n] peut se définir comme le pushout ci-
Tyeey Bp Ly ey bp
dessous, donc pour tous morphismes [m] - X% [n] faisant commuter l'extérieur du
diagramme o]
Pk ‘

[s.]..,

iep

[m]

] B [n]

Qpy ey @ €y eeey Cp
<

[n]——[m

f
il existe un unique morphisme médian qu'on notera [f, g] comme un copairage.

Voici les cospans adéquats pour chaque type de coup :
- Réception : [n] <51, ;& [n].
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- Emission : [n] =3 0, ;& [n].

- Synchronisaton : [n] |, [n] 0ol
- Création : [n+1] - v, ¢+ [n].

- Tick : [n] =9, ¢+ [n].

- Fork gauche : [n] - 7ty ¢t [n].

- Fork droit : [n] = m} ¢t [n].

- Fork : [n]|[n] Mﬂndﬁ— [n].

7.[11 [EOt)pOt] [n]1|1[n]'

Définition 5.2.4. On appelle ces cospans les graines de notre terrain de jeu.

Nous avons enfin nos cospans de base, qui vont servir de générateurs pour construire
nos parties.

5.2.2.2 Coups et parties

Jusqu'ici nos cospans ne représentent que des coups isolés, c'est-a-dire partant d'une
position composée seulement des joueurs prenant part au coup. Nous allons maintenant
représenter l'inclusion de ces coups isolés dans un contexte plus grand.

L'idée est que pour obtenir un coup on colle une graine 3 une position, cette derniére
représentant la partie passive.

Exemple 5.2.6. La graine de réception (3,1) (9), formellement le cospan [3] =5 15 ;<= [3],
comprend trois canaux de communication. On peut par exemple la recoller a la position
constituée d'un joueur binaire, dans laquelle deux de ces trois canaux sont identifiés. Pour
cela, on considére le morphisme h défini par

3ok = ket (ko + ) 2L ey Lm0

Ce morphisme part de trois canaux, identifie les deux derniers et plonge le résultat dans la

position [2] constituée d'un joueur binaire. D'un autre c6té, on a l'inclusion k : 3-% < [3].

Le coup qu'on cherche a construire doit étre un cospan ; on peut obtenir ses trois objets en

poussant ceux de la graine de départ le long de h. Ainsi, les deux positions obtenues seront

le pushout ci-dessous a gauche et l'objet du milieu, le coup, sera le pushout de droite :
3-x—*[3] 3ok —ES[3]—1y,

h h \
B o L
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En fait, les deux jambes du cospan découlent de la propriété universelle du pushout de
gauche, puisqu'elles sont respectivement données par les deux morphismes en pointillés
dans

3% £ [3] : 31 et 3% k [3] t 31
h h
CIRES S M IS S

Comme sok = tok, on peut définir le coup obtenu comme étant le cospan de droite
ci-dessous : [3] X

/-

k s
Lgy] M

3-*/ t h [2]/7
. =

[3]

X.

Généralisons maintenant cette construction : chaque graine Y, = M, - X,
(définition 5.2.4) donne lieu & un pullback
k
[—=—Y,

o
Xo——My.

Dans l'exemple précédent, on avait X, = Y, et k, = k,, mais cela n'est pas toujours
le cas, comme le montre la graine v, de création de canal.

Définition 5.2.5. Un coup est un cospan obtenu en poussant le pullback associé a une graine
le long d'un monomorphisme I — Z, pour toute position Z, comme ci-dessous :
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On peut enfin définir la pseudo catégorie double qui nous intéresse. On rappelle la
catégorie C définie en 5.2.3.

Définition 5.2.6. Soit I la sous-pseudo catégorie double de Cospan(T) obtenue en
restreignant
les objets aux positions,
les morphismes horizontaux aux morphismes injectifs,
les morphismes verticaux aux composés de coups (2 isomorphisme preés)
- et les cellules aux triplets de morphismes
A—FL A
It
B—2 B
tT Tt’

C——C.

avec g injectif (f et h I'étant par défaut en tant que morphismes horizontaux).

Remarque 5.2.3. Les préfaisceaux apparaissant dans D sont tous finis, dans le sens fort
ou leur catégorie d'éléments l'est.

5.3 STRATEGIES

5.3.1 Stratégies naives

Etant donnée une pseudo catégorie double avec les intuitions de la partie 5.2.1, on peut
imiter les modeéles de préfaisceaux en théorie de la concurrence [11] pour donner une notion
naive de stratégie.

Pour rappel, les modeéles de préfaisceaux consistent a partir d'une catégorie T de
traces, dont les objets sont intuitivement des traces d'exécution et dont les morphismes
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sont donnés par l'ordre préfixe, et 3 considérer comme notion de processus, en gros, les
préfaisceaux sur T.

Exemple 5.3.7. L'exemple tarte a la créme est alimentaire : on ressort la machine a café
de Milner. On cherche a représenter les deux machines a café suivantes :

SN !
y/ \y’
! l’e

z,

=
o

© ~

Wt e T
e

N\

avec la méme interprétation intuitive des actions que dans l'exemple 2.4.4.

Bien sfir, aprés avoir mis un euro dans la premiére machine a café, le client peut se
trouver dans l'impossibilité de commander un thé. La premiere machine, disons M; ne
modélise donc pas une machine 2 café raisonnable. La seconde, M,, au contraire, regoit
toujours la requéte du client.

Les deux machines acceptent néanmoins le méme ensemble de traces, {e, a, ab, ac,
abd, acel}, ce que Milner utilise pour motiver la recherche d'une équivalence plus fine.

Nous nous intéressons ici a la représentation de ces deux machines par des préfais-
ceaux sur l'ensemble ordonné T (vu comme une catégorie) des mots sur l'ensemble des
actions (ici disons un ensemble dénombrable fixé), munis de l'ordre préfixe.

L'idée est que le préfaisceau Fy, représentant la machine M enverra toute trace T € T
sur l'ensemble des états atteignables a partir de l'état initial en suivant T.

De maniére analogue a l'exemple 2.4.4, on obtient pour Fy,, :

- Fay () = %),
- Fala) = [x, ¥}
- Ty, (ab) = {y},
- Fy,(a0) = {y'),
- Fup,(abd) = {z},
- Fy,(ace) = {2},
- Fu (T) = @ ailleurs,
avec, par exemple, Fy, (ac < ace) (z') =y, etc.

Le préfaisceau Fy,, ressemble a Fy , sauf que FMZ(a) est le singleton {x} et qu'on modifie

les actions des morphismes a < T pour envoyer tout le monde sur x.

Evidemment, les modéles de préfaisceaux sont plus généraux que l'exemple précédent,
au sens ol ils ont été définis dans un cadre abstrait permettant la définition de la bisimilar-
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ité. Ce cadre commun englobe 2 la fois les catégories de traces comme dans l'exemple, les
structures d'événements, les « pomsets », etc.

Dans la pseudo catégorie double D fixée en début de partie, on peut fixer une position
initiale X, pour laquelle on a une structure naturellement analogue a T : il s'agit de la
catégorie ayant pour objets les parties de position initiale X — on dira les parties sur X — et
pour morphismes u — 1’ les paires (W, «) comme dans

X.
La composition est évidente et I'identité sur u est donnée par id,.y_x = (idy, p,), ot

P : weidy — u est lisomorphisme structurel de la composition verticale.
On obtient bien une catégorie, a ceci pres que la composition n'est pas strictement
associative, ni les identités strictement neutres. En effet, en composant

’ " 4
I_wia) L whed)

(w, o) U

u

des deux maniéres différentes possibles, on obtient deux paires dont les premiéres
composantes, we (w'ew”) et (wew’)ew” different déja a priori puisqu'on est dans une
pseudo catégorie double.

On considére donc comme équivalents deux morphismes (w, o) et (W, «’) dés qu'il
existe un morphisme spécial y: w — w' dans Dy, tel que o'o(uey) = «. En images :

Plus formellement, on quotiente bien siir par la relation d'équivalence engendrée.
Proposition 5.3.2. On obtient une catégorie P (X) des parties sur X.
Remarque 5.3.4. Rétrospectivement, le quotient qu'on fait pour obtenir une catégorie fait

sens. En effet, il assure que les morphismes u — u’décrivent la maniére de plonger u dans
U, indépendamment de w. Par exemple, on peut construire deux morphismes
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[n]l[n] [n][[n]

1
T Tl

[n] 1 [n] 4 1

AN AN

[n] et [n]

décrivant clairement la méme maniére de plonger l'identité verticale dans 7,. Il semble
donc juste d'identifier (%, 1) et (7, id). Symétriquement et par transitivité, on identifie
aussi (7t 1) a (n], 7).

Les préfaisceaux sur PP (X) satisfont aux contraintes habituelles de cléture par préfixe
des stratégies : tout état au-dessus d'une partie U’ admet pour tout morphisme (w, ) :
u — U une restriction a2 u donnée par l'action de (w, «). Les préfaisceaux satisfont de
plus une condition d'invariance par isomorphisme de partie, dans les cas ou cela fait sens.

On pose donc:

Définition 5.3.7. La catégorie des stratégies naives sur X est la catégorie des préfaisceaux
sur P (X).

Exemple 5.3.8. Dans le cas de CCS, décrit en partie précédente, toute création de canal
de communication impose le choix d'un représentant. Tous les choix menant néanmoins a
des parties isomorphes, tout préfaisceau sur P (X) (pour tout X) devra les envoyer sur des
ensembles isomorphes.

Comme elles forment une catégorie de préfaisceaux, on a :

Proposition 5.3.3. Les stratégies naives forment sur chaque position X une catégorie
cartésienne fermée, compléte et cocompléte (modulo la remarque 5.3.5 ci-dessous).

On peut organiser les stratégies naives (vers set) en un pseudo 2-foncteur Dy —
Cat. En effet, on a d'abord un pseudo 2-foncteur D, — Cat envoyant chaque X sur P (X)
et chaque u : Y= X sur le foncteur

P(Y) — P(X)

u = uell.
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Par dualité, on obtient un foncteur Dy’ — Bat™, D'autre part on a le foncteur de dual-
isation op : Cat — Cat®) dont le dual est op™® : Cat™® — Cat®™ Enfin, on a le pseudo

2-foncteur représentable y,.. sur set. Le composé
Dy*? — Cat®? — Cat® — Cat
. . op =\ 7
envoie bien tout X € D, sur Cat (P (X)™, set) C P(X). On a prouvé :

Proposition 5.3.4. Lassignation X — Cat (P (X)”, set) s'étend en un pseudo 2-foncteur
D;*? — Cat.

Remarque 5.3.5.
« . N . . =Pay f . , . .

On a ici un probléme de taille puisque P (X) n'est pas une petite catégorie. Les articles
sur lesquels s'appuie cette introduction sont plus rigoureux en la matiére et considérent en
fait directement les préfaisceaux de « petits ensembles », dont on trouve plusieurs variantes,
la plus souple étant sans doute les parties finies de N. Dans la suite, on ignore ce probléme

—

et P(X) désigne en fait Cat (P (-)”, set).
—_— —_—
Pour le pseudo 2-foncteur P (-), I'action d'une partie u : Y= X envoie S € P (X) sur X
sur le préfaisceau défini par (S-u)(u') = S(uwe).
Si les préfaisceaux jouissent d'une structure raisonnable, ils n'assurent en aucun cas
les contraintes d'indépendance entre les joueurs qu'on aimerait imposer au vu de la séman-
tique opérationnelle de CCS.

Exemple 5.3.9.

On peut définir un préfaisceau définissant le comportement suivant. On considére une
position constituée de trois joueurs X, y et z partageant un canal a. Le joueur x accepte
d'émettre sur a et y et z acceptent tous les deux de recevoir. La synchronisation entre x et
y est acceptée, mais pas celle entre x et z.

Définir un tel préfaisceau a la main n'est a priori pas complétement évident, puisqu'il
faut gérer les isomorphismes entre parties. En revanche, la combinatoire catégorique nous
fournit un guide pour le faire, les extensions de Kan. Ces derniéres nous ménent a une
premiére définition, qu'on peut ensuite simplifier. Commengons par donner des noms : soit
X = ([1]|[1]][1]) la position compléte, dont on décréte par convention que les joueurs sont
dans l'ordre x, y et z. Soient ensuite O, la partie ot x émet sur a, I, celle ot y recoit et I,
celle ot z regoit. Soient enfin S, , et S, , les deux synchronisations.

L'idée est de considérer la sous-catégorie pleine F de P (X) contenant idy, O,, I
I, et S, , — mais pas S, , ! C'est en fait l'ordre partiel engendré par

Yy’
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vu comme une catégorie. Restreinte a cette sous-catégorie, notre préfaisceau est trés simple
a définir puisque c'est le préfaisceaux terminal, constant égal au singleton 1, qu'on appellera
T dans la suite de l'exemple. On construit ensuite l'extension 2 gauche de T: F* — Set le
long du plongement F*® — P (X)® Par l'expression des extensions a gauche comme des
cofins (proposition 2.4.23), on obtient le préfaisceau

ueF ueF
S@ =] POOG@WTW =] BOOw, W),

En fait, P (X) est un préordre et F est connexe, donc on obtient

S(u) = [ 1 s'il existe un morphisme u — u avec u' € F

@ sinon.

On obtient clairement comme souhaité que S accepte toutes les parties de [, mais pas
S.,.- Tout se passe donc comme si x et y se mettaient d'accord pour écarter z du jeu.
Un tel comportement n'est pas souhaitable dans un modeéle de CCS, ou on s'attend a ce
que les joueurs n'aient pas d'autre maniére de communiquer entre eux que les canaux
eux-mémes. Par exemple, x ne devrait avoir aucun moyen de détecter si c'est y ou z qui
regoit son message.

Pour remédier a ce probléme, on définit dans la partie suivante une notion de stratégie
innocente.

5.3.2 L'idée des stratégies innocentes
L'intuition des stratégies innocentes est que pour chaque partie u sur X, un état acceptant
u est constitué d'une famille compatible d'états acceptant les vues de chaque joueur en

présence, ol les vues sont des parties distinguées représentant les informations auxquelles
un joueur peut avoir acces.
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Définition 5.3.8. En CCS, une vue est une partie dont les domaine et codomaine sont
tous deux des positions représentables, c'est-a-dire de la forme [n]. Soit V la sous-pseudo
catégorie double de D obtenue en restreignant les morphismes verticaux aux vues.

En pratique, en plus des parties identités sur les [n], ceci inclut toutes les graines
hormis les 7, et les T, ; 1 ;. Les vues étant stables par composition verticale, on obtient
bien une sous-pseudo catégorie double.

Définir formellement l'ensemble des vues des joueurs en présence dans une partie
s'avére quelque peu subtil, de la méme maniére que faire de P (X) une catégorie le fut.
En effet, commengons par constater quune vue peut avoir plusieurs occurrences dans
une partie.

Notation 5.3.2. Etendons d'abord de la maniére naturelle la notation (5.2.1) aux parties,
comme dans :
t ty

Y) Xa1,...,aE‘h],...,bp

P

V) an],...,uplb],...,bpsY (X/ | Y/)

P Ay ey Ap bh"-)bp

X (u
( G.],...,llp|b1,...,b ah-")ap|bh---vb

. l
Exemple 5.3.10. Dans la partie 7, |7t,,, on trouve deux occurrences de la vue 7t,,, une pour
le premier joueur, l'autre pour le second.

Une définition naive consiste a considérer qu'une vue de u € P (X) est un morphisme
v — u dans Dy,. Une stratégie innocente S pour cette définition pourrait alors étre donnée
en associant un ensemble a chaque vue v : [n'] = [n] liée 2 un joueur de X. Formellement,
on arrive rapidement a considérer les préfaisceaux sur la catégorie Vi, /X définie comme la
catégorie comma :

Vi /X——1
A e
Vi Dn

dont les objets sont paires (v, x) d'une vue v et d'un morphisme x : cod (v) — X dans
Dy,. D'un préfaisceau S sur V;; /X on en obtient un sur P (X) en posant

S'(w) = TT S(v, cod(wx))
xX:v—u
(on devrait en fait se restreindre a un squelette Vjj de V}, ; prendre une fin ici ne changerait
alors rien parce que Vij/u est en fait discréte).
Un préfaisceau sur P (X) serait alors innocent s'il est dans l'image essentielle de cette
fonction S + S En particulier, pour qu'un tel préfaisceau S sur P (X) soit innocent, il doit
satisfaire la condition suivante :
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Condition 5.3.1. Pour toute partie u sur X, si pour toute vue v et tout morphisme « :
v — u il existe une partie U/, et un morphisme B, : v — 1, tel que S(U,) # @, alors

S(u) # @.

Cependant, cela ne suffit pas pour imposer la compatibilité des états de deux joueurs
admettant une part de passé commun. Le critére obtenu est trop restrictif, comme le
montre l'exemple suivant.

Exemple 5.3.11.

Considérons la partie u = (voe e (T ;5)) : ([1]|[1]) — [0], olt le joueur x de départ
crée un canal a puis se sépare en x; et x,, qui se synchronisent ensuite sur a — X,
étant I'émetteur. On va construire un préfaisceau qui refuse cette partie mais accepte
suffisamment de vues pour ne pas étre innocent dans le sens naif proposé. Pour définir
ce préfaisceau sur P[0], on commence par en définir deux sur P ([1]|[1]). Soit S, le plus
petit préfaisceau dans lequel x; accepte d'émettre sur a, mais x, refuse de recevoir. Comme
dans l'exemple 5.3.9, on peut formaliser cela en posant

Si(u) = 1 sl existe un morphisme u — (0,/[1])

@ sinon,

(voir la notation (5.3.2)). Soit maintenant S, celui dans lequel x, accepte de recevoir mais
x; refuse d'émettre, défini de maniére analogue.

On utilise maintenant une construction qui, étant donnée une partie u : Y- X et une
stratégie S sur Y, construit une stratégie notée ueS sur X, telle que

(weS)(idy) =1
et, pour tout u' : Z =Y,
(ueS)(ueu') =S).

Cette construction est définie formellement en partie 5.3.3, mais l'intuition devrait étre
claire et le seul intérét de cette partie est sans doute d'étre un exemple combinatoire de
colimite pondérée, une notion de théorie des catégories enrichies.

On définit grace a cette construction S; = m;eS; sur [1], pour i € 2, puis S = v, e
(S +S%) sur [0]. Intuitivement, ce préfaisceau S correspond au processus CCS va. ((al
0) + (0]a)), qui est parfaitement légitime. Sauf qu'il ne satisfait pas la condition naive
d'innocence donnée ci-dessus. En effet, on a par construction S (idjy) =1, S(vy) =2 =
1+1 = S1(id}y) + S5 (id}y)) et pour toute partie u : X = ([1][[1]) :

S(voemeu) = Sj(meu) + Sy (meu) = S;(u) +S,(u).
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En particulier, on a

S(voeme(011[11) = S1(013I[1]) + S, (013I[1]) =14+ @ =1
et
S(voerme([1][117)) = Si([1l1011) + S, ([MNl017) = @ +1=1.
On a enfin
S(Vo'm"ﬁ,l,l,]) =Q,
ce qui contredit la condition (11).

5.3.3 Interlude : un exemple d'application des colimites pondérées

Revenons a présent a la notation ueS, pour laquelle la combinatoire catégorique nous
fournit 3 nouveau une définition rigoureuse, que le lecteur pressé pourra ignorer sans
dommage, tant l'intuition est claire. On n'inclut cette définition qu'afin d'illustrer le niveau
de rigueur gagné sans trop d'efforts grice aux catégories. On fixe pour commencer une
partie 1 : Y- X et un préfaisceau S : P(Y)™ — Set arbitraires.

Premiérement, le moyen catégorique d'ajouter formellement un objet initial & une
catégorie & consiste a prendre la colimite relachée (lax colimit en anglais) [44] de l'unique
foncteur & — 1dans la Cat-catégorie Cat, c'est-a-dire le diagramme universel de la forme

Ici, l'universalité signifie que pour tout autre diagramme (2, p/, ¢, ') de la méme forme,
on trouvera un unique foncteur m : & — 2’ tel que mop = p, moq = q’ et mox =
o', Dans notre exemple, notons P (Y), la colimite relichée de P(Y) — 1. On procede en
plusieurs étapes :
- on utilise la propriété universelle de P(Y) pour définir une extension S, de S a
cette derniére ;
- par la méme propriété universelle, on définit un foncteur P (Y) — P (X) étendant le

foncteur canonique de composition verticale avec u, (ue-) : P(Y) — P(X);

- on définit ueS comme l'extension a gauche de S, le long de (l'opposé de) P(Y) —

P (X).

Pour le premier point, bien slir, en prenant les catégories opposées on obtient un
diagramme universel de la méme forme avec o dans l'autre sens (sa version co) : on a
ajouté un objet terminal 3 P (Y)™ Pour tout 1’ : Z =, on a un morphisme canonique !g) :
S() — 1 qui donne une transformation naturelle Is_ : S — ("170!) dans Cat (P(Y)™
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Set). Par propriété universelle de P (Y) on obtient l'extension S, : IP’(Y)Ep — Set de S
souhaitée, qui fait commuter le diagramme

(parce qu'on considére les catégories opposées). En particulier, on a bien S, (q (%)) =1 et
S (p(')) = S) pour tout u' € P(Y).

Pour le second point, pour tout 1 : Z =Y, on a un morphisme canonique A, : idy —
ueu qui donne une transformation naturelle A : idy — (ue—) dans Cat (P (Y), P (X)),
donc par propriété universelle de P (Y), un foncteur m faisant commuter

! a( P(Y) - --™P(X)
1\/_/
idx

On note au passage qu'on a m (p (1)) = ueu' pour tout 1’

Enfin, on définit ueS comme l'extension a gauche de S, le long de m™ De plus, on
peut montrer que m est plein et fidéle, essentiellement parce que les parties de CCS n'ont
pas d'endomorphismes non triviaux. Donc on peut choisir weS tel que (weS)om™ = §,.
Mais cela entraine grice aux résultats précédents que l'extérieur du diagramme suivant

commute aussi :
)™

(uo—

P(X)?

P(Y)*

ueS

Set.

On a donc en particulier

(weS)(idx) = (ueS)(m(q(x)) = S, (q(x) =1
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et
(ueS)(uew) = (ueS)(M(p(W)) =S (p()) =SW),

comme souhaité.
5.3.4 Comportements innocents et lien avec stratégies naives

L'exemple 5.3.11, s'il pointe un défaut dans la condition (11), indique aussi une solution
intuitive. Etant données deux morphismes de vues v; —*5 u «*2- v,, on ne souhaite imposer
I'existence d'un état dans S’(u) a partir de x; € S (v;) et x, € S(v,) que si pour tout préfixe
commun v de v; et v,, les « restrictions » de x; et x; & v coincident.

Pour réaliser cette intuition, on commence par étendre Vi, /X pour prendre en compte
l'ordre préfixe — exactement comme on l'a fait en définissant P (X). Pour cela, on tente
de former une catégorie Vy

- dont les objets sont les paires (v, x) avec v une vue et x : cod (v) — X et
- dont les morphismes (v, x) — (V) x'), avec v : [n,] = [n,] et v': [n',] = [n,/] sont
les vues w : [n,,] = [7,] munies d'un morphisme « : (vew) — V' dans Dy, tel que

x'ocod (o) = x.

En images, un morphisme correspond a un diagramme commutatif

] ']
[Tllv] v

Vi

n,] [ny]
\x/

Sauf qu'en fait la sous-catégorie pleine de D}, formée par les positions représentables
s'avére discréte. Donc les deux morphismes horizontaux ci-dessus sont forcément des
identités et on peut réduire la notion de morphisme 2 celle de P (X). La catégorie Vy
contient donc pour chaque x : [n] — X une copie de la sous-catégorie pleine de P[n]
restreinte aux vues, disons V [n]. On pose donc :

Définition 5.3.9. Splt Vy = ZX:[n] X
est celle des préfaisceaux sur Vy.

V [n]. La catégorie des comportements innocents sur X

Se pose a présent la question du rapport entre un comportement innocent en ce sens et les
préfaisceaux sur P (X).

Dans l'article sur CCS [31], on introduit une catégorie intermédiaire Ey incluant 3 la
fois les vues et les parties, dont les morphismes sont proches de ceux de Vy. On construit
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ainsi un cospan Vy — Ey + P (X) de foncteurs et le passage d'un comportement innocent
au préfaisceau correspondant sur P (X) se fait par extension de Kan a droite le long du
premier foncteur, puis par restriction le long du second.

Nous utilisons ici une autre approche, qui requiert des hypothéses légérement
différentes. Pour cette construction en particulier, l'article utilise

- le fait que le foncteur codomaine Dy — D)}, soit une fibration et
- un certain axiome dit de décomposition a droite.
Par contraste, 'approche exposée ici repose
- sur une version limitée de I'axiome de fibration, ne demandant l'existence de reléve-
ments cartésiens que le long de joueurs, c'est-a-dire de morphismes horizontaux de la
forme [n] — X, et
- un renforcement de I'axiome de décomposition a droite, auquel on ajoute une condition
de minimalité faible (voir ci-dessous).
L'intérét de cette approche reste bien slir & démontrer sur de nouveaux exemples.

L'idée en est de définir la notion d'occurrence d'une vue sur X dans une partie sur X, puis
d'en tirer un foncteur Elnj : P (X) — Vi, autrement dit un profoncteur EInj : P (X) - V.
On peut ensuite appliquer la gymnastique catégorique archi-rebattue du foncteur singulier,
revue en partie 2.4.5. Dans notre cas, on obtient

y _
P(X)—————P(X)
Sing
lany Elnj
Vy .
Le foncteur qui nous intéresse ici est bien sfir Sing. Une interprétation de son adjoint

a gauche lanyElnj est qu'il calcule un comportement innocent minimal associé a son
argument.

Remarque 5.3.6. Le cceur de la différence entre l'approche publiée et celle décrite ici réside
dans le fait que le collage [10] du profoncteur Elnj définit seulement une partie de la
catégorie Ey, qui suffit a faire le pont entre comportement innocents et stratégies.

La notion cruciale ici est donc celle d'occurrence d'une vue de V dans une partie u :
Y— X. Une premiére idée consiste 2 définir une occurrence de (x, v) dans u, pour v :
[n,] = [n,], comme étant une paire (W, &) avec w : Z = [, ] une partie et & : (vew) —
u dans Dy, tel que cod (x) = x. Cependant, un examen rapide d’exemples nous rappelle le
quotient définissant les morphismes de P (X). On identifie donc deux telles paires (w, )
et (W), «’) dés que o se décompose en
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[W,] u
[n]———X

pour un certain y. On note [w, «] la classe d'équivalence de (w, ) pour cette relation.

Définition 5.3.10. Soit EInj(v, u) le quotient obtenu, dont on appelle les éléments des
extensions-injections, ou extinjections, en référence au fait qu'on étend v d'abord et qu'on
injecte ensuite le résultat dans u.

Notre but est a présent de montrer que l'assignation ((v, x), u) — EInj((v, x), u)
définit un profoncteur P (X) %VX. L'action de Vy est claire : étant donné (w, ) €
EInj(V, u) et (W', y) : V' — V, on peut poser (w, &) (W', y) = (W'ew, xo(yew)) et on
obtient bien :

Proposition 5.3.5. Pour tout u : Y= X, les assignations

Elnj(—,u): WP — Set
(v, x) — EInj((v,x),u)

W, y) = (w, ) = (Wew, ao(yew))

définissent un foncteur.
Démonstration. Facile, grice en particulier au quotient définissant Elnj. O

En revanche, l'action de P (X) est moins claire.
Dans les articles sur CCS et 71, on démontre qu'étant donné (W', y) : u — 1, on peut

construire une restriction canonique
!/ !/
Y\doy Y
“\vidom(aj

! !
Widom(w)

de W' le long de dom () et définir (W', y)-(w, ) comme (wow"dom(a) ,vol(xe
X/ dom(c)))> graphiquement :

124



Zy : z (12)

Wi Xk w’
Y’ k Y
/ )
w (3 u
n,] u
v
[n,] < X.

La canonicité de cette restriction signifie qu'elle est cartésienne au sens des fibrations
de Grothendieck, c'est-a-dire qu'elle fournit un relévement cartésien de w’ le long de k
pour le foncteur cod : Dy — Dy,

Proposition 5.3.6. On obtient un profoncteur Elnj : P (X) - V.

Démonstration. On montre tout d'abord que l'action ci-dessus définit pour tout (v, x)
un foncteur
Elnj((v,x),-): P(X) — Set

u — EInj((v,x), u)

(W”» d) — (W, o) (W.W/\,dom(oc)) O"‘Xw”,dom(cx))-
On montre ensuite que les deux actions sont compatibles, au sens ol le carré
EInj (v, x), u) Elnj(w, ¥),w) EInj (v, x), w)

commute. O
EInj((v,x), (W', 5)) EInj((v}x), w", 8))

EInj((v,x), u) EInj (v, x), u')

EInj((w}y),u')

Nous enrichissons ici ce point de vue en donnant une définition équivalente de Elnj (v,
u), dont I'idée, au lieu d'envoyer une extension de v dans u, est d'envoyer v dans un préfixe
de u. Pour cette définition, I'action de u est claire.

Définition 5.3.11. Soit IExt ((v, x), u) l'ensemble des quadruplets ¢ = (u;, u,, §, ) avec
d un isomorphisme (u,0u,) — u et « : v — u, tel que cod (x) = x, quotienté par la
relation d'équivalence identifiant q avec q' = (W}, u5, &, o) dés qu'il existe U et des
isomorphismes v : (Weu) — U}, p:u, — (Weu)) et &: idjome) — W tels que vo(xe
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£) =o' et & = do(veus)o(u;en). On appelle ces classes d'équivalence des injections-
extensions, ou injextensions, en référence au fait qu'on injecte d'abord v dans une partie de
u, que l'on étend ensuite.

Graphiquement, un quadruplet g ressemble a

Y (13)

u;

W, ]—Z 2

v % g

La minimalité faible signifie ici que pour toute autre décomposition (1}, 1, & «f,
oy), on peut trouver 1 et des isomorphismes v : u;eu — uj, p:u, — Weu, et &:
idome) — W tels que oe& = o, poa; = Loy et § = So(veu))o(u on), comme
dans

Y’ Y
’
w % 4
*} %u% u;
Uz
! !/
n,] /

wy

[n,] - X.

Preuve du théoréme. Commengons par noter que la fonction compl est bien définie, ce qui
est une conséquence facile de la cartésianité de o, y.

Le lemme fournit ensuite une fonction candidate pour l'inverse de compl, qu'on appelle
scind et qui envoie (w, «) sur (u;, u,, &, d) comme dans le lemme ??. Cette fonction
est bien définie par minimalité faible : étant donnés (w, ) et (W', &’) dans EInj((v,
x),u), si « = a'o(vey), alors scind (W, &) ~ scind (W', &) au sens de IExt. On vérifie
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facilement que comploscind = idgy, par cartésianité du relévement adéquat. De méme,
scind o compl = idg,, par minimalité faible. O

La famille d'ensembles IExt hérite ainsi d'une structure de profoncteur P (X) + V. On
peut de plus vérifier facilement que l'action de P (X) définie sur Elnj par le diagramme (12)
correspond via la bijection a l'action évidente sur IExt :

Proposition 5.3.7. Laction de P (X) sur IExt induite par celle sur EInj via la bijection
associe simplement & q = (uy, uy, , 8) et (W) y) avec y: (wew) — u' le quadruplet
W) v)-q = (uy, uyew, a, yo(sew)), comme dans

On vérifie enfin :

Proposition 5.3.8. Le foncteur Sing : Vy — P (X) obtenu coincide bien avec celui de
l'article.

Démonstration. Le premier envoie un comportement B € Vy sur
- .
u — Vi (EInj(-, u), B).
Par l'expression bien connue des transformations naturelle comme des fins, cela revient

a
u — J Set (EInj (V, u), B(V)),
Ve Vy

soit exactement la formule obtenue dans l'article, puisqu'on a par construction EInj(V,
U.) - Ex(v, (u, ldx)). D

Remarque 5.3.7. Un autre point de vue sur le passage des comportements innocents
aux stratégies est que l'inclusion Vy < Ey induit une topologie de Grothendieck sur Ey
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et que la bonne notion de stratégie est celle de faisceau sur Eyx pour cette topologie.
L'intuition est qu'une partie est couverte par ses vues, dans un sens généralisant le recou-
vrement d'un espace topologique par des ouverts, et que l'acceptation d'une partie u par
un faisceau est locale, c'est-a-dire qu'elle ne dépend que de l'acceptation de chacune des
vues de u. Autrement dit, une partie est acceptée si et seulement si toutes ses vues le
sont. Comme les stratégies peuvent ici accepter une partie de plusieurs maniéres, ceci
se raffine en : une maniére d'accepter une partie est précisément une famille compatible
de maniéres d'accepter chacune de ses (occurrences de) vues. Bien que ce point de vue
ait guidé l'ensemble du développement, il a rencontré une résistance trés forte aupreés
des relecteurs d'articles, ainsi que des collégues a qui j'ai tenté de vendre la mobylette.
Il n'est donc mentionné que de fagon anecdotique dans les articles publiés. Récemment,
néanmoins, plusieurs semblent l'avoir adopté : Paul-André Melliés I'a mis en avant dans un
exposé 3 I'IHP en 2014 et Tsukada et Ong l'ont appliqué 3 une variante non-déterministe
de PCF [73].

On conclut cette partie en définissant les stratégies innocentes :
2 o ;. =N . . .
Définition 5.3.12. Une stratégie S € P (X) est innocente ssi elle est dans I'image essen-
tielle du foncteur Sing : Vi — P (X).

5.4 ADEQUATION
5.4.1 Adéquation intentionnelle pleine et équivalences de test

On s'intéresse dans cette partie 3 démontrer que les comportements innocents ménent a
un modeéle adéquat de CCS. Premier point : l'interprétation des processus comme des
comportements innocents saute aux yeux. On le montre en partie 5.4.4. Démontrer
'adéquation de cette interpretation est plus délicat, d'abord parce qu'il faut définir
soigneusement le sens d'« adéquation ».

Commengons par expliquer en quoi les comportements innocents sont une représen-
tation résolument intentionnelle des processus.

Exemple 5.4.12. Considérons la loi d'expansion de Milner :
alb~a.b+b.a,
qui caractérise l'interprétation par entrelacement des programmes concurrents. Cette loi est

satisfaite par toute équivalence comportementale raisonnable sur les processus. Or, les deux
comportements innocents différent. En effet, par exemple, le comportement correspondant
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au premier processus ci-dessus refuse de recevoir sur a mais accepte le fork, alors que c'est
le contraire pour le comportement correspondant au second processus.

On ne peut donc pas espérer obtenir de modele dénotationnel d'équivalences comporte-
mentales en interprétant les processus comme des comportements innocents. Au lieu de
cela, on met 2 profit leur riche structure pour imiter une large classe d'équivalences
comportementales. On démontre ensuite que pour chacune de ces équivalences, la traduc-
tion induit une bijection sur les quotients. Plus précisément :

Définition 5.4.13. Etant donnés deux ensembles A et B munis chacun d'une relation
d'équivalence, disons ~a et ~g, une fonction A — B est dite intentionnellement pleinement
adéquate ssi elle induit une fonction A /~a — B/~ bien définie, qui est de plus une
bijection.

Cette notion semble avoir été introduite dans l'article originel de Hyland et Ong [38].

Proposition 5.4.9. Une telle fonction f : A — B est intentionnellement pleinement adéqu-
ate ssi
- compatibilité et injectivité essentielle : pour tous a, a’' € A, (a ~a a’) & (f(a) ~8
f(d')) et
- surjectivité essentielle : pour tout b € B, il existe a € A tel que f(a) ~g b.

Démonstration. La condition (a ~a a’) == (f(a) ~p f(a’)) est équivalente au fait que
f induise une fonction bien définie entre les quotients. La réciproque est équivalente a
l'injectivité de cette fonction. Enfin, la condition de surjectivité essentielle est équivalente
a la surjectivité de la fonction induite. O

Remarque 5.4.8. Une démonstration similaire mais plus rigoureuse : les conditions de la

proposition reviennent précisément au fait que la fonction A — B donnée s'étend en une

équivalence entre les groupoides induits respectivement par ~a et ~g. On a donc les deux

cOtés verticaux et l'un des deux c6tés horizontaux d'un carré commutatif d'équivalences
(A, ~A)————(B, ~8)

A/~a——B/~s,
qui induisent évidemment le quatriéme c6té par composition.

Concluons cette partie introductive en expliquant quelle classe d'équivalences
comportementales est gérée par notre approche. L'idée de base est qu'il s'agit des
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équivalences de test, dont les premiers exemples ont été introduits par De Nicola et
Hennessy [13] et dont nous donnons ici une définition générale — sans prétendre a
l'universalité. Une équivalence de test se définit en deux temps : on fixe d'abord le mode
d'interaction, puis la notion de réussite. Ici, nous utilisons le méme mode d'interaction pour
toutes, la composition parallele. La notion de réussite est donnée par un podle, dans le
sens suivant.

Définition 5.4.14. Soit L le graphe réflexif avec un sommet % et L (%, %) = {t, ¥}, avec
comme identité sur % l'aréte T.

Un péle est une propriété des états de systémes de transitions sur fc (X), qui est stable
par bisimilarité forte.

Cette définition appelle quelques explications. D'abord, elle présente un probléme de
taille, puisqu'on a une classe propre d'états de systémes de transitions sur fc (£). On laisse le
soin au lecteur de résoudre cette question de sa maniére préférée, par exemple en utilisant
un univers, ou en définissant « propriété » par « formule de logique modale ». Ensuite, il
peut sembler étrange de considérer la bisimilarité forte sur fc (Z), mais si le systéme de
transitions considéré est de la forme fc (p) : fc(G) — fc(X), cela revient a la bisimilarité
faible sur G.

Exemple 5.4.13. L'ensemble des états x tels que pour toute transition silencieuse x « x’
il existe une transition x'«2- x” est un pole, noté | ;. L'équivalence induite (voir ci-dessous)
s'appelle l'équivalence de fest équitable et a été introduite simultanément par Brinksma et
al. [6] et Natarajan et Cleaveland [60].

Un autre péle sensé, noté | . est constitué de tous les états x tels que pour toute
transition x « x’ éventuellement non silencieuse, il existe une transition x'«2 x” En
comparaison avec | 4, il requiert que x ne perde jamais la capacité d'acceptation (c'est-a-
dire d'effectuer une transition ©), méme apreés avoir déja accepté.

Enfin, le pole constitué des états acceptants, c'est-a-dire les x tels qu'il existe une
transition x «2-x, donnera l'équivalence de test dite angélique (may testing en anglais).

On définit maintenant la notion d'équivalence de test, en utilisant le matériel introduit
en partie 2.3.

Définition 5.4.15. Un graphe testable est un systéme de transitions p : G — fc(X) sur
fc (X), muni d'une relation >¢ : ob (G )24% ob (G) dont le domaine, noté —g, est une relation

d'équivalence et qui est de plus partiellement fonctionnelle a bisimilarité forte pres.

Demander que le domaine soit une relation d'équivalence signifie que I'ensemble des
(x,y) € ob (G)2 tels qu'il existe un z € ob (G) vérifiant ((x, y), z) € >¢ forme une relation
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d'équivalence sur ob (G). La fonctionnalité partielle & bisimilarité forte prés signifie que si
(x, y) est relié A deux états z et z, alors z ~ z'

Notation 5.4.3. On note x l'ensemble des y € G tel que x - y. On note de plus la relation
>¢ en infixe, c'est-a-dire que (x, y) est relié & z s'écrit (x, y) >g z. On fixe de plus un
choix global, pour tous x - Y, de z tel que (x, y) >g z. On obtient une fonction partielle
ob(G)” — ob(G), qu'on note (x, y) — (x||y), dont le domaine est celui de >¢.

Remarque 5.4.9. Notre définition, bien que formellement différente de celle de De Nicola
et Hennessy, est dans le méme esprit et nous ne prétendons nullement a l'originalité en
la matiére.

Définition 5.4.16. Etant donné un péle | et un graphe testable p: G — fc(X), on
définit l'équivalence de test ~¢ induite par L sur G par x ~¢ y ssi x —g Yy et pour tout
zZ -G X,

(xllz) € L) &= (Wll2) € 1).

Intuitivement, x et y sont équivalents s'ils passent exactement les mémes tests.
Notre approche consiste d'abord a voir a la fois CCS et les comportements innocents
en des graphes testables. Nous définissons ensuite la fonction de traduction [-] : CCS —
— . N .
Comp, ot Comp = 3V}, puis nous prouvons que pour tout péle L, la traduction est
. . : 4 i L
intentionnellement pleinement adéquate pour ~ggs €t ~gomp-

5.4.2 Processus

Jusqu'ici nous avons défini notre modéle sans référence explicite 3 CCS. Il nous faut donc
préciser quelle variante on considére. Pour alléger la syntaxe, mais aussi pour s'épargner la
question ouverte posée a la fin du premier article sur CCS [35], on travaille avec des termes
infinis. L'ensemble des termes est ainsi défini coinductivement par les régles en figure 5.3.

On y présente deux jugements, - pour les termes et b pour les termes gardés, qui
servent pour définir les sommes. Une particularité de notre présentation est que tous les
préfixes, y compris la création de canal va. P, sont acceptés dans les sommes (gardées). Un
mot sur le traitement des variables liées : I" désigne un ensemble fini de canaux pris dans un
ensemble infini, disons les entiers.

Comme dans la littérature, va. P lie a dans P et on utilise les conventions habituelles
de renommage sans capture.

Remarque 5.4.10. On pourrait formaliser la syntaxe de CCS dans le cadre de la partie 3,

comme engendrée par une signature a3 deux sortes, t pour les processus et ¢ pour les
canaux, dans laquelle v serait une constante de type t° I t.
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Notation 5.4.4. La notation T, a est définie ssi a ¢ ' et dans ce cas désigne I' W {a}.

On construit maintenant un systéme de transitions dont les sommets sont les termes
CCS sur le graphe £ de la définition 5.4.14. On donne une présentation dans le style de la
« machine chimique » de Berry et Boudol [4]. Pour cela, on définit a partir des termes
'ensemble suivant :

Définition 5.4.17. Une configuration est une paire constituée d'une partie finie de N, I; et d'un
multi-ensemble fini de processus P tels que I' - P

Notation 5.4.5. On note une telle paire (I'||M) avec M un multi-ensemble, que l'on note
comme une liste M = [P}, ..., P,]. On omet les crochets pour alléger la lecture lorsque cela
ne crée pas d'ambiguité, comme par exemple dans (I'||P;, ..., P,). On note M, N l'union
multi-ensembliste de M et N.

On ne prend pas la peine de définir le renommage (sans capture), mais on retient :

Proposition 5.4.10. Le renommage étend la famille
set — Set
I CCSr,

ol CCSy désigne l'ensemble des termes CCS typés dans I} en un foncteur.

Remarque 5.4.11. Si L désigne la signature esquissée dans la remarque 5.4.10 et &; la
catégorie cartésienne fermée engendrée, le foncteur I' — CCSp peut se définir 3 partir
du représentable y, : & ° — Set. En effet, le plongement set®™ < &, standard dans les
théories de Lawvere, induit un foncteur F : set — Set et on a y,oF” = CCS_.

Notation 5.4.6. Pourtous ' I, Pet ' Qavec Q =3 . Q, ainsi que pour toute injection

ren

h:n < n+1, on note P+, Q pour la somme ZienH P;, ot Pp(;) = Q; pour tout i € n et

P, = P pour j, I'unique élément de (n +1) \ im (h).

Fr P .. THP r=p reQ

rex. P M- PIQ
LakFP r-p r-P  ael TFP ael TFP
Frva.P THOP THTP Fa.p rea.p

Figure 5.3 — Termes de CCS
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Les transitions pour CCS sont définies en figure 5.4, en utilisant la notation (2.3.2). Ceci
forme un graphe réflexif CCS, muni d'une projection p¢cg : CCS — L. Nous munissons a
présent ce graphe avec d'une structure de graphe testable :

Proposition 5.4.11. La relation >cg définie comme l'ensemble des triplets ((I'||M), (T'||
N), (T" || M, N)) fait de CCS un graphe testable.

Démonstration. La relation donnée est partiellement fonctionnelle, donc a fortiori partiel-
lement fonctionnelle modulo bisimilarité forte. O

(TllT. P+,Q) (T IP) (TNo. P+, Q) «*(TIIP)

(Tllva.P+,Q)« (T, alP) (T(@a.P+,Q), (@P'+,Q))« (TP, P")

(RIS = (LISy)
(TI(P1Q)) (TP, Q) (MIISUSH (LIS U Sy)

Figure 5.4 — Systeme de transitions étiquetées pour CCS

5.4.3 Un systéme de transitions pour les comportements innocents

On s'occupe maintenant de la définition du systéme de transitions pour les comportements
innocents, sur le méme alphabet X. Cette construction repose sur deux éléments clefs :
- la notion de résidu B-M d'un comportement B selon un coup M, qui meéne a une
syntaxe confortable pour les comportements innocents, et
- la notion de restriction B|, d'un comportement B a un état o.

L'intuition de ce qu'est le résidu B-M est trés simple : c'est le comportement obtenu
en continuant a jouer comme B, aprés que le coup M a été joué. Avec les processus, c'est
impossible a définir en général. Par exemple, pour le processus a. 0 de réception sur a,
aucun processus ne décrit son résidu apres, par exemple une synchronisation. L'ingrédient
manquant est 'analogue du zéro des entiers naturels, la stratégie vide @ !

Techniquement, tout repose sur le lemme « des vues » :

Lemme 5.4.12. Pour toute partie u:Y— X et tout joueur y : [n] — Y, il existe une
cellule
n]—Y—Y

v u

]U»u
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avec v?'" une vue, unique a unique isomorphisme prés.

Démonstration. On s'attaque d'abord a la question de l'existence. On décompose u en coups
pour se réduire au cas ol u est un coup. Alors, si y est créé par u, une analyse par cas nous
fournit les données souhaitées. Par exemple, si u est un fork, alors si y désigne l'avatar de
gauche, on prend pour v¥'" un fork gauche ; sinon un fork droit convient. Si y n'est pas
créé par u, la vue identité idj,; convient.

On se référe a l'article sur CCS pour une définition plus précise de la propriété d'unicité,
mais l'intuition est que pour chaque coup, le choix de la graine est déterminé par u et y.
Toute autre vue doit donc étre isomorphe a celle construite ci-dessus. O

Définition 5.4.18. Etant donné un comportement B € Vy une partie u : Y= X, soit B-u
le comportement défini par (B-u)(w, y) = B(vW"ew, y"), pour tout (w, y) € ¥. On
appelle B-u le résidu de B selon u.

Définissons maintenant la notion de restriction. En fait, la question principale a ce
sujet est : « restriction a quoi » ? Dans notre cas, étant donné un comportement innocent B
sur X, il suffit de considérer I'ensemble

Initiaux (B) = H [I B(Gdiy,x)
des états initiaux de B. nelxinl =X

Proposition 5.4.13. Pour tout B € @, on a Initiaux (B) = Sing (B) (idx).
On a ensuite :

Définition 5.4.19. La restriction de B a un état o € Initiaux (B), notée B ,, est définie pour
tout x : [n] — X et v:[n]=[n] par le pullback
B, (v, x)————B (v, x)

J

] W}B (ldfn] y X),
ot la fonction B (v, x) — B (idj,;, x) estlimage par B de I'unique morphisme (idj,;, x) —
(v, x) dans Vy. L'action de B, sur les morphismes se construit par propriété universelle
du pullback.

Un travail conséquent est fait dans l'article [31] pour justifier cette définition dans le cas

d'un résidu B-M avec M un coup. Contentons-nous ici de remarquer que si par exemple X
est un représentable [n] et M est un fork, et si B a deux états initiaux e et e’ acceptant
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chacun 7}, et 7t), d'une maniére, alors Initiaux (B-M) = B (1t} , id[,))xB (r,, idp)) = 4, ce
qui différe du nombre d'états globaux aprés M, puisque Sing (B) (M) = 2 contient la paire
d'états issus de e et celle issue de e, Néanmoins, on a

Proposition 5.4.14. Pour tout coup M : Y= X et B € %, si B est défini, c'est-a-dire que
chaque joueur a exactement un état initial (formellement, on a pour tout x : [n] — X que
B (id{,;, x) = 1), alors Sing (B) (M) = Initiaux (B-M).

Démonstration. Chaque élément de Sing (B) (M) est une famille compatible d'états de B
sur les vues de M. Mais comme sur les vues identité B est constant et isomorphe 3 1, la
compatibilité est gratuite et on se réduit a un produit

1—[ B ((V, X))Elnj((v,x),M)‘

x:[n] = X,v:[W]=[nl,v#£id},

Pour chaque (x, V) et « € EInj((v, x), M), en posant y(x, v, &) = dom(x) on a par
le lemme des vues que v = VWM et o = ¥ M on en arrive donc au produit
l_[y:[n/]HYB (V™M yM), M), c'est-a-dire [ | (B-M) (id{,,;, y) comme souhaité.

]

y:[n]1—=Y

On peut enfin définir le systéme de transitions sur les comportements innocents :

Définition 5.4.20. Un coup X =Y est clos si c'est un fork, un tick, une création, ou
une synchronisation.
Soit & le graphe ayant
- pour sommets les paires d'une position X et d'un comportement innocent défini D sur
X, ainsi que
- pour arétes (X, D) — (X', D’) les paires d'un coup clos M : X'= X et d'un état o de D-
M tel que D-M,, = D!
Soit de plus py: &# — L le morphisme de graphes envoyant toute paire (M, o) sur ©
si M(¥) # @ et sur T sinon.

On fait ensuite de . un graphe testable. On définit pour cela l'action des morphismes
horizontaux h sur les comportements innocents B, notée B-h — tout comme l'action B-u

d'une partie u, mais le typage ne laisse pas trop d'ambiguité :

Définition 5.4.21. Etant donné B € ¥y et h: Y — X, soit B-h le comportement innocent
sur Y défini par (B-h) (v, y) = B(v, hovy).

Cette action donne un foncteur Dy¥ — Cat.
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On définit enfin la relation >g comme l'ensemble des ((X, Dy), (Y, Dy), (Z, Dy))
tels que X(x) =Y (%) =1, Z est un pushout de X et Y le long de I, comme dans
[——Y

hy

X7

hx
et de plus DX = Dz’hx et Dy = Dz'hy.
Le sens de cette définition est que (Z, D;) est partagé en deux équipes, jouant respec-

tivement comme prescrit par Dy et Dy. On obtient clairement une relation d'équivalence
partiellement fonctionnelle & bisimilarité fort prés, donc

Proposition 5.4.15. La relation > fait de & un graphe testable.
5.4.4 Interprétation des processus et adéquation

Pour traduire les processus CCS en comportements innocents, nous commengons par
exhiber une présentation syntaxique de ces derniers. Le principe de cette présentation est
qu'un comportement innocent B sur un seul joueur [n] est entiérement déterminé par
son ensemble d'états initiaux By = B (idj,}, id[,), ainsi, pour chaque o € B;, que par la
fonction associant a chaque coup M : [n'] = [n] le comportement (Bo)“;Mc Puisqu'on
raisonne dans Vy, M est aussi une vue. On donne un nom 2 ce genre de coups :

Définition 5.4.22. Un coup qui est aussi une vue est dit basique. On note ces coups avec
un indice b sur la fleche, comme dans M : [n'] =, [n].

Intuitivement, comme [n] n'a qu'un joueur, Vj,; est isomorphe a V([n]), la sous-
catégorie pleine de P ([n]) constituée des vues. Sur id},;, B vaut B, par définition ; et sur
v=bevavecb:[n]=[n], ona

B (b OV/, id[n]) = Zce BOB‘G (b OV/, id[n])
= ZO’€BO(B‘0—.b) (V/, 1Cl[n/]) .

Ce principe méne directement 2 la présentation syntaxique souhaitée, dont l'énoncé
. <7 ;e . . .
formel est que la famille [n] +— ob (V[n]) (ou plus précisément sa restriction aux foncteurs
VP — ford (voir partie 2.1) est une coalgébre terminale pour l'endofoncteur

Set 5 Set

B,
(u“)neN = ZBaeford (Hb:[n’]ﬂb[n]unl)

(l_[b W=~ [nl un’)*'

N

12
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Comme toute stratégie a valeurs dans set est isomorphe a une stratégie a valeurs dans ford,
ce résultat signifie en pratique que les comportements innocents sont en bijection a isomor-
phisme prés avec les termes infinis de la syntaxe suivante :

ntHpD; .. ntpD, peN) mn, - By .
n inepDi ntp <(Bb)b:[nb]4»h[n]>

Cette syntaxe comporte deux jugements, - pour former des comportements innocents
définis et - pour en former des généraux. Sémantiquement, la premiére régle forme un
coproduit dans ﬁ[n\] : de p comportements définis, on forme un comportement a p états
initiaux. La seconde regle décrit un comportement défini en donnant pour chaque coup
basique b son résidu selon b.

Bien que trés simple, cette syntaxe est trés expressive, comme on va le voir en
traduisant les processus.

Exemple 5.4.14. Par exemple, pour former l'analogue de P|Q, on considére (rty — P,
7, — Q), en adoptant ici la convention suivante :

Notation 5.4.7. Les coups basiques non mentionnés entre piquants sont envoyés sur la
stratégie vide @, syntaxiquement désignée par la somme vide (p = 0 dans la premiére
régle).

Exemple 5.4.15. De méme, pour désigner une somme gardée, disons a.P+a.Q + b. R,
on forme
(tna — (P4+Q), 0,5 — R).

Détaillons un peu : le coproduit + de comportements innocents s'apparente sémantique-
ment a l'opération de choix interne, habituellement notée &, qu'on n'a pas incluse dans
notre présentation de CCS par souci de simplicité. Sa sémantique est simplement définie
par la régle P ® P’ P et sa symétrique. Notre interprétation du processus ci-dessus
identifie a. P+ a. Q et a. (P& Q). Cette identité est valide dans toutes les équivalences
de test, dans le sens de la définition 5.4.16, méme si elle est fausse du point de vue de la
bisimilarité (forte ou faible).

Bien que trés expressive, notre syntaxe présente un défaut d'expressivité vis-a-vis du
choix interne. Par exemple, il fait sens de former le processus (P|P') @ (Q|Q’). Cependant
si on applique naivement les méthodes utilisées dans les deux exemples précédents, on
obtient (7}, — P® Q, 7}, — P'@® Q’). Ce comportement correspond plutét 3 (P& Q)
(P'® Q’), qui différe clairement du processus de départ puisqu'il admet une transition
vers P|Q’ Si on souhaitait inclure le choix interne dans notre interprétation de CCS, on
contournerait le probléme en traduisant P & Q comme la somme gardée T.P+ 7. Q.
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Nous sommes maintenant en mesure de donner notre traduction des processus, définie
par coinduction sur les processus (infinis). Pour simplifier I'exposé, on se limite aux
processus dont le contexte I' est un ordinal fini. Le travail complet est fait dans l'article
sur 71, mais donne un résultat nettement plus lourd. (On suppose en particulier que dans
nkva.Pa= (n+1).) Notre traduction [-] est définie coinductivement par :

ob (CCS) — ob (V)
nkPlQ — (my — [P], 7 — [QD

n l_Ziep(Xi' Pi — <(b = Z{i\E‘pH[CXi]l:b} [[Pi'II)b:[n/]ﬁb[n]>’

ol on définit [n F «] par :

T T,
V= 9,

va — vy,
a— Ly,
a — Oy q

On peut enfin énoncer :

Théoréme 5.4.16. Pour tout pdle | et tous processus ' Pet '+ Q, on a
(P ~ds Q) = ([P1 ~+ [QD).

De plus, pour tout comportement innocent B € Vy, il existe un processus P tel que [P] ~&
B. Ensemble ces deux résultats signifient que [-] est intentionnellement pleinement
adéquate.

On omet ici la démonstration en renvoyant le lecteur aux articles publiés.

Mentionnons néanmoins deux remarques importantes.

D'abord, I'équivalence de test équitable sémantique, c'est-a-dire c6té comportements
innocents, admet grice au foncteur Sing de la proposition 5.3.8 une formulation entiére-
ment en termes ludiques. On commence par décrire l'appartenance d'une stratégie naive
S € P(X) au pdle en demandant que pour toute partie close u € P (X) sans tick et tout
o € S(u), il existe une extension (W, «) : u — u' de u ot u est close et contient au
moins un tick, munie d'un o’ € S(u') tel que o’(w, @) = 0. On observe enfin que deux
comportements innocents B, C € @ sont équitablement équivalents précisément lorsque
pour toute position Y telle que Y (%) = X (x) = I et tout comportement innocent T € ¥, on
ait Sing[B,T] € L ssi Sing[C,T] € L. Ici, [B, T] désigne le comportement innocent sur
le pushout
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e

N

—
hx

hy

—

’

déterminé par le fait que [B, T]-hy = B et [B,T]-hy = T. Ceci est bien défini en vertu
du fait que V; = Vx +Vy avec comme injections de coproduit V; et V; , ce qui explique
au passage l'adoption de la notation de copairage :

Vi Vi
op Vny op, ‘'hy op
V" 2V eV

[B,T]
-

Set.

Seconde remarque : les démonstrations données dans l'article sur CCS [31] et dans
celui sur 7t [15, 16] sont trés différentes.

En particulier, la méthode utilisée pour CCS ne passe pas a 7 en l'état actuel de
nos connaissances. Ma compréhension de ce phénomeéne rejoint la vaste question de
l'opposition entre relation de réduction et systéme de transitions étiquetées [69, 68]. Pour
résumer briévement cette question, on connait deux méthodes principales pour définir les
langages concurrents comme CCS ou 7t :

- Selon la premiere méthode, on commence par définir une relation = dite de congruence
structurelle, qui identifie par exemple P|Q et Q|P pour tous P et Q. On donne ensuite
une relation simple dite de réduction, typiquement pour CCS :

a.Pla.Q — P|Q,

a laquelle on incorpore la congruence structurelle en ajoutant la regle

P=P P —Q Q=0Q
P—Q '

Cette méthode a l'avantage de la simplicité, mais se révele peu efficace pour

raisonner sur la dynamique des programmes.

- La seconde méthode corrige le probléeme en s'assurant des le départ que toute étape
d'exécution d'un programme P est construite par induction sur la structure de P, Le prix
a payer pour cela est que la notion d'exécution devient « ouverte », en ce sens que, par
exemple, toute réduction (dans le sens de la premiére méthode) de la forme P|Q — R
se verra décomposée en deux transitions P - P’ et Q -5 Q' avec R = P’|Q’ On enrichit
ainsi la relation binaire de départ en une relation ternaire : chaque transition est munie

139



d'une étiquette représentant le contexte manquant pour que la réduction ait lieu. Un
exemple typique de transition étiquetée en CCS est

a.P<%P,

Intuitivement, cette transition dit que si 'environnement est prét a émettre sur a, alors

a. P se réduit.

CCS et 7t sont tous deux munis de présentations dans les deux styles, dont on montre
qu'elles coincident, dans le sens ou les transitions dites closes (c'est-a-dire dont I'étiquette
est un certain T fixé a l'avance) coincident avec les réductions.

Pour revenir a la question de départ, le point crucial est que, le jeu pour 7t étant
basé sur la réduction plutdt que sur le systéme de transitions étiquetées, le systéme de
transitions étiquetées . de la définition 5.4.20 est trop grossier. Par exemple, il lui manque
une transition pour la réception d'un canal déja connu. Cette discrépance avec le systéme de
transitions étiquetées standard pour 7t le rend inutile pour I'adéquation. La démonstration
n'en utilise d'ailleurs que les transitions closes.

Tout cela souléve la question de savoir si la méthode employée pour 7 s'adaptera
facilement 3 d'autres langages. Je ne sais pas répondre a cette question aujourdhui. I
est néanmoins prévisible que certaines difficultés (dont l'ampleur reste 3 découvrir) se
poseront dans le cadre des langages fonctionnels, pour lesquels les positions seront plus
structurées que les simples « soupes » de CCS et 7. Il est de plus probable qu'une explosion
combinatoire rende impraticable le passage a I'échelle de cette méthode. En effet, rien que
pour 7, le lemme crucial, en Annexe A [16] requiert six pages pleines d'une pénible analyse
de cas. On peut espérer optimiser la méthode au moyen de techniques de style « up to » [64],
mais cela reste entierement a faire.

Une piste prometteuse est l'intuition que le défaut du systeme de transitions & évoqué
plus haut est secrétement un symptéme du fait que la fibration des parties au-dessus des
positions n'est pas un champ, mentionné en introduction de cette partie. On peut ainsi
espérer construire une variante du jeu pour 7 corrigeant ce défaut, selon un raffinement
de la construction bien connue du champ associé a une fibration (chapitre 8.8 du Stacks
Project [72]). A long terme, cette piste peut mener vers des progres en matiére de construc-
tion systématique de systémes de transitions a partir de relations de réduction, l'intérét
étant qu'en opérant sur les parties plutot que sur les termes, on simplifie grandement la
situation.

5.5 PERSPECTIVES
Dans cette partie, on a donné un apercu de l'approche faisceautique en sémantique des

jeux concurrente. On a déja donné une maniére de conclusion en partie 5.1.2, ainsi que
quelques perspectives en fin de partie précédente.
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Mentionnons encore que la construction des stratégies naives et des comportements
innocents a partir d'une pseudo catégorie double de parties, présentée ici dans le cas
de CCS, découle d'une construction générale exposée dans [31]. Cette construction devra
encore étre légérement généralisée pour tenir compte des phénomeénes de polarité, qui
sont importants dans les modéles de jeux des langages fonctionnels. Bien qu'elle n'ait
certainement pas atteint sa forme définitive, elle a le mérite d'offrir un certain nombre
d'outils pour la définition de nouveaux modéles de jeux.

En revanche, la premiére couche, qui consiste a construire la pseudo catégorie double
des parties, n'est pas encore automatisée. Dans un article en préparation avec Clovis
Eberhart, nous retravaillons et généralisons la construction des pseudo catégories doubles
pour CCS et 7. Ce travail en profondeur nous permet de lever certains verrous et nous
pensons bientdt étre en mesure d'appliquer cette construction au cas des langages fonc-
tionnels tels que PCF, le A-calcul pur, etc. Le seul obstacle dans cette direction est que notre
construction ne s'applique pas si le jeu permet aux joueurs d'« oublier » des variables, ce
qui semble nécessaire dans le cas des langages fonctionnels.

Si nos idées pour résoudre ce probléeme fonctionnent, nous comptons mettre a profit
ce progrés pour explorer les pistes suivantes.

- En premier lieu, nous souhaitons relier formellement la construction de Tsukada et
Ong [73] a la nétre.

- Nous espérons de plus construire des modéles de jeux adéquats de langages fonction-
nels avec effets de bord dans le style de ceux de Murawski et Tzevelekos [59], mais
bénéficiant de l'intégration de la stabilité par préfixe et de leur équivariance dans la
notion de préfaisceau. De notre point de vue, la difficulté semble venir des positions
du jeu, plus structurées que pour CCS et 7t donc a priori moins faciles 3 gérer. Dans
le méme ordre d'idées, nous souhaitons mener une étude des types dépendants dans
notre cadre : 13 encore les positions du jeu semble étre le point difficile.

- Enfin, un projet 2 long terme est d'étudier les traductions entre langages au niveau
des pseudo catégories doubles de parties, l'objectif étant de déduire l'adéquation d'une
traduction 2 partir des propriétés de la traduction des parties. Ce dernier point pourrait
faciliter les preuves de correction de compilateurs, notamment en les rendant plus
modulaires.
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