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Introduction

Cette these s’inscrit dans le cadre d’un projet de recherche visant a fournir des outils pour
la mesure et le controle automatique de l'erreur d’approximation faite lors de la résolution
numérique des équations intégrales de frontiére relatives aux problémes de propagation d’onde
acoustique et électromagnétique en milieu homogéne ouvert ou fermé.

La résolution de problémes de propagation d’onde intervient dans de nombreux domaines de
I'industrie comme de la recherche. En acoustique, des applications courantes sont par exemple le
calcul de l'acoustique d’une salle de concert (c’est un probléme fermé puisque ’environnement
est clot), le volume sonore au sol provenant des moteurs d’avion (le domaine de propagation
est ici infini). En électromagnétisme, cela peut étre la signature d'un avion éclairé par un

radar, le calcul du champ généré par une antenne (satellite, radar, ...), ou encore le calcul
des interactions entre composants électroniques dans le cadre de vérifications de compatibilité
électromagnétique.

Le probléme peut étre abordé de deux maniéres. On peut privilégier une approche tempo-
relle avec des équations d’ondes classiques issue directement des modéles physiques. C’est une
approche utile lorsque le phénoméne vibratoire couvre une large bande de fréquences. C’est
également la seule alternative possible lorsqu’on souhaite étudier les phénomeénes transitoires
(en temps). Dans ce cas, on part d’un état initial du systéme qu’on fait évoluer dans le temps.
Cela nécessite la mise en ceuvre de méthodes pour résoudre deux problémes : il faut pouvoir dé-
terminer 1’état du systéme & un instant ¢ a partir des états précédents, puis il faut étre capable
de le faire évoluer de t a t + dt. En particulier, il faut souvent choisir entre stabilité incondition-
nelle du schéma temporel mais pour lequel I'itération t — ¢ + 0t est coliteuse (schéma temporel
implicite), ou bien une stabilité conditionnelle (de type Courant-Freidrichs-Lewy) moins coi-
teuse par itération mais susceptible d’'induire un plus grand nombre de ces itérations et des
problémes de stabilité (schéma explicite).

L’autre approche est 'approche fréquentielle. Elle est particuliérement adaptée lorsque
le spectre du signal est réduit ou lorsqu’on ne s’intéresse qu’a une fréquence en particulier. L’ap-
proche fréquentielle a cet avantage qu’il n’y a pas d’évolution temporelle & gérer. Elle s’obtient
a partir de ’approche temporelle en postulant une solution oscillant de maniére sinusoidale en
temps a une fréquence connue mais dont on ignore I’amplitude et la phase. Le probléme devient
purement spatial. L’équation obtenue est du type de I’équation de Helmholtz

Au+kiu=0

2
ol ky € R est le nombre d’onde tel que ky, = Tﬂ avec A la longueur d’onde.

Cette équation peut étre résolue par plusieurs types de méthodes numériques. Une méthode
trés répandue est la méthode des Eléments Finis (FEM). C’est une méthode volumique aisée
a mettre en place. Elle permet de gérer efficacement les milieux hétérogénes et elle induit
une matrice & inverser creuse. Dans le cas de milieux non-bornés, des conditions limites d’ondes
sortantes du type Perfectly Matched Layers peuvent étre facilement implémentées. Elle présente
cependant quelques désavantages. D’une part, c¢’est une méthode qui induit de la dispersion
numérique mais ce probléme peut étre réglé par 1'utilisation d’approximations d’ordre élevé.
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D’autre part, la forme bilinéaire associée n’est pas coercive et le conditionnement de la matrice
est trés mauvais : dans le cas d’une inversion directe (probléme 2D, ou petit probléme 3D),
cela ne pose pas de problémes; dans le cas d’une inversion par méthode itérative (probléme
3D conventionnel), par exemple par un algorithme de type GMRES, le coiit de résolution
augmente fortement car de nombreuses itérations sont nécessaires. C’est un probléme qui reste
encore difficile & pré-conditionner.

La méthode a laquelle on s’intéresse dans cette thése est basée sur les équations inté-
grales. On parle de méthode des éléments finis de frontiére, ou Boundary Element Method
(BEM). Ces équations sont obtenues par intégration par parties de I’équation de Helmholtz
sur le domaine de propagation. On y adjoint une condition de radiation & l'infini pour sélec-
tionner I'onde sortante du domaine et obtenir un probléme bien posé. Au contraire des autres
formulations, il n’y a pas de condition limite & I'infini & imposer puisqu’elle est intrinseque a
I’équation. Supposons qu’on appelle Q I'objet diffractant, I' = 0€) sa frontiére. Les équations
intégrales s’expriment comme des intégrales sur I'. Le second membre de 1’équation va dépendre
de la condition limite imposée sur I'. Ce sont des problémes purement surfaciques dont 1'un
des avantages est de ne nécessiter que le maillage de I' lors de la discrétisation du probléme.
Le nombre de degrés de liberté par rapport a une méthode volumique est donc plus faible! Un
autre avantage est la faible dispersion numérique des méthodes associées car la solution fonda-
mentale de I’équation est prise explicitement en compte dans les formulations intégrales. Elles
sont donc treés précises! Il y a évidemment des inconvénients pour ces méthodes. Un premier
désavantage est qu’elles ne peuvent étre utilisées directement sous la forme la plus simple que
lorsque le milieu de propagation est homogéne. Quelle que soit la méthode de discrétisation
choisie, les matrices issues des équations intégrales sont pleines ce qui pose le probléme aussi
bien du stockage (en N? avec N une dimension de la matrice), ou de l'inversion (en N3, si
I'inversion est directe, en N? par méthode itérative). Ce dernier soucis peut étre résolu par des
méthodes de compression de matrice comme la Fast Multipole Method (pour laquelle la com-
plexité de I’ensemble est en O(N log(N))) ou les H—matrices. On peut mentionner ensuite la
mise en ceuvre complexe, nécessitant en particulier I’évaluation précise d’intégrales singuliéres
en plusieurs dimensions. Enfin, il faut faire un compromis entre la précision de la formulation
utilisée et le conditionnement des matrices associées. Ce dernier probléme est en grande partie
résolu par I'utilisation de formulations combinées. De plus, les équations intégrales peuvent étre
efficacement pré-conditionnées.

Les avantages certains des formulations basées sur les équations intégrales en font des mé-
thodes de choix pour la résolution de problémes de propagation d’onde en milieu homogene. Ce-
pendant, leurs désavantages sont susceptibles de freiner leur développement. Une des maniéres
d’en faciliter I'utilisation est d’automatiser la chaine de calcul, de la génération du maillage a
la production du résultat final a la précision souhaitée.

Pour cela, on se propose de mettre en place un algorithme de raffinement auto-adaptatif.
L’objectif d’un tel algorithme est de produire une suite de maillages garantissant une conver-
gence de l'erreur d’approximation vers une erreur cible fournie par 1'utilisateur, certifiant ainsi
la validité d’un calcul. Une boucle de raffinement auto-adaptative fonctionne de la maniére
suivante : on effectue une résolution sur un maillage initial, on estime l’erreur d’approximation
sur ’ensemble du maillage, on marque ensuite les éléments du maillage ol cette erreur est la
plus grande selon un critére pré-défini, on raffine les zones marquées puis on itére le proces-
sus jusqu’a ce que l'indication d’erreur corresponde a la cible prescrite par l'utilisateur. Par
exemple, on peut imaginer partir d’'un maillage "grossier", éventuellement mauvais du point
de vue des régles de bonne pratique mais généré rapidement, puis prescrire une erreur cible et
enfin de laisser ’algorithme auto-adaptatif générer la suite de maillages jusqu’a convergence de

6 Marc Bakry
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I’erreur. On peut donc expliciter trois objectifs majeurs :

— le premier objectif est de garantir la précision d’un calcul par rapport a une prescription
de I'utilisateur.

— le second objectif est de proposer un maillage "idéal" du point de vue de la simulation.
Ce maillage peut servir de base pour des simulations futures, par exemples & d’autres
fréquences.

— le troisiéme objectif est enfin de réduire le cotit global du calcul en économisant du temps
sur la génération du maillage.

Un des points clés du raffinement auto-adaptatif est donc la mesure de 'erreur d’approximation.

On fait alors appel a des outils permettant cette mesure de ’erreur. On les appelle indica-

teurs d’erreur a posteriori et on les note 7. Si on pose 7, une discrétisation de I' et 7 € Tj,
un élément de cette discrétisation, ces indicateurs permettent de mesurer I'erreur sur chaque
élément 7. Posons encore u la solution exacte et u;, son approximation numérique. L’indicateur
1 est une grandeur qui doit pouvoir se calculer uniquement a partir de u;, et des données du
probléme tout en donnant une information sur e, = u — wuy,. Il s’exprime généralement sous
forme d’une norme. Cette information peut étre

— qualitative : on récupére une information sur le comportement en convergence de I’erreur,

— quantitative : on récupeére une information sur la valeur de ’erreur.

On doit alors exiger un certain nombre de propriétés sur 7 :

— fiabilité : I'indicateur ne converge pas plus vite que I'erreur,

— efficacité : 'erreur ne converge pas plus vite que l'indicateur. Cette propriété n’est pas
indispensable mais permet entre autres de garantir la convergence optimale d’un algo-
rithme de raffinement auto-adaptatif.

— localité : l'indicateur peut se décomposer sur les éléments du maillage. Elle est donc
cruciale pour la bonne identification des zones a raffiner.

C’est cette derniére propriété qui est le coeur de la problématique de I'indication d’erreur a pos-
teriori en équations intégrales. En effet, les espaces fonctionnels de Sobolev entrant en jeu dans
les équations intégrales sont souvent d’ordre non entier. Par conséquent, les normes associées
n’ont pas cette propriété de localité et il devient difficile de construire de tels indicateurs.

La problématique de l'indication a posteriori n’est pas nouvelle et remonte a la fin des
années 70 avec les travaux de I. Babuska et W. C. Rheinboldt [4, 5] en éléments finis. Dans
la foulée, toute une zoologie d’indicateurs pour la FEM ont été développés dont un apercu
peut étre obtenu dans [2|. On a alors pu voir apparaitre la notion de convergence optimale d'un
algorithme auto-adaptatif. La convergence optimale signifie que I'indicateur d’erreur garantit un
certain taux de convergence pour celle-ci. Elle est résumée, ainsi qu’une maniére de la prouver,
dans [16].

En BEM, le probléme majeur est ’extension des indicateurs existant pour d’autres méthodes
en contournant la non-localité des normes et des opérateurs. On trouve cependant une littéra-
ture solide sur le sujet, essentiellement lorsqu’on s’intéresse a des problémes scalaires comme
les équations relatives au probléme de Poisson ou de Helmholtz. Ces indicateurs se répartissent
en plusieurs grandes familles. La premiére grande famille est basée sur le fait que la norme du
résidu de I’équation est une grandeur équivalente de I'erreur d’approximation. Cette propriété
est notamment utilisée par B. Faermann dans [34] qui se base sur l'indicateur de Babuska-
Rheinboldt, et [33, 35] en définissant son indicateur localement sur un élément 7 comme une
norme sur un patch d’éléments w, autour de cet élément. A peu prés a la méme époque, on
a les travaux de C. Carstensen [14], poursuivis dans [17]. Ces indicateurs sont basés sur des
localisations des normes non-locales en norme L? pondérée par une taille locale caractéristique
du maillage. Dans leur cadre d’utilisation le plus général, ils ne sont que fiables et locaux. Une
autre famille d’indicateurs peut étre regroupée dans les termes "enrichissement /reconstruction
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d’espaces". Les indicateur par "reconstruction" sont initialement introduits comme "indicateurs
par moyenne". Les indicateurs par enrichissement utilisent des bases hiérarchiques pour recons-
truire le probléme et une approximation de lerreur exacte (voir par exemple [6]). La seconde
catégorie utilise une résolution sur un maillage raffiné par rapport au maillage initial, puis une
reconstruction de cette erreur sur le maillage initial. Cela permet alors de récupérer localement
une estimation de 'erreur. On renvoie a [30] pour une synthése.

Ces indicateurs ont chacun leurs avantages et leurs inconvénients. Les indicateurs basés sur
le résidu nécessitent son calcul, mais ne donnent pas d’idée sur la valeur de I'erreur. Ceux par
enrichissement /reconstruction sont cotiteux car il faut assembler, ou résoudre un probléme plus
grand. Néanmoins, ils permettent de récupérer, sous une forme non localisée, la valeur exacte
de l'erreur en norme de Galerkin (voir [19] et [20]).

Pour une partie de ces indicateurs, on est capable de prouver la convergence (quasi-)optimale
[16] lorsqu’ils sont utilisés pour le guidage d’un algorithme auto-adaptatif. C’est le cas notam-
ment pour les indicateurs utilisant une localisation du résidu [41, 37, 38|, pour les indicateurs
multi-niveaux et de B. Faermann [40].

Le développement qui suit s’inscrit dans la continuité des travaux cités précédemment. Les
équations sur lesquelles on se focalise sont celles associées a 'opérateur Simple
Couche S, et hypersingulier NV, en ce qui concerne ’acoustique, et 'opérateur T
associé a ’équation EFIE en électromagnétisme. En effet, ce sont ceux qui font intervenir
des espaces de Sobolev d’ordre non entier. On généralise notamment quelques indicateurs de
la littérature introduits initialement pour ’équation de Laplace & I’équation de Helmholtz. On
introduit également un nouvel indicateur d’erreur a posterior: permettant de faire une synthése
des qualités des indicateurs de la littérature, ’ensemble étant ensuite généralisé aux problémes
d’électromagnétisme. Le manuscrit est donc organisé comme suit.

Au chapitre 1, on effectue quelques rappels généraux de mathématiques nécessaires a la
bonne compréhension des développements. On rappelle notamment la définition d’un opérateur
de Fredholm, classe a laquelle appartiennent les opérateurs intégraux manipulés dans la suite.
On donne encore les définitions des espaces de Sobolev d’ordre entier et non entier, également
particularisés pour I'électromagnétisme. On finit avec une introduction a I’analyse microlocale
en se focalisant sur les outils nécessaires a cette thése.

Dans le chapitre 2, on ré-établit les équations intégrales. On cherche a donner une vision
la plus compléte possible, mais aisément compréhensible, de la construction des opérateurs
intégraux. Ce travail est fait a la fois pour les équations intégrales en acoustique, et de maniére
plus sommaire pour celles en électromagnétisme.

Le chapitre 3 est dédié a la présentation détaillée de I'indication d’erreur. Dans un premier
temps, on introduit plus en détail la notion d’indicateur d’erreur a posteriori ainsi que celle
de convergence optimale. Dans un second temps, on explicite quelques indicateurs de la litté-
rature basés sur le calcul du résidu et introduits pour le probléme de Laplace. En particulier,
on étend les indicateurs basés sur une norme L? pondérée du résidu au probléme de Helmholtz
en acoustique. On effectue les démonstrations de convergence quasi-optimale des algorithmes
auto-adaptatifs guidés par ces indicateurs. Dans un troisiéme temps, on introduit quelques
indicateurs par enrichissement/reconstruction. On étend la sous-catégorie basée sur des recons-
tructions d’espace aux problémes d’acoustique. Ces extensions sont basées sur le constat que les
opérateurs intégraux pour I’équation de Helmholtz ne différent de ceux pour ’équation de La-
place que d’un opérateur compact. Cet opérateur compact se traduit, lorsque I’erreur converge,
par des termes d’ordre élevé dont on donne la définition dés maintenant.

Définition 0.0.1 (Terme d’ordre élevé). On dit que a est d’ordre élevé par rapport a b lorsque
a—0etb— 0 sia=oy(b).
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On peut aussi dire que a tend "plus vite vers 0" que b. Les termes d’ordre élevé sont donc des
termes qui peuvent, généralement, étre négligés au sens asymptotique lors de I’analyse d’erreur
a posteriori car on ne recherche pas des inégalités avec des bornes supérieures ou inférieures
fermes.

Au chapitre 4, on introduit un nouvel indicateur d’erreur a posterior: pour 'acoustique basé
sur une localisation de la norme du résidu par un opérateur A. L’idée est d’utiliser cet opérateur
A pour "transporter" le résidu de I'espace fonctionnel auquel il appartient dans L?. On peut
alors montrer que cet indicateur est fiable, efficace et local. De plus, sous certaines conditions de
régularité sur la surface I', on montre qu’un choix judicieux pour A fait de I'indicateur d’erreur
associé un indicateur asymptotiquement exact vis-a-vis de la norme de Galerkin de l'erreur. Ce
choix judicieux consiste & rechercher A comme un inverse approché de la racine carrée de la
partie coercive de 'opérateur inversé lors de la résolution de I’équation intégrale. On propose
alors deux maniéres de construire A, basées toutes les deux sur des techniques d’analyse micro-
locale. Une premiére maniére, inspirée par la thése de M. Lecouvez [54], consiste a rechercher
A sous la forme d’un opérateur intégral. Cette approche se limite au cas ou la surface I' est
fermée et est peu pratique. De plus, les preuves d’efficacité et de fiabilité n’ont de sens que si I’
est réguliere (au moins C'). On donne alors une seconde maniére qui consiste a considérer des
puissances de Uopérateur Z — Ar ("identité moins Laplacien Beltrami"). On montre que cette
approche est plus agréable & manipuler et de plus valable sur des surfaces lipschitziennes.

Le chapitre 5 permet de valider numériquement la construction de I'indicateur basé sur un
opérateur A du chapitre 4. On valide également les extensions faites au chapitre 3. On indique
tout d’abord les techniques d’implémentation qui ont été mises en ceuvre. Elles différent selon
qu'on a considéré I'équation associée a Sy, ou celle associée a N,. On effectue ensuite une
large variété de simulations en 2D. On montre notamment que 'indicateur—A, quelle que soit
sa forme, permet de guider optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif sur une
large gamme de fréquences, ou encore avec des sources différentes et ce sur des géométries va-
riées. En particulier, on vérifie qu’il est asymptotiquement exact en norme de Galerkin que ce
soit sous la premiére forme (intégrale) ou la seconde. On effectue ensuite des simulations en 3D
pour I'équation associée a Iopérateur N . On vérifie & nouveau que l'indicateur est asympto-
tiquement exact et qu’il guide optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Dans le chapitre 6, on étend I'ensemble des indicateurs développés aux chapitres 3 et 4 a
I’Electric Field Integral Equation relative a la propagation d’une onde électromagnétique. Les
équations intégrales en électromagnétisme font intervenir des espaces de Sobolev surfaciques
d’ordre non entier particuliers qui rendent ’analyse a posteriori trés complexe. On donne en
particulier une forme admissible pour l'indicateur par reconstruction. On prouve ensuite la
convergence optimale d’un algorithme auto-adaptatif guidé par un indicateur de type résidu
[58]. On continue en introduisant deux candidats possibles pour un indicateur—A. La premiére
forme est valable sur surface fermée et est théoriquement asymptotiquement exacte. La seconde
est extensible sur tout I' mais on perd a priori le caractére asymptotiquement exact. Enfin, on
introduit un indicateur "incomplet" construit "a la main" permettant de mesurer la partie
de l'erreur relative aux charges. Ce dernier indicateur présente l'avantage d’étre extrémement
simple et rapide a calculer.

Le chapitre 7, dernier de ce manuscrit, s’intéresse a la problématique de l'erreur goal-
oriented. Il ne s’agit plus de mesurer ’erreur sur la solution de I’équation intégrale, mais ’erreur
sur une grandeur s’en déduisant, appelée cible, par exemple le champ acoustique en un point.
Apreés avoir rappelé la problématique de 'erreur a posteriori goal-oriented, on introduit un in-
dicateur d’erreur relatif a I’équation Si,. On donne finalement des exemples numériques en 2D
en prenant comme cible le champ lointain derriére ’objet.

Bonne lecture.
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Chapitre 1

Outils mathématiques

Dans ce chapitre, on effectue des rappels mathématiques généraux nécessaires a la bonne
compréhension des méthodes qui sont mises en ceuvre dans la suite.

Dans un premier temps, on rappelle ce qu’est un opérateur de Fredholm. C’est a cette classe
d’opérateurs qu’appartiennent les opérateurs intégraux qu’on introduit au chapitre 2.

Dans un second temps, on présente 1’équivalent surfacique des opérateurs différentiels volu-
miques classiques comme le laplacien, la divergence, etc.

Dans un troisiéme temps, on rappelle les définitions des espaces de Sobolev qui constituent
le cadre dans lequel les analyses sont faites. En particulier, les équations intégrales font entrer
en jeu des espaces de Sobolev d’ordre non entier qui complexifient grandement la problématique
de l'indication d’erreur a posteriori. On présente d’abord les espaces de Sobolev "classiques"
puis on introduit les espaces de Sobolev propres aux équations intégrales dans le cadre de
I’électromagnétisme. On rappelle également la notion de trace et d’espace de trace.

On rappelle ensuite deux lemmes importants pour 'estimation d’erreur a priori et qui
permettent de donner le meilleur taux de convergence possible pour 'erreur lorsqu’on raffine
uniformément le maillage. Il s’agit tout d’abord du lemme de Céa puis du lemme de Bramble—-
Hilbert.

Enfin, on donne une introduction fournie a ’analyse microlocale. Cet outil joue un réle
central dans la construction de 'opérateur A et de l'indicateur d’erreur associé au chapitre 4.

Pour toutes les notions qui ne sont pas introduites ici, on renvoie a [9] ou bien [55].

1.1 Opérateur de Fredholm

Dans cette partie, on rappelle ce qu’est un opérateur de Fredholm. Cette notion va étre trés
utile dans la suite puisque les opérateurs intégraux qu’on va manipuler appartiennent a cette
classe d’opérateurs. Les propriétés de ces opérateurs permettent de démontrer le caractére bien
posé d'un probléme.

On commence par la définition suivante.

Définition 1.1.1 (Opérateur de Fredholm). Soient X etY deuz espaces vectoriels, un opérateur
A€ L(X,Y) est dit "Fredholm" si

— imA est fermée dans 'Y,

— kerA et Y/imA sont de dimension finie.

La composition d’un opérateur de Fredholm avec un autre opérateur de Fredholm reste un
opérateur de Fredholm.
Cette définition n’est pas trés pratique. On peut en fait montrer le théoréme suivant.
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Théoréme 1.1.1. Soit un opérateur A =T + K avec T lopérateur identité et K : X — X*,
avec X* le dual de X, un opérateur compact, alors A : X — X* est un opérateur de type
Fredholm.

Supposons de plus que X est un espace hilbertien et que A € £(X, X*). On peut donner
une caractérisation supplémentaire pour savoir si A est Fredholm.

Théoréme 1.1.2. Si A = Ay + K avec Ay : X — X* coercif et K : X — X* un opérateur
compact, alors A : X — X* est un opérateur de type Fredholm.

On a alors la trés utile alternative de Fredholm qui permet de donner le caractére "bien
posé" d’une équation.

Théoréme 1.1.3 (Alternative de Fredholm). Soit un opérateur de Fredholm A : X — X*,
alors on a l'une des deux possibilités suivantes a [’exclusion ['une de 'autre :
— [’équation homogéne Ax = 0 admet pour unique solution x = 0. Dans ce cas,
e pour tout f € X*, l’équation Au = f admet une unique solution u € X.
e pour tout g € X, l'équation adjointe A*v = g admet une unique solution v € X*.
— équation homogéne Au = 0 admet p solutions linéairement indépendantes. Il en va de
méme pour l’équation adjointe.

On a donc une bonne caractérisation pour prouver que I’équation Au = f admet une unique
solution. En effet, on commence par montrer que A est de type Fredholm, puis on montrer que
A est injectif.

On remarque également que la partie coercive de A est telle que

(u,v) 4, = (Aou,v)
et définit un produit scalaire et sa norme associée telle que
2
[l 2, = (u, )4,
On l'appelle norme énergie ou indifféremment norme de Galerkin.

Pour montrer qu’un probléme continu est bien posé, on peut aussi utiliser le théoreme de
Banach—Necds—Babuska, quoique peut utilisable sous cette forme.

Théoréme 1.1.4 (Banach-Necas-Babuska). Soit W un espace de Banach et V un espace de
Banach réflexif, a une forme bilinéaire sur W et V., f € V*, le probléeme : trouver un unique
u € W tel que pour tout v €V on a

a(u,v) = (f,v)

est bien posé si et seulement si
— on a la condition inf-sup

da >0, inf supM >
weW yey [w||wlvlv

)

— pourv €V,

Vw e W, a(w,v) =0=v=0.
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Ainsi, si un opérateur est de Fredholm et qu’on a montré que le probléme associé est bien
posé, on a la condition inf-sup continue ci-dessus.

On peut se demander si cette condition reste vérifiée lorsqu’on remplace les espaces W
et V par un espace discret d’approximation Vj, tel que Vj, C V et V;, € W. On parle alors
de condition inf-sup discréte. En général, la condition inf-sup continue n’implique pas la
condition inf-sup discréte. Néanmoins, lorsqu’on traite le cas d’opérateurs de Fredholm, elle est
toujours vérifiée pour une discrétisation suffisamment fine.

Proposition 1.1.1. On considére un domaine Q) et sa discrétisation )y, (respectivement I et
Tr lorsqu’on traite les équations intégrales), il existe au moins une discrétisation® telle que la
condition inf-sup discrete

awo)l
wllv, [1v]lv,

soit vérifiée avec ay, une constante dépendant de ce maillage minimal.

day >0, inf sup
wth UG‘/}L

1.2 Opérateur différentiels surfaciques

Les opérateurs intégraux introduits au chapitre 2 sont des opérateurs surfaciques qui font
aux-mémes intervenir 1’équivalent surfacique des opérateurs gradient, laplacien, divergence,
rotationnel. Si ces opérateurs sont bien définis sur un ouvert 2 C R", n € N, il est nécessaire
de prendre quelques précautions pour les étendre a des opérateurs sur I' = 9€2 I'enveloppe de
Q2. On s’appuie ici principalement sur [59].

1.2.1 Gradient surfacique

Soit une surface I' de normale n et un champ u définit sur I'.

Définition 1.2.1 (Gradient surfacique). Soit u une fonction définie sur I' et u un relévement
de u dans 2, on appelle gradient surfacique Vr la trace tangentielle de Vu, soit encore

Viu = Vil —n(n- Vulp).

Ce n’est rien d’autre que la projection orthogonale de Vu dans un plan tangent a T'.

1.2.2 Rotationnel tangentiel et rotationnel surfacique

De la méme maniére que précédemment, en conservant les notations, on peut définir le
rotationnel tangentiel (un vecteur) et le rotationnel surfacique (un scalaire).

Définition 1.2.2 (Rotationnel tangentiel). On définit le rotationnel tangentiel rotru comme le

rotationnel volumique rot(un). On peut Uexprimer simplement & partir du gradient surfacique
comme

—
rotru = Vru X n.

On a également le rotationnel surfacique. On suppose maintenant que u est a valeurs vec-
torielles.

Définition 1.2.3 (Rotationnel surfacique). On définit le rotationnel surfacique de u comme

_>
rotru = (rotuH . n)
r

ot u est la composante tangentielle de ;.

1. Si on considére une suite de maillages raffinés uniformément, on parle d’'un h suffisamment petit. Si on
parle d’une suite de maillages (7;); raffinés, d’un rang ! suffisamment grand.
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1.2.3 Divergence surfacique

C’est I'équivalent surfacique de 'opérateur divergence.
Définition 1.2.4 (Divergence surfacique). On définit la divergence surfacique de u comme

dinu = div 11||.

1.2.4 Laplacien Beltrami

C’est 'opérateur Laplacien définit dans un plan tangent a une surface I'. Il se définit de la
méme maniére que le Laplacien volumique scalaire ou vectoriel.

Définition 1.2.5 (Laplacien Beltrami). Pour u un champ scalaire, on définit le Laplacien
Beltrami scalaire comme

. —
Aru = divpVyru = —rotrrotru.
Pour u un champ vectoriel, on définit le Laplacien Beltrami vectoriel comme

. —
Aru = Vrdivru — rotrrotru.

1.2.5 Identités de Stokes

Les identités suivantes donnent quelques relations entre les différents opérateurs surfaciques
introduits précédemment 2. Elles sont le pendant surfacique des relations volumiques.

Soient u € H'(T') ® un champ scalaire surfacique et v € L?(T) avec L}(T') = {v € [L*(I)]?, v-
n = 0}, on a les régles de dualité

(divpv,u) = — / v - Vrudy,
r
(rotrv,u) = /v : IGt}pu d.
r

. . .. —
Les opérateurs divr et rotr sont donc les opérateurs adjoints de —Vr et rotr.
On a de plus les identités

roteru = 0,
. =
divrrotru = 0,

divp(v X n) = rotpv.

Les opérateurs introduits précédemment et les identités qui s’y rapportent permettent la
manipulation des équations intégrales. En particulier, on s’en sert pour exprimer 1’équivalent
surfacique de la décomposition de Helmholtz (voir partie 1.3).

2. Voir par exemple [13].
3. Voir la partie 1.3.
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1.3 Espaces de Sobolev H*

Dans cette section, on redéfinit les espaces de Sobolev H?® afin de bien mettre en évidence
leur importance dans ’analyse qui suit. On peut définir deux familles d’espaces de Sobolev qui
seront équivalentes sous condition. Dans la suite, {2 C R"” désigne un ouvert non vide.

On définit d’abord les espaces de Sobolev classiques W* et H*. On définit ensuite les espaces
de Sobolev spécifiques qui interviennent lorsqu’on travaille avec les équations intégrales pour
I’électromagnétisme.

1.3.1 Espace W*® — Norme de Slobodeckij

On considére un réel s > 04. Supposons tout d’abord que s € Nj.
Définition 1.3.1. On définit l’espace W*(Q2), s € Ny, comme

1/2
WA(Q) = u e L2(Q), [ul, = Z/]@O‘uFdQ < o0
laj<s ¢
En particulier, W°(Q2) = L?*(Q2). Dans le cas ou s n’est pas entier, il faut utiliser une

caractérisation par une norme un peu particuliére.
On commence par écrire s = r + u avec r € Ny et p €]0,1[. On définit la semi-norme de
Slobodeckij.

Définition 1.3.2 (Norme de Slobodeckij). Soit n la dimension de §2, on définit la semi-norme

de Slobodeckij comme
/2
u(z) — u(y)” )1
ul, = ——————df), df) .
| |M (/QXQ ‘x_y‘”+2ﬂ !

Il est évident, a cause de la double intégrale, que cette norme ne peut pas étre décomposée
sur des sous-ensembles de (2. C’est la source majeure de difficultés dés lors qu’on cherche des
indicateurs d’erreur a posteriori en équations intégrales.

On peut alors définir I'espace W* dans le cas ot s € RT.

Définition 1.3.3 (Espace W?*). Pour s = r + p, v € Ny et pp €]0,1], on définit l’espace de
Sobolev W#(§2) comme

1/2
W(Q) = que LXQ), [ulls = [ lulf+ > |07l | <oo
la|=r

On a bien str les produits scalaires

(u,v)s = Z 0%u(x) 0*v(x) dS, s € Ny,

laj<s <
(u,v)s =
(0%u(x) — 9*u(y)) (9°v(x) — 9*v(y)) _
c(uy ), + /QXQ 7 — g dQ, dQ,, sS=1r+p.

laf=r

Avec cette définition, la notion de régularité intermédiaire non entiére est contenue dans 'ex-
posant n + 2pu.

On présente maintenant une autre définition qui permet de faire des calculs plus explicites.

4. Le cas s < 0 correspond aux espaces duaux des espaces avec s > 0.
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1.3.2 Espace H’ — Avec Fourier

On présente une seconde définition pour les espaces de Sobolev. Elle présente I'avantage,
en plus de mettre clairement en évidence la régularité des fonctions de I'espace, de ne pas étre
restreinte au cas s > 0. On suppose donc que s € R.

On introduit le potentiel de Bessel

Taa) = [ (1+1€1)7 e ae) de

avec & la variable de Fourier et u la transformée de Fourier de u. L’expression ci-dessus est en
fait la transformée de Fourier inverse de @ pondérée par (1 + |£|?)*/2. Par conséquent,

s/2 ~
FonelTa)(&) = (1+16P)7* ().
On peut alors définir les espaces H®.

Définition 1.3.4 (Espace H®). On pose S* lespace des distributions tempérées dans R™. On
définit alors Uespace H*(R™),s € R tel que

H*(R") = {u € S*(R"), Jyu € L*(R™)} .
On lui associe naturellement le produit scalaire
(u,v)s = (Tsu, Tsv)o (1.1)

et la norme

[ulls = | Tsullo-
On en déduit que (H*(R™))* = H*(R,). En effet, pour u € H*(R") et v € H*(R"), le
crochet de dualité
<U, U>—s,s - (j—sua k7sv> )
= (a> 6)0
est bien défini.

On peut interpréter cette définition de la maniére suivante : dans I’espace de Fourier, mul-
tiplier par |£| revient a dé-régulariser une fois dans ’espace "normal". Ainsi, multiplier par
(1 + [£]*)*/* peut étre vu comme un changement de régularité d’ordre s. Par exemple, pour
s = 1/2, dire qu'une fonction u € H'/2(R") revient a dire que ses dérivées d’ordre 1/2 sont L2.

C’est tres similaire &, par exemple, H' ot on demande que le gradient (donc la dérivée d’ordre
1) soit L2

Avec cette définition, il est beaucoup plus simple de voir la maniére dont s’emboitent les
espaces H®. En effet, d’apres la définition, pour s < t,

s/2 t/2
(1+1€2) < (1 +1¢2)"
donc
Julls < lulle.
Par conséquent, pour tout s,t € R tels que s < ¢, on a 'inclusion
H'(R™) C H*(R™).

Jusqu’a présent, on ne s’est intéressé qu’aux espaces H* sur R"”. On particularise maintenant
a des sous-ensembles (2.
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Définition 1.3.5 (Espace H®). Soit Q C R™ un ouvert, pour s € R, on définit
H*(Q) ={ueD*(Q),u=Ul|, pour U € H*(R")}

o, D* est lespace des distributions sur 2, dual de D(Q2) Uespace des fonctions C* a support
compact et H*(R™) est muni du produit scalaire défini en (1.1).

Avec cette définition, on a, en toute généralité, H*(2) # H () pour s # 0. On définit les
espaces

— pour un fermé F C R", Hi = {u € H*(R"), suppu C F'},

— H*(Q) = fermeture de D(Q2) dans H*(R"),

— H{(Q) = fermeture de D((2) dans H*().
Par définition, on a toujours H*(2) C H§(€2). L'inclusion inverse est valable dés lors que (2 est
un domaine lipschitzien et s # 3 + Np.

Le théoréme suivant donne les régles de dualité entre les espaces H*(€2).
Théoréme 1.3.1. Soit un ouvert 2 C R" et s € R,

— st H*(Q) = H3*, alors H*(Q) = (H*(2))",

— si HY(Q) = HZ, alors H=*(Q) = (f]s(Q)>*

Pour s € R, les hypothéses du théoréeme précédent sont vérifices dés lors que €2 est un
domaine C° ce qui est toujours le cas dans la suite.

Il reste maintenant & lier les deux définitions entre elles. Cela permet d’utiliser 'une ou
I’autre de maniére complétement équivalente.

1.3.3 Correspondance entre les espaces H* et WW?*

On a donné deux définitions qui ne sont pas, dans un cadre complétement général, équiva-
lentes. Néanmoins, il existe des restrictions pour lesquelles les espaces H® et W? sont les mémes.
Pour cela, il faut vérifier les conditions sous lesquelles les normes sont équivalentes.

Théoréme 1.3.2. Pour s > 0, W*(R") = H*(R").
Le corollaire suivant donne une inclusion.

Corollaire 1.3.1. Pour tout ouvert Q@ C R"™ et s > 0, on a linclusion continue H*(2) C
Ws(Q).

On n’a l'inclusion inverse que sous certaines conditions.

Théoréme 1.3.3. Soit un ouvert Q2 CR™ et s > 0 tels qu’il existe un opérateur lincaire continu
E W (Q) = H*(R") tel que Vu € W*(Q), Eujq = u, alors H*(2) = W*(£2).

Si on suppose que ) est un domaine lipschitzien, alors on peut trouver un tel opérateur F.
Le théoréme suivant étend tous les résultats précédents a un domaine 2 lipschitzien.

Théoréme 1.3.4. Soit ) un domaine lipschitzien,
—(H(Q)) = H(Q) et (ﬁ8(9)> = H5(Q) pour tout s € R
— W*(Q) = H*(2) pour tout s > 0.
L’avantage d’avoir deux définitions est qu’on peut utiliser de maniére équivalent 'une ou

l'autre (lorsque cela a un sens!). On a finalement les théorémes d’inclusion des espaces de
Sobolev.
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Théoréme 1.3.5. Soient —oo < s <t < 00,
— soit K € R™ un compact, alors linclusion Hk C Hj- est compacte,
— soit Q C R™ un ouwvert borné, linclusion H'(Q) C H*(Q2) est compacte.

On définit maintenant les espaces de Sobolev de frontiére.

1.3.4 Espaces H® de frontiére "classiques"

On définit ici les espaces de Sobolev définis sur la frontiére I' d’un ouvert 2 C R™. On sépare
cette partie en deux. D’une part, on introduit les espaces de Sobolev de frontiére "classique"
tels qu’ils vont étre utilisés en acoustique. D’autre part, on introduit les espaces de Sobolev
relatifs aux équations intégrales en électromagnétisme.

Ces espaces de frontiére apparaissent naturellement lors de la construction des équations
intégrales.

Espaces H? classiques de frontiére

Les espaces H® de frontiére classiques se définissent simplement & partir des définitions des
espaces H® de la partie précédente. Il faut remarquer qu'une surface I' plongée dans 2 C R"
est I'image de R"~! par une transformation (. Ainsi, on pose

C:R"P SR
lipschitzienne telle que I' = (2, ((2')), 2’ € R*L.
Pour u une fonction définie sur I', on pose
uc(2') = u(2', ¢(a)), ' € R
Définition 1.3.6 (Espace H*® de frontiére). Soit s € R, I' une surface plongée dans Q C R",
on définit
H¥ ) = {ue L*T), uc € H*R")}.
muni du produit scalaire

(u, U)HS(F) = (UC7 UC)HS(Rnfl).

On a cependant les limitations suivantes,

— pour € lipschitzien, I'espace H*(I") est bien défini dés lors que |s| < 1,

— pour I de classe C¥~1, k > 1, H*(T") est bien défini dés lors que |s| < k.
On peut se rapporter a [26] par exemple.

Le dual de H*(T") est alors H*(I") auquel on associe la norme

|lul|l—s = sup M
vers (o ||Vl

On peut étre amené a travailler sur des surfaces ouvertes. C’est par exemple le cas lorsqu’on
traite des problémes "d’écran" comme une plaque infiniment mince. Supposons qu’on ait I'y C
I', on définit similairement aux espaces sur €2

— H(To) = {Ur,, U € (D)},

— H*(Ty) = fermeture de D(I'y) dans H*(T'),

— H{(Ty) = fermeture de D(I'y) dans H*(Iy).
Les propriétés des espaces H*(€2) se prolongent ensuite aux espaces H*® surfaciques.

On présente maintenant 'opérateur de trace. C’est en appliquant cet opérateur qu’on fait
apparaitre naturellement les espaces H*(T").
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Opérateur de trace

L’opérateur de trace est un outil fondamental dans la constructions des formulations inté-
grales. Il permet de passer d’un probléme mixte surfacique—volumique, pour lequel on a des
potentiels volumiques qui s’expriment comme des intégrales surfaciques, a un probléme pure-
ment surfacique tout en donnant la régularité des potentiels sur la surface I'.

L’opérateur de trace peut étre vu comme une généralisation de la notion de restriction ur
d’une fonction u € H*(€2). On définit en fait un ensemble d’opérateurs de trace ;.

Théoréme 1.3.6 (Théoréme de trace). Soit Q2 un domaine de frontiére ', on définit l'opérateur

de trace vy : D(Q) — D(I") comme
You = ulp .

. . 1 o .
Si Q est un domaine C*~1 et 3 < s <k, alors ~yy peut s’étendre a un opérateur linéaire continu

et borné
Yo : H¥(Q) — H* 3 (T).
1
S1 Q) est lipschitzien, alors 7y est borné pour 5 <s< 5
1
On peut généraliser vy. Soit Q un domaine C*¥=1, s € R, {j,k} € N avec 3 +7<s <k,

alors il existe un opérateur de trace linéaire continu vy; tel que
P HO(Q) = H973(T)
qui est une généralisation de
o
T ond |
pour u € C(Q) ou s +j <1 €N.

Si on considére par exemple un domaine C° lipschitzien et u € H} (), alors you € H/?(T)
et vyu € H-Y2(D).

On a introduit ici les espaces de Sobolev de frontiére dont on se sert quand on traite les
équations intégrales relatives a I’acoustique. On présente maintenant les espaces de Sobolev de
frontiére spécifiques aux équations intégrales en électromagnétisme. Ils se déduisent des espaces
H*(T") classiques.

1.3.5 Espaces de Sobolev de frontiére pour I’électromagnétisme, dé-
composition de Helmholtz

On présente ici les espaces de Sobolev de frontiére pour 1’électromagnétisme. On leur dédie
une partie a part car on va les particulariser sur les surfaces polygonales. On reprend une partie
des notations et les définitions de [13].

On introduit premiérement l’espace Hcii/ *(T') puis Pespace Hr_otl/ *(T'). On introduit finale-
ment la décomposition de Helmholtz.

On suppose que I' = |J, I';. Pour deux éléments I'; et I'; adjacents, on pose e;; I'aréte les
séparant, 7;; un vecteur directeur de e;;, 7; un vecteur normal unitaire a 7;; sortant de I'; et 7;
un vecteur normal unitaire a 7;; sortant de I';. On introduit premiérement 1’espace

L}(T) ={ve[L*D)) v -n=0}
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avec d la dimension de 2. On introduit ensuite

HY?() = {v e LX), Vi, v|pr, € H/*()} .

On introduit ensuite les deux opérateurs de trace
— la trace tangentielle telle que

v HYQ) — HY*(D),

VI nXvp
avec n la normale a I'. L’espace H i/ ? est tel que

Hi/Q(I‘) = {V € Hi/Q(F), V|, - 7 = v|r, - 7; pour tout I';, T'; voisins} :

On pose Hy (T = (Hi/Q(F)) sont dual.
— la "composante de trace tangentielle" telle que

9 HHQ) — HIP (D),
v—n X (uxn)p

1/2 y,0 .
avec H L/ définit comme

Hiﬂ(F) = {V e HA(), v|r, - Ty = Vlr, - Tij pour tout I';, I'; VOiSiHS} :

On pose HIUQ(F) = (Hi/Q(F)>* sont dual.

1/2

On est maintenant en mesure de définir 'espace H;,

Définition 1.3.7 (Espace H;l/z(div7 ['). On définit l’espace
H; Y (div,T) = {v e HVA(D), divrv € H*W(F)} .
C’est un espace de Hilbert pour les normes

||V||2—1/2,div = ||V||2—1/2 + ||diVFV||2—1/2a

1
||V||2—1/2,div = ||V||2—1/2 + k_2||diVFV||2—1/2 (en électromagnétisme)
w

avec kg un parametre réel.

On a une définition équivalente lorsque I' est réguliére en remplagant simplement H. 1/2

par H~'/2. Dans toute la suite, en faisant un abus de notation, on écrira toujours H (E/ 2, la
régularité de I' se déduisant du contexte.

On a de plus la relation

Hy”” = 3(Heon(2))

ot Hioy(Q) = {v € [L2(Q)], totv € [L?(Q)]d}.
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Définition 1.3.8 (HII/Q(rot,F)). On définit l’espace
HV2(div,T) = {v e HA(D), rotrv € H*W(P)} .
C’est un espace de Hilbert pour les normes

||V||%1/2,div = |’V||%1/2 + HthVHL/%

1 , "
||v||2_1/27diV = HV||2_1/2 + ]{:—2H1"o‘l:pv||2_1/2 (en électromagnétisme).

Dans le cas ou I' est régulieére, on peut remplacer Hll/ 2 par H~/2. On fait, comme précé-

demment un abus de notation en écrivant dans toute la suite Hr:)tl /2
On a de plus la relation

H_1/2 = ’YT(Hrot(Q))'

rot

Proposition 1.3.1. Les espaces H(;i/z et Hr;i/z sont duaux pour le crochet de dualité

(7tu,%V>:/ (&V-U—V-QU) A, Yue Heo(Q), Vve HY(Q).
Q

Décomposition de Helmholtz—Hodge

Similairement a la décomposition de Helmholtz existant pour les champ définis dans €2, on
a une décomposition surfacique.

Théoréme 1.3.7 (Décomposition de Helmholtz-Hodge). On a

Hf1/2(I‘) _ Jnx Vr(HY?(T)/C) @ Vi (H**)/C) si I suffisamment réguliére,
v n x Vr(H'*(T)/C) & Vr({ve H(T)/C, Arv € H/*(I")}) sinon.

Ce théoréme de décomposition est utile au chapitre 6 pour déterminer un indicateur A pour
I’équation intégrale EFIE.

1.4 Lemmes de Céa et bramble—Hilbert

On donne ici deux lemmes importants relatifs a la méthode des éléments finis qui servent
au chapitre 3 pour déterminer des estimations a priori de convergence lorsqu’on utilise une
méthode de type Galerkin pour la discrétisation des équations intégrales.

On commence par le lemme de Céa. Il donne une relation entre la distance entre la solution
exacte et la distance entre la solution exacte et 'espace d’approximation.

Lemme 1.4.1 (Lemme de Céa). Soit u € V la solution exacte d’une équation Au = f,
a € L(V,W) la forme bilinéaire associée, et uy, € Vj, la solution discréte du probléme variationnel
associ€, alors de maniére générale

a .
= wnlly < (1+”’M) inf lu— ol
ayp, v VY

ot ||la||v.w est la norme de a et oy la constante issue de la condition inf-sup discréte de la
proposition 1.1.1.
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Cette inégalité signifie que I’écart entre u et son approximation discréte u; n’explose pas.

On a ensuite le lemme de Bramble-Hilbert qui fournit une indication sur les erreurs d’in-
terpolation en dimension finie dans les espaces de Sobolev. On I’énonce pour s > 0 entier mais
se généralise grace aux interpolations complexes d’espaces a s € R*.

Lemme 1.4.2 (Lemme de bramble-Hilbert). Soit Q@ C R? un ouvert borné de diametre h. On
pose P(Q) lespace des polynomes de degré au plus k sur Q. Soit u € H*(Q) et on suppose de
plus que toutes les dérivées mj-emes pour m; = 0, ..., m existent, alors il existe une constante
C(m, Q) indépendante de u telle qu’il existe un polynéme v € P™1(Q) tel que pourk =0,...m

lu = olle < Cm, Q) B™* [ul,p.

Il peut étre formulé plus simplement en posant v = Zu une interpolation P™~! de u. Dans
ce cas,

Lemme 1.4.3 (Lemme de Bramble-Hilbert — Forme simple). Sous les hypothéses précédentes,
avec v € P™1(Q) une interpolation de u, on a

|u —vl|x < C(m, Q) K™ |ul,,.

C’est sous cette derniére forme qu’on utilise le lemme.

On donne un exemple d’utilisation de ce lemme pour obtenir une information sur la conver-
gence a priori de Perreur. On suppose que u € H'/2(Q) et que u;, € P1(2). On suppose de plus
que |u|q existe. On a donc m = 2 et k = 1/2. Le lemme de Céa puis le lemme de Bramble—Hilbert
donnent

[u—unll1/2 < Ceea [[u —vl|1/2,
< C Coea h*? |uls.

On en déduit un taux de convergence maximum de l'erreur en O(h%?). 1l s’agit du taux de
convergence asymptotique lorsqu’on raffine uniformément le maillage. En pratique, la solution
n’est que rarement suffisamment réguliére pour permettre de I'atteindre®.

1.5 Eléments d’analyse microlocale

On effectue ici une courte introduction a l’analyse microlocale. C’est un outil puissant
qui permet de décrire le comportement local d’'un opérateur pseudo-différentiel. 11 consiste a
représenter cet opérateur dans le domaine de Fourier (on appelle cette représentation symbole)
afin de récupérer des informations sur son action. On extrait du symbole son symbole principal
qui va représenter l'effet dominant de 'opérateur, notamment son caractére régularisant ou
dé-régularisant. Pour utiliser 'analyse microlocale, il faut cependant faire une hypothése forte
de régularité sur le domaine : dans cette partie, et a chaque fois qu’on manipule des outils
d’analyse microlocale, on doit supposer que le domaine €2 sur lequel on observe 'action d’un
opérateur pseudo—différentiel est de classe C*°.

1.5.1 Notion d’opérateur pseudo-différentiel

On introduit ici la notion d’opérateur pseudo-différentiel. Elle étend la notion d’opérateur
différentiel. Dans cette derniére catégorie, on peut par exemple citer 'opérateur gradient, la-
placien, etc. Par exemple, 'action "dérive" pour un opérateur pseudo-différentiel ne se fait pas

5. On a supposé que |uly existe. Cela justifie également 'utilisation de raffinement (auto-)adaptatif.
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forcément par l'action d’un opérateur de dérivation classique. Les opérateurs intégraux (ou
non) que nous allons manipuler dans la suite appartiennent tous a des sous-classes d’opérateurs
pseudo-différentiels. On donne maintenant les résultats classiques de la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels et de I’analyse microlocale, sans les démontrer.

Symbole classique

On définit ici le symbole classique pour les opérateurs sur des fonctions/distributions sur un
domaine 2 C R".

Définition 1.5.1 (Symbole classique). Soit m € R, on définit la classe de symboles S™(2x R™)
d’ordre m comme [’ensemble des fonctions a € C®(Q2 x R™) avec la propriété que pour tout
compact K C §) et tout multi-indice o, B on peut trouver une constante ¢(K, «, 5) > 0 telle que

(2) (2 s

Cette définition implique que
— toutes les dérivées de a sont bornées en x,
— la croissance a l'infini en & des dérivées de a est controlée.
On associe a un symbole classique un opérateur pseudo-différentiel standard.

< o(K,a,B) (1+[¢?) 7

Définition 1.5.2 (Opérateur pseudo-différentiel standard). Etant donné a un symbole, soit
u € C(R) et 4 sa transformée de Fourier, x € Q, on définit l'opérateur pseudo-différentiel
standard comme

N 1 X
Az, =iD)u = s | e ale ae) de
ou encore

A(z,—iD)u = ) Fumsett)

; // O o, €) uly) dy de

ot on a posé F,_¢ la transformée de Fourier directe et ]—"{_m la transformée de Fourier inverse.

On note OPS™(2 x R™) 'ensemble des opérateurs pseudo-différentiels dont le symbole est
d’ordre m.

Théoréme 1.5.1. Soit A € OPS™(Q x R™),
— A:C(Q) — C(Q) est continu avec C§° espace des fonctions C* a support compact
dans 2.
— pour tout ensemble compact K C ), A s’étend en une application linéaire continue
A+ () > HE™(Q).

— dans le cadre des distributions, A : £ — D* est continu avec E* est l'espace des distri-
butions a support compact dans 2.

Au vu de ce théoréme, il y a donc un lien direct entre 'ordre de 'opérateur et la régularité
de son image. Ainsi, un opérateur d’ordre négatif est régularisant alors qu’on opérateur d’ordre
positif est dérégularisant.

Pour un A : C°(Q2) — C>(Q), il existe une unique distribution K4(z,y) € D*(Q x Q)

appelée noyau de Schwartz telle que
) = / Ka(z,y) uly) dy.
Q
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Théoréme 1.5.2. Pour A € OPS™(2 x R"), alors K4 € C*(2 x Q\{(z,x), x € R"}). De
plus,

Ka(e.9) = hwo =) = o = o 2 n) " [ (200" a(e.0)) %

n

m—+n
2

ou N est le plus petit entier tel que N > [ } +1 quand m+n > 0 et N = 0 quand

m+n <0.

Ce théoréme ne signifie pas que K4 est singulier sur la diagonale (z,z) € 2 x 2. On a les
propriétés suivantes sur S™ (€2 x R™).

Propriété 1.5.1. On a
— m<m' =S80 x R") C S"(Q x R") C S™(Q x R"),
AN
— aeS"(OQxR") = (%> (a_g) a € S™ll(Q x RY),
— a eSO XR") ethe S™(QxR") = abe S™™(Q x R).

En utilisant les propriétés précédentes, on peut définir le symbole principal d'un opérateur.

Définition 1.5.3 (Symbole principal). Soit a € S™ (2 x R") et une suite de symboles a,,, €

S™i (2 x R™) tels que m; > mjy; — —o0. On appelle Zamj une expansion asymptotique de
=0
a si pour tout k >0 on a

k—1
a— Zamj € S™(Q x R")
=0

(o]
et on écrit a ~ Z ;- Le terme an,, est appelé symbole principal.
§=0

Le symbole principal apparait comme le terme qui contient le degré de régularité de I'opé-
rateur.

Théoréme 1.5.3. Pour une suite de a,,, € 8™ (2 x R"), m; > mj,, — —oo, il existe un
unique symbole a € S™° (2, R"™) modulo S™°(Q2 x R™) tel que pour tout k > 0,

k—1
a— Zamj € ST x R™).

J=0

Autrement dit, deux symboles ayant la méme expansion asymptotique sont égaux & un
symbole d’ordre —oo prés, ou encore deux opérateurs pour lesquels I’expansion asymptotique de
leur symbole différe d’'un symbole d’ordre —oo, sont égaux a un opérateur infiniment régularisant
pres.

Définition 1.5.4 (Symbole classique). On dit que a € ST (€2, R") est un symbole classique
d’ordre m si la suite (m;);>o est telle que m; = m—j et les termes de l'expansion asymptotique
sont homogénes de degré m — j, i.e. vérifient

(2, 6) = t"Ja(x,£)  pourt>1et [ > 1.
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On est désormais capable de caractériser complétement un opérateur a partir de son symbole.
La question est désormais de savoir si a partir de la forme "compléte" de I'opérateur on est
capable de calculer son symbole. La réponse est oui, mais. . .

On a besoin de la définition suivante.

Définition 1.5.5 (Distribution proprement supportée). Une distribution K € D*(Q x Q) est
dite proprement supportée si pour tout compact K C €2, supp KAN(K xQ) et supp K4N(Qx K)
sont compacts dans €2 x 2.

On dit alors qu'un opérateur est proprement supporté si et seulement si son noyau de
Schwartz I’est. On a alors le lien opérateur — symbole suivant.

Théoréme 1.5.4. Si A € OPS™(QxR™) est proprement supporté, alors son symbole est donné
par

a(z, &) = e ¢ (Ae™?) ().

On a également des résultats pour 'opérateur adjoint. Premiérement sur sa forme a partir
du symbole a de A :

(271r)” / " /Q eV aly, —€) uly) d€ dy.

Théoréme 1.5.5. Si A € OPS™(Q2xR™) est proprement supporté, alors A* € OPS™ (2 xR").

A*u(z) =

Opérateur intégral de Fourier

Définition 1.5.6 (Opérateur intégral de Fourier). On dit que A € L™(2) si pour une fonction
d’amplitude a(z,y,£) € S™(Q x QA xR") on a

Aule) = s [ ety ) u(y) dy e

Par construction, OPS™ (2 x R™) C £™(R2). Un opérateur R € £L7°°(12) est dit lissant.
De la méme maniére que pour A € OPS™(Q2 x R"), si A € L™(2) est proprement supporteé,

on 8 a(z, ) = =€ (A (2) et a2, &) ~ 3 (((%) (—z'a%)aa(x,y,g))

al
a>0 lz=y

Un opérateur A € L™(£2) peut donc s’écrire de maniére non unique sous la forme
A=Ay+ R, AycOPS"(QxR"), Re L")
avec Ay proprement supporté. On peut lui associer le symbole
a(z, &) = e (Aoeig") ().

Définition 1.5.7 (Classes de symboles). On pose o4 la classe d’équivalence des symboles
complets associés a A dans S™(2 x R")\S™>°(Q x R"™) par la formule ci-dessus. L’application
Ae L™(Q) — a € oa est un isomorphisme.

On pose oma la classe d’équivalence des symboles principaux dans S™(£2 x R™)\S™ 1(Q x
R™). Elle induit de méme un isomorphisme de L™(Q)\L™ 1 () — S™(Q2 x R")\S™ Q2 x R™).

On récupére les propriétés suivantes sur L£7(€2).
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Théoréme 1.5.6. Soit A € L™(2), alors les opérations suivantes sont continues

AL CR(Q) = C(Q),
A:E(Q) — D),
A H3(Q) — HZ™(S).

loc
Si de plus A est proprement supporté, les opérations suivantes sont continues
A:CP(Q2) — C5o(Q),
)

LC%(Q) — C®(Q),
LEN Q) — E5(Q),

ok ok
9
°8

1

9

B

A:H () — H ™(Q).
On peut se demander a quelle classe appartient la composition de deux opérateurs.

Théoréme 1.5.7. Soient A € L™ (Q2) et B € L™(Q)) dont un des deuzx au moins est propre-
ment supporté, alors

Ao B e LmFm2(Q).

Mieux, Ao B et B o A ne difféerent que d’un opérateur d’ordre m; + my — 1, i.e. une partie
plus réguliére. Autrement dit, leurs parties principales sont les mémes.

De méme que pour un symbole classique, on définit la sous-classe des opérateurs pseudo-
différentiels classiques.

Définition 1.5.8 (Opérateur pseudo-différentiel classique). Un opérateur A € L™(Q) est dit
classique si son symbole complet a un représentant dans ST (€2 x R™). On appelle cette sous-
classe L7().

On peut trouver un représentant de o,,4 tel que
0 _ m 5
o) = Il ().

Le symbole a?, est appelé symbole principal homogéne de A € L™(Q). Dans la suite, et par
abus de langage, on 'appellera plus simplement /e symbole principal.

Opérateur et changement de coordonnées

Une question importante est de savoir comment évolue 'action / la nature d’un opérateur
sous changement de coordonnées. On se donne deux domaines 2 et Q' tels qu’il existe un
difféeomorphisme ®

O:0—Q
r— 1 =d(x),

et un opérateur A € L™(Q). Si ® est un C*°-difféomorphisme, alors 'opérateur Ay = ,AP* €
L™(Q)° et la classe de symbole de Ag admet une décomposition asymptotique de la méme

6. Les fonctions ®* et @, sont appelées respectivement pullback et pushforward, voir [49] p. 320.
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forme que celle de A. Autrement dit, une transformation C* ne change pas 'action / la nature
de I'opérateur.

Cette propriété va nous étre trés utile dans la suite puisque dans la plupart des cas, on n’est
pas capable de calculer le symbole principal sur une surface I' mais on peut espérer avoir des
formes explicites lorsqu’on travaille avec des géométries simple comme R™ ou bien un cercle.
Il suffit alors d’étudier le comportement de A sur cette géométrie simple, et d’en déduire le
comportement sur les géométries qui nous intéressent. Cependant, cela n’est valide que si le
changement de coordonnées est C*°. Par exemple dans le cas d’une surface 1D (donc plongée
dans R?), si on fait une étude sur R ou un cercle, on ne pourra en déduire le comportement
que sur des courbes fermées infiniment réguliéres. . .

Opérateur elliptique

Les opérateurs elliptiques sont une sous-classe de £™(€2) qui vont avoir 'avantage d’étre in-
versibles. Comme précédemment, on définit en paralléle la notion d’ellipticité pour les symboles
et celle pour les opérateurs.

Définition 1.5.9 (Symbole elliptique). Un symbole a € S™(Q x R™) est dit elliptique d’ordre
m si on peut trouver un b € ST"(2 x R™) tel que

ab—1¢€ S HQxR").

Cela signifie que le terme principal de 'expansion de ab doit étre égal a 1 qui est le symbole
de I'opérateur identité.

Définition 1.5.10 (Opérateur elliptique). Un opérateur A € L™(Q) est elliptique dés lors
qu’un des représentants de oy est elliptique.

On peut alors définir la notion de parametrix qui correspond a un inverse approché d’un
opérateur elliptique.

Définition 1.5.11. Un parametriz Qo de A € L™(Q2) est un opérateur proprement supporté tel
que

AoQy—1=0Cy € L7°(Q),
QuoA—I=Cy € L)

avec I ’opérateur identité.

Par conséquent, la définition précédente implique qu'un opérateur dans £7(€) est elliptique
si et seulement si on peut lui trouver un parametrix.

Les parametrix peuvent servir comme préconditionneurs lors de l'inversion itérative d’un
opérateur A. En effet, un opérateur "proche" de l'identité s’inverse plus rapidement qu’on
opérateur "lointain". On peut donc essayer de trouver un parametrix )y de A facilement et
rapidement calculable. On inverse alors 'opérateur A o )y (ou bien )y o A) qui est "proche de
I'identité". Nous nous servirons également de cette notion lors des étapes de construction de
lopérateur A au chapitre 4.

1.5.2 Opérateurs intégraux

On a introduit en 1.5.1 les opérateurs pseudo-différentiels de maniére un peu générale.
Les opérateurs pseudo-différentiels peuvent en fait étre mis sous forme intégrale (définie ou
non définie). La forme intégrale correspond a la forme sous laquelle les opérateurs issus des
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formulations intégrales vont apparaitre. On aimerait donc avoir des formules pour passer d’une
forme a une autre.

Dans cette sous-partie, on va se contenter de rappeler quelques définitions et donner les
formules qui nous seront utiles pour la suite.

Définition 1.5.12 (Fonction pseudo-homogéne). On dit que k,(z,2) € C* € (2 xR"\{0}) est
pseudo-homogéne de degré q € R par rapport a z st

ky(z,tz) = tk(x,z), YVt > 0 et 2 # 0 si g ¢ Ny,
ky(z,2) = f,(x,2) +1og |2| py(x, z) siqe Ny

ol py(x, 2) est polynomial de degré q en z et fy(x,tz) = t1f(x,z). On pose Vhf, la classe des
fonctions pseudo-homogénes de degré q.

De la méme maniére que pour un symbole, k(z, x —y) a un développement pseudo-homogéne
de degré ¢ si on peut trouver des k,1; € Vhf,i;, 7 € Ny tels que

J
k(x,z —y) = Zl{;q+j(x,x —y) €CT(OAXxQ), 0<d<1.

J=0

On aimerait donner un sens a I'opérateur A tel que

Aufz) = / (o7 — ) uly) dy.

Cependant, cette intégrale peut ne pas étre définie. On utilise le concept d’opérateur intégral
en partie finie d’Hadamard. On donne ici la définition telle que donnée dans [49].

Définition 1.5.13 (Opérateur intégral en partie finie). Soit un domaine Q et Qo C Q convexe.

On pose R(0) la distance radiale de x € Qy ay € 9Qq dépendante de § = |x — y|. L’opérateur
r—Y
intégral en partie finie d’Hadamard est défini par
p.f. /Q ky(x,x —y)u(y)dy = ...
1
[ Baa =) u) = 3 =0 D) pdy+ 3 dufe) Do)
laj<s o<k
avec kK = [—n —q|. Pour p=—n—q— k&, p €]0,1], on a
do(@) = ——— L [ Reie(d) 6% b (2, —0) duw
T el Joe e
1
ot ky(z,z —y) (x —y)* dy
(0% 2\ Q0
pour tout « tel que o] =Kk —j et j=0...K.
St p =0, alors
do(2) = = [ log R(G)6° ) duo + k “d
alr) = = 5 8 (0) 0% kq(w, =0) dw + — oo oz, —y) (y — )" dy.
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Ce concept est trés proche de celui d’intégrale en partie finie d’Hadamard qu’on ne donne
pas. En pratique, lors du calcul d’une telle intégrale, on isole le terme indéfini qu’on se contente
de retirer afin de ne garder que la partie finie.

La construction des formules symbole— noyau, respectivement noyau — symbole nécessite
de particulariser selon que 'ordre m de I'opérateur associé est positif ou négatif. On peut retenir
comme résultats intéressants que

— si m < 0, l'opérateur intégral n’est pas donné en partie finie.

— le degré de pseudo-homogénéité du noyau de Schwartz dépend non seulement de I'ordre

de 'opérateur, mais aussi de la dimension de I'espace !

On donne maintenant les formules de transformation entre le noyau de Schwartz et les
termes du développement asymptotique du symbole. On considére A € L7(2), m € R. Son
noyau de Schwartz est une fonction pseudo-homogeéne de degré x avec Kk = —m —n. On rappelle
qu’on peut obtenir le symbole correspondant a une partie proprement supportée Ay de A par
la formule

a(z, &) = e A () et
~ Z agnfj('ra 5)
=0

Pour la transformation noyau — symbole, on distingue 3 cas :

1
m—j <0 Pour z € Q, et ¢ une fonction de cut-off telle que ¥(z) = 1 pour |z] < = et

¥(z) = 0 pour |z] > 1.

[\]

ap,_; = lim kyvj(x,2) 9 (;) e %7 dz. (1.2)

t—o0 Rn

m¢Nyg eem—j>0 Ona

ay,_;(x,€) = p.f. /n kyj(z,2) e % dz. (1.3)

meNpetm—j>0 Si/ 0% fi(x,0)dw = 0, alors
16|=1

n

ap,_i (2, &) = Z ca(x)(if)o‘—l—p.f./ ks j(z,2) e % dz. (1.4)

la|=m—j
ot ¢, () correspond aux coefficients de I’expression de 'opérateur différentiel "classique".

Pour la transformation symbole — noyau, il y a seulement deux cas :
m-—j<o0

1
kyyj(x,2) = @) p.f./ e al (2,8)dE, 1€, zeR™ (1.5)

m —j >0 En posant [ € Ny tel que 2l > m +n — j,

bs(02) = G [ @ ab (vl s+

(27
i [, €A om0 - ve e (19
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Ces formules sont a peu prés tout ce dont nous aurons besoin lorsque nous chercherons a
déterminer la forme de certains opérateurs a partir de leur symbole ou bien le symbole & partir
des opérateurs.

On termine ici sur I’analyse microlocale. Il faut essentiellement retenir que
— il y a un lien directe entre la notion de symbole et celle d’opérateur pseudo-différentiel,
— lordre d’un opérateur défini son degré de régularité (dérivation, intégration, combien de
fois),
— Dlinformation sur 'opérateur (degré, etc.) est contenue dans son symbole principal,
— un opérateur elliptique est inversible,
— tout opérateur de la classe L7(€2) peut se mettre sous forme intégrale avec un noyau
pseudo-homogene.
Il devient ainsi "relativement aisé" de déduire la forme d’un opérateur pseudo-différentiel &
partir de propriétés qu’on lui impose sur le symbole. Cela ne signifie pas qu’il est utilisable tel
quel en pratique. ..

1.6 Conclusion sur les outils

Dans cette partie, on a introduit les outils principaux nécessaires a la manipulation des
équations intégrales et des opérateurs qui entrent en jeu. Dans la partie suivante, on rappelle
la construction des formulations intégrales pour l'acoustique et I’électromagnétisme.

30 Chapitre 1 Marc Bakry



Chapitre 2

Construction des formulations intégrales
pour 'acoustique et ’electromagnetisme

L’objectif de cette partie est la construction des équations intégrales associées aux problémes
de propagation d’une onde acoustique et d’'une onde électromagnétique et la caractérisation du
cadre fonctionnel dans lequel on évoluera. Son contenu se veut comme un résumé, un peu étoffé,
des techniques mises en ceuvre afin de faciliter la compréhension par un lecteur non averti. Le cas
de I'acoustique consiste a propager un champ scalaire correspondant a un potentiel du champ
vectoriel de vitesses. Le cas de I’électromagnétisme consiste a propager le champ vectoriel des
composantes spatiales du champ électromagnétique. Cela pose des difficultés supplémentaires
vis-a-vis du controle des composantes au travers de la surface.

Pour cela, on commence par établir I’équation relative au probléme fréquentiel de propaga-
tion acoustique. On caractérise ensuite son comportement dans un domaine d’extension infinie
ce qui permet d’établir les formulations intégrales des champs. On en extrait quatre opérateurs
principaux dont on donne les propriétés mathématiques. On construit les équations associées
au probléme de propagation extérieure pour conditions limites sur la surface de 'objet dif-
fractant de type Dirichlet et Neumann et on identifie les espaces fonctionnels entrant en jeu.
On conclut sur 'acoustique en donnant les espaces d’approximation qu’on utilise dans le cadre
d’une résolution par des méthodes de type Galerkin.

On traite ensuite le cas de ’électromagnétisme en construisant sans donner les détails les
équations de propagation a partir des équations de Maxwell. De la méme maniére que pour
I’acoustique, on construit les équations intégrales et on détermine les espaces fonctionnels en-
trant en jeu. On termine cette partie sur les espaces d’approximation conformes qu’on utilise
dans la suite.

Ce chapitre s’appuie trés fortement sur les livres de Nédélec [59], Colton & Kress [25]
ainsi que sur le cours d’A. Bendali sur les équations intégrales [7].

2.1 Meéthodes intégrales pour ’acoustique

On commence dans un premier temps par construire I’équation de propagation d’une onde
acoustique dans le domaine temporel. On supposera ensuite qu’on est établi en régime per-
manent afin d’en déduire ’équation d’onde dans le domaine fréquentiel. On en calculera alors
la solution élémentaire et on en déduira les potentiels volumiques. Par application de I'opéra-
teur de trace défini au théoréme 1.3.6, on obtient alors les formulations intégrales. On leur
associera les conditions limites qui nous intéressent pour en extraire les équations que nous
résoudrons et les opérateurs intégraux que nous étudierons.
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2.1.1 Equation de propagation d’une onde acoustique

On présente ici la construction de I’équation d’onde dans un fluide compressible de viscosité
faible. Dans d’autres milieux, on aboutira a la méme équation, mais la méthode et les hypothéses
différent.

Equation d’onde dans le domaine temporel

On considére un milieu homogene continu isotrope dans R? ou R?. Afin de rester dans un
cadre physique linéaire, on va supposer que les ondes acoustiques sont de faible amplitude.
On pose v(z,t) le champ de vitesse, py + p(x,t) le champ de pression, pg + p(x,t) le champ
de densité volumique et Sy + S(z,t) le champ d’entropie. On considére que v, p, p et S sont
des petites perturbations des champs X et peuvent donc étre négligées le cas échéant. On a
trois équations bien connue qui sont I’équation de Navier-Stokes pour les fluides compressibles
visqueux en général, I’équation de continuité qui assure la conservation de la masse, et une
équation d’état qui va lier la pression a la masse volumique et 'entropie (ou la température).
Compte-tenu de 'hypothése v < 1, on peut supposer la viscosité nulle. On aboutit alors aux
équations suivantes

1
(Eq. d’Euler) g—‘t’ + - grad p=0,
(Eq. de continuité) % + po div v =0,
dp Of dp
Eq. d’état - == —.
( q eta ) ot ap(pOaPO) ot

En combinant ces équations entre elles, on obtient I’équation d’onde en pression

1 0%p
Ap— —=—==0 2.1
P 5 (2.1)
ol ¢ est la célérité de I'onde dans le fluide. De ’équation d’Euler, on en déduit I’existence d’'un
potentiel des vitesses U tel que

1
v=——grad U et o

= ——. 2.2

o p B (2.2)
De fait, ce potentiel vérifie encore I’équation d’onde
1 0°U

AU — ———=0. 2.3

2 ot? (23)

Cette équation peut naturellement étre résolue par des méthodes comme les éléments finis
mais nécessite I'utilisation d’un schéma numérique d’intégration en temps. De telles méthodes
peuvent étre intéressantes pour étudier les régimes transitoires lorsqu’on module le signal d’ex-
citation.

Equation d’onde dans le domaine fréquentiel — Equation de Helmholtz

On peut décider de ne s’intéresser qu’au régime permanent, qu’on pourra ainsi décrire
. o . o ) w .
comme un régime forcé. L’ensemble du systéme oscille & la fréquence f = o de 'excitation.
T

On pose alors I’Ansatz

Ul(x,t) = R{u(z)e ™"}
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Onde

incidente

FIGURE 2.1 — Schéma de principe pour la propagation d’onde avec I'onde incidente (bleu),
l'onde diffractée (orange), et la frontiére (noire) maillée (rouge).

ou u(x) est appelé phaseur et est une grandeur complexe. En injectant cet Ansatz dans (2.3)

e . . . w .
et en se souvenant que dans un milieu non dispersif on a la relation k, = — ou k, est le nombre
c

d’onde, on obtient '’équation de Helmholtz
(Eq. de Helmholtz) Au+Kk2u=0 (2.4)

dans tout le domaine de propagation. On appelle u 'onde totale qu'on décompose, en utilisant
la linéarité du systéme, en

u=u'~+ u?

ot u® est I'onde incidente (I’agression, par exemple une onde plane) et u? est 'onde diffrac-
tée. L’onde incidente comme l'onde réfléchie doivent étre toutes les deux solutions de
I’équation de Helmholtz.

Conditions aux limites — Sur ()

On doit maintenant décider quelles sont les conditions aux limites que nous allons impo-
ser sur la surface de 'objet diffractant. On va distinguer deux cas correspondant & un objet
non pénétrable et qui méneront a l'utilisation de deux opérateurs intégraux distincts. Il existe
évidemment d’autres types de conditions aux limites (impédance, problémes de transmission,
etc.) !

Objet Sound-Soft On dit qu'on objet est Sound-Soft lorsque le champ de pression sur la
surface de l'objet est nul & tout instant ¢. Cela revient, d’aprés (2.2) & imposer une condition
aux limites de Dirichlet, soit encore

(c.l. de Dirichlet) ur = 0.

On remarque que ce type de condition aux limites ne correspond pas, en acoustique, a un
phénomeéne physique!

Objet Sound-Hard On dit qu’on objet est Sound-Hard lorsqu’on impose au champ de vitesse
normal & la surface de I'objet diffractant d’étre nul pour tout ¢ : 'objet est rigide, ce qui est
physiquement acceptable. .. Toujours en utilisant (2.2), cela revient a imposer une condition
aux limites de Neumann, soit en posant n la normale a I"

ou

(c.l. de Neumann) —| = (grad u-n)r = 0.
on |
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Conditions aux limites — A ’infini

On peut imaginer une multitude de solutions vérifiant (2.3). Cependant, on ne s’intéressera
qu’aux solutions dites "physiques", c¢’est-a-dire d’"énergie finie". Cela impose donc une certains
décroissance de 'amplitude du signal lorsqu’on s’éloigne de 'objet diffractant. Cette condition
sera dite condition de radiation a linfini, appelée dans le cadre de l'acoustique condition de
Sommerfeld, et telle que

lim |z] (Opu(z) — ikwu(z)) = 0. (2.5)

|z]—o0

Cette condition peut se traduire par : le comportement & I'infini est celui d'une onde plane
décroissante d’énergie finie. Mathématiquement, cela revient a imposer au champ acoustique
d’étre H._ dans le domaine de propagation. Cette condition va intervenir explicitement lors de
la construction des formulations intégrales.

Solutions élémentaires de 1’équation de Helmholtz

Définition 2.1.1 (Onde plane). On appelle onde plane une onde de la forme
uP(x) =e

Elle est dite "plane" car son front d’onde est un plan. Une onde plane vérifie I’équation
de Helmholtz homogéne mais pas la condition de Sommerfeld. On introduit alors la notion de
solution élémentaire. On considére une source de type distribution de Dirac en 0, notée ¢y, et
on consideéere 1’équation

— (AE+ kLE) = . (2.6)

Les solutions ne sont pas unique puisqu’on peut y ajouter n’importe quelle combinaison d’ondes
planes. Regardons les solutions radiales, i.e. en fonction de r = |z|. L’équation précédente
devient, en passant en coordonnées polaires/sphériques,

1d dE
——(r—= ) +kE=0,7>0 pourz € R?
rdr dr
1 d dE
- TQ_ +k3VE:07T>O pOUI“mGR?’.
r2dr dr

Ce sont des équations différentielles ordinaires dont la forme générale est connue. On va recher-
cher les solutions se propageant dans la direction des r croissants i.e. les ondes sortantes (on
rappelle que la source est placée en r = 0).

Pour n = 3, la solution générale est de la forme

eikwr e—ikwr
E(T) = C1 + Cy
r T

et la seule solution sortante est celle pour laquelle ¢o = 0, & savoir

eikwr

E(r)=a .

On souhaiterait déterminer ¢;. En intégrant 1’équation (2.6) au sens des distributions sur une
boule B(0, R) centrée en 0 et de rayon R, et par définition de dy, on obtient en utilisant la
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formule de Green—Ostrogradski

—1= / div VE(r)dBy + k?v/ E(r)dB,,
B(0,R) B(0,R)

_ / 9E .y 4oB, + / E(r) dB,,
OB(0,R) or B(0,R)

eika eikWR

R R?

= 47 R%¢ (z’k:w ) +dmey (M F(1 — ik R) — 1),

= —4mey.

En conclusion la solution fondamentale de ’équation de Helmholtz dans R? est

eikwr
E(r)= . 2.7
() ="— 27)
Pour n = 2, on a une équation de Bessel et la solution fondamentale est alors
_ 1w
E(r) = _ZHO (kwr) (2.8)
i

ol Hél)(k;wr) est la fonction de Hankel d’ordre 0.

Dans les deux cas, on vérifie aisément que la solution fondamentale vérifie la condition de
Sommerfeld. Elle va jouer un role fondamental puisqu’elle permet de définir le noyau de Green
a partir duquel nous allons construire les opérateurs intégraux.

Définition 2.1.2 (Noyau de Green). On définit le noyau de Green de l’équation de Helmholtz
comme

Gry(2,y) = E(le —yl), = #y.

Pour assurer les conditions d’existence et d’unicité des solutions, on doit caractériser le
comportement des solutions admissibles en I'infini.

Existence, unicité et caractérisation du comportement des solutions

On considére Br une boule de centre l'origine et de rayon R, et B% son complémentaire
dans R™. Dans cette partie, on va supposer que n = 3; cependant le cas n = 2 se traite de la
méme manieére.

Lemme 2.1.1 (Lemme de Rellich). Soit U un domaine extérieur tel qu’il existe un Ry avec
Bg, C U. Soit une distribution v € D*(U) vérifiant (2.3), alors u € C*(U) et on a lalternative
— u =0 dans U,
— ou bien

SRy > Ro, M > 0, YR > Ry, / u(z)2dz > MR.

Ro<|z|<R
On aimerait vérifier 'unicité des solutions de ’équation de Helmholtz. On va utiliser le
principe d’absorption limite qui consiste a supposer que le milieu est a pertes, & savoir qu’on va
A . T
supposer que ky = ky e, 0 < 0 < 5 (ky admet une composante complexe), puis a faire tendre

0 vers 0.
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Lemme 2.1.2. Soit T € D*(R?), soient wy, wy € H'(B%) deuz solutions de Aw; + k2w; = —T
dans D*(R3), avec supp T' C Bg, alors w; = wy.

Démonstration. w = w; —wy est solution de 'équation homogene. On a alors w € C®(R?), puis
w € H'(R?). Par densité de D(R?) dans H'(R?), il existe une suite (¢,,)m>0 C D(R?) telle que

lim ¢, = w.

En testant ’équation homogéne par ¢,,, en intégrant par parties, puis en passant a la limite, il
vient

IV (z) | — k2 |w(z)? dz = 0,
R3

—k2sin(20) | |w(z)]?dz = 0.
R3

En conclusion, w = 0. O

Sous les mémes conditions, on peut montrer que

Théoréme 2.1.1. Une solution de Au + lz:fvemu = —T est donnée explicitement par
u = kaﬁ *T.
De plus, u € C* en dehors de supp T.

Le principe d’absorption limite donne alors pour # — 0 (i.e. un milieu sans pertes)
U = ka * T

On a toujours u € C*> en dehors du support de T'.
On impose maintenant a u € D*(R?) de respecter la condition de radiation de Sommerfeld.
Dans ce cas,

Lemme 2.1.3. Si Sg = {z € R®, |z| = R}, alors

lim |u(z)|* dSk = 0.

R—o0 SR

Démonstration. En utilisant la formule de Green,

/| R(!VUP — K2 ul?) dx = V- (uVu)de = / u0,udSg € R.
x|<

|J?‘<R Sr

Par conséquent, & </ uo,u dSR) = 0. On a encore P}im |0yu — ikyu| = 0 en utilisant la
S — 00
condition de Sommerfeld.

En développant

/ \Gru—z'kwu|2dSR:/ |8ru\2dSR+k2/ \u|2dSR—2kW%</ aarudsR)
SR SR SR SR

:/ |8Tu\2dSR+k2/ lu|? S,
Sr SR

onaala fois/ |0,u*dSk — 0 et / lu|? dSr — 0. O
SR SR
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Ce lemme permet alors de conclure sur 1'unicité des solutions.
Théoréme 2.1.2. Soient T € D*(R?) et u solution de l’équation,
Au+ kiu=-T dans D*(R?)

obtenue par le principe d’absorption limite et vérifiant la condition de radiation de Sommerfeld,
alors u est unique.

Démonstration. On montre que T'= 0 = u = 0. Si on suppose que u # 0, alors le lemme de
Rellich implique 'existence d'un Ry > R et M > 0 tels que

/ lu(z)? dz > MR.
lz|<R
On a encore d’aprés le lemme précédent l'existence d'un Ry tel que VR > R,
M
/ lu(z)|?dSp < —.
Sk 2

Ainsi,
R

MR< / u(x)[* do = / u(z)|? dx +/ lu(z)|* dS,dr,
lz|<R |z|<R2

Ro J S,
M
< / (@) de + (R — Ry) =,
jal <R 2

Finalement, en divisant par R et en faisant tendre R — oo, on obtient

Ry M
M<(1-22)—=
=(1-3)5

ce qui est une contradiction. ]

Finalement,

— I’équation de Helmholtz admet une unique solution "physique",

— on a caractérisé le comportement cette solution en dehors des termes sources ainsi que
sa décroissance en l'infini,

— on vérifie facilement & partir de la caractérisation de u que u € H (R?), i.e. est d’éner-
gie finie. Cette propriété est une conséquence directe de la condition de radiation de
Sommerfeld.

Ces propriétés nous permettront d’imposer implicitement ces comportements aux champs re-
construits & partir des formulations intégrales.

2.1.2 Formulations intégrales des champs

Dans le cas général, la solution u de I’équation de Helmholtz vit dans tout le domaine de
propagation, y compris l'objet diffractant, par exemple dans le cas d’'un probléme de transmis-
sion. Il n’y a évidemment aucune garantie a priori de continuité de u au passage de I'. On pose
maintenant ; (= ) le domaine intérieur et Q, (= R™\Q) le domaine de propagation extérieur.

. L= U . ou
Soit n la normale sortante a €2;, alors pour u et —, on définit Uiy joxt, =— leur traces
) an7 t/exts

on int/ext
intérieures, respectivement extérieures. Pour cette partie encore on supposera que R” = R3,
mais I’ensemble des résultats reste évidemment valable dans R?. On pose alors

ou ou ou
[U] = Uint — Uext, |: :| = (29)

an)  on|, on

les sauts de traces au passage de I'. On a le théoréme de représentation suivant.

int ext
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Théoréme 2.1.3 (Théoréme de représentation). Pour u solution de l’équation de Helmholtz,
on a les formules suivantes :
x¢T

o) = [ Gt |5o00| = [ G Gute) Wty 210

xeTl

Uing () + Uext ()

5 = /FGkW(x,y) {%(y)} dyy —/Fa%y(c:kw(x,y)) [u(y)] dvy,. (2.11)

Ce théoréeme permet d’établir un lien entre les traces surfaciques de u et g—z et la valeur
du champ en un point x quelconque du domaine de propagation. On passe d'un probléme
volumique & un probléme surfacique. C’est le premier pas vers les formulations intégrales.

Eléments de construction de ces formules Pour tout domaine €2 de frontiére OS2, en se
rappelant que u et E(.—x) sont solutions de I’équation de Hemholtz, on a en utilisant la formule
de Green

0= [ (Gt =)~ 5Bl -0yt ) iy

La difficulté vient du comportement singulier de £/ quand x = y. On suppose donc que = € €); et
on considére une boule B(z, €) centrée en = de rayon € d’enveloppe S, et une boule B(z, R) telle
que Q; C B(x, R) d’enveloppe Sg. On a bien I' C B(x, R)! En appliquant la formule précédente
sur ;\B(z,€) et sur Q. N B(z, R) puis en sommant les deux contributions, on obtient

Oz/FE(y—:r) [%(y)} dvy—ﬁai%E(y—x) [u(y)] dy - -
--—/SCE(y—I)%(y)dvﬁ/&%E(y—w)uw)d%--.

..+/SR E(y—x)%(y)dvy—/s aiE(y—x)U(y)dvy-

Rny

On comprend alors mieux l'intérét d’introduire les deux boules :

— B(z,€) va permettre de controler le comportement de l'intégrale lorsque ¢ — 0 puisque
dans ce cas la fonction u est réguliére. La premiére des intégrales sur B(x,€) est bornée
par € ‘g—Z([L')‘ et tend donc vers 0 lorsque ¢ — 0. La seconde intégrale sur S, prend la
forme

/SiE(y—x)U(y)d%,ZU(l‘)/ 2 By —a)dy, +..

ony 5. Ony

[ B o) al) ~ ata))

Ty

On ot OE  [ik, 1
n notera que — = [ — — —

T o drr A4mr?
par (1+e€ky) SUP ep(s,q [u(r) — u(y)| et donc tend vers 0 par continuité de u. Le premier

terme tend quant a lui vers —1.

e ot par conséquent le second terme est borné
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— B(z, R) quand & elle permet de controler le comportement de I'intégrale lorsque R — oo.
En effet, ces termes peuvent étre réécrits comme

_/ (%E( )—z’k:E(y—x)) u(y) d7y+/SR E(y — ) (g—z —iku(y)) dyy

ou le premier terme est borné par sup |u(x)| et le second par la condition de radiation
TESR
de Sommerfeld. Dans les deux cas, on sait que ces bornes supérieures tendent vers 0.

La formule pour x ¢ I' vient immédiatement. Il reste & traiter le cas x € I'. Les intégrales
sur Sk tendent toujours vers 0. Cependant, B(x,¢€) est divisée en B;(z,€) = B(x,e) NQ; et
B.(z,€) = B(x, €)NS. La seconde intégrale sur S, est toujours bornée par |ting ext () —Uing /ext (Y)|
selon qu’on est dans B; ou B.. Dans les deux cas, la continuité de iy ext assure sa convergence
vers 0.

En ce qui concerne le premier terme, la surface I peut étre assimilée a un plan quand € — 0.

On a 0B;/. = I'c U S;/. et donc / = / P —l—/ O; +/ O, +/ [1.. Par le méme calcul que
S . r.

pour le cas x ¢ I' (mais sur une demi-sphére),

a Uint /ext (L
Uing () dyy, —> — et )
Z/e ﬁny e—0 2

0
Par ailleurs, 8_E (y — ) se comporte comme quand y — z. Quand ¢ — 0, cela revient

Ty [z —y|
a considérer I'. comme un disque de rayon € et de centre x, noté D(x,€). On a donc uniquement
besoin d’étudier le comportement de 'intégrale

/ 1

dont un changement de variable en coordonnées polaires montre qu’elle se comporte comme ¢,
d’otu la formule pour x € I'.

La condition de radiation (donc le comportement de u en 'infini) sont pris explicitement
en compte dans la construction des formulations intégrales et sont donc imposés implicitement
dans les équations finales au sens oti on n’a pas besoin de les prendre en compte numériquement
(avec par exemple des PML dans le cas de résolutions par éléments finis).

2.1.3 Construction des quatre opérateurs intégraux

On voit apparaitre deux opérateurs intégraux dans les formules (2.10) et (2.11) du théoréme
de représentation. On pose le
Potentiel de Simple Couche Sy,

u(z) = (Sk,u) /ka z,y) q(y) dvy, (2.12)

Potentiel de Double Couche Dy,

) = (Du) () = | Wb (1) () . (2.13)

r On,

Ces deux potentiels vérifient ’équation de Helmholtz aussi bien dans €2; que dans €., ainsi
que la condition de radiation de Sommerfeld! On a le théoréme suivant.
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Théoréme 2.1.4. On se donne q € C°(T"). Le potentiel de simple couche Sy, est continu en x
a la traversée de I' et vaut

u(z) :/FGkW(x,y)q(y) dyy- (2.14)

La dérivée normale de Sy, est discontinue a la traversée de I'. Les limites a droite et a gauche
sont alors

ou q(x) 0Gy.,

anl =2 + ' on, (z,y) q(y) dy, (2.15)
ou ~q(x) 0Gy.,

7 +/F on. (z,v) q(y) dvyy. (2.16)

On se donne ¢ € C°(T'). Le potentiel Dy, est discontinu a la traversée de T'. Les valeurs limites
sont alors

Uit () = —ng) + agikw (,y) ¢(y) dvy, (2.17)
Uext () = @ + A aaikw (x,y) @(y) dv,. (2.18)

La dérivée normale de Dy, est continue a la traversée de I' et s’exprime sous forme d’intégrale
impropre a cause de sa singularité.

Par conséquent, toute somme d’un potentiel de simple couche de densité g et d’un potentiel
de double couche de densité ¢ défini une solution admissible u de I’équation de Helmholtz avec
de plus

q:[%ﬂ et o= [u].

Les quatre opérateurs intégraux et les projecteurs de Calderon

Le théoréme précédent a permis de mettre en évidence les quatre opérateurs intégraux a la
base de toutes les formulations intégrales pour ’acoustique. On a donc

Le simple couche
Se.u(e) = [ Gueg) uly) d,
r

Le double couche

oG
DkwlL(ﬂf) = 8 o (SC, y) U(y) d7y7
r Ony
L’adjoint du double couche
[ 0Gy,

Dy, u(x)

- . 877% (:L‘yy)u(y)dr)/yv

La dérivée normale du double couche

0*Gh,
r On;Om,

Ny, u(r) = (z,y) u(y) dvy-

On a les relations de Calderon.
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Théoréme 2.1.5 (Projecteurs de Calderon). Soit

—Dy,, Sk
’}_[ — W *w ,
o (_Nkw Dkw)
les opérateurs

7z

Cint = 5 + Hiy s (2.19)
z
Coxt = 5 H,, (2.20)

sont appelés projecteurs de Calderon. Ils vérifient

Ci2nt/ext = Cint Jexts Cint + Cext =17
De plus,
2 7 .
Dkw o SkWNkW = ZP Dkakw = Skakw;
* . N2 7
N Dr,, = Di Ni, (Dr.)” = NiywSko = 1

On ne suppose plus désormais que ¢ € C°(T') ou ¢ € C%T') qui sont des conditions trés
contraignantes, et on s’intéresse a l'action de ces opérateurs comme opérateurs entre espaces
de Sobolev ce qui revient a travailler avec des espaces de distributions.

2.1.4 Formulations intégrales pour ’acoustique

On construit maintenant les équations intégrales associées aux deux problémes extérieurs
de Dirichlet et de Neumann. On rappelle que le champ total peut étre décomposé en un champ
incident provenant de la source, éventuellement placée a l'infini, et un champ diffracté de telle
sorte que

w=u"+ul, Vu = Vu' + Vul.
On va chercher a calculer le champ diffracté selon la condition limite voulue. On se contente pour
I'instant de donner les équations intégrales, on s’intéressera plus loin aux critéres d’inversibilité.

. . . ou
En utilisant le théoréme de représentation 2.1.3 et les définitions de g = [u] et p = [—} ,

on
6’umt o @ 1 auext
~|on on ’

il vient en remplacant wi,, = [u] + Uext, respectivement
n

Uext = _g - DkWQD + Sk:WQ7 (221)
auext q

=—24D5 qg— Ni_o. 2.22

on 2 + k;wq kw® ( )

Ce sont bien des équations posées sur I'!
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Condition limite homogéne de Dirichlet

On remarque dans un premier temps que par définition, [u] = [ud] , de méme pour la dérivée
normale. De fait, les formules de représentation sont encore valables pour u? et donc

u? = —g — Di, 0 + Sk q sur .

Par ailleurs, imposer une condition limite de Dirichlet homogéne & u sur I' revient & imposer
u? r=— u'| et & prolonger cette valeur a l'intérieur de 2;. Par conséquent, u? est continu au

passage de [' (& ¢ =0) et

Sp,q = —u' (2.23)

puis

q ou’
—=4+D g=— . 2.24
5 + Dr,.4 on (2.24)

Condition limite homogéne de Neumann

On procéde de la méme maniére que pour la condition de Dirichlet. Dans ce cas, ¢ = 0 et

ou’
= 2.25
puis
g Dy =l (2.26)

Critéres d’inversibilité

Les équations (2.23)-(2.26) n’admettent pas toujours des solutions! En effet, I’équation de
Helmholtz peut se mettre sous la forme

Au = —k2u.

On s’intéresse au cas d’une condition limite de Dirichlet (le cas Neumann se traite de la
méme maniére). Si —k2 n’est pas une valeur propre du probléme intérieur avec condition de
Dirichlet, alors u est donnée par les formules précédentes. Si —k2 est une valeur propre du
laplacien (ce qui est possible car ky, € R), alors la résolution de I’équation de Helmholtz devient
un probléme aux valeurs propres et k,, correspond & une fréquence de résonance de la cavité
par rapport au probléme du Laplacien.

En conséquence,

— T’équation (2.23) n’est pas solvable lorsque —k2 est une valeur propre associée au pro-

bléme intérieur du laplacien avec conditions de Dirichlet,

— considérant un vecteur propre w du probléme du laplacien intérieur avec condition de

Dirichlet, il satisfait les hypothéses du théoréme de représentation. Par conséquent,

ow
Sk, I

T 0
_(§+D*W)3_::O sur I

L’équation (2.24) n’admet donc pas de solutions dés lors que —k?2 est valeur propre du
probléme intérieur du laplacien avec condition de Dirichlet.

=0 dans 2.,
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— De maniére similaire, on peut montrer que I’équation (2.26) n’admet pas solution lorsque
—k2 est valeur propre du probléme intérieur du laplacien avec condition de Neumann,

— et qu'il en va de méme pour I'équation (2.25).

En conclusion, en dehors des valeurs critiques énoncées ci-dessus, les équations intégrales
(2.23)-(2.26) admettent toujours une unique solution'. Il existe des formulations intégrales
qui permettent de contourner cette difficulté. Elles utilisent le fait que les valeurs propres du
probléme intérieur pour la laplacien avec conditions de Dirichlet ou Neumann sont différentes.
Cela suggere d’utiliser une condition de type "impédance" afin d’éliminer les modes propres
intérieurs.

Autres formulations — L’astuce de Brakhage et Werner

Supposons qu’on souhaite résoudre un probléme avec condition de Dirichlet (la condition de
Neumann se traitera de la méme maniére). L’astuce de Brakhage et Werner consiste a résoudre
I’équation

d

5 + Dy,.q — 0SSk, q = u (2.27)

ou n est un parameétre réel positif. L’inversibilité de cet opérateur est garantie pour toute
fréquence ky,. Kress montre (voir [53]) que le paramétre optimal, au sens du conditionnement
de l'équation, est n = max{1/2, ky}.

Remarque 2.1.1. L’inconnue q n’a plus de sens physique! On parle d’une formulation en
sources.

La formulation CFIE

Le terme CFIE signifie Combined Field Integral Equation. Cela consiste & combiner pure-
ment deux équations intégrales indépendantes avec des seconds membres différents en introdui-
sant une pondération de I'une par rapport a autre. On se donne un paramétre « € [0, 1]. Pour
le probléme de Dirichlet, la formulation CFIE s’écrit

7

(1—-a) (z + Dkw) q — ikyaSk,q = (1 — a) Ou + ik’ (2.28)

2 on

L’opérateur a inverser est sensiblement le méme que pour 'astuce de Brakhage & Werner mais
les seconds membres sont combinés également.

U
Remarque 2.1.2. L inconnue q correspond toujours a {—}

on

Caractére "bien posé" des équations intégrales et formulations variationnelles

On a supposé jusqu’a maintenant, en dehors des cas ou k,, est une fréquence de résonance,
les équations intégrales étaient toujours inversibles. C’est le cas lorsque ¢ et o sont C°(T"). Ces
hypothéses sont néanmoins tres restrictives et ne tiennent plus lorsqu’on s’intéresse au caractere
H?*(§/;) du champ acoustique. Dans ce cas, on s’appuie sur la théorie des espaces de Sobolev
et on s’intéresse au caractére "Fredholm" des opérateurs intégraux.

On a cherché¢ les solutions u d’énergie finie de I'équation de Helmholtz, i.e. u € H*(Q,/;). Par
conséquent les opérateurs intégraux fournissent la trace des champs et on obtient naturellement

1. Cette affirmation est & nuancer en 2D ot la notion de capacité d’une surface entre en jeu. Voir par exemple
[29] pour une explication claire
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You € HY?(I') et yyu € H~Y?(I') en utilisant le théoréme de trace. Cette caractérisation permet
de définir définitivement le cadre fonctionnel dans lequel on va évoluer.

On a décidé de résoudre les équations intégrales par une approche de type Galerkin (<
éléments finis de frontiére) donc on donne également les formulations variationnelles associées.

Equation (2.23) On considére l'opérateur Sy (< ky, = 0). On peut montrer que
So: H Y2 — HY2(T)

q%ﬁﬁ%@m«wmy

est coercif quand Soqg € HY #(T"). Par conséquent, le lemme de Lax-Milgram s’applique et
garantit 'existence et I'unicité d'une solution. Par dualité, Sog € HY*(I') = ¢ € HV*(T"). De
plus Sy est continu. On peut alors montrer une propriété équivalent pour Sy, ky > 0.

Théoréme 2.1.6. L'opérateur Sy, : HV/*(T') — HY*(T) est un isomorphisme dés lors que
—k2 nlest pas une valeur propre du probléme de Dirichlet intérieur pour le laplacien.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que Si, = Sp+ Ry, ou Ry, est un opérateur régularisant
(donc compact dans ce contexte) d’ordre —3. On a alors

Sky = (T+ R, S5 So.

C’est un opérateur de la forme coercif+compact et il suffit alors d’appliquer ’alternative de
Fredholm. O]

Théoréme 2.1.7. La formulation variationnelle associée a l’équation (2.23) est : pour tout
ve H V3T,

[ v Gty drn == [ @) ota) do (2:29)

Remarque 2.1.3. Ici, on peut préférer la notation utilisant le crochet de dualité (Skyq,v) =
—(u',v) puisqu’on travaille entre espaces duauz.

Equations (2.26) et (2.24) Les opérateurs —% + Dy et %+Dkw sont continus de L*(T") —
HYT).

Théoréme 2.1.8. Les opérateurs L + D et z + Dy, wvus de L*(T') — L*(T") sont des
1somorphismes excepté lorsque ky, est %’une des fréq%ences de résonance déja évoquées.

Démonstration. Les opérateurs Dy, et Dy vus de L*(T') — L*(T') sont compacts. I suffit
encore une fois d’appliquer I'alternative de Fredholm. O

Théoréme 2.1.9. La formulation variationnelle associée a l'équation (2.26) est : pour tout
v € L*(I),

3 [rew s [ o %%xwammw%zﬁwww@wp (2:30)

L’équation (2.24) se traite de la méme maniére.
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Equation (2.25) On a encore une résultat de ce type pour 'opérateur N, .

Théoréme 2.1.10. L’opérateur Ny, : H'*(T') — H~Y/2(T') est un isomorphisme dés lors que
k2 n’est pas une valeur propre du probleme intérieur de Neumann pour le laplacien.

Démonstration. On ne donne pas ici la preuve compléte car trop longue. Elle consiste a retran-
cher Ny a Ny, et a vérifier qu'on obtient un opérateur régularisant d’ordre —3. Le caractére
coercif de Ny permet d’appliquer l’alternative de Fredholm. O

Théoréme 2.1.11. La formulation variationnelle associée a l’équation (2.25) est : pour tout
v e HY(T),

— —
//rotpfu(x) -rotro(y) G, (z,y) dyy dyy - ..
rJr

=k /F/Fv(x) Gro (z,9) p(y) 0, - ny dy, dy, = — | v(x) dry,. (2.31)

ou ny, respectivement n, est la normale o I' en x/y.

2.1.5 Espaces conformes pour les équations intégrales en acoustique

Les équations introduites dans la partie 2.1.4 sont résolues par une méthode de type Galer-
kin. La surface de 'objet diffractant est discrétisée en un maillage 7,. On utilisera des segments
dans le cas d'une propagation dans R? ou des triangles dans le cas d’une propagation dans R?.
Il s’agit donc uniquement de trouver un espace d’approximation conforme Vj, pour chaque
équation. On peut remarquer que

POT,) € LA(T) ¢ HV4(I)

ou P°(Ty) est lespace des fonctions constantes par morceaux sur les éléments 7 € 7. On a
encore, pour tout k > 1,

PH(T,) ¢ HY(T) ¢ HY*(I') ¢ L*(T) ¢ H~Y*(I)

ot P*(T,) désigne I'espace des fonctions polynomiales de degré k > 1 par morceau avec recol-
lement CY entre les éléments du maillage.

Par conséquent, les équations (2.23) et (2.24) peuvent étre discrétisées en utilisant V}, =
PO(Ts). Les équations (2.23)—(2.24) peuvent étre discrétisées avec Vi, = P*(T;,). On précise,
a titre indicatif pour 'instant, que monter en ordre polynomial devient inutile & partir d’un
certain stade si I'ordre de I’approximation géométrique n’augmente pas car dans ce cas l’erreur
géométrique devient prépondérante. On reviendra sur ce point dans la partie sur I'indication
d’erreur goal-oriented.

2.1.6 Conclusion sur les équations intégrales pour 1’acoustique

On termine ici la construction des équations intégrales pour 'acoustique qu’on va étudier.
On a donné un sens & ces équations du point de vue fonctionnel, i.e. on a bien défini les espaces
fonctionnels dans lesquels ces équations vont étre résolue. On a conséquemment donné les
formulations variationnelles qu’on va utiliser pour leur résolution. On fait quelques remarques
d’importance sur les restrictions qu’on impose dans la suite de 1’étude.
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Remarque 2.1.4. On n’a considéré, jusqu’ici, que le cas ot I' est une surface fermée. Néan-
moins, les opérateurs Sy, et Ny, sont bien définis lorsque T est ouverte. On a alors encore des
problémes bien posés tels que

S, HV2(T) — HY2(T) et N, HY2() — HY2(ID). (2.32)

La manipulation de surfaces ouvertes apporte des complications supplémentaires puisqu’il
faut bien définir le comportement au bord des opérateurs sur les espaces fonctionnels corres-
pondant. Sauf mention contraire, on supposera toujours que I' est fermée.

Remarque 2.1.5. Les équations (2.24) et (2.26), ou les formulations combinées, ne pré-
sentent pas de difficultés pour 'étude d’indicateurs a posteriori. En effet, les opérateurs sont
de L*(T) — L*(T"). Le caractére "bien posé” de ces problemes implique que la norme L* du
résidu est une norme équivalente de U’erreur. De plus, la norme L? est locale donc un indica-
teur d’erreur basé dessus posséde toutes les propriétés requises (voir la partie correspondante
du chapitre 3).

Dans toute la suite, et dans le cadre de ’acoustique, on ne s’intéressera qu’aux équations
(2.23) et (2.24) car elles ne font intervenir que des espaces de Sobolev d’ordre non entier pour
lesquels une localisation des normes est nécessaire.

2.2 Méthodes intégrales pour I’électromagnétisme

On présente ici la méthode de construction des équations intégrales pour 1’électromagné-
tisme. On s’intéresse a la diffraction d’une onde électromagnétique incidente par un objet €2 de
frontiére I'. Le domaine de propagation est encore une fois décomposé en R?* = Q, UT U €),.
Une grande nouveauté est que I'inconnue est désormais vectorielle. De plus, les caractéristiques
des champs vont faire apparaitre des sous-espaces d’espaces de Sobolev "classiques" dont la
manipulation ne va pas s’avérer aisée.

2.2.1 Les équations de Maxwell

On précise les caractéristiques du milieu de propagation de 'onde électromagnétique. De
méme que pour 'acoustique, on se place en régime harmonique et les champs sont de la forme
phaseur x e~™!. La dérivation en temps est remplacée par une multiplication par —iw et on
assimile alors le champ a son phaseur.

Milieu homogéne isotrope

On considére un milieu de propagation isotrope. Ses caractéristiques sont
— permittivité diélectrique : e(x)eg, € > 1, et g9 > 0 est la permittivité diélectrique du
vide, € est éventuellement complexe dans un matériau a pertes,
— permittivité magnétique : pu = p(x)po, 1 > 1, et pg > 0 est la permittivité
magnétique du vide, u est éventuellement complexe,
— conductivité électrique : o(x) > 0,
— conductivité magnétique : o,,(z) > 0.
On suppose de plus que le milieu est homogene, i.e. e(x) = ¢, u(x) = p, o(x) = o et o,(x) = 0.
Ce milieu est traversé par les courants
— électriques : J(z),

46 Chapitre 2 Marc Bakry



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

— magnétiques : M(z).
Le milieu est chargé par des
— charges électriques : p,
— charges magnétiques : p,,.
Les champs régnant sont alors
— le champ électrique : E(z),
— le champ magnétique : H(x).

Remarque 2.2.1. Les courants et charges magnétiques n’ont aucune signification physique,
i.e. dans un milieu réel o, =0 et M = 0. Ce sont des artifices pour faciliter la modélisation.

Condition de transmission entre deux milieux

Supposons que 1'onde se propage dans deux domaines (1) et (2) aux caractéristiques diffé-
rentes, il est nécessaire d’'imposer une condition de transmission sur les champs a l'interface 2.
On impose la continuité de la composante tangentielle des champs, soit encore

ED x npy, = E® x ny; et HY x ny = H®? x ny. (2.33)
On autorise la composante normale a étre discontinue, notamment dans le cas ou il existe des
charges surfaciques sur > ou au niveau d’un changement de milieu diélectrique.
Equations de Maxwell dans le domaine fréquentiel

Les grandeurs ci-dessus sont liées entre elles par les quatre équations de Maxwell dans le
cas général d'un milieu avec pertes :

(Loi de Gauss — Champ électrique) V- (cE) = 5_p0’ (2.34)

(Loi de Gauss — Champ magnétique) V- (uH) = Z—ng, (2.35)

(Loi de Faraday) V X E —iwpopH = —M, (2.36)

(Loi d’Ampere) V x H + iwepeE = J. (2.37)
On obtient alors le systéme de Maxwell

V X E —ikyZuyH = —M, (2.38)

VxH+MM%E:L (2.39)

qui est celui qu’on résoudra. Ces équations peuvent étre regroupées en une seule, posée en E,

ou de maniére équivalente en H. On pose Z = Z_(()) I'impédance du vide et n = /e 'indice

du milieu. &y, est le nombre d’onde déja introduit pour I'acoustique.

Equation en champ électrique
1 1
Vx -V xE-Ek2eE =ik, ZJ —V x —M.
H M
Pour un milieu homogéne, cette équation devient en utilisant la formule

VxVxO=VV. 0O- AL,

on obtient
1

2 2\ _
—(A+k;n )E =ik Z (kv%&t

VVJ+M>—VXM. (2.40)
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Equation en champ magnétique

1 1 1
V x -V xH-k2uH = iky,—M +V x =J.
€ A €

De méme apreés transformation,

1 1
2 2 .

On remarque ainsi que chaque composante du champ électrique/magnétique obéit
a une équation de Helmholtz avec second membre. Le travail effectué en 2.1.1 sur la carac-
térisation, I'existence et I'unicité des solutions reste complétement valable !

Conditions aux limites — Conducteur parfait

On ne s’intéresse qu’au cas d’un conducteur parfait. Dans ce cas, et lorsque la fréquence
de 'onde incidente est élevée, les corps conducteurs comme les métaux peuvent étre considérés
comme parfaitement conducteurs (o — o0) et on montre alors grace aux équations de Max-
well que le champ électromagnétique s’annule a l'intérieur. En particulier avec la condition de
continuité du champ tangentiel, on impose la condition limite

E x njp = 0. (2.42)

Condition de radiation a l’infini

On rappelle qu’imposer une condition de radiation a l'infini revient a vouloir imposer &
I'onde d’étre d’énergie finie. Pour 'acoustique, cela se traduisait simplement par le fait que
'inconnue u devait étre H'(R?). On pourrait étre tenté d’imposer une condition de Sommer-
feld sur les composantes du champ électromagnétique. Cependant, la puissance d’une onde
électromagnétique a travers une surface est donnée en calculant le flux du vecteur de Poynting

P=-ExH (2.43)

que la condition de Sommerfeld ne permet pas de caractériser. On lui préfére la condition de
Silver-Miiller définie par

lim |z| (ZH(J;) x L E(x)) = 0. (2.44)

On peut montrer que cette condition limite impose au champ diffracté d’étre H,q(R?).

Définition 2.2.1 (Espace H?

rot

telles que E € H*(Q) et V x E € H*(Q).

(). Soit Q C R3, les fonctions vectorielles E € HE

rot

(Q) sont

On a alors un théoréme équivalent au cas acoustique.

Théoréme 2.2.1. La solution du systeme de Maxwell obtenue par le procédé d’absorption limite
est la seule solution la condition de radiation vérifiant la condition de Silver-Muiiller.
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2.2.2 Formules de représentation

On cherche a résoudre le probléme de propagation libre (2.38)—(2.39) dans un milieu homo-
géne sans perte et sans charges. Cela implique en particulier que

=0.

ije

n=1, Jio,,. =0, M

ije

On ne sait cependant (pour I'instant) rien de ce qui se passe sur I'. Le champ total est décomposé
en une onde incident (Ef, H) et une onde diffractée (E?, HY). L’onde incidente vérifie le systéme
de Maxwell homogéne mais n’obéit pas forcément a la condition de de Silver-Miiller. Néanmoins,
on impose cette condition pour le champ diffracté. Ainsi, on est amené a résoudre dans chaque
domaine €2; ou €2,

VxE—ik,ZH =0,

1
V xH+iky,—E =0, (2.45)
SM.(E-E,H-H') =0.

L’idée des formules de représentation est de reformuler le probléme précédent de telle sorte a
faire apparaitre un second membre composé de courants surfaciques équivalents. On utilisera
encore la terminologie J, M pour les désigner, mais il ne sont issus d’aucune distribution de
charges! Plus précisément, J et M désigneront des traces tangentielles de E et H. En fait,
(2.45) devient

VxE—-ik,ZH = —M, dans R?
1
V xH+ ikwiE =J, dans R3 (2.46)

SM.(E-E, H-H') =0

avec J = J;+J., M =M, +M,, J;/. = Fn x H;/. et M;/c = FE;/. X n ot un champ X/, vaut
0 dans €., respectivement €);. Ici, n est la normale sortante a (2;. Comme pour 'acoustique,
on a les formules de représentation.

Théoréme 2.2.2. Les solutions de (2.45) vérifient les formules suivantes pour x € /. (i.e.
sz é¢l)

E(z) = E'(2) + ik  Z(TJ)(z) + (KM)(z),

H(s) = H(2) — (K3)(2) + iby 5 (TM) 2)

(2.47)

avec

TN =5V [ Gualoan) Ve J0) 3y + [ o) I oy,
(KM)(z) = /FVkaW(:E,y) x M(y) dy,.

Si on s’intéresse au probléme extérieur, on suppose l'objet impénétrable, donc on prolonge
les champs E; et H; par 0. Si on considére le probléme intérieur, alors on prolonge les champs
par 0 dans §2.. Le résultat est les formules de Stratton-Chu.

Théoréme 2.2.3 (Formules de Stratton-Chu). B
Probléme extérieur : Soient E, H réguliers et définis dans €., alors pour

J=nxHp et M =E x n,
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les formules suivantes sont valides,

. E(z) siz e,
E'(z) + ko Z(TJI)(x) + (KM)(z) = (z) ‘ , (2.48)
0 st x € §2;.
, 1 H(z) size(,,
H' ky— (TM —(KJ = 2.49
() + ik (TM)(2) - (KT)(2) {O e (249
Probléme intérieur : Soient E, H réguliers et définis dans Q;, alors pour
J=-nxHp et M = —-E x n,
les formules suivantes sont valides
0 st x € Qe,
ko2 (TJ KM = , 2.50
ik Z (T3)(x) + (KM)(z) {E@) e (2.50)
1 0 st x € e,
kw— (TM —(KJ = 2.51
ik (TM)(2) — (CT)(2) {H@) e (2.51)

Ce théoreme ne dit pour l'instant rien sur ce qui se passe lorsque x € I', mais on a les
formules de trace et les formules des sauts.

Théoréme 2.2.4 (Formules de trace). La trace tangentielle de TJ est continue au travers de
I' et est telle que pour tout x € T,

TI(x) = —vp / G (@) Vi - 3(y) dyy + ( /F o (1) I(1) d%) 25

T

Par ailleurs,
(M), = i;n « M+ KM (2.53)
ot
KM(x) = /FVkaW(:U,y) X M(y) d,.

Ces expressions sont trés similaires a celles pour les traces des potentiels de simple et double
couche pour 'acoustique! Il vient alors la formule des sauts.

Théoréme 2.2.5. Soient E; /. v est H; . les traces tangentielles intérieures et extérieures des
champs E et H, et E' = 0, H' = 0, alors on a

1
Eijer = ikyZ (TT) F g0 x M+ KM,

1 1 (2.54)
H;jer = iky— (TM) £ -n xJ — KJ.
A 2
avec en particulier
[Exn]=(Exn),—(Exn),=M et n x H] =J.

Si on ne s’intéresse qu’au probléme extérieur, alors E, x n = M et n x H, = J. Si on ne
s'intéresse qu’au probléme intérieur, alors —E; xn =M et —n x H; = J.
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2.2.3 Les équations intégrales en électromagnétisme

On a introduit dans la partie précédente les différents opérateurs intégraux que nous al-
lons utiliser. Comme pour 'acoustique, il existe plusieurs équations intégrales permettant de
résoudre le méme probléme. On en présente trois.

Il faut tout d’abord revenir aux formules de Stratton-Chu (2.2.3) pour deux courants J et
M non précisés. Les courants J et M engendrent les champs E — E¢ et H — H. Ils vérifient les
hypotheéses de la formule de saut (2.2.5) et on a par conséquent (puisque E; =0 et H; = 0)

J=(nxH-H)) —(nx(-H)) =nxH,,
M = ((E —E") x n)e — ((—E’) X n)i =E, x n.

On impose encore une condition limite de type conducteur parfait
E.xn=0.
Par conséquent, la condition E; = 0 implique
M=0|
On fait alors apparaitre deux conditions, pour x € I,

nxE +ik,Znx (TJ) =0,
1
an’—éJ—nx(KJ):()

qui vont permettre de construire les équations suivantes.

Electric Field Integral Equation (EFIE)

On précise d’abord le cadre fonctionnel dans lequel on se trouve. D’aprés les formules de
Stratton-Chu, 'opérateur 7 volumique renvoie un champ qui est dans H,(€2.) dont la trace
tangentielle est dans H..;/ *(T). Autrement dit, on a T : X — H,l *(T') ot X est & déterminer.
Par dualité (voir proposition 1.3.1), on a directement X = H(;i/z(F).

L’équation intégrale du champ électrique, dite encore EFIE, s’exprime alors comme : trouver

Je H(;i/Q(F) tel que

ikyZ(TT) = — (E') .| (2.55)

Sous forme variationnelle, adaptée pour une résolution type Galerkin, le probléme s’exprime
comme : trouver J € H;\l,ﬂ(F) tel que pour tout J' € H(;iﬂ(F) on a

/F/Fka(x,y) (J/(x) -J(y) — évr - J'(2) Vr - J(y)) dvyy dys = ..

- Zkvlv > /F B (z) - J'(x) dva. (2.56)

Ce probléme est bien posé dés lors que ky, ne correspond pas & une fréquence de résonance de la
cavité €2;. Dans le cas contraire, la solution est obtenue a une solution de ’équation homogéne
prés. On note que 'EFIE est utilisable sur surface ouverte !
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Magnetic Field Integral Equation (MFIE)

Similairement, on a 'équation du champ magnétique dite MFIE. Pour J € L4(T") lespace
des champs vectoriels tangents & I' et L2, on a

1 )
§J><n+n><KJ:n><HZ. (2.57)

Sous forme variationnelle, on veut trouver J € LZ4(T") tel que pour tout J' € L2(T),

1

§/FJ’(x) - J(z) dyy +/F/Fn$ X (VG (z,y) x I(y)) - V(z) dyydy. = ...

/an x H'(z) - () d,. (2.58)

Elle est également bien posée sauf pour un certain ensemble discret de fréquences k.. Cette
équation n’a pas de sens sur surface fermée.

Combined Field Integral Equation (CFIE)

Comme pour 'acoustique, on introduit la formulation mixte CFIE telle que pour a € [0, 1],

CFIE = o EFIE + (1 — o) Z MFIE| (2.59)

La CFIE est toujours bien posée, le paramétre a vaut généralement o = 0.2. A cause de la
partie MFIE, cette équation ne peut étre utilisée sur surface ouverte.

2.2.4 Espaces conformes pour les équations intégrales en électroma-
gnétisme

La problématique de trouver un espace conforme pour 'EFIE consiste a trouver une espace
conforme Hg;,(75) C H, (;i/ 2(’771). On se donne deux triangles adjacents 71 et 75 de I" et ey leur
aréte commune. On pose encore n; la normale & e se trouvant dans le plan de 7 et dirigée
vers l'extérieur. On construit de méme n;. On peut alors montrer que

VF'J < L2<7'1U7'2) ~ J|7—1 ‘n; + J‘Tl Ny =0 et VI“ J’Tz < L2<Ti).

pour tous 7y, 7o € T, adjacents.

Des fonctions de base conforme Hyg;, sont les éléments de Raviart-Thomas (ou encore Rao-
Wilton-Glisson). On pose RT}, la famille des éléments de Raviart-Thomas d’ordre k. La ré-
solution initiale utilise des éléments Ry mais on sera amenés a utiliser des éléments d’ordre
supérieur lorsque nous effectuerons des projections sur des espaces d’ordre élevé. Les éléments
RT, sont construits comme suit.

Soit un triangle 7. On pose a;, j € [1, 3] ses sommets et e; 'aréte opposée au j-iéme sommet.
Soit encore x € 7 et r;j(x) le vecteur [a; x], alors la fonction de base associée & la j-iéme aréte
est telle que

B,(z) = rf(g)l—;&f (2.60)

ou |7| est l'aire de 7. Le cardinal de RT}, est card(RTy) = (k + 1)(k + 3).
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2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a construit les formulations intégrales pour I'acoustique et 1’électro-
magnétisme avec lesquelles on va travailler dans la suite. On a été amené a caractériser le
comportement des solutions admissibles de I’équation de Helmholtz en fonction de la condi-
tion de radiation (ou d’énergie finie) & l'infini. On a alors donné les formules de représentation
qui prennent intrinsequement en compte la condition de radiation. En prenant la trace des
formules volumiques, on a obtenu des équations purement surfaciques. L’utilisation explicite
des conditions aux limites a permis d’établir les équations intégrales. Pour chacune, on a pré-

)
cisé le caractére solvable et les espaces fonctionnels associés. Enfin, on a donné les espaces
d’approximation utilisés pour une résolution par méthode de type Galerkin.

L’utilisation des formulations intégrales impose de travailler dans des espaces de Sobolev
d’ordre non entier. Une propriété majeure de ces espaces est que les normes associées sont
non-locales comme on a déja pu le constater a la définition 1.3.3. Ce point est la raison
méme des difficultés rencontrées lors de la construction d’indicateurs d’erreur a posteriori, pour
cette classe de méthodes, qu’on aborde au chapitre suivant avec la vérification de la validité
d’indicateurs a posteriori établis pour I’équation de Laplace. On ne se concentre donc que sur
les équations faisant intervenir les potentiels S;. et N .

W W
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Chapitre 3

Vérification de la validité d’indicateurs
d’erreur existant pour le probléme de
propagation d’ondes acoustiques.

L’objectif de ce chapitre est d’étendre les indicateurs d’erreurs présentés pour des équations
intégrales associées a 1’équation de Laplace aux problémes de propagation d’onde acoustique.
Pour cela, on commence par définir la notion d’indicateur d’erreur a posteriori afin de mettre en
évidence le probléme de la construction de tels indicateurs en équations intégrales. On explique
ensuite comment un tel indicateur peut étre utilisé dans le cadre d’un algorithme de controle
de l'erreur. On introduit alors la notion d’optimalité ce qui permet de mettre en relation les
notions de convergence a priori et a posterior: et de calculer le meilleur taux de convergence
possible. On étudie ensuite ’extension d’indicateurs déja construits pour I’équation de Laplace.
Ces indicateurs se répartissent en deux familles qu’on traite séparément. Pour chaque famille,
on prend un exemple qu’on détaille. On démontre alors la validité de leur utilisation sous la
méme forme dans le cas de la propagation d’une onde acoustique puis ces indicateurs ont été
implémentés dans des codes BEM—acoustique en 2D et en 3D spécifiquement développés dans
cette thése. On effectue des simulations sur les exemples académiques que sont le cercle et la
spheére et pour lesquels la solution exacte est connue. On effectue ensuite des simulations sur
des géométries nécessitant 'utilisation d’un algorithme autoadaptatif pour assurer la meilleure
convergence. Cela permet de mettre en évidence les limitations des ces indicateurs et de justifier
I'introduction d’un nouvel indicateur d’erreur a posteriori.

[’étude menée dans ce chapitre ne se veut pas exhaustive et ne couvre pas ’ensemble des
indicateurs d’erreur de la littérature. Pour cela, on renvoie a [36] qui fait un état de l’art sur
les indicateurs a posteriori pour la BEM associée a ’équation de Laplace. On préfére plutot
présenter quelques indicateurs sélectionnés pour leur facilité d’implémentation et qui ont fait
I'objet de simulations dans le cadre de problémes de propagation acoustique (& 1’exception des
indicateurs construits par B. Faermann).

3.1 Introduction a l’indication d’erreur a posteriori

On reprend ici quelques éléments de l'introduction qu’on approfondit. On replace tout
d’abord la problématique de 'indication d’erreur dans son contexte. On rappelle la différence
entre 'estimation d’erreur a prior: et 'indication d’erreur a posteriori qu’on tente de lier avec
la notion d’optimalité. On donne ensuite les propriétés requises pour un indicateur d’erreur a
posterior: et on met en évidence la maniére dont il peut étre utilisé dans une boucle de raffi-
nement autoadaptatif. Cela permet de mettre en évidence la plus grande difficulté relative a
I'indication d’erreur a posteriori en équations intégrales.
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3.1.1 Contexte de 'indication d’erreur

La problématique de la mesure de 'erreur n’est pas spécifique aux méthodes de résolution
par équations intégrales. En se plagant du point de vue de I'utilisateur (scientifique ou indus-
triel), 'analyse de données numeériques ne peut se faire que si on peut garantir la proximité de
ces derniéres par rapport aux données "exactes". Cela se fait classiquement par essais—erreurs,
ou bien par des calculs théoriques, qui donnent ensuite lieu & des régles de "bonnes pratiques".
On peut donner quelques exemples pour les méthodes basées sur des maillages :

— en propagation d’onde : pour A la longueur d’onde, la taille caractéristique des mailles

devrait étre h = 5 au minimum.

— en acoustique : prenons l’exemple d’un objet avec des arétes / pointes, etc. Ces singu-
larités géométriques peuvent se comporter comme des sources secondaires, générer des
ondes rampantes. Localement, on peut s’attendre a de forts gradients de la solution
et il convient donc de mailler plus finement ces zones. Autrement dit, et de maniére
absolument non rigoureuse, il faut "mailler 1a ot il y a du phénomeéne".

Par conséquent, le maillage d’une géométrie devient compliqué, et donc trés cotiteux, dés lors
que cette géométrie devient un peu complexe. On peut imaginer, par exemple, le maillage d'un
avion complet en configuration décollage, ou atterrissage, qui aurait son train d’atterrissage et
ses volets sortis. .. Le cotlit de préparation d'un calcul peut méme étre plus cotiteux que le cotit
du calcul lui-méme.

Supposons encore que l'utilisateur souhaite faire un calcul "a e donné" (& une précision
donnée). L’utilisation des bonnes pratiques n’apporte aucune garantie autre qu’heuristique a
la validité de la solution.

Enfin, il faut étre capable de mesurer I’écart entre le numérique et la "réalité". On commence
d’abord par se demander quelle est la grandeur intéressante : erreur sur la solution ? Erreur sur
une donnée issue de la solution ? On cherche ensuite quel sens donner a 'erreur : est-ce qu’on
s’intéresse & un écart absolu (mathématiquement : une norme || . || =, sous-réserve que cela ait
un sens) 7 Une mesure de 'énergie (norme || . ||s ot s dépend de l'espace des solutions) ?

On peut tenter d’établir un cahier des charges. Un utilisateur :

— ne doit pas avoir trop de difficultés & générer un maillage.

— ne doit pas avoir a recommencer un calcul parce que la solution ne lui convient pas.

— doit pouvoir obtenir une information fiable sur la qualité de sa solution numérique.

On peut reformuler cette problématique : on cherche & obtenir des informations qualitatives
et quantitatives sur ’erreur et ce pour trois choses

— garantir la qualité de la solution,

— proposer un maillage "idéal" qui peut resservir de base pour de futures simulations,

— réduire le cotit global d’'une simulation.
Ici, qualitatif signifie qu’on souhaite récupérer une information sur la convergence de l’erreur
lorsqu’on raffine le maillage et quantitatif signifie qu’on souhaite récupérer une information
sur sa valeur (la mesure qu’on en fait ne doit pas étre trop loin de la réalité).

W >

Idéalement, on peut imaginer partir d’'un maillage trés grossier, par exemple en h =

)

i ble, et lai lgorith éné tomati t1 illage "idéal"
prescrire une erreur cible, et laisser un algorithme générer automatiquement le maillage "idéa.
et la solution a précision donnée. Ces points vont étre détaillés dans les parties qui suivent.

3.1.2 Estimation d’erreur a priori et a posteriori

On peut aborder la question de l'estimation d’erreur sous deux angles qui ne sont pas
équivalents en général. Avant tout calcul, on peut essayer de déterminer théoriquement la
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maniére dont doit se comporter l'erreur & partir des propriétés, théorémes, etc. relatifs a la
méthode utilisée. On parle alors d’indication d’erreur a priori. Autrement, on peut vouloir
mesurer 'erreur aprés la simulation. On a alors besoin d’un outil de mesure. C’est évidemment
cette derniére approche qu’on utilisera.

Indication d’erreur a priori

On considére un maillage 7, de la surface de I'objet diffractant, h est la taille caractéristique
des éléments du maillage. L’indication d’erreur a priori consiste & donner une information sur
la convergence théorique de la méthode lorsque le maillage est raffiné. Elle impose 1'utilisation
d’un maillage quasi-uniforme (on rappelle que cela signifie que le rapport de taille entre la plus
grande maille et la plus petite n’explose pas en raffinant), autrement dit elle n’a de sens que si
on effectue un raffinement uniforme du maillage. On récupére ainsi une information de la forme

len]l = O(R?)

ou s > 0 est le taux de convergence en taille de 'erreur ej. Pour du raffinement autoadaptatif,
on peut regarder le taux de convergence en fonction du nombre de triangles/degrés de libertés
dont on peut définir une "évolution équivalente" en fonction de h en introduisant la dimension
n de I'espace de propagation de l'onde :

Nse
_6112]),h_>§:>]Velem:]\/’seg_> 2g7
h Nri
— en3D,h—>§:>Ne1em=Ntri—> 4t )
soit
lenll = O(Niau,)- (3.1)

Dans le cadre d’une méthode de résolution de type Galerkin, on peut combiner le lemme de
Céa (lemme 1.4.1) et le lemme de Bramble-Hilbert (lemme 1.4.2) pour obtenir une information
a priori sur 'ordre de convergence. Cet ordre dépend de I'ordre m — 1 de ’espace polynomial
utilisé comme espace d’approximation. Dans ce cadre, en supposant que les grandeurs existent,
on a l'inégalité

lu = unlle < Coo At (3.2)
ol | . |m est la semi-norme H™, k € R. On peut alors faire trois remarques importantes.

Remarque 3.1.1. L’estimation a priori précédente donne le pire taux de convergence possible
une fois qu’on a choisi le degré polynomial m—1 de ’espace d’approximation, mais la meilleure
inégalité possible. Autrement dit, [’erreur peut normalement converger plus vite que m — k en

h, ou bien

en Nelem, SOUS réserve que |ul,, existe.
n —
Dans tous les cas pratiques rencontrés dans cette étude, le tauzr de convergence en h s’établit

toujours a la pire estimation a priori.

Malheureusement, ’erreur ne converge généralement méme pas a ce taux et on a une inéga-
lité "pire".

Remarque 3.1.2. L’inégalité (3.2) ne vaut que si toutes les dérivées jusqu’a |ul,, existent,
donc la solution exacte u doit étre suffisamment réguliére. En pratique, c’est rarement le
cas et on va avoir une estimation de la forme

lu —upllk < Coo ™ |y, mi<m et my €R, k< my.
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Remarque 3.1.3. Il est important de bien regarder en quelle norme on mesure l’erreur. En
effet, si on prend une mnorme trop régulicre (par exemple une norme L? au lieu d’une norme
H=Y2), Uerreur peut ne pas converger. .. Dans tous les cas, la norme est dictée par I’équation
et le schéma numérique.

En supposant qu’on soit capable de "mesurer" l'erreur, on se sert de l'indication a prior:
comme suit :
— si le taux de convergence en h en raffinement uniforme est le maximum possible, alors il
suffit de raffiner le maillage uniformément jusqu’a ce que 'erreur cible soit atteinte.
— si ce n’est pas le cas, on peut modifier le maillage (manuellement, ou bien automatique-
ment) pour 'adapter aux caractéristiques attendues de la solution exacte.

Indication d’erreur a posteriori

L’indication d’erreur a posterior: répond au probléme de la mesure de I'erreur aprés réso-
lution. Elle doit donner une information sur la convergence lorsqu’on raffine le maillage, ainsi
que sur la valeur de l’erreur.

Pour cela, on introduit une grandeur qu’on appelle indicateur d’erreur a posteriors.

Définition 3.1.1 (Indicateur d’erreur a posteriori). On appelle indicateur d’erreur a posteriori
une grandeur n calculable a partir de la solution numérique uy, et des données du probléme
telle que

I{Cett, Csa} > 0, V h, Certn < |len]] < Cran (3.3)

ol Ceg et Cra ne dépendent que de I'.
On impose de plus que

= Z n? ou bien

TETH

n=y 1

TETH

(3.4)

L’inégalité de droite dans (3.3) est appelée propriété de fiabilité. Elle signifie que l'erreur
converge au moins aussi vite que l'indicateur.

L’inégalité de gauche dans (3.3) est appelée propriété d’efficacité. Elle signifie que l'erreur
ne converge pas plus vite que I'indicateur.

La fiabilité et 'efficacité garantissent qu’on a une grandeur qui se comporte comme ’erreur.
Néanmoins, on aimerait étre capable de déterminer les zones qui générent le plus d’erreur,
autrement dit celles qui sont mal maillées. Pour cela, on a la propriété (3.4) dite de localité
de l’indicateur : l'erreur totale peut étre décomposée comme une somme de contributions
individuelles sur les éléments du maillage.

Remarque 3.1.4 (Importante!). La localité de l'indicateur ne signifie pas qu’il représente
lerreur locale. Cela résulte de la non-localité des opérateurs intégraux entrant en jeu. Néan-
moins, on peut se servir de cette décomposition pour guider un algorithme de raffinement
autoadaptatif.

Remarque 3.1.5. La propriété d’efficacité n’est pas toujours intégrée dans la définition d’un
indicateur a posteriori. En effet, on cherche généralement a assurer la convergence de [’erreur
et Uefficacité est un moyen de controle supplémentaire. Elle n’est cependant pas indispensable
pour obtenir une estimation de l’erreur.
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Algorithme de raffinement autoadaptatif

On a évoqué précédemment le fait que le raffinement de maillage se fait généralement a
priori. On souhaite désormais automatiser la procédure, et ce pour trois choses :

1. on souhaite garantir la précision de la solution : on prescrit a priori une "erreur
cible" et ’algorithme se charge de construire un solution répondant a ce critére.

2. on récupére un maillage "idéal" au sens qu’on va pouvoir le réutiliser comme maillage
de base pour des simulations similaires.

3. on peut réduire la difficulté, le temps et donc le cotit de construction des maillages. En
effet, on peut se contenter d’un maillage de départ grossier, ’algorithme se chargeant de
repérer et raffiner les zones critiques.

Pour cela, on utilise une boucle de raffinement autoadaptatif. Le principe d’un tel
algorithme est résumé sur la F1G. 3.1. L’indicateur d’erreur intervient juste aprés la phase

compute compute sort the
solution estimate elements
[reﬁne the mesh }

mark the
"bad” elements

FIGURE 3.1 — Boucle de raffinement autoadaptatif

de résolution de 1’équation. On récupére la solution numérique ce qui nous permet d’obtenir
localement, sur les éléments du maillage, une grandeur dont on va se servir pour sélectionner
les éléments a raffiner. Il faut ensuite trier ces grandeurs locales de la plus grande a la plus
petite. Il reste a définir un critére qui va déterminer le nombre de "mauvais" éléments qu’on va
marquer pour raffinement. On pose

M(Tp) = {7 € Ty, 7 est marqué pour raffinement} . (3.5)

On peut citer au moins deux critéres :
— un premier critére consiste a récupérer le maximum des valeurs locales de I'indicateur
d’erreur puis & comparer toutes les autres & ce maximum via un parameétre 6 € [0, 1].
Autrement dit,

M(T) = {T & Trm, > Oma w} .

— un second critére est la méthode de Dorfler. Cette approche consiste & trouver 1'en-
semble minimal d’éléments tels que la valeur de I'indicateur sur cet ensemble correspond
a un certain pourcentage de la valeur totale de I'indicateur. Formellement,

DD (36)

T€TH TEM(Th)

C’est le critére qu’on utilisera dans la suite car il existe des preuves de convergence
"optimale" [16] des algorithmes utilisant ce marquage.
Une fois les triangles marqués, il "suffit" de les raffiner.

Chapitre 3 Marc Bakry 59



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

Raffinement de maillage — Un apercgu

En 2D, le raffinement d’une frontiére (qui est linéique. . . ) est trivial puisqu’il suffit de couper

chaque segment en son milieu.

En 3D, la problématique est tout autre puisqu’il faut

— décider du nombre d’enfants des triangles : est-ce qu’on le divise en deux, quatre sous-
triangles ?

— assurer la conformité de maillage au sens des éléments finis (voir F1G. 3.2),

— conserver autant que possible la "qualité" des triangles (voir FIG. 3.3). En effet une
mauvaise technique de raffinement entraine ’apparition de triangles aplatis pour les-
quels les techniques d’intégration fonctionnent moins bien, et qui entrainent de surcroit
une détérioration du conditionnement de la matrice "éléments finis", une dégradation du
coefficient de régularité des triangles ce qui détériore également l’estimation de conver-
gence a priori car la constante multiplicative augmente.

A

FIGURE 3.2 — Triangle parent (gauche), triangle parent raffiné en 4 sans conformité (centre),
raffinement conforme (droite).

On introduit ici deux techniques de raffinement.

La premiére technique est appelée le red—green—blue refinement. Pour un triangle donné,
elle consiste a se donner une aréte de référence qui va servir de base pour effectuer un raffi-
nement red, green ou blue (cf. F1G. 3.4). Un choix judicieux de cette aréte permet d’éviter les
dégénérescences dans le maillage. Une maniére d’effectuer le raffinement est décrite dans [15].

A AN AN AN

FIGURE 3.3 — Exemple d'une dégénérescence du maillage au fur-et-a-mesure des raffinements

La seconde technique est appelée newest-vertex bisection. Elle est trés proche du raffi-
nement red—green—blue. Elle est également basée sur une aréte de référence. On se donne un
triangle 7T'. Le milieu de I'aréte de référence devient un nouveau noeud du maillage qui est relié
au sommet opposé pour générer deux triangles enfants 7 et T5. Les arétes opposées a l'aréte
de référence de T deviennent les arétes de référence des triangles enfants. On parcourt donc
I’ensemble des triangles et on marque 'aréte de référence de tous les triangles a raffiner. Il se
peut alors qu’il faille assurer la conformité ce qui peut mener a raffiner les triangles en deux,
trois ou quatre enfants (voir FiG. 3.5). L’algorithme et ses variantes est décrit avec plus de
précision dans [51]. On choisit comme aréte de référence la plus longue.

C’est cette derniére technique qu’on utilise dans la suite car elle induit des convergences
optimales [16].
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AN AN
A AN

FIGURE 3.4 — Raffinement red (milieu-haut), green (droite-haut), blue (bas). Les nouvelles
arétes de référence sont en gras.

S L S
A A Ao Az

FIGURE 3.5 — Exemple de newest-vertex bisection en fonction du nombre d’arétes marquées
pour le raffinement. Extréme gauche : une seule aréte a raffiner < aréte de référence. Centre
gauche et droit : il faut assurer la conformité de maillage avec une seule aréte. Extréme droite :
toutes les arétes sont raffinées : on fait un raffinement red.

3.1.3 Convergence optimale d’un algorithme de raffinement autoa-
daptatif

Le concept de "convergence optimale" est compliqué a définir. En effet, par rapport a quelle
grandeur se définit la convergence? Dans le cadre d’un algorithme de raffinement autoadaptatif,
¢a ne peut pas étre la taille des mailles car elle ne converge pas forcément (si par exemple
I'élément n’est jamais marqué). De plus, elle n’est pas représentative du cotit effectif de calcul
qui va dépendre du nombre d’éléments du maillage.

Par ailleurs, dans quel sens doit-on comprendre optimal? Une premiére approche naive
consisterait a prétendre qu’un algorithme de raffinement autoadaptatif converge optimalement
si le comportement en convergence de ’erreur par rapport au nombre d’éléments est le méme
que celui correspondant au raffinement uniforme correspondant & une solution "parfaitement"
réguliére (typiquement le taux de convergence qu’on pourrait obtenir sur un cercle ou une
sphére). Autrement dit, le raffinement autoadaptatif "lisserait" les solutions. Cette approche
est biaisée, méme si elle peut aider a saisir le principe d’un algorithme autoadaptatif. En effet,
le "lissage" de la solution par une distribution géométrique particuliére des triangles suppose
un lien fort avec la technique de raffinement des triangles : est-ce que raffiner en bissectant par
rapport au noeud placé au milieu de 'aréte de référence est vraiment la meilleure solution ?

A cet approche, on préfére une définition abstraite qui se "contente" de garantir la conver-
gence de 'erreur si on utilise un algorithme de raffinement autoadaptatif. On pose

e (7))o la suite de maillages générés par Ialgorithme auto-adaptatif tels que VI > 0

ou Ty correspond a un maillage initial de résolution, 7, € Ty ' et T tout raffinement
admissible d’un maillage T,

1. Cette inclusion est a comprendre au sens que 7,41 est un raffinement quelconque de 7j.
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e u la solution du probléme sur un maillage 7 et u; la solution du probléme discret sur
chaque maillage 7; de la suite (77);, @ celle sur T,

e |7| = card(T) le nombre d’éléments d’'un maillage T,

e 1 un indicateur d’erreur a posteriori et n, sa valeur sur un élément 7 € 7.

Remarque 3.1.6. Dans les définitions des notations ci-dessus, on n’évoque pas le cas de la
conformité géométrique du maillage. On prend l'exemple de la sphére : si on ne projette pas
la géométrie, l'intégralité du développement suivant est parfaitement valable puisqu’on respecte
Uinclusion T; C Tii1, mais la solution continue est celle d’une boule a facettes!

Si on projette les neeuds de la suite de maillages sur la géométrie, on n’a plus l'inclusion des
maillages et donc des espaces fonctionnels. On fait alors apparaitre des termes d’erreur géomé-
trique qui sont d’ordre élevé par rapport a la valeur de Uerreur d’approximation (sous réserve
que ordre polynomial de l’espace d’approximation ne soit pas trop élevé, voir la conclusion de

7.5.1).

On pose encore

(7, w)l

.= su inf T,u)(N +1)%,
B NGII\?O \T\—I%\SNn( ) )

~ sup (T (7~ 5] + 1) 0
1Ny
Définition 3.1.2 (Convergence optimale, voir [16]). Si il existe au moins un s > 0 tel que
Il(n,u)|ls, < oo, alors il existe une suite de maillages telle qu’une convergence en O(N~*) est
possible.
On dit que l'algorithme auto-adaptatif converge optimalement si il permet de récupérer
une telle convergence.

La conséquence principale de cette définition est que pour le plus grand s admissible sy,
dans la définition précédente, alors un taux asymptotique de convergence pour 7 tel que

(T ) = OV ~)
est possible si on choisit a chaque itération le "meilleur maillage" possible.

Remarque 3.1.7. Cette définition n’implique absolument pas que S,.x correspond systéma-
tiquement au Syax qu’on pourrait obtenir avec une solution réguliere. Par contre, Syax €St borné
au-dessus par ce dernier.

Le Smax dépend de la classe d’approximation de la solution continue.

Carstensen et al. [16] montrent qu’il suffit de quatre axiomes pour assurer la convergence
optimale de I'algorithme de raffinement autoadaptatif en supposant uniquement la fiabilité de
I'indicateur a posteriori. En reprenant leurs notations, on pose T l’ensemble des raffinements
admissibles d'un maillage initial 7o, X' (7)) un espace fonctionnel sur 7, et ||.|| une distance sur
X(T). On pose encore n(7T,v) la valeur de l'indicateur n pour une fonction v définie sur le
maillage 7. Ces axiomes sont

(A1) la stabilité sur les éléments non-raffinés. Pour tout raffinement 7 € T de 7 € T,
pour tout sous-ensemble d’éléments communs [ € T'NT (i.e. qui n’ont pas été raffinés),

~

et pour tout v € X(T) et v € X(T), alors

1/2 1/2
(Z nT(?ﬁ)Q) - <Z nT(T,v)2> < Gistan [0 = 0.

TeS TES
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Cet axiome signifie que la valeur de l'indicateur est controlée indépendamment de la
fonction pour laquelle on I’évalue.

(A2) la propriété de réduction sur les éléments du domaine raffiné. Pour tout
raffinement 7' € T de 7 € T, en posant U et U les solutions calculées sur ces maillages,
alors

ST n(T0P? < prea Y, (T UP + Crea lU = U
TeT\T reT\T

ol '7\'\7' est I’ensemble des triangles issus du raffinement et 7'\’/7\' ceux dont est issu '7\'\7-
i.e. les éléments "parents", preq < 1, Creq > 1.

Cet axiome indique que la valeur de 'indicateur appliqué a la solution numérique diminue
sur les éléments raffinés.

(A3) la quasi-orthogonalité générale. On peut trouver des constantes 0 < g4, < €%,(0)
et Cyo > 1 telles que VI, N € Ny et N > [, on a

N
(Vs = Ul — g0 1t = UsllP) < Coon(Tr, V).

k=l

ou ici u est la solution du probléme continu.

(A4) la fiabilité discréte. Pour tout raffinement T de T, il existe un sous-ensemble

R(T,T)C T avec T\T C R(T,T) et |R(T,T)| < Coot|T\T]| tel que

|U=T|*<Cha > (T, U
TeR(T,T)

Il s’agit de 'hypothese de fiabilité ou la solution continue u a été remplacée par la
solution sur un maillage raffiné U. En pratique, ’ensemble R(7,7) correspond a un
patch autour des éléments de T qui vont étre raffinés.

Dans le cas des équations intégrales associées au probléme de Laplace, la convergence op-
timale est démontrée pour certains indicateurs qui vont étre présentés dans la suite. Dans les
cas des équations intégrales pour le probléme de Helmholtz, la partie compacte des opérateurs
intégraux géneére des termes supplémentaires non-controlables directement venant s’ajouter aux
inégalités dans (A1)—(A4).

Dans la suite de ce chapitre, on présente quelques indicateurs d’erreur a posteriori de la
littérature, généralement développés pour 1’équation de Laplace, et on les étend, lorsque c’est
nécessaire aux formulations intégrales pour ’équation de Helmholtz.

3.2 Indicateurs basés sur le résidu

Dans cette section, on présente plus en détail quelques indicateurs de la littérature basés
sur ’évaluation du résidu de I’équation. On rappelle que pour une équation de la forme Au = b
ou A est un opérateur & inverser, u la solution continue et uy, la solution discréte, on définit le
résidu

T = b—Auh,

= A(u — up,).

Chapitre 3 Marc Bakry 63



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

Si de plus le probléme est bien posé, i.e. on a la condition inf-sup et A est un opérateur
continu, alors "la" norme du résidu est une grandeur équivalente de la norme de l'erreur et
définit donc un indicateur d’erreur @ posteriori fiable, efficace mais non local?. En effet, la
condition inf-sup s’écrit : Ja > 0,

inf sup LA S
weV e [[wl[ [[v]

En particulier,

sup ————— > afjw|
veV H

ol on reconnait la définition de la norme duale dans V*. Pour w = e, = u — uy, on a l'efficacité

[{Aw, v)]
lv

[ Aen v+ > allenl|v.
Par ailleurs la continuité de A assure la fiabilité
| Aenllv+ < [lenl|v-

Il s’agit donc de trouver une localisation de la norme du résidu. On présente dans un premier
temps un indicateur transposé des éléments finis classiques aux éléments finis de frontiére par
Birgit Faermann [34] utilisant une localisation sur un patch autour de chaque élément du
maillage, puis on introduit un indicateur basé sur des estimations inverses issu des travaux de
Carsten Carstensen [14].

3.2.1 Indicateurs basés sur le résidu de Faermann

On présente ici les indicateurs basés sur le calcul du résidu introduits par B. Faermann dans
[34]. 11 ne font 'objet d’aucune simulation dans la suite de 'étude, et sont donc uniquement
présentés comme exemples de localisation de la norme du résidu.

Premier indicateur

On considére un objet diffractant € de frontiére I' = 02 plongé dans R™. On pose 7;, une
discrétisation de I'. On a lerreur e¢;, = u — uy, ol u est la solution continue et wu; la solution
discréte. On cherche a localiser une norme H*(I').

On résout une équation de la forme Au = b ou

A HMT) — H*(I), aeR

est d’ordre 2a.. On suppose le probléme bien posé et vérifiant I'inégalité de Garding, i.e. I3Cq, 6 >
0 et Cg > 0 telles que

Vve HYI), [(Av,v)| > Carllv]lz — Ca [[vllazs:

Remarque 3.2.1. L’inégalité de Garding résulte du caractére "bien posé” du probléeme et peut
étre vue comme une généralisation de la notion de coercivité. Dans le cas des équations intégrales
en onde, elle signifie que l'opérateur A est bijectif sauf pour un ensemble discret de fréquences.

2. dans le cadre des équations intégrales.
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On suppose encore que A : H*°(T') — H*°(T') est bijectif et continu. Cela inclut
notamment les opérateurs Sk, (pour v = —1/2), Ny, (o = 1/2) mais aussi Dy, et D; (o = 0).

On doit également faire quelques suppositions sur le maillage 7, et I'espace d’approximation
Vi. On pose (By),ez une base de V), ou (B,) l'espace des fonctions "chapeau" associées aux
éléments de =. On suppose alors que

— on peut partitionner = en Iy, I, ..., I, tels que Vv € {1,..., p},

supp(B,) Nsupp(B,) = 0 pour tout p,q € I, p # q.
— (By)qez est une partition de l'unité.

— on a la propriété de stabilité : Vo € H™*@O(T"), Jup € V},,

D 1By (v —w)|l% < G oll2

qeEE
— on a la propriété d’approximation : Vo € H*™(T), Jur € Vj,,

lv = vrllo < CEZF TP [[0]lass-

ou |I'| correspond au maximum des diamétres des éléments 7 € T;, une discrétisation de
la surface I
Faermann rappelle alors la définition de I'indicateur de Babuska-Rheinboldst.

Définition 3.2.1 (Indicateur de Babuska-Rheinboldt). Soit (B,), une base de Vi, on définit
Vindicateur local de Babuska-Rheinboldt (BR) comme

[{ra, Byv)|

Ng = sup _

Y sermeteomy [1Bevlla
B,v#0

D’aprés cette définition, 7, est bien une quantité localement représentative du résidu puis-
qu’il ne dépend que du comportement de r;, sur le support de B, qui agit ainsi comme une
troncature.

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1. Sous les conditions définies précédemment sur A et Ty, alors pour tout
= [ max(e,0) (1")’
(a) si Cq =0,

lenll2 < C2 > n?.
qeE=E

ou Cy est indépendante de u et T,. Si Cq > 0, linégalité précédente ne vaut que si le
nombre d’éléments de Ty, est suffisamment.

(b) sia >0,
C1 > m2 < leall?
qeE=
ou C est indépendante de u et Tp,.

(c) pour les autres cas,

Ciri Y m < llenll?

qe=

ou Cy 7, dépend de Ty,
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L’indicateur BR de Faermann pour les formulations intégrales discrétisées par la méthode
de Galerkin est donc fiable, efficace et local sous conditions.

Sous la forme de la définition 3.2.1, l'indicateur n’est pas utilisable a cause du calcul du
supremum. En dimension 2, on montre alors qu’on peut utiliser les indicateurs équivalents selon
que

— «a < 0, on pose 7, = HthH;“(SUPP(Bq))’

— a >0, on pose 1y = hg[7nl| L2(supp(B,))-
Ici supp(B,)* correspond a la zone d’'influence de supp(B,) et correspond & un patch de points

dépendant de o autour du support de B, (voir [34], Thm. 6.7) et || . || ;;-« est une norme pondérée
définie dans [34], Thm. 6.6.

L’indicateur BR de Faermann ne s’exprime malheureusement pas comme quantité sur des
éléments en particulier et reste peu agréable pour I'implémentation. Néanmoins, il présente
I’avantage de ne pas requérir d’hypothéses fortes d’ellipticité pour A.

Second indicateur

Cet indicateur se base sur une localisation de la semi-norme |.|ys, s ¢ Ny définie dans la
partie 1.3.1. On renvoie a [33] et [35] pour les détails des démonstrations. Il se présente sous
une forme beaucoup plus simple et intuitive que le précédente. Il fait explicitement appel a la
semi-norme de Slobodeckij (définition 1.3.2). Soit un élément 7 € Ty, on pose w, le patch des
triangles autour de 7 tels que 7' € w, & 7 N7 #£ 0. Si A: H2*(T) — H*(T) avec s € (0,1)
et a € R, en supposant que 7, est un maillage régulier, alors on a

Co Y2 < lenl2ion < Cra > €2
T€TH TETH

ou

11(6) = ()l 1
t= [ [ e e it

L’opérateur A = Sy, entre dans le cadre d’utilisation de cet indicateur.

Au contraire de I'indicateur précédent, le second indicateur de Faermann est donné explici-
tement sur les éléments du maillage ce qui permet de 1'utiliser plus aisément dans une boucle
de raffinement autoadaptatif pour sélectionner les triangles.

Cet indicateur nécessite le calcul d’une intégrale singuliére et n’est donc pas trés pratique
d’utilisation. On ne le prendra pas en compte dans notre étude numérique.

3.2.2 Indicateur résidu pondéré

On présente ici 'indicateur résidu "standard", appelé également dans la littérature "indica-
teur résidu pondéré". On utilise cette terminologie car il représente la forme la plus simple et la
plus intuitive de localisation des normes H*'/? en utilisant une pondération par une longueur
caractéristique locale. Il a d’abord été introduit par Carstensen en 1997 dans [14]| pour les pro-
bléemes du simple couche et opérateur hyper-singulier associés a 1’équation de Laplace en 2D.
La seule hypothése était alors que le résidu s’annule sur chaque segment de la discrétisation 7Tj
de I' ce qui le rend également adapté aux méthodes de collocation. Cet indicateur a ensuite été
généralisé au cas 3D dans [17] pour 'opérateur hyper-singulier Ny et 'opérateur Sy dans [18].

On donne dans un premier temps la forme générale de I'indicateur résidu "standard" dans
le cas général pour laquelle on précise les techniques sous-jacentes utilisées pour la localisation
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des normes. On explique ensuite en quoi cet indicateur peut étre étendu sans modifications
aux équations associées aux opérateurs S, et Ny . On prouve la convergence optimale dans
le cas de I’équation de Helmholtz en démontrant que dans ce cas encore I'indicateur vérifie les
quatre axiomes énoncés dans [16]. On conclut en discutant des avantages et inconvénients de
cet indicateur.

Forme générale de ’indicateur résidu "standard"

Au contraire des indicateurs de Faermann, la seule propriété garantie pour l'indicateur
résidu standard est la fiabilité. On a alors le théoréme suivant pour I’équation associée au Sy, .

Théoréme 3.2.2. Soit I' une surface, éventuellement ouverte plongée dans R? ou R3, et sa
discrétisation réguliére Ty, alors lindicateur d’erreur a posteriori défini par

N = B2V 0r) o, rh="b—Sp,up € H'(T)
est fiable et local.

On a également le pendant pour I’équation associée au Ny, .

Théoréme 3.2.3. Sous les mémes hypothéses que précédemment, lindicateur d’erreur défini
par

Nry, = “hl/2 ThHO: rn = b _Nkwuh S L2(F)
est fiable et local.

Dans les deux cas, la constante de fiabilité ne dépend que de I', de la régularité de Tj, et du
degré polynomial de I'espace d’approximation pour la solution.

Avant de donner l'idée derriére la construction, on donne le cadre (restreint) dans lequel cet
indicateur est également efficace.

Théoréme 3.2.4. Soit I' une courbe plongée dans R?, éventuellement ouverte, telle que le
second membre de 'équation soit b € HY(T') et pour chaque segment 7, € T, o Ty, est une
discrétisation réquliere de I', on a b € H*(1;) avec s > 2, alors Uindicateur résidu définit au
théoreme 3.2.2 est efficace a un terme d’oscillation pres tel que Ve > 0,

Cett iy, < lenll g-172) + Cs,€) (Z h?in(28’5)_1_5> :

TETH

On peut encore restreindre les hypothéses en supposant qu’on ne s’intéresse qu’au probléme
de I’équation de Laplace. Dans ce cas, a la condition que r, admette au moins un zero sur
chaque segment 7; € 7}, et en supposant que 7j, est un maillage quasi-uniforme, Carstensen
montre [14] que les indicateurs définis dans les théorémes 3.2.2 et 3.2.3 sont efficaces sans terme
d’oscillation.

On retient que dans le cas général, I'indicateur résidu pondéré n’est que fiable a priori.
Une conséquence importante est qu’en suivant la méthode de preuve de convergence optimale
de [16], on peut prouver la convergence optimale de l’indicateur, mais pas celle de
P’erreur.

On donne maintenant quelques éléments de preuve pour la construction de cet indicateur.
Cela justifie notamment 1’extension de cet indicateur aux formulations type Galerkin pour les
équations intégrales associées au probléme de Helmholtz.
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Eléments de preuve de la fiabilité de l’indicateur résidu "standard"

La preuve de fiabilité repose principalement sur I'orthogonalité du résidu par rapport a
I’espace de test. En effet, on rappelle qu’une formulation Galerkin revient & vérifier, pour u € V/,
up, v € Vi ot V, C V oest un espace de dimension finie, 1’égalité

(U, Agy un) = (vn, ), Yoy, € Vi,
Par définition du résidu, on a alors

<'Uh, b— Akwuh> = <'Uh, 7"h> =0, Yo, € Vj,.

Cas Ay, = Sk, On s’intéresse dans un premier temps au cas du S, donc e, € ﬁ_l/Q(F) et
r, € HY2(T). Cette estimation a été prouvée dans [18] et on en reprend ici les grandes lignes.

La démonstration repose sur la constatation suivante : I'espace d’approximation et de test
est Vi, = P°Ty), lespace des fonctions constantes par morceaux sur chaque élément de Ty,.
Autrement dit, le résidu est de moyenne nulle sur chaque élément 7 € 7,. On peut donc utiliser
I'inégalité de Poincaré? sur chaque 7 de diamétre h,

||7“h||L2(r) < h; ||VF7’h||L2(T)

Dans un premier temps, on montre que pour un ensemble de fonctions f1,..., f, € HY?(I') a
support w; disjoints 2 a 2, alors

n
1> fillfreey < Cu(T ZHfJHHlﬂ
j=1

On introduit une partition finie de I'unité (¢, ),en de taille m (les fonctions "chapeaux" associées
aux noeuds) telle que A est 'ensemble des noeuds du maillage de cardinal M. On a de plus

M
N =N

de telle sorte que pour 21,29 € Nj, on a ¢, ., = 0 (les supports w; sont disjoints deux a deux).
Soit d; la largeur de w;, alors on montre ensuite en utilisant la décomposition N = Uf\il N; que
pour r, € HY(T),

lrallernvey S Y di (L4 A2 IV (05 7a) |22,
7j=1

La preuve de cette inégalité se fait en utilisant une interpolation complexe entre L?(w;) et
H'(w;) puis en utilisant I'inégalité de Friedrich.
On en déduit alors une premiére estimation

lenlly vy < 3 diamn(w)) Ve (s )3

=1

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on montre alors que

IV (s i) 72w S NVErallZeq,

3. Voir Corollaire 9.19 dans [9]
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En réécrivant la somme sur les N éléments 7; de 7Tj et non plus les w;, il vient finalement

N
‘ehHB(r Zh] ’vFThHL2
7=1

ou h; = diam(7;).

Cas Ay, = Ni, On traite maintenant le cas du N, pour lequel la démonstration compléte
peut étre trouvée dans [17].

De méme que précédemment, on introduit une partition finie de I'unité {¢,} correspondant
aux fonctions "chapeau" associées aux nceud de 7,. On pose encore w, = supp(p,) et h, =
diam(w,). L’orthogonalité du résidu par rapport a l'espace de test permet de montrer une
premiére inégalité

Il Gy < C D e lIrallZe)

zeK

ou K est 'ensemble des nceuds intérieurs de 7, (quand I' est une surface ouverte) ou bien
I'ensemble N des nceuds quand I' est fermée. En redistribuant la somme précédente sur les
éléments 7 du maillage et non plus les noeuds, en posant h, = diam(7), et en utilisant le fait
que la norme du résidu est une norme équivalente de ’erreur, il vient le résultat voulu

el S S he 2
T€Th
Le principe de construction de ces indicateurs fait qu’ils sont valides pour le probleme de
Helmholtz. De plus, il s’agit du seul indicateur pour lequel une preuve de convergence quasi-
optimale a été faite, et ce dans le cas des équations intégrales associées a 1’équation de Laplace.
Cette démonstration n’est pas directement utilisable pour le probléme de Helmholtz. On en
propose donc une extension prenant en compte la partie compacte de Sy, et N, .

Preuve de convergence quasi-optimale pour l’indicateur résidu-standard dans le
cadre de I’équation intégrale associée a 'opérateur oscillant &;,

Les travaux de C. Carstensen et al. [16] suggérent qu’un indicateur d’erreur a posteriori
fiable et efficace n’a besoin de vérifier que quatre axiomes (voir 3.1.3) afin de pouvoir prouver la
convergence optimale de I'erreur en utilisant un algorithme de raffinement autoadaptatif guidé
par cet indicateur.

Cette preuve a été faite ([41]) dans le cas de l'indicateur du théoréme 3.2.2 lorsque l'opéra-
teur considéré est Sp. Elle n’est pas directement applicable dans le cas du S, car elle utilise
notamment l’orthogonalité de 'erreur par rapport a l'espace de test pour le produit scalaire
issu de Sy ce qui permet de garantir la décroissance de I'erreur dés lors qu’on raffine le maillage.
En effet, considérons une suite de maillages (7;)en, tels que 7, C Tii1 (Ti41 est un raffinement
de 7)) et les espaces d’approximation correspondants V; C Vi41. On pose U; € V} la solution
de Galerkin sur le maillage 7;. On a donc également U; € V;,1. On rappelle que la norme de
Galerkin s’exprime, dans ce cas,

lull® = (Sou, u).
Par conséquent,
lu = Ull* = llu = Us + Utyr = U I,
= lu = Uia|? + 10 = Ui,
> flu = U |I*.
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Lorsqu’on traite le cas du Sk, ~o, l'erreur n’est plus orthogonale a l'espace de test et il faut
traiter la "perturbation" introduite par la partie compacte de Sk, .

On se propose alors de revérifier les quatre "axiomes de l'adaptivité" pour I'indicateur résidu
pondéré dans le cadre des équations intégrales associées au probléme de propagation acoustique.
Avant cela, on donne un résultat de continuité sur le gradient de 'opérateur Sy, .

Lemme 3.2.1. Pour tout v, € V, € H'(T'), on a

10 (VeSe)llo < Il

Démonstration. On décompose Sy, = Sy + Ck,,. En utilisant 1'inégalité triangulaire, on a

152 (VeSS ) llo < 102 (VeSot)lo + 17y (VrCiry 1) o-

On sait par la proposition 2 dans [37] que

152 (VrSetn) o < Ilull-

Concernant la partie compacte, on sait (|11],lemme 2.1) que Cy,, est continu de

Cr, : HYXI) — HY(D)

W

quand I' est lipschitzienne. En posant hy = max diam(7), il vient
7€ ]o

||hzl/2(vrckw¢z)||0 < ho |Cr, Ul ,
< C(ho) [|Chy¥ull1,
< Ci(ho) [|¢n]-

On a désormais tous les outils nécessaires pour vérifier les axiomes.

Axiome 1 — Stabilité sur les éléments non raffinés

Proposition 3.2.1. L’aziome 1 de l'adaptivité est vérifié par l'indicateur résidu pondéré dans
le cas du Sk, .

Démonstration. Soient T; une discrétisation de I' et 7 un raffinement quelconque de 7;. On
pose [ = TN T 'ensemble des éléments de 7; qui n’ont pas été raffinés. Si V; et V sont les
espaces d’approximation discrets associés, alors pour tout v; € V; et v € V

1/2 1/2
(Z|\hi/2<vrskw<u—ﬁ>>uaf> —(ZHhi/?(vrsw—vz>>u§ﬁ>

TeS TeS
= |[IRY2(VrSh, (u = 0) | 12—
N2 (VrSk, (w =)l 2y
< |WY2(VrSk, (@ — )l 22(p). (inégalité triangulaire)
< Cstab |V — vi])- (lemme 3.2.1)

]
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Axiome 2 — Réduction sur les éléments du domaine raffiné

Proposition 3.2.2. L’aziome 2 de l'adaptivité est vérifié par l'indicateur résidu pondéré dans
le cas du Sk,

Démonstration. Soit T un raffinement de T, en utilisant I'inégalité triangulaire, il vient

[P (VoS (u = UN 227

~ ~ . 2
(2 eSk, (0= U)oy + B2 (T2, (U = D)y
On rappelle I'inégalité d"Young : pour 0 > 0 quelconque on a
(a+b)><(1+86)a®+ (14610

Par conséquent,

th/z(VFSkw (U ))”LQ(T\T

(1 + 0)|[RVA(VrSk, (u + (146 H[RVA(VrS, (U —

l))HLQ(?\Tz) ))||L2 T’

~ 1
Pour I’ensemble des éléments raffinés, on a h < q h; avec ¢ < —. Par conséquent,

V2

[RY2(VSh, (u — )2 q ||l (VrSh, (u

2
L2( T\T Ul)) ||L2 (71\72)

or

112 (VoS (0 = U2y = W (VeSiy (0 = U227

On obtient alors

th/Q(vFSkw (u ))“LQ (T\TD)

q(1+9) th/?(vpskw(u —0)) + (146 Y |[RVA(VrS, (U, — U

2
HL2 (TI\T) )>”L2(7A'\77)

En appliquant I'inégalité du lemme 3.2.1 et en choisissant ¢ suffisamment petit tel que preq =

146
L < 1, il vient le résultat voulu

V2

[RY2(rSe (0= D)y < o I (VeSi (0 = U) a7y + Cotan 1 = Uil

Axiome 3 — Quasi-orthogonalité générale

Proposition 3.2.3. L’axiome 3 de l’adaptivité est vérifié par l'indicateur résidu pondéré dans
le cas du S, .

Démonstration. On se base sur les LEMME 3.5 et PROPOSITION 3.6 de [39] dont on reprend
la démonstration pour 'adapter & notre cas.
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Lemme 3.2.2. On suppose que l'algorithme auto-adaptatif a convergé (conséquence des Pro-
positions 3.2.1 et 3.2.2). Les suites (€;)ien, €t (Ep)ien, définies par

u — Ul
——F—  pour u # U,
e =4 llu—=Ul
0 stnon,
et
U — U
= pour U1 # U,
E = U = Ul
0 S1nomn,

convergent faiblement vers 0 dans H~/2(T).

Démonstration. La démonstration est faite pour (e;);, celle pour (E;); se faisant de la méme
maniere.

On pose V,, = llim V) et on suppose que la suite des (U;); converge vers un U, = u (on
—00

converge vers la solution exacte lorsque (V;) = V).

La suite (e;); est bornée donc on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente
(e;); vers un w € H_I/Q(F). On sait que u,U; € V, d'ou w € V.. Dans un second temps,
I'imbrication des V; implique que

\V/lj > l, €, 7é O,VUZ € ‘/2, Hlu — Ulj |H<Skwelj,vl) =0.
Par conséquent, pour tout [ € Ny, e > 0, il existe jo € N tel que pour tout j > jp on a

‘<Skww7 Ul>| <e+ |<€lj78kw,0l>‘ )
<¢,

en utilisant le fait qu’il existe un rang a partir duquel |(w — e;, Sk, v))| < €.
L’index jo est choisi suffisamment grand pour que [; > [. Pour tout [ € Ny et tout v; € V,
on a ainsi

(Skww, Ul> =0
ce qui implique w = 0. O

On peut alors utiliser ce résultat pour prouver un "inégalité de Pythagore", i.e. quantifier
le comportement de la partie compacte de Sk, .

Proposition 3.2.4. Pour tout 0 < € < 1, il existe un rang ly € Ny tel que pour tout | > I

1

U, —Ul? <
11 = Ul < 7—

I = ULlI* =l = Ui

Démonstration. Par définition de la norme || . || et en utilisant la décomposition Sk, = Sp+Ck,,
on a

lw — UlI> = (So(u — Uy),u — Uy),
= (So(u — U1 + Uppr — U)),u — Uy + Ui — Uy),
= lu — Ua P + NUiex — U? + (So(w = Upa), U — Up) + - ..
e <SO<UZ+1 - Ul), U — Uz+1>,
= lu — UpealP + U1 — U? + {(Sk,, — Croo ) (= Ups1), U — Ui) + - ..
o (S = Co ) (Uit = Uh), u = Uya), '
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En utilisant orthogonalité (Sk, (v — Ujy1), Uin1 — U;) = 0, il ne reste que les termes en Cy,,

lu = UilI* = flu — Ul + 102 = Uill* + . ..
o i AChy (U = Upgr),u — Upyr) + (Cr,, (u = Upyr), Uy — Uppa).

On a alors, puisque Cy,, : H/*(T') — HY(T),

[(Cry (0 — Upy1), Uy = Up)| < Ju — U || [{Cryr41, Urin — UD)J,

< [Crerrillmy lv = Uil 1720y U1 = Uil 1720y,

ainsi que
|(Cro (Uit1 — Uh),u — Upyn)| < ||Cr Eill vy | — Ussa | 17200y U111 — Uil 1720y

L’opérateur Cy,, est compact de H'/2(T") dans H*(T'). Ainsi, en utilisant le Lemme 3.2.2, on a
la convergence forte de ||Ci, Ej|| 1 (ry et ||Chy €i41] 1 (ry vers 0. Par conséquent, pour tout § > 0,
il existe un rang [y tel que pour tout [ > [y, on a

|{Chy (v — Upy1), Uy — Up)| + [(Cye (U1 — Up),u — Upyp)| <.
-0 flu = Uil g2y 101 = Uil 12y

En particulier, pour tout [ > [

101 = Ull* < llu = GlI* = llw = Ui I + 6C5em I = Uta 1021 — Uil

2
norm

2
et d'utiliser 2ab < a® + b? pour obtenir le résultat souhaité. m

ol Chorm €st la constante multiplicative entre || . || ;-1/2 et || . ||. Il suffit alors de poser e =

La proposition précédente est alors suffisante pour démontrer la propriété de quasi-ortho-

gonalité. En effet, En choisissant ¢ suffisamment petit tel que <1,ona

N N
£
D MUker = Ul < == llu = Ul® + Ju = Ull* = flu = Uy,

1
k=l k=]
e N
< 72 D M= Ul + = U
k=l

En posant g4, = et en utilisant la fiabilité de l'indicateur 7,,, il vient directement

Y (10kr = Uel® = eqollu = Usll?) < Coo -
l

N
k=
Axiome 4 — Fiabilité discréte

Proposition 3.2.5. L’axiome 4 de l’adaptivité est vérifié par l'indicateur résidu pondéré dans
le cas du Sk, .
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Démonstration. On suit le cheminement de la preuve de la PROPOSITION 4.3 dans [41]. Elle
utilise le fait que le Sy induit un produit scalaire sur H~Y 2(T) et qu'il s’agit de l'opérateur
inversé ce qui permet d’utiliser 'orthogonalité de I'erreur. Ce n’est pas le cas lorsqu’on résout
Sk,,- On peut cependant supposer que le probléme discret est bien posé, a savoir qu'on a la
condition inf-sup discréte : il existe un rang [y tel que VI > [y, dJa > 0 indépendant de [ tel
que

S
inf sup —K b V1, 01|

> a > 0.
uViwev, [lodl flwi]

Pour un raffinement T quelconque de 7, en particulier V; C ‘7, on a

~

(St (U = u), )

%Il

~ 1
10 - Uil < sup
eV

Cette fois-ci, on peut utiliser 'orthogonalité du résidu par rapport a I’espace de test V. Ainsi,

(Sko (U = U1),0) = (Sp, (u — U1),0) + (Si, (U — u), ),
= (Skw(u — Ul),iJ\>

Soit N; I'ensemble des noeuds de 7;. On pose 7, la fonction "chapeau" associée a z € N;. On
pose R; C 7; le voisinage immédiat des éléments de 7; qui ont été raffinés,

R, = {7’ € 7T,3r e 77\'7\-,7' € wT/}

oll w, correspond au patch des éléments entourant 7 (en incluant 7). On pose encore N} C N,
'ensemble des nceuds appartenant a un élément de 7, qui a été raffiné et S; = R\ (T\T).
On définit un opérateur de projection 7, : P*(T) =: V — P(T)) =: V; tel que

0 siTe 7{\7A',
v(T) sinon.

mO) (T eT) = {

Onay= Z n: tel que x,5.\# = 1. Pour tout v € 730(7:)7 on a
zEJ\/lR

<Skw(u — Ul),@\> = <Skw(u — Ul), (1 — 7Tl)6>,
= (> 1S (u=U).0) = (D 0. Si(u— 1), Ts,).

zeNE zeNJ

En utilisant I'inégalité triangulaire, le fait que h; = h pour les éléments de S; (plus précisément :
1= L hn,

h’?

(S (=T, D) < 1Y 02 Sk (w = U vy 101l gy + - - -

z GJ\/ZR

RS e S (w = Ul 10200 2o

ZGJ\/ZR
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En utilisant le THEOREME 3.6 * de [44], il vient

[( Sk (=T, < D 0 Sk = Uiy + - -

z GJ\/lR

—1/2 o
ST S = U ey | 1l

zE/\flR

On commence par majorer le premier terme entre parenthéses ci-dessus. En utilisant le LEMME
2.1 de [18] avec w, = supp(n.), on a l'inégalité

1Y 0 Sk (u= U3y S D 102 Sk (= U2

zeNJ zeNft
Le THEOREME 3.2 de[18] et I'interpolation des normes ||. |12 S| {lo|l- |1 donnent
17 Sk (1w = U131/, < B=(1 4 12V (V0 (02 Sk (u = UD)) 172w -
En utilisant I'inégalité de Poincaré et en majorant n, < 1,

V(2 Sk, (v — U)) | 22wy < 1(VE02) Sk, (w0 — Up)[| 200, + 172 VESk,, (v — U) || £2(0.)
S I VeSk, (v — Ul 22 (w,)-

Enfin,

I Z 1= Sk, (U — Ul)”?{lﬂ(r) < Z e[ VS, (u — UZ)HLQ(wz)Qv

zeN] zeNT

<1 VS, (u = U) 22,

On obtient la méme estimation pour le second terme de la somme entre parenthéses. Par
conséquent,

h 23" 0 Se(w = U lzeqry S k> VeSi, (u = U) [l 12(wy)-

zeNJ
En conclusion, en posant v = U-— U,
Sk, (T = U0), U = U] S 1y VeSi, (w0 = U2y 10 = Uil 121
puis en utilisant la condition inf—sup,
1T = Uil < Caret > TS (1 = U 2,

ce qui est le résultat voulu. [

4. Soit i € {0,1}, m > i, s € [0,1] et —0o < @ < @ < oo. Alors on a 'inégalité [|p*"*ullr2(0) < [p%ullg-+(0)
pour u € SM™(T) et a € [a,a]. Ici, S est I'ensemble des fonctions v € L sur 2 dont la restriction a un
élément du maillage 7 est polynomiale de degré m sur I’élément de référence. On a la méme définition pour S7”
en prenant u € C°((Q).
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Théoréme 3.2.5 (Convergence quasi-optimale de 7,, pour l'opérateur Sy, ). On suppose que
Ualgorithme de raffinement produit une suite de maillages (T))ien,. Avec les Propositions
3.2.1-83.2.5, il existe un rang ly € Ny tel que pour | > ly, l'algorithme de raffinement auto-
adaptatif guidé par lindicateur résidu pondéré, utilisant le critére de marquage de Dorfler et la
technique de raffinement newest vertex bisection converge quasi-optimalement pour l’équation
intégrale associée au S, .

Si on admet lefficacité de l'indicateur résidu pondéré, la convergence est optimale.

Démonstration. En se basant sur la F1G. 1 dans [16], 'indicateur 7,, pour I’équation associée
au Sy, est fiable et vérifie les quatre axiomes de 1'adaptivité. O

Preuve de convergence quasi-optimale pour l’indicateur résidu-standard dans le
cadre de I’équation intégrale associée a I’opérateur oscillant N,

On fait ici la preuve de convergence quasi-optimale de I'indicateur résidu pondéré associé a
I'équation Ny, lorsque T' est une surface fermée. On donne ici une inégalité inverse basée
sur le LEMME 3.1 de [38] pour I'opérateur Nj.

Lemme 3.2.3. Soit T;, un maillage admissible de T'. Pour v; € PPY(T)), on a
||hl1/2Nkwvl||L2(F) S Cinv ||Ul||H1/2(F).

Démonstration. On utilise la décomposition Ny, = Ny + Fy,, puis U'inégalité triangulaire, avec
Fr,, continu

Fr, - HY*(T') — HYI)

pour I' une surface lipschitzienne. Par conséquent, en posant hy = max (diam(7)),
7€lo

18" Feyvrll 2y < C(ho)l| Fry orll 111

S ||Ul||H1/2(F)-

Axiome 1 — Stabilité sur les éléments non raffinés

Proposition 3.2.6. L’axiome 1 de l’adaptivité est vérifié par 'indicateur résidu pondéré dans
le cas du Ny, .

Démonstration. La preuve se fait de la méme maniére que pour la Proposition 3.2.1 en
utilisant le Lemme 3.2.3. O

Axiome 2 — Réduction sur les éléments du domaine raffiné

Proposition 3.2.7. L’aziome 2 de l'adaptivité est vérifié par lindicateur résidu pondéré dans

le cas du N, .

Démonstration. La preuve se fait de la méme maniére que pour la Proposition 3.2.2 (inégalité
triangulaire, inégalité d’Young, ¢ < ¢ h; avec ¢ < 1) en utilisant le Lemme 3.2.3. O

Axiome 3 — Quasi-orthogonalité générale

Proposition 3.2.8. L’axziome 3 de l'adaptivité est vérifié par [indicateur résidu pondéré dans

le cas du Ny, .

Démonstration. La preuve peut se faire de la méme maniére que pour la Proposition 3.2.3.
O
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Axiome 4 — Fiabilité discréte

Proposition 3.2.9. L’aziome 4 de l'adaptivité est vérifié par l'indicateur résidu pondéré dans

le cas du Ny, .
Démonstration. Comme pour 3.2.5, on part de la condition inf-sup discréte

(N, (U = 1), 9)

21l ’

~ 1
IV =t < — sup
vev

puis
(Ni, (U = U)), ) = (N, (u— U)), D)

en utilisant 'orthogonalité de Galerkin. Le reste de la preuve se fait de la méme maniére que
celle du point (iii) de la PROPOSITION 3.5 de [38]. O

Théoréme 3.2.6 (Convergence quasi-optimale de 7,, pour l'opérateur N ). On suppose que
Ualgorithme de raffinement produit une suite de maillages (T;)ien,. Avec les Propositions
3.2.1-83.2.5, il existe un rang ly € Ny tel que pour | > ly, l'algorithme de raffinement auto-
adaptatif guidé par lindicateur résidu pondéré, utilisant le critére de marquage de Dorfler et la
technique de raffinement newest vertex bisection converge quasi-optimalement pour I’équation
intégrale associée au Ny, .

St on admet Uefficacité de 'indicateur résidu pondéré, la convergence est optimale.

Démonstration. En se basant sur la F1G. 1 dans [16], I'indicateur 7,, pour l’équation associée
au Ny, est fiable et vérifie les quatre axiomes de adaptivité. [

3.2.3 Conclusion sur les indicateurs résidu

On a présenté deux types d’indicateurs basés sur le calcul du résidu utilisant des techniques
de localisation différentes. On ne retient pas les indicateurs de Faermann pour les simulations
car ils sont plus complexes a calculer, malgré la propriété d’efficacité qui est absente chez les
indicateurs du type "résidu pondéré". Les preuves de convergence quasi-optimale montrent que
ces derniers vont permettre de retrouver la convergence optimale de 'indicateur ce qui en fait un
indicateur de choix pour le guidage d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif. Cependant,
la question de la preuve de l'efficacité n’est toujours pas résolue. La seule hypothése pour leur
utilisation est que r, € H'(T'), respectivement L*(T"), pour 'équation S, , respectivement N, .
Pour les seconds membres les plus courants (onde plane, source ponctuelle), ¢a sera toujours le
cas.

Néanmoins, le calcul du résidu peut s’avérer étre une option cotiteuse puisque cela suppose
de recalculer un produit matrice—vecteur plein. Ce probléme peut étre résolu en utilisant une
méthode rapide comme la FMM. Il faut de plus étre capable de calculer le résidu précisément,
i.e. de s’assurer d’avoir suffissamment de points de quadrature pour que la norme ||Y2(Vrry)|lo
ou bien ||h'?ry o soit stabilisée.

3.3 Indicateurs basés sur des reconstructions ou enrichis-
sements d’espace

Dans cette section, on présente des indicateurs d’erreur basés sur des reconstructions d’es-
pace d’approximation.
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On présente dans un premier temps un indicateur de type "enrichissement d’espace" simple

qu’est I'indicateur h— ﬁ Cette classe d’indicateurs est basée sur 1'idée suivante : soit V}, I’espace
d’approximation sur 7y et uy, la solution Galerkin dans Vj, et u € V. la solution du probléme
continu. On introduit un espace enrichi Vh tel que V), C Vh C V., alors pour uy, la solution
Galerkin correspondante,

Ne = |[un — upllyv

est une bonne approximation de 'erreur. A premiére vue, il est nécessaire d’effectuer le calcul
(cotiteux) de uy, ainsi que de localiser la norme || .||y, . Il est ensuite nécessaire d’introduire une
hypothése de saturation.

Hypothése 3.3.1 (Hypothése de saturation). Soit une suite (V;); d’espaces d’approximation
a laquelle on associe une suite d’espaces enrichis (V});, on suppose qu’il existe une constante
Csat € [0, 1] telle que pour tout | € N,

lv = Uil < Coa lu = Uil
ot || .|| représente la norme énergie.

C’est une hypotheése forte sur la nature du probléme résolu, comme on le détaille dans la
remarque suivante.

Remarque 3.3.1. L’hypothése 3.5.1 de saturation suppose que l’erreur d’approzimation décroit
strictement (Csy < 1) dés lors qu’on raffine un maillage, et ce quelle que soit la maniére
dont on effectue le raffinement/

Pour un probléme purement coercif, cette hypothése est, la plupart du temps, vraie. En
effet, soit Ay un opérateur coercif, U, € Vi et U, € V;, alors

<A0(u — Ul),u — Ul> = <A0(u — (7[ + /U\l — Ul) U — [7[ + (7[ — Ul>
= <A0(u — Ul), u — Ul> <A0(Ul ) Ul Ul>,
lu— Ulll? = lu = Ul + |U; — Uil*  (Pythagore)

car u — ﬁl est orthogonal a ‘A/l pour le produit scalaire induit par Ag. En général, (A]l # U et
lu =Tl < flu =T

Les opérateurs intégraux qu’on étudie dans cette thése sont du type Fredholm. Par conséquent,
on n’a plus orthogonalité de [’erreur par rapport a l'espace d’approrimation pour le produit
scalaire issu de la partie coercive. Dans notre cas, il y a donc une incertitude sur sa validité.
En fait, un calcul simple montre que pour Ay, = Ao + Ck, avec Cy, compact et auto-adjoint,
on a

I = U2 = B = Tl + W02 = Gl + 2 ((Co (= Doy = To) + RUCp (T = 0 = 1)) )
Ainsi, en regroupant les termes en Cy,,,
b = Ul = = Tl + 1T — Ul + <,
> Ju— il +<.

[cz € peut étre négatif! Les termes en Cy,, correspondent a des termes d’ordre élevé par rapport
a |lu— U 1l existe donc un rang ly € Ny tel que pour tout | > Iy,

flu = Gill* > flu — Thll*.
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On a bien Uhypothése de saturation, mais & partir d’un certain rang seulement®. ..

Cette hypothese permet d’assurer efficacité et la fiabilité (voir Proposition 46, [36]).

On présente ensuite un indicateur basé sur une reconstruction d’espace. Ils supposent de
résoudre I’équation sur un maillage 7, raffiné uniformément de 7}, puis de reconstruire la solution
Uy, sur un espace d’approximation d’ordre supérieur de 7j,.

3.3.1 Indicateur par enrichissement d’espace : indicateur h — 5

On présente ici I'indicateur par enrichissement d’espace h — — qui se caractérise par la

simplicité de sa formulation. Comme explicité en introduction de cette section, on aimerait ne
pas avoir a calculer les deux solutions wuy, et Uy, et on aimerait trouver un moyen de localiser la
norme énergie.

Le premier point peut étre résolu en se contentant d’un post-processing de u;, qui devra de
toute maniére étre calculé.

Supposons que P'espace d’approximation sur 7, est V},, respectivement ‘711 sur ’771 On intro-
duit alors un projecteur Il : V};, — V}, tel que

(1 = I)tn |l < Capx min [|tn — vllpe,
veEV)

[nllns < Ciny llun]]-

Iei, || .

ns représente une semi-norme pondérée par h® ot h est une taille de maille caractéristique

des éléments de Tj,. Cette donnée est suffisante pour la définition de 'indicateur h — 5

h
Indicateur h — 5 pour ’équation Sj,
On a le théoréme (Théoréme 54, [36]) suivant.

Théoréme 3.3.1. Soit uy, la solution Galerkin de ’équation Sy, u = b sur 7A7L Sous hypothése
de saturation et pour 11 = Il;2 le projecteur L? classique, l'indicateur d’erreur a posteriori
définit par

Mo = |21 = e )p] 12y

est fiable, efficace et local.

h
Indicateur h — 5 pour I’équation N,
De méme que pour Sk, on a le théoréme équivalent pour N, (Théoréme 56, [306]).

Théoréme 3.3.2. On suppose que Vi, = PY(T;,). Pour
— II = J le projecteur de Scott-Zhang®,
— Il = HLz,
— II = linterpolateur nodal,

5. Ce rang dépend de la convergence de la partie compacte par rapport a I’erreur d’approximation. Il dépend
donc de u et de ’espace d’approximation.
6. Voir [22] par exemple.

Chapitre 3 Marc Bakry 79



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

lindicateur d’erreur définit par
Mot = P2V (1 = )i 2y

est fiable, efficace et local.

h
L’indicateur h — 3 présente donc une grande facilité de mise en ceuvre. Néanmoins, il a le

gros désavantage de nécessiter la résolution du probléme sur un maillage raffiné ce qui est trés
colteux.

Dans cette catégorie, on peut encore mentionner l'indicateur a deux niveaux (voir [63]) qui
lui ne demande que le calcul de la solution sur le maillage non raffiné 7. On suppose que I'espace
d’approximation initial est V},. On se Qonne alors un espace enrichi Vj, tel que V;, =V, & W,.
On réécrit la somme directe comme V = Wy o ® Wj1 @ ... & Wy n ot N peut étre adapté
selon le choix de l'utilisateur. On pose Wy o = V},. Les étapes du calcul de I'indicateur sont les
suivantes.

1. On résout le probléme suivant sur V},

AU, v) = L(v), YveV,.

2. On pose U € ‘//; une meilleure approximation de la solution continue u au sens que
|u— Ul|| < |ju— UJ|. L’idée est de calculer une meilleure approximation de u — U sur
chaque sous espace W}, ; comme la projection sur W, ; de U-U qu’on nomme P](ﬁ -U).
Finalement, U — U = Zjvzl Pj((/} - U).

3. On résout pour chaque sous-espace Wj, ;
A(P;(U - U),v) = L(v) — A(U,v), YveW,,.

Ce sont des problémes de petite dimension donc normalement peu cotiteux. On remarque
qu’on peut se passer du calcul de U. Il faut malgré tout effectuer un assemblage complet
pour le terme A(U, v)!

4. On calcule I'indicateur d’erreur a posteriori

N
"=,

j=1
n; = 15U = U)||.

La contrepartie de la simplicité des indicateurs par enrichissement d’espace est donc un
cotit de calcul extensif. Si on souhaite néanmoins garder cet esprit de simplicité, on peut leur
préférer les indicateurs par reconstruction d’espace.

3.3.2 Indicateurs par reconstruction d’espace

L’approche utilisée pour les indicateurs par reconstruction est trés proche de celle utilisée
pour les indicateurs par enrichissement d’espace tout en étant plus simple. L’idée est la suivante :
on considére un maillage Ty, V}, l'espace d’approximation et u, € Vj la solution Galerkin
correspondante et u la solution continue. On introduit ensuite II, qu’on appelle pour I'instant
opérateur de reconstruction. On a alors, sous certaines conditions de régularité discutées ci-
apres,

u—up =u— Hu+ (u — up) + Huy, — up,.
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On suppose alors qu’on a choisi II de telle sorte que u — ITu et II(u — uy) soient des termes

d’ordre élevé par rapport a ITuj, — uy,. Dans ce cas”,

[ = wn|| = Jlun = || + o(|lun — Tuy|[).

La grandeur ||up—ITuy|| est uniquement calculable & partir de uy, et représente alors une grandeur
asymptotiquement exacte de 1’erreur. De plus, il ne fait pas intervenir 'opérateur qui a
été inversé mais dépend uniquement des espaces de Sobolev entrant en jeu. On a cependant le
méme probléme que pour les autres indicateurs, a savoir que la norme || . || n’est pas locale. On
se base alors sur les inégalités inverses pour la localiser.

h
En pratique, ces indicateurs sont basés, comme pour 'indicateur h — —, sur deux maillages.

On pose maintenant Ty le maillage initial de résolution et 7, un raffinement uniforme de 7Ty

tel que h = oF k > 1. Le probléme variationnel est alors résolu uniquement sur T, et on va se

servir de Ty pour reconstruire la solution. De plus, 'opérateur I est un projecteur qui peut
étre le projecteur de Galerkin I associé a la norme | .| (i.e. le Sy dans le cas de I’équation
Sk, ) ou bien le projecteur II;2 usuel. Si on suppose par exemple que V}, = PP(T,), alors la
reconstruction se fait sur VH = PPTY(Ty) 8, lidée étant quune approximation polynomiale
d’ordre plus élevée converge plus vite vers la solution. L’indicateur d’erreur est ensuite calculé
localement sur les éléments de 7y : en comparant localement la solution avec une meilleure
approximation, on est capable de "mesurer localement 'erreur". Par exemple, si la valeur de
I'indicateur est localement élevée, il en est de méme pour la valeur de I'erreur et il faut affiner
localement le maillage. Si la valeur de I'indicateur est faible, alors il n’y a pas besoin de raffiner.

On montre d’abord la fiabilité et I’efficacité de 'indicateur non localisé. On présente ensuite
I'indicateur qui sera utilisé pour I’équation associée au Sy, et enfin celui pour I’équation associée

au Ny, .
Fiabilité et efficacité pour les indicateurs basés sur la reconstruction d’espace

On définit I'indicateur par reconstruction de maniére complétement générale.

Définition 3.3.1 (Indicateur par reconstruction non localis¢). On pose lindicateur d’erreur a
posteriort non localisé en norme d’espace

= min ||up, —vgllv.
v EVYH

Pour prouver sa fiabilité et son efficacité, on doit faire les hypotheéses suivantes. On utilise le
fait que le probléme pour Ay, vérifie une inégalité de Garding : il existe un opérateur compact
T :V — V* et une constante Cq; > 0 tels que pour tout v € V|

[{( Ak, v, 0) + (Tv,0)] > Can |03
Hypothése 3.3.2 (Hypothése d’approximation (AA)). On suppose que la grandeur

min. o [u—wv
it = ety | H”V—o(l).

minvhe‘/h u = vh“v B

7. On rappelle que vy € PPT(Ty) et vy, € PP(Tp)!
8. On peut décider d’avoir Viy = PP(Ty) et Vi, = PPTL(T},), mais dans ce cas, on se rapproche d’un indicateur
h
h — — amélioré. .. Comme on le re-souligne plus loin, on calcule la solution sur un maillage raffiné ce qui est

coliteux. Augmenter ’ordre polynomial de 'espace d’approximation est encore plus coliteux et pas forcément
utile.
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Hypothése 3.3.3 (Propriété discréte (PD)). On suppose que

_ . ||UH - Uh||v Cen
¢= max min
vneVa\{oy €V [lvmlly Cha

ot Cpq est la constante de continuité de l'opérateur Ay, par rapport a la norme || .||yv.

En ce qui concerne '’hypothése (AA), elle peut étre obtenue en utilisant un ordre polyno-
mial plus élevé pour ‘71{ que pour V}, lorsqu’on suppose que u est "suffisamment réguliére".
L’hypothése (PD) se vérifie numériquement et sa validité dépend, comme on le constate plus
tard, du nombre de raffinements du maillage (voir par exemple la partie "Indicateur par
reconstruction pour I’équation S;").

Dans ce cas,

Théoréme 3.3.3. Avec les hypothéses 3.3.2 et 3.3.3,

4o, m< lenllv <

_ Cql [(Ten, en)|
— (i + min flu—vglv)+ = 7
1 - qCg Cha v EVy 1-¢Cq'Cra  lenllv

i.e. l'indicateur non localisé 1y est fiable et efficace vis-a-vis de Uerreur sur le maillage raffiné.

On étend la preuve (voir Théoréme 2.1,[20]) adaptée au cas ou Ay, est sous la forme
coercif + compact.

Démonstration. On commence par 'efficacité.

i < |lu—up|lv + min |lu —vglly,
v €V

< |lu —up|ly + dpy min ||u — vy,
v EVY

< (14 6pm) ||u— un|lv avec min ||u — vp|ly < [|u— upllv.
vRLEVR

La preuve de fiabilité nécessite 1'utilisation de 'hypothése 3.3.3. Soit Fy € 17H tel que

len — Erlly = min |en, — vallv.
vg€EVy

On a notamment ||Ey|ly < |len||v (stabilité de 'approximation).
En utilisant la propriété discréte,

min ||Ex — villv < ¢[|Eullv,

v EVY
on a encore
[(Ag.en, En)| = |{(Ar.en, Eg —vp)|, pour tout v, € V3,
= vrggh [(Ar,en, Eg —vn),

< Craqllenllv |1 Exllv-

Par conséquent, en utilisant ||Ey||v < |len|lv et I'inégalité de Garding,

Can llenlli < [{(Aryens en)| + |(Ten, er)]
< |[(Aryen, en — Em)| + [(Aryen Eu)| + [(Ten, en)| ,
< Cudllenllv (llen — Erllv + qllenll) + [(Ten, en)] -
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En simplifiant par ||ep||v,

Teyp, e
(am—qCMHkNvS(%Mkh—EmW+¢LJLil
lenllv
||eh||V < Mneh _ EHHV + Ce_lll |<T€h,€h>|
1404 Cra 1—qCy'Cua lenllv

C’rel | <T€h7 €h> |

< C — Eullv +
< Gallen = Eullv + 7=

ol Crel = —C;Hled
e 1-— q C;chbd

len — Exlly = min |ep —vg|lv.
v EVyH

Finalement, en utilisant I'inégalité triangulaire et upy la meilleure approximation de uj, dans

VH7

> + Crel |<T€h> €h>|
Cha lenllv

Crel |<T6ha 6h>|
Cha lenllv

WNV£QM<WEWPWMW+W%—%MW
v EVH

<O ( min [|u— v}y +ﬁn) N

v EVYH

ce qui est le résultat souhaité. [
Tep, e
En fait, les termes min |ju — vg||y (sous condition de régularité sur u) et [Ten, en)]| sont
o€l llenllv
des termes d’ordre élevé par rapport a nn. Concernant min ||u —vgy||y, cela se justifie par
vgEVy
[(Ten, en)|

I’hypothése 3.3.2. Pour , on renvoie a la démonstration du lemme 3.2.2.

lenllv
L’indicateur par reconstruction est donc fiable et efficace a un terme d’ordre élevé

preés (sous condition de régularité!). Il est de plus asymptotiquement exact par construction.

Il reste essentiellement deux points a éclaircir :

— comment calculer min ||u, — vg|ly ? Si on pose par exemple ||. ||y = || .||, alors vy =
vgEVH

upg =la projection de Galerkin de wj, minimise ||u, — vg||. C’est une solution cotiteuse
car nécessitant 'assemblage et I'inversion d’un second probléme plein. On remarque ainsi
que le choix du projecteur L? garantit la fiabilité de I'indicateur mais pas (a priori) son
efficacité.

— comment localiser ||. ||y 7

Indicateur par reconstruction pour ’équation Sj

On présente ici I'indicateur par reconstruction pour 1’équation du simple couche tel qu’il a
été introduit originellement dans [19].

On vérifie la validité des hypothéses (AA) et (PD). Commengons par I'hypothése (PD).
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Pour v € PPT(Ty),

v — UhHH*1/2(F)

¢g= max min ,
v €V \{0} Yh€Vh ||UH||H—1/2(F)
< v — HUHHH*U?(F)
 omeVy\{0} ||UH||H—1/2(F) 7
||h1/2UH||L2(F)
max S,
v €VE\{0} HUH”H*U?(F)
h\ 2 H'2y
< max (—> H HHLQ(F),
vrevi\{o} || \ H L (m) v | =172y
B\ 12 v B
< max <—> M (estimation inverse),
v Ve \{0} H Loo(r) H'UH”H—l/z(F)
1/2
<|[( 2
~II\H
Loo(T)

Par conséquent,

1
q< — si on raffine une seule fois,
V2
1
< iz si on raffine k fois.

En pratique, & = 1 suffit? pour les objets que nous considérons au chapitre 5.
En ce qui concerne ’hypothése (AA), il faut supposer que la solution continue u est suffi-
samment réguliére pour pouvoir utiliser le lemme de Bramble-Hilbert. Dans ce cas,

min ||u —vg|lv < Hp+1+1/2, min [|u — vplly < hPHL/2,
'UHE"}H v EVY
En utilisant h = o il vient

ongr < ok(p+1/2) r

soit 5hH = 0(1)

On peut alors énoncer la forme localisée de 'indicateur par reconstruction pour Sy, .

Théoréme 3.3.4 (Indicateur par reconstruction localisé pour Sy, ). Si Ty (et donc Tp) est un
maillage régulier, indicateur d’erreur a posteriori pour l’équation Sy, définit par

ni = |[HY2(1 — un|| 2 ry
est fiable et local.

La preuve est basée sur des estimations inverses pour les polynémes et n’est pas donnée ici.

9. Au vu de [21], il faudrait logiquement augmenter k en fonction de la taille de l'objet en longueurs d’onde.
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Indicateur par reconstruction pour ’équation N
On a un résultat similaire & celui pour le Sy, .

Théoréme 3.3.5. Si Ty est un maillage régulier, l'indicateur d’erreur a posteriori pour [’équa-
tion Ny, définit par

= ||H1/2VF(1 — H)uh||L2(p)
est fiable et local.

On renvoie a [3| pour les détails. Comme pour le théoréme 3.3.4, les preuves se basent
essentiellement sur des localisations de la norme || . [ ;1/2()-

Conclusion sur les indicateurs par enrichissement ou reconstruction d’espace

On peut citer trois avantages des indicateurs par reconstruction :

— ils sont asymptotiquement exact ' sous leur forme non localisée et leur valeur peut alors
servir de critére d’arrét rigoureux pour un algorithme auto-adaptatif.

— ils sont basés uniquement sur la solution approchée et ne se basent que sur les propriétés
de transport d’espaces des opérateurs qui sont inversés, et non sur les opérateurs eux-
meémes.

— i la forme utilisant la projection de Galerkin ne présente pas d’intérét du fait de la
nécessité de ré-assembler un probléme plein, la forme utilisant la projection L? est trés
simple d’implémentation et le calcul de I'indicateur est trés rapide.

Malheureusement, ils nécessitent de résoudre le probléme sur un maillage raffiné uniformément
par rapport au maillage initial, ce qui peut coiiter trés cher. Par exemple, pour le cas ou
Ay, = Sp, et Pespace d’approximation est V, = P°(Ty), le coiit d’assemblage de la matrice
éléments finis (sans algorithme d’accélération) est multiplié par 4 en 2D et par 16 en 3D par
rapport a une résolution sur le maillage initial.

Remarque 3.3.2. On peut envisager 'utilisation de méthodes multi-grilles. Si on opte pour une
méthode basée sur plusieurs maillages, cela suppose de faire plusieurs assemblages du probléme.
On peut aussi envisager une méthode algébrique. Dans tous les cas, cela complexifie grandement
la mise en ceuvre de ce type de méthodes.

Ils présentent beaucoup de similarité par rapport aux indicateurs par enrichissement d’es-
pace. Si ils ont en commun la grande facilité de mise en cevure, ils possédent également des
désavantages similaires.

3.4 Conclusion sur les indicateurs de la littérature et leur
extension pour ’acoustique

Dans ce chapitre, on a introduit quelques indicateurs a posterior: de la littérature. Ils sont
classés par catégories selon leur principe de construction : basés sur une localisation de la norme
du résidu, sur des espaces enrichis, ou sur des espaces reconstruits. Ils ont généralement été
introduits pour les formulations intégrales associées a 1’équation de Laplace qui ont I'avantage
d’étre coercives. Lorsque cela a été nécessaire, on a généralisé les démonstrations de la littérature
[41, 38] aux équations intégrales associées aux opérateurs Sy, et Ny, .

Les indicateurs basés sur la localisation du résidu ont 'avantage de ne pas nécessiter de
résolution sur un maillage raffiné. Ils sont aussi les plus "naturels" puisque la norme du résidu

10. Sous condition de régularité!
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est une norme équivalente de l’erreur. Néanmoins, le calcul du résidu peut-étre une opération
cotiteuse si elle n’est pas accélérée par un algorithme rapide comme la FMM ou les H-matrices,
et nécessite par conséquent un effort d’implémentation important. Il peut arriver également
que selon I'implémentation utilisée pour la FMM, on doivent en utiliser une différente de celle
utilisée pour la résolution itérative de I’équation. De plus, ces indicateurs ne peuvent pas donner,
que ce soit sous forme globale ou localisée, une idée de la valeur "exacte" de l'erreur a cause
des constantes multiplicatives indéterminées, dépendantes du probléme traité, qui les lient a
I’erreur exacte.

Les indicateurs par reconstruction ont I’avantage d’étre, par construction et sous leur forme
non-localisée, asymptotiquement exacts. De plus, ils sont trés faciles & mettre en ceuvre car
ils ne nécessitent qu'une projection L2. Malheureusement, il faut effectuer la résolution sur
un maillage raffiné ce qui fait augmenter le temps de calcul (voir la conclusion de 3.3) et la
localisation fait perdre le caractére asymptotiquement exact. De plus, il reste une faiblesse
théorique puisqu’il faut supposer que la solution exacte est suffisamment réguliére.

Au vu des inconvénients mis en évidence ci-dessus, on s’intéresse, dans le chapitre suivant,
a la construction d’indicateurs d’erreur a posteriori fournissant une information quantitative
fiable sur la valeur de ’erreur. Ce type de problématique est largement étudié dans la littérature
pour les méthodes volumiques. On peut citer, par exemple, les travaux de M. Vohralik [32]
qui propose la construction d’indicateurs d’erreur par des techniques de reconstruction de flux
permettant d’aboutir & des constantes d’efficacité proche de 'optimal. On propose une approche
différente basée sur 'utilisation d’un opérateur de localisation bien choisi permettant d’aboutir
a un indicateur d’erreur a posteriori fiable, efficace, local et asymptotiquement exact.
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Chapitre 4

Construction d’un nouvel indicateur
d’erreur fiable, efficace, local et
asymptotiquement exact pour ’acoustique

Dans ce chapitre, on construit un nouvel indicateur fiable, efficace, local et asymptoti-
quement exact pour les problémes de propagation acoustique. Cet indicateur est basé sur une
localisation de la norme du résidu. Pour cela, on introduit une nouvelle technique de localisation
générique afin de conserver un certain niveau d’abstraction par rapport aux équations résolues.
On considére encore une équation de la forme A, u = b ot A, = Sy ou bien A, = N, et
u € H*(T). On introduit alors un opérateur de localisation A : H=*(T'") — L*(T") qui permet
d’agir comme une localisation de norme. On démontre ensuite que sous certaines hypothéses
sur A, on est capable de définir un nouvel indicateur d’erreur a posterior: fiable, efficace et
local. On choisit alors une norme dans laquelle on va exprimer l'erreur. On montre alors que
I'indicateur d’erreur a posteriori résultant est asymptotiquement exact. On propose ensuite
deux techniques de construction pour un tel A.

4.1 Une technique non—standard de localisation des nor-
mes de Sobolev d’ordre non entier

On a constaté au chapitre précédent que la préoccupation principale lors de la recherche
d’un indicateur d’erreur a posteriori en équations intégrales est la localisation des normes des
espaces H® quand s ¢ Ny. La plupart des techniques de construction des indicateurs d’erreur
sont basées sur ’expression de I'indicateur en fonction d'une norme H* puis en sa localisation en
utilisant des inégalités inverses. Dans cette partie, on propose une nouvelle approche abstraite
pour la localisation des normes, dépendante uniquement des propriétés de 'opérateur Ay, . En
particulier, on s’intéresse a la localisation de la norme du résidu.

Dans toute la suite, on reprend les notations introduites pour les preuves de convergence
de I'indicateur "résidu pondéré" de la partie 3.2.2. On suppose que l'algorithme auto-adaptatif
produit une suite de maillages (7;)en, pour lesquels la solution du probléme variationnel discret
(u; € V1)ien, converge vers la solution continue u € V.

4.1.1 Construction abstraite d’un nouvel indicateur d’erreur a poste-
rtort fiable, efficace, local.

On suppose que Ay : H*(I') — H*(T"). Le probléme étant bien posé, on va utiliser comme
en 3.2 le fait que la norme du résidu 7, = Ay, (v — u;) € H*(I") est une norme équivalente de
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I'erreur. On cherche donc ici a localiser une norme || . ||_s ot s = £1/2. On aimerait également
que cette localisation puisse étre faite sans hypothése aucune sur la nature de I'objet dont on
veut localiser la norme : autrement dit, on veut une localisation non limitée aux fonctions de
moyenne nulle, ou bien aux polyndmes, etc.

On suppose qu’il existe un opérateur continu A tel que

A:H*() — L*(I).

On a alors un théoréme de construction d’un nouvel indicateur d’erreur a posteriori, qu’on
qualifiera de "forme faible".

Théoréeme 4.1.1 (Indicateur A abstrait — Forme faible). Soit A : H*'*(T') — L*(I) un
isomorphisme, alors l'indicateur d’erreur a posteriori défini par

na = |[Ari|| 2y

est fiable, efficace et local.
Si A n’est que continu, lindicateur ny est seulement efficace et local.

Démonstration. La preuve est directe. Si A est un isomorphisme, ||Ar||o est une norme équiva-
lente de ||77]|+1/2 qui est elle-méme une norme équivalente de ||e;||+1/2. Cela implique la fiabilité
et Defficacité. La localité de I'indicateur provient directement de la localité de la norme L?. [

Dans toute la suite, on utilise la terminologie "indicateur—A" ou bien "estimation/indica~
tion—A" lorsqu’on se référe a 'utilisation de 7y .

On qualifie ce théoréme de "faible" car la seule hypothése de ce théoréme est que le candidat
pour A soit un isomorphisme. On ne suppose absolument rien sur la régularité de I'. Trouver
un tel A est évidemment le cas idéal.

Il n’est cependant pas toujours évident de vérifier qu'un candidat est un isomorphisme et
on propose dans les parties 4.2.1 et 4.2.2 une forme "forte" (et donc au cadre d’application plus
restreint) permettant de lever cette hypotheése.

Le principe de I'indication—A est donc simple, mais ce n’est pas son seul avantage. On montre
maintenant en quoi ce nouvel indicateur d’erreur permet de mesurer précisément l’erreur.

4.1.2 Caractére asymptotiquement exact de I’indicateur A

On montre ici en quoi un choix judicieux pour 'opérateur A permet d’obtenir un indicateur
d’erreur a posteriori asymptotiquement exact. Pour cela, il faut définir par rapport a quelle
norme on souhaite ce caractére d’exactitude. On rappelle que les opérateurs intégraux auxquels
on s’intéresse, sont des opérateurs de type Fredholm et donc de la forme Ax, = Ay + Cx, ol
Ap est un opérateur coercif et Ci, est un opérateur compact. Par conséquent, pour u € V', Ay
permet de définir une norme équivalente sur V' dite "norme de Galerkin" ou "norme énergie"
telle que

lull® = (Aou, upy v

On chotsit alors de poser

- Al =10

Reprenons alors la définition de 7, .

7712\ = [|Ar]lo,
= (A.Akwel,A.Akwel).
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La composition d’un opérateur compact avec un opérateur continu est encore un opérateur
compact. Par conséquent, on peut extraire les parties compactes et les regrouper en un opérateur
KC ce qui donne

M = (AMoer, AMoer) + (Key, 1),
- <A6A*A¢40€l, 65> + <IC€Z, €l>.

On suppose maintenant qu’on choisit A tel que AFA*A =7 + Ky ou Ky est compact de V' dans
V*. On obtient

m = (Aoer, &) + (Kaey, )

ou Cy regroupe tous les termes compacts qu’on a fait apparaitre jusqu’a maintenant. On a
déja montré avec le lemme 3.2.2 qu’appliquer un opérateur compact a ¢; conduit a des termes
d’ordre élevé par rapport a ||e;||y. Par conséquent,

77/2\ = (Apey, €;) + termes d’ordre élevé.

En conclusion, si on arrive a trouver un "bon" A,

‘771\ = |les]| + termes d’ordre élevé |,

autrement dit n, est un indicateur d’erreur a posterior: asymptotiquement exact en norme
L2 relativement & la norme de Galerkin!

4.1.3 Proposition d’une technique générique de construction pour
I’indicateur A

Etant donné que 'on cherche A tel que AJA*A = 7+ 4, il est naturel de le chercher comme
la racine carrée d’un inverse approché de 'opérateur A,.

Pour cela, on va se baser sur des techniques d’analyse microlocale et extraire le sym-
bole principal homogéne de A puis en déduire celui de A. Il est alors nécessaire de faire
I’hypothése de construction suivante.

Hypothése 4.1.1. Pour toutes les techniques issues de [’analyse microlocale, on suppose que
le contour T' est de classe C*°.

Remarque 4.1.1. Les opérateurs qui vont étre exhibés dans la suite ont toujours un sens quand
I' est lipschitzienne !

C’est une hypothése qui est évidemment restrictive en apparence puisque la plupart, si ce
n’est I'intégralité, des simulations pratiques se font sur des domaines avec au moins une aréte ou
un coin. Cette technique n’est donc parfaitement rigoureuse que sur les cas académiques comme,
par exemple, les ellipsoides. Néanmoins, il semble que la nature des opérateurs A construits
dans la suite vis-a-vis de A ne change pas lorsque ’on se place dans le cas ou I est une surface
lipschitzienne ou polygonale. Dans ces cas, les résultats numériques seront le juge de paix!.

On pose 0%, (2, €) le symbole principal homogene de degré k de Ay et o} ,1/s(x,€) celui
de A. Un bon candidat A est tel que

1
0 —1/2 ,5 ] 4.1
WY (z,€) U&O’k(% 0 (4.1)

Il "suffit" ensuite de remonter a4 une forme explicite de A.
Des formes explicites des opérateurs As, , respectivement Ay, , associés aux opérateurs
Sk, respectivement N, vont étre données dans les sections 4.2, respectivement 4.3.

1. ©S. Pernet
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4.1.4 Conclusion sur la technique de localisation par opérateur

On a introduit une nouvelle technique abstraite de localisation des normes qui permet la
définition d’un indicateur d’erreur a posteriori ny qui est fiable, efficace, local. Elle se base sur
Iapplication d’un opérateur A aux éléments des espaces H*®. Si l'on est capable de trouver un
A qui soit un isomorphisme, alors on a équivalence des normes. De plus, le choix de A comme
racine carrée de l'inverse de Ag permet, au moins sur des surfaces de classe C*°, d’assurer
I'exactitude asymptotique de n,.

On construit maintenant les opérateurs A associés aux équations pour le Sg_ et pour le

N

w

4.2 Construction des opérateurs A sous forme intégrale

On propose ici une premiére approche basée purement sur de I'analyse micro-locale qui va
permettre de construire les opérateurs A sous la forme d’opérateurs intégraux, i.e. tels que

(M) (z) = / Fa (2,7 — ) uly) dy.

Partant de la formule (4.1), on va utiliser les formules p. 392-394 de [49].

On traite séparément le cas des opérateurs Sy, et N, . Pour chaque cas, on calcule As,. /N,
selon que I' € R? ou bien I' C R3. Pour le cas I' C R?, on prouve la fiabilité et l'efficacité
de l'indicateur 7, sous forme "forte" (en opposition au théoréme "faible" 4.1.1). On discute
finalement de leur forme et difficulté d’implémentation.

4.2.1 Forme intégrale du A pour I’équation Sy

On construit ici Popérateur A associé & Ay = Sy sous forme intégrale. On s’intéresse dans
un premier temps au cas 2D.
Construction du A associé au S, sous forme intégrale — Cas 2D

Que ce soit en 2D ou en 3D, on peut montrer que le symbole principal homogéne de 'opé-

rateur Sy est (formules (9.2.17) et (10.1.10) dans [49])

080,-1(,§) = ﬁ €] > 1. (4.2)

On choisit alors

Orsy1/2(7,€) = /2IE] | (4.3)

Les formules de passage symbole — noyau sont malheureusement difficilement praticables dans
ce cas. On préfere plutot postuler? une forme pour lopérateur Ag, et calculer son symbole
principal homogéne.

On introduit Popérateur Ag, : H?(T') — L*(T) tel que

(s = —vapst [ M, (4.4)

|z — y|3/2

2. Le choix de la constante —/7 n’est pas un hasard, comme on peut le constater dans la suite du calcul. En
ce qui concerne le degré de la singularité qui est en |z — y\*B/ 2 cela provient du lien entre le degré d’homogénéité
du noyau, la dimension de I’espace, et 'ordre de 'opérateur pseudo-différentiel associé. Tous ces résultats sont
résumés dans [49], pp. 392-394.
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ot "p.f." signifie "intégrale en partie finie" (au sens de Hadamard). Le noyau est k(z, z) = |2| /2
et est une fonction pseudo-homogéne de degré —3/2. Utilisant la formule (7.1.82) de [49], on
en déduit que le symbole principal homogeéne de Ag, est de degré 1/2 ce qui en fait bien un
opérateur d’ordre 1/2 (opérateur de demi-dérivation). Ainsi,

! —i€z
0'?\5071/2<x76) = —m pf Rk(x,z) e 3 dZ,

1 "% 4z e~ 4 gite
= —— lim -2 .
2y 50 \ gm0 12132 Ve

On utilise le fait que R(e~%*) est paire et F(e %*) est impaire. En posant ORg 1 Jo le terme &
07

I'intérieur de la limite dans I’équation précédente,

- * cos(&z)
09\50,1/2(3776) = 2/ 23/2 dZ?

B * cos(z) — 1 4

En faisant tendre ¢ — 0,

1 [*cos(&z) —1
0 _
Opsy1/2(2:8) = N dz,

1 [ -1
:_ﬁ/o m%dc, avec ¢ = €|z,

0250,1/2(1'75) = V2[¢]}

On a bien égalité du symbole principal homogéne avec (4.3). On a donc bien trouvé une approxi-
mation (& un terme compact prés) de la racine carrée de 'inverse de Sy. C’est un bon candidat
pour étre utilisé pour la A—estimation. Malheureusement, il est donné comme une intégrale en
partie finie et se préte alors peu aux calculs numériques car il nécessiterait la mise en place de
techniques d’intégrations particuliéres. On lui préfére une forme intégrée par partie® et on pose
alors

(Asyu)(z) = %vr - / VIt =gl Veuly) dv, | (4.5)

Le noyau de cette version est modifié par rapport a la forme en partie finie puisqu’il contient
maintenant toutes les fonctions constantes par morceaux. Les opérateurs définis en (4.4) et
(4.5) ne different que d’un opérateur régularisant car ils ont le méme symbole principal.

L’opérateur Ag, définit un indicateur d’erreur a posteriori fiable et efficace

On montre maintenant que 'opérateur Ag, défini en (4.5) permet de construire un indicateur
d’erreur a posteriori Ns, fiable, efficace, local, dés lors que I' est une surface de classe C*.

Théoréme 4.2.1. Soient I' = C(0, R) le cercle de centres 0 et de rayon R et
V={pe ™), (p.1r) =0} *
le sous-espace des fonctions de moyenne nulle de H'/?(T), alors
As, : V — L*(T)

définit en (4.5) est un isomorphisme.

3. utilisée dans [54] pour des problémes de décomposition de domaine.
4. Pour les formulations du type Galerkin, le résidu pour I’équation Sk, appartient & V.
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Démonstration. Par construction, l'opérateur Ag, est du type Fredholm et 'alternative de
Fredholm peut étre utilisée. Il suffit alors de montrer que Ag, est injectif. Pour cela, on va
montrer que la valeur propre 0 est associée & un unique sous-espace propre qui est celui des
fonctions constantes sur I'.

Les fonctions propres sont les ¢, = ™ n e Z, 6 € [0, 27]. En appliquant Ag,,

1/4 Oe'mf

As,on = \/_30 /\/_ cos(f) — cos(6,))* + (sin(f) — sin(6,))?) 50 Rdo,
R3/2 2
NZ3

eznez [n
ol on a posé

e dg en posant 0=0— 0.

Les valeurs propres (A,), de Ag, sur C(0, R) sont donc les

2R3/2n2
VT

On va alors prouver que Vn > 1, I,, < 0. La parité de l'intégrande dans I, est telle que

Ap = — I,.

cos(n ) dé.

Considérons une fonction f(t), ¢t € [0, 7] continue, croissante et concave et

= /07r f(t) cos(nt) dt

L(f) = -+ / " () sin(nt) dt

_ /f sin(t

(k+1)m t

En intégrant par parties,

Pour n = 1, on a clairement [,(f) < 0. En fait, on a seulement besoin de vérifier que pour

k
k € [0,n — 2] pair on a Ji + Jr11 > 0. On pose f,; = f'( Z]) On a

(k+3)m (k+1)m
Ty z/ fr1sin(t) dt+/ fryq sin(t) dt,
km 2 (k+%)7T

(k+3) (k+2)
Jk+1 > / fl/€+1 Sln(t) dt + / fllc+§ Sln(t) dt.
( 2

k4+1)m (k+3)m
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et finalement

Jk+Jk+1Zf%—f%>0

avec inégalité stricte des lors que f’ # 0. Le cas f(t) = 24/2sin(%) vérifie les hypotheses sur f.

En conclusion,
L, <0=\,>0, Vn>1.
La seule valeur propre nulle correspond au cas n = 0. O

On montre maintenant qu’on peut utiliser As, pour définir un indicateur d’erreur fiable
et efficace sur toute surface I' de classe C*°. On utilise le fait qu'un changement de variable
C(0, R) — T correspond & perturber 'opérateur Ag, sur le cercle par des opérateurs compacts.

Théoréme 4.2.2. Soit I' un contour de classe C*, l’espace fonctionnel V est tel que défini au
théoreme 4.2.1. Il existe un ly tel que pour | > ly, l'indicateur d’erreur a posteriori défini par

s, = [[AseTillo
est fiable, efficace, local et asymptotiquement exact.

Démonstration. On décompose As, = Ay + K avec Ay un isomorphisme et K un opérateur
compact. Soit 1, € V,

||A50Tl||(2) = <(A6A0)7“la 7”l>71/2,1/2 + <E7”lv7‘l>71/2,1/2

ou K = AGK + K*Ayg + K*K est un opérateur compact. Par conséquent, il existe Cy,Cy > 0
telles que

Cullralls o = 1Kl -1y lInillye| < MAsyrille < Callrallt s + 1Tl -1y2 [lallye.

Le terme compact H[? 71]|~1/2 converge plus rapidement que ||r||;/2 lorsque I — oo (cf. lemme
3.2.2). 1l suffit alors d’ajuster les constantes C; et Cs.
L’exactitude asymptotique est un résultat de la méthode de construction. [

Le cadre de construction et la preuve de fiabilité/efficacité se font dans le cadre trés restreint
des surfaces de classe Co °. Néanmoins, et comme on le verra lors des validations numériques,
ces propriétés semblent se généraliser a une surface lipschitzienne quelconque.

Construction du A sous forme intégrale — Cas 3D

On suppose maintenant que I' est une surface C* plongée dans R®. On ré-applique la
méthode utilisée pour obtenir (4.4).

Proposition 4.2.1. L’opérateur As, pour une surface I de classe C* dans R? est sous la forme

(As,u)(z) = —0.1177p 1. /r %d% . (4.6)

5. Ce résultat peut étre étendu a une surface Ct, voir [54].
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Démonstration. Les calculs sont effectués en partie a ’aide de Maple. Comme pour le cas 2D,
on postule un symbole principal homogéne de la forme

A
k,5/2(l’, Z) =

- |z]5/2

ol A est une constante & déterminer. Ce postulat est encore tiré de [49], pp. 392-394. On

1 . . :
recherche un opérateur d’ordre m = 3 sur une surface de dimension n = 2 (puisque c’est une

surface plongée dans R?). Le degré d’homogénéité du noyau est alors donné par k = —m —n =
1

—— —2 = ——. On calcule alors
2 2

En passant en coordonnées polaires,

]::Apf./a costré cos()) 4, gp,
R+ x[0,27] r3/
2 o 2Ecos(@)r .|
=A|- COS(7§;OS( ) _ 2¢ cos(0)V2m FresnelS(gc%()r)
x ) 7Tt2
avec FresnelS(z) = SIH(T) dt.
0
En conservant la partie finie et en utilisant FresnelS(0) = 0 et FresnelS(co) = —, on a
I =—A+/2cos(0)ém
En calculant / Vv cos(f) df, on trouve A = —0.1177.. .. O
0

On peut faire plusieurs remarques.

Remarque 4.2.1. L'opérateur As, se présente, comme en 2D, sous la forme d’une partie
finie. On peut transformer l'intégrale en une intégrale classique en intégrant par parties avec
les mémes conséquences qu’en 2D.

Remarque 4.2.2. En supposant qu’on ait réduit la singularité selon la remarque précédente,

VT =yl

des routines d’intégration spécifiques pour sa prise en compte.

il reste tout de méme une singularité en a intégrer. Cela suppose de mettre en place

Remarque 4.2.3. L’utilisation de cet opérateur sous forme discréte suppose, d un moment,
d’effectuer un produit matrice—vecteur plein. Pour utiliser lindicateur ny résultant, il faut alors
payer le priz d’un assemblage plein puis d’un produit matrice—vecteur plein. St ce dernier ne peut
pas étre accéléré, les cotits d’implémentation et d’utilisation de cet opérateur peuvent devenir
rapidement prohibitifs. Ces effets sont démultipliés lorsqu’on passe du 2D au 3D.

La forme intégrale semble mal se préter a un utilisation sur des surfaces 3D et on propose
en partie 4.3 une construction alternative de Ag,.
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Troncature de 'indicateur 7,4 sous forme intégrale

On a vu précédemment que 'utilisation de I'opérateur NAs, SOUS forme intégrale implique la
manipulation d'une matrice pleine ce qui est vite trés cotiteux. On se demande donc si il n’existe
pas un moyen de réduire le cotit de calcul de I'indicateur en "fournissant moins d’information" a
A, mais en faisant en sorte que I'information manquante correspond a des termes plus réguliers,
donc d’ordre élevé, par rapport a la partie principale. Considérons un élément 7 € 7;,. On a

Asyra(z) = / k(e y)r(y) dy,, Vo er
T

On peut décomposer I'intégrale sur I' en une partie proche de 7 et une partie "lointaine". Soit
w, le patch des éléments du maillage ayant au moins un nceuds commun avec 7 (voir 4.1 figure
patch!). On introduit une fonction ¢, de cut-off lipschitzienne telle que ¢, (x) = 1 pour tout
x € 7 et ¥, (x) =0 pour tout x € dw,. Ensuite,

FIGURE 4.1 — Elément 7 (rouge, au centre) et son patch w, (rouge + vert, trait épais)

ASorh(x>:/Fk<x7y)w‘r(y)rh(y)d7y+/Fk(x7y) (1—1/17(31))7%(3/)65%7

= /k:(x,y) VY- (y) ra(y) dy, + ordre élevé, V€T,
r

car le noyau k(z,y) (1 — w,(y)) est régulier donc I'opérateur correspondant est régularisant .
On propose alors l'indicateur 773\50 tronqué tel que la valeur de l'indicateur sur 7 est

ey » = 1 Aso(@rra) o | (4.7)

Cet indicateur tronqué reste asymptotiquement exact par construction. On renvoie au chapitre
5 suivant pour la preuve de son efficacité numérique.

4.2.2 Forme intégrale du A pour ’équation N,

On construit ici Popérateur A associé a Ay = N, sous forme intégrale.

6. On peut envisager une troncature plus large, englobant plus d’éléments du voisinage de 7. Intuitivement,
cela revient a récupérer plsu d’information sur la valeur de l’erreur. Cependant, une troncature sur le patch w;
suffit pour faire apparaitre des termes compacts.
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Construction du A associé a N, sous forme intégrale — Cas 2D

On suppose toujours que I' est de classe C*°. Le calcul symbolique donne

1€l

o (T,6) = 5

On en déduit alors

2
U?\No,fl/Q(%f) = E .

Cette fois-ci, le calcul symbole — noyau est aisé. En utilisant la formule (7.1.39) dans [49],

k(z,z) = \2/—7? e el d¢,
; ( Vaerd(y=izVg) | VTed(Viz F))
e V—iz €—> o0 Viz

2 2]

1 1
VTV
On a ainsi un candidat pour le noyau de Ayg.

Proposition 4.2.2. Soit I' un contour de classe C*°, l'opérateur définit par

1 u(y)
(A u) () \/_/F /—‘;E 4 Yy (4.8)

est continu de H=*?*(T') — L*(I").

1
Remarque 4.2.4. La singularité en |— est intégrable. On n’a donc pas besoin de [’af-
r—Y
faiblir comme pour As, .

L’opérateur Ay, définit un indicateur d’erreur a posterior: fiable et efficace

On peut effectuer exactement la méme analyse qu’en partie 4.2.1. On a directement les
résultats suivant.

Théoréme 4.2.3. Soit I' = C(0, R) le cercle centré en 0 et de rayon R, alors

A

o HYA(D) — LA(T)
est un isomorphisme.
Démonstration. Voir la preuve du théoréme 4.2.1. O

Dans le méme esprit, on peut généraliser & un contour de classe C> quelconque.
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Théoréme 4.2.4. Soit I' un contour quelconque de classe C*, il existe un ly tel que Y1 > Iy,
lindicateur d’erreur a posteriori défini par

No — HANOTZHO
est fiable, efficace, local et asymptotiquement exact.

Démonstration. Voir la preuve du théoréme 4.2.2. [

Construction du A associé au N, sous forme intégrale — Cas 3D

Si on suppose que I' est une surface C* plongée dans R3, on obtient encore une forme
intégrale.

Proposition 4.2.3. L’opérateur Ay, pour une surface T' de classe C*° dans R?® est sous la
forme

(A, u)(x) = 0.05379 /F %,d%. (4.9)

Démonstration. Les calculs sont effectués en partie avec Maple. On procéde similairement au
cas N, . On postule un symbole principal homogene de la forme

A

k_ 3/2([E Z) |Z|3/2

On calcule alors

zfz
I=Ap.f. / T2

En passant en coordonnées polaires, on se raméne a

" \/7/@

2
L’évaluation de ————— donne le résultat. OJ

-5 V/cos(0)

Remarque 4.2.5. L’intégrale de la proposition 4.2.3 est bien définie.

jus

Comme pour Ag,, I'application d’un opérateur intégral se préte mal a des calculs 3D & cause
du cotit de calcul.
Troncature de 'indicateur 7, sous forme intégrale

Similairement a 7 sy , et en utilisant les mémes arguments, on propose une version tronquée
de na,, sous la forme

Manyr = 1A (¥rrn)lo.r | (4.10)

Cet indicateur reste asymptotiquement exact par construction.
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4.2.3 Conclusion sur la construction de l’'indicateur—A pour ’acous-
tique

Pour chaque probléme Sy, /N, en 2D ou 3D, on a construit un opérateur Ag,/x; candidat
pour étre utilisé comme opérateur de localisation dans le cadre de ’estimation—A. La détermi-
nation des candidats en utilisant des méthodes d’analyse micro-locale suppose que la surface
[ est trés réguliére (de classe C*). Sous cette condition, le candidat permet d’en déduire un
indicateur d’erreur fiable, efficace, local et asymptotiquement exact. On ne peut malheureuse-
ment (pour I'instant) rien dire lorsque I" est une surface lipschitzienne quelconque. Néanmoins,
il semble que ces résultats restent valables ce qu’on vérifie numériquement au chapitre 5.

Par ailleurs, si la complexité de mise en ceuvre des indicateurs reste raisonnable en 2D, elle
explose en 3D et dans ce cas, la forme intégrale perd définitivement son intérét.

Dans la section suivante, on propose une construction alternative basée sur le calcul de
puissances fractionnaires d’opérateurs différentiels classiques.

4.3 Construction de 'opérateur A comme puissance d’un
opérateur différentiel classique

On a proposé en 4.2 des candidats pour un opérateur A utilisable dans le cadre de I'indicateur
d’erreur définit au théoréme 4.1.1. Les propriétés intéressantes (fiabilité, efficacité, exactitude
asymptotique) n’ont été démontrées que dans le cadre de surfaces trés réguliéres. Un autre
désavantage de ces candidats est que la forme intégrale peut s’avérer complexe a mettre en
ceuvre et coliteuse en pratique.

Par conséquent, on propose ici une autre approche pour la construction de As,/n;, qui
présente 'avantage d’étre plus simple et moins cotiteuse.

4.3.1 Construction de 'opérateur A comme puissances d’opérateurs
conventionnels

On introduit ici 'idée initiale qui a mené a ce concept. Pour cela, on va encore considérer
quelques instants que I' est une surface de classe C* plongée dans R? ou R? afin de pouvoir
réutiliser le concept de symbole principal homogéne. On suppose également que I' est une
surface fermée.

On part alors du résultat simple suivant : si on pose Ar 'opérateur Laplacien-Beltrami, on

o0 52, €) = |2 (4.11)
Par conséquent, un opérateur A quelconque de symbole principal homogéne
0‘?\75(1',5) = |£|287 seR

est une puissance approchée de 'opérateur —Ar a des termes régularisants pres.
On s’intéresse pour l'instant au cas du Ag,. Un bon candidat semble alors étre, d’apreés (4.3),

As, = V2(=Ar)7.

On souhaite pouvoir utiliser simplement le théoréme 4.1.1 or (—Ap)l/ !

phisme de H'/2(T") — L*(I).

n’est pas un isomor-
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Par conséquent, on s’intéresse plutot a un opérateur de la forme

A= (T-Ap)?| (4.12)

ou Z est 'opérateur identité. On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1 (Gesztesy, thm. 1.1-(2)—(v) [43]). Soit I' une surface lipschitzienne fermée
et compacte, s,r € [0,1], alors

(Z—A)"?: HT)— H(T)
est un 1somorphisme borné d’inverse
(Z—A)"?:H"(T) - HI).

Ce résultat permet alors de lever la condition de régularité sur I'. On peut ainsi donner des
candidats généraux pour Ag, et Ay .

Théoréme 4.3.2 (Indicateur—A sur surface Lipschitzienne). Soit I' une surface fermée lipschit-
zienne et compacte, on pose

As, = V2(I - Ap)i (4.13)
et
Ay = V2 (T —Ap) 71|, (4.14)

Les indicateurs a posteriori définis par
— pour ’équation relative a S, ,
77/\50 = ”AS(]TlH07 (415)

— pour I’équation relative a Ny,

Many = [Ano7llo, (4.16)

sont fiables, efficaces, locauz.
St de plus T est de classe C*, alors ils sont asymptotiquement exacts.

Démonstration. 11 suffit que Ag, et Ay, vérifient les hypotheses du théoréme 4.3.1.
1 1

C’est le cas pour Ag, avec s = —,r = 7
1 1
C’est le cas pour Ay, avec s = —T="7

Le théoréme 4.1.1 assure fiabilité, efficacité et localité. L’exactitude asymptotique dans le
cas ol " est de classe C*> provient de la méthode de construction basée sur le symbole principal
homogéne. ]

Remarque 4.3.1. Comme pour la forme intégrale, on ne peut rien dire a priori sur le caractére
"asymptotiquement exact” de As,/n,. Néanmoins, les surfaces des objets considérés ont généra-
lement des singularités localisées (points, arétes) et sont en quelque sorte C* "presque partout”.
Une analyse de type microlocale (non effectuée dans cette these) en utilisant la transformation
de Mellin montrerait que les opérateurs A choisis agissent correctement presque partout. On
s’attend donc a voir numériquement que le caractére "asymptotiquement exact” ne soit pas, ou
trés peu, modifié par la présence de ces singularités.

Remarque 4.3.2. Les opérateurs de la forme (I — A)T/Q possédent les mémes espaces propres
que T — A. En conséquence, lorsqu’on s’intéresse aur formulations faibles pour As,/n,, et plus
particulierement dans le cas de surfaces ouvertes, on pourra prendre les mémes espaces de test.
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4.3.2 Conclusion sur les opérateurs A comme puissance d’opérateurs
conventionnels

On a proposé une seconde maniére de déterminer des candidats pour les opérateurs utili-
sables pour les indicateurs n,. Le principal avantage est que les propriétés de 'opérateur sont
valables pour une surface lipschitzienne quelconque et la forme faible du théoréme 4.1.1 suffit !
De plus, on conserve théoriquement I’exactitude asymptotique lorsque I' est de classe C*™ avec
une justification empirique lorsque I' est lipschitzienne.

Un avantage certain est encore que les opérateurs Z et —A sont faciles & assembler. Il faut

1
alors trouver un moyen efficace de calculer (Z — A)™1 7.

4.4 Conclusion sur l'indicateur a posteriori basé sur un
opérateur A

Dans ce chapitre, on a introduit une nouvelle classe d’indicateurs a posteriori fiables, effi-
caces, locaux, et potentiellement asymptotiquement exacts. Ils sont basés sur I'application d’un
opérateur A bien choisi au résidu. Le cas le plus agréable est alors celui ot A est un isomor-
phisme. On a ensuite proposé deux maniéres de construire A pour les équations associées a Sy,
ou a Ny, . La premiére n’est a priori complétement rigoureuse que dans le cas ou la surface I est
de classe C* et se présente sous la forme d’un opérateur intégral. Cela peut rendre son utilisa-
tion trés cotiteuse, surtout en 3D. On a alors proposé, dans la section 4.2, une seconde méthode
ol A se présente sous la forme d’une puissance d’un opérateur différentiel classique pour lequel
on sait que c’est un isomorphisme. On montre numériquement en 5 qu’elles produisent le méme
résultat.

Le principe de l'indicateur 1, et les méthodes mises en ceuvre pour la construction de
lopérateur A ne sont pas spécifiquement reliées a une équation, une dimension d’espace de
propagation, et peuvent s’étendre & d’autres domaines. On trouve déja les mémes idées dans
le cas des pré-conditionneurs analytiques pour lesquels on s’attache plutot a obtenir un inverse
approché se calculant rapidement de I'opérateur qui a été inversé.

Au chapitre suivant, on effectue la validation numérique des différents indicateurs intro-
duits pour 'acoustique. On donne des exemples en 2D et en 3D. En particulier, on montre
numériquement que les deux formes des opérateurs A sont équivalentes et que les indicateurs a
posteriori correspondant convergent optimalement. On effectue également des simulations sur
des surfaces ouvertes en 2D.

7. On renvoie a 5.1.3.
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Chapitre 5

Validation numérique des indicateurs a
posteriori pour 'acoustique

On a étendu au chapitre 3 des indicateurs de la littérature, généralement introduits pour les
opérateurs intégraux associés a I’équation de Laplace, au cas des opérateurs intégraux associés
a I’équation de Helmholtz.

Au chapitre 4, on a introduit une nouvelle classe abstraite d’indicateurs a posteriori basée
sur l'utilisation d’un opérateur de localisation A. On a alors construit les opérateurs A sous
deux formes différentes pour les équations associées aux opérateurs intégraux Sy, et Ny, .

Dans ce chapitre, on valide numériquement les différents indicateurs relatifs aux opérateurs
Sk, et Ny, en acoustique 2D et 3D. L’analyse effectuée aux chapitres 3 et 4 ne dépend pas de la
dimension du domaine de propagation. Aussi, on se concentre sur les simulations en acoustique
2D et on ne se contente que de quelques cas particuliers en 3D.

Dans un premier temps, on évoque les techniques mises en ceuvre pour I'implémentation des
différents indicateurs. On donne en particuliers les avantages et les inconvénients pour chacune.

Dans un second temps, on effectue la validation en acoustique 2D. On présente les différentes
géométries, leurs spécificités et leur pertinence vis-a-vis de la problématique de l'indication
d’erreur a posteriori. On utilise en particulier des géométries singuliéres ou bien susceptible de
générer des phénomeénes de résonance. On modifie également le type de source. On vérifie la
validité des extensions faites au chapitre 3 pour les indicateurs de la littérature. On se concentre
particulierement sur l'indicateur A du chapitre 4 dont la capacité & guider un algorithme de
raffinement autoadaptatif est mise a ’épreuve dans des configurations variées.

Enfin, on présente quelques cas de validation pour un guidage par l'indicateur nap; en 3D
sur trois géométries de régularités différentes dont la sphére pour la validation de I'exactitude
asymptotique.

5.1 Précisions sur I'implémentation des différents indica-
teurs d’erreur

On donne ici quelques précisions sur la maniére dont les différents indicateurs ont été im-
plémentés. Les indications données ici sont le résultat des différentes simulations qui ont été
effectuées et qui ont menées a différentes techniques de calcul, notamment au niveau du résidu
associé a I'équation du Sy, . Il est important de préciser les points clés du calcul des indicateurs
car ils influencent directement la stabilité de la valeur de l'indicateur & probléme fixé (maillage
+ nombre d’onde) !

On explique premiérement la maniére dont sont calculés les indicateurs par reconstruction.
On s’intéresse ensuite au calcul du résidu. On continue en précisant la maniére dont sont
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calculés les indicateurs 7y, que ce soit sous forme intégrale ou comme puissance d’un opérateur
différentiel classique. Enfin, on donne la méthode utilisée pour estimer I'erreur exacte pour une
géométrie quelconque.

5.1.1 Implémentation des indicateurs par reconstruction

On présente ici 'implémentation des indicateurs par reconstruction 7.

Comme évoqué en 3.3.2, les indicateurs basés sur une reconstruction d’espace nécessitent
deux maillages. Le premier Ty est le maillage sur lequel l'indicateur est calculé alors que le
second Ty, le maillage de résolution du probléme de Galerkin, est obtenu par raffinement uni-
forme de Tgy. Dans notre cas, on se limitera & un seul degré de raffinement qu’on s’intéresse a
I'équation Si, ou bien Ny . De plus, il est nécessaire que les maillages soient emboités les uns
dans les autres?, i.e. Ty C Tp. Cela implique que le maillage raffiné n’est pas re-projeté sur la
géométrie réelle lorsque celle-ci est courbe.

On considére les deux projecteurs évoqués en 3.3.2, & savoir la projection L? "classique"
I =TI, ainsi que la projection de Galerkin IT = Ilg. La projection L? d'un v € L*(T') sur un
espace V C L*(T') qu’on note TTu est telle que

(v, Tu) = (v, u) VveV.

Dans le cadre de notre indicateur, elle s’exprime plus précisément : soit uj, € P¥(Ty), la projec-
tion L? de uy, notée Iuy sur P* (Tx) est telle que

(UH,HHUh) = (UH,uh) V’UH S Pk/(TH) (51)

La matrice de projection n’est qu'une matrice de masse L? classique et est trés creuse! Le
projecteur L? est donc le candidat idéal en terme de rapidité. La projection de Galerkin associée
a un opérateur coercif Ay s’exprime de la méme maniére, i.e.

(Agvi, gup) = (Agvir, up) Yoy € P¥(Ty). (5.2)

Par définition, elle minimise la norme associée a Ay, soit la norme ||.|. II faut alors prendre
quelques précautions pour le choix de Aj :
— dans le cas de ’équation Sy, , il n’y a aucun probléme puisque l'opérateur Sy est coercif
sur H=Y2(I).
— dans le cas de I'équation N, et en reprenant "sans précautions" la forme bilinéaire
associée pour ky, = 0, il vient

(Nov, v) ://la)pv(:v) Go(z,y) rapv(x) dyy Az
rJr

Clairement, elle n’est pas coercive puisque les fonctions constantes I’annulent. Par consé-
quent, on la compléte par un terme du type Sy et on prend alors Ny telle que

(Nov,v) = /F/F (r?%pv(:c) Go(z,y) IG%F'U(:C) + v(x) Go(x,y)'u(y)> dy,dys | (5.3)

Dans ce cas, Ny permet bien de définir une norme et un projecteur! L’algorithme
pour le calcul est donné sur la FIGURE 5.1.

5.1.2 Implémentation des indicateurs "résidu classique"

On présente ici 'implémentation des indicateurs résidus pour les équations Sy, et Ny, .

1. C’est une conséquence de la construction de l'indicateur, voir section 3.3.2.
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Implémentation de l’indicateur résidu pour I’équation S

On doit calculer 7,, = ||hY/?Vry,|lo. Une premiére approche, simple & mettre en ceuvre est
de projeter r;, sur un espace polynomial d’ordre supérieur. En particulier, u;, € P*(7,) implique
qu’on projette r, € Pk/(ﬁ), k" > k. On calcule ensuite le gradient en dérivant les fonctions de
base. En pratique, ¢’est une mauvaise méthode car il faut généralement interpoler u; sur un
maillage plusieurs fois raffinés a partir de 7y, typiquement on interpole sur un 7‘% C’est tres
cotliteux.

On peut en fait classiquement calculer Vry, en décomposant le noyau en une partie continue
et une partie analytique. L’indicateur se calcule alors directement a ’aide d’une quadrature
numérique.

Implémentation de I’indicateur résidu pour I’équation N,

Cet indicateur n,, = ||h'/?ry||o ne présente a priori comme seule difficulté d’implémentation
"que" le calcul du résidu. Malheureusement, on ne peut pas appliquer ici directement I'opérateur
N, ala solution numérique. En effet, cela nécessite le calcul d’une intégrale hyper-singuliére, ce
qui n’est pas possible. La solution la plus simple est de repartir de la formulation variationnelle.
Le résidu est, par définition, "orthogonal" par rapport a ’espace d’approximation dans le sans
ol

<Nkw7’h,vh> =0 Vvh eV

ou Vj, étant l'espace d’approximation/de test. L’idée est alors de tester par des fonctions ap-
partenant & un espace W}, plus riche au sens de V;, € W},. Typiquement, pour 'équation Ny, ,
on a

=PTh) et Wi = P*(Th).

On pose Nj; la matrice associée a la formulation variationnelle pour laquelle I'espace d’ap-
proximation/de test est P1(Ty,)/P?*(Ts), Fa le second membre testé par W}, et Mz la matrice
de masse L? associée a P?(T;,). On utilise 'approximation P?(7y,) suivante du résidu

Rh = M22_1 (Fg — Nzluh) . (54)

Ce n’est en fait qu’une projection L? du résidu sur P*(T). Le calcul de I'indicateur est ensuite
immeédiat.

On peut se poser la question de la valeur de I'approximation : des essais numériques sur
des géométries réguliéres ou non montrent que la valeur de l'indicateur varie trés peu si on
décide de raffiner le maillage d’approximation du résidu. On décide de rester sur le maillage de
résolution.

Le calcul du résidu peut malgré tout étre cotiteux puisqu’il faut assembler une seconde
matrice pleine. Le produit matrice-vecteur peut éventuellement étre accéléré par une méthode
rapide comme la FMM 2. L’inversion de May est rapide et peut étre faite directement car la
matrice est trés creuse !

2. C’est méme la seule option envisageable quand le nombre de degrés de libertés augmente. ..

Calculer

Calculer Calculer | HY2 (up, — Tgun) o
up € PH(T) Myu, € P¥ (Ty) ou bien

| HY2Nr (u, — ) o

FIGURE 5.1 — Algorithme pour le calcul de I'indicateur par reconstruction
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Calculer
M, M, M7y,

[Calculer IIry, HAssembler M, [Calculer ||A7”h||0]

FIGURE 5.2 — Algorithme pour le calcul de 'indicateur 1y quand A est sous forme intégrale.

5.1.3 Implémentation des indicateurs A

La principale difficulté des indicateurs 7, est de trouver un moyen d’appliquer l'opérateur
A associé. On présente les méthodes pour les cas ot A est sous forme intégrale (simulations 2D
exclusivement !) ou sous forme de puissance d’opérateur (cas général).

Opérateur A sous forme intégrale — 2D

Dans le cas ot I'opérateur A est donné sous forme intégrale, la méthode la plus simple
est d’assembler la matrice de la formulation variationnelle correspondante. On commence par
calculer une approximation du résidu sous la forme d’une projection L? sur un espace polynomial
d’ordre plus élevé P* (T;) que celui de l'espace de résolution P*(7;). On assemble ensuite la
matrice de la formulation variationnelle associée a A. On calcule un simple produit matrice—
vecteur. Finalement, on multiplie par I'inverse de la masse L? M2 associée & l'espace de
projection. La séquence de calcul est résumée sur la FIGURE 5.2. Il faut néanmoins apporter
quelques précisions selon qu’on s’intéresse & Ag, ou bien Ay .

A intégral — Equation S, On cherche a calculer la double intégrale non-singuliére

I r = / Vrop |z —y| Vg dy, dy,
el Jmel

ou vy et r, sont des fonctions polynomiales. Dans le cas ol 77 = 75, on utilise une formule
analytique. Si 7y # 7, on utilise une méthode de quadrature classique.

On constate numériquement que si on se contente d’effectuer la projection du résidu sur
P¥(Th), la valeur de lindicateur 1, n’est pas bonne au sens qu’elle ne correspond pas a la
solution exacte. Dans ce choix d’implémentation, il faut en fait projeter le résidu sur un maillage
raffiné uniformément tel que Ilu, € 77’“/(7'@). Cela vient du fait que la projection du résidu ne
permet pas de restituer correctement son cgomportement. On applique de méme 'opérateur sur
ce méme maillage raffiné.

A intégral — Equation N, On cherche a calculer la double intégrale faiblement singuliére

on() raly)

dry, dry,

Iy /
nel Jmell 1/ |.Z'—

ol vy, et 7, sont des fonctions polynomiales. Dans le cas ou 71 = 75, on utilise une formule
analytique. Dans le cas contraire, et ce bien que l’'intégrale soit singuliére, on utilise une
méthode de quadrature classique suffisamment riche pour "stabiliser" la valeur de I'indicateur.
Au contraire du cas S, , il n’est pas nécessaire de raffiner le maillage de projection.

Opérateur A comme puissance d’opérateurs différentiels classiques — 2D et 3D

Le probleme ici se présente sous la forme générale : calculer

Ary, = (I — A)a Th, a € R.
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En ce qui concerne le résidu, on effectue la méme projection que pour le cas de la forme intégrale
(avec raffinement du maillage quand il est nécessaire!). Il faut ensuite appliquer I'opérateur a
cette projection.

On considére une premiére approche (brutale) qui consiste a assembler la matrice 1 de la
forme bilinéaire

l(vh,uh) = <(I— A) ’Uh,uh>, Up, Vp € Vi,.

En posant encore M2 la matrice de masse L? associée & l'espace de projection, la matrice de
Iopérateur discrétisé Z — A est

L=ML

Finalement, la matrice de 'opérateur A discrétisé est

A= (M)

Toute la difficulté est concentrée dans le calcul d’une puissance de matrice. Les techniques les
plus courantes sont
— le calcul direct : on effectue un changement de base pour exprimer A dans la base des
vecteurs propres ou elle est diagonale, notée A’. On pose P la matrice de changement
de base de la base canonique & la base des vecteurs propres. Ainsi,

L = PA'PT,
A =P(A)*PT

ot (A")* correspond a la matrice diagonale dont les termes sont les puissances a-iémes
des termes de A’. C’est une méthode cotiteuse car elle nécessite le calcul de toutes les
valeurs propres et les vecteurs propres associés. L’avantage principal est qu’on obtient
alors exactement A.

— les algorithmes itératifs. On ne donne pas d’exemple ici, mais ils sont généralement basés
sur une décomposition LU de L et des produits matrice-matrice. En plus du cofit de la
décomposition LU, on prend le risque de générer des matrices pleines. Cette classe de
méthodes n’est donc pas non plus adaptée pour notre cadre d’utilisation ot les problémes
discrets ont plusieurs dizaines/centaines de milliers de degrés de liberté.

On utilise préférentiellement I’algorithme proposé dans [46], Method 2. Tl est basé sur la formule
intégrale de Cauchy pour les fonctions holomorphes

f(z) = L/&dz

C2m JrE—2

On utilise une quadrature adaptée afin de calculer

F(L) = ﬁ /F F2) (T—1) " dz (5.5)

avec dans notre cas f(z) = z%.

Le calcul de la quadrature nécessite une estimation des valeurs propres minimum et maxi-
mum de L. La valeur propre maximum peut étre estimée par une méthode itérative du type
power iteration [47]. Le calcul de la valeur propre minimum peut étre plus cotiteux. Cependant,
pour la matrice L on la connait a priori, elle vaut toujours X' = 1! L’ordre de quadrature
doit étre d’autant plus élevé que le conditionnement de L est mauvais. Ensuite, la méthode
converge géométriquement avec 'ordre de quadrature!
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La formule (5.5) nécessite l'inversion de zI — L. Cependant, il s’agit d’'une matrice creuse
pour laquelle il existe des bibliothéques comme MUMPS ? permettant de réaliser I'inversion de
maniére performante. On peut donc calculer Allr, a la volée.

Remarque 5.1.1. Pour utiliser 'opérateur A sous forme d’une puissance sur une surface
ouverte, il est nécessaire de définir son comportement aux bords du domaine. Cela se fait d’une
maniére équivalent a ce qu’on ferait pour T — Ar. La méthode la plus simple est alors, lors
de l'assemblage de la matrice de la formulation variationnelle associée a T — Ar, d’utiliser un
espace de test conforme H}(T).

L’intérét de cette méthode est la simplicité de mise en ceuvre puisque
— il suffit d’assembler une seule fois la matrice L,
— on ne manipule que des matrice creuses,
— le cotit du calcul de l'intégrale est faible par rapport a celui d’un assemblage /résolution
BEM,
— le calcul de I'indicateur est fait a la volée.
Les deux désavantages principaux sont :
— l’approximation de la plus grande valeur propre par une méthode itérative dont la conver-
gence dépend du conditionnement 4,
— il faut étre certain que la quadrature est suffisamment précise. Dans le cas contraire,
le caractére "demi-dérivatif" ou "demi-intégrateur" de l'opérateur A est mal restitué.
La encore 'ordre de quadrature dépend du conditionnement. Cette difficulté peut étre
partiellement contournée en adaptant, au fur et a mesure des raffinements de maillage,
Nquad
log(Amax/Amin)
(voir [46], formule (3.5)) 0l Apax/min SONt les estimations des valeurs propres maximum
et minimum.

constant

l'ordre de quadrature Nguaq de sorte & maintenir le rapport

Au niveau du calcul de 'indicateur, le gain est important puisque le cotit de 'application de
A ne dépend plus que du nombre de degrés de liberté indépendamment de I’équation qui a été
résolue. De plus, on peut encapsuler le calcul de la puissance de matrice dans une bibliothéque
afin d’en faire quelque chose de purement générique : l'utilisateur n’a plus qu’a fournir la
matrice dont il veut calculer la puissance et le vecteur auquel il veut I'appliquer ! Cette facilité
d’utilisation en fait la méthode privilégiée pour les cas 3D.

5.1.4 Implémentation du calcul de ’erreur exacte

On propose ici un moyen de calculer, ou a défaut d’estimer le plus précisément possible
I'erreur exacte. Il existe quelques rares géométries pour lesquelles on est capable de calculer la
solution analytique. C’est le cas notamment pour la sphére ou le segment [—1, 1] dans le cadre
de I’équation de Laplace. Ce n’est pas le cas pour un carré, ou un triangle, ou le segment [—1, 1]
dans les cadre de I’équation de Helmholtz.

On utilise ici une autre approche qui consiste, a chaque itération de la boucle auto-adap-
tative, a calculer la solution du probléme sur un maillage éventuellement N—fois raffiné ou en
montant en ordre pour l’espace d’approximation.

3. http://mumps.enseeiht.fr
4. En pratique, on n’a besoin que d’une estimation de la plus grande valeur propre : on peut en choisir un
majorant.
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Erreur exacte — Equation &;,

On suppose que la solution continue est suffisamment réguliére pour que l'erreur vraie
converge. A chaque itération, on raffine le maillage initial quatre® fois 7, — T% On résout
I’équation Sy, sur 7» sans changer 'ordre polynomial de ’espace d’approximation pour obtenir
une solution plus pr%cise Un. On calcule alors

€exacte — H’uh - U% ”’ . (56)

Erreur exacte — Equation N

Pour I'équation N, , on se contente d’effectuer un raffinement uniforme du maillage et
d’augmenter I'ordre polynomial de I'espace d’approximation V;, = P*(T;) — Vi = P*(T%).
2 2
On estime l'erreur exacte par

€exacte — |||uh,k: - u%7k+1”| .

5.2 Validation numérique — Acoustique 2D

On se propose maintenant de valider les indicateurs présentés précédemment dans le cadre
de la diffraction d’une onde acoustique plane se propageant dans un milieu homogéne 2D par
un objet diffractant de surface I', éventuellement ouverte, dont les dimensions sont voisines de
1. Ces objets sont

— le cercle de rayon R = 0.9. C’est un cas académique pour lequel la solution exacte est
réguliére. On s’attend alors a retrouver le meilleur taux de convergence possible lorsque
le maillage est raffiné uniformément. Il sert d’étalon pour vérifier le comportement des
autres indicateurs. La direction d’ot provient 'onde plane incidente est §; = 0° (onde
incidente se propageant selon —e,).

— le carré de coté a = 1. Dans le cas de 'équation Sy, , la solution exacte admet une
discontinuité sur les arétes. Pour I'équation N, la solution n’est que faiblement régu-
liere. On s’attend ainsi & observer une concentration des éléments & proximité des arétes.
L’angle de provenance de 1'onde plane est encore ¢; = 0°. Le carré est donc éclairé sur
sa face droite.

— le segment [—1, 1] éclairé selon sa normale (onde se propageant selon —e,). La solution

pour Sy, explose comme 7 [36] ou 7 est la distance aux extrémités du segment. Elle
r

est donc au plus de régularité H¢(T"),e > 0. En ce qui concerne la solution pour N,
elle se comporte comme /7 et est donc de régularité au plus H'~¢(T'),e > 0. Comme
pour le carré, on s’attend & observer un raffinement important au niveau des bords.

— le résonnateur ouvert de rayon 0.9 et d’angle d’ouverture ¢ = 20° (voir FIGURE
5.3). L’idée est ici de mélanger les saveurs : d’une part la surface est ouverte ce qui
induit une faible régularité de la solution aux extrémités de la surface. D’autre part, on
fait rentrer une onde dans la cavité qui va se réfléchir sur les parois ce qui complexifie le
phénomeéne de diffraction. Le résonateur est éclairé par la droite de telle sorte a présenter
son ouverture a l’onde incidente.

On applique sur I" une condition limite de type Dirichlet ou Neumann ce qui améne a résoudre
les équations associées au Sy, ou bien au N, . Pour chaque cas, on effectue des simulations
pour trois nombres d’onde k,, différents :

5. Valeur "expérimentale" suffisante pour stabiliser la valeur de I'indicateur.
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FIGURE 5.3 — Schéma de principe du résonateur utilisé pour les simulations en 2D.

~—ky =5= A= 1.26 La longueur d’onde est de l'ordre de grandeur des dimensions de
I'objet.
- ky =20 = XA~ 0.31 L'objet est de I'ordre de deux a trois longueurs d’onde.

-k, =100 = A\ =~ 0.063 La taille de 'objet est de I'ordre de quinze a vingt longueurs
d’onde : on se rapproche du cadre asymptotique pour lequel des méthodes de type rayon
peuvent étre appliquées.

On fixe dans un premier temps le parameétre de raffinement 63 = 0.5. Cela semble a prior:
un bon compromis : si le paramétre est trop grand, on prend le risque que le comportement en
convergence se rapproche de celui du raffinement uniforme; si le paramétre est trop petit on
va multiplier les itérations de la boucle auto-adaptative. L’indicateur utilisé pour le guidage de
l'algorithme auto-adaptatif est 7, sous la forme (Z — A)“.

On montre ensuite que les indicateurs de la littérature se comportent correctement sur le
cercle et le segment [—1, 1]. On ne refait pas I’étude sur tous les objets car ces deux géométries
correspondent & deux cas extrémes par rapport a la régularité de la solution continue.

Sur le segment [—1,1] et pour k, = 20 et k, = 100, on s’intéresse au comportement
en convergence de I'algorithme guidé par 7, lorsqu’on fait varier le parameétre de raffinement
(critére de sélection Dorfler) 64 = {0.25,0.5,0.75}. On choisit le segment pour la méme raison
que précédemment, a savoir la régularité de la solution continue.

On se propose ensuite, pour k, = {20,100}, de modifier 'onde incidente en étudiant la
diffraction par une onde sphérique émise par une source ponctuelle placée proche de I'objet. On
sélectionne pour cette étude le carré car il combine une solution continue faiblement réguliére
et un effet d’écran par rapport a la source : on s’attend a avoir trés peu de signal derriére ’objet
(encore moins que pour une onde plane).

Finalement, on s’intéresse plus particulierement & I'indicateur A. Le cas test est le carré car
on a constaté que le A sous forme intégrale se comporte mal sur les surfaces ouvertes®. On
montre numériquement que les deux formes de l'indicateur n, permettent de guider de maniére
équivalente un algorithme de raffinement auto-adaptatif et que les valeurs de I'indicateur sont les
mémes. On termine par une étude sur une technique de localisation de 'indicateur A intégral en
regardant ce qui se passe lorsqu’on n’applique pas l'opérateur au résidu complet mais seulement
a sa valeur restreinte a un patch d’éléments. On utilisera encore le carré comme cas-test.

Espaces d’approximation et estimation a prior: pour les simulations en 2D  L’espace
d’approximation conforme H~/2(I") utilisé pour I’équation S, est

Vi = P(Th)

6. C’est une conséquence de la difficulté & définir le comportement au bord de A, a7, lorsqu'’il est sous forme
intégrale
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I'espace des fonctions polynomiales de degré 0 (sur chaque élément du maillage). Le lemme de
Bramble-Hilbert implique que le meilleur taux de convergence possible en raffinement uniforme
est en O(h?/?) soit en fonction du nombre d’éléments

Meilleur taux de convergence possible Sy, = (’)(Ne_legf) :

Remarque 5.2.1 (Importante!). Les solutions de l’équation associée au Sy, admettent des
singularités des lors que la géométrie considérée a des coins (et des arétes en 3D). On a constaté
numériquement que lorsque [’ordre des quadratures utilisées pour [’assemblage des matrices
élémentaires est trop faible et que les mailles adjacentes aux singularités géométriques sont trop
petite, on a des instabilités numériques dans le calcul de la solution (et a fortiori dans le calcul
des indicateurs). Ce phénoméne est d’autant plus observable que la fréquence augmente. Pour
cette partie, on a donc augmenté l'ordre des quadratures afin de montrer que le probléme ne
provient pas des indicateurs mais bien de la résolution initiale !

L’espace d’approximation pour I’équation N est

Vi = PHTh)

I’espace des fonctions polynomiales de degré 1 par morceau avec raccordement continu entre
les éléments. Le lemme de Bramble-Hilbert implique donc que le meilleur taux de convergence
possible en raffinement uniforme est en O(h*?) soit en fonction du nombre d’éléments

Meilleur taux de convergence possible N, = O(N, ¥ A1

elem

5.2.1 Guidage par l'indicateur A sur le cercle

On s’intéresse premiérement au cas du cercle de rayon R = 0.9. Il est éclairé par une onde
plane de fréquence ky, = {5,20,100}. Le paramétre de raffinement est fixé a 64 = 0.5.

Le cercle est discrétisé initialement en N3, = 45 éléments. La solution exacte est réguliére
pour les deux équations donc on s’attend a retrouver le meilleur taux de convergence possible

en raffinement uniforme a toutes les fréquences.

Cercle R = 0.9, guidage par 7, ky =5

0
T A
A ce nombre d’onde, la discrétisation est en ~ —ﬁlem ~ 10 (donc en 1—0) Cette finesse de
97
discrétisation est conforme aux bonnes pratiques. Les courbes de convergence pour 1'équation

Sy, regroupées sur la FIGURE 5.4 et pour 'équation Ny, sur la FIGURE 5.5.

Commentaire — Equation S, Le taux de convergence est optimal en (’)(N;jn/f) des les
premiéres itérations puisque le maillage est suffisamment fin par rapport a la longueur d’onde.
Le raffinement auto-adaptatif apporte une faible (voir négligeable) amélioration de la valeur de
I’erreur.

On constate que les valeurs de 7y s, €U Cexacte S€ SUperposent dés la premiére itération, donc
on mesure "exactement" l'erreur. Les autres indicateurs sont regroupés. En particulier, les
indicateurs nn, et nm,, sont superposés ce qui laisse supposer que les deux projections Ilg et
II;2 produisent le méme résultat, mais a des cotts trés différents!
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Commentaire — Equation ,, On constate, comme pour I’équation Sy, que la convergence
est optimale dés les premiéres itérations. Le taux de convergence s’établit immédiatement en
—3/2 1 . .
(’)(Nelerfl ). Il n’y a de plus aucune amélioration de la valeur de 'erreur lorsqu’on utilise du

raffinement auto-adaptatif.
Les valeurs de egyacte €t 12 No coincident. Les autres indicateurs sont regroupés puisque 7y,

n,, et 71y, semblent se superposer.

Cercle R = 0.9, guidage par n,, ky = 20

A
La finesse de discrétisation est approximativement en — ce qui est normalement insuffisant.

Les courbes de convergence sont représentées sur la FIGURE 5.6 pour I'équation Sy, et sur la
FIGURE 5.7 pour I'équation Ny .

Cercle R = 0.9, k,, = 20, c.]. Dirichlet
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FIGURE 5.6 — Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
kw = 20, 04 = 0.5, guidage par 7, c.l. Dirichlet.

Commentaire — Equation §;, Le régime asymptotique de convergence s’établit presque
immédiatement & partir de Neem =~ 100 que ce soit pour le raffinement uniforme ou bien le
raffinement auto-adaptatif. Les valeurs des indicateurs NAs, €t Cexacte S€ SUPErposent (on mesure
toujours l'erreur "exactement"). Les autres indicateurs restent groupés.

L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet un gain faible (= 1.5) sur la valeur de
I’erreur exacte, mais reste au final peu intéressant.

. . ) o L1 —3/2
Commentaire — Equation N}, Le taux de convergence s’établit immédiatement en O(Nem{l )
pour tous les indicateurs. En ce qui concerne le raffinement uniforme, on constate que €cxacte
et na,, ne sont pas initialement superposés. Les deux courbes de confondent & partir de

Nelem = 360. En utilisant du raffinement auto-adaptatif, on constate que tous les indicateurs ont
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Cercle R = 0.9, k,, = 20, c.l. Neumann
101 7777777777 | S [ — T 1]

=l Ay, uni |
'e' €exacte uni =
£t 7, ada i
-® 7 ada [
-A- 7p,, ada |
->%- 77/\1\/‘0 ada ﬁ:
'@' €exacte ada i

10°
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.—
b
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FIGURE 5.7 — Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
kw = 20, 04 = 0.5, guidage par 7, , ¢.l. Neumann.

un léger gain dans la valeur de 'erreur. De plus, €gyacte €t 7 N S€ confondent pour Ngen =~ 150.
On mesure ainsi toujours "exactement" ’erreur.

Cercle R = 0.9, guidage par ny, ky, = 100

La discrétisation est en 2X. On est trés largement sous-discrétisé. La convergence pour
I'équation Sy, est représentée sur la FIGURE 5.8 et celle pour Iéquation Ny, sur la FIGURE
5.9.

Commentaire — Equation S;, Initialement (jusqu’a Neem &~ 200), les différents indicateurs
ne convergent pas. A partir de Ngem =~ 200, le régime asymptotique est établi et on retrouve un
comportement similaire a ky, = {5,20}. Cela est dii a la sous-discrétisation initiale qui est trop
grossiére pour approximer le phénomeéne oscillatoire. Il est intéressant de remarque que tous les
indicateurs sont capables de mettre en évidence ce probléme.

Les indicateurs €exacte €t 7, S€ superposent "presque tout le temps". En effet, la courbe
Eexacte S€ décolle parfois de celle de 7y 55" L’explication la plus probable, en tenant compte du fait
que les indicateurs de la littérature convergent correctement, est que ’approximation de I’erreur
exacte ne fonctionne plus trés bien lorsque la fréquence augmente. On retrouve ce phénomeéne
pour les autres cas-tests. Les courbes laissent néanmoins penser que lindicateur nag permet
encore de mesurer exactement l’erreur.

Commentaire — Equation N, On observe initialement un phénomeéne similaire au cas de
I’équation Sk, . Les indicateurs convergent sur une itération avec le bon taux de convergence.
Ils oscillent ensuite avec plus ou moins d’amplitude : les indicateurs 7,,, NAw, €t Cexacte font
un pic pour Neem = 180 avant de re-diminuer brusquement et de s’établir au taux optimal
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Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde
Cercle R = 0.9, k,, = 100, c.l. Dirichlet
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FIGURE 5.8 — Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
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0.5, guidage par 7, , ¢.1. Neumann.

100, 04

FIGURE 5.9 — Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
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en (’)(N;legf). Ce sont les trois indicateurs qui prennent en compte explicitement la "nature"
oscillante du probléme puisqu’on ré-applique 'opérateur Ny,. A contrario, les indicateurs par
reconstruction (par "moyenne") semblent moins affectés. Une explication possible est que le
probléme est résolu sur un maillage raffiné et donc la discrétisation par rapport a la longueur
d’onde est meilleure. Quoiqu’il en soit, 'indicateur ny , Tépercute correctement la variation de
I’erreur exacte.

En raffinement auto-adaptatif, les indicateurs commencent par converger optimalement (a
I'exception de ceux par reconstruction) puis oscillent mais avec une amplitude moindre. De
plus, 'indicateur 7, suit toujours les variations de l'erreur exacte et les deux finissent par se
confondre. Lorsque la convergence asymptotique s’établit, on constate que la valeur de I'erreur
est améliorée par rapport au raffinement uniforme.

Ce cas "haute-fréquence" est intéressant car lorsqu’on est sous-discrétisé, la nature "oscil-
lante" de I'opérateur n’est pas résolue correctement. Autrement dit, on ne résout pas initia-
lement un probléme de propagation d’onde. Lorsque le raffinement augment, le phénoméne
oscillant apparait et les indicateurs "suivent" le phénomeéne !

Le cas du cercle représente bien entendu un cas académique pour lequel tout est sensé trés
bien fonctionner. Le point le plus important est la vérification de la capacité pour les indicateurs
NAs, € TAy, & Teprésenter Cexacte & toute fréquence. Le caractére "asymptotiquement exact" est
confirmé pour une surface de classe C* ce qui montre que le principe de construction pour 7y
est correct.

Il faut maintenant vérifier le caractére fiable—efficace—exact de n, lorsque la géométrie est
lipschitzienne. Dans le cas ou la géométrie présente des singularités, la régularité de la solu-
tion dépend de l'angle rentrant de la géométrie dans le domaine de propagation [45] ce qui
impacte directement le taux de convergence en raffinement uniforme. Une géométrie de type
"carré" représente alors (avec peut-étre les triangles) les géométries singuliéres les plus simples
possibles.

5.2.2 Guidage par l’indicateur A sur le carré

Le carré sert ici a tester le comportement de 'indicateur 7, lorsque la solution est peu (ou
pas) réguliére mais avec I' une surface fermée. On rappelle que par construction, A sous forme
"puissance" est un isomorphisme sur les surfaces lipschitziennes et que I'indicateur 7, associé
est fiable, efficace et locale. On ne peut cependant rien affirmer a priori quand a son éventuel
caractére "asymptotiquement exacte" ou bien sa capacité a guider un algorithme de raffinement
auto-adaptatif. Dans le cadre de 'équation de Helmholtz, la solution exacte se comporte [45]
comme u = r® ou « est un réel positif dépendant de I'angle rentrant dans le domaine de
propagation.

Dans le cadre de 'équation Si,, 'inconnue est le saut de dérivée normale au travers de la
surface et qu’il se comporte donc comme

ou

—~ T

on

a—1

1
ou r est la distance a la singularité géométrique. Dans le cas du carré, o = 3" On en déduit
ou

on

. . ) ~2/3
raffinement uniforme qu’on puisse espérer est en O(Neler{1 ).

Dans le cadre de I'équation Ny, , 'inconnue est le saut [u] au travers de I'. On a alors

que € HY37%(I'),Ye > 0. En utilisant 'inégalité (3.2), le meilleur taux de convergence en

u o~ /3
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ce qui permet d’en déduire que v € H*/37¢(T"),Ve > 0. En utilisant I'inégalité (3.2), le meilleur
taux de co/nvergence asymptotique en raffinement uniforme qu’on puisse espérer est également
en O(N21).

elem

Remarque 5.2.2. Compte tenu des espaces d’approximation utilisés et de la régularité des
solutions exactes, on a toujours la méme estimation a priori entre l’équation Sk, et l’équation
N, Dans la suite, on se contentera de ’établir pour l’équation Ny, .

Le carré est initialement discrétisé avec 10 éléments par face, soit N3, = 40. Il est éclairé

par une onde plane se propageant selon —e,. On effectue des simulations pour k,, = {5,20,100}.

Carré a = 1, guidage par 1y, ky =5

Le carré est discrétisé en 13 qui est normalement largement suffisant. Les courbes de

convergence sont données sur la FIGURE 5.10 pour Sy, et sur la FIGURE 5.11 pour N, .

Carré de c6té a = 1, ky, = 5, c.1. Dirichlet

100
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10-3 —{-EF nu,, ada |
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|k ag, ada 3 ”””
| '@' Eexacte ada : 777777
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10!

FIGURE 5.10 — Convergence des différents indicateurs pour le carré de coté a = 1 pour ky, = 5,
fa = 0.5, guidage par 7 , c.l. Dirichlet.

Commentaire — Equation S;, FEn raffinement uniforme, le régime asymptotique s’établit
immédiatement au taux sous-optimal (’)(Ne_lff) conformément a l'estimation a priori. Les in-
dicateurs 7, et nm,, se superposent parfaitement. La courbe correspondant a 7,, se démarque
clairement des autres. De plus, les indicateurs 7y s, €U Cexacte 1€ S€ SUperposent pas, et I'indica-
teur 7,, se démarque clairement des autres.

En utilisant du rafinement auto-adaptatif, les indicateurs convergent rapidement initiale-
ment lorsque les singularités aux coins commencent a étre approximées. On constate ensuite
que tous les indicateurs convergent au taux optimal O(N;fﬁ). De plus, NAs, Permet de me-
surer "exactement" ’erreur puisque la courbe correspondante se superpose a celle de eqgacte-
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Cela semble confirmer numériquement le caractére isomorphe de Ag, lorsque I' est une surface
lipschitzienne ainsi que ’hypothése selon laquelle il est asymptotiquement exact !

Carré de coté a = 1, k,, = 5, c.]. Neumann
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FIGURE 5.11 — Convergence des différents indicateurs pour le carré de coté a = 1 pour ky, = 5,
04 = 0.5, guidage par na,, , ¢.l. Neumann.

Commentaire — Equation N, Le raffinement uniforme est ici encore sous-optimal et cor-
respond a l'estimation a priori. L’erreur exacte et NAy, D€ se superposent pas mais restent
proches I'un de 'autre.
L’utilisation d’une boucle auto-adaptative permet de converger immédiatement avec le
illeur t ible en O(N,%?). O ¢ t és. D
meilleur taux possible en O(N,.."). On remarque que 7,,, N, € mm,, sont regroupés. De

plus, €cxacte €t My, S€ superposent immeédiatement ce qui confirme, comme pour NAs,» SON
caractére "asymptotiquement exacte" sur surface lipschitzienne.

Ces résultats préliminaires laissent supposer qu’on peut guider efficacement un algorithme
auto-adaptatif avec 174. On étudie maintenant la montée en fréquence.

Carré a = 1, guidage par 1, ky = 20

La discrétisation initiale est en — ce qui est insuffisant. Les courbes de convergence sont sur

la FIGURE 5.12 pour Sy, et sur la FIGURE 5.13 pour N, .

Commentaire — Equation §;, Comme précédemment, le taux de convergence uniforme se
stabilise immédiatement conformément a l'estimation a priori. Les indicateurs €egacte €t N,
sont presque superposés. Les indicateurs n restent confondus et 7,, se distingue toujours des
autres.

En raffinement auto-adaptatif, I'’ensemble des indicateurs converge au taux maximum en
O(N, 3/ 2). L’indicateur nag, se confond avec €exacte-

elem
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Commentaire — Equation N, En raffinement uniforme, le taux de convergence s’établit

rapidement en O(N, eﬁf’) et les indicateurs se comportent de la méme maniére que pour k,, = 5.

En raffinement auto-adaptatif, la convergence s’établit immédiatement en O(Ne_ls'n/f). Les

indicateurs n,, , N, et m,, sont confondus. Il en est encore de méme pour 7, N b Cexacte-

L’indicateur semble stable en fréquence sur surface lipschitzienne. On vérifie alors son com-
portement lorsque la fréquence est trés élevée.

Carré a = 1, guidage par 1, ky, = 100

La discrétisation initiale est en 1.6 A\. La convergence pour le cas S, est représentée sur la
FIGURE 5.14 et celle pour le cas Ny, sur la FIGURE 5.15.

Carré de coté a = 1, ky, = 100, c.l. Dirichlet
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FI1GURE 5.14 — Convergence des différents indicateurs pour le carré de coté a = 1 pour k,, = 100,
0a = 0.5, guidage par 7 , c.l. Dirichlet.

Commentaire — Equation S, Le taux de convergence semble s’établir initialement au taux

maximal. A partir de N = 320, il s’établit au taux asymptotique uniforme en O (N;fn/l?’). Cela

correspond a une discrétisation en = qui est juste en dessous du minimum recommandé (en 8)
Cet affaissement de la convergence peut donc s’expliquer comme le moment ot la discrétisation
est suffisamment fine pour pouvoir représenter la nature oscillante du probléme. Les indicateurs
1 restent invariablement superposés. A partir de Ngjem = 640, €cxacte €b NAs, Sont superposeés.

En raffinement auto-adaptatif, le taux de convergence est initialement plus fort que le taux
maximal asymptotique (de Neem ~ 100 = N = 300). Au-dela, le régime asymptotique en
O(N, 3/ 2) s’établit. A partir de Neem ~ 1300, Mg, €0 Eexacte S superposent.

elem
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Carré de coté a = 1, ky, = 100, c.l. Neumann
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FIGURE 5.15 — Convergence des différents indicateurs pour le carré de coté a = 1 pour k,, = 100,
fa = 0.5, guidage par 7, , c.l. Neumann.

Commentaire — Equation A, Comme pour le cercle, la valeur des indicateurs n augmente
a la premiére itération. Les autres indicateurs ont des valeurs trés différentes. Lorsqu'une dis-

A
crétisation en 3 (maillage uniforme de 200 éléments) est atteinte, il semble s’établir un régime

asymptotique pour tous les indicateurs avec un taux de convergence légérement inférieur au taux
optimal. On retrouve alors le comportement "habituel" avec 7y N €0 €exacte qui se superposent.
Cependant, lorsque le nombre d’éléments continue d’augmenter, on retrouve le comportement
a priori en O(N;jn/l?’) alors que le probléme est déja trés bien discrétisé (2000 éléments < dis-
crétisation en 2). Une hypothése envisageable pour expliquer ces taux de convergence est que

pour ce ratio t:;)ille objet / longueur d’onde = 16, le phénoméne qui domine est de la réflexion
sur l'objet et non plus de la diffraction. Cette réflexion est donc "capturée" en premier par la
discrétisation tandis que la diffraction est trop ténue pour étre observable. Lorsque la réflexion
est suffisamment "résolue", il faut approximer la diffraction ce qui explique I’affaissement de la
convergence lorsque le nombre d’éléments augmente.

Le raffinement auto-adaptatif n’apporte presque rien, que ce soit en valeur absolue de l'er-
reur ou en taux de convergence, aussi longtemps que la convergence uniforme est proche de
I'optimum. De plus, les valeurs et Ny, €t Cexacte 1€ coincident pas. Lorsque la convergence
uniforme s’affaisse, I’ensemble des indicateurs retrouve le comportement observé aux autres
longueurs d’onde.

Dans ce cas précis, on aurait pu commencer par des raffinements uniformes jusqu’a constater
une baisse significative du taux de convergence, puis utiliser une boucle auto-adaptative au-dela.

On a pu constater sur cet exemple du carré que l'indicateur A sous forme "puissance d’opé-
rateurs différentiels classiques" est bien fiable et efficace sur surface lipschitzienne, et ce sur
une large bande de fréquences. Il permet de plus de guider correctement un algorithme de
raffinement auto-adaptatif. Dans ce cas, il permet de mesurer correctement l'erreur exacte
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asymptotiquement. Dans le cas d'un raffinement uniforme, NAsy et €oxacte SONt proches mais
pas toujours confondus.

Jusqu’a présent, on s’est tenu au cadre théorique des indicateurs tel que défini au chapitre 4.
Néanmoins, il n’y a pas de contre-indication a I'utilisation d’un opérateur A sur surface ouverte
pourvu qu’on définisse correctement son comportement sur JI' (voir 5.1.3). On se propose donc
d’effectuer des simulations sur surface ouverte, la premiére étudiée étant le cas académique du
segment [—1,1].

5.2.3 Guidage par l'indicateur A sur le segment

Le segment [—1,1] est la premiére surface ouverte considérée. Pour les seconds membres
conventionnels, les surfaces ouvertes sont celles pour lesquelles la solution exacte présente la
plus faible régularité. On peut montrer [45] que le comportement aux extrémités pour I’équation

Ny, est
T

ce qui implique que la solution exacte se trouve dans H'~¢(T'), Ve > 0, et dans H ¢(T") pour
I’équation Sg,,. Le meilleur taux de convergence uniforme auquel on peut s’attendre est donc

~1/2
en O(Nelen/l )
Le segment est initialement discrétisé en N3, = 45 éléments. Il est éclairé par une onde

plane se propageant selon —e, et de nombre d’onde k&, = {5, 20, 100}.

Segment [—1,1], guidage par 7y, ky =5

La discrétisation initiale est en 2%' Les courbes de convergence pour 1’équation Sy, sont sur
le FIGURE 5.16 et celles pour I’équation N, sur la FIGURE 5.17.

Commentaire — Equation S, La discrétisation est suffisamment fine pour que la conver-
. . L . . .. . e —1/2
gence soit asymptotique. Le taux de convergence s’établit ainsi immédiatement en CQ(NBIQI{1 ).
. . , e 1 . :
Les courbes correspondant a 7y /.2 Sont toujours superposées. L’indicateur 7,, majore l'en-

semble. Du plus, les courbes pour NAs, €t €exacte SON distinctes.

L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet d’obtenir le taux maximal en O(N. 56311/12).

Initialement, comme pour le carré, I'erreur diminue rapidement alors que les extrémités du

segment sont raffinées afin de bien représenter le comportement en 7 Pour Ngem = 100, la
r

convergence asymptotique s’établit. Les courbes correspondant a NAs, €t €exacte SE SUperposent
parfaitement : on est capable d’estimer "exactement" I'erreur sous réserve d’utilisation d’une
boucle auto-adaptative.

Commentaire — Equation A,, Comme pour le Sy, la convergence uniforme s’établit im-

médiatement en O(N;elf). De plus, on a €exacte = 27, -

Le raffinement auto-adaptatif permet de récupérer une convergence optimale en (’)(N(;egf).
Pour Ngjer, = 45 ... 60, I’algorithme ne rajoute que quelques éléments aux extrémités du segment
afin de bien approximer le comportement en /7 de la solution. La décroissance de U'erreur est
alors trés rapide. A partir de Ngem ~ 60, on atteint le régime asymptotique. Le taux de

convergence se stabilise au taux optimal de O(N, ~3/ 2). On a de plus €qyacte qui coincide avec

elem
1A Np©

120 Chapitre 5 Marc Bakry



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde
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Segment [—1,1], guidage par 7,, ky = 20

La discrétisation est en — ce qui est encore suffisant. Les courbes de convergence pour
I'équation Sy, sont sur la FIGURE 5.18 et celle pour 'équation Ny, sur la FIGURE 5.19.

Segment [—1, 1], ky = 20, c.l. Dirichlet
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FIGURE 5.18 — Convergence des différents indicateurs pour le segment [—1,1] pour k, = 20,
0a = 0.5, guidage par 7y, c.l. Dirichlet.

Commentaire — Equation §;, Comme attendu, le taux de convergence est établi en
~1/2 : . o
(’)(Nelerf1 ) en raffinement uniforme. Le comportement des autres indicateurs est similaire a

k, = 20. L’utilisation du raffinement auto-adaptatif permet de retrouver le taux optimal de
convergence et la mesure "exacte" de Ierreur par 7, .

Commentaire — Equation N}, Les commentaires sont également similaires a ceux pour
ky = 5. Le raffinement auto-adaptatif encore de mesurer 'erreur exacte.

On montre sur la FIGURE 5.20 un détail de la valeur absolue de la solution numérique &
I'extrémité (1,0) du segment pour une condition limite de type Neumann.

On observe que le caractére en /7 est mal représenté lorsque le maillage est raffiné uniformé-
ment. A contrario, I'utilisation de raffinement auto-adaptatif "lisse" la solution. On remarque
alors que l'indicateur a concentré les mailles a I'extrémité. Si on observe la densité de mailles
entre z = 0.5 et x = 0.6, on se rend compte que I'algorithme de raffinement n’a pas rajouté de
mailles 1a ot le raffinement uniforme en a rajouté.

Segment [—1,1], guidage par 7, ky, = 100

A
La discrétisation est maintenant en — ce qui est trop faible. Les courbes pour Sj, sont

FIGURE 5.21 et celles pour N, FIGURE 5.22.
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Segment [—1, 1], ky
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FIGURE 5.20 — Détail de la solution sur le segment
uniforme N, = 360 (gauche), avec raffinement auto-adaptatif Nejem = 397 (droite).
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Segment [—1, 1], ky, = 100, c.l. Dirichlet
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FIGURE 5.21 — Convergence des différents indicateurs pour le segment [—1,1] pour k, = 100,
04 = 0.5, guidage par 7 , c.l. Dirichlet.

Commentaire — Equation S;, Sans surprises, la convergence uniforme est en O(Ne_le111/12)'
En raffinement auto-adaptatif, la convergence est un peu plus chaotique. Les indicateurs NAs,

et Mg, suivent le schéma classique avec une décroissance initiale rapide de I'erreur puis une

e . —3/2 . -
stabilisation au taux maximal en (’)(Neler{1 ). A contrario, les indicateur 7,, et €exacte Semblent
converger en vaguelettes jusqu’a Neem ~ 2000. Ensuite, 7,, rejoint les autres indicateurs simi-
lairement a k,, = {5,20}. De méme, la valeur de €qxacte rejoint la courbe correspondant a NAs, -
Comme précédemment, il est possible que ce phénomeéne soit une précision insuffisante lors du
calcul de la solution. Néanmoins, et sous réserve que le probléme soit résolu avec suffisamment

e o 1 . ;
de précision, 'indicateur Nas, Mmesure asymptotiquement I’erreur exacte.

Commentaire — Equation N, On retrouve les mémes phénomeénes que pour le carré (voir
FIGURE 5.15) avec un taux initial de convergence uniforme élevé. De plus, €cxacte €t Ny, Sont
distincts. L’algorithme auto-adaptatif permet de maintenir la convergence optimale ainsi que
la mesure "exacte" de l'erreur par na, .

On valide ici 'utilisation de 'indicateur n, sous forme "puissance d’opérateurs" lorsque
la surface I' est ouverte. On constate numériquement la fiabilité, 'efficacité et le caractére
"asymptotiquement exacte". Il n’y a donc aucune différence par rapport aux surfaces fermées.

On conclut par des simulations sur le résonateur. C’est un cas test qui permet de combiner
une surface ouverte avec des phénoménes de diffraction et de résonance.
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Segment [—1, 1], ky, = 100, c.l. Neumann
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FIGURE 5.22 — Convergence des différents indicateurs pour le segment [—1, 1] pour k,, = 100,
f0a = 0.5, guidage par 1, , c.l. Neumann.

5.2.4 Guidage par l’indicateur A sur le résonateur

Le résonateur permet de combiner plusieurs effets "physiques" susceptibles de perturber la
convergence de 'erreur. L’ouverture d’angle ¢ = 20° correspond a un diametre d. = 0.31. Le
nombre d’éléments initial est N3, = 45.

Premiérement, c’est une surface ouverte donc on s’attend a avoir une solution peu réguliére
aux bords de 'ouverture comme conséquence de la diffraction. Deuxiémement, ’ouverture est
faite de telle maniére que pour k,, = 5, 'onde soit faiblement diffractée a l'intérieur (longueur
d’onde plusieurs fois plus grande que d.); pour ky, = 20 on a A = d.; pour ky, = 100 l'onde
rentre dans la cavité et est réfléchie a lintérieur. Des exemples pour le champ de potentiel
acoustique sont représentés sur la FIGURE 5.23.

Le résonateur est éclairé par une onde plane se propageant selon —e, de nombre d’onde k,, =
{5,20,100}. Les mémes arguments que pour le segment permettent de prévoir une convergence

: ~1/2 .
uniforme en O(N,, ") au mieux.

Résonateur R = 0.9 et ¢ = 20°, guidage par 1y, ky =5

A
La discrétisation initiale est en 10 ce qui est suffisamment fin. Le régime asymptotique est

donc établi immeédiatement. Les courbes de convergence pour ’équation Sy, sont sur la FIGURE
5.24 et celles pour I'équation N, sont sur la FIGURE 5.25.

Commentaire — Equation §;, Comme attendu, la convergence avec raffinement uniforme
est établie en O(N, Y 2). Les indicateurs NAs, €t €exacte SONt distincts.

elem

En utilisant une boucle auto-adaptative, la vitesse de convergence initiale est trés élevée
mais se stabilise aussi trés vite (Ngjem = 60) en O(N, 3 %) (comportement similaire au segment

elem
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100

(gauche) et ky, =

20

teur pour ky

ésonance dans le résona

Exemples de r
(droite), probléme de Neumann.

FIGURE 5.23 —

0.9 et € = 20°, ky, = 5, c.l. Dirichlet
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FIGURE 5.24 — Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et

, c.l. Dirichlet.

guidage par g,
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5, 04
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[—1,1]). Les indicateurs €exacte €t NAs, S€ superposent.

Résonateur R = 0.9 et € = 20°, &k, = 5, c.l. Neumann
10! p—— —
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FIGURE 5.25 — Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture € = 20° pour ky, = 5, 64 = 0.5, guidage par N, c.l. Neumann.

Commentaire — Equation N, On a A ~ 4d.. L’onde est diffractée a I'intérieur du réso-

nateur mais le signal n’est malgré tout pas trés élevé. En raffinement uniforme, la convergence
s o L1 —1/2 .

s’établit immédiatement en O(NV,,."). On a encore des valeurs distinctes pour €exacte €t 1a No-

L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet de retrouver presque immeédiatement la

. —3/2
convergence optimale en O(N;?) et la correspondance entre Av. €6 Coxacte-
elem No exacte

Résonateur R = 0.9 et ¢ = 20°, guidage par 1y, ky = 20

A
La discrétisation initiale est en 75 ce qui est trop faible. Dans ce cas, A ~ d. et 'onde est

diffractée a l'intérieur du résonateur. Les courbes de convergence pour le cas Sy, sont données
sur la FIGURE 5.26 et pour le cas N, sur la FIGURE 5.27.

Commentaire — Equation S;, En raffinement uniforme, les premiéres itérations corres-

pondent & un taux en O(N;j’n/f). A partir de Ngem &~ 180, il se stabilise au taux asymptotique

théorique en O(N;elf). Une explication possible est qu’initialement, le phénoméne dominant
n’est pas la diffraction mais une résonance a l'intérieur de la cavité. Dans ce cas, la partie
singuliére de la solution relative au phénomeéne de diffraction n’est pas dominante. Une fois que
le phénomeéne de résonance est correctement approximé, le taux de convergence est bridé par
la régularité de la solution exacte. Les comportement des indicateurs reste similaire a ce qui a
été observé sur le segment.

Le raffinement auto-adaptatif permet de maintenir le taux de convergence en O(N, i ). A

elem
partir de Ngem ~ 200, les courbes correspondant & NAs, €t Eexacte S€ SUperposent.
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0.9 et € = 20°, ky, = 20, c.1. Dirichlet
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FIGURE 5.26 — Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et

d’ouverture ¢ = 20° pour k,, = 20, 04

0.5, guidage par NAsy» c.l. Dirichlet.

20, c.l. Neumann
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FIGURE 5.27 — Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et

20, 64

0.5, guidage par 7, , ¢.l. Neumann.
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Commentaire — Equation A, Le phénomeéne de résonance est beaucoup plus flagrant que

pour le cas Sy, . Les indicateurs convergent initialement en O(Ne]egrr/IZ). A partir de Ngjem =~ 400

(discrétisation en 2—), ce taux diminue progressivement pour atteindre le taux uniforme calculé
a priori une fois que la résonance est correctement approximée. Les indicateurs se comportent
de la méme maniére que pour ky, = 5.

L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet de conserver le taux optimal en O(N, ;jf)
De plus, €cxacte €t N, coincident dés Neem ~ 200.

Résonateur R = 0.9 et ¢ = 20°, guidage par 1y, ky, = 100

A
La discrétisation est désormais en 2\. Dans ce cas, on a — = 0.2 : 'onde traverse 'ouverture

€
sans se diffracter et vient se réfléchir a I'intérieur de la cavité. Les courbes pour Si,, sont FIGURE
5.28 et celles pour Ny, sur la FIGURE 5.29.

Résonateur R = 0.9 et € = 20°, k,, = 100, c.l. Dirichlet
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FIGURE 5.28 — Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture € = 20° pour ky, = 100, 04 = 0.5, guidage par 7, , c.l. Dirichlet.

Commentaire — Equation S, En raffinement uniforme, le taux de convergence est initia-
A
lement faible jusqu’a Neem =~ 180 (discrétisation en 5 le phénoméne oscillant est vaguement

approximé). Entre Ngjen & 200 et Nejem ~ 400, erreur converge au taux maximum en O(N, 3/ 2)

elem
avant de ralentir au taux asymptotique en O (N(;eln/f).
L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet la convergence au taux maximum. De

plus, 'erreur exacte est correctement mesurée par NAsy -

Commentaire — Equation N, Comme pour le cas de I’équation Sy, , ce qui apparait est
un condensé des différents phénoménes observés précédemment. On s’intéresse premiérement
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Résonateur R = 0.9 et € = 20°, k,, = 100, c.l. Neumann
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FIGURE 5.29 — Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture € = 20° pour k,, = 100, 83 = 0.5, guidage par NAn,» ¢1. Neumann.

au raffinement uniforme. La valeur des indicateurs commence par augmenter car le phénomeéne
oscillant n’est pas encore bien approximé. Il s’installe ensuite une convergence a un taux proche
de l'optimal. Lorsque le phénoméne dominant est la diffraction, la convergence ralenti vers le
taux a priori. Les indicateurs se comportent similairement a ce qui a été observé précédemment.

En raffinement auto-adaptatif, les indicateurs oscillent légérement lorsque Ngem est faible.
Dés Neem =~ 300, le taux de convergence de tous les indicateurs se stabilise en (’)(N(;jf). A
partir de Neem = 2000, €oxacte €1 N, S€ rejoignent et coincident.

On a montré que l'indicateur n, est capable, y compris sur des cas compliqués lorsque
plusieurs phénomeénes se superposent, de guider optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif et de mesurer correctement l'erreur exacte (sous réserve de raffinement auto-
adaptatif).

Les simulations précédentes permettent de vérifier que l'indicateur 7, est, conformément a
sa construction, fiable et efficace les surfaces lipschitziennes en général, fermées ou ouvertes.
De plus, on conserve dans ce cas le caractére "asymptotiquement exact" de I'indicateur qu’on
a justifié empiriquement pour les surfaces avec des singularités localisées.

On valide ainsi la construction de l'opérateur 7, sous forme de puissance d’opérateurs
différentiels classiques et son utilisation dans le cadre de I'indicateur n,.

Avant de poursuivre I’étude numérique sur n,, on souhaite vérifier que ’extension des indi-
cateurs de la littérature pour ’équation de Helmholtz qui a été faite au chapitre 3 est valable.
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5.2.5 Guidage d’un algorithme de raffinement par les indicateurs 7,,
et n,, de la littérature

On a vérifié précédemment la validité de 'indicateur 7. Avant de poursuivre, on s’inté-
resse aux indicateurs présentés au chapitre 3 et qu’on a étendu aux opérateurs intégraux pour
I’équation de Helmholtz.

Pour cela, on conserve 63 = 0.5. La géométrie sélectionné est le segment [—1,1] car les
surfaces ouvertes sont celles qui générent les solutions exactes les moins réguliéres. On effectue
ensuite des simulations a k,, = 20. L’algorithme de raffinement auto-adaptatif est guidé par 7,,
ou bien 7,,. On a pu constaté lors des simulations précédentes que le choix des projecteurs
IIg ou bien II;2 n’a aucune influence de la valeur de I'indicateur ny en général. Au vu du coftit
d’une projection Ilg, on se contente d’utiliser (et donc de représenter) que l'indicateur ny , .

On s’intéresse dans un premier temps au guidage par 7,, , puis dans un second temps a celui

par -

Guidage par l'indicateur 7,,

On guide l'algorithme auto-adaptatif en utilisant 'indicateur 7,, étendu aux problémes
oscillants dont on a montré en 3.2.2 la fiabilité et la localité. Cela va permettre de vérifier
numériquement son efficacité. Les courbes pour l’équation Sy, sont sur la FIGURE 5.30 et
celles pour I'équation N, sont sur la FIGURE 5.31.

Segment [—1, 1], ky = 20, c.l. Dirichlet, guidage par 7,,
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FIGURE 5.30 — Convergence des différents indicateurs pour le segment [—1, 1] pour k,, = 20,
04 = 0.5, guidage par n,,, c.l. Dirichlet.

Commentaire — Equation S;, Les courbes de convergence sont trés similaires & ce qui a
pu étre observé dans le cas d’un guidage par n,. En utilisant une boucle de raffinement auto-
adaptative, on constate initialement une convergence rapide jusqu’a Ngem ~ 80. Le taux se
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. : . —3/2 X
stabilise ensuite au taux maximum (’)(]Velen/1 ). De plus, les courbes correspondant & 7y, et
€exacte SONt superposées. La suite de maillages générée par 7,,, et donc optimale par rapport a
Ny, €galement optimale par rapport a 7, . L'erreur est toujours mesurée "exactement" malgré

un guidage par 7,, !

Segment [—1, 1], ky = 20, c.l. Neumann, guidage par 7,,
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FIGURE 5.31 — Convergence des différents indicateurs pour le segment [—1, 1] pour k, = 20,
04 = 0.5, guidage par 7,,, c.l. Neumann.

Commentaire — Equation N, On peut faire les mémes commentaires que pour 1’équation
Sk.,,- On a bien une convergence optimale. De plus, 'erreur exacte est mesurée correctement par
Ny, Malgré un guidage par 7),, ce qui prouve empiriquement que la convergence de I'algorithme

auto-adaptatif guidé par cet estimateur est aussi optimale en erreur”.

L’extension de I'indicateur résidu pondéré faite en 3.2.2 est donc valide! On observe main-
tenant ce qui se passe avec un guidage par 7, -

Guidage par l'indicateur 7y,

On guide I'algorithme de raffinement par 7 , afin de vérifier qu’on est dans le cadre des
hypotheéses de la partie 3.3.2. Les courbes de convergence pour ’équation Sy, sont sur la FIGURE
5.32 et celles pour I'équation N, sur la FIGURE 5.33.

Commentaire — Equation S§;, On constate encore une convergence initiale rapide avant
ey . —3/2 < 2 .
une stabilisation en O(N, / ). Les valeurs de 7, €t €exacte SONt & nouveau égales. La suite de
0

elem

maillages générée par n,, est également optimale pour 7, .

7. Ce qui n’a pas été prouvé au chapitre 3. ..
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20, c.l. Dirichlet, guidage par 7,

Segment [—1,1], ky
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FIGURE 5.32 — Convergence des différents indicateurs pour le segment [—1, 1] pour k, = 20,
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Commentaire — Equation A, Comme pour le cas Sy, la convergence est optimale lorsque
I’algorithme est guidé par N, et na, permet encore de mesurer "exactement" eqxacte-

Les simulations de cette partie ont permis de vérifier que les suites de maillage générées
par chacun des marquages sont trés proches et optimales. En ce qui concerne le guidage de
algorithme et son optimalité, il est alors équivalent de marquer par 7,,, 7m,, ou bien
Ns, ! L’indicateur Nas, Peut ensuite étre utilisé pour controler eqy,cte. Par exemple, dans le cas
de léquation N, na est plus colteux que 7,, puisqu’il nécessite le calcul du résidu puis un
post-traitement sur ce résidu. On peut donc se contenter de marquer par le résidu "classique"
et d’appliquer l'opérateur A a intervalles réguliers pour vérifier la valeur de €qyacte dont on se
servirait comme critére d’arrét.

Dans toutes les simulations précédentes, on a fixé le parameétre 4 = 0.5. On s’intéresse dans
la partie suivante au comportement de la convergence lorsqu’on le diminue ou augmente.

5.2.6 Comportement de 'indicateur 7, lorsqu’on fait varier le para-
meétre de raffinement "Dorfler" 64

On étudie ici le comportement en convergence de 7,4, lorsqu’on fait varier le parametre de
raffinement 64 = {0.25,0.5,0.75} pour ky, = 20 et ky, = 100. Pour 4 petit, on ne s’attend pas
a une modification flagrante du taux de convergence ou de la précision de 7,, uniquement a
une augmentation du nombre d’itérations. Pour 64 = 0.75, on se rapproche d’un raffinement
uniforme et il se peut que la convergence en raffinement auto-adaptatif n’atteigne pas le taux
en O(NzL?).

La géométrie de test est encore le segment [—1,1]. On choisit de ne représenter que 'indi-
cateur 7, afin de ne pas surcharger la figure.

Segment [—1,1], guidage par 7, avec 64 = {0.25,0.5,0.75} et ky, = 20

Les courbes de convergence pour l'équation Si, sont sur la FIGURE 5.34 et celle pour
'équation Ny, sont sur la FIGURE 5.35.

Commentaire — Equation S, Quelque soit le parametre de raffinement choisit, le taux
maximum de convergence est obtenu aprés Ngem =~ 80. Les courbes correspondant a 64 =
{0.25,0.5} sont parfaitement superposées. La courbe correspondant a 64 = 0.75 est légérement
au-dessus. Cela peut s’expliquer par le fait que lorsque le paramétre de raffinement est trop
grand, la singularité aux bords n’est pas calculée assez précisément et sa valeur est un peu plus
élevée lorsque l'algorithme "passe en convergence optimale".

Commentaire — Equation N, Quelque soit 64, le régime de convergence asymptotique
est obtenu aprés Neem =~ 50 (soit presque immédiatement). Les courbes correspondant & 64 =
{0.25,0.5} sont superposées alors que 'erreur pour 64 = 0.75 est légérement supérieure.

Segment [—1,1], guidage par 7, avec 64 = {0.25,0.5,0.75} et ky, = 100

En augmentant la fréquence, on s’attend a prior: & observer une mauvaise convergence
lorsque 83 = 0.75. Les courbes de convergence pour I’équation Sy, sont représentées sur la
FIGURE 5.36 et celles pour I'équation N sur la FIGURE 5.37.
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= 20, c.l. Dirichlet, 64

Segment [—1, 1], ky
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FIGURE 5.34 — Convergence de l'indicateur Nas, Sur le segment [—1,1] pour ky

{0.25,0.5,0.75}, c.l. Dirichlet

20, c.l. Neumann, 64 = {0.25,0.5,0.75}
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FIGURE 5.35 — Convergence de l'indicateur 7,,, sur le segment [—1,1] pour ky = 20, 4 =

{0.25,0.5,0.75}, c.l. Neumann

Marc Bakry

Chapitre 5



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

Segment [—1,1], ky, = 100, c.l. Dirichlet, 84 = {0.25,0.5,0.75}
'E-T]ASO et tgd =0.25
e g, ot Oy = 0.5
'e'T]ASO et 9d =0.75
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FIGURE 5.36 — Convergence de l'indicateur 7,4, sur le segment [—1,1] pour ky, = 100, 8y =
{0.25,0.5,0.75}, c.l. Dirichlet

Commentaire — Equation S, Les observations ne changent pas par rapport a ce qui a été
fait pour la FIGURE 5.34.

Commentaire — Equation N, On fait les mémes observations que pour la FIGURE 5.35.

Au vu de ces simulations, choisir un parameétre 64 trop petit peut-étre contre-productif
puisqu’on va multiplier le nombre d’itérations (cotiteuses!) alors que le gain au niveau de
I’erreur est nul par rapport & un 6y intermédiaire. Un parameétre 6y trop grand risque par
contre de ne pas faire diminuer suffisamment ’erreur, ou bien de dégrader sa mesure par 7;,.

Jusqu’a maintenant, on a supposé que la source est de type "onde plane". On la remplace
par une source ponctuelle placée proche de la géométrie.

5.2.7 Comportement de l’'indicateur 7, lorsqu’on utilise une source
ponctuelle

On remplace la source de type "onde plane" par une source ponctuelle placée & proximité
de 'objet diffractant. Cela permet de "localiser le phénomeéne". On remarque qu’une source de
type onde plane peut étre vue comme une source ponctuelle renvoyée a l'infini.

La géométrie choisie est le carré. On I’éclaire par une source ponctuelle S placée & proximité
du coin de coordonnées (0.5,0.5). On choisit g = (0.5001, 0.5001). On effectue des simulations
pour ky, = 20 et k,, = 100. Le paramétre de raffinement est 4 = 0.5.
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Segment [—1, 1], ky = 100, c.l. Neumann, 64 = {0.25,0.5,0.75}
10 ——

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

: S| B a, et 00 =025
”””””””” K, ]|y, et fa=05 |
0.75

Valeur de l'indicateur

N, elem

FIGURE 5.37 — Convergence de I'indicateur na,, sur le segment [—1,1] pour ky, = 100, 64 =
{0.25,0.5,0.75}, c.l. Neumann

Comportement de 7y, quand la source est ponctuelle, &, = 20

Les courbes de convergence pour le Sk, sont présentées sur la FIGURE 5.38 et celles pour
le NV}, sont FIGURE 5.39.

Commentaire — Equation §;, Il apparait immédiatement qu’utiliser un raffinement uni-
forme pose de gros soucis. En effet, ’erreur semble converger trés faiblement lorsque le maillage
est raffiné alors qu’on multiplie le nombre d’éléments par presque 40! On peut expliquer ce pro-
bleme de la maniére suivante : afin de bien approximer la solution au coin, il faut localement
un nombre de mailles important, or le raffinement uniforme ne le permet pas. L’erreur eqyacte
est par contre mesurée correctement par 7y, -

L’utilité du raffinement auto-adaptatif est flagrante. Dans un premier temps, l'erreur con-
verge fortement lorsque 'algorithme maille la zone & proximité de la source. Dans un second
temps, Neem ~ 100, le régime asymptotique est atteint et I’ensemble des indicateurs converge
en O(NJ;{?). L'erreur exacte est correctement estimée par 7y, -

Commentaire — Equation N, Sur la premiére itération de raffinement uniforme, 'erreur
diminue au taux optimal en O(Ne]esn/f). Cependant, elle ré-augmente dés les itérations suivantes.
Elle semble finalement diminuer lorsque Ngem devient trés élevé. De plus, €exacte n'est pas
correctement mesuré par 7, meme si les deux courbes semblent se rapprocher & la derniére
itération. Le phénoméne propagatif n’est pas correctement approximé lorsque la source est si
proche du bord et que la discrétisation est trop faible. Il se peut que le nombre d’éléments au
coin proche de la source aprés plusieurs raffinements uniformes est encore trop faible ce qui
explique I'absence de convergence de 'erreur. On est, similairement au cas de I’équation Sk,
clairement sous-optimal !
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On remarque trois étapes dans la convergence de l'algorithme auto-adaptatif. Dans un
premier temps, les indicateurs convergent au taux optimal en O(N;jf). Pour Ngem ~ 100,
leur valeur augmente brusquement et l'algorithme effectue un nombre important d’itérations
pour lesquelles il rajoute un trés petit nombre d’éléments (2 a chaque fois). On remarque que le
Nelem correspond a peu prés a celui pour lequel on a la premiére inflexion dans la convergence
en raffinement uniforme. Finalement, pour Ny, =~ 150, la convergence se stabilise au taux
maximum. L’erreur exacte est correctement mesurée par 7, . A titre d’exemple, on montre
sur la FIGURE 5.40 deux maillages pour le carré éclairé par une source ponctuelle pour ky, = 20.
I apparait clairement une concentration des mailles au coin (0.5,0.5) alors que le coin opposé
en (—0.5,—0.5), qui correspond & une zone d’ombre, est moins maillé que ce qu’on observe en
raffinement uniforme.

Carré, source ponctuelle, c.l. Neumann, Nyjen = 320 Carré, source ponctuelle, c.l. Neumann, Nyje, = 367

T T T T T T T T T T
0.5 B 0.5 B
0.25 - g 0.25 - : g
= 0r 4 > 0+ i
—0.25 B —0.25+ : B
—05F . —05F Tet shciees teetescescessncsesietnetased 4

| | | | | | | | | |

-0.5 —0.25 0 0.25 0.5 —0.5 —0.25 0 0.25 0.5
T X

FIGURE 5.40 — Comparaison des maillages obtenus pour le carré éclairé par une source
ponctuelle, avec raffinement uniforme N, = 320 (gauche) et raffinement auto-adaptatif
Nelem = 367 (droite).

Comportement de 77y, quand la source est ponctuelle, k, = 100

On s’attend ici a retrouver les phénomeénes observés pour k,, = 20, avec la difficulté posée
par la haute fréquence et la sous-discrétisation initiale. Les courbes pour l’équation Sj, sont
sur la FIGURE 5.41 et celles pour I'équation N, sont sur la FIGURE 5.42.

Commentaire — Equation S;, On observe le méme comportement en convergence que
pour k, = 20. Le raffinement uniforme est complétement inutile méme si on observe que
Cexacte €St correctement estimée par Ns, a partir de Ngem =~ 640. La boucle auto-adaptative

permet de récupérer le meilleur taux de convergence possible en O(Ne_le3n/12) qui est atteint pour
Nelem ~ 500. Malgré un nombre d’onde élevé, I'erreur exacte est correctement estimée par NAs,

dés les premiéres itérations.

Commentaire — Equation N, La convergence uniforme est trés chaotique. Il n’y a, d’ail-
leurs, pas de convergence des indicateurs. L’erreur €qyacte n'est pas approximée par N Encore
une fois, I'utilisation d’un algorithme auto-adaptatif permet de récupérer la convergence opti-
male. De plus, on a une superposition de €qyacte €t 1a N a partir de Ngem ~ 2000.
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L’utilité du raffinement auto-adaptatif est ici flagrante puisqu’il permet de faire diminuer
rapidement l’erreur et garantir sa convergence.

Prenons par exemple I'équation Si,. On constate qu’il n’y a besoin que de peu d’éléments
pour obtenir une erreur €exacte < 1072 puisque 100 éléments suffisent. Le nombre d’itérations
pour y parvenir peut paraitre élevé (17 pour ky, = 20, 18 pour k,, = 100), mais ces itérations ne
colitent presque rien car le probléme & résoudre est de faible dimension! Si on souhaite obtenir
une telle erreur avec un maillage uniforme, il faudrait compter plusieurs dizaines de milliers
d’éléments. . .

De plus, 'utilisation du raffinement auto-adaptatif permet encore de garantir, a faible Ngjem
une bonne mesure de €cxacte PAT N -

Dans cette partie, on a montré que l'indicateur 1, permet de guider optimalement un algo-
rithme auto-adaptatif pour plusieurs types de sources. C’est un résultat assez logique puisque
I'indicateur est construit a partir des propriétés de 'opérateur inversé et non la nature de la
source.

Dans la partie suivante, on effectue une comparaison entre 'opérateur n, sous forme "puis-
sance" avec sa forme "intégrale".

5.2.8 Comparaison entre l’indicateur 7, sous forme "puissance" et
sous forme "intégrale"

Jusqu’a maintenant, on s’est intéressé a I’'opérateur 7, sous sa forme "puissance d’opérateurs
différentiels classique" qu’on note ici (et seulement ici) 7). C’est en effet la forme la plus agréable
a utiliser et sur laquelle on a le plus de résultats quant a la convergence, 'inconnue théorique
étant le caractére asymptotiquement exacte. Dans cette partie, on vérifie que la construction de
I'indicateur 7, lorsque A est donnée sous forme intégrale (voir 4.2), reste valable. On le notera
M-

Pour cela, on effectue des simulations en guidant par 'un ou l'autre indicateur, i.e. les
courbes correspondant & 7 sont guidées par 1}, de méme pour 7. On n’a pas défini le com-
portement au bord de n, dans le cas d’une surface ouverte donc s’intéresse au cas d’une surface
fermée : la géométrie choisie est le carré, éclairé par une onde plane se propageant selon —e,
et de nombre d’onde k,, = 20 ou k,, = 100.

Les courbes pour I’équation S, sont représentées sur la FIGURE 5.43, celles pour ’équation
Ny, sur la FIGURE 5.44. On a déja montré que 7} restitue correctement la valeur de €exacte-
Afin de ne pas surcharger les figures, on ne représente donc pas €cxacte-

Commentaire — Equation S;, Pour chaque nombre d’onde, les courbes correspondant a

nﬁs et ny, se superposent ce qui signifie que la forme intégrale pour A permet encore d’obtenir
0 0

la convergence optimale, mais aussi d’avoir "l’exactitude" asymptotique par rapport & l'erreur

exacte.

Commentaire — Equation N, Il n’y a pas de remarque supplémentaire a faire par rap-
port au cas Sy, ; la construction intégrale pour Ay, permet de retrouver le meilleur taux de
convergence et 'exactitude asymptotique.

Ces simulations permettent de vérifier que la construction de 'opérateur A sous forme
intégrale reste valide sur une surface lipschitzienne fermée en dépit de I'incertitude théorique
sur le caractére isomorphe de cet opérateur.
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Carré de coté a = 1, ky, = 20 et k,, = 100, c.l. Dirichlet, comparaison nf\so et Nag,
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Par construction, la forme intégrale de A est cotliteuse & manipuler puisqu’elle suppose un
assemblage de matrice pleine. Une question légitime est alors de se poser la question d’une
troncature de 'opérateur A’.

5.2.9 Comportement de I'indicateur 7} lorsqu’il est tronqué

On étudie ici le comportement de l'indicateur n} introduit aux équations (4.7) et (4.10) qui
a I’avantage d’étre beaucoup moins cher en termes de calculs et qui est sensé conserver malgré
tout son caractére "asymptotiquement exact".

Le cas d’étude est encore le carré éclairé par une onde plane de nombres d’onde k,, = 20 et
ks = 100. Ces simulations sont regroupées, pour chaque équation, sur une méme figure.

Les courbes pour le cas Sk, sont sur la FIGURE 5.45 et celles pour le cas N, sont sur la
FIGURE 5.46.

Carré de coté a = 1, ky, = 20 et ky, = 100, c.l. Dirichlet, guidage par 77}5\50

= nAS et kw =20
-EF eexacte et ky = 20
8- 1), et kv =100
-® eexacte et ky =100 |-

Valeur de l'indicateur

FIGURE 5.45 — Convergence de l'indicateur 775\50 comparé a lerreur exacte pour ky, = {20,100},
c.l. Dirichlet, 83 = 0.5.

Commentaire — Equation S;, Pour le nombre d’onde "raisonnable" kw = 20, le taux de

convergence optimal en O(N, elegn/lz) est atteint trés rapidement. De plus, 'indicateur 775\30 est
"exact".
Lorsque k,, = 100, la convergence semble plus chaotique. La courbe correspondant a 77A est

"lisse" mais 'erreur exacte décroit en marches d’escalier. C’est déja le cas lorsqu’on utiliser 1 NAs,
(voir FIGURE 5.14). Ce n’est donc pas une conséquence de la troncature mais éventuellement
du calcul de ecxacte. Dans tous les cas, la convergence asymptotique s’établit en O(N, elen{f) et on

a une estimation précise de €qyacte-

Commentaire — Equation N}, On constate que le comportement de I'indicateur 7} €St
optimal pour ky, = 20 et k, = 100. En effet, le taux de convergence s’établit immédiatement
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Carré de coté a = 1, ky, = 20 et k,, = 100, c.I. Neumann, guidage par nf\No

= i, et oy = 20 -]
'E’ €exacte etk =20 1
8 1), cth, =100 |-
-® 6exacte et k =100

10

Valeur de l'indicateur

FIGURE 5.46 — Convergence de I'indicateur n, N comparé a l'erreur exacte pour ky, = {20,100},
c.l. Neumann, 64 = 0.5.

en O(N,, elem ) pour ky, = 20 et a partir de Ngem ~ 150 pour k, = 100. De plus, les courbes
correspondant & €qyacte €t 1 N sont superposées donc l'erreur est, pour ce cas également, estimée
correctement.

L’indicateur n permet ainsi de guider optimalement 1’algorithme auto-adaptatif tout en
conservant le caractére "asymptotiquement exact", conformément a la construction. De plus, il
ne nécessite que I'assemblage de matrices réduites pour A sur les patchs w,,7 € Tj. Il est donc
moins coliteux en assemblage comme en mémoire que I'indicateur complet !

5.2.10 Conclusion sur les simulations en acoustique 2D

Dans cette partie, on a mis a l’épreuve les indicateurs étendus de la partie 3 pour les
équations S, et N, . On a testé leur validité pour une gamme de fréquences étendue allant de
la basse fréquence avec ky, = 5 aux limites de 'optique géométrique avec ky, = 100. On a vérifié
numériquement qu’ils permettent tous de guider optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif en obtenant asymptotiquement le meilleur taux de convergence possible ! De plus,
dans ce cas, I'indicateur n, est asymptotiquement exact bien qu’il ne serve pas au guidage ®

On s’est focalisé sur les indicateurs N sy introduits au chapitre 4. On a vérifié que la
forme "puissance d’opérateurs conventionnels" permet de guider optimalement un algorithme
de raffinement auto-adaptatif a toute fréquence, que la surface soit fermée ou non, que le
paramétre de raffinement 4 soit faible ou non. Dans tous ces cas, on a également vérifié qu’il
est asymptotiquement exact. On a montré que le changement de type d’onde incidente n’influe
pas le comportement asymptotique des indicateurs, mais justifie clairement leur utilisation

8. Cela implique encore une une convergence optimale en erreur, et non pas quasi-optimale.
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puisque le raffinement uniforme induit une convergence trés faible de l'erreur (FIGURES 5.41
et 5.42 par exemple).

On a également vérifié que 'indicateur 1, sous forme intégrale (appelé 7}) se comporte
comme attendu lorsque la surface est fermée. On n’a pas été capable de le faire fonctionner sur
surface ouverte dans le cas de 1’équation S, . Par ailleurs, on a montré numériquement qu’il
peut étre tronqué en un 1y qui conserve toutes les bonnes propriétés de 775\ tout en étant moins
coliteux en terme de calculs.

Ces simulations font la preuve que le concept d'un indicateur d’erreur basé sur une localisa-
tion par application d’un opérateur est bon. On vérifie maintenant qu’on retrouve des résultats
similaires en acoustique 3D.

5.3 Validation numérique — Acoustique 3D

Dans la partie précédente, on a effectué de nombreuses simulations en 2D afin de véri-
fier la validité de la construction de l'indicateur ns et l'extension des indicateurs np et 7, .
Les constructions et extensions des chapitres 3 et 4 ont été faites sans considération de di-
mension du domaine de propagation. Ainsi, la construction de 'opérateur A est valable pour
un probléme posé dans R", Vn € N. On a montré numériquement qu’il était fiable, efficace,
asymptotiquement exact et stable en fréquence.

Dans cette partie, on vérifie sur quelques exemples basiques le comportement optimal de
I'indicateur n,. Pour cela, on se concentre sur 1'équation N, (voir 5.3.1) et I'indicateur N,
associé.

Dans un premier temps, on effectue des simulations en raffinement uniforme sur la sphére
pour trois fréquences différentes afin de vérifier 'exactitude asymptotique de n,. Le guidage est
d’ailleurs assuré¢ par 7, exclusivement.

Dans un second temps, on prend ’exemple d’une boite cubique. On choisit trois nombres
d’onde ky = {5,10,15}. On effectue une premiére simulation avec du raffinement uniforme ce
qui permet de vérifier que la convergence est sous-optimale. On montre ensuite que 1'utilisation
d’un algorithme de raffinement autoadaptatif permet de récupérer une convergence optimale.

Enfin, on donne un exemple plus "réel" de géométrie complexe avec un bateau pour lequel
on effectue une analyse semblable & celle du cube.

5.3.1 Remarques préliminaires sur le choix des exemples

On précise ici le cadre autour des simulations en 3D ; on justifie notamment les contraintes
qui ont menées a la production d'un code BEM Acoustique 3D.

L’implémentation des différents indicateurs impose de pouvoir assembler les différentes
formes variationnelles avec des espaces de test et d’approximation P*(7;,) d’ordre variable et
qui ne sont pas forcément les mémes. A titre d’exemple, on peut évoquer le calcul de I'indicateur
Ny, pour I'équation Ny, :

— Despace d’approximation choisit est P(7,) espace des polynémes d’ordre 1 sur chaque

T € Ty, avec raccord continu entre les éléments. L’espace de test est également 7311 (Th)-

— & cause de la nature hyper-singuliere de lopérateur N, (le noyau est en n

e
|z —y|?

3D), il n’est pas possible d’appliquer N, a la solution numérique pour calculer le ré-
sidu. L’approche utilisée est, comme en 2D, de construire la matrice associée a la forme

variationnelle. On teste alors 1'équation par P%(T;,) D PY(Tr).
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En acoustique 2D, ces opérations sont aisées puisque les expressions analytiques des inté-
grales singuliéres sont relativement simples. En 3D, on n’a plus la méme flexibilité et il est
plus pratique d’utiliser des méthodes d’intégrations génériques comme la méthode de Sauter
& Schwab? [60] qui permettent de choisir aisément les espaces d’approximation ou de test.
On a donc implémenté un code basé sur cette méthode permettant de gérer les ordres élevés
polynomiaux et permettant de résoudre 1'équation Sy, ou bien I'équation N, .

Ce code n’a pas été optimisé. En premier lieu, les assemblages nécessitent la détection de
voisinages qui n’est vraiment efficace que si on utilise des structures de type octree, ce qui n’est
pas le cas dans ce code. De plus, la méthode de Sauter & Schwab se base sur des intégrales 4D
qui sont calculées avec des quadratures particuliéres, nécessitant en particulier la détection de
la configuration des triangles. L’ensemble des ces opérations est cotiteux.

L’inversion du probléme se fait en utilisant une FMM, séquentielle, afin de ne pas manipuler
des matrices BEM trop larges et d’avoir des temps d’assemblage extensifs. La résolution est
donc itérative (algorithme GMRES) mais les matrices correspondant a Sy, et Ny, sont mal
conditionnées. On a implémenté un pré-conditionneur analytique!® qui permet de réduire le
nombre d’itérations nécessaires de moitié environ.

Malgré cela, le cotit en termes de temps CPU de la résolution du probléme puis du calcul
des indicateurs est trés élevé. C’est en particulier le cas pour I’équation Si, en ce qui concerne
le calcul des indicateurs a posteriori. En effet, on a déja évoqué en 5.1.2 le fait qu’en 2D le
calcul du résidu nécessite d’effectuer des sous-raffinements de maillage sur lesquels le probléme
va étre ré-assemblé. C’était déja une opération trés cotiteuse en 2D, c’est évidemment pire en
3D. Pour I’équation N}, on peut se contenter d’augmenter ordre de I'espace de test.

Un autre exemple d’opération cotiteuse est le calcul d’une référence €qyacte qui nécessite au
moins un raffinement, et éventuellement une montée en ordre lorsqu’on a une géométrie autre
que la sphére 1.

Par conséquent,

— on ne présente pas de résultats concernant les indicateurs par reconstruction puisqu’ils
nécessitent une résolution sur un maillage raffiné,

— on ne présente pas de résultats pour I’équation Sy, car la mise en ceuvre est trés cotiteuse
en termes de temps de calcul et on n’a pas réussi a avoir des résultats probants au niveau
de 'approximation du résidu,

— on se concentre sur un guidage par I'indicateur A.

On insiste encore une fois sur le fait qu’il n’y a pas de problémes théoriques lorsqu’on passe
d’un probléme 2D a un probléme 3D. Les simulations en 2D ont déja prouvée le concept, sa
mise en ceuvre et sa robustesse. Les simulations en 3D visent simplement & fournir quelques
exemples basiques pour vérifier le caractére asymptotiquement exact et la capacité de guidage
de A -

On a justifié les restrictions qu’on s’impose. Dans les parties suivantes, on effectue des

2
simulations sur la sphére de rayon R = 1, sur un cube de coté a = % et finalement sur un

"bateau" (tres) simplifié.

9. Cette méthode permet de calculer la double-intégrale sur deux triangles (ou quadrangles) d’une fonction
générique admettant une singularité en

10. Voir [27].
11. Géométrie pour laquelle il existe une solution analytique!

lz —y|
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5.3.2 Convergence de 7, sur la sphére de rayon R =1

Dans cette partie, on présente des résultats de convergence uniforme pour la sphére de
rayon R = 1. On a déja vérifié en partie 5.2.1 que le raffinement auto-adaptatif n’est d’aucune
utilité lorsque la solution exacte est trés réguliére. Le choix de la sphére se justifie par I’existence
d’une solution exacte qui permet de vérifier 'exactitude asymptotique de 7, 2.

Pour cela, on éclaire une sphére par une onde plane de nombre d’onde ky, = {5,9.5, 15} 1.
On n’est pas en mesure d’effectuer des simulations pour des k,, trés élevés car cela implique
une forte augmentation de la taille du probléme. Conformément & ce qui a été écrit en 5.3.1,
on ne s’'intéresse qu’a une condition limite de type Neumann et donc a I’équation associée au
N, La discrétisation initiale comporte Neen, = 212 triangles.

On compare alors les valeurs des indicateurs eexacte, 1, €t 1A No- L’erreur €exacte €St calculée

en norme | . || en utilisant une FMM : le cas ky, = 0 n’est normalement pas géré donc on utilise
un ky = 0.00001 pour s’en rapprocher.
L’espace d’approximation choisi est V;, = P!(T;,) 'espace des polynémes d’ordre 1 sur

chaque élément 7 € T, avec raccordement continu. L’estimation a priori est alors, en fonction
du nombre d’éléments du maillage,

€exacte — O(N_Ojg))

elem

ce qui correspond & O(h%?) en raffinement uniforme. C’est également le meilleur taux de
convergence possible pour ce choix d’espace d’approximation, quelle que soit la géométrie.

Pour k,, = 5, la discrétisation initiale est en 35 pour ky, = 9.5 en 13 et pour ky, = 15 en 08

Les courbes de convergence pour ky, = {5,9.5,15} sont représentées sur la FIGURE 5.47.
Tous les indicateurs convergent au meilleur taux théorique en O(Nei?rg %). De plus, l'erreur
exacte €exacte €St correctement estimée par ny N €€ qui montre encore une fois la validité de la

construction faite au chapitre 4.

Sans surprise, l'indicateur 7y, produit le résultat attendu. On montre dans la partie sui-
vante qu’il permet également en 3D de guider optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif.

2
5.3.3 Convergence de 7, sur le cube de coté a = —

V3

2
Dans cette partie, on effectue des simulations sur le cube d’aréte a = 7 Le choix de cette

longueur d’aréte correspond au plus grand cube qui puisse étre introduit dans une sphére de
rayon R = 1; cela permet de garder un objet de méme taille caractéristique que la sphére.

Des simulations sont effectuées pour ky, = {5,10, 15}. Dans un premier temps, on effectue
une simulation avec des raffinements uniformes afin de vérifier que la convergence est sous-
optimale. Dans une second temps, on utilise une boucle de raffinement auto-adaptative pour
améliorer la vitesse de convergence.

Le nombre d’éléments initial dans le cube est NG = 252 triangles. Il est éclairé par un

elem

12. Voir [59], par exemple.

13. Le choix de ky, = 9.5 peut paraitre incongru. La raison est que le choix ky, = 10 correspond a une fréquence
de résonance du probléme intérieur pour laquelle équation Ny est mal posée...Prendre ky, = 9.5 suffit pour
la démonstration.
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Sphere de rayon R = 1, ky, = {5,9.5,15}, c.l. Neumann
102 —— —

A 1y, et kwy =5 [
@ cexacte ©F kw =5 |
-£F M), €t ky =95 |

-A- T]ANO et kw =95 1L
@ Cexacte €6 kw =9.5
-8 n, etky, =15 |
iy 77/\/\/’0 et kW:15
=15

10!

10°

Valeur de l'indicateur

1071

1072

N, elem

FIGURE 5.47 — Convergence de n,,, Ny, €t €exacte SUT la sphére de rayon R = 1 pour k,, =
{5;9.5,15}, c.l. Neumann.

coin afin de "localiser" les raffinements induits par I’algorithme auto-adaptatif *. Pour ky, = 5,

A
la discrétisation initiale est en 35 pour ki, = 10 en 175 et pour ky, = 15 en 117 On rappelle

que si le meilleur taux de convergence possible est bien en O(Nefgﬁf %), obtenir un taux de
convergence plus faible en raffinement auto-adaptatif ne signifie pas que la convergence n’est
pas optimale. En effet, les algorithmes de raffinement utilisés ne permettent que la génération
de maillages isotropes. Par conséquent, récupérer systématiquement un taux de convergence
en (’)(]\76_1601;07 %) suppose d’utiliser un remaillage anisotrope. On renvoie & la partie 3.1.3 pour
plus de précisions sur la notion de convergence optimale. Dans notre cas, on dit qu’on converge
optimalement si on obtient un taux de convergence en raffinement auto-adaptatif qui est a la
fois

— meilleur qu’en raffinement uniforme,

— et stable au fur et a mesure des itérations.

Cas k, =5

Les courbes de convergence pour le cas k,, = 5 sont représentées sur la FIGURE 5.48. On
a effectué des simulations pour 63 = 0.5 et 83 = 0.25 afin de vérifier qu’il n’y avait pas de
modification dans le taux de convergence en raffinement auto-adaptatif.

On constate immédiatement que le raffinement uniforme n’est pas optimal. Le taux de
convergence se tasse progressivement. Sur la derniére itération, il correspond & O(N, e_leor‘[fﬂ).

En raffinement auto-adaptatif, quelque soit le parameétre 64 la vitesse de convergence aug-

mente sans atteindre le taux maximal en O(N;%™) et est stabilisée en O(N;2°). On constate

14. Attention : on ne prétend pas que les raffinements vont étre localisés sur le coin! On espére juste que
toutes les arétes ne seront pas sur-raffinées. En particulier, on s’attend a ce que les arétes dans la zone d’ombre
derriére le cube soient peu raffinées.
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2
Cube d’aréte %, w =9, 03 =0.25 et 83 = 0.5, c.l. Neumann

101 ,,,,,,, T T I T r T T | S U ISR S S S A O N SO SR R T T 1]
e e e et  E e i R e R b 7y, UNi ]
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102 10°

FIGURE 5.48 — Convergence pour = {0.25,0.5}, c.l.

Neumann.

également que similairement au cas 2D, il est inutile de prendre un paramétre de raffinement
04 trop petit.

On a donc bien convergence optimale puisque la vitesse de convergence augmente et reste
stable.

Cas k, = 10

On augmente la fréquence a k,, = 10. Cette fois-ci, on n’utilise que 63 = 0.5. Les courbes de
convergence sont FIGURE 5.49.

Initialement, le taux de convergence en raffinement uniforme est le méme que celui en raf-
finement auto-adaptatif. A partir de la quatriéme itération, la vitesse de convergence uniforme
ralenti alors que le taux de convergence adaptatif reste constant en O(N;29). Ici encore on ne

lem
- ~0.75
retrouve pas le taux maximum en O(N_,)

Cas k, = 15

Les courbes de convergence pour ky, = 15 sont données sur la FIGURE 5.50.

Ici, le raffinement auto-adaptatif semble n’avoir aucun avantage. Cela correspond a ce qui
a été observé en 2D lorsque la fréquence augmente. Si on calcule plus finement le taux de
convergence, on constate néanmoins qu’il diminue puisque sur la derniére itération uniforme il
est en O(N%%®) contre O(N; %) constant pour le raffinement auto-adaptatif.

Un détail du raffinement pour le cube est donné sur la FIGURE 5.51.

On constate clairement que le raffinement initial ne permet pas d’observer le phénoméne
oscillant. En raffinement auto-adaptatif, des mailles sont rajoutées au milieu des faces, mais

elles sont surtout concentrées sur les arétes du cube.
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0.5, c.l. Neumann

2
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FIGURE 5.49 — Convergence pour le cube de coté a
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FIGURE 5.50 — Convergence pour le cube de c6té a
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15, avec maillage

K

2

¢ par un coin

éclair

FIGURE 5.51 — Détail du raflinement sur le cube

initial (gauche) et maillage final (droite).

5.3.4 Convergence de 7, sur le bateau

On conclut cette série de simulations en acoustique par ’exemple du bateau. Cette géo-

métrie, quoique trées simplifiée, présente 'avantage d’avoir de nombreuses arétes ainsi qu’une

pointe (la poupe du bateau). On a privil

étrie dont les surfaces sont des plans afin

P

2

-

égié une géom

trie exacte.

éomé

2

de s’éviter la contrainte de re-projection des nouveaux noeuds sur la g

On a constaté sur le cube que lorsque la fréquence est trop élevée, le phénoméne de tassement

de la convergence est observ

d.

. Le parameétre

Nelem €élevé. On choisit donc une fréquence basse avec ky,

P

€ a

A
3.6

Le bateau est de longueur 2.5 soit environ 2. La discrétisation initiale est en

0.5.

Les courbes de convergence sont données sur la FIGURE 5.52.

de raffinement est encore une fois 64

0.5, c.l. Neumann

5, 04
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Convergence pour le bateau
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En raffinement uniforme, la vitesse de convergence ralenti progressivement. Pour la derniére
itération, elle correspond a O(Ne_leolf‘r’). Cependant, 'utilisation du raffinement auto-adaptatif
permet au contraire de l'accélérer progressivement. Ainsi, le taux moyen sur les deux derniéres
itérations est en O(N;2°). De plus, les deux indicateurs 7,, et Ny, convergent a la méme
vitesse. L’indicateur 7,,, guide donc optimalement l'algorithme de raffinement auto-adaptatit.

Sur la FIGURE 5.53, on présente la solution avant et aprés raffinement, puis on donne un

détail du raffinement.

FIGURE 5.53 — Raffinement sur le bateau pour k,, = 5, vues d’ensemble maillage initial (en
haut a gauche), aprés raffinement (en haut a droite). Détail du raffinement (en bas a droite)
comparé au maillage initial (en bas & gauche).

L’algorithme auto-adaptatif a sélectionné les arétes et concentré les mailles a cet endroit.
On constate visuellement une amélioration de la solution.

5.3.5 Conclusion sur les simulations en acoustique 3D

Dans cette section, on a effectué des simulations pour une condition limite de Neumann.
On a vérifié sur la sphére que les indicateurs Ny, €st toujours fiable et efficace, et de plus
asymptotiquement exact pour 7, . On a ensuite montré sur un cube que le guidage d’un
algorithme auto-adaptatif par 7,,, permet de converger optimalement. Cela a été confirmé par
I’exemple du bateau.

Néanmoins, on peut faire trois remarques importantes :

— on observe dans tous les cas des convergences lentes puisque le taux ne peut pas dépasser

O(NZ2™). T est donc difficile de percevoir un tassement de la vitesse de convergence.

— on a vérifié qu’il est difficile (voir impossible puisqu’on n’y est pas arrivé) de récupérer

le meilleur taux de convergence possible. La raison est qu’on rajoute beaucoup trop
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de triangles par rapport a ce qui est nécessaire. La meilleure solution serait d’utiliser
un maillage anisotrope, en privilégiant vraisemblablement un fort raffinement dans la
direction normale aux arétes.

— enfin, contrairement au cas 2D ou on inversait directement les matrices, le mauvais
conditionnement du probléme d, d’une part a la nature de I'équation N}, sur surface
fermée, d’autre part aux petits éléments dans le maillage, fait qu’il est nécessaire de
pré-conditionner les matrices lors de la résolution.

En conclusion, conformément a ce qui a pu étre vérifié en 2D, I'indicateur 7, est fiable, ef-

ficace, asymptotiquement exact et permet de guider optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif. De méme, l'indicateur 7,, est fiable et efficace.

5.4 Conclusion sur les simulations numériques en acous-
tique

Dans ce chapitre, on a vérifié numériquement la validité des indicateurs d’erreur a poste-
riori Ny, , M étendus au chapitre 3. On a montré pour les deux équations Sy, et N, qu’ils sont
fiables, efficaces et guident optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif. On a
plus particuliérement étudié 'indicateur 7, introduit au chapitre 4. On a constaté que sa forme
"puissance d’opérateur différentiel classique" est fiable, efficace et asymptotiquement exacte
sur géométrie lipschitzienne quelconque pour une variété de situations. On a également mon-
tré qu’il guide optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif puisqu’on retrouve
le taux maximum de convergence en O(N, 8 2) en 2D et on 'améliore beaucoup en 3D, sans

elem

toutefois parvenir & obtenir le taux maximum en O(Ne]fg %). La sous-optimalité provient vrai-
semblablement du caractére localement isotrope du raffinement utilisé. On a encore vérifié en
2D que T'utilisation de A sous forme intégrale confére les mémes propriétés a n, si la surface I'
est fermée.

Dans le chapitre suivant, on généralise les indicateurs introduits en acoustique a I’équation
EFIE en électromagnétisme. En particulier, on présente deux maniéres de généraliser 'indica-
teur ny, une en utilisant une décomposition de Helmholtz du résidu et I'autre en localisant la

norme || . ||_1/250t grace a un opérateur A.
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Chapitre 6

Indicateurs d’erreurs pour 'EFIE

Aprés avoir introduit I'indicateur d’erreur A au chapitre précédent, on présente dans cette
section trois indicateurs d’erreur a posteriori pour 'EFIE (2.55).

Dans un premier temps, on propose un indicateur par reconstruction pour I’EFIE semblable
a celui introduit en partie 3.3.2 pour ’acoustique.

On présente ensuite I'indicateur proposé par Nochetto & Stamm [58|. Il est basé sur une
localisation de la norme du résidu telle qu’elle a pu étre faite en partie 3.2.2 en pondérant le
résidu par une taille caractéristique locale de la maille. Ceci revient & calculer une norme H,.
pondérée.

Dans un troisiéme temps, on propose deux indicateurs d’erreur basés sur une localisation
de la norme du résidu par un opérateur A similairement & ce qui a été fait au chapitre 4.
Le premier indicateur est basé sur une décomposition de Helmholtz du résidu. On applique
ensuite un opérateur de localisation a chacun des potentiels (gradient et rotationnel) afin de
les transporter dans H'(T"), définissant ainsi les potentiels gradient et rotationnel pour AR,. 11
suffit enfin de calculer le champ de vecteur issu de ces deux potentiels. On montre alors qu’un
tel indicateur est fiable, efficace et asymptotiquement exact par rapport a la norme de Galerkin
de T'erreur. Le second indicateur est basé sur une localisation directe de la norme du résidu.
Il est alors directement fiable et efficace. Il est du également "asymptotiquement exact" par
rapport a la norme Hr:,% /2 du résidu.

Finalement, on propose un indicateur dérivé de I'indicateur "de Nochetto & Stamm" qu’on
fait apparaitre lors du calcul de la norme L? du résidu. Cet indicateur est basé sur une estimation
de erreur sur les "charges" qui correspondent & la divergence de la solution de I’'EFIE. Pour un
triangle 7 € Tj, I'erreur est estimée a partir du saut des charges au travers de ses trois arétes. On
peut ainsi extraire une grandeur dominante permettant d’estimer ’erreur. La construction de
I'indicateur ne fait pas 'objet d’'une justification rigoureuse. On vérifie néanmoins qu’il semble
capable de guider efficacement un algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Avant de commencer, on donne une estimation de convergence a priori pour ’équation
EFIE. Elle sert de référence pour ’ensemble des simulations numériques présentées dans la
suite. D’aprés [8], on a

meilleur taux possible en EFIE = O(N %) | (6.1)

elem
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6.1 Proposition d’un indicateur par reconstruction pour

I’EFIE

Dans cette partie, on propose des indicateurs par reconstruction pour I’EFIE. La démarche
de construction est identique a celle utilisée & celle pour I’acoustique (voir partie 3.3.2). On
rappelle que l'idée associée a de tels indicateurs est d’abord d’effectuer une résolution sur
un maillage raffiné 7, d’'un maillage initial 7, puis de projeter la solution sur un espace
d’approximation d’ordre polynomial (Raviart-Thomas en électromagnétisme) plus élevé. On
pose respectivement les espaces Vj, = RT(T,) et ‘A/H = RT(Ty) les espaces associés a Ty, et Tp.
On utilise la différence entre la solution et sa projection afin d’estimer 'erreur d’approximation.

On rappelle les grandes lignes de ce type de construction. Plus précisément, on souhaite
construire une estimation de

lewll-1/2,av = I|J = Jall-1/2,4iv

car il s’agit de l'erreur numérique contrélée naturellement par le schéma.

On introduit alors un opérateur de projection Hgi, noté Ilgym : Haiw(I') — Vi (et non
plus de projection L? comme en acoustique). Un indicateur d’erreur a posteriori non localisé
similaire a I'acoustique est

771%112:‘), = HJh - Hdiv,HJh||_1/2,diV

qui est asymptotiquement exact par construction sous conditions, voir 3.3.2. En revenant a la
o —1/2
définition d’une norme H, div/ ,on a

o L.
M52°)? = || I — M, Inl|® o + k—gﬂleF(Jh — et In) 121 o

1
Remarque 6.1.1. Le facteur =) n’est pas obligatoire mazis il permet d’homogénéiser l’ensemble.
On localise ensuite les normes H~'/2 classique ! de la méme maniére qu’en (3.3.2, indicateur
par reconstruction pour Sk, ).

Définition 6.1.1. Soit T, un iso-raffinement d’un maillage Ty, on pose gy : RTo(Ty) —
RT.(Ty) avec k > 0. On a lindicateur d’erreur a posteriori par reconstruction pour ’EFIE

Mg, = IV ITI(In = Maiy 2 In) [l aiv- (6.2)

En pratique, on utilise deux types de projection Hg;, : une projection globale Ilg;, et une

projection locale TI'2¢,

— la projection globale Ilg;, se définit de la méme maniére que la projection L? classique.
Soit J € Hg; (') la fonction a projeter, on cherche la grandeur g, J € V' C Hyo(T)
telle que pour tout v € V, on a

(v, HdiVJ)F,div = (v, J)F,div

ol (., .)rdiv représente le produit scalaire usuel sur Hgyiy. Dans le cas g, = Ilgiy g, on

~

aV:VH

1. On peut le faire car on a affaire a des polyndémes par morceaux.
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— la projection locale H}fi‘f, se définit de la méme maniére que Ilg;, ot on a remplacé Hg;, (1)
par Hyy(T) ou 7 € Ty et V = {v,, € L*(T')*, V7 € Ty, vi|. € RT\}>

Remarque 6.1.2. Comme pour l'opérateur S, , N, S’exprime trés simplement, il est facile a
mettre en ceuvre et nécessite la résolution d’un systéme creux (pour le calcul de la projection).
Il implique par contre une résolution initiale sur un maillage sur-discrétisé ce qui peut étre
colteu.

A. lications numéri ues our l,indicateur T1loc
di
v

On propose deux exemples d’applications pour I'indicateur Miioc - Dans un premier temps, on

vérifie qu’il converge au taux optimal en O(Ne_l(gf) lorsqu’on raffine uniformément une sphére

pour ky, = 5 et k, = 20. Dans un second temps, on reprend ’exemple du bateau (FIGURE
5.53), également pour ky, = 5 et ky, = 20. On choisit 4 = 0.5 comme paramétre de raffinement
auto-adaptatif.

Dans cette partie, et seulement dans cette partie, Neen, correspond au nombre de triangles
dans le maillage raffiné!

Les courbes de convergence pour la sphére sont données sur la FIGURE 6.1. On constate
que le taux de convergence s’établit immédiatement en O(N, Je[)rﬁ?5)> conformément & I’estimation
a priori (6.1).

Sphere R =1, ky, = 5 et k, = 20, EFIE, indicateur Niriee

1071

A Mitioe uni et by, =5 1
== Ny uni et by, = 20 ‘

—
9
V)

Valeur de l'indicateur
—
(@]

&

1074

FIGURE 6.1 — Courbes de convergence pour I'indicateur Tpioe POUT la sphére R = 1, ky, = {5, 20},
raffinement uniforme.

On s’intéresse maintenant au cas du bateau. Les courbes de convergence sont représentées
sur la FIGURE 6.2.

2. On n’a donc pas de continuité globale de la projection.
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loc
div
T

o UnNi et ky
ky

da et ky

da et ky

div

- 7

loc UNi et
loc QU

div
112

-*_771'[

-Arn

div

loc &
div

=% g

N, elem

5 et ky = 20, 64 = 0.5, EFIE, indicateur ny

Bateau, k.,

INOJRIIPUL] Op INOTRA

{5,20},

div

N,

). L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet

—0.38
lem

e

N,

0.5.
Pour k,, = 5, on constate que le taux de convergence diminue en raffinement uniforme. A la

FIGURE 6.2 — Courbes de convergence pour l'indicateur 7. pour le bateau, ki

derniére itération, il correspond a O(

ta

—0.6
elem )
20, la différence de comportement entre raffinement uniforme et auto-adaptatif

est moins flagrante puisque le taux de convergence pour la derniére itération uniforme comme

de maintenir une convergence moyenne en O(
adaptative correspond a O(

Pour k,,

7). I est néanmoins probable qu’il diminue progressivement

—-0.6
elem

N

Un détail du raffinement sur le bateau est présenté sur la FIGURE 6.3. On remarque que

I'indicateur sélectionne prioritairement les triangles sur les arétes.

en raffinement uniforme alors qu’il se maintient en raffinement auto-adaptatif. Ces taux de

convergence sont similaires a ceux qui ont été observés en acoustique 3D.

: maillage initial

div

FIGURE 6.3 — Détails du raffinement sur le bateau, k,, = 20, indicateur 7.

(gauche) et maillage final (droite).

Marc Bakry
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En conclusion, bien que I'indicateur d’erreur utilisé pour le guidage soit une forme tronquée,
il permet de faire converger optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif dans le
cas ot on résout 'EFIE.

Comme en acoustique, ¢’est un indicateur qui, sous forme globale ou localisée, est trés simple
a mettre en ceuvre. Néanmoins, la résolution sur le maillage raffiné? est trés cotiteuse puisqu’on
multiplie par quatre le nombre de triangles par rapport au maillage initial.

6.2 Indicateur d’erreur de Stamm pour 'EFIE

On présente dans cette partie I'indicateur a posterior: de Nochetto & Stamm. Il est basé
sur une localisation similaire & ce qui a été fait pour l'indicateur 7,, associé a 1’équation N,
(voir Théoréme 3.2.3).

On présente dans un premier temps l'indicateur résidu et on aborde quelques points de
construction.

Dans un second temps, on effectue la preuve de convergence de I’algorithme auto-adaptatif
guidé par un tel indicateur.

Finalement, on aborde quelques points délicats de construction.

6.2.1 L’indicateur résidu de Nochetto & Stamm pour 'EFIE

On présente ici le principe de I'indicateur basé sur le calcul du résidu issu des travaux de
R. H. Nochetto et B. Stamm [58]. Le point de départ de la construction est I’équivalence entre
|J = Jnll=1/2,aiv et la norme du résidu || Ry || -1 /2400 qui fait de cette derniére un indicateur fiable
et efficace.

Partant de la définition de la norme Hr;é /? suivante

1 ~1/2
||V||2—1/2,rot = HVH2—1/2 + k_Q”rOtFVH2—1/27 Ve Hrot/ (1),

Nochetto et Stamm proposent une localisation de ||Rp||-1/2,rot-

Théoréme 6.2.1 (Indicateur résidu-pondéré pour 'EFIE). Soit e, = J — J;, € H;i/Q(F)
Uerreur d’approrimation ou J € H;}/%F), est la solution exacte de I’EFIE et J, € RT, la
solution approchée, I est supposée polygonale, alors l'indicateur d’erreur a posteriori défini par

i, = IRallZ%0n (6.3)
=D s (6.4)
TETH
ol
1
IRA |2 = VARG + k—QH\/EFOtFRhHg’
h:1 €T, — V|7l

et

U%{h,r =V |T| || Rh||12‘0t,T

est fiable et local, i.e. ACq, > 0,

llenll=1/2,d0iv < Chanr,, -

3. En 2D, un raffinement uniforme de maillage suppose de couper chaque segment en son milieu. En 3D, on
divise chaque triangle en triangles—fils de méme forme. Cela passe donc par un raffinement en au moins quatre
enfants !
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On renvoie a [58] pour la construction.
Remarque 6.2.1. L’indicateur ng, est le pendant formel de n,, en acoustique!

Remarque 6.2.2. Similairement a "indicateur similaire en acoustique, les théorémes 4.5 et
4.6 dans [58] ne permettent pas de conclure sur lefficacité "forte" de ng,, .

On peut pousser I’étude un peu plus loin et s’interroger sur la capacité d’un tel indicateur
a pouvoir guider optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif (voir 3.2.2).

6.2.2 Eléments de preuve de convergence optimale pour I'indicateur
de Nochetto & Stamm

On se propose ici de vérifier la validité des axiomes (Al) et (A2) de la partie 3.1.3.

Axiome 1 — Stabilité sur les éléments non-raffinés

Proposition 6.2.1. L’aziome 1 de l'adaptivité est vérifié par lindicateur ng,, .

Démonstration. La démonstration est semblable a ce qui a été fait pour 'acoustique. On a
besoin d’une inégalité similaire au lemme 3.2.1.
En reprenant les notations de la Proposition 3.2.1 et en posant h, = +/|7| et T I'opérateur

de 'EFIE, il vient pour tout v € H/*(T)

v

1 .
I (Skwv + k—ZVFSdeIVFV) H%{mt(f),h <...

w

1 . 1
. Hh}-/28kwv||g+k_2||h71-/2VFSkwd1VFVHg +

=) |hY 2rotr Sy, v

qu’on souhaite majorer par HVH2_1/2.

Une majoration par ||v||_q/2 pour le premier terme de la somme est obtenue immédiatement
en utilisant la continuité de Sk, vis-a-vis des composantes de v.

Pour le second terme, il suffit de réutiliser le lemme 3.2.1 pour divyrv ce qui permet de le
majorer par ||divpvi|_y/s.

Seul le terme ||\/h, rotrSy, v||2 pose probléme. 1l suffit de remarquer que

lrotrv|[* S IVr((Skav) - ex)I* + IVe((Skov) - ) I* + [ Vr(Sk, V) - €)1

On peut ainsi ré-appliquer le lemme 3.2.1.

Finalement, on a la majoration suivante
1
k3

1137 (S + VoSt divey ) s 5 V-2 (65)

On reprend désormais les étapes de la démonstration de la proposition 3.2.1.

1/2 1/2
(Z 1hy/? (T (u — V))Hfot,T) - (Z 1hy/? (T (a — Vz))llfot,7> o

TES Te[
L RATE =)

Hrot(f) :

Il suffit d’utiliser 'inégalité (6.5) avec v =V — v; pour conclure. O
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Axiome 2 — Réduction sur les éléments du domaine raffiné
Proposition 6.2.2. L’aziome 2 de l'adaptivité est vérifié par lindicateur ng, .

Démonstration. On ne détaille pas la preuve ici. Il suffit de reprendre la preuve de la propo-
sition 3.2.2 en remplacant la norme |.||o par ||. |, || - [ par [|.][-1/2,av et de se servir de
I'inégalité (6.5). O
Axiome 3 — Quasi-orthogonalité générale

Avant toute chose, on définit la norme suivante.

Définition 6.2.1. On définit la norme de Galerkin || . ||aiv équivalente a || .|| -1/2.aiv telle que

—1/2 .
Vv e HyA(D), v, = IVIP + divev])®

v

ot || .|| est la norme définie par le crochet de dualité

Yw € H’1/2(F), |||w|H2 = (Sow, w).

e . .. ~1/2 .
La norme définie ci-dessus est trivialement une norme équivalente dans H, div/ . Les axiomes

1 et 2 impliquent notamment que ’erreur converge en norme H d_i\l/ 2(1") 4
On a alors la proposition suivante.

Proposition 6.2.3. L’aziome 3 de l'adaptivité est vérifié par l'indicateur ng, .

Démonstration. On sait que le terme divre; converge vers 0 en norme Galerkin.

On rappelle que Sk, = Sp + Ci,, ou Cy,, est un opérateur compact. En utilisant le lemme
3.2.2, on peut affirmer que |(Cy, divrey, divrey)| est bien un terme d’ordre élevé par rapport a
I divres,|*.

La preuve se fait alors de la méme maniére que pour la proposition 3.2.3 en remplacant
I 0l par |- flasv- O

Axiome 4 — Fiabilité discréte
Proposition 6.2.4. L’aziome 4 de l'adaptivité est vérifié par l'indicateur ng, .

Démonstration. La preuve n’est plus aussi directe que pour les axiomes (1)—(3). On reprend
alors celle de la proposition 3.2.5 en I’adaptant a ngr,,, en ne détaillant pas les étapes similaires,
et en conservant les notations.

L’opérateur T' de 'EFIE vérifie une condition inf-sup discréte

T(U - U,,9)

~ 1
IU = Ullaiv < —sup = (6.6)
sev Mollaw
ol on a toujours V = RTO(’?\'). On a également fait un abus de notation en utilisant 7(.,.)
pour la forme bilinéaire associée a I'opérateur EFIE. On va ré-utiliser la démarche de [58] pour
démontrer la fiabilité de ng, .

~

Pour v € RTy(T), on a la décomposition

~ =~ — ~
v =WV + rotra

4. De la méme maniére qu’elle converge en norme H /2 (T") pour la proposition 3.2.3!

Chapitre 6 Marc Bakry 161



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

oit U € RTo(T) N HY2(T) est la partie réguliére de 9, et & € PL(T) N HY2(T). Ainsi,
IT(u — U, %) = |T(u— Uy, T + rotra — v)

ou v; € V;. On introduit alors I’'interpolateur de Clément Iél Vo V, tel que défini dans
(|58], Définition 2.9). On pose encore Z. I'interpolation de Lagrange P! classique définie aux
neeuds de 7;. On peut alors prendre

= T4 + rotr(Za).
Par conséquent,
T(u— U, 3)| < |T(u— U, T — 1@1@)] + ’T(u Uy, totr(@ — 7L3)

On fait alors trois remarques,

1. par définition de l'interpolation Z!, et considérant que U e RTO(T), on a supp(lfl —
L) = T\T et (U —Z4W)-n, = 0 sur (T,\T) avec n, la normale sortante aux arétes a
des triangles. En effet, sur tous les éléments non-raffinés, I'interpolateur Z!, correspond
a l'identité. Il n’est donc différent de 0 que sur les triangles qui ont été raffinés!

2. on a supp(@ — Z-a) = R(T\T), ot R(T\T) désigne le voisinage direct de la partie de
7, qui est raffinée, et & — ZLa = 0 sur IR(T\T). Cela se justifie de la méme manicre
que pour la remarque 1., sauf qu’il faut prendre en compte le fait qu’on interpole des
fonctions P! (T) donc le support est un peu plus large que T\T

On a donc, en revenant a 'opérateur 7', en utilisant une intégration par parties et les remarques
1. et 2.,

|+

otrT(u —U),a —Ih.a
. (r rT(u 1), QY l;oz)

\ﬂu—%ﬁﬂﬁ“TW—@%@—ﬂ@)

ammﬂw
En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz,
e 1/2 —1/2
T (u— U, 0)] < |0 T(w = Ul 7z 1> (8 = Zh0) g 7 + -
1 1/2

B vote T(w = U)llg remay 107 (@ —Izawwm

En utilisant ([58],Proposition 2.17), on a
—1/2

152 (= Z0) o 707 S 1010

En utilisant un résultat standard pour I'interpolation de Lagrange, on a

—1/2 / ~ —~ —~
b, 2 (@ = Z2d) g 7y S e

On a encore, d’apreés ([58],Lemme 4.1),
W12 + 1@ll1/2 < ||9]]=1/2,div-

Par conséquent,

A~ 1/2 1/2 ~
T = U S (I T = Ullgeiry + 1117 vote T = Ullgeerny ) 17112
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En particulier,

T (u — U, 0)| 1/2 1/2
Sup ——r——— S th/ T(u— Ul)Ho,R(Tl\f?) + th/ rotp T'(u — Ul)”o,R(Tl\?)'
oev 0ll-1/2,aiv

En utilisant une inégalité d”Young et la condition inf-sup (6.6), on obtient finalement

lu =Tl S Y. Mr
TER(TI\T)

ce qui est le résultat attendu. [

On peut alors énoncer un théoréme trés similaire au théoréme 3.2.5 établi en acoustique.

Théoréme 6.2.2 (Convergence quasi-optimale pour nr, ). On suppose que l’algorithme de
raffinement produit une suite de maillages (T;)ien,. Avec les propositions 6.2.1-6.2.4, il
existe un rang ly € Ny tel que pour | > ly, lalgorithme de raffinement auto-adaptatif quidé
par indicateur résidu pondéré, utilisant le critére de marquage de Dérfler et la technique de
raffinement newest vertex bisection converge quasi-optimalement par rapport a l'indicateur ng,,
pour I'équation intégrale associée a l'opérateur T de UEFIE (voir (2.55)).

Démonstration. L’indicateur nr, est fiable et vérifie les quatre axiomes de I'adaptivité. O

6.2.3 Application numérique pour l'indicateur résidu EFIE

On présente maintenant quelques résultats numériques de convergence pour l'indicateur de
Nochetto & Stamm. On se limite a k,, = 5 car on remarque sur la FIGURE 6.3 que le caractére
sous-optimal du raffinement uniforme apparait plus tard. On choisit également 63 = 0.25. C’est
plus fin que pour l'indicateur par reconstruction introduit précédemment mais on n’a pas réussi
a obtenir quelque chose de vraiment probant pour 64 = 0.5. On rappelle par ailleurs que rien
ne garantit une convergence optimale lorsque 64 est grand (voir la section 3.2.2 et les preuves
de convergence optimale).

On sélectionne trois géométries pour I'application numérique. La premiére est évidemment
la sphére qui permet de vérifier la convergence optimale en raffinement uniforme. On s’intéresse
ensuite a un cube de co6té a = 1. On termine avec le bateau.

Sphére R =1

On effectue un raffinement uniforme sur quatre itérations. La courbes de convergence est
sur la FIGURE 6.4. On observe que le taux de convergence uniforme s’établit immédiatement
en O(N;2™) ce qui correspond & l'estimation a priori (6.1).

Cube de coté a =1

On effectue d’abord un raffinement uniforme puis un raffinement auto-adaptatif. Les courbes
de convergence sont représentées sur la FIGURE 6.5.

On constate que la convergence uniforme est immédiatement sous-optimale. Le taux pour
la derniére itération est en O(N; ).

En utilisant un algorithme de raffinement auto-adaptatif, on remarque que la valeur de
I'indicateur est initialement plus élevée par rapport au raffinement uniforme. Néanmoins, le
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N, elem

FIGURE 6.4 — Convergence uniforme de I'indicateur ng, sur la sphére de rayon R =1, ky, = 5,

EFIE.

5, 84 = 0.25, EFIE, indicateur 7r,

17 kW:

Cube a

INOYRIIPUL[ Op INOTRA

N, elem

0.25,

FIGURE 6.5 — Convergence de l'indicateur ng, sur le cube de coté a = 1, ky, = 5, 04

EFIE.
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taux de convergence augmente progressivement pour atteindre (’)(Ne]eorfs) a la derniére itéra-
tion. L’indicateur ng, guide donc quasi-optimalement 1’algorithme auto-adaptatif bien qu’on
ne retrouve pas le taux maximum. De plus, il est possible que le taux de convergence augmente
encore un peu si on effectue quelques itérations supplémentaires.

Sur la FIGURE 6.6, on donne un détail du raffinement sur une aréte du cube. Comme

attendu, 'indicateur focalise sur les arétes.

FIGURE 6.6 — Détails du raffinement sur une aréte du cube, guidage par ng, , kw = 5.

Bateau

On conclut les simulations sur le bateau. Les courbes de convergence sont sur la FIGURE
6.7.

Le raffinement uniforme est clairement sous-optimal. Le taux a la derniére itération est en
O(Noem)-

En utilisant du raffinement auto-adaptatif, la valeur de l'indicateur est tout le temps plus
faible qu’en raffinement uniforme. De plus, le taux de convergence augmente progressivement
pour atteindre (’)(Ne_le()ﬁ?) a la derniére itération, sans rejoindre le maximum possible®. On en

conclut que l'indicateur ng, guide encore une fois quasi-optimalement 1’algorithme de raffine-
ment auto-adaptatif.

6.2.4 Conclusion sur l'indicateur résidu pour EFIE

Dans cette partie, on a présenté "l'indicateur résidu pondéré" introduit par Nochetto &
Stamm. Cet indicateur se présente, comme pour I'indicateur 7,, associ¢ a ’équation Sy, , sous
la forme d’une norme H,,; du résidu pondéré par une taille de maille locale.

C’est un indicateur dont le principe s’exprime simplement. La difficulté principale est le
calcul du résidu qui a de plus la propriété d’étre singulier sur les arétes et les noeuds des
triangles du maillage. En supposant que le résidu puisse étre calculé simplement, I'indicateur
se calcule trés facilement.

On a également montré qu’a 'instar de l’acoustique, 'indicateur ng, converge (théorique-
ment) quasi-optimalement ; si de plus on suppose son efficacité forte, la convergence est opti-
male. Il peut donc étre utilisé pour le guidage d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif.

5. On est de toute fagon bloqué par l'isotropie du raffinement.
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Bateau, ky, = 5, 04 = 0.25, EFIE, indicateur 7g,
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FIGURE 6.7 — Convergence de I'indicateur ng, sur le bateau, ky, = 5, 64 = 0.25, EFIE.

Les applications numériques sur des géométries simples, comme un cube ou un bateau,
confirment la capacité de nr, a guider optimalement le raffinement auto-adaptatif. Similaire-
ment & I’acoustique, on ne retrouve jamais le taux de convergence maximal en O(N %) mais
I’amélioration du taux de convergence est sensible.

Comme en acoustique, ¢a en fait donc un indicateur d’erreur de choix pour le guidage d'un
algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Dans la partie suivante, on présente d’autres indicateurs basés sur le calcul du résidu. Ils
reprennent le principe de l'indicateur A introduit au chapitre 4.

6.3 Indicateur A pour 'EFIE

On a présenté précédemment deux indicateurs basés sur le résidu. On a vérifié numérique-
ment qu’ils permettent de guider un algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Dans cette partie, on étend le principe de l'indicateur 7, introduit au chapitre 4 & 'EFIE.
On rencontre ainsi deux difficultés majeures :

— les inconnues ne sont plus scalaires mais vectorielles,

— les espaces d’approximation ne sont plus les espaces d’approximation "simples" rencon-

trés en acoustique

ce qui fait qu’il n’est pas aisé d’appliquer "directement" un opérateur de régularisation au
résidu Ry, puisque Ry, € Hr;i/ 2(F). Néanmoins, on souhaiterait toujours pouvoir I’exprimer en
norme L*(T"). On propose deux approches.

La premiére consiste a passer par une décomposition de Helmholtz-Hodge du résidu pour en
récupérer deux potentiels ¢ et 1, appliquer & chacun un opérateur AT bien choisi, puis calculer
le champ vectoriel associé.
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La seconde approche utilise la définition de 1’espace H;i/ 2(F) et une localisation de norme
trés similaire & ce qui a été fait au chapitre 4!

Remarque 6.3.1 (Sur les applications numériques). Pour les applications numériques relatives
aux indicateurs A pour U'EFIE introduits ci-apres, il n’a pas été aisé d’obtenir des résultats
numériques et les taux de convergence ne rejoignent pas ceux des indicateurs introduits dans les
parties 6.1 et 6.2. On reconnait une possible faiblesse quant a ['implémentation des indicateurs.
On présente donc, en plus de la sphére, des simulations sur des exemples choisis.

Néanmoins, on constate quand méme une amélioration par rapport a l'uniforme.

6.3.1 anIE’l basé sur une décomposition de Helmholtz du résidu

On présente ici une premiére approche pour la construction d’un opérateur n¥™*. On aime-
A
rait pouvoir calculer quelque chose de la forme

= [[AR4 o

avec A : Hr;tl/Q(F) — L*(I") (on rappelle que Ry, € H;E/Q(F)) un isomorphisme, si possible
sur surface lipschitzienne, ce qui en ferait un indicateur fiable, efficace et local. Comme évoqué
en introduction, les deux difficultés principales sont le caractére vectoriel de Ry, et 1’espace
d’approximation H;é 2

Une facon de revenir a des choses plus "classiques" est d’utiliser une® décomposition de
Helmholtz—Hodge [10] du résidu Ry, et des courants J;, dont on présente le principe ci-dessous.

Pour la construction de A7, on va supposer que I' est fermée afin de s’affranchir de la
manipulation des termes de bord dans la décomposition, et de plus réguliére pour pouvoir
utiliser le calcul pseudo-différentiel.

On commence par effectuer la décomposition de Helmholtz de e, = J — J;, dans H (;i/ 2

J = VFQOE +n X pre (67)

oit p, € H3?(T') et ¢, € HY*(T')® sont deux potentiels scalaires. Les deux termes de la
décomposition sont orthogonaux par rapport au produit scalaire usuel dans R2.

On introduit encore un opérateur "poubelle" Y; ' i = 1,2,... dans lequel on va placer
tous les opérateurs générant des termes d’ordre élevé lorsque I'erreur converge : des opérateurs
régularisant d’au moins un ordre par rapport au reste, ou bien des opérateurs compacts.
C’est notamment le cas du commutateur de deux opérateurs A et B défini comme

A, B] = AB — BA

qui est d’ordre —1 au moins! L’utilisation de ;! permet uniquement d’alléger les notations et
de mettre en évidence les termes d’ordre élevé en convergence !

En appliquent 'opérateur EFIE a l'erreur e, =J — Jj,, on a
1
k2

w

1
= Vr(Sk, pe + k—QSkW(AFQOe)) +1n x Vp(Sg,Ye) + Tfl

w

Ry, = Sk, (Vrge) + Sk, (0 x Vitpe) + = V(S Aree),

6. Les potentiels sont calculés a une constante additive prés. ..

7. et comme en acoustique. . .

8. En général, H3/2(T) n’est pas défini comme la trace de H?(Q), lemme 3.6 dans [26]! Dans notre cas, I’
est supposée C* donc il n’y a pas de problémes.
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en commutant Vp et Sk, .
En regroupant les termes,

A
R, =Vr <Sl<;w (I—f— F) QDE) +1n X VF(SkW@ZJe) + TQ_I

K

En utilisant le symbole principal et (|27],p. 54),

Ap\ 1 AN

On a finalement

1 Ar 1/2 1 Ar —-1/2 B
R, = ——%kkaw ((I—i- k_2> Pe —mnx Vr (I+ k_2) Ve +T41 . (6.8)

Paralleélement, on a la décomposition du résidu R; dans Hr;%/ ? telle que
Rh = VFQDR +n X VF’QDR (69)

avec o € HY2(T) et ¢z € H*?(T"). En identifiant (6.8) et (6.9), on a

1 A 1/2 1 A -1/2
PR =5 (I+ k—;) ¢, + h.o.t. wR:—%k (I—l-k—;) e +h.o.t.

L’idée pour I'indicateur A est alors la suivante : on définit I'indicateur n5*™® comme I'appli-

cation de deux opérateurs AT aux potentiels de Helmholtz du résidu de telle sorte que

AFFEIR, = Vi(A~@r) +1n x Vr(ATYR)|. (6.10)

On pose alors

TP \/ S AEFER, 2| (6.11)

TETH

C’est la forme "classique" de l'indicateur 7, tel qu’introduit en acoustique. L’équation (6.8)
suggére de choisir

AF F1/4
AT = \/2k, (Z— —) . (6.12)

kS

De plus,
At H32(T) — HY(T) et A~ HYA(T) — HY(T).

Remarque 6.3.2. Les opérateurs AT sont trés similaires aux opérateurs A introduits en acous-
tique. Ce sont des isomorphismes !
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Que peut-on dire sur l’injectivité de AT ?
L’opérateur AT est bien un isomorphisme (voir 4.3). On a
V(A ¢r) =0 = AN pr=0C (une constante).

Similairement, on a ATYr = C5. En utilisant la construction de AT comme puissance d’un opé-
rateur différentiel classique, et notamment le fait que les sous-espaces propres sont identiques,
la seule possibilité et que ¢ = Cs et ¥ = C4. Par conséquent, Ry, = 0. L’opérateur APFF est
injectif.

La surjectivité est une conséquence de celle des opérateur AT. En conclusion,

Théoréme 6.3.1. L’indicateur nEFIE’l tel qu’introduit o l’équation (6.11) est fiable, efficace
et local.

Démonstration. L’opérateur AP est injectif et surjectif. C’est un isomorphisme et on peut

appliquer le Théoréme 4.1.1. O

Caractére "asymptotiquement exact"

Le caractére asymptotiquement exact (en norme ||. [|o) de ny" " ne se déduit pas directe-

ment de la construction. Idéalement, on souhaite écrire quelque chose de la forme
|APFER, [|lo = [lenllay + termes d’ordre élevé.

On suppose que la surface I' est de classe? C>®! Avant tout calcul, on fait quelques
remarques sur le caractére sur le symbole principal homogéne des opérateurs qui entrent en jeu.
On adopte la notation simplifiée oy. On a

1 Ar\'? €]
% (m-kw (I+k_2) = o

Pour les candidats A, on a encore

oo(A7) = v/2[€],
+ \/§kw
P =

Par conséquent,

- ((Aﬂ* (- 2;% (z+ i—g) M) A+) ~1,
(i (2 ) )

9. On utilise & nouveau des techniques d’analyse microlocale.
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Revenons a la définition de ||[AR4[|2. On a
ARG = [0 x VeATYR[g + [[VeAToR|lG.

On traite premiérement le terme ||n x VrATtg||2. Par soucis de simplification des notations,

on pose
1 Ap\ V2
_ L (z42m)
Ak 2ikw( * k?v)

Il vient

In x VeAT)g[[§ = (n x VeAT Ag, e, X VAT A 1he)
= —((AT)"ApAT A, e, Arythe),
= —(Ap(AT) AT A, Ve, Ar, V),
= —(Arthe, Ap ) + ordre élevé'?,
= (n X Vrtbe,n X Vp Ay, ) + ordre élevé,
= (n X Vb, So(n x Vb)) + ordre élevé,
= [ln x V| + ordre élevé.

On pose maintenant, toujours pour simplifier les notations,

1 Ar 1/2

On a alors

IVeA~@rllE = (VA" Bi,@e, VeA™ Bi,0e)
= —(Ap(A7)" A7 By, e, Bi, pe),
= (Ar@e, By, @) + ordre élevé,

A

= (Ar@e, So (I + k—;) ©e) + ordre élevé,
A

= (Arpe, Sope) + (Arepe, Sok—;goJ + ordre élevé

1 3 ’ ’
= —[|Vree|l® + =) |diveVrge||? + ordre élevé.
En regroupant les termes, on obtient

L. S
ARG = I x Ve = [ Vreell” + Zlldive Vege [ + ordre éleve.

Pour conclure il suffit de remarquer que ||[Vrg.||* est un terme d’ordre élevé par rapport a
llenll3,- On peut donc changer —||Vrp||* en +[|Vre||? ce qui permet de conclure

|AR||2 = [lenl|?;, + ordre élevé|. (6.13)

10. Par rapport & la norme ||ep | qiv. Voir (6.13).
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(SoVrge, Vrge)

En effet, en étudiant le comportement de Tenl ,on a
€hldiv
SoVree, Vrpe Ve
< A4 e > = <80F—S07v1—‘g06>7
lenllaiv lenllasv
Ve
< s ] et
llenllaiv 111 /2
On sait que
_Ch 0 dans Hy /AN
llen|ary faible v
On en déduit que
Ve
DPe L0 dans H2(D).

‘” €h Wdiv faible

Vrge
De plus, on sait que Sy est un opérateur d’ordre —1 donc Sy H]eF]ﬁO € HE/Q(F), or HE/Q(F)
hldiv

M — 0 dans

s'injecte de fagon compacte dans H,”*(I") donc on a convergence forte de S, llex]
Chldiv

1/2
H*(T).
Remarque 6.3.3. En utilisant les mémes techniques, on peut montrer que les termes croisés

(SoVr@e,n x Vrib) et (e, SoVr(n x Vb))

sont également d’ordre élevé par rapport a |les3., -
C’est cela qui nous permet d’écrire en (6.13) que

lenllZiy = IVreell? + lln x Ve [|* + ordre éleve,

D’aprés 1'équation (6.13), Vindicateur ny"""' définit a I'équation (6.11) est asymptoti-
quement exact par rapport a ||ep[lqiv lorsque ' est une surface réguliére.

. EFIE,1
Remarques sur la construction de 7," ™

La construction de l'indicateur introduit en (6.11) peut poser quelques problémes. En effet,
il va falloir calculer les deux potentiels pg et g de maniére approchée (typiquement les projeter
sur un espace polynomial PP(7,)) pour pouvoir appliquer les opérateurs AT. On présente une
maniére de faire pour le potentiel pg. La procédure pour ¥i s’en déduit tres facilement.
On applique 'opérateur de divergence au résidu. Ainsi,
diVFRh = AFQOR'

On teste par un v € PP(Ty) puis on intégre 'ensemble par parties '

/va Ry, dry, = / Vrv - Vrprdy,.
r r

Le probléme variationnel ci-dessus est bien connu et évidemment mal posé. Il suffit alors de fixer
la valeur d’un seul des degrés de liberté pour I'approximation de ¢ pour le rendre inversible 3.

Le reste de la procédure pour le calcul de I'indicateur est similaire & ce qui a été fait en
acoustique.

11. Voir démonstration de la quasi-orthogonalité 6.2.3.
12. La surface est supposée fermée, donc il n’y a pas de terme de bord.
13. Cela fixe du méme coup la partie constante de g

Chapitre 6 Marc Bakry 171



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

Application numérique

.. L L. - EFIE,1
On propose ici une application numérique pour I'indicateur n,” . Avant toute chose, on

précise qu’on n’a pas été capable de D'utiliser avec succés pour le guidage d’un
algorithme de raffinement auto-adaptatif. De plus, on n’a pas pu vérifier le caractére
"asymptotiquement exact" prévu théoriquement ; Les simulations qu’on présente sont donc les
suivantes :
— une spheére de rayon R = 1 avec raffinement uniforme pour vérifier qu’on retrouve bien
I’estimation a priort,
— une plaque trouée (qu’on retrouve en partie 6.4) pour laquelle I’algorithme est guidé par
7R, introduit en 6.2 ou bien par 7, introduit dans la partie suivante 6.4.
On choisit le nombre d’onde ky, = 5. Le paramétre de raffinement utilisé pour la plaque est
0q = 0.25.

La courbe de convergence pour la sphére est donnée sur la FIGURE 6.8. Le taux de conver-
gence asymptotique est atteint immédiatement et s’établit conformément a I’estimation a priori
(6.1) en O(NL2T).

elem

Sphere R = 1, raffinement uniforme, EFTE, indicateur 7y "

Valeur de l'indicateur

1075

N, elem

FIGURE 6.8 — Convergence de l'indicateur nEFIE’l, sphére R =1, k, = 5, EFIE.

Les courbes de convergence pour la plaque trouée sont données sur la FIGURE 6.9.
La convergence uniforme apparait sous-optimale par rapport & la convergence obtenue avec

raffinement auto-adaptatif. Pour la derniére itération, le taux correspond & O(N;%2%). En
e EFIE,1 . o .

raffinement auto-adaptatif, 7," " semble converger a des taux similaires qu’on utilise ng, ou

bien 7, pour le guidage. En faisant une moyenne sur les huit derniéres itérations, on trouve

O(N;24%) pour un guidage avec 1, et O(N; ) pour un guidage avec ng, .

elem elem

Par conséquent, il semble que les indicateur 7, et nr, guident optimalement l’algorithme

auto-adaptatif pour nEFIE’l. Malgré ’absence de résultats probants en guidage, on pourrait se
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Plaque trouée, EFTE, mesure indicateur nEFIE"l, guidage ng, et n,, 4 = 0.25

100 ———— ‘ ‘
S E 7y ! uni ]
T -A- HEFIEJ ada guidage 7, | |
,,,,,,,,,,,,,,,,,, -© nEFIE’l ada guidage 7,
. |
z I
Q |
g I
-2 ; !
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g ! |
~ 107! 1 1
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FIGURE 6.9 — Convergence de l'indicateur anIE’l avec guidage par nr, et 7,, plaque trouée,
ky =5, EFIE.
servir de l'indicateur nEFIE’l pour la mesure de l'erreur (ou comme critére d’arrét pour une

méthode de raffinement auto-adaptative).

EFIE,2

6.3.2 n, basé sur une autre localisation de la norme Hr:)tl/ 2

On a introduit dans la partie précédente 6.3.1 un premier indicateur basé sur le concept d’un
opérateur de localisation A pour 'EFIE. Si il n’est pas compliqué & mettre en ceuvre, hormis le
calcul du résidu, il nécessite de passer par des approximations des potentiels de Helmholtz qu’il
faudra prendre d’ordre suffisamment élevé pour que 'opération inverse de calcul du champ a
partir des potentiels soit suffisamment précise lorsqu’il a une structure complexe.

On cherche donc une maniére de localiser la norme du résidu en limitant grandement les
approximations. On peut en fait procéder de la méme maniére qu’en acoustique.

Pour cette partie, on suppose que I' peut étre ouverte. On revient premiérement a la

définition de la norme || .||_1/2r0t- On a I'équivalence
1/2

veH,"(I) < |vl]-i2 <oo et [rotpv|_i < oo.

Il suffit maintenant de revenir a la définition d’une norme équivalent dans Hr;%/ 2(F). Pour tout

v E Hr:)tl/Q(F), on pose

1
||V||2—1/2,r0t = ||V||2—1/2 + k_QHTOtFV“Q—l/z' (6.14)

On pose maintenant v = {v,,v,,v,} et on définit une norme de mesure du résidu (comme en
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acoustique)
2 v(z)-v(y)
V|2 = — > dy, dv, 6.15
MEys = [ [ G e (6.15)
i.e. la norme || .|| dans H~/2(T") classique. On peut réécrire 1’égalité ci-dessus comme
1
IVIZ 1200 = ol + oy l® + lo-l” + = lIrotrv ]| (6.16)
On définit I'opérateur
APFTE — /2T — Ap) 4. (6.17)

On a le théoréme suivant.

Théoréme 6.3.2 (Indicateur AB® — Version 2). Soit A tel que définit en (6.17), lindi-
cateur d’erreur a posteriori définit par

My o = (| AR ot (6.18)
(ETE2 = 3 AR R, (6.19)
TETh
avec
AR 7ot = - -

1
A" P rotr Ry |l5 . (6.20)

ARG+ TATE R I, + A Rl + 15
w

est fiable, efficace et local.
Démonstration. La preuve est immédiate : AFFF tel quintroduit en (6.17) est un isomorphisme
donc on a toujours |Jv|| ~ [[AFFEy]|,. O

. .1 EFIE,2
Remarques diverses sur 'indicateur 7, ™

Au contraire de l'indicateur introduit en 6.3.1, l'indicateur d’erreur proposé ici s’exprime
trés simplement et ne nécessite la manipulation que d’un unique opérateur APFE !

Sous réserve d’avoir & disposition un outil permettant de récupérer les valeurs de Ry, et
rotrRy,, il est aussi simple & mettre en ceuvre qu’en acoustique.

Enfin, la seule approximation ici va étre la projection sur un espace polynomial des compo-
santes Ry g, Ry, Ry, et de rotrRy. On y gagne donc par rapport a l'autre indicateur nEFIE’l.

Néanmoins, on est asymptotiquement exact par rapport & la norme du résidu!

Quid du caractére "asymptotiquement exact" ?

On ne peut a priori rien dire sur le caractére asymptotiquement exact. En effet, la méthode
de construction qu’on utilise en acoustique repose sur le fait qu’on se sert de la partie coercive
Ay de Popérateur Ay, inversé (voir la partie 4.1.2) pour construire 'opérateur de localisation.
On définit ainsi 'opérateur de localisation A ~ A, 2 ot on remarque alors qu’on construit un
indicateur exact a des termes d’ordre élevé preés.

En EFIE, ¢a ne "fonctionne pas dans le bon sens". En effet, on ne calcule pas |e| mais
IR En prenant, APFIE = A la localisation a un sens, et on a encore

IAPFTER, ([o.rot = |IRA|=1/2,0t + termes d’ordre élevé,

mais il manque le lien entre ||Ry||—1/2,v0t €t ||€n]-1/2,div-
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Application numérique

, .. o L. o EFIE,2
On présente ici une courte application numérique pour l'indicateur n,~ " sous la forme

n’utilisant pas de décomposition de Helmholtz. On choisit encore ky, = 5 et 03 = 0.25. La
premiére géométrie est encore la sphére. On présente ensuite un résultat de convergence sur le
cube.

La courbe de convergence pour la sphére est présentée sur la FIGURE 6.10. On retrouve

bien I'estimation maximale a priori (6.1).

Sphere R = 1, raffinement uniforme, EFIE, indicateur 7y’

1073

—
7
~

Valeur de l'indicateur
—
S

106

e
Tt

N, elem

FIGURE 6.10 — Convergence de I'indicateur nEFIE’Q, sphére R =1, k, = 5, EFIE.

Les courbes de convergence pour le cube sont représentées sur la FIGURE 6.11.

On observe que le raffinement uniforme n’est pas optimal. Le taux de convergence pour
la derniére itération est en O(N;%2). En utilisant le raffinement auto-adaptatif, on observe
initialement le méme phénomeéne que pour l'indicateur résidu sur le cube : la valeur de I'indi-
cateur est plus élevée qu’en raffinement uniforme. Le taux de convergence adaptatif augmente
progressivement sans garantie qu’il rejoigne le taux maximum. L’erreur devient plus faible qu’en
raffinement uniforme. A la derniére itération, le taux de convergence est en O(N 247). Clest
moins élevé que pour l'indicateur résidu. Il est possible que cette différence résulte de ’approxi-
mation utilisée pour le calcul de l'indicateur : on commence par effectuer une projection P? de
chacune des composantes du résidu puis de son rotationnel, puis on leur applique 'opérateur
A. Le probléme numérique vient probablement de la projection P? qui n’est peut-étre pas assez

riche.

Les résultats avec ce second indicateur A pour 'EFIE semblent prometteurs du point de
vue du guidage d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif.
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Cube a =1, ky = 5, 64 = 0.25, EFIE, nEFIEQ
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FIGURE 6.11 — Convergence de I'indicateur T]EFIE’Q, cube a =1, ky, =5, 03 = 0.25, EFIE.

6.3.3 Conclusion sur l’indicateur A pour 'EFIE

Dans cette section, on a introduit deux maniéres différentes de construire un indicateur n,
pour '’EFIE, chacune ayant ses avantages et ses inconvénients.

La premiére est basée sur une décomposition de Helmholtz du résidu. Appliquer un opéra-
teur APFTE au résidu revient alors a appliquer deux opérateurs A* aux potentiels de Helmholtz.
On peut alors montrer que cet indicateur d’erreur est fiable, efficace. On montre de plus, théo-
riquement, qu’il est asymptotiquement exact. On ne I’a cependant pas généralisé aux surfaces
ouvertes. Les résultats numériques ne sont pas complétement satisfaisant. En effet, on n’a pas
été capable de I'utiliser pour guider correctement un algorithme de raffinement auto-adaptatif.
On constate néanmoins qu’il se comporte correctement lorsqu’il est utilisé pour mesurer I’erreur
et qu’un autre indicateur sert pour le guidage.

La seconde maniére est basée sur les localisations classiques de normes du chapitre 4. Il
suffit de décomposer la norme Hr:)tl/ ? du résidu selon ses composantes. On se rend compte
qu’il suffit d’appliquer un isomorphisme régularisant d’ordre —1/2 pour 'exprimer en norme
H.,.; classique. Cependant, on n’a pas a priori de propriété d’exactitude asymptotique pour
I’erreur mais on est asymptotiquement exact par rapport a la norme du résidu. Par contre, il

se généralise aux surfaces ouvertes méme si cela n’a pas été vérifié numériquement.

On a vérifié pour chacune des deux formes qu’ils permettent le guidage d’un algorithme
auto-adaptatif. Les résultats ne sont pas aussi positifs que pour les deux autres indicateurs
introduits en 6.1 et 6.2 mais restent trés prometteurs. Il faut vraisemblablement travailler sur
la qualité de 'approximation numeérique, soit des potentiels, soit des projections.

Quoiqu’il en soit, les deux indicateurs introduits ici sont les premiers indicateurs fiables et
efficaces (sans termes d’oscillation) pour 'EFIE.
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6.4 Indicateur basé sur le calcul des charges

On a présenté précédemment deux indicateurs a posteriori pour 'EFIE en 6.2 et 6.3 qui
sont basés sur une localisation de la norme du résidu. Ils nécessitent tous les deux le calcul du
résidu, mais le premier n’en demande que la norme H,.; pondérée et est fiable, alors que ni™®
est un peu plus coliteux mais est, en plus, efficace.

Dans cette partie, on propose un indicateur incomplet et "construit avec les mains". On ne
propose pas de justification rigoureuse de sa construction, ni de ses propriétés.

Il est basé sur un constat fait lors du calcul explicite de l'indicateur ng, introduit en 6.2
dont on extrait un terme permettant de controler aisément et a faible cotit I’erreur sur la charge

diVF J
1k

. On pose donc

. diVF J— diVF Jh
B ik

€p

cette erreur.

Dans un premier temps, on construit un indicateur "a& la main" permettant d’estimer e, et
on lui donne un sens en norme L? pondérée.

Dans un second temps, on donne un exemple illustratif de convergence.

6.4.1 Construction d’un indicateur mesurant 1’erreur sur les charges

On construit maintenant l'indicateur basé sur les charges. Pour cela, on utilise la localisation
de Nochetto & Stamm présentée en 6.2. On s’intéresse plus particulierement au calcul de [|Ry|[F ,
avec 7 un élément du maillage 7.

Remarque 6.4.1. Dans tout le développement suivant, on suppose que Jy, € RTo(Ty).
On peut décomposer Ry, en
Ry, =f — T)® — T)".
On peut alors poser
R =f-T,*
une partie réguliére du résidu. On a par ailleurs une partie singuliére
; 1 pr dy,
T, = | —V )
h ;7 iky o Al — y|
T'Ewr

On rappelle que 'opérateur -, s’exprime comme ~,u = n X (u X n). En ne s’'intéressant qu’a
la partie en pp, il vient

1 dy, Q. (x) / dy.
T _V — = T TVa/ — T/
! (k F/T,m—y\)p a7 *a;&,w o Amfz —y]”

oll v, est la normale sortante a 7" dans le plan de 7/ le long de I'aréte a’. La partie avec I'angle
solide €2+ correspond a nouveau a un terme "régulier” et est regroupée avec R} ®.
Finalement, on a Vz € 7,
T (2) = > [onlw og( Wy 3 ors log(12=2sl, (6.21)
lar s

a’eor Seor

ol on a posé
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— [pr]a le saut de charge discréte py, au passage de l'aréte a,

— 0q(x) la distance de x € 7 a l'aréte a,

— [, la longueur de 'aréte a qui sert pour adimensionaliser et éviter au terme dans le log

de devenir trop petit,

— S les sommets de 7 et xg leurs coordonnées,

— Jrg une grandeur représentant la somme des sauts de charge au sommet S,

— et finalement [, une grandeur d’adimensionalisation.

En examinant le second terme dans (6.21), la singularité est a priori moins forte que pour
le premier terme, et est au pire du méme ordre. On va maintenant chercher le comportement

en fonction de |7| de ||Tzing\|3?7. Il suffit donc de regarder comment se comporte

0ol

On insiste bien sur le fait qu’on recherche un comportement et non une forme exacte. On a
bien a I’esprit que des constantes multiplicatives apparaissent et qu’elles peuvent éventuellement
devenir trés grandes.

On pose h, la hauteur du triangle par rapport a a (distance entre a et le sommet opposé).
On a une intégrale 2D & calculer. On se place dans le plan du triangle 7 et on introduit un
repére orthonormal direct donc I'axe e, est porté par a’ et I'axe e, est la normale & 7. On pose
X, le projeté orthogonal du sommet opposé sur a’. Par construction, on a x, = (z,,0). On
décompose alors I, en

S L )yl
I, = / log2(l—)dydx—|—/ / log?(*+) dy dz,
0 0 a Tq Y0

lq
1 (% + (log(%) _ g>2> |

Autrement dit, en supposant que I'algorithme de raffinement préserve le caractére régulier de

la triangulation (ce qui est le cas du red—green), l_a ~ (. Finalement,
a

T35 ~ |7 |

En utilisant la localisation de Nochetto & Stamm, on est en mesure de proposer un indicateur
d’erreur a posterior: sur les charges.

Proposition 6.4.1. On définit ["indicateur a posteriori local sur les charges

Mor = 7172 Y Tonlal® (6.22)

a€oT

On précise bien qu’il ne s’agit pas d’'un terme dominant puisque rien ne garantit que la
partie T}® laissée de coté ne converge pas au méme taux. Néanmoins, 7, permet bien de définir
un indicateur sur les charges.

On fait maintenant le lien entre la forme de la proposition 6.4.1 et une norme de [e,]. On
suppose dans un premier temps que J est suffisamment régulier pour que [p] soit nul presque
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partout sur les arétes. On fait ensuite le constat

2 ‘T|3/2 2
Nor = 2{: I ’thH’ da?

a€oT

7]
= > [lle da

a€oT

Mo ~ |71 e ] 115 or |

L’indicateur 7, est donc équivalent & une norme L? pondérée des sauts d’erreurs sur la charge
sur les arétes.
Cet indicateur présente quelques désavantages :

— on n’a aucune certitude quant a la fiabilité par rapport a l'erreur globale e,

— il ne mesure pas toute 'erreur ej mais seulement 1'erreur sur les charges ef.

On préfére plutodt insister sur son avantage principal : en comparaison avec I'indicateur de
Nochetto & Stamm (en partie 6.2.1) ou les indicateurs basés sur une localisation par un opéra-
teur A (en partie 6.3), I'indicateur 7, introduit a la proposition 6.4.1 est particuliérement
simple et rapide a calculer.

En effet,

— il faut trouver les triangles voisins, ce qui peut se faire en un temps linéaire du nombre
d’éléments du maillage Tp,

— il faut calculer la charge sur chaque triangle. C’est en fait une donnée du code puisqu’il
s’agit uniquement de calculer divJ, qui est constante sur chaque 7 € T, quand 'espace
d’approximation est V;, = RTo(T).

A contrario, les indicateurs basés sur le résidu nécessitent au minimum un produit matrice—
vecteur plein ce qui, en 'absence de méthode d’accélération comme une FMM, se fait en
O(N2,,,) opérations 4!

elem

6.4.2 Exemple numérique pour l’'indicateur sur les charges

On propose ici un exemple d’application pour un guidage par l'indicateur sur les charges.

On se contente d'une simulation effectuée sur la plaque trouée déja introduite en 6.2. La
source est un dipole de nombre d’onde k,, = 5 ou k,, = 20 placé au centre du trou. On rappelle
que la taille de la plus grande aréte pour le maillage est [, = 0.41.

Les résultats de convergence pour I'indicateur 7, sont donnés sur la FIGURE 6.12. Le para-
meétre de raffinement est choisi arbitrairement a 64 = 0.25.

A
On s’intéresse premiérement au cas ky, = 5. La discrétisation initiale est alors en — ce qui est

trop faible. En raffinement uniforme, la premiére itération fait augmenter ’erreur. A l'itération
suivante, le taux de convergence est O(N_%?®). Ensuite, le taux de convergence décroit a chaque

elem

itération pour atteindre la valeur O(Nefgﬁf) a la derniére. Il est probable qu’en augmentant

encore le nombre de degrés de liberté, la taux continue de chuter.

L’utilisation d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif a deux avantages. Premiérement,
le taux de convergence se stabilise asymptotiquement en O(Nefeorfl) 15 ce qui est plus élevé que
le taux de convergence uniforme. Deuxiémement, la valeur de l'indicateur est beaucoup plus

faible en utilisant du raffinement auto-adaptatif. En effet, si on regarde le nombre d’éléments

14. Et au mieux en O(Nejem 10g(Nelem)) opérations. ..
15. On ne peut probablement pas espérer récupérer le taux maximum en O(Ne_lg'nm). Il faudrait pour cela
effectuer des raffinements anisotropes.
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Plaque trouée, dipole placé au centre, ky, = 5 et k,, = 20, 83 = 0.25

102

10!

10°

Valeur de l'indicateur

1071 : ‘ : :
102 103 10* 10°

FIGURE 6.12 — Convergence de 7, sur la plaque trouée pour ky, = 5 et ky, = 20, 64 = 0.25.

nécessaires pour obtenir 7, = 1, il en faut ~ 23800 en raffinement uniforme contre ~ 1152, soit
plus de 10 fois moins!

On constate les mémes phénomeénes pour k,, = 20 ce qui correspond a une discrétisation en

07 A la premiére itération en raffinement uniforme, ’erreur augmente avant de diminuer. Le

taux de convergence uniforme pour la derniére itération est O(N %), En utilisant du raffine-

ment auto-adaptatif, la convergence est initialement chaotique alors que l'algorithme maille les

zones "critiques", puis le taux de convergence se stabilise asymptotiquement en O(Nejfrf‘l)

On présente sur les FIGURES 6.13 ET 6.14 un détail du raffinement sur les arétes du
trou de la plaque. On constate que l'indicateur concentre le raffinement dans le trou et plus
particulierement ses arétes. C’est un phénoméne logique puisqu’il s’agit de I'endroit le plus
explosé au signal. Dans les zones plus occultées comme les faces du dessous et du dessus de la
plaque, en s’éloignant du trou, il est moins nécessaire de raffiner et on y trouve des mailles plus
grosses.

6.4.3 Conclusion sur 'indicateur 7,

Dans cette section, on a introduit un indicateur d’erreur a posteriori pour 'EFIE basé sur
le calcul des sauts de charges entre un triangle 7 et ses voisins pondéré par l'aire de 7. Cet
indicateur ne mesure pas l’erreur sur les courants dans sa globalité J mais donne une indication
sur la partie correspondant aux charges p.

Sa construction est basée sur des estimations de comportement en fonction de l'aire de
7 des différents termes composant le calcul de l'indicateur résidu introduit en 6.2. On a no-
tamment négligé de nombreux termes qui s’avérent étre compacts. De fait, la méthode de
construction n’est pas absolument rigoureuse. Cependant, on a pu vérifier numériquement qu’il
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FIGURE 6.13 — Détails du raffinement engendré sur la plaque troué par I'indicateur 7, aprés 10
itérations pour #3 = 0.25 et k,, = 20.
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FIGURE 6.14 — Détails du raffinement engendré sur la plaque troué par l'indicateur 7, apres 10
itérations pour 03 = 0.25 et k,, = 20.

permet d’améliorer la vitesse de convergence lorsqu’il est utilisé dans une boucle de raffinement
auto-adaptatif.

On insiste enfin sur le fait que cet indicateur est probablement le plus simple qui puisse étre
implémenté puisqu’il ne nécessite ni calcul sur maillage raffiné (contrairement & celui introduit
en 6.1) ni assemblage supplémentaire (contrairement & celui introduit en 6.2) pour le calcul du
résidu. De plus la complexité de son calcul est linéaire !

En dépit du fait qu’il ne mesure pas toute l'erreur, il peut étre un trés bon candidat pour le
guidage d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif, couplé éventuellement & un indicateur

plus "rigoureux" qu’on estimerait sur un nombre moins fréquent d’itérations .

6.5 Conclusion sur les indicateurs d’erreur a posteriori
pour I'EFIE

Dans ce chapitre, on a proposé des indicateurs d’erreur a posteriori pour 'EFIE. On s’est
inspiré, pour leur construction, de ceux qu’on a pu rencontrer ou développer pour ’acoustique
aux chapitres 3 et 4.

On a donc proposé un indicateur basé sur une reconstruction d’espace pour lequel on a
montré qu’il guide efficacement un algorithme de raffinement auto-adaptatif. Son avantage
principal est la facilité d’implémentation, mais il nécessite d’effectuer une résolution sur un
maillage raffiné.

16. Une vérification numeérique consiste & guider I’algorithme par 7, et observer la convergence des autres
indicateurs. On renvoie & la FIGURE 6.9 pour un exemple.

Chapitre 6 Marc Bakry 181



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

On a ensuite présenté un indicateur déja existant basé sur une localisation de la norme du
résidu. On a prouvé qu’il permet de guider quasi-optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif. Cela a été confirmé par des applications numériques. Il nécessite le calcul du
résidu pour lequel on peut mettre en place une méthode rapide (du type FMM). Une fois le
résidu calculé, le calcul de I'indicateur est direct. Ca en fait donc un indicateur de choix pour
le guidage.

Dans un troisieme temps, on a étendu le principe de 'indicateur 7, introduit au chapitre 4
a 'EFIE. On a proposé deux maniéres d’aborder le probléme. La premiére maniére consiste a
utiliser une décomposition de Helmholtz du résidu. On applique ensuite deux opérateurs A™ et
A~ & chacun des potentiels puis on calcule le champ vectoriel associé & ces nouveaux potentiels.
On a montré qu'en choisissant bien A*, 'indicateur d’erreur associé est asymptotiquement
exact. On n’a pas été capable d’utiliser I'indicateur pour le guidage d’un algorithme auto-
adaptatif, ni de vérifier son exactitude asymptotique. Néanmoins, il se comporte correctement
lorsqu’il est utilisé uniquement pour la "mesure" de I’erreur. On suppose donc qu’il s’agit d’un
probléme numérique plus que théorique. La seconde maniére consiste a localiser brutalement
la norme || . ||;ot du résidu avec Uopérateur Ay, . On obtient alors un indicateur d’erreur fiable,
efficace. On n’a cependant pas de caractére "exact" pour l'erreur, mais on ’a pour la norme
du résidu. On a montré que cet indicateur permet de guider un algorithme de raffinement
auto-adaptatif, mais on pense que la précision de I’approximation numérique peut encore étre
améliorée. Il est par ailleurs simple & implémenter. Ces deux indicateurs correspondent aux
premiers indicateurs fiables et efficaces pour 'EFIE.

Enfin, on a introduit un indicateur dérivé de 'indicateur basé sur une localisation du résidu.
Il permet de mesurer une erreur sur les charges uniquement et est donc, en ce sens, "incomplet".
De plus, il n’est pas construit de maniere rigoureuse. Néanmoins, on montre qu’il permet de
guider optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif. Cet indicateur est trés simple
d’implémentation et trés rapide a calculer (complexité linéaire!). En supposant que le premier
indicateur n/]fFIE’l restitue correctement l’erreur, l'indicateur sur les charges semble construire
un espace optimal pour la convergence en erreur. C’est potentiellement un candidat idéal pour
le guidage le guidage d’un algorithme auto-adaptatif tout en mesurant l'erreur avec un autre
indicateur (par exemple 1, ).

Dans le chapitre suivant, on change de thématique pour s’intéresser & une erreur non plus
sur la solution de I’équation intégrale, mais a une erreur sur une cible calculée & partir de cette
solution : ce sont les problémes goal-oriented.
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Chapitre 7

Construction d’un indicateur d’erreur
fiable et local pour des problémes de type
goal-oriented

Au contraire des problémes résolus précédemment ot on s’intéressait a une erreur sur les
courants, on s’intéresse désormais au cas ou ’erreur est mesurée sur une grandeur cible calculée
a partir des courants, par exemple le champ lointain. La plupart des indicateurs d’erreur goal-
oriented sont basés sur la résolution des problémes primal et dual sur lesquels on effectue
une mesure "classique" de l'erreur au sens utilisé jusqu’a présent. Il faut ensuite combiner
les deux indications pour définir 'indicateur goal-oriented. Ce type d’indication pose toujours
le probléme qu’il est impossible de contréler le lien entre la valeur de I'indicateur et I’erreur
sur la cible. Le but de ce chapitre est donc de construire un indicateur d’erreur qu’on pourra
qualifier de "spécifique goal-oriented" au sens ot il n’est pas basé sur un indicateur d’erreur
"classique". Pour cela, on introduira dans un premier temps la problématique de 'indication
d’erreur goal-oriented en mettant en évidence le réle du probléme dual. On pourra ainsi estimer
le comportement a priori de 'erreur sur la cible par rapport a I'erreur sur les courants. On
construira ensuite un indicateur fiable et local ne se basant pas sur les indicateurs d’erreurs
"classiques" et ne nécessitant pas le calcul du probléme dual. On validera cet indicateur sur
deux cas académiques en acoustique 2D pour une condition limite de type Dirichlet.

7.1 Introduction aux problémes de type goal-oriented

Jusqu’a maintenant, on s’est préoccupé de la solution des équations intégrales, autrement
dit du probléme direct. On s’est posé la question de savoir si I'approximation de la solution
était suffisamment proche de la solution continue. Pour les équations qu’on a considérées, la
solution représentait un saut de potentiel acoustique ou bien un saut de dérivée normale de
potentiel acoustique au travers d’une surface. C’était une inconnue "physique" et on parlait
alors d’équation en champ. Pour certaines formulations (par exemple Brakhage & Werner,
équation (2.27)), cette inconnue ne peut pas étre directement liée & une grandeur "physique".
On parle alors d’équation en sources. Un exemple typique est la formulation de Brakhage &
Werner (2.27).

En pratique, la solution directe des équations intégrales ne présente pas d’intérét en elle-
méme si ce n'est qu’elle permet de reconstruire des observables (grandeurs d’intéréts) telles
que le champ de potentiel acoustique en un point quelconque de l’espace, le champ lointain
ou encore une énergie. Ces observables sont calculées par application d’un opérateur qu’on va
appeler Q a la solution ¢ de I’équation intégrale. On ne s’intéresse ici qu’au cas ou Q est
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linéaire par rapport a ¢! tel qu'’il existe une distribution fg de sorte que

Qp) = (fo, ¥)- (7.1)

On peut alors se poser légitimement la question de mesurer Uerreur entre Q(¢) et Q(¢p)
ol (py, représente la solution approchée de I’équation intégrale. On pose

eo = |Q(p) — Qen)| = [Q(¥ — ¢n)|

Verreur goal-oriented. Elle se mesure bien selon la norme | .| car on regarde I'écart entre deux
valeurs ponctuelles !

Remarque 7.1.1. Le développement en partie 7.1.1 est incompatible avec un Q a wvaleurs
vectorielles utilisé brutalement. Néanmoins, si on souhaite, par exemple, récupérer un Vi en
un point de l'espace, on peut récupérer Vo -e,, Vi -e,, Vo -e, ot {e,, e, e,} représente une
base de l’espace. Cela définit trois cibles Q,, Qy et Q. puis on retombe dans le cadre de la partie
7.1.1.

Dans un premier temps, on montre 'influence du probléeme dual sur I’estimation d’erreur
a priori en goal-oriented. Pour cela, on montre que l'erreur goal-oriented est majorée par le
produit des normes des erreurs du probléme direct et du probléme dual.

On introduit les maniéres les plus courantes trouvées dans la littérature pour guider un
algorithme de raffinement auto-adaptatif goal-oriented.

On donne alors deux exemples pour Q ainsi que les fo associées.

7.1.1 Estimation d’erreur a prior: pour ’erreur goal-oriented

On considére un opérateur continu A, et la forme variationnelle associée a(.,.). On résout
Ap = f. On pose V I'espace d’approximation et V}, 'espace discret de résolution tel que V}, C V.
On introduit les problémes primaux continus et discrets

a(e,¥) = f(v) Vyev,

7.2
alen,vn) = f(n) V¢ € Vi, 7-2)
ainsi que les problémes duaux continus et discrets
p) = Vi eV,
a(¥, p) = Q1)) W (7.3)

a(Vn, pn) = Q) Vi, € Vi
p et pp sont les solutions des problémes duaux continus et discrets.

Remarque 7.1.2. Le probleme dual n’a pas besoin d’avoir une signification physique car il
ne nous sert qu’a faire entrer en jeu l'opérateur Q. Il s’agit purement d’un artifice de calcul
pour faire apparaitre ’erreur goal-oriented. On peut le voir comme une maniére de récupérer
de linformation sur la nature de [’observable.

On fait maintenant le lien entre ’erreur sur les problémes primaux, duaux et ’erreur goal-
oriented. C’est un calcul classique. On pose

ep = |l — wnll,
ea = |lp — pnll-

1. Pour A € C et 1,2 € V ou V est espace d’approximation, on a Q(p1 + Apa) = Q(p1) + AQ(p2). Un
exemple de Q non—linéaire serait une mesure d’énergie en un point.
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les erreurs sur la solution du probléme primal, respectivement dual. On a d’une part
a(e — n,¥n) = 0.

D’autre part, pour tout ¢,y € V, on a

Q(¢) — Q¥n) = a(y) — ¥n, p).
En particulier,

Q) — Qen) = ale — ¢n, p)-
Par ailleurs, ¢y, pr, € Vj, et

Q) — Qen) = ale — ¢n, p — pn)-

Avec la continuité de A, il vient

1Q(p) — Q(en)| < [IAI[ll — @l o — pnll | (7.4)

On a obtenu une borne supérieure pour ’erreur goal-oriented. Elle fait explicitement intervenir
les mesures d’erreur pour le probléme primal et le probléme dual. Elle permet encore de donner
a priori le pire taux de convergence possible pour eg en fonction des taux de convergence de
ep et eq. On peut remarquer que si e, et eq convergent au méme taux uniforme, alors ’erreur
goal-oriented converge deux fois plus vite que I’erreur sur les courants !

Supposons par exemple qu'on considére l'équation Si, résolue sur un cercle avec V,, =
P°(T3), le taux de convergence uniforme pour e,q est en O(h*?2). On est alors en mesure
d’affirmer que le taux de convergence uniforme pour eg est au moins en O(h?).

Une conséquence immédiate (et positive) est la suivante : le maillage de résolution 7;, n’a
pas besoin d’étre trés fin pour garantir une bonne approximation de 1’observable

Q!

On se demande maintenant si il existe des indicateurs a posterior: pour les problémes de
type goal-oriented.

7.1.2 Eléments de littérature sur le goal-oriented

On présente ici succinctement et de maniére non-exhaustive quelques méthodes pour guider
un algorithme de raffinement auto-adaptatif goal-oriented. Elles sont principalement basées sur
I'utilisation conjointe d’une indication d’erreur a posteriori sur le probléme primal qu’on appelle
np et d'une indication d’erreur a posteriori sur le probléme dual ny. Ces indicateurs peuvent
étre n’importe lesquels parmi ceux introduits précédemment ou de la littérature.

Une premiére maniére consiste (voir par exemple [62]) & sélectionner 1'un des deux indica-
teurs 7, ou bien 74 et & I'utiliser pour le guidage de I’algorithme de raffinement. Son avantage est
qu’elle ne nécessite que le calcul du probléme primal ? mais ne prend pas en compte 'influence
du probleme dual et de 'observable sur la convergence.

2. Lorsque l'opérateur A est auto-adjoint, le calcul des deux problémes ne cofite pas, en soit, beaucoup plus
cher puisque seul le second membre change entre le probléme primal et le probléme dual.
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Une seconde stratégie consiste a pondérer élément par élément un indicateur par l'autre.
Par exemple, Walsh [65] propose, dans le cas ot 7, et 74 sont les indicateurs résidu pondérés,
I'indicateur local sur un élément 75, € 7,, N = nombre d’éléments dans Tj,

Nr, = IMax (Zinla}}\] npm /r’d,Tk ) ]I:nla}%\f np,'rk nd77j> .

Il compare ensuite chaque 7, a 0.6 maxz—;._n 7, pour décider si un élément doit étre raffiné
ou non.

On évoque une autre possibilité pour le raffinement. Il s’agit comme précédemment de
calculer 7, et 74, sauf que la pondération est cachée par la stratégie de raffinement : a ’étape {
de I'algorithme itératif, on calcule les indicateurs et on génére les maillages T;41, et 7114 qui
correspondent aux maillages raffinés obtenus en utilisant pour le marquage des éléments 7,,
respectivement 74. L’idée consiste alors & choisir le maillage 7,1, entre 71, et 714 tel
que

card(7;41) = min(card(741p), card(Ti11.4))-

Il existe enfin une stratégie qui consiste a utiliser un indicateur d’erreur "mixte" primal-
dual. Cette idée est développée dans [56]. Il s’agit de pondérer le résidu du probléme primal
par l'erreur du probléme dual. C’est cette stratégie qu’on va mettre en ceuvre dans la partie
7.2 pour construire un indicateur goal-oriented pour ’équation Sy, .

7.1.3 Exemples d’intérét pour Q

On donne deux exemples pour I'observable Q qu’on particularise dans le cas de I’équation

Sk

-

) . .. ou ey
On rappelle que pour cette équation, 'inconnue est p = | —| le saut de dérivée normale

on

du potentiel acoustique au passage de la surface I'.

7.1.4 Le champ proche

Le calcul du champ proche consiste a calculer, en un point du domaine de propagation
x, ¢ I', la valeur du potentiel acoustique u(z,). En équations intégrales, il faut reconstruire ce
champ a partir de I'inconnue .

Pour cela, on utilise la formule de représentation du théoréme 2.1.3 avec la propriété que
pour une condition limite de type Dirichlet sur le potentiel u on a [u] = 0. La valeur du potentiel
acoustique généré par o en un point quelconque du domaine de propagation en dehors de I' est
alors

(Qproche(9)) () = /FGk:w (zp, y) 2(y) dyy |, z, ¢ I (7.5)

Dans ce cas, on a

prroche = ka .

Un exemple typique d’application serait le calcul du niveau sonore en un point particulier d’une
piece.
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7.1.5 Le champ lointain

En opposition au champ proche, on se demande comment un observateur renvoyé a 'infini
dans une direction donnée percoit I'onde diffractée : quelles sont les directions dans lesquelles
I'onde est diffractée ? Avec quel niveau ?

Il s’agit en fait d’étudier le comportement asymptotique du champ proche lorsque |z,| — oco.
En 2D, on a

eihwlzl T 1
u(x) = W ad(m) + o(m

ou on appelle aq(.) 'amplitude du champ lointain telle que

)

T 1+

) = e ¢ A D (7.6)
En 3D,
6ikw|m| 1 ik E
u(z) = 2 E/Fe WY o(y) dry.

L’observable est par conséquent

T 141 ik Z
Qlointain(‘p)(u_') = 4\/ﬂ - € : El Sp(y) d’Yy (77)
et
1+ 2.
leointain - 4me g oY . (78>

On est désormais en mesure de construire un indicateur goal-oriented pour I’équation S, .

7.2 Un indicateur a posterior: goal-oriented pour I’équa-
tion S,

Dans cette partie, on construit un indicateur d’erreur a posteriori goal-oriented pour une
observable de la forme de celle de I’équation (7.1).

Remarque 7.2.1. La construction ne fait pas l’objet d’une justification rigoureuse au sens ot
on ne justifie pas la convergence rapide des termes mis de cOté.

On part de
eq = la(e — @n, p — pu)l,
= [(rn.p— pn)l s = f — Apn,
< Z |(rhs p = pi)z -
TET

On cherche a approcher correctement eq = p — p,. Pour cela, on applique encore la méme
méthode que précédemment ce qui permet de définir un indicateur d’erreur a posteriori goal-
oriented.
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Théoréme 7.2.1. L’indicateur d’erreur a posteriori goal-oriented définit par

/ rr(y) (Mp2pn — pu)(y) dyl

Ngo,r =
" (7.9)
Ngo = Z Ngo,r
TETH

est fiable et local. De plus, la constante de fiabilité est Chapinte = 1 Sous conditions de régularité
sur p.

Démonstration. Voir la méthode de construction de l'indicateur. OJ

Remarque 7.2.2. Cet indicateur nécessite l’assemblage du probléme primal et du probleme
dual !

Dans la partie suivante, on donne des exemples numériques pour I'indicateur 7.

7.3 Exemples pour les indicateurs goal-oriented

On effectue des simulations numériques pour faire la preuve de concept de la construction
de I'indicateur 7.

Pour cela, on se restreint au cas A = Si,. On choisit k, = 20. Les cas tests sont les
cercle de rayon R = 0.9, le carré de coté a = 1 et un triangle équilatéral de coté e = 2
afin de présenter un cas non-symétrique. L’observable Q est le champ lointain (voir 7.1.5). Le
paramétre de raffinement est Opgqe. = 0.5. Pour chaque cas, on compare I'erreur goal-oriented en
raffinement uniforme avec ’erreur goal-oriented lorsqu’on utilise un algorithme de raffinement
auto-adaptatif.

7.3.1 Cas du cercle R =0.9

Le cercle de rayon R = 0.9 est éclairé par une onde plane se propageant le long de 'axe
—e,. On observe le champ lointain pour la direction 6, gaq = 180° i.e. derriére 1'objet.

La valeur de référence du champ lointain pour le calcul de 'erreur exacte €eygacte €st calculée
analytiquement. Les résultats de convergence sont présentés sur la FIGURE 7.1. On com-
mente tout d’abord ce qui se passe pour l'indicateur : que ce soit en raffinement uniforme ou
auto-adaptatif, I'indicateur 1o converge au moins au taux maximum de convergence O(Nge‘r)’m).
Cela correspond a l'estimation a priori puisque les solutions du probléme primal et dual sont
réguliéres et convergent chacune, en raffinement uniforme au taux optimum O(V, e}i{f).

Néanmoins, 7o est beaucoup trop optimiste en ce qui concerne la valeur exacte de l'erreur
puisqu’on se rend compte que celle-ci ne converge qu’en (’)(N;lfm). Ce taux correspond au
taux de convergence de I'erreur géométrique! L'indicateur no converge trop vite et l'erreur
géométrique prédomine. Ainsi, et ce dés que la géométrie admet une sous-partie courbe, ’erreur
Eexacte NN€ CcONverge pas plus vite que l'erreur géométrique. Les seules issues possibles sont alors

— prendre en compte l'erreur géométrique dans le calcul de I'indicateur 7o,

— ou bien utiliser un maillage iso—paramétrique. . .

7.3.2 Cas du carre a =1

De la méme maniére que pour le cercle, le carré est éclairé par une onde plane se propageant
le long de 'axe —e, pour ky, = 20, 84 = 0.753. On calcule le champ lointain pour Gg,y_peq = 180°.

3. On prend un paramétre plus élevé que précédemment afin de générer moins d’itérations pour arriver a
un nombre d’éléments donnés. Il s’agit purement d’un artifice pour la représentation des données afin de mieux
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Cercle de rayon R = 0.9, k,, = 20, c.l. Dirichlet, far—field—oriented

******* [l St Bt Bl B e o

?TTT

L ﬂjént@

103
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,*\:::\::\:1:\5.1

BN e,

l
l

T
T

Valeur de 'indicateur

FIGURE 7.1 — Convergence far—field—oriented pour le cercle de rayon R = 0.9 pour k,, = 20,
04 = 0.5, guidage par 7o.

La solution de référence est calculée a partir d’'un maillage trés raffiné. Les résultats de
convergence sont présentés sur la FIGURE 7.2. Il apparait immédiatement que le raffinement
uniforme est sous-optimal ce qui est une conséquence logique de la sous-optimalité vis-a-vis
de D'erreur sur le probléme primal (et dual). Le taux de convergence est alors en O(N_137) ~

elem
O(N;jf Ne]ezrflg) i.e. le taux minimal possible déduit de 'estimation a priori.

On constate que I'algorithme auto-adaptatif guidé par ng permet de retrouver le taux maxi-
mum en O(N;2 ) ce qui implique quil trouve un optimum prenant en compte & la fois le

probléme primal et le probleme dual.

Remarque 7.3.1. On constate rapidement que Nexacte arréte brutalement de converger. Cela
est di a lapprozimation qui est utilisée pour le calcul de la référence.

7.3.3 Cas du triangle équilatéral e = 2

La source est la méme que précédemment. On choisit encore 64 = 0.75. La technique pour
le calcul de la référence est la méme que pour le calcul de la référence pour le carré.

Les résultats de convergence sont présentés sur la FIGURE 7.3. Comme pour le carré, la
convergence uniforme est sous-optimale et I’erreur exacte est mal restituée par ng. Au contraire,
I'utilisation du raffinement auto-adaptatif permet de retrouver le taux maximal de convergence
en O(N;leil). De plus, on a une trés bonne adéquation entre €egacte €t 1g. Lorsqu’on raffine

trop le maillage, on atteint les limites du calcul de la référence et la valeur de eqxacte augment
subitement.

mettre en valeur le taux en O(Ne_le?’m) avant que la qualité de 'approximation de la valeur de référence ne
devienne insuffisante.
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7.3.4 Comparaison des maillages générés

On conclut cette sous-partie sur le goal-oriented numérique en comparant les maillages
obtenus lorsque l'algorithme de raffinement est guidé par 7,, (donc un indicateur classique
sur la solution) ou bien lorsqu’il est guidé par 7ng. Il n’y a aucune raison a priori pour que les
raffinements se trouvent au méme endroit puisque I'indicateur goal-oriented prend en compte les
propriétés de 'observable. On présente sur la FIGURE 7.4 les maillages obtenus apres quelques
itérations de ’algorithme itératif sur le cercle lorsque Ngjem = 200. Les parameétres de simulation
sont inchangés. En ce qui concerne le marquage par 7,,, on constate que I'indicateur marque

Maillage obtenu apres raffinements successifs, Maillage obtenu apres raffinements successifs,
cercle R =1, ~ 200 éléments, indicateur 7,, cercle R =1, ~ 200 éléments, indicateur g
T T T T T T T
1F 1 1r ]
""""""""""" ./.w Lng """--..,“\ .
- ~.,
0.5 S 1 0.5+ 1
> 0r 4 0> 0r N
—0.5F 8 —0.5F R
S /"..
............. T, --._.....-—-—"'/
-1+ - —1F .
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 —0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
x x

FIGURE 7.4 — Comparaison des maillages obtenus par marquage avec 7,, et ng, cercle R = 1.

préférentiellement le coté recevant I'onde incidente. Cela correspond & des zones ot la valeur de
la solution de I’équation intégrale est élevée. Autrement dit, c’est une zone ou il y a beaucoup
de signal.

Le maillage généré par un marquage avec 7o est différent : les raffinements se concentrent
sur le haut et le bas de la sphére. On peut 'analyser de cette maniére : I'observable est une
grandeur spatial et non plus surfacique. Le phénomeéne important pour I’évaluation du champ
lointain est le phénoméne qui a lieu & la transition avant—arriére de la sphére, la o a lieu la
diffraction.

On présente sur la FIGURE 7.5 le maillage pour le carré lorsque Ngjep = 200. On sait que la
solution présente des singularités aux coins ce qui se traduit logiquement par un sur-raffinement
a ces endroits 1a. Il est donc trés important aux coins correspondant a la face frontale du carré.

Dés lors qu’on s’intéresse au champ lointain derriére le carré, la zone importante devient les
faces en haut et en bas du carré ce qui se traduit par un raffinement important et relativement
homogeéne avec une légére concentration aux coins.

Similairement, on présente les maillages obtenus pour le triangle pour Ngen & 200 sur la
FIGURE 7.6. Dans le cas d'une estimation sur les courants, c’est la face présentée & 1’onde
incidente, et les coins, qui sont raffinés alors que les parties se trouvant dans la zone d’ombre ne
le sont que peu. Lorsqu’on est ans le cadre d’une estimation sur Q, on constate que les coins,
y compris celui dans la zone d’ombre, sont raffinés mais que les faces le sont peu.
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Maillage obtenu apres raffinements successifs, Maillage obtenu apres raffinements successifs,
carré a = 1, = 200 éléments, indicateur 7,, carré a = 1, ~ 200 éléments, indicateur ng
T T T T T T T
0.5+ P 1 4 0.5 T 4
0.25 - B 0.25 B
= 0r 4 > 0 i
—0.25 - . B —0.25 - B
—0.5 - beeiiiiinnnns i 4 —05 - R | 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—0.5 —0.25 0 0.25 0.5 —0.5 —0.25 0 0.25 0.5
T x

FIGURE 7.5 — Comparaison des maillages obtenus par marquage avec 7,, et ng, carré a = 1.

Maillage obtenu apres raffinements successifs, Maillage obtenu apres raffinements successifs,
triangle e = 2, ~ 200 éléments, indicateur n,, triangle e = 2, &~ 200 éléments, indicateur g
T T T
2r q 2 B
A
1.5+ - 15f FAY ]
1 q 1 B
= EN
0.5F . 0.5F b
OF e e ettt e simmmnniiiieieieieiatitieeeaananan. - il 0oF Coeeemeeestses e ss et bbb e =Y i
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 —-0.5 0 0.5 1 -1 —-0.5 0 0.5 1
x T

FIGURE 7.6 — Comparaison des maillages obtenus par marquage avec 7,, et 1¢, triangle e = 2.

Les indicateurs sur le probléme primal et goal-oriented ont bien des comportements diffé-
rents en ce sens qu’ils ne générent pas la méme suite d’espaces d’approximation.

7.4 Conclusion sur l'indicateur goal-oriented

Dans ce chapitre, on a introduit un indicateur d’erreur a posteriori goal-oriented. On a
montré par construction qu’il est fiable. Il est relativement simple & mettre en ceuvre puisque
la seule difficulté se trouve dans le calcul du résidu du probléme primal. Un autre avantage
est qu’il est indépendant, dans sa forme, de I'observable considérée qui n’intervient que dans
le second membre du probléme dual. Un désavantage certain est le cotit de I'approximation de
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I’erreur duale puisqu’il faut résoudre le probléme dual sur un maillage raffiné. Par ailleurs, le
calcul du résidu peut étre accéléré en utilisant des méthodes rapides du type FMM.

On a vérifié numériquement la fiabilité sur le cercle ainsi que 'optimalité de sa convergence.
Cela a permis de mettre en évidence I'importance de I'erreur géométrique dans la convergence de
Ierreur exacte sur la valeur des observables. On a ensuite montré sur le carré que 1'utilisation
d’un indicateur goal-oriented tel qu’introduit en 7.2 permet de converger au moins au taux
maximum O(N2 ).

La technique mise en ceuvre dans ce chapitre se généralise facilement aux autres opérateurs
intégraux. Un axe de recherche potentiel est la prise en compte de l'erreur géométrique dans
I'indicateur 7g. Néanmoins, on peut supposer que, dans le cas d'une géométrie courbe, la
convergence optimale de l'indicateur en O(N, ;s’m) implique la convergence de l'erreur exacte en
O(Naim)-

Les applications d’un tel indicateur sont multiples. On peut ainsi s’en servir pour calculer
précisément une fréquence de résonance au sein d’une cavité. Une méthodologie possible serait
par exemple d’effectuer un balayage en fréquence ky, € [ky, ., kw,..]- Pour chaque fréquence de
I’échantillon, on résout les problémes primal et dual. La précision du calcul est alors garantie

par l'utilisation d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif.
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Conclusion

Le développement de ce manuscrit arrive a sa fin. On en rappelle ici les grandes lignes et
les principaux résultats.

Au chapitre 3, on a montré que certains indicateurs d’erreur a posteriori choisis dans la litté-
rature peuvent étre utilisés sous la méme forme pour les problémes de propagation acoustique.
La raison principale est que la partie compacte des opérateurs intégraux relatifs a I’équation de
Helmholtz se traduit par des termes d’ordre élevé qui sont négligés dans le cadre de I'indication
d’erreur a posteriori. On a donc pu se référer aux démonstrations faites dans le cas de I’équation
de Laplace. Cette partie compacte pose probléme lorsqu’on cherche a prouver la convergence
(quasi-)optimale des indicateurs d’erreur. Sur le cas de U'indicateur "résidu—pondéré" auquel on
s’est intéressé, on n’avait plus 'orthogonalité de la solution numérique par rapport a ’espace de
test pour le produit scalaire issu de la partie coercive des opérateurs intégraux. On a alors adapté
la démonstration et démontré la convergence quasi-optimale de I'indicateur "résidu-pondéré"
pour les opérateurs intégraux issus de 1’équation de Helmholtz. Les indicateurs introduits dans
ce chapitre ne sont cependant pas systématiquement efficace, et jamais "exacts" sous forme
localisée.

Au chapitre 4, on a introduit un nouvel indicateur d’erreur a posteriori dit "indicateur—A"
pour l'acoustique. Cet indicateur utilise une technique de localisation de la norme du résidu
basée sur un opérateur A qui peut étre, dans le meilleur des cas, un isomorphisme. On a montré
que cet indicateur d’erreur est, sous cette derniére condition et sur surface lipschitzienne fermée,
systématiquement fiable, efficace et local. Dans le cas des surfaces fermées C*°, on a montré
que le caractére isomorphe n’est pas requis. De plus, on a construit ces opérateurs A de telle
sorte que l'indicateur d’erreur associé soit asymptotiquement exact en norme de Galerkin. Cela
passe notamment par le calcul d’une approximation de I'inverse de la racine carrée de la partie
coercive de l'opérateur intégral inversé. On a alors donné deux formes possibles pour A : une
sous forme intégrale et une sous forme de puissance d’un opérateur différentiel classique.

Le chapitre 5 a permis de vérifier numériquement les extensions du chapitre 3 et le concept,
et son développement, de 'indicateur—A du chapitre 4. On a montré sur de nombreux exemples,
notamment en acoustique 2D, et y compris sur des géométries ouvertes, que les indicateurs de la
littérature guident optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif. On a notamment
vérifié qu’il en va de méme pour 'indicateur—A. Il est, en particulier, robuste en fréquence et en
géomeétrie, et asymptotiquement exact. On a donné quelques exemples en 3D pour le probléme
de Neumann qui se sont avérés concluants.

Au chapitre 6, on a généralisé les indicateurs d’erreur a posteriori de ’acoustique au pro-
bléme de propagation d’une onde électromagnétique pour lequel 1’équation résolue est 'EFIE.
On a alors proposé un indicateur par reconstruction d’espace et on I’a validé numériquement.
On a ensuite démontré la convergence quasi-optimale de I'indicateur "résidu pondéré" de No-
chetto & Stamm. On 'a également validé numériquement. Aprés cela, on a étendu le concept
de l'indicateur—A en proposant deux formes différentes pour 'opérateur A : une basée sur la dé-
composition de Helmholtz du résidu et une basée sur une localisation directe de la norme Hr;é 2,
Pour la premiére, on a montré que l'indicateur associé est théoriquement asymptotiquement
exact. On n’a pas réussi a 'utiliser pour le guidage d’un algorithme auto-adaptatif et on pense
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qu’il s’agit essentiellement d’un probléme de précision de 'implémentation. Néanmoins, on ob-
tient des taux de convergence cohérents lorsque l'algorithme est guidé par un autre indicateur.
Pour la seconde forme, on n’a plus le caractére "asymptotiquement exact" pour ’erreur mais on
I’a par rapport a la norme du résidu. De plus, le calcul de I'indicateur est plus simple et il guide
avec succes un algorithme de raffinement. Il est encore nécessaire d’effectuer des améliorations
sur la précision du calcul de I'indicateur. Enfin, on a dérivé de 'indicateur résidu de Nochetto &
Stamm un indicateur d’erreur mesurant ’erreur sur les charges (et non plus l'erreur totale). Ce
dernier indicateur est simple et rapide a calculer et il semble guider efficacement un algorithme
de raffinement auto-adaptatif.

Dans le dernier chapitre 7, on a changé de thématique en s’intéressant a la problématique
du raffinement de maillage goal-oriented. On a notamment proposé un indicateur d’erreur a
posteriori goal-oriented pour I'équation associé a 'opérateur de simple couche en acoustique. Il
utilise le principe de I'indicateur par reconstruction en acoustique introduit au chapitre 3. On a
montré numériquement qu’il permet de guider optimalement un algorithme de raffinement auto-
adaptatif et que les maillages produits différent selon qu’on raffine en étant basé sur ’erreur sur
la solution ou sur le goal. Cela a permis de mettre en évidence le role de 'erreur géométrique.

Le résultat le plus important de cette thése est bien le nouvel indicateur d’erreur a posteriori
(I'indicateur—A) introduit au chapitre 4. Premiérement, il est inconditionnellement fiable et ef-
ficace sur surface lipschitzienne fermée. De plus, il est construit pour étre asymptotiquement
exact sur surface de classe C*°, mais on constate numériquement que c’est encore le cas lorsque
la surface est polygonale et ouverte. Deuxiémement, la forme abstraite de I'indicateur d’erreur
est "universelle" et n’est pas liée a l'espace dans lequel se trouve le résidu. Le principe peut
donc se généraliser a d’autres phénomeénes de propagation d’onde, ce qui a été fait pour 1’élec-
tromagnétisme. Cela a permis de proposer les premiers indicateurs d’erreur a posteriori fiables
et efficaces pour 'EFIE. Cet indicateur est un peu plus cotiteux, en termes de calculs, qu'un
simple indicateur basé sur une localisation standard de la norme du résidu. On peut décider
de choisir ce dernier pour le guidage de 'algorithme auto-adaptatif, et d’utiliser I'indicateur—A
toutes les n itérations pour mesurer la valeur de I'erreur exacte.

On n’a pas poussé ’étude aussi loin mais il est probable que ce concept s’étende aux pro-
blémes de propagation d’onde en élastodynamique.

On a un second résultat important : les indicateurs d’erreur présentés ici sont donnés sous
la forme de grandeurs locales mais il n’y a aucune raison a priori qu’ils soient représentatifs
de Terreur locale. En effet, les opérateurs intégraux (et l'opérateur A qui est un opérateur
pseudo—différentiel) font perdre cette propriété. Malgré cela, on montre théoriquement ou nu-
mériquement qu’ils permettent de faire converger optimalement ’erreur via un algorithme de
raffinement auto-adaptatif!

Un autre aspect mis en évidence ici est qu’il est probablement impossible, avec les techniques
de maillage et de raffinement conventionnelles, de retrouver le taux de convergence maximal
en 3D. Cela provient du fait que ces techniques de raffinement rajoutent trop d’éléments (raf-
finement local isotrope, propagation de la conformité géométrique aux éléments voisins,. .. ) ce
qui n’a pas lieu d’étre en 2D. Une maniére de contourner cette difficulté consiste a utiliser du
raffinement anisotrope avec des éléments allongés dans une direction. Par exemple, si on se
place le long d’une aréte d’un cube, les simulations montrent que la solution évolue peut le long
de 'aréte, mais beaucoup dans la direction normale de ’aréte. Du remaillage isotrope ne prend
pas en compte cette spécificité, mais du remaillage anisotrope va se contenter de multiplier les
éléments dans la direction normale sans modifier le nombre le long de I'aréte : on en géneére
donc beaucoup moins.
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Un autre axe de développement dont on a commencé l'investigation, est 'indication d’erreur
goal-oriented en BEM. On pense que l'indicateur d’erreur introduit ici se généralise aisément a
d’autres équations en acoustique, mais également en électromagnétisme, et plus généralement
aux équations BEM.

Le principe des indicateurs—A nous offre également une approche pour déterminer une es-
timation de l'erreur algébrique induite par l'utilisation d’un solveur itératif. Cette estimation
sera de méme nature que l'erreur de discrétisation (en fonction d’une norme sous-jacente a
la méthode d’approximation) et devrait ainsi nous permettre de proposer des critéres d’arrét
efficaces.
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We then establish new a posteriori error
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asymptotically exact with respect to the
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