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Introduction

Cette thèse s’inscrit dans le cadre d’un projet de recherche visant à fournir des outils pour
la mesure et le contrôle automatique de l’erreur d’approximation faite lors de la résolution
numérique des équations intégrales de frontière relatives aux problèmes de propagation d’onde
acoustique et électromagnétique en milieu homogène ouvert ou fermé.

La résolution de problèmes de propagation d’onde intervient dans de nombreux domaines de
l’industrie comme de la recherche. En acoustique, des applications courantes sont par exemple le
calcul de l’acoustique d’une salle de concert (c’est un problème fermé puisque l’environnement
est clôt), le volume sonore au sol provenant des moteurs d’avion (le domaine de propagation
est ici infini). En électromagnétisme, cela peut être la signature d’un avion éclairé par un
radar, le calcul du champ généré par une antenne (satellite, radar, . . . ), ou encore le calcul
des interactions entre composants électroniques dans le cadre de vérifications de compatibilité
électromagnétique.

Le problème peut être abordé de deux manières. On peut privilégier une approche tempo-
relle avec des équations d’ondes classiques issue directement des modèles physiques. C’est une
approche utile lorsque le phénomène vibratoire couvre une large bande de fréquences. C’est
également la seule alternative possible lorsqu’on souhaite étudier les phénomènes transitoires
(en temps). Dans ce cas, on part d’un état initial du système qu’on fait évoluer dans le temps.
Cela nécessite la mise en œuvre de méthodes pour résoudre deux problèmes : il faut pouvoir dé-
terminer l’état du système à un instant t à partir des états précédents, puis il faut être capable
de le faire évoluer de t à t+ δt. En particulier, il faut souvent choisir entre stabilité incondition-
nelle du schéma temporel mais pour lequel l’itération t→ t+ δt est coûteuse (schéma temporel
implicite), ou bien une stabilité conditionnelle (de type Courant-Freidrichs-Lewy) moins coû-
teuse par itération mais susceptible d’induire un plus grand nombre de ces itérations et des
problèmes de stabilité (schéma explicite).

L’autre approche est l’approche fréquentielle. Elle est particulièrement adaptée lorsque
le spectre du signal est réduit ou lorsqu’on ne s’intéresse qu’à une fréquence en particulier. L’ap-
proche fréquentielle a cet avantage qu’il n’y a pas d’évolution temporelle à gérer. Elle s’obtient
à partir de l’approche temporelle en postulant une solution oscillant de manière sinusoïdale en
temps à une fréquence connue mais dont on ignore l’amplitude et la phase. Le problème devient
purement spatial. L’équation obtenue est du type de l’équation de Helmholtz

∆u+ k2
w u = 0

où kw ∈ R est le nombre d’onde tel que kw =
2π

λ
avec λ la longueur d’onde.

Cette équation peut être résolue par plusieurs types de méthodes numériques. Une méthode
très répandue est la méthode des Eléments Finis (FEM). C’est une méthode volumique aisée
à mettre en place. Elle permet de gérer efficacement les milieux hétérogènes et elle induit
une matrice à inverser creuse. Dans le cas de milieux non-bornés, des conditions limites d’ondes
sortantes du type Perfectly Matched Layers peuvent être facilement implémentées. Elle présente
cependant quelques désavantages. D’une part, c’est une méthode qui induit de la dispersion
numérique mais ce problème peut être réglé par l’utilisation d’approximations d’ordre élevé.
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D’autre part, la forme bilinéaire associée n’est pas coercive et le conditionnement de la matrice
est très mauvais : dans le cas d’une inversion directe (problème 2D, ou petit problème 3D),
cela ne pose pas de problèmes ; dans le cas d’une inversion par méthode itérative (problème
3D conventionnel), par exemple par un algorithme de type GMRES, le coût de résolution
augmente fortement car de nombreuses itérations sont nécessaires. C’est un problème qui reste
encore difficile à pré-conditionner.

La méthode à laquelle on s’intéresse dans cette thèse est basée sur les équations inté-
grales. On parle de méthode des éléments finis de frontière, ou Boundary Element Method
(BEM). Ces équations sont obtenues par intégration par parties de l’équation de Helmholtz
sur le domaine de propagation. On y adjoint une condition de radiation à l’infini pour sélec-
tionner l’onde sortante du domaine et obtenir un problème bien posé. Au contraire des autres
formulations, il n’y a pas de condition limite à l’infini à imposer puisqu’elle est intrinsèque à
l’équation. Supposons qu’on appelle Ω l’objet diffractant, Γ = ∂Ω sa frontière. Les équations
intégrales s’expriment comme des intégrales sur Γ. Le second membre de l’équation va dépendre
de la condition limite imposée sur Γ. Ce sont des problèmes purement surfaciques dont l’un
des avantages est de ne nécessiter que le maillage de Γ lors de la discrétisation du problème.
Le nombre de degrés de liberté par rapport à une méthode volumique est donc plus faible ! Un
autre avantage est la faible dispersion numérique des méthodes associées car la solution fonda-
mentale de l’équation est prise explicitement en compte dans les formulations intégrales. Elles
sont donc très précises ! Il y a évidemment des inconvénients pour ces méthodes. Un premier
désavantage est qu’elles ne peuvent être utilisées directement sous la forme la plus simple que
lorsque le milieu de propagation est homogène. Quelle que soit la méthode de discrétisation
choisie, les matrices issues des équations intégrales sont pleines ce qui pose le problème aussi
bien du stockage (en N2 avec N une dimension de la matrice), ou de l’inversion (en N3, si
l’inversion est directe, en N2 par méthode itérative). Ce dernier soucis peut être résolu par des
méthodes de compression de matrice comme la Fast Multipole Method (pour laquelle la com-
plexité de l’ensemble est en O(N log(N))) ou les H–matrices. On peut mentionner ensuite la
mise en œuvre complexe, nécessitant en particulier l’évaluation précise d’intégrales singulières
en plusieurs dimensions. Enfin, il faut faire un compromis entre la précision de la formulation
utilisée et le conditionnement des matrices associées. Ce dernier problème est en grande partie
résolu par l’utilisation de formulations combinées. De plus, les équations intégrales peuvent être
efficacement pré-conditionnées.

Les avantages certains des formulations basées sur les équations intégrales en font des mé-
thodes de choix pour la résolution de problèmes de propagation d’onde en milieu homogène. Ce-
pendant, leurs désavantages sont susceptibles de freiner leur développement. Une des manières
d’en faciliter l’utilisation est d’automatiser la chaîne de calcul, de la génération du maillage à
la production du résultat final à la précision souhaitée.

Pour cela, on se propose de mettre en place un algorithme de raffinement auto-adaptatif.
L’objectif d’un tel algorithme est de produire une suite de maillages garantissant une conver-
gence de l’erreur d’approximation vers une erreur cible fournie par l’utilisateur, certifiant ainsi
la validité d’un calcul. Une boucle de raffinement auto-adaptative fonctionne de la manière
suivante : on effectue une résolution sur un maillage initial, on estime l’erreur d’approximation
sur l’ensemble du maillage, on marque ensuite les éléments du maillage où cette erreur est la
plus grande selon un critère pré-défini, on raffine les zones marquées puis on itère le proces-
sus jusqu’à ce que l’indication d’erreur corresponde à la cible prescrite par l’utilisateur. Par
exemple, on peut imaginer partir d’un maillage "grossier", éventuellement mauvais du point
de vue des règles de bonne pratique mais généré rapidement, puis prescrire une erreur cible et
enfin de laisser l’algorithme auto-adaptatif générer la suite de maillages jusqu’à convergence de
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l’erreur. On peut donc expliciter trois objectifs majeurs :
— le premier objectif est de garantir la précision d’un calcul par rapport à une prescription

de l’utilisateur.
— le second objectif est de proposer un maillage "idéal" du point de vue de la simulation.

Ce maillage peut servir de base pour des simulations futures, par exemples à d’autres
fréquences.

— le troisième objectif est enfin de réduire le coût global du calcul en économisant du temps
sur la génération du maillage.

Un des points clés du raffinement auto-adaptatif est donc la mesure de l’erreur d’approximation.
On fait alors appel à des outils permettant cette mesure de l’erreur. On les appelle indica-

teurs d’erreur a posteriori et on les note η. Si on pose Th une discrétisation de Γ et τ ∈ Th
un élément de cette discrétisation, ces indicateurs permettent de mesurer l’erreur sur chaque
élément τ . Posons encore u la solution exacte et uh son approximation numérique. L’indicateur
η est une grandeur qui doit pouvoir se calculer uniquement à partir de uh et des données du
problème tout en donnant une information sur eh = u − uh. Il s’exprime généralement sous
forme d’une norme. Cette information peut être

— qualitative : on récupère une information sur le comportement en convergence de l’erreur,
— quantitative : on récupère une information sur la valeur de l’erreur.

On doit alors exiger un certain nombre de propriétés sur η :
— fiabilité : l’indicateur ne converge pas plus vite que l’erreur,
— efficacité : l’erreur ne converge pas plus vite que l’indicateur. Cette propriété n’est pas

indispensable mais permet entre autres de garantir la convergence optimale d’un algo-
rithme de raffinement auto-adaptatif.

— localité : l’indicateur peut se décomposer sur les éléments du maillage. Elle est donc
cruciale pour la bonne identification des zones à raffiner.

C’est cette dernière propriété qui est le cœur de la problématique de l’indication d’erreur a pos-
teriori en équations intégrales. En effet, les espaces fonctionnels de Sobolev entrant en jeu dans
les équations intégrales sont souvent d’ordre non entier. Par conséquent, les normes associées
n’ont pas cette propriété de localité et il devient difficile de construire de tels indicateurs.

La problématique de l’indication a posteriori n’est pas nouvelle et remonte à la fin des
années 70 avec les travaux de I. Babuška et W. C. Rheinboldt [4, 5] en éléments finis. Dans
la foulée, toute une zoologie d’indicateurs pour la FEM ont été développés dont un aperçu
peut être obtenu dans [2]. On a alors pu voir apparaître la notion de convergence optimale d’un
algorithme auto-adaptatif. La convergence optimale signifie que l’indicateur d’erreur garantit un
certain taux de convergence pour celle-ci. Elle est résumée, ainsi qu’une manière de la prouver,
dans [16].

En BEM, le problème majeur est l’extension des indicateurs existant pour d’autres méthodes
en contournant la non-localité des normes et des opérateurs. On trouve cependant une littéra-
ture solide sur le sujet, essentiellement lorsqu’on s’intéresse à des problèmes scalaires comme
les équations relatives au problème de Poisson ou de Helmholtz. Ces indicateurs se répartissent
en plusieurs grandes familles. La première grande famille est basée sur le fait que la norme du
résidu de l’équation est une grandeur équivalente de l’erreur d’approximation. Cette propriété
est notamment utilisée par B. Faermann dans [34] qui se base sur l’indicateur de Babuška-
Rheinboldt, et [33, 35] en définissant son indicateur localement sur un élément τ comme une
norme sur un patch d’éléments ωτ autour de cet élément. A peu près à la même époque, on
a les travaux de C. Carstensen [14], poursuivis dans [17]. Ces indicateurs sont basés sur des
localisations des normes non-locales en norme L2 pondérée par une taille locale caractéristique
du maillage. Dans leur cadre d’utilisation le plus général, ils ne sont que fiables et locaux. Une
autre famille d’indicateurs peut être regroupée dans les termes "enrichissement/reconstruction
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d’espaces". Les indicateur par "reconstruction" sont initialement introduits comme "indicateurs
par moyenne". Les indicateurs par enrichissement utilisent des bases hiérarchiques pour recons-
truire le problème et une approximation de l’erreur exacte (voir par exemple [6]). La seconde
catégorie utilise une résolution sur un maillage raffiné par rapport au maillage initial, puis une
reconstruction de cette erreur sur le maillage initial. Cela permet alors de récupérer localement
une estimation de l’erreur. On renvoie à [30] pour une synthèse.

Ces indicateurs ont chacun leurs avantages et leurs inconvénients. Les indicateurs basés sur
le résidu nécessitent son calcul, mais ne donnent pas d’idée sur la valeur de l’erreur. Ceux par
enrichissement/reconstruction sont coûteux car il faut assembler, ou résoudre un problème plus
grand. Néanmoins, ils permettent de récupérer, sous une forme non localisée, la valeur exacte
de l’erreur en norme de Galerkin (voir [19] et [20]).

Pour une partie de ces indicateurs, on est capable de prouver la convergence (quasi-)optimale
[16] lorsqu’ils sont utilisés pour le guidage d’un algorithme auto-adaptatif. C’est le cas notam-
ment pour les indicateurs utilisant une localisation du résidu [41, 37, 38], pour les indicateurs
multi-niveaux et de B. Faermann [40].

Le développement qui suit s’inscrit dans la continuité des travaux cités précédemment. Les
équations sur lesquelles on se focalise sont celles associées à l’opérateur Simple
Couche Skw et hypersingulier Nkw en ce qui concerne l’acoustique, et l’opérateur T
associé à l’équation EFIE en électromagnétisme. En effet, ce sont ceux qui font intervenir
des espaces de Sobolev d’ordre non entier. On généralise notamment quelques indicateurs de
la littérature introduits initialement pour l’équation de Laplace à l’équation de Helmholtz. On
introduit également un nouvel indicateur d’erreur a posteriori permettant de faire une synthèse
des qualités des indicateurs de la littérature, l’ensemble étant ensuite généralisé aux problèmes
d’électromagnétisme. Le manuscrit est donc organisé comme suit.

Au chapitre 1, on effectue quelques rappels généraux de mathématiques nécessaires à la
bonne compréhension des développements. On rappelle notamment la définition d’un opérateur
de Fredholm, classe à laquelle appartiennent les opérateurs intégraux manipulés dans la suite.
On donne encore les définitions des espaces de Sobolev d’ordre entier et non entier, également
particularisés pour l’électromagnétisme. On finit avec une introduction à l’analyse microlocale
en se focalisant sur les outils nécessaires à cette thèse.

Dans le chapitre 2, on ré-établit les équations intégrales. On cherche à donner une vision
la plus complète possible, mais aisément compréhensible, de la construction des opérateurs
intégraux. Ce travail est fait à la fois pour les équations intégrales en acoustique, et de manière
plus sommaire pour celles en électromagnétisme.

Le chapitre 3 est dédié à la présentation détaillée de l’indication d’erreur. Dans un premier
temps, on introduit plus en détail la notion d’indicateur d’erreur a posteriori ainsi que celle
de convergence optimale. Dans un second temps, on explicite quelques indicateurs de la litté-
rature basés sur le calcul du résidu et introduits pour le problème de Laplace. En particulier,
on étend les indicateurs basés sur une norme L2 pondérée du résidu au problème de Helmholtz
en acoustique. On effectue les démonstrations de convergence quasi-optimale des algorithmes
auto-adaptatifs guidés par ces indicateurs. Dans un troisième temps, on introduit quelques
indicateurs par enrichissement/reconstruction. On étend la sous-catégorie basée sur des recons-
tructions d’espace aux problèmes d’acoustique. Ces extensions sont basées sur le constat que les
opérateurs intégraux pour l’équation de Helmholtz ne diffèrent de ceux pour l’équation de La-
place que d’un opérateur compact. Cet opérateur compact se traduit, lorsque l’erreur converge,
par des termes d’ordre élevé dont on donne la définition dès maintenant.

Définition 0.0.1 (Terme d’ordre élevé). On dit que a est d’ordre élevé par rapport à b lorsque
a→ 0 et b→ 0 si a = o0(b).
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On peut aussi dire que a tend "plus vite vers 0" que b. Les termes d’ordre élevé sont donc des
termes qui peuvent, généralement, être négligés au sens asymptotique lors de l’analyse d’erreur
a posteriori car on ne recherche pas des inégalités avec des bornes supérieures ou inférieures
fermes.

Au chapitre 4, on introduit un nouvel indicateur d’erreur a posteriori pour l’acoustique basé
sur une localisation de la norme du résidu par un opérateur Λ. L’idée est d’utiliser cet opérateur
Λ pour "transporter" le résidu de l’espace fonctionnel auquel il appartient dans L2. On peut
alors montrer que cet indicateur est fiable, efficace et local. De plus, sous certaines conditions de
régularité sur la surface Γ, on montre qu’un choix judicieux pour Λ fait de l’indicateur d’erreur
associé un indicateur asymptotiquement exact vis-à-vis de la norme de Galerkin de l’erreur. Ce
choix judicieux consiste à rechercher Λ comme un inverse approché de la racine carrée de la
partie coercive de l’opérateur inversé lors de la résolution de l’équation intégrale. On propose
alors deux manières de construire Λ, basées toutes les deux sur des techniques d’analyse micro-
locale. Une première manière, inspirée par la thèse de M. Lecouvez [54], consiste à rechercher
Λ sous la forme d’un opérateur intégral. Cette approche se limite au cas où la surface Γ est
fermée et est peu pratique. De plus, les preuves d’efficacité et de fiabilité n’ont de sens que si Γ
est régulière (au moins C1). On donne alors une seconde manière qui consiste à considérer des
puissances de l’opérateur I −∆Γ ("identité moins Laplacien Beltrami"). On montre que cette
approche est plus agréable à manipuler et de plus valable sur des surfaces lipschitziennes.

Le chapitre 5 permet de valider numériquement la construction de l’indicateur basé sur un
opérateur Λ du chapitre 4. On valide également les extensions faites au chapitre 3. On indique
tout d’abord les techniques d’implémentation qui ont été mises en œuvre. Elles diffèrent selon
qu’on a considéré l’équation associée à Skw ou celle associée à Nkw . On effectue ensuite une
large variété de simulations en 2D. On montre notamment que l’indicateur–Λ, quelle que soit
sa forme, permet de guider optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif sur une
large gamme de fréquences, ou encore avec des sources différentes et ce sur des géométries va-
riées. En particulier, on vérifie qu’il est asymptotiquement exact en norme de Galerkin que ce
soit sous la première forme (intégrale) ou la seconde. On effectue ensuite des simulations en 3D
pour l’équation associée à l’opérateur Nkw . On vérifie à nouveau que l’indicateur est asympto-
tiquement exact et qu’il guide optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Dans le chapitre 6, on étend l’ensemble des indicateurs développés aux chapitres 3 et 4 à
l’Electric Field Integral Equation relative à la propagation d’une onde électromagnétique. Les
équations intégrales en électromagnétisme font intervenir des espaces de Sobolev surfaciques
d’ordre non entier particuliers qui rendent l’analyse a posteriori très complexe. On donne en
particulier une forme admissible pour l’indicateur par reconstruction. On prouve ensuite la
convergence optimale d’un algorithme auto-adaptatif guidé par un indicateur de type résidu
[58]. On continue en introduisant deux candidats possibles pour un indicateur–Λ. La première
forme est valable sur surface fermée et est théoriquement asymptotiquement exacte. La seconde
est extensible sur tout Γ mais on perd a priori le caractère asymptotiquement exact. Enfin, on
introduit un indicateur "incomplet" construit "à la main" permettant de mesurer la partie
de l’erreur relative aux charges. Ce dernier indicateur présente l’avantage d’être extrêmement
simple et rapide à calculer.

Le chapitre 7, dernier de ce manuscrit, s’intéresse à la problématique de l’erreur goal-
oriented. Il ne s’agit plus de mesurer l’erreur sur la solution de l’équation intégrale, mais l’erreur
sur une grandeur s’en déduisant, appelée cible, par exemple le champ acoustique en un point.
Après avoir rappelé la problématique de l’erreur a posteriori goal-oriented, on introduit un in-
dicateur d’erreur relatif à l’équation Skw . On donne finalement des exemples numériques en 2D
en prenant comme cible le champ lointain derrière l’objet.

Bonne lecture.
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Chapitre 1

Outils mathématiques

Dans ce chapitre, on effectue des rappels mathématiques généraux nécessaires à la bonne
compréhension des méthodes qui sont mises en œuvre dans la suite.

Dans un premier temps, on rappelle ce qu’est un opérateur de Fredholm. C’est à cette classe
d’opérateurs qu’appartiennent les opérateurs intégraux qu’on introduit au chapitre 2.

Dans un second temps, on présente l’équivalent surfacique des opérateurs différentiels volu-
miques classiques comme le laplacien, la divergence, etc.

Dans un troisième temps, on rappelle les définitions des espaces de Sobolev qui constituent
le cadre dans lequel les analyses sont faites. En particulier, les équations intégrales font entrer
en jeu des espaces de Sobolev d’ordre non entier qui complexifient grandement la problématique
de l’indication d’erreur a posteriori. On présente d’abord les espaces de Sobolev "classiques"
puis on introduit les espaces de Sobolev propres aux équations intégrales dans le cadre de
l’électromagnétisme. On rappelle également la notion de trace et d’espace de trace.

On rappelle ensuite deux lemmes importants pour l’estimation d’erreur a priori et qui
permettent de donner le meilleur taux de convergence possible pour l’erreur lorsqu’on raffine
uniformément le maillage. Il s’agit tout d’abord du lemme de Céa puis du lemme de Bramble–
Hilbert.

Enfin, on donne une introduction fournie à l’analyse microlocale. Cet outil joue un rôle
central dans la construction de l’opérateur Λ et de l’indicateur d’erreur associé au chapitre 4.

Pour toutes les notions qui ne sont pas introduites ici, on renvoie à [9] ou bien [55].

1.1 Opérateur de Fredholm

Dans cette partie, on rappelle ce qu’est un opérateur de Fredholm. Cette notion va être très
utile dans la suite puisque les opérateurs intégraux qu’on va manipuler appartiennent à cette
classe d’opérateurs. Les propriétés de ces opérateurs permettent de démontrer le caractère bien
posé d’un problème.

On commence par la définition suivante.

Définition 1.1.1 (Opérateur de Fredholm). Soient X et Y deux espaces vectoriels, un opérateur
A ∈ L(X, Y ) est dit "Fredholm" si

— imA est fermée dans Y ,
— kerA et Y/imA sont de dimension finie.

La composition d’un opérateur de Fredholm avec un autre opérateur de Fredholm reste un
opérateur de Fredholm.

Cette définition n’est pas très pratique. On peut en fait montrer le théorème suivant.

11



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

Théorème 1.1.1. Soit un opérateur A = I + K avec I l’opérateur identité et K : X → X?,
avec X? le dual de X, un opérateur compact, alors A : X → X? est un opérateur de type
Fredholm.

Supposons de plus que X est un espace hilbertien et que A ∈ L(X,X?). On peut donner
une caractérisation supplémentaire pour savoir si A est Fredholm.

Théorème 1.1.2. Si A = A0 + K avec A0 : X → X? coercif et K : X → X? un opérateur
compact, alors A : X → X? est un opérateur de type Fredholm.

On a alors la très utile alternative de Fredholm qui permet de donner le caractère "bien
posé" d’une équation.

Théorème 1.1.3 (Alternative de Fredholm). Soit un opérateur de Fredholm A : X → X?,
alors on a l’une des deux possibilités suivantes à l’exclusion l’une de l’autre :

— l’équation homogène Ax = 0 admet pour unique solution x = 0. Dans ce cas,
• pour tout f ∈ X?, l’équation Au = f admet une unique solution u ∈ X.
• pour tout g ∈ X, l’équation adjointe A?v = g admet une unique solution v ∈ X?.

— l’équation homogène Au = 0 admet p solutions linéairement indépendantes. Il en va de
même pour l’équation adjointe.

On a donc une bonne caractérisation pour prouver que l’équation Au = f admet une unique
solution. En effet, on commence par montrer que A est de type Fredholm, puis on montrer que
A est injectif.

On remarque également que la partie coercive de A est telle que

(u, v)A0 = (A0u, v)

et définit un produit scalaire et sa norme associée telle que

‖u‖2
A0

= (u, u)A0 .

On l’appelle norme énergie ou indifféremment norme de Galerkin.

Pour montrer qu’un problème continu est bien posé, on peut aussi utiliser le théorème de
Banach–Necǎs–Babuška, quoique peut utilisable sous cette forme.

Théorème 1.1.4 (Banach–Necǎs–Babuška). Soit W un espace de Banach et V un espace de
Banach réflexif, a une forme bilinéaire sur W et V , f ∈ V ?, le problème : trouver un unique
u ∈ W tel que pour tout v ∈ V on a

a(u, v) = (f, v)

est bien posé si et seulement si
— on a la condition inf–sup

∃α > 0, inf
w∈W

sup
v∈V

|a(w, v)|
|w‖W‖v‖V

≥ α,

— pour v ∈ V ,

∀w ∈ W,a(w, v) = 0⇒ v = 0.
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Ainsi, si un opérateur est de Fredholm et qu’on a montré que le problème associé est bien
posé, on a la condition inf–sup continue ci-dessus.

On peut se demander si cette condition reste vérifiée lorsqu’on remplace les espaces W
et V par un espace discret d’approximation Vh tel que Vh ⊂ V et Vh ⊂ W . On parle alors
de condition inf–sup discrète. En général, la condition inf–sup continue n’implique pas la
condition inf–sup discrète. Néanmoins, lorsqu’on traite le cas d’opérateurs de Fredholm, elle est
toujours vérifiée pour une discrétisation suffisamment fine.

Proposition 1.1.1. On considère un domaine Ω et sa discrétisation Ωh (respectivement Γ et
Th lorsqu’on traite les équations intégrales), il existe au moins une discrétisation 1 telle que la
condition inf–sup discrète

∃αh > 0, inf
w∈Vh

sup
v∈Vh

|a(w, v)|
‖w‖Vh‖v‖Vh

≥ αh

soit vérifiée avec αh une constante dépendant de ce maillage minimal.

1.2 Opérateur différentiels surfaciques
Les opérateurs intégraux introduits au chapitre 2 sont des opérateurs surfaciques qui font

aux-mêmes intervenir l’équivalent surfacique des opérateurs gradient, laplacien, divergence,
rotationnel. Si ces opérateurs sont bien définis sur un ouvert Ω ⊆ Rn, n ∈ N, il est nécessaire
de prendre quelques précautions pour les étendre à des opérateurs sur Γ = ∂Ω l’enveloppe de
Ω. On s’appuie ici principalement sur [59].

1.2.1 Gradient surfacique

Soit une surface Γ de normale n et un champ u définit sur Γ.

Définition 1.2.1 (Gradient surfacique). Soit u une fonction définie sur Γ et ũ un relèvement
de u dans Ω, on appelle gradient surfacique ∇Γ la trace tangentielle de ∇ũ, soit encore

∇Γu = ∇ũ|Γ − n (n · ∇ũ|Γ) .

Ce n’est rien d’autre que la projection orthogonale de ∇ũ dans un plan tangent à Γ.

1.2.2 Rotationnel tangentiel et rotationnel surfacique

De la même manière que précédemment, en conservant les notations, on peut définir le
rotationnel tangentiel (un vecteur) et le rotationnel surfacique (un scalaire).

Définition 1.2.2 (Rotationnel tangentiel). On définit le rotationnel tangentiel −→rotΓu comme le
rotationnel volumique −→rot(ũn). On peut l’exprimer simplement à partir du gradient surfacique
comme

−→rotΓu = ∇Γu× n.

On a également le rotationnel surfacique. On suppose maintenant que u est à valeurs vec-
torielles.

Définition 1.2.3 (Rotationnel surfacique). On définit le rotationnel surfacique de u comme

rotΓu =
(−→rotu‖ · n)

Γ

où u‖ est la composante tangentielle de ũ|Γ.
1. Si on considère une suite de maillages raffinés uniformément, on parle d’un h suffisamment petit. Si on

parle d’une suite de maillages (Tl)l raffinés, d’un rang l suffisamment grand.
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1.2.3 Divergence surfacique

C’est l’équivalent surfacique de l’opérateur divergence.

Définition 1.2.4 (Divergence surfacique). On définit la divergence surfacique de u comme

divΓu = divu‖.

1.2.4 Laplacien Beltrami

C’est l’opérateur Laplacien définit dans un plan tangent à une surface Γ. Il se définit de la
même manière que le Laplacien volumique scalaire ou vectoriel.

Définition 1.2.5 (Laplacien Beltrami). Pour u un champ scalaire, on définit le Laplacien
Beltrami scalaire comme

∆Γu = divΓ∇Γu = −rotΓ
−→rotΓu.

Pour u un champ vectoriel, on définit le Laplacien Beltrami vectoriel comme

∆Γu = ∇ΓdivΓu−−→rotΓrotΓu.

1.2.5 Identités de Stokes

Les identités suivantes donnent quelques relations entre les différents opérateurs surfaciques
introduits précédemment 2. Elles sont le pendant surfacique des relations volumiques.

Soient u ∈ H1(Γ) 3 un champ scalaire surfacique et v ∈ L2
t (Γ) avec L2

t (Γ) = {v ∈ [L2(Γ)]3, v·
n = 0}, on a les règles de dualité

〈divΓv, u〉 = −
∫

Γ

v · ∇Γu dγ,

〈rotΓv, u〉 =

∫
Γ

v · −→rotΓu dγ.

Les opérateurs divΓ et rotΓ sont donc les opérateurs adjoints de −∇Γ et −→rotΓ.
On a de plus les identités

rotΓ∇Γu = 0,

divΓ
−→rotΓu = 0,

divΓ(v × n) = rotΓv.

Les opérateurs introduits précédemment et les identités qui s’y rapportent permettent la
manipulation des équations intégrales. En particulier, on s’en sert pour exprimer l’équivalent
surfacique de la décomposition de Helmholtz (voir partie 1.3).

2. Voir par exemple [13].
3. Voir la partie 1.3.
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1.3 Espaces de Sobolev Hs

Dans cette section, on redéfinit les espaces de Sobolev Hs afin de bien mettre en évidence
leur importance dans l’analyse qui suit. On peut définir deux familles d’espaces de Sobolev qui
seront équivalentes sous condition. Dans la suite, Ω ⊂ Rn désigne un ouvert non vide.

On définit d’abord les espaces de Sobolev classiquesW s et Hs. On définit ensuite les espaces
de Sobolev spécifiques qui interviennent lorsqu’on travaille avec les équations intégrales pour
l’électromagnétisme.

1.3.1 Espace W s – Norme de Slobodeckij

On considère un réel s ≥ 0 4. Supposons tout d’abord que s ∈ N0.

Définition 1.3.1. On définit l’espace W s(Ω), s ∈ N0, comme

W s(Ω) =

u ∈ L2(Ω), ‖u‖s =

∑
|α|≤s

∫
Ω

|∂αu|2 dΩ

1/2

<∞

 .

En particulier, W 0(Ω) = L2(Ω). Dans le cas où s n’est pas entier, il faut utiliser une
caractérisation par une norme un peu particulière.

On commence par écrire s = r + µ avec r ∈ N0 et µ ∈]0, 1[. On définit la semi-norme de
Slobodeckij.

Définition 1.3.2 (Norme de Slobodeckij). Soit n la dimension de Ω, on définit la semi-norme
de Slobodeckij comme

|u|µ =

(∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2µ

dΩx dΩy

)1/2

.

Il est évident, à cause de la double intégrale, que cette norme ne peut pas être décomposée
sur des sous-ensembles de Ω. C’est la source majeure de difficultés dès lors qu’on cherche des
indicateurs d’erreur a posteriori en équations intégrales.

On peut alors définir l’espace W s dans le cas où s ∈ R+.

Définition 1.3.3 (Espace W s). Pour s = r + µ, r ∈ N0 et µ ∈]0, 1[, on définit l’espace de
Sobolev W s(Ω) comme

W s(Ω) =

u ∈ L2(Ω), ‖u‖s =

‖u‖2
r +

∑
|α|=r
|∂αu|2µ

1/2

<∞

 .

On a bien sûr les produits scalaires

(u, v)s =
∑
|α|≤s

∫
Ω

∂αu(x) ∂αv(x) dΩ, s ∈ N0,

(u, v)s = . . .

. . .(u, v)r +
∑
|α|=r

∫
Ω×Ω

(∂αu(x)− ∂αu(y)) (∂αv(x)− ∂αv(y))

|x− y|n+2µ
dΩx dΩy, s = r + µ.

Avec cette définition, la notion de régularité intermédiaire non entière est contenue dans l’ex-
posant n+ 2µ.

On présente maintenant une autre définition qui permet de faire des calculs plus explicites.

4. Le cas s < 0 correspond aux espaces duaux des espaces avec s ≥ 0.
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1.3.2 Espace Hs – Avec Fourier

On présente une seconde définition pour les espaces de Sobolev. Elle présente l’avantage,
en plus de mettre clairement en évidence la régularité des fonctions de l’espace, de ne pas être
restreinte au cas s ≥ 0. On suppose donc que s ∈ R.

On introduit le potentiel de Bessel

Jsu(x) =

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)s/2
ei2πξ·x û(ξ) dξ

avec ξ la variable de Fourier et û la transformée de Fourier de u. L’expression ci-dessus est en
fait la transformée de Fourier inverse de û pondérée par (1 + |ξ|2)s/2. Par conséquent,

Fx→ξ(Jsu)(ξ) =
(
1 + |ξ|2

)s/2
û(ξ).

On peut alors définir les espaces Hs.

Définition 1.3.4 (Espace Hs). On pose S? l’espace des distributions tempérées dans Rn. On
définit alors l’espace Hs(Rn), s ∈ R tel que

Hs(Rn) =
{
u ∈ S?(Rn), Jsu ∈ L2(Rn)

}
.

On lui associe naturellement le produit scalaire

(u, v)s = (Jsu,Jsv)0 (1.1)

et la norme

‖u‖s = ‖Jsu‖0.

On en déduit que (Hs(Rn))? = H−s(Rn). En effet, pour u ∈ H−s(Rn) et v ∈ Hs(Rn), le
crochet de dualité

〈u, v〉−s,s = (J−su,Jsv) ,

= (û, v̂)0

est bien défini.
On peut interpréter cette définition de la manière suivante : dans l’espace de Fourier, mul-

tiplier par |ξ| revient à dé-régulariser une fois dans l’espace "normal". Ainsi, multiplier par
(1 + |ξ|2)s/2 peut être vu comme un changement de régularité d’ordre s. Par exemple, pour
s = 1/2, dire qu’une fonction u ∈ H1/2(Rn) revient à dire que ses dérivées d’ordre 1/2 sont L2.
C’est très similaire à, par exemple, H1 où on demande que le gradient (donc la dérivée d’ordre
1) soit L2.

Avec cette définition, il est beaucoup plus simple de voir la manière dont s’emboîtent les
espaces Hs. En effet, d’après la définition, pour s ≤ t,(

1 + |ξ|2
)s/2 ≤ (1 + |ξ|2

)t/2
donc

‖u‖s ≤ ‖u‖t.
Par conséquent, pour tout s, t ∈ R tels que s ≤ t, on a l’inclusion

H t(Rn) ⊂ Hs(Rn).

Jusqu’à présent, on ne s’est intéressé qu’aux espaces Hs sur Rn. On particularise maintenant
à des sous-ensembles Ω.
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Définition 1.3.5 (Espace Hs). Soit Ω ⊂ Rn un ouvert, pour s ∈ R, on définit

Hs(Ω) = {u ∈ D?(Ω), u = U |Ω pour U ∈ Hs(Rn)}

où D? est l’espace des distributions sur Ω, dual de D(Ω) l’espace des fonctions C∞ à support
compact et Hs(Rn) est muni du produit scalaire défini en (1.1).

Avec cette définition, on a, en toute généralité, Hs(Ω) 6= H−s(Ω) pour s 6= 0. On définit les
espaces

— pour un fermé F ⊂ Rn, Hs
F = {u ∈ Hs(Rn), suppu ⊆ F},

— H̃s(Ω) = fermeture de D(Ω) dans Hs(Rn),
— Hs

0(Ω) = fermeture de D(Ω) dans Hs(Ω).
Par définition, on a toujours H̃s(Ω) ⊆ Hs

0(Ω). L’inclusion inverse est valable dès lors que Ω est

un domaine lipschitzien et s 6= 1

2
+ N0.

Le théorème suivant donne les règles de dualité entre les espaces Hs(Ω).

Théorème 1.3.1. Soit un ouvert Ω ⊆ Rn et s ∈ R,
— si H̃−s(Ω) = H−s

Ω
, alors H̃−s(Ω) = (Hs(Ω))?,

— si H̃s(Ω) = Hs
Ω
, alors H−s(Ω) =

(
H̃s(Ω)

)?
.

Pour s ∈ R, les hypothèses du théorème précédent sont vérifiées dès lors que Ω est un
domaine C0 ce qui est toujours le cas dans la suite.

Il reste maintenant à lier les deux définitions entre elles. Cela permet d’utiliser l’une ou
l’autre de manière complètement équivalente.

1.3.3 Correspondance entre les espaces Hs et W s

On a donné deux définitions qui ne sont pas, dans un cadre complètement général, équiva-
lentes. Néanmoins, il existe des restrictions pour lesquelles les espaces Hs etW s sont les mêmes.
Pour cela, il faut vérifier les conditions sous lesquelles les normes sont équivalentes.

Théorème 1.3.2. Pour s ≥ 0, W s(Rn) = Hs(Rn).

Le corollaire suivant donne une inclusion.

Corollaire 1.3.1. Pour tout ouvert Ω ⊆ Rn et s ≥ 0, on a l’inclusion continue Hs(Ω) ⊆
W s(Ω).

On n’a l’inclusion inverse que sous certaines conditions.

Théorème 1.3.3. Soit un ouvert Ω ⊆ Rn et s ≥ 0 tels qu’il existe un opérateur linéaire continu
E : W s(Ω)→ Hs(Rn) tel que ∀u ∈ W s(Ω), Eu|Ω = u, alors Hs(Ω) = W s(Ω).

Si on suppose que Ω est un domaine lipschitzien, alors on peut trouver un tel opérateur E.
Le théorème suivant étend tous les résultats précédents à un domaine Ω lipschitzien.

Théorème 1.3.4. Soit Ω un domaine lipschitzien,
— (Hs(Ω))? = H̃−s(Ω) et

(
H̃s(Ω)

)?
= H−s(Ω) pour tout s ∈ R

— W s(Ω) = Hs(Ω) pour tout s ≥ 0.

L’avantage d’avoir deux définitions est qu’on peut utiliser de manière équivalent l’une ou
l’autre (lorsque cela a un sens !). On a finalement les théorèmes d’inclusion des espaces de
Sobolev.

Chapitre 1 Marc Bakry 17



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

Théorème 1.3.5. Soient −∞ < s < t <∞,
— soit K ∈ Rn un compact, alors l’inclusion H t

K ⊆ Hs
K est compacte,

— soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné, l’inclusion H t(Ω) ⊆ Hs(Ω) est compacte.

On définit maintenant les espaces de Sobolev de frontière.

1.3.4 Espaces Hs de frontière "classiques"

On définit ici les espaces de Sobolev définis sur la frontière Γ d’un ouvert Ω ⊂ Rn. On sépare
cette partie en deux. D’une part, on introduit les espaces de Sobolev de frontière "classique"
tels qu’ils vont être utilisés en acoustique. D’autre part, on introduit les espaces de Sobolev
relatifs aux équations intégrales en électromagnétisme.

Ces espaces de frontière apparaissent naturellement lors de la construction des équations
intégrales.

Espaces Hs classiques de frontière

Les espaces Hs de frontière classiques se définissent simplement à partir des définitions des
espaces Hs de la partie précédente. Il faut remarquer qu’une surface Γ plongée dans Ω ⊂ Rn

est l’image de Rn−1 par une transformation ζ. Ainsi, on pose

ζ : Rn−1 → R

lipschitzienne telle que Γ = (x′, ζ(x′)), x′ ∈ Rn−1.
Pour u une fonction définie sur Γ, on pose

uζ(x
′) = u(x′, ζ(x′)), x′ ∈ Rn−1.

Définition 1.3.6 (Espace Hs de frontière). Soit s ∈ R+, Γ une surface plongée dans Ω ⊂ Rn,
on définit

Hs(Γ) =
{
u ∈ L2(Γ), uζ ∈ Hs(Rn−1)

}
.

muni du produit scalaire

(u, v)Hs(Γ) = (uζ , vζ)Hs(Rn−1).

On a cependant les limitations suivantes,
— pour Ω lipschitzien, l’espace Hs(Γ) est bien défini dès lors que |s| ≤ 1,
— pour Γ de classe Ck−1, k ≥ 1, Hs(Γ) est bien défini dès lors que |s| ≤ k.

On peut se rapporter à [26] par exemple.
Le dual de Hs(Γ) est alors H−s(Γ) auquel on associe la norme

‖u‖−s = sup
v∈Hs(Γ),v 6=0

|〈u, v〉|
‖v‖s

.

On peut être amené à travailler sur des surfaces ouvertes. C’est par exemple le cas lorsqu’on
traite des problèmes "d’écran" comme une plaque infiniment mince. Supposons qu’on ait Γ0 ⊂
Γ, on définit similairement aux espaces sur Ω

— Hs(Γ0) =
{
U|Γ0 , U ∈ Hs(Γ)

}
,

— H̃s(Γ0) = fermeture de D(Γ0) dans Hs(Γ),
— Hs

0(Γ0) = fermeture de D(Γ0) dans Hs(Γ0).
Les propriétés des espaces Hs(Ω) se prolongent ensuite aux espaces Hs surfaciques.

On présente maintenant l’opérateur de trace. C’est en appliquant cet opérateur qu’on fait
apparaître naturellement les espaces Hs(Γ).
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Opérateur de trace

L’opérateur de trace est un outil fondamental dans la constructions des formulations inté-
grales. Il permet de passer d’un problème mixte surfacique–volumique, pour lequel on a des
potentiels volumiques qui s’expriment comme des intégrales surfaciques, à un problème pure-
ment surfacique tout en donnant la régularité des potentiels sur la surface Γ.

L’opérateur de trace peut être vu comme une généralisation de la notion de restriction u|Γ
d’une fonction u ∈ Hs(Ω). On définit en fait un ensemble d’opérateurs de trace γj.

Théorème 1.3.6 (Théorème de trace). Soit Ω un domaine de frontière Γ, on définit l’opérateur
de trace γ0 : D(Ω)→ D(Γ) comme

γ0u = u|Γ .

Si Ω est un domaine Ck−1 et
1

2
≤ s ≤ k, alors γ0 peut s’étendre à un opérateur linéaire continu

et borné

γ0 : Hs(Ω)→ Hs− 1
2 (Γ).

Si Ω est lipschitzien, alors γ0 est borné pour
1

2
< s <

3

2
.

On peut généraliser γ0. Soit Ω un domaine Ck−1, s ∈ R, {j, k} ∈ N avec
1

2
+ j < s ≤ k,

alors il existe un opérateur de trace linéaire continu γj tel que

γjH
s(Ω)→ Hs−j− 1

2 (Γ)

qui est une généralisation de

γju =
∂ju

∂nj

∣∣∣∣
Γ

pour u ∈ Cl(Ω) où s+ j ≤ l ∈ N.

Si on considère par exemple un domaine C0 lipschitzien et u ∈ H1
loc(Ω), alors γ0u ∈ H1/2(Γ)

et γ1u ∈ H−1/2(Γ).

On a introduit ici les espaces de Sobolev de frontière dont on se sert quand on traite les
équations intégrales relatives à l’acoustique. On présente maintenant les espaces de Sobolev de
frontière spécifiques aux équations intégrales en électromagnétisme. Ils se déduisent des espaces
Hs(Γ) classiques.

1.3.5 Espaces de Sobolev de frontière pour l’électromagnétisme, dé-
composition de Helmholtz

On présente ici les espaces de Sobolev de frontière pour l’électromagnétisme. On leur dédie
une partie à part car on va les particulariser sur les surfaces polygonales. On reprend une partie
des notations et les définitions de [13].

On introduit premièrement l’espace H−1/2
div (Γ) puis l’espace H−1/2

rot′ (Γ). On introduit finale-
ment la décomposition de Helmholtz.

On suppose que Γ =
⋃
i Γi. Pour deux éléments Γi et Γj adjacents, on pose eij l’arête les

séparant, τij un vecteur directeur de eij, τi un vecteur normal unitaire à τij sortant de Γi et τj
un vecteur normal unitaire à τij sortant de Γj. On introduit premièrement l’espace

L2
t (Γ) =

{
v ∈ [L2(Γ)]d, v · n = 0

}
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avec d la dimension de Ω. On introduit ensuite

H
1/2
− (Γ) =

{
v ∈ L2

t (Γ), ∀ i,v|Γi ∈ H1/2(Γi)
}
.

On introduit ensuite les deux opérateurs de trace
— la trace tangentielle telle que

γt : H1(Ω) −→ H
1/2
× (Γ),

v 7−→ n× v|Γ

avec n la normale à Γ. L’espace H1/2
× est tel que

H
1/2
× (Γ) =

{
v ∈ H1/2

− (Γ), v|Γi · τi = v|Γj · τj pour tout Γi,Γj voisins
}
.

On pose H−1/2
× (Γ) =

(
H

1/2
× (Γ)

)?
sont dual.

— la "composante de trace tangentielle" telle que

γτ : H1(Ω) −→ H
1/2
⊥ (Γ),

v 7−→ n× (u× n)|Γ

avec H1/2
⊥ définit comme

H
1/2
⊥ (Γ) =

{
v ∈ H1/2

− (Γ), v|Γi · τij = v|Γj · τij pour tout Γi,Γj voisins
}
.

On pose H−1/2
⊥ (Γ) =

(
H

1/2
⊥ (Γ)

)?
sont dual.

On est maintenant en mesure de définir l’espace H−1/2
div .

Définition 1.3.7 (Espace H−1/2
× (div,Γ)). On définit l’espace

H
−1/2
× (div,Γ) =

{
v ∈ H−1/2

× (Γ), divΓv ∈ H−1/2(Γ)
}
.

C’est un espace de Hilbert pour les normes

‖v‖2
−1/2,div = ‖v‖2

−1/2 + ‖divΓv‖2
−1/2,

‖v‖2
−1/2,div = ‖v‖2

−1/2 +
1

k2
w
‖divΓv‖2

−1/2 (en électromagnétisme)

avec kw un paramètre réel.

On a une définition équivalente lorsque Γ est régulière en remplaçant simplement H−1/2
×

par H−1/2. Dans toute la suite, en faisant un abus de notation, on écrira toujours H−1/2
div , la

régularité de Γ se déduisant du contexte.
On a de plus la relation

H
−1/2
div = γt(Hrot(Ω))

où Hrot(Ω) =
{

v ∈ [L2(Ω)]d,
−→rotv ∈ [L2(Ω)]d

}
.
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Définition 1.3.8 (H−1/2
⊥ (rot,Γ)). On définit l’espace

H
−1/2
⊥ (div,Γ) =

{
v ∈ H−1/2

⊥ (Γ), rotΓv ∈ H−1/2(Γ)
}
.

C’est un espace de Hilbert pour les normes

‖v‖2
−1/2,div = ‖v‖2

−1/2 + ‖rotΓv‖2
−1/2,

‖v‖2
−1/2,div = ‖v‖2

−1/2 +
1

k2
w
‖rotΓv‖2

−1/2 (en électromagnétisme).

Dans le cas où Γ est régulière, on peut remplacer H−1/2
⊥ par H−1/2. On fait, comme précé-

demment un abus de notation en écrivant dans toute la suite H−1/2
rot .

On a de plus la relation

H
−1/2
rot = γτ (Hrot(Ω)).

Proposition 1.3.1. Les espaces H−1/2
div et H−1/2

rot sont duaux pour le crochet de dualité

〈γtu, γτv〉 =

∫
Ω

(−→rotv · u− v · −→rotu
)
dΩ, ∀u ∈ Hrot(Ω), ∀v ∈ H1(Ω).

Décomposition de Helmholtz–Hodge

Similairement à la décomposition de Helmholtz existant pour les champ définis dans Ω, on
a une décomposition surfacique.

Théorème 1.3.7 (Décomposition de Helmholtz–Hodge). On a

H
−1/2
div (Γ) =

{
n×∇Γ(H1/2(Γ)/C)⊕∇Γ(H3/2(Γ)/C) si Γ suffisamment régulière,

n×∇Γ(H1/2(Γ)/C)⊕∇Γ(
{
v ∈ H1(Γ)/C, ∆Γv ∈ H−1/2(Γ)

}
) sinon.

Ce théorème de décomposition est utile au chapitre 6 pour déterminer un indicateur Λ pour
l’équation intégrale EFIE.

1.4 Lemmes de Céa et bramble–Hilbert
On donne ici deux lemmes importants relatifs à la méthode des éléments finis qui servent

au chapitre 3 pour déterminer des estimations a priori de convergence lorsqu’on utilise une
méthode de type Galerkin pour la discrétisation des équations intégrales.

On commence par le lemme de Céa. Il donne une relation entre la distance entre la solution
exacte et la distance entre la solution exacte et l’espace d’approximation.

Lemme 1.4.1 (Lemme de Céa). Soit u ∈ V la solution exacte d’une équation Au = f ,
a ∈ L(V,W ) la forme bilinéaire associée, et uh ∈ Vh la solution discrète du problème variationnel
associé, alors de manière générale

‖u− uh‖V ≤
(

1 +
‖a‖V,W
αh

)
inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V

où ‖a‖V,W est la norme de a et αh la constante issue de la condition inf–sup discrète de la
proposition 1.1.1.
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Cette inégalité signifie que l’écart entre u et son approximation discrète uh n’explose pas.

On a ensuite le lemme de Bramble–Hilbert qui fournit une indication sur les erreurs d’in-
terpolation en dimension finie dans les espaces de Sobolev. On l’énonce pour s ≥ 0 entier mais
se généralise grâce aux interpolations complexes d’espaces à s ∈ R+.

Lemme 1.4.2 (Lemme de bramble–Hilbert). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné de diamètre h. On
pose Pk(Ω) l’espace des polynômes de degré au plus k sur Ω. Soit u ∈ Hk(Ω) et on suppose de
plus que toutes les dérivées mj-èmes pour mj = 0, . . . ,m existent, alors il existe une constante
C(m,Ω) indépendante de u telle qu’il existe un polynôme v ∈ Pm−1(Ω) tel que pour k = 0, . . .m

‖u− v‖k ≤ C(m,Ω)hm−k |u|m.

Il peut être formulé plus simplement en posant v = Iu une interpolation Pm−1 de u. Dans
ce cas,

Lemme 1.4.3 (Lemme de Bramble–Hilbert – Forme simple). Sous les hypothèses précédentes,
avec v ∈ Pm−1(Ω) une interpolation de u, on a

‖u− v‖k ≤ C(m,Ω)hm−k |u|m.

C’est sous cette dernière forme qu’on utilise le lemme.
On donne un exemple d’utilisation de ce lemme pour obtenir une information sur la conver-

gence a priori de l’erreur. On suppose que u ∈ H1/2(Ω) et que uh ∈ P1(Ω). On suppose de plus
que |u|2 existe. On a doncm = 2 et k = 1/2. Le lemme de Céa puis le lemme de Bramble–Hilbert
donnent

‖u− uh‖1/2 ≤ CCéa ‖u− v‖1/2,

≤ C CCéa h
3/2 |u|2.

On en déduit un taux de convergence maximum de l’erreur en O(h3/2). Il s’agit du taux de
convergence asymptotique lorsqu’on raffine uniformément le maillage. En pratique, la solution
n’est que rarement suffisamment régulière pour permettre de l’atteindre 5.

1.5 Eléments d’analyse microlocale
On effectue ici une courte introduction à l’analyse microlocale. C’est un outil puissant

qui permet de décrire le comportement local d’un opérateur pseudo-différentiel. Il consiste à
représenter cet opérateur dans le domaine de Fourier (on appelle cette représentation symbole)
afin de récupérer des informations sur son action. On extrait du symbole son symbole principal
qui va représenter l’effet dominant de l’opérateur, notamment son caractère régularisant ou
dé-régularisant. Pour utiliser l’analyse microlocale, il faut cependant faire une hypothèse forte
de régularité sur le domaine : dans cette partie, et à chaque fois qu’on manipule des outils
d’analyse microlocale, on doit supposer que le domaine Ω sur lequel on observe l’action d’un
opérateur pseudo–différentiel est de classe C∞.

1.5.1 Notion d’opérateur pseudo-différentiel

On introduit ici la notion d’opérateur pseudo-différentiel. Elle étend la notion d’opérateur
différentiel. Dans cette dernière catégorie, on peut par exemple citer l’opérateur gradient, la-
placien, etc. Par exemple, l’action "dérive" pour un opérateur pseudo-différentiel ne se fait pas

5. On a supposé que |u|2 existe. Cela justifie également l’utilisation de raffinement (auto-)adaptatif.
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forcément par l’action d’un opérateur de dérivation classique. Les opérateurs intégraux (ou
non) que nous allons manipuler dans la suite appartiennent tous à des sous-classes d’opérateurs
pseudo-différentiels. On donne maintenant les résultats classiques de la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels et de l’analyse microlocale, sans les démontrer.

Symbole classique

On définit ici le symbole classique pour les opérateurs sur des fonctions/distributions sur un
domaine Ω ⊂ Rn.

Définition 1.5.1 (Symbole classique). Soit m ∈ R, on définit la classe de symboles Sm(Ω×Rn)
d’ordre m comme l’ensemble des fonctions a ∈ C∞(Ω × Rn) avec la propriété que pour tout
compact K ⊂ Ω et tout multi-indice α, β on peut trouver une constante c(K,α, β) > 0 telle que∣∣∣∣∣

(
∂

∂x

)β (
∂

∂ξ

)α
a(x, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ c(K,α, β)
(
1 + |ξ|2

)m−|α|
2 .

Cette définition implique que
— toutes les dérivées de a sont bornées en x,
— la croissance à l’infini en ξ des dérivées de a est contrôlée.

On associe à un symbole classique un opérateur pseudo-différentiel standard.

Définition 1.5.2 (Opérateur pseudo-différentiel standard). Etant donné a un symbole, soit
u ∈ C∞0 (Ω) et û sa transformée de Fourier, x ∈ Ω, on définit l’opérateur pseudo-différentiel
standard comme

A(x,−iD)u =
1

(2π)n/2

∫
Rn
eix·ξa(x, ξ)û(ξ) dξ.

ou encore

A(x,−iD)u = F−1
ξ→x(a(x, ξ)Fx→ξu)

=
1

(2π)n

∫
Rn

∫
Ω

ei(x−y)·ξa(x, ξ)u(y) dy dξ

où on a posé Fx→ξ la transformée de Fourier directe et F−1
ξ→x la transformée de Fourier inverse.

On note OPSm(Ω×Rn) l’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels dont le symbole est
d’ordre m.

Théorème 1.5.1. Soit A ∈ OPSm(Ω× Rn),
— A : C∞0 (Ω) → C∞(Ω) est continu avec C∞0 l’espace des fonctions C∞ à support compact

dans Ω.
— pour tout ensemble compact K ⊂ Ω, A s’étend en une application linéaire continue

A : H̃s(K)→ Hs−m
loc (Ω).

— dans le cadre des distributions, A : E? → D? est continu avec E? est l’espace des distri-
butions à support compact dans Ω.

Au vu de ce théorème, il y a donc un lien direct entre l’ordre de l’opérateur et la régularité
de son image. Ainsi, un opérateur d’ordre négatif est régularisant alors qu’on opérateur d’ordre
positif est dérégularisant.

Pour un A : C∞0 (Ω) → C∞(Ω), il existe une unique distribution KA(x, y) ∈ D?(Ω × Ω)
appelée noyau de Schwartz telle que

Au(x) =

∫
Ω

KA(x, y)u(y) dy.
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Théorème 1.5.2. Pour A ∈ OPSm(Ω × Rn), alors KA ∈ C∞(Ω × Ω\ {(x, x), x ∈ Rn}). De
plus,

KA(x, y) = k(x, x− y) = |x− y|−2N(2π)−n
∫
Rn

(
(−∆ξ)

N a(x, ξ)
)
ei(x−y)·ξdξ

où N est le plus petit entier tel que N ≥
[
m+ n

2

]
+ 1 quand m + n ≥ 0 et N = 0 quand

m+ n ≤ 0.

Ce théorème ne signifie pas que KA est singulier sur la diagonale (x, x) ∈ Ω× Ω. On a les
propriétés suivantes sur Sm(Ω× Rn).

Propriété 1.5.1. On a
— m ≤ m′ ⇒ S−∞(Ω× Rn) ⊂ Sm(Ω× Rn) ⊂ Sm

′
(Ω× Rn),

— a ∈ Sm(Ω× Rn)⇒
(
∂

∂x

)β (
∂

∂ξ

)α
a ∈ Sm−|α|(Ω× Rn),

— a ∈ Sm(Ω× Rn) et b ∈ Sm
′
(Ω× Rn)⇒ ab ∈ Sm+m′(Ω× Rn).

En utilisant les propriétés précédentes, on peut définir le symbole principal d’un opérateur.

Définition 1.5.3 (Symbole principal). Soit a ∈ Sm0(Ω × Rn) et une suite de symboles amj ∈

Smj(Ω × Rn) tels que mj > mj+1 → −∞. On appelle
∞∑
j=0

amj une expansion asymptotique de

a si pour tout k > 0 on a

a−
k−1∑
j=0

amj ∈ Smk(Ω× Rn)

et on écrit a ∼
∞∑
j=0

amj . Le terme am0 est appelé symbole principal.

Le symbole principal apparaît comme le terme qui contient le degré de régularité de l’opé-
rateur.

Théorème 1.5.3. Pour une suite de amj ∈ Smj(Ω × Rn), mj > mj+1 → −∞, il existe un
unique symbole a ∈ Sm0(Ω,Rn) modulo S−∞(Ω× Rn) tel que pour tout k > 0,

a−
k−1∑
j=0

amj ∈ Smk(Ω× Rn).

Autrement dit, deux symboles ayant la même expansion asymptotique sont égaux à un
symbole d’ordre −∞ près, ou encore deux opérateurs pour lesquels l’expansion asymptotique de
leur symbole diffère d’un symbole d’ordre−∞, sont égaux à un opérateur infiniment régularisant
près.

Définition 1.5.4 (Symbole classique). On dit que a ∈ Smcl (Ω,Rn) est un symbole classique
d’ordre m si la suite (mj)j≥0 est telle que mj = m− j et les termes de l’expansion asymptotique
sont homogènes de degré m− j, i.e. vérifient

am−j(x, tξ) = tm−ja(x, ξ) pour t ≥ 1 et |ξ| ≥ 1.
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On est désormais capable de caractériser complètement un opérateur à partir de son symbole.
La question est désormais de savoir si à partir de la forme "complète" de l’opérateur on est
capable de calculer son symbole. La réponse est oui, mais. . .

On a besoin de la définition suivante.

Définition 1.5.5 (Distribution proprement supportée). Une distribution KA ∈ D?(Ω×Ω) est
dite proprement supportée si pour tout compact K ⊂ Ω, supp KA∩(K×Ω) et supp KA∩(Ω×K)
sont compacts dans Ω× Ω.

On dit alors qu’un opérateur est proprement supporté si et seulement si son noyau de
Schwartz l’est. On a alors le lien opérateur → symbole suivant.

Théorème 1.5.4. Si A ∈ OPSm(Ω×Rn) est proprement supporté, alors son symbole est donné
par

a(x, ξ) = e−ix·ξ
(
Aeix·ξ

)
(x).

On a également des résultats pour l’opérateur adjoint. Premièrement sur sa forme à partir
du symbole a de A :

A?u(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

∫
Ω

ei(x−y)·ξa(y,−ξ)u(y) dξ dy.

Théorème 1.5.5. Si A ∈ OPSm(Ω×Rn) est proprement supporté, alors A? ∈ OPSm(Ω×Rn).

Opérateur intégral de Fourier

Définition 1.5.6 (Opérateur intégral de Fourier). On dit que A ∈ Lm(Ω) si pour une fonction
d’amplitude a(x, y, ξ) ∈ Sm(Ω× Ω× Rn) on a

Au(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

∫
Ω

ei(x−y)·ξa(x, y, ξ)u(y) dy dξ.

Par construction, OPSm(Ω× Rn) ⊂ Lm(Ω). Un opérateur R ∈ L−∞(Ω) est dit lissant.
De la même manière que pour A ∈ OPSm(Ω×Rn), si A ∈ Lm(Ω) est proprement supporté,

on a a(x, ξ) = e−ix·ξ
(
Aeiξ·•

)
(x) et a(x, ξ) ∼

∑
α≥0

1

α!

((
∂

∂ξ

)α(
−i ∂
∂y

)α
a(x, y, ξ)

)
|x=y

.

Un opérateur A ∈ Lm(Ω) peut donc s’écrire de manière non unique sous la forme

A = A0 +R, A0 ∈ OPSm(Ω× Rn), R ∈ Lm(Ω)

avec A0 proprement supporté. On peut lui associer le symbole

a(x, ξ) = e−ix·ξ
(
A0e

iξ·•) (x).

Définition 1.5.7 (Classes de symboles). On pose σA la classe d’équivalence des symboles
complets associés à A dans Sm(Ω× Rn)\S−∞(Ω× Rn) par la formule ci-dessus. L’application
A ∈ Lm(Ω) 7→ a ∈ σA est un isomorphisme.

On pose σmA la classe d’équivalence des symboles principaux dans Sm(Ω× Rn)\Sm−1(Ω×
Rn). Elle induit de même un isomorphisme de Lm(Ω)\Lm−1(Ω)→ Sm(Ω×Rn)\Sm−1(Ω×Rn).

On récupère les propriétés suivantes sur Lm(Ω).
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Théorème 1.5.6. Soit A ∈ Lm(Ω), alors les opérations suivantes sont continues

A : C∞0 (Ω)→ C∞(Ω),

A : E?(Ω) → D?(Ω),

A : Hs
c (Ω) → Hs−m

loc (Ω).

Si de plus A est proprement supporté, les opérations suivantes sont continues

A : C∞0 (Ω) → C∞0 (Ω),

A : C∞(Ω) → C∞(Ω),

A : E?(Ω) → E?(Ω),

A : D?(Ω) → D?(Ω),

A : Hs
c (Ω) → Hs−m

c (Ω),

A : Hs
loc(Ω)→ Hs−m

loc (Ω).

On peut se demander à quelle classe appartient la composition de deux opérateurs.

Théorème 1.5.7. Soient A ∈ Lm1(Ω) et B ∈ Lm2(Ω) dont un des deux au moins est propre-
ment supporté, alors

A ◦B ∈ Lm1+m2(Ω).

Mieux, A ◦B et B ◦A ne diffèrent que d’un opérateur d’ordre m1 +m2 − 1, i.e. une partie
plus régulière. Autrement dit, leurs parties principales sont les mêmes.

De même que pour un symbole classique, on définit la sous-classe des opérateurs pseudo-
différentiels classiques.

Définition 1.5.8 (Opérateur pseudo-différentiel classique). Un opérateur A ∈ Lm(Ω) est dit
classique si son symbole complet a un représentant dans Smcl (Ω × Rn). On appelle cette sous-
classe Lmcl (Ω).

On peut trouver un représentant de σmA tel que

a0
m(x, ξ) = |ξ|mam

(
x,

ξ

|ξ|

)
.

Le symbole a0
m est appelé symbole principal homogène de A ∈ Lm(Ω). Dans la suite, et par

abus de langage, on l’appellera plus simplement le symbole principal.

Opérateur et changement de coordonnées

Une question importante est de savoir comment évolue l’action / la nature d’un opérateur
sous changement de coordonnées. On se donne deux domaines Ω et Ω′ tels qu’il existe un
difféomorphisme Φ

Φ : Ω→ Ω′

x 7→ x′ = Φ(x),

et un opérateur A ∈ Lm(Ω). Si Φ est un C∞-difféomorphisme, alors l’opérateur AΦ = Φ?AΦ? ∈
Lm(Ω′) 6 et la classe de symbole de AΦ admet une décomposition asymptotique de la même

6. Les fonctions Φ? et Φ? sont appelées respectivement pullback et pushforward, voir [49] p. 320.
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forme que celle de A. Autrement dit, une transformation C∞ ne change pas l’action / la nature
de l’opérateur.

Cette propriété va nous être très utile dans la suite puisque dans la plupart des cas, on n’est
pas capable de calculer le symbole principal sur une surface Γ mais on peut espérer avoir des
formes explicites lorsqu’on travaille avec des géométries simple comme Rn ou bien un cercle.
Il suffit alors d’étudier le comportement de A sur cette géométrie simple, et d’en déduire le
comportement sur les géométries qui nous intéressent. Cependant, cela n’est valide que si le
changement de coordonnées est C∞. Par exemple dans le cas d’une surface 1D (donc plongée
dans R2), si on fait une étude sur R ou un cercle, on ne pourra en déduire le comportement
que sur des courbes fermées infiniment régulières. . .

Opérateur elliptique

Les opérateurs elliptiques sont une sous-classe de Lm(Ω) qui vont avoir l’avantage d’être in-
versibles. Comme précédemment, on définit en parallèle la notion d’ellipticité pour les symboles
et celle pour les opérateurs.

Définition 1.5.9 (Symbole elliptique). Un symbole a ∈ Sm(Ω× Rn) est dit elliptique d’ordre
m si on peut trouver un b ∈ S−m(Ω× Rn) tel que

ab− 1 ∈ S−1(Ω× Rn).

Cela signifie que le terme principal de l’expansion de ab doit être égal à 1 qui est le symbole
de l’opérateur identité.

Définition 1.5.10 (Opérateur elliptique). Un opérateur A ∈ Lm(Ω) est elliptique dès lors
qu’un des représentants de σ1 est elliptique.

On peut alors définir la notion de parametrix qui correspond à un inverse approché d’un
opérateur elliptique.

Définition 1.5.11. Un parametrix Q0 de A ∈ Lm(Ω) est un opérateur proprement supporté tel
que

A ◦Q0 − I = C1 ∈ L−∞(Ω),

Q0 ◦ A− I = C2 ∈ L−∞(Ω).

avec I l’opérateur identité.

Par conséquent, la définition précédente implique qu’un opérateur dans Lm(Ω) est elliptique
si et seulement si on peut lui trouver un parametrix.

Les parametrix peuvent servir comme préconditionneurs lors de l’inversion itérative d’un
opérateur A. En effet, un opérateur "proche" de l’identité s’inverse plus rapidement qu’on
opérateur "lointain". On peut donc essayer de trouver un parametrix Q0 de A facilement et
rapidement calculable. On inverse alors l’opérateur A ◦Q0 (ou bien Q0 ◦A) qui est "proche de
l’identité". Nous nous servirons également de cette notion lors des étapes de construction de
l’opérateur Λ au chapitre 4.

1.5.2 Opérateurs intégraux

On a introduit en 1.5.1 les opérateurs pseudo-différentiels de manière un peu générale.
Les opérateurs pseudo-différentiels peuvent en fait être mis sous forme intégrale (définie ou
non définie). La forme intégrale correspond à la forme sous laquelle les opérateurs issus des
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formulations intégrales vont apparaître. On aimerait donc avoir des formules pour passer d’une
forme à une autre.

Dans cette sous-partie, on va se contenter de rappeler quelques définitions et donner les
formules qui nous seront utiles pour la suite.

Définition 1.5.12 (Fonction pseudo-homogène). On dit que kq(x, z) ∈ C∞ ∈ (Ω×Rn\{0}) est
pseudo-homogène de degré q ∈ R par rapport à z si

kq(x, tz) = tqk(x, z), ∀ t > 0 et z 6= 0 si q /∈ N0,

kq(x, z) = fq(x, z) + log |z| pq(x, z) si q ∈ N0

où pq(x, z) est polynomial de degré q en z et fq(x, tz) = tqf(x, z). On pose Ψhfq la classe des
fonctions pseudo-homogènes de degré q.

De la même manière que pour un symbole, k(x, x−y) a un développement pseudo-homogène
de degré q si on peut trouver des kq+j ∈ Ψhfq+j, j ∈ N0 tels que

k(x, x− y) =
J∑
j=0

kq+j(x, x− y) ∈ Cq+j−δ(Ω× Ω), 0 < δ < 1.

On aimerait donner un sens à l’opérateur A tel que

Au(x) =

∫
Ω

kq(x, x− y)u(y) dy.

Cependant, cette intégrale peut ne pas être définie. On utilise le concept d’opérateur intégral
en partie finie d’Hadamard. On donne ici la définition telle que donnée dans [49].

Définition 1.5.13 (Opérateur intégral en partie finie). Soit un domaine Ω et Ω0 ⊂ Ω convexe.

On pose R(θ̂) la distance radiale de x ∈ Ω0 à y ∈ ∂Ω0 dépendante de θ̂ =
x− y
|x− y| . L’opérateur

intégral en partie finie d’Hadamard est défini par

p.f.
∫

Ω

kq(x, x− y)u(y) dy = . . .

. . .

∫
Ω

kq(x, x− y)

u(y)−
∑
|α|≤κ

1

α!
(y − x)αDαu(x)

 dy +
∑
|α|≤κ

dα(x)Dαu(x)

avec κ = [−n− q]. Pour ρ = −n− q − κ, ρ ∈]0, 1[, on a

dα(x) = − 1

j + ρ

1

α!

∫
|θ̂|=1

R−j−ρ(θ̂) θ̂α kq(x,−θ̂) dω . . .

. . .+
1

α!

∫
Ω\Ω0

kq(x, x− y) (x− y)α dy

pour tout α tel que |α| = κ− j et j = 0 . . . κ.
Si ρ = 0, alors

dα(x) =
1

α!

∫
|θ̂|

logR(θ̂) θ̂α kq(x,−θ̂) dω +
1

α!

∫
Ω\Ω0

kq(x, x− y) (y − x)α dy.
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Ce concept est très proche de celui d’intégrale en partie finie d’Hadamard qu’on ne donne
pas. En pratique, lors du calcul d’une telle intégrale, on isole le terme indéfini qu’on se contente
de retirer afin de ne garder que la partie finie.

La construction des formules symbole→ noyau, respectivement noyau → symbole nécessite
de particulariser selon que l’ordrem de l’opérateur associé est positif ou négatif. On peut retenir
comme résultats intéressants que

— si m < 0, l’opérateur intégral n’est pas donné en partie finie.
— le degré de pseudo-homogénéité du noyau de Schwartz dépend non seulement de l’ordre

de l’opérateur, mais aussi de la dimension de l’espace !
On donne maintenant les formules de transformation entre le noyau de Schwartz et les

termes du développement asymptotique du symbole. On considère A ∈ Lmcl (Ω), m ∈ R. Son
noyau de Schwartz est une fonction pseudo-homogène de degré κ avec κ = −m−n. On rappelle
qu’on peut obtenir le symbole correspondant à une partie proprement supportée A0 de A par
la formule

a(x, ξ) = e−ix·ξA0(eiξ·•) et

∼
∞∑
j=0

a0
m−j(x, ξ).

Pour la transformation noyau → symbole, on distingue 3 cas :

m− j < 0 Pour x ∈ Ω, et ψ une fonction de cut-off telle que ψ(z) = 1 pour |z| ≤ 1

2
et

ψ(z) = 0 pour |z| ≥ 1.

a0
m−j = lim

t→∞

∫
Rn
kκ+j(x, z)ψ

(z
t

)
e−iξ·z dz. (1.2)

m /∈ N0 et m− j > 0 On a

a0
m−j(x, ξ) = p.f.

∫
Rn
kκ+j(x, z) e

−iξ·z dz. (1.3)

m ∈ N0 et m− j ≥ 0 Si
∫
|θ|=1

θα fκ(x, θ) dω = 0, alors

a0
m−j(x, ξ) =

∑
|α|=m−j

cα(x)(iξ)α + p.f.
∫
Rn
kκ+j(x, z) e

−iξ·z dz. (1.4)

où cα(x) correspond aux coefficients de l’expression de l’opérateur différentiel "classique".

Pour la transformation symbole → noyau, il y a seulement deux cas :
m− j < 0

kκ+j(x, z) =
1

(2π)n
p.f.
∫
Rn
eiξ·z a0

m−j(x, ξ) dξ, x ∈ Ω, z ∈ Rn. (1.5)

m− j ≥ 0 En posant l ∈ N0 tel que 2l ≥ m+ n− j,

kκ+j(x, z) =
1

(2π)n

∫
Rn
eiξ·z a0

m−j(x, ξ)ψ(ξ) dξ + . . .

. . .
1

|z|2l
1

(2π)n

∫
Rn
eiξ·z (−∆ξ)

l
{
a0
m−j(x, ξ)(1− ψ(ξ))

}
dξ. (1.6)
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Ces formules sont à peu près tout ce dont nous aurons besoin lorsque nous chercherons à
déterminer la forme de certains opérateurs à partir de leur symbole ou bien le symbole à partir
des opérateurs.

On termine ici sur l’analyse microlocale. Il faut essentiellement retenir que
— il y a un lien directe entre la notion de symbole et celle d’opérateur pseudo-différentiel,
— l’ordre d’un opérateur défini son degré de régularité (dérivation, intégration, combien de

fois),
— l’information sur l’opérateur (degré, etc.) est contenue dans son symbole principal,
— un opérateur elliptique est inversible,
— tout opérateur de la classe Lmcl (Ω) peut se mettre sous forme intégrale avec un noyau

pseudo-homogène.
Il devient ainsi "relativement aisé" de déduire la forme d’un opérateur pseudo-différentiel à

partir de propriétés qu’on lui impose sur le symbole. Cela ne signifie pas qu’il est utilisable tel
quel en pratique. . .

1.6 Conclusion sur les outils
Dans cette partie, on a introduit les outils principaux nécessaires à la manipulation des

équations intégrales et des opérateurs qui entrent en jeu. Dans la partie suivante, on rappelle
la construction des formulations intégrales pour l’acoustique et l’électromagnétisme.
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Chapitre 2

Construction des formulations intégrales
pour l’acoustique et l’electromagnetisme

L’objectif de cette partie est la construction des équations intégrales associées aux problèmes
de propagation d’une onde acoustique et d’une onde électromagnétique et la caractérisation du
cadre fonctionnel dans lequel on évoluera. Son contenu se veut comme un résumé, un peu étoffé,
des techniques mises en œuvre afin de faciliter la compréhension par un lecteur non averti. Le cas
de l’acoustique consiste à propager un champ scalaire correspondant à un potentiel du champ
vectoriel de vitesses. Le cas de l’électromagnétisme consiste à propager le champ vectoriel des
composantes spatiales du champ électromagnétique. Cela pose des difficultés supplémentaires
vis-à-vis du contrôle des composantes au travers de la surface.

Pour cela, on commence par établir l’équation relative au problème fréquentiel de propaga-
tion acoustique. On caractérise ensuite son comportement dans un domaine d’extension infinie
ce qui permet d’établir les formulations intégrales des champs. On en extrait quatre opérateurs
principaux dont on donne les propriétés mathématiques. On construit les équations associées
au problème de propagation extérieure pour conditions limites sur la surface de l’objet dif-
fractant de type Dirichlet et Neumann et on identifie les espaces fonctionnels entrant en jeu.
On conclut sur l’acoustique en donnant les espaces d’approximation qu’on utilise dans le cadre
d’une résolution par des méthodes de type Galerkin.

On traite ensuite le cas de l’électromagnétisme en construisant sans donner les détails les
équations de propagation à partir des équations de Maxwell. De la même manière que pour
l’acoustique, on construit les équations intégrales et on détermine les espaces fonctionnels en-
trant en jeu. On termine cette partie sur les espaces d’approximation conformes qu’on utilise
dans la suite.

Ce chapitre s’appuie très fortement sur les livres de Nédélec [59], Colton & Kress [25]
ainsi que sur le cours d’A. Bendali sur les équations intégrales [7].

2.1 Méthodes intégrales pour l’acoustique

On commence dans un premier temps par construire l’équation de propagation d’une onde
acoustique dans le domaine temporel. On supposera ensuite qu’on est établi en régime per-
manent afin d’en déduire l’équation d’onde dans le domaine fréquentiel. On en calculera alors
la solution élémentaire et on en déduira les potentiels volumiques. Par application de l’opéra-
teur de trace défini au théorème 1.3.6, on obtient alors les formulations intégrales. On leur
associera les conditions limites qui nous intéressent pour en extraire les équations que nous
résoudrons et les opérateurs intégraux que nous étudierons.
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2.1.1 Equation de propagation d’une onde acoustique

On présente ici la construction de l’équation d’onde dans un fluide compressible de viscosité
faible. Dans d’autres milieux, on aboutira à la même équation, mais la méthode et les hypothèses
diffèrent.

Equation d’onde dans le domaine temporel

On considère un milieu homogène continu isotrope dans R2 ou R3. Afin de rester dans un
cadre physique linéaire, on va supposer que les ondes acoustiques sont de faible amplitude.
On pose v(x, t) le champ de vitesse, p0 + p(x, t) le champ de pression, ρ0 + ρ(x, t) le champ
de densité volumique et S0 + S(x, t) le champ d’entropie. On considère que v, p, ρ et S sont
des petites perturbations des champs X0 et peuvent donc être négligées le cas échéant. On a
trois équations bien connue qui sont l’équation de Navier-Stokes pour les fluides compressibles
visqueux en général, l’équation de continuité qui assure la conservation de la masse, et une
équation d’état qui va lier la pression à la masse volumique et l’entropie (ou la température).
Compte-tenu de l’hypothèse v � 1, on peut supposer la viscosité nulle. On aboutit alors aux
équations suivantes

(Eq. d’Euler)
∂v

∂t
+

1

ρ0

grad p = 0,

(Eq. de continuité)
∂ρ

∂t
+ ρ0 div v = 0,

(Eq. d’état)
∂p

∂t
=
∂f

∂ρ
(ρ0, p0)

∂ρ

∂t
.

En combinant ces équations entre elles, on obtient l’équation d’onde en pression

∆p− 1

c2

∂2p

∂t2
= 0 (2.1)

où c est la célérité de l’onde dans le fluide. De l’équation d’Euler, on en déduit l’existence d’un
potentiel des vitesses U tel que

v = − 1

ρ0

grad U et p = −∂U
∂t
. (2.2)

De fait, ce potentiel vérifie encore l’équation d’onde

∆U − 1

c2

∂2U

∂t2
= 0. (2.3)

Cette équation peut naturellement être résolue par des méthodes comme les éléments finis
mais nécessite l’utilisation d’un schéma numérique d’intégration en temps. De telles méthodes
peuvent être intéressantes pour étudier les régimes transitoires lorsqu’on module le signal d’ex-
citation.

Equation d’onde dans le domaine fréquentiel – Equation de Helmholtz

On peut décider de ne s’intéresser qu’au régime permanent, qu’on pourra ainsi décrire
comme un régime forcé. L’ensemble du système oscille à la fréquence f =

ω

2π
de l’excitation.

On pose alors l’Ansatz

U(x, t) = <{u(x) e−iωt}
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Figure 2.1 – Schéma de principe pour la propagation d’onde avec l’onde incidente (bleu),
l’onde diffractée (orange), et la frontière (noire) maillée (rouge).

où u(x) est appelé phaseur et est une grandeur complexe. En injectant cet Ansatz dans (2.3)
et en se souvenant que dans un milieu non dispersif on a la relation kw =

ω

c
où kw est le nombre

d’onde, on obtient l’équation de Helmholtz

(Eq. de Helmholtz) ∆u+ k2
wu = 0 (2.4)

dans tout le domaine de propagation. On appelle u l’onde totale qu’on décompose, en utilisant
la linéarité du système, en

u = ui + ud

où ui est l’onde incidente (l’agression, par exemple une onde plane) et ud est l’onde diffrac-
tée. L’onde incidente comme l’onde réfléchie doivent être toutes les deux solutions de
l’équation de Helmholtz.

Conditions aux limites – Sur Ω

On doit maintenant décider quelles sont les conditions aux limites que nous allons impo-
ser sur la surface de l’objet diffractant. On va distinguer deux cas correspondant à un objet
non pénétrable et qui mèneront à l’utilisation de deux opérateurs intégraux distincts. Il existe
évidemment d’autres types de conditions aux limites (impédance, problèmes de transmission,
etc.) !

Objet Sound-Soft On dit qu’on objet est Sound-Soft lorsque le champ de pression sur la
surface de l’objet est nul à tout instant t. Cela revient, d’après (2.2) à imposer une condition
aux limites de Dirichlet, soit encore

(c.l. de Dirichlet) u|Γ = 0.

On remarque que ce type de condition aux limites ne correspond pas, en acoustique, à un
phénomène physique !

Objet Sound-Hard On dit qu’on objet est Sound-Hard lorsqu’on impose au champ de vitesse
normal à la surface de l’objet diffractant d’être nul pour tout t : l’objet est rigide, ce qui est
physiquement acceptable. . . Toujours en utilisant (2.2), cela revient à imposer une condition
aux limites de Neumann, soit en posant n la normale à Γ

(c.l. de Neumann)
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= (grad u · n)Γ = 0.
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Conditions aux limites – A l’infini

On peut imaginer une multitude de solutions vérifiant (2.3). Cependant, on ne s’intéressera
qu’aux solutions dites "physiques", c’est-à-dire d’"énergie finie". Cela impose donc une certains
décroissance de l’amplitude du signal lorsqu’on s’éloigne de l’objet diffractant. Cette condition
sera dite condition de radiation à l’infini, appelée dans le cadre de l’acoustique condition de
Sommerfeld, et telle que

lim
|x|→∞

|x|
(
∂|x|u(x)− ikwu(x)

)
= 0. (2.5)

Cette condition peut se traduire par : le comportement à l’infini est celui d’une onde plane
décroissante d’énergie finie. Mathématiquement, cela revient à imposer au champ acoustique
d’être H1

loc dans le domaine de propagation. Cette condition va intervenir explicitement lors de
la construction des formulations intégrales.

Solutions élémentaires de l’équation de Helmholtz

Définition 2.1.1 (Onde plane). On appelle onde plane une onde de la forme

up(x) = eik·x.

Elle est dite "plane" car son front d’onde est un plan. Une onde plane vérifie l’équation
de Helmholtz homogène mais pas la condition de Sommerfeld. On introduit alors la notion de
solution élémentaire. On considère une source de type distribution de Dirac en 0, notée δ0, et
on considère l’équation

−
(
∆E + k2

wE
)

= δ0. (2.6)

Les solutions ne sont pas unique puisqu’on peut y ajouter n’importe quelle combinaison d’ondes
planes. Regardons les solutions radiales, i.e. en fonction de r = |x|. L’équation précédente
devient, en passant en coordonnées polaires/sphériques,

1

r

d

dr

(
r
dE

dr

)
+ k2

wE = 0, r > 0 pour x ∈ R2,

1

r2

d

dr

(
r2dE

dr

)
+ k2

wE = 0, r > 0 pour x ∈ R3.

Ce sont des équations différentielles ordinaires dont la forme générale est connue. On va recher-
cher les solutions se propageant dans la direction des r croissants i.e. les ondes sortantes (on
rappelle que la source est placée en r = 0).

Pour n = 3, la solution générale est de la forme

E(r) = c1
eikwr

r
+ c2

e−ikwr

r

et la seule solution sortante est celle pour laquelle c2 = 0, à savoir

E(r) = c1
eikwr

r
.

On souhaiterait déterminer c1. En intégrant l’équation (2.6) au sens des distributions sur une
boule B(0, R) centrée en 0 et de rayon R, et par définition de δ0, on obtient en utilisant la
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formule de Green–Ostrogradski

−1 =

∫
B(0,R)

div ∇E(r) dB0 + k2
w

∫
B(0,R)

E(r) dB0,

=

∫
∂B(0,R)

∂E

∂r
(r) d∂B0 +

∫
B(0,R)

E(r) dB0,

= 4πR2c1

(
ikw

eikwR

R
− eikwR

R2

)
+ 4πc1

(
eikwR(1− ikwR)− 1

)
,

= −4πc1.

En conclusion la solution fondamentale de l’équation de Helmholtz dans R3 est

E(r) =
eikwr

4πr
. (2.7)

Pour n = 2, on a une équation de Bessel et la solution fondamentale est alors

E(r) = − 1

4i
H(1)

0 (kwr) (2.8)

où H(1)
0 (kwr) est la fonction de Hankel d’ordre 0.

Dans les deux cas, on vérifie aisément que la solution fondamentale vérifie la condition de
Sommerfeld. Elle va jouer un rôle fondamental puisqu’elle permet de définir le noyau de Green
à partir duquel nous allons construire les opérateurs intégraux.

Définition 2.1.2 (Noyau de Green). On définit le noyau de Green de l’équation de Helmholtz
comme

Gkw(x, y) = E(|x− y|), x 6= y.

Pour assurer les conditions d’existence et d’unicité des solutions, on doit caractériser le
comportement des solutions admissibles en l’infini.

Existence, unicité et caractérisation du comportement des solutions

On considère BR une boule de centre l’origine et de rayon R, et BeR son complémentaire
dans Rn. Dans cette partie, on va supposer que n = 3 ; cependant le cas n = 2 se traite de la
même manière.

Lemme 2.1.1 (Lemme de Rellich). Soit U un domaine extérieur tel qu’il existe un R0 avec
BeR0
⊂ U . Soit une distribution u ∈ D?(U) vérifiant (2.3), alors u ∈ C∞(U) et on a l’alternative
— u ≡ 0 dans U ,
— ou bien

∃R1 > R0, M > 0, ∀R > R1,

∫
R0<|x|<R

|u(x)|2 dx ≥MR.

On aimerait vérifier l’unicité des solutions de l’équation de Helmholtz. On va utiliser le
principe d’absorption limite qui consiste à supposer que le milieu est à pertes, à savoir qu’on va
supposer que kw = k̂w e

iθ, 0 < θ <
π

2
(kw admet une composante complexe), puis à faire tendre

θ vers 0.
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Lemme 2.1.2. Soit T ∈ D?(R3), soient w1, w2 ∈ H1(BeR) deux solutions de ∆wi + k2
wwi = −T

dans D?(R3), avec supp T ⊂ BR, alors w1 = w2.

Démonstration. w = w1−w2 est solution de l’équation homogène. On a alors w ∈ C∞(R3), puis
w ∈ H1(R3). Par densité de D(R3) dans H1(R3), il existe une suite (ϕm)m≥0 ⊂ D(R3) telle que

limϕm = w.

En testant l’équation homogène par ϕm, en intégrant par parties, puis en passant à la limite, il
vient ∫

R3

|∇w(x)|2 − k̂2
we

2iθ|w(x)|2 dx = 0,

−k̂2
w sin(2θ)

∫
R3

|w(x)|2 dx = 0.

En conclusion, w = 0.

Sous les mêmes conditions, on peut montrer que

Théorème 2.1.1. Une solution de ∆u+ k̂2
we

2iθu = −T est donnée explicitement par

u = Gk̂w,θ
? T.

De plus, u ∈ C∞ en dehors de supp T .

Le principe d’absorption limite donne alors pour θ → 0 (i.e. un milieu sans pertes)

u = Gkw ? T.

On a toujours u ∈ C∞ en dehors du support de T .
On impose maintenant à u ∈ D?(R3) de respecter la condition de radiation de Sommerfeld.

Dans ce cas,

Lemme 2.1.3. Si SR = {x ∈ R3, |x| = R}, alors

lim
R→∞

∫
SR

|u(x)|2 dSR = 0.

Démonstration. En utilisant la formule de Green,∫
|x|<R

(|∇u|2 − k2
w|u|2) dx =

∫
|x|<R

∇ · (u∇u) dx =

∫
SR

u∂ru dSR ∈ R.

Par conséquent, =
(∫

SR

u∂ru dSR

)
= 0. On a encore lim

R→∞
|∂ru− ikwu| = 0 en utilisant la

condition de Sommerfeld.
En développant∫

SR

|∂ru− ikwu|2 dSR =

∫
SR

|∂ru|2 dSR + k2

∫
SR

|u|2 dSR − 2kw=
(∫

SR

u∂ru dSR

)
,

=

∫
SR

|∂ru|2 dSR + k2

∫
SR

|u|2 dSR,

on a à la fois
∫
SR

|∂ru|2 dSR → 0 et
∫
SR

|u|2 dSR → 0.
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Ce lemme permet alors de conclure sur l’unicité des solutions.

Théorème 2.1.2. Soient T ∈ D?(R3) et u solution de l’équation,

∆u+ k2
wu = −T dans D?(R3)

obtenue par le principe d’absorption limite et vérifiant la condition de radiation de Sommerfeld,
alors u est unique.

Démonstration. On montre que T = 0 ⇒ u = 0. Si on suppose que u 6= 0, alors le lemme de
Rellich implique l’existence d’un R1 > R et M > 0 tels que∫

|x|<R
|u(x)|2 dx ≥MR.

On a encore d’après le lemme précédent l’existence d’un R2 tel que ∀R ≥ R2,∫
SR

|u(x)|2 dSR ≤
M

2
.

Ainsi,

M R ≤
∫
|x|<R

|u(x)|2 dx =

∫
|x|<R2

|u(x)|2 dx+

∫ R

R2

∫
Sr

|u(x)|2 dSrdr,

≤
∫
|x|<R2

|u(x)|2 dx+ (R−R2)
M

2
.

Finalement, en divisant par R et en faisant tendre R→∞, on obtient

M ≤ (1− R2

R
)
M

2

ce qui est une contradiction.

Finalement,
— l’équation de Helmholtz admet une unique solution "physique",
— on a caractérisé le comportement cette solution en dehors des termes sources ainsi que

sa décroissance en l’infini,
— on vérifie facilement à partir de la caractérisation de u que u ∈ H1

loc(R3), i.e. est d’éner-
gie finie. Cette propriété est une conséquence directe de la condition de radiation de
Sommerfeld.

Ces propriétés nous permettront d’imposer implicitement ces comportements aux champs re-
construits à partir des formulations intégrales.

2.1.2 Formulations intégrales des champs

Dans le cas général, la solution u de l’équation de Helmholtz vit dans tout le domaine de
propagation, y compris l’objet diffractant, par exemple dans le cas d’un problème de transmis-
sion. Il n’y a évidemment aucune garantie a priori de continuité de u au passage de Γ. On pose
maintenant Ωi (≡ Ω) le domaine intérieur et Ωe (≡ Rn\Ω) le domaine de propagation extérieur.

Soit n la normale sortante à Ωi, alors pour u et
∂u

∂n
, on définit uint/ext,

∂u

∂n

∣∣∣∣
int/ext

leur traces

intérieures, respectivement extérieures. Pour cette partie encore on supposera que Rn ≡ R3,
mais l’ensemble des résultats reste évidemment valable dans R2. On pose alors

[u] = uint − uext,
[
∂u

∂n

]
=
∂u

∂n

∣∣∣∣
int
− ∂u

∂n

∣∣∣∣
ext

(2.9)

les sauts de traces au passage de Γ. On a le théorème de représentation suivant.
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Théorème 2.1.3 (Théorème de représentation). Pour u solution de l’équation de Helmholtz,
on a les formules suivantes :

x /∈ Γ

u(x) =

∫
Γ

Gkw(x, y)

[
∂u

∂n
(y)

]
dγy −

∫
Γ

∂

∂ny
(Gkw(x, y)) [u(y)] dγy, (2.10)

x ∈ Γ

uint(x) + uext(x)

2
=

∫
Γ

Gkw(x, y)

[
∂u

∂n
(y)

]
dγy −

∫
Γ

∂

∂ny
(Gkw(x, y)) [u(y)] dγy. (2.11)

Ce théorème permet d’établir un lien entre les traces surfaciques de u et ∂u
∂n

et la valeur
du champ en un point x quelconque du domaine de propagation. On passe d’un problème
volumique à un problème surfacique. C’est le premier pas vers les formulations intégrales.

Eléments de construction de ces formules Pour tout domaine Ω de frontière ∂Ω, en se
rappelant que u et E(.−x) sont solutions de l’équation de Hemholtz, on a en utilisant la formule
de Green

0 =

∫
∂Ω

(
∂u

∂n
(y)E(y − x)− ∂

∂ny
E(y − x)u(y)

)
dγy.

La difficulté vient du comportement singulier de E quand x = y. On suppose donc que x ∈ Ωi et
on considère une boule B(x, ε) centrée en x de rayon ε d’enveloppe Sε et une boule B(x,R) telle
que Ωi ⊂ B(x,R) d’enveloppe SR. On a bien Γ ⊂ B(x,R) ! En appliquant la formule précédente
sur Ωi\B(x, ε) et sur Ωe ∩ B(x,R) puis en sommant les deux contributions, on obtient

0 =

∫
Γ

E(y − x)

[
∂u

∂n
(y)

]
dγy −

∫
Γ

∂

∂ny
E(y − x) [u(y)] dγy . . .

. . .−
∫
Sε

E(y − x)
∂u

∂n
(y) dγy +

∫
Sε

∂

∂ny
E(y − x)u(y) dγy . . .

. . .+

∫
SR

E(y − x)
∂u

∂n
(y) dγy −

∫
SR

∂

∂ny
E(y − x)u(y) dγy.

On comprend alors mieux l’intérêt d’introduire les deux boules :
— B(x, ε) va permettre de contrôler le comportement de l’intégrale lorsque ε → 0 puisque

dans ce cas la fonction u est régulière. La première des intégrales sur B(x, ε) est bornée
par ε

∣∣∂u
∂n

(x)
∣∣ et tend donc vers 0 lorsque ε → 0. La seconde intégrale sur Sε prend la

forme ∫
Sε

∂

∂ny
E(y − x)u(y) dγy = u(x)

∫
Sε

∂

∂ny
E(y − x) dγy + . . .

. . .

∫
Sε

∂

∂ny
E(y − x) (u(y)− u(x)) dγy .

On notera que
∂E

∂n
=

(
ikw
4πr
− 1

4πr2

)
eikwr et par conséquent le second terme est borné

par (1+εkw) supy∈B(x,ε) |u(x)− u(y)| et donc tend vers 0 par continuité de u. Le premier
terme tend quant à lui vers −1.
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— B(x,R) quand à elle permet de contrôler le comportement de l’intégrale lorsque R→∞.
En effet, ces termes peuvent être réécrits comme

−
∫
SR

(
∂

∂ny
E(y − x)− ikE(y − x)

)
u(y) dγy +

∫
SR

E(y − x)

(
∂u

∂n
− iku(y)

)
dγy

où le premier terme est borné par sup
x∈SR
|u(x)| et le second par la condition de radiation

de Sommerfeld. Dans les deux cas, on sait que ces bornes supérieures tendent vers 0.
La formule pour x /∈ Γ vient immédiatement. Il reste à traiter le cas x ∈ Γ. Les intégrales

sur SR tendent toujours vers 0. Cependant, B(x, ε) est divisée en Bi(x, ε) = B(x, ε) ∩ Ωi et
Be(x, ε) = B(x, ε)∩Ωe. La seconde intégrale sur Sε est toujours bornée par |uint/ext(x)−uint/ext(y)|
selon qu’on est dans Bi ou Be. Dans les deux cas, la continuité de uint/ext assure sa convergence
vers 0.

En ce qui concerne le premier terme, la surface Γ peut être assimilée à un plan quand ε→ 0.

On a ∂Bi/e = Γε ∪ Si/e et donc
∫
Sε

=

∫
Si

�i +

∫
Γε

�i +

∫
Se

�e +

∫
Γε

�e. Par le même calcul que

pour le cas x /∈ Γ (mais sur une demi-sphère),

uint(x)

∫
Si/e

∂

∂ny
dγy −−→

ε→0
−uint/ext(x)

2
.

Par ailleurs,
∂

∂ny
E(y−x) se comporte comme

1

|x− y| quand y → x. Quand ε→ 0, cela revient

à considérer Γε comme un disque de rayon ε et de centre x, noté D(x, ε). On a donc uniquement
besoin d’étudier le comportement de l’intégrale∫

D(x,ε)

1

|x− y| dγy

dont un changement de variable en coordonnées polaires montre qu’elle se comporte comme ε,
d’où la formule pour x ∈ Γ.

La condition de radiation (donc le comportement de u en l’infini) sont pris explicitement
en compte dans la construction des formulations intégrales et sont donc imposés implicitement
dans les équations finales au sens où on n’a pas besoin de les prendre en compte numériquement
(avec par exemple des PML dans le cas de résolutions par éléments finis).

2.1.3 Construction des quatre opérateurs intégraux

On voit apparaître deux opérateurs intégraux dans les formules (2.10) et (2.11) du théorème
de représentation. On pose le

Potentiel de Simple Couche Skw

u(x) = (Skwu) (x) =

∫
Γ

Gkw(x, y) q(y) dγy, (2.12)

Potentiel de Double Couche Dkw

u(x) = (Dkwu) (x) =

∫
Γ

∂Gkw

∂ny
(x, y)ϕ(y) dγy. (2.13)

Ces deux potentiels vérifient l’équation de Helmholtz aussi bien dans Ωi que dans Ωe, ainsi
que la condition de radiation de Sommerfeld ! On a le théorème suivant.
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Théorème 2.1.4. On se donne q ∈ C0(Γ). Le potentiel de simple couche Skw est continu en x
à la traversée de Γ et vaut

u(x) =

∫
Γ

Gkw(x, y) q(y) dγy. (2.14)

La dérivée normale de Skw est discontinue à la traversée de Γ. Les limites à droite et à gauche
sont alors

∂u

∂n

∣∣∣∣
int

=
q(x)

2
+

∫
Γ

∂Gkw

∂nx
(x, y) q(y) dγy, (2.15)

∂u

∂n

∣∣∣∣
ext

= −q(x)

2
+

∫
Γ

∂Gkw

∂nx
(x, y) q(y) dγy. (2.16)

On se donne ϕ ∈ C0(Γ). Le potentiel Dkw est discontinu à la traversée de Γ. Les valeurs limites
sont alors

uint(x) = −ϕ(x)

2
+

∫
Γ

∂Gkw

∂ny
(x, y)ϕ(y) dγy, (2.17)

uext(x) =
ϕ(x)

2
+

∫
Γ

∂Gkw

∂ny
(x, y)ϕ(y) dγy. (2.18)

La dérivée normale de Dkw est continue à la traversée de Γ et s’exprime sous forme d’intégrale
impropre à cause de sa singularité.

Par conséquent, toute somme d’un potentiel de simple couche de densité q et d’un potentiel
de double couche de densité ϕ défini une solution admissible u de l’équation de Helmholtz avec
de plus

q =

[
∂u

∂n

]
et ϕ = [u] .

Les quatre opérateurs intégraux et les projecteurs de Calderon

Le théorème précédent a permis de mettre en évidence les quatre opérateurs intégraux à la
base de toutes les formulations intégrales pour l’acoustique. On a donc

Le simple couche

Skwu(x) =

∫
Γ

Gkw(x, y)u(y) dγy,

Le double couche
Dkwu(x) =

∫
Γ

∂Gkw

∂ny
(x, y)u(y) dγy,

L’adjoint du double couche

D?kwu(x) =

∫
Γ

∂Gkw

∂nx
(x, y)u(y) dγy,

La dérivée normale du double couche

Nkwu(x) =

∫
Γ

∂2Gkw

∂nx∂my

(x, y)u(y) dγy.

On a les relations de Calderon.
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Théorème 2.1.5 (Projecteurs de Calderon). Soit

Hkw =

(
−Dkw Skw
−Nkw D?kw

)
,

les opérateurs

Cint =
I
2

+Hkw , (2.19)

Cext =
I
2
−Hkw (2.20)

sont appelés projecteurs de Calderon. Ils vérifient

C2
int/ext = Cint/ext, Cint + Cext = I.

De plus,

D2
kw − SkwNkw =

I
4
, DkwSkw = SkwD?kw,

NkwDkw = D?kwNkw, (D?kw)2 −NkwSkw =
I
4
.

On ne suppose plus désormais que q ∈ C0(Γ) ou ϕ ∈ C0(Γ) qui sont des conditions très
contraignantes, et on s’intéresse à l’action de ces opérateurs comme opérateurs entre espaces
de Sobolev ce qui revient à travailler avec des espaces de distributions.

2.1.4 Formulations intégrales pour l’acoustique

On construit maintenant les équations intégrales associées aux deux problèmes extérieurs
de Dirichlet et de Neumann. On rappelle que le champ total peut être décomposé en un champ
incident provenant de la source, éventuellement placée à l’infini, et un champ diffracté de telle
sorte que

u = ui + ud, ∇u = ∇ui +∇ud.

On va chercher à calculer le champ diffracté selon la condition limite voulue. On se contente pour
l’instant de donner les équations intégrales, on s’intéressera plus loin aux critères d’inversibilité.

En utilisant le théorème de représentation 2.1.3 et les définitions de q = [u] et ϕ =

[
∂u

∂n

]
,

il vient en remplaçant uint = [u] + uext, respectivement
∂uint
∂n

=

[
∂u

∂n

]
+
∂uext
∂n

,

uext = −ϕ
2
−Dkwϕ+ Skwq, (2.21)

∂uext
∂n

= −q
2

+D?kwq −Nkwϕ. (2.22)

Ce sont bien des équations posées sur Γ !
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Condition limite homogène de Dirichlet

On remarque dans un premier temps que par définition, [u] =
[
ud
]
, de même pour la dérivée

normale. De fait, les formules de représentation sont encore valables pour ud et donc

ud = −ϕ
2
−Dkwϕ+ Skwq sur Γ.

Par ailleurs, imposer une condition limite de Dirichlet homogène à u sur Γ revient à imposer
ud
∣∣
Γ

= − ui|Γ et à prolonger cette valeur à l’intérieur de Ωi. Par conséquent, ud est continu au
passage de Γ (⇔ ϕ = 0) et

Skwq = −ui (2.23)

puis

−q
2

+D?kwq = −∂u
i

∂n
. (2.24)

Condition limite homogène de Neumann

On procède de la même manière que pour la condition de Dirichlet. Dans ce cas, q = 0 et

Nkwϕ =
∂ui

∂n
(2.25)

puis

ϕ

2
+Dkwϕ = ui . (2.26)

Critères d’inversibilité

Les équations (2.23)–(2.26) n’admettent pas toujours des solutions ! En effet, l’équation de
Helmholtz peut se mettre sous la forme

∆u = −k2
wu.

On s’intéresse au cas d’une condition limite de Dirichlet (le cas Neumann se traite de la
même manière). Si −k2

w n’est pas une valeur propre du problème intérieur avec condition de
Dirichlet, alors u est donnée par les formules précédentes. Si −k2

w est une valeur propre du
laplacien (ce qui est possible car kw ∈ R), alors la résolution de l’équation de Helmholtz devient
un problème aux valeurs propres et kw correspond à une fréquence de résonance de la cavité
par rapport au problème du Laplacien.

En conséquence,
— l’équation (2.23) n’est pas solvable lorsque −k2

w est une valeur propre associée au pro-
blème intérieur du laplacien avec conditions de Dirichlet,

— considérant un vecteur propre w du problème du laplacien intérieur avec condition de
Dirichlet, il satisfait les hypothèses du théorème de représentation. Par conséquent,

Skw
∂w

∂n
= 0 dans Ωe,

−
(I

2
+D?kw

)
∂w

∂n
= 0 sur Γ.

L’équation (2.24) n’admet donc pas de solutions dès lors que −k2
w est valeur propre du

problème intérieur du laplacien avec condition de Dirichlet.
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— De manière similaire, on peut montrer que l’équation (2.26) n’admet pas solution lorsque
−k2

w est valeur propre du problème intérieur du laplacien avec condition de Neumann,
— et qu’il en va de même pour l’équation (2.25).
En conclusion, en dehors des valeurs critiques énoncées ci-dessus, les équations intégrales

(2.23)–(2.26) admettent toujours une unique solution 1. Il existe des formulations intégrales
qui permettent de contourner cette difficulté. Elles utilisent le fait que les valeurs propres du
problème intérieur pour la laplacien avec conditions de Dirichlet ou Neumann sont différentes.
Cela suggère d’utiliser une condition de type "impédance" afin d’éliminer les modes propres
intérieurs.

Autres formulations – L’astuce de Brakhage et Werner

Supposons qu’on souhaite résoudre un problème avec condition de Dirichlet (la condition de
Neumann se traitera de la même manière). L’astuce de Brakhage et Werner consiste à résoudre
l’équation

q

2
+Dkwq − iηSkwq = ui (2.27)

où η est un paramètre réel positif. L’inversibilité de cet opérateur est garantie pour toute
fréquence kw. Kress montre (voir [53]) que le paramètre optimal, au sens du conditionnement
de l’équation, est η = max{1/2, kw}.

Remarque 2.1.1. L’inconnue q n’a plus de sens physique ! On parle d’une formulation en
sources.

La formulation CFIE

Le terme CFIE signifie Combined Field Integral Equation. Cela consiste à combiner pure-
ment deux équations intégrales indépendantes avec des seconds membres différents en introdui-
sant une pondération de l’une par rapport à l’autre. On se donne un paramètre α ∈ [0, 1]. Pour
le problème de Dirichlet, la formulation CFIE s’écrit

(1− α)

(I
2

+Dkw
)
q − ikwαSkwq = (1− α)

∂ui

∂n
+ ikwαu

i. (2.28)

L’opérateur à inverser est sensiblement le même que pour l’astuce de Brakhage & Werner mais
les seconds membres sont combinés également.

Remarque 2.1.2. L’inconnue q correspond toujours à
[
∂u

∂n

]
.

Caractère "bien posé" des équations intégrales et formulations variationnelles

On a supposé jusqu’à maintenant, en dehors des cas où kw est une fréquence de résonance,
les équations intégrales étaient toujours inversibles. C’est le cas lorsque q et ϕ sont C0(Γ). Ces
hypothèses sont néanmoins très restrictives et ne tiennent plus lorsqu’on s’intéresse au caractère
Hs(Ωe/i) du champ acoustique. Dans ce cas, on s’appuie sur la théorie des espaces de Sobolev
et on s’intéresse au caractère "Fredholm" des opérateurs intégraux.

On a cherché les solutions u d’énergie finie de l’équation de Helmholtz, i.e. u ∈ H1(Ωe/i). Par
conséquent les opérateurs intégraux fournissent la trace des champs et on obtient naturellement

1. Cette affirmation est à nuancer en 2D où la notion de capacité d’une surface entre en jeu. Voir par exemple
[29] pour une explication claire
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γ0u ∈ H1/2(Γ) et γ1u ∈ H−1/2(Γ) en utilisant le théorème de trace. Cette caractérisation permet
de définir définitivement le cadre fonctionnel dans lequel on va évoluer.

On a décidé de résoudre les équations intégrales par une approche de type Galerkin (⇔
éléments finis de frontière) donc on donne également les formulations variationnelles associées.

Equation (2.23) On considère l’opérateur S0 (⇔ kw = 0). On peut montrer que

S0 : H−1/2 −→ H1/2(Γ)

q 7−→
∫

Γ

G0(x, y) q(y) dγy

est coercif quand S0q ∈ H1/2(Γ). Par conséquent, le lemme de Lax-Milgram s’applique et
garantit l’existence et l’unicité d’une solution. Par dualité, S0q ∈ H1/2(Γ)⇒ q ∈ H−1/2(Γ). De
plus S0 est continu. On peut alors montrer une propriété équivalent pour Skw , kw > 0.

Théorème 2.1.6. L’opérateur Skw : H−1/2(Γ) → H1/2(Γ) est un isomorphisme dès lors que
−k2

w n’est pas une valeur propre du problème de Dirichlet intérieur pour le laplacien.

Démonstration. Il suffit de remarquer que Skw = S0 +Rkw où Rkw est un opérateur régularisant
(donc compact dans ce contexte) d’ordre −3. On a alors

Skw =
(
I +RkwS−1

0

)
S0.

C’est un opérateur de la forme coercif+compact et il suffit alors d’appliquer l’alternative de
Fredholm.

Théorème 2.1.7. La formulation variationnelle associée à l’équation (2.23) est : pour tout
v ∈ H−1/2(Γ), ∫

Γ

∫
Γ

v(x)Gkw(x, y) q(y) dγy dγx = −
∫

Γ

ui(x) v(x) dγx. (2.29)

Remarque 2.1.3. Ici, on peut préférer la notation utilisant le crochet de dualité 〈Skwq, v〉 =
−〈ui, v〉 puisqu’on travaille entre espaces duaux.

Equations (2.26) et (2.24) Les opérateurs −I
2

+D?kw et
I
2

+Dkw sont continus de L2(Γ)→
H1(Γ).

Théorème 2.1.8. Les opérateurs −I
2

+ D?kw et
I
2

+ Dkw vus de L2(Γ) → L2(Γ) sont des
isomorphismes excepté lorsque kw est l’une des fréquences de résonance déjà évoquées.

Démonstration. Les opérateurs Dkw et D?kw vus de L2(Γ) → L2(Γ) sont compacts. Il suffit
encore une fois d’appliquer l’alternative de Fredholm.

Théorème 2.1.9. La formulation variationnelle associée à l’équation (2.26) est : pour tout
v ∈ L2(Γ),

1

2

∫
Γ

v(x)ϕ(x) dγx +

∫
Γ

∫
Γ

v(x)
∂Gkw

∂ny
(x, y)ϕ(y) dγy dγx =

∫
Γ

ui(x) v(x) dγx. (2.30)

L’équation (2.24) se traite de la même manière.
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Equation (2.25) On a encore une résultat de ce type pour l’opérateur Nkw .

Théorème 2.1.10. L’opérateur Nkw : H1/2(Γ) → H−1/2(Γ) est un isomorphisme dès lors que
k2
w n’est pas une valeur propre du problème intérieur de Neumann pour le laplacien.

Démonstration. On ne donne pas ici la preuve complète car trop longue. Elle consiste à retran-
cher N0 à Nkw et à vérifier qu’on obtient un opérateur régularisant d’ordre −3. Le caractère
coercif de N0 permet d’appliquer l’alternative de Fredholm.

Théorème 2.1.11. La formulation variationnelle associée à l’équation (2.25) est : pour tout
v ∈ H1/2(Γ),∫

Γ

∫
Γ

−→rotΓv(x) · −→rotΓϕ(y)Gkw(x, y) dγy dγx . . .

. . .− k2
w

∫
Γ

∫
Γ

v(x)Gkw(x, y)ϕ(y) nx · ny dγy dγx = −
∫

Γ

∂ui

∂n
v(x) dγx. (2.31)

où nx, respectivement ny est la normale à Γ en x/y.

2.1.5 Espaces conformes pour les équations intégrales en acoustique

Les équations introduites dans la partie 2.1.4 sont résolues par une méthode de type Galer-
kin. La surface de l’objet diffractant est discrétisée en un maillage Th. On utilisera des segments
dans le cas d’une propagation dans R2 ou des triangles dans le cas d’une propagation dans R3.
Il s’agit donc uniquement de trouver un espace d’approximation conforme Vh pour chaque
équation. On peut remarquer que

P0(Th) ⊂ L2(Γ) ⊂ H−1/2(Γ)

où P0(Th) est l’espace des fonctions constantes par morceaux sur les éléments τ ∈ Th. On a
encore, pour tout k ≥ 1,

Pk(Th) ⊂ H1(Γ) ⊂ H1/2(Γ) ⊂ L2(Γ) ⊂ H−1/2(Γ)

où Pk(Th) désigne l’espace des fonctions polynomiales de degré k ≥ 1 par morceau avec recol-
lement C0 entre les éléments du maillage.

Par conséquent, les équations (2.23) et (2.24) peuvent être discrétisées en utilisant Vh =
P0(Th). Les équations (2.23)–(2.24) peuvent être discrétisées avec Vh = Pk(Th). On précise,
à titre indicatif pour l’instant, que monter en ordre polynomial devient inutile à partir d’un
certain stade si l’ordre de l’approximation géométrique n’augmente pas car dans ce cas l’erreur
géométrique devient prépondérante. On reviendra sur ce point dans la partie sur l’indication
d’erreur goal-oriented.

2.1.6 Conclusion sur les équations intégrales pour l’acoustique

On termine ici la construction des équations intégrales pour l’acoustique qu’on va étudier.
On a donné un sens à ces équations du point de vue fonctionnel, i.e. on a bien défini les espaces
fonctionnels dans lesquels ces équations vont être résolue. On a conséquemment donné les
formulations variationnelles qu’on va utiliser pour leur résolution. On fait quelques remarques
d’importance sur les restrictions qu’on impose dans la suite de l’étude.
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Remarque 2.1.4. On n’a considéré, jusqu’ici, que le cas où Γ est une surface fermée. Néan-
moins, les opérateurs Skw et Nkw sont bien définis lorsque Γ est ouverte. On a alors encore des
problèmes bien posés tels que

Skw : H̃−1/2(Γ) −→ H1/2(Γ) et Nkw : H̃1/2(Γ) −→ H−1/2(Γ). (2.32)

La manipulation de surfaces ouvertes apporte des complications supplémentaires puisqu’il
faut bien définir le comportement au bord des opérateurs sur les espaces fonctionnels corres-
pondant. Sauf mention contraire, on supposera toujours que Γ est fermée.

Remarque 2.1.5. Les équations (2.24) et (2.26), ou les formulations combinées, ne pré-
sentent pas de difficultés pour l’étude d’indicateurs a posteriori. En effet, les opérateurs sont
de L2(Γ) −→ L2(Γ). Le caractère "bien posé" de ces problèmes implique que la norme L2 du
résidu est une norme équivalente de l’erreur. De plus, la norme L2 est locale donc un indica-
teur d’erreur basé dessus possède toutes les propriétés requises (voir la partie correspondante
du chapitre 3).

Dans toute la suite, et dans le cadre de l’acoustique, on ne s’intéressera qu’aux équations
(2.23) et (2.24) car elles ne font intervenir que des espaces de Sobolev d’ordre non entier pour
lesquels une localisation des normes est nécessaire.

2.2 Méthodes intégrales pour l’électromagnétisme
On présente ici la méthode de construction des équations intégrales pour l’électromagné-

tisme. On s’intéresse à la diffraction d’une onde électromagnétique incidente par un objet Ω de
frontière Γ. Le domaine de propagation est encore une fois décomposé en R3 = Ωi ∪ Γ ∪ Ωe.
Une grande nouveauté est que l’inconnue est désormais vectorielle. De plus, les caractéristiques
des champs vont faire apparaître des sous-espaces d’espaces de Sobolev "classiques" dont la
manipulation ne va pas s’avérer aisée.

2.2.1 Les équations de Maxwell

On précise les caractéristiques du milieu de propagation de l’onde électromagnétique. De
même que pour l’acoustique, on se place en régime harmonique et les champs sont de la forme
phaseur × e−iωt. La dérivation en temps est remplacée par une multiplication par −iω et on
assimile alors le champ à son phaseur.

Milieu homogène isotrope

On considère un milieu de propagation isotrope. Ses caractéristiques sont
— permittivité diélectrique : ε(x)ε0, ε ≥ 1, et ε0 > 0 est la permittivité diélectrique du

vide, ε est éventuellement complexe dans un matériau à pertes,
— permittivité magnétique : µ = µ(x)µ0, µ ≥ 1, et µ0 > 0 est la permittivité

magnétique du vide, µ est éventuellement complexe,
— conductivité électrique : σ(x) ≥ 0,
— conductivité magnétique : σm(x) ≥ 0.

On suppose de plus que le milieu est homogène, i.e. ε(x) = ε, µ(x) = µ, σ(x) = σ et σm(x) = σ.
Ce milieu est traversé par les courants

— électriques : J(x),
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— magnétiques : M(x).
Le milieu est chargé par des

— charges électriques : ρ,
— charges magnétiques : ρm.

Les champs régnant sont alors
— le champ électrique : E(x),
— le champ magnétique : H(x).

Remarque 2.2.1. Les courants et charges magnétiques n’ont aucune signification physique,
i.e. dans un milieu réel σm = 0 et M = 0. Ce sont des artifices pour faciliter la modélisation.

Condition de transmission entre deux milieux

Supposons que l’onde se propage dans deux domaines (1) et (2) aux caractéristiques diffé-
rentes, il est nécessaire d’imposer une condition de transmission sur les champs à l’interface Σ.
On impose la continuité de la composante tangentielle des champs, soit encore

E(1) × n|Σ = E(2) × n|Σ et H(1) × n|Σ = H(2) × n|Σ. (2.33)

On autorise la composante normale à être discontinue, notamment dans le cas où il existe des
charges surfaciques sur Σ ou au niveau d’un changement de milieu diélectrique.

Equations de Maxwell dans le domaine fréquentiel

Les grandeurs ci-dessus sont liées entre elles par les quatre équations de Maxwell dans le
cas général d’un milieu avec pertes :

(Loi de Gauss – Champ électrique) ∇ · (εE) =
ρ

ε0

, (2.34)

(Loi de Gauss – Champ magnétique) ∇ · (µH) =
ρm
µ0

, (2.35)

(Loi de Faraday) ∇× E− iωµ0µH = −M, (2.36)
(Loi d’Ampère) ∇×H + iωε0εE = J. (2.37)

On obtient alors le système de Maxwell

∇× E− ikwZµH = −M, (2.38)

∇×H + ikw
1

Z
εE = J, (2.39)

qui est celui qu’on résoudra. Ces équations peuvent être regroupées en une seule, posée en E,

ou de manière équivalente en H. On pose Z =

√
µ0

ε0

l’impédance du vide et n =
√
εµ l’indice

du milieu. kw est le nombre d’onde déjà introduit pour l’acoustique.

Equation en champ électrique

∇× 1

µ
∇× E− k2

wεE = ikwZJ−∇× 1

µ
M.

Pour un milieu homogène, cette équation devient en utilisant la formule

∇×∇×� = ∇∇ ·�−∆�,

on obtient

−(∆ + k2
wn

2)E = ikwZ

(
1

k2
wε
∇∇ · J + µJ

)
−∇×M. (2.40)
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Equation en champ magnétique

∇× 1

ε
∇×H− k2

wµH = ikw
1

Z
M +∇× 1

ε
J.

De même après transformation,

−(∆ + k2
wn

2)H = ikw
1

Z

(
1

k2
wµ
∇∇ ·M + εM

)
= ∇× J. (2.41)

On remarque ainsi que chaque composante du champ électrique/magnétique obéit
à une équation de Helmholtz avec second membre. Le travail effectué en 2.1.1 sur la carac-
térisation, l’existence et l’unicité des solutions reste complètement valable !

Conditions aux limites – Conducteur parfait

On ne s’intéresse qu’au cas d’un conducteur parfait. Dans ce cas, et lorsque la fréquence
de l’onde incidente est élevée, les corps conducteurs comme les métaux peuvent être considérés
comme parfaitement conducteurs (σ → ∞) et on montre alors grâce aux équations de Max-
well que le champ électromagnétique s’annule à l’intérieur. En particulier avec la condition de
continuité du champ tangentiel, on impose la condition limite

E× n|Γ = 0. (2.42)

Condition de radiation à l’infini

On rappelle qu’imposer une condition de radiation à l’infini revient à vouloir imposer à
l’onde d’être d’énergie finie. Pour l’acoustique, cela se traduisait simplement par le fait que
l’inconnue u devait être H1(R3). On pourrait être tenté d’imposer une condition de Sommer-
feld sur les composantes du champ électromagnétique. Cependant, la puissance d’une onde
électromagnétique à travers une surface est donnée en calculant le flux du vecteur de Poynting

P = E×H (2.43)

que la condition de Sommerfeld ne permet pas de caractériser. On lui préfère la condition de
Silver-Müller définie par

lim
|x|→∞

|x|
(
ZH(x)× x

|x| − E(x)

)
= 0. (2.44)

On peut montrer que cette condition limite impose au champ diffracté d’être Hrot(R3).

Définition 2.2.1 (Espace Hs
rot(Ω)). Soit Ω ⊆ R3, les fonctions vectorielles E ∈ Hs

rot(Ω) sont
telles que E ∈ Hs(Ω) et ∇× E ∈ Hs(Ω).

On a alors un théorème équivalent au cas acoustique.

Théorème 2.2.1. La solution du système de Maxwell obtenue par le procédé d’absorption limite
est la seule solution la condition de radiation vérifiant la condition de Silver-Müller.
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2.2.2 Formules de représentation

On cherche à résoudre le problème de propagation libre (2.38)–(2.39) dans un milieu homo-
gène sans perte et sans charges. Cela implique en particulier que

n = 1, J|Ωi/e = 0, M|Ωi/e = 0.

On ne sait cependant (pour l’instant) rien de ce qui se passe sur Γ. Le champ total est décomposé
en une onde incident (Ei,Hi) et une onde diffractée (Ed,Hd). L’onde incidente vérifie le système
de Maxwell homogène mais n’obéit pas forcément à la condition de de Silver-Müller. Néanmoins,
on impose cette condition pour le champ diffracté. Ainsi, on est amené à résoudre dans chaque
domaine Ωi ou Ωe 

∇× E− ikwZH = 0,

∇×H + ikw
1

Z
E = 0,

S.M.(E− Ei,H−Hi) = 0.

(2.45)

L’idée des formules de représentation est de reformuler le problème précédent de telle sorte à
faire apparaître un second membre composé de courants surfaciques équivalents. On utilisera
encore la terminologie J,M pour les désigner, mais il ne sont issus d’aucune distribution de
charges ! Plus précisément, J et M désigneront des traces tangentielles de E et H. En fait,
(2.45) devient 

∇× E− ikwZH = −M, dans R3

∇×H + ikw
1

Z
E = J, dans R3

S.M.(E− Ei,H−Hi) = 0

(2.46)

avec J = Ji+Je, M = Mi+Me, Ji/e = ∓n×Hi/e et Mi/e = ∓Ei/e×n où un champ Xi/e vaut
0 dans Ωe, respectivement Ωi. Ici, n est la normale sortante à Ωi. Comme pour l’acoustique,
on a les formules de représentation.

Théorème 2.2.2. Les solutions de (2.45) vérifient les formules suivantes pour x ∈ Ωi/e (i.e.
⇔ x /∈ Γ) E(x) = Ei(x) + ikwZ(T J)(x) + (KM)(x),

H(x) = Hi(x)− (KJ)(x) + ikw
1

Z
(TM)(x)

(2.47)

avec 
(T J)(x) =

1

k2
w
∇
∫

Γ

Gkw(x, y)∇Γ · J(y) dγy +

∫
Γ

Gkw(x, y) J(y) dγy,

(KM)(x) =

∫
Γ

∇yGkw(x, y)×M(y) dγy.

Si on s’intéresse au problème extérieur, on suppose l’objet impénétrable, donc on prolonge
les champs Ei et HI par 0. Si on considère le problème intérieur, alors on prolonge les champs
par 0 dans Ωe. Le résultat est les formules de Stratton-Chu.

Théorème 2.2.3 (Formules de Stratton-Chu).
Problème extérieur : Soient E, H réguliers et définis dans Ωe, alors pour

J = n×H|Γ et M = E× n|Γ,

Chapitre 2 Marc Bakry 49



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

les formules suivantes sont valides,

Ei(x) + ikwZ(T J)(x) + (KM)(x) =

{
E(x) si x ∈ Ωe,
0 si x ∈ Ωi.

, (2.48)

Hi(x) + ikw
1

Z
(TM)(x)− (KJ)(x) =

{
H(x) si x ∈ Ωe,
0 si x ∈ Ωi.

(2.49)

Problème intérieur : Soient E, H réguliers et définis dans Ωi, alors pour

J = −n×H|Γ et M = −E× n|Γ,

les formules suivantes sont valides

ikwZ (T J)(x) + (KM)(x) =

{
0 si x ∈ Ωe,
E(x) si x ∈ Ωi.

, (2.50)

ikw
1

Z
(TM)(x)− (KJ)(x) =

{
0 si x ∈ Ωe,
H(x) si x ∈ Ωi.

(2.51)

Ce théorème ne dit pour l’instant rien sur ce qui se passe lorsque x ∈ Γ, mais on a les
formules de trace et les formules des sauts.

Théorème 2.2.4 (Formules de trace). La trace tangentielle de T J est continue au travers de
Γ et est telle que pour tout x ∈ Γ,

TJ(x) =
1

k2
w
∇Γ

∫
Γ

Gkw(x, y)∇Γ · J(y) dγy +

(∫
Γ

Gkw(x, y) J(y) dγy

)
T

. (2.52)

Par ailleurs,

(KM)e/i,T = ±1

2
n×M +KM (2.53)

où

KM(x) =

∫
Γ

∇yGkw(x, y)×M(y) dγy.

Ces expressions sont très similaires à celles pour les traces des potentiels de simple et double
couche pour l’acoustique ! Il vient alors la formule des sauts.

Théorème 2.2.5. Soient Ei/e,T est Hi/e,T les traces tangentielles intérieures et extérieures des
champs E et H, et Ei = 0, Hi = 0, alors on a

Ei/e,T = ikwZ (TJ)∓ 1

2
n×M +KM,

Hi/e,T = ikw
1

Z
(TM)± 1

2
n× J−KJ.

(2.54)

avec en particulier

[E× n] = (E× n)e − (E× n)i = M et [n×H] = J.

Si on ne s’intéresse qu’au problème extérieur, alors Ee × n = M et n ×He = J. Si on ne
s’intéresse qu’au problème intérieur, alors −Ei × n = M et −n×Hi = J.
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2.2.3 Les équations intégrales en électromagnétisme

On a introduit dans la partie précédente les différents opérateurs intégraux que nous al-
lons utiliser. Comme pour l’acoustique, il existe plusieurs équations intégrales permettant de
résoudre le même problème. On en présente trois.

Il faut tout d’abord revenir aux formules de Stratton-Chu (2.2.3) pour deux courants J et
M non précisés. Les courants J et M engendrent les champs E−Ei et H−Hi. Ils vérifient les
hypothèses de la formule de saut (2.2.5) et on a par conséquent (puisque Ei = 0 et Hi = 0)

J =
(
n× (H−Hi)

)
e
−
(
n× (−Hi)

)
i

= n×He,

M =
(
(E− Ei)× n

)
e
−
(
(−Ei)× n

)
i

= Ee × n.

On impose encore une condition limite de type conducteur parfait

Ee × n = 0.

Par conséquent, la condition Ei = 0 implique

M = 0 .

On fait alors apparaître deux conditions, pour x ∈ Γ,

n× Ei + ikwZ n× (TJ) = 0,

n×Hi − 1

2
J− n× (KJ) = 0

qui vont permettre de construire les équations suivantes.

Electric Field Integral Equation (EFIE)

On précise d’abord le cadre fonctionnel dans lequel on se trouve. D’après les formules de
Stratton-Chu, l’opérateur T volumique renvoie un champ qui est dans Hrot(Ωe) dont la trace
tangentielle est dans H−1/2

rot (Γ). Autrement dit, on a T : X → H
−1/2
rot (Γ) où X est à déterminer.

Par dualité (voir proposition 1.3.1), on a directement X ≡ H
−1/2
div (Γ).

L’équation intégrale du champ électrique, dite encore EFIE, s’exprime alors comme : trouver
J ∈ H−1/2

div (Γ) tel que

ikwZ(TJ) = −
(
Ei
)
T
. (2.55)

Sous forme variationnelle, adaptée pour une résolution type Galerkin, le problème s’exprime
comme : trouver J ∈ H−1/2

div (Γ) tel que pour tout J′ ∈ H−1/2
div (Γ) on a

∫
Γ

∫
Γ

Gkw(x, y)

(
J′(x) · J(y)− 1

k2
w
∇Γ · J′(x)∇Γ · J(y)

)
dγy dγx = . . .

. . .− 1

ikwZ

∫
Γ

Ei(x) · J′(x) dγx. (2.56)

Ce problème est bien posé dès lors que kw ne correspond pas à une fréquence de résonance de la
cavité Ωi. Dans le cas contraire, la solution est obtenue à une solution de l’équation homogène
près. On note que l’EFIE est utilisable sur surface ouverte !
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Magnetic Field Integral Equation (MFIE)

Similairement, on a l’équation du champ magnétique dite MFIE. Pour J ∈ L2
T (Γ) l’espace

des champs vectoriels tangents à Γ et L2, on a

1

2
J× n + n×KJ = n×Hi . (2.57)

Sous forme variationnelle, on veut trouver J ∈ L2
T (Γ) tel que pour tout J′ ∈ L2

T (Γ),

1

2

∫
Γ

J′(x) · J(x) dγx +

∫
Γ

∫
Γ

nx × (∇yGkw(x, y)× J(y)) · J′(x) dγy dγx = . . .

. . .

∫
Γ

nx ×Hi(x) · J′(x) dγx. (2.58)

Elle est également bien posée sauf pour un certain ensemble discret de fréquences kw. Cette
équation n’a pas de sens sur surface fermée.

Combined Field Integral Equation (CFIE)

Comme pour l’acoustique, on introduit la formulation mixte CFIE telle que pour α ∈ [0, 1],

CFIE = αEFIE + (1− α)ZMFIE . (2.59)

La CFIE est toujours bien posée, le paramètre α vaut généralement α = 0.2. A cause de la
partie MFIE, cette équation ne peut être utilisée sur surface ouverte.

2.2.4 Espaces conformes pour les équations intégrales en électroma-
gnétisme

La problématique de trouver un espace conforme pour l’EFIE consiste à trouver une espace
conforme Hdiv(Th) ⊂ H

−1/2
div (Th). On se donne deux triangles adjacents τ1 et τ2 de Γ et e1/2 leur

arête commune. On pose encore n1 la normale à e12 se trouvant dans le plan de τ1 et dirigée
vers l’extérieur. On construit de même n1. On peut alors montrer que

∇Γ · J ∈ L2(τ1 ∪ τ2)⇔ J|τ1 · n1 + J|τ1 · n2 = 0 et ∇Γ · J|τi ∈ L
2(τi).

pour tous τ1, τ2 ∈ Th adjacents.
Des fonctions de base conforme Hdiv sont les éléments de Raviart-Thomas (ou encore Rao-

Wilton-Glisson). On pose RTk la famille des éléments de Raviart-Thomas d’ordre k. La ré-
solution initiale utilise des éléments RT0 mais on sera amenés à utiliser des éléments d’ordre
supérieur lorsque nous effectuerons des projections sur des espaces d’ordre élevé. Les éléments
RT0 sont construits comme suit.

Soit un triangle τ . On pose aj, j ∈ [[1, 3]] ses sommets et ej l’arête opposée au j-ième sommet.
Soit encore x ∈ τ et rj(x) le vecteur [aj x], alors la fonction de base associée à la j-ième arête
est telle que

Bj(x) =
rj(x)− aj

2|τ | (2.60)

où |τ | est l’aire de τ . Le cardinal de RTk est card(RTk) = (k + 1)(k + 3).
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2.3 Conclusion
Dans ce chapitre, on a construit les formulations intégrales pour l’acoustique et l’électro-

magnétisme avec lesquelles on va travailler dans la suite. On a été amené à caractériser le
comportement des solutions admissibles de l’équation de Helmholtz en fonction de la condi-
tion de radiation (ou d’énergie finie) à l’infini. On a alors donné les formules de représentation
qui prennent intrinsèquement en compte la condition de radiation. En prenant la trace des
formules volumiques, on a obtenu des équations purement surfaciques. L’utilisation explicite
des conditions aux limites a permis d’établir les équations intégrales. Pour chacune, on a pré-
cisé le caractère solvable et les espaces fonctionnels associés. Enfin, on a donné les espaces
d’approximation utilisés pour une résolution par méthode de type Galerkin.

L’utilisation des formulations intégrales impose de travailler dans des espaces de Sobolev
d’ordre non entier. Une propriété majeure de ces espaces est que les normes associées sont
non-locales comme on a déjà pu le constater à la définition 1.3.3. Ce point est la raison
même des difficultés rencontrées lors de la construction d’indicateurs d’erreur a posteriori, pour
cette classe de méthodes, qu’on aborde au chapitre suivant avec la vérification de la validité
d’indicateurs a posteriori établis pour l’équation de Laplace. On ne se concentre donc que sur
les équations faisant intervenir les potentiels Skw et Nkw .
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Chapitre 3

Vérification de la validité d’indicateurs
d’erreur existant pour le problème de
propagation d’ondes acoustiques.

L’objectif de ce chapitre est d’étendre les indicateurs d’erreurs présentés pour des équations
intégrales associées à l’équation de Laplace aux problèmes de propagation d’onde acoustique.
Pour cela, on commence par définir la notion d’indicateur d’erreur a posteriori afin de mettre en
évidence le problème de la construction de tels indicateurs en équations intégrales. On explique
ensuite comment un tel indicateur peut être utilisé dans le cadre d’un algorithme de contrôle
de l’erreur. On introduit alors la notion d’optimalité ce qui permet de mettre en relation les
notions de convergence a priori et a posteriori et de calculer le meilleur taux de convergence
possible. On étudie ensuite l’extension d’indicateurs déjà construits pour l’équation de Laplace.
Ces indicateurs se répartissent en deux familles qu’on traite séparément. Pour chaque famille,
on prend un exemple qu’on détaille. On démontre alors la validité de leur utilisation sous la
même forme dans le cas de la propagation d’une onde acoustique puis ces indicateurs ont été
implémentés dans des codes BEM–acoustique en 2D et en 3D spécifiquement développés dans
cette thèse. On effectue des simulations sur les exemples académiques que sont le cercle et la
sphère et pour lesquels la solution exacte est connue. On effectue ensuite des simulations sur
des géométries nécessitant l’utilisation d’un algorithme autoadaptatif pour assurer la meilleure
convergence. Cela permet de mettre en évidence les limitations des ces indicateurs et de justifier
l’introduction d’un nouvel indicateur d’erreur a posteriori.

L’étude menée dans ce chapitre ne se veut pas exhaustive et ne couvre pas l’ensemble des
indicateurs d’erreur de la littérature. Pour cela, on renvoie à [36] qui fait un état de l’art sur
les indicateurs a posteriori pour la BEM associée à l’équation de Laplace. On préfère plutôt
présenter quelques indicateurs sélectionnés pour leur facilité d’implémentation et qui ont fait
l’objet de simulations dans le cadre de problèmes de propagation acoustique (à l’exception des
indicateurs construits par B. Faermann).

3.1 Introduction à l’indication d’erreur a posteriori
On reprend ici quelques éléments de l’introduction qu’on approfondit. On replace tout

d’abord la problématique de l’indication d’erreur dans son contexte. On rappelle la différence
entre l’estimation d’erreur a priori et l’indication d’erreur a posteriori qu’on tente de lier avec
la notion d’optimalité. On donne ensuite les propriétés requises pour un indicateur d’erreur a
posteriori et on met en évidence la manière dont il peut être utilisé dans une boucle de raffi-
nement autoadaptatif. Cela permet de mettre en évidence la plus grande difficulté relative à
l’indication d’erreur a posteriori en équations intégrales.
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3.1.1 Contexte de l’indication d’erreur

La problématique de la mesure de l’erreur n’est pas spécifique aux méthodes de résolution
par équations intégrales. En se plaçant du point de vue de l’utilisateur (scientifique ou indus-
triel), l’analyse de données numériques ne peut se faire que si on peut garantir la proximité de
ces dernières par rapport aux données "exactes". Cela se fait classiquement par essais–erreurs,
ou bien par des calculs théoriques, qui donnent ensuite lieu à des règles de "bonnes pratiques".
On peut donner quelques exemples pour les méthodes basées sur des maillages :

— en propagation d’onde : pour λ la longueur d’onde, la taille caractéristique des mailles

devrait être h =
λ

6
au minimum.

— en acoustique : prenons l’exemple d’un objet avec des arêtes / pointes, etc. Ces singu-
larités géométriques peuvent se comporter comme des sources secondaires, générer des
ondes rampantes. Localement, on peut s’attendre à de forts gradients de la solution
et il convient donc de mailler plus finement ces zones. Autrement dit, et de manière
absolument non rigoureuse, il faut "mailler là où il y a du phénomène".

Par conséquent, le maillage d’une géométrie devient compliqué, et donc très coûteux, dès lors
que cette géométrie devient un peu complexe. On peut imaginer, par exemple, le maillage d’un
avion complet en configuration décollage, ou atterrissage, qui aurait son train d’atterrissage et
ses volets sortis. . . Le coût de préparation d’un calcul peut même être plus coûteux que le coût
du calcul lui-même.

Supposons encore que l’utilisateur souhaite faire un calcul "à ε donné" (à une précision
donnée). L’utilisation des bonnes pratiques n’apporte aucune garantie autre qu’heuristique à
la validité de la solution.

Enfin, il faut être capable de mesurer l’écart entre le numérique et la "réalité". On commence
d’abord par se demander quelle est la grandeur intéressante : erreur sur la solution ? Erreur sur
une donnée issue de la solution ? On cherche ensuite quel sens donner à l’erreur : est-ce qu’on
s’intéresse à un écart absolu (mathématiquement : une norme ‖ . ‖L∞ , sous-réserve que cela ait
un sens) ? Une mesure de l’énergie (norme ‖ . ‖s où s dépend de l’espace des solutions) ?

On peut tenter d’établir un cahier des charges. Un utilisateur :
— ne doit pas avoir trop de difficultés à générer un maillage.
— ne doit pas avoir à recommencer un calcul parce que la solution ne lui convient pas.
— doit pouvoir obtenir une information fiable sur la qualité de sa solution numérique.
On peut reformuler cette problématique : on cherche à obtenir des informations qualitatives

et quantitatives sur l’erreur et ce pour trois choses
— garantir la qualité de la solution,
— proposer un maillage "idéal" qui peut resservir de base pour de futures simulations,
— réduire le coût global d’une simulation.

Ici, qualitatif signifie qu’on souhaite récupérer une information sur la convergence de l’erreur
lorsqu’on raffine le maillage et quantitatif signifie qu’on souhaite récupérer une information
sur sa valeur (la mesure qu’on en fait ne doit pas être trop loin de la réalité).

Idéalement, on peut imaginer partir d’un maillage très grossier, par exemple en h =
λ

3
,

prescrire une erreur cible, et laisser un algorithme générer automatiquement le maillage "idéal"
et la solution à précision donnée. Ces points vont être détaillés dans les parties qui suivent.

3.1.2 Estimation d’erreur a priori et a posteriori

On peut aborder la question de l’estimation d’erreur sous deux angles qui ne sont pas
équivalents en général. Avant tout calcul, on peut essayer de déterminer théoriquement la
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manière dont doit se comporter l’erreur à partir des propriétés, théorèmes, etc. relatifs à la
méthode utilisée. On parle alors d’indication d’erreur a priori. Autrement, on peut vouloir
mesurer l’erreur après la simulation. On a alors besoin d’un outil de mesure. C’est évidemment
cette dernière approche qu’on utilisera.

Indication d’erreur a priori

On considère un maillage Th de la surface de l’objet diffractant, h est la taille caractéristique
des éléments du maillage. L’indication d’erreur a priori consiste à donner une information sur
la convergence théorique de la méthode lorsque le maillage est raffiné. Elle impose l’utilisation
d’un maillage quasi-uniforme (on rappelle que cela signifie que le rapport de taille entre la plus
grande maille et la plus petite n’explose pas en raffinant), autrement dit elle n’a de sens que si
on effectue un raffinement uniforme du maillage. On récupère ainsi une information de la forme

‖eh‖ = O(hs)

où s ≥ 0 est le taux de convergence en taille de l’erreur eh. Pour du raffinement autoadaptatif,
on peut regarder le taux de convergence en fonction du nombre de triangles/degrés de libertés
dont on peut définir une "évolution équivalente" en fonction de h en introduisant la dimension
n de l’espace de propagation de l’onde :

— en 2D, h→ h

2
⇒ Nelem = Nseg →

Nseg

2
,

— en 3D, h→ h

2
⇒ Nelem = Ntri →

Ntri

4
,

soit

‖eh‖ = O(N
−s
n−1

elem). (3.1)

Dans le cadre d’une méthode de résolution de type Galerkin, on peut combiner le lemme de
Céa (lemme 1.4.1) et le lemme de Bramble–Hilbert (lemme 1.4.2) pour obtenir une information
a priori sur l’ordre de convergence. Cet ordre dépend de l’ordre m− 1 de l’espace polynomial
utilisé comme espace d’approximation. Dans ce cadre, en supposant que les grandeurs existent,
on a l’inégalité

‖u− uh‖k ≤ C>0 h
m−k|u|m (3.2)

où | . |m est la semi-norme Hm, k ∈ R. On peut alors faire trois remarques importantes.

Remarque 3.1.1. L’estimation a priori précédente donne le pire taux de convergence possible
une fois qu’on a choisi le degré polynomial m−1 de l’espace d’approximation, mais la meilleure
inégalité possible. Autrement dit, l’erreur peut normalement converger plus vite que m − k en

h, ou bien
k −m
n− 1

en Nelem, sous réserve que |u|m existe.
Dans tous les cas pratiques rencontrés dans cette étude, le taux de convergence en h s’établit

toujours à la pire estimation a priori.

Malheureusement, l’erreur ne converge généralement même pas à ce taux et on a une inéga-
lité "pire".

Remarque 3.1.2. L’inégalité (3.2) ne vaut que si toutes les dérivées jusqu’à |u|m existent,
donc la solution exacte u doit être suffisamment régulière. En pratique, c’est rarement le
cas et on va avoir une estimation de la forme

‖u− uh‖k ≤ C>0 h
m1−k|u|m1 , m1 ≤ m et m1 ∈ R, k ≤ m1.
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Remarque 3.1.3. Il est important de bien regarder en quelle norme on mesure l’erreur. En
effet, si on prend une norme trop régulière (par exemple une norme L2 au lieu d’une norme
H−1/2), l’erreur peut ne pas converger. . .Dans tous les cas, la norme est dictée par l’équation
et le schéma numérique.

En supposant qu’on soit capable de "mesurer" l’erreur, on se sert de l’indication a priori
comme suit :

— si le taux de convergence en h en raffinement uniforme est le maximum possible, alors il
suffit de raffiner le maillage uniformément jusqu’à ce que l’erreur cible soit atteinte.

— si ce n’est pas le cas, on peut modifier le maillage (manuellement, ou bien automatique-
ment) pour l’adapter aux caractéristiques attendues de la solution exacte.

Indication d’erreur a posteriori

L’indication d’erreur a posteriori répond au problème de la mesure de l’erreur après réso-
lution. Elle doit donner une information sur la convergence lorsqu’on raffine le maillage, ainsi
que sur la valeur de l’erreur.

Pour cela, on introduit une grandeur qu’on appelle indicateur d’erreur a posteriori.

Définition 3.1.1 (Indicateur d’erreur a posteriori). On appelle indicateur d’erreur a posteriori
une grandeur η calculable à partir de la solution numérique uh et des données du problème
telle que

∃ {Ceff, Cfia} > 0, ∀h, Ceffη ≤ ‖eh‖ ≤ Cfiaη (3.3)

où Ceff et Cfia ne dépendent que de Γ.
On impose de plus que

η2 =
∑
τ∈Th

η2
τ ou bien

η =
∑
τ∈Th

ητ .
(3.4)

L’inégalité de droite dans (3.3) est appelée propriété de fiabilité. Elle signifie que l’erreur
converge au moins aussi vite que l’indicateur.

L’inégalité de gauche dans (3.3) est appelée propriété d’efficacité. Elle signifie que l’erreur
ne converge pas plus vite que l’indicateur.

La fiabilité et l’efficacité garantissent qu’on a une grandeur qui se comporte comme l’erreur.
Néanmoins, on aimerait être capable de déterminer les zones qui génèrent le plus d’erreur,
autrement dit celles qui sont mal maillées. Pour cela, on a la propriété (3.4) dite de localité
de l’indicateur : l’erreur totale peut être décomposée comme une somme de contributions
individuelles sur les éléments du maillage.

Remarque 3.1.4 (Importante !). La localité de l’indicateur ne signifie pas qu’il représente
l’erreur locale. Cela résulte de la non-localité des opérateurs intégraux entrant en jeu. Néan-
moins, on peut se servir de cette décomposition pour guider un algorithme de raffinement
autoadaptatif.

Remarque 3.1.5. La propriété d’efficacité n’est pas toujours intégrée dans la définition d’un
indicateur a posteriori. En effet, on cherche généralement à assurer la convergence de l’erreur
et l’efficacité est un moyen de contrôle supplémentaire. Elle n’est cependant pas indispensable
pour obtenir une estimation de l’erreur.
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Algorithme de raffinement autoadaptatif

On a évoqué précédemment le fait que le raffinement de maillage se fait généralement a
priori. On souhaite désormais automatiser la procédure, et ce pour trois choses :

1. on souhaite garantir la précision de la solution : on prescrit a priori une "erreur
cible" et l’algorithme se charge de construire un solution répondant à ce critère.

2. on récupère un maillage "idéal" au sens qu’on va pouvoir le réutiliser comme maillage
de base pour des simulations similaires.

3. on peut réduire la difficulté, le temps et donc le coût de construction des maillages. En
effet, on peut se contenter d’un maillage de départ grossier, l’algorithme se chargeant de
repérer et raffiner les zones critiques.

Pour cela, on utilise une boucle de raffinement autoadaptatif. Le principe d’un tel
algorithme est résumé sur la Fig. 3.1. L’indicateur d’erreur intervient juste après la phase

compute
solution

compute
estimate

sort the
elements

mark the
”bad” elements

refine the mesh

Figure 3.1 – Boucle de raffinement autoadaptatif

de résolution de l’équation. On récupère la solution numérique ce qui nous permet d’obtenir
localement, sur les éléments du maillage, une grandeur dont on va se servir pour sélectionner
les éléments à raffiner. Il faut ensuite trier ces grandeurs locales de la plus grande à la plus
petite. Il reste à définir un critère qui va déterminer le nombre de "mauvais" éléments qu’on va
marquer pour raffinement. On pose

M(Th) = {τ ∈ Th, τ est marqué pour raffinement} . (3.5)

On peut citer au moins deux critères :
— un premier critère consiste à récupérer le maximum des valeurs locales de l’indicateur

d’erreur puis à comparer toutes les autres à ce maximum via un paramètre θ ∈ [0, 1].
Autrement dit,

M(Th) =

{
τ ∈ Th, ητ ≥ θ(max

τ ′∈Th
ητ ′)

}
.

— un second critère est la méthode de Dörfler. Cette approche consiste à trouver l’en-
semble minimal d’éléments tels que la valeur de l’indicateur sur cet ensemble correspond
à un certain pourcentage de la valeur totale de l’indicateur. Formellement,

θ
∑
τ∈Th

η2
τ ≤

∑
τ∈M(Th)

η2
τ . (3.6)

C’est le critère qu’on utilisera dans la suite car il existe des preuves de convergence
"optimale" [16] des algorithmes utilisant ce marquage.

Une fois les triangles marqués, il "suffit" de les raffiner.
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Raffinement de maillage – Un aperçu

En 2D, le raffinement d’une frontière (qui est linéique. . . ) est trivial puisqu’il suffit de couper
chaque segment en son milieu.

En 3D, la problématique est tout autre puisqu’il faut
— décider du nombre d’enfants des triangles : est-ce qu’on le divise en deux, quatre sous-

triangles ?
— assurer la conformité de maillage au sens des éléments finis (voir Fig. 3.2),
— conserver autant que possible la "qualité" des triangles (voir Fig. 3.3). En effet une

mauvaise technique de raffinement entraîne l’apparition de triangles aplatis pour les-
quels les techniques d’intégration fonctionnent moins bien, et qui entraînent de surcroît
une détérioration du conditionnement de la matrice "éléments finis", une dégradation du
coefficient de régularité des triangles ce qui détériore également l’estimation de conver-
gence a priori car la constante multiplicative augmente.

Figure 3.2 – Triangle parent (gauche), triangle parent raffiné en 4 sans conformité (centre),
raffinement conforme (droite).

On introduit ici deux techniques de raffinement.
La première technique est appelée le red–green–blue refinement. Pour un triangle donné,

elle consiste à se donner une arête de référence qui va servir de base pour effectuer un raffi-
nement red, green ou blue (cf. Fig. 3.4). Un choix judicieux de cette arête permet d’éviter les
dégénérescences dans le maillage. Une manière d’effectuer le raffinement est décrite dans [15].

Figure 3.3 – Exemple d’une dégénérescence du maillage au fur-et-à-mesure des raffinements

La seconde technique est appelée newest-vertex bisection. Elle est très proche du raffi-
nement red–green–blue. Elle est également basée sur une arête de référence. On se donne un
triangle T . Le milieu de l’arête de référence devient un nouveau nœud du maillage qui est relié
au sommet opposé pour générer deux triangles enfants T1 et T2. Les arêtes opposées à l’arête
de référence de T deviennent les arêtes de référence des triangles enfants. On parcourt donc
l’ensemble des triangles et on marque l’arête de référence de tous les triangles à raffiner. Il se
peut alors qu’il faille assurer la conformité ce qui peut mener à raffiner les triangles en deux,
trois ou quatre enfants (voir Fig. 3.5). L’algorithme et ses variantes est décrit avec plus de
précision dans [51]. On choisit comme arête de référence la plus longue.

C’est cette dernière technique qu’on utilise dans la suite car elle induit des convergences
optimales [16].
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T
T1 T2

T3

T4

T1 T2

T1 T2

T3

T1

T2
T3

Figure 3.4 – Raffinement red (milieu–haut), green (droite–haut), blue (bas). Les nouvelles
arêtes de référence sont en gras.

•

•

•
•

•
•

•
•

•
•

•
••

•
••

Figure 3.5 – Exemple de newest-vertex bisection en fonction du nombre d’arêtes marquées
pour le raffinement. Extrême gauche : une seule arête à raffiner ⇔ arête de référence. Centre
gauche et droit : il faut assurer la conformité de maillage avec une seule arête. Extrême droite :
toutes les arêtes sont raffinées : on fait un raffinement red.

3.1.3 Convergence optimale d’un algorithme de raffinement autoa-
daptatif

Le concept de "convergence optimale" est compliqué à définir. En effet, par rapport à quelle
grandeur se définit la convergence ? Dans le cadre d’un algorithme de raffinement autoadaptatif,
ça ne peut pas être la taille des mailles car elle ne converge pas forcément (si par exemple
l’élément n’est jamais marqué). De plus, elle n’est pas représentative du coût effectif de calcul
qui va dépendre du nombre d’éléments du maillage.

Par ailleurs, dans quel sens doit-on comprendre optimal ? Une première approche naïve
consisterait à prétendre qu’un algorithme de raffinement autoadaptatif converge optimalement
si le comportement en convergence de l’erreur par rapport au nombre d’éléments est le même
que celui correspondant au raffinement uniforme correspondant à une solution "parfaitement"
régulière (typiquement le taux de convergence qu’on pourrait obtenir sur un cercle ou une
sphère). Autrement dit, le raffinement autoadaptatif "lisserait" les solutions. Cette approche
est biaisée, même si elle peut aider à saisir le principe d’un algorithme autoadaptatif. En effet,
le "lissage" de la solution par une distribution géométrique particulière des triangles suppose
un lien fort avec la technique de raffinement des triangles : est-ce que raffiner en bissectant par
rapport au nœud placé au milieu de l’arête de référence est vraiment la meilleure solution ?

A cet approche, on préfère une définition abstraite qui se "contente" de garantir la conver-
gence de l’erreur si on utilise un algorithme de raffinement autoadaptatif. On pose
• (Tl)l≥0 la suite de maillages générés par l’algorithme auto-adaptatif tels que ∀l ≥ 0

où T0 correspond à un maillage initial de résolution, Tl ⊆ Tl+1
1 et T̂ tout raffinement

admissible d’un maillage T ,

1. Cette inclusion est à comprendre au sens que Tl+1 est un raffinement quelconque de Tl.
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• u la solution du problème sur un maillage T et ul la solution du problème discret sur
chaque maillage Tl de la suite (Tl)l, û celle sur T̂ ,
• |T | = card(T ) le nombre d’éléments d’un maillage T ,
• η un indicateur d’erreur a posteriori et ητ sa valeur sur un élément τ ∈ Tl.

Remarque 3.1.6. Dans les définitions des notations ci-dessus, on n’évoque pas le cas de la
conformité géométrique du maillage. On prend l’exemple de la sphère : si on ne projette pas
la géométrie, l’intégralité du développement suivant est parfaitement valable puisqu’on respecte
l’inclusion Tl ⊆ Tl+1, mais la solution continue est celle d’une boule à facettes !

Si on projette les nœuds de la suite de maillages sur la géométrie, on n’a plus l’inclusion des
maillages et donc des espaces fonctionnels. On fait alors apparaître des termes d’erreur géomé-
trique qui sont d’ordre élevé par rapport à la valeur de l’erreur d’approximation (sous réserve
que l’ordre polynomial de l’espace d’approximation ne soit pas trop élevé, voir la conclusion de
7.3.1).

On pose encore

‖(η, u)‖Bs = sup
N∈N0

inf
|T |−|T0|≤N

η(T , u)(N + 1)s,

' sup
l∈N0

η(Tl, ul)(|Tl| − |T0|+ 1)s
(3.7)

Définition 3.1.2 (Convergence optimale, voir [16]). Si il existe au moins un s > 0 tel que
‖(η, u)‖Bs < ∞, alors il existe une suite de maillages telle qu’une convergence en O(N−s) est
possible.

On dit que l’algorithme auto-adaptatif converge optimalement si il permet de récupérer
une telle convergence.

La conséquence principale de cette définition est que pour le plus grand s admissible smax

dans la définition précédente, alors un taux asymptotique de convergence pour η tel que

η(T , u) = O(N−smax)

est possible si on choisit à chaque itération le "meilleur maillage" possible.

Remarque 3.1.7. Cette définition n’implique absolument pas que smax correspond systéma-
tiquement au smax qu’on pourrait obtenir avec une solution régulière. Par contre, smax est borné
au-dessus par ce dernier.

Le smax dépend de la classe d’approximation de la solution continue.

Carstensen et al. [16] montrent qu’il suffit de quatre axiomes pour assurer la convergence
optimale de l’algorithme de raffinement autoadaptatif en supposant uniquement la fiabilité de
l’indicateur a posteriori. En reprenant leurs notations, on pose T l’ensemble des raffinements
admissibles d’un maillage initial T0, X (T ) un espace fonctionnel sur T , et ‖.‖ une distance sur
X (T ). On pose encore η(T , v) la valeur de l’indicateur η pour une fonction v définie sur le
maillage T . Ces axiomes sont

(A1) la stabilité sur les éléments non-raffinés. Pour tout raffinement T̂ ∈ T de T ∈ T,
pour tout sous-ensemble d’éléments communs ∫ ∈ T̂ ∩T (i.e. qui n’ont pas été raffinés),
et pour tout v ∈ X (T ) et v̂ ∈ X (T̂ ), alors∣∣∣∣∣∣

(∑
τ∈∫

ητ (T̂ , v̂)2

)1/2

−
(∑
τ∈∫

ητ (T , v)2

)1/2
∣∣∣∣∣∣ ≤ Cstab ‖v̂ − v‖.
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Cet axiome signifie que la valeur de l’indicateur est contrôlée indépendamment de la
fonction pour laquelle on l’évalue.

(A2) la propriété de réduction sur les éléments du domaine raffiné. Pour tout
raffinement T̂ ∈ T de T ∈ T, en posant Û et U les solutions calculées sur ces maillages,
alors ∑

τ∈T̂ \T

ητ (T̂ , Û)2 ≤ ρred
∑
τ∈T \T̂

ητ (T , U)2 + Cred ‖Û − U‖

où T̂ \T est l’ensemble des triangles issus du raffinement et T \T̂ ceux dont est issu T̂ \T
i.e. les éléments "parents", ρred < 1, Cred ≥ 1.
Cet axiome indique que la valeur de l’indicateur appliqué à la solution numérique diminue
sur les éléments raffinés.

(A3) la quasi-orthogonalité générale. On peut trouver des constantes 0 ≤ εqo ≤ ε?qo(θ)
et Cqo ≥ 1 telles que ∀l, N ∈ N0 et N ≥ l, on a

N∑
k=l

(
‖Uk+1 − Uk‖2 − εqo ‖u− Uk‖2

)
≤ Cqo η(Tl, Ul)2.

où ici u est la solution du problème continu.

(A4) la fiabilité discrète. Pour tout raffinement T̂ de T , il existe un sous-ensemble
R(T , T̂ ) ⊆ T avec T \T̂ ⊆ R(T , T̂ ) et |R(T , T̂ )| ≤ Cref |T \T̂ | tel que

‖U − Û‖2 ≤ C2
drel

∑
τ∈R(T ,T̂ )

ητ (T , U)2.

Il s’agit de l’hypothèse de fiabilité où la solution continue u a été remplacée par la
solution sur un maillage raffiné Û . En pratique, l’ensemble R(T , T̂ ) correspond à un
patch autour des éléments de T qui vont être raffinés.

Dans le cas des équations intégrales associées au problème de Laplace, la convergence op-
timale est démontrée pour certains indicateurs qui vont être présentés dans la suite. Dans les
cas des équations intégrales pour le problème de Helmholtz, la partie compacte des opérateurs
intégraux génère des termes supplémentaires non-contrôlables directement venant s’ajouter aux
inégalités dans (A1)–(A4).

Dans la suite de ce chapitre, on présente quelques indicateurs d’erreur a posteriori de la
littérature, généralement développés pour l’équation de Laplace, et on les étend, lorsque c’est
nécessaire aux formulations intégrales pour l’équation de Helmholtz.

3.2 Indicateurs basés sur le résidu
Dans cette section, on présente plus en détail quelques indicateurs de la littérature basés

sur l’évaluation du résidu de l’équation. On rappelle que pour une équation de la forme Au = b
où A est un opérateur à inverser, u la solution continue et uh la solution discrète, on définit le
résidu

rh = b−Auh,
= A(u− uh).
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Si de plus le problème est bien posé, i.e. on a la condition inf–sup et A est un opérateur
continu, alors "la" norme du résidu est une grandeur équivalente de la norme de l’erreur et
définit donc un indicateur d’erreur a posteriori fiable, efficace mais non local 2. En effet, la
condition inf–sup s’écrit : ∃α > 0,

inf
w∈V

sup
v∈V

|〈Aw, v〉|
‖w‖ ‖v‖ ≥ α.

En particulier,

sup
v∈V

|〈Aw, v〉|
‖v‖ ≥ α‖w‖

où on reconnaît la définition de la norme duale dans V ?. Pour w = eh = u−uh, on a l’efficacité

‖Aeh‖V ? ≥ α‖eh‖V .

Par ailleurs la continuité de A assure la fiabilité

‖Aeh‖V ? . ‖eh‖V .

Il s’agit donc de trouver une localisation de la norme du résidu. On présente dans un premier
temps un indicateur transposé des éléments finis classiques aux éléments finis de frontière par
Birgit Faermann [34] utilisant une localisation sur un patch autour de chaque élément du
maillage, puis on introduit un indicateur basé sur des estimations inverses issu des travaux de
Carsten Carstensen [14].

3.2.1 Indicateurs basés sur le résidu de Faermann

On présente ici les indicateurs basés sur le calcul du résidu introduits par B. Faermann dans
[34]. Il ne font l’objet d’aucune simulation dans la suite de l’étude, et sont donc uniquement
présentés comme exemples de localisation de la norme du résidu.

Premier indicateur

On considère un objet diffractant Ω de frontière Γ = ∂Ω plongé dans Rn. On pose Th une
discrétisation de Γ. On a l’erreur eh = u − uh où u est la solution continue et uh la solution
discrète. On cherche à localiser une norme Hs(Γ).

On résout une équation de la forme Au = b où

A : Hα(Γ) −→ H−α(Γ), α ∈ R

est d’ordre 2α. On suppose le problème bien posé et vérifiant l’inégalité de Gårding, i.e. ∃Cell, δ >
0 et CG ≥ 0 telles que

∀ v ∈ Hα(Γ), |〈Av, v〉| ≥ Cell ‖v‖2
α − CG ‖v‖2

α−δ.

Remarque 3.2.1. L’inégalité de Gårding résulte du caractère "bien posé" du problème et peut
être vue comme une généralisation de la notion de coercivité. Dans le cas des équations intégrales
en onde, elle signifie que l’opérateur A est bijectif sauf pour un ensemble discret de fréquences.

2. dans le cadre des équations intégrales.
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On suppose encore que A : Hα−δ(Γ) −→ H−α−δ(Γ) est bijectif et continu. Cela inclut
notamment les opérateurs Skw (pour α = −1/2), Nkw (α = 1/2) mais aussi Dkw et D?kw (α = 0).

On doit également faire quelques suppositions sur le maillage Th et l’espace d’approximation
Vh. On pose (Bq)q∈Ξ une base de Vh où (Bq) l’espace des fonctions "chapeau" associées aux
éléments de Ξ. On suppose alors que

— on peut partitionner Ξ en I1, I2, . . . , Iρ tels que ∀ν ∈ {1, . . . , ρ},

supp(Bq) ∩ supp(Bp) = ∅ pour tout p, q ∈ Iν , p 6= q.

— (Bq)q∈Ξ est une partition de l’unité.
— on a la propriété de stabilité : ∀v ∈ Hmax(α,0)(Γ),∃vΓ ∈ Vh,∑

q∈Ξ

‖Bq (v − vΓ)‖2
α ≤ Cstab

α ‖v‖2
α.

— on a la propriété d’approximation : ∀v ∈ Hα+δ(Γ),∃vΓ ∈ Vh,

‖v − vΓ‖α ≤ Capprox
α,α+δ |Γ|δ ‖v‖α+δ.

où |Γ| correspond au maximum des diamètres des éléments τ ∈ Th une discrétisation de
la surface Γ.

Faermann rappelle alors la définition de l’indicateur de Babuška-Rheinboldt.

Définition 3.2.1 (Indicateur de Babuška-Rheinboldt). Soit (Bq)q une base de Vh, on définit
l’indicateur local de Babuška-Rheinboldt (BR) comme

ηq = sup
v∈Hmax(α,0)(Γ)

Bqv 6=0

|〈rh, Bqv〉|
‖Bqv‖α

.

D’après cette définition, ηq est bien une quantité localement représentative du résidu puis-
qu’il ne dépend que du comportement de rh sur le support de Bq qui agit ainsi comme une
troncature.

On a alors le théorème suivant.

Théorème 3.2.1. Sous les conditions définies précédemment sur A et Th, alors pour tout
u ∈ Hmax(α,0)(Γ),

(a) si CG = 0,

‖eh‖2
α ≤ C2

∑
q∈Ξ

η2
q .

où C2 est indépendante de u et Th. Si CG > 0, l’inégalité précédente ne vaut que si le
nombre d’éléments de Th est suffisamment.

(b) si α ≥ 0,

C1

∑
q∈Ξ

η2
q ≤ ‖eh‖2

α

où C1 est indépendante de u et Th.
(c) pour les autres cas,

C1,Th
∑
q∈Ξ

η2
q ≤ ‖eh‖2

α

où C1,Th dépend de Th.
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L’indicateur BR de Faermann pour les formulations intégrales discrétisées par la méthode
de Galerkin est donc fiable, efficace et local sous conditions.

Sous la forme de la définition 3.2.1, l’indicateur n’est pas utilisable à cause du calcul du
supremum. En dimension 2, on montre alors qu’on peut utiliser les indicateurs équivalents selon
que

— α < 0, on pose η̃q = ‖rh‖H−αw (supp(Bq))
,

— α ≥ 0, on pose η̃q = hαq ‖rh‖L2(supp(Bq)?).
Ici supp(Bq)

? correspond à la zone d’influence de supp(Bq) et correspond à un patch de points
dépendant de α autour du support de Bq (voir [34], Thm. 6.7) et ‖ . ‖H−αw est une norme pondérée
définie dans [34], Thm. 6.6.

L’indicateur BR de Faermann ne s’exprime malheureusement pas comme quantité sur des
éléments en particulier et reste peu agréable pour l’implémentation. Néanmoins, il présente
l’avantage de ne pas requérir d’hypothèses fortes d’ellipticité pour A.

Second indicateur

Cet indicateur se base sur une localisation de la semi-norme | . |W s , s /∈ N0 définie dans la
partie 1.3.1. On renvoie à [33] et [35] pour les détails des démonstrations. Il se présente sous
une forme beaucoup plus simple et intuitive que le précédente. Il fait explicitement appel à la
semi-norme de Slobodeckij (définition 1.3.2). Soit un élément τ ∈ Th, on pose ωτ le patch des
triangles autour de τ tels que τ ′ ∈ ωτ ⇔ τ̄ ′ ∩ τ̄ 6= ∅. Si A : Hs+2α(Γ) → Hs(Γ) avec s ∈ (0, 1)
et α ∈ R, en supposant que Th est un maillage régulier, alors on a

Ceff

∑
τ∈Th

ε2
τ ≤ ‖eh‖2

s+2α ≤ Crel

∑
τ∈Th

ε2
τ

où

ε2
τ =

∫
τ

∫
ωτ

|rh(ξ)− rh(η)|2
|ξ − η|2+2s

dξdη +
1

h2s
τ

‖rh‖2
L2(τ).

L’opérateur A ≡ Skw entre dans le cadre d’utilisation de cet indicateur.

Au contraire de l’indicateur précédent, le second indicateur de Faermann est donné explici-
tement sur les éléments du maillage ce qui permet de l’utiliser plus aisément dans une boucle
de raffinement autoadaptatif pour sélectionner les triangles.

Cet indicateur nécessite le calcul d’une intégrale singulière et n’est donc pas très pratique
d’utilisation. On ne le prendra pas en compte dans notre étude numérique.

3.2.2 Indicateur résidu pondéré

On présente ici l’indicateur résidu "standard", appelé également dans la littérature "indica-
teur résidu pondéré". On utilise cette terminologie car il représente la forme la plus simple et la
plus intuitive de localisation des normes H±1/2 en utilisant une pondération par une longueur
caractéristique locale. Il a d’abord été introduit par Carstensen en 1997 dans [14] pour les pro-
blèmes du simple couche et opérateur hyper-singulier associés à l’équation de Laplace en 2D.
La seule hypothèse était alors que le résidu s’annule sur chaque segment de la discrétisation Th
de Γ ce qui le rend également adapté aux méthodes de collocation. Cet indicateur a ensuite été
généralisé au cas 3D dans [17] pour l’opérateur hyper-singulier N0 et l’opérateur S0 dans [18].

On donne dans un premier temps la forme générale de l’indicateur résidu "standard" dans
le cas général pour laquelle on précise les techniques sous-jacentes utilisées pour la localisation
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des normes. On explique ensuite en quoi cet indicateur peut être étendu sans modifications
aux équations associées aux opérateurs Skw et Nkw . On prouve la convergence optimale dans
le cas de l’équation de Helmholtz en démontrant que dans ce cas encore l’indicateur vérifie les
quatre axiomes énoncés dans [16]. On conclut en discutant des avantages et inconvénients de
cet indicateur.

Forme générale de l’indicateur résidu "standard"

Au contraire des indicateurs de Faermann, la seule propriété garantie pour l’indicateur
résidu standard est la fiabilité. On a alors le théorème suivant pour l’équation associée au Skw .

Théorème 3.2.2. Soit Γ une surface, éventuellement ouverte plongée dans R2 ou R3, et sa
discrétisation régulière Th, alors l’indicateur d’erreur a posteriori défini par

ηrh = ‖h1/2(∇Γrh)‖0, rh = b− Skwuh ∈ H1(Γ)

est fiable et local.

On a également le pendant pour l’équation associée au Nkw .

Théorème 3.2.3. Sous les mêmes hypothèses que précédemment, l’indicateur d’erreur défini
par

ηrh = ‖h1/2 rh‖0, rh = b−Nkwuh ∈ L2(Γ)

est fiable et local.

Dans les deux cas, la constante de fiabilité ne dépend que de Γ, de la régularité de Th et du
degré polynomial de l’espace d’approximation pour la solution.

Avant de donner l’idée derrière la construction, on donne le cadre (restreint) dans lequel cet
indicateur est également efficace.

Théorème 3.2.4. Soit Γ une courbe plongée dans R2, éventuellement ouverte, telle que le
second membre de l’équation soit b ∈ H1(Γ) et pour chaque segment τi ∈ Th où Th est une
discrétisation régulière de Γ, on a b ∈ Hs(τi) avec s > 2, alors l’indicateur résidu définit au
théorème 3.2.2 est efficace à un terme d’oscillation près tel que ∀ε > 0,

Ceff ηrh ≤ ‖eh‖H̃−1/2(Γ) + C(s, ε)

(∑
τ∈Th

hmin(2s,5)−1−ε
τ

)
.

On peut encore restreindre les hypothèses en supposant qu’on ne s’intéresse qu’au problème
de l’équation de Laplace. Dans ce cas, à la condition que rh admette au moins un zero sur
chaque segment τi ∈ Th et en supposant que Th est un maillage quasi-uniforme, Carstensen
montre [14] que les indicateurs définis dans les théorèmes 3.2.2 et 3.2.3 sont efficaces sans terme
d’oscillation.

On retient que dans le cas général, l’indicateur résidu pondéré n’est que fiable a priori.
Une conséquence importante est qu’en suivant la méthode de preuve de convergence optimale
de [16], on peut prouver la convergence optimale de l’indicateur, mais pas celle de
l’erreur.

On donne maintenant quelques éléments de preuve pour la construction de cet indicateur.
Cela justifie notamment l’extension de cet indicateur aux formulations type Galerkin pour les
équations intégrales associées au problème de Helmholtz.
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Eléments de preuve de la fiabilité de l’indicateur résidu "standard"

La preuve de fiabilité repose principalement sur l’orthogonalité du résidu par rapport à
l’espace de test. En effet, on rappelle qu’une formulation Galerkin revient à vérifier, pour u ∈ V ,
uh, vh ∈ Vh où Vh ⊂ V est un espace de dimension finie, l’égalité

〈vh,Akwuh〉 = 〈vh, b〉, ∀vh ∈ Vh.

Par définition du résidu, on a alors

〈vh, b−Akwuh〉 = 〈vh, rh〉 = 0, ∀vh ∈ Vh.

Cas Akw ≡ Skw On s’intéresse dans un premier temps au cas du Skw donc eh ∈ H̃−1/2(Γ) et
rh ∈ H1/2(Γ). Cette estimation a été prouvée dans [18] et on en reprend ici les grandes lignes.

La démonstration repose sur la constatation suivante : l’espace d’approximation et de test
est Vh = P0(Th), l’espace des fonctions constantes par morceaux sur chaque élément de Th.
Autrement dit, le résidu est de moyenne nulle sur chaque élément τ ∈ Th. On peut donc utiliser
l’inégalité de Poincaré 3 sur chaque τ de diamètre hτ :

‖rh‖L2(τ) ≤ hτ ‖∇Γrh‖L2(τ).

Dans un premier temps, on montre que pour un ensemble de fonctions f1, . . . , fn ∈ H1/2(Γ) à
support ωi disjoints 2 à 2, alors

‖
n∑
j=1

fj‖2
H1/2(Γ) ≤ C1(Γ)

n∑
j=1

‖fj‖2
H1/2(ωj)

.

On introduit une partition finie de l’unité (ϕz)z∈N de taillem (les fonctions "chapeaux" associées
aux nœuds) telle que N est l’ensemble des nœuds du maillage de cardinal M . On a de plus

N =
M⋃
i=1

Ni

de telle sorte que pour z1, z2 ∈ Ni, on a ϕz1ϕz2 = 0 (les supports ωi sont disjoints deux à deux).
Soit di la largeur de ωi, alors on montre ensuite en utilisant la décomposition N =

⋃M
i=1Ni que

pour rh ∈ H1(Γ),

‖rh‖H1/2(Γ) .
m∑
j=1

dj (1 + d2
j)

1/2 ‖∇(ϕj rh)‖2
L2(ωj)

.

La preuve de cette inégalité se fait en utilisant une interpolation complexe entre L2(ωi) et
H1(ωi) puis en utilisant l’inégalité de Friedrich.

On en déduit alors une première estimation

‖eh‖2
H̃−1/2(Γ)

.
m∑
j=1

diam(ωj) ‖∇Γ(ϕj rh)‖2
L2(ωj)

.

En utilisant l’inégalité de Poincaré, on montre alors que

‖∇Γ(ϕi rh)‖2
L2(ωi)

. ‖∇Γrh‖2
L2(ωi)

.

3. Voir Corollaire 9.19 dans [9]
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En réécrivant la somme sur les N éléments τj de Th et non plus les ωi, il vient finalement

‖eh‖2
L2(Γ) .

N∑
j=1

hj‖∇Γrh‖2
L2(τj)

où hj = diam(τj).

Cas Akw ≡ Nkw On traite maintenant le cas du Nkw , pour lequel la démonstration complète
peut être trouvée dans [17].

De même que précédemment, on introduit une partition finie de l’unité {ϕz}z correspondant
aux fonctions "chapeau" associées aux nœud de Th. On pose encore ωz = supp(ϕz) et hz =
diam(ωz). L’orthogonalité du résidu par rapport à l’espace de test permet de montrer une
première inégalité

‖rh‖2
H1/2(Γ) ≤ C

∑
z∈K

hz ‖rh‖2
L2(ωz)

où K est l’ensemble des nœuds intérieurs de Th (quand Γ est une surface ouverte) ou bien
l’ensemble N des nœuds quand Γ est fermée. En redistribuant la somme précédente sur les
éléments τ du maillage et non plus les nœuds, en posant hτ = diam(τ), et en utilisant le fait
que la norme du résidu est une norme équivalente de l’erreur, il vient le résultat voulu

‖eh‖2
H̃1/2(Γ)

.
∑
τ∈Th

hτ ‖rh‖2
L2(τ).

Le principe de construction de ces indicateurs fait qu’ils sont valides pour le problème de
Helmholtz. De plus, il s’agit du seul indicateur pour lequel une preuve de convergence quasi-
optimale a été faite, et ce dans le cas des équations intégrales associées à l’équation de Laplace.
Cette démonstration n’est pas directement utilisable pour le problème de Helmholtz. On en
propose donc une extension prenant en compte la partie compacte de Skw et Nkw .

Preuve de convergence quasi-optimale pour l’indicateur résidu-standard dans le
cadre de l’équation intégrale associée à l’opérateur oscillant Skw

Les travaux de C. Carstensen et al. [16] suggèrent qu’un indicateur d’erreur a posteriori
fiable et efficace n’a besoin de vérifier que quatre axiomes (voir 3.1.3) afin de pouvoir prouver la
convergence optimale de l’erreur en utilisant un algorithme de raffinement autoadaptatif guidé
par cet indicateur.

Cette preuve a été faite ([41]) dans le cas de l’indicateur du théorème 3.2.2 lorsque l’opéra-
teur considéré est S0. Elle n’est pas directement applicable dans le cas du Skw car elle utilise
notamment l’orthogonalité de l’erreur par rapport à l’espace de test pour le produit scalaire
issu de S0 ce qui permet de garantir la décroissance de l’erreur dès lors qu’on raffine le maillage.
En effet, considérons une suite de maillages (Tl)l∈N0 tels que Tl ⊂ Tl+1 (Tl+1 est un raffinement
de Tl) et les espaces d’approximation correspondants Vl ⊂ Vl+1. On pose Ul ∈ Vl la solution
de Galerkin sur le maillage Tl. On a donc également Ul ∈ Vl+1. On rappelle que la norme de
Galerkin s’exprime, dans ce cas,

|||u|||2 = 〈S0u, u〉.
Par conséquent,

|||u− Ul|||2 = |||u− Ul + Ul+1 − Ul+1|||2,
= |||u− Ul+1|||2 + |||Ul − Ul+1|||2,
≥ |||u− Ul+1|||2.
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Lorsqu’on traite le cas du Skw>0, l’erreur n’est plus orthogonale à l’espace de test et il faut
traiter la "perturbation" introduite par la partie compacte de Skw .

On se propose alors de revérifier les quatre "axiomes de l’adaptivité" pour l’indicateur résidu
pondéré dans le cadre des équations intégrales associées au problème de propagation acoustique.
Avant cela, on donne un résultat de continuité sur le gradient de l’opérateur Skw .

Lemme 3.2.1. Pour tout ψl ∈ Vl ⊂ H1(Γ), on a

‖h1/2
l (∇ΓSkwψl)‖0 . |||ψl|||.

Démonstration. On décompose Skw = S0 + Ckw . En utilisant l’inégalité triangulaire, on a

‖h1/2
l (∇ΓSkwψl)‖0 ≤ ‖h1/2

l (∇ΓS0ψl)‖0 + ‖h1/2
l (∇ΓCkwψl)‖0.

On sait par la proposition 2 dans [37] que

‖h1/2
l (∇ΓS0ψl)‖0 . |||ψl|||.

Concernant la partie compacte, on sait ([11],lemme 2.1) que Ckw est continu de

Ckw : H̃−1/2(Γ) −→ H1(Γ)

quand Γ est lipschitzienne. En posant h0 = max
τ∈T0

diam(τ), il vient

‖h1/2
l (∇ΓCkwψl)‖0 ≤ h0 |Ckwψl|1 ,

≤ C(h0) ‖Ckwψl‖1,

≤ C1(h0) |||ψl|||.

On a désormais tous les outils nécessaires pour vérifier les axiomes.

Axiome 1 – Stabilité sur les éléments non raffinés

Proposition 3.2.1. L’axiome 1 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur résidu pondéré dans
le cas du Skw.

Démonstration. Soient Tl une discrétisation de Γ et T̂ un raffinement quelconque de Tl. On
pose ∫ = T̂ ∩ Tl l’ensemble des éléments de Tl qui n’ont pas été raffinés. Si Vl et V̂ sont les
espaces d’approximation discrets associés, alors pour tout vl ∈ Vl et v̂ ∈ V̂ ,∣∣∣∣∣∣
(∑
τ∈∫
‖h1/2

τ (∇ΓSkw(u− v̂))‖2
0,τ

)1/2

−
(∑
τ∈∫
‖h1/2

τ (∇ΓSkw(u− vl))‖2
0,τ

)1/2
∣∣∣∣∣∣ . . .

. . . =
∣∣‖h1/2(∇ΓSkw(u− v̂))‖L2(∫)− . . .
. . . ‖h1/2(∇ΓSkw(u− vl))‖L2(∫)

∣∣ ,
≤ ‖h1/2(∇ΓSkw(v̂ − vl))‖L2(∫), (inégalité triangulaire)
≤ Cstab |||v̂ − vl|||. (lemme 3.2.1)
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Axiome 2 – Réduction sur les éléments du domaine raffiné

Proposition 3.2.2. L’axiome 2 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur résidu pondéré dans
le cas du Skw.

Démonstration. Soit T̂ un raffinement de Tl, en utilisant l’inégalité triangulaire, il vient

‖ĥ1/2(∇ΓSkw(u− Û))‖2
L2(T̂ \Tl) ≤ . . .

. . .
(
‖ĥ1/2(∇ΓSkw(u− Ul))‖L2(T̂ \Tl) + ‖ĥ1/2(∇ΓSkw(Ul − Û))‖L2(T̂ \Tl)

)2

On rappelle l’inégalité d’Young : pour δ > 0 quelconque on a

(a+ b)2 ≤ (1 + δ) a2 + (1 + δ−1) b2.

Par conséquent,

‖ĥ1/2(∇ΓSkw(u− Û))‖2
L2(T̂ \Tl) ≤ . . .

. . . (1 + δ)‖ĥ1/2(∇ΓSkw(u− Ul))‖2
L2(T̂ \Tl) + (1 + δ−1)‖ĥ1/2(∇ΓSkw(Ul − Û))‖2

L2(T̂ \Tl).

Pour l’ensemble des éléments raffinés, on a ĥ ≤ q hl avec q ≤
1√
2
. Par conséquent,

‖ĥ1/2(∇ΓSkw(u− Ul))‖2
L2(T̂ \Tl) ≤ q ‖h1/2

l (∇ΓSkw(u− Ul))‖2
L2(T̂ \Tl)

or

‖h1/2
l (∇ΓSkw(u− Ul))‖2

L2(T̂ \Tl) = ‖h1/2
l (∇ΓSkw(u− Ul))‖2

L2(Tl\T̂ )
.

On obtient alors

‖ĥ1/2(∇ΓSkw(u− Û))‖2
L2(T̂ \Tl) ≤ . . .

. . . q (1 + δ) ‖h1/2
l (∇ΓSkw(u− Ul))‖2

L2(Tl\T̂ )
+ (1 + δ−1) ‖ĥ1/2(∇ΓSkw(Ul − Û))‖2

L2(T̂ \Tl).

En appliquant l’inégalité du lemme 3.2.1 et en choisissant δ suffisamment petit tel que ρred =
1 + δ√

2
< 1, il vient le résultat voulu

‖ĥ1/2(∇ΓSkw(u− Û))‖2
L2(T̂ \Tl) ≤ ρred ‖h1/2

l (∇ΓSkw(u− Ul))‖2
L2(Tl\T̂ )

+ Cstab |||Û − Ul|||2.

Axiome 3 – Quasi-orthogonalité générale

Proposition 3.2.3. L’axiome 3 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur résidu pondéré dans
le cas du Skw.

Démonstration. On se base sur les Lemme 3.5 et Proposition 3.6 de [39] dont on reprend
la démonstration pour l’adapter à notre cas.
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Lemme 3.2.2. On suppose que l’algorithme auto-adaptatif a convergé (conséquence des Pro-
positions 3.2.1 et 3.2.2). Les suites (el)l∈N0 et (El)l∈N0 définies par

el =


u− Ul
|||u− Ul|||

pour u 6= Ul,

0 sinon,

et

El =


Ul+1 − Ul
|||Ul+1 − Ul|||

pour Ul+1 6= Ul,

0 sinon,

convergent faiblement vers 0 dans H−1/2(Γ).

Démonstration. La démonstration est faite pour (el)l, celle pour (El)l se faisant de la même
manière.

On pose V∞ = lim
l→∞

Vl et on suppose que la suite des (Ul)l converge vers un U∞ = u (on
converge vers la solution exacte lorsque (Vl)→ V∞).

La suite (el)l est bornée donc on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente
(elj)j vers un w ∈ H−1/2(Γ). On sait que u, Ul ∈ V∞, d’où w ∈ V∞. Dans un second temps,
l’imbrication des Vl implique que

∀lj ≥ l, elj 6= 0,∀vl ∈ Vl, |||u− Ulj |||〈Skwelj , vl〉 = 0.

Par conséquent, pour tout l ∈ N0, ε > 0, il existe j0 ∈ N tel que pour tout j ≥ j0 on a

|〈Skww, vl〉| ≤ ε+
∣∣〈elj ,Skwvl〉∣∣ ,

≤ ε,

en utilisant le fait qu’il existe un rang à partir duquel |〈w − el,Skwvl〉| ≤ ε.
L’index j0 est choisi suffisamment grand pour que lj ≥ l. Pour tout l ∈ N0 et tout vl ∈ Vl,

on a ainsi

〈Skww, vl〉 = 0

ce qui implique w = 0.

On peut alors utiliser ce résultat pour prouver un "inégalité de Pythagore", i.e. quantifier
le comportement de la partie compacte de Skw .
Proposition 3.2.4. Pour tout 0 < ε < 1, il existe un rang l0 ∈ N0 tel que pour tout l ≥ l0

|||Ul+1 − Ul|||2 ≤
1

1− ε |||u− Ul|||
2 − |||u− Ul+1|||2.

Démonstration. Par définition de la norme ||| . ||| et en utilisant la décomposition Skw = S0 +Ckw ,
on a

|||u− Ul|||2 = 〈S0(u− Ul), u− Ul〉,
= 〈S0(u− Ul+1 + Ul+1 − Ul), u− Ul+1 + Ul+1 − Ul〉,
= |||u− Ul+1|||2 + |||Ul+1 − Ul|||2 + 〈S0(u− Ul+1), Ul+1 − Ul〉+ . . .

. . . 〈S0(Ul+1 − Ul), u− Ul+1〉,
= |||u− Ul+1|||2 + |||Ul+1 − Ul|||2 + 〈(Skw − Ckw)(u− Ul+1), Ul+1 − Ul〉+ . . .

. . . 〈(Skw − Ckw)(Ul+1 − Ul), u− Ul+1〉,
.
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En utilisant l’orthogonalité 〈Skw(u− Ul+1), Ul+1 − Ul〉 = 0, il ne reste que les termes en Ckw

|||u− Ul|||2 = |||u− Ul+1|||2 + |||Ul+1 − Ul|||2 + . . .

. . . 〈Ckw(Ul − Ul+1), u− Ul+1〉+ 〈Ckw(u− Ul+1), Ul − Ul+1〉.

On a alors, puisque Ckw : H1/2(Γ)→ H1(Γ),

|〈Ckw(u− Ul+1), Ul+1 − Ul〉| ≤ |||u− Ul+1||| |〈Ckwel+1, Ul+1 − Ul〉| ,
≤ ‖Ckwel+1‖H1(Γ) ‖u− Ul+1‖H−1/2(Γ) ‖Ul+1 − Ul‖H−1/2(Γ),

ainsi que

|〈Ckw(Ul+1 − Ul), u− Ul+1〉| ≤ ‖CkwEl‖H1(Γ) ‖u− Ul+1‖H−1/2(Γ) ‖Ul+1 − Ul‖H−1/2(Γ).

L’opérateur Ckw est compact de H1/2(Γ) dans H1(Γ). Ainsi, en utilisant le Lemme 3.2.2, on a
la convergence forte de ‖CkwEl‖H1(Γ) et ‖Ckwel+1‖H1(Γ) vers 0. Par conséquent, pour tout δ > 0,
il existe un rang l0 tel que pour tout l ≥ l0, on a

|〈Ckw(u− Ul+1), Ul+1 − Ul〉|+ |〈Ckw(Ul+1 − Ul), u− Ul+1〉| ≤ . . .

. . . δ ‖u− Ul+1‖H−1/2(Γ) ‖Ul+1 − Ul‖H−1/2(Γ)

En particulier, pour tout l ≥ l0

|||Ul+1 − Ul|||2 ≤ |||u− Ul|||2 − |||u− Ul+1|||2 + δC2
norm |||u− Ul+1||| |||Ul+1 − Ul|||

où Cnorm est la constante multiplicative entre ‖ . ‖H−1/2 et ||| . |||. Il suffit alors de poser ε =
δC2

norm

2
et d’utiliser 2ab ≤ a2 + b2 pour obtenir le résultat souhaité.

La proposition précédente est alors suffisante pour démontrer la propriété de quasi-ortho-
gonalité. En effet, En choisissant ε suffisamment petit tel que

ε

1− ε < 1, on a

N∑
k=l

|||Uk+1 − Uk|||2 ≤
ε

1− ε
N∑
k=l

|||u− Uk|||2 + |||u− Ul|||2 − |||u− UN+1|||2,

≤ ε

1− ε
N∑
k=l

|||u− Uk|||2 + |||u− Ul|||2.

En posant εqo =
ε

1− ε et en utilisant la fiabilité de l’indicateur ηrh , il vient directement

N∑
k=l

(
|||Uk+1 − Uk|||2 − εqo|||u− Uk|||2

)
≤ Cqo η

2
rl
.

Axiome 4 – Fiabilité discrète

Proposition 3.2.5. L’axiome 4 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur résidu pondéré dans
le cas du Skw.
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Démonstration. On suit le cheminement de la preuve de la Proposition 4.3 dans [41]. Elle
utilise le fait que le S0 induit un produit scalaire sur H̃−1/2(Γ) et qu’il s’agit de l’opérateur
inversé ce qui permet d’utiliser l’orthogonalité de l’erreur. Ce n’est pas le cas lorsqu’on résout
Skw . On peut cependant supposer que le problème discret est bien posé, à savoir qu’on a la
condition inf–sup discrète : il existe un rang l0 tel que ∀l ≥ l0, ∃α > 0 indépendant de l tel
que

inf
vl∈Vl

sup
wl∈Vl

|〈Skwvl, wl〉|
|||vl||| |||wl|||

≥ α > 0.

Pour un raffinement T̂ quelconque de Tl, en particulier Vl ⊂ V̂ , on a

|||Û − Ul||| ≤
1

α
sup
v̂∈V̂

∣∣∣〈Skw(Û − u), v̂〉
∣∣∣

|||v̂||| .

Cette fois-ci, on peut utiliser l’orthogonalité du résidu par rapport à l’espace de test V̂ . Ainsi,

〈Skw(Û − Ul), v̂〉 = 〈Skw(u− Ul), v̂〉+ 〈Skw(Û − u), v̂〉,
= 〈Skw(u− Ul), v̂〉.

Soit Nl l’ensemble des nœuds de Tl. On pose ηz la fonction "chapeau" associée à z ∈ Nl. On
pose Rl ⊂ Tl le voisinage immédiat des éléments de Tl qui ont été raffinés,

Rl =
{
τ ∈ Tl,∃τ ′ ∈ Tl\T̂ , τ ∈ ωτ ′

}
où ωτ correspond au patch des éléments entourant τ (en incluant τ). On pose encore NR

l ⊂ Nl
l’ensemble des nœuds appartenant à un élément de Tl qui a été raffiné et Sl = Rl\(Tl\T̂ ).

On définit un opérateur de projection πl : P0(T̂ ) =: V̂ → P0(Tl) =: Vl tel que

πl(v̂)(τ ∈ Tl) =

{
0 si τ ∈ Tl\T̂ ,
v̂(τ) sinon.

On a χ =
∑
z∈NRl

ηz tel que χ|Tl\T̂ = 1. Pour tout v̂ ∈ P0(T̂ ), on a

〈Skw(u− Ul), v̂〉 = 〈Skw(u− Ul), (1− πl)v̂〉,
= 〈

∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul), v̂〉 − 〈
∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul), v̂|Sl〉.

En utilisant l’inégalité triangulaire, le fait que hl = ĥ pour les éléments de Sl (plus précisément :

1 =
1

h
1/2
l

ĥ1/2),

|〈Skw(u− Ul), v̂〉| ≤ ‖
∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul)‖H1/2(Γ) ‖v̂‖H̃−1/2(Γ) + . . .

. . . ‖h−1/2
l

∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul)‖L2(Γ) ‖h1/2
l v̂‖L2(Γ).

74 Chapitre 3 Marc Bakry



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

En utilisant le Théorème 3.6 4 de [44], il vient

|〈Skw(u− Ul), v̂〉| ≤

‖ ∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul)‖H1/2(Γ)+ . . .

. . . ‖h−1/2
l

∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul)‖L2(Γ)

 ‖v̂‖H̃−1/2(Γ).

On commence par majorer le premier terme entre parenthèses ci-dessus. En utilisant le Lemme
2.1 de [18] avec ωz = supp(ηz), on a l’inégalité

‖
∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul)‖2
H1/2(Γ) .

∑
z∈NRl

‖ηz Skw(u− Ul)‖2
H1/2(ωz).

Le Théorème 3.2 de[18] et l’interpolation des normes ‖ . ‖1/2 . ‖ . ‖0 ‖ . ‖1 donnent

‖ηz Skw(u− Ul)‖2
H1/2(ωz) ≤ hz(1 + h2

z)
1/2 ‖∇Γ(ηz Skw(u− Ul))‖2

L2(ωz).

En utilisant l’inégalité de Poincaré et en majorant ηz ≤ 1,

‖∇Γ(ηz Skw(u− Ul))‖L2(ωz) ≤ ‖(∇Γηz)Skw(u− Ul)‖L2(ωz) + ‖ηz∇ΓSkw(u− Ul)‖L2(ωz),

. ‖∇ΓSkw(u− Ul)‖L2(ωz).

Enfin,

‖
∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul)‖2
H1/2(Γ) .

∑
z∈NRl

hz‖∇ΓSkw(u− Ul)‖L2(ωz)
2,

. ‖h1/2
l ∇ΓSkw(u− Ul)‖2

L2(Rl).

On obtient la même estimation pour le second terme de la somme entre parenthèses. Par
conséquent,

‖h−1/2
l

∑
z∈NRl

ηz Skw(u− Ul)‖L2(Γ) . ‖h1/2
l ∇ΓSkw(u− Ul)‖L2(Rl).

En conclusion, en posant v̂ = Û − Ul,

|〈Skw(Û − Ul), Û − Ul〉| . ‖h1/2
l ∇ΓSkw(u− Ul)‖L2(Rl) ‖Û − Ul‖H̃−1/2(Γ),

puis en utilisant la condition inf–sup,

|||Û − Ul||| ≤ Cdrel ‖h1/2
l ∇ΓSkw(u− Ul)‖L2(Rl)

ce qui est le résultat voulu.

4. Soit i ∈ {0, 1}, m ≥ i, s ∈ [0, 1] et −∞ < α < α <∞. Alors on a l’inégalité ‖ρs+αu‖L2(Ω) . ‖ραu‖H−s(Ω)

pour u ∈ Smi (T ) et α ∈ [α, α]. Ici, Sm0 est l’ensemble des fonctions u ∈ L∞ sur Ω dont la restriction a un
élément du maillage τ est polynomiale de degré m sur l’élément de référence. On a la même définition pour Sm1
en prenant u ∈ C0(Ω).
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Théorème 3.2.5 (Convergence quasi-optimale de ηrh pour l’opérateur Skw). On suppose que
l’algorithme de raffinement produit une suite de maillages (Tl)l∈N0. Avec les Propositions
3.2.1–3.2.5, il existe un rang l0 ∈ N0 tel que pour l ≥ l0, l’algorithme de raffinement auto-
adaptatif guidé par l’indicateur résidu pondéré, utilisant le critère de marquage de Dörfler et la
technique de raffinement newest vertex bisection converge quasi-optimalement pour l’équation
intégrale associée au Skw.

Si on admet l’efficacité de l’indicateur résidu pondéré, la convergence est optimale.

Démonstration. En se basant sur la Fig. 1 dans [16], l’indicateur ηrh pour l’équation associée
au Skw est fiable et vérifie les quatre axiomes de l’adaptivité.

Preuve de convergence quasi-optimale pour l’indicateur résidu-standard dans le
cadre de l’équation intégrale associée à l’opérateur oscillant Nkw

On fait ici la preuve de convergence quasi-optimale de l’indicateur résidu pondéré associé à
l’équation Nkw lorsque Γ est une surface fermée. On donne ici une inégalité inverse basée
sur le Lemme 3.1 de [38] pour l’opérateur N0.

Lemme 3.2.3. Soit Th un maillage admissible de Γ. Pour vl ∈ Pp+1(Tl), on a

‖h1/2
l Nkwvl‖L2(Γ) ≤ Cinv ‖vl‖H1/2(Γ).

Démonstration. On utilise la décomposition Nkw = N0 +Fkw puis l’inégalité triangulaire, avec
Fkw continu

Fkw : H1/2(Γ) −→ H1(Γ)

pour Γ une surface lipschitzienne. Par conséquent, en posant h0 = max
τ∈T0

(diam(τ)),

‖h1/2
l Fkwvl‖L2(Γ) ≤ C(h0)‖Fkwvl‖H1(Γ),

. ‖vl‖H1/2(Γ).

Axiome 1 – Stabilité sur les éléments non raffinés

Proposition 3.2.6. L’axiome 1 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur résidu pondéré dans
le cas du Nkw.
Démonstration. La preuve se fait de la même manière que pour la Proposition 3.2.1 en
utilisant le Lemme 3.2.3.

Axiome 2 – Réduction sur les éléments du domaine raffiné

Proposition 3.2.7. L’axiome 2 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur résidu pondéré dans
le cas du Nkw.
Démonstration. La preuve se fait de la même manière que pour la Proposition 3.2.2 (inégalité
triangulaire, inégalité d’Young, q̂ ≤ q hl avec q < 1) en utilisant le Lemme 3.2.3.

Axiome 3 – Quasi-orthogonalité générale

Proposition 3.2.8. L’axiome 3 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur résidu pondéré dans
le cas du Nkw.
Démonstration. La preuve peut se faire de la même manière que pour la Proposition 3.2.3.
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Axiome 4 – Fiabilité discrète

Proposition 3.2.9. L’axiome 4 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur résidu pondéré dans
le cas du Nkw.
Démonstration. Comme pour 3.2.5, on part de la condition inf-sup discrète

|||Û − Ul||| ≤
1

α
sup
v̂∈V̂

∣∣∣〈Nkw(Û − Ul), v̂〉
∣∣∣

|||v̂||| ,

puis

〈Nkw(Û − Ul), v̂〉 = 〈Nkw(u− Ul), v̂〉

en utilisant l’orthogonalité de Galerkin. Le reste de la preuve se fait de la même manière que
celle du point (iii) de la Proposition 3.5 de [38].

Théorème 3.2.6 (Convergence quasi-optimale de ηrh pour l’opérateur Nkw). On suppose que
l’algorithme de raffinement produit une suite de maillages (Tl)l∈N0. Avec les Propositions
3.2.1–3.2.5, il existe un rang l0 ∈ N0 tel que pour l ≥ l0, l’algorithme de raffinement auto-
adaptatif guidé par l’indicateur résidu pondéré, utilisant le critère de marquage de Dörfler et la
technique de raffinement newest vertex bisection converge quasi-optimalement pour l’équation
intégrale associée au Nkw.

Si on admet l’efficacité de l’indicateur résidu pondéré, la convergence est optimale.

Démonstration. En se basant sur la Fig. 1 dans [16], l’indicateur ηrh pour l’équation associée
au Nkw est fiable et vérifie les quatre axiomes de l’adaptivité.

3.2.3 Conclusion sur les indicateurs résidu

On a présenté deux types d’indicateurs basés sur le calcul du résidu utilisant des techniques
de localisation différentes. On ne retient pas les indicateurs de Faermann pour les simulations
car ils sont plus complexes à calculer, malgré la propriété d’efficacité qui est absente chez les
indicateurs du type "résidu pondéré". Les preuves de convergence quasi-optimale montrent que
ces derniers vont permettre de retrouver la convergence optimale de l’indicateur ce qui en fait un
indicateur de choix pour le guidage d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif. Cependant,
la question de la preuve de l’efficacité n’est toujours pas résolue. La seule hypothèse pour leur
utilisation est que rh ∈ H1(Γ), respectivement L2(Γ), pour l’équation Skw , respectivement Nkw .
Pour les seconds membres les plus courants (onde plane, source ponctuelle), ça sera toujours le
cas.

Néanmoins, le calcul du résidu peut s’avérer être une option coûteuse puisque cela suppose
de recalculer un produit matrice–vecteur plein. Ce problème peut être résolu en utilisant une
méthode rapide comme la FMM. Il faut de plus être capable de calculer le résidu précisément,
i.e. de s’assurer d’avoir suffisamment de points de quadrature pour que la norme ‖h1/2(∇Γrh)‖0

ou bien ‖h1/2rh‖0 soit stabilisée.

3.3 Indicateurs basés sur des reconstructions ou enrichis-
sements d’espace

Dans cette section, on présente des indicateurs d’erreur basés sur des reconstructions d’es-
pace d’approximation.
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On présente dans un premier temps un indicateur de type "enrichissement d’espace" simple

qu’est l’indicateur h− h
2
. Cette classe d’indicateurs est basée sur l’idée suivante : soit Vh l’espace

d’approximation sur Th et uh la solution Galerkin dans Vh, et u ∈ V∞ la solution du problème
continu. On introduit un espace enrichi V̂h tel que Vh ⊂ V̂h ⊂ V∞, alors pour ûh la solution
Galerkin correspondante,

ηe = ‖ûh − uh‖V
est une bonne approximation de l’erreur. A première vue, il est nécessaire d’effectuer le calcul
(coûteux) de ûh, ainsi que de localiser la norme ‖ .‖V∞ . Il est ensuite nécessaire d’introduire une
hypothèse de saturation.

Hypothèse 3.3.1 (Hypothèse de saturation). Soit une suite (Vl)l d’espaces d’approximation
à laquelle on associe une suite d’espaces enrichis (V̂l)l, on suppose qu’il existe une constante
Csat ∈ [0, 1[ telle que pour tout l ∈ N,

|||u− Ûl||| ≤ Csat |||u− Ul|||

où ||| . ||| représente la norme énergie.

C’est une hypothèse forte sur la nature du problème résolu, comme on le détaille dans la
remarque suivante.

Remarque 3.3.1. L’hypothèse 3.3.1 de saturation suppose que l’erreur d’approximation décroit
strictement (Csat < 1) dès lors qu’on raffine un maillage, et ce quelle que soit la manière
dont on effectue le raffinement !

Pour un problème purement coercif, cette hypothèse est, la plupart du temps, vraie. En
effet, soit A0 un opérateur coercif, Ul ∈ Vl et Ûl ∈ V̂l, alors

〈A0(u− Ul), u− Ul〉 = 〈A0(u− Ûl + Ûl − Ul), u− Ûl + Ûl − Ul〉,
= 〈A0(u− Ûl), u− Ûl〉+ 〈A0(Ûl − Ul), Ûl − Ul〉,

|||u− Ul|||2 = |||u− Ûl|||2 + |||Ûl − Ul|||2 (Pythagore)

car u− Ûl est orthogonal à V̂l pour le produit scalaire induit par A0. En général, Ûl 6= Ul et

|||u− Ûl||| < |||u− Ul|||.

Les opérateurs intégraux qu’on étudie dans cette thèse sont du type Fredholm. Par conséquent,
on n’a plus orthogonalité de l’erreur par rapport à l’espace d’approximation pour le produit
scalaire issu de la partie coercive. Dans notre cas, il y a donc une incertitude sur sa validité.
En fait, un calcul simple montre que pour Akw = A0 + Ckw avec Ckw compact et auto-adjoint,
on a

|||u− Ul|||2 = |||u− Ûl|||2 + |||Ûl − Ul|||2 + 2
(
〈Ckw(u− Ûl, u− Ûl〉+ <(〈Ckw(Ûl − u, u− U〉)

)
.

Ainsi, en regroupant les termes en Ckw,

|||u− Ul|||2 = |||u− Ûl|||2 + |||Ûl − Ul|||2 + ε,

> |||u− Ûl|||2 + ε.

Ici, ε peut être négatif ! Les termes en Ckw correspondent à des termes d’ordre élevé par rapport
à |||u− Ûl|||2. Il existe donc un rang l0 ∈ N0 tel que pour tout l ≥ l0,

|||u− Ul|||2 > |||u− Ûl|||2.
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On a bien l’hypothèse de saturation, mais à partir d’un certain rang seulement 5. . .

Cette hypothèse permet d’assurer l’efficacité et la fiabilité (voir Proposition 46, [36]).
On présente ensuite un indicateur basé sur une reconstruction d’espace. Ils supposent de

résoudre l’équation sur un maillage T̂h raffiné uniformément de Th puis de reconstruire la solution
ûh sur un espace d’approximation d’ordre supérieur de Th.

3.3.1 Indicateur par enrichissement d’espace : indicateur h− h

2

On présente ici l’indicateur par enrichissement d’espace h − h

2
qui se caractérise par la

simplicité de sa formulation. Comme explicité en introduction de cette section, on aimerait ne
pas avoir à calculer les deux solutions uh et ûh, et on aimerait trouver un moyen de localiser la
norme énergie.

Le premier point peut être résolu en se contentant d’un post-processing de ûh qui devra de
toute manière être calculé.

Supposons que l’espace d’approximation sur Th est Vh, respectivement V̂h sur T̂h. On intro-
duit alors un projecteur Π : V̂h → Vh tel que

|||(1− Π)ûh||| ≤ Capx min
v∈Vh
‖ûh − v‖hs ,

‖ûh‖hs ≤ Cinv |||ûh|||.

Ici, ‖ . ‖hs représente une semi-norme pondérée par hs où h est une taille de maille caractéristique

des éléments de Th. Cette donnée est suffisante pour la définition de l’indicateur h− h

2
.

Indicateur h− h

2
pour l’équation Skw

On a le théorème (Théorème 54, [36]) suivant.

Théorème 3.3.1. Soit ûh la solution Galerkin de l’équation Skwu = b sur T̂h. Sous hypothèse
de saturation et pour Π ≡ ΠL2 le projecteur L2 classique, l’indicateur d’erreur a posteriori
définit par

ηh−h
2

= ‖h1/2(1− ΠL2)ûh‖L2(Γ)

est fiable, efficace et local.

Indicateur h− h

2
pour l’équation Nkw

De même que pour Skw , on a le théorème équivalent pour Nkw (Théorème 56, [36]).

Théorème 3.3.2. On suppose que Vh = P1(Th). Pour
— Π ≡ J le projecteur de Scott-Zhang 6,
— Π ≡ ΠL2,
— Π ≡ l’interpolateur nodal,

5. Ce rang dépend de la convergence de la partie compacte par rapport à l’erreur d’approximation. Il dépend
donc de u et de l’espace d’approximation.

6. Voir [22] par exemple.
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l’indicateur d’erreur définit par

ηh−h
2

= ‖h1/2∇Γ(1− Π)ûh‖L2(Γ)

est fiable, efficace et local.

L’indicateur h − h

2
présente donc une grande facilité de mise en œuvre. Néanmoins, il a le

gros désavantage de nécessiter la résolution du problème sur un maillage raffiné ce qui est très
coûteux.

Dans cette catégorie, on peut encore mentionner l’indicateur à deux niveaux (voir [63]) qui
lui ne demande que le calcul de la solution sur le maillage non raffiné Th. On suppose que l’espace
d’approximation initial est Vh. On se donne alors un espace enrichi V̂h tel que V̂h = Vh ⊕Wh.
On réécrit la somme directe comme V̂ = Wh,0 ⊕ Wh,1 ⊕ . . . ⊕ Wh,N où N peut être adapté
selon le choix de l’utilisateur. On pose Wh,0 = Vh. Les étapes du calcul de l’indicateur sont les
suivantes.

1. On résout le problème suivant sur Vh

A(U, v) = L(v), ∀ v ∈ Vh.

2. On pose Û ∈ V̂h une meilleure approximation de la solution continue u au sens que
‖u − Û‖ ≤ ‖u − U‖. L’idée est de calculer une meilleure approximation de u − U sur
chaque sous espaceWh,j comme la projection surWh,j de Û−U qu’on nomme Pj(Û−U).
Finalement, Û − U =

∑N
j=1 Pj(Û − U).

3. On résout pour chaque sous-espace Wh,j

A(Pj(Û − U), v) = L(v)−A(U, v), ∀ v ∈ Wh,j.

Ce sont des problèmes de petite dimension donc normalement peu coûteux. On remarque
qu’on peut se passer du calcul de Û . Il faut malgré tout effectuer un assemblage complet
pour le terme A(U, v) !

4. On calcule l’indicateur d’erreur a posteriori

η2 =
N∑
j=1

η2
j ,

ηj = |||Pj(Û − U)|||.

La contrepartie de la simplicité des indicateurs par enrichissement d’espace est donc un
coût de calcul extensif. Si on souhaite néanmoins garder cet esprit de simplicité, on peut leur
préférer les indicateurs par reconstruction d’espace.

3.3.2 Indicateurs par reconstruction d’espace

L’approche utilisée pour les indicateurs par reconstruction est très proche de celle utilisée
pour les indicateurs par enrichissement d’espace tout en étant plus simple. L’idée est la suivante :
on considère un maillage Th, Vh l’espace d’approximation et uh ∈ Vh la solution Galerkin
correspondante et u la solution continue. On introduit ensuite Π, qu’on appelle pour l’instant
opérateur de reconstruction. On a alors, sous certaines conditions de régularité discutées ci-
après,

u− uh = u− Πu+ Π(u− uh) + Πuh − uh.
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On suppose alors qu’on a choisi Π de telle sorte que u − Πu et Π(u − uh) soient des termes
d’ordre élevé par rapport à Πuh − uh. Dans ce cas 7,

‖u− uh‖ = ‖uh − Πuh‖+ o(‖uh − Πuh‖).

La grandeur ‖uh−Πuh‖ est uniquement calculable à partir de uh et représente alors une grandeur
asymptotiquement exacte de l’erreur. De plus, il ne fait pas intervenir l’opérateur qui a
été inversé mais dépend uniquement des espaces de Sobolev entrant en jeu. On a cependant le
même problème que pour les autres indicateurs, à savoir que la norme ‖ . ‖ n’est pas locale. On
se base alors sur les inégalités inverses pour la localiser.

En pratique, ces indicateurs sont basés, comme pour l’indicateur h− h
2
, sur deux maillages.

On pose maintenant TH le maillage initial de résolution et Th un raffinement uniforme de TH
tel que h =

H

2k
, k ≥ 1. Le problème variationnel est alors résolu uniquement sur Th et on va se

servir de TH pour reconstruire la solution. De plus, l’opérateur Π est un projecteur qui peut
être le projecteur de Galerkin ΠG associé à la norme ||| . ||| (i.e. le S0 dans le cas de l’équation
Skw) ou bien le projecteur ΠL2 usuel. Si on suppose par exemple que Vh = Pp(Th), alors la
reconstruction se fait sur V̂H = Pp+1(TH) 8, l’idée étant qu’une approximation polynomiale
d’ordre plus élevée converge plus vite vers la solution. L’indicateur d’erreur est ensuite calculé
localement sur les éléments de TH : en comparant localement la solution avec une meilleure
approximation, on est capable de "mesurer localement l’erreur". Par exemple, si la valeur de
l’indicateur est localement élevée, il en est de même pour la valeur de l’erreur et il faut affiner
localement le maillage. Si la valeur de l’indicateur est faible, alors il n’y a pas besoin de raffiner.

On montre d’abord la fiabilité et l’efficacité de l’indicateur non localisé. On présente ensuite
l’indicateur qui sera utilisé pour l’équation associée au Skw , et enfin celui pour l’équation associée
au Nkw .

Fiabilité et efficacité pour les indicateurs basés sur la reconstruction d’espace

On définit l’indicateur par reconstruction de manière complètement générale.

Définition 3.3.1 (Indicateur par reconstruction non localisé). On pose l’indicateur d’erreur a
posteriori non localisé en norme d’espace

η̃Π = min
vH∈V̂H

‖uh − vH‖V .

Pour prouver sa fiabilité et son efficacité, on doit faire les hypothèses suivantes. On utilise le
fait que le problème pour Akw vérifie une inégalité de Gårding : il existe un opérateur compact
T : V → V ? et une constante Cell > 0 tels que pour tout v ∈ V ,

|〈Akwv, v〉+ 〈Tv, v〉| ≥ Cell ‖v‖2
V .

Hypothèse 3.3.2 (Hypothèse d’approximation (AA)). On suppose que la grandeur

δhH =
minvH∈V̂H ‖u− vH‖V
minvh∈Vh ‖u− vh‖V

= o(1).

7. On rappelle que vH ∈ Pp+1(TH) et vh ∈ Pp(Th) !
8. On peut décider d’avoir V̂H = Pp(TH) et Vh = Pp+1(Th), mais dans ce cas, on se rapproche d’un indicateur

h − h

2
amélioré. . . Comme on le re-souligne plus loin, on calcule la solution sur un maillage raffiné ce qui est

coûteux. Augmenter l’ordre polynomial de l’espace d’approximation est encore plus coûteux et pas forcément
utile.
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Hypothèse 3.3.3 (Propriété discrète (PD)). On suppose que

q = max
vH∈V̂H\{0}

min
vh∈Vh

‖vH − vh‖V
‖vH‖V

<
Cell

Cbd

où Cbd est la constante de continuité de l’opérateur Akw par rapport à la norme ‖ . ‖V .

En ce qui concerne l’hypothèse (AA), elle peut être obtenue en utilisant un ordre polyno-
mial plus élevé pour V̂H que pour Vh lorsqu’on suppose que u est "suffisamment régulière".
L’hypothèse (PD) se vérifie numériquement et sa validité dépend, comme on le constate plus
tard, du nombre de raffinements du maillage (voir par exemple la partie "Indicateur par
reconstruction pour l’équation Skw").

Dans ce cas,

Théorème 3.3.3. Avec les hypothèses 3.3.2 et 3.3.3,

1

1 + δhH
η̃Π ≤ ‖eh‖V ≤

C−1
ell Cbd

1− q C−1
ell Cbd

(η̃Π + min
vH∈V̂H

‖u− vH‖V ) +
C−1
ell

1− q C−1
ell Cbd

|〈Teh, eh〉|
‖eh‖V

i.e. l’indicateur non localisé η̃Π est fiable et efficace vis-à-vis de l’erreur sur le maillage raffiné.

On étend la preuve (voir Théorème 2.1,[20]) adaptée au cas où Akw est sous la forme
coercif + compact.

Démonstration. On commence par l’efficacité.

η̃Π ≤ ‖u− uh‖V + min
vH∈V̂H

‖u− vH‖V ,

≤ ‖u− uh‖V + δhH min
vh∈Vh

‖u− vh‖V ,

≤ (1 + δhH) ‖u− uh‖V avec min
vh∈Vh

‖u− vh‖V ≤ ‖u− uh‖V .

La preuve de fiabilité nécessite l’utilisation de l’hypothèse 3.3.3. Soit EH ∈ V̂H tel que

‖eh − EH‖V = min
vH∈V̂H

‖eh − vH‖V .

On a notamment ‖EH‖V ≤ ‖eh‖V (stabilité de l’approximation).
En utilisant la propriété discrète,

min
vh∈Vh

‖EH − vh‖V ≤ q ‖EH‖V ,

on a encore

|〈Akweh, EH〉| = |〈Akweh, EH − vh〉| , pour tout vh ∈ Vh,
= min

vh∈Vh
|〈Akweh, EH − vh〉|,

≤ Cbd q ‖eh‖V ‖EH‖V .

Par conséquent, en utilisant ‖EH‖V ≤ ‖eh‖V et l’inégalité de Gårding,

Cell ‖eh‖2
V ≤ |〈Akweh, eh〉|+ |〈Teh, eh〉| ,
≤ |〈Akweh, eh − EH〉|+ |〈Akweh, EH〉|+ |〈Teh, eh〉| ,
≤ Cbd ‖eh‖V (‖eh − EH‖V + q ‖eh‖) + |〈Teh, eh〉| .
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En simplifiant par ‖eh‖V ,

(Cell − q Cbd) ‖eh‖V ≤ Cbd ‖eh − EH‖V +
|〈Teh, eh〉|
‖eh‖V

,

‖eh‖V ≤
C−1
ell Cbd

1− q C−1
ell Cbd

‖eh − EH‖V +
C−1
ell

1− q C−1
ell Cbd

|〈Teh, eh〉|
‖eh‖V

,

≤ Crel‖eh − EH‖V +
Crel

Cbd

|〈Teh, eh〉|
‖eh‖V

.

où Crel =
C−1
ell Cbd

1− q C−1
ell Cbd

. Or,

‖eh − EH‖V = min
vH∈V̂H

‖eh − vH‖V .

Finalement, en utilisant l’inégalité triangulaire et uhH la meilleure approximation de uh dans
V̂H ,

‖eh‖V ≤ Crel

(
min
vH∈V̂H

‖u− vH‖V + ‖uh − uhH‖V
)

+
Crel

Cbd

|〈Teh, eh〉|
‖eh‖V

,

≤ Crel

(
min
vH∈V̂H

‖u− vH‖V + η̃Π

)
+
Crel

Cbd

|〈Teh, eh〉|
‖eh‖V

,

ce qui est le résultat souhaité.

En fait, les termes min
vH∈V̂H

‖u− vH‖V (sous condition de régularité sur u) et
|〈Teh, eh〉|
‖eh‖V

sont

des termes d’ordre élevé par rapport à η̃Π. Concernant min
vH∈V̂H

‖u− vH‖V , cela se justifie par

l’hypothèse 3.3.2. Pour
|〈Teh, eh〉|
‖eh‖V

, on renvoie à la démonstration du lemme 3.2.2.

L’indicateur par reconstruction est donc fiable et efficace à un terme d’ordre élevé
près (sous condition de régularité !). Il est de plus asymptotiquement exact par construction.

Il reste essentiellement deux points à éclaircir :
— comment calculer min

vH∈V̂H
‖uh − vH‖V ? Si on pose par exemple ‖ . ‖V ≡ ||| . |||, alors vH =

uhH =la projection de Galerkin de uh minimise |||uh − vH |||. C’est une solution coûteuse
car nécessitant l’assemblage et l’inversion d’un second problème plein. On remarque ainsi
que le choix du projecteur L2 garantit la fiabilité de l’indicateur mais pas (a priori) son
efficacité.

— comment localiser ‖ . ‖V ?

Indicateur par reconstruction pour l’équation Skw
On présente ici l’indicateur par reconstruction pour l’équation du simple couche tel qu’il a

été introduit originellement dans [19].
On vérifie la validité des hypothèses (AA) et (PD). Commençons par l’hypothèse (PD).
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Pour v ∈ Pp+1(Th),

q = max
vH∈V̂H\{0}

min
vh∈Vh

‖vH − vh‖H−1/2(Γ)

‖vH‖H−1/2(Γ)

,

≤ max
vH∈V̂H\{0}

‖vH − ΠvH‖H−1/2(Γ)

‖vH‖H−1/2(Γ)

,

. max
vH∈V̂H\{0}

‖h1/2vH‖L2(Γ)

‖vH‖H−1/2(Γ)

,

. max
vH∈VH\{0}

∥∥∥∥∥
(
h

H

)1/2
∥∥∥∥∥
L∞(Γ)

‖H1/2vH‖L2(Γ)

‖vH‖H−1/2(Γ)

,

. max
vH∈VH\{0}

∥∥∥∥∥
(
h

H

)1/2
∥∥∥∥∥
L∞(Γ)

‖vH‖H−1/2(Γ)

‖vH‖H−1/2(Γ)

(estimation inverse),

.

∥∥∥∥∥
(
h

H

)1/2
∥∥∥∥∥
L∞(Γ)

.

Par conséquent,

q ≤ 1√
2

si on raffine une seule fois,

≤ 1

2k/2
si on raffine k fois.

En pratique, k = 1 suffit 9 pour les objets que nous considérons au chapitre 5.
En ce qui concerne l’hypothèse (AA), il faut supposer que la solution continue u est suffi-

samment régulière pour pouvoir utiliser le lemme de Bramble-Hilbert. Dans ce cas,

min
vH∈V̂H

‖u− vH‖V . Hp+1+1/2, min
vh∈Vh

‖u− vh‖V . hp+1/2.

En utilisant h =
H

2k
, il vient

δhH . 2k(p+1/2)H

soit δhH = o(1).
On peut alors énoncer la forme localisée de l’indicateur par reconstruction pour Skw .

Théorème 3.3.4 (Indicateur par reconstruction localisé pour Skw). Si TH (et donc Th) est un
maillage régulier, l’indicateur d’erreur a posteriori pour l’équation Skw définit par

ηΠ = ‖H1/2(1− Π)uh‖L2(Γ)

est fiable et local.

La preuve est basée sur des estimations inverses pour les polynômes et n’est pas donnée ici.

9. Au vu de [21], il faudrait logiquement augmenter k en fonction de la taille de l’objet en longueurs d’onde.
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Indicateur par reconstruction pour l’équation Nkw
On a un résultat similaire à celui pour le Skw .

Théorème 3.3.5. Si TH est un maillage régulier, l’indicateur d’erreur a posteriori pour l’équa-
tion Nkw définit par

ηΠ = ‖H1/2∇Γ(1− Π)uh‖L2(Γ)

est fiable et local.

On renvoie à [3] pour les détails. Comme pour le théorème 3.3.4, les preuves se basent
essentiellement sur des localisations de la norme ‖ . ‖H1/2(Γ).

Conclusion sur les indicateurs par enrichissement ou reconstruction d’espace

On peut citer trois avantages des indicateurs par reconstruction :
— ils sont asymptotiquement exact 10 sous leur forme non localisée et leur valeur peut alors

servir de critère d’arrêt rigoureux pour un algorithme auto-adaptatif.
— ils sont basés uniquement sur la solution approchée et ne se basent que sur les propriétés

de transport d’espaces des opérateurs qui sont inversés, et non sur les opérateurs eux-
mêmes.

— si la forme utilisant la projection de Galerkin ne présente pas d’intérêt du fait de la
nécessité de ré-assembler un problème plein, la forme utilisant la projection L2 est très
simple d’implémentation et le calcul de l’indicateur est très rapide.

Malheureusement, ils nécessitent de résoudre le problème sur un maillage raffiné uniformément
par rapport au maillage initial, ce qui peut coûter très cher. Par exemple, pour le cas où
Akw ≡ Skw et l’espace d’approximation est Vh ≡ P0(Th), le coût d’assemblage de la matrice
éléments finis (sans algorithme d’accélération) est multiplié par 4 en 2D et par 16 en 3D par
rapport à une résolution sur le maillage initial.

Remarque 3.3.2. On peut envisager l’utilisation de méthodes multi-grilles. Si on opte pour une
méthode basée sur plusieurs maillages, cela suppose de faire plusieurs assemblages du problème.
On peut aussi envisager une méthode algébrique. Dans tous les cas, cela complexifie grandement
la mise en œuvre de ce type de méthodes.

Ils présentent beaucoup de similarité par rapport aux indicateurs par enrichissement d’es-
pace. Si ils ont en commun la grande facilité de mise en œvure, ils possèdent également des
désavantages similaires.

3.4 Conclusion sur les indicateurs de la littérature et leur
extension pour l’acoustique

Dans ce chapitre, on a introduit quelques indicateurs a posteriori de la littérature. Ils sont
classés par catégories selon leur principe de construction : basés sur une localisation de la norme
du résidu, sur des espaces enrichis, ou sur des espaces reconstruits. Ils ont généralement été
introduits pour les formulations intégrales associées à l’équation de Laplace qui ont l’avantage
d’être coercives. Lorsque cela a été nécessaire, on a généralisé les démonstrations de la littérature
[41, 38] aux équations intégrales associées aux opérateurs Skw et Nkw .

Les indicateurs basés sur la localisation du résidu ont l’avantage de ne pas nécessiter de
résolution sur un maillage raffiné. Ils sont aussi les plus "naturels" puisque la norme du résidu

10. Sous condition de régularité !
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est une norme équivalente de l’erreur. Néanmoins, le calcul du résidu peut-être une opération
coûteuse si elle n’est pas accélérée par un algorithme rapide comme la FMM ou les H-matrices,
et nécessite par conséquent un effort d’implémentation important. Il peut arriver également
que selon l’implémentation utilisée pour la FMM, on doivent en utiliser une différente de celle
utilisée pour la résolution itérative de l’équation. De plus, ces indicateurs ne peuvent pas donner,
que ce soit sous forme globale ou localisée, une idée de la valeur "exacte" de l’erreur à cause
des constantes multiplicatives indéterminées, dépendantes du problème traité, qui les lient à
l’erreur exacte.

Les indicateurs par reconstruction ont l’avantage d’être, par construction et sous leur forme
non-localisée, asymptotiquement exacts. De plus, ils sont très faciles à mettre en œuvre car
ils ne nécessitent qu’une projection L2. Malheureusement, il faut effectuer la résolution sur
un maillage raffiné ce qui fait augmenter le temps de calcul (voir la conclusion de 3.3) et la
localisation fait perdre le caractère asymptotiquement exact. De plus, il reste une faiblesse
théorique puisqu’il faut supposer que la solution exacte est suffisamment régulière.

Au vu des inconvénients mis en évidence ci-dessus, on s’intéresse, dans le chapitre suivant,
à la construction d’indicateurs d’erreur a posteriori fournissant une information quantitative
fiable sur la valeur de l’erreur. Ce type de problématique est largement étudié dans la littérature
pour les méthodes volumiques. On peut citer, par exemple, les travaux de M. Vohralík [32]
qui propose la construction d’indicateurs d’erreur par des techniques de reconstruction de flux
permettant d’aboutir à des constantes d’efficacité proche de l’optimal. On propose une approche
différente basée sur l’utilisation d’un opérateur de localisation bien choisi permettant d’aboutir
à un indicateur d’erreur a posteriori fiable, efficace, local et asymptotiquement exact.
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Chapitre 4

Construction d’un nouvel indicateur
d’erreur fiable, efficace, local et
asymptotiquement exact pour l’acoustique

Dans ce chapitre, on construit un nouvel indicateur fiable, efficace, local et asymptoti-
quement exact pour les problèmes de propagation acoustique. Cet indicateur est basé sur une
localisation de la norme du résidu. Pour cela, on introduit une nouvelle technique de localisation
générique afin de conserver un certain niveau d’abstraction par rapport aux équations résolues.
On considère encore une équation de la forme Akwu = b où Akw ≡ Sk ou bien Akw ≡ Nk et
u ∈ Hs(Γ). On introduit alors un opérateur de localisation Λ : H−s(Γ) → L2(Γ) qui permet
d’agir comme une localisation de norme. On démontre ensuite que sous certaines hypothèses
sur Λ, on est capable de définir un nouvel indicateur d’erreur a posteriori fiable, efficace et
local. On choisit alors une norme dans laquelle on va exprimer l’erreur. On montre alors que
l’indicateur d’erreur a posteriori résultant est asymptotiquement exact. On propose ensuite
deux techniques de construction pour un tel Λ.

4.1 Une technique non–standard de localisation des nor-
mes de Sobolev d’ordre non entier

On a constaté au chapitre précédent que la préoccupation principale lors de la recherche
d’un indicateur d’erreur a posteriori en équations intégrales est la localisation des normes des
espaces Hs quand s /∈ N0. La plupart des techniques de construction des indicateurs d’erreur
sont basées sur l’expression de l’indicateur en fonction d’une norme Hs puis en sa localisation en
utilisant des inégalités inverses. Dans cette partie, on propose une nouvelle approche abstraite
pour la localisation des normes, dépendante uniquement des propriétés de l’opérateur Akw . En
particulier, on s’intéresse à la localisation de la norme du résidu.

Dans toute la suite, on reprend les notations introduites pour les preuves de convergence
de l’indicateur "résidu pondéré" de la partie 3.2.2. On suppose que l’algorithme auto-adaptatif
produit une suite de maillages (Tl)l∈N0 pour lesquels la solution du problème variationnel discret
(ul ∈ Vl)l∈N0 converge vers la solution continue u ∈ V .

4.1.1 Construction abstraite d’un nouvel indicateur d’erreur a poste-
riori fiable, efficace, local.

On suppose que Akw : H̃s(Γ)→ H−s(Γ). Le problème étant bien posé, on va utiliser comme
en 3.2 le fait que la norme du résidu rl = Akw(u− ul) ∈ H−s(Γ) est une norme équivalente de
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l’erreur. On cherche donc ici à localiser une norme ‖ . ‖−s où s = ±1/2. On aimerait également
que cette localisation puisse être faite sans hypothèse aucune sur la nature de l’objet dont on
veut localiser la norme : autrement dit, on veut une localisation non limitée aux fonctions de
moyenne nulle, ou bien aux polynômes, etc.

On suppose qu’il existe un opérateur continu Λ tel que

Λ : H−s(Γ)→ L2(Γ).

On a alors un théorème de construction d’un nouvel indicateur d’erreur a posteriori, qu’on
qualifiera de "forme faible".

Théorème 4.1.1 (Indicateur Λ abstrait – Forme faible). Soit Λ : H̃±1/2(Γ) → L2(Γ) un
isomorphisme, alors l’indicateur d’erreur a posteriori défini par

ηΛ = ‖Λrl‖L2(Γ)

est fiable, efficace et local.
Si Λ n’est que continu, l’indicateur ηΛ est seulement efficace et local.

Démonstration. La preuve est directe. Si Λ est un isomorphisme, ‖Λrl‖0 est une norme équiva-
lente de ‖rl‖±1/2 qui est elle-même une norme équivalente de ‖el‖∓1/2. Cela implique la fiabilité
et l’efficacité. La localité de l’indicateur provient directement de la localité de la norme L2.

Dans toute la suite, on utilise la terminologie "indicateur–Λ" ou bien "estimation/indica-
tion–Λ" lorsqu’on se réfère à l’utilisation de ηΛ.

On qualifie ce théorème de "faible" car la seule hypothèse de ce théorème est que le candidat
pour Λ soit un isomorphisme. On ne suppose absolument rien sur la régularité de Γ. Trouver
un tel Λ est évidemment le cas idéal.

Il n’est cependant pas toujours évident de vérifier qu’un candidat est un isomorphisme et
on propose dans les parties 4.2.1 et 4.2.2 une forme "forte" (et donc au cadre d’application plus
restreint) permettant de lever cette hypothèse.

Le principe de l’indication–Λ est donc simple, mais ce n’est pas son seul avantage. On montre
maintenant en quoi ce nouvel indicateur d’erreur permet de mesurer précisément l’erreur.

4.1.2 Caractère asymptotiquement exact de l’indicateur Λ

On montre ici en quoi un choix judicieux pour l’opérateur Λ permet d’obtenir un indicateur
d’erreur a posteriori asymptotiquement exact. Pour cela, il faut définir par rapport à quelle
norme on souhaite ce caractère d’exactitude. On rappelle que les opérateurs intégraux auxquels
on s’intéresse, sont des opérateurs de type Fredholm et donc de la forme Akw = A0 + Ckw où
A0 est un opérateur coercif et Ckw est un opérateur compact. Par conséquent, pour u ∈ V , A0

permet de définir une norme équivalente sur V dite "norme de Galerkin" ou "norme énergie"
telle que

|||u|||2 = 〈A0u, u〉V ?,V .

On choisit alors de poser

‖ . ‖V = ||| . ||| .

Reprenons alors la définition de ηΛ.

η2
Λ = ‖Λrl‖0,

= (ΛAkwel,ΛAkwel) .
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La composition d’un opérateur compact avec un opérateur continu est encore un opérateur
compact. Par conséquent, on peut extraire les parties compactes et les regrouper en un opérateur
K ce qui donne

η2
Λ = (ΛA0el,ΛA0el) + 〈Kel, el〉,

= 〈A?0Λ?ΛA0el, el〉+ 〈Kel, el〉.
On suppose maintenant qu’on choisit Λ tel que A?0Λ?Λ ≡ I +K1 où K1 est compact de V dans
V ?. On obtient

η2
Λ = 〈A0el, el〉+ 〈K2el, el〉

où K2 regroupe tous les termes compacts qu’on a fait apparaître jusqu’à maintenant. On a
déjà montré avec le lemme 3.2.2 qu’appliquer un opérateur compact à el conduit à des termes
d’ordre élevé par rapport à ‖el‖V . Par conséquent,

η2
Λ = 〈A0el, el〉+ termes d’ordre élevé.

En conclusion, si on arrive à trouver un "bon" Λ,

ηΛ = |||el|||+ termes d’ordre élevé ,

autrement dit ηΛ est un indicateur d’erreur a posteriori asymptotiquement exact en norme
L2 relativement à la norme de Galerkin !

4.1.3 Proposition d’une technique générique de construction pour
l’indicateur Λ

Etant donné que l’on cherche Λ tel que A?0Λ?Λ ≡ I+K1, il est naturel de le chercher comme
la racine carrée d’un inverse approché de l’opérateur A0.

Pour cela, on va se baser sur des techniques d’analyse microlocale et extraire le sym-
bole principal homogène de A0 puis en déduire celui de Λ. Il est alors nécessaire de faire
l’hypothèse de construction suivante.

Hypothèse 4.1.1. Pour toutes les techniques issues de l’analyse microlocale, on suppose que
le contour Γ est de classe C∞.
Remarque 4.1.1. Les opérateurs qui vont être exhibés dans la suite ont toujours un sens quand
Γ est lipschitzienne !

C’est une hypothèse qui est évidemment restrictive en apparence puisque la plupart, si ce
n’est l’intégralité, des simulations pratiques se font sur des domaines avec au moins une arête ou
un coin. Cette technique n’est donc parfaitement rigoureuse que sur les cas académiques comme,
par exemple, les ellipsoïdes. Néanmoins, il semble que la nature des opérateurs Λ construits
dans la suite vis-à-vis de A0 ne change pas lorsque l’on se place dans le cas où Γ est une surface
lipschitzienne ou polygonale. Dans ces cas, les résultats numériques seront le juge de paix 1.

On pose σ0
A0,k

(x, ξ) le symbole principal homogène de degré k de A0 et σ0
Λ,k−1/2(x, ξ) celui

de Λ. Un bon candidat Λ est tel que

σ0
Λ,k−1/2(x, ξ) =

1√
σ0
A0,k

(x, ξ)
. (4.1)

Il "suffit" ensuite de remonter à une forme explicite de Λ.
Des formes explicites des opérateurs ΛSkw , respectivement ΛNkw , associés aux opérateurs

Skw , respectivement Nkw vont être données dans les sections 4.2, respectivement 4.3.

1. c©S. Pernet
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4.1.4 Conclusion sur la technique de localisation par opérateur

On a introduit une nouvelle technique abstraite de localisation des normes qui permet la
définition d’un indicateur d’erreur a posteriori ηΛ qui est fiable, efficace, local. Elle se base sur
l’application d’un opérateur Λ aux éléments des espaces Hs. Si l’on est capable de trouver un
Λ qui soit un isomorphisme, alors on a équivalence des normes. De plus, le choix de Λ comme
racine carrée de l’inverse de A0 permet, au moins sur des surfaces de classe C∞, d’assurer
l’exactitude asymptotique de ηΛ.

On construit maintenant les opérateurs Λ associés aux équations pour le Skw et pour le
Nkw .

4.2 Construction des opérateurs Λ sous forme intégrale
On propose ici une première approche basée purement sur de l’analyse micro-locale qui va

permettre de construire les opérateurs Λ sous la forme d’opérateurs intégraux, i.e. tels que

(Λu)(x) =

∫
Γ

kΛ(x, x− y)u(y) dγy.

Partant de la formule (4.1), on va utiliser les formules p. 392–394 de [49].
On traite séparément le cas des opérateurs Skw et Nkw . Pour chaque cas, on calcule ΛSkw/Nkw

selon que Γ ⊂ R2 ou bien Γ ⊂ R3. Pour le cas Γ ⊂ R2, on prouve la fiabilité et l’efficacité
de l’indicateur ηΛ sous forme "forte" (en opposition au théorème "faible" 4.1.1). On discute
finalement de leur forme et difficulté d’implémentation.

4.2.1 Forme intégrale du Λ pour l’équation Skw

On construit ici l’opérateur Λ associé à A0 ≡ S0 sous forme intégrale. On s’intéresse dans
un premier temps au cas 2D.

Construction du Λ associé au S0 sous forme intégrale – Cas 2D

Que ce soit en 2D ou en 3D, on peut montrer que le symbole principal homogène de l’opé-
rateur S0 est (formules (9.2.17) et (10.1.10) dans [49])

σS0,−1(x, ξ) =
1

2|ξ| , |ξ| ≥ 1. (4.2)

On choisit alors

σΛS0 ,1/2
(x, ξ) =

√
2|ξ| . (4.3)

Les formules de passage symbole→ noyau sont malheureusement difficilement praticables dans
ce cas. On préfère plutôt postuler 2 une forme pour l’opérateur ΛS0 et calculer son symbole
principal homogène.

On introduit l’opérateur ΛS0 : H1/2(Γ)→ L2(Γ) tel que

(ΛS0u)(x) = −√π p.f.
∫

Γ

u(y)

|x− y|3/2 dγy (4.4)

2. Le choix de la constante −√π n’est pas un hasard, comme on peut le constater dans la suite du calcul. En
ce qui concerne le degré de la singularité qui est en |x−y|−3/2, cela provient du lien entre le degré d’homogénéité
du noyau, la dimension de l’espace, et l’ordre de l’opérateur pseudo-différentiel associé. Tous ces résultats sont
résumés dans [49], pp. 392–394.
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où "p.f." signifie "intégrale en partie finie" (au sens de Hadamard). Le noyau est k(x, z) = |z|−3/2

et est une fonction pseudo-homogène de degré −3/2. Utilisant la formule (7.1.82) de [49], on
en déduit que le symbole principal homogène de ΛS0 est de degré 1/2 ce qui en fait bien un
opérateur d’ordre 1/2 (opérateur de demi-dérivation). Ainsi,

σ0
ΛS0 ,1/2

(x, ξ) = − 1

2
√
π
p.f.
∫
R
k(x, z) e−iξz dz,

= − 1

2
√
π

lim
ε→0

(∫
|x|>0

e−iξz dz

|z|3/2 − 2
e−iξε + eiξε√

ε

)
.

On utilise le fait que <(e−iξz) est paire et =(e−iξz) est impaire. En posant σ̃0
ΛS0 ,1/2

le terme à
l’intérieur de la limite dans l’équation précédente,

σ̃0
ΛS0 ,1/2

(x, ξ) = 2

∫ ∞
ε

cos(ξz)

z3/2
dz,

= 2

∫ ∞
ε

cos(ξz)− 1

z3/2
dz +

4√
ε
.

En faisant tendre ε→ 0,

σ0
ΛS0 ,1/2

(x, ξ) = − 1√
π

∫ ∞
0

cos(ξz)− 1

z3/2
dz,

= − 1√
π

∫ ∞
0

√
|ξ| cos(ζ)− 1

ζ3/2
dζ, avec ζ = |ξ|z,

σ0
ΛS0 ,1/2

(x, ξ) =
√

2|ξ| .

On a bien égalité du symbole principal homogène avec (4.3). On a donc bien trouvé une approxi-
mation (à un terme compact près) de la racine carrée de l’inverse de S0. C’est un bon candidat
pour être utilisé pour la Λ–estimation. Malheureusement, il est donné comme une intégrale en
partie finie et se prête alors peu aux calculs numériques car il nécessiterait la mise en place de
techniques d’intégrations particulières. On lui préfère une forme intégrée par partie 3 et on pose
alors

(ΛS0u)(x) =
2√
π
∇Γ ·

∫
Γ

√
|x− y| ∇Γu(y) dγy . (4.5)

Le noyau de cette version est modifié par rapport à la forme en partie finie puisqu’il contient
maintenant toutes les fonctions constantes par morceaux. Les opérateurs définis en (4.4) et
(4.5) ne diffèrent que d’un opérateur régularisant car ils ont le même symbole principal.

L’opérateur ΛS0 définit un indicateur d’erreur a posteriori fiable et efficace

On montre maintenant que l’opérateur ΛS0 défini en (4.5) permet de construire un indicateur
d’erreur a posteriori ηΛS0

fiable, efficace, local, dès lors que Γ est une surface de classe C∞.
Théorème 4.2.1. Soient Γ = C(0, R) le cercle de centres 0 et de rayon R et

V =
{
ϕ ∈ H1/2(Γ), 〈ϕ, 1Γ〉 = 0

}
4

le sous-espace des fonctions de moyenne nulle de H1/2(Γ), alors

ΛS0 : V → L2(Γ)

définit en (4.5) est un isomorphisme.

3. utilisée dans [54] pour des problèmes de décomposition de domaine.
4. Pour les formulations du type Galerkin, le résidu pour l’équation Skw appartient à V .
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Démonstration. Par construction, l’opérateur ΛS0 est du type Fredholm et l’alternative de
Fredholm peut être utilisée. Il suffit alors de montrer que ΛS0 est injectif. Pour cela, on va
montrer que la valeur propre 0 est associée à un unique sous-espace propre qui est celui des
fonctions constantes sur Γ.

Les fonctions propres sont les ϕn = einθ, n ∈ Z, θ ∈ [0, 2π]. En appliquant ΛS0 ,

ΛS0ϕn =
2√
π

∂

∂θx

∫
Γ

√
R
(
(cos(θ)− cos(θx))

2 + (sin(θ)− sin(θx))
2
)1/4 ∂einθ

∂θ
R dθ,

= −2R3/2n2

√
π

einθx In

où on a posé

In =

∫ 2π

0

√√√√2

∣∣∣∣∣sin(
θ̃

2
)

∣∣∣∣∣ einθ̃ dθ̃ en posant θ̃ = θ − θx.

Les valeurs propres (λn)n de ΛS0 sur C(0, R) sont donc les

λn = −2R3/2n2

√
π

In.

On va alors prouver que ∀n ≥ 1, In < 0. La parité de l’intégrande dans In est telle que

In = 2

∫ π

0

√√√√2

∣∣∣∣∣sin(
θ̃

2
)

∣∣∣∣∣ cos(n θ̃) dθ̃.

Considérons une fonction f(t), t ∈ [0, π] continue, croissante et concave et

In(f) =

∫ π

0

f(t) cos(nt) dt.

En intégrant par parties,

In(f) = − 1

n

∫ π

0

f ′(t) sin(nt) dt,

= − 1

n2

∫ nπ

0

f ′(
t

n
) sin(t) dt,

= − 1

n2

n−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

f ′(
t

n
) sin(t) dt,

= − 1

n2
Jk.

Pour n = 1, on a clairement In(f) < 0. En fait, on a seulement besoin de vérifier que pour

k ∈ [0, n− 2] pair on a Jk + Jk+1 ≥ 0. On pose f ′k+j = f ′(
k + j

n
). On a

Jk ≥
∫ (k+ 1

2
)π

kπ

f ′
k+ 1

2
sin(t) dt+

∫ (k+1)π

(k+ 1
2

)π

f ′k+1 sin(t) dt,

Jk+1 ≥
∫ (k+ 3

2
)π

(k+1)π

f ′k+1 sin(t) dt+

∫ (k+2)π

(k+ 3
2

)π

f ′
k+ 3

2
sin(t) dt.
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et finalement

Jk + Jk+1 ≥ f ′1
2
− f ′3

2
≥ 0

avec inégalité stricte dès lors que f ′ 6= 0. Le cas f(t) = 2
√

2 sin( t
2
) vérifie les hypothèses sur f .

En conclusion,

In < 0⇒ λn > 0, ∀n ≥ 1.

La seule valeur propre nulle correspond au cas n = 0.

On montre maintenant qu’on peut utiliser ΛS0 pour définir un indicateur d’erreur fiable
et efficace sur toute surface Γ de classe C∞. On utilise le fait qu’un changement de variable
C(0, R) 7→ Γ correspond à perturber l’opérateur ΛS0 sur le cercle par des opérateurs compacts.

Théorème 4.2.2. Soit Γ un contour de classe C∞, l’espace fonctionnel V est tel que défini au
théorème 4.2.1. Il existe un l0 tel que pour l ≥ l0, l’indicateur d’erreur a posteriori défini par

ηΛS0
= ‖ΛS0rl‖0

est fiable, efficace, local et asymptotiquement exact.

Démonstration. On décompose ΛS0 = Λ0 + K avec Λ0 un isomorphisme et K un opérateur
compact. Soit rl ∈ V ,

‖ΛS0rl‖2
0 = 〈(Λ?

0Λ0)rl, rl〉−1/2,1/2 + 〈K̃rl, rl〉−1/2,1/2

où K̃ = Λ?
0K + K?Λ0 + K?K est un opérateur compact. Par conséquent, il existe C1, C2 > 0

telles que∣∣∣C1 ‖rl‖2
1/2 − ‖K̃rl‖−1/2 ‖rl‖1/2

∣∣∣ ≤ ‖ΛS0rl‖2
0 ≤ C2 ‖rl‖2

1/2 + ‖K̃rl‖−1/2 ‖rl‖1/2.

Le terme compact ‖K̃rl‖−1/2 converge plus rapidement que ‖rl‖1/2 lorsque l → ∞ (cf. lemme
3.2.2). Il suffit alors d’ajuster les constantes C1 et C2.

L’exactitude asymptotique est un résultat de la méthode de construction.

Le cadre de construction et la preuve de fiabilité/efficacité se font dans le cadre très restreint
des surfaces de classe C∞ 5. Néanmoins, et comme on le verra lors des validations numériques,
ces propriétés semblent se généraliser à une surface lipschitzienne quelconque.

Construction du Λ sous forme intégrale – Cas 3D

On suppose maintenant que Γ est une surface C∞ plongée dans R3. On ré-applique la
méthode utilisée pour obtenir (4.4).

Proposition 4.2.1. L’opérateur ΛS0 pour une surface Γ de classe C∞ dans R3 est sous la forme

(ΛS0u)(x) = −0.1177 p.f.
∫

Γ

u(y)

|x− y|5/2 dγy . (4.6)

5. Ce résultat peut être étendu à une surface C1, voir [54].
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Démonstration. Les calculs sont effectués en partie à l’aide de Maple. Comme pour le cas 2D,
on postule un symbole principal homogène de la forme

k−5/2(x, z) =
A

|z|5/2

où A est une constante à déterminer. Ce postulat est encore tiré de [49], pp. 392–394. On

recherche un opérateur d’ordre m =
1

2
sur une surface de dimension n = 2 (puisque c’est une

surface plongée dans R3). Le degré d’homogénéité du noyau est alors donné par κ = −m−n =

−1

2
− 2 = −5

2
. On calcule alors

I = A p.f.
∫
R2

ei(ξ·z)

|z|5/2 dz.

En passant en coordonnées polaires,

I = A p.f.
∫
R+×[0,2π]

cos(rξ cos(θ))

r3/2
dr dθ,

= A

[
−2 cos(rξ cos(θ)√

r
− 2ξ cos(θ)

√
2π FresnelS(

√
2ξ cos(θ)r√

π
)

]∞
ε

.

avec FresnelS(x) =

∫ x

0

sin(
π t2

2
) dt.

En conservant la partie finie et en utilisant FresnelS(0) = 0 et FresnelS(∞) =
1

2
, on a

I = −A
√

2 cos(θ)ξπ

En calculant
∫ π

0

√
cos(θ) dθ, on trouve A = −0.1177 . . ..

On peut faire plusieurs remarques.

Remarque 4.2.1. L’opérateur ΛS0 se présente, comme en 2D, sous la forme d’une partie
finie. On peut transformer l’intégrale en une intégrale classique en intégrant par parties avec
les mêmes conséquences qu’en 2D.

Remarque 4.2.2. En supposant qu’on ait réduit la singularité selon la remarque précédente,

il reste tout de même une singularité en
1√
|x− y|

à intégrer. Cela suppose de mettre en place

des routines d’intégration spécifiques pour sa prise en compte.

Remarque 4.2.3. L’utilisation de cet opérateur sous forme discrète suppose, à un moment,
d’effectuer un produit matrice–vecteur plein. Pour utiliser l’indicateur ηΛ résultant, il faut alors
payer le prix d’un assemblage plein puis d’un produit matrice–vecteur plein. Si ce dernier ne peut
pas être accéléré, les coûts d’implémentation et d’utilisation de cet opérateur peuvent devenir
rapidement prohibitifs. Ces effets sont démultipliés lorsqu’on passe du 2D au 3D.

La forme intégrale semble mal se prêter à un utilisation sur des surfaces 3D et on propose
en partie 4.3 une construction alternative de ΛS0 .
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Troncature de l’indicateur ηΛS0
sous forme intégrale

On a vu précédemment que l’utilisation de l’opérateur ηΛS0
sous forme intégrale implique la

manipulation d’une matrice pleine ce qui est vite très coûteux. On se demande donc si il n’existe
pas un moyen de réduire le coût de calcul de l’indicateur en "fournissant moins d’information" à
ΛS0 mais en faisant en sorte que l’information manquante correspond à des termes plus réguliers,
donc d’ordre élevé, par rapport à la partie principale. Considérons un élément τ ∈ Th. On a

ΛS0rh(x) =

∫
Γ

k(x, y) rh(y) dγy, ∀x ∈ τ.

On peut décomposer l’intégrale sur Γ en une partie proche de τ et une partie "lointaine". Soit
ωτ le patch des éléments du maillage ayant au moins un nœuds commun avec τ (voir 4.1 figure
patch !). On introduit une fonction ψτ de cut-off lipschitzienne telle que ψτ (x) = 1 pour tout
x ∈ τ et ψτ (x) = 0 pour tout x ∈ ∂ωτ . Ensuite,

Figure 4.1 – Elément τ (rouge, au centre) et son patch ωτ (rouge + vert, trait épais)

ΛS0rh(x) =

∫
Γ

k(x, y)ψτ (y) rh(y) dγy +

∫
Γ

k(x, y) (1− ψτ (y)) rh(y) dγy,

=

∫
Γ

k(x, y)ψτ (y) rh(y) dγy + ordre élevé, ∀x ∈ τ,

car le noyau k(x, y) (1 − ωτ (y)) est régulier donc l’opérateur correspondant est régularisant 6.
On propose alors l’indicateur ηtΛS0 tronqué tel que la valeur de l’indicateur sur τ est

ηtΛS0 ,τ
= ‖ΛS0(ψτrh)‖0,τ . (4.7)

Cet indicateur tronqué reste asymptotiquement exact par construction. On renvoie au chapitre
5 suivant pour la preuve de son efficacité numérique.

4.2.2 Forme intégrale du Λ pour l’équation Nkw

On construit ici l’opérateur Λ associé à A0 ≡ N0 sous forme intégrale.

6. On peut envisager une troncature plus large, englobant plus d’éléments du voisinage de τ . Intuitivement,
cela revient à récupérer plsu d’information sur la valeur de l’erreur. Cependant, une troncature sur le patch ωτ
suffit pour faire apparaître des termes compacts.
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Construction du Λ associé à N0 sous forme intégrale – Cas 2D

On suppose toujours que Γ est de classe C∞. Le calcul symbolique donne

σ0
N0,1

(x, ξ) =
|ξ|
2
.

On en déduit alors

σ0
ΛN0

,−1/2(x, ξ) =

√
2

|ξ| .

Cette fois-ci, le calcul symbole → noyau est aisé. En utilisant la formule (7.1.39) dans [49],

k(x, z) =

√
2

2π

∫
R

eiξz√
|ξ|

dξ,

=
1√
2π

(
lim
ξ→∞

√
π erf(

√
−iz√ξ)√
−iz + lim

ξ→−∞

√
π erf(

√
iz
√−ξ)√

iz

)
,

=

√
2

π
<(

1√
iz

),

=
√

2π

√
|z|
2

1

|z| ,

=
1√
π

1√
|z|
.

On a ainsi un candidat pour le noyau de ΛN0 .

Proposition 4.2.2. Soit Γ un contour de classe C∞, l’opérateur définit par

(ΛN0u)(x) =
1√
π

∫
Γ

u(y)√
|x− y|

dγy (4.8)

est continu de H−1/2(Γ)→ L2(Γ).

Remarque 4.2.4. La singularité en
1√
|x− y|

est intégrable. On n’a donc pas besoin de l’af-

faiblir comme pour ΛS0.

L’opérateur ΛN0 définit un indicateur d’erreur a posteriori fiable et efficace

On peut effectuer exactement la même analyse qu’en partie 4.2.1. On a directement les
résultats suivant.

Théorème 4.2.3. Soit Γ = C(0, R) le cercle centré en 0 et de rayon R, alors

ΛN0 : H−1/2(Γ)→ L2(Γ)

est un isomorphisme.

Démonstration. Voir la preuve du théorème 4.2.1.

Dans le même esprit, on peut généraliser à un contour de classe C∞ quelconque.
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Théorème 4.2.4. Soit Γ un contour quelconque de classe C∞, il existe un l0 tel que ∀ l ≥ l0,
l’indicateur d’erreur a posteriori défini par

ηN0 = ‖ΛN0rl‖0

est fiable, efficace, local et asymptotiquement exact.

Démonstration. Voir la preuve du théorème 4.2.2.

Construction du Λ associé au N0 sous forme intégrale – Cas 3D

Si on suppose que Γ est une surface C∞ plongée dans R3, on obtient encore une forme
intégrale.

Proposition 4.2.3. L’opérateur ΛN0 pour une surface Γ de classe C∞ dans R3 est sous la
forme

(ΛN0u)(x) = 0.05379

∫
Γ

u(y)

|x− y|3/2 , dγy . (4.9)

Démonstration. Les calculs sont effectués en partie avec Maple. On procède similairement au
cas Nkw . On postule un symbole principal homogène de la forme

k−3/2(x, z) =
A

|z|3/2 .

On calcule alors

I = Ap.f.

∫
R2

eiξ·z

|z|3/2 .

En passant en coordonnées polaires, on se ramène à

I = A

√
2

|ξ|

∫ π
2

−π
2

2
√
π√

cos(θ)
dθ.

L’évaluation de
∫ π

2

−π
2

dθ√
cos(θ)

donne le résultat.

Remarque 4.2.5. L’intégrale de la proposition 4.2.3 est bien définie.

Comme pour ΛS0 , l’application d’un opérateur intégral se prête mal à des calculs 3D à cause
du coût de calcul.

Troncature de l’indicateur ηΛN0
sous forme intégrale

Similairement à ηtΛS0,τ , et en utilisant les mêmes arguments, on propose une version tronquée
de ηΛN0

sous la forme

ηtΛN0
,τ = ‖ΛN0(ψτrh)‖0,τ . (4.10)

Cet indicateur reste asymptotiquement exact par construction.
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4.2.3 Conclusion sur la construction de l’indicateur–Λ pour l’acous-
tique

Pour chaque problème Skw/Nkw en 2D ou 3D, on a construit un opérateur ΛS0/N0 candidat
pour être utilisé comme opérateur de localisation dans le cadre de l’estimation–Λ. La détermi-
nation des candidats en utilisant des méthodes d’analyse micro-locale suppose que la surface
Γ est très régulière (de classe C∞). Sous cette condition, le candidat permet d’en déduire un
indicateur d’erreur fiable, efficace, local et asymptotiquement exact. On ne peut malheureuse-
ment (pour l’instant) rien dire lorsque Γ est une surface lipschitzienne quelconque. Néanmoins,
il semble que ces résultats restent valables ce qu’on vérifie numériquement au chapitre 5.

Par ailleurs, si la complexité de mise en œuvre des indicateurs reste raisonnable en 2D, elle
explose en 3D et dans ce cas, la forme intégrale perd définitivement son intérêt.

Dans la section suivante, on propose une construction alternative basée sur le calcul de
puissances fractionnaires d’opérateurs différentiels classiques.

4.3 Construction de l’opérateur Λ comme puissance d’un
opérateur différentiel classique

On a proposé en 4.2 des candidats pour un opérateur Λ utilisable dans le cadre de l’indicateur
d’erreur définit au théorème 4.1.1. Les propriétés intéressantes (fiabilité, efficacité, exactitude
asymptotique) n’ont été démontrées que dans le cadre de surfaces très régulières. Un autre
désavantage de ces candidats est que la forme intégrale peut s’avérer complexe à mettre en
œuvre et coûteuse en pratique.

Par conséquent, on propose ici une autre approche pour la construction de ΛS0/N0 qui
présente l’avantage d’être plus simple et moins coûteuse.

4.3.1 Construction de l’opérateur Λ comme puissances d’opérateurs
conventionnels

On introduit ici l’idée initiale qui a mené à ce concept. Pour cela, on va encore considérer
quelques instants que Γ est une surface de classe C∞ plongée dans R2 ou R3 afin de pouvoir
réutiliser le concept de symbole principal homogène. On suppose également que Γ est une
surface fermée.

On part alors du résultat simple suivant : si on pose ∆Γ l’opérateur Laplacien-Beltrami, on
a

σ0
−∆,2(x, ξ) = |ξ|2. (4.11)

Par conséquent, un opérateur Λ quelconque de symbole principal homogène

σ0
Λ,s(x, ξ) = |ξ|2s, s ∈ R

est une puissance approchée de l’opérateur −∆Γ à des termes régularisants près.
On s’intéresse pour l’instant au cas du ΛS0 . Un bon candidat semble alors être, d’après (4.3),

ΛS0 =
√

2 (−∆Γ)
1
4 .

On souhaite pouvoir utiliser simplement le théorème 4.1.1 or (−∆Γ)1/4 n’est pas un isomor-
phisme de H1/2(Γ)→ L2(Γ).
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Par conséquent, on s’intéresse plutôt à un opérateur de la forme

Λ = (I −∆Γ)s/2 . (4.12)

où I est l’opérateur identité. On a alors le théorème suivant.

Théorème 4.3.1 (Gesztesy, thm. 1.1–(2)–(v) [43]). Soit Γ une surface lipschitzienne fermée
et compacte, s, r ∈ [0, 1], alors

(I −∆)r/2 : Hs(Γ)→ Hs−r(Γ)

est un isomorphisme borné d’inverse

(I −∆)−r/2 : Hs−r(Γ)→ Hs(Γ).

Ce résultat permet alors de lever la condition de régularité sur Γ. On peut ainsi donner des
candidats généraux pour ΛS0 et ΛN0 .

Théorème 4.3.2 (Indicateur–Λ sur surface Lipschitzienne). Soit Γ une surface fermée lipschit-
zienne et compacte, on pose

ΛS0 =
√

2 (I −∆Γ)
1
4 (4.13)

et

ΛN0 =
√

2 (I −∆Γ)−
1
4 . (4.14)

Les indicateurs a posteriori définis par

— pour l’équation relative à Skw,
ηΛS0

= ‖ΛS0rl‖0, (4.15)

— pour l’équation relative à Nkw,
ηΛN0

= ‖ΛN0rl‖0, (4.16)

sont fiables, efficaces, locaux.
Si de plus Γ est de classe C∞, alors ils sont asymptotiquement exacts.

Démonstration. Il suffit que ΛS0 et ΛN0 vérifient les hypothèses du théorème 4.3.1.

C’est le cas pour ΛS0 avec s =
1

2
, r =

1

4
.

C’est le cas pour ΛN0 avec s = −1

2
, r = −1

4
.

Le théorème 4.1.1 assure fiabilité, efficacité et localité. L’exactitude asymptotique dans le
cas où Γ est de classe C∞ provient de la méthode de construction basée sur le symbole principal
homogène.

Remarque 4.3.1. Comme pour la forme intégrale, on ne peut rien dire a priori sur le caractère
"asymptotiquement exact" de ΛS0/N0. Néanmoins, les surfaces des objets considérés ont généra-
lement des singularités localisées (points, arêtes) et sont en quelque sorte C∞ "presque partout".
Une analyse de type microlocale (non effectuée dans cette thèse) en utilisant la transformation
de Mellin montrerait que les opérateurs Λ choisis agissent correctement presque partout. On
s’attend donc à voir numériquement que le caractère "asymptotiquement exact" ne soit pas, ou
très peu, modifié par la présence de ces singularités.

Remarque 4.3.2. Les opérateurs de la forme (I −∆)r/2 possèdent les mêmes espaces propres
que I −∆. En conséquence, lorsqu’on s’intéresse aux formulations faibles pour ΛS0/N0, et plus
particulièrement dans le cas de surfaces ouvertes, on pourra prendre les mêmes espaces de test.

Chapitre 4 Marc Bakry 99



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

4.3.2 Conclusion sur les opérateurs Λ comme puissance d’opérateurs
conventionnels

On a proposé une seconde manière de déterminer des candidats pour les opérateurs utili-
sables pour les indicateurs ηΛ. Le principal avantage est que les propriétés de l’opérateur sont
valables pour une surface lipschitzienne quelconque et la forme faible du théorème 4.1.1 suffit !
De plus, on conserve théoriquement l’exactitude asymptotique lorsque Γ est de classe C∞ avec
une justification empirique lorsque Γ est lipschitzienne.

Un avantage certain est encore que les opérateurs I et −∆ sont faciles à assembler. Il faut
alors trouver un moyen efficace de calculer (I −∆)±

1
4 7.

4.4 Conclusion sur l’indicateur a posteriori basé sur un
opérateur Λ

Dans ce chapitre, on a introduit une nouvelle classe d’indicateurs a posteriori fiables, effi-
caces, locaux, et potentiellement asymptotiquement exacts. Ils sont basés sur l’application d’un
opérateur Λ bien choisi au résidu. Le cas le plus agréable est alors celui où Λ est un isomor-
phisme. On a ensuite proposé deux manières de construire Λ pour les équations associées à Skw
ou à Nkw . La première n’est a priori complètement rigoureuse que dans le cas où la surface Γ est
de classe C∞ et se présente sous la forme d’un opérateur intégral. Cela peut rendre son utilisa-
tion très coûteuse, surtout en 3D. On a alors proposé, dans la section 4.2, une seconde méthode
où Λ se présente sous la forme d’une puissance d’un opérateur différentiel classique pour lequel
on sait que c’est un isomorphisme. On montre numériquement en 5 qu’elles produisent le même
résultat.

Le principe de l’indicateur ηΛ et les méthodes mises en œuvre pour la construction de
l’opérateur Λ ne sont pas spécifiquement reliées à une équation, une dimension d’espace de
propagation, et peuvent s’étendre à d’autres domaines. On trouve déjà les mêmes idées dans
le cas des pré-conditionneurs analytiques pour lesquels on s’attache plutôt à obtenir un inverse
approché se calculant rapidement de l’opérateur qui a été inversé.

Au chapitre suivant, on effectue la validation numérique des différents indicateurs intro-
duits pour l’acoustique. On donne des exemples en 2D et en 3D. En particulier, on montre
numériquement que les deux formes des opérateurs Λ sont équivalentes et que les indicateurs a
posteriori correspondant convergent optimalement. On effectue également des simulations sur
des surfaces ouvertes en 2D.

7. On renvoie à 5.1.3.
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Chapitre 5

Validation numérique des indicateurs a
posteriori pour l’acoustique

On a étendu au chapitre 3 des indicateurs de la littérature, généralement introduits pour les
opérateurs intégraux associés à l’équation de Laplace, au cas des opérateurs intégraux associés
à l’équation de Helmholtz.

Au chapitre 4, on a introduit une nouvelle classe abstraite d’indicateurs a posteriori basée
sur l’utilisation d’un opérateur de localisation Λ. On a alors construit les opérateurs Λ sous
deux formes différentes pour les équations associées aux opérateurs intégraux Skw et Nkw .

Dans ce chapitre, on valide numériquement les différents indicateurs relatifs aux opérateurs
Skw et Nkw en acoustique 2D et 3D. L’analyse effectuée aux chapitres 3 et 4 ne dépend pas de la
dimension du domaine de propagation. Aussi, on se concentre sur les simulations en acoustique
2D et on ne se contente que de quelques cas particuliers en 3D.

Dans un premier temps, on évoque les techniques mises en œuvre pour l’implémentation des
différents indicateurs. On donne en particuliers les avantages et les inconvénients pour chacune.

Dans un second temps, on effectue la validation en acoustique 2D. On présente les différentes
géométries, leurs spécificités et leur pertinence vis-à-vis de la problématique de l’indication
d’erreur a posteriori. On utilise en particulier des géométries singulières ou bien susceptible de
générer des phénomènes de résonance. On modifie également le type de source. On vérifie la
validité des extensions faites au chapitre 3 pour les indicateurs de la littérature. On se concentre
particulièrement sur l’indicateur Λ du chapitre 4 dont la capacité à guider un algorithme de
raffinement autoadaptatif est mise à l’épreuve dans des configurations variées.

Enfin, on présente quelques cas de validation pour un guidage par l’indicateur ηΛN0 en 3D
sur trois géométries de régularités différentes dont la sphère pour la validation de l’exactitude
asymptotique.

5.1 Précisions sur l’implémentation des différents indica-
teurs d’erreur

On donne ici quelques précisions sur la manière dont les différents indicateurs ont été im-
plémentés. Les indications données ici sont le résultat des différentes simulations qui ont été
effectuées et qui ont menées à différentes techniques de calcul, notamment au niveau du résidu
associé à l’équation du Skw . Il est important de préciser les points clés du calcul des indicateurs
car ils influencent directement la stabilité de la valeur de l’indicateur à problème fixé (maillage
+ nombre d’onde) !

On explique premièrement la manière dont sont calculés les indicateurs par reconstruction.
On s’intéresse ensuite au calcul du résidu. On continue en précisant la manière dont sont
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calculés les indicateurs ηΛ, que ce soit sous forme intégrale ou comme puissance d’un opérateur
différentiel classique. Enfin, on donne la méthode utilisée pour estimer l’erreur exacte pour une
géométrie quelconque.

5.1.1 Implémentation des indicateurs par reconstruction

On présente ici l’implémentation des indicateurs par reconstruction ηΠ.
Comme évoqué en 3.3.2, les indicateurs basés sur une reconstruction d’espace nécessitent

deux maillages. Le premier TH est le maillage sur lequel l’indicateur est calculé alors que le
second Th, le maillage de résolution du problème de Galerkin, est obtenu par raffinement uni-
forme de TH . Dans notre cas, on se limitera à un seul degré de raffinement qu’on s’intéresse à
l’équation Skw ou bien Nkw . De plus, il est nécessaire que les maillages soient emboîtés les uns
dans les autres 1, i.e. TH ⊂ Th. Cela implique que le maillage raffiné n’est pas re-projeté sur la
géométrie réelle lorsque celle-ci est courbe.

On considère les deux projecteurs évoqués en 3.3.2, à savoir la projection L2 "classique"
Π ≡ ΠL2 ainsi que la projection de Galerkin Π ≡ ΠG. La projection L2 d’un u ∈ L2(Γ) sur un
espace V ⊂ L2(Γ) qu’on note Πu est telle que

(v,Πu) = (v, u) ∀ v ∈ V.

Dans le cadre de notre indicateur, elle s’exprime plus précisément : soit uh ∈ Pk(Th), la projec-
tion L2 de uh notée ΠHuh sur Pk′(TH) est telle que

(vH ,ΠHuh) = (vH , uh) ∀ vH ∈ Pk
′
(TH). (5.1)

La matrice de projection n’est qu’une matrice de masse L2 classique et est très creuse ! Le
projecteur L2 est donc le candidat idéal en terme de rapidité. La projection de Galerkin associée
à un opérateur coercif A0 s’exprime de la même manière, i.e.

〈A0vH ,ΠHuh〉 = 〈A0vH , uh〉 ∀vH ∈ Pk
′
(TH). (5.2)

Par définition, elle minimise la norme associée à A0, soit la norme ||| . |||. Il faut alors prendre
quelques précautions pour le choix de A0 :

— dans le cas de l’équation Skw , il n’y a aucun problème puisque l’opérateur S0 est coercif
sur H−1/2(Γ).

— dans le cas de l’équation Nkw , et en reprenant "sans précautions" la forme bilinéaire
associée pour kw = 0, il vient

〈N0v, v〉 =

∫
Γ

∫
Γ

−→rotΓv(x)G0(x, y)
−→rotΓv(x) dγy dγx.

Clairement, elle n’est pas coercive puisque les fonctions constantes l’annulent. Par consé-
quent, on la complète par un terme du type S0 et on prend alors N0 telle que

〈N0v, v〉 =

∫
Γ

∫
Γ

(−→rotΓv(x)G0(x, y)
−→rotΓv(x) + v(x)G0(x, y) v(y)

)
dγy dγx . (5.3)

Dans ce cas, N0 permet bien de définir une norme et un projecteur ! L’algorithme
pour le calcul est donné sur la Figure 5.1.

5.1.2 Implémentation des indicateurs "résidu classique"

On présente ici l’implémentation des indicateurs résidus pour les équations Skw et Nkw .
1. C’est une conséquence de la construction de l’indicateur, voir section 3.3.2.
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Implémentation de l’indicateur résidu pour l’équation Skw
On doit calculer ηrh = ‖h1/2∇Γrh‖0. Une première approche, simple à mettre en œuvre est

de projeter rh sur un espace polynomial d’ordre supérieur. En particulier, uh ∈ Pk(Th) implique
qu’on projette rh ∈ Pk′(Th), k′ > k. On calcule ensuite le gradient en dérivant les fonctions de
base. En pratique, c’est une mauvaise méthode car il faut généralement interpoler uh sur un
maillage plusieurs fois raffinés à partir de Th, typiquement on interpole sur un Th

8
. C’est très

coûteux.
On peut en fait classiquement calculer∇Γrh en décomposant le noyau en une partie continue

et une partie analytique. L’indicateur se calcule alors directement à l’aide d’une quadrature
numérique.

Implémentation de l’indicateur résidu pour l’équation Nkw
Cet indicateur ηrh = ‖h1/2rh‖0 ne présente a priori comme seule difficulté d’implémentation

"que" le calcul du résidu. Malheureusement, on ne peut pas appliquer ici directement l’opérateur
Nkw à la solution numérique. En effet, cela nécessite le calcul d’une intégrale hyper-singulière, ce
qui n’est pas possible. La solution la plus simple est de repartir de la formulation variationnelle.
Le résidu est, par définition, "orthogonal" par rapport à l’espace d’approximation dans le sans
où

〈Nkwrh, vh〉 = 0 ∀ vh ∈ Vh
où Vh étant l’espace d’approximation/de test. L’idée est alors de tester par des fonctions ap-
partenant à un espace Wh plus riche au sens de Vh ⊂ Wh. Typiquement, pour l’équation Nkw ,
on a

Vh = P1(Th) et Wh = P2(Th).
On pose N21 la matrice associée à la formulation variationnelle pour laquelle l’espace d’ap-
proximation/de test est P1(Th)/P2(Th), F2 le second membre testé par Wh et M22 la matrice
de masse L2 associée à P2(Th). On utilise l’approximation P2(Th) suivante du résidu

Rh = M22
−1 (F2 −N21uh) . (5.4)

Ce n’est en fait qu’une projection L2 du résidu sur P2(Th). Le calcul de l’indicateur est ensuite
immédiat.

On peut se poser la question de la valeur de l’approximation : des essais numériques sur
des géométries régulières ou non montrent que la valeur de l’indicateur varie très peu si on
décide de raffiner le maillage d’approximation du résidu. On décide de rester sur le maillage de
résolution.

Le calcul du résidu peut malgré tout être coûteux puisqu’il faut assembler une seconde
matrice pleine. Le produit matrice–vecteur peut éventuellement être accéléré par une méthode
rapide comme la FMM 2. L’inversion de M22 est rapide et peut être faite directement car la
matrice est très creuse !

2. C’est même la seule option envisageable quand le nombre de degrés de libertés augmente. . .

Raffiner TH
Calculer

uh ∈ Pk(Th)
Calculer

ΠHuh ∈ Pk′(TH)

Calculer
‖H1/2(uh − ΠHuh)‖0

ou bien
‖H1/2∇Γ(uh−ΠHuh)‖0

Figure 5.1 – Algorithme pour le calcul de l’indicateur par reconstruction
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Calculer Πrh Assembler MΛ

Calculer
M−1

L2 MΛ Πrh
Calculer ‖Λrh‖0

Figure 5.2 – Algorithme pour le calcul de l’indicateur ηΛ quand Λ est sous forme intégrale.

5.1.3 Implémentation des indicateurs Λ

La principale difficulté des indicateurs ηΛ est de trouver un moyen d’appliquer l’opérateur
Λ associé. On présente les méthodes pour les cas où Λ est sous forme intégrale (simulations 2D
exclusivement !) ou sous forme de puissance d’opérateur (cas général).

Opérateur Λ sous forme intégrale – 2D

Dans le cas où l’opérateur Λ est donné sous forme intégrale, la méthode la plus simple
est d’assembler la matrice de la formulation variationnelle correspondante. On commence par
calculer une approximation du résidu sous la forme d’une projection L2 sur un espace polynomial
d’ordre plus élevé Pk′(Th) que celui de l’espace de résolution Pk(Th). On assemble ensuite la
matrice de la formulation variationnelle associée à Λ. On calcule un simple produit matrice–
vecteur. Finalement, on multiplie par l’inverse de la masse L2 ML2 associée à l’espace de
projection. La séquence de calcul est résumée sur la Figure 5.2. Il faut néanmoins apporter
quelques précisions selon qu’on s’intéresse à ΛS0 ou bien ΛN0 .

Λ intégral – Equation Skw On cherche à calculer la double intégrale non-singulière

Iτ1,τ2 =

∫
τ1∈Γ

∫
τ2∈Γ

∇Γvh
√
|x− y| ∇Γrh dγx dγy

où vh et rh sont des fonctions polynomiales. Dans le cas où τ1 = τ2, on utilise une formule
analytique. Si τ1 6= τ2, on utilise une méthode de quadrature classique.

On constate numériquement que si on se contente d’effectuer la projection du résidu sur
Pk′(Th), la valeur de l’indicateur ηΛ n’est pas bonne au sens qu’elle ne correspond pas à la
solution exacte. Dans ce choix d’implémentation, il faut en fait projeter le résidu sur un maillage
raffiné uniformément tel que Πuh ∈ Pk

′
(Th

8
). Cela vient du fait que la projection du résidu ne

permet pas de restituer correctement son comportement. On applique de même l’opérateur sur
ce même maillage raffiné.

Λ intégral – Equation Nkw On cherche à calculer la double intégrale faiblement singulière

Iτ1,τ2 =

∫
τ1∈Γ

∫
τ2∈Γ

vh(x) rh(y)√
|x− y|

dγx dγy

où vh et rh sont des fonctions polynomiales. Dans le cas où τ1 = τ2, on utilise une formule
analytique. Dans le cas contraire, et ce bien que l’intégrale soit singulière, on utilise une
méthode de quadrature classique suffisamment riche pour "stabiliser" la valeur de l’indicateur.
Au contraire du cas Skw , il n’est pas nécessaire de raffiner le maillage de projection.

Opérateur Λ comme puissance d’opérateurs différentiels classiques – 2D et 3D

Le problème ici se présente sous la forme générale : calculer

Λrh = (I −∆)α rh, α ∈ R.
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En ce qui concerne le résidu, on effectue la même projection que pour le cas de la forme intégrale
(avec raffinement du maillage quand il est nécessaire !). Il faut ensuite appliquer l’opérateur à
cette projection.

On considère une première approche (brutale) qui consiste à assembler la matrice l de la
forme bilinéaire

l(vh, uh) = 〈(I −∆) vh, uh〉, uh, vh ∈ Vh.

En posant encore ML2 la matrice de masse L2 associée à l’espace de projection, la matrice de
l’opérateur discrétisé I −∆ est

L = M−1
L2 l.

Finalement, la matrice de l’opérateur Λ discrétisé est

Λ =
(
M−1

L2 l
)α
.

Toute la difficulté est concentrée dans le calcul d’une puissance de matrice. Les techniques les
plus courantes sont

— le calcul direct : on effectue un changement de base pour exprimer Λ dans la base des
vecteurs propres où elle est diagonale, notée Λ′. On pose P la matrice de changement
de base de la base canonique à la base des vecteurs propres. Ainsi,

L = PΛ′PT ,

Λ = P(Λ′)αPT

où (Λ′)α correspond à la matrice diagonale dont les termes sont les puissances α-ièmes
des termes de Λ′. C’est une méthode coûteuse car elle nécessite le calcul de toutes les
valeurs propres et les vecteurs propres associés. L’avantage principal est qu’on obtient
alors exactement Λ.

— les algorithmes itératifs. On ne donne pas d’exemple ici, mais ils sont généralement basés
sur une décomposition LU de L et des produits matrice–matrice. En plus du coût de la
décomposition LU , on prend le risque de générer des matrices pleines. Cette classe de
méthodes n’est donc pas non plus adaptée pour notre cadre d’utilisation où les problèmes
discrets ont plusieurs dizaines/centaines de milliers de degrés de liberté.

On utilise préférentiellement l’algorithme proposé dans [46], Method 2. Il est basé sur la formule
intégrale de Cauchy pour les fonctions holomorphes

f(z) =
1

2iπ

∫
Γ

f(ξ)

ξ − z dz.

On utilise une quadrature adaptée afin de calculer

f(L) =
1

2iπ

∫
Γ

f(z) (zI− L)−1 dz (5.5)

avec dans notre cas f(z) = zα.
Le calcul de la quadrature nécessite une estimation des valeurs propres minimum et maxi-

mum de L. La valeur propre maximum peut être estimée par une méthode itérative du type
power iteration [47]. Le calcul de la valeur propre minimum peut être plus coûteux. Cependant,
pour la matrice L on la connaît a priori, elle vaut toujours λmin

L = 1 ! L’ordre de quadrature
doit être d’autant plus élevé que le conditionnement de L est mauvais. Ensuite, la méthode
converge géométriquement avec l’ordre de quadrature !
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La formule (5.5) nécessite l’inversion de zI − L. Cependant, il s’agit d’une matrice creuse
pour laquelle il existe des bibliothèques comme MUMPS 3 permettant de réaliser l’inversion de
manière performante. On peut donc calculer ΛΠrh à la volée.

Remarque 5.1.1. Pour utiliser l’opérateur Λ sous forme d’une puissance sur une surface
ouverte, il est nécessaire de définir son comportement aux bords du domaine. Cela se fait d’une
manière équivalent à ce qu’on ferait pour I − ∆Γ. La méthode la plus simple est alors, lors
de l’assemblage de la matrice de la formulation variationnelle associée à I −∆Γ, d’utiliser un
espace de test conforme H1

0 (Γ).

L’intérêt de cette méthode est la simplicité de mise en œuvre puisque
— il suffit d’assembler une seule fois la matrice L,
— on ne manipule que des matrice creuses,
— le coût du calcul de l’intégrale est faible par rapport à celui d’un assemblage/résolution

BEM,
— le calcul de l’indicateur est fait à la volée.

Les deux désavantages principaux sont :
— l’approximation de la plus grande valeur propre par une méthode itérative dont la conver-

gence dépend du conditionnement 4,
— il faut être certain que la quadrature est suffisamment précise. Dans le cas contraire,

le caractère "demi-dérivatif" ou "demi-intégrateur" de l’opérateur Λ est mal restitué.
Là encore l’ordre de quadrature dépend du conditionnement. Cette difficulté peut être
partiellement contournée en adaptant, au fur et à mesure des raffinements de maillage,

l’ordre de quadrature Nquad de sorte à maintenir le rapport
Nquad

log(Λmax/Λmin)
constant

(voir [46], formule (3.5)) où Λmax/min sont les estimations des valeurs propres maximum
et minimum.

Au niveau du calcul de l’indicateur, le gain est important puisque le coût de l’application de
Λ ne dépend plus que du nombre de degrés de liberté indépendamment de l’équation qui a été
résolue. De plus, on peut encapsuler le calcul de la puissance de matrice dans une bibliothèque
afin d’en faire quelque chose de purement générique : l’utilisateur n’a plus qu’à fournir la
matrice dont il veut calculer la puissance et le vecteur auquel il veut l’appliquer ! Cette facilité
d’utilisation en fait la méthode privilégiée pour les cas 3D.

5.1.4 Implémentation du calcul de l’erreur exacte

On propose ici un moyen de calculer, ou à défaut d’estimer le plus précisément possible
l’erreur exacte. Il existe quelques rares géométries pour lesquelles on est capable de calculer la
solution analytique. C’est le cas notamment pour la sphère ou le segment [−1, 1] dans le cadre
de l’équation de Laplace. Ce n’est pas le cas pour un carré, ou un triangle, ou le segment [−1, 1]
dans les cadre de l’équation de Helmholtz.

On utilise ici une autre approche qui consiste, à chaque itération de la boucle auto-adap-
tative, à calculer la solution du problème sur un maillage éventuellement N–fois raffiné ou en
montant en ordre pour l’espace d’approximation.

3. http://mumps.enseeiht.fr
4. En pratique, on n’a besoin que d’une estimation de la plus grande valeur propre : on peut en choisir un

majorant.
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Erreur exacte – Equation Skw
On suppose que la solution continue est suffisamment régulière pour que l’erreur vraie

converge. A chaque itération, on raffine le maillage initial quatre 5 fois Th → Th
8
. On résout

l’équation Skw sur Th
8
sans changer l’ordre polynomial de l’espace d’approximation pour obtenir

une solution plus précise uh
8
. On calcule alors

eexacte = |||uh − uh
8
||| . (5.6)

Erreur exacte – Equation Nkw
Pour l’équation Nkw , on se contente d’effectuer un raffinement uniforme du maillage et

d’augmenter l’ordre polynomial de l’espace d’approximation Vh = Pk(Th) → Vh
2

= Pk+1(Th
2
).

On estime l’erreur exacte par

eexacte = |||uh,k − uh
2
,k+1||| .

5.2 Validation numérique – Acoustique 2D
On se propose maintenant de valider les indicateurs présentés précédemment dans le cadre

de la diffraction d’une onde acoustique plane se propageant dans un milieu homogène 2D par
un objet diffractant de surface Γ, éventuellement ouverte, dont les dimensions sont voisines de
1. Ces objets sont

— le cercle de rayon R = 0.9. C’est un cas académique pour lequel la solution exacte est
régulière. On s’attend alors à retrouver le meilleur taux de convergence possible lorsque
le maillage est raffiné uniformément. Il sert d’étalon pour vérifier le comportement des
autres indicateurs. La direction d’où provient l’onde plane incidente est θi = 0◦ (onde
incidente se propageant selon −ex).

— le carré de côté a = 1. Dans le cas de l’équation Skw , la solution exacte admet une
discontinuité sur les arêtes. Pour l’équation Nkw , la solution n’est que faiblement régu-
lière. On s’attend ainsi à observer une concentration des éléments à proximité des arêtes.
L’angle de provenance de l’onde plane est encore θi = 0◦. Le carré est donc éclairé sur
sa face droite.

— le segment [−1, 1] éclairé selon sa normale (onde se propageant selon −ey). La solution

pour Skw explose comme
1√
r
[36] où r est la distance aux extrémités du segment. Elle

est donc au plus de régularité H−ε(Γ), ε > 0. En ce qui concerne la solution pour Nkw ,
elle se comporte comme

√
r et est donc de régularité au plus H1−ε(Γ), ε > 0. Comme

pour le carré, on s’attend à observer un raffinement important au niveau des bords.

— le résonnateur ouvert de rayon 0.9 et d’angle d’ouverture ε = 20◦ (voir Figure
5.3). L’idée est ici de mélanger les saveurs : d’une part la surface est ouverte ce qui
induit une faible régularité de la solution aux extrémités de la surface. D’autre part, on
fait rentrer une onde dans la cavité qui va se réfléchir sur les parois ce qui complexifie le
phénomène de diffraction. Le résonateur est éclairé par la droite de telle sorte à présenter
son ouverture à l’onde incidente.

On applique sur Γ une condition limite de type Dirichlet ou Neumann ce qui amène à résoudre
les équations associées au Skw ou bien au Nkw . Pour chaque cas, on effectue des simulations
pour trois nombres d’onde kw différents :

5. Valeur "expérimentale" suffisante pour stabiliser la valeur de l’indicateur.
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•

R = 0.9

ε = 20◦

Figure 5.3 – Schéma de principe du résonateur utilisé pour les simulations en 2D.

– kw = 5⇒ λ ≈ 1.26 La longueur d’onde est de l’ordre de grandeur des dimensions de
l’objet.

– kw = 20⇒ λ ≈ 0.31 L’objet est de l’ordre de deux à trois longueurs d’onde.
– kw = 100⇒ λ ≈ 0.063 La taille de l’objet est de l’ordre de quinze à vingt longueurs

d’onde : on se rapproche du cadre asymptotique pour lequel des méthodes de type rayon
peuvent être appliquées.

On fixe dans un premier temps le paramètre de raffinement θd = 0.5. Cela semble a priori
un bon compromis : si le paramètre est trop grand, on prend le risque que le comportement en
convergence se rapproche de celui du raffinement uniforme ; si le paramètre est trop petit on
va multiplier les itérations de la boucle auto-adaptative. L’indicateur utilisé pour le guidage de
l’algorithme auto-adaptatif est ηΛ sous la forme (I −∆)α.

On montre ensuite que les indicateurs de la littérature se comportent correctement sur le
cercle et le segment [−1, 1]. On ne refait pas l’étude sur tous les objets car ces deux géométries
correspondent à deux cas extrêmes par rapport à la régularité de la solution continue.

Sur le segment [−1, 1] et pour kw = 20 et kw = 100, on s’intéresse au comportement
en convergence de l’algorithme guidé par ηΛ lorsqu’on fait varier le paramètre de raffinement
(critère de sélection Dörfler) θd = {0.25, 0.5, 0.75}. On choisit le segment pour la même raison
que précédemment, à savoir la régularité de la solution continue.

On se propose ensuite, pour kw = {20, 100}, de modifier l’onde incidente en étudiant la
diffraction par une onde sphérique émise par une source ponctuelle placée proche de l’objet. On
sélectionne pour cette étude le carré car il combine une solution continue faiblement régulière
et un effet d’écran par rapport à la source : on s’attend à avoir très peu de signal derrière l’objet
(encore moins que pour une onde plane).

Finalement, on s’intéresse plus particulièrement à l’indicateur Λ. Le cas test est le carré car
on a constaté que le Λ sous forme intégrale se comporte mal sur les surfaces ouvertes 6. On
montre numériquement que les deux formes de l’indicateur ηΛ permettent de guider de manière
équivalente un algorithme de raffinement auto-adaptatif et que les valeurs de l’indicateur sont les
mêmes. On termine par une étude sur une technique de localisation de l’indicateur Λ intégral en
regardant ce qui se passe lorsqu’on n’applique pas l’opérateur au résidu complet mais seulement
à sa valeur restreinte à un patch d’éléments. On utilisera encore le carré comme cas-test.

Espaces d’approximation et estimation a priori pour les simulations en 2D L’espace
d’approximation conforme H̃−1/2(Γ) utilisé pour l’équation Skw est

Vh = P0(Th)

6. C’est une conséquence de la difficulté à définir le comportement au bord de ΛS0/N0
lorsqu’il est sous forme

intégrale
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l’espace des fonctions polynomiales de degré 0 (sur chaque élément du maillage). Le lemme de
Bramble-Hilbert implique que le meilleur taux de convergence possible en raffinement uniforme
est en O(h3/2) soit en fonction du nombre d’éléments

Meilleur taux de convergence possible Skw = O(N
−3/2
elem ) .

Remarque 5.2.1 (Importante !). Les solutions de l’équation associée au Skw admettent des
singularités dès lors que la géométrie considérée a des coins (et des arêtes en 3D). On a constaté
numériquement que lorsque l’ordre des quadratures utilisées pour l’assemblage des matrices
élémentaires est trop faible et que les mailles adjacentes aux singularités géométriques sont trop
petite, on a des instabilités numériques dans le calcul de la solution (et a fortiori dans le calcul
des indicateurs). Ce phénomène est d’autant plus observable que la fréquence augmente. Pour
cette partie, on a donc augmenté l’ordre des quadratures afin de montrer que le problème ne
provient pas des indicateurs mais bien de la résolution initiale !

L’espace d’approximation pour l’équation Nkw est

Vh = P1(Th)

l’espace des fonctions polynomiales de degré 1 par morceau avec raccordement continu entre
les éléments. Le lemme de Bramble-Hilbert implique donc que le meilleur taux de convergence
possible en raffinement uniforme est en O(h3/2) soit en fonction du nombre d’éléments

Meilleur taux de convergence possible Nkw = O(N
−3/2
elem ) .

5.2.1 Guidage par l’indicateur Λ sur le cercle

On s’intéresse premièrement au cas du cercle de rayon R = 0.9. Il est éclairé par une onde
plane de fréquence kw = {5, 20, 100}. Le paramètre de raffinement est fixé à θd = 0.5.

Le cercle est discrétisé initialement en N0
elem = 45 éléments. La solution exacte est régulière

pour les deux équations donc on s’attend à retrouver le meilleur taux de convergence possible
en raffinement uniforme à toutes les fréquences.

Cercle R = 0.9, guidage par ηΛ, kw = 5

A ce nombre d’onde, la discrétisation est en ≈ 2π

5

N0
elem

0.9 π
≈ 10 (donc en

λ

10
). Cette finesse de

discrétisation est conforme aux bonnes pratiques. Les courbes de convergence pour l’équation
Skw regroupées sur la Figure 5.4 et pour l’équation Nkw sur la Figure 5.5.

Commentaire – Equation Skw Le taux de convergence est optimal en O(N
−3/2
elem ) dès les

premières itérations puisque le maillage est suffisamment fin par rapport à la longueur d’onde.
Le raffinement auto-adaptatif apporte une faible (voir négligeable) amélioration de la valeur de
l’erreur.

On constate que les valeurs de ηΛS0
et eexacte se superposent dès la première itération, donc

on mesure "exactement" l’erreur. Les autres indicateurs sont regroupés. En particulier, les
indicateurs ηΠG et ηΠL2 sont superposés ce qui laisse supposer que les deux projections ΠG et
ΠL2 produisent le même résultat, mais à des coûts très différents !
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Figure 5.4 – Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
kw = 5, θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.
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Cercle R = 0.9, kw = 5, c.l. Neumann
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Figure 5.5 – Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
kw = 5, θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.
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Commentaire – Equation Nkw On constate, comme pour l’équation Skw que la convergence
est optimale dès les premières itérations. Le taux de convergence s’établit immédiatement en
O(N

−3/2
elem ). Il n’y a de plus aucune amélioration de la valeur de l’erreur lorsqu’on utilise du

raffinement auto-adaptatif.
Les valeurs de eexacte et ηΛN0

coïncident. Les autres indicateurs sont regroupés puisque ηΠG ,
ηΠL2 et ηrh semblent se superposer.

Cercle R = 0.9, guidage par ηΛ, kw = 20

La finesse de discrétisation est approximativement en
λ

2
ce qui est normalement insuffisant.

Les courbes de convergence sont représentées sur la Figure 5.6 pour l’équation Skw et sur la
Figure 5.7 pour l’équation Nkw .
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Cercle R = 0.9, kw = 20, c.l. Dirichlet
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Figure 5.6 – Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
kw = 20, θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.

Commentaire – Equation Skw Le régime asymptotique de convergence s’établit presque
immédiatement à partir de Nelem ≈ 100 que ce soit pour le raffinement uniforme ou bien le
raffinement auto-adaptatif. Les valeurs des indicateurs ηΛS0

et eexacte se superposent (on mesure
toujours l’erreur "exactement"). Les autres indicateurs restent groupés.

L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet un gain faible (≡ 1.5) sur la valeur de
l’erreur exacte, mais reste au final peu intéressant.

Commentaire – Equation Nkw Le taux de convergence s’établit immédiatement enO(N
−3/2
elem )

pour tous les indicateurs. En ce qui concerne le raffinement uniforme, on constate que eexacte
et ηΛN0

ne sont pas initialement superposés. Les deux courbes de confondent à partir de
Nelem = 360. En utilisant du raffinement auto-adaptatif, on constate que tous les indicateurs ont
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Figure 5.7 – Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
kw = 20, θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.

un léger gain dans la valeur de l’erreur. De plus, eexacte et ηΛN0
se confondent pour Nelem ≈ 150.

On mesure ainsi toujours "exactement" l’erreur.

Cercle R = 0.9, guidage par ηΛ, kw = 100

La discrétisation est en 2λ. On est très largement sous-discrétisé. La convergence pour
l’équation Skw est représentée sur la Figure 5.8 et celle pour l’équation Nkw sur la Figure
5.9.

Commentaire – Equation Skw Initialement (jusqu’à Nelem ≈ 200), les différents indicateurs
ne convergent pas. A partir de Nelem ≈ 200, le régime asymptotique est établi et on retrouve un
comportement similaire à kw = {5, 20}. Cela est dû à la sous-discrétisation initiale qui est trop
grossière pour approximer le phénomène oscillatoire. Il est intéressant de remarque que tous les
indicateurs sont capables de mettre en évidence ce problème.

Les indicateurs eexacte et ηΛS0
se superposent "presque tout le temps". En effet, la courbe

eexacte se décolle parfois de celle de ηΛS0
. L’explication la plus probable, en tenant compte du fait

que les indicateurs de la littérature convergent correctement, est que l’approximation de l’erreur
exacte ne fonctionne plus très bien lorsque la fréquence augmente. On retrouve ce phénomène
pour les autres cas-tests. Les courbes laissent néanmoins penser que l’indicateur ηΛS0

permet
encore de mesurer exactement l’erreur.

Commentaire – Equation Nkw On observe initialement un phénomène similaire au cas de
l’équation Skw . Les indicateurs convergent sur une itération avec le bon taux de convergence.
Ils oscillent ensuite avec plus ou moins d’amplitude : les indicateurs ηrh , ηΛN0

et eexacte font
un pic pour Nelem = 180 avant de re-diminuer brusquement et de s’établir au taux optimal
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Figure 5.8 – Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
kw = 100, θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.
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Figure 5.9 – Convergence des différents indicateurs pour le cercle de rayon R = 0.9 pour
kw = 100, θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.
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en O(N
−3/2
elem ). Ce sont les trois indicateurs qui prennent en compte explicitement la "nature"

oscillante du problème puisqu’on ré-applique l’opérateur Nkw . A contrario, les indicateurs par
reconstruction (par "moyenne") semblent moins affectés. Une explication possible est que le
problème est résolu sur un maillage raffiné et donc la discrétisation par rapport à la longueur
d’onde est meilleure. Quoiqu’il en soit, l’indicateur ηΛN0

répercute correctement la variation de
l’erreur exacte.

En raffinement auto-adaptatif, les indicateurs commencent par converger optimalement (à
l’exception de ceux par reconstruction) puis oscillent mais avec une amplitude moindre. De
plus, l’indicateur ηΛN0

suit toujours les variations de l’erreur exacte et les deux finissent par se
confondre. Lorsque la convergence asymptotique s’établit, on constate que la valeur de l’erreur
est améliorée par rapport au raffinement uniforme.

Ce cas "haute-fréquence" est intéressant car lorsqu’on est sous-discrétisé, la nature "oscil-
lante" de l’opérateur n’est pas résolue correctement. Autrement dit, on ne résout pas initia-
lement un problème de propagation d’onde. Lorsque le raffinement augment, le phénomène
oscillant apparaît et les indicateurs "suivent" le phénomène !

Le cas du cercle représente bien entendu un cas académique pour lequel tout est sensé très
bien fonctionner. Le point le plus important est la vérification de la capacité pour les indicateurs
ηΛS0

et ηΛN0
à représenter eexacte à toute fréquence. Le caractère "asymptotiquement exact" est

confirmé pour une surface de classe C∞ ce qui montre que le principe de construction pour ηΛ

est correct.
Il faut maintenant vérifier le caractère fiable–efficace–exact de ηΛ lorsque la géométrie est

lipschitzienne. Dans le cas où la géométrie présente des singularités, la régularité de la solu-
tion dépend de l’angle rentrant de la géométrie dans le domaine de propagation [45] ce qui
impacte directement le taux de convergence en raffinement uniforme. Une géométrie de type
"carré" représente alors (avec peut-être les triangles) les géométries singulières les plus simples
possibles.

5.2.2 Guidage par l’indicateur Λ sur le carré

Le carré sert ici à tester le comportement de l’indicateur ηΛ lorsque la solution est peu (ou
pas) régulière mais avec Γ une surface fermée. On rappelle que par construction, Λ sous forme
"puissance" est un isomorphisme sur les surfaces lipschitziennes et que l’indicateur ηΛ associé
est fiable, efficace et locale. On ne peut cependant rien affirmer a priori quand à son éventuel
caractère "asymptotiquement exacte" ou bien sa capacité à guider un algorithme de raffinement
auto-adaptatif. Dans le cadre de l’équation de Helmholtz, la solution exacte se comporte [45]
comme u ≡ rα où α est un réel positif dépendant de l’angle rentrant dans le domaine de
propagation.

Dans le cadre de l’équation Skw , l’inconnue est le saut de dérivée normale au travers de la
surface et qu’il se comporte donc comme

∂u

∂n
∼ rα−1.

où r est la distance à la singularité géométrique. Dans le cas du carré, α =
1

3
. On en déduit

que
∂u

∂n
∈ H1/3−ε(Γ),∀ ε > 0. En utilisant l’inégalité (3.2), le meilleur taux de convergence en

raffinement uniforme qu’on puisse espérer est en O(N
−2/3
elem ).

Dans le cadre de l’équation Nkw , l’inconnue est le saut [u] au travers de Γ. On a alors

u ∼ r1/3
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ce qui permet d’en déduire que u ∈ H4/3−ε(Γ),∀ ε > 0. En utilisant l’inégalité (3.2), le meilleur
taux de convergence asymptotique en raffinement uniforme qu’on puisse espérer est également
en O(N

−2/3
elem ).

Remarque 5.2.2. Compte tenu des espaces d’approximation utilisés et de la régularité des
solutions exactes, on a toujours la même estimation a priori entre l’équation Skw et l’équation
Nkw. Dans la suite, on se contentera de l’établir pour l’équation Nkw.

Le carré est initialement discrétisé avec 10 éléments par face, soit N0
elem = 40. Il est éclairé

par une onde plane se propageant selon −ex. On effectue des simulations pour kw = {5, 20, 100}.

Carré a = 1, guidage par ηΛ, kw = 5

Le carré est discrétisé en
λ

13
ce qui est normalement largement suffisant. Les courbes de

convergence sont données sur la Figure 5.10 pour Skw et sur la Figure 5.11 pour Nkw .
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Figure 5.10 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 5,
θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.

Commentaire – Equation Skw En raffinement uniforme, le régime asymptotique s’établit
immédiatement au taux sous-optimal O(N

−2/3
elem ) conformément à l’estimation a priori. Les in-

dicateurs ηΠG et ηΠL2 se superposent parfaitement. La courbe correspondant à ηrh se démarque
clairement des autres. De plus, les indicateurs ηΛS0

et eexacte ne se superposent pas, et l’indica-
teur ηrh se démarque clairement des autres.

En utilisant du rafinement auto-adaptatif, les indicateurs convergent rapidement initiale-
ment lorsque les singularités aux coins commencent à être approximées. On constate ensuite
que tous les indicateurs convergent au taux optimal O(N

−3/2
elem ). De plus, ηΛS0

permet de me-
surer "exactement" l’erreur puisque la courbe correspondante se superpose à celle de eexacte.
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Cela semble confirmer numériquement le caractère isomorphe de ΛS0 lorsque Γ est une surface
lipschitzienne ainsi que l’hypothèse selon laquelle il est asymptotiquement exact !
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Figure 5.11 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 5,
θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.

Commentaire – Equation Nkw Le raffinement uniforme est ici encore sous-optimal et cor-
respond à l’estimation a priori. L’erreur exacte et ηΛN0

ne se superposent pas mais restent
proches l’un de l’autre.

L’utilisation d’une boucle auto-adaptative permet de converger immédiatement avec le
meilleur taux possible en O(N

−3/2
elem ). On remarque que ηrh , ηΠG et ηΠL2 sont regroupés. De

plus, eexacte et ηΛN0
se superposent immédiatement ce qui confirme, comme pour ηΛS0

, son
caractère "asymptotiquement exacte" sur surface lipschitzienne.

Ces résultats préliminaires laissent supposer qu’on peut guider efficacement un algorithme
auto-adaptatif avec ηΛ. On étudie maintenant la montée en fréquence.

Carré a = 1, guidage par ηΛ, kw = 20

La discrétisation initiale est en
λ

3
ce qui est insuffisant. Les courbes de convergence sont sur

la Figure 5.12 pour Skw et sur la Figure 5.13 pour Nkw .

Commentaire – Equation Skw Comme précédemment, le taux de convergence uniforme se
stabilise immédiatement conformément à l’estimation a priori. Les indicateurs eexacte et ηΛS0
sont presque superposés. Les indicateurs ηΠ restent confondus et ηrh se distingue toujours des
autres.

En raffinement auto-adaptatif, l’ensemble des indicateurs converge au taux maximum en
O(N

−3/2
elem ). L’indicateur ηΛS0

se confond avec eexacte.
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Figure 5.12 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.
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Figure 5.13 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.
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Commentaire – Equation Nkw En raffinement uniforme, le taux de convergence s’établit
rapidement en O(N

−2/3
elem ) et les indicateurs se comportent de la même manière que pour kw = 5.

En raffinement auto-adaptatif, la convergence s’établit immédiatement en O(N
−3/2
elem ). Les

indicateurs ηrh , ηΠG et ηΠL2 sont confondus. Il en est encore de même pour ηΛN0
et eexacte.

L’indicateur semble stable en fréquence sur surface lipschitzienne. On vérifie alors son com-
portement lorsque la fréquence est très élevée.

Carré a = 1, guidage par ηΛ, kw = 100

La discrétisation initiale est en 1.6λ. La convergence pour le cas Skw est représentée sur la
Figure 5.14 et celle pour le cas Nkw sur la Figure 5.15.
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Carré de côté a = 1, kw = 100, c.l. Dirichlet

ηΠL2 uni
ηΠG

uni
ηrh uni
ηΛS0

uni
eexacte uni
ηΠL2 ada
ηΠG

ada
ηrh ada
ηΛS0

ada
eexacte ada

Figure 5.14 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 100,
θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.

Commentaire – Equation Skw Le taux de convergence semble s’établir initialement au taux
maximal. A partir de Nelem = 320, il s’établit au taux asymptotique uniforme en O(N

−2/3
elem ). Cela

correspond à une discrétisation en
λ

5
qui est juste en dessous du minimum recommandé (en

λ

6
).

Cet affaissement de la convergence peut donc s’expliquer comme le moment où la discrétisation
est suffisamment fine pour pouvoir représenter la nature oscillante du problème. Les indicateurs
ηΠ restent invariablement superposés. A partir de Nelem = 640, eexacte et ηΛS0

sont superposés.
En raffinement auto-adaptatif, le taux de convergence est initialement plus fort que le taux

maximal asymptotique (de Nelem ≈ 100 ⇒ Nelem ≈ 300). Au-delà, le régime asymptotique en
O(N

−3/2
elem ) s’établit. A partir de Nelem ≈ 1300, ηΛS0

et eexacte se superposent.
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Carré de côté a = 1, kw = 100, c.l. Neumann

ηΠL2 uni
ηΠG

uni
ηrh uni
ηΛN0

uni
eexacte uni
ηΠL2 ada
ηΠG

ada
ηrh ada
ηΛN0

ada
eexacte ada

Figure 5.15 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 100,
θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.

Commentaire – Equation Nkw Comme pour le cercle, la valeur des indicateurs ηΠ augmente
à la première itération. Les autres indicateurs ont des valeurs très différentes. Lorsqu’une dis-

crétisation en
λ

3
(maillage uniforme de 200 éléments) est atteinte, il semble s’établir un régime

asymptotique pour tous les indicateurs avec un taux de convergence légèrement inférieur au taux
optimal. On retrouve alors le comportement "habituel" avec ηΛN0

et eexacte qui se superposent.
Cependant, lorsque le nombre d’éléments continue d’augmenter, on retrouve le comportement
a priori en O(N

−2/3
elem ) alors que le problème est déjà très bien discrétisé (2000 éléments ⇔ dis-

crétisation en λ
30
). Une hypothèse envisageable pour expliquer ces taux de convergence est que

pour ce ratio taille objet / longueur d’onde = 16, le phénomène qui domine est de la réflexion
sur l’objet et non plus de la diffraction. Cette réflexion est donc "capturée" en premier par la
discrétisation tandis que la diffraction est trop ténue pour être observable. Lorsque la réflexion
est suffisamment "résolue", il faut approximer la diffraction ce qui explique l’affaissement de la
convergence lorsque le nombre d’éléments augmente.

Le raffinement auto-adaptatif n’apporte presque rien, que ce soit en valeur absolue de l’er-
reur ou en taux de convergence, aussi longtemps que la convergence uniforme est proche de
l’optimum. De plus, les valeurs et ηΛN0

et eexacte ne coïncident pas. Lorsque la convergence
uniforme s’affaisse, l’ensemble des indicateurs retrouve le comportement observé aux autres
longueurs d’onde.

Dans ce cas précis, on aurait pu commencer par des raffinements uniformes jusqu’à constater
une baisse significative du taux de convergence, puis utiliser une boucle auto-adaptative au-delà.

On a pu constater sur cet exemple du carré que l’indicateur Λ sous forme "puissance d’opé-
rateurs différentiels classiques" est bien fiable et efficace sur surface lipschitzienne, et ce sur
une large bande de fréquences. Il permet de plus de guider correctement un algorithme de
raffinement auto-adaptatif. Dans ce cas, il permet de mesurer correctement l’erreur exacte
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asymptotiquement. Dans le cas d’un raffinement uniforme, ηΛS0/N0
et eexacte sont proches mais

pas toujours confondus.

Jusqu’à présent, on s’est tenu au cadre théorique des indicateurs tel que défini au chapitre 4.
Néanmoins, il n’y a pas de contre-indication à l’utilisation d’un opérateur Λ sur surface ouverte
pourvu qu’on définisse correctement son comportement sur ∂Γ (voir 5.1.3). On se propose donc
d’effectuer des simulations sur surface ouverte, la première étudiée étant le cas académique du
segment [−1, 1].

5.2.3 Guidage par l’indicateur Λ sur le segment

Le segment [−1, 1] est la première surface ouverte considérée. Pour les seconds membres
conventionnels, les surfaces ouvertes sont celles pour lesquelles la solution exacte présente la
plus faible régularité. On peut montrer [45] que le comportement aux extrémités pour l’équation
Nkw est

u ∼ √r

ce qui implique que la solution exacte se trouve dans H1−ε(Γ), ∀ ε > 0, et dans H−ε(Γ) pour
l’équation Skw . Le meilleur taux de convergence uniforme auquel on peut s’attendre est donc
en O(N

−1/2
elem ).

Le segment est initialement discrétisé en N0
elem = 45 éléments. Il est éclairé par une onde

plane se propageant selon −ey et de nombre d’onde kw = {5, 20, 100}.

Segment [−1, 1], guidage par ηΛ, kw = 5

La discrétisation initiale est en λ
28
. Les courbes de convergence pour l’équation Skw sont sur

le Figure 5.16 et celles pour l’équation Nkw sur la Figure 5.17.

Commentaire – Equation Skw La discrétisation est suffisamment fine pour que la conver-
gence soit asymptotique. Le taux de convergence s’établit ainsi immédiatement en O(N

−1/2
elem ).

Les courbes correspondant à ηΠG/L2 sont toujours superposées. L’indicateur ηrh majore l’en-
semble. Du plus, les courbes pour ηΛS0

et eexacte sont distinctes.
L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet d’obtenir le taux maximal en O(N

−3/2
elem ).

Initialement, comme pour le carré, l’erreur diminue rapidement alors que les extrémités du

segment sont raffinées afin de bien représenter le comportement en
1√
r
. Pour Nelem ≈ 100, la

convergence asymptotique s’établit. Les courbes correspondant à ηΛS0
et eexacte se superposent

parfaitement : on est capable d’estimer "exactement" l’erreur sous réserve d’utilisation d’une
boucle auto-adaptative.

Commentaire – Equation Nkw Comme pour le Skw , la convergence uniforme s’établit im-
médiatement en O(N

−1/2
elem ). De plus, on a eexacte ≈ 2 ηΛN0

.
Le raffinement auto-adaptatif permet de récupérer une convergence optimale en O(N

−3/2
elem ).

PourNelem = 45 . . . 60, l’algorithme ne rajoute que quelques éléments aux extrémités du segment
afin de bien approximer le comportement en

√
r de la solution. La décroissance de l’erreur est

alors très rapide. A partir de Nelem ∼ 60, on atteint le régime asymptotique. Le taux de
convergence se stabilise au taux optimal de O(N

−3/2
elem ). On a de plus eexacte qui coïncide avec

ηΛN0
.
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Figure 5.16 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 5,
θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.
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Figure 5.17 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 5,
θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.
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Segment [−1, 1], guidage par ηΛ, kw = 20

La discrétisation est en
λ

7
ce qui est encore suffisant. Les courbes de convergence pour

l’équation Skw sont sur la Figure 5.18 et celle pour l’équation Nkw sur la Figure 5.19.
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Figure 5.18 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.

Commentaire – Equation Skw Comme attendu, le taux de convergence est établi en
O(N

−1/2
elem ) en raffinement uniforme. Le comportement des autres indicateurs est similaire à

kw = 20. L’utilisation du raffinement auto-adaptatif permet de retrouver le taux optimal de
convergence et la mesure "exacte" de l’erreur par ηΛS0

.

Commentaire – Equation Nkw Les commentaires sont également similaires à ceux pour
kw = 5. Le raffinement auto-adaptatif encore de mesurer l’erreur exacte.

On montre sur la Figure 5.20 un détail de la valeur absolue de la solution numérique à
l’extrémité (1, 0) du segment pour une condition limite de type Neumann.

On observe que le caractère en
√
r est mal représenté lorsque le maillage est raffiné uniformé-

ment. A contrario, l’utilisation de raffinement auto-adaptatif "lisse" la solution. On remarque
alors que l’indicateur a concentré les mailles à l’extrémité. Si on observe la densité de mailles
entre x = 0.5 et x = 0.6, on se rend compte que l’algorithme de raffinement n’a pas rajouté de
mailles là où le raffinement uniforme en a rajouté.

Segment [−1, 1], guidage par ηΛ, kw = 100

La discrétisation est maintenant en
λ

1.5
ce qui est trop faible. Les courbes pour Skw sont

Figure 5.21 et celles pour Nkw Figure 5.22.
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Figure 5.19 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.
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Figure 5.20 – Détail de la solution sur le segment [−1, 1] son l’extrémité droite, avec raffinement
uniforme Nelem = 360 (gauche), avec raffinement auto-adaptatif Nelem = 397 (droite).

Chapitre 5 Marc Bakry 123



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

101 102 103 104
10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

Pente
3

2

Pente
1

2

Nelem

V
al
eu
r
d
e
l’
in
d
ic
at
eu
r

Segment [−1, 1], kw = 100, c.l. Dirichlet

ηΠL2 uni
ηΠG

uni
ηrh uni
ηΛS0

uni
eexacte uni
ηΠL2 ada
ηΠG

ada
ηrh ada
ηΛS0

ada
eexacte ada

Figure 5.21 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 100,
θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.

Commentaire – Equation Skw Sans surprises, la convergence uniforme est en O(N
−1/2
elem ).

En raffinement auto-adaptatif, la convergence est un peu plus chaotique. Les indicateurs ηΛS0
et ηΠG/L2 suivent le schéma classique avec une décroissance initiale rapide de l’erreur puis une

stabilisation au taux maximal en O(N
−3/2
elem ). A contrario, les indicateur ηrh et eexacte semblent

converger en vaguelettes jusqu’à Nelem ≈ 2000. Ensuite, ηrh rejoint les autres indicateurs simi-
lairement à kw = {5, 20}. De même, la valeur de eexacte rejoint la courbe correspondant à ηΛS0

.
Comme précédemment, il est possible que ce phénomène soit une précision insuffisante lors du
calcul de la solution. Néanmoins, et sous réserve que le problème soit résolu avec suffisamment
de précision, l’indicateur ηΛS0

mesure asymptotiquement l’erreur exacte.

Commentaire – Equation Nkw On retrouve les mêmes phénomènes que pour le carré (voir
Figure 5.15) avec un taux initial de convergence uniforme élevé. De plus, eexacte et ηΛN0

sont
distincts. L’algorithme auto-adaptatif permet de maintenir la convergence optimale ainsi que
la mesure "exacte" de l’erreur par ηΛN0

.

On valide ici l’utilisation de l’indicateur ηΛ sous forme "puissance d’opérateurs" lorsque
la surface Γ est ouverte. On constate numériquement la fiabilité, l’efficacité et le caractère
"asymptotiquement exacte". Il n’y a donc aucune différence par rapport aux surfaces fermées.

On conclut par des simulations sur le résonateur. C’est un cas test qui permet de combiner
une surface ouverte avec des phénomènes de diffraction et de résonance.
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Figure 5.22 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 100,
θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.

5.2.4 Guidage par l’indicateur Λ sur le résonateur

Le résonateur permet de combiner plusieurs effets "physiques" susceptibles de perturber la
convergence de l’erreur. L’ouverture d’angle ε = 20◦ correspond à un diamètre dε = 0.31. Le
nombre d’éléments initial est N0

elem = 45.
Premièrement, c’est une surface ouverte donc on s’attend à avoir une solution peu régulière

aux bords de l’ouverture comme conséquence de la diffraction. Deuxièmement, l’ouverture est
faite de telle manière que pour kw = 5, l’onde soit faiblement diffractée à l’intérieur (longueur
d’onde plusieurs fois plus grande que dε) ; pour kw = 20 on a λ ≈ dε ; pour kw = 100 l’onde
rentre dans la cavité et est réfléchie à l’intérieur. Des exemples pour le champ de potentiel
acoustique sont représentés sur la Figure 5.23.

Le résonateur est éclairé par une onde plane se propageant selon −ex de nombre d’onde kw =
{5, 20, 100}. Les mêmes arguments que pour le segment permettent de prévoir une convergence
uniforme en O(N

−1/2
elem ) au mieux.

Résonateur R = 0.9 et ε = 20◦, guidage par ηΛ, kw = 5

La discrétisation initiale est en
λ

10
ce qui est suffisamment fin. Le régime asymptotique est

donc établi immédiatement. Les courbes de convergence pour l’équation Skw sont sur la Figure
5.24 et celles pour l’équation Nkw sont sur la Figure 5.25.

Commentaire – Equation Skw Comme attendu, la convergence avec raffinement uniforme
est établie en O(N

−1/2
elem ). Les indicateurs ηΛS0

et eexacte sont distincts.
En utilisant une boucle auto-adaptative, la vitesse de convergence initiale est très élevée

mais se stabilise aussi très vite (Nelem ≈ 60) en O(N
−3/2
elem ) (comportement similaire au segment
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Figure 5.23 – Exemples de résonance dans le résonateur pour kw = 20 (gauche) et kw = 100
(droite), problème de Neumann.
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Figure 5.24 – Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture ε = 20◦ pour kw = 5, θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.
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[−1, 1]). Les indicateurs eexacte et ηΛS0
se superposent.
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Figure 5.25 – Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture ε = 20◦ pour kw = 5, θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.

Commentaire – Equation Nkw On a λ ∼ 4 dε. L’onde est diffractée à l’intérieur du réso-
nateur mais le signal n’est malgré tout pas très élevé. En raffinement uniforme, la convergence
s’établit immédiatement en O(N

−1/2
elem ). On a encore des valeurs distinctes pour eexacte et ηΛN0

.
L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet de retrouver presque immédiatement la

convergence optimale en O(N
−3/2
elem ) et la correspondance entre ηΛN0

et eexacte.

Résonateur R = 0.9 et ε = 20◦, guidage par ηΛ, kw = 20

La discrétisation initiale est en
λ

2.5
ce qui est trop faible. Dans ce cas, λ ≈ dε et l’onde est

diffractée à l’intérieur du résonateur. Les courbes de convergence pour le cas Skw sont données
sur la Figure 5.26 et pour le cas Nkw sur la Figure 5.27.

Commentaire – Equation Skw En raffinement uniforme, les premières itérations corres-
pondent à un taux en O(N

−3/2
elem ). A partir de Nelem ≈ 180, il se stabilise au taux asymptotique

théorique en O(N
−1/2
elem ). Une explication possible est qu’initialement, le phénomène dominant

n’est pas la diffraction mais une résonance à l’intérieur de la cavité. Dans ce cas, la partie
singulière de la solution relative au phénomène de diffraction n’est pas dominante. Une fois que
le phénomène de résonance est correctement approximé, le taux de convergence est bridé par
la régularité de la solution exacte. Les comportement des indicateurs reste similaire à ce qui a
été observé sur le segment.

Le raffinement auto-adaptatif permet de maintenir le taux de convergence en O(N
−3/2
elem ). A

partir de Nelem ≈ 200, les courbes correspondant à ηΛS0
et eexacte se superposent.
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Figure 5.26 – Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture ε = 20◦ pour kw = 20, θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.
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Figure 5.27 – Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture ε = 20◦ pour kw = 20, θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.
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Commentaire – Equation Nkw Le phénomène de résonance est beaucoup plus flagrant que
pour le cas Skw . Les indicateurs convergent initialement en O(N

−3/2
elem ). A partir de Nelem ≈ 400

(discrétisation en
λ

20
), ce taux diminue progressivement pour atteindre le taux uniforme calculé

a priori une fois que la résonance est correctement approximée. Les indicateurs se comportent
de la même manière que pour kw = 5.

L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet de conserver le taux optimal enO(N
−3/2
elem ).

De plus, eexacte et ηΛN0
coïncident dès Nelem ≈ 200.

Résonateur R = 0.9 et ε = 20◦, guidage par ηΛ, kw = 100

La discrétisation est désormais en 2λ. Dans ce cas, on a
λ

dε
≈ 0.2 : l’onde traverse l’ouverture

sans se diffracter et vient se réfléchir à l’intérieur de la cavité. Les courbes pour Skw sont Figure
5.28 et celles pour Nkw sur la Figure 5.29.
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Figure 5.28 – Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture ε = 20◦ pour kw = 100, θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet.

Commentaire – Equation Skw En raffinement uniforme, le taux de convergence est initia-

lement faible jusqu’à Nelem ≈ 180 (discrétisation en
λ

2
: le phénomène oscillant est vaguement

approximé). EntreNelem ≈ 200 etNelem ≈ 400, l’erreur converge au taux maximum enO(N
−3/2
elem )

avant de ralentir au taux asymptotique en O(N
−1/2
elem ).

L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet la convergence au taux maximum. De
plus, l’erreur exacte est correctement mesurée par ηΛS0

.

Commentaire – Equation Nkw Comme pour le cas de l’équation Skw , ce qui apparaît est
un condensé des différents phénomènes observés précédemment. On s’intéresse premièrement
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Figure 5.29 – Convergence des différents indicateurs pour le résonateur de rayon R = 0.9 et
d’ouverture ε = 20◦ pour kw = 100, θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann.

au raffinement uniforme. La valeur des indicateurs commence par augmenter car le phénomène
oscillant n’est pas encore bien approximé. Il s’installe ensuite une convergence à un taux proche
de l’optimal. Lorsque le phénomène dominant est la diffraction, la convergence ralenti vers le
taux a priori. Les indicateurs se comportent similairement à ce qui a été observé précédemment.

En raffinement auto-adaptatif, les indicateurs oscillent légèrement lorsque Nelem est faible.
Dès Nelem ≈ 300, le taux de convergence de tous les indicateurs se stabilise en O(N

−3/2
elem ). A

partir de Nelem ≈ 2000, eexacte et ηΛN0
se rejoignent et coïncident.

On a montré que l’indicateur ηΛ est capable, y compris sur des cas compliqués lorsque
plusieurs phénomènes se superposent, de guider optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif et de mesurer correctement l’erreur exacte (sous réserve de raffinement auto-
adaptatif).

Les simulations précédentes permettent de vérifier que l’indicateur ηΛ est, conformément à
sa construction, fiable et efficace les surfaces lipschitziennes en général, fermées ou ouvertes.
De plus, on conserve dans ce cas le caractère "asymptotiquement exact" de l’indicateur qu’on
a justifié empiriquement pour les surfaces avec des singularités localisées.

On valide ainsi la construction de l’opérateur ηΛ sous forme de puissance d’opérateurs
différentiels classiques et son utilisation dans le cadre de l’indicateur ηΛ.

Avant de poursuivre l’étude numérique sur ηΛ, on souhaite vérifier que l’extension des indi-
cateurs de la littérature pour l’équation de Helmholtz qui a été faite au chapitre 3 est valable.
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5.2.5 Guidage d’un algorithme de raffinement par les indicateurs ηrh
et ηΠL2 de la littérature

On a vérifié précédemment la validité de l’indicateur ηΛ. Avant de poursuivre, on s’inté-
resse aux indicateurs présentés au chapitre 3 et qu’on a étendu aux opérateurs intégraux pour
l’équation de Helmholtz.

Pour cela, on conserve θd = 0.5. La géométrie sélectionné est le segment [−1, 1] car les
surfaces ouvertes sont celles qui génèrent les solutions exactes les moins régulières. On effectue
ensuite des simulations à kw = 20. L’algorithme de raffinement auto-adaptatif est guidé par ηrh
ou bien ηΠL2 . On a pu constaté lors des simulations précédentes que le choix des projecteurs
ΠG ou bien ΠL2 n’a aucune influence de la valeur de l’indicateur ηΠ en général. Au vu du coût
d’une projection ΠG, on se contente d’utiliser (et donc de représenter) que l’indicateur ηΠL2 .

On s’intéresse dans un premier temps au guidage par ηrh , puis dans un second temps à celui
par ηΠL2 .

Guidage par l’indicateur ηrh
On guide l’algorithme auto-adaptatif en utilisant l’indicateur ηrh étendu aux problèmes

oscillants dont on a montré en 3.2.2 la fiabilité et la localité. Cela va permettre de vérifier
numériquement son efficacité. Les courbes pour l’équation Skw sont sur la Figure 5.30 et
celles pour l’équation Nkw sont sur la Figure 5.31.
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Figure 5.30 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηrh , c.l. Dirichlet.

Commentaire – Equation Skw Les courbes de convergence sont très similaires à ce qui a
pu être observé dans le cas d’un guidage par ηΛ. En utilisant une boucle de raffinement auto-
adaptative, on constate initialement une convergence rapide jusqu’à Nelem ≈ 80. Le taux se
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stabilise ensuite au taux maximum O(N
−3/2
elem ). De plus, les courbes correspondant à ηΛS0

et
eexacte sont superposées. La suite de maillages générée par ηrh , et donc optimale par rapport à
ηrh , également optimale par rapport à ηΛS0

. L’erreur est toujours mesurée "exactement" malgré
un guidage par ηrh !
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Figure 5.31 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηrh , c.l. Neumann.

Commentaire – Equation Nkw On peut faire les mêmes commentaires que pour l’équation
Skw . On a bien une convergence optimale. De plus, l’erreur exacte est mesurée correctement par
ηΛN0

malgré un guidage par ηrh ce qui prouve empiriquement que la convergence de l’algorithme
auto-adaptatif guidé par cet estimateur est aussi optimale en erreur 7.

L’extension de l’indicateur résidu pondéré faite en 3.2.2 est donc valide ! On observe main-
tenant ce qui se passe avec un guidage par ηΠL2 .

Guidage par l’indicateur ηΠL2

On guide l’algorithme de raffinement par ηΠL2 afin de vérifier qu’on est dans le cadre des
hypothèses de la partie 3.3.2. Les courbes de convergence pour l’équation Skw sont sur la Figure
5.32 et celles pour l’équation Nkw sur la Figure 5.33.

Commentaire – Equation Skw On constate encore une convergence initiale rapide avant
une stabilisation en O(N

−3/2
elem ). Les valeurs de ηΛS0

et eexacte sont à nouveau égales. La suite de
maillages générée par ηΠL2 est également optimale pour ηΛS0

.

7. Ce qui n’a pas été prouvé au chapitre 3. . .
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Figure 5.32 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηΠL2 , c.l. Dirichlet.
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Figure 5.33 – Convergence des différents indicateurs pour le segment [−1, 1] pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηΠL2 , c.l. Neumann.
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Commentaire – Equation Nkw Comme pour le cas Skw , la convergence est optimale lorsque
l’algorithme est guidé par ηΠL2 et ηΛN0

permet encore de mesurer "exactement" eexacte.

Les simulations de cette partie ont permis de vérifier que les suites de maillage générées
par chacun des marquages sont très proches et optimales. En ce qui concerne le guidage de
l’algorithme et son optimalité, il est alors équivalent de marquer par ηrh, ηΠL2 ou bien
ηΛS0

! L’indicateur ηΛS0
peut ensuite être utilisé pour contrôler eexacte. Par exemple, dans le cas

de l’équation Nkw , ηΛ est plus coûteux que ηrh puisqu’il nécessite le calcul du résidu puis un
post-traitement sur ce résidu. On peut donc se contenter de marquer par le résidu "classique"
et d’appliquer l’opérateur Λ à intervalles réguliers pour vérifier la valeur de eexacte dont on se
servirait comme critère d’arrêt.

Dans toutes les simulations précédentes, on a fixé le paramètre θd = 0.5. On s’intéresse dans
la partie suivante au comportement de la convergence lorsqu’on le diminue ou augmente.

5.2.6 Comportement de l’indicateur ηΛ lorsqu’on fait varier le para-
mètre de raffinement "Dörfler" θd

On étudie ici le comportement en convergence de ηΛS0
lorsqu’on fait varier le paramètre de

raffinement θd = {0.25, 0.5, 0.75} pour kw = 20 et kw = 100. Pour θd petit, on ne s’attend pas
à une modification flagrante du taux de convergence ou de la précision de ηΛ, uniquement à
une augmentation du nombre d’itérations. Pour θd = 0.75, on se rapproche d’un raffinement
uniforme et il se peut que la convergence en raffinement auto-adaptatif n’atteigne pas le taux
en O(N

−3/2
elem ).

La géométrie de test est encore le segment [−1, 1]. On choisit de ne représenter que l’indi-
cateur ηΛ afin de ne pas surcharger la figure.

Segment [−1, 1], guidage par ηΛ avec θd = {0.25, 0.5, 0.75} et kw = 20

Les courbes de convergence pour l’équation Skw sont sur la Figure 5.34 et celle pour
l’équation Nkw sont sur la Figure 5.35.

Commentaire – Equation Skw Quelque soit le paramètre de raffinement choisit, le taux
maximum de convergence est obtenu après Nelem ≈ 80. Les courbes correspondant à θd =
{0.25, 0.5} sont parfaitement superposées. La courbe correspondant à θd = 0.75 est légèrement
au-dessus. Cela peut s’expliquer par le fait que lorsque le paramètre de raffinement est trop
grand, la singularité aux bords n’est pas calculée assez précisément et sa valeur est un peu plus
élevée lorsque l’algorithme "passe en convergence optimale".

Commentaire – Equation Nkw Quelque soit θd, le régime de convergence asymptotique
est obtenu après Nelem ≈ 50 (soit presque immédiatement). Les courbes correspondant à θd =
{0.25, 0.5} sont superposées alors que l’erreur pour θd = 0.75 est légèrement supérieure.

Segment [−1, 1], guidage par ηΛ avec θd = {0.25, 0.5, 0.75} et kw = 100

En augmentant la fréquence, on s’attend a priori à observer une mauvaise convergence
lorsque θd = 0.75. Les courbes de convergence pour l’équation Skw sont représentées sur la
Figure 5.36 et celles pour l’équation Nkw sur la Figure 5.37.
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Figure 5.34 – Convergence de l’indicateur ηΛS0
sur le segment [−1, 1] pour kw = 20, θd =

{0.25, 0.5, 0.75}, c.l. Dirichlet
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Figure 5.35 – Convergence de l’indicateur ηΛN0
sur le segment [−1, 1] pour kw = 20, θd =

{0.25, 0.5, 0.75}, c.l. Neumann
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Figure 5.36 – Convergence de l’indicateur ηΛS0
sur le segment [−1, 1] pour kw = 100, θd =

{0.25, 0.5, 0.75}, c.l. Dirichlet

Commentaire – Equation Skw Les observations ne changent pas par rapport à ce qui a été
fait pour la Figure 5.34.

Commentaire – Equation Nkw On fait les mêmes observations que pour la Figure 5.35.

Au vu de ces simulations, choisir un paramètre θd trop petit peut-être contre-productif
puisqu’on va multiplier le nombre d’itérations (coûteuses !) alors que le gain au niveau de
l’erreur est nul par rapport à un θd intermédiaire. Un paramètre θd trop grand risque par
contre de ne pas faire diminuer suffisamment l’erreur, ou bien de dégrader sa mesure par ηΛ.

Jusqu’à maintenant, on a supposé que la source est de type "onde plane". On la remplace
par une source ponctuelle placée proche de la géométrie.

5.2.7 Comportement de l’indicateur ηΛ lorsqu’on utilise une source
ponctuelle

On remplace la source de type "onde plane" par une source ponctuelle placée à proximité
de l’objet diffractant. Cela permet de "localiser le phénomène". On remarque qu’une source de
type onde plane peut être vue comme une source ponctuelle renvoyée à l’infini.

La géométrie choisie est le carré. On l’éclaire par une source ponctuelle S placée à proximité
du coin de coordonnées (0.5, 0.5). On choisit xS = (0.5001, 0.5001). On effectue des simulations
pour kw = 20 et kw = 100. Le paramètre de raffinement est θd = 0.5.
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Figure 5.37 – Convergence de l’indicateur ηΛN0
sur le segment [−1, 1] pour kw = 100, θd =

{0.25, 0.5, 0.75}, c.l. Neumann

Comportement de ηΛ quand la source est ponctuelle, kw = 20

Les courbes de convergence pour le Skw sont présentées sur la Figure 5.38 et celles pour
le Nkw sont Figure 5.39.

Commentaire – Equation Skw Il apparaît immédiatement qu’utiliser un raffinement uni-
forme pose de gros soucis. En effet, l’erreur semble converger très faiblement lorsque le maillage
est raffiné alors qu’on multiplie le nombre d’éléments par presque 40 ! On peut expliquer ce pro-
blème de la manière suivante : afin de bien approximer la solution au coin, il faut localement
un nombre de mailles important, or le raffinement uniforme ne le permet pas. L’erreur eexacte
est par contre mesurée correctement par ηΛS0

.
L’utilité du raffinement auto-adaptatif est flagrante. Dans un premier temps, l’erreur con-

verge fortement lorsque l’algorithme maille la zone à proximité de la source. Dans un second
temps, Nelem ≈ 100, le régime asymptotique est atteint et l’ensemble des indicateurs converge
en O(N

−3/2
elem ). L’erreur exacte est correctement estimée par ηΛS0

.

Commentaire – Equation Nkw Sur la première itération de raffinement uniforme, l’erreur
diminue au taux optimal en O(N

−3/2
elem ). Cependant, elle ré-augmente dès les itérations suivantes.

Elle semble finalement diminuer lorsque Nelem devient très élevé. De plus, eexacte n’est pas
correctement mesuré par ηΛN0

même si les deux courbes semblent se rapprocher à la dernière
itération. Le phénomène propagatif n’est pas correctement approximé lorsque la source est si
proche du bord et que la discrétisation est trop faible. Il se peut que le nombre d’éléments au
coin proche de la source après plusieurs raffinements uniformes est encore trop faible ce qui
explique l’absence de convergence de l’erreur. On est, similairement au cas de l’équation Skw ,
clairement sous-optimal !
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Carré de côté a = 1, kw = 20, c.l. Dirichlet, source ponctuelle xS = (0.5001, 0.5001)
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Figure 5.38 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet, source ponctuelle en xS = (0.5001, 0.5001).
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Carré de côté a = 1, kw = 20, c.l. Neumann, source ponctuelle xS = (0.5001, 0.5001)
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Figure 5.39 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann, source ponctuelle en xS = (0.5001, 0.5001).
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On remarque trois étapes dans la convergence de l’algorithme auto-adaptatif. Dans un
premier temps, les indicateurs convergent au taux optimal en O(N

−3/2
elem ). Pour Nelem ≈ 100,

leur valeur augmente brusquement et l’algorithme effectue un nombre important d’itérations
pour lesquelles il rajoute un très petit nombre d’éléments (2 à chaque fois). On remarque que le
Nelem correspond à peu près à celui pour lequel on a la première inflexion dans la convergence
en raffinement uniforme. Finalement, pour Nelem ≈ 150, la convergence se stabilise au taux
maximum. L’erreur exacte est correctement mesurée par ηΛN0

. A titre d’exemple, on montre
sur la Figure 5.40 deux maillages pour le carré éclairé par une source ponctuelle pour kw = 20.
Il apparaît clairement une concentration des mailles au coin (0.5, 0.5) alors que le coin opposé
en (−0.5,−0.5), qui correspond à une zone d’ombre, est moins maillé que ce qu’on observe en
raffinement uniforme.

−0.5 −0.25 0 0.25 0.5

−0.5

−0.25

0

0.25

0.5

x

y

Carré, source ponctuelle, c.l. Neumann, Nelem = 320

−0.5 −0.25 0 0.25 0.5

−0.5

−0.25

0

0.25

0.5

x

y

Carré, source ponctuelle, c.l. Neumann, Nelem = 367

Figure 5.40 – Comparaison des maillages obtenus pour le carré éclairé par une source
ponctuelle, avec raffinement uniforme Nelem = 320 (gauche) et raffinement auto-adaptatif
Nelem = 367 (droite).

Comportement de ηΛ quand la source est ponctuelle, kw = 100

On s’attend ici à retrouver les phénomènes observés pour kw = 20, avec la difficulté posée
par la haute fréquence et la sous-discrétisation initiale. Les courbes pour l’équation Skw sont
sur la Figure 5.41 et celles pour l’équation Nkw sont sur la Figure 5.42.

Commentaire – Equation Skw On observe le même comportement en convergence que
pour kw = 20. Le raffinement uniforme est complètement inutile même si on observe que
eexacte est correctement estimée par ηΛS0

à partir de Nelem ≈ 640. La boucle auto-adaptative
permet de récupérer le meilleur taux de convergence possible en O(N

−3/2
elem ) qui est atteint pour

Nelem ≈ 500. Malgré un nombre d’onde élevé, l’erreur exacte est correctement estimée par ηΛS0
dès les premières itérations.

Commentaire – Equation Nkw La convergence uniforme est très chaotique. Il n’y a, d’ail-
leurs, pas de convergence des indicateurs. L’erreur eexacte n’est pas approximée par ηΛN0

. Encore
une fois, l’utilisation d’un algorithme auto-adaptatif permet de récupérer la convergence opti-
male. De plus, on a une superposition de eexacte et ηΛN0

à partir de Nelem ≈ 2000.
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Carré de côté a = 1, kw = 100, c.l. Dirichlet, source ponctuelle xS = (0.5001, 0.5001)
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Figure 5.41 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 100,
θd = 0.5, guidage par ηΛS0

, c.l. Dirichlet, source ponctuelle en xS = (0.5001, 0.5001).
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Carré de côté a = 1, kw = 100, c.l. Neumann, source ponctuelle xS = (0.5001, 0.5001)
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Figure 5.42 – Convergence des différents indicateurs pour le carré de côté a = 1 pour kw = 100,
θd = 0.5, guidage par ηΛN0

, c.l. Neumann, source ponctuelle en xS = (0.5001, 0.5001).
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L’utilité du raffinement auto-adaptatif est ici flagrante puisqu’il permet de faire diminuer
rapidement l’erreur et garantir sa convergence.

Prenons par exemple l’équation Skw . On constate qu’il n’y a besoin que de peu d’éléments
pour obtenir une erreur eexacte ≤ 10−2 puisque 100 éléments suffisent. Le nombre d’itérations
pour y parvenir peut paraître élevé (17 pour kw = 20, 18 pour kw = 100), mais ces itérations ne
coûtent presque rien car le problème à résoudre est de faible dimension ! Si on souhaite obtenir
une telle erreur avec un maillage uniforme, il faudrait compter plusieurs dizaines de milliers
d’éléments. . .

De plus, l’utilisation du raffinement auto-adaptatif permet encore de garantir, à faible Nelem

une bonne mesure de eexacte par ηΛ.

Dans cette partie, on a montré que l’indicateur ηΛ permet de guider optimalement un algo-
rithme auto-adaptatif pour plusieurs types de sources. C’est un résultat assez logique puisque
l’indicateur est construit à partir des propriétés de l’opérateur inversé et non la nature de la
source.

Dans la partie suivante, on effectue une comparaison entre l’opérateur ηΛ sous forme "puis-
sance" avec sa forme "intégrale".

5.2.8 Comparaison entre l’indicateur ηΛ sous forme "puissance" et
sous forme "intégrale"

Jusqu’à maintenant, on s’est intéressé à l’opérateur ηΛ sous sa forme "puissance d’opérateurs
différentiels classique" qu’on note ici (et seulement ici) ηpΛ. C’est en effet la forme la plus agréable
à utiliser et sur laquelle on a le plus de résultats quant à la convergence, l’inconnue théorique
étant le caractère asymptotiquement exacte. Dans cette partie, on vérifie que la construction de
l’indicateur ηΛ, lorsque Λ est donnée sous forme intégrale (voir 4.2), reste valable. On le notera
ηiΛ.

Pour cela, on effectue des simulations en guidant par l’un ou l’autre indicateur, i.e. les
courbes correspondant à ηiΛ sont guidées par ηiΛ, de même pour ηpΛ. On n’a pas défini le com-
portement au bord de ηiΛ dans le cas d’une surface ouverte donc s’intéresse au cas d’une surface
fermée : la géométrie choisie est le carré, éclairé par une onde plane se propageant selon −ex
et de nombre d’onde kw = 20 ou kw = 100.

Les courbes pour l’équation Skw sont représentées sur la Figure 5.43, celles pour l’équation
Nkw sur la Figure 5.44. On a déjà montré que ηpΛ restitue correctement la valeur de eexacte.
Afin de ne pas surcharger les figures, on ne représente donc pas eexacte.

Commentaire – Equation Skw Pour chaque nombre d’onde, les courbes correspondant à
ηpΛS0

et ηiΛS0 se superposent ce qui signifie que la forme intégrale pour Λ permet encore d’obtenir
la convergence optimale, mais aussi d’avoir "l’exactitude" asymptotique par rapport à l’erreur
exacte.

Commentaire – Equation Nkw Il n’y a pas de remarque supplémentaire à faire par rap-
port au cas Skw ; la construction intégrale pour ΛN0 permet de retrouver le meilleur taux de
convergence et l’exactitude asymptotique.

Ces simulations permettent de vérifier que la construction de l’opérateur Λ sous forme
intégrale reste valide sur une surface lipschitzienne fermée en dépit de l’incertitude théorique
sur le caractère isomorphe de cet opérateur.
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Carré de côté a = 1, kw = 20 et kw = 100, c.l. Dirichlet, comparaison ηiΛS0
et ηΛS0
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Figure 5.43 – Convergence des indicateurs ηiΛS0 et ηpΛS0 sur le carré de côté a = 1, guidage par
ηiΛS0

et ηpΛS0 , kw = 20 et kw = 100, θd = 0.5, c.l. Dirichlet.
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Carré de côté a = 1, kw = 20 et kw = 100, c.l. Neumann, comparaison ηiΛN0
et ηpΛN0
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Figure 5.44 – Convergence des indicateurs ηiΛN0
et ηpΛN0

sur le carré de côté a = 1, guidage
par ηiΛN0

et ηpΛN0
, kw = 20 et kw = 100, θd = 0.5, c.l. Neumann.
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Par construction, la forme intégrale de Λ est coûteuse à manipuler puisqu’elle suppose un
assemblage de matrice pleine. Une question légitime est alors de se poser la question d’une
troncature de l’opérateur Λi.

5.2.9 Comportement de l’indicateur ηiΛ lorsqu’il est tronqué

On étudie ici le comportement de l’indicateur ηtΛ introduit aux équations (4.7) et (4.10) qui
a l’avantage d’être beaucoup moins cher en termes de calculs et qui est sensé conserver malgré
tout son caractère "asymptotiquement exact".

Le cas d’étude est encore le carré éclairé par une onde plane de nombres d’onde kw = 20 et
kw = 100. Ces simulations sont regroupées, pour chaque équation, sur une même figure.

Les courbes pour le cas Skw sont sur la Figure 5.45 et celles pour le cas Nkw sont sur la
Figure 5.46.
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Carré de côté a = 1, kw = 20 et kw = 100, c.l. Dirichlet, guidage par ηtΛS0

ηtΛS0
et kw = 20

eexacte et kw = 20

ηtΛS0
et kw = 100

eexacte et kw = 100

Figure 5.45 – Convergence de l’indicateur ηtΛS0 comparé à l’erreur exacte pour kw = {20, 100},
c.l. Dirichlet, θd = 0.5.

Commentaire – Equation Skw Pour le nombre d’onde "raisonnable" kw = 20, le taux de
convergence optimal en O(N

−3/2
elem ) est atteint très rapidement. De plus, l’indicateur ηtΛS0 est

"exact".
Lorsque kw = 100, la convergence semble plus chaotique. La courbe correspondant à ηtΛS0 est

"lisse" mais l’erreur exacte décroit en marches d’escalier. C’est déjà le cas lorsqu’on utiliser ηΛS0
(voir Figure 5.14). Ce n’est donc pas une conséquence de la troncature mais éventuellement
du calcul de eexacte. Dans tous les cas, la convergence asymptotique s’établit en O(N

−3/2
elem ) et on

a une estimation précise de eexacte.

Commentaire – Equation Nkw On constate que le comportement de l’indicateur ηtΛN0
est

optimal pour kw = 20 et kw = 100. En effet, le taux de convergence s’établit immédiatement
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Carré de côté a = 1, kw = 20 et kw = 100, c.l. Neumann, guidage par ηtΛN0
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Figure 5.46 – Convergence de l’indicateur ηtΛN0
comparé à l’erreur exacte pour kw = {20, 100},

c.l. Neumann, θd = 0.5.

en O(N
−3/2
elem ) pour kw = 20 et à partir de Nelem ≈ 150 pour kw = 100. De plus, les courbes

correspondant à eexacte et ηtΛN0
sont superposées donc l’erreur est, pour ce cas également, estimée

correctement.

L’indicateur ηtΛ permet ainsi de guider optimalement l’algorithme auto-adaptatif tout en
conservant le caractère "asymptotiquement exact", conformément à la construction. De plus, il
ne nécessite que l’assemblage de matrices réduites pour Λ sur les patchs ωτ , τ ∈ Th. Il est donc
moins coûteux en assemblage comme en mémoire que l’indicateur complet !

5.2.10 Conclusion sur les simulations en acoustique 2D

Dans cette partie, on a mis à l’épreuve les indicateurs étendus de la partie 3 pour les
équations Skw et Nkw . On a testé leur validité pour une gamme de fréquences étendue allant de
la basse fréquence avec kw = 5 aux limites de l’optique géométrique avec kw = 100. On a vérifié
numériquement qu’ils permettent tous de guider optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif en obtenant asymptotiquement le meilleur taux de convergence possible ! De plus,
dans ce cas, l’indicateur ηΛ est asymptotiquement exact bien qu’il ne serve pas au guidage 8.

On s’est focalisé sur les indicateurs ηΛS0\N0
introduits au chapitre 4. On a vérifié que la

forme "puissance d’opérateurs conventionnels" permet de guider optimalement un algorithme
de raffinement auto-adaptatif à toute fréquence, que la surface soit fermée ou non, que le
paramètre de raffinement θd soit faible ou non. Dans tous ces cas, on a également vérifié qu’il
est asymptotiquement exact. On a montré que le changement de type d’onde incidente n’influe
pas le comportement asymptotique des indicateurs, mais justifie clairement leur utilisation

8. Cela implique encore une une convergence optimale en erreur, et non pas quasi-optimale.
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puisque le raffinement uniforme induit une convergence très faible de l’erreur (Figures 5.41
et 5.42 par exemple).

On a également vérifié que l’indicateur ηΛ sous forme intégrale (appelé ηiΛ) se comporte
comme attendu lorsque la surface est fermée. On n’a pas été capable de le faire fonctionner sur
surface ouverte dans le cas de l’équation Skw . Par ailleurs, on a montré numériquement qu’il
peut être tronqué en un ηtΛ qui conserve toutes les bonnes propriétés de ηiΛ tout en étant moins
coûteux en terme de calculs.

Ces simulations font la preuve que le concept d’un indicateur d’erreur basé sur une localisa-
tion par application d’un opérateur est bon. On vérifie maintenant qu’on retrouve des résultats
similaires en acoustique 3D.

5.3 Validation numérique – Acoustique 3D

Dans la partie précédente, on a effectué de nombreuses simulations en 2D afin de véri-
fier la validité de la construction de l’indicateur ηΛ et l’extension des indicateurs ηΠ et ηrh .
Les constructions et extensions des chapitres 3 et 4 ont été faites sans considération de di-
mension du domaine de propagation. Ainsi, la construction de l’opérateur Λ est valable pour
un problème posé dans Rn, ∀n ∈ N. On a montré numériquement qu’il était fiable, efficace,
asymptotiquement exact et stable en fréquence.

Dans cette partie, on vérifie sur quelques exemples basiques le comportement optimal de
l’indicateur ηΛ. Pour cela, on se concentre sur l’équation Nkw (voir 5.3.1) et l’indicateur ηΛN0

associé.
Dans un premier temps, on effectue des simulations en raffinement uniforme sur la sphère

pour trois fréquences différentes afin de vérifier l’exactitude asymptotique de ηΛ. Le guidage est
d’ailleurs assuré par ηΛN0

exclusivement.
Dans un second temps, on prend l’exemple d’une boîte cubique. On choisit trois nombres

d’onde kw = {5, 10, 15}. On effectue une première simulation avec du raffinement uniforme ce
qui permet de vérifier que la convergence est sous-optimale. On montre ensuite que l’utilisation
d’un algorithme de raffinement autoadaptatif permet de récupérer une convergence optimale.

Enfin, on donne un exemple plus "réel" de géométrie complexe avec un bateau pour lequel
on effectue une analyse semblable à celle du cube.

5.3.1 Remarques préliminaires sur le choix des exemples

On précise ici le cadre autour des simulations en 3D ; on justifie notamment les contraintes
qui ont menées à la production d’un code BEM Acoustique 3D.

L’implémentation des différents indicateurs impose de pouvoir assembler les différentes
formes variationnelles avec des espaces de test et d’approximation Pk(Th) d’ordre variable et
qui ne sont pas forcément les mêmes. A titre d’exemple, on peut évoquer le calcul de l’indicateur
ηrh pour l’équation Nkw :

— l’espace d’approximation choisit est P1(Th) l’espace des polynômes d’ordre 1 sur chaque
τ ∈ Th avec raccord continu entre les éléments. L’espace de test est également P1(Th).

— à cause de la nature hyper-singulière de l’opérateur Nkw (le noyau est en
1

|x− y|3 en

3D), il n’est pas possible d’appliquer Nkw à la solution numérique pour calculer le ré-
sidu. L’approche utilisée est, comme en 2D, de construire la matrice associée à la forme
variationnelle. On teste alors l’équation par P2(Th) ⊃ P1(Th).
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En acoustique 2D, ces opérations sont aisées puisque les expressions analytiques des inté-
grales singulières sont relativement simples. En 3D, on n’a plus la même flexibilité et il est
plus pratique d’utiliser des méthodes d’intégrations génériques comme la méthode de Sauter
& Schwab 9 [60] qui permettent de choisir aisément les espaces d’approximation ou de test.
On a donc implémenté un code basé sur cette méthode permettant de gérer les ordres élevés
polynomiaux et permettant de résoudre l’équation Skw ou bien l’équation Nkw .

Ce code n’a pas été optimisé. En premier lieu, les assemblages nécessitent la détection de
voisinages qui n’est vraiment efficace que si on utilise des structures de type octree, ce qui n’est
pas le cas dans ce code. De plus, la méthode de Sauter & Schwab se base sur des intégrales 4D
qui sont calculées avec des quadratures particulières, nécessitant en particulier la détection de
la configuration des triangles. L’ensemble des ces opérations est coûteux.

L’inversion du problème se fait en utilisant une FMM, séquentielle, afin de ne pas manipuler
des matrices BEM trop larges et d’avoir des temps d’assemblage extensifs. La résolution est
donc itérative (algorithme GMRES) mais les matrices correspondant à Skw et Nkw sont mal
conditionnées. On a implémenté un pré-conditionneur analytique 10 qui permet de réduire le
nombre d’itérations nécessaires de moitié environ.

Malgré cela, le coût en termes de temps CPU de la résolution du problème puis du calcul
des indicateurs est très élevé. C’est en particulier le cas pour l’équation Skw en ce qui concerne
le calcul des indicateurs a posteriori. En effet, on a déjà évoqué en 5.1.2 le fait qu’en 2D le
calcul du résidu nécessite d’effectuer des sous-raffinements de maillage sur lesquels le problème
va être ré-assemblé. C’était déjà une opération très coûteuse en 2D, c’est évidemment pire en
3D. Pour l’équation Nkw , on peut se contenter d’augmenter l’ordre de l’espace de test.

Un autre exemple d’opération coûteuse est le calcul d’une référence eexacte qui nécessite au
moins un raffinement, et éventuellement une montée en ordre lorsqu’on a une géométrie autre
que la sphère 11.

Par conséquent,
— on ne présente pas de résultats concernant les indicateurs par reconstruction puisqu’ils

nécessitent une résolution sur un maillage raffiné,
— on ne présente pas de résultats pour l’équation Skw car la mise en œuvre est très coûteuse

en termes de temps de calcul et on n’a pas réussi à avoir des résultats probants au niveau
de l’approximation du résidu,

— on se concentre sur un guidage par l’indicateur Λ.
On insiste encore une fois sur le fait qu’il n’y a pas de problèmes théoriques lorsqu’on passe

d’un problème 2D à un problème 3D. Les simulations en 2D ont déjà prouvée le concept, sa
mise en œuvre et sa robustesse. Les simulations en 3D visent simplement à fournir quelques
exemples basiques pour vérifier le caractère asymptotiquement exact et la capacité de guidage
de ηΛ.

On a justifié les restrictions qu’on s’impose. Dans les parties suivantes, on effectue des

simulations sur la sphère de rayon R = 1, sur un cube de côté a =
2√
3
et finalement sur un

"bateau" (très) simplifié.

9. Cette méthode permet de calculer la double-intégrale sur deux triangles (ou quadrangles) d’une fonction

générique admettant une singularité en
1

|x− y| .
10. Voir [27].
11. Géométrie pour laquelle il existe une solution analytique !
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5.3.2 Convergence de ηΛ sur la sphère de rayon R = 1

Dans cette partie, on présente des résultats de convergence uniforme pour la sphère de
rayon R = 1. On a déjà vérifié en partie 5.2.1 que le raffinement auto-adaptatif n’est d’aucune
utilité lorsque la solution exacte est très régulière. Le choix de la sphère se justifie par l’existence
d’une solution exacte qui permet de vérifier l’exactitude asymptotique de ηΛ

12.
Pour cela, on éclaire une sphère par une onde plane de nombre d’onde kw = {5, 9.5, 15} 13.

On n’est pas en mesure d’effectuer des simulations pour des kw très élevés car cela implique
une forte augmentation de la taille du problème. Conformément à ce qui a été écrit en 5.3.1,
on ne s’intéresse qu’à une condition limite de type Neumann et donc à l’équation associée au
Nkw . La discrétisation initiale comporte Nelem = 212 triangles.

On compare alors les valeurs des indicateurs eexacte, ηrh et ηΛN0
. L’erreur eexacte est calculée

en norme ||| . ||| en utilisant une FMM : le cas kw = 0 n’est normalement pas géré donc on utilise
un kw = 0.00001 pour s’en rapprocher.

L’espace d’approximation choisi est Vh = P1(Th) l’espace des polynômes d’ordre 1 sur
chaque élément τ ∈ Th avec raccordement continu. L’estimation a priori est alors, en fonction
du nombre d’éléments du maillage,

eexacte = O(N−0.75
elem )

ce qui correspond à O(h3/2) en raffinement uniforme. C’est également le meilleur taux de
convergence possible pour ce choix d’espace d’approximation, quelle que soit la géométrie.

Pour kw = 5, la discrétisation initiale est en
λ

2.5
, pour kw = 9.5 en

λ

1.3
et pour kw = 15 en

λ

0.8
.

Les courbes de convergence pour kw = {5, 9.5, 15} sont représentées sur la Figure 5.47.
Tous les indicateurs convergent au meilleur taux théorique en O(N−0.75

elem ). De plus, l’erreur
exacte eexacte est correctement estimée par ηΛN0

ce qui montre encore une fois la validité de la
construction faite au chapitre 4.

Sans surprise, l’indicateur ηΛN0
produit le résultat attendu. On montre dans la partie sui-

vante qu’il permet également en 3D de guider optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif.

5.3.3 Convergence de ηΛ sur le cube de côté a =
2√
3

Dans cette partie, on effectue des simulations sur le cube d’arête a =
2√
3
. Le choix de cette

longueur d’arête correspond au plus grand cube qui puisse être introduit dans une sphère de
rayon R = 1 ; cela permet de garder un objet de même taille caractéristique que la sphère.

Des simulations sont effectuées pour kw = {5, 10, 15}. Dans un premier temps, on effectue
une simulation avec des raffinements uniformes afin de vérifier que la convergence est sous-
optimale. Dans une second temps, on utilise une boucle de raffinement auto-adaptative pour
améliorer la vitesse de convergence.

Le nombre d’éléments initial dans le cube est N0
elem = 252 triangles. Il est éclairé par un

12. Voir [59], par exemple.
13. Le choix de kw = 9.5 peut paraître incongru. La raison est que le choix kw = 10 correspond à une fréquence

de résonance du problème intérieur pour laquelle l’équation Nkw est mal posée. . . Prendre kw = 9.5 suffit pour
la démonstration.
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Figure 5.47 – Convergence de ηrh , ηΛN0
et eexacte sur la sphère de rayon R = 1 pour kw =

{5; 9.5, 15}, c.l. Neumann.

coin afin de "localiser" les raffinements induits par l’algorithme auto-adaptatif 14. Pour kw = 5,

la discrétisation initiale est en
λ

3.5
, pour kw = 10 en

λ

1.75
et pour kw = 15 en

λ

1.17
. On rappelle

que si le meilleur taux de convergence possible est bien en O(N−0.75
elem ), obtenir un taux de

convergence plus faible en raffinement auto-adaptatif ne signifie pas que la convergence n’est
pas optimale. En effet, les algorithmes de raffinement utilisés ne permettent que la génération
de maillages isotropes. Par conséquent, récupérer systématiquement un taux de convergence
en O(N−0.75

elem ) suppose d’utiliser un remaillage anisotrope. On renvoie à la partie 3.1.3 pour
plus de précisions sur la notion de convergence optimale. Dans notre cas, on dit qu’on converge
optimalement si on obtient un taux de convergence en raffinement auto-adaptatif qui est à la
fois

— meilleur qu’en raffinement uniforme,
— et stable au fur et à mesure des itérations.

Cas kw = 5

Les courbes de convergence pour le cas kw = 5 sont représentées sur la Figure 5.48. On
a effectué des simulations pour θd = 0.5 et θd = 0.25 afin de vérifier qu’il n’y avait pas de
modification dans le taux de convergence en raffinement auto-adaptatif.

On constate immédiatement que le raffinement uniforme n’est pas optimal. Le taux de
convergence se tasse progressivement. Sur la dernière itération, il correspond à O(N−0.37

elem ).
En raffinement auto-adaptatif, quelque soit le paramètre θd la vitesse de convergence aug-

mente sans atteindre le taux maximal en O(N−0.75
elem ) et est stabilisée en O(N−0.6

elem ). On constate

14. Attention : on ne prétend pas que les raffinements vont être localisés sur le coin ! On espère juste que
toutes les arêtes ne seront pas sur-raffinées. En particulier, on s’attend à ce que les arêtes dans la zone d’ombre
derrière le cube soient peu raffinées.
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Figure 5.48 – Convergence pour le cube de côté a =
2√
3
, kw = 5, θd = {0.25, 0.5}, c.l.

Neumann.

également que similairement au cas 2D, il est inutile de prendre un paramètre de raffinement
θd trop petit.

On a donc bien convergence optimale puisque la vitesse de convergence augmente et reste
stable.

Cas kw = 10

On augmente la fréquence à kw = 10. Cette fois-ci, on n’utilise que θd = 0.5. Les courbes de
convergence sont Figure 5.49.

Initialement, le taux de convergence en raffinement uniforme est le même que celui en raf-
finement auto-adaptatif. A partir de la quatrième itération, la vitesse de convergence uniforme
ralenti alors que le taux de convergence adaptatif reste constant en O(N−0.6

elem ). Ici encore on ne
retrouve pas le taux maximum en O(N−0.75

elem ).

Cas kw = 15

Les courbes de convergence pour kw = 15 sont données sur la Figure 5.50.
Ici, le raffinement auto-adaptatif semble n’avoir aucun avantage. Cela correspond à ce qui

a été observé en 2D lorsque la fréquence augmente. Si on calcule plus finement le taux de
convergence, on constate néanmoins qu’il diminue puisque sur la dernière itération uniforme il
est en O(N−0.58

elem ) contre O(N−0.61
elem ) constant pour le raffinement auto-adaptatif.

Un détail du raffinement pour le cube est donné sur la Figure 5.51.
On constate clairement que le raffinement initial ne permet pas d’observer le phénomène

oscillant. En raffinement auto-adaptatif, des mailles sont rajoutées au milieu des faces, mais
elles sont surtout concentrées sur les arêtes du cube.
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Figure 5.49 – Convergence pour le cube de côté a =
2√
3
, kw = 10, θd = 0.5, c.l. Neumann.
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Figure 5.50 – Convergence pour le cube de côté a =
2√
3
, kw = 15, θd = 0.5, c.l. Neumann
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Figure 5.51 – Détail du raffinement sur le cube éclairé par un coin, kw = 15, avec maillage
initial (gauche) et maillage final (droite).

5.3.4 Convergence de ηΛ sur le bateau

On conclut cette série de simulations en acoustique par l’exemple du bateau. Cette géo-
métrie, quoique très simplifiée, présente l’avantage d’avoir de nombreuses arêtes ainsi qu’une
pointe (la poupe du bateau). On a privilégié une géométrie dont les surfaces sont des plans afin
de s’éviter la contrainte de re-projection des nouveaux nœuds sur la géométrie exacte.

On a constaté sur le cube que lorsque la fréquence est trop élevée, le phénomène de tassement
de la convergence est observé à Nelem élevé. On choisit donc une fréquence basse avec kw = 5.

Le bateau est de longueur 2.5 soit environ 2λ. La discrétisation initiale est en
λ

3.6
. Le paramètre

de raffinement est encore une fois θd = 0.5.
Les courbes de convergence sont données sur la Figure 5.52.
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Bateau, kw = 5, θd = 0.5, c.l. Neumann
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Figure 5.52 – Convergence pour le bateau, kw = 5, θd = 0.5, c.l. Neumann.
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En raffinement uniforme, la vitesse de convergence ralenti progressivement. Pour la dernière
itération, elle correspond à O(N−0.35

elem ). Cependant, l’utilisation du raffinement auto-adaptatif
permet au contraire de l’accélérer progressivement. Ainsi, le taux moyen sur les deux dernières
itérations est en O(N−0.55

elem ). De plus, les deux indicateurs ηrh et ηΛN0
convergent à la même

vitesse. L’indicateur ηΛN0
guide donc optimalement l’algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Sur la Figure 5.53, on présente la solution avant et après raffinement, puis on donne un
détail du raffinement.

Figure 5.53 – Raffinement sur le bateau pour kw = 5, vues d’ensemble maillage initial (en
haut à gauche), après raffinement (en haut à droite). Détail du raffinement (en bas à droite)
comparé au maillage initial (en bas à gauche).

L’algorithme auto-adaptatif a sélectionné les arêtes et concentré les mailles à cet endroit.
On constate visuellement une amélioration de la solution.

5.3.5 Conclusion sur les simulations en acoustique 3D

Dans cette section, on a effectué des simulations pour une condition limite de Neumann.
On a vérifié sur la sphère que les indicateurs ηΛN0

est toujours fiable et efficace, et de plus
asymptotiquement exact pour ηΛN0

. On a ensuite montré sur un cube que le guidage d’un
algorithme auto-adaptatif par ηΛN0

permet de converger optimalement. Cela a été confirmé par
l’exemple du bateau.

Néanmoins, on peut faire trois remarques importantes :
— on observe dans tous les cas des convergences lentes puisque le taux ne peut pas dépasser
O(N−0.75

elem ). Il est donc difficile de percevoir un tassement de la vitesse de convergence.
— on a vérifié qu’il est difficile (voir impossible puisqu’on n’y est pas arrivé) de récupérer

le meilleur taux de convergence possible. La raison est qu’on rajoute beaucoup trop
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de triangles par rapport à ce qui est nécessaire. La meilleure solution serait d’utiliser
un maillage anisotrope, en privilégiant vraisemblablement un fort raffinement dans la
direction normale aux arêtes.

— enfin, contrairement au cas 2D où on inversait directement les matrices, le mauvais
conditionnement du problème dû, d’une part à la nature de l’équation Nkw sur surface
fermée, d’autre part aux petits éléments dans le maillage, fait qu’il est nécessaire de
pré-conditionner les matrices lors de la résolution.

En conclusion, conformément à ce qui a pu être vérifié en 2D, l’indicateur ηΛN0
est fiable, ef-

ficace, asymptotiquement exact et permet de guider optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif. De même, l’indicateur ηrh est fiable et efficace.

5.4 Conclusion sur les simulations numériques en acous-
tique

Dans ce chapitre, on a vérifié numériquement la validité des indicateurs d’erreur a poste-
riori ηrh , ηΠ étendus au chapitre 3. On a montré pour les deux équations Skw et Nkw qu’ils sont
fiables, efficaces et guident optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif. On a
plus particulièrement étudié l’indicateur ηΛ introduit au chapitre 4. On a constaté que sa forme
"puissance d’opérateur différentiel classique" est fiable, efficace et asymptotiquement exacte
sur géométrie lipschitzienne quelconque pour une variété de situations. On a également mon-
tré qu’il guide optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif puisqu’on retrouve
le taux maximum de convergence en O(N

−3/2
elem ) en 2D et on l’améliore beaucoup en 3D, sans

toutefois parvenir à obtenir le taux maximum en O(N−0.75
elem ). La sous-optimalité provient vrai-

semblablement du caractère localement isotrope du raffinement utilisé. On a encore vérifié en
2D que l’utilisation de Λ sous forme intégrale confère les mêmes propriétés à ηΛ si la surface Γ
est fermée.

Dans le chapitre suivant, on généralise les indicateurs introduits en acoustique à l’équation
EFIE en électromagnétisme. En particulier, on présente deux manières de généraliser l’indica-
teur ηΛ, une en utilisant une décomposition de Helmholtz du résidu et l’autre en localisant la
norme ‖ . ‖−1/2,rot grâce à un opérateur Λ.
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Chapitre 6

Indicateurs d’erreurs pour l’EFIE

Après avoir introduit l’indicateur d’erreur Λ au chapitre précédent, on présente dans cette
section trois indicateurs d’erreur a posteriori pour l’EFIE (2.55).

Dans un premier temps, on propose un indicateur par reconstruction pour l’EFIE semblable
à celui introduit en partie 3.3.2 pour l’acoustique.

On présente ensuite l’indicateur proposé par Nochetto & Stamm [58]. Il est basé sur une
localisation de la norme du résidu telle qu’elle a pu être faite en partie 3.2.2 en pondérant le
résidu par une taille caractéristique locale de la maille. Ceci revient à calculer une norme Hrot

pondérée.

Dans un troisième temps, on propose deux indicateurs d’erreur basés sur une localisation
de la norme du résidu par un opérateur Λ similairement à ce qui a été fait au chapitre 4.
Le premier indicateur est basé sur une décomposition de Helmholtz du résidu. On applique
ensuite un opérateur de localisation à chacun des potentiels (gradient et rotationnel) afin de
les transporter dans H1(Γ), définissant ainsi les potentiels gradient et rotationnel pour ΛRh. Il
suffit enfin de calculer le champ de vecteur issu de ces deux potentiels. On montre alors qu’un
tel indicateur est fiable, efficace et asymptotiquement exact par rapport à la norme de Galerkin
de l’erreur. Le second indicateur est basé sur une localisation directe de la norme du résidu.
Il est alors directement fiable et efficace. Il est du également "asymptotiquement exact" par
rapport à la norme H−1/2

rot du résidu.

Finalement, on propose un indicateur dérivé de l’indicateur "de Nochetto & Stamm" qu’on
fait apparaître lors du calcul de la norme L2 du résidu. Cet indicateur est basé sur une estimation
de l’erreur sur les "charges" qui correspondent à la divergence de la solution de l’EFIE. Pour un
triangle τ ∈ Th, l’erreur est estimée à partir du saut des charges au travers de ses trois arêtes. On
peut ainsi extraire une grandeur dominante permettant d’estimer l’erreur. La construction de
l’indicateur ne fait pas l’objet d’une justification rigoureuse. On vérifie néanmoins qu’il semble
capable de guider efficacement un algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Avant de commencer, on donne une estimation de convergence a priori pour l’équation
EFIE. Elle sert de référence pour l’ensemble des simulations numériques présentées dans la
suite. D’après [8], on a

meilleur taux possible en EFIE = O(N−0.75
elem ) . (6.1)
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6.1 Proposition d’un indicateur par reconstruction pour
l’EFIE

Dans cette partie, on propose des indicateurs par reconstruction pour l’EFIE. La démarche
de construction est identique à celle utilisée à celle pour l’acoustique (voir partie 3.3.2). On
rappelle que l’idée associée à de tels indicateurs est d’abord d’effectuer une résolution sur
un maillage raffiné Th d’un maillage initial TH , puis de projeter la solution sur un espace
d’approximation d’ordre polynomial (Raviart-Thomas en électromagnétisme) plus élevé. On
pose respectivement les espaces Vh = RT0(Th) et V̂H = RTk(TH) les espaces associés à Th et TH .
On utilise la différence entre la solution et sa projection afin d’estimer l’erreur d’approximation.

On rappelle les grandes lignes de ce type de construction. Plus précisément, on souhaite
construire une estimation de

‖eH‖−1/2,div = ‖J− JH‖−1/2,div

car il s’agit de l’erreur numérique contrôlée naturellement par le schéma.
On introduit alors un opérateur de projection Hdiv noté Πdiv,H : Hdiv(Γ) → V̂H (et non

plus de projection L2 comme en acoustique). Un indicateur d’erreur a posteriori non localisé
similaire à l’acoustique est

ηglobΠdiv
= ‖Jh − Πdiv,HJh‖−1/2,div

qui est asymptotiquement exact par construction sous conditions, voir 3.3.2. En revenant à la
définition d’une norme H−1/2

div , on a

(ηglobΠdiv
)2 = ‖Jh − Πdiv,HJh‖2

−1/2 +
1

k2
w
‖divΓ(Jh − Πdiv,HJh)‖2

−1/2.

Remarque 6.1.1. Le facteur
1

k2
w
n’est pas obligatoire mais il permet d’homogénéiser l’ensemble.

On localise ensuite les normes H−1/2 classique 1 de la même manière qu’en (3.3.2, indicateur
par reconstruction pour Skw).

Définition 6.1.1. Soit Th un iso-raffinement d’un maillage TH , on pose Πdiv : RT0(Th) →
RTk(TH) avec k > 0. On a l’indicateur d’erreur a posteriori par reconstruction pour l’EFIE

ηΠdiv = ‖ 4
√
|τ |(Jh − Πdiv,HJh)‖div. (6.2)

En pratique, on utilise deux types de projection Hdiv : une projection globale Πdiv et une
projection locale Πloc

div,

— la projection globale Πdiv se définit de la même manière que la projection L2 classique.
Soit J ∈ Hdiv(Γ) la fonction à projeter, on cherche la grandeur ΠdivJ ∈ V ⊂ Hdiv(Γ)
telle que pour tout v ∈ V , on a

(v,ΠdivJ)Γ,div = (v,J)Γ,div

où ( . , . )Γ,div représente le produit scalaire usuel sur Hdiv. Dans le cas Πdiv ≡ Πdiv,H , on
a V = V̂H .

1. On peut le faire car on a affaire à des polynômes par morceaux.
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— la projection locale Πloc
div se définit de la même manière que Πdiv où on a remplacé Hdiv(Γ)

par Hdiv(τ) où τ ∈ T̂H et V = {vh ∈ L2(Γ)3, ∀ τ ∈ T̂H , vh|τ ∈ RTk} 2.

Remarque 6.1.2. Comme pour l’opérateur Skw, ηΠdiv s’exprime très simplement, il est facile à
mettre en œuvre et nécessite la résolution d’un système creux (pour le calcul de la projection).
Il implique par contre une résolution initiale sur un maillage sur-discrétisé ce qui peut être
coûteux.

Applications numériques pour l’indicateur ηΠloc
div

On propose deux exemples d’applications pour l’indicateur ηΠloc
div
. Dans un premier temps, on

vérifie qu’il converge au taux optimal en O(N−0.75
elem ) lorsqu’on raffine uniformément une sphère

pour kw = 5 et kw = 20. Dans un second temps, on reprend l’exemple du bateau (Figure
5.53), également pour kw = 5 et kw = 20. On choisit θd = 0.5 comme paramètre de raffinement
auto-adaptatif.

Dans cette partie, et seulement dans cette partie, Nelem correspond au nombre de triangles
dans le maillage raffiné !

Les courbes de convergence pour la sphère sont données sur la Figure 6.1. On constate
que le taux de convergence s’établit immédiatement en O(N−0.75

elem ), conformément à l’estimation
a priori (6.1).
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Figure 6.1 – Courbes de convergence pour l’indicateur ηΠloc
div

pour la sphère R = 1, kw = {5, 20},
raffinement uniforme.

On s’intéresse maintenant au cas du bateau. Les courbes de convergence sont représentées
sur la Figure 6.2.

2. On n’a donc pas de continuité globale de la projection.

Chapitre 6 Marc Bakry 157



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

102 103 104 105
10−4

10−3

10−2

10−1

Pente 0.75

Nelem

V
al
eu
r
d
e
l’
in
d
ic
at
eu
r

Bateau, kw = 5 et kw = 20, θd = 0.5, EFIE, indicateur ηΠloc
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uni et kw = 5
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uni et kw = 20
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ada et kw = 5
ηΠloc

div
ada et kw = 20

Figure 6.2 – Courbes de convergence pour l’indicateur ηΠloc
div

pour le bateau, kw = {5, 20},
θd = 0.5.

Pour kw = 5, on constate que le taux de convergence diminue en raffinement uniforme. A la
dernière itération, il correspond à O(N−0.38

elem ). L’utilisation de raffinement auto-adaptatif permet
de maintenir une convergence moyenne en O(N−0.6

elem ).
Pour kw = 20, la différence de comportement entre raffinement uniforme et auto-adaptatif

est moins flagrante puisque le taux de convergence pour la dernière itération uniforme comme
adaptative correspond à O(N−0.6

elem ). Il est néanmoins probable qu’il diminue progressivement
en raffinement uniforme alors qu’il se maintient en raffinement auto-adaptatif. Ces taux de
convergence sont similaires à ceux qui ont été observés en acoustique 3D.

Un détail du raffinement sur le bateau est présenté sur la Figure 6.3. On remarque que
l’indicateur sélectionne prioritairement les triangles sur les arêtes.

Figure 6.3 – Détails du raffinement sur le bateau, kw = 20, indicateur ηΠloc
div

: maillage initial
(gauche) et maillage final (droite).
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En conclusion, bien que l’indicateur d’erreur utilisé pour le guidage soit une forme tronquée,
il permet de faire converger optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif dans le
cas où on résout l’EFIE.

Comme en acoustique, c’est un indicateur qui, sous forme globale ou localisée, est très simple
à mettre en œuvre. Néanmoins, la résolution sur le maillage raffiné 3 est très coûteuse puisqu’on
multiplie par quatre le nombre de triangles par rapport au maillage initial.

6.2 Indicateur d’erreur de Stamm pour l’EFIE
On présente dans cette partie l’indicateur a posteriori de Nochetto & Stamm. Il est basé

sur une localisation similaire à ce qui a été fait pour l’indicateur ηrh associé à l’équation Nkw
(voir Théorème 3.2.3).

On présente dans un premier temps l’indicateur résidu et on aborde quelques points de
construction.

Dans un second temps, on effectue la preuve de convergence de l’algorithme auto-adaptatif
guidé par un tel indicateur.

Finalement, on aborde quelques points délicats de construction.

6.2.1 L’indicateur résidu de Nochetto & Stamm pour l’EFIE

On présente ici le principe de l’indicateur basé sur le calcul du résidu issu des travaux de
R. H. Nochetto et B. Stamm [58]. Le point de départ de la construction est l’équivalence entre
‖J−Jh‖−1/2,div et la norme du résidu ‖Rh‖−1/2,rot qui fait de cette dernière un indicateur fiable
et efficace.

Partant de la définition de la norme H−1/2
rot suivante

‖v‖2
−1/2,rot = ‖v‖2

−1/2 +
1

k2
w
‖rotΓv‖2

−1/2, ∀ v ∈ H−1/2
rot (Γ),

Nochetto et Stamm proposent une localisation de ‖Rh‖−1/2,rot.

Théorème 6.2.1 (Indicateur résidu–pondéré pour l’EFIE). Soit eh = J − Jh ∈ H
−1/2
div (Γ)

l’erreur d’approximation où J ∈ H
−1/2
div (Γ), est la solution exacte de l’EFIE et Jh ∈ RT0 la

solution approchée, Γ est supposée polygonale, alors l’indicateur d’erreur a posteriori défini par

η2
Rh

= ‖Rh‖2
rot,h (6.3)

=
∑
τ∈Th

η2
Rh,τ

(6.4)

où

‖Rh‖2
rot,h = ‖

√
hRh‖2

0 +
1

k2
w
‖
√
h rotΓRh‖2

0,

h : τ ∈ Th 7−→
√
|τ |,

et

η2
Rh,τ

=
√
|τ | ‖Rh‖2

rot,τ

est fiable et local, i.e. ∃Cfia > 0,

‖eh‖−1/2,div ≤ Cfia ηRh
.

3. En 2D, un raffinement uniforme de maillage suppose de couper chaque segment en son milieu. En 3D, on
divise chaque triangle en triangles–fils de même forme. Cela passe donc par un raffinement en au moins quatre
enfants !
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On renvoie à [58] pour la construction.

Remarque 6.2.1. L’indicateur ηRh
est le pendant formel de ηrh en acoustique !

Remarque 6.2.2. Similairement à l’indicateur similaire en acoustique, les théorèmes 4.5 et
4.6 dans [58] ne permettent pas de conclure sur l’efficacité "forte" de ηRh

.

On peut pousser l’étude un peu plus loin et s’interroger sur la capacité d’un tel indicateur
à pouvoir guider optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif (voir 3.2.2).

6.2.2 Eléments de preuve de convergence optimale pour l’indicateur
de Nochetto & Stamm

On se propose ici de vérifier la validité des axiomes (A1) et (A2) de la partie 3.1.3.

Axiome 1 – Stabilité sur les éléments non-raffinés

Proposition 6.2.1. L’axiome 1 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur ηRh
.

Démonstration. La démonstration est semblable à ce qui a été fait pour l’acoustique. On a
besoin d’une inégalité similaire au lemme 3.2.1.

En reprenant les notations de la Proposition 3.2.1 et en posant hτ =
√
|τ | et T l’opérateur

de l’EFIE, il vient pour tout v ∈ H−1/2
div (Γ)

‖
(
Skwv +

1

k2
w
∇ΓSkwdivΓv

)
‖2
Hrot(∫),h ≤ . . .

. . . ‖h1/2
τ Skwv‖2

0+
1

k2
w
‖h1/2

τ ∇ΓSkwdivΓv‖2
0 +

1

k2
w
‖h1/2

τ rotΓSkwv‖2
0

qu’on souhaite majorer par ‖v‖2
−1/2.

Une majoration par ‖v‖−1/2 pour le premier terme de la somme est obtenue immédiatement
en utilisant la continuité de Skw vis-à-vis des composantes de v.

Pour le second terme, il suffit de réutiliser le lemme 3.2.1 pour divΓv ce qui permet de le
majorer par ‖divΓv‖−1/2.

Seul le terme ‖
√
hτ rotΓSkwv‖2

0 pose problème. Il suffit de remarquer que

‖rotΓv‖2 . ‖∇Γ((Skwv) · ex)‖2 + ‖∇Γ((Skwv) · ey)‖2 + ‖∇Γ((Skwv) · ez)‖2.

On peut ainsi ré-appliquer le lemme 3.2.1.
Finalement, on a la majoration suivante

‖h1/2
τ

(
Skwv +

1

k2
w
∇ΓSkwdivΓv

)
‖Hrot(∫) . ‖v‖−1/2,div. (6.5)

On reprend désormais les étapes de la démonstration de la proposition 3.2.1.∣∣∣∣∣∣
(∑
τ∈∫
‖h1/2

τ (T (u− v̂))‖2
rot,τ

)1/2

−
(∑
τ∈∫
‖h1/2

τ (T (u− vl))‖2
rot,τ

)1/2
∣∣∣∣∣∣ . . .

. . . ≤ ‖h1/2
τ (T (v̂ − vl))‖Hrot(∫).

Il suffit d’utiliser l’inégalité (6.5) avec v = v̂ − vl pour conclure.
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Axiome 2 – Réduction sur les éléments du domaine raffiné

Proposition 6.2.2. L’axiome 2 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur ηRh
.

Démonstration. On ne détaille pas la preuve ici. Il suffit de reprendre la preuve de la propo-
sition 3.2.2 en remplaçant la norme ‖ . ‖0 par ‖ . ‖rot, ||| . ||| par ‖ .‖−1/2,div et de se servir de
l’inégalité (6.5).

Axiome 3 – Quasi-orthogonalité générale

Avant toute chose, on définit la norme suivante.

Définition 6.2.1. On définit la norme de Galerkin ||| . |||div équivalente à ‖ . ‖−1/2,div telle que

∀v ∈ H−1/2
div (Γ), |||v|||2div = |||v|||2 + |||divΓv|||2

où ||| . ||| est la norme définie par le crochet de dualité

∀w ∈ H−1/2(Γ), |||w|||2 = 〈S0w,w〉.

La norme définie ci-dessus est trivialement une norme équivalente dans H−1/2
div . Les axiomes

1 et 2 impliquent notamment que l’erreur converge en norme H−1/2
div (Γ) 4

On a alors la proposition suivante.

Proposition 6.2.3. L’axiome 3 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur ηRh
.

Démonstration. On sait que le terme divΓel converge vers 0 en norme Galerkin.
On rappelle que Skw = S0 + Ckw où Ckw est un opérateur compact. En utilisant le lemme

3.2.2, on peut affirmer que |〈CkwdivΓeh, divΓeh〉| est bien un terme d’ordre élevé par rapport à
|||divΓeh|||2.

La preuve se fait alors de la même manière que pour la proposition 3.2.3 en remplaçant
||| . ||| par ||| . |||div.

Axiome 4 – Fiabilité discrète

Proposition 6.2.4. L’axiome 4 de l’adaptivité est vérifié par l’indicateur ηRh
.

Démonstration. La preuve n’est plus aussi directe que pour les axiomes (1)–(3). On reprend
alors celle de la proposition 3.2.5 en l’adaptant à ηRh

, en ne détaillant pas les étapes similaires,
et en conservant les notations.

L’opérateur T de l’EFIE vérifie une condition inf–sup discrète

|||Û − Ul|||div ≤
1

α
sup
v̂∈V̂

∣∣∣T (Û − Ul, v̂)
∣∣∣

|||v̂|||div
(6.6)

où on a toujours V̂ = RT0(T̂ ). On a également fait un abus de notation en utilisant T (., .)
pour la forme bilinéaire associée à l’opérateur EFIE. On va ré-utiliser la démarche de [58] pour
démontrer la fiabilité de ηRh

.
Pour v̂ ∈ RT0(T̂ ), on a la décomposition

v̂ = Ψ̂ +
−→rotΓα̂

4. De la même manière qu’elle converge en norme H−1/2(Γ) pour la proposition 3.2.3 !
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où Ψ̂ ∈ RT0(T̂ ) ∩H1/2(T̂ ) est la partie régulière de v̂, et α̂ ∈ P1(T̂ ) ∩H1/2(T̂ ). Ainsi,

|T (u− Ul, v̂)| =
∣∣∣T (u− Ul, Ψ̂ +

−→rotΓα̂− vl)
∣∣∣

où vl ∈ Vl. On introduit alors l’interpolateur de Clément I lcl : V̂ → Vl tel que défini dans
([58], Définition 2.9). On pose encore I lL l’interpolation de Lagrange P1 classique définie aux
nœuds de Tl. On peut alors prendre

vl = I lclΨ̂ +
−→rotΓ(I lLα̂).

Par conséquent,

|T (u− Ul, v̂)| ≤
∣∣∣T (u− Ul, Ψ̂− I lclΨ̂)

∣∣∣+
∣∣∣T (u− Ul,−→rotΓ(α̂− I lLα̂)

∣∣∣
On fait alors trois remarques,

1. par définition de l’interpolation I lcl et considérant que Ψ̂ ∈ RT0(T̂ ), on a supp(Ψ̂ −
I lclΨ̂) = Tl\T̂ et (Ψ̂−I lclΨ̂) ·na = 0 sur ∂(Tl\T̂ ) avec na la normale sortante aux arêtes a
des triangles. En effet, sur tous les éléments non-raffinés, l’interpolateur I lcl correspond
à l’identité. Il n’est donc différent de 0 que sur les triangles qui ont été raffinés !

2. on a supp(α̂ − I lLα̂) = R(Tl\T̂ ), où R(Tl\T̂ ) désigne le voisinage direct de la partie de
Tl qui est raffinée, et α̂ − I lLα̂ = 0 sur ∂R(Tl\T̂ ). Cela se justifie de la même manière
que pour la remarque 1., sauf qu’il faut prendre en compte le fait qu’on interpole des
fonctions P1(T̂ ) donc le support est un peu plus large que Tl\T̂ .

On a donc, en revenant à l’opérateur T , en utilisant une intégration par parties et les remarques
1. et 2.,

|T (u− Ul, v̂)| ≤
∣∣∣∣(T (u− Ul), Ψ̂− I lclΨ̂

)
0,Tl\T̂

∣∣∣∣+
∣∣∣(rotΓT (u− Ul), α̂− I lLα̂

)
0,R(Tl\T̂ )

∣∣∣ .
En utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz,

|T (u− Ul, v̂)| ≤ ‖h1/2
l T (u− Ul)‖0,Tl\T̂ ‖h

−1/2
l (Ψ̂− I lclΨ̂)‖0,Tl\T̂ + . . .

. . . ‖h1/2
l rotΓ T (u− Ul)‖0,R(Tl\T̂ ) ‖h

−1/2
l (α̂− I lLα̂)‖0,R(Tl\T̂ ) .

En utilisant ([58],Proposition 2.17), on a

‖h−1/2
l (Ψ̂− I lclΨ̂)‖0,Tl\T̂ . ‖Ψ̂‖1/2.

En utilisant un résultat standard pour l’interpolation de Lagrange, on a

‖h−1/2
l (α̂− I lLα̂)‖0,R(Tl\T̂ ) . ‖α̂‖1/2.

On a encore, d’après ([58],Lemme 4.1),

‖Ψ̂‖1/2 + ‖α̂‖1/2 ≤ ‖v̂‖−1/2,div.

Par conséquent,

|T (u− Ul, v̂)| .
(
‖h1/2

l T (u− Ul)‖0,R(Tl\T̂ ) + ‖h1/2
l rotΓ T (u− Ul)‖0,R(Tl\T̂ )

)
‖v̂‖−1/2,div.
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En particulier,

sup
v̂∈V̂

|T (u− Ul, v̂)|
‖v̂‖−1/2,div

. ‖h1/2
l T (u− Ul)‖0,R(Tl\T̂ ) + ‖h1/2

l rotΓ T (u− Ul)‖0,R(Tl\T̂ ).

En utilisant une inégalité d’Young et la condition inf–sup (6.6), on obtient finalement

|||u− Ul|||2div .
∑

τ∈R(Tl\T̂ )

η2
Rh,τ

ce qui est le résultat attendu.

On peut alors énoncer un théorème très similaire au théorème 3.2.5 établi en acoustique.

Théorème 6.2.2 (Convergence quasi-optimale pour ηRh
). On suppose que l’algorithme de

raffinement produit une suite de maillages (Tl)l∈N0. Avec les propositions 6.2.1–6.2.4, il
existe un rang l0 ∈ N0 tel que pour l ≥ l0, l’algorithme de raffinement auto-adaptatif guidé
par l’indicateur résidu pondéré, utilisant le critère de marquage de Dörfler et la technique de
raffinement newest vertex bisection converge quasi-optimalement par rapport à l’indicateur ηRh

pour l’équation intégrale associée à l’opérateur T de l’EFIE (voir (2.55)).

Démonstration. L’indicateur ηRh
est fiable et vérifie les quatre axiomes de l’adaptivité.

6.2.3 Application numérique pour l’indicateur résidu EFIE

On présente maintenant quelques résultats numériques de convergence pour l’indicateur de
Nochetto & Stamm. On se limite à kw = 5 car on remarque sur la Figure 6.3 que le caractère
sous-optimal du raffinement uniforme apparaît plus tard. On choisit également θd = 0.25. C’est
plus fin que pour l’indicateur par reconstruction introduit précédemment mais on n’a pas réussi
à obtenir quelque chose de vraiment probant pour θd = 0.5. On rappelle par ailleurs que rien
ne garantit une convergence optimale lorsque θd est grand (voir la section 3.2.2 et les preuves
de convergence optimale).

On sélectionne trois géométries pour l’application numérique. La première est évidemment
la sphère qui permet de vérifier la convergence optimale en raffinement uniforme. On s’intéresse
ensuite à un cube de côté a = 1. On termine avec le bateau.

Sphère R = 1

On effectue un raffinement uniforme sur quatre itérations. La courbes de convergence est
sur la Figure 6.4. On observe que le taux de convergence uniforme s’établit immédiatement
en O(N−0.75

elem ) ce qui correspond à l’estimation a priori (6.1).

Cube de côté a = 1

On effectue d’abord un raffinement uniforme puis un raffinement auto-adaptatif. Les courbes
de convergence sont représentées sur la Figure 6.5.

On constate que la convergence uniforme est immédiatement sous-optimale. Le taux pour
la dernière itération est en O(N−0.33

elem ).
En utilisant un algorithme de raffinement auto-adaptatif, on remarque que la valeur de

l’indicateur est initialement plus élevée par rapport au raffinement uniforme. Néanmoins, le
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Figure 6.4 – Convergence uniforme de l’indicateur ηRh
sur la sphère de rayon R = 1, kw = 5,

EFIE.
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Figure 6.5 – Convergence de l’indicateur ηRh
sur le cube de côté a = 1, kw = 5, θd = 0.25,

EFIE.
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taux de convergence augmente progressivement pour atteindre O(N−0.53
elem ) à la dernière itéra-

tion. L’indicateur ηRh
guide donc quasi-optimalement l’algorithme auto-adaptatif bien qu’on

ne retrouve pas le taux maximum. De plus, il est possible que le taux de convergence augmente
encore un peu si on effectue quelques itérations supplémentaires.

Sur la Figure 6.6, on donne un détail du raffinement sur une arête du cube. Comme
attendu, l’indicateur focalise sur les arêtes.

Figure 6.6 – Détails du raffinement sur une arête du cube, guidage par ηRh
, kw = 5.

Bateau

On conclut les simulations sur le bateau. Les courbes de convergence sont sur la Figure
6.7.

Le raffinement uniforme est clairement sous-optimal. Le taux à la dernière itération est en
O(N−0.31

elem ).
En utilisant du raffinement auto-adaptatif, la valeur de l’indicateur est tout le temps plus

faible qu’en raffinement uniforme. De plus, le taux de convergence augmente progressivement
pour atteindre O(N−0.55

elem ) à la dernière itération, sans rejoindre le maximum possible 5. On en
conclut que l’indicateur ηRh

guide encore une fois quasi-optimalement l’algorithme de raffine-
ment auto-adaptatif.

6.2.4 Conclusion sur l’indicateur résidu pour l’EFIE

Dans cette partie, on a présenté "l’indicateur résidu pondéré" introduit par Nochetto &
Stamm. Cet indicateur se présente, comme pour l’indicateur ηrh associé à l’équation Skw , sous
la forme d’une norme Hrot du résidu pondéré par une taille de maille locale.

C’est un indicateur dont le principe s’exprime simplement. La difficulté principale est le
calcul du résidu qui a de plus la propriété d’être singulier sur les arêtes et les nœuds des
triangles du maillage. En supposant que le résidu puisse être calculé simplement, l’indicateur
se calcule très facilement.

On a également montré qu’à l’instar de l’acoustique, l’indicateur ηRh
converge (théorique-

ment) quasi-optimalement ; si de plus on suppose son efficacité forte, la convergence est opti-
male. Il peut donc être utilisé pour le guidage d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif.

5. On est de toute façon bloqué par l’isotropie du raffinement.
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Figure 6.7 – Convergence de l’indicateur ηRh
sur le bateau, kw = 5, θd = 0.25, EFIE.

Les applications numériques sur des géométries simples, comme un cube ou un bateau,
confirment la capacité de ηRh

à guider optimalement le raffinement auto-adaptatif. Similaire-
ment à l’acoustique, on ne retrouve jamais le taux de convergence maximal en O(N−0.75

elem ) mais
l’amélioration du taux de convergence est sensible.

Comme en acoustique, ça en fait donc un indicateur d’erreur de choix pour le guidage d’un
algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Dans la partie suivante, on présente d’autres indicateurs basés sur le calcul du résidu. Ils
reprennent le principe de l’indicateur Λ introduit au chapitre 4.

6.3 Indicateur Λ pour l’EFIE

On a présenté précédemment deux indicateurs basés sur le résidu. On a vérifié numérique-
ment qu’ils permettent de guider un algorithme de raffinement auto-adaptatif.

Dans cette partie, on étend le principe de l’indicateur ηΛ introduit au chapitre 4 à l’EFIE.
On rencontre ainsi deux difficultés majeures :

— les inconnues ne sont plus scalaires mais vectorielles,
— les espaces d’approximation ne sont plus les espaces d’approximation "simples" rencon-

trés en acoustique
ce qui fait qu’il n’est pas aisé d’appliquer "directement" un opérateur de régularisation au
résidu Rh puisque Rh ∈ H−1/2

rot (Γ). Néanmoins, on souhaiterait toujours pouvoir l’exprimer en
norme L2(Γ). On propose deux approches.

La première consiste à passer par une décomposition de Helmholtz–Hodge du résidu pour en
récupérer deux potentiels ϕ et ψ, appliquer à chacun un opérateur Λ∓ bien choisi, puis calculer
le champ vectoriel associé.
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La seconde approche utilise la définition de l’espace H−1/2
rot (Γ) et une localisation de norme

très similaire à ce qui a été fait au chapitre 4 !

Remarque 6.3.1 (Sur les applications numériques). Pour les applications numériques relatives
aux indicateurs Λ pour l’EFIE introduits ci-après, il n’a pas été aisé d’obtenir des résultats
numériques et les taux de convergence ne rejoignent pas ceux des indicateurs introduits dans les
parties 6.1 et 6.2. On reconnaît une possible faiblesse quant à l’implémentation des indicateurs.
On présente donc, en plus de la sphère, des simulations sur des exemples choisis.

Néanmoins, on constate quand même une amélioration par rapport à l’uniforme.

6.3.1 ηEFIE,1Λ basé sur une décomposition de Helmholtz du résidu

On présente ici une première approche pour la construction d’un opérateur ηEFIEΛ . On aime-
rait pouvoir calculer quelque chose de la forme

ηEFIEΛ = ‖ΛRh‖0

avec Λ : H
−1/2
rot (Γ) → L2(Γ) (on rappelle que Rh ∈ H

−1/2
rot (Γ)) un isomorphisme, si possible

sur surface lipschitzienne, ce qui en ferait un indicateur fiable, efficace et local. Comme évoqué
en introduction, les deux difficultés principales sont le caractère vectoriel de Rh et l’espace
d’approximation H−1/2

rot .
Une façon de revenir à des choses plus "classiques" est d’utiliser une 6 décomposition de

Helmholtz–Hodge [10] du résidu Rh et des courants Jh dont on présente le principe ci-dessous.

Pour la construction de Λ 7, on va supposer que Γ est fermée afin de s’affranchir de la
manipulation des termes de bord dans la décomposition, et de plus régulière pour pouvoir
utiliser le calcul pseudo-différentiel.

On commence par effectuer la décomposition de Helmholtz de eh = J− Jh dans H−1/2
div

J = ∇Γϕe + n×∇Γψe (6.7)

où ϕe ∈ H3/2(Γ) et ψe ∈ H1/2(Γ) 8 sont deux potentiels scalaires. Les deux termes de la
décomposition sont orthogonaux par rapport au produit scalaire usuel dans R2.

On introduit encore un opérateur "poubelle" Υ−1
i , i = 1, 2, . . . dans lequel on va placer

tous les opérateurs générant des termes d’ordre élevé lorsque l’erreur converge : des opérateurs
régularisant d’au moins un ordre par rapport au reste, ou bien des opérateurs compacts.
C’est notamment le cas du commutateur de deux opérateurs A et B défini comme

[A,B] = AB − BA

qui est d’ordre −1 au moins ! L’utilisation de Υ−1
i permet uniquement d’alléger les notations et

de mettre en évidence les termes d’ordre élevé en convergence !

En appliquent l’opérateur EFIE à l’erreur eh = J− Jh, on a

Rh = Skw(∇Γϕe) + Skw(n×∇Γψe) +
1

k2
w
∇Γ(Skw∆Γϕe),

= ∇Γ(Skwϕe +
1

k2
w
Skw(∆Γϕe)) + n×∇Γ(Skwψe) + Υ−1

1

6. Les potentiels sont calculés à une constante additive près. . .
7. et comme en acoustique. . .
8. En général, H3/2(Γ) n’est pas défini comme la trace de H2(Ω), lemme 3.6 dans [26] ! Dans notre cas, Γ

est supposée C∞ donc il n’y a pas de problèmes.
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en commutant ∇Γ et Skw .
En regroupant les termes,

Rh = ∇Γ

(
Skw

(
I +

∆Γ

k2
w

)
ϕe

)
+ n×∇Γ(Skwψe) + Υ−1

2 .

En utilisant le symbole principal et ([27],p. 54),

Skw
(
I +

∆Γ

k2
w

)
= − 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)1/2

+ Υ−1
3

On a finalement

Rh = − 1

2ikw
∇kw

((
I +

∆Γ

k2
w

)1/2

ϕe

)
− 1

2ikw
n×∇Γ

((
I +

∆Γ

k2
w

)−1/2

ψe

)
+ Υ−1

4 . (6.8)

Parallèlement, on a la décomposition du résidu Rh dans H−1/2
rot telle que

Rh = ∇ΓϕR + n×∇ΓψR (6.9)

avec ϕR ∈ H1/2(Γ) et ψR ∈ H3/2(Γ). En identifiant (6.8) et (6.9), on a

ϕR = − 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)1/2

ϕe + h.o.t. ψR = − 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)−1/2

ψe + h.o.t.

L’idée pour l’indicateur Λ est alors la suivante : on définit l’indicateur ηEFIEΛ comme l’appli-
cation de deux opérateurs Λ∓ aux potentiels de Helmholtz du résidu de telle sorte que

ΛEFIE,1Rh = ∇Γ(Λ−ϕR) + n×∇Γ(Λ+ψR) . (6.10)

On pose alors

ηEFIEΛ =

√∑
τ∈Th
‖ΛEFIERh‖2

0,τ . (6.11)

C’est la forme "classique" de l’indicateur ηΛ tel qu’introduit en acoustique. L’équation (6.8)
suggère de choisir

Λ∓ =
√

2kw

(
I − ∆Γ

k2
w

)∓1/4

. (6.12)

De plus,

Λ+ : H3/2(Γ)→ H1(Γ) et Λ− : H1/2(Γ)→ H1(Γ).

Remarque 6.3.2. Les opérateurs Λ∓ sont très similaires aux opérateurs Λ introduits en acous-
tique. Ce sont des isomorphismes !
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Que peut-on dire sur l’injectivité de Λ∓ ?

L’opérateur Λ∓ est bien un isomorphisme (voir 4.3). On a

∇Γ(Λ−ϕR) = 0 ⇒ Λ−ϕR = C1 (une constante).

Similairement, on a Λ+ψR = C2. En utilisant la construction de Λ∓ comme puissance d’un opé-
rateur différentiel classique, et notamment le fait que les sous-espaces propres sont identiques,
la seule possibilité et que ϕR = C3 et ψR = C4. Par conséquent, Rh = 0. L’opérateur ΛEFIE est
injectif.

La surjectivité est une conséquence de celle des opérateur Λ∓. En conclusion,

Théorème 6.3.1. L’indicateur ηEFIE,1Λ tel qu’introduit à l’équation (6.11) est fiable, efficace
et local.

Démonstration. L’opérateur ΛEFIE est injectif et surjectif. C’est un isomorphisme et on peut
appliquer le Théorème 4.1.1.

Caractère "asymptotiquement exact"

Le caractère asymptotiquement exact (en norme ‖ . ‖0) de ηEFIE,1Λ ne se déduit pas directe-
ment de la construction. Idéalement, on souhaite écrire quelque chose de la forme

‖ΛEFIERh‖0 = |||eh|||div + termes d’ordre élevé.

On suppose que la surface Γ est de classe 9 C∞ ! Avant tout calcul, on fait quelques
remarques sur le caractère sur le symbole principal homogène des opérateurs qui entrent en jeu.
On adopte la notation simplifiée σ0. On a

σ0(S0) =
1

2|ξ| ,

σ0

((
I +

∆Γ

k2
w

)−1/2
)

=
kw
i|ξ| ,

σ0

(
− 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)−1/2
)

=
1

2|ξ| ,

σ0

((
I +

∆Γ

k2
w

)1/2
)

=
i|ξ|
kw

,

σ0

(
− 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)1/2
)

= − |ξ|
2k2

w
.

Pour les candidats Λ±, on a encore

σ0(Λ−) =
√

2|ξ|,

σ0(Λ+) =

√
2kw√
|ξ|

.

Par conséquent,

σ0

(
(Λ+)?

(
− 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)−1/2
)

Λ+

)
= 1,

σ0

(
(Λ−)?

(
− 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)1/2
)

Λ−
)

= −1.

9. On utilise à nouveau des techniques d’analyse microlocale.
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Revenons à la définition de ‖ΛRh‖2
0. On a

‖ΛRh‖2
0 = ‖n×∇ΓΛ+ψR‖2

0 + ‖∇ΓΛ−ϕR‖2
0.

On traite premièrement le terme ‖n × ∇ΓΛ+ψR‖2
0. Par soucis de simplification des notations,

on pose

Akw = − 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)−1/2

.

Il vient

‖n×∇ΓΛ+ψR‖2
0 =

(
n×∇ΓΛ+Akwψe,n×∇ΓΛ+Akwψe

)
0
,

= −〈(Λ+)?∆ΓΛ+Akwψe,Akwψe〉,
= −〈∆Γ(Λ+)?Λ+Akwψe,Akwψe〉,
= −〈∆Γψe,Akwψe〉+ ordre élevé 10,

= 〈n×∇Γψe,n×∇ΓAkwψe〉+ ordre élevé,
= 〈n×∇Γψe,S0(n×∇Γψe)〉+ ordre élevé,
= |||n×∇Γψe|||2 + ordre élevé.

On pose maintenant, toujours pour simplifier les notations,

Bkw = − 1

2ikw

(
I +

∆Γ

k2
w

)1/2

.

On a alors

‖∇ΓΛ−ϕR‖2
0 =

(
∇ΓΛ−Bkwϕe,∇ΓΛ−Bkwϕe

)
0
,

= −〈∆Γ(Λ−)?Λ−Bkwϕe,Bkwϕe〉,
= 〈∆Γϕe,Bkwϕe〉+ ordre élevé,

= 〈∆Γϕe,S0

(
I +

∆Γ

k2
w

)
ϕe〉+ ordre élevé,

= 〈∆Γϕe,S0ϕe〉+ 〈∆Γϕe,S0
∆Γ

k2
w
ϕe〉+ ordre élevé

= −|||∇Γϕe|||2 +
1

k2
w
|||divΓ∇Γϕe|||2 + ordre élevé.

En regroupant les termes, on obtient

‖ΛRh‖2
0 = |||n×∇Γψe|||2 − |||∇Γϕe|||2 +

1

k2
w
|||divΓ∇Γϕe|||2 + ordre élevé.

Pour conclure il suffit de remarquer que |||∇Γϕe|||2 est un terme d’ordre élevé par rapport à
|||eh|||2div. On peut donc changer −|||∇Γϕe|||2 en +|||∇Γϕe|||2 ce qui permet de conclure

‖ΛRh‖2
0 = |||eh|||2div + ordre élevé . (6.13)

10. Par rapport à la norme |||eh|||div. Voir (6.13).
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En effet, en étudiant le comportement de
〈S0∇Γϕe,∇Γϕe〉
|||eh|||div

, on a

〈S0∇Γϕe,∇Γϕe〉
|||eh|||div

= 〈S0
∇Γϕe
|||eh|||div

,∇Γϕe〉,

≤
∥∥∥∥S0
∇Γϕe
|||eh|||div

∥∥∥∥
1/2

|||eh|||div.

On sait que
eh

|||eh|||div
−−−→
faible

0 dans H−1/2
div (Γ) 11.

On en déduit que
∇Γϕe
|||eh|||div

−−−→
faible

0 dans H1/2
t (Γ).

De plus, on sait que S0 est un opérateur d’ordre −1 donc S0
∇Γϕe
|||eh|||div

∈ H
3/2
t (Γ), or H3/2

t (Γ)

s’injecte de façon compacte dans H1/2
t (Γ) donc on a convergence forte de S0

∇Γϕe
|||eh|||div

−→ 0 dans

H
1/2
t (Γ).

Remarque 6.3.3. En utilisant les mêmes techniques, on peut montrer que les termes croisés

〈S0∇Γϕe,n×∇Γψe〉 et 〈ϕe,S0∇Γ(n×∇Γψe)〉
sont également d’ordre élevé par rapport à |||eh|||2div.

C’est cela qui nous permet d’écrire en (6.13) que

|||eh|||2div = |||∇Γϕe|||2 + |||n×∇Γψe|||2 + ordre élevé.

D’après l’équation (6.13), l’indicateur ηEFIE,1Λ définit à l’équation (6.11) est asymptoti-
quement exact par rapport à |||eh|||div lorsque Γ est une surface régulière.

Remarques sur la construction de ηEFIE,1Λ

La construction de l’indicateur introduit en (6.11) peut poser quelques problèmes. En effet,
il va falloir calculer les deux potentiels ϕR et ψR de manière approchée (typiquement les projeter
sur un espace polynomial Pp(Th)) pour pouvoir appliquer les opérateurs Λ∓. On présente une
manière de faire pour le potentiel ϕR. La procédure pour ψR s’en déduit très facilement.

On applique l’opérateur de divergence au résidu. Ainsi,

divΓRh = ∆ΓϕR.

On teste par un v ∈ Pp(Th) puis on intègre l’ensemble par parties 12∫
Γ

∇Γv ·Rh dγy =

∫
Γ

∇Γv · ∇ΓϕR dγy.

Le problème variationnel ci-dessus est bien connu et évidemment mal posé. Il suffit alors de fixer
la valeur d’un seul des degrés de liberté pour l’approximation de ϕR pour le rendre inversible 13.

Le reste de la procédure pour le calcul de l’indicateur est similaire à ce qui a été fait en
acoustique.

11. Voir démonstration de la quasi–orthogonalité 6.2.3.
12. La surface est supposée fermée, donc il n’y a pas de terme de bord.
13. Cela fixe du même coup la partie constante de ϕR
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Application numérique

On propose ici une application numérique pour l’indicateur ηEFIE,1Λ . Avant toute chose, on
précise qu’on n’a pas été capable de l’utiliser avec succès pour le guidage d’un
algorithme de raffinement auto-adaptatif. De plus, on n’a pas pu vérifier le caractère
"asymptotiquement exact" prévu théoriquement ; Les simulations qu’on présente sont donc les
suivantes :

— une sphère de rayon R = 1 avec raffinement uniforme pour vérifier qu’on retrouve bien
l’estimation a priori,

— une plaque trouée (qu’on retrouve en partie 6.4) pour laquelle l’algorithme est guidé par
ηRh

introduit en 6.2 ou bien par ηρ introduit dans la partie suivante 6.4.
On choisit le nombre d’onde kw = 5. Le paramètre de raffinement utilisé pour la plaque est

θd = 0.25.

La courbe de convergence pour la sphère est donnée sur la Figure 6.8. Le taux de conver-
gence asymptotique est atteint immédiatement et s’établit conformément à l’estimation a priori
(6.1) en O(N−0.75

elem ).
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Figure 6.8 – Convergence de l’indicateur ηEFIE,1Λ , sphère R = 1, kw = 5, EFIE.

Les courbes de convergence pour la plaque trouée sont données sur la Figure 6.9.
La convergence uniforme apparaît sous-optimale par rapport à la convergence obtenue avec

raffinement auto-adaptatif. Pour la dernière itération, le taux correspond à O(N−0.28
elem ). En

raffinement auto-adaptatif, ηEFIE,1Λ semble converger à des taux similaires qu’on utilise ηRh
ou

bien ηρ pour le guidage. En faisant une moyenne sur les huit dernières itérations, on trouve
O(N−0.45

elem ) pour un guidage avec ηρ et O(N−0.49
elem ) pour un guidage avec ηRh

.
Par conséquent, il semble que les indicateur ηρ et ηRh

guident optimalement l’algorithme
auto-adaptatif pour ηEFIE,1Λ . Malgré l’absence de résultats probants en guidage, on pourrait se
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Figure 6.9 – Convergence de l’indicateur ηEFIE,1Λ avec guidage par ηRh
et ηρ, plaque trouée,

kw = 5, EFIE.

servir de l’indicateur ηEFIE,1Λ pour la mesure de l’erreur (ou comme critère d’arrêt pour une
méthode de raffinement auto-adaptative).

6.3.2 ηEFIE,2Λ basé sur une autre localisation de la norme H−1/2
rot

On a introduit dans la partie précédente 6.3.1 un premier indicateur basé sur le concept d’un
opérateur de localisation Λ pour l’EFIE. Si il n’est pas compliqué à mettre en œuvre, hormis le
calcul du résidu, il nécessite de passer par des approximations des potentiels de Helmholtz qu’il
faudra prendre d’ordre suffisamment élevé pour que l’opération inverse de calcul du champ à
partir des potentiels soit suffisamment précise lorsqu’il a une structure complexe.

On cherche donc une manière de localiser la norme du résidu en limitant grandement les
approximations. On peut en fait procéder de la même manière qu’en acoustique.

Pour cette partie, on suppose que Γ peut être ouverte. On revient premièrement à la

définition de la norme ‖ .‖−1/2,rot. On a l’équivalence

v ∈ H−1/2
rot (Γ)⇐⇒ ‖v‖−1/2 <∞ et ‖rotΓv‖−1/2 <∞.

Il suffit maintenant de revenir à la définition d’une norme équivalent dans H−1/2
rot (Γ). Pour tout

v ∈ H−1/2
rot (Γ), on pose

‖v‖2
−1/2,rot = ‖v‖2

−1/2 +
1

k2
w
‖rotΓv‖2

−1/2. (6.14)

On pose maintenant v = {vx, vy, vz} et on définit une norme de mesure du résidu (comme en

Chapitre 6 Marc Bakry 173



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

acoustique)

‖v‖2
−1/2 =

∫
Γ

∫
Γ

v(x) · v(y)

4π|x− y| dγy dγx (6.15)

i.e. la norme ||| . ||| dans H−1/2(Γ) classique. On peut réécrire l’égalité ci-dessus comme

‖v‖2
−1/2,rot = |||vx|||2 + |||vy|||2 + |||vz|||2 +

1

k2
w
|||rotΓv|||2 . (6.16)

On définit l’opérateur

ΛEFIE =
√

2 (I −∆Γ)−1/4 . (6.17)

On a le théorème suivant.

Théorème 6.3.2 (Indicateur ΛEFIE – Version 2). Soit ΛEFIE tel que définit en (6.17), l’indi-
cateur d’erreur a posteriori définit par

ηEFIE,2Λ = ‖ΛRh‖rot, (6.18)

(ηEFIE,2Λ,τ )2 =
∑
τ∈Th
‖ΛRh‖2

rot,τ (6.19)

avec

‖ΛRh‖2
rot,τ = . . .

. . . ‖ΛEFIERh,x‖2
0,τ + ‖ΛEFIERh,y‖2

0,τ + ‖ΛEFIERh,z‖2
0,τ +

1

k2
w
‖ΛEFIErotΓRh‖2

0,τ (6.20)

est fiable, efficace et local.

Démonstration. La preuve est immédiate : ΛEFIE tel qu’introduit en (6.17) est un isomorphisme
donc on a toujours |||v||| ∼ ‖ΛEFIEv‖0.

Remarques diverses sur l’indicateur ηEFIE,2Λ

Au contraire de l’indicateur introduit en 6.3.1, l’indicateur d’erreur proposé ici s’exprime
très simplement et ne nécessite la manipulation que d’un unique opérateur ΛEFIE !

Sous réserve d’avoir à disposition un outil permettant de récupérer les valeurs de Rh et
rotΓRh, il est aussi simple à mettre en œuvre qu’en acoustique.

Enfin, la seule approximation ici va être la projection sur un espace polynomial des compo-
santes Rh,x, Rhy , Rh,z et de rotΓRh. On y gagne donc par rapport à l’autre indicateur ηEFIE,1Λ .
Néanmoins, on est asymptotiquement exact par rapport à la norme du résidu !

Quid du caractère "asymptotiquement exact" ?

On ne peut a priori rien dire sur le caractère asymptotiquement exact. En effet, la méthode
de construction qu’on utilise en acoustique repose sur le fait qu’on se sert de la partie coercive
A0 de l’opérateur Akw inversé (voir la partie 4.1.2) pour construire l’opérateur de localisation.
On définit ainsi l’opérateur de localisation Λ ≈ A−1/2

0 et on remarque alors qu’on construit un
indicateur exact à des termes d’ordre élevé près.

En EFIE, ça ne "fonctionne pas dans le bon sens". En effet, on ne calcule pas |||eh||| mais
|||Rh|||. En prenant, ΛEFIE ≡ ΛN0 , la localisation a un sens, et on a encore

‖ΛEFIERh‖0,rot = ‖Rh‖−1/2,rot + termes d’ordre élevé,

mais il manque le lien entre ‖Rh‖−1/2,rot et ‖eh‖−1/2,div.
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Application numérique

On présente ici une courte application numérique pour l’indicateur ηEFIE,2Λ sous la forme
n’utilisant pas de décomposition de Helmholtz. On choisit encore kw = 5 et θd = 0.25. La
première géométrie est encore la sphère. On présente ensuite un résultat de convergence sur le
cube.

La courbe de convergence pour la sphère est présentée sur la Figure 6.10. On retrouve
bien l’estimation maximale a priori (6.1).
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Figure 6.10 – Convergence de l’indicateur ηEFIE,2Λ , sphère R = 1, kw = 5, EFIE.

Les courbes de convergence pour le cube sont représentées sur la Figure 6.11.
On observe que le raffinement uniforme n’est pas optimal. Le taux de convergence pour

la dernière itération est en O(N−0.27
elem ). En utilisant le raffinement auto-adaptatif, on observe

initialement le même phénomène que pour l’indicateur résidu sur le cube : la valeur de l’indi-
cateur est plus élevée qu’en raffinement uniforme. Le taux de convergence adaptatif augmente
progressivement sans garantie qu’il rejoigne le taux maximum. L’erreur devient plus faible qu’en
raffinement uniforme. A la dernière itération, le taux de convergence est en O(N−0.47

elem ). C’est
moins élevé que pour l’indicateur résidu. Il est possible que cette différence résulte de l’approxi-
mation utilisée pour le calcul de l’indicateur : on commence par effectuer une projection P2 de
chacune des composantes du résidu puis de son rotationnel, puis on leur applique l’opérateur
Λ. Le problème numérique vient probablement de la projection P2 qui n’est peut-être pas assez
riche.

Les résultats avec ce second indicateur Λ pour l’EFIE semblent prometteurs du point de
vue du guidage d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif.
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Figure 6.11 – Convergence de l’indicateur ηEFIE,2Λ , cube a = 1, kw = 5, θd = 0.25, EFIE.

6.3.3 Conclusion sur l’indicateur Λ pour l’EFIE

Dans cette section, on a introduit deux manières différentes de construire un indicateur ηΛ

pour l’EFIE, chacune ayant ses avantages et ses inconvénients.

La première est basée sur une décomposition de Helmholtz du résidu. Appliquer un opéra-
teur ΛEFIE au résidu revient alors à appliquer deux opérateurs Λ± aux potentiels de Helmholtz.
On peut alors montrer que cet indicateur d’erreur est fiable, efficace. On montre de plus, théo-
riquement, qu’il est asymptotiquement exact. On ne l’a cependant pas généralisé aux surfaces
ouvertes. Les résultats numériques ne sont pas complètement satisfaisant. En effet, on n’a pas
été capable de l’utiliser pour guider correctement un algorithme de raffinement auto-adaptatif.
On constate néanmoins qu’il se comporte correctement lorsqu’il est utilisé pour mesurer l’erreur
et qu’un autre indicateur sert pour le guidage.

La seconde manière est basée sur les localisations classiques de normes du chapitre 4. Il
suffit de décomposer la norme H−1/2

rot du résidu selon ses composantes. On se rend compte
qu’il suffit d’appliquer un isomorphisme régularisant d’ordre −1/2 pour l’exprimer en norme
Hrot classique. Cependant, on n’a pas a priori de propriété d’exactitude asymptotique pour
l’erreur mais on est asymptotiquement exact par rapport à la norme du résidu. Par contre, il
se généralise aux surfaces ouvertes même si cela n’a pas été vérifié numériquement.

On a vérifié pour chacune des deux formes qu’ils permettent le guidage d’un algorithme
auto-adaptatif. Les résultats ne sont pas aussi positifs que pour les deux autres indicateurs
introduits en 6.1 et 6.2 mais restent très prometteurs. Il faut vraisemblablement travailler sur
la qualité de l’approximation numérique, soit des potentiels, soit des projections.

Quoiqu’il en soit, les deux indicateurs introduits ici sont les premiers indicateurs fiables et
efficaces (sans termes d’oscillation) pour l’EFIE.
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6.4 Indicateur basé sur le calcul des charges
On a présenté précédemment deux indicateurs a posteriori pour l’EFIE en 6.2 et 6.3 qui

sont basés sur une localisation de la norme du résidu. Ils nécessitent tous les deux le calcul du
résidu, mais le premier n’en demande que la norme Hrot pondérée et est fiable, alors que ηEFIEΛ

est un peu plus coûteux mais est, en plus, efficace.
Dans cette partie, on propose un indicateur incomplet et "construit avec les mains". On ne

propose pas de justification rigoureuse de sa construction, ni de ses propriétés.
Il est basé sur un constat fait lors du calcul explicite de l’indicateur ηRh

introduit en 6.2
dont on extrait un terme permettant de contrôler aisément et à faible coût l’erreur sur la charge

ρ =
divΓ J

ikw
. On pose donc

eρ =
divΓ J− divΓ Jh

ikw

cette erreur.
Dans un premier temps, on construit un indicateur "à la main" permettant d’estimer eρ et

on lui donne un sens en norme L2 pondérée.
Dans un second temps, on donne un exemple illustratif de convergence.

6.4.1 Construction d’un indicateur mesurant l’erreur sur les charges

On construit maintenant l’indicateur basé sur les charges. Pour cela, on utilise la localisation
de Nochetto & Stamm présentée en 6.2. On s’intéresse plus particulièrement au calcul de ‖Rh‖2

0,τ

avec τ un élément du maillage Th.
Remarque 6.4.1. Dans tout le développement suivant, on suppose que Jh ∈ RT0(Th).

On peut décomposer Rh en

Rh = f −Treg
h −Tsing

h .

On peut alors poser

Rreg
h = f −Treg

h

une partie régulière du résidu. On a par ailleurs une partie singulière

Tsing
h =

∑
τ ′∈ωτ

γτ

(
1

ikw
∇Γ

∫
τ ′

ρh dγy
4π|x− y|

)
.

On rappelle que l’opérateur γτ s’exprime comme γτu = n × (u × n). En ne s’intéressant qu’à
la partie en ρh, il vient

γτ

(
1

ikw
∇Γ

∫
τ ′

dγy
4π|x− y|

)
ρτ ′ =

Ωτ ′(x)

4π
γτ ′nτ ′ +

∑
a′∈∂τ ′

γτνa′

∫
a′

dγy
4π|x− y|ρτ ′

où νa′ est la normale sortante à τ ′ dans le plan de τ ′ le long de l’arête a′. La partie avec l’angle
solide Ωτ ′ correspond à nouveau à un terme "régulier" et est regroupée avec Rreg

h .
Finalement, on a ∀x ∈ τ ,

Tsing
h (x) =

∑
a′∈∂τ

[[ρh]]a′ log(
δa′(x)

la′
)πτνa′ +

∑
S∈∂τ

δrS log(
|x− xS|

ls
) (6.21)

où on a posé
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— [[ρh]]a le saut de charge discrète ρh au passage de l’arête a,
— δa(x) la distance de x ∈ τ à l’arête a,
— la la longueur de l’arête a qui sert pour adimensionaliser et éviter au terme dans le log

de devenir trop petit,
— S les sommets de τ et xS leurs coordonnées,
— δrS une grandeur représentant la somme des sauts de charge au sommet S,
— et finalement ls une grandeur d’adimensionalisation.
En examinant le second terme dans (6.21), la singularité est a priori moins forte que pour

le premier terme, et est au pire du même ordre. On va maintenant chercher le comportement
en fonction de |τ | de ‖Tsing

h ‖2
0,τ . Il suffit donc de regarder comment se comporte

Iτ =

∫
τ

log2(
δa(x)

la
) dγx.

On insiste bien sur le fait qu’on recherche un comportement et non une forme exacte. On a
bien à l’esprit que des constantes multiplicatives apparaissent et qu’elles peuvent éventuellement
devenir très grandes.

On pose ha la hauteur du triangle par rapport à a (distance entre a et le sommet opposé).
On a une intégrale 2D à calculer. On se place dans le plan du triangle τ et on introduit un
repère orthonormal direct donc l’axe ex est porté par a′ et l’axe ez est la normale à τ . On pose
xa le projeté orthogonal du sommet opposé sur a′. Par construction, on a xa = (xa, 0). On
décompose alors Iτ en

Iτ =

∫ xa

0

∫ ha
xa
x

0

log2(
|y|
la

) dy dx+

∫ la

xa

∫ ha− ha
la−xa (x−xa)

0

log2(
|y|
la

) dy dx,

= |τ |
(

5

4
+

(
log(

ha
la

)− 3

2

)2
)
.

Autrement dit, en supposant que l’algorithme de raffinement préserve le caractère régulier de

la triangulation (ce qui est le cas du red–green),
ha
la
≈ C. Finalement,

‖Tsing
h ‖2

0,τ ∼ |τ | .

En utilisant la localisation de Nochetto & Stamm, on est en mesure de proposer un indicateur
d’erreur a posteriori sur les charges.

Proposition 6.4.1. On définit l’indicateur a posteriori local sur les charges

η2
ρ,τ = |τ |3/2

∑
a∈∂τ
|[[ρh]]a|2 . (6.22)

On précise bien qu’il ne s’agit pas d’un terme dominant puisque rien ne garantit que la
partie Treg

h laissée de côté ne converge pas au même taux. Néanmoins, ηρ permet bien de définir
un indicateur sur les charges.

On fait maintenant le lien entre la forme de la proposition 6.4.1 et une norme de [[eρ]]. On
suppose dans un premier temps que J est suffisamment régulier pour que [[ρ]] soit nul presque
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partout sur les arêtes. On fait ensuite le constat

η2
ρ,τ =

∑
a∈∂τ

|τ |3/2
la

∫
a

|[[ρh]]|2 da,

=
∑
a∈∂τ

|τ |3/2
la

∫
a

|[[eρ]]|2 da,

η2
ρ,τ ∼ |τ | ‖[[eρ]]‖2

0,∂τ .

L’indicateur ηρ est donc équivalent à une norme L2 pondérée des sauts d’erreurs sur la charge
sur les arêtes.

Cet indicateur présente quelques désavantages :
— on n’a aucune certitude quant à la fiabilité par rapport à l’erreur globale eh,
— il ne mesure pas toute l’erreur eJh mais seulement l’erreur sur les charges eρh.
On préfère plutôt insister sur son avantage principal : en comparaison avec l’indicateur de

Nochetto & Stamm (en partie 6.2.1) ou les indicateurs basés sur une localisation par un opéra-
teur Λ (en partie 6.3), l’indicateur ηρ introduit à la proposition 6.4.1 est particulièrement
simple et rapide à calculer.

En effet,
— il faut trouver les triangles voisins, ce qui peut se faire en un temps linéaire du nombre

d’éléments du maillage Th,
— il faut calculer la charge sur chaque triangle. C’est en fait une donnée du code puisqu’il

s’agit uniquement de calculer divJh qui est constante sur chaque τ ∈ Th quand l’espace
d’approximation est Vh = RT0(Th).

A contrario, les indicateurs basés sur le résidu nécessitent au minimum un produit matrice–
vecteur plein ce qui, en l’absence de méthode d’accélération comme une FMM, se fait en
O(N2

elem) opérations 14 !

6.4.2 Exemple numérique pour l’indicateur sur les charges

On propose ici un exemple d’application pour un guidage par l’indicateur sur les charges.
On se contente d’une simulation effectuée sur la plaque trouée déjà introduite en 6.2. La

source est un dipôle de nombre d’onde kw = 5 ou kw = 20 placé au centre du trou. On rappelle
que la taille de la plus grande arête pour le maillage est lmax = 0.41.

Les résultats de convergence pour l’indicateur ηρ sont donnés sur la Figure 6.12. Le para-
mètre de raffinement est choisi arbitrairement à θd = 0.25.

On s’intéresse premièrement au cas kw = 5. La discrétisation initiale est alors en
λ

3
ce qui est

trop faible. En raffinement uniforme, la première itération fait augmenter l’erreur. A l’itération
suivante, le taux de convergence est O(N−0.58

elem ). Ensuite, le taux de convergence décroit à chaque
itération pour atteindre la valeur O(N−0.47

elem ) à la dernière. Il est probable qu’en augmentant
encore le nombre de degrés de liberté, la taux continue de chuter.

L’utilisation d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif a deux avantages. Premièrement,
le taux de convergence se stabilise asymptotiquement en O(N−0.61

elem ) 15 ce qui est plus élevé que
le taux de convergence uniforme. Deuxièmement, la valeur de l’indicateur est beaucoup plus
faible en utilisant du raffinement auto-adaptatif. En effet, si on regarde le nombre d’éléments

14. Et au mieux en O(Nelem log(Nelem)) opérations. . .
15. On ne peut probablement pas espérer récupérer le taux maximum en O(N−0.75

elem ). Il faudrait pour cela
effectuer des raffinements anisotropes.
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Figure 6.12 – Convergence de ηρ sur la plaque trouée pour kw = 5 et kw = 20, θd = 0.25.

nécessaires pour obtenir ηρ = 1, il en faut ≈ 23800 en raffinement uniforme contre ≈ 1152, soit
plus de 10 fois moins !

On constate les mêmes phénomènes pour kw = 20 ce qui correspond à une discrétisation en
λ

0.75
. A la première itération en raffinement uniforme, l’erreur augmente avant de diminuer. Le

taux de convergence uniforme pour la dernière itération est O(N−0.45
elem ). En utilisant du raffine-

ment auto-adaptatif, la convergence est initialement chaotique alors que l’algorithme maille les
zones "critiques", puis le taux de convergence se stabilise asymptotiquement en O(N−0.64

elem ).

On présente sur les Figures 6.13 et 6.14 un détail du raffinement sur les arêtes du
trou de la plaque. On constate que l’indicateur concentre le raffinement dans le trou et plus
particulièrement ses arêtes. C’est un phénomène logique puisqu’il s’agit de l’endroit le plus
explosé au signal. Dans les zones plus occultées comme les faces du dessous et du dessus de la
plaque, en s’éloignant du trou, il est moins nécessaire de raffiner et on y trouve des mailles plus
grosses.

6.4.3 Conclusion sur l’indicateur ηρ
Dans cette section, on a introduit un indicateur d’erreur a posteriori pour l’EFIE basé sur

le calcul des sauts de charges entre un triangle τ et ses voisins pondéré par l’aire de τ . Cet
indicateur ne mesure pas l’erreur sur les courants dans sa globalité J mais donne une indication
sur la partie correspondant aux charges ρ.

Sa construction est basée sur des estimations de comportement en fonction de l’aire de
τ des différents termes composant le calcul de l’indicateur résidu introduit en 6.2. On a no-
tamment négligé de nombreux termes qui s’avèrent être compacts. De fait, la méthode de
construction n’est pas absolument rigoureuse. Cependant, on a pu vérifier numériquement qu’il
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Figure 6.13 – Détails du raffinement engendré sur la plaque troué par l’indicateur ηρ après 10
itérations pour θd = 0.25 et kw = 20.

Figure 6.14 – Détails du raffinement engendré sur la plaque troué par l’indicateur ηρ après 10
itérations pour θd = 0.25 et kw = 20.

permet d’améliorer la vitesse de convergence lorsqu’il est utilisé dans une boucle de raffinement
auto-adaptatif.

On insiste enfin sur le fait que cet indicateur est probablement le plus simple qui puisse être
implémenté puisqu’il ne nécessite ni calcul sur maillage raffiné (contrairement à celui introduit
en 6.1) ni assemblage supplémentaire (contrairement à celui introduit en 6.2) pour le calcul du
résidu. De plus la complexité de son calcul est linéaire !

En dépit du fait qu’il ne mesure pas toute l’erreur, il peut être un très bon candidat pour le
guidage d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif, couplé éventuellement à un indicateur
plus "rigoureux" qu’on estimerait sur un nombre moins fréquent d’itérations 16.

6.5 Conclusion sur les indicateurs d’erreur a posteriori
pour l’EFIE

Dans ce chapitre, on a proposé des indicateurs d’erreur a posteriori pour l’EFIE. On s’est
inspiré, pour leur construction, de ceux qu’on a pu rencontrer ou développer pour l’acoustique
aux chapitres 3 et 4.

On a donc proposé un indicateur basé sur une reconstruction d’espace pour lequel on a
montré qu’il guide efficacement un algorithme de raffinement auto-adaptatif. Son avantage
principal est la facilité d’implémentation, mais il nécessite d’effectuer une résolution sur un
maillage raffiné.

16. Une vérification numérique consiste à guider l’algorithme par ηρ et observer la convergence des autres
indicateurs. On renvoie à la Figure 6.9 pour un exemple.

Chapitre 6 Marc Bakry 181



Fiabilité des calculs obtenus par des formulations intégrales en propagation d’onde

On a ensuite présenté un indicateur déjà existant basé sur une localisation de la norme du
résidu. On a prouvé qu’il permet de guider quasi-optimalement un algorithme de raffinement
auto-adaptatif. Cela a été confirmé par des applications numériques. Il nécessite le calcul du
résidu pour lequel on peut mettre en place une méthode rapide (du type FMM). Une fois le
résidu calculé, le calcul de l’indicateur est direct. Ca en fait donc un indicateur de choix pour
le guidage.

Dans un troisième temps, on a étendu le principe de l’indicateur ηΛ introduit au chapitre 4
à l’EFIE. On a proposé deux manières d’aborder le problème. La première manière consiste à
utiliser une décomposition de Helmholtz du résidu. On applique ensuite deux opérateurs Λ+ et
Λ− à chacun des potentiels puis on calcule le champ vectoriel associé à ces nouveaux potentiels.
On a montré qu’en choisissant bien Λ±, l’indicateur d’erreur associé est asymptotiquement
exact. On n’a pas été capable d’utiliser l’indicateur pour le guidage d’un algorithme auto-
adaptatif, ni de vérifier son exactitude asymptotique. Néanmoins, il se comporte correctement
lorsqu’il est utilisé uniquement pour la "mesure" de l’erreur. On suppose donc qu’il s’agit d’un
problème numérique plus que théorique. La seconde manière consiste à localiser brutalement
la norme ||| . ‖rot du résidu avec l’opérateur ΛN0 . On obtient alors un indicateur d’erreur fiable,
efficace. On n’a cependant pas de caractère "exact" pour l’erreur, mais on l’a pour la norme
du résidu. On a montré que cet indicateur permet de guider un algorithme de raffinement
auto-adaptatif, mais on pense que la précision de l’approximation numérique peut encore être
améliorée. Il est par ailleurs simple à implémenter. Ces deux indicateurs correspondent aux
premiers indicateurs fiables et efficaces pour l’EFIE.

Enfin, on a introduit un indicateur dérivé de l’indicateur basé sur une localisation du résidu.
Il permet de mesurer une erreur sur les charges uniquement et est donc, en ce sens, "incomplet".
De plus, il n’est pas construit de manière rigoureuse. Néanmoins, on montre qu’il permet de
guider optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif. Cet indicateur est très simple
d’implémentation et très rapide à calculer (complexité linéaire !). En supposant que le premier
indicateur ηEFIE,1Λ restitue correctement l’erreur, l’indicateur sur les charges semble construire
un espace optimal pour la convergence en erreur. C’est potentiellement un candidat idéal pour
le guidage le guidage d’un algorithme auto-adaptatif tout en mesurant l’erreur avec un autre
indicateur (par exemple ηΛ).

Dans le chapitre suivant, on change de thématique pour s’intéresser à une erreur non plus
sur la solution de l’équation intégrale, mais à une erreur sur une cible calculée à partir de cette
solution : ce sont les problèmes goal-oriented.
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Chapitre 7

Construction d’un indicateur d’erreur
fiable et local pour des problèmes de type
goal-oriented

Au contraire des problèmes résolus précédemment où on s’intéressait à une erreur sur les
courants, on s’intéresse désormais au cas où l’erreur est mesurée sur une grandeur cible calculée
à partir des courants, par exemple le champ lointain. La plupart des indicateurs d’erreur goal-
oriented sont basés sur la résolution des problèmes primal et dual sur lesquels on effectue
une mesure "classique" de l’erreur au sens utilisé jusqu’à présent. Il faut ensuite combiner
les deux indications pour définir l’indicateur goal-oriented. Ce type d’indication pose toujours
le problème qu’il est impossible de contrôler le lien entre la valeur de l’indicateur et l’erreur
sur la cible. Le but de ce chapitre est donc de construire un indicateur d’erreur qu’on pourra
qualifier de "spécifique goal-oriented" au sens où il n’est pas basé sur un indicateur d’erreur
"classique". Pour cela, on introduira dans un premier temps la problématique de l’indication
d’erreur goal-oriented en mettant en évidence le rôle du problème dual. On pourra ainsi estimer
le comportement a priori de l’erreur sur la cible par rapport à l’erreur sur les courants. On
construira ensuite un indicateur fiable et local ne se basant pas sur les indicateurs d’erreurs
"classiques" et ne nécessitant pas le calcul du problème dual. On validera cet indicateur sur
deux cas académiques en acoustique 2D pour une condition limite de type Dirichlet.

7.1 Introduction aux problèmes de type goal-oriented

Jusqu’à maintenant, on s’est préoccupé de la solution des équations intégrales, autrement
dit du problème direct. On s’est posé la question de savoir si l’approximation de la solution
était suffisamment proche de la solution continue. Pour les équations qu’on a considérées, la
solution représentait un saut de potentiel acoustique ou bien un saut de dérivée normale de
potentiel acoustique au travers d’une surface. C’était une inconnue "physique" et on parlait
alors d’équation en champ. Pour certaines formulations (par exemple Brakhage & Werner,
équation (2.27)), cette inconnue ne peut pas être directement liée à une grandeur "physique".
On parle alors d’équation en sources. Un exemple typique est la formulation de Brakhage &
Werner (2.27).

En pratique, la solution directe des équations intégrales ne présente pas d’intérêt en elle-
même si ce n’est qu’elle permet de reconstruire des observables (grandeurs d’intérêts) telles
que le champ de potentiel acoustique en un point quelconque de l’espace, le champ lointain
ou encore une énergie. Ces observables sont calculées par application d’un opérateur qu’on va
appeler Q à la solution ϕ de l’équation intégrale. On ne s’intéresse ici qu’au cas où Q est
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linéaire par rapport à ϕ 1 tel qu’il existe une distribution fQ de sorte que

Q(ϕ) = 〈fQ, ϕ〉. (7.1)

On peut alors se poser légitimement la question de mesurer l’erreur entre Q(ϕ) et Q(ϕh)
où ϕh représente la solution approchée de l’équation intégrale. On pose

eQ = |Q(ϕ)−Q(ϕh)| = |Q(ϕ− ϕh)|

l’erreur goal-oriented. Elle se mesure bien selon la norme | . | car on regarde l’écart entre deux
valeurs ponctuelles !

Remarque 7.1.1. Le développement en partie 7.1.1 est incompatible avec un Q à valeurs
vectorielles utilisé brutalement. Néanmoins, si on souhaite, par exemple, récupérer un ∇ϕ en
un point de l’espace, on peut récupérer ∇ϕ · ex, ∇ϕ · ey, ∇ϕ · ez où {ex, ey, ez} représente une
base de l’espace. Cela définit trois cibles Qx, Qyet Qz puis on retombe dans le cadre de la partie
7.1.1.

Dans un premier temps, on montre l’influence du problème dual sur l’estimation d’erreur
a priori en goal-oriented. Pour cela, on montre que l’erreur goal-oriented est majorée par le
produit des normes des erreurs du problème direct et du problème dual.

On introduit les manières les plus courantes trouvées dans la littérature pour guider un
algorithme de raffinement auto-adaptatif goal-oriented.

On donne alors deux exemples pour Q ainsi que les fQ associées.

7.1.1 Estimation d’erreur a priori pour l’erreur goal-oriented

On considère un opérateur continu A, et la forme variationnelle associée a(., .). On résout
Aϕ = f . On pose V l’espace d’approximation et Vh l’espace discret de résolution tel que Vh ⊂ V .

On introduit les problèmes primaux continus et discrets

a(ϕ, ψ) = f(ψ) ∀ψ ∈ V,
a(ϕh, ψh) = f(ψh) ∀ψh ∈ Vh,

(7.2)

ainsi que les problèmes duaux continus et discrets

a(ψ, ρ) = Q(ψ) ∀ψ ∈ V,
a(ψh, ρh) = Q(ψh) ∀ψh ∈ Vh.

(7.3)

ρ et ρh sont les solutions des problèmes duaux continus et discrets.

Remarque 7.1.2. Le problème dual n’a pas besoin d’avoir une signification physique car il
ne nous sert qu’à faire entrer en jeu l’opérateur Q. Il s’agit purement d’un artifice de calcul
pour faire apparaître l’erreur goal-oriented. On peut le voir comme une manière de récupérer
de l’information sur la nature de l’observable.

On fait maintenant le lien entre l’erreur sur les problèmes primaux, duaux et l’erreur goal-
oriented. C’est un calcul classique. On pose

ep = ‖ϕ− ϕh‖,
ed = ‖ρ− ρh‖.

1. Pour λ ∈ C et ϕ1, ϕ2 ∈ V où V est l’espace d’approximation, on a Q(ϕ1 + λϕ2) = Q(ϕ1) + λQ(ϕ2). Un
exemple de Q non–linéaire serait une mesure d’énergie en un point.
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les erreurs sur la solution du problème primal, respectivement dual. On a d’une part

a(ϕ− ϕh, ψh) = 0.

D’autre part, pour tout ψ, ψh ∈ V , on a

Q(ψ)−Q(ψh) = a(ψ − ψh, ρ).

En particulier,

Q(ϕ)−Q(ϕh) = a(ϕ− ϕh, ρ).

Par ailleurs, ψh, ρh ∈ Vh et

Q(ϕ)−Q(ϕh) = a(ϕ− ϕh, ρ− ρh).

Avec la continuité de A, il vient

|Q(ϕ)−Q(ϕh)| ≤ ‖A‖ ‖ϕ− ϕh‖ ‖ρ− ρh‖ . (7.4)

On a obtenu une borne supérieure pour l’erreur goal-oriented. Elle fait explicitement intervenir
les mesures d’erreur pour le problème primal et le problème dual. Elle permet encore de donner
a priori le pire taux de convergence possible pour eQ en fonction des taux de convergence de
ep et ed. On peut remarquer que si ep et ed convergent au même taux uniforme, alors l’erreur
goal-oriented converge deux fois plus vite que l’erreur sur les courants !

Supposons par exemple qu’on considère l’équation Skw résolue sur un cercle avec Vh =
P0(Th), le taux de convergence uniforme pour ep,d est en O(h3/2). On est alors en mesure
d’affirmer que le taux de convergence uniforme pour eQ est au moins en O(h3).

Une conséquence immédiate (et positive) est la suivante : le maillage de résolution Th n’a
pas besoin d’être très fin pour garantir une bonne approximation de l’observable
Q !

On se demande maintenant si il existe des indicateurs a posteriori pour les problèmes de
type goal-oriented.

7.1.2 Eléments de littérature sur le goal–oriented

On présente ici succinctement et de manière non-exhaustive quelques méthodes pour guider
un algorithme de raffinement auto-adaptatif goal-oriented. Elles sont principalement basées sur
l’utilisation conjointe d’une indication d’erreur a posteriori sur le problème primal qu’on appelle
ηp et d’une indication d’erreur a posteriori sur le problème dual ηd. Ces indicateurs peuvent
être n’importe lesquels parmi ceux introduits précédemment ou de la littérature.

Une première manière consiste (voir par exemple [62]) à sélectionner l’un des deux indica-
teurs ηp ou bien ηd et à l’utiliser pour le guidage de l’algorithme de raffinement. Son avantage est
qu’elle ne nécessite que le calcul du problème primal 2 mais ne prend pas en compte l’influence
du problème dual et de l’observable sur la convergence.

2. Lorsque l’opérateur A est auto-adjoint, le calcul des deux problèmes ne coûte pas, en soit, beaucoup plus
cher puisque seul le second membre change entre le problème primal et le problème dual.
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Une seconde stratégie consiste à pondérer élément par élément un indicateur par l’autre.
Par exemple, Walsh [65] propose, dans le cas où ηp et ηd sont les indicateurs résidu pondérés,
l’indicateur local sur un élément τk ∈ Th, N = nombre d’éléments dans Th,

ητk = max

(
max
i=1...N

ηp,τi ηd,τk , max
j=1...N

ηp,τk ηd,τj

)
.

Il compare ensuite chaque ητk à 0.6 maxk=1...N ητk pour décider si un élément doit être raffiné
ou non.

On évoque une autre possibilité pour le raffinement. Il s’agit comme précédemment de
calculer ηp et ηd, sauf que la pondération est cachée par la stratégie de raffinement : à l’étape l
de l’algorithme itératif, on calcule les indicateurs et on génère les maillages Tl+1,p et Tl+1,d qui
correspondent aux maillages raffinés obtenus en utilisant pour le marquage des éléments ηp,
respectivement ηd. L’idée consiste alors à choisir le maillage Tl+1 entre Tl+1,p et Tl+1,d tel
que

card(Tl+1) = min(card(Tl+1,p), card(Tl+1,d)).

Il existe enfin une stratégie qui consiste à utiliser un indicateur d’erreur "mixte" primal-
dual. Cette idée est développée dans [56]. Il s’agit de pondérer le résidu du problème primal
par l’erreur du problème dual. C’est cette stratégie qu’on va mettre en œuvre dans la partie
7.2 pour construire un indicateur goal-oriented pour l’équation Skw .

7.1.3 Exemples d’intérêt pour Q
On donne deux exemples pour l’observable Q qu’on particularise dans le cas de l’équation

Skw .
On rappelle que pour cette équation, l’inconnue est ϕ =

[
∂u

∂n

]
le saut de dérivée normale

du potentiel acoustique au passage de la surface Γ.

7.1.4 Le champ proche

Le calcul du champ proche consiste à calculer, en un point du domaine de propagation
xp /∈ Γ, la valeur du potentiel acoustique u(xp). En équations intégrales, il faut reconstruire ce
champ à partir de l’inconnue ϕ.

Pour cela, on utilise la formule de représentation du théorème 2.1.3 avec la propriété que
pour une condition limite de type Dirichlet sur le potentiel u on a [u] = 0. La valeur du potentiel
acoustique généré par ϕ en un point quelconque du domaine de propagation en dehors de Γ est
alors

(Qproche(ϕ))(xp) =

∫
Γ

Gkw(xp, y)ϕ(y) dγy , xp /∈ Γ. (7.5)

Dans ce cas, on a

fQproche = Gkw .

Un exemple typique d’application serait le calcul du niveau sonore en un point particulier d’une
pièce.
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7.1.5 Le champ lointain

En opposition au champ proche, on se demande comment un observateur renvoyé à l’infini
dans une direction donnée perçoit l’onde diffractée : quelles sont les directions dans lesquelles
l’onde est diffractée ? Avec quel niveau ?

Il s’agit en fait d’étudier le comportement asymptotique du champ proche lorsque |xp| → ∞.
En 2D, on a

u(x) =
eikw|x|√
|x|

acl(
x

|x|) + o(
1√
|x|

)

où on appelle acl(.) l’amplitude du champ lointain telle que

acl(
x

|x|) =
1 + i

4
√
kwπ

∫
Γ

e−ikw
x
|x| ·y ϕ(y) dγy. (7.6)

En 3D,

u(x) =
eikw|x|

|x|
1

4π

∫
Γ

e−ikw
x
|x| ·y ϕ(y) dγy.

L’observable est par conséquent

Qlointain(ϕ)(
x

|x|) =
1 + i

4
√
kwπ

∫
Γ

e−ikw
x
|x| ·y ϕ(y) dγy (7.7)

et

fQlointain =
1 + i

4
√
kwπ

e−ikw
x
|x| ·y . (7.8)

On est désormais en mesure de construire un indicateur goal-oriented pour l’équation Skw .

7.2 Un indicateur a posteriori goal-oriented pour l’équa-
tion Skw

Dans cette partie, on construit un indicateur d’erreur a posteriori goal-oriented pour une
observable de la forme de celle de l’équation (7.1).

Remarque 7.2.1. La construction ne fait pas l’objet d’une justification rigoureuse au sens où
on ne justifie pas la convergence rapide des termes mis de côté.

On part de

eQ = |a(ϕ− ϕh, ρ− ρh)| ,
= |(rh, ρ− ρh)| , rh = f −Aϕh,
≤
∑
τ∈Th
|(rh, ρ− ρh)τ |.

On cherche à approcher correctement ed = ρ − ρh. Pour cela, on applique encore la même
méthode que précédemment ce qui permet de définir un indicateur d’erreur a posteriori goal-
oriented.
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Théorème 7.2.1. L’indicateur d’erreur a posteriori goal-oriented définit par

ηgo,τ =

∣∣∣∣∫
τ

rh(y) (ΠL2ρh − ρh)(y) dγy

∣∣∣∣ ,
ηgo =

∑
τ∈TH

ηgo,τ
(7.9)

est fiable et local. De plus, la constante de fiabilité est Cfiabilité = 1 sous conditions de régularité
sur ρ.

Démonstration. Voir la méthode de construction de l’indicateur.

Remarque 7.2.2. Cet indicateur nécessite l’assemblage du problème primal et du problème
dual !

Dans la partie suivante, on donne des exemples numériques pour l’indicateur ηgo.

7.3 Exemples pour les indicateurs goal-oriented
On effectue des simulations numériques pour faire la preuve de concept de la construction

de l’indicateur ηgo.
Pour cela, on se restreint au cas A ≡ Skw . On choisit kw = 20. Les cas tests sont les

cercle de rayon R = 0.9, le carré de côté a = 1 et un triangle équilatéral de côté e = 2
afin de présenter un cas non-symétrique. L’observable Q est le champ lointain (voir 7.1.5). Le
paramètre de raffinement est θDörfler = 0.5. Pour chaque cas, on compare l’erreur goal-oriented en
raffinement uniforme avec l’erreur goal-oriented lorsqu’on utilise un algorithme de raffinement
auto-adaptatif.

7.3.1 Cas du cercle R = 0.9

Le cercle de rayon R = 0.9 est éclairé par une onde plane se propageant le long de l’axe
−ex. On observe le champ lointain pour la direction θfar–field = 180◦ i.e. derrière l’objet.

La valeur de référence du champ lointain pour le calcul de l’erreur exacte eexacte est calculée
analytiquement. Les résultats de convergence sont présentés sur la Figure 7.1. On com-
mente tout d’abord ce qui se passe pour l’indicateur : que ce soit en raffinement uniforme ou
auto-adaptatif, l’indicateur ηQ converge au moins au taux maximum de convergence O(N−3

elem).
Cela correspond à l’estimation a priori puisque les solutions du problème primal et dual sont
régulières et convergent chacune, en raffinement uniforme au taux optimum O(N

−3/2
elem ).

Néanmoins, ηQ est beaucoup trop optimiste en ce qui concerne la valeur exacte de l’erreur
puisqu’on se rend compte que celle-ci ne converge qu’en O(N−2

elem). Ce taux correspond au
taux de convergence de l’erreur géométrique ! L’indicateur ηQ converge trop vite et l’erreur
géométrique prédomine. Ainsi, et ce dès que la géométrie admet une sous-partie courbe, l’erreur
eexacte ne converge pas plus vite que l’erreur géométrique. Les seules issues possibles sont alors

— prendre en compte l’erreur géométrique dans le calcul de l’indicateur ηQ,
— ou bien utiliser un maillage iso–paramétrique. . .

7.3.2 Cas du carre a = 1

De la même manière que pour le cercle, le carré est éclairé par une onde plane se propageant
le long de l’axe −ex pour kw = 20, θd = 0.75 3. On calcule le champ lointain pour θfar–field = 180◦.

3. On prend un paramètre plus élevé que précédemment afin de générer moins d’itérations pour arriver à
un nombre d’éléments donnés. Il s’agit purement d’un artifice pour la représentation des données afin de mieux
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Figure 7.1 – Convergence far–field–oriented pour le cercle de rayon R = 0.9 pour kw = 20,
θd = 0.5, guidage par ηQ.

La solution de référence est calculée à partir d’un maillage très raffiné. Les résultats de
convergence sont présentés sur la Figure 7.2. Il apparaît immédiatement que le raffinement
uniforme est sous-optimal ce qui est une conséquence logique de la sous-optimalité vis-à-vis
de l’erreur sur le problème primal (et dual). Le taux de convergence est alors en O(N−1.37

elem ) ≈
O(N

−2/3
elem N

−2/3
elem ) i.e. le taux minimal possible déduit de l’estimation a priori.

On constate que l’algorithme auto-adaptatif guidé par ηQ permet de retrouver le taux maxi-
mum en O(N−3

elem) ce qui implique qu’il trouve un optimum prenant en compte à la fois le
problème primal et le problème dual.

Remarque 7.3.1. On constate rapidement que ηexacte arrête brutalement de converger. Cela
est dû à l’approximation qui est utilisée pour le calcul de la référence.

7.3.3 Cas du triangle équilatéral e = 2

La source est la même que précédemment. On choisit encore θd = 0.75. La technique pour
le calcul de la référence est la même que pour le calcul de la référence pour le carré.

Les résultats de convergence sont présentés sur la Figure 7.3. Comme pour le carré, la
convergence uniforme est sous-optimale et l’erreur exacte est mal restituée par ηQ. Au contraire,
l’utilisation du raffinement auto-adaptatif permet de retrouver le taux maximal de convergence
en O(N−3

elem). De plus, on a une très bonne adéquation entre eexacte et ηQ. Lorsqu’on raffine
trop le maillage, on atteint les limites du calcul de la référence et la valeur de eexacte augment
subitement.

mettre en valeur le taux en O(N−3
elem) avant que la qualité de l’approximation de la valeur de référence ne

devienne insuffisante.
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Figure 7.2 – Convergence far–field–oriented pour le carré de côté a = 1 pour kw = 20,
θd = 0.75, guidage par ηQ, θfar–field = 180◦.
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Triangle équilatéral de côté e = 2, kw = 20, c.l. Dirichlet, far–field–oriented
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Figure 7.3 – Convergence far–field–oriented pour le triangle équilatéral de côté e = 2 pour
kw = 20, θd = 0.75, guidage par ηQ, θfar–field = 180◦.
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7.3.4 Comparaison des maillages générés

On conclut cette sous-partie sur le goal–oriented numérique en comparant les maillages
obtenus lorsque l’algorithme de raffinement est guidé par ηrh (donc un indicateur classique
sur la solution) ou bien lorsqu’il est guidé par ηQ. Il n’y a aucune raison a priori pour que les
raffinements se trouvent au même endroit puisque l’indicateur goal-oriented prend en compte les
propriétés de l’observable. On présente sur la Figure 7.4 les maillages obtenus après quelques
itérations de l’algorithme itératif sur le cercle lorsque Nelem ≈ 200. Les paramètres de simulation
sont inchangés. En ce qui concerne le marquage par ηrh , on constate que l’indicateur marque
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Maillage obtenu après raffinements successifs,
cercle R = 1, ≈ 200 éléments, indicateur ηrh
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Figure 7.4 – Comparaison des maillages obtenus par marquage avec ηrh et ηQ, cercle R = 1.

préférentiellement le côté recevant l’onde incidente. Cela correspond à des zones où la valeur de
la solution de l’équation intégrale est élevée. Autrement dit, c’est une zone où il y a beaucoup
de signal.

Le maillage généré par un marquage avec ηQ est différent : les raffinements se concentrent
sur le haut et le bas de la sphère. On peut l’analyser de cette manière : l’observable est une
grandeur spatial et non plus surfacique. Le phénomène important pour l’évaluation du champ
lointain est le phénomène qui a lieu à la transition avant–arrière de la sphère, là où a lieu la
diffraction.

On présente sur la Figure 7.5 le maillage pour le carré lorsque Nelem ≈ 200. On sait que la
solution présente des singularités aux coins ce qui se traduit logiquement par un sur–raffinement
à ces endroits là. Il est donc très important aux coins correspondant à la face frontale du carré.

Dès lors qu’on s’intéresse au champ lointain derrière le carré, la zone importante devient les
faces en haut et en bas du carré ce qui se traduit par un raffinement important et relativement
homogène avec une légère concentration aux coins.

Similairement, on présente les maillages obtenus pour le triangle pour Nelem ≈ 200 sur la
Figure 7.6. Dans le cas d’une estimation sur les courants, c’est la face présentée à l’onde
incidente, et les coins, qui sont raffinés alors que les parties se trouvant dans la zone d’ombre ne
le sont que peu. Lorsqu’on est ans le cadre d’une estimation sur Q, on constate que les coins,
y compris celui dans la zone d’ombre, sont raffinés mais que les faces le sont peu.
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Figure 7.5 – Comparaison des maillages obtenus par marquage avec ηrh et ηQ, carré a = 1.

−1 −0.5 0 0.5 1

0

0.5

1

1.5

2

x

y

Maillage obtenu après raffinements successifs,
triangle e = 2, ≈ 200 éléments, indicateur ηrh
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Figure 7.6 – Comparaison des maillages obtenus par marquage avec ηrh et ηQ, triangle e = 2.

Les indicateurs sur le problème primal et goal–oriented ont bien des comportements diffé-
rents en ce sens qu’ils ne génèrent pas la même suite d’espaces d’approximation.

7.4 Conclusion sur l’indicateur goal–oriented

Dans ce chapitre, on a introduit un indicateur d’erreur a posteriori goal–oriented. On a
montré par construction qu’il est fiable. Il est relativement simple à mettre en œuvre puisque
la seule difficulté se trouve dans le calcul du résidu du problème primal. Un autre avantage
est qu’il est indépendant, dans sa forme, de l’observable considérée qui n’intervient que dans
le second membre du problème dual. Un désavantage certain est le coût de l’approximation de
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l’erreur duale puisqu’il faut résoudre le problème dual sur un maillage raffiné. Par ailleurs, le
calcul du résidu peut être accéléré en utilisant des méthodes rapides du type FMM.

On a vérifié numériquement la fiabilité sur le cercle ainsi que l’optimalité de sa convergence.
Cela a permis de mettre en évidence l’importance de l’erreur géométrique dans la convergence de
l’erreur exacte sur la valeur des observables. On a ensuite montré sur le carré que l’utilisation
d’un indicateur goal–oriented tel qu’introduit en 7.2 permet de converger au moins au taux
maximum O(N−3

elem).
La technique mise en œuvre dans ce chapitre se généralise facilement aux autres opérateurs

intégraux. Un axe de recherche potentiel est la prise en compte de l’erreur géométrique dans
l’indicateur ηQ. Néanmoins, on peut supposer que, dans le cas d’une géométrie courbe, la
convergence optimale de l’indicateur en O(N−3

elem) implique la convergence de l’erreur exacte en
O(N−2

elem).
Les applications d’un tel indicateur sont multiples. On peut ainsi s’en servir pour calculer

précisément une fréquence de résonance au sein d’une cavité. Une méthodologie possible serait
par exemple d’effectuer un balayage en fréquence kw ∈ [kwmin , kwmax ]. Pour chaque fréquence de
l’échantillon, on résout les problèmes primal et dual. La précision du calcul est alors garantie
par l’utilisation d’un algorithme de raffinement auto-adaptatif.
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Conclusion

Le développement de ce manuscrit arrive à sa fin. On en rappelle ici les grandes lignes et
les principaux résultats.

Au chapitre 3, on a montré que certains indicateurs d’erreur a posteriori choisis dans la litté-
rature peuvent être utilisés sous la même forme pour les problèmes de propagation acoustique.
La raison principale est que la partie compacte des opérateurs intégraux relatifs à l’équation de
Helmholtz se traduit par des termes d’ordre élevé qui sont négligés dans le cadre de l’indication
d’erreur a posteriori. On a donc pu se référer aux démonstrations faites dans le cas de l’équation
de Laplace. Cette partie compacte pose problème lorsqu’on cherche à prouver la convergence
(quasi-)optimale des indicateurs d’erreur. Sur le cas de l’indicateur "résidu–pondéré" auquel on
s’est intéressé, on n’avait plus l’orthogonalité de la solution numérique par rapport à l’espace de
test pour le produit scalaire issu de la partie coercive des opérateurs intégraux. On a alors adapté
la démonstration et démontré la convergence quasi-optimale de l’indicateur "résidu-pondéré"
pour les opérateurs intégraux issus de l’équation de Helmholtz. Les indicateurs introduits dans
ce chapitre ne sont cependant pas systématiquement efficace, et jamais "exacts" sous forme
localisée.

Au chapitre 4, on a introduit un nouvel indicateur d’erreur a posteriori dit "indicateur–Λ"
pour l’acoustique. Cet indicateur utilise une technique de localisation de la norme du résidu
basée sur un opérateur Λ qui peut être, dans le meilleur des cas, un isomorphisme. On a montré
que cet indicateur d’erreur est, sous cette dernière condition et sur surface lipschitzienne fermée,
systématiquement fiable, efficace et local. Dans le cas des surfaces fermées C∞, on a montré
que le caractère isomorphe n’est pas requis. De plus, on a construit ces opérateurs Λ de telle
sorte que l’indicateur d’erreur associé soit asymptotiquement exact en norme de Galerkin. Cela
passe notamment par le calcul d’une approximation de l’inverse de la racine carrée de la partie
coercive de l’opérateur intégral inversé. On a alors donné deux formes possibles pour Λ : une
sous forme intégrale et une sous forme de puissance d’un opérateur différentiel classique.

Le chapitre 5 a permis de vérifier numériquement les extensions du chapitre 3 et le concept,
et son développement, de l’indicateur–Λ du chapitre 4. On a montré sur de nombreux exemples,
notamment en acoustique 2D, et y compris sur des géométries ouvertes, que les indicateurs de la
littérature guident optimalement un algorithme de raffinement auto-adaptatif. On a notamment
vérifié qu’il en va de même pour l’indicateur–Λ. Il est, en particulier, robuste en fréquence et en
géométrie, et asymptotiquement exact. On a donné quelques exemples en 3D pour le problème
de Neumann qui se sont avérés concluants.

Au chapitre 6, on a généralisé les indicateurs d’erreur a posteriori de l’acoustique au pro-
blème de propagation d’une onde électromagnétique pour lequel l’équation résolue est l’EFIE.
On a alors proposé un indicateur par reconstruction d’espace et on l’a validé numériquement.
On a ensuite démontré la convergence quasi-optimale de l’indicateur "résidu pondéré" de No-
chetto & Stamm. On l’a également validé numériquement. Après cela, on a étendu le concept
de l’indicateur–Λ en proposant deux formes différentes pour l’opérateur Λ : une basée sur la dé-
composition de Helmholtz du résidu et une basée sur une localisation directe de la norme H−1/2

rot .
Pour la première, on a montré que l’indicateur associé est théoriquement asymptotiquement
exact. On n’a pas réussi à l’utiliser pour le guidage d’un algorithme auto-adaptatif et on pense
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qu’il s’agit essentiellement d’un problème de précision de l’implémentation. Néanmoins, on ob-
tient des taux de convergence cohérents lorsque l’algorithme est guidé par un autre indicateur.
Pour la seconde forme, on n’a plus le caractère "asymptotiquement exact" pour l’erreur mais on
l’a par rapport à la norme du résidu. De plus, le calcul de l’indicateur est plus simple et il guide
avec succès un algorithme de raffinement. Il est encore nécessaire d’effectuer des améliorations
sur la précision du calcul de l’indicateur. Enfin, on a dérivé de l’indicateur résidu de Nochetto &
Stamm un indicateur d’erreur mesurant l’erreur sur les charges (et non plus l’erreur totale). Ce
dernier indicateur est simple et rapide à calculer et il semble guider efficacement un algorithme
de raffinement auto-adaptatif.

Dans le dernier chapitre 7, on a changé de thématique en s’intéressant à la problématique
du raffinement de maillage goal–oriented. On a notamment proposé un indicateur d’erreur a
posteriori goal–oriented pour l’équation associé à l’opérateur de simple couche en acoustique. Il
utilise le principe de l’indicateur par reconstruction en acoustique introduit au chapitre 3. On a
montré numériquement qu’il permet de guider optimalement un algorithme de raffinement auto-
adaptatif et que les maillages produits diffèrent selon qu’on raffine en étant basé sur l’erreur sur
la solution ou sur le goal. Cela a permis de mettre en évidence le rôle de l’erreur géométrique.

Le résultat le plus important de cette thèse est bien le nouvel indicateur d’erreur a posteriori
(l’indicateur–Λ) introduit au chapitre 4. Premièrement, il est inconditionnellement fiable et ef-
ficace sur surface lipschitzienne fermée. De plus, il est construit pour être asymptotiquement
exact sur surface de classe C∞, mais on constate numériquement que c’est encore le cas lorsque
la surface est polygonale et ouverte. Deuxièmement, la forme abstraite de l’indicateur d’erreur
est "universelle" et n’est pas liée à l’espace dans lequel se trouve le résidu. Le principe peut
donc se généraliser à d’autres phénomènes de propagation d’onde, ce qui a été fait pour l’élec-
tromagnétisme. Cela a permis de proposer les premiers indicateurs d’erreur a posteriori fiables
et efficaces pour l’EFIE. Cet indicateur est un peu plus coûteux, en termes de calculs, qu’un
simple indicateur basé sur une localisation standard de la norme du résidu. On peut décider
de choisir ce dernier pour le guidage de l’algorithme auto-adaptatif, et d’utiliser l’indicateur–Λ
toutes les n itérations pour mesurer la valeur de l’erreur exacte.

On n’a pas poussé l’étude aussi loin mais il est probable que ce concept s’étende aux pro-
blèmes de propagation d’onde en élastodynamique.

On a un second résultat important : les indicateurs d’erreur présentés ici sont donnés sous
la forme de grandeurs locales mais il n’y a aucune raison a priori qu’ils soient représentatifs
de l’erreur locale. En effet, les opérateurs intégraux (et l’opérateur Λ qui est un opérateur
pseudo–différentiel) font perdre cette propriété. Malgré cela, on montre théoriquement ou nu-
mériquement qu’ils permettent de faire converger optimalement l’erreur via un algorithme de
raffinement auto-adaptatif !

Un autre aspect mis en évidence ici est qu’il est probablement impossible, avec les techniques
de maillage et de raffinement conventionnelles, de retrouver le taux de convergence maximal
en 3D. Cela provient du fait que ces techniques de raffinement rajoutent trop d’éléments (raf-
finement local isotrope, propagation de la conformité géométrique aux éléments voisins,. . . ) ce
qui n’a pas lieu d’être en 2D. Une manière de contourner cette difficulté consiste à utiliser du
raffinement anisotrope avec des éléments allongés dans une direction. Par exemple, si on se
place le long d’une arête d’un cube, les simulations montrent que la solution évolue peut le long
de l’arête, mais beaucoup dans la direction normale de l’arête. Du remaillage isotrope ne prend
pas en compte cette spécificité, mais du remaillage anisotrope va se contenter de multiplier les
éléments dans la direction normale sans modifier le nombre le long de l’arête : on en génère
donc beaucoup moins.
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Un autre axe de développement dont on a commencé l’investigation, est l’indication d’erreur
goal–oriented en BEM. On pense que l’indicateur d’erreur introduit ici se généralise aisément à
d’autres équations en acoustique, mais également en électromagnétisme, et plus généralement
aux équations BEM.

Le principe des indicateurs–Λ nous offre également une approche pour déterminer une es-
timation de l’erreur algébrique induite par l’utilisation d’un solveur itératif. Cette estimation
sera de même nature que l’erreur de discrétisation (en fonction d’une norme sous-jacente à
la méthode d’approximation) et devrait ainsi nous permettre de proposer des critères d’arrêt
efficaces.
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Résumé : Dans  cette thèse,  on se  propose de
participer  à la  popularisation des  méthodes  de
résolution de problèmes de propagation d'onde
basées  sur  des  formulations  intégrales  en
fournissant des indicateurs d'erreur  a posteriori
utilisable  dans  le  cadre  d'algorithmes  de
raffinement autoadaptatif. Le développement de
tels indicateurs est complexe du fait de la non-
localité  des  normes  associées  aux espaces  de
Sobolev  et  des  opérateurs  entrant  en  jeu.  Des
indicateurs de la littérature sont étendus au cas
de  la  propagation  d'une  onde  acoustique.  On
étend  les  preuves  de  convergence  quasi-
optimale  (de  la  littérature)  des  algorithmes
autoadaptatifs associés dans ce cas. On propose
alors  une  nouvelle  approche  par  rapport  à  la
littérature qui consiste à utiliser  une technique
de localisation des  normes,  non pas  basée sur
des  inégalités  inverses,  mais  sur  l'utilisation
d'un opérateur Λ de localisation bien choisi.

On peut alors construire des indicateurs d'erreur
a  posteriori fiables,  efficaces,  locaux  et
asymptotiquement exacts par rapport à la norme
de Galerkin de l'erreur.  On donne ensuite une
méthode pour la construction de tels indicateurs.
Les applications numériques sur des géométries
2D et 3D confirment l'exactitude asymptotique
ainsi que l'optimalité du guidage de l'algorithme
autoadaptatif.
On étend ensuite ces  indicateurs au  cas  de la
propagation d'une onde électromagnétique. Plus
précisément, on s'intéresse au cas de l'EFIE. On
propose des généralisations des indicateurs de la
littérature.  On  effectue  la  preuve  de
convergence  quasi-optimale  dans  le  cas  d'un
indicateur basé sur une localisation de la norme
du  résidu.  On  utilise  le  principe  du  Λ pour
obtenir  le  premier  indicateur  d'erreur  fiable,
efficace  et  local  pour  cette  équation.  On  en
propose une seconde forme qui est  également,
théoriquement asymptotiquement exacte.

Title : Reliability and optimization of integral formulation based computations for wave propagation

Keywords : integral equations, a posteriori error estimates, autoadaptive refinement

Abstract  : The  aim  of  this  work  is  to
participate to the popularization of methods for
the  resolution  of  wave propagation  problems
based  on  integral  equations  formulations  by
developping a posteriori error estimates in the
context  of  autoadaptive  mesh  refinement
strategies. The development of such estimates
is difficult  because of  the non-locality of  the
norms associated to the Sobolev spaces and of
the involved integral operators. Estimates from
the literature  are extended in  the case of  the
propagation of an acoustic wave. The proofs of
quasi-optimal convergence of the autoadaptive
algorithms are established. We then introduce a
new  approach  with  respect  to  the  literature
which  is  based  on  a  new  norm-localization
technique based on the use of a well-chosen Λ
operator  and not  on  inverse inequalities  as  it
was the case previously.

We  then  establish  new  a  posteriori error
estimates which are reliable, efficient, local and
asymptotically  exact  with  respect  to  the
Galerkin norm of the error. We give a method
for  the  construction  of  such  estimates.
Numerical  applications  on  2D  and  3D
geometries  confirm  the  asymptotic  exactness
and  the  optimality  of  the  autoadaptive
algorithm.
These estimates are extended in the case of the
propagation of an electromagnetic wave. More
precisely,  we  are  interested  in  the EFIE.  We
suggest  generalization of  the estimates of  the
literature.  A  proof  for  quasi-optimal
convergence is given for an estimate based on a
localization  of  the norm of  the residual.  The
principle  of  Λ is  used  to  construct  the  first
reliable,  efficient,  local error  estimate for  this
equation.  We give  a  second  forme  which  is
eventually theoretically asymptotically exact.
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