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Résumé

Ce mémoire est consacré a la théorie de la diffusion pour I’équation de Dirac massive dans

Iespace-temps Schwarzschild-Anti-de Sitter. L’espace-temps Schwarzschild- Anti-De-Sitter est une
solution des équations d’Einstein dans le vide avec constante cosmologique négative contenant un
trou noir. Le caractére non globalement hyperbolique de cet espace-temps rend, dans un premier
temps, nécessaire une étude du caractére bien posé de I’équation de Dirac. Aprés une analyse du
domaine naturel de notre Hamiltonien, nous décrivons les domaines nécessaires a la résolution du
probléme de Cauchy et remarquons que ceux-ci dépendent de la comparaison de la masse avec
la constante cosmologique. Nous nous intéressons ensuite a la théorie de la diffusion dépendante
du temps pour cette équation. Par 'intermédiaire de la théorie de Mourre, nous prouvons la
complétude asymptotique et nous montrons que la vitesse de notre champ est asymptotiquement
égale a 1.
Dans un second temps, nous souhaitons étudier les résonances pour notre systéme. Nous com-
mengons par construire des quasimodes exponentiellement précis pour notre Hamiltonien. Nous
définissons ensuite les résonances en tant que poles de la résolvante et prouvons leur existence
utilisant la théorie de Fredholm méromorphe. Nous donnons ensuite une formule explicite pour
la résolvante. Enfin nous construisons des solutions BKW avec des développements précis dans
le paramétre semiclassique h.

Abstract

This thesis is dealing with scattering theory for the massive Dirac equation on the Schwarzschild-

Anti-de Sitter space-time. The Schwarzschild-Anti-De Sitter spacetime is a solution of the vacuum
Einstein equations with negative cosmological constant containing a black hole. As this space-
time is not globally hyperbolic, we first have to study the well posedness of the equation. After
the study of the natural domain of our Hamiltonian, we describe the domains which allow us
to solve the Cauchy problem and remark that these domains depend on the ratio between the
mass of the field and the cosmological constant. We then investigate time dependent scattering
theory for this equation. Using Mourre theory, we are able to prove asymptotic completeness. As
a consequence, we prove that the asymptotic velocity of our fields is 1.
In the second chapter, we wish to study the resonances for our system. We first construct expo-
nentially accurate quasimodes for our Hamiltonian. Then, we prove the existence of resonances
as poles of the resolvent using meromorphic Fredholm theory. We next give an explicit formula
for the resolvent. We eventually construct WKB solutions with precise asymptotics in the semi-
classical parameter h.
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Introduction

Les résultats présentés dans ce mémoire concernent quelques propriétés spectrales de 1’équa-
tion de Dirac massive dans un espace-temps de type trou noir. Nous commencerons cette in-
troduction par rappeler quelques faits historiques concernant la relativité générale afin d’arriver
aux équations d’Einstein dont nous décrirons les solutions de Schwarzschild et Anti-de Sitter.
Nous poursuivrons par une introduction & la théorie de la diffusion dont nous aborderons plus
particuliérement la théorie dépendante du temps. Nous terminerons par une introduction a la
théorie des résonances et & ses motivations.

Un point de vue historique sur la relativité générale

La théorie de la relativité générale a été une des avancées majeures du 20éme siécle. Cent ans

plus tard, elle reste la théorie de la gravitation la plus aboutie & notre disposition. Nous allons
essayer d’en saisir quelques idées en retracant, de maniére simplifiée et certainement incompléte,
le cheminement qu’a suivi Albert Einstein pour construire cette théorie et qui a abouti quelques
années plus tard & la formalisation du concept de trou noir.
Face au manque de cohérence entre les équations de Maxwell et la mécanique Newtonienne ainsi
qu’au manque de confirmation expérimentale de la présence de ’éther, Albert Einstein publie en
1905 son article concernant ce que 'on nomme de nos jours la théorie de la relativité restreinte.
Cet article met fin & nombre de recherches entamées entre la fin du 19éme et le début du 20éme
siécle par des physiciens tels que Hendrik Lorentz ou Henri Poincaré pour ne citer qu’eux. Celle-ci
repose sur les deux postulats suivants :

- les lois de la physique sont identiques dans tous les repéres non accélérés,
- la vitesse de la lumiére est la méme pour tout observateur dans un tel repére.

En 1907, suite & des travaux initiés par Henri Poincaré qui considérait le temps comme étant ima-
ginaire, Hermann Minkowski donne une nouvelle formulation de la relativité restreinte utilisant
I’espace-temps qui porte aujourd’hui son nom. Nous en donnerons une description en des termes
contemporains. L’espace-temps de Minkowski est une variété différentielle M de dimension 4
qu’on peut décrire, dans un certain systéme de coordonnées, par :

M =R xR; xR, xR,.
Cette variété différentielle est munie de la métrique 7 définie par :
n=dt* — daz® — dy?® — dz>.

Ceci signifie qu’en chaque point p € M, nous pouvons définir un espace vectoriel appelé espace
tangent et noté T, (M). Un vecteur V = (V;,V,,V,, V,) € T), (M) aura donc une "norme" égale
a:

n(V,V)= V2 —V2-V2- V2



La meétrique nous permet ainsi de mesurer les distances, les aires et les volumes dans notre
espace-temps. Ceci est similaire, dans le principe, a la géométrie mieux connue qu’est la géométrie
Riemannienne, avec néanmoins des différences notables. Celle qui semble étre la plus notable est
liée au fait qu’en relativité restreinte, un observateur ne peut pas dépasser la vitesse de la lumiére.
Il nous faut donc étre capable de mesurer le fait d’aller plus ou moins vite que la vitesse de la
lumiére. Réintroduire cette vitesse ¢ dans notre métrique donne :

n = cAdt® — da? — dy® — d2%.

La vitesse d’un observateur au point p € M est alors donnée par un vecteur tangent V' € T}, (M)
qui admet trois comportements différents :

- Soit  (V, V) > 0 auquel cas la vitesse de notre observateur est strictement inférieur a celle
de la lumiére. Nous parlerons d'un "vecteur de type temps".

- Soit 1 (V,V) = 0 qui correspond & un observateur voyageant a la vitesse de la lumiére.
Nous dirons que ces vecteurs sont "de type lumiére" ou "isotropes".

- Soit n (V, V) < 0 correspondant & une vitesse supérieur a celle de la lumiére. Nous appel-
lerons ces vecteurs "de type espace".

Un observateur dans ’espace-temps de Minkowski suit alors une courbe, notée v : R — M,
qui admet en tout point de M un vecteur tangent (ou une vitesse) de I'un des types cités ci-
dessus. D’aprés les postulats de la relativité restreinte, seul un observateur allant & une vitesse
inférieure ou égale a celle de la lumiére a un sens physique. Les vecteurs tangents & « seront alors
soit de type temps, soit de type lumiére. Ce genre de vecteur est appelé un "vecteur causal"
et la courbe correspondante une "courbe causale". Une courbe dont les vecteurs tangents ne
changent pas de type prendra le nom du type correspondant. En outre, en relativité restreinte,
nous distinguons certains observateurs dont le mouvement se poursuit sans accélération. De tels
observateurs suivent alors des courbes appelées les géodésiques. Nous pouvons nous demander
quels vont étre les points d’arrivée de tels observateurs dans 1’espace-temps.

Pour analyser ceci, nous cherchons dans un premier temps a nous ramener a distance finie
par un changement de coordonnées. Ainsi, nous pouvons observer d’oil proviennent et ou vont
arriver les différents types de géodésiques. Ceci peut étre mieux visualisé dans un diagramme de
Penrose [I] ou 'on a retiré deux dimensions et ou il est préférable d’utiliser la métrique sous la
forme suivante :

n=—dt* + dr* 4+ r* (d6? + sin® (0) d¢?) ,

out € R, r €]0,+o0[, 0 €]0,7[, p €]0,2x]. Dans ce diagramme, un point représente une spheére
et nous pouvons voir que les géodésiques de type temps sont issues d’une sphére, noté :~, et
se dirigent toutes vers une sphére iT. Les géodésiques de type espace sont issues du point ¥ et
se dirigent vers ce méme point. Par contre, les géodésiques de type lumiére sont issues d’une
hypersurface de type lumiére (c’est-a-dire que I'espace tangent en tout point de cet hypersurface
contient un vecteur de type lumiére) et finissent sur une hypersurface de type lumiére. Enfin,
comme en géométrie Riemannienne, nous pouvons définir les tenseurs de courbure de Riemann
Raped, de Ricci Rgp et la courbure scalaire. Une des propriétés les plus importantes de I'espace-
temps de Minkowski est que sa courbure est nulle, nous parlons d’un espace-temps plat.
Revenons maintenant a ’année 1907. La théorie de la relativité restreinte souffrait d’un pro-
bléme majeur a ce moment 14 : elle n’intégrait pas les lois de la gravitation telles qu’elles étaient
formulées par Newton. Ces lois affirmaient qu’un changement dans la distribution de matiére de
I'univers devrait influencer instantanément le champ gravitationnel dans tout I'univers, ce qui va
notamment & ’encontre du second postulat ci-dessus. C’est dans cette année qu’Einstein eu ce
qu’il a appelé "the happiest thought of my life" en réalisant que les lois de Galilée sur la chute



FIGURE 1 — Diagramme de Penrose de I'espace-temps de Minkowski

des corps pouvaient lui permettre de généraliser le principe de relativité a la gravitation. Ces lois
affirment 1’égalité de la masse inerte (qui quantifie la résistance d’un corps a une accélération)
avec la masse grave (qui apparait dans les lois de la gravitation) dans un bon choix d’unité. Cette
égalité a été vérifiée expérimentalement avec un haut degrés de précision et laisse entrevoir un
lien étroit entre la gravité et I’accélération des corps. Einstein va plus loin dans cette analogie
en formulant son principe d’équivalence qui affirme que la gravitation est équivalente a de l'ac-
célération. Nous pouvons nous convaincre de cette équivalence grice a ce qu’Einstein appelait
une "expérience de pensée" qui a beaucoup évolué depuis sa conception originale et qui prend
souvent la forme suivante de nos jours :

1)

2)

Considérons un observateur dans une cabine hermétique attachée quelque part dans I’es-
pace. En ’absence de toute force, cette personne va flotter dans la cabine. De la méme
facon, s’il lache deux pierres, elles vont aussi flotter avec lui.

Maintenant, supposons qu’une fusée tire soudainement le cable depuis 'extérieur avec une
accélération constante. L’observateur ainsi que les pierres vont alors toucher le sol de la
cabine.

Considérons maintenant cette méme cabine dans un champ gravitationnel constant. Alors,
de nouveau, I'observateur ainsi que les pierres vont toucher le sol de la cabine. L’observa-
teur ne peut faire aucune expérience lui permettant de décider s’il touche le sol a cause
du champ gravitationnel ou a cause de 'accélération de la fusée.

Nous voyons ainsi que, localement (c’est-a-dire dans la cabine pour l'exemple qui nous
intéresse), les effets de la gravité et d’une accélération sont indistinguables.

Maintenant, si quelqu’un coupe le cable de la cabine, alors la cabine va tomber en chute
libre et notre observateur ainsi que ses pierres vont flotter dans la cabine comme c’est le
cas en l'absence de gravité.

Ainsi, localement, les effets de la gravité peuvent étre éliminés en utilisant un repére de
référence en chute libre.

Dans la discussion précédente, nous avons bien pris garde de préciser que l'accélération
était constante et que les déductions étaient vraies "localement". En effet, si notre ob-
servateur dans sa cabine était soumis au champ gravitationnel de la Terre, qui n’est pas
constant et pointe en direction du centre de la Terre, alors les pierres iraient en direction
de ce centre et se rapprocheraient 1’'une de 'autre.



6) Ainsi, si quelqu'un coupe de nouveau le cable, I'observateur et les pierres flotteraient tou-
jours mais ’observateur remarquerait que les pierres se rapprochent 'une de I'autre. Il
pourrait en conclure qu’une force serait responsable de ceci.

Dans un champ gravitationnel non uniforme, les effets de la gravité ne peuvent étre éli-
minés en utilisant un systéme de coordonnée en chute libre. Ceci n’est possible que loca-
lement, & une échelle ot le champ de gravitation est essentiellement constant.

A travers cette expérience de pensée, nous voyons non seulement apparaitre I’équivalence de 'ac-
célération avec la gravitation mais aussi le fait que cette équivalence n’est valable que localement.
Avec les connaissances que nous avons de nos jours, ceci laisse entrevoir une analogie avec la géo-
métrie différentielle. Mais en 1907, les idées d’Einstein pour généraliser le principe de relativité
a la gravitation n’étaient pas tout a fait claires dans son esprit et il fallu attendre 1911 avant
qu’une formulation rigoureuse du principe d’équivalence soit donnée. Il existe différentes versions
de ce principe qui dépendent des lois de la nature considérées. Nous en énongons néanmoins deux
formulations :

- En tout point d’un espace-temps présentant un champ gravitationnel arbitraire, il est
possible de choisir un systéme de coordonnées inertiel local tel que, dans une région
suffisamment petite voisine de ce point, les lois de la nature ont la méme forme que
dans un systéme de coordonnées Cartésien non accéléré en l'absence de gravitation.

- Les expériences réalisées dans un laboratoire en chute libre, suffisamment petit et sur une
période de temps suffisamment petite, donnent lieu & des résultats indistinguables des
résultats de ces mémes expériences dans un repére inertiel dans I’espace vide.

C’est le principe d’équivalence qui améne Einstein & interprétation qu’on connait aujourd’hui de
la gravité comme courbure de I’espace-temps. Nous pouvons tout d’abord comprendre pourquoi
le temps est courbé grace au paradoxe des jumeaux qui dit que si un des deux jumeaux prend
un avion et subit une accélération pendant que 'autre reste au repos, le premier sera plus jeune
lorsqu’il rencontrera de nouveau son frére. Ce type de paradoxe était connu avant la formulation
de la relativité générale et ce n’est pas le seul phénoméne qui a amené Einstein a s’intéresser
& la notion de courbure. En étudiant un systéme de coordonnées en rotation uniforme, on voit
apparaitre le phénoméne de contraction des longueurs qui indique que méme au niveau spatial,
il semblerait que la géométrie & mettre en place pour obtenir une théorie de la gravitation soit
non-euclidienne. A cette époque, Einstein connaissait la théorie de Gauss sur la courbure des
surfaces et il était au fait de la reformulation de la théorie de la relativité restreinte qu’avait
faite Hermann Minkowski en utilisant un tenseur métrique. En 1912, Einstein intérroge son
ami de longue date Marcel Grossmann, mathématicien a Ziirich, sur l'existence d’un tenseur
indépendant du systéme de coordonnées et qui dépendrait uniquement des dérivées du tenseur
métrique. Un jour plus tard, Grossmann lui répond qu’il existe une telle quantité et qu’elle a été
étudiée par Riemann, Ricci, Levi-Civita et Biancchi entre autres dans ce qui s’appelle aujourd’hui
la géométrie Riemannienne. Aprés plusieurs années de recherche, Einstein arrive finalement a la
forme finale des équations de la gravitation qu’il publie en 1915 :

1
Ry — iRg“b = 81Ty, (0.0.1)

ol R,y est le tenseur de courbure de Ricci, R est la courbure scalaire, g, est le tenseur métrique
et T,y est le tenseur énérgie-impulsion qui mesure la quantité de matiére présente dans I'univers.

Gréace a cette équation, il serait maintenant théoriquement possible de déterminer les champs
qui régissent la gravitation dans 'univers. Dans la pratique, les équations de champs de la rela-
tivité générale sont des équations non linéaires qui n’admettaient d’autre solution que l’espace-
temps plat de Minkowski dans lequel aucun phénoméne gravitationnel n’était présent. Pour



Einstein, 'une des premiéres validations de sa théorie serait de trouver une solution modélisant
un phénomeéne gravitationnel. Etant donné la structure de ses équations, ce travail semblait im-
possible & Einstein. Néansmoins, quelques mois seulement aprés la publication de ces équations,
un physicien allemand du nom de Karl Schwarzschild réussit, alors qu’il était & ’hdpital pour
une maladie qu’il avait contracté sur le front lors de la premiére guerre mondiale, & donner une
solution explicite des équations d’Einstein, solution qui porte désormais son nom. Pour ce faire,
il commence par faire des simplifications par rapport aux équations originales en supposant tout
d’abord que le tenseur énergie-impulsion est nul, ce qui signifie que la solution obtenue sera
exempte de matiére. En outre, il suppose son espace-temps statique, c’est-a-dire que 'espace
apparait toujours le méme quelque soit le temps auquel on se place, et & symmétrie sphérique, ce
qui signifie qu’il n’y a pas de direction privilégiée de ’espace. Il en déduit la métrique suivante :

-1

dS% e = (1 - 25}4) dt* — (1 - 25}4) dr? —r? (d9? + sin® (0) d¢?) . (0.0.2)
La variable t est interprétée comme représentant le temps, tandis que la variable r représenterait
la distance au centre. Les variables 6 et ¢ sont alors les coordonnées sur la sphére. Bien que cette
métrique soit une solution dans le vide des équations d’Einstein, elle présente des phénoménes
intéressants. Nous pouvons remarquer que cette métrique n’est pas définie pour les valeurs de r
égales 4 0 et 2M, ce qu’on appelle une singularité dans la métrique. La singularité en {r = 2M}
est souvent appelée la singularité de Schwarzschild. En fait, pour les objets célestes qui nous
concernent directement, tels que la Terre ou le Soleil, le rayon r = 2M est a 'intérieur de tels
objets ou la solution de Schwarzschild n’est plus valable puisque le tenseur-énergie impulsion
n’est plus nul. A 'extérieur, par contre, il n’y a pas de matiére et le tenseur énergie impulsion
est nul. La solution de Schwarzschild est alors raisonnable pour modéliser I'extérieur d’objets
sphériques. Le paramétre M dans la métrique est ainsi interprété comme représentant la masse
de 'objet qui, dans les cas précédemment cités, n’était pas confinée dans des volumes suffisam-
ment petits pour que la singularité {r = 2M} ne soit atteignable. Bien que cette singularité ne
nous touche pas directement, son analyse, ainsi que celle de la singularité en 0, nous permet,
d’un point de vue mathématique, de savoir si elle est liée aux coordonnées utilisées ou si elle
provient de la géométrie qui devient singuliére a cet endroit de ’espace-temps. D’un point de vue
physique, on présume que, lorsqu’une étoile suffisamment massive n’a plus assez de carburant
pour que les réactions thermonucléaires compensent les effets gravitationnels diis & sa masse,
Iétoile s’effondrerait sur elle-méme donnant lieu & une masse suffisamment confinée pour que le
rayon {r = 2M} apparaisse. Pour analyser cette singularité, nous pouvons tout d’abord nous
intéresser a ’évolution d’un explorateur en chute libre qui se dirigerait vers celle-ci de maniére
radiale. Nous pouvons calculer qu'un tel observateur mettrait un temps fini, o le temps est
ici celui qu’indiquerait une horloge qu’il transporterait avec lui tout au long du voyage, pour
I’atteindre. Remarquons au passage que, pour un observateur au repos qui regarderait notre
explorateur tomber vers {r = 2M}, celui-ci n’atteindrait jamais cette singularité puisque notre
observateur au repos mesurerait le temps de parcourt de ’explorateur en terme de la coordonnée
t et ce dernier met un temps ¢ infini pour atteindre {r = 2M}. Revenons maintenant a notre
explorateur qui, en se rapprochant de {r = 2M}, peut effectuer des mesures durant son voyage
et ainsi tester quel type de singularité nous avons. Précisons tout de suite qu’il existe différentes
sortes de singularités en relativité générale dont nous ne donnerons pas une liste ici. Pour ce qui
est de 'analyse générale des singularités en relativité générale, on pourra se réferrer au livre de
S. Hawking et G. Ellis [3I]. Dans notre cas, un bon indicateur de la présence d’une vraie sin-
gularité de la géométrie est la mesure des forces de marée, qui correspondent aux composantes
du tenseur de courbure de Riemann. Au voisinage de {r = 2M}, les mesures effectuées sur les
forces de marée par notre explorateur sont finies, et heureusement pour lui! Ceci laisse a penser
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FIGURE 2 — Evolution des cones de lumiéres prés de la singularité de Schwarzschild

que {r = 2M} n’est pas une singularité de la géométrie. Par contre, si notre explorateur pouvait
s’approcher suffisamment prés de » = 0, il verrait son appareil de mesure s’affoler devant des
forces de marée gigantesques. En r = 0, nous avons une vraie singularité de la géométrie. Il reste
maintenant & obtenir un systéme de coordonnées adapté, s’il existe, qui nous permettrait de
mieux comprendre la géométrie de I'espace-temps de Schwarzschild dans son entier. Regardant
la métrique , le premier probléme qui apparait en r = 2M est le changement de causalité
que l'on peut mieux voir dans la figure [2| ci-dessus. Dans la région {r > 2M}, la coordonnée ¢
est de type temps c’est-a-dire que le vecteur J; est de norme positive et est orienté vers les ¢
croissants. Dans cette région, la coordonnée d’espace r est de type espace. Lorsqu’on traverse
{r = 2M} et que l'on se retrouve dans la région {r < 2M}, la situation a bien changé. La
coordonnée t est devenue de type espace et la coordonnée r est devenue de type temps orientée
vers les r décroissants. Ainsi, tout comme un observateur dans la région {r > 2M} voit sa vie
défiler inlassablement sans pouvoir rien faire contre I’avancée de son age, un observateur dans la
région {r < 2M } voit sa coordonnée r diminuer invariablement pour finir "spaghettifié" en r = 0.
L’analyse de la connection physique entre ces deux régions commence par I’étude des géodésiques
radiales de type lumiére. Celles-ci montrent que {r = 2M} est atteint pour ¢ = oo et laissent
a penser qu’un systéme de coordonnées mieux adapté déploierait ces "points a I'infini" en des
droites. Historiquement, beaucoup de systémes de coordonnées ont été utilisés pour visualiser
lespace-temps de Schwarzschild. En 1924, Arthur Eddington, qui avait notamment mis en place
une expédition en 1919 pour observer une eclipse de soleil et ainsi mesurer le phénoméne, prédit
par la relativité générale, de déviation de la lumiére lorsqu’elle passe proche d’un objet massif,
donne un systéme de coordonnées qui ne fait plus apparaitre de probléme en r = 2M, mais il
ne semble pas en avoir reconnu la signification a ’époque. Lemaitre semble avoir été le premier,
en 1933, a reconnaitre qu’il n’y avait pas de singularité en {r = 2M }. Cependant, les systémes
de coordonnées introduits par Eddington et Lemaitre ne couvrent que la moitié de la géométrie

11



r = constant < 2m
r=2m

Singularit
(Sing ) ¥ = constant > 2m

r=0y o
¥ = constant >2m I

r A PN ! ,
X
7

Y

t=0 —

¥ = constant

/
r=0 \

0 (Singularity)y 7=2m

N

FIGURE 3 — Représentation des différentes régions qui composent ’espace-temps de Schwarzschild

de Schwarzschild. Le premier & avoir donné un systéme de coordonnées qui couvre la géométrie
entiére semble avoir été Synge en 1950. Le systéme de coordonnées actuellement adopté pour
donner une représentation entiére de la géométrie de Schwarzschild est celui de Kruskal-Szekeres
dont la métrique admet la forme :

dsSonw = ’ e (dv® — du®) — r? (d6® + sin® (0) dp?)

ot 'on voit 7 comme une fonction de u et v. La région correspondant initialement a {r > 2M}
est devenue u > |v|. La surface {r = 2M} est appelée 'horizon des événements et correspond
a {u = v}. La région {r < 2M}, qui correspond a {v > |ul|}, est appelée lintérieur du trou
noir. Dans cette région, un observateur se dirige inévitablement vers la singularité {r = 0}. Nous
voyons aussi apparaitre deux autres régions dont la premiére, correspondant & {—u > |v|}, est
une copie de la région u > |v| et la deuxiéme, déterminée par {— |u| > v}, est appelée un trou
blanc. Contrairement au trou noir, on ne peut que s’échapper de cette région. Ces différentes
régions sont explicitées dans le diagramme

Maintenant qu’'une solution non triviale de ses équations a été découverte, Einstein commence
a s’intéresser a I’étude de la structure, I'origine et ’évolution de I’Univers, ou, en d’autres termes,
a la cosmologie. Pour Einstein, la courbure était déterminée uniquement par la distribution de
la matiére dans 'univers. Il en déduit alors que 'univers devrait étre fini spatialement et fermé.
Les observations de ’époque laissaient aussi & penser que 'univers était statique. Cependant, ces
hypothéses n’étaient pas compatibles avec ses équations de champs originales. Pour pallier & ce
défaut, Einstein décide de les modifier dans un article de 1917. La seule modification qui reste
en accord avec les principes de la relativité générale est alors de rajouter un certain multiple de
la métrique. Le coefficient multiplicateur est appelé la constante cosmologique, habituellement
notée A. Il obtient ’équation :

1
Rab - iRgab + Agab = 8T gp.
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Cette méme année, un physicien du nom de Willem de Sitter découvre une solution de cette équa-
tion dans le vide. Pour une constante cosmologique positive, I'univers serait alors en expansion,
ce qui est contraire aux pensées d’Einstein a cette époque. Malgre les travaux de Friedmann en
1922 et 1924, ainsi que ceux de Lemaitre en 1927, il fallut encore quelques années pour que cette
idée soit acceptée. De nos jours, l'espace-temps de de Sitter est utilisé comme modéle approché
de I'inflation cosmique dans I'univers primitif. Avec les observations des satellites tels qu’Hubble,
par exemple, I'univers semble étre en expansion ce qui favoriserait une constante cosmologique
positive. Néanmoins, I’étude des espaces-temps avec constante cosmologique négative, dont le
modéle de base est donné par I'espace-temps Anti-de Sitter, a pris un nouvel essor ces derniéres
années, notamment grice aux recherches actives d’une théorie de la gravité quantique. Citons
quelques exemples ot 'espace-temps Anti-de Sitter est utilisé. Lorsqu’on s’intéresse a des théories
de supergravité de jauge, I’espace-temps Anti-de Sitter fait parti des états fondamentaux naturels
pour de telles théories. En outre, ’espace Anti-de Sitter représente la géométrie proche de ’hori-
zon de trous noirs extrémes. C’est aussi la géométrie de p-branes extréme en M-théorie ce qui a
amené Maldacena a conjecturer la correspondance AdS/CFT (Anti-de Sitter/ Conformal Field
Theory) qui reste la raison principale de ’étude de cet espace-temps. Cette correspondance nous
dit qu’une théorie conforme des champs en dimension 4 est équivalente a une théorie des cordes
dans I'espace AdSs x S° ce qui permet de réaliser les calculs dans I'un ou I'autre des modéles et
de les simplifier dans certains cas. L’espace-temps Anti-de Sitter va faire partie de la géométrie
de fond sur laquelle nous allons étudier la propagation de certains champs dans cette thése. Nous
profitons de cette introduction pour en donner quelques propriétés. Nous choisirons ici A > 0 et
la véritable valeur de la constante cosmologique est donc 'opposé de A. Cet espace-temps est
défini par :
AdS = Sp x [0,+00[xS7 ,

muni de la métrique :
2 A, 2 A, - 2 2(102 | w2 2
dstgs = 1+§r dT= — 1+§r dr® — r? (d6? + sin” (0) dp?)

Nous remarquons tout d’abord que cet espace-temps admet des courbes de type temps fermées,
ce qui rend la causalité peu agréable. La manipulation habituelle dans de telles situations consiste
a considérer le recouvrement universel défini par :

CAdS =Ry x [0, —&—oo[Tng’@

De plus, 'espace hyperbolique admettant la métrique :
2 A, - 2020902 1 win2 2
dstys = 1+§r dr® +r* (d6” + sin? (0) dp?)
nous pouvons utiliser sa représentation en tant que boule de Poincaré pour obtenir :

AdS =Ry x [0,1[,x57 ,
muni de la métrique :
1+ p%\° 34 ,
dsdys = | — | dT? — = ———= (dp® + p? (d6? 2(0)de?)) .
s = (7253 ) A1 § =y 0 7 a0° 1 s (0)05%)
Nous pouvons alors effectuer la factorisation :

1
ds? g = ——5-d5°
A5 (1 p?)
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Ceci nous permet d’analyser le bord 0CAdS = Ry x {p =1} x 53,«: dont on voit qu’il posséde un
vecteur de type temps, on parle d’infini de type temps. Cette derniére propriété est une contrainte
géométrique forte, notamment lorsqu’on souhaite étudier les phénoménes de propagation de
particules dans ce type d’espace-temps. Dans ce genre de probléme, nous cherchons & ce qu’une
donnée initiale sur une hypersurface {T' = constante} permette de déterminer la dynamique
dans tout I'espace-temps. Ceci est généralement faisable dans des espace-temps M globalement
hyperbolique, c’est-a-dire qui admettent une décomposition de la forme M = R; x ¥ ou X est de
type espace. Dans ce type d’espace-temps, toute géodésique causale va couper une et une seule fois
I'hypersurface Y. En étudiant les géodésiques de type lumiére radiales dans Anti-de Sitter, nous
constatons qu'il est possible d’atteindre 'infini {p = 1} en un temps 7 fini. Ainsi, il n’existera
aucune hypersurface similaire & 3 dans un tel espace-temps et, au moins pour des objets qui
ont les propriétés de la lumiére, une donnée initiale sur une hypersurface {T" = constante} ne
déterminera I’évolution que dans une portion de l’espace-temps. Il semblerait alors nécessaire
d’imposer des conditions & l'infini pour déterminer de maniére unique notre dynamique. Ceci a
été étudié dans le cas scalaire par Avis, Isham et Storey [2]. Pour le cas massif, les géodésiques
de type temps ne sont plus fermées mais seulement périodiques. Ceci laisse a penser qu’il n’est
pas nécessaire d’imposer de telles conditions. En fait, la situation est plus subtile et dépend de
la comparaison entre la masse et la constante cosmologique. Ce phénoméne a été découvert par
Breitenlohner et Freedman [I4], [I3], qui ont montré l'existence de deux valeurs critiques, les
bornes B-F, pour des champs scalaires. A. Bachelot a obtenu une borne similaire sur la masse
des champs pour ’équation de Dirac dans [8]. Dans cette thése, nous nous intéressons a la
propagation de champs de Dirac dans I’espace-temps Schwarzschild-Anti-de Sitter et mettons en
évidence un phénoméne similaire. Nous poursuivons 1’étude de ces champs en donnant certaines
propriétés spectrales de ceux-ci.

ds* =14 p*dT? — — (dp® + p? (d6? + sin® (9) d?)) .

Introduction a la théorie de la diffusion dépendante du temps

Plus particuliérement, nous nous intéresserons aux propriétés liées a la diffusion des champs
qui nous concerneront. Le but de la théorie de la diffusion est d’obtenir une description de
I’évolution des champs que 'on considére en temps long. Pour cela, il est nécessaire d’étudier la
partie de ces champs pour lesquels la diffusion a un sens, c’est-a-dire celle qui ne reste pas dans
une région bornée de ’espace-temps. Nous dirons que ces champs diffusent. Il est alors possible
de comparer la dynamique générale de ces parties du champ avec une dynamique simplifiée, mais
dont le comportement est similaire & la dynamique de départ dans les régions asymptotiques de
I’espace-temps.

Mathématiquement, un champ est représenté par un élément d’un espace de Hilbert H qu’on
appelle un état. Dans les cas qui vont nous préoccuper, ’espace de Hilbert sera I’ensemble des
fonctions de carré intégrable sur notre espace-temps M, noté £2 (M). Dans ce formalisme, nous
pouvons interpréter un état de norme 1 comme étant une densité de probabilité qui nous indique
quelles sont les chances de trouver une particule, associée & notre champ, a un endroit donné. Les
quantités que 'on peut mesurer concernant ce champ sont alors représentées par des opérateurs
H auto-adjoints sur cet espace de Hilbert. La dynamique des champs considérés est alors donnée
par une équation que l'on peut généralement mettre sous la forme de I’équation différentielle
suivante :

—i0p (t,x) = Hyp (¢, x) .
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ou lopérateur H n’est défini que sur un sous-espace D (H) de V'espace de Hilbert, appelé le
domaine de l'opérateur H, et 1 est un élément de ce domaine. Puisque H est supposé auto-
adjoint, les solutions de cette équation sont données par v (t,x) = e ¢ (x) ot ¢ (z) = ¢ (0, 2).
Dans de nombreux cas, 'opérateur H admet la forme particuliére suivante :

H:HO—FV(JZ)

ou Hy est un opérateur dont 1’évolution e’*Ho est bien connue, et V désigne le potentiel qui
est ici considéré comme une perturbation de Hy. Les propriétés de diffusion sont alors liées aux
propriétés de décroissance a l'infini de V. Typiquement, cette décroissance est de la forme :

2 —
V (z) e te C(1+2?)

ou a > 0. Ainsi, la partie du champ qui diffuse va se retrouver, pour des temps trés grands, dans
les régions de 'espace-temps ou 'effet du potentiel est faible. La dynamique de H est alors bien
décrite par celle de Hy. Dans tout ceci, il est nécessaire d’avoir une idée assez précise des parties
du champ qui diffusent. Nous pouvons déterminer celles-ci en analysant le spectre de 'opérateur
H. On voit facilement que pour un vecteur propre ¢ de H pour la valeur propre A, la dynamique
est donnée par ¢ qui ne modifie pas le support de la fonction ¢. Un état qui était intialement
dans des régions bornées le reste. Il faut donc chercher nos états dans ceux associés au spectre
continu de l'opérateur H, et plus particuliérement, dans le spectre absolument continu puisque
le spectre singulier continu est supposé ne pas avoir de sens physique. Nous noterons H, . (H)
I’espace associé au spectre absolument continu de H qui représente les états qui diffusent. Etant
donné un élément ¢ dans H, dire que les comportements asymptotiques de H et Hy sont les
mémes reviendrait alors a trouver des éléments ¢y dans H, . (Hp) tels que :

||eth e’LtH[)

907 90:‘:”7.{ t%*:gooo

Comme l'opérateur e’ est unitaire, ceci revient a prouver que :

—’itHeitHo

» =s— lime Ot (0.0.3)

t—+oo
pour des ¢4 bien choisis dans H,_. (Hp). Nous avons utilisé ici la notation s — lim pour indiquer
que nous prenons la limite pour la topologie forte. Nous pouvons introduire les opérateurs W=,
appelés opérateurs d’onde, tels que W¥py = ¢. Ces opérateurs sont des isométries partielles
dont on note H les images. La relation de commutation suivante :

HW* =wW*H,

est veérifiee et Hy C Hq. (H). Cette derniére inclusion peut étre stricte ce qui montre qu’il
pourrait exister des états qui diffusent pour H mais qui ne seraient pas décrits asymptotiquement
par la dynamique donnée par Hy. Evidemment, nous cherchons & éviter ce dernier point en
choisissant un opérateur Hy pour lequel nous pouvons prouver que Hy = H, .. (H). Ceci s’appelle
la complétude des opérateurs d’onde et revient & montrer que les opérateurs d’onde inverses
existent. Autrement dit, prouver la complétude revient & montrer que :

s — lime "HoetH (0.0.4)

t—+oo

existe pour ¢1 dans H,..(H) cette fois-ci. Enfin, la derniére étape consiste a éliminer la partie
non physique qu’engendrerait la présence de spectre singulier continu. Lorsque le spectre singulier
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continu est vide, on parle alors de complétude asymptotique des opérateurs d’onde.
La premiére étape ci-dessus, qui consiste & prouver l’existence des opérateurs d’onde, est
souvent traitée grace a la méthode de Cook qui repose sur le fait que, si :

% (efthethogo) _ efltH (—ZV) CZtHOQD,
w7 (efthoethSO) _ e*ltHo (ZV) 6ltH

sont intégrables pour ¢ dans un domaine dense de H, alors les opérateurs d’onde existent. En
général, il est plus facile de prouver étant donné que l'opérateur Hy est suffisamment
simple pour qu’on puisse obtenir une formule explicite pour la dynamique. L’étude de la limite
(10.0.4) est souvent beaucoup plus compliquée. Pour remédier a ce probléme, des méthodes ont
été mises au point. Nous pouvons citer celles reposant sur I'expression de e en fonction de
la résolvante (H — )\)71. Il est alors possible d’utiliser les opérateurs de classe trace comme
dans la théorie de Kato-Birman, mais aussi des principes d’absorption limite ou la théorie des
opérateurs lisses, comme la théorie des opérateurs H-lisses de Kato. Pour mettre en place cette
derniére théorie, il est nécessaire d’avoir une bonne compréhension du spectre de 'opérateur
Hy, tandis que les méthodes de type trace n’utilisent pas ces propriétés mais nécessitent une
décroissance a 'infini en générale plus importante pour le potentiel. Les méthodes de type trace
ont été utilisées dans les premiers travaux concernant la diffusion dans les espaces-temps de type
trou noir effectués par Dimock [22] et Dimock-Kay [24], [23] et [25], concernant des champs
scalaires dans l’espace-temps de Schwarzschild. Ces travaux ont été poursuivis dans les années
90 par A. Bachelot [3], [4] pour les champs de Maxwell et de Klein-Gordon, puis par J.P Nicolas
[68] pour des champs de Dirac sans masse. W.M. Jin construit les opérateurs d’onde dans le cas
massif [59] et F. Melnyk [62], [63], obtient une théorie de la diffusion compléte pour des champs
de Dirac massifs chargés.

Dans cette thése, nous avons utilisé des méthodes différentes que 'on dit dépendantes du
temps. Nous cherchons alors & évaluer le comportement asymptotique de certaines observables,
comme la position ou la vitesse, le long de I’évolution e** pour des énergies finies. De maniére
générale, nous souhaitons prouver des estimations de la forme :

| IB@e|

2 dt

=< 2,
- < Clvll

Lorsque notre fonction B peut s’écrire sous la forme B (t) = f (%), nous obtenons ainsi des
informations sur la vitesse asymptotique de nos champs. Lorsque le support de f est dans |—o0, al,
ces estimations nous disent que la vitesse le long de notre évolution ne peut pas étre plus faible que
a. Nous parlons d’estimations de vitesse minimale. Celles-ci sont obtenues grace & des estimations
de commutateurs positifs sur des intervalles d’énergie finis appelées les estimations de Mourre.
En effet, si 'on note A = x, ’évolution de A le long de la dynamique est donnée par 'opérateur

et Ae—itH of pnous avons :

d (eitHAe—itH)

yr =™ [H,iAle .

Ainsi, si [H,iA] > 1, par exemple, nous obtenons une vitesse minimale égale a 1 par intégration.
La méthode de Mourre repose sur cette heuristique mais est néanmoins plus générale dans le
sens qu’il suffit d’obtenir de telles estimations de commutateurs positifs pour des états de la
forme x (H) ¢ ou x est une fonction lisse & support compact. Lorsque f est & support dans
]b, +00[, nous parlons d’estimations de vitesse maximale. Enfin, pour des vitesses comprises entre
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a et b, nous pouvons approcher I'observable 7 par 'opérateur de vitesse classique. Nous parlons
d’estimation de vitesse microlocale. Pour obtenir de telles estimations, les méthodes utilisées sont
lices & des majorations et minorations de dérivées de Heisenberg de la forme D® (t) := £.® (t) +
1[H,® (t)] pour des observables ® (¢) bien choisies. Muni de telles estimations, nous pouvons
prouver 'existence et la complétude des opérateurs d’onde. Les estimations de Mourre permettent
alors d’éliminer le spectre singulier continu sur tout intervalle d’énergie ne contenant pas de valeur
propre ce qui entraine la complétude asymptotique des opérateurs d’onde. Il est ensuite possible
d’en déduire l'existence de l'opérateur de vitesse asymptotique qui, comme son nom l'indique,
nous donne des informations sur la vitesse de notre champ dans les régions asympotiques de
I’espace-temps. Dans le cadre de ’étude de champs en relativité générale, ce genre de méthodes
a été utilisé pas D. Héfner [44] pour I’équation des ondes dans des espaces-temps stationnaires et
asymptotiquement plats ainsi que pour I’équation de Klein-Gordon dans Kerr [45]. J.P Nicolas et
D. Héfner [47] obtiennent une description compléte de la théorie de la diffusion pour I’équation de
Dirac dans Kerr en utilisant une quantité conservée présente pour ’équation de Dirac mais pas
pour 'équation de Klein-Gordon et T. Daudé [I8], [I9], donne une théorie de la diffusion pour
les champs de Dirac chargés dans l’espace-temps de Kerr-Newman ainsi que pour 1’équation
de Dirac dans le trou noir de Reissner-Nordstrom. Récemment, C. Gérard, V. Georgescu et
D. Héfner [39] ont obtenu des résultats de complétude asymptotique pour I’équation de Klein-
Gordon supperradiante dans la métrique de Kerr-de Sitter. Une théorie de la diffusion compléte
pour I’équation des ondes sur ’extérieur d’un trou noir de Kerr a été obtenu par M. Dafermos,
I. Rodnianski et Y. Shlapentokh-Rothman [17] utilisant la théorie de la diffusion conforme dont
les idées remontent & Friedlander [34] et qui ont été reprises dans le contexte de la théorie de la
diffusion dans des espaces-temps de type trou noir par J.P. Nicolas [67].

Apreés l'obtention de ces résultats de complétude asymptotique, nous pouvons nous tourner
vers d’autres phénomeénes tels que 'effet Hawking au voisinage de trous noirs.
En 1975, S. W. Hawking publie un papier prédisant Ueffet, qui porte aujourd’hui son nom, de
création de particules au voisinage d’un trou noir. Cet effet était bien compris par les physiciens
vers la fin des années 70 mais il manquait une formulation mathématique précise d’un tel effet.
11 faut attendre les travaux d’A. Bachelot [5], [6], [7] pour obtenir la premiére description mathé-
matique rigoureuse d’un tel phénomeéne. A la suite de ces premiers résultats, F. Melnyk décrit
leffet Hawking pour les champs de Dirac [65], [64] et D. Hafner donne une description compléte
de cet effet pour des champs de Dirac dans Iespace-temps de Kerr-Newman [46]. Ce sujet, bien
que passionnant, ne sera pas abordé dans la suite de cette thése. Nous nous intéresseront plutot
a un autre phénomeéne qu’est celui des résonances et que nous allons aborder dans la suite de
cette introduction.

Introduction a la théorie des résonances

Nous passons maintenant au sujet qui va nous concerner plus spécifiquement dans le deuxiéme
chapitre de cette thése ot nous allons nous intéresser aux résonances. Tout d’abord, il existe dif-
férentes maniéres de les définir qui sont, en générale, équivalentes. L’une des possibilités est
d’utiliser les opérateurs d’onde pour construire 'opérateur de scattering S = Wi W_ qui relie les
états ¢, aux états (,03 . En utilisant la décomposition spectrale de cet opérateur, nous obtenons
la matrice de scattering S (\) dont les poles sont appelés les résonances. Grace a cette défini-
tion, C. Gérard et A. Grigis [40] utilisent des méthodes semi-classiques, dites méthodes BKW
exactes, pour analyser les résonances & distance plus grande que h du maximum du potentiel
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d’un opérateur de Schrédinger défini par :
H=—-h%9?+V ()

ol h est un paramétre qui va tendre vers 0. Utilisant ces mémes méthodes ainsi que des méthodes
d’analyse microlocale, T. Ramond [72] obtient des estimations sur les résonances a une distance
inférieure & h. Le cas de deux maximums a été étudié par S. Fujiié et T. Ramond [30]. Par ces
mémes méthodes, S. Fujiié, C. Lasser et L. Nédélec [33] ont étudié le probléme des résonances
pour une équation de Schrodinger matricielle. Ces méthodes reposent sur le fait que I'on peut
obtenir des formules explicites pour les coefficients de la matrice de scattering dont les poles sont
alors les points d’annulation d’un certain Wronskien entre les solutions BKW. En ce qui concerne
les résonances pour l'opérateur de Schrodinger, il existe une littérature trés fournie dont nous
ne ferons pas une liste exhaustive puisque cette équation n’est pas le sujet principal de notre
étude. Néanmoins, citons les travaux de B. Helffer et J. Sjostrand, en particulier leur livre [48].
En ce qui concerne I’équation de Dirac, la méthode BKW a été utilisé par A. Khochman [6T]
afin d’étudier le paradoxe de Klein pour cette équation.

Pour étudier les résonances, il est aussi possible de partir d'une autre définition basée sur la
résolvante (H — )\)71. Lorsque H est un opérateur auto-adjoint, ce que 1’on supposera dans la
suite, son spectre est inclus dans R. Pour Im (\) > 0, la résolvante est bien définie et analytique de
L? (M) dans £? (M). Nous souhaiterions pouvoir prolonger cet opérateur a travers I’axe réel mais
ceci n’est pas possible & cause du spectre de 'opérateur H. Il est néanmoins possible de modifier
les espaces de départ et d’arrivée de notre résolvante. Notre nouvel opérateur peut alors se
prolonger jusqu’a {Im () < 0} (et souvent seulement sur une bande dans le demi-plan inférieur)
mais seulement de maniére méromorphe. Les poles de cet opérateur sont appelés les résonances.
Pour prouver que ce prolongement est réalisable, différentes techniques ont été mises au point.
Il est tout d’abord possible d’obtenir, dans certain cas, une formule explicite de la résolvante.
En dimension 1, par exemple, des solutions particuliéres de I’équation (H — ) ¢ = 0 appelées
solutions de Jost et qui admettent un comportement exponentiellement décroissant a l’infini
permettent souvent d’obtenir de telles formules. Rajouter des poids exponentiels & la résolvante
permet alors de la prolonger et nous obtenons une description explicite des résonances en terme
de zéro d’'un Wronskien. Un cadre plus général pour prolonger la résolvante est celui du "black
box" ot I'on partage I’espace en une partie compacte, sur laquelle la résolvante se comporte bien,
et une partie asymptotique ou 'opérateur admet une forme particuliére. Sous ces hypothéses,
la méthode du "complex scaling" permet de définir les résonances. Utilisant ce cadre de travail,
S. Tang et M. Zworski [77] obtiennent des estimations sur la localisation des résonances proches
de 'axe réel. Cette méthode repose sur de bonnes estimations concernant la résolvante et sur
Pexistence de quasimodes, c’est-a-dire de solutions approchées de I’équation aux valeurs propres
(H — A) ¢ =0. Lorsque H s’écrit H = Hy + V ou V admet un puit et qu’une particule dans ce
puit admet une énergie plus faible que le maximum de celui-ci, alors, d’un point de vue classique,
cette particule va rester prisonniére de ce puit. Les régions ot le potentiel est trop fort sont alors
classiquement interdites. D’un point de vue quantique, les champs dans ces régions décroissent
exponentiellement, ce sont les estimations de Agmon que nous pouvons obtenir en restreignant
notre opérateur au voisinage du puit. Cet opérateur restreint admet alors des valeurs propres dont
nous pouvons prolonger les vecteurs propres par 0 en dehors du puit & I’aide d’une troncature. Un
tel état vérifie alors I’équation aux valeurs propres de maniére approchée avec un terme d’erreur
supporté dans la région classiquement interdite et qui décroit exponentiellement. Utilisant cette
méthode, O. Gannot [38], [37], trouve des résonances exponentiellement proches de I’axe réel pour
I’équation de Klein-Gordon dans I’espace-temps de Schwarzschild-Anti-de Sitter ainsi que dans
celui de Kerr-Anti-de Sitter. Les quasimodes permettent aussi d’obtenir une borne inférieure pour
la décroissance de I’énergie locale. C’est par ce procédé que G. Holzegel et J. Smulevici [51] ont
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prouvé que I’énergie locale pour 1’équation de Klein-Gordon dans I'espace-temps de Kerr-Anti-de
Sitter ne pouvait décroitre plus que logarithmiquement. En fait, les résonances représentent un
trés bon moyen pour obtenir des estimations de décroissance pour les champs que 'on étudie.
Intéressons nous & ce dernier point et introduisons ’exemple de ’équation de Schriédinger en
dimension 1 :

(=0 + H) o = F.

De maniére formelle, nous pouvons utiliser la transformée de Fourier en temps pour obtenir
I’équation stationnaire : R
(H-XN)¢=F.

Lorsque (H — \) est inversible, ce qui est le cas si H est auto-adjoint et Im (A) > 0, nous pouvons
utiliser la transformée de Fourier inverse pour obtenir une solution de 1’équation :

1

= — e (H — N7 B,
27 Im(M\)=c ( )

¥
ol ¢ > 0. Maintenant, si notre résolvante se prolonge a Im (\) < 0, nous pouvons déformer le
contour d’intégration de cette derniére intégrale. La présence de poles pour la résolvante permet
d’obtenir des résultats sur la décroissance des champs considérés par le théoréme des résidus.
Pour une présentation plus compléte de ces techniques, on pourra se référer au livre de S. Dyatlov
et M. Zworski [30] qui est actuellement en cours d’écriture.
Historiquement, ’étude mathématique des résonances en relativité générale commence avec les
travaux d’A. Bachelot et A. Motet-Bachelot [10] et a été poursuivie par A. Sa Barreto et M.
Zworski [74] pour des trous noirs a symmeétrie sphérique. Utilisant ce résultat de localisation
des résonances, J.F. Bony et D. Héfner [12] sont capables d’obtenir un résultat de décroissance
de ’énergie locale qui sera ensuite étendu & des variétés et des données initiales plus générales
par R. Melrose, A. Sa Barreto et A. Vasy [60]. Des résultats récents concernant les résonances
et la décroissance de I’énergie locale pour ’équation des ondes linéaire ont été obtenus par S.
Dyatlov [28], [27], [29], pour 'espace-temps de Kerr-de Sitter, qu’il a étendus a des espaces-
temps proches de Kerr-de Sitter [26] en utilisant des méthodes développées par A. Vasy [79].
Ce dernier papier est d’'une importance particuliére puisqu’il permet de définir les résonances
pour une classe d’espaces-temps assez large, contenant notamment Kerr-de Sitter. Pour des
espaces-temps de type Anti-de Sitter, G. Holzegel et J. Smulevici [51] ont prouvé l'existence de
quasimodes exponentiellement précis pour 1’équation de Klein-Gordon dans la métrique de Kerr-
Anti-de Sitter, ce qui leur permet d’obtenir une décroissance au plus logarithmique pour ’énergie
locale comme il ’'a été remarqué plus haut. Ces mémes auteurs avaient prouvé précédemment
que la décroissance de cette énergie était au moins logarithmique [49]. C. Warnick [81] donne
une définition des modes quasi-normaux dans des trous noirs asymptotiquement Anti-de Sitter
et O. Gannot prouve l'existence de résonances exponentiellement proches de 'axe réel, tout
d’abord pour espace-temps de Schwarzschild-Anti-de Sitter [38], puis pour lespace-temps de
Kerr-Anti-de Sitter [37]. Nous donnons maintenant une présentation rapide du contenu de ce
manuscrit.

Chapitre 1

Dans ce premier chapitre, nous étudierons la complétude asymptotique pour des champs de
Dirac massifs dans la géométrie de I'espace-temps de Schwarzschild-Anti-de Sitter. Nous commen-
cerons par une présentation de cette géométrie ot nous mettrons en exergue les particularités qui
font que I'’étude mathématique des champs dans de tels espaces-temps n’est pas triviale, notam-
ment la présence d’un infini de type temps. Nous poserons ensuite I’équation qui permet d’étudier
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la propagation de ces champs sous une forme spectrale, comme vue plus haut, ce qui raménera
le probléme de Cauchy a ’étude du caractére auto-adjoint d’un certain opérateur H,,, ou m dé-
signe la masse du champ, muni d’un certain domaine. Aprés réduction de notre équation via les
harmoniques sphériques, nous étudions le domaine naturel D (H,,) = {¢ € H| Hpnp € H}, ot H
est I'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable pour une harmonique fixée, en utilisant
les résultats obtenus dans [8]. Par des méthodes similaires & celles présentées dans cet article,
nous prouvons le caractére auto-adjoint de H,, et ainsi l’existence et I'unicité d’une solution &
condition initiale donnée. Nous étudions ensuite le spectre de notre opérateur en prouvant tout
d’abord 'absence de valeurs propres. Nous donnons alors les estimations de Mourre pour notre
champ qui utilisent un résultat de compacité pour la résolvante de notre opérateur. Ces esti-
mations nous permettent d’obtenir 'absence de spectre singulier continu. Ce type d’estimation
nous permet aussi d’obtenir des estimations de vitesse minimale pour notre champ. Par suite,
nous décrivons la vitesse maximale ce qui nous permet d’obtenir la complétude asymptotique
des opérateurs d’onde pour 'opérateur de comparaison H. qui modélise un transport le long de
chacune des coordonnées. Nous en déduisons finalement I'opérateur de vitesse asymptotique qui
n’est autre que 'opérateur identité.

Chapitre 2

Dans ce deuxiéme chapitre, nous commencons par étudier les quasimodes pour notre opérateur
H,,, & harmonique fixée. Utilisant 'inverse de cette harmonique comme paramétre semi-classique
h, nous étudions le carré de 'opérateur semi-classique ainsi obtenu et réalisons la méme étude
que dans [38]. Malheureusement, prendre le carré de notre opérateur ne nous donne pas tout a
fait 'opérateur des ondes mais une perturbation de celui-ci. Néanmoins, nous prouvons une esti-
mation d’Agmon qui nous donne la décroissance exponentielle d'un vecteur propre dans la zone
classiquement interdite pour un opérateur modifié. Ce vecteur propre nous permet de construire
une solution approchée de I’équation aux valeurs propres pour notre opérateur semi-classique.
Nous étudions ensuite I'existence des résonances par prolongement méromorphe de la résolvante
(H,, —X)~". Nous redémontrons dans le cas de la dimension 1 un résultat obtenu dans [43]
concernant le prolongement méromorphe de la résolvante sur des variétés asymptotiquement hy-
perboliques. Nous partageons ensuite la résolvante de H,, en une résolvante correspondant a une
variété asymptotiquement hyperbolique et une résolvante compacte. Un argument d’opérateurs
de Fredholm méromorphes nous permet de conclure. Les poles de cette résolvante sont les ré-
sonances pour notre systéme. Afin de localiser ces résonances, nous avons besoin d’une bonne
caractérisation de celles-ci, et les arguments par perturbation avec les opérateurs de Fredholm
ne donnent, en général, pas des résultats satisfaisants. Nous exploitons la forme de notre équa-
tion pour donner une formule explicite de la résolvante. Une résonance est alors une racine d’'un
Wronskien entre des solutions asymptotiques de (H,, — A\) ¢ = 0, c’est-a-dire des solutions avec
un comportement donné 4 'infini, dites solutions de Jost, et des solutions vérifiant les conditions
au bord. Enfin, nous revenons a notre opérateur semi-classique pour lequel nous construisons des
solutions a I’équation aux valeurs propres admettant un développement en terme du paramétre
h dans certaines régions du plan complexe. Ces solutions sont construites par la méthode BKW
exacte que nous utilisons sous la forme matricielle que 'on peut trouver dans [33] et [61]. La
difficulté principale alors est de pouvoir joindre ces différentes solutions pour pouvoir calculer
les Wronskiens. La distance entre les points tournants est alors un obstacle a ’extension de ces
solutions ce qui ne nous permet pas de localiser les résonances directement par cette méthode.
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Chapitre 1

Complétude asymptotique pour les
champs de Dirac massif en
espace-temps Schwarzschild-Anti-de
Sitter

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord la géométrie de I’espace-temps Schwarzschild-
Anti-de Sitter dont la métrique est donnée par :

oM 72 oM 2\ !
Gab = (1 - 4 ;) dt® — (1 - — + ;) dr? —r? (616‘2 + sin? Hdapz) .
T T

Nous notons F (r) = (1 — % + 7—;) Nous parlons dans cette partie de son caractére non glo-

balement hyperbolique et de la possibilité d’arriver a I'infini Anti-de Sitter en temps fini, ou le
temps est ici celui des coordonnées, le long des géodésiques de type lumiére. Nous posons
ensuite I’équation de Dirac dans cet espace-temps en utilisant la formulation spinorielle dont on
peut trouver une description dans [71]. Grace au formalisme de Newman-Penrose, nous arrivons
a la forme —i0y» = H,,v de I’équation de Dirac, forme qui nous permettra d’utiliser des argu-
ments de théorie spectrale. Les détails des calculs pour ’équation sont donnés dans ’appendice
A. Nous donnons ici la forme de 'opérateur H,, :

=

F(r)?
H,, =ir"'o, +i " Py —mn F(r)z,

Dans ce premier chapitre, nous nous intéresserons au caractére bien posé de I’équation qui
nous concerne ainsi qu’a la théorie de la diffusion pour les champs correspondants. L’étude de ces
deux problémes ne nécessite que la connaissance des comportements asymptotiques, c’est-a-dire
proche du trou noir et proche de I'infini Anti-de Sitter, pour les potentiels. Par conséquent, nous
donnons une généralisation de 'opérateur de Dirac dans laquelle nous considérons des potentiels
dont seul les comportements asymptotiques sont donnés. Nous notons de nouveau cet opérateur
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H,, qui prend désormais la forme :
H,, =T'D, +iA(x)Ps — my’B(x),

ou z est une nouvelle coordonnée introduite pour ramener 'infini de type Anti-de Sitter & un
bord. Nous avons z €] — oo, 0] o 0 correspond a l'infini Anti-de Sitter et —oo a ’horizon du trou
noir.

Ayant introduit notre équation, nous nous intéressons a ’existence et I'unicité des solutions.
La forme de I’équation laisse & penser que nous pouvons utiliser des arguments de théorie spectrale
en prouvant que 'opérateur H,, est auto-adjoint puis en utilisant le théoréme de Stone. Pour
cela, nous commencons pas réduire notre probléme en utilisant la symétrie sphérique de notre
espace-temps qui fait apparaitre un opérateur de Dirac sur la sphére dans I'expression de H,,.
Nous pouvons utiliser les harmoniques sphériques spinoidales dont une présentation est faite dans
[8] et dont nous reprenons les grandes lignes ici. Nous nous sommes dés lors réduit & un probléme
de dimension 1 avec un opérateur noté H>:™ oil s et n désigne les harmoniques sur lesquelles
nous travaillons. Comme une transformation unitaire ne change pas le caractére auto-adjoint de
l'opérateur, nous utilisons une telle transformation pour obtenir un opérateur que nous notons

H2™ ce qui nous permet d’analyser le comportement & U'infini Anti-de Sitter des éléments du

domaine naturel D,,q; (ﬁ%”) ={p € Hsnl fl,f;"go € Hent ou Hs,, est Vespace de Hilbert des

fonctions de carré intégrable. Pour 'opérateur entier H,,, nous obtenons :

Proposition 1.1.1. Soit ¢ € D (f{m> Nous avons les comportements suivant :

1

- Pour m > 4,

on a

(2, )22y = O (V—2), = —0.

- Pour m = 2%, on a
[ (z, )|[L2(s2) = O ( (—x) ln(—x)) , 2 —0.

i 1
- Pour 0 < m < 5, il existe des fonctions Y € W2, x_ € W, ¥y, x4+ € L*(5?) et
¢ € C° (] — 00, 0]z; L?(S%,C*)) satisfaisant

v Ez, <p; Yy E? @3
— (2 —ml X-(U,p o ml X P
77[1(93,‘9,%0) = ( ) —iwf(a,(,ﬁ) + ( ) Z’lﬁi(e,@)
ix—_(0,9) —ix+(0,¢)

+¢(z,0,0),
lp(x, lr2(s2) =0 (V=2), = —0.

1 1 1 1
Réciproquement, pour tout p_ € W_2+m, X— € Wjer, vy € W2 " X+ € W? "ol
existe ¢ € D(H,,) satisfaisant les deux derniéres équations.

Comme dans Darticle [§], nous voyons apparaitre une borne (dépendante de la constante
cosmologique qui est ici représentée par le paramétre [) sur la masse au dela de laquelle les
éléments du domaine naturel tendent vers 0 a l'infini Anti-de Sitter. Lorsque la masse est trop
petite, nous n’avons pas une telle décroissance a l'infini. Dans ce cas, le domaine sur lequel
considérer notre opérateur doit inclure des conditions & I'infini qui sont des conditions au bord
dans notre systéme de coordonnées. Plusieurs conditions ont été considérées dans [8]. Nous avons
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choisi de nous restreindre aux conditions du type MIT-bag qui sont explicitement formulées ici.
Utilisant les domaines adaptés, nous sommes alors en mesure de prouver le caractére auto-adjoint
de H;:™ pour toute masse positive par des arguments standards. Nous pouvons ensuite sommer
sur les harmoniques afin d’obtenir le caractére auto-adjoint de 'opérateur entier H,,. Nous
obtenons ainsi 'existence et I'unicité d’une solution & I’équation que nous nous étions fixée dans
le théoréme principal de cette partie :

Théoréme 1.1.2. Etant donné 1)y € H, il existe une unique solution 1 & ’équation :

o =iHpy
telle que
1/1 € CO (Rta H) )
et vérifiant :
Y (t=0,.)=10()

VEER, (|9 (t, )lay = lvo()lly -

Nous terminons cette partie par ’étude des valeurs propres pour notre opérateur dont nous
prouvons qu’il n’en admet aucune.

Maintenant que nous avons une unique solution & notre équation, nous pouvons nous intéres-
ser a son comportement asymptotique en temps. Nous commencons cette étude par une partie
technique ot nous prouvons que la résolvante de H;;", multipliée par une fonction f avec de
suffisamment bonnes propriétés, est compacte :

Proposition 1.1.3. Soit f une fonction continue tendant vers 0 en —oo et admettant une limite
finie en 0. Soit z € p(HE™)) ou p(HZE™) est 'ensemble résolvant de HE™. Alors opérateur
f(x)(HE™ — 2)~1 est compact sur H pour tout m > 0.

Pour cela, nous utilisons le comportement asymptotique de notre potentiel qui est confinant
en 0 et exponentiellement décroissant en —oo. Nous introduisons deux opérateurs intermédiaires
dont I'un admet un potentiel confinant sur toute la demi-droite qui est égal a notre potentiel au
voisinage de 0, et 'autre admet un potentiel qui décroit vers 0 en —oo exactement comme notre
potentiel, mais aussi en 0. Le premier opérateur admet une résolvante compacte tandis qu’il est
nécessaire de multiplier le second par notre fonction f pour obtenir sa compacité. Nous sommes
alors capables d’exprimer la résolvante de H::"™ en terme des deux résolvantes des opérateurs que
nous avons introduits, ce qui permet de prouver que notre opérateur est compact.

Nous nous intéressons dans la partie suivante & prouver une estimation de Mourre pour notre
opérateur. Nous commengons par donner un rappel de la théorie. Puis, nous utilisons le lemme
technique pour prouver une estimation de Mourre de la forme suivante :

Proposition 1.1.4. Définissons A = T'z. Soit I C R un intervalle compact non vide. Alors,
pour tout m > 0, nous avons l’estimation de Mourre :

U (Hy™) [Hy" iAl Ly (Hy™) > 07 (Hy™) + 1 (Hy™) K1y (Hy™)
ot 15 est la fonction indicatrice de l'intervalle I et K est un opérateur compact.

Ici, A est ce qu'on appelle un opérateur conjugué. Cette estimation n’admet un sens que
lorsque certaines conditions sont imposées sur les opérateurs H.:™ et A. Un certain nombre de
conditions ont été formulées pour qu’une estimation de Mourre ait un sens, notamment dans [IJ.
Nous avons choisi d’utiliser les conditions de Mourre qui sont vérifiées dans cette partie pour
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les opérateurs H;:" et A. L’'une des premiéres conséquences de ces estimations est ’absence de
spectre singulier continu sur tout intervalle sur lequel une estimation de Mourre est vérifiée sans la
présence de 'opérateur compact. En ce qui nous concerne, étant donné ’absence de valeur propre
pour notre opérateur, nous sommes en mesure de prouver qu'une telle estimation est vérifiée en
enlevant 'opérateur compact, quitte & diminuer la taille de ’intervalle et & ce que la constante
devant 12 (H2™) soit désormais 1—e pour tout € > 0 ott € dépend de la taille de I'intervalle choisi.
Ainsi, nous n’avons pas de spectre sigulier continu pour notre opérateur. Ce type d’estimation
admet l'interprétation intéressante suivante : I'opérateur A, qui est ici 'opérateur de position,
croit le long de la dynamique pour des énergies dans un intervalle compact. En effet, de maniére
informelle, nous avons :

d (e—itH;;;” AeitH;};”)
dt

En intégrant cette derniére inégalité, nous obtenons :

o s,m . . s,m
= e LT HEN A AT > 1 — e

o A
_ s,n s,n
e itH), eZtH 2 1—¢

m

ol % est 'opérateur représentant la vitesse. Ainsi, le long de la dynamique, la vitesse est au
moins 1 — € pour tout € > 0. Nous appelons ces estimations des estimations de vitesse minimale.
Ces estimations informelles admettent une formulation rigoureuse qui est le sujet de la partie
suivante.

Dans cette partie, nous nous intéressons aux estimations de propagation. Plus particuliére-
ment, nous commengons par introduire la théorie concernant ces estimations et, en particulier,
celle concernant les estimations de vitesse minimale abstraite qui correspondent aux arguments
heuristiques donnés ci-dessus. L’estimation de Mourre nous donne alors I’estimation de vitesse
minimale suivante :

Lemme 1.1.5. Soit J_ € C telle que le support de J_ soit inclus dans |—oo, 1—¢[ et J_ (z) =1
pour tout x €] — 00,1 — 2¢[ et soit x € CF°. Alors, pour tout m > 0, nous avons :

2
0 . s,n dt
/ HJ_ (f) X (HE™) e~ "y, —<C Jull®, Yu € Hqn
1
lim J_ (A> e_itH"S’;n'U/ = 07 Yu € Hs n-
t—00 t ’

Utilisant la théorie des dérivées de Heisenberg, nous pouvons prouver 1’estimation de vitesse
maximale suivante :

Proposition 1.1.6. Soit J € C* telle que supp (J) C]1+¢€,00[ avec € > 0 et telle que J (z) =1
pour tout x €]1 + 2¢, 00[.Soit ¢ € C5° (R). Alors, pour tout m > 0, nous avons :

[ ).
L t

s— lim J (A> e~ LT —
t—00 t

Utilisant ces deux derniéres estimations ainsi que 1’absence de spectre singulier continu et
de valeur propre, nous pouvons prouver la complétude asymptotique avec comme opérateur de
comparaison l'opérateur H, = i7%y'0, dont le domaine est donné par :

D (Hc) = {(P € Hs,n;Hc(P € Hs,na ®1 (0) = —¥3 (O) ) P2 (O) = P4 (O)} .

St

- <C lull®, Vu e Han
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La dynamique associée a cet opérateur est un transport dont certaines coordonnées se reflétent
au bord pour apparaitre sur d’autres coordonnées d’apreés les conditions au bord. Nous obtenons
tout d’abord ce théoréme & harmonique fixée puis nous sommons sur les harmoniques pour
obtenir le résultat principal de cette section :

Théoréme 1.1.7. Pour tout ¢ € H et pour tout m > 0, les limites :

}l)rgo GZtHCB_Zth(,O
tllzgo ethmefthc(p

existent. Désignons par :

itH o,

P
itH,, e—’LtHc ©

— i oitHe —
Q(p—th_{roloe e
Wy = lim e

t—o0

pour tout ¢ € H. Alors nous avons :
Q*=Ww.

Nous voyons ainsi qu’asymptotiquement en temps, 'opérateur H,, se comporte comme un
transport vers le trou noir, puisque tout est reflété au niveau du bord. Nous pouvons méme
rajouter que la vitesse a laquelle s’effectue le transport est 1, ce qui est le sujet de la prochaine
partie.

Dans la derniére partie de ce chapitre, nous nous intéressons a la vitesse asymptotique a
laquelle se déplace notre champ. Nous commengons par analyser quelle est la vitesse asympto-
tique pour 'opérateur H. grace a une formule explicite pour le propagateur. Sans surprise, nous
obtenons que notre transport s’effectue a vitesse 1. Nous pouvons alors utiliser le fait que la
propagation pour notre opérateur est asymptotiquement en temps la méme que celle pour H..
Nous obtenons ainsi que la vitesse asymptotique est 1 :

Théoréme 1.1.8. Soit J € C (R). Alors, pour tout m > 0, la limite :

s — lim e'*fm g <A> e tHm

t—o00 t

existe. De plus, si J(0) = 1, alors

s — lim (s — lim e*fm g () e_Zth) =1.
R—oco t—00 Rt
Si Uon définit
A
s —Co — tlim eittm ?eﬂtH”" =: Pt

alors Pl est défini de maniére dense et il commute avec 'hamiltonien H,,. L’opérateur Pl est
appelé la vitesse asymptotique.
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1.2 Espace-temps Anti-de Sitter Schwarzschild et équation
de Dirac associée

Dans cette section, nous présentons tout d’abord ’espace-temps Schwarzschild-Anti de Sitter
puis nous donnons I’équation de Dirac dans cet espace-temps ainsi que sa généralisation naturelle
pour les problémes qui nous concernent.

1.2.1 L’espace-temps Schwarzschild-Anti-de Sitter

Soit A > 0. Définissons [2 = % Notons M la masse du trou noir.
La métrique dans les coordonnées de Boyer-Lindquist est donnée par :
oM 12 oM 2\ !
Gab = <1 - —+ 12) dt* — (1 -—+ l2> dr® —r® (d6* + sin® 0dp?) (1.2.1)
T r

On note F(r) = 1— % + 7;—22 Utilisant la méthode de Cardan, nous pouvons voir que F
admet deux racines complexes conjuguées ainsi que la racine réelle r = rga4s dont I’expression
est donnée ci-dessous.

Nous en déduisons que cette métrique admet des singularités en r = 0 et r = rgaqs = P+ +p—

l6

1
1\ 3
ol p4 = (Ml2 + (M214 + 27) 2) . (Voir [50]) C’est une espace-temps de type trou noir. La
singularité en r = 0 est une singularité due a la géométrie mais celle en 7 = rgags est une
singularité liée aux coordonnées.

Afin de mieux comprendre la géométrie de cet espace-temps, nous allons étudier les géodé-
siques isotropes radiales sortantes (respectivement entrantes) (c’est-a-dire pour lesquelles % >0
(respectivement 9= < 0)). Notons ¢ une telle géodésique avec :

dt dr

/ - i
¢ (N) = T+ 0 (1.2.2)

puisque la géodésique est radiale. D’autre part, comme la géodésique est isotrope, nous avons :

F(r) (ji)Q —F () <3§)2 =0 (1.2.3)

. 2 -2 . Yas . .
ce qui nous donne (%) = F(r)"". Pour les géodésiques isotropes radiales sortantes, nous

obtenons donc :
dt

=
et pour les géodésiques isotropes radiales entrantes :

F(r)™! (1.2.4)

dt 1
- = —F(r) (1.2.5)

Introduisons une nouvelle coordonnée r, telle que t — 7, et t 4+ r, soient constants le long des
géodésiques isotropes radiales sortantes et entrantes respectivement, c’est-a-dire telle que

dr.
dr

=F(r)! (1.2.6)

Les coordonnées (¢, 74,0, @) sont communément appelées les coordonnées de Regge-Wheeler.
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Nous obtenons ’expression suivante pour r, :
@]
o (2 2 2\~ %
(1) =In ((7" —7544s)™ (r* + rsaasT + réaqs + %) ° )

2 (3r% 45 + 22 9
( TsAds ) arctan L‘Adsl . (1.2.7)
(3r§aas +1%) Briaas +41°) (3r§aas +41%)°

D=

2
TsAds! 1
a1 =

= =2 = 1.2.8
3rfags +12 2k (12:8)

Pour un trou noir statique (ce qui est le cas ici), k est la limite a I’horizon (c’est-a-dire en
r =rgaqs) de la force qu’il est nécessaire d’exercer pour garder un objet de masse 1 en place a
Iinfini. C’est donc ce qu’on appelle la gravité de surface.

On note : ) ) )
(3 21
C= (37845 +21) . (1.2.9)
(3rgags +12) (Brdpqs +412)*
Nous obtenons donc :
lim r.(r) =—o0 (1.2.10)
T—=TSAdS
- T
Tli)IIolo re(r) = C2. (1.2.11)

Nous considérerons dans la suite la variable x = r, — C g plutoét que r,.. Nous avons alors :

lim z(r)=-o00 (1.2.12)
TTSAdS
lim z (r) = 0. (1.2.13)
r—00

Cette derniére limite nous montre que, le long des géodésiques isotropes radiales, une particule
atteint l'infini de type temps en temps de Boyer-Lindquist fini (rappelons que le long de ces
géodésiques, t — 1, et t + r, sont constants). Cette derniére propriété géométrique va étre un
probléme majeur dans notre étude. En effet, la démonstration de théorémes d’existence globaux
pour des solutions d’équations hyperboliques utilise habituellement la notion, introduite par
Leray, de globale hyperbolicité dont nous allons rappeler la définition.

Tout d’abord, rappelons qu’un sous-ensemble S d’une variété lorentzienne M est dit achronal
si pour tous points p,q € S, il n’existe aucune courbe causale (c’est-a-dire isotrope ou de type
temps) orientée vers le future de p vers g.

Soit maintenant un ensemble S fermé et achronal, nous pouvons définir le domaine de dépendence
futur de S :

DT (S) = {p € M|Toute courbe causale inextensible issue de p et orientée vers le passé

intersecte S} .

Nous pouvons alors définir le domaine de dépendence passé D~ (S) en remplagant passé par
futur et enfin le domaine de dépendence de S est défini par : D (S) = Dt (S) U D~ (9).

Un ensemble fermé achronal ¥ vérifiant D (X) = M est appelé une surface de Cauchy. Nous
pouvons maintenant donner la définition suivante :

Définition 1.2.1. Nous dirons qu’un espace-temps (M, gqp) est globalement hyperbolique s'il
existe une surface de Cauchy X.
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Ceci signifie que tous les événements de ’espace-temps sont déterminées & partir des condi-
tions sur .
Nous voyons maintenant que le comportement des géodésiques isotropes dans l'espace temps de
Schwarzschild Anti-De-Sitter en fait un espace-temps non globalement hyperbolique. Une situa-
tion similaire a déja été rencontrée par A.Bachelot dans son article [8] concernant 1’équation de
Dirac dans I'espace-temps Anti-De-Sitter. Nous nous attendons & devoir faire une analyse simi-
laire en ce qui concerne le caractére bien posé de ’équation. Pour la théorie de la diffusion, dans
un espace-temps de type trou noir avec un extérieur asymptotiquement Minkowski ou de Sitter,
nous devons considérer deux régions asymptotiques, I'une étant celle du trou noir et l'autre étant
celle pour laquelle r tend vers 'infini. Dans ce cas, il faut utiliser deux dynamiques différentes
dans ces deux régions pour comparer avec notre dynamique. Ici, 'une des régions peut étre at-
teinte par certaines particules et est donc vue comme un bord. Nous nous attendons & n’avoir
qu’une seule dynamique de comparaison.

1.2.2 L’équation de Dirac en espace-temps Anti-de Sitter Schwarz-
schild

Dans la notations des spineurs & deux composantes, I’équation de Dirac prend la forme
suivante :

VAA g — A
o (1.2.14)
VA x4 = pé
ou encore
A — — /
Vaa ¢A,_ pxa (1.2.15)
Vaax® = —pda
ou p = ﬂz et m > 0 est la masse du champs.

Grace au formalisme de Newman-Penrose, nous pouvons obtenir cette équation sous forme d’un
systéme d’équations aux dérivées partielles. Nous introduisons pour cela une tétrade isotrope
(1*,n% m* m®), c’est-a-dire telle que

1% =nen® = mem® = mem® =1lym* =nam® =0, (1.2.16)

qui forme une base du complexifié de I'espace tangent. Nous dirons que cette tétrade est norma-
lisée si :

lgn®* =1, mgm®=—1. (1.2.17)
Les vecteurs [* et n® correspondent a des directions le long desquelles les rayons lumineux vont
a linfini (nous pourrons choisir I* comme étant un vecteur isotrope sortant et n® rentrant dans
notre cas). Le vecteur m® admet des courbes intégrales bornées. Les vecteurs m® et m® vont, en
général, correspondre aux générateurs des rotations. Dans notre cas, nous considérerons :

o _ 1 poy-i
1




Cette tétrade est normalisée. Le vecteur [® est bien isotrope et, en analysant les géodésiques

isotropes radiales ayant ce vecteur comme vecteur tangent et A comme paramétre affine, nous
obtenons :

dt 1 1

L F(r) 2

d)\ \/5 (T) 2

dT 1 1

L __F(r)2 1.2.18

d)\ \/i (T) 2 ( )
le long de ces géodésiques, puisque 9, = F (1) 0,. Nous en déduisons alors que % = j—;% =

—1 . . PEA
F (r)™". Notre vecteur est donc bien sortant. Nous voyons aussi que m® est seulement exprimé
en terme des coordonnées sur la sphére. Nous donnons maintenant les vecteurs duaux associés :

F(r)? (dt — dx)

lo =

-l

F(r)? (dt + dx)

Ng = 7
My = 7 (—df + isin(6)dyp)
Me = 7 (—df —isin(0)dyp) .

Utilisant cette tétrade, il est alors possible de décomposer la dérivée covariante en dérivées
directionnelles le long de ces directions. On introduit alors les symboles suivants :

D =1°V,, D' =nV,, §=mV,, § =m"V,.

Les coefficients de la connection sont au nombre de douze et sont appelés les coefficients de spin.
Ils sont définis par :

k= maDla’ p= maéll(u g = maéla, T = maD/l(“
1 1

€= 5 (*Dla+m*Drma), =5 (n°8la +m*me),
1

=5

7 =-—-m"Dn,, A=-m'ng., p=-mn,, v=-mD'n,,

n*l, + m*m®), y==n*D'l,+m*D'm,),

DN =

ou & désigne le coefficient de spin habituellement noté x, afin de ne pas confondre avec la gravité de
surface. Nous pouvons maintenant exprimer 1’équation comme un systéme d’équations
différentielles. Ces équations agiront sur les composantes des spineurs ¢A,XA/ dans une base
spinorielle (0, 14) normalisée (c’est-a-dire telle que 041 = 1). Pour choisir notre base spinorielle,
nous utilisons la tétrade isotrope que nous venons de définir. En effet, nous pouvons définir une
base spinorielle (04, :4), unique & un signe prés, grace aux conditions suivantes :

’ ’ 7 ’
oot =19, AT =0 oM =m®, AN =m®, ot =1

La base duale est donnée par :
& = —ta€y = o04. (1.2.19)

Soit ¢%, ¢!, X0/7 Xll telles que ¢p? = ¢4 + pl14 et XA/ = XOIOA/ -|—X1/LA/ ol (oA/, LA/) est la base
conjuguée de (04, 14).
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Les composantes de ¢4 et x4 sont respectivement :
¢0 = _¢1a (bl = ¢O
Xo =—x"s xvr = x"
Nous obtenons ainsi le systéme d’équations différentielles suivant :

190xqd1 — M Oxao + (€ — p) $1 — (T — @) o = %Xll
meOzad1 — n*Oxado + (B —7) 1 — (1 —7) do = — X"

/ , / / 1.2.20
1902,X" +m®zax’ + (€= p) X" + (7 — &) x" = —T5do ( )
m0zax” + ndrax" + (8= 7)x” + (B =) X" =~ Zson.

Utilisant le spineur a4 quatre composantes :
%o
o3}
= . 1.2.21
V=10 ( )
X"

nous obtenons :

(at +1%7' <F (o, + 20 L 20

N|=

1

> + O g iy B () ) =0,  (1.2.22)
r 4 r
o Pg2 est 'opérateur de Dirac sur la sphére. Dans le systéme de coordonnées (6, ¢) € [0; 27 x
[0; 7], nous obtenons la formule suivante :Ps2 = 4%y% (9p + 3 cot §) +7°73 -L-0,,. Des singularités
dues aux coordonnées apparaissent, nous pouvons les enlever grace & un changement de carte.
Nous travaillerons dans ce systéme de coordonnées par la suite.
Rappelons que les matrices de Dirac v, 0 < p < 3, uniques a transformation unitaire preés, sont
données par les relations suivantes :

W =9% A =0 1<K A =2¢"1, 0< oy <3, (1.2.23)

La forme de ces matrices est donnée par les formules suivantes :

(0 o° .. (0 oF
0 _ E_ _
g4 —Z(_Uo 0), o —z(ak 0), k=1,2,3 (1.2.24)

ol les matrices de Pauli sont données par :

o_ (1 0 1 (1 0 2 (0 1 3 (0 —i
U_<01’U_0—1’U_10’0_i0' (1.2.25)

Nous obtenons donc :

100 0 0 -1 0 0
0 1.0 0 1 0 0 0
0.1 __ 0.2 .
TY =10 o1 o777 Tlo o o 1)’
0 00 —1 0 0 10
0 i 0 0 0 0 i 0
os =i 00 0] , 0 0 0 i
TV =10 00 |7 T =i 0 0 0 (1.2.26)
0 0 i 0 0 —i 0 0
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Introduisons enfin la matrice suivante :
7 = —in"y'? (1.2.27)

qui vérifie les relations :
VoAt 4ty =0, 0< pu<3. (1.2.28)

L’équation que nous avons obtenu est similaire, & transformation unitaire prés pour les matrices
de Dirac, a celle obtenue par A. Bachelot [8]. La fonction F' se comporte en +o0o comme 1 + ’l%f
qui est la fonction rencontrée lorsqu’on étudie I’équation de Dirac dans l'espace-temps Anti-de
Sitter. Nous pouvons utiliser les méme transformation que celles présentées dans cet article pour
notre équation :

~ 1

¢(t,r,0,0) = rE(r)2(t,r,0,0). (1.2.29)

Nous obtenons I’équation suivante :

r

(at 1o F@a, + T imVOF(Tﬁ) 6=0.

Puis en posant : B
o(t,x,0,p) := o(t,r,0,9) (1.2.30)

Nous obtenons :

r

F(r)z )
<3t +7°4'0, + (r) Ps2 + im’yOF(r)2> ¢ =0.

Finalement, il vient :

1
Orp =i <m°~ylaz + i@ﬂgz - myOF(r)%> ) (1.2.31)
Nous introduisons I'espace de Hilbert :
H = [L? (]—o0,0[, x Si,dxdw)]4 (1.2.32)

et cherchons & résoudre cette équation. En notant :

E(r)

[SIE

1

H,, =ir"y'0, +i 2,E§2 —mA°F(r)z,
nous nous réduisons a prouver que H,, est auto-adjoint sur un domaine a déterminer. Le domaine
naturel d’un tel opérateur est Dot (Hy) = {¢ € H | Hpe € H}. La premicre étape pour la
preuve du caractére auto-adjoint d’un tel opérateur consiste a prouver qu’il est symétrique sur son
domaine. Nous voyons qu’il sera nécessaire d’obtenir le comportement asymptotique des éléments
de ce domaine. Comme noté ci-dessus, les coefficients de I’équation se comporte, quand r tend vers
I'infini, comme ceux de I’équation de Dirac dans I’espace-temps Anti-de Sitter. L’analyse faite par
A. Bachelot [8] sera nécessaire pour obtenir le caractére auto-adjoint de notre opérateur. Cette
analyse ne repose que sur le comportement & l'infini des éléments du domaine et pas sur la forme
des potentiels a I'intérieur de 'espace-temps. Par conséquent, nous utiliserons une généralisation
de cette équation ol nous ne donnerons que les comportement asymptotique des deux potentiels
qui composent notre équation. Nous présentons maintenant cette généralisation.
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1.2.3 Généralisation

Nous commencons par définir quelles seront les décroissances que nous souhaitons. Nous
donnons ces décroissances en terme de la variable x puis nous vérifierons que le modéle du
paragraphe précédent admet bien les mémes décroissances. Soient ¢ € R et n € N, définissons les
espaces T9™" par :

el” , quand x — —oo} (1.2.33)

TGN — {f c O™ (] —OO;OD | Yw e N, |8;’f(33)‘ S {(z)” , quand x — 0

Soient Ag, By des fonctions lisses telles que :

Ay = ? s% r< =2
7 slx2 -1
0 six < —2
BO = ! .
- sixz2> -1
L’opérateur que nous considérons est le suivant :
H,, =T'D, +iA(z)Ps — m"°B(z) (1.2.34)
ot m est la masse du champs et :
A—AyeT"? (1.2.35)
B — By e TP1 (1.2.36)
Il = 4041
1
i

ou ¥, 8 sont des nombres positifs. Nous nous intéressons donc & 1’équation :
Or¢ = iH o (1.2.37)
La troisiéme partie de ce chapitre sera voué a la définition d’une solution unique :
¢ € C”(RyH), (1.2.38)
de cette équation, ot H est défini dans (1.2.32), telle que :

¢(0,.) =¢o (), (1.2.39)
avec ¢g dans le domaine de I'opérateur H,,. De plus, la relation suivante devra étre vérifiée :
VEeR, [l )y = ll¢o ()l - (1.2.40)

Dans la quatriéme partie ce chapitre, nous utilisons des techniques dépendantes du temps pour
prouver un résultat de complétude asymptotique pour les champs vérifiant cette équation. Notons
que les potentiels sont exponentiellement décroissants au niveau du trou noir. Nous avons vu plus
haut que, étant donné que l'infini Anti-de Sitter pouvait étre considéré comme un bord, nous
n’avions qu’a considérer 'infini proche du trou noir pour obtenir une dynamique de comparaison
en temps long. Au vu des comportements des potentiels, nous nous attendons a obtenir un
transport & vitesse 1 pour cette derniére dynamique.
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Nous nous proposons maintenant de vérifier que le cas Schwarzschild-Anti-de Sitter est bien
inclus dans notre modéle abstrait. Introduisons la constante :

37
—2kC arctan | ——S4dS | 41 COrnk
( 3("'SAds)2+412)

D4 =€
Lorsque x tend vers —oo, nous obtenons alors :

260 (3rg g5 +20%) — 3rsaas (3r§aas +1%)
2(3r%a4s T 1?)
4 o) (1.2.41)

1
T —TSAdS = (3T%Ad3 + l2) 2 D4€2Hm Die4m£

Et d’autre part, au voisinage de 0, nous avons :

r= —g + % () +o(—x). (1.2.42)

Lorsque x tend vers —oo, nous obtenons le comportement suivant :
2 i 3
F(r)% _ (37"5Adsl+l )* D; e 1 G 4+ 0 (€377
7§ aas!
F(r)?  (3rfaus+1)
7"éAdsl

tp)
eh + C4e3nw +o (GBHw)

ou :
318 aas (3raas +12) = (2678 1us (3r3aas +27) + 20 (345 +12)° DF )
o 4T§Ads (3r%aas + 52)% ’
Oy = 3T§Adsl (37129Adss+ 1?) - 2'%137"214113 537'%,4113 +20%)
Arg 445l (3rgags +12)°
B GDf (3r8aas + 12)% (293 4as +17)

3 5
4rg pqs! (3T?S'Ads +12)*

Au voisinage de 0, nous avons :

Ainsi :
F(r)4
(T)2 _ AO c TH,Q
F(r)? — By € T (1.2.43)
L’équation de Dirac dans 'espace-temps Schwarzschild-Anti-de Sitter est bien un cas particulier

de notre modéle général.
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1.3 Etude de ’'Hamiltonien

Dans cette section, nous nous intéressons au caractére bien posé de I’équation que nous avons
décrite précédemment.

Dans une premiére partie, nous décrivons le domaine de notre opérateur H,, donné dans
. Nous nous ramenons tout d’abord a I’étude d’'un Hamiltonien en dimension 1 en diago-
nalisant ’opérateur de Dirac sur la sphére & ’aide des harmoniques sphériques. Notre opérateur
ayant une forme similaire a celle de 'opérateur étudié par A. Bachelot dans [§], nous utilisons
une transformation unitaire qui nous permet d’obtenir une description précise des éléments du
domaine naturel de notre opérateur & harmonique fixée. Ceci met en évidence une différence entre

le cas ou la masse est grande en comparaison avec la constante cosmologique (2m4/ %3 >1)oun

aucune condition au bord n’est nécessaire, et le cas & masse petite (Qm\/¥ < 1) ot il nous faut
imposer des conditions au bord.

Dans une deuxiéme partie, nous prouvons le caractére auto-adjoint de nos opérateurs a har-
monique fixée. De nouveau, nous voyons qu’a masse grande, I’'opérateur est essentiellement auto-
adjoint sur C§° (] — 00, 0[) alors qu’a masse petite nous avons le caractére auto-adjoint unique-
ment sur le domaine avec condition au bord.

Dans la troisiéme partie, nous prouvons que H,, est auto-adjoint sur son domaine en som-
mant sur les harmoniques sphériques.

Dans la quatriéme partie, nous utilisons le théoréme de Stone pour résoudre le probléme de
Cauchy pour cette équation.

Enfin, dans une cinquiéme partie, nous étudions la présence de valeur propre pour notre
opérateur.

1.3.1 Description du domaine
Les harmoniques sphériques

Nous utiliserons dans la suite les harmoniques sphériques spinoidales (on pourra se référer a
[8] pour une présentation plus compléte de ces harmoniques) qui nous permettent de décomposer
I'espace ‘H comme suit :

H= P Hem (1.3.1)

(s,n)erl

1 1
I:= {(s,n); 56N+§, n€Z+§, s—|n|€N} (1.3.2)
Les espaces Hs ,, sont de la forme :

Hop = (L2(2,d2))" @ Yi, (1.3.3)

s

ou Y, est engendré par :

2", (1.3.4)
—%,n
T;n
Les T%,  sont des fonctions définies sur la sphére dont ’expression est donnée par :
3
T, , = e_m“”Pi%m (cos (0)),

PR
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avec :

s +1-2n Fi-2n 577
%,n (X) = i,n (1 - X) 4 (1 + X) * dXSin

(0= X)TH (14 X)L

et la constante :

o (CTFERTE [sFD)I(s+n) 2541
=0T 08 (s 1) (s 1) (s—n)! 4

Comme n est un demi-entier relatif, les fonctions 17, ne sont pas lisses sur la spheére puisque
ol

Ti%m(ﬂ, 27) = —Ti%m(&,O) # 0. D’autre part, ces fonctions vérifient les relations (voir [q]) :
0 1 n 1
2T o | T, =t T8, —1 — )T 1.3.
<59+2tan9) E5on sinf” im Z(S+2> Fzom’ (1.3.5)
0 s —
%Tﬂ:%,n =—inTiy . (1.3.6)

engendre L? (82) ainsi que les fonctions (Tf1

De plus, les fonctions (Tf 1 n)( er
P s,mn)€

2 ””) (s,n)erl
Ainsi, toute fonction f € L?(S?) admet un développement de la forme :

FO.0)= Y ut (N5 ,00,9), ui.(f)eC

(s,n)erl

La formule de Plancherel donne :

1fl7 = D (P = Dl (HP

(s,n)erl (s,n)erl
Introduisons maintenant les espaces de Hilbert W¢ pour d € R comme la fermeture de 1’espace
+
Wi=1{ Y ufnT51 5 ui, €C (1.3.7)
finie

pour la norme

2d
g = X (s+3) heal?

(s,n)er

On pourra se référer a [8] pour une présentation plus détaillée de ces espaces dont nous donnons
ici quelques propriétés. Tout d’abord, nous avons :

42 0= Wi ={fer?(s%; lIfllwg < oo},
et le dual de W¢ peut étre identific & WL :
deR, (W) =wie

De plus, 'ensemble des fonctions tests sur ]0, 7[gx]0, 27[, est contenu dans W§.
En lien avec la décomposition (|1.3.4)), nous introduisons 1’espace de Hilbert :

W =W x Wi x we x wi (1.3.8)
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muni de la norme :

4 1 2d
I1Blya = > <5+2) 5 0| (1.3.9)

j=1(s,n)el
ou :
uin ilm (97 (P)
ug nTj_l n (05 90)
q) 07 = s’ S 2
) (s,nZ)EI u37"T—%7n 0,)
i T3y, (6,9)

Un résultat dia a A.Bachelot

Nous présentons maintenant un résultat obtenu par A.Bachelot (voir [§]).
Aprés certaines transformations de coordonnées, ’Hamiltonien considéré dans cet article est de
la forme :

0 i 0 1 1 1o}

HB =0~ L 4 " a002 (22 & 0.3 9

m =B B e T Gne {VBVB 96 " 2tan6 ) " sme F 7B 5y

m- o
- . 1.3.10
cos(:’YB ( )
Son domaine naturel est :

D(HY):={®eL*H. e L’} (1.3.11)

oum = m\/% avec m la masse du champ et A I'opposé de la constante cosmologique. L’espace
de Hilbert £2 est défini par :

™

2= [LQ ([0, .

[x[0, 7)o x [0,2x,,sin 9d§d9d<p)r, (1.3.12)

Ici, les matrices de Dirac v%,~v5,7%,7% prennent la forme :
I 0 ) < 0 ak>
0 _ k _ B _
40 = Ak =  k=1,2,3 1.3.13
B (O 7 B 70.§ 0 ( )

ot les matrices de Pauli sont données par :

{10y 4 (1 0 o (0 1\ 5 (0 —i
=0 ) B) = a) ()

Le résultat qui nous intéresse est celui concernant le comportement asymptotique des éléments du
domaine naturel défini ci-dessus. Plusieurs versions sont énoncées dans ’article selon le systéme
de coordonnées utilisé. Ici, le résultat est le suivant (voir [§]) :

Théoréme 1.3.1. Pour tout ® € D(HE), nous avons :

o e ([O,Q[C;W%) : (1.3.14)
1¢I5 = OO, ¢ =0, (1.3.15)

36



et pour m > 0, nous avons

B d¢
(¢, )y === < |[Hm®||Z. 1.3.16
|1 e < il (1316)
Pourm>%, nous avons
71' m
B¢l =0 (/5 -¢) ¢ 5 (1317)

Pour m = %, NoUS avons

1®(C, ) L2(s2) = O <\/(g - g) In (g - g)) (o g (1.3.18)

Pour 0 < m < %, il existe des fonctions {P_ € W_%, X- € W_%, Yy, Xy € L?(S?%) et ¢ €
CO ([0, 5]¢; L2(52;,CY)) satisfaisant

st = (-0 | X

(1.3.19)

[[o(C, lr2(s2) = o ( U C) , T g (1.3.20)

. T+m 1+m -m 1-m . .
Réciproquement, pour tout ¢y € W2 ", x_ e W2 7, ¢, e W2 7, x; e W} ils existent
® € D(HB) satisfaisant (1.3.19) et (1.3.20).

Pourm =0, on a

1

& e (O ([0, g]c;w—z) : (1.3.21)

Remarque. Nous avons énoncé le résultat pour 'opérateur entier. En fait, il est possible de réaliser
une décomposition en harmoniques sphériques qui raméne le probléme a l'étude d’équations
différentielles ordinaires. Le résultat énoncé ci-dessus est d’abord prouvé & harmonique fixée
avant de sommer sur les harmoniques. Nous utiliserons dans la suite ce méme résultat mais
seulement pour des harmoniques fixées.

C’est ici que nous voyons apparaitre des comportements différents selon la masse du champ.
En effet, nous voyons que pour une masse du champ suffisamment grande en comparaison avec
la constante cosmologique, les états tendent vers 0 au bord, ce qui suggére que nous n’aurions
pas besoin de mettre de conditions au bord pour obtenir une extension auto-adjointe de notre
opérateur et ainsi avoir un probléme de Cauchy bien posé.

Malheureusement, pour une masse trop petite en comparaison avec la constante cosmologique,
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nous voyons que les états du systéme ne décroissent pas au bord (& cause de la présence du terme

(g - x) 7m) ce qui suggére que nous devions ajouter des conditions au bord pour assurer que le
probléme de Cauchy soit bien posé.

Cette différence entre les masses est liée aux contraintes d’intégrabilité que nous avons mises sur
les états que nous considérons. Ce genre de comportements avait était découvert par Breitenloh-
ner et Freedman (voir [14],[13]) pour les champs scalaires. Ils avaient alors prouver l'existence
de deux valeurs critiques appelés "B-F bounds". A. Bachelot [§] a mis en évidence des bornes
similaires pour I’équation de Dirac. Nous souhaitons maintenant utiliser le résultat cité plus haut
dans notre cadre. Pour cela, nous allons utiliser une transformation unitaire qui rameéne notre

opérateur sous une forme similaire & celle étudiée dans [g].

Transformation unitaire de 'opérateur H,,

Dans cette partie, nous réalisons la transformation unitaire annoncée précédemment. Nous

commencons par introduire les domaines sur lesquels nous allons considérer notre opérateur :
- Sim> 2% :
D(Hp)={¢cM; HpnoecH}. (1.3.22)
- Sim < %, nous avons vu qu’il serait nécessaire d’imposer des conditions au bord. Nous
imposons aux éléments du domaine de vérifier une condition MIT-bag généralisée (o

a € R est appelé angle de Chiral et v° = —iy?y192~3 (voir [§])) :

D(Hy) = {6 €H; HupeH, ’(71 +ie ") ¢H2 —o(vV=z), s =0} (1323)

D’autres conditions ont été analysées dans [8]. Dans cette thése, nous nous sommes restreints a
I’étude de la seule condition au bord présentée ci-dessus.

Dans un premier temps, nous cherchons a obtenir une condition au bord indépendante de «
dans le cas ml < %, ce qui évitera la présence d’un paramétre supplémentaire. Pour cela, nous
constatons que la matrice ¢ est unitaire. D’autre part, la relation de commutation suivante :

iow/‘Li 1 _

eyt = vle_i‘ws (1.3.24)
est vérifiée. La condition au bord devient :
| i) ol = [l (57 i) o
o sae,

Introduisons 'opérateur :
ca .5 sa 5
HY =e"27 Hpe 27 . (1.3.25)

1l est facile de voir que, pour ml < 3, ¢ € D (H,,) si et seulement si 5’ peD (HZ) ou :

(0" +0) 8], =0 (V=2), = =0}

Les opérateurs H,,, et H étant unitairement équivalent, nous pouvons traiter uniquement le cas
a = 0. Dans le cas a # 0, nous réalisons la transformation unitaire ci-dessus et prouvons de la
méme maniére que notre opérateur est auto-adjoint. Dans toute la suite, nous supposerons donc
a=0.

D(HZ)={¢peH; Hrpe™M,
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Nous allons maintenant modifier la forme de notre hamiltonien afin de pouvoir exploiter le
résultat énoncé plus haut. Posons :
t=—t

qui nous permet d’obtenir I’équation suivante (par abus de notation, nous continuerons a noter
t notre variable de temps correspondant a t) :

O =i (—Hyp) 0. (1.3.26)

Posons ensuite : y
Hy = 5P (— Hy) Py (1.3.27)
ou :

1 ;=(1d 1d B
P=——¢'1 <—iId iId) , Det(P)=1

1 .. /Id qd
* -1 __ -4
L =B 4<Id —iId)

5 (0 Id
5= \1d o)
et Id est la matrice identité d’ordre 2.
La matrice P vérifie les relations suivantes :

=Py Pl A = —PyLPT 1< <3, (1.3.28)

ot les matrices de Dirac sont définies par (1.3.13)) et (1.2.24). La matrice 7% vérifie :

V3 = -5, YV 0< <3 (1.3.29)

L’expression de l'opérateur H,, est alors :

_ 1 1
H,, = iy v50, +ivvEA(x) (39 + 5 cot 9) + i’y%’y%A(z)ﬁﬁw —my%yB(z). (1.3.30)

Cet opérateur admet la méme forme que l'opérateur HZ (1.3.10). Nous pouvons maintenant
nous intéresser au comportement asymptotique des éléments de notre domaine.

Comportement asymptotique des éléments du domaine

Dans cette partie, nous cherchons & comparer notre opérateur avec celui obtenu dans [8]
lorsque r tend vers l'infini. Pour faire cette comparaison, nous allons utiliser une des formes
particuliéres que peut prendre 'opérateur de Dirac. Celle qui nous intéresse correspond aux
coordonnées (t,r,0,p) € Rx]0, +o00[x[0, 7] x [0,27] et admet la forme :

. 1, Fy(r)\  .Fp(r)? :
HB = 7%y LF - L > — myYF 2 1.3.31
2= () (0, + 7+ 2 ) 4T ot () (1.331)
ou :
7,2
Fp(r) =1+ (1.3.32)

Cette forme est similaire a celle obtenue pour H,, dans (1.2.22). De plus, pour r >> rgaqgs,
le comportement asymptotique des fonctions définissants le potentiel est identique. Nous al-
lons donc essayer de comparer ces deux opérateurs dans la limite r >> rgaqs afin d’obtenir le
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comportement asymptotique des éléments du domaine de H,, & partir du comportement asymp-
totique des éléments du domaine de HE cité plus haut. Pour cela, nous considérons HZ pour
r dans |rsaqs; +oo[ puis nous effectuons le changement de variable r — r,, ou 7. est tel que
%* = F(r)"" et F est définie sur |rgaqs; +oo] par F (r) =1 — My ;—22, dans Popérateur H?2
pour obtenir :

F(r F' (r . 3M
i ) + ( )> “"Z'VJOB'V}BF + Ap (r.) Dg2 —mg B (r:)

HE = ingvbg (1) 0, + vk (

4
(1.3.33)
ol  est compris comme étant une fonction de r,. Nous posons :
T
=Ty — C—
r=r 5
pour obtenir :
B _ 0.1 o (Fl)  F(r)\, . o 13M 0
Hy, = 1vp789 (2) 0o +ivpp | — =~ + == | +1B718 5 5 + 4B (¢) Ds2:—mypBp (2) (1.3.34)
et :
2M
9(2) =1+ 2 (-2)* + 0 ((-2)°)
Ap @)=+ 55 (<2 +o ((-2)%)
B\T) = I o3 x 0 T
l 1
F(r) 1 2
= _fx—kﬁ(—x)—i-o(—x)
2 2
F'(ry=——-—= (- -
(1) == — = (~2) +0(~2)
Soit P, la projection de H sur le sous-espace H, et soit H5" = HMIHs,w HzmB = ffbmm

pour un certain couple (s,n) € I. On note

¢f7n($ﬂi; n
PR
V3, (@)T5
PRl
w;,n(x)jil n
2
Vin(@)T] ,
2

¢s,n - Ps,n(w) =

On munit 3™ du domaine suivant :
-Sim> % :
D (H%nyB) = {‘Ps,n € Hs,n; Hzn’B@s,n € Hs,n} (1335)
-Sim< 5] :

D (Hs’n’B) = {‘Ps,n S Hs,n; Hrsrin’BSDSv” € HS?”’

m

(75 + ) @sn(,)||ypo = 0 (V=2), & — 0} (1.3.36)

Lemme 1.3.2. Soit ¢ € D ( ~m). Soit x € CF° (]—2¢,0]) telle que x =1 sur ]—¢, 0] avec € > 0.
Alors xyp € D (HB).
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Preuve. Montrons tout d’abord que P;,(x%) € D (Hrf{”’B). Comme P; ,,(x¥) = X¥sn, DOUS
avons :
Hy" PPy (x) = g(@) Hy" Pon (X)) + (Hf,;”’BPg,n(W) - g(x)ﬁ,i;"Rs,n(xw))

F(r) n F/4(7°)) (1—g(x) x¥sn

= g(x) H3" Pon (X)) + 17375 <
) 3M 1
il St + 2o (Aa) - g(o)A@) (54 3 ) st
—my% (Bp(z) — g(2) B(x)) X¥s.n- (1.3.37)
Comme 1) € D(H,,), g est bornée au voisinage de 0 et y € C§° (] — 2¢,0]), le premier terme est
bien dans L?(z,dx). Le développement au voisinage de 0 de g et (1.2.35)) donnent :
Ap(z) —g(x)A(x) = o (—x),
Bp(x) — g(z)B(z) = O (—x),
F(r F'(r
(F2+ 52 a-gteh =o(-a)

au voisinage de 0. Nous en déduisons que :

HE™B P, (x) € Hen (1.3.38)

En particulier, x¢s ., € D (Hf,;"?B). D’aprés (|1.3.37)), afin de montrer que xy € D (HB), il nous
faut voir que (s+ 1) [[(x¥sn)|| 12(~3.0) est de carré sommable (nous pouvons supposer que le
3

support de x est inclus dans (f%, O)) Comme ¢ € D (ﬁm), il existe f € H telle que :

Hp = f (1.3.39)
Alors, nous pouvons écrire :
f,n(x>Ti%’n (97 SD)
(s,n)El §,n(x)Ti%7n (9750)
Ce qui nous donne les équations suivantes :
. /
. /
—i (x¥3,) + (S+ ) ( )xwgn (I) XU5 . = f3 0
. !/
i(x¥i ) + (s +5) Al) x¥5 +mB( ) XV3.0 = f5 s
. /
—i (x¥3,,) + (s+3) A(@) x5, +mB (2) x¥i,, = fin-

Suivant le méme raisonnement que dans [8], nous multiplions ces équations par wjg.’n pour j =
1,---,4, nous obtenons :

XU OW5) + (s + 1) A@) [x¥in|* — mB (2) X85 x50 = X5 Fins
—ixU3, (i) + (s +2) A@) ¥, |” — mB (2) X380 = X3 S5m0
XS, i) + (s +2) A@) [x¥s.0]” + mB (2) X85, x50 = X030 Fims
—ix®T, (¥3,) + (s + 1) A@) [xws.a|* +mB () X¥5 X850 = X5 i
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Additionnant ces équations, et prenant la partie réelle, nous obtenons :

d - - 1 1
=1

Nous avons vu que X, € D (H3™%), nous pouvons donc utiliser les résultats obtenus dans [8]
pour x¥s n, et en particulier :

lim T (x)] , XUS,, + X5, X ) = 0. (1.3.41)

Comme x75,, est nulle en —3 pour tout j =1,---,4, en intégrant (|1.3.40)) entre —% et 0, nous
obtenons :

1
2

<s+ )/ Z!xw n’2d$:/lRe(Xw‘i"fln+Xw3nf2n+xw2nf3n+X¢1nf4n)

En outre, multipliant par (s + %) l:

1\2 r° ! 2 0 1 1
(co2) £ oo vaooe [ (3wt (=i
1 s s 1 s s
+(s + 2> X%,nlfs,n + (s + 2) X1/)1,nlf4,n> dx

Or:
1 S S 1 S S 1 s s
szl nlfl n s+ 5 Xw3,nlf2,n + s+ 5 Xwé,nlf?;,n + s+ 5 le,nlfél,n
2
24: | Ul P1Sl
2 )
j=1
donc :

1 2 .0 4 ) 0o 4 , )
<8+2> /_l 2AA(x E:]ij-,n! dxg/lzz 5] da.

-3 j=1
Rappelons maintenant le comportement asymptotique de A :

1 1
A@) =7+ 75 (-0 +o((-2)°)

de sorte que A (x) > l au voisinage de 0. Ainsi nous pouvons choisir ¢ telle que 214 (z) —1 > 1
sur le support de x. Ceci nous permet d’obtenir :

( > / Z|X¢;"| do < 12/ Z|ffn| dz. (1.3.42)

231 2]1

Par hypothése, f € H donc le membre de droite est sommable ce qui assure que le membre
de gauche l'est aussi. Par conséquent, (Ap(z) — f(z)A(z)) (54 %) xtbs,n est de carré sommable
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puisque |Ap(z) — f(z)A(z)] < 1 au voisinage de 0. D’autre part, (Bg(z) — f(x n
et (@ + %) (1 — g (x)) X¥s,n sont sommables puisque (Bg(z) — f(z)B(x)), ( o) 4 F:ET))
sont bornés au voisinage de 0 et xy € H. Nous en déduisons que :

=
&
>
<
e

(H3m2 Ponx) = F@) 3" Pon(x0)) (1.3.43)

est de carré sommable. Par conséquent, xy € D (HB). Q.E.D

Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme [[.3.1] & xt) et obtenir le comportement
asymptotique suivant pour ) :

Proposition 1.3.3. Soit ¢ € D (ﬁ[m> Nous avons les comportements suivant :

- Pourm>2il, on a

oz, M2s2y) = O (V=) , & —0. (1.3.44)

- Pom’m:%, on a

e (x, )| 252 = O ( (—2)in (—x)) , 0. (1.3.45)

- Pour 0 < m < %, il existe des fonctions _ € Wé; X_ € WE, Wi, x4 € L2(S?) et
¢ € C%(] — 00,0],; L*(S% CY)) satisfaisant

e Ve
= (—2 —ml X-\b,¥ ml X P
ix-(0,¢) —ix+(0,¢)
+ 0,0, ), (1.3.46)
p(z, )|z2(s2) = 0 (V=x), =—0. (1.3.47)

1 1 1_ 1_
Réciproquement, pour tout _ € Wf+m, X- € Wjer, vy € W2 " X+ € W? "l
existe ¢ € D(H,,) satisfaisant (1.3.46) et (1.3.47)).

En tant que corollaire, nous donnons ce résultat & harmonique fixée. Nous utiliserons celui-ci
dans la suite :

Corollaire 1.3.4. Soient s,n fizés et 15, € D (I:[ﬁn”), nous avons :

1

57, alors :

- Sim >
(@, M agsy = O (V=) s @ 0. (1.3.48)

1

57, alors :

-Sim=

o (@, Ml pa(s2) = O (Vo (=2)) , @ = 0. (1.3.49)
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-S5i0<m< %, il existe des fonctions ¥_ € W_%, x- € Wé, Ui, X+ € L2(S?) et
¢ € C° (] — 00,0]; L*(S?;,CY)) satisfaisant :

wi7n597¢§ /(/)+ nE 7%03
(il Xi,n 9#7 o oaml X+n ,SD
V(B0 =0 ) | DT 6.0
ix2 ,(0,¢) —ix% (0, 9)
+ ¢ (2,0, 9), (1.3.50)
ou :

65,0, 9)llwo = 0 (V=) , @ 0. (1.3.51)
D’autre part :

[9s5,n (5 )lpo — 0, @ — —o0. (1.3.52)

Preuve. 11 nous reste a prouver la deuxiéme partie. Comme A et B se comportent comme e2*% en

—00, nous pouvons choisir une fonction y2 € C* (] — 00, 0[) telle que x2 = 1 pour = €] — 00, 2w|
, supp(x2) C] — 00, w[ ot w < 0. Nous avons alors xa1, ,, € D(H™). 1l existe ainsi h € H,,, telle
que : )

Hfr{nXQ'l/}s,n = h.

Nous avons alors :

. 1
B YB0xX2Wsn = — VBB (8 + 2) A(x) X205, + myB(@)x2W¥s n + .

Par conséquent, x2vs, € H'(]—00,0[) puisque A et B sont bornés sur | — oo,w|[. Nous en
déduisons que 2% ,, est continue sur ]—oo,0[. Comme Y215 ,, est dans L? par hypothése, nous
obtenons le résultat souhaité. Q.E.D

Description du domaine

Nous sommes maintenant en mesure de donner les domaines des opérateurs H;:". Rappelons
que les opérateurs H,, et H,, sont liés par une transformation unitaire qui ne change donc pas
la norme des observables. Nous obtenons :

- Si2ml > 1, alors
D (H™) = {tsn € Hsn; HY" Vs € Hon}- (1.3.53)

- Si2ml < 1, alors

D) = (o € Hos 3o € Hos (01 +1) by, =0 (V=2), = 0}
= {'(/)s,n S Hs,n; Hiy{nws,n S Hs,na
Y2 . (0,0)
—mi | X2 o (6,9) s

s,;n — \ g’n + n 79, . 1.3.54
s, (—x) _w;’n(a@) oy, (2,0, ) ( )

ixZ n(0,)

1.3.2 Caractére auto-adjoint & harmoniques fixées

Dans cette section, s et n sont fixés.
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Cas 2ml > 1

Nous commencgons cette partie par prouver une estimation elliptique dans le cas 2ml > 1 qui
nous sera utile pour donner une description en terme d’espace de Sobolev pour le domaine de
notre opérateur.

Lemme 1.3.5 (Estimation elliptique). Supposons que 2ml > 1. Alors, il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout ¢ € C§° (] — 00,0[), nous avons :

I=idall” < € (Il + el (1.3.55)

Preuve. Nous écrirons D, = —id, et I'' = —y%y!. Rappelons que :

1
H:" =T'D, + (s + 2) A(z) 7%y = mB (z)~°.

Nous noterons V (z) = (s+ 3) A(z)7°y? — mB (2)~°. Considérons une partition de l'unité
X1, X2 telle que x1+x2 = 1, supp (x1) C] — 00, —€[ et x1 = 1 sur | — oo, —2¢[, supp (x2) C| —2¢, 0
et x2 = 1 sur | — ¢,0[. Nous choisissons € > 0 suffisamment petit tel que, si v% et P sont les
matrices unitaires définies dans (.3.27), v"P~'x2¢ € D (HE) quand ¢ € D (HS") (ceci est
possible d’aprés le lemme . Rappelons que m est la masse du champ et [ correspond & la
constante cosmologique. Utilisant 'équation I11.32 dans le théoréme I11.4 de [8], et

, nous obtenons :
[P (5P~ | < o Hg () H3" (V%PAXW)” + Cnt 29l

ot Cy,; et C'mJ sont des constantes dépendant de m et [. Comme g est bornée au voisinage de
0 et v P71 est unitaire et commute avec D, nous obtenons :

1Dz (x20) || < Con e |1 H™ (x20)l| + Cont X2l - (1.3.56)

D’autre part, nous avons :

1Dz )l < [Hy" Cae)ll + Cve el -

avec Cy, . une constante. Comme X1, x2 commutent avec V' et sont bornées ainsi que leurs dérivées,
nous obtenons :

2 s,m 2 s,n 2 2
1Dl < € (1" Cap)l* + 115 ()P +C
A s,m, |12 A 2
< CHZ ell” +C lel”
Q.ED

Remarque. Nous avons la méme estimations avec f[ﬁ;” a la place de H>:" quitte & modifier la
constante.

Nous pouvons maintenant prouver que notre opérateur est auto-adjoint et utiliser I'estimation
elliptique précédente pour décrire le domaine de H7;"™ dans le cas 2ml > 1.

Proposition 1.3.6. Pour 2ml > 1, lopérateur I;T;;b” est essentiellement auto-adjoint sur
Cg° (]—00,0]). De plus, si 2ml > 1, le domaine de cet opérateur est H} (] — 00, 0]).
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Preuve. Rappelons que :

) , 1
HE™ = iygv50: + 1375 <8 + 2) A(z) — myyB(x)

D (57) = {$om € Hos Hi"on € Hon b,

et que si s, € D (H;"), nous avons :
- Si2ml > 1, alors

[0 (@, M pasey = O (V=) , = 0. (1.3.57)
- Si2ml =1, alors
[Vsn (@, )l 252y = O ( zIn (—x)) , z—0. (1.3.58)
Dans les deux cas, nous avons :
%50 (2, )lpo — 0, = —o0. (1.3.59)

Nous allons maintenant prouver que H o™ est symétrique sur son domaine. Pour cela, remarquons
que :
0,.2\* 2\*% (. 0\* 2.0 0.2
(’YB“YB) = (’YB) (’YB) = —7YB7YB = VBB
Et, de méme, nous avons :
0, 1\* 0.1
(7373) =7BVB
0)* 0
(’YB) =7B-
Considérons deux éléments ¢, y, s, du domaine de ﬁfﬁ”. Nous obtenons :

(8540 (s+3) bumstin) = (A6 (5+3) bums (373)" Ve
H

sn He,n

1
= <A (x) (S + 2) Gs,ns ('YOB'V%’) 1/)s,n>
Hsn
0,2 1
= <¢s,na ('YB'YB) A (:E) <5 + 2) 77[}3,n> s
Hs,n
puisque A est & valeurs réelles. De méme :
<IY%B (.’E) ¢S,naws,n>7{s’n = <¢S,n7’y%B (.’b) wS,n>styn .

Par conséquent, nous avons :
= (VB VB0x b5 Vsin)gy, . — (Do IVBVEasin )y
= (0e6ums =i (B7B) Vun), = (Gens V5 VB0atun )y,

s,m

= <a$¢s,n7 _i7%7%ws,n>7_£s’n - <¢s,na i%%%lgast,ﬁﬂs

,n

,n

=1 <ill)% <¢s,n (1'7 ) 77%7131/)3,71 (.’E, ')>W0 - IEIPOO <¢s,n (x, ) a71037]13¢s,n (ac, ')>W0>

+{(Gsns VBVBDsYsn) .~ (Dsins VB VB sin )y - (1.3.60)
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Utilisant les résultats sur le comportement asymptotique, les termes de bords sont nuls. Nous en
déduisons que :

<gmn¢” z/)s,n>H = <¢n ﬁm"¢n> (1.3.61)

Hs‘n

s,m

Ainsi, H2:™ est symétrique sur son domaine.
Considérons maintenant un nouvel opérateur H qui admet la méme expression que H>:"
en coordonnées mais défini sur D(H) = C§° (]—o0,0[). Nous avons alors, par un argument de

distribution, que H* admet la méme expression que H2"™ mais H* est muni du domaine D(H™)
qui est alors un sous-ensemble du domaine D¢ (ﬁ;”) En effet, si ¢ € D (H*), alors il existe

X € Hs,n tel que pour tout ¢ € C§°, nous avons :

(Ho,¥) = (¢, x) -

Alors, comme H = H;:", nous avons au sens des distributions :

(Ho, ) = (Hy" ¢, ¢) = (¢, Hy" ) .
Par conséquent, ¢ vérifie H3") = x € Hs . Donc si ¢ € D (H*) alors ¢ € D (HZ™).
Soit maintenant ¢+ € ker (H* 4 iId). Alors, comme ﬁﬁn” est symétrique, nous avons :
0= <ﬁﬁ{n¢i,¢i> - <¢>ﬁmgﬁ{n¢i>
= (H"¢x, ¢x) — (bx, H ¢x)
= <¥Z¢ﬂ:a ¢:|:> - <¢:E7 $Z¢ﬂ:>
= F2i|+l3, . - (1.3.62)
Donc ¢4+ = 0. Ceci prouve le caractére essentiellement auto-adjoint de notre opérateur.

D’aprés le lemme précédent, si 2ml > 1, nous avons : D (HE™) C Hj (] — oo, 0[). D’autre part,
notons V (z) le potentiel tel que HZ"™ = iv%y19, + V (z) ou :

V (z) =42 <s + ;) A(z) —my°B (z), (1.3.63)

ou les comportements de A et B sont donnés par ([1.2.35)). Utilisant une partition de 'unité
similaire au lemme précédent, nous avons, pour tout ¢ € C5° (] — 00, 0[), I'inégalité :

Vel < 10selag,, + IV @ X3l + 11V (@) Bl -

s,m

Utilisant le comportement de V' donné ci-dessus, nous avons :

IV (@) x3elly, , <Cllels,, -

De plus, le terme restant vérifie :

1
IV @i, < (543 ) 486l +mlBel,,

< Csmillglly, , +mi

1, ’
X2
|| Hom
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Il nous reste donc & majorer le terme H ﬁx%gp“ Rappelons maintenant une estimation obtenue

par A. Bachelot dans la demonstation du théoréme éii.4 dans [§] :

YV € Hy (B /\

Utilisant ’équivalence unitaire de notre opérateur avec celui qu’obtient A. Bachelot, nous obte-
nons :

/|v U ()% dy. (1.3.64)
Iyl

|glc|>‘2*"Hm,n [P (PVS";")‘HS,,L
< [[=i0: (P39 [|5,
< c(llell + =i ey, , - (1.3.65)
Nous en déduisons ainsi que H} C D (H3™) par densité, ce qui termine la preuve. Q.E.D

Cas 2ml < 1
~ 1
Rappelons que si 0 < 2ml < 1, alors pour ¢, € D (Hﬁ;”), il existe des fonctions 1% , € W2,
1
X2 €EWE S, X5, € L?(S?) et ¢3 € C° ([07 g]I;L2(82;C4)) satisfaisant :

wi,ngﬂ, sog Vi EG, 90§
o oa—mi Xi,n 97@ _oaml Xi,n 97()0
Yon (:0:0) =00 o) | T i 0.)
ZXS—JL 07 ) —in,n(av 90)
+ ¢ (2,0, 9), (1.3.66)
ou :
[67.(2, 0, 0)[lyyo =0 ( (—x)) , = 0. (1.3.67)

Notons H %{T lopérateur H;;" muni du domaine :

D(I:Isl\,/{nIT) = {ws,n € Hs,n; ]:Iysy{n'(/Js,n € Hs,ny H ('7113 + 'L) ws,n (33, ')HHs,n = O( —l‘)}

= {%,n € Hs,n§ E[:;{n'(bs,n € Hs,na wi,n = Xi,n = 0} . (1368)
En effet, nous avons utilisé v} plutot que 4! puisque nous travaillons avec H MIT qui est unitai-
rement équivalent & H SM,LI T et d’autre part, nous avons :
23 (0, 0)
1 . ml ZZXj- n(ea 90) 1 - S
+1 =(—z ’ + +1 x,0,0),
(73 ) Ysm (—x) _21/)‘1’“(97 ©) ('YB ) ¢n( ©)
2X5 n(0,0)
ou :

105 +8) Gl =0 (V=2).

Comme 2ml < 1, nous avons ¢35 = X3, = 0. Nous passons maintenant a la proposition

principale de cette partie :
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Proposition 1.3.7. L’opérateur ﬂ'%fT est auto-adjoint sur son domaine D (f[%fT>

Preuve. Soient ¢g p, ¥sn € D(H%IT). Montrons que HS%IT est symétrique.
Comme précédemment, nous avons :

(HMIT Gy b ) — {0, BT

Hs,n Hs,n
= (((75750x) s Vsin )y, — (Do IVBVBO s, )y

=1 <il_r)% <¢s,n (1'7 ) 77%7131/)s,n (Z, )>W0 — lim <¢s,n (1', ) 77%7%;1/)5,71 (SC, ')>W0>

T—>—00

+ D5y IVBYE s )y, — (Psiny (VEVBOYs,n)gy, s (1.3.69)

;m

ou :

avec :

B
3w
=
M
9]
N/

I
Q
—
n
8
SN~—
~—
8
o

Ainsi, au voisinage de 0, nous avons :

P2
<¢S,’I’L (I, ) 77%7%1/}5,71 (.’17, -)>W0 = (_‘r)iml < (Egﬁ%nn 3/7%’7%0’:1 (1‘7 )>

i€, o
_iw:n
-m s —ixe
()T (e ) | e >
_Xi,n WO
+ (@5 (2,.) , B YBos (%)) o - (1.3.70)

Nous voyons que le terme le plus dangereux, c’est-a-dire comportant deux fois (—x)ml, n’apparait
pas. Ceci provient de l'action de la matrice 7%~} donnée par :

)—Ml 7Z.XS—,n(0a )
Y2 (0,
=X

N

+ %7505 (7,0, 0),

i (6, ¢)
’Y%’Yéws,n ($7 ) - (—Z‘ )

)

S

)
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Ainsi, nous pouvons calculer :

s —p?
(_m)—ml gs_:: (_a:)—’ml *ZXS_::LL
=i, |7 (Lh
Zgi,n _Xi,n Wwo
¢S—,n 72.1[)8—@
_(_ —2ml fi,n _Y’X‘i,n
i( 1') < _iﬂsi’n ) wi,n
Zfi _Xg—,n Wo

(—2) 72 (1% 0 ) (€ X ) — (0% ) — (S X))
0.

Utilisant le comportement en 0 de ¢;,, o), et en —oco de @5 p, Y5, n, Nous en déduisons que :
lim (fun (2,) VBTV (2,))ypo = MM (Guin (2,.) V5 V5%sn (2,)) 100 = 0. (L3.71)

Par conséquent, fNI MIT o5t bien symétrique.
Soit 9., € D(HMIT *). Alors, comme D(HMIT *) C Dyat(HE™) ot le domaine D,,q (HS™) =

{'(/)s,n € Hon; ,jlnwsm € Hsm}, 1) admet une décomposition, au voisinage de 0, de la forme :

d)i,ng@,so; wi,ng ,<P§
(o y—ml X‘i’n 97(,0 . aml Xin , P
P (0 O) =0 i 000 | T 6,0
ix2 (0, 0) —ix%,,.(0,9)
+ O-:L (x’ 97 SD) )

ou :

[0l a2y = 0 (V7E) 25 0.
De plus, HSJ\,{IIT’* = ﬁfn" sur D (fNI S]‘jfnl T’*> par un argument de distribution. Etant donné que
nous avons : ~
<Hs]\,/£LIT¢s,nv ws,n> - <¢s ny HMIT *w ,n> = 0,

pour tout ¢, ,, € D (f{SI‘gT) et Y n €D (H%IT“), nous en déduisons que le seul terme restant
vérifie :

¢S—,n d)-&-n
s
i (o | o o[ 2 |) 2
zllz%)<( 17) —.Zﬂﬁi’n ’( l’) Z’l.bi’n 07
Zgim _ZXj-,n

d’apreés le calcul utilisé pour la symétrie. En d’autres termes :

<<(§ ) ’ (ﬁi:» =0 (1.3.72)

Or pout tout ¢° ,,£° | € C§°(Y5 ), nous pouvons trouver ¢ € D(ﬁ%IT) qui admet ces compo-

santes comme coordonnées. Ainsi ¢35 , = x3, =0et D (I:IS%IT’*) cD (f[é\){fT). L’opérateur
H é\’/{f T est bien auto-adjoint sur son domaine.
Q.ED
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1.3.3 Caractére auto-adjoint de H,,

Dans cette partie, nous utilisons les résultats 4 harmonique fixée de la partie précédente et
nous sommons sur les harmoniques pour prouver que l'opérateur H,, est auto-adjoint sur le
domaine considéré.

Cas 2ml > 1

Munissons H,, du domaine suivant :

D(H,,) = {u e H; Hyue H}

S S
uLnT_%,n
a3, T
_ ’ 3 s 2
= E : le ; V(s,n)el, u, € L*(]-00,0[,,dx),
(s,n)erl M —3
S S
’u’4,nTl
3
s s s s
U1,nT_%)n ul’nT_%7
s s s s
. w5, I . u3 I
s,n ’ 5,7 2 s,m . NS n
o s s € L?, E (HX i) | 5 <oop. (L.3.73)
Uz nt_1 n U3 pd 1 n
; Tsza (s,n)erl ; Tst
Uy n in Uy n ln 2

Nous pouvons prouver la :

Proposition 1.3.8. Supposons que 2ml > 1. Dans ce cas, l'opérateur H,, est auto-adjoint sur
son domaine.

Preuve. L’opérateur H,, est symétrique. En effet, soient o, € D (flm). Nous pouvons écrire :

¥ = Z Ps,n

(s,n)erl

¢: Z ws,n'

(s,n)erl
Alors :

<I~{m‘pa1/}>: Z <Hﬁin<ﬂs,mws,n>

(s,n)erl

= Z <(ps,n7 ]:Iyqr{nz/}s,n>

(s,n)erl

- <¢,ﬁm¢>, (1.3.74)

puisque ﬁ'ﬁln est symétrique. Nous pouvons prouver de méme que H,, est fermé. Soit z =

> xsn € H. Comme ﬁfn” est auto-adjoint, il existe ys, € D (ﬁ;") tel que (f[m +£9)Ysn =
(s,n)er

(ﬁﬁzn +49)Ysn = Tsn. Alnsi :

z= Y (HpEi)ysn, (1.3.75)
(s,n)erl
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oly= > Ysn €D (ffm) puisque :
(s,n)erl

~ 2 ~ 2
Z HHf,;”ys,n + [[Ysm ‘2 = Z H(Hfr{n Ei)Ysnl| = Z Hxs,nH2 < 00.
(s,n)erl (s,n)erl (s,n)erl

Ainsi (Ys,n) (s,n)er est sommable et x € Im(H,,+i) donc Im(H,,+i) = H et H,, est auto-adjoint.
Q.E.D

Cas 2ml <1

Notons HMIT 'opérateur H,, muni du domaine :

D (ﬁ%”) = {u € H; I:I,AfITu eH, ||(’y%; +i)u(x,.)||i2(g2) = 0(\/7x) , T — 0}

uinTil
s s
u3 15
— ’ PR . s 2
= E s s ; V(s,n)el, uy € L*(]—00,0[,,dx),
Uz nd 1
(smer | 2m7 ~5
4,n %,n
us T3 ws TS 2
1,n —%,n 1,n —%7"
s s s s
- u2nT1 - Uy T3
s,m M= 5n 2 s,n . M 5mn
LN I RS /D D (0N B <00
Uspd_ 1, U3t 1,
s s (s;n)€el s o
u47nTé,n u4;nT%,n L2

uin (.Z', ) Ti%m
u3 (z,.) T;n

PN [CERDN I —o(V=z),z>0%. (13.76)

1
(s,n)el . _857"
u(él,n (.17, ) Tl n

29

L2(S2)

Proposition 1.3.9. Supposons que 2ml < 1. Dans ce cas, l’opérateur fI%IT est auto-adjoint

sur son domaine D (HmMIT>,

2
S S
ul,nT,%m
u3 , 1%
) : 1o . nTgn _
Preuve. Remarquons tout d’abord que, si Y. ||(vE +4) ws T =o(vV-z), 20
(s,n)el 3nT—1n
S S
u4’nT%7n L2
2
S S
ulmT_%m
S S
1 . u2,nTl7n
alors ('VB + z) PR =o0 (\/—x) , * — 0 pour tout (s,n) € I. Nous pouvons alors
U3 n —1n
S TS
u47n %7" L2

prouver, comme dans la démonstration de la proposition m que HMIT et symétrique sur
son domaine. Montrer que H,A,f[ IT gt fermé nécessite un peu plus de travail. En effet, choisissons
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une suite (¢;) ;. d’éléments de D (ﬂ%lT) telle que :

jEN
wj e
FFMIT
Hm $j — P
ou p,1 € H et la convergence est réalisée pour la norme de H. Par un argument de distribution,
nous avons HMITy = o) € # mais il nous reste & montrer que ¢ vérifie la condition au bord
pour pouvoir affirmer que p € D (f[% IT). Nous avons :

DR

(s,n)el

Z sos,n

(s,n)erl

=y Y,

(s,n)el
ce qui nous permet d’obtenir :

s,m s,n
Yy

MIT , _sn s,n
HMIT oo™ — 4

pour la norme de H, . Ainsi, ¢*" € D (g%fT) puisque f]%{T est fermé et ¢®" admet une

décomposition de la forme :

<z>§ (0, 9)
ST (3,0, = (—z —ml ,Sn( QO) +¢F (2,0, 0),
™" ( ¢) = (—=) —ig® (0, ) on ( ®)
i€2 ,(0,)
in
ou les fonctions ¢ = 25" vérifient
3,n
Pin

S (168 allo + 168,050 + 165,050 + 65.al130) =0 (=2

(s,n)erl

quand x — 0, d’aprés la démonstration du théoréme V.1 dans [§] (voir les formules aprés ’équa-
tion V.28). Remarquons que

i1 0+ 93
Z¢§,n - ¢Z,n
- in + Z¢§,n
e L

(vp +1) ™"
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Par conséquent :

b+ D) 0@ sy = X 10 +8) [
(s,n)erl

= > (it + Sl + llid5 — 6iall00

(s,n)erl
=68+ 108 + 1650 + 0805y

2 2 2 2

<2 37 ([08alv0 + 183l + 16501500 + [#3all50 ) = 0 (=)
(s,n)erl

(1.3.77)

ce qui prouve que la condition au bord est vérifice et que l'opérateur H,Af IT est fermé. Pour

montrer le caractére auto-adjoint de HM!T' nous suivons le méme raisonnement que dans la

preuve de la proposition [1.3.8 ot nous devons prouver que y = > Ysn, € D (H%IT) La

(s,n)erl

seule différence avec la preuve de la proposition mgest de nouveau le fait que la condition
MIT

au bord doit étre vérifice. Comme y,, € D (H;"’,L” , nous pouvons de nouveau décomposer
Ys,n comme pour ™ ci-dessus. Un raisonnement similaire nous montre que y vérifie bien les
conditions au bord. Ainsi HM!T est auto-adjoint sur D (Hn]‘f”T).

QED

Caractére auto-adjoint de H,,

Rappelons le domaine de H,, :
- Si2ml > 1, alors :
D(Hm) :{¢€H7 Hm¢EH}

-Si0<m< %, nous considérons cet opérateur muni d’un domaine dont les éléments
vérifient une condition MIT. Nous noterons donc HM T I'opérateur H,,, muni du domaine :

DENT) = {6 € Hy Hud € H, [|(3' +1) & (2, yogeny = 0 (V=2) , @ 0}
D’autre part, rappelons que H,, = v, P~1 (—=H,;,) Py3 ot v et P sont des matrices unitaires.
Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.10. - Pour tout m > %, Vopérateur H,, muni de D (H,,) est auto-adjoint.

- Pour tout m < &, Uopérateur HMIT muni de D(HMIT) est auto-adjoint.

207
Preuve. D’aprés les rappels précédant le théoréme, nous avons :H,, = Pv% (,[:[m) v P I

est alors clair que 1 € D (H,,) si et seulement si y3 P~ 1 € D (f]m) pour m > % D’autre part,

rappelons que 4! = —PyLP71 et vL4% = —4%yL d’aprés (1.3.28)) et (1.3.29). Nous obtenons
donc :

1" +3) ¢l = [(=PypP~" +1) Pagyg P~ 4|
= [|P3 (vp + i) P Y|
= (v +i) 7P
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Ainsi ¢ € D (H,,) si et seulement si y3P~ % € D (ﬁm> pour tout m > 0. Etant donné que

les opérateurs sont unitairement équivalents et que les domaines correspondent, ceci nous assure
que H,, est auto-adjoint lorsqu’il est muni du domaine qui convient. Q.E.D

1.3.4 Le probléme de Cauchy

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le :

Théoréme 1.3.11. Etant donné 1o € H, il existe une unique solution 1) a U'équation :

O = iHmtp (1.3.78)
telle que
e’ (R;H), (1.3.79)
et vérifiant :
Y(t=0,)=1v0() (1.3.80)
VEER, (|9 (t, )y = lvo()lly - (1.3.81)

Preuve. Comme H,, est auto-adjoint sur son domaine, nous pouvons utiliser le théoréme de
Stone. Q.E.D

1.3.5 Absence de valeurs propres

Dans cette partie, nous nous intéressons aux valeurs propres de 'opérateur H,, et prouvons
que, muni des domains cités ci-dessus, cet opérateur n’admet aucune valeur propre. Ceci permet-
tra par la suite d’obtenir ’absence de spectre singulier continu via les estimations de Mourre.
Nous introduisons tout d’abord la notion d’exponentielle ordonnée en temps, définie dans [21]
notamment. Nous commengons par rappeler la définition de produit ordonné en temps que nous
utiliserons :

Définition 1.3.12. Soient z1,--+ ,x, € I = [Z,z] C R et f une fonction définie sur R a valeurs
dans I’ensemble des matrices 4 x4 & coefficients complexes telle que f (z;) et f (z;) ne commutent
pas pour i # j. Nous définissons :

T(f (@n)--- f(21))

= > F(@om) - f (o) Liasa, > sao 55} (@ns 5 21). (1.3.82)
ce6,

L’exponentielle ordonnée en temps est alors définie de la maniére suivante :

Définition 1.3.13. Nous définissons :

T(ej;—ff(t)dt> :27}”/;/;.../;T(f(xn)...f(xl))da;l...dxn

Nous allons utiliser cette notion dans la démonstration de la :

Proposition 1.3.14. Pour tout m > 0 , Uopérateur de Dirac H,,, défini précédemment, n’admet
pas de valeurs propres réelles.
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Preuve. Nous allons tout d’abord montrer ’absence de valeurs propres pour les opérateurs H.:"
pour tout m > 0 et tout (s,n) € I. Comme opérateur HZ™ est auto-adjoint sur son domaine,
les valeurs propres (si elles existent) de HS™ sont réelles. Supposons donc qu’il existe A € R et
w e D(HE™) tels que HS™p = Ao
Définissons la fonction : o

w(z) = e Tp(a),

de sorte que
. 0,1
w'(z) = iy w(z) + e (2).

Or :

Hi"o— Ao =0 iy ¢ (2) = (A= V(2)) o(x)
& ¢ (x) =iy (V(z) — A p(a),

ou V(z) =~99%A(z) (s + ) — my°B(x).
Nous obtenons : o s
w' () = iy e VBV (1) Ty (). (1.3.83)

Posons W (z) = in0y1e’ 7' 2V (2)e=**7"= Pour résoudre I'équation précédente, nous souhai-
terions utiliser la fonction exponentielle mais pour = # t, W (z) et W (¢) ne commutent pas. Nous
n’obtiendrions pas une solution. Nous allons remplacer la fonction exponentielle par la notion
introduite plus haut d’exponentielle ordonnée en temps. Soit S €] — 00, 0], nous utilisons :

w(x) =T (ef; Wmdt) w(S).

Remarquons alors que pour tout ¢ < 0, A, B € L?(] — oo,¢[) donc ¢ € H'(] — oo, c[)?. Ainsi
¢ est continue sur | — oo, c[ et p € L?(] — oo, c[)%. Nous en déduisons que ¢(z) — 0 (plus
T——00

précisement, chacune des composantes de ¢ admet ce comportement). Ainsi w(z) — 0.
xr—r—00
x

D’autre part, pour tout x < 0, / |W (t)] dt < oo (comme 74! est diagonale, cette estimation
o0

signifie que chacune des composantes vérifie cette méme estimation), donc :

lim 7 (efg W(t)dt) =T (effoo W(t)dt)

S——o00

existe et est finie. Par conséquent :

lim T (efg Wmdt) w(S) = 0.

S——o0
Nous en déduisons que w(z) = 0 pour tout < 0 ce qui implique :
V<0, o)=0. (1.3.84)

Par conséquent H;;" n’admet pas de valeurs propres.
Considérons maintenant le cas de H,,. Si A\ € R est une valeur propre de H,, alors il existe
p € D (Hy,) telle que :

(Hm — A) @ =0.

Décomposant ¢ en harmoniques sphériques, nous obtenons :

Do Hy" =N psn =0

(s,n)erl
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Par conséquent, si ¢ est non nul, il existe (s,n) € I telle que ¢, # 0 et (HZ™ — A) w5 = 0.
Ceci est impossible puisque H;:" n’admet pas de valeurs propres. Ainsi ¢ est la fonction nulle.
Nous en déduisons donc que H,,, n’admet pas de valeurs propres pour tout m > 0.

QED

1.4 Lemme de compacité

Dans cette section, nous cherchons & démontrer le résultat suivant :

Proposition 1.4.1. Soit f une fonction continue tendant vers 0 en —oo et admettant une limite
finie en 0. Soit z € p(HZ™)) ou p(HZ™) est ensemble résolvant de HE™. Alors opérateur
fx)(HE™ — 2)71 est compact sur H pour tout m > 0.

Rappelons que

1
H:™ =T'D, + (s + 5)14(1‘)’)/0’)/2 —my"B(z). (1.4.1)
avec A et B dont le comportement est donné par :
A— Ay e 772
B—ByeTh!

avec 9, B > 0. D’autre part, I'' = —y%y! o1 I'expression de v°v! est donné en .

Afin de prouver cette proposition, nous allons introduire deux opérateur intermédiaires H_
et H+.
Le premier opérateur admet un potentiel V_ dont le comportement est le méme que celui de
l'opérateur H;" lorsque x tend vers —oo mais nous changeons le potentiel lorsque z est proche
de 0 de sorte que V_ tend vers 0 en 0. Nous pouvons alors prouver que cet opérateur est auto-
adjoint sur le domaine de H, = I'' D,,. Puis, en symétrisant notre opérateur ainsi que les éléments
du domaine de cet opérateur, nous pouvons prouver que f(x)(H_ — 2)~! est compact pour z
dans I’ensemble résolvant de H_.
En ce qui concerne H, nous modifions le potentiel de H:™ en un potentiel V tel que Vi soit
confinant. La résolvante de Hy est alors elle-méme un opérateur compact.

Dans la derniére partie, nous réunissons les résolvantes de H, et H_ pour trouver une ex-
pression pour la résolvante de H;™ qui est alors compacte par le théoréme de Fredholm.

1.4.1 Opérateurs asymptotiques

Dans cette section, nous décrivons de maniére précise les opérateurs H_ et H, qui nous
) +
permettrons d’exprimer la résolvante de H;:™.

Opérateur H_

Introduisons tout d’abord 'opérateur H,. = iy%y19, o v°y! = diag (—1,1,1, —1). Nous avons
alors la proposition suivante :

Proposition 1.4.2. L’opérateur H, = iy°y'0, est auto-adjoint sur le domaine défini par :

D(H.) ={p € Hsn; Hep € My, 01(0) = —p3(0), 92 (0) = ¢4 (0)}
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Preuve. Remarquons tout d’abord que D (H.) C H! (] — 00, 0[). Nous pouvons donc en déduire
que les éléments de D (H.) tendent vers 0 en —oo (en tant que fonctions L? continues). Vérifions
que H. muni du domaine D (H,) est symétrique. Soient ¢, 4 € D (H.), nous avons :

(Hep, ) — (0, Hep) = (—i0zp1,91) — (01, —i0291) + (10,02, P2)
— (p2,102) + (10203, ¥3) — (03,10,93)
+ (=024, Y1) — (P2, —10x10a)
= —ip1 (0) 91 (0) + ipa (0) g (0) 4 i3 (0) P53 (0) — it (0) ¢4 (0) 2(10;1 2

par intégration par parties et utilisation des conditions au bord. Ainsi H,. est symétrique. De
plus, soit (), cy une suite d’éléments de D (H,) vérifiant :

Hen
On — @

HCSOn Hi}” w7

ot v, € Hsp. Alors, comme H.p, — H.p au sens des distributions, nous en déduisons que
H.p = 1 € Hs,p. Par conséquent, ¢, — ¢ dans H! (] — o0;0[). En outre, utilisant le fait que
H' (] — 00;0[) € CY(] — 00;0[) et notant ¢, = 905} , nous obtenons :

n

©n
e (0) = ¢ (0),

pour tout i € {1,---,4}, ce qui implique que ¢ vérifie les conditions au bord. Ainsi ¢ € D (H,)
et H, est un opérateur fermé.
D’autre part, comme C§° (] — 00,0[) C D (H,), nous avons :

(Y, Hep) = (Hetb, )

au sens des distributions, pour tout ¢ € C§° et tout ¢ € D (H}). Ainsi, H} = H. sur D (H}).
Ici, I’égalité est a prendre dans le sens oil le deux opérateurs ont la méme expression.
Soit ¢ € ker (H} +14). Alors les composantes de 1 vérifient :

335% = ¢1

- I¢2 = ¢2

— Orths = 3

3;c1/14 = 1/}4-

Comme  — e~ n’est pas une fonction appartenant a L? (] — oo, 0[), nous obtenons :
e’ 0
. 0 0 X
ker (H} + i) = vect ol 1o ND(H).

0 e

Or, si¢p € D (H), alors, pour tout ¢ € D (H,), nous avons :

<Hcg071/]> - <S0>H:1/}> = 07
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ou :

(Hep, ) = (0, Hip) = lim (—igy () 1 () + oy (2) Y2 (2) + itps (2) 3 (2) — iepa () a ()

Nous pouvons choisir ¢ telle que ¢1 (0) # 0. En effet, on peut par exemple considérer une
-1

fonction xy € C telle que x = 1 sur [—1,0] et nulle sur | — 0o, —2[. Nous pouvons prendre
X e’
p= | Nous voyons alors que 8 ¢ D (H}). Ainsi ker (H} +4) = {0}. De méme, nous
0 0
avons ker (H} — i) = {0}. Ceci nous montre que H, est auto-adjoint sur D (H.,).
Q.ED
Définissons maintenant 'opérateur H_ par :
H_=H.+V_(x) (1.4.3)
ou :
xly , pour x > d
Vo(z) =19 o 5 L 0 (1.4.4)
7992A(z) (s+ 1) = my°B(z) , pour z <,

ou ¢, d sont deux constantes négatives telles que ¢ < d. Remarquons que V_ est borné sur R* .
Utilisant le théoréme de Kato-Rellich, nous obtenons le :

Corollaire 1.4.3. L’opérateur H_ muni de D (H.) est auto-adjoint.

Remarque. L’opérateur H_ admet un potentiel qui se comporte comme le potentiel de H.:™ en
—o0o ce qui justifie la dénomination d’opérateur asymptotique.

Opérateur H,

Nous définissons maintenant 'opérateur H, par :
H, =T'D, +V,(x) (1.4.5)
ou :

(1.4.6)

Vel = 4 7°PA@) (s +3) =my"B(x) , pour
@) = —x240 pour

Cette fois-ci, le potentiel se comporte comme le potentiel de H::" en 0 et croit en —oo, le potentiel
est confinant. Ce type de potentiel a été rencontré dans l’article d’A.Bachelot [8] qui a prouvé
le caractére auto-adjoint de son opérateur en effectuant une analyse dont nous avons déja repris
les grandes étapes dans ’étude du caractére auto-adjoint de H,,. Nous indiquons seulement la
marche & suivre.

Introduisons le domaine :

D(H.) = { o= € LX(R™,CY); Hyp € LA(RY),

W N

¥
¥
14
¥
| + )@, ) o 5oy = 0 (V) s @ 0}
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si 2ml < 1 et nous enlevons la condition au bord dans le cas 2ml > 1. Nous allons obtenir,
dans la preuve de la compacité de (Hy — z)_l, des estimations qui permettront de prouver
que notre opérateur est symétrique pour ml > % puis qu’il est essentiellement auto-adjoint sur
C§°(]—00,0]). En effet, comme précedemment, nous pouvons réaliser une transformation unitaire
de notre opérateur :

H, — ~°P7'H, P~y®:=H,. (1.4.7)
Nous remarquons de nouveau qu’en choisissant une fonction x € C§°(]—1,0]) égale a 1 sur ]—%, 0],
alors pour ¢ un élément du domaine de ]NLF, X¢ est un élément du domaine de I'opérateur H2
dans , et nous obtenons & nouveau le comportement asymptotique de . Ce qui nous
permet de conclure dans le cas ou ml > %
Siml < %, nous pouvons de nouveau introduire les conditions au bord ainsi qu'une partition de
I'unité afin de séparer le comportement en 0 du comportement en —oco. Nous obtenons alors :

Proposition 1.4.4. L’opérateur H, muni de D (H,.) est auto-adjoint.

1.4.2 Compacité de f (z) (H_ —z)"'
Nous aurons besoin des résultats suivants :

Théoréme 1.4.5. Soit f € L> (R") N L2 (R"). Alors :
(f (~iV) ) (z) = (27) "} / Fa—y) o) dy

pour tout ¢ € L? (R™). L’intégrale converge pour tout x € R™. Ici, f est la transformée de Fourier
inverse de f.

On se référera au théoréme IX.29 dans [73] pour une démonstration de ce théoréme. Nous
en déduisons les corollaires suivants :

Corollaire 1.4.6. Soient f,g € L? (R™). Alors f (—iV) g (z) est un opérateur de Hilbert-Schmidt
et :

If (=iV) g (@)l < 2m) "2 1If 1 llgll, -

La démonstration de ce corollaire repose sur le fait qu'un opérateur a noyau est de Hilbert-
Schmidt. Nous avons aussi :

Corollaire 1.4.7. Supposons f,g € L= (R") et :

lim f(x)=0, lim g(&)=0.

Alors Dopérateur f (x) g (—iV) est compact.

Preuve. Soit fn (‘T) = ]l[O,n] (‘IDJC(Z')? In (E) = 1[0,71] (|§|)g(§) Alors fn (‘T) In (77'V) est un
opérateur de Hilbert-Schmidt avec norme :

”an2 ||gn||2 <0

d’aprés le corollaire précédent. De plus, nous avons :

lim f, () gn (=1V) = f (2) g (=iV)

n— oo

en utilisant le théoréme spectral par exemple. Ainsi f (x) g (—iV) est un opérateur compact en
tant que limite d’une suite d’opérateurs qui le sont. Q.E.D
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Nous nous intéressons maintenant au résultat principal de cette partie :

Lemme 1.4.8. Soit f € C° (] — 00,0)) telle que lim f (z) = 0. Sous ces hypothéses, 'opérateur
Tr—r—00

FO)(H- —2)"" est un opérateur compact.

#1 g1

Preuve. Soient ¢ = :‘22 € D(H.) et g = ng = (H. — z) . Les fonctions ¢ et g sont
3 3
¥4 94

définies sur | — oo, 0[. Prolongeons les composantes de ¢ & R de la maniére suivante :

- v1(z) six < o) = wa(x) si x <0,
hile) = { ¢3(—7) 52$>0 () {@4(—33) siz>0
5 (2 p3(x) six < Gla) — wa(x) six <0,
Palw) = { 1(—x)six >0 #a() {@2(—3&) stx>=0

Ces fonctions sont maintenant dans H* (R). On prolonge de méme g en § € [L? (]R)]4. Nous

notons H° Popérateur H° considéré comme agissant sur des fonctions définies sur R. Nous
avons :

(;g)w - 2)7) 901( (a)f) 912333
ot ~ 10z — 2) P2\T _ g2(x
(=) =1 fio, Do) | = |ty | 17 <0
(—i0; — 2) pa() 94()
(=10, — 2) (—p3(—x)) —i0z (p3) (=) + 2¢3(—2) —g3(—x)
(go _ z) o= |  0n—2 (=) || =0 (pa) (=2) = 2pa(=2) | _ | ga(--)
(10z — 2) (—p1(—2)) i0; (1) (—) + 201 (—1) —g91(—x)
(—i0x — 2) a(—x) 0y (p2) (—2) — 22(—x) g2(—x)
six > 0.
Par conséquent, (H, — z) ¢ = g si et seulement si (fIO — z) @ = g pour tout z dans l’ensemble

résolvant de H..

Montrons que, pour f € C°(] — c0,0]) qui tend vers 0 en —oo, opérateur f(.) (H. — z)_l est
compact.

Considérons une suite (g,),cny € (L2 (R*_))N telle que g, — 0 et soit u, = (H.— Z)_19n~

Nous commencons par prolonger g, et u, en g, et u, comme ci-dessus, de sorte que g, — 0
-1
-1

cette fois-ci dans L? (R) et u,, = (}}0 - z) in. Comme la fonction x — (z —2)” € L™ et

|z — 2| ‘ |—> 0, nous en déduisons, grace & une conséquence du théoréme [X.29 dans [73],
T|—00

que :

fa) (20-2) " g "0,

n—oo

ot f est le prolongement de f par 0 sur R,. Par suite :

1o oi(0) /@) (O~ 2) ™ o = i) i = f(@)un = [(a) (He ~2) g,
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ott 1j_. o[ désigne la fonction indicatrice de I’'ensemble | — 0o, 0[.

L?(R*
Nous en déduisons que f(z) (H, — 2)” " gn (% 0 et que Popérateur f(x) (H, — z)" " est com-
n—oo

pact.
Nous écrivons maintenant :

La formule de la résolvante donne :
(H.—2) ' —(He—2) ' =—(H_ —2)""V_(z) (H, — 2)".

Comme V tend vers 0 en —oo et 0, nous en déduisons que (H_ — z)” " — (H, — z)~" est compact
et par conséquent, que f(z) (H_ — z)” " est lui-méme compact. QED

1.4.3 Compacité de (H, —z) "
Lemme 1.4.9. L’opérateur (Hy — z)" " est un opérateur compact pour tout z € p (Hy).

Preuve. Nous allons procéder comme dans [§]. Montrons que l’ensemble :
K ={p e D(H.); llell+ [[Hiell <1} (1.4.8)

est compact. Pour cela, considérons une suite (¢, )neny € KY. D’aprés le théoréme de Banach-
Alaoglu et un raisonnement de distribution, nous obtenons I’existence d’une sous-suite () telle
que :

P —
V—00
fv=1Hipy I/joo Hip:=f.
Etudions I’équation :
H—‘r@l/ = fl/a

ot ¢y, f, € L?(] — o0, 0[). Posons :

Nous posons de plus :

1 J s+ A+ £l poura=b 5 [(s+3) AWl + £, pour x> D,
9y, = 1 y 9y = 2
s pour r < a b pour T < Q.
3 —(s+3) Al + 2, pourxz>=b. —(s+3) Ax)d + £}, pour x> b.
gl/ = 3 9 gV = 4
o pour r < a s pour x < a,
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v Sal/ gl/
2 02 g2
ouf, =141, p= wg . Posons g, = gg . Utilisant le fait que A soit bornée au voisinage
v v v
v o 9y

de 0, nous déduisons que g, € L?(] — o0,0[) et que g, — g ou g est définie de la méme maniére
en enlevant les indices v. Rappelons que les matrices de Dirac admettent les formes suivantes :

100 0 0 -1 0 0
0 1.0 0 1 0 0 0

0.1 _ . 0.2

TT=10 o1 o7 T lo 0o 01
0 0 0 —1 0 0 1 0
0 0 i 0

o |0 0 0 i

T==i 0 0 o0
0 —i 0 0

De plus, H, est donné par :
H, = —in°4'0, + Vi (z)
ou :
VOv?A(z) (s + 1) — my°B(z) , pour z > b.
V+(ZL‘) - 0.2
—v'x , pour x < a

Utilisant ces formules, nous obtenons les quatre équations différentielles suivantes :

)
0pp — (s+3) Al2) ¢
0.5 + (s +3) A=) ¢
—i0,05 + (s +3) A(z) 3 +imB (x

(1.4.9)

(1.4.10)

quand x > b. Quand x < a, il suffit de retirer les termes avec A et de remplacer mB () par z2.

Nous pouvons maintenant obtenir :

(% + %)
0z (07 — 1) +
0z (o), — 1) =

&v(w,ﬂr%) W(xz) (92 +¢p) =i(g5—92).

Les solutions a ces équations sont données par les formules :

(0L + ¢3) () = Abe™ S5 Wl +i/ (g — g3) eJ=a Wlndu=JZ Wlwdugy

T
(92 = eb) (@) = e Iy [ (g2 ghy ey WO 2, WOdngy

—00

0

(€2 + i) (x) = Abel ™ W(“)d“+i/o (g8 — g2) e~ J=a Wlndut JZ, Wwdu gy,

ou N, 7=1,---,4, sont des constantes & déterminer.
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Prouvons la convergence simple des termes intégraux.

Calculons : -
’ —miln(~ T(u)du > b,

/ Wdu=1 " ns( o [1 opdu - pour s (1.4.16)
- - [ W (u)du , pour = < a.

Nous avons également :

’/: T(u)du

sur [b; 0] (avec Cp, C' deux constantes positives). Nous obtenons ainsi :

</ |T(u)] du < Co/ —udu < C (1.4.17)

-1 -1

ml _— [ T(u)du
v _ [0 e  pour = >
Che™ 5 , pour x <

ou(C; = e T H[L Wwdu o Cy = e T I WWdu gont des constantes positives. Ces calculs nous
t t

permettent de voir que ed=1 V(9 egt de carre intégrable sur | — oo, [ et que e~ J2Wwdu oo

de carré intégrable sur ]z, 0[. Par conséquent, comme g, converge faiblement, nous en déduisons

que les intégrales suivantes convergent point par point quand v — oo :

‘ ¢ e w)du * ¢ w)du— [* u)du
/ (gllz _913/) ef71W(u)du f71 W( )d dt — (gl _g3> ef71 W( )d fflw( )d dt

o v—oo J_ o
(1.4.18)
/ (b +gd) e S W ) durt [, W (w)du g o 0 (0" +¢%) e S W ) durt [, W (u)du g,
(1.4.19)

Majorons les termes intégraux par des fonctions L? indépedantes de v.

Dans ce qui suit, nous allons traiter (¢} + ¢3) et (¢f, — ¢3) mais nous pouvons faire de méme
avec (cpz + goff) et (cpg — gof,). Etudions les différents termes intégraux :

a) Dans un premier temps, nous avons :

T 2
[} @rayesmomal <o+ o

T =
/ 6211W<u>du+2f’lw<u>dudt’ (1.4.20)
0 0

Par suite :
i) Six > b, il vient :

T 2ml
/ (_1) 62 S T(u)du (_t)2ml 672fi1 T(u)dudt
0

T

L)

ou C est une constant positive et nous avons utilisé (1.4.17)).

/ o2 It Wwdut2 7, W(u)dudt’ _
0

- —XT
1+ 2mi
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ii) Sia < 2 < b, nous intégrons une fonction lisse, la fonction que nous obtenons est alors
lisse donc intégrable sur 'intervalle [a, b].

iii) Si x < a, nous avons :

T a 0
/ 27 W(“)d“dt‘ = (01)2€2§ </ (Cs)%e _Q*dt +/ e 25 W(“)d“dt> .
0 T a

3

0
Or (Cy)%e?% (/ e 2% W(“)d“dt> est intégrable sur | — 0o, a] et :
a

212 £3
1 _QQ 1 _Qﬁ 1 e _ot2
STgat T tgEe T og) e T

Choisissant a suffisamment négatif pour que 1 + =5 > 0, nous obtenons :

(Cl)zezé /“(C )e 254t < (C1)%(Ca)? (e

de sorte que le terme de droite est intégrable sur | — 0o, a] et tend vers 0 en —oo.
Remarque. Cette estimation est importante pour la symétrie de I'opérateur.

Comme g} + g2 converge faiblement, cette suite est bornée dans L? et nous obtenons :

x 2
/ (9i+gf)effw<“)d“dt‘ < (1.4.21)

0

/z 6_2 S Wu)dut2 7] W(u)dudt ’
0

ou le terme de droite est intégrable.

b) Dans un second temps, il nous reste :

2
<HQ$—9§H§</QC G20 W()du—2 [, W u)dudt>

Ainsi :

i) Si x > b, nous avons :

T b
/ zft (wydu—=2 [, W(u)du gy _ (—z )2ml -2 [* T u)du/ 62fj1W(u)dudt

. x 1 2ml .
+ (_ )le -2 [ u)du‘/b (_t> GQI*IT(u)dudt.

Utilisant (1.4.17)), nous voyons que :

e~ 2J2 T(wdu oot hormee sur [b;0].

2/ TWdu oot hornée sur [b; 0[.
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Par conséquent :

T b
/ o2 JH W(w)du—2 [*, W (u)du g4 < (_:L_)le/ o2 It W (u)du g4

— 00

+(—xfmﬂéw<—1>mmdt

b
Or (—x)le/ 2 2 WWdu gy ost intégrable sur [b, 0] et si ml # i

T _b)1—2ml

1—2ml

(_x)2ml (

1—2ml "’

T 2ml
1
donc (—x)2ml/ <_t> dt est intégrable sur [b, 0].
b

(o) [ (=4) at= o) o

T 1 2ml
ot (—z)*™ / (_t) dt est borné sur [b, 0] donc intégrable sur ce méme intervalle.
b

Siml = 5, alors :

1
2

i) Si

a < x < b, nous obtenons une fonction lisse qui est intégrable sur 'intervalle [a, b].
iii) Si z < a, nous avons :

2 [t W(w)du—2 [*, W(u)d B [T 2% a3
¢ o Windu=2 5, W “dt:C’ngfe‘QT/ e
— 00

) 1 281" S YT
:022012623 <|:2t26 :|_OO+/oot363dt>

1

P

o

1 3
puisque / —e 3 dt <0.
ot

Comme g — g2 est bornée dans L?, nous en déduisons que :

‘/ (g5 — gB) ele Widuqy

ou le terme de droite est intégrable.

2 T
‘ g/ o2 S W (wdu—2 7, W(u)d“dt, (1.4.22)

Convergence dans L? des termes intégraux.
Nous pouvons maintenant utiliser le théoréme de convergence dominée dans les deux cas précé-
dents pour obtenir :

a)

x

z ¢ * 2 ¢ ©
/ (92 +g2) e JL W w)dut [2, W(u)du gy LY (6" + %) e JL W w)dut 2, W (u)du gy
0

vV—00 0

(1.4.23)
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xT

xr
/ (gh — g8) e~ P Waut [T Wdugy Ly [T (gl g8) o= J1 WO0dut [ Wdugy,
0 V—00 0
(1.4.24)
Etudions maintenant la convergence des suites A}, i = 1,--- 4.
a) Tout d’abord, nous regardons convergence de A3 et A2
- Siml < %, nous pouvons écrire :
3 3 [7, W(u)du 2
()‘V_)‘ ) Heiil I
x
((@i —©3) —/ (90 +g3) e ftlw(“)d“”iW(")d“dt) ,ef'1W<“>d">
0 L2

_ ((@1 o) - /O (g" + g7) e I W), W(u)dudt) e W(u)du>

L2

o JE, W(w)du 2 N édui 3 3
utilisant e -1 cL? o, @ et (1.4.23) . Nous en déduisons que A}, Vjoo A°.

- Siml > 3, /T Wwdu ¢ L% et \> =0.
b) Etudions la convergence de Al et \2.
Comme ¢} + ¢3 € L? et e~ J2 W (w)du ¢ L?, nous en déduisons que A\l = \2 = 0 pour
tout v € N puisque le terme intégrale est dans L2.

Convergence dans L? des suites ¢l — @3, 2 + ¢, ol + @3, 02 — 2.

Nous avons vu que @l — ¢ converge point par point et ‘goll, -3 % est majorée par une fonction
intégrable indépendante de v. Utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous

A L A
en déduisons que oL — 2 = ! — ¢?. De méme :
v—00

2 4 L2 9 4
2 e A e a2
V—r0Q0
3 LY 3
A S
V—r 00
L2
A e S A
V—r o0
Ainsi la suite (¢n),cy admet une sous-suite convergente ce qui prouve que I'ensemble K est
compact.
Par conséquent, 'opérateur (Hy + i)fl est un opérateur bien défini et compact puisque K est
un ensemble compact. D’autre part, une formule de la résolvante donne :

(Hy—2) " = (Hy+0) " +(@—2) (Hy +0)7 (Hp —2)7

pour tout z € p(H,). Ce qui prouve la compacité de lopérateur (H; — z)fl pour tout z €
p(H.). QED
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1.4.4 Preuve de la proposition [1.4.1

Preuve. Soient maintenant j_, j, € C* telles que j2 +j3 = 1, supp(j_) C]—o0, [ et supp(jy) C
]b,0[ avec b < ¢. Définissons 'opérateur :

Q2) = j_(z) (H- — 2) " j_(@) + ji(z) (Hy —2) "' ji(a).

Or, sur | —oo,¢[, H3" —z=H_ — zet sur |b,0], H3" — 2= H, — z.

Donc :
(Hy" = 2)Q(z) = [(Hy" = 2),j(@)] (H- — )" j_(2) + 52 (2) + 53 ()
(" = 2) g @)] (Hy = 2) 7y ()
=1-w(z),

w(z) = = ([(H" = 2),j- @) (- = )7 (@) + (" = 2) s @] (Hy = 2) 7 G (@)
Remarquons que :

[(Hy" = 2), ()] = in°y'5 (z)
[(Hy" = 2), ()] =iy ().

Comme j’ , 5’ sont nulles en dehors de ]b, c[, les considérations précédentes nous montrent que
w(z) est un opérateur compact pour tout z € p(H). D’autre part, w : p(H) — L (L?) est
analytique.

Montrons que 1 — w(z) est inversible pour un certain z.
Remarquons que j’ , j, sont bornées par des constantes que I'on appelle ¢, ¢ respectivement et
j_,j+ sont bornées par 1. Soit ¢ € L2 nous avons :

lo(2)elly < 125 @) (H- = )7 G- @)g||, +[|in® @) (Hy = 27 @)

c1 + ¢Co
< .
Choisissons z imaginaire pure de sorte que “Ilnt‘z"i < 1. Par suite, 1 — w(z) est inversible. Le

théoréme analytique de Fredholm nous dit alors que 1—w(z) est inversible pour tout z € p (H)~\.S
ou S est un ensemble discret sans point limite.
Pour de tels z, nous en déduisons que :

(H3" — 2" =Q2) (1 —w(z) ", (1.4.25)

Soit f € C° (] — 00, 0]) une fonction tendant vers 0 en —oo. Alors, les considérations sur H_ et H
nous assurent que f(z)Q(z) est compact (puisque fj_ tend vers 0 en —oco et 0 et (Hy — z)f1 est
compact). Ainsi pour z € p (H)~.S, f(x) (HS™ — z) " est compact. Si s € S, nous choisissons une
suite (zn)nen € (p (HS™) N S)N telle que z, — s. Alors, par analyticité de z — (HE™ — 2)7,
nous avons : e
_1 £(27) -1
(Hp" —zn) = (HR" —s) .
n—oo

Par conséquent, f(x) (H:"™ — s)f1 est compact pour tout s € S comme limite en norme d’opé-

rateurs compacts. Ceci nous permet de conclure que f(z) (HS"™ — 2)71 est compact pour tout
z € p(HE™). Q.E.D
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1.5 Estimations de Mourre

Dans cette section, nous donnons tout d’abord quelques rappels de la théorie de Mourre.

Nous vérifions ensuite que le couple (H2;", A) satisfait les conditions de Mourre o 'opérateur
conjugué est donné par A = 'z avec I' = —y%y! = diag (1,—1,—1,1). Le calcul du commutateur
des opérateurs H>:" et A nous donne alors une estimation de Mourre

Ly (Hy") [Hy" A Ly (") > 13 (Hy™) + 1 (Hy") Kip (™) (1.5.1)

Ici, 17 est la fonction indicatrice de l'intervalle I et K est un opérateur compact. L’absence
de valeurs propres pour notre opérateur nous permet ensuite d’éliminer ’opérateur compact de
cette estimation, quitte & diminuer la taille de notre intervalle I. Nous en déduisons ’absence de
spectre singulier continu.

1.5.1 Rappels de la théorie de Mourre

Nous donnous ici quelques rappels de la théorie de Mourre. Nous dirons que le couple (H,.A)
vérifie les conditions de Mourre si

D(A)N D(H) est dense dans D(H), (1.5.2)
A préserve D(H) pour t>0, sup HHe”AuH < o0, Yu e D(H), (1.5.3)
<1

[iH, A] définie comme forme quadratique sur D(H) N D(A)
s’étend en un opérateur borné de D(H) dans H. (1.5.4)

Les conditions de Mourre sont plus fortes que la régularité C'(A) dont nous rappelons la défini-
tion :

Définition 1.5.1. On dit que H € C'(A) s’il existe z € C\ o(H) tel que
R>trs e (z— H) e ™A (1.5.5)
est C'! pour la topologie forte de L(H).

Remarque. En remplacant C' par C*, nous obtenons la définition de H € C*(A).

Nous avons alors le lemme (voir [I, Proposition 5.1.2, Théoréme 6.3.4]) :
Lemme 1.5.2. Supposons que (H,.A) vérifie les conditions de Mourre. Alors H € C1(A).
Nous en profitons pour rappeler un lemme concernant la régularité C2(A) :

Lemme 1.5.3. Supposons que H € C*(A) et que le commutateur [iA, H| s’étend en un opérateur
borné de D(H) dans H. Notons [i.A, H]o cette extension. Si de plus le commutateur [iA, [i.A, H]o]
défini comme forme quadratique sur D(A) N D(H) s’étend en un opérateur borné de D(H) dans
D(H)*, alors H € C?(A).

Nous définissons maintenant les estimations de Mourre :

Définition 1.5.4. On dit qu’un opérateur auto-adjoint H vérifie une estimation de Mourre sur
un intervalle I §’il existe un opérateur auto-adjoint A tel que :

1) Le couple (H,.A) vérifie les conditions de Mourre.
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2) 1l existe ¢ > 0 et un opérateur compact K tels que :
]1] (H) [H,ZA} ]1[ (H) Z C]l] (H) +K.

On dit que H vérifie une estimation de Mourre au point A € R §’il existe un intervalle I contenant
) tel qu’une estimation de Mourre soit vérifiée par H sur I.

Remarque. 1l est possible d’affaiblir les conditions pour qu’une telle estimation soit vérifiée.

Utilisant les hypothése du lemme et les estimations de Mourre lorsque K = 0, il est
possible de prouver ’absence de spectre singulier continu :

Corollaire 1.5.5. Supposons que le couple (H,A) vérifie les conditions de Mourre et que les
hypothéses du lemme soient vérifiées. Alors H a un spectre absolument continu dans [’en-
semble (ouwvert) ot une estimation de Mourre est vérifiée avec K = 0.

1.5.2 Estimations de Mourre pour 'opérateur de Dirac

Nous allons utiliser 'opérateur conjugué suivant :

A=Tz, (1.5.6)
ou I' = 4%y = diag (1, —1,—1,1). Nous munissons cet opérateur du domaine :
D(A) = {p € Hon; Ap € Hyn} (1.5.7)

L’opérateur A est auto-adjoint sur son domaine. En effet, il est clairement symétrique. D’autre
part,
D(A*) = {1:[} € Hs,n; dx € Hs,na <¢7~A§0> = <X7§0> Vp € D(A)}

Or, pour tout ¢ € C§° C Hs p, ¥ € D (A*), nous avons :
(¥, Ap) = (AY, ) = (X, ¥) -
Comme C§° est dense dans H; p,, nous en déduisons que x = Ay et que D(A*) = D(A).

Lemme 1.5.6. Pour tout m > 0, le couple (H3", A) vérifie les conditions de Mourre et nous
avons HE™ € C1(A)

m

Preuve. Vérifions (|1.5.2)) :

Cas 2ml < 1:
Soit x une fonction C*° telle que xy = 1 sur [ 1,0], supp(x) C] — 2,0]. Posons xx(x) = x (%)
pour tout k£ € N~ {0}. Nous avons x} (z (%)

Soit ¢ € D (H5™), montrons que Xk € D(A) ND(HZ™).
En effet, [Axro(z)| < 2k [y ¢(2)| donc Axip(x) € Hs,p pour tout k € N\ {0}. D’autre
part, xxp € Hsp et :
Hy"xee = X"y o + iy,
pour tout ¢ € D (HZ™). Ainsi HS"x¢ € Hs,pn. Enfin, nous avons :

(7" +4) xe (@)@, )| o = (7" +1) @2, )]0 »

pour x € [—k,0]. Les conditions au bord sont donc vérifiées. Nous en déduisons que yrp €
D (H5").
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Montrons maintenant que xx® . ¥ pour la norme : [[¢||gsn = [|@|l3em + | H3 0llay. -
e b oym
En effet :
Hs,n
Xk¥ i
k— o0

par convergence dominée. D’autre part, |y, (z)] < $C ou C = sup [x'(z)]. Donc :
z€]—00,0[

|H o — He M xell < ||’y el + 1He e — xeHy o

CO s,n s,m
< 5 el +HR e = xiHy el -

Ceci donne le résultat voulu en faisant tendre k vers I'infini pour ¢ € D (H™). Nous en déduisons
(11.5.2)).

Remarque. Nous noterons D (H"). = {xrp; v € D(H"), k€ Nx {0}}.

Cas2ml > 1:
Dans ce cas, C§° (] — 00, 0[) est inclus dans D (A) N D (H;;™) et est dense dans D (H3;™) ce qui

prouve (|1.5.2]).
Montrons (|1.5.3)) :

Pour tout s > 0, _ _ _ _ _
ezt.A _ diag(eztzﬂafztx,efztx’ eztm)'
Soit ¢ € D (HE™), alors :
- ety € Hon.
_ H;sﬁneitA(p — eitAH:;ian + teitA(p_

Donc Hg"e™ g € Hy,, et sup ||Hime™ ol < oo.
[t]<1

Il reste a vérifier les conditions au bord dans le cas 2ml < 1. Nous avons :

- itx s —itx

e 1 + e ©3

ieiltIQPQ _ ieztstZl

ieltw(pl —&—ie"mgpg

. — t . t
—te”" ;c<p2 + e’ x@ll [L2(52))4

1! + ) o, o =

Considérons par exemple le terme : Hie“’” o1 +ie" M, H L2(s2) AU voisinage de zéro. Nous pouvons

écrire :

[ie" 1 + ie ™" s]| o oy = lli (01 + @3) + 2 (03 — 1) + ()i (91 + ©3) [ L2 (s2)
i

= |
< li(er(, ) + es(@, )l p2(s2)

=22 (Jl1(@, Mlaqsm + loa(@, Ml agsm ) -

Comme ¢ € D (HS™), il existe des fonctions _ € W%, X— € WE, Yy, Xy € L2(S?%) et ¢ €
C° ([0, 3].; L*(S% C*)) satisfaisant

P2 (0, 9)

X2 (0, ¢)
—Z¢i,n(9a§0)

ix2 .(0,¢)
+ (b,i(’l"*7 97 @)7

ws,n = (71,7ml)
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ou :
165+, 0, 9o = 0 (V=) . = 0.

De sorte que :

—mil —n
=22 llor(e, Mpaqen < 2(-2) ™ ||| 5P 22 (o((~)
iXS_ n(ea 90) L2(S2?)

D=
~——
—

Or ml < % donc 1 —ml > % Ainsi :

1
=22 flr (e, sy =0 ((—2)F) (15.8)
Nous pouvons faire de méme avec les autres composantes Nous en déduisons que ey €

D (H:™) pour ¢ € D (H™). Ceci montre que est vérifiée.

Montrons (|1.5.4]) :

Tout d’abord, rappelons les comportements des potentiels A et B donnés dans . Nous
remarquons que les fontions xA(z) et xB(x) sont bornées sur | — 0o, 0[. Dans le cas 2ml < 1,
nous considérons u,v € D (HS™), et dans le cas 2ml > 1, nous considérons u,v € C§° (] — 0o, 0]).

Rappelons que (7991)" = 7091, (7992)" = %92 et (1°)" = 40, 4#9” + 4"y# = 2¢"1. Nous
calculons :

[HE" i A] (u,0) = i ((Au, HE™0) — (HE M, Av))

<< vtz (w 7 0. + ( + ;) 1A (z) — mWOB(w)> v>
<<w 7' + ( ;) 172 A(x) —my"B (fv)) u, ’yolev>>

z 'y ylazu,y 716$v> + <’yO'yl&‘mu,'yO'ylxv>)

<7071 < 2) V°y* A (z) > + <<S + ;) V°y* A (x) uﬁovlmv>

—i— 7071xu my'B (z) v > <m7OB (x) u,’yO’ylxv>)
=i (i (= (9 (zu) ,v) + (20yu, v))

— < (s + 2) V7?0 e A () uvv> + <<S + ;) V7' A () u,v>
+ <m (+°)’ 7'z B (x) u, v> — (m7°y'7"2B (z) u, v>)
= <u +2i <5 + ;) v A(2)y* v u + 2ima B(z)y u, v> . (1.5.9)

Ce qui montre que :
[Hy"iA] (u,0)] < G ||U||HS ol s
pour une certaine constante C;. Par densité, est vérifiée.

Nous en déduisons que les conditions de Mourre sont vérifiées par le couple (HZ™ A) et donc
que H:™ € CH(A). QED
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Nous avons ensuite la proposition suivante :

Proposition 1.5.7. Définissons A = T'x. Soit I C R un intervalle compact non vide. Alors,
pour tout m > 0, nous avons l’estimation de Mourre :

Ly (Hp™) [Hy" Al Ly (Hy") > 17 (Hy™) +1p (Hp") K1 (Hy"), (1.5.10)

ot 1 est la fonction indicatrice de l'intervalle I et K est un opérateur compact.

Preuve. Remarquons que :

zA(x) — 0,

r——00,0
xB(z) — 0,

Tr—r—00

et B (x) est bornée au voisinage de 0. Ceci est obtenu grace aux développements de ces potentiels

donnés dans . Utilisant , nous obtenons :
[HE™ iA] > 1d — (25 4+ 1) 2A(z)y*y" — 2maB(z)y'.
Soit I un intervalle non vide de R et I un intervalle contenant strictement I. Soit ¢ € C§° (f )
telle que ¢ = 1 sur I. Utilisant le lemme de compacité [1.4.1] nous savons que :
C(HR™) (= (25 + 1) 2A(2)y*y' — 2maB(a)y') < (Hy")

est un opérateur compact (que 'on note K) puisque les fonctions x A (x) et B (x) tendent vers
0 en —oco et admettent une limite finie en 0. Par conséquent :

C(Hy™M [Hy™iAls (Hy™) > ¢ (Hy") + K. (1.5.11)

Nous pouvons maintenant multiplier a droite et & gauche par 1; (H2™) ou 1; est la fonction
indicatrice de I. Nous obtenons finalement ’estimation de Mourre suivante :

Uy (Hy™) [Hy" iA L (Hy™) > 17 (Hy™) + 1 (Hyy") K1p (H™) (1.5.12)
avec K un opérateur compact. Q.E.D

Utilisant ’absence de valeurs propres, nous en déduisons le lemme :

Corollaire 1.5.8. Pour tout m > 0 et pour tout A € R, il existe un intervalle compact non vide
I' C R contenant X\ tel que :

Tp (HS™) [HE™ A 1y (HE™) > (1 —€) 17, (HE™) (1.5.13)
pour tout 0 < € < 1. Rappelons que 15 est la fonction indicatrice de l'intervalle I'.

Preuve. Nous avons vu que, pour un intervalle I C R compact non vide contenant A\, nous avions
Iestimation :

Ly (Hy") [Hy" A Ly (Hy™) 2 17 (Hy") + 1 (Hy") K1y (H").
Soit I’ C I tel que A € I'. Nous pouvons multiplié des deux cotés par 1 (HZ™) pour obtenir :

Lp (Hy") [Hy" iA Ly (H3") > 03 (Hy") + Lp (H™) KLy (H").
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Comme A n’est pas une valeur propre de H™, 1 (HS™) tend fortement vers 0 quand la taille
de I' diminue (grace au théoréme spectral). Comme K est compact, nous en déduisons que
1, (H3™) K1 (HZ™) tend vers 0 en norme. Nous pouvons alors choisir I’ suffisamment petit
pour que :

[1r (Hy") K1p (Hp")| <e
avec 0 < € < 1. Nous obtenons ainsi :

Lp (Hy") [Hy" iAl Ly (") > (1 - ) 13 (H}")

m

pour tout 0 < e < 1.
Q.E.D

Ce dernier corollaire nous permet d’obtenir ’absence de spectre singulier continu pour notre
opérateur :

Proposition 1.5.9. Le spectre singulier continu de l'opérateur HJ" est vide.

Preuve. D’apres le corollaire précédent, une estimation de Mourre avec K = 0 est vérifiée par le
couple (H2", A) sur tout intervalle suffisamment petit I C R. D’aprés le corollaire nous
en déduisons le résultat. Q.E.D

1.6 Estimations de propagation

Dans cette section, nous commengons par introduire le cadre abstrait des estimations de
propagation dont nous nous servons dans la deuxiéme partie pour prouver, dans un premier
temps, une estimation de vitesse minimale :

2

o ;. s,n dt
/ HJ_ (‘?) X (HE™) e "y " < Cul®, Vu e Hsn (1.6.1)
1
lim J_ (A> ey =0, Yu € M. (1.6.2)
t—o0 t ’

valables pour tout m > 0 avec J_ € C* telle que le support de J_ soit inclus dans | — 0o, 1 — €],
J_ () =1 pour tout z €] — 00,1 — 2¢[ et x € C§° (R).
Dans un second temps, nous obtenons I’estimation de vitesse maximale suivante :

2
o0 . s,n dt
/ HJ <“t4> e M (HY || < C Jull>, Vu € Hp (1.6.3)
1
s— lim J <A> e~ = 0, (1.6.4)
t— 00 t

valable pour tout m > 0 avec J € C* telle que supp (J) C]1 + €, 00[ avec € > 0, J () = 1 pour
tout z €]1 + 2¢,00] et ¢ € CF° (R).

1.6.1 Estimations de propagation abstraites

Nous présentons ici les estimations de propagation abstraites dont les démonstrations peuvent
étre trouvées dans [21].

Soit ‘H un espace de Hilbert et (H,D (H)) un opérateur auto-adjoint sur H. Soit @ (¢) une
fonction C'! uniformément bornée & valeur dans £ (H) définie sur RT. Définissons sa dérivée de

Heisenberg par :
Db (£) = %@ (t) + i [H,® (1))
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Le principe de base

Lemme 1.6.1. 21, Lemme B.4.1, B.4.2] Soit ® (t) une fonction C* uniformément bornée a
valeur dans L (H) définie sur R*.

i) S’il existe des fonctions mesurables B; (t), i = 1,--- ,n, & valeurs dans L (H) avec

D@@>aﬁww3@—§pﬂﬂ&@

i=1

telles que pour tout i € {1,--- ,n}
> —itH, ||2 2
| B: (t) e ul|"dt < Cllull”, YueH,
1
alors il existe une constante C; > 0 telle que
> —itH, ||2 2
| B (t) e " ul||"dt < Cy||ull®, YueH.
1

it) Supposons que la fonction ® satisfait

n

(2, D@ (t) 1) < D [|Bai (8) o || Bui (8) ¥n |,

i=1
avec

/ 1Bt (8) | dt < C, [lull?, Vu e H
1

[ 1B @ el de <y ful®, Ve,
1
ot D est un ensemble dense dans H. Alors la limite
s — lim P (t) e 1H
t—o0

existe.

Estimation de vitesse minimale abstraite
Proposition 1.6.2. [/, Proposition A.1] Soit H € C**€(A). Soit A un intervalle tel que
1A (H)[H,iA] 1A (H) = cola (H).

Alors, pour tout g € C§° (R), supp (g) C (—o0,¢q) et tout f € CF° (A), nous avons :

[ )

s— limg (Jj) f(H)e ™ =,

2
dt
7<cmw,w6%

t—o0

(0]



1.6.2 Estimations de propagation pour opérateur de Dirac

Nous avons vu que [HZ™, i.A] admettait une extension bornée de D (A)ND (H5™) a D (H:Z™).
Notons cette extension [H};",iA],. Calculons le commutateur :

([HE™iA] ,iA] = 4 (<s + ;) ? A (2) 7% + ma®B (z) 7") 7 (1.6.5)

de sorte que [[H",iA],,iA] s’étend en un opérateur borné de D (H;;") dans H, . Utilisant le
lemme nous en déduisons que H € C? (A). Ceci couplé a Pestimation de Mourre obtenue
dans la proposition et un argument de partition de 'unité nous donne :

Proposition 1.6.3. Pour tout m > 0, g € C§° (R), supp(g) C (—o0,1 —9), et tout f € CF° (R),

nous avons :
o) 2
e |7 dt
[ o () ramm e <ot vue s, (166
1
s — tlirgog <“:l> et =, (1.6.7)

Preuve de la proposition[I.6.3 D’aprés le corollaire [I.5.8] nous avons :
].[ [H,ZA] ]_[ } (1 - 6) ]_[

avec € aussi petit qu'on veut. Pour f € C§° (I), le résultat suit alors directement des estima-
tions de vitesse minimale abstraite. Supposons maintenant que f € C§5° (R). Nous pouvons alors

recouvrir le support de f par un nombre fini d’intervalles Iy, --- , I, sur lesquelles une estima-
tion de Mourre est vérifiée. Nous considérons ensuite une partition de 'unité subordonnée a ce
recouvrement 7y, -+ ,n,. Notons f; = n;f pour tout i =1,--- ,n. Alors :

Zat

t

00 2
[ (@)oo
1

dt i > -/4 s.n —q s,n
o [ (e
i=171

<O llul®, Yu € Hen,

et :

s— limg (A) fHZ™ e HR" Zs — limg <A> fi (™) e HH"

t—o0 t — t—o0 t
i=
=0.

Notons 1 la fonction constante égale & 1. Nous pouvons choisir une suite (fy),cy de fonctions
C§° (R) telles que lim f, () = 1 pour tout z € R. Alors, pour tout u € Hs ,, nOUs pouvons
n—oo

écrire :

o (5 ) e it () et (- g g (5) e g ()

Par passage a la limite, nous obtenons :

s— limg (A) e " = 0. (1.6.8)

t—o00 t

QED
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La proposition [1.6.3| nous permet d’obtenir le lemme :

Lemme 1.6.4. Soit J_ € C telle que le support de J_ soit inclus dans|—oo,1—e[ et J_ (z) =1
pour tout x €] — 00,1 — 2¢[ et soit x € C§°. Alors, pour tout m > 0, nous avons :

2 at

/ HJ_ (“j) X (HE™) ety - < Cllull®, Yu € Han (1.6.9)
1

: AN iemer

lim J_ | =) e ™% m u=0, Yu € Hgp. (1.6.10)
t—o0 t ’

Preuve. 1) Soit 61,0, € C telles que supp (61) C] — oo, —1 — 5[, supp (f2) C] =1 —¢,1 —¢]
et 01 +05 = 1. Alors :

e

2

? A s,n\ —itH>™
<O\ |[(6:17-) 7 X (Hy")e " mu

2)
Ici, le deuxiéme terme est intégrable par les estimations de vitesse minimale. Soit donc
K € C* telle que supp (K) C] —o0,—1 — §[ et telle que K (x) = 1 pour tout z €

] — 00, —1 — ¢[. Définissons F (s) = [ K2 (t)dt et ®(t) = x (H3") F (2) x (H3") de
sorte que ® soit C', uniformément bornée. Rappelons que :

e () v et

F (%) 0 0 0
AN 0 F(-%) 0 0
PF)=L 0 TP Ry
0 0 0 F (%)
Rappelons également les formules suivantes :
0 0 1 0 0 0 1 0
o .o o o 1] , 0o 0 0 -1
T 0 o o7 T 1 0 0 o0
0 -1 0 0 0 -1 0 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0
o2 _|-1 0 0 0] ;4 |1 0 0 O
TT =10 o o 177 Tfo 0o o -1
0 0 1 0 0 0 1 0
I1 vient :
0 —F (%) 0 0
A A —F (%) 0 0 0
0.2 0.2 __
R O R O Rl I L T e
0 0 F(52) 0
0 -F(%) o0 0
|erE 0t 0 e
0 0 0 F(3£) 0
0 0 F (%) 0
X



et aussi :

0 0 F(=£) 0
SORTCRS I I
0 —F(=%) 0 0
0 0o F(%) o0
Y I N S e
“I-F(=2) o 0 0
0 -F(%) 0 0
- (+(3)-r )
Nous avons alors :
D () = px () 3 K2 (5 ) etz +ixc i) [z r () |,
e (7)) =3 () + () (r () ()
o (# ()~ (2)

(7)) G2 ww.

ve[$.— %]

Or ce supremum est non nul seulement si z < (71 — %) t ce qui nous donne :

sp KEW) S Lag(aamg)ep
ve[$.-%]

ou 1 désigne la fonction indicatrice et SUPye[z 2] K2 (y) est vu comme une fonction
t? t

dépendante des variables x et t. Or nous savons que pour x suffisamment petit, les fonctions
A et B décroissent exponentiellement vite, de sorte que, si on se fixe 1" suffisamment grand,
alors pour tout ¢ > T, nous avons :

4@ (£ (-5) - F ()] < o iecran
(~a)
<l ac(-roprp

puisque e* < _22

obtenons donc :

pour z suffisamment petit. Nous pouvons faire de méme avec B. Nous

D (t) = %X(Hf,;") (1 - “:l) K? (“f) X (Hy") +0 (t72)
> 2 K (1) X 4 0 2).
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puisque % < —1 — 5 sur le support de K 2. Ceci nous montre que :
> A : 2 dt
/ HK (t) X (HE™) e HHm"y - < C’||u||2 (1.6.11)
1

pour tout u € Hs . Ainsi nous avons prouvé que le premier terme était bien intégrable
ce qui prouve la premiére partie du lemme.

2) Posons maintenant : ® (¢) = y (H5") J2 (%) x (HZ™). Par un raisonnement similaire,
nous avons :

de A

D (t) < . x (HE™) (JLJ,) (t) X (HE™M) + 0 (t72),

ol supp (J’_ J,) CJ1 — 2¢,1 — €[ est intégrable par les estimations de vitesse minimale.
Ceci couplé a la premiére partie, nous donne :

lim e n"y (H3™) J? () X (HE™) e "y = 0, Vu € Hyp.

t—o0 t

puis nous obtenons la deuxiéme partie du lemme en raisonnant par densité comme dans
la proposition précédente.
Q.E.D

Nous avons aussi ’estimation de vitesse maximale suivante :

Proposition 1.6.5. Soit J € C* telle que supp (J) C]1+¢€,00[ avec € > 0 et telle que J (z) =1
pour tout & €]1 + 2¢, 00[.Soit ¢ € CF° (R). Alors, pour tout m > 0, nous avons :

2
> ; s,n dt
/ HJ (f) et C(HE™ ) u — < Cllull®, YueHsn (1.6.12)
1
s — lim J (“4) et =, (1.6.13)
t—00 t

Preuve de la proposition[I.6.5 Soit J € C* (R) telle que supp (J) C (1 + €, +00) avec € > 0 et
J (z) = 1 pour tout x €]1 + 2¢, +00[. Soit ¢ € C§° (R). Définissons :

F(s) :[ J? (u) du.

o0
Considérons alors 'observable :

B (0) = () F () .

Remarquons que ® est C! et uniformément bornée. Calculons la dérivée de Heisenberg de ® :

Do (t) = %@ (t)+i[H", ()]

Nous avons :
d 1 A (A

G0 = jeumn 2 (3 can
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D’autre part, nous avons :

o 0] = ) [ r ()] c .

ou :
e ()] == (2) () 2 (e () -+ ()
) (7 (-5) -# ()
Ainsi :
Do) > S () e+ (i(s+5) 4@

(F (?) ~F (”;)) 2!+ imB (z) (F (f) —F (f)) 71) C(HEM). (1.6.14)

I1 nous faut estimer les restes. Nous avons :
jo) F(x) <=2 Gp 21
— ] - )< —— su —w
i t t ye[fi] Y) Hive<2}

ou 1 désigne la fonction indicatrice. Ainsi pour ¢ > E ou E est une constante suffisamment
grande, nous avons :

T T —2x

‘A () (F (_t) _F (t)> ‘ < CA() = Lsanc) (@)

x x —2x

@) (F(F) -7 (5)| < 0B@ T 1m0,

ou C est une constante qui pourra changer au cours des calculs. Or, pour = suffisamment petit
(ou encore —z suffisamment grand), A et B décroissent exponentiellement vite, par conséquent :

—x T Ky _E(lte) —2T
‘A(m) (F <t> - F (J)’ < Cedmem 804 >fT11{(1+E)E<_x},

— 5 5 -2
‘B(z) <F <:) —F (f))‘ < C’e?””e*?(l“)tTxﬂ{(we)Eg—z}'

et (i (s ) 4t (F(F5) -7 (5))

+imB (z) <F (”) - F (‘U)) 71> C(HE™ =0 (e751). (1.6.15)

Ainsi :

Nous en déduisons que :

[
1
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Choisissons maintenant ’observable suivant :
s,n 2 'A s,n
@ (1) = C (") 72 (2) ).

Nous obtenons alors :

D (1) = fc w5 ()0 () et + 2o (3) () cumn

x x
¢ (HS™) J2 _J2 (7) 21
retm (g )am (# () -7 ()
+imB (z) <J2 <_tx) —J? (t)> ’yl) C(HEM).
Les deux premiers termes sont intégrables grace au support de J et & ((1.6.16f). Les deux derniers

sont aussi intégrables par un raisonnement similaire en utilisant le support de J. Par conséquent,
la limite :

s — lim J (?) e HHTC(HS™)

existe et est nulle par (1.6.16)). Nous pouvons prouver par un raisonnement de densité similaire
a celui réalisé dans la preuve de la proposition [I.6.3] que :

s — lim J <“;t> et =0 (1.6.17)

Q.ED

1.7 Complétude asymptotique

Dans cette section, nous utilisons les estimations de vitesse minimale et maximale afin d’ob-
tenir un théoréme de complétude asymptotique pour I'opérateur HZ" avec H. = i7°'d,, ol
%41 = diag (—1, 1,1, —1), comme opérateur donnant la dynamique libre. Nous sommons ensuite
sur les harmoniques sphériques pour obtenir le :

Théoréme 1.7.1 (Complétude asymptotique). Pour tout ¢ € H et pour tout m > 0, les limites :

tliglo eitHe=itHm (1.7.1)
tlirgo eltHmg=itHe (1.7.2)
ezistent. Désignons par :
Qp = tl;rgloe tHe g=itHm (1.7.3)
W = tlgrolo eltHme=itHe (1.7.4)
pour tout ¢ € H. Alors nous avons :
Q=Ww. (1.7.5)
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1.7.1 Opérateur de comparaison
Notre opérateur de comparaison sera ’opérateur H. défini par :
H,. =iy, (1.7.6)
ott 70y! = diag (—1,1,1,—1) et muni du domaine :
D (H.) ={p € Hon; Hep € Hsn, ¢1(0) = —03(0), ¢2(0) = 04 (0)}. (1.7.7)

D’aprés la proposition [1.4.2] cette opérateur est auto-adjoint sur son domaine.

1.7.2 Complétude asymptotique

Rappelons qu’ici A = 'z ott I' = —%y!. Nous sommes maintenant en mesure de prouver le :

Théoréme 1.7.2 (Complétude asymptotique & harmonique fixée). Pour tout ¢ € Hs,p et pour
tout m > 0, les limites :

tl_l)rgo ettHeg=itHy" (1.7.8)
tll)rgo etHn" gmitHe (1.7.9)
existent. Désignons par :
Qg = }H& gitHe g=itH" (1.7.10)
Wong = )Hf}o I =it (1.7.11)
pour tout ¢ € Hs . Alors nous avons :
Q. =Wsn (1.7.12)

Preuve. Etant donné que notre opérateur n’admet pas de valeurs propres et que le spectre singu-
lier continu est vide d’apres nous pouvons prouver 'existence des limites du théoréme pour
¢ € Hg . Soient J_, Jo, J4+ € C telles que J_+Jy+J4 = 1, les supports de J_, J; étant comme

dans la proposition et le lemme et Jo=1sur |l —¢1+e¢], supp (Jo) C]1 — 2¢,1 + 2¢]
avec € > 0. D’apreés la proposition et le lemme ils nous suffit de prouver que, pour
tout ¢ € Hs p, la limite :

. ; AN e
lim ethCJO ( e itH, ©

t—o00 t

existe. Pour cela, remarquons que Jy (%) # 0 si et seulement si z > (1 — 2¢) ¢ > 0 puisque € est
supposé suffisamment petit. Or, dans notre cas, nous savons que x < 0, donc ici Jy (%) =0, pour
tout ¢t > 0 et tout < 0. Ainsi nous pouvons écrire :

o(8)- ()

ot My est la matrice dont la diagonale est (0,1,1,0) et le reste des coefficients sont nuls. Défi-
nissons :

B (1) = x (1) 7 () x ().
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et calculons :
®(t) (f) i(HeP(t) — @ (¢) Hy)

) A v°y2 —mB (x)~°, nous avons :

X (H,) ( 1) ) () Mo )

Alinsi, en notant V () ( +1
2
D (t) = n

i) 7 () MoV ) x ().

Or sur le support de .JjJy,nous avons =% > 1 — 2¢ de sorte que ¥ + 1 < 2¢. De plus, Jo ( ) #0
si et seulement si — (1 4 2¢)t <z < — (1 — 2¢) t. Comme A, B décroissent exponentlellement vite
en —oo, nous obtenons :

D (1) < S () (30) (%) () + 0 (7).

Utilisant le fait que supp (J{Jo) CJ1 — 26,1 — €[U]1 + ¢,1 + 2¢], et grace aux estimations de
vitesse minimale et maximale , nous obtenons 'intégrabilité du membre de droite.
Ceci prouve que la premiére limite de notre théoréme existe. Nous pouvons montrer de la méme
maniére que la deuxiéme limite existe. Enfin, pour tout ¢ > 0 et tout ¢, € H, ,, nous avons :

(e ) = (g0,

ce qui prouve la derniére assertion par passage a la limite.
QED

Par suite, nous obtenons le :

Théoréme 1.7.3 (Complétude asymptotique). Pour tout ¢ € H et pour tout m > 0, les limites :

tliglo e'tHeg=itHm (1.7.13)
tlggo eltHmg=itHe ) (1.7.14)
existent. Désignons par :
Qp = tliglo gitHee=ttHm (1.7.15)
We = tlglolo eitHmg=itHe (1.7.16)
pour tout ¢ € H. Alors nous avons :
Q=W (1.7.17)
Preuve. Nous pouvons décomposer ¢ = >, s OU Qs € Hep et > ||<psn||§_[ . < oo.
(s,n)el (s,n)erl ’
Nous avons : , ' 4
€1tH°€_ZthgD — Z ethce itH," Dsm
(s,n)erl

. — . ) 9 s,n
Comme limy_, o, e Hee 0" o = Qg ., existe pour tout (s,n) € I et que efee™Hn" est
unitaire, nous en déduisons, grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, que :

lim eitHC e—ith
t—o0

¥

existe et vaut > Qg n@s.,. Nous pouvons faire de méme pour W puisque ettt

(s,n)el

¢ conserve Hg .

QED
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1.8 Vitesse asymptotique

Dans cette section, nous introduisons tout d’abord la théorie dont nous aurons besoin pour
étudier la vitesse asymptotique de H,,. Nous étudions ensuite la vitesse asymptotique pour
Popérateur H. a I’aide d’une formule explicite pour la solution. L’équation vérifiée par H, étant
juste un transport a vitesse 1, il est logique de trouver que la vitesse asymptotique est 'opérateur
identité. Utilisant la complétude asymptotique prouvée ci-dessus, nous obtenons alors :

Théoréme 1.8.1 (Vitesse asymptotique pour Hy,). Soit J € Co (R). Alors, pour tout m # 5,
la limite : A
s — lim e*fm J () e WHm (1.8.1)
t—00 t
existe. De plus, si J (0) = 1, alors
: . itH. AN\ _an
s— lim (s— lime""mJ | — |e "' | =1 (1.8.2)
R— oo t—00 Rt
Si Uon définit

s —Coo — tlim e’tH’"?e_”Hm = P, (1.8.3)
—00

alors le vecteur d’opérateur auto-adjoints qui commutent Pt est défini de maniére dense et il
commute avec Uhamiltonien H,,. L’opérateur PT est appelé la vitesse asymtpotique.

Nous étudions ensuite le spectre de la vitesse asymptotique ce qui nous permet d’en déduire
que P, est 'opérateur identité.

1.8.1 Théorie abstraite

Dans cette section, nous suivons I'appendice 5.2 dans [21]. Considérons une suite (B,,),, oy de
vecteurs d’opérateurs auto-adjoints qui commutent sur un espace de Hilbert H. Plus précisément :

Bn:(Bfrly,7aB:7,n)7 [B;LwB%]:O) O<l7j<ma n:1727
Nous introduisons I’espace des fonctions continues qui tendent vers 0 a U'infini C, (R™), et nous
avons la proposition :
Proposition 1.8.2. Supposons que, pour tout g € C, (R™), il existe
s— lim g (B,). (1.8.4)
n—oo

Alors il existe un unique vecteur d’opérateurs auto-adjoints

B=(B',--- ,B™) (1.8.5)

tel que (1.8.4)) soit égal & g (B). B est défini de maniére dense si, pour un certain g € Co (R™)
tel que g (0) = 1, nous avons :

s— lim (s lmg(R7B,)) =1. (1.8.6)

R—o0 n—o0
Nous définissons alors :

Définition 1.8.3. Sous les hypothéses de la proposition précédente, nous écrirons :

B=s—Cys — lim B,. (1.8.7)

n—oo

Si la limite ((1.8.4) est une limite en norme d’opérateurs, alors nous écrirons
B=Cs — lim B,. (1.8.8)
n—oo
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1.8.2 Vitesse asymptotique pour H.

Dans cette section, nous allons étudier la vitesse asymptotique pour l'opérateur H. défini
par :
H, =iy,

muni du domaine D (H,) = {¢ € Hsn; Hep € Hsm, 1 (0) = —03(0), 2 (0) = ¢4 (0)}. Rappe-
lons que cet opérateur est auto-adjoint d’aprés m

Théoréme 1.8.4 (Vitesse asymptotique pour H.). Soit J € Cy (R). Alors la limite :

t—o00

s — lim e*fe g (’f) e iHe (1.8.9)

existe et est égale & J (1)1 ou 1 est la fonction identité. De plus, si J (0) =1, alors

s — lim <s — lim e*He g < A) e_itH°> =1. (1.8.10)
R—oo t—o0 Rt
Si nous définissons
s —Coo — hm eltHe J;le*”Hc =: P, (1.8.11)

alors lopérateur auto-adjoint Pt est défini de maniere dense et commute avec H,. PY est appelé
la vitesse asymptotique.

Preuve. Rappelons que A = —7%y'z ot —%y! = diag(1,—1,—1,1). Ainsi, pour J € Cy (R),
nous avons J (%) = diag (J (%) ,J (—f) ,J (—%) ,J (%)) De plus, nous avons H. = i7°y10,.
Soit 9° € D (H.), nous souhaitons résoudre I’équation :

8tw (tv .’E) = 'Lch (tv :L') 5
$(0,.) =97 () = (¥ (), 98 ()93 (1), 94 ()

ou iH. = diag (1,—1,—1,1) 0,. Nous allons prouver que la formule :

VY (2 +t) Ip- (z+1t) — ¥ (— (x+t))1R+( +1t)

ot x) = 9@ —t) I (& — t) + ¢ (—z + t) L+ (z — 1)
’ V9 (= t) Mg (z —t) =) (=2 + 1) T+ (x —t)
VY (@ +6) Ig- (z+1) + 09 (— (x4 1) L+ (z +1)

donne une solution explicite & ce probléme. Puisque z < 0 dans notre cas, 1g+ (z —¢) = 0 pour
tout ¢ > 0, mais nous avons besoin de ce terme pour la propriété de groupe de cette solution.
Nous prouvons tout d’abord que cette formule donne bien une solution de notre équation. En effet,
pour tout ¢ > 0, nous voyons que 93 (t,0) = ¥J (—t) et 11 (t,0) = —J (—t) puisque 1g- (t) =0
pour t > 0. Ainsi 93 (t,0) = —1 (t,0). D’un autre c6té, nous avons s (t,0) = 9 (—t) et
g (t,0) = 93 (—t) ce qui nous donne 1, (t,0) = 14 (¢,0). Les conditions au bord sont donc
satisfaites. Il reste & prouver que nous avons bien une solution. Pour la premiére composante,
utilisant la condition au bord et dérivant au sens des distributions, nous obtenons :

O (t,x) :¢9'(x+t)11R7 (x+1t) +¢§'(— (x+t) Ip+ (x +1).
Nous avons aussi :

000 () =9 (@ + ) Ip- (x+1) + 45 (= (@ +1) Lps (v +1)
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ce qui donne 9ythy (¢, ) = 9,401 (¢, x). Pour les deuxiémes et troisiémes composantes, 1g- (2 — t)
est constante donc sa dérivée est 0 et nous pouvons vérifier que Oy)2 (t,2) = —0,92 (t, ) et
Opbs (t, &) = —0y13 (t, x). Pour la quatriéme composante, nous obtenons :

Opa (t,2) =0 (4 1) Ip- (2 +1) =98 (= (2 +1)) Lgs (2 +1).
Nous avons la méme chose pour 0,14 (t, z) de sorte que 9,14 (t,2) = 0,14 (¢, x). Nous avons donc
O (t,2) = iH) (t,x) au sens des distributions. Comme ¢° € D (H.), les dérivées sont, en fait,

bien définie dans Hs ,, et 1'égalité est satisfaite dans Hs,. Nous avons donc bien une solution.

Intéressons nous maintenant a la vitesse asymptotique. Nous avons :

eitHcJ <A> e*itHCwO

J(2+1) (V9 (@) Ig- (2) Ig- (z +t) + o) (@) L+ (=) L+ (z + 1))
— J (=% + 1; gwg (2) 1g- () 1g- (z — 1))
J (=% +1) (8 (2) 1z~ (2) 1p- (z — 1))

J(241) (4 (@) 1g- (@) Ig- (z + ) + U] (z) Ig+ (—2) Lg+ (2 + 1))

Ce dernier terme converge vers J (1) ¢° (x) quand ¢ — co. Comme J, 1, I+, 1g- sont bornées
et 9" € Hs ,, nous pouvons utiliser le théoréme de convergence dominée pour conclure que :

lim e"*e.J (A) e MHey0 = J (1) 9.

t—o00 t

SiJ € Cx (R) with J(0) = 1, alors

, A , 1
. itH,. —itH. ;0 __ 0
th_zne J(t)e w—J(>¢,

et le dernier terme tend vers J (0) 1" = 4. Ceci donne donc :

s— lim (s — lim e g <A) e_itHC> =1.
R—00 t— 00 Rt

La derniére partie du théoréme suit de la théorie abstraite. Q.E.D
Nous allons maintenant étudier le spectre de 'opérateur POJr :
Proposition 1.8.5. o (P;f) = {1}

Preuve. Soit J € Cu (R) telle que J (1) = 0. Nous pouvons approcher J par une suite (J,),, oy
de fonctions Cg° (R) nulles au voisinage de 1 pour la norme ||.|| . Par densité, nous pouvons
donc supposer que J € C3° (R) et que J est nulle au voisinage de 1. Par les estimations de
vitesse minimale ([1.6.7)) et maximale ([1.6.13)) (nous pouvons obtenir les mémes estimations pour
l'opérateur H,., en introduisant par exemple les opérateurs d’ondes dont nous savons maintenant
qu’ils existent), nous obtenons :

t—o00

J (PJ) =s— lime®HeJ (t) e~ HHe — (), (1.8.12)
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Si, maintenant, nous avons J (1) # 0. Nous pouvons a nouveau supposer que J € C5° (R) est
constante, non nulle, au voisinage de 1. Alors, pour tout ¢ € H, nous avons :

. 7 A —1 .
J(P(T)soJ(l)so—stgrgoetH“J(t)e Hep—J(1)e

. A .
=S — tli)%GZtHc (J <t> — J(1)> EithC(p.

Comme J (z) — J (1) est nulle au voisinage de 1, nous obtenons :
J(PH)e=J(1)p#0. (1.8.13)
Ainsi le spectre de Py est bien réduit au singleton {1}. Q.ED

Grace au théoréme spectral, nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 1.8.6. PO+ =1

1.8.3 Vitesse asymptotique pour H,,
Nous prouvons maintenant que la vitesse asymptotique pour H,, est 1 :

Théoréme 1.8.7 (Vitesse asymptotique pour H,,). Soit J € C (R). Alors, pour tout m > 0,
la limite :

) A .
s — lim e fm J <> e~ tHm (1.8.14)

t—o00 t
existe. De plus, si J(0) =1, alors

. A .
s— lim (s — lim Hm g () e—“Hm) =1. (1.8.15)

R—co t—00 Rt
Si l'on définit

s — COO — tir&eZtH”L ?e_Zth' =: PT—:;’ (1.816)

alors P est défini de maniére dense et il commute avec 'hamiltonien H,,. L’opérateur P est
appelé la vitesse asymptotique.
Preuve. Nous pouvons écrire :
. A\ . . I AN v
ethmJ <t e itH,, — ethmethcethCJ ? e thcethce itH,,

Il nous faut donc montrer que la limite :

A o A o A
s — lim ethmefthcethCJ e e*ZtHL- ethcefthm
t—o0 t

existe. Nous allons montrer qu’elle vaut WJ (PJ' ) Q ou W, Q sont définis dans les théorémes
[I.7:3] Pour tout ¢ € H, nous avons :

L AN o
ethme thCethCJ e thcethce lthSD —WJ (P+) Q‘P
t 0
A o A . , A
_ ethmefthcethCJ <t e*ZtHL- (ethcefthm o Q) ©

4 gitHm o—itH. (ez‘tHcJ (?) e~ itHe _ J (PO+)> Qp + (e Hme=He W) J (P Qep.
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Ainsi, comme nos opérateurs sont uniformément bornés, nous avons :

ethme—thcethcJ ( - ) e—thcethCe—thm(p —WJ (POJF) QL)OH
H

<C H(eitHce—ith _ Q) 90”7—[ + H (eitHcJ <f;1> e—itHe _ (POJF)) QSOH
H

+ {7 = W) T () Qe

ou C est une constante dépendante de J. Nous voyons que tous les termes de droite dans I'inégalité
tendent bien vers 0. Par conséquent, la limite :

s — lim ™ fm J <A> e~ HHm (1.8.17)

t—o00 t

existe. Nous pouvons faire le méme raisonnement pour la deuxiéme limite. D’aprés la théorie
abstraite, opérateur P} existe et nous avons :

J(PY)=WJ(P)Q (1.8.18)
Q.E.D
Nous en déduisons la :
Proposition 1.8.8. o (P}) = {1}
Preuve. D’aprés la preuve précédente, nous avons :
J(PL)=WJ(P)Q,
pour tout J € Co (R) ot Q, W sont unitaire et :
Ql=w
En effet, pour tout ¢ € H, nous avons :
OWe — = (Q _ eitHcefith) W+ eitHee=itHn (W _ eithefitHc) o,
de sorte que :
90— gl < (@ Heem0m) W (W — et g

Ces deux derniers termes tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo. Par conséquent, J (P) et
J (POJr ) sont unitairement équivalents pour tout J € Cw (R) et Pt admet donc le méme spectre
que P c'est-a-dire o (PF) = {1}. Q.ED

De nouveau grace au théoréme spectral :

Corollaire 1.8.9. P =1.
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Chapitre 2

Contributions a I’étude des
résonances pour les champs de Dirac

en espace-temps
Schwarzschild-Anti-de Sitter

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous souhaitons étudier la théorie des résonances pour notre équation. Pour
ce faire, nous considérons notre opérateur H,, & harmonique sphérique fixée, que nous noterons
encore H,, et qui admet la forme :

1
H,, =T'D, + (s + 2) 72 A (x) — mA'B (x) .

1
s+

T comme un parameétre
2

semi-classique que nous noterons h. Nous obtenons 'opérateur semi-classique défini par :

Lorsque s est grand, nous pouvons tout diviser par s+ % et considérer

Hpp =T'hD, + %92 A () — hmy°B (z) . (2.1.1)

Dans un premier temps, nous souhaitons prouver ’existence de quasimodes, c’est-a-dire de solu-
tions approchées de I’équation aux valeurs propres qui, dans notre cas, seront exponentiellement
précises. Nous construirons ces quasimodes en considérant le carré P de notre opérateur et en
suivant les lignes de Particle d’O. Gannot [38]. Nous étudions les éléments du domaine de ce carré
dans le cas ou la masse est suffisamment grande. Dans la partie concernant les quasimodes, nous
choisissons ml > 1 pour des raisons techniques. Nous décrivons ensuite ce méme opérateur défini
non pas sur la demi-droite | — oo, 0] mais sur un intervalle J que nous notons P;. Nous prouvons
certaines estimations pour cet opérateur qui nous seront utiles dans les estimations d’Agmon.
Enfin, nous décrivons un opérateur P obtenu grace au comportement en 0 de nos potentiels.
Cet opérateur admet une résolvante compacte et, par conséquent, des valeurs propres dont nous
montrons qu'une d’entre elle se trouve & distance de 'ordre de h de la limite %2 de A% en 0.

Nous décrivons ensuite les estimations d’Agmon. Lorsque nous sommes en présence d’un potentiel
admettant un puit, les particules ne peuvent pas, en considérant la théorie classique, traverser
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la barriére déterminée par le bord du puit. De maniére quantique, nous avons néanmoins une
trés faible probabilité de trouver cette particule 1a ou elle ne peut apparaitre classiquement. Les
estimations d’Agmon nous disent en effet que, pour un vecteur propre de P+ ou P est défini
par la méme formule que P sur un intervalle de la forme |2, 0[, nous avons une décroissance
exponentielle de la norme L? de notre état dans la zone classiquement interdite. De maniére
plus précise, pour des voisinages X; et Yo de cette zone tels que ¥; € X5, nous obtenons la
proposition :

Proposition 2.1.1. Soit S > 0 tel que l% + 8 < A2(xy). Ils existent des constantes hg > 0,
C >0, et e >0 telles que :

el 2,y <C (67% ol p2(sy) + [(PT = E(h)) ‘F’HL?(Ez)) ’

pour tout h € (0,ho), ¢ € D (PT), et pour tout E (h) telle que E (h) < # + S.

Nous étudions ensuite la position des valeurs propres pour notre opérateur P+ et prouvons
qu’il existe une valeur propre ET (h) & distance hz de celle de P.
Ceci nous permet d’obtenir un quasimode pour notre opérateur H,,; en utilisant un vecteur
propre de P' pour la valeur propre ET (h) et en prolongeant ce vecteur propre sur la demi-

1
droite | — oo, 0] grace a une troncature. Lorsque nous appliquons opérateur H,,, , — E* (h)? a
cet état, il ne nous reste qu’une partie supportée dans la zone classiquement interdite et nous
obtenons le résultat principal suivant :

Théoréme 2.1.2. Soit S > 0 tel que & + S < A?(x4). Ils existent des constantes hy > 0,

D > 0, un nombre réel (E* (h))% > 0 tel que ET (h) < & + S et une fonction ¢ € D (Hp, p)
telle que [|¢llp2_ooop =1 telle que :

< e_%,
L2(]—00,0)

| (#2007

pour tout h € (0, hg).

L’existence de tels quasimode a été prouvée pour I’équation des ondes dans 1’espace-temps
de Schwarzschild-Anti-de Sitter dans [38] et dans 'espace-temps de Kerr-Anti-de Sitter dans [51]
ce qui leur permet d’obtenir une borne inférieur sur la décroissance de 1’énergie locale. Nous
étudions ensuite ’énergie locale pour I’équation de Dirac et prouvons que la décroissance de
Iénergie locale admet une borne inférieure logarithmique, ce qui est cohérent avec les résultats
obtenus pour 'équation des ondes dans [49] et [5I]. Nous obtenons :

Théoréme 2.1.3. Pour tout compact K C| — 00,0], il existe une constante C' > 0 telle que :

limsup sup In(¢) ||eitH<pHL2(K) >C.
100 M, |pll=1

Nous définissons ensuite les résonances pour notre opérateur H,, pour toutes les masses posi-
tives. Nous les définissons en tant que poles de la résolvante (H,, — )\)71. Utilisant la théorie de
Fredholm, nous décrivons tout d’abord 'extension méromorphe de la résolvante pour I’équation
de Dirac sur une variété asymptotiquement hyperbolique avec deux bouts (on se place dans le
cas ou x € R) et redémontrons par des méthodes de dimension 1 un résultat plus général obtenu
par C. Guillarmou, S. Moroianu et J. Park [43]. Nous considérons les opérateurs suivants :

H, = (Iél l%) (2.1.2)
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Hy =i <_01 (1)) Oy + (01 _01> (s + ;) A(x) (2.1.3)

Hy—i (é _01> 0, + (‘1) (1)) <s + ;) Al(z) (2.1.4)

H=H,—im (_‘}d 151) B(2), (2.1.5)

ou les potentiels A et B sont de nouveaux potentiels dont on suppose qu’ils décroissent expo-
nentiellement en +o0o. Nous construisons des solutions de Jost 'opérateur H,., c’est-a-dire des
solutions de 1’équation aux valeurs propres qui ne sont pas L2, puisque notre opérateur n’admet
pas de valeurs propres, mais qui admettent un comportement précis en +co. Nous donnons un
exemple de comportement attendu pour les solutions de Jost dans le :

et :

Lemme 2.1.4. IIs existent des solutions woiut a Uéquation Hyp = Ao vérifiant les comportements

asymptotiques suivant :
ei)\w
w;_ut (CC) ~ < i)\x)

r—r+00 —€
efi)\a:
Wt (T ~ s .
out( )mﬁfoo e AT

Ici, H; est unitairement équivalent & H;. Ceci nous permet de donner une formule pour la
résolvante de H, en utilisant celles obtenues pour les résolvantes de H; et Hy qui, a équivalence
unitaire prés, sont de la forme :

(= 2) " 0 = gy (e @) o 0) )y

[ e (6) (o ) 0 ).

ot Wy est un Wronskien donné dans . Nous pouvons ainsi étendre cette résolvante de
maniére méromorphe depuis le demi-plan supérieur jusqu’a une bande dans le demi-plan inférieur
en laissant des podles qui admettent une caractérisation en terme des Wronskiens de Hy et Hs.
Pour 'opérateur entier H, nous procédons par perturbation grace & la formule de la résolvante
et au théoréme de Fredholm qui nous permettent de prolonger la résolvante de H a travers ’axe
réel de nouveau en laissant des podles qui sont les résonances pour cet opérateur :

Proposition 2.1.5. L’opérateur f. (H — )\)71 fe défini pour Im(\) > 0 s’étend de maniére mé-
romorphe a {\ € C | Im(X) > —e} pour tout e < & ou f. (z) = el

Nous utilisons ce résultat pour prouver ’existence de résonances pour notre opérateur de Dirac
dans I'espace-temps Schwarzschild- Anti-de Sitter. Comme dans le lemme de compacité|l.4.1] nous
introduisons deux opérateurs dont 1'un admet un potentiel confinant, ce qui nous donne une
résolvante compacte dont les poles sont les valeurs propres de 'opérateur en question, et I’autre
admet un potentiel tendant vers 0 en 0 et de maniére exponentiellement rapide vers 0 en —oo.
Nous symétrisons ce dernier opérateur pour le considérer comme étant défini sur la droite entiére
et nous utilisons le résultat énoncé ci-dessus pour obtenir le prolongement méromorphe de la
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résolvante de cet opérateur. Utilisant la méme décomposition que dans le lemme de compacité et
le théoréme de Fredholm méromorphe, nous pouvons prouver que la résolvante de notre opérateur
de Dirac H,, se prolonge de maniére méromorphe a travers ’axe réel dans le théoréme principal
de cette section :

Proposition 2.1.6. L’opérateur f.(H,, —\)"" fe défini pour Im(\) > 0 s’étend de maniére
méromorphe a {\ € C | Im(\) > —e} pour tout 0 < € < § ol K est la gravité de surface et :

e, x~ —00,
Jel@) = {C, x~0,

avec C' € R une constante.

Dans une troisiéme partie, nous étudions la possibilité de donner une formule explicite pour
la résolvante de l'opérateur H,,. La motivation principale pour obtenir une telle formule est
que la théorie de perturbation utilisée pour définir les résonances ne nous donne pas une bonne
caractérisation de ces derniéres alors qu’une formule pour la résolvante permet d’en obtenir
une. Cette formule est similaire & celle utilisée pour ’expression de la résolvante de H.. Nous
devons néanmoins considérer deux types de solutions différentes dans le cas qui nous concerne

U1
ici. Nous utilisons les solutions de Jost en —oo, notées 1) = :[f et 1 = (—i) 70942, ot les
3
(o
matrices de Dirac sont données dans (1.2.24)), mais aussi des solutions vérifiant les conditions
¥1
au bord, notées ¢ = i; et ¢ = (—1)7°91y2p. En notant a = @11y — Y102 + ©31h4 — VY3004,
P4
B = P13 — P13 + p2tbs — Paipy et :
0 Q@ 8 0
_|—a 0 0 B
Mes=1_5 0 0 ol
0 -8 —a 0

nous obtenons la formule :

Proposition 2.1.7. Considérons la fonction définie par :

)

Bon (2,9,0) = (/@) ¥ (1) + ¢ (@) 6" (1)) MIHT L) oo ()
+ (¥ @) ¢ 1)+ @) ¢ (1)) MyhiT e (v)

L’opérateur intégral donné par :
vérifie

pour tout f € [L? (] — oo,O[)]4.
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Enfin, grace & cette formule de la résolvante, nous pouvons caractériser le fait d’étre une
résonance en utilisant les paramétres « et 5. Nous souhaitons alors localiser ces résonances en
utilisant la méthode BKW exacte. Cette méthode a été utilisée dans [40], [72], [36], [35] pour
léquation de Schrodinger scalaire, dans [33] pour I’équation de Schrodinger matricielle et dans
[61] pour analyser le paradoxe de Klein concernant I’équation de Dirac. Dans le cas de I’équation
de Schrodinger définie par I'opérateur :

H=-02+V(x),

x

1
(V (t) — E)? dt. Nous effectuons
alors le changement de variable, ¢ = e~ 71/ et nous obtenons une nouvelle équation pour ¢ en
—+o0
terme du paramétre z que nous pouvons résoudre sous forme d’une série en posant ¥ = > ¥,
n=0

la méthode consiste a introduire une phase définie par z (z) = fmo

et en obtenant des formules de récurrence sur les v, de la forme :

<
Yony1 (2) = / e?
T'(z0,2)

ot I' (20, 2) est une chemin joignant zyp = z(xg) et z. Afin de pouvoir localiser les résonances,
nous souhaitons obtenir des solutions qui admettent un développement en terme du paramétre
h. Obtenir de tels développements n’est possible que le long de chemins pour lesquels Re (2)
augmente lorque nous suivons ces chemins. Ces chemins sont transverses au chemins vérifiant
Re (¢ — z) = 0 qui sont appelés les lignes de Stokes. Dans la premiére section de cette partie, nous
étudions les lignes de Stokes en utilisant différentes phases selon les solutions que nous cherchons.
Par exemple, pour notre opérateur H,,; défini dans , nous souhaitons construire des
solutions définies sur un compact du plan complexe. Dans ce cas, nous choisissons la phase z (z) =

™ Way, (€) dC,

ffa (A% (y) + h®>m?B? (y) — E2)% dy , avec z,, un point du plan complexe. Il est nécessaire dans
cette étude de faire un choix pour la détermination de la racine carrée et les points d’annulation de
A2 (y) +h®>m?B2 (y) — E?, appelés les points tournants, doivent étre évités pour que les formules
soient bien définies. Pour donner 'allure des lignes de Stokes, nous simplifions notre probléme en
nous plagant au voisinage des points tournants, au voisinage des extrémums du potentiel ainsi
qu’au voisinage de 0 et sur un ouvert non borné ne contenant pas de point tournant ot ’on peut
analyser le comportement en —oo de ces lignes.

Une fois ces lignes déterminées, nous pouvons étudier 'existence des solutions de (H,,  — E) ¢ =
0 admettant un développement en terme de h. Nous commengons ce travail en trouvant de telles
solutions sur un sous-ensemble compact d’un ouvert €2 C C ne contenant pas de point tournant.
Utilisant des transformations similaires & celles réalisées dans [33] et [61], nous obtenons ’équation
suivante :

W) = Wi ()0 (2) (2.1.6)

W _( hN,, Mg,
hom,+ = MH,h —%Iz-FhNh

avec My et Np donnés dans (2.5.13) et (2.5.14). Nous pouvons résoudre ces équations en
prenant w de la forme :

—+oo —+o0
w— Z Wany1 | _ Z Uan
Wan42 Uzn+1
n=0 n=0
Wan+3
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Nous pouvons alors écrire :

dad
UL (z, h ZUzn + , U2 ZUZn-H + (2 (2)),

n>=0 n>=0
et nous obtenons finalement le résultat :

Proposition 2.1.8. Les équations précédentes définissent des solutions U™ et U2, Pour tout
N € N, nous avons les développements :

Ue'uen :17 h ZUQTL n -0 (hN+1)

Uj[dd (z,h) — ZU2n+1,i (z(x)) =0 (hN+2)

uniformément sur tout compact de €.

Nous utilisons ces mémes équations pour déterminer des solutions ayant un comportement
précis en —oo et admettant un développement en terme de h. Nous appelons ces solutions des
solutions de Jost BKW et utilisons la phase :

(A% + h2m? B?) (t)

z ( )—zEx—!—/ T dt
—oco (A2 + h2m2B2 — E2)2 (1) +iFE

avec laquelle nous obtenons la :

Proposition 2.1.9. Soit I'' (2) un chemin infini se terminant en z, transverse aux lignes de

Stokes, tel que Re (¢ — z) > 0 le long de ce chemin et asymptote & la droite Im (¢ — z) =

Re(E) alm(E) Re (C

~Tm(E)TaRe(E) . Le systéme d’équations récurrentes :

U2n+1 ( fFl(z) 6_%(4_2)12 U— (Z7 C) MH,h (C) U2n (C) dC
U2n+2 (Z) fFl(z) MH,IL (C) U2n+1 (C) + hNh (C) U2n (C) dC

admet une solution. De plus, u= <U[2]221) est analytique dans Q (E) ou
n>0 \Y2n

Usnt1(2) = O (A"H1).
Finalement, utilisant la transformation de Langer x = —e¥ et une analyse similaire a celle

faite dans [35], nous prouvons lexistence de solution tendant vers 0 au bord et admettant un
développement en h dans la :

Proposition 2.1.10. Soit I'y limage d’un chemin infini v, tel que Im(y) est constante le long
de 7yy. Le systeme d’équations récurrentes :

-1

Uant1 (2 f ef (6= DLy, (2, Q) Mpun (¢) Uzn (¢) d¢
Uzny2 (2 fr‘ My 1 (¢) Usnt1 (€) + ANk () Uz (€) dC
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admet une solution. De plus, u= Y < Uzn ) vérifie :
neN

ot u® (z,h) = O (%), quand § — 0.

ou nous avons utilisé la phase :

x 1
z(x) = / (A% + h*m?B®* — E?)? (t) dt,
T
ol z( est le point tournant le plus proche de 0.
Nous passons maintenant aux détails de ces différents résultats en commencant par I’analyse
des quasimodes.

2.2 Quasimodes
Dans cette section, nous allons étudier ’existence de quasimodes pour I'opérateur :
Hppo = i7"y ho, + 7292 A (2) — hmy°B ().

Les quasimodes sont des solutions approchées du probléme (H,, , — E) ¢ = 0. Pour construire
ces solutions approchées, nous allons utiliser le carré P, , = H, fn ;, de notre opérateur et suivre
le cheminement mis en place dans Particle ’O. Gannot [38].

Nous étudions d’abord le domaine de P, puis nous considérons cet opérateur sur un in-
tervalle de la forme |x,0[ on 2} est une constante négative. Nous notons P;fb’h cet opérateur.

Enfin, nous introduisons un opérateur Pm,h qui admet un potentiel confinant qui correspond au
développement en 0 de A et B. Nous prouvons que cet opérateur admet une valeur propre & une
distance O (h) de .

Nous donnons ensuite des estimations de Agmon pour 'opérateur P

m,

he Ces estimations nous

disent que, si ¢ est un vecteur propre de P:;h, alors la norme de ¢ décroit exponentiellement
dans la zone ou le potentiel est plus grand que la valeur propre (zone qui est classiquement
interdite).

Dans une troisiéme partie, nous donnons une estimation permettant d’affirmer que P;; p ad-
met une valeur propre a distance O (h) de 7.

Dans la quatriéme partie, nous construisons les quasimodes & 1’aide de I’estimation de Agmon
que nous avons prouvée ce qui nous donne le résultat principal de cette section :

Théoréme 2.2.1. Soit S > 0 tel que 1z + S < A? (wy). Ils existent des constantes hg > 0,

D > 0, un nombre réel (E* (h))% > 0 et une fonction ¢ € D (Hy,p) vérifiant |l 12— o0 0p = 1
telle que :

D

Se n

[ (= () ) o

L2(]—00,0)) ’

pour tout h € (0, hg).

Finalement, nous en déduisons que ’énergie locale ne peut pas décroitre plus rapidement que
1
In(t) "
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2.2.1 Etude des différents opérateurs considérés

Nous allons étudier les différents opérateurs dont nous aurons besoin, dans le mémes esprit
que dans Darticle d’O. Gannot [38]. Considérons tout d’abord 'opérateur :

H = in°y'hd, +~v°7*A () — hm~" B (z)

oll nous omettrons les indices m pour la masse et h = s étant le paramétre correspondant

1
s+% ’
a une harmonique fixée. h est alors considéré comme un paramétre semi-classique. Rappelons les
comportement en 0 de A et B :

1 22 9
A(x)—j—kﬁ—&-o(m),
l T
B (z) —;—a—f-o(x)
Ainsi :
2 1 a? 2
BQ(x)*ﬁ+i+o(1)
o2 3l ’
T
A @)= +o),
iy L1
B(:E)—x2 6l+o(1).

Nous nous placerons dans le cas ml > 1 pour lequel le domaine de cet opérateur est :
D(H)={pe L*Hpec L?*}.

Rappelons que :
N2
(10)* =1d, ()" = —Id, 4" = =",

pour 1 < j < 3et0< pu,v<3. Nous allons utiliser le carré de H donné par :

P = H? = (iy°9'h0, + 1°v*A (z) — hm°B (2)) (iv°7' hdy + 1°v* A (z) — hmy° B (2))
= —h?0 +ih"y"7°7* 0, A (x) — ih*mA°~"'4°0, B (x)
+ih° Y0y A (2) 0, + A% () — hmn*y*7 A (2) B (x)
— ih*my°y°9 B (2) 8, — hmy°y°92 B (x) A () + h*m*y°7° B? (x)
= —h?0% + A% (z) + h*m?*B? (2)
—ihy'y? (A (z) + A (2) 8,) + ih*m~y* (B’ (z) + B (2) 0y)
—ihy*y A (2) O, + hm~y? A (z) B ()
—ih*my' B () 9, — hmy? A (x) B ()
= —h20? + A% (z) + h®m?B? () — ihy'y2 A’ (x) + ih*my' B’ (x)
=-h?92+V (v),

ou :
V (x) = A% (z) + h*m?*B? (z) — ihy'y? A’ (2) + ih*my' B’ (2) (2.2.1)
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muni du domaine :
D(P)={pc *)|Hpc L* Pypc L?}

sur lequel cet opérateur est bien défini et auto-adjoint. Nous avons v%y! = diag (—1,1,1,—1) et :

0 1 0 0 0 0 1 0
12 _|—-1.0 0 O 1.0 0 0 -1
TV =10 o o 1|7 7" 1 0o o o |’
0 -1 0 0 -1 0 0
0 -1 0 0 0 0 i 0
0.2 -1 0 0 0 o |0 0 0 ¢
TT=1o o o 1|7 T |- o 0o
0 0 1 0 0 —i 0 0

Dans un premier temps, nous allons étudier les éléments du domaine de P.
Proposition 2.2.2. Soit ¢ € D (P). Au voisinage de 0, nous avons :

- Si2ml #3, [lp @)lcs = O ((-a)"" ).

- Sioml =3, |l¢ (@) = O (max ((—x)% ()™ (—ln(—x)))).

Nous avons aussi ’estimation suivante pour Ozp :

=

O (max | (—x) ,(—a:)min(%’ml)_l)), si 2ml # 3,

Oy (2)|| = 1 .
[0z ()| 7(7I)ml— (7ln(fx)))), st 2ml = 3.

N

max | (—x)
Preuve. Soit ¢ € D (P). Nous avons H?p € L? et d’aprés ((1.3.44]), nous en déduisons que :

|He @) =0 ((-2)*)

au voisinage de 0. Nous pouvons écrire :

[N

avec f (x) =0 ((—x)

). Nous obtenons les équations suivante :

—zhaTgol A(x)p2 —ihmB (a:) ©3
1hOy 3 + A () o4 + ihmB (sc) Y=

—ihOyp4 + A(x) p3 + ihmB (x) 2

Ceci donne les deux systémes d’équations suivants :

—ih0y (p1+ ¢3) — A(2) (92 + 1) —ihmB (z) (g1 + ¢3) = fL — f3
ihOy (02 + 1) — A () (1 + ¢3) —ihmB (z) (2 + @a) = fo — fa
( B(z)(p1—w3)=fi+ fs

—ih0y (o1 — p3) — A () (p2 — pa) + ihm
ih0y (2 — ) A(z) (p1 — p3) +ihmB

—

) (p2 — @4) Jat+ fa

97



que nous pouvons réécrire sous la forme :

—ih0y (p1 + p3) — ihmB (z) (p1 + p3) = (2.2.2)
—ih0y (p1 — @3) + ihmB (z) (p1 — ¢3) = g2 o
{mam (2 + 9a) = ihmB (2) (92 + 1) = g3 (223
ih0y (p2 — ¢a) +ihmB (z) (2 — p4) = ga, o
g1 (x) = A(x) (p2 + 4) + f1 — f3,
g2 () = A () (02 — 04) + f1 + f3,
93 () = A () (p1 + 503) +fo—fa
91 () = A(x) (p1 — p3) + fa + fa

Rappelons que A est borné au voisinage de 0 et comme Hp € L2 nous avons que ||¢ (z)|| =

1 .. 1 . .
O ((—x)z) Ainsi, ||g (x)]| = O ((—x)Q) Etudions les équations (2.2.2)).
Premiére équation
Etudions ’équation :

i
Oz (p1 +p3) + mB (x) (o1 + p3) = 791

Notons <pf3 = 1 + @3. L’équation homogéne associée est :
S +mB (z) pf " = 0.

Les solutions de cette équation sont de la forme :

+,EH

ey () =Ce” [ZemB&)dy

ou € > 0 et C est une constante. Cherchons une solution particuliére de cette équation sous la

forme :
w1 (2) = C (z) e femBim,

s

Nous obtenons :

z -
Cla)= [ Towel 2 iay,
—€
Rappelons qu’au voisinage de 0, nous avons :

Blr) =~ 2 to()

de sorte que :
efi mB(z)dz _ (_x)—ml 19) (1) .

o< f gl

x
[( y)ml’} L siomiAS

2

D’ou :

w\»—\

)_ml‘ dy

3
% [fln(fy)]fe, si ml = %
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Comme e~ /7« mBWd — (_)™ 0 (1), nous obtenons :

3
2

Si 2ml # 3, gafgp (z) =0 ((-x)2),
Si 2ml =3, ¥ (2) =0 ((—x)™ (—ln(—w))) .

De plus, @iéEH (x)=0 ((—a:)ml>, ce qui entraine que :

- Si 2ml # 3, (p;r)?) () =0 ((_m)min(g,ml)).

- Si2ml=3, ¢, (x) =0 ((—x)’"l (—In (—x))).

Deuxiéme équation

Notons o7 53 = p1 — 3. Nous avons I'équation :

Oupis ()~ mB (2) o1 () = 1 92 (2).

Les solutions de I’équation homogéne sont :

e (2) = CelZ mBW

s

ou C est une constante. Une solutions particuliére est la fonction :

— T m T — [Y mB(z)dz
Wl,ép (z) = ef’e B(y)dy/ 592 (y)e J2emB(z)d dy.
0

Y _mB(z)dz

Ici, nous avons e~ J° = (=)™ O (1) ce qui nous donne :

_ m T q Lo
it @l <o [ L entay

<O (—2)

o

La solution de I’équation homogéne admet le comportement suivant :
—,EH —ml
$1,3 (x) =C(~x) ™o (1).

Comme ¢ € D (P), nous avons Hy € L? et I'analyse des éléments du domaine de H dans le cas
2ml > 1 (voir (1.3.44)) nous donne ||¢ (z)|| = O ((—x)%) Nous devons donc avoir C' = 0. Nous
en déduisons que la solution de ’équation entiére vérifie :

— 3
13(x)=0 ((*@2) )
Nous pouvons maintenant en déduire des estimations pour les fonctions ¢ et @3 :
- Si2ml#3, o1 () =0 ((_5E)min(%’ml)) et g3 () =0 ((—x)min(%’ml))

-Si2ml=3, ¢1(x) =0 (max ((—x)% (—2)™ (= In (—x)))) et la méme estimation pour
3.
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Nous pouvons faire de méme avec s et ¢4. Utilisant le fait que, si ¢ € D (P), nous avons

Hy € D(H) et nous en déduisons que Hy (z) = O ((—x)%) Gréce a l'expression de H, nous

).

en déduisons que :
i9°7' 020 (2) = =1°7%A (2) ¢ () + hmy° B () ¢ () + O ()
Au vu des estimations précédentes, nous avons :
—"2A (@) ¢ (@) = O ((~2)*)
@) (—ﬂc)min(%ml)*l)7 si 2ml # 3,
O ( max ((—a:)% (=)™ (= In (—a:)))) , sl 2ml =3.

Nl

hmA"B (z) ¢ (x) =

Donc :

SIS

,(—a:)min(%’ml)_l>) , si 2ml # 3,

O (max ( (—x)

102 ()| =
! O (max ((~2)? , (—=2)™"' (~In (fz)))) . si 2ml = 3.
Q.E.D
Remarque. Dans tous les cas, nous avons :
(00 (2) 0 (2)) s . 0.
Nous considérons maintenant 'opérateur P sur un intervalle J =]—e¢, 0] ou ¢ est & déterminer.

Notons cet opérateur P; et munissons-le du domaine :
D(Py)={p € L*(J)|Hp € L*(J), Prp € L*(J) ¢ (~c) = 0}.
Nous avons le lemme suivant :
Lemme 2.2.3. Soit ¢ € D (Py). SoitY (x) telle que Y () = O (z), Y/ (x) = O (1) en 0. Alors :
|—ihdep — iFY @|* = (=h?02p, @) + (F?Y?p — hF, (FY) ¢, o)
011F(r)=1—¥+%§.
Preuve. Pour ¢ € D (Py), nous avons :
|—ih@yo — iFY ||> = (—ihOyp — iFY o, —ihdyp — iFY @)
= (—ihOyp, —ihOyp) + h (Opip, FY @) + h (FY 0, 0,0) + (F?Y?p, )
= (=h*0%p,0) = h(0x (FY) ¢, ) + (F*Y?p, ) ,

ou l'intégration par partie du premier terme est justifiée par le fait (0,¢ (), ¢ (2))ca tend vers
0 en 0. Au voisinage de 0, nous avons F (r(x)) = O ((—.Z‘)_Q), Y(z) = O(—x) et p(z) =

0 ((—x)%) ce qui nous donne (FY¢ (z),¢ (%))csj,—o = 0 et justifie I'intégration par partie du

troisitme membre de I’égalité précédente. Rappelons maintenant que 0, = %;ar = F(r)0, et
nous obtenons la formule :

|—ihdep — iFY @|* = (=h?02p, @) + (F*Y?p — hF, (FY) ¢, 0)
Q.E.D
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F(r) _ F'(r)*

Lemme 2.2.4. Notons ry le nombre tel que pour v = ry, nous avons —z 16
F(ry=1-2M1 4 }"—22 Notons x4 = x (ry) et P* = B, o. Soit ¢ € D (P%), alors :

> 0 ou

((—h?02 + W*m?B? () + ik>m~' B (z)) ¢, ) > 0.

Preuve. Nous avons B? (z (r)) = F (r) et :

[N

0,8 (z (r) = 0,F (r)? = F (r) 8,F (r)? = %F (r) F (r)

De plus, nous avons :

Nous en déduisons que :

m?F (r) +im71%F' (r) F (r)? = m?F (r) - %F/ (r) F(r)?

>m?F (r) — m?F (r) — F’l(g)2

< P F'(n)?  F(r) F(r)

- 16 16 42 42
ou les inégalités sont & prendre au sens des formes bilinéaires. Nous avons F’ (r) = 2 (% + l%),
F’ (r)2 =4 (Ar/f—f + % + %2) et ig’;) = ﬁ — 2%2 + %. Nous obtenons ainsi :

F(ry F'(r)? 1 M M?

412 16 42 rl2 4rt”

F(r) _ F'(r)?
Nous voyons que ~—z- —

> 0 pour r suffisamment grand. Notons 7 le nombre tel que pour

16
r > 74, NOUS avons ig’g) - Fl(g)Q > 0. Nous noterons x4 = z (ry). Sur [z, 0], nous avons donc :
F
h*m?B? (z) + ih®*m~y'0, B () > —h2$.

Considérons Y (z (r)) = h™=5p4s =1 (r). Comme 7 = O ((—z)_l) et F(r)=0 ((—:1:)_2),

nous avons Y (z) = O (z). En outre :

0:Y (z) = F (r) O- (h'f';;AdSFl (T))

= 2—];2 + % (r — rsaas) F (r) 0, (F (r)*l)
— i_ i(T_TSAdS) F/(T).
202 22 F(r)

Comme F' (r (z)) = O ((71’)_1>, nous en déduisons que 9zY (z) = O (1).

De plus, nous avons :
h
or (FY) = BYE]

101



et :

2 — 2rrgaas + 1% F(r)
F?Y? — hFo, (FY) = h*" s SAdS _ 2

or (FY) 41 212
F(r)

412 -

< -h?

En effet, ceci revient & montrer que :

h2r2 — 2rr5ads + S aas < h2F(T) _hr2Mn? + h?r?
Al4 ST a4 g

ce qui est équivalent & montrer que :

72T7’SAdS+TA29AdS < i 1- %
414 e r)

2 2
Or nous avons F (r5aqs) = 0, d’ott 1 — TSQAMdS = —15445  Le terme de droite vaut donc —25a4s
en rsaqgs ce qui est aussi la valeur du terme de gauche en rga45. Comme le terme de gauche
est décroissant alors que celui de droite est croissant, nous en déduisons que cette inégalité est

vérifiée sur [rgaqs, +0o| et par conséquent :

~—

F2Y? — hFo, (FY) < —h? FM(;

sur |rsads, +oo[ et donc en particulier sur |r4, +o00[. Nous pouvons maintenant conclure que :

412
> ((=h*0; + F?Y? — hFO, (FY)) ¢, )
= ||—ihOyp — iFY o|> > 0

F
<(—h283 + h2m?B? (x) + ih*m~to, B (x)) ©, <p> > <(—h28£ — h2) ©, Lp>

d’aprés le lemme précédent. Q.E.D

Rappelons maintenant les comportements asymptotiques des potentiels en O :

1 x?
A(l‘):7+ﬁ+0(l‘2)7

l T
B(z)=~-- - g tola),

et :

B2(m):?+%+o(l)7
A (@)= +o(a),
B (z) = le é—i—o(l)
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Nous introduisons 'opérateur :

7o 01 021 2 : 0!
H =iy yhe +7v 7" | 5 +57 ) +hmy -,
l l T

puis nous considérons le carré de cette opérateur :
1
L 1 22 x (1 22\ ? m212 ml
_ 72 _ 12 0 1.2 2 1
P=H h@z+<l2+l4)zhv7l4(l2+l4> +h<x2 eracQ)

sur | — 00, 0] muni du domaine :

D (P) = {pe L Hyp € L2, Py € L2}

Comme pour le lemme de compacité prouvé dans la premiére partie l'opérateur H est a
résolvante compacte. De plus, nous avons la relation :

()" = (i) (52)

ce qui nous prouve que P est un opérateur a ré~solvante compacte et que E? est valeur propre de
P si et seulement si £F est valeur propre de H.

Proposition 2.2.5. Soit a; = Ty Amiimitl) Vl—%;nl(mzm. Notons Eo(h) == % — & et E5(h) = & +
1 - - ~
(200 +1) ( + %) 2 h. Alors P admet une valeur propre E (h) avec Ey (h) < E (h) < Es (h)+2
Preuve. Utilisant le fait que (0,9 (), ¢ (x))ca =, 0 et le fait que :
r—
m2l2 ml _ ml(ml—1)

AR

puisque ml > 1 par hypothése sur cette section, nous avons :

2[2 1@

~WO 4+ BT iy o > 0.

D’autre part, remarquons que :

192 (1 22\ 3 h/a? (1 22\ h 2
—ihy' g\t pe)l<sg mlgta) »v +§||90||

h [ x? h
<5 (Few) 5 el (224

Ceci entraine :

Loa? o iaw (L a®\TE 1 o he? h
T I PR 2 216 2
1 h
/ﬁ_§:E0(h)7
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pour h > 0 suffisamment petit. Ainsi :
(Peo,) > Bo (b) el
Utilisant (2.2.4]), nous avons :
~ 1 1 h m2[? ml h
292 2, 32 1 2
<P<P7<P> < <(—h 3:‘*’724‘ (l4+216>$ +h ( 2 T x2)> 807<P>+2|<P|| :

Nous pouvons maintenant diagonaliser ' :

' = KDK™!
ou
1 0 1 0
1 (o1 0 1 o
K—\ﬁ 10 -1 0 , D=diag(i,—i,—i,1), K =K.
01 0 -1

Ceci nous permet d’écrire :
1 1 h m212 ml
3292 | 1 ETELE W) g (M7 L g
<( ham+l2+<l4+2l6>x +h ( 2 + 2y x2)>90,¢>
1 1 h
_ 292 2

m2[> 0 10
2 1o o1
0 0 0

+h?

Nous allons maintenant nous intéresser aux équations suivantes :

1 1 h ml(ml —1

(—h28§ + gt <z4 + 216) 22+ hz(xg)> 1 = Eri, (2.2.5)
1 1 h ml(ml+1

<—h25§ + 2 + <l4 + 2l6> 2 + h2(1‘2)> Yo = Eahs. (22'6)

Regardons tout d’abord a I’équation ([2.2.5). Nous choisissons :

h 2

l I
@) =nt (hha) " e

ou les constantes sont choisies afin de pouvoir normaliser ;. Alors :

1 1 ml 1 h %ﬁ
—h*0on () = —h0; (h‘4 (h—ax) e (Ftsis) )

1
1 5 1 h 3 ml+1 1 5
3 h X h
= —h2_%_mTlax (mlmml_le(zi+2iﬁ)2 5o ( + ) 67(1%+217L6)2 b1

——p? (ml = Dy () - ™ (lﬂ " 2’;6) " (@)

T

I+1(1  h\?
_ﬁi%<H+W>¢“@+M<H+W>ﬁMWO'



Par conséquent :

(—h28§ bt (;1 + h) z® + h2ml(ml_1)> Y1 (z)

12 216 2
1
1 1 h\?

1
et nous avons By (h) = 7z + (2ml + 1) (& + 45) 7 h.
Etudions maintenant 1’équation (2.2.6)). Pour cela, nous commengons par chercher « tel que
a(a—1) =ml(ml+1), c’est-a-dire tel que :
o —a—ml(ml+1)=0.

14++/14+4mi(ml+1)
2

Nous choisissons la solution o = . Nous considérons la fonction :

Vo (o) = hF (hde) " e (rate)

ou nous choisissons de nouveau les constantes afin de pouvoir normaliser 5. Nous calculons
maintenant :

a 1 1
B2y (z) = — 1202 (h—i (hha)™ (e )

1
a 522 1 /(1 h\2 5 a2
1 h z 1 h x
— _p21—73 9, (alxalle‘(ﬂ*'m)? 25 & ( 42 ) gt (rtgs)?

e (“(“‘”w @ -5 (5 + 3 L)

T

a+1 /1  h\® 11 h\ ,

Nous obtenons ainsi :

14 216
1 1 h)?
= <l2 + (201 +1) (14 + 2l6) h) ¥o,

1
et nous avons s (h) = & + (201 + 1) (& + 25)* h.
Nous n’avons donc pas la méme valeur propre pour les deux équations. Remarquons que :

1 (1  h I(ml+1
<—h285 5t ( + ) 2+ hzm(mf)> W

_ 1+\/1+42ml(ml+1) N 1+22ml ol

(€3]

105



Ceci nous donne F5 (h) > E; (h). Nous pouvons alors voir que :

100 0
1 h m?1? 0 10 0 |mi
2092 2 2 —1 1
<_h6+z2+<z4 216)”3“1 2 Tlo o1 o] el
0 00 -1
00 0
1 1 h 212 o 10 0 |m
3292 1 Y22 mi 1 1
<< h0w+12+(14+216> h 001 o|2||F el
0 00 -1

K 'o, K~ 1<p

o o oo
= o O o

(z)
Eﬂfg . Nous obtenons ainsi :
(z)

(Pe.c) < (B2 + ) Il

Le théoréme spectral nous permet de conclure que P admet une valeur propre entre Ey (h) et
Ey (h) + 2. QED

2.2.2 Estimées d’Agmon

Dans cette section, nous allons étudier opérateur P+ = P, o[- Nous souhaitons prouver que
dans la région classiquement interdite, c’est-a-dire pour laquelle le potentielle est supérieur a la
valeur propre que l'on considére, notre vecteur propre décroit exponentiellement. Commengons
par le :

Lemme 2.2.6. Soit ¢ € C* ([x4,0]) et f € D(PT) ou le domaine est défini comme dans
(2.2.1)). Alors e’%f € D (PT). De plus, pour tout E, nous avons :

Re (<e% (~h20>+V —E)e " f, f>)

:<(—h28§+A2+h2( 2B2 4 my'B') — (¢’)2—E) f,f>
01 0 0
000 0|,

~2hIm < 0001 Af,f>
00 0 0

otV est défini dans (2.2.1)).

Preuve. Nous avons :

V (z) = A% (z) + h*m?®B? (z) + h*my' B (z) — ihy'y* A’ ()
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ou A, B, A’ et B’ sont des fonctions réelles et

0 -1 0 0
12 |1 0 0 O
TT 1o 0 0 -1
0 0 1 0
fi
Ecrivons f = Fa . Nous avons :
f:
3
fa

(—ihy' A" () f, f) = ih ((A f2, fr) — (A" f1, f2)
+ (A" fa, f3) — (A'f3, f4))
= ih (2iTm ((A' fa, f1)) + 20 Im ((A' f4, f3)))
= —2h (Im ((A' fo, f1)) +Tm ((A' fa, f3))) -

Ceci nous donne le dernier terme. Il nous reste donc a étudier le terme contenant I'opérateur de
dérivation. Nous avons :
/
P ¢ ¢
0. (7 f5) = e tpr et

/

0. (cFf) = et +efa,
I1 vient :

(- E1).ei ) = (o7 1) o 1)

(
_ <_ <¢/)2f7f> - <f7 (Zazf> - <q2/81f,f> + (021, 0x )
— <<—8§ B (q}bl’2)2> f,f> +2iIm (<q;8mf,f>) .

En prenant la partie réelle de cette derniére expression, nous obtenons le résultat souhaité.
Q.E.D

Nous avons ensuite :

Lemme 2.2.7. Soit p € D (P") et x € C§° ([x4,0]). Alors :
Re <e% (PJr — E) X, e%xap> = Re (<e%x (P+ — E) ©, e%X@>)
+h? <<p7 e <2<Z/XX/ + (X’)Q) <p>
Preuve. Nous avons :

<e% (PT - E) xe, e%x<p> = <e%x (Pt —E) e, e%x<p> + <[—h28§7 x| ¢, 62%x¢> :
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Calculons la partie réelle du dernier terme :

/

¢
—Re (n? (eFx's/, efxp)) + Re (h (X, e*ixe'))
—re (1 (.2 (2500 + 07 )
+ Re <h2 <<eix<p7e5fx’so’> - WM))
—h2< 24 <2¢/xx + 0 )2) <p>,

puisque les termes sont tous réels. Nous en déduisons que :

Re <e% (P+ — E) X, e%)ap> = Re (<€%X (P+ — E) ©, e%xgo>)

+ h? <<p,62i <2¢/xx + (x )2> 90>

Introduisons x4 (E) tel que A? (x4 (E)) = E. Rappelons qu’au voisinage de 0, nous avons :

Q.ED

1 a2
AQ(I):ﬁleijo(xQ).

Alors x4 (l% + Th) vérifie :

2 (L +Th 1
xA(lzl:_)—l—o(xi <l2 —|—Th>> =Th.

1 1 < Za(m +Th) 2 (1

pour tout € > 0. Ainsi :

Par conséquent :

(llz +Th> —THnd 4o (hh).

Nous avons alors le lemme suivant :
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Lemme 2.2.8. Soient T > 0 et § > 0. Alors, il existe kK > 0, hg > 0 tels que, pour tout
© € D(PT), nous avons :

<<A2 (z) — (llz + Th) — ka) <p,tp> —2hIm <

pour tout x € [z4, x4 (& +Th)[ et h € (0,ho).

A’go,<p> > dh

o O OO
OO O
O O OO
O = OO

Preuve. Tout d’abord, nous avons :

0 1 00
0 0 0O
2Tm < 00 0 1 A’so,<p> < {4 (@) . ) -
0 0 0O
Ainsi :
01 0 O
1 0 0 0O
2 _ - _ 2 o ’
<(A (x) (12+Th> kx)ap,go> 2hIm < 00 0 1 A(p,ap>
0 0 0O

> <(A (r) = |4’ ()| - (l1 +Th) —W) w>-

Nous cherchons donc & montrer que ce dernier terme est minoré par dh. Pour cela, nous notons :

M (2, h) = A2 () — h|A' ()| — (112 +Th) ~ ka?

1

= A% (z) + hA' (z) — ( + Th) — ka?

puisque A’ () < 0 sur [z, 0] (quitte & augmenter x4 ). En effet, rappelons qu’au voisinage de 0,

nous avons :

-~ +o(z).

Al(z) = 5

P _ 6 .
Nous choisissons k& = T Alors :

Nl=

M<xA <112+(T+26)h> h) = (T2 h+o(h) — (T +20)} P
+o(h%) —%—Th—k((TJrQé)l‘*tho(h))

1)
> dh,
pour h suffisamment petit. Notons que k < =r. Nous avons :

81t

M (x,h) = (A%)' (z) + hA" (z) — 2k,
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ol (AQ)/ () =35 +0(x) et A" (z) = % +o(1). Alors :

M’ <:c,4 <l12 + (T +26) h> h> _2ale +l(4T+25)h) +o <x,4 (llg + (T 4 20) h>>

1 1

+h (13 +0(1)) —2kx g <12 + (T + 20) h>

6 1 1
< — — 2
< A <12+(T+26)h>+o(h )

9 911

——1?Tzh2 < 0.

< 4l4l hz <0

De plus, nous avons :

M" (2,h) = (4%)" (x) + hA® (2) - 2k,
ot (A2)"(z) = 2 +0(1), A® (2) = O (1) et 2k < £z Ainsi :

M (z,h) > £+o(l)+h0(1).

Comme 17z + 0 (1) > 0 sur un intervalle de la forme [~2A, 0], nous avons :
M" (z,h) >0,

pour h suffisamment petit, sur [—A,0]. Donc, sur [—A, x4 (l% + (T +20)h)], M' <0et:
M (z,h) > h.

Sur [z4+,—A], nous avons :

1 1
A% (x) — <I2+Th) —ka? > A% (z) — (lz—l—Th) —ka? > Cy

quitte & diminuer k. Pour A suffisamment petit, nous avons :

1
A2 (z) + hA (z) — (z2 + Th) — ka2 > Cy — hCl,

ou Cy = sup A’ (z). Done, pour h suffisamment petit, nous avons :
[3?+,—A]

M (I, h) 2 02
sur [z4,—A]. La constante Cs doit vérifier :
02 2 5h,

c’est-a-dire que nous devons avoir C; > (§ + Cy4) h. Le résultat est donc prouvé pour un bon
choix de k et de hy. Q.ED

Nous pouvons maintenant prouver 1’estimation suivante :

Proposition 2.2.9. Soit T' > 0. Ils existent des constantes hg > 0, C > 0, et ¢ > 0 telles que :
12
ek ’

< C 2 h—l‘
‘ SO L2([m+70[) (”gD”L ([IJr,O[) +

pour tout h € (0,hg), ¢ € D(PT) et E (h) telle que E (h) <1+ Th.

% (Pt — E(h )
e ())@‘m(mm)
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Preuve. Fixons § > 0. D’aprés le lemme précédent, nous pouvons choisir une constante ¢ > 0
. 2
telle que, si ¢ () = -, nous avons :

<<A2 (z) — (;2 +Th> - (¢>/)2) ¢,¢> —2hIm <

Notons X; = —12 (T +26)% — e et Xo = —I2 (T +28)% — 2¢. Soit ¢ € O telle que ¢ = 0 sur
[X1,0] et ¢ =1 sur [h_%x+, X5]. Posons x (z,h) = ¢ (h_%x; h) de sorte que x est a support dans

A'g0,<p> > 0h

O O OO
SO O =
O O OO
o= O o

(424 (fz + (T'+26) h)]. Choisissons f = e x. D’aprés les lemmes précédents, nous avons :
Re (<e% (=h*07 +V = B) xy, e%X<P>> = <(—h285 + A* + K*m*B* + h*my' B) @%X% e%xw>

+ <(—E - (¢’)2) e xp, e%x<p>

01 0 0

0 0 0 O , @ @
_2hIm < 00 0 1 AthSOaGhXQO>

0 0 0 O

> <(—h20§ + A? + K*m*B* + h*my'B) e%xgp, eh x<p>

+{(~h141 =B = (¢)°) efxp,etxp)

B 2
> 5h‘ eﬁxcpH
Puis :
@ @ @ ¢
Re(er (PT - FE R =R rx (PT—FE R
e (ef ( ) x¢.e xs0>L2([m+’0D e (<e x( ) p.e xs@>L2([w+’0D)
o (¢ 2
+h? (T (20 + (X)) e
h L2([a.0))
@ ¢’ 2
< h? <sa7e2h <2xx' +(X) ) s0>
h L2([o4.0])
s s
+ ’ ey (Pt —E ‘ ‘ ef .
x( ) L2([z4,0]) X L2([z4,0])
D’ou :
2 /
5h‘ e%w‘ <R’ <so,627T <2¢xx/ + (x’)2> s0>
L2([z+,0]) h L2([z4,0])
s s
+ ‘ erx (Pt —FE ’ ‘ er .
X( )¢ L2([z4,0]) X L2([z4,0))
Cette inégalité est de la forme dhp < r —|—p%q%. Ainsi :
1 1 62h2
82h%p < 6hr + 6hpzq? < Shr + 5 P + %,
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ce qui donne 62h2p < 26hr + ¢. Nous obtenons donc :

-1 YN 2
‘ 26~ 'h Zn (2 xx + ()7 ) e
LQ([LC+,O]) L2([I+’0D

-l—((?h)_zleh)((P+ cp‘

hx‘

L2([x4,0])

Nous remarquons ensuite que x’ est non nulle pour z € h2 [X2, X1]. Nous en déduisons que :

sup eh =0(1), sup |¢|=0 (h%> :

supp(x’) supp(x’)

Nous avons aussi :

X () = h™ 3¢ (h—%x; h) ,
ce qui entraine que sup |x’' (z)| = O (h_%> et sup ‘

Le résultat suit maintenant du fait que :

=0 (h_l). Par conséquent :

<G H@Hm([u,o]) +Coh ™ ’

et (P*— E) |

o]
eﬁgo‘ i .
LQ([w+,h5X2]) L2([z4,0])

ehgp‘ L2 [h2X 0]) S G ||¢||L2([”3+70])'

Q.ED

Soit S > 0. Nous choisissons A1 < A < x4 (l% + S) et nous introduisons %; = [z, 4;[ de
sorte que ¥y € Xg € [y, T4 (l% + S)]

Proposition 2.2.10. Soit S > 0 tel que 1z + S < A% (x4.). Ils existent des constantes hy > 0,
C >0, ete>0 telles que :

Il 2y < C (75 Il oy + 1(PH = B0) ¢l s,

pour tout h € (0,ho), ¢ € D (PT), et pour tout E (h) telle que E (h) < # + S.

Preuve. Pour § petit, nous pouvons supposer que Yo € [T4, XA (l% + S5+ 26)]. Soit x1 telle que
X1 = 1 sur 37 et supp (x1) C Xa. Soit x2 telle que x2 = 1 sur supp (x1) et supp (x2) C Xo. Alors,
sur Xy, A2 — (%2 + S) > ¢§. Pour h suffisamment petit, nous avons donc aussi :

1
h|A/< +S>>6.
Nous pouvons donc trouver un € > 0 tel que :
A% _p|A LAY 2(y' )2 > 6
—h|AT— (g5 ) - () >0

Utilisant le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition précédente, nous obtenons :

2
<h2<<p,62< Xlxx + (x ><p>
L2([4,0]) b2 02) L2([24,0])

efxa (P - E) gl

e

k2
eh

d

+|

e

L2([z+,0]) ‘ £2([z4.,0])
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ot nous avons pris ¢ (z) = ex; (). Comme précédemment, nous obtenons :

51h2< (2 n ) >
) S @ X + ()" ) ¢ ol

2

eh ngg‘

— o}
+ (&) 2 lerxe (PT - E ‘
©) 2 )l 2o
Grace au choix de x; et x2, nous avons :
© ey
§lle® 5‘ erxa ’ .
I 9"HL2(2 ¥ L2([4,0])

Etant donné que x; = 0 sur le support de x4, nous obtenons :

2

ol pam,) < 267 1A% <<p, (xé)2w> +(5)72He%><2 (P+—E)s0’

L2([z+.,0)) L2([2+,0))
Puisque ex1 < ¢, il vient :
He ‘PHLZ(E ) S <267 "h? sup (( 2) ) el 2 (s, +6 %k ||(PY - E) S0HL2(E2) .
Multipliant par e~ 7, nous obtenons le résultat souhaité. Q.E.D

Remarquons que cette derniére inégalité montre que la norme d’un vecteur propre de PT
pour la valeur propre E (h) décroit exponentiellement lorsque nous nous trouvons dans la région
ot A? est plus grand que E (h), région qui est interdite classiquement.

2.2.3 Estimation pour les valeurs propres de P+

Dans cette section, nous prouvons qu’il est possible de trouver une valeur propre pour I'opé-
rateur Pt a distance O (h) de la valeur propre de lopérateur P obtenue dans Nous avons :

Proposition 2.2.11. Soit T > 0. Il existe hg > 0 tel que pour tout h € (0, hy), il existe une
valeur propre E (h) de lopérateur Pt wvérifiant :

|ET (h) — Bx (h)| < Chz,

1
ot By (h) = %+ (201 +1) (F + 5%)% h

Preuve. Nous introduisons 'opérateur :

1 0 0 0
1 1 h m21? ml 00 0 O
# _ 3292 1 NN 2 0 .1 . -1
P7 = h8x+12+<l4+2l6>x +h <$2 + iy x) (Bs — Eq) (h) K 00 0 0 K
0 0 0 1
1 0 1 0
N 1 1 h 1 |0 1 0 1
01 0 -1

Nous avons vu précédemment que cet opérateur admet Fs (h) comme valeur propre. Notons ¢
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un vecteur propre associé. Soit S > 0 tel que l% +S<A? () et A< x4 (l% + S). Soit x € C*
telle que x =1 sur [A4,0[ et supp (x) = [z4,0]. Alors xp2 € D (PT) et :

(Pt = Ex (b)) (xp2) = (P = P#) (xp2) + (P* — E2 (h)) (xp2) = xR (h) o2 + [-h*02, x] ¢2.

ou :

2 1 a® ATy 22 2 1?
R(h):A(x)—(lz+lzl>—h16—zh’y7A(x)+hm <B (x)_:r?>
10 0 0
+ ik (B’ () — ;) +(B—E)(WK 8 8 8 8 K
0 0 01
=0 (2*) 4+ hO (2*) + hO (z) + O (h*) 4+ O (h)
Y1 (x) o .
Rappelons que K1y, (z) = (zz Eig ot ¢y (x) = h™1 (h_%aﬁ) e~ (FF+3) 2 57 of o (z) =
Y1 (x)
h—1 h’%x)al 67(ﬁ+ﬁ)%% ol o = w. Reéalisant le changement de variable
Yy = h~zz et utilisant la décroissance exponentielle de notre vecteur propre, nous voyons que :

IXR (h) o2l 2 (s, o) = O (hf) .

Le commutateur vaut :
[=Rr?02, x] = —h*X" = h*X'0..

Le support de x’ et x” ainsi que la forme de @5 nous donnent € > 0 tel que :
292 _ e
[[=h*%, x] <‘02HL2([m+,O]) =0(e 7).

Ceci nous donne donc :

1

[P = 2 (1) (22 o g, ) = © (1)

Comme ||X<P2||L2( p=1-0 (e_%), nous pouvons normaliser 3. Le théoréme spectral nous

[z4,0
donne l’existence d’une valeur propre E* (h) de P* telle que :

|E* (h) — Bz (h)| < Ch?

pour une certaine constante C' > 0. Q.E.D

2.2.4 Construction des quasimodes

Nous introduisons maintenant 'opérateur H' qui n’est autre que lopérateur H considéré
sur [z4+,0[ muni du domaine :

D (HY) = {p € L* ([x+,0) [H*p € L* ([z+,0]) , o (x+) = O}.

Nous avons P+ = (H*)? et (E+) est une valeur propre de P+ si et seulement si +E* est une
valeur propre de H'. Nous avons alors le théoréme suivant :
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Théoréme 2.2.12. Soit S > 0 tel que 1z + S < A?(xy). Ils existent des constantes hy > 0,

D > 0, un nombre réel (E* (h))% > 0 tel que ET (h) < l% + S et une fonction ¢ € D (H) telle
que ||<pHL2(]—OO,OD =1 ’Ué’f’iﬁ(lnt M

H (H — (&7 (h))%) SO‘ L2(]—00,0]) <eF,

pour tout h € (0, hg).
Preuve. Soient A < 24 ((# 4+ 9)) et x € C§° telle que x = 1 sur [A4, 0[ et supp (x) = x4, 0[. No-

1
tons ¢ un vecteur propre de H™ pour la valeur propre (E™ (h))? telle que ET (h) < 7 +S. Nous
savons qu’une telle valeur propre existe puisque nous avons prouvé dans la partie précédente qu’il
1
est existait une valeur propre de P* a distance O (h%> de B> (h) = 4+ (200 + 1) (& + 25)* h.
Nous posons ¢ = xp™ ot nous prolongeons par 0 en dehors de [z, 0[. Nous avons donc ¢ € D (H)

et : L
|( = @) ¢

Or, nous avons :

— iA041 +

p(eonop — Y7 105 x] 07|20
[i7°7 hde, x] = iy hy.

Utilisant les estimations de Agmon, nous obtenons :

[y X ot || < C (77 ([t + (P = E* (h) ")) -

1
Le dernier terme est nul puisque ¢ est un vecteur propre de H™ pour la valeur propre (E* (h))?

et que P+ = (H+)”. Nous obtenons donc :

1 D
H— (E* (n)?) ’ <e ®
[CRCDDE 12(1=50,00)
Etant donné que nous pouvons normaliser ¢, le résultat est prouvé. Q.E.D

2.2.5 Borne inférieure pour I’énergie locale
Nous allons prouver le théoréme suivant :
Théoréme 2.2.13. Pour tout compact K C] — 00,0[, il existe une constante C' > 0 telle que :

limsup sup In(¢) ||eitH<p|‘L2(K) > C.
t=400 peH, |lpll=1

Preuve. Soit ¢ un quasimode comme dans la proposition précédente. Introduisons la fonction
Yy, = BT Mty Alors

—i0ppp — Hppy = — (H — E* (h)) ¥y,
et [[(H —E (h)Ynllr2g-coop S e~ %. Nous pouvons ainsi considérer 'équation précédente
comme une équation avec second membre de la forme :

—i0x — Hx =F

ol || F[| 21— o00p < e~ 7. L’équation homogéne associée admet 1, = ¢'*# o), comme solution si
I'on prend ¢ comme condition initiale. Une solution de l’équation précédente est alors donnée
par la formule de Duhamel :

t
X = eitHSDh‘i‘/ ei(t_s)HQDhFdS.
0
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Par conséquent :

’||¢h|L2(K) - HQM < Hwh - "Z}h‘

t
</\
0
t
</\
0
D

< Ct|F|| < CteR.

LQ(K)‘ L*(K)

ds
L2(K)

ei(tfs)H(phF‘

ds
L2(]—00,0[)

ei(t—s)Hgth‘

Nous en déduisons que :

i _D _D
||e tH‘Ph||L2(K) P ||wh||L2(K) —Cte™n = H‘Ph,HL?(K) —Cte™ &
Notons \ = ||<PhHL2(K)~ Prenons t), = A;Che% de sorte que A — Ctne~ % = h. Nous avons donc :
A—h D
In(ty) =In| —— —.
n (tn) “(<7>+h
D’ou N
D hln (252
In (th In (th)
Pour A suffisamment petit, nous avons ’hln (%)’ < % ce qui nous donne :
, D
Helt},,H

‘PhHL2(K) = 21In (tp)’

D
R

pour t; de la forme t;, = %e . Quand h tend vers 0, t;, va tendre vers +oo et il vient :

lim supsup In () ||eitH

[P
t——400 pEH Plle2r) Z 2

QED

2.3 Extension méromorphe de la résolvante

Dans cette section, nous considérons la résolvante (H5™ — )\)71 comme fonction de A. Nous
n’utiliserons pas la version semi-classique de notre opérateur dans cette section. Cette fonction
a valeur dans les opérateurs bornés sur Hs, est bien définie et analytique pour Im (A) > 0.
Nous allons essayer de prolonger cette résolvante a travers I’axe réel. Pour ce faire, nous devrons
bien str considérer la résolvante sur des espaces de Hilbert adaptés et ce prolongement se fera
en laissant des poles qui sont appelés les résonances. Ces poles sont d’une grande importance
puisqu’ils donnent la fréquence et le taux de décroissance en temps long des solutions de notre
équation.

Nous commengons cette section par 1’étude de 'existence de ces résonances. Nous nous in-
téressons tout d’abord au cas d’une variété asymptotiquement hyperbolique, cas qui a déja été
traité de maniére plus générale dans [43]. Ici, nous considérons le cas ou notre opérateur H est
une perturbation d’un opérateur H. qui est diagonale dans le sens ot :

H, = (}él 1%) : (2.3.1)
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Nous pouvons alors étudier les solutions de Jost pour les opérateurs H; et Hy ce qui nous donne
une formule pour la résolvante de ces deux opérateurs. Nous obtenons ainsi une description des
résonances de chacun de ces opérateurs en terme de zéros de Wronskiens. Nous en déduisons une
description des résonances pour H.. Le théoréme de Fredholm méromorphe s’applique alors pour
obtenir I'extension méromorphe de la résolvante de H dans les espaces adaptés.

Nous étudions ensuite I'extension méromorphe de la résolvante pour 'opérateur de Dirac dans
notre espace-temps. Comme dans le lemme de compacité, nous introduisons deux opérateurs H
(potentiel confinant) et H_ (potentiel décroissant en —oo et 0). Le premier opérateur admet une
résolvante compact et, en symmétrisant I'opérateur H_, nous pouvons utiliser le résultat prouver
dans la premiére partie pour prouver le prolongement méromorphe de la résolvante de H_. Il
reste alors a utiliser le théoréme de Fredholm pour obtenir le résultat principal de cette section :

Proposition 2.3.1. L’opérateur f.(HZ™ — N fe défini pour Im(N\) > 0 s'’étend de maniére

méromorphe a {\ € C | Im(X\) > —e} pour tout 0 < € < &, ot K est la gravité de surface. Ici :

et x o~ —00,
fe (x) B {C, X NO,

ot C' € R est une constante.

2.3.1 Cas d’une variété asymptotiquement hyperbolique a symétrie
sphérique

Nous considérerons les opérateurs suivants :

H, = (Iél 1%) (2.3.2)

Hy =i <_01 2) O + <_01 _01> (s + ;) A(x) (2.3.3)
Hy—i <(1) _01> 0, + <(1) (1)) <5 + ;) A(z) (2.3.4)
. H = H, —im (_‘i . Igl) B(x), (2.3.5)

ou Id correspond & la matrice identité d’ordre 2. Les potentiels A et B sont définies sur R et
vérifient les conditions suivantes :

A BeC®(R), A(x) ~ el B@) ~ ekl (2.3.6)

r—+oo r—Fo0
Nous écrivons ~ pour signifier que A (x) = e rlel 4o (e‘”"”‘). Nous utiliserons cette notation dans

la suite. Nous supposerons que les dérivées de A et B admettent un comportement asymptotique

similaire. Les opérateurs H, et H sont auto-adjoints sur [H* (R)}4 par le théoréme de Kato-
Rellich. De méme, les opérateurs H; et Hs sont auto-adjoints sur [H 1 (R)] ?. Nous pouvons donc
considérer leurs résolvantes (H. — \) ™' et (H — \)™'. Dans cette section, nous allons considérer
la résolvante pour Im(A) > 0 et nous souhaitons prolonger ces résolvantes (dans des espaces

de Hilbert appropriés) afin qu’elles soient définies pour Im(\) > —e avec € > 0 bien choisi.
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Pour cela, nous allons étudier les solutions de Jost pour 'opérateur H,.. Ces solutions vérifient
un comportement asymptotique donné et vont nous permettre de donner une expression pour
la résolvante. Nous pourrons dés lors étendre la résolvante de H. et ensuite celle de H par un
argument de type Fredholm.

Existence des solutions de Jost

Solutions de Jost pour H; Nous allons étudier dans un premier temps ’existence des so-
lutions de Jost pour Hjp. Il est plus simple d’étudier les solutions de Jost pour un opérateur
unitairement équivalent & Hy. Nous introduisons maintenant cet opérateur. Soit la matrice sui-

vante : e .
Q- % G _ZZ) . (2.3.7)

1 1 . o . . .
<i i Ces matrices sont unitaires et nous introduisons ’opéra-

i

INE)

Nous avons alors Q! = ¢

S

teur suivant : ~
Hy = QH,Q*

unitairement équivalent & H; (donc en particulier auto-adjoint sur QD (H;)). Nous avons :
1 —i\ (-1 0\(1 1\ (0 =2
1 0 1/\¢i —i) \-2 0
1 —i -1\/1 1\ ./ 0 2
1 i )\-1 0o)\i —i)~"\~12 0)"
Nous obtenons ’expression suivante pour H

= (0 -1 0 1 1
H1—2<_1 O)ax—l—z(_l O) <s+2)A(ac).
Nous souhaitons prouver le :

Lemme 2.3.2. Iis existent des solutions wécut a l’équation I:Ilgo = A\ vérifiant les comportements

asymptotiques suivant :
AT
+ &
out ( ) ZT—+00 (_ez)\x>

_ efi)\x
Wout (.13) :v—;\:oo (ei)\m> .
Ces comportements nous permettront d’obtenir de I'intégrabilité dans ’expression de la ré-
solvante (pour Im(A) > 0).

Preuve. Calculons :
a2 = (z (_01 ‘01> 9, +i (_01 é) (s+ ;) A(x)) <z (_01 ‘01> o,
i (_01 . (84—;)14(3:))
(4 D Do
(0 (s 3 (ol



:_a§+(‘01 g’) (8+;>A/(x)+ (s+;)2A2<x>»

(G0
GG )65

Par conséquent, si ¢ € D (ﬂl) vérifie ﬁlgo = Ay, alors ¢ € D (ﬁf) et f]f@ = A2¢. Notant

puisque :

p= <i1), nous obtenons les équations suivantes :
2

— 9201 4+ Vi) (2) o1 = N,
— 8202 + Vig) () 02 = Ao,
oit Viyy () = — (s + 1) A" (@) + (s + 3)2 42 (@), Vigj (&) = (s + ) A" (2) + (s + 1) A2 (2). Utili-

sant le théoréme X 1.57 du livre 3 dans [73], il existe des solutions wfout pour j = 1,2, appelées
solutions de Jost, vérifiant les conditions suivantes :

ot (2, X) 2 e (2.3.8)
Wj out (T, A) o e (2.3.9)
e _ [T sin(A(z —y))
W (2, 0) = € — / TSV () o (9, ) d, (2.3.10)
_ _ T sin(A(z—y _

wj,out (l‘, )\) =¢ o + / %Wﬂ] (y) wj,out (y’ )‘) dy’ (2311)

—o0

o0 K
pour j = 1,2. De plus, comme e2"|V; (y)|dy < oo, nous pouvons prolonger ces fonctions

xr
analytiquement pour Im(A) > —%. Nous pouvons maintenant exprimer les solutions de Jost pour
notre opérateur H;. Pour cela, nous noterons cet opérateur comme suit :

gty
N 0 i
Hy = (ﬁ?] 0 > )

A= —io, +i <s+ 1) A(z),

ou :

2

- 1

~w¥out ((E)
%HP w;r,out (LC)
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Comme gl[l]f{{?] = —92 4 Vjij (x), nous avons :

- 2wt (@)
_ by 1,0out _
H1Wo+ut (z) = (Ai\ﬁ?]wfout (2) = )‘Wjut (7).

Nous avons de méme Hyw,,, () = Aw,,, (x). D’aprés (2.3.8)), nous savons que w; ., (z) ~
) ’ T—>+00
e Utilisant (2-3.10]), nous pouvons calculer :

1 - i i Csin(A(z—y
St () = 30, (e = [Ty e n)an)

i ( i ;) A @) g (@)

i ./;‘” cos (A (z —y))

=—e"" —4 h\ Vi (y) Wet () dy

_: (s + 1) A(z)wi e ().

A 2
Utilisant le fait que I'intégrande dans le terme de droite est intégrable sur |1, +oo] et le compor-
tement asymptotique de A, nous obtenons %ﬁ {Q]ojfout (z) ~ —e%_ Finalement, le compor-
’ T—+00

tement asymptotique de w}, est :
iAT
+ &
Wout (QIJ) I—:\-;-OO (_ei)\w)

ce qui est bien le comportement recherché. Utilisant un raisonnement similaire, le comportement
asymptotique de w,,, est donné par :

B e—i)\z
Wout (3?) 1—:100 (e—i)\:c .
Q.E.D

Solutions de Jost pour Hy Nous remarquons que Ho = — H;. Par conséquent, nous pouvons
réaliser la méme transformation unitaire. Le calcul du carré ne change pas et nous pouvons ainsi
prouver l'existence des solutions de Jost pour le carré et par conséquent pour Hs par la méme
méthode.

Extension méromorphe de (H. — )"
Remarquons que, pour tout A € p (H,), nous avons :

(He= 27" = ((Hl ;)A)il (H, _0)\)_1> '

Commencons par étudier (H; — \) ™"
Rappelons que nous avons H; = QH;Q~! ou Q est donnée par (2.3.7). Donc (H; — )\)_1 =
- - . -1
Q' (Hi—\ Q. Nous allons donner une formule explicite pour (H 1— )\) . Nous noterons

fe la fonction définie sur R par :
fo(z) =e~cl=l] (2.3.12)
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+ — T
pour € > 0. D’autre part, nous noterons w,, (r) = <w1+ x;), woe () = (wl (x)), <g01) =
2

((,01 —QDQ) et
W1 (\) = wjfwy —wjwi. (2.3.13)

Nous avons alors le :

Lemme 2.3.3. Pour tout u € L? (R), nous avons :

—1

(ﬁ1 - /\>_1 u(z) = m (/_io w;rut (z) (w(;ut (y))T u(y) dy
+o0
[ ) (o ) ) dy) |

Preuve. Notons :

Grulo) = gy (e (@) (o ) )
+oo
[ @) ) )

Remarquons que G est bien défini puisque nous avons choisi nos solutions de Jost afin que w™
soit intégrable en —oo et wt en +oo. Nous avons :

glG}\u (]}) = Wl—(z)\) (/I glw;—ut ('T) (wo_ut (y))T u (y) dy

— 00

+oo -
+ leo_ut (x) (wout (y)) u (y) dy
(0 =1\ (wiw] —wiwy
+ <—1 0 ) (w;'wl_ —wiwy (@) u(2)
(0 -1 wiwl  —wyws
! <—1 0 ) (wz_wf —wy wy (@) u(2)

= AGhu (z) + u(z)

Nous obtenons donc (ﬁl - /\> Gyu(x) = u (x).

Soit u = (Zl) eD (f[l), nous avons :
2

@) (& o) ()@= or )@ (2] @) =i @) +ur @ @),

Uz

(& o)) @@ e=(2) @(w=t o)

et :



Ainsi, nous pouvons calculer :

D’aprés le calcul précédent, nous avons :
[ (V) (@) war= [ (0 ) eme) @ (1) wa
[ () ()t [ (0 ) wi) @ (1)
D’autre part, calculons :

/_ ; (Wi —wy) () (gﬁf) (y)dy = /_ ; wi () Ozuz (y) — wy (y) Ozua (y) dy
= wy () u2 (2) — wy (2) w1 ()
+ /_ ; (Ouwy (y)ur (y) — Buwy (y) uz (y)) dy
= wy () uz (2) — wy (2) w1 ()
+/_; (Oowy  —0zwy) (y) u(y) dy

= (~wy w) (@) u()

" /; <((1) (1)> arwo—ut>7 (y) u(y) dy,

/x N (@ =) () <3$u2> (y)dy = /x - wi (y) Bauz (y) — wy (y) 0w (y) dy

Op iy

et :

=wy () ur () — wi (@) uz (z)
+

+ " O () s () — Outw? () w2 (9) dy
.

= (w —wf‘) (z)u(x)

* /;OO <((1) (1)) axw;rut>T () u (y) dy.
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Finalement, il nous reste :

CrHyu(z) = —— (-z (”1_ wy 6”1+°"2_ L0 )(m)u(az)

Wi (A) Wy Wy — Wy Wy
x T +oo r
[ ) () Dyt [ o) (Frsti) )

=u(x) + MGy (x).
- - -1
Ce qui nous donne G <H1 - )\) u = u. Par conséquent, G\ = (H1 - /\) .
Q.E.D

Remarque. Nous avons une formule similaire pour Hy ou nous utilisons les solutions de Jost w;—Lut
correspondantes et ot
Wa (A) = wjwy —wiws; . (2.3.14)

Nous en déduisons la :
Proposition 2.3.4. L’opérateur f. (H, — )\)_1 fe s’étend de maniere méromorphe a :
{AeC|lImn()\) > —¢}

pour 0 < e < § ol k vérifie (2.3.0)) et fo est donné par (2.3.12). Les poles de cette extension sont
les racines de Wy et Wy ou Wy est donné par (2.3.13)) et Wo par (2.3.14)).

. . —1
Preuve. Rappelons que H; = QH; Q™' de sorte que (H1 — )\) =Q(H, — )\)71 Q'. D’autre
part, les solutions de Jost sont analytiques pour Im () > —% et fews, € [L? (R)] ? pour In (A) >

- -1
—e. La formule du lemme précédent nous permet de prolonger f. (Hl — A) fe de maniére

méromorphe pour Im(A) > —e. Les seuls poles sont alors les racines de W;. Nous pouvons faire
de méme avec Ho dont les poles sont alors les racines de Wy. Comme

(He= 27" = <(H1 _oA)i1 (Hs _0)\)_1> ’

nous en déduisons la proposition. Q.ED

- -1
Extension méromorphe de (H — )\>

Nous commencons par une série de lemmes qui nous permettront d’utiliser la théorie de
Fredholm méromorphe. Rappelons tout d’abord une définition :

Définition 2.3.5. Soit f définie sur O C C ouvert a valeur dans les opérateurs bornés sur un
espace de Hilbert . On dira que f est méromorphe de type fini sur O si f est méromorphe sur
O et, en tout pole Ay de f, nous avons un développement en série de Laurent de la forme :

+oo
fA) = Z B (A — Ao)i )

i=—N

otl B; est un opérateur de rang fini pour tout j = —N,---, —1.
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Dans la suite, nous noterons :

f+7_ (LL', Y, )‘) = wjut (33) (w;ut (y)>T
7 (@9, A) = woe (2) (Wit (1)

Introduisons maintenant les opérateurs J; fe pour tout ¢ € NU {—1} définis par :
(Jrfeuw) (x,X) = ¢

() o0 = |

— 00

x akf+,*

+o0o gk p—,+
S N Ly [

pour tout i € N o1l ¢ est une constante réelle.

Remarque. La valeur de J_1 fou n’est pas importante pour la suite puisqu’elle sert juste & donner
une formule de récurrence.

Nous pouvons maintenant énoncer le premier lemme :

Lemme 2.3.6. Supposons que Wi (A) = (A — )\0)"+1g(/\) pour n € N ot g est une fonction
holomorphe au voisinage de Ao € C et telle que g (Ag) # 0. Alors les opérateurs Jofe,- -+, Jnfe
sont des opérateurs de rang fini.

Preuve. Supposons que Wi (A) = (A — )\o)nJr1 g (A\) avec g holomorphe au voisinage de )y,
g (Xo) # 0 et n € N. Montrons que nous avons la relation suivante :

fil (kaeu) (.’17, )‘0) =k (kalfeu) (ajv )‘O) + )\O (kaeu) (LE, )‘0) .

pour tout £ < n + 1. Nous avons :

~ _ k f+,— kf—,+
Hlefeu (.13,)\0) =1 <_01 01> (aaf)\k (l‘,.l?,)\o) - % (.1‘,.13,)\0)) (feu) (.13)

T k ~1 o
v a(gw(m,y,m (feu) () dy

— 00

oo Ok ~1 -
" [ 8(1';;]:*) (2,9, M) (feu) (v) dy.

k

Etude du terme (% (x,2, M) — aaf)\;’+ (x,x, )\0))

Rappelons que nous avons Wy (A) = (A — )\o)nH g(\) = wiw; —wjwy d’aprés notre hypo-
thése. De plus, nous avons :

€

S
5

8

£ &
l\’)‘>—'| l\’)‘>—'| [\’)+>—l+ [\.’)+>—l+

&
=

S— \_/\@/ S— N— —
€ & ~— g & —

—

IS

=+

—~

s

|

&

N+

—~

<

S—

SN—

€

=
3
®
=
>
~—
I
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S
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0 - (A)) .

Par conséquent, nous avons :
0

o (zym ) — 1 (2,2,)) = <W1 )

Ainsi, nous obtenons :

(A= /\0)n+1 g NI = (_01 _01> (f+-,* (z,,\) — f*vJF (z,x, /\))
- (—01 01) (f+7_ (l‘,x,/\o) - f_7+ (3373?,)\0)
+— -
+(A=Xo) (82)\ (z,2,\0) — 8];)\ (ac,m,)\o)> 4.
n on +- am -t n
+(A—Xo) ( 3Ji\n (x,2,X) — a{\n (m,x,)\o)) +o((A—Xo) )) .
sl AN (z,2, ) =0

22N

k ,—
ot I, est la matrice identité d’ordre 2. Par conséquent, 2 a,\+k (x,z,A0) —
pour tout k < n + 1 puisque g est holomorphe au voisinage de Ag. Ainsi le premier terme dans

le caleul de H;Jy fou (z, Ao) est nul.

Etude des termes restants R
Rappelons que Hy f™~ (z,y,\) = A\f ™~ (z,y,\) et Hi f T (z,y,\) = \f T (z,9,\). Mon-

trons donc par récurrence que :
on ()\er,f) B 8n71f+,7 aanr,f
oA =N + A EIC (2.3.15)
Ceci est vrai pour n = 0. Supposons que ceci est vrai pour k < n € N. Alors :
NPT 9 (o (AT
o ) A"
0 (T ()
_8)\< T A )
_ o (frm) ot
=(n+1) o +A gAn+1

Ce qui termine la récurrence. Nous pouvons faire de méme avec f—7.

Nous obtenons donc :
Hy (Jpfew) (2, M) = k (Ji—1.few) (2, Ao) + Ao (Jrfew) (2, Xo) -

pour tout k < n + 1.
Preuve que Jy, - -, J, sont des opérateurs de rang fini
Nous remarquons que J, vérifie I’équation :
HyJofeu(z, M) = XoJofett (2, Xo) -

Jofeu (x, Ag) vérifie donc une équation différentielle d’ordre 1. L’espace vectoriel des solutions
étant de dimension finie, nous en déduisons que Jy f. est un opérateur de rang fini.
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Soit 0 < k < n. Supposons que Jyfe, -, Jpfe soient des opérateurs de rang fini. Nous
(k+1)

introduisons maintenant les opérateurs Ji41 et H 1 définis par
Jrr1feu ()
Tit1feu (z) = ...
JOfeu (l‘)

ﬁ£k+1) = dlag (gla e ;H1> )
ol nous avons k + 2 termes sur la diagonale dans H 1(k+1). Gréace aux considérations précédentes,
nous obtenons :

A (Fgr ferr) (2, 00) = Mgyt (Tigr fewr) (2, M)

ou :
Aola (k + 1) Iy
M = .
Ml 1o
Aola
avec I la matrice identité d’ordre 2 et M1, une matrice (k + 2) x (k + 2). Ainsi Jp41 feu vérifie
un systéme d’équation différentielles du premier ordre. L’espace vectoriel des solutions est de

dimension finie et, par hypothése de récurrence, les opérateurs Jyfe,- - - , Ji fe sont de rang finis.
Nous en déduisons que Ji11 fe est un opérateur de rang fini. Par récurrence finie, nous pouvons
conclure que Jyfe, -, Jnfe sont des opérateurs de rang fini.

Q.E.D

Remarque. Nous avons un lemme similaire avec W; remplacé par Ws et les fonction f+ =, f=F
correspondantes.

Nous pouvons en déduire le :
Lemme 2.3.7. L’opérateur f.(H. — /\)_1 fe est méromorphe de type fini.

Preuve. Rappelons que, pour tout A tel que Im(\) > —%, nous avons :

1
T A A L

. -1 . -1
ou (Hy — /\)_1 = Q! <H1 - )\) Q et (Hy — )\)_1 = Q! (Hg - /\) Q@ avec () donnée par
(2.3.7). Rappelons aussi que :

(i1 -2) " fauo) = W;(A) ( / OO £ (@9, 0) (o) () dy
400
[T e G dy)

pour tout u tel que feu € [L? (R)] ?. Utilisant les notations introduites au début de cette section,
nous avons :

(ot e = [ P @ N) () () dy

+oo
4 / £ (@, M) (Feu) () dy.
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- -1
Nous allons prouver que (H 1— )\) fe est méromorphe de type fini. Rappelons que les poles de

cette résolvante sont les racines de Wi. Supposons que Wi (A) = (A — X)" ™" g (A) pour n € N
et g holomorphe au voisinage de Ay € C telle que g (Ag) # 0.

. -1
Remarque. D’aprés la remarque précédent ce lemme, il en sera de méme pour (H2 — )\> fe-

Comme g est holomorphe au voisinage de A\g, nous pouvons écrire :
g =g+ A=20)g M)+ + A =2)" 9" (ho) +0((A= X))

Nous obtenons ainsi au voisinage de Ag :

1 . 1 B B g/ ()\0) . B n m
Wi (\) (A — )\o)nﬂg()\o) (1 <(>‘ Ao) 70%) +- 4+ (A=) >

Ho (-1)" ((A—AO)ZI&’; ot (A=) W) —|—o((/\—/\0)”)> .

D’autre part, au voisinage de \g, nous avons :

(Jofew) (2, A) = (Jofeu) (z, o) + (A = Ao) (Jifeu) (z, Xo) + -+ + (A = A0)" (Ju feu) (z, Ao)
+o((A=20)")

~ -1 )
Comme (H1 — /\> feu = ﬁ (Jofeuw) (z,N\) et g ainsi que toutes ses dérivées sont & valeurs

scalaires, nous en déduisons que les coefficients de (A — \g)" pour i = — (n+1),--- ,—1 sont des
combinaisons linéraies de Jyf., -+, J, fe qui sont des opérateurs de rang finis. Par conséquent,

- -1
(H 1— )\) fe est un opérateur méromorphe de type fini. Multiplier par la fonction f. ne change

- -1
pas le rang des opérateurs. Nous pouvons donc conclure que f, <H1 - )\) fe est méromorphe

. 1
de type fini. Il en est de méme pour f. (Hg - /\> fe en remplacant W7 par W5 et les fonctions

f=F, f+ par les fonctions correspondantes pour Ha. Utilisant Uexpression de f. (H, — A) ™" f.

_ -1 N -1
en fonction de f. (H1 - )\) fe et fe (Hg - )\) fe, nous obtenons le lemme.
QED

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :
Lemme 2.3.8. Notons B l'opérateur de multiplication par B (z). Alors l'opérateur
J-eB(He = N)7" fe
est compact pour tout € < § et X € p(H.) tel que Im(X) # 0.
Preuve. Rappelons que B (z) ~ e *l7let A(z) ~ e "Il Ainsi, pour e < &, f_.B est un

r—too rz—+oo

opérateur borné sur [L? (R)] * et tend vers 0 aux deux infinis. Notons Hy =idiag(—1,1,1,-1) 9,

défini et auto-adjoint sur [H! (R)]4. Nous avons :

(He =N "' = (Hy =N "= (H, — N 'T?A (z) (Hy— \) ', (2.3.16)
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ou : )
2 (¢& 0
e-(G )
avec (< = 1 0 ) Nous avons donc :

foeB(He—N) "' fe=f_eB(Ho— N " fo— foeB(H.— N\ 'T?A(x) (Hy — \) ' f..

Utilisant une conséquence du lemme 1X.29 dans [73], les opérateurs A (z) (Ho — A) ™" et
f-eB (Hy—\)"" sont compacts. Comme B et (H,— \)~" sont bornés, nous en déduisons que
f-eB(H. — )\)71 fe est un opérateur compact.

Q.E.D

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section :

Proposition 2.3.9. L’opérateur fo (H — \)~" f. défini pour Im(\) > 0 s’étend de manicre mé-
romorphe a {\ € C | Im(\) > —¢} pour tout € < §.

Preuve. Nous avons :

(H=XN""=(H,~N)""+H-XN"im ( 0

_Id 0) B(x)(Ho— N (2.3.17)

(H—-N"" (1 —im (-% Ig) B (x) (H, — A)_l) — (H.o— N
Multipliant par f., nous obtenons :

fe (H—A)il fe (1 —im ((}d Ig) f*EB (.T) ffefe (Hc _)‘)71 fE) = fﬁ (HC_)‘)il fﬁ'

Comme f_B () f-cfe (Ho.— A\) ™" fe est compact d’aprés le lemme [2.3.8] Popérateur

1—1im (—(;d IS) foeB(x) focfe (H. — )\)71 f6> est de type Fredholm. Utilisant le lemme
cet opérateur est aussi méromorphe de type fini. Grace a la proposition 4.1.4 dans [42],cet
opérateur est inversible et son inverse est méromorphe de type fini et Fredholm. Comme 'opé-
rateur f. (H. — )\)_1 fe s’étend de maniére méromorphe pour Im(\) > —e, nous en déduisons
que f.(H —\)""f. s’étend de maniére méromorphe pour Im(\) > —e ce qui est le résultat
souhaité. Q.E.D

2.3.2 Extension méromorphe de la résolvante pour ’opérateur de Di-
rac dans ’espace-temps de Schwarzschild Anti-de Sitter

Rappelons qu’a harmonique fixée, nous avons :

1
HS™ = in°410, + (5 + 2) Y992 A (z) —mA°B (z), (2.3.18)
2
0l e 7 0.2 (¢ 0 9 (0 -1 o (0 1Id
ou Yyt = diag(—1,1,1,-1), 4Y4* = (0 _<2> ou (¢ = (_1 0 et v =i 1 o)
Dans la suite, nous noterons I'' = —9~! et T'? = 4942, Définissons aussi la fonction :
e, T~ —00,
e\T) =
fe (=) {C, x~0,
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ou C € R est une constante. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 2.3.10. L’opérateur f. (HZ" — )\)71 fe défini pour Im(\) > 0 s’étend de maniére
méromorphe a {\ € C| Im(X\) > —e} pour tout 0 < € < § ou k est la gravité de surface.

Preuve. Rappelons les comportements asymptotiques de A :
1
A(x) = 7+0(x), x~0
A(x) =Cae™ +0(e"), x~ —o0,
et de B :
-1
B(z) = ?—Fo(l), x~0
B (z) = Cpe™ +o(e"™).

Introduisons les opérateurs :

ou D, = —id, et :

I?(s+3)A(@)—my"B(z), =~0,
Vi(z) =4 1 0,.2

I?(s+ 1) A(z) + my%2?% z~ —o0,

I'?(s+3)A(z) —my'B(z), z~—o0,
Vo (2) = { T2 (s +3) A(x) +my 2, @ ~0,

I?(s+3)A(-z), z>0

Ces deux opérateurs sont auto-adjoints. En effet, utilisant le théoréme de Kato-Rellich, 'opéra-

teur H_ est auto-adjoint sur [H' (R)] *. Utilisant un raisonnement similaire & celui de la preuve

du caractére auto-adjoint de H;:™, nous pouvons prouvé que H est auto-adjoint en tant qu’opé-
rateur agissant sur [L? (] — oo, 0[)]4.

Introduisons les fonctions j_, j4 € C* (] — 00, 0]) telles que j2 + ;2 =1, suppj_ C] — o0, ¢],
suppjy CJb,0] avec b < ¢ < 0 et H = Hy sur le support de ji. Considérons maintenant
l'opérateur :

QN =j- (H- =N j_ 44 (He =N jy.

Nous avons :
(Hy" =X QA) =1+h(}),
ou :
h(N) = [Hy" -] (He =N e 4 [Hy" G (He = N7

Ainsi :

Joe (H3" = A) f-cfeQ(A) fe =1+ f-ch(}) fe.
Par conséquent :

fe(HED =N e (L foech(N) fo) = fQ () fe
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ou :

FQN) fo=jfe (Ho =N fej— +jufe (He =N fejs
f—eh ()‘) fe = f—e [Hrsr;n ]—] f—efe (H— - )‘)_1 fsj— + f—e [H;’,nvj-‘r] f—efe (H+ - >\)_1 fej—i-'

Extension méromorphe de f. (Hy — X) "' fo et foe [HE™ jy] focfe (Hy — N7 fojy.

D’aprés la proposition M Popérateur (Hy — )\)71 est compact, 'opérateur H, admet
donc un spectre discret constitué de valeurs propres qui n’admet pas de point d’accumulation
fini. D’aprés le théoréme spectral, cet opérateur est unitairement équivalent & 'opérateur de
multiplication par ﬁ sur un espace L? (o0 (H,)). Comme le spectre est ici discret, les seuls
poles de la résolvante sont donc les valeurs propres de 'opérateur. Comme les valeurs propres
n’ont pas de point d’accumulation, cette résolvante se prolonge de maniére méromorphe de type
fini & {A € C | Im(\) > —¢}. Nous en déduisons qu’il en est de méme pour f. (Hy — \) ™" fe et
foe [HE™ iy f—efe (Hy — )\)71 fej+ puisque [HE™, j4] est une fonction a support compact.

Extension méromorphe de j_ fo (H_ — N) "' foj_ et foc [HE™ j_] foefe (H_ —X) " foj_.

m

Introduisons fe qui est égale & f. sur | — 0o, 0[ et que l'on prolonge par 0. Remarquons que
[HZ™, 7] est une fonction a support compact.

Nous avons j_ fe (H_ —A)"" fej_ = j_f. (H- — A)"" f.j_. Lopérateur fo (H_ — \)~' f. ve-
rifie les hypothéses (2.3.5)) et (2.3.6) de la section précédente et envoie L? (] — oo, 0[) dans
L? (] — o0, 0[). D’aprés la proposition M nous en déduisons que j_ fe (H— — )\)_1 fej— s’étend
de maniére méromorphe de type fini & {A € C | Im(\) > —e¢} et il est Fredholm sur cet ensemble.
Il en est de méme pour f_ [HE™, j_] fcfe (H- —X)"" foj_.

Extension méromorphe de f. (HS" — \) " f.

D’apreés ce qu’on vient de voir, Popérateur (1 + f_.h (A\) fe) est méromorphe de type fini et
Fredholm sur {A € C | Im(A) > —¢} puisque f_.h (X) fe est compact grace aux lemmes et
1.4.9| et au fait que [HZ™, j4] et [HS™, j_] soilent & supports compacts. Par la proposition 4.1.4
dans [42], nous en déduisons que cet opérateur est inversible et que son inverse est méromorphe
de type fini et Fredholm sur {A € C | Im(\) > —e}. D’autre part, f.Q (\) fe est méromorphe de
type fini sur {\ € C | Im(\) > —¢}. Puisque fe (HE™ —A) "' fo = feQ(N) fe (L4 f_ch (V) fo) 7,
nous en déduisons la proposition.

QED

2.4 Formule explicite de la résolvante

Dans cette section, nous obtenons une formule pour la résolvante de notre opérateur a har-
monique fixée qui s’inspire des travaux de A. Iantchenko et E. Korotyaev dans [55] et [56].

Nous construisons dans un premier temps les solutions de Jost puis les solutions avec condi-
tion au bord pour toutes les masses m > 0.

Nous donnons ensuite une formule pour la résolvante qui n’est valable que pour une masse
telle que 2ml > 1 et 0 < 2ml < %

2.4.1 Solutions de Jost

Dans cette section, nous nous intéressons a la résolution de I’équation :

Hyp = Ao,
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ot AeC,Im(\)>0et:

Hm:r1Dz+(s+2

1

) 1°7?A () —=ma B (z),

avec I'l = diag (1,—1,—1,1), les expressions de 7’72 et 7° étant données dans (1.2.26). Plus
précisément, nous allons chercher des solutions de cette équation ayant un comportement prescrit
en —oo. Ce comportement nous est donné en regardant tout d’abord ce qu’il se passe pour
H, =T!D,. Les solutions de I’équations :

Hc‘Pc = /\Qpca

P1,c
N 2 s , .
ol . = P2.e , vérifient les équations :
§03,c

P4,c

Toute solution est une combinaison linéaire des fonctions suivantes :

eire 0 0 0

0 e~ iAT 0 0

wl,c ({ﬂ) - 0 3 7/}2,0 (-73) - 0 5 qzbS,c ($) = e—i)\z 5 w4,c (iﬂ) = 0
0 0 0 eiAe

Nous chercherons des solutions 2, ¢3 & I’équation
H,opo=Xp

telles que
Y5 ~ wi,c

en —oo. Nous avons alors la :

Proposition 2.4.1. Pour tout X\ € C tel que Im (\) > 0, il existe des solutions 2,3 & l'équa-
tion :

Hm‘P = )\(P
telles que :
0 0
—i\x 0
P2 _':o 0 ) ¥3 _NOO e—iAT
0 0

De plus, nous avons :

eImNz [ HVm(t)Hdt7

Im(\)z o JZ Vi (B)lldt
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Preuve. Nous prouvons la proposition pour ¢s, le cas de @3 se traitant de la méme maniére.
Notons :

Vi () = Hy — H, = ( n ;) 70924 (&) — m1°B (z).

L’équation se réécrit :
Dpip = i () — iV, (2) o ().

Nous introduisons la matrice fondamentale de solutions :
Mc (117) — dlag (ei)\x7 e—i)\x7 e—i)\a:7 ei)\z) ,

qui vérifie ’équation :
0y (M) () = iAL' M, () ,

ainsi que les relations

Nous calculons :

aac (Mc (755) ¥ (llf)) = *’L./\Fl./\/lc (755) ' (I) + Z)\Mc (71’) Fl(P (:C) - iMC (756) Flvm (I) ¥ (I)
= —iMc (—33) Flvm (:L‘) ¥ (:L‘) :

Nous considérons 1’équation intégrale associée a la derniére équation :

0
1 "
M. (~a)er ()= | | —z/ M, (=) T2V, (8) 0 () dt.
0 o0
Ceci donne :
0
—iAx x
pale) = | Ty | i) M@0V O )ar
0

Nous cherchons une solution de cette équation sous la forme :

P2 (2) =Y o (x).

n=0

Nous obtenons ainsi les équations de récurrence suivantes :

Pomin (2) = —i / Mo (@ — ) TV (£) gon (£) dt.
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Comme Im (A) > 0, nous avons :
IMe (2 — 1) < eV

ou la norme est le supremum des modules des coefficients et ¢ < z. Nous allons montrer par
récurrence que [|g2 ., (z)|| < emM* L, (ffoo 1Vir, (]| dt)n pour tout n € N.

En effet, ceci est vrai pour g3 .

Nous supposons ensuite que ||z, (z)| < eIm()‘)“"% (ffoo 1V ()] dt)n pour un certain n € N.
Alors :

0
[e2,nt1 (@) S/ [Me (z = ) TV (t) 2,0 (1) | dt

v : 1/t "
< [ emoveoy, @l ([ e
— 00 n. — 0o

Im(\)z ¢ 1 9 ! ! ! e

Im(A 1 ‘ n
= e m( )Jm (/ ||Vm (t)” dt) 5
: —00

puisque V,,, = (s + %) v°v2A (z) — my°B () est exponentiellement décroissant en —oo donc
intégrable. Ainsi, la série po () = > @2, (x) est convergente ce qui nous donne une solution de
n>=0

I’équation aux valeurs propres. En outre, nous obtenons I’estimation :

o ()] < Mzl Za IV ®llat

QED

2.4.2 Solutions avec condition au bord

Dans cette section, nous nous intéressons tout d’abord a ’existence de solutions de I’équation :
Hpypo=Xp

dans le cas 2ml < 1. Dans ce cas, ces solutions doivent vérifier la condition au bord :
(2t + ) el = o (V)

qui peut se réécrire :
(o1 +¢3) (@) = 0 (V=2))
(2 = 0) (@)] = o (/=) -

Nous allons prouver la :

Proposition 2.4.2. Nous supposons que 2ml < 1 et que A € C est tel que Im (\) > 0. Nous
pouvons alors trouver une solution ¢ de l’équation :

Hyp=A\p
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telle que ||(v* +i) ¢ (z)|| =0 ( (—x)) De plus, nous avons Uestimation suivante :

6C Tm(s+l
> o (@)|| <AN (=2)™™ o pmtit)e

n=0

pour tout x €] — 00, 0[, avec N = 2max(|c|,|d|), ot ¢ = lirr%)% (=)™ (p1 — @3),
z—
d = liir%)% (=)™ (02 + ¢4), et Cam = max _(|Al,|m(B(z)+ é)| A (@)]). Lorsque © —
s ,

z€]—00,0[
—00, nous avons l’estimation :

lp ()| < Ce T2,
Preuve. Tout d’abord, nous réécrivons 1’équation sous la forme :
1 L\ 0.2 0
Hpo=Xp e T'Dyp+ 3—1—5 Yy A () —my B (x) = Ap
1
& Oz +1i (s + 2) Y92 A (2) ¢ —imA' B (x) p = iAT g
ml . L\ 12 o1 ! S\l
¢>3m<p+z?vg0+z 5+§ Yy A () o —imy )+ —)e=il"p
ml 1 1 A2

S Opp +i— 'y(p—z)\f‘ —1 s+2 A(x) o +imyt

Notons :

X

1
Vam () = iAL! — (8 + 2) VNP A (x) +imy ( ) + l)

V,m est maintenant borné au voisinage de 0 d’aprés ([1.2.35)). L’équation que nous allons étudier
s’écrit alors de la fagon suivante :

.ml
Oz + z?’ylw = Vam () . (2.4.1)
Nous commengons par étudier I’équation :
.ml

Introduisons les matrices :

1 0 1 0 10 1 0
1 —
S L N e E L
2|1 0o 1o 2|1 0 -1 0

0 -1 0 1 01 0 1

Nous avons alors :

ou :

o O O
SO O
o
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Nous obtenons alors :

(=)™ 0 0 0
B 0 (—)™ 0 0 .
/(/) (flf) - P 0 0 (_x)—ml 0 P wfl
0 0 0 (=)™

ol t_1 est une condition donnée sur la valeur de ¢ en —1. Vérifions que nous obtenons bien une
solution :

—ml (=)™ 0 0 0
0 —ml (=)™ 0 0 1
B =P . Pl
¥ () 0 0 mi (=)~ 0 (GBS
0 0 0 ml (=)™
—ml ()™ 0 0 0
0 =ml (_gym! 0 0 .
= P -z P —
0 0 ml ()~ 0 V-1
0 0 0 mh ()™
(=)™ 0 0 0
ml 0 (—z)™ 0 0 1
x 0 0 —(—2)™ 0 ¥
0 0 0 —(—z)™
(=)™ 0 0 0
ml (I, 0\ .1 0 (—)™ 0 0 1
=—p pp Py
x (0 —fz> 0 0 (—z)™ 0 Y1
0 0 0 (—z)~™
ml
= —Z?’Y Y (z)
Notons :
—x 0 0 0
( )ml
ml
My@=p| O GOm0 0
0 0 (-2 0
0 0 0 (=)™

Nous avons :
_ 1
Mo(e)" = Mo (1) Mo(-1) =1

Mo () =~ Mo ().

Cette derniére égalité se prouve grace a la forme diagonale de ' et le fait que les deux matrices
diagonales commutent. D’autre part, nous avons :

o o0 (2)) -t 2)
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Ainsi, si ¢ est solution de (2.4.1)), alors :

0. (Mo (3 ) 0@) =i Mo (3 ) ol0) ~ 2o (3 ) e @)+ Mo (3 ) Vi (00 0

= My (;) Vam () @ ().
Nous calculons :
(l)-
1 0 1 o0\ [(—=z)™™ 0 0 0 10 1 0
1o 1 o0 1 0 (—z)™™ 0 0 01 0 -1
211 0 -1 0 0 0 (—z)™ 0 10 -1 0
0 -1 0 1 0 0 0 (_x)ml 01 O 1
(—z)~™ 0 (-»)™ 0 10 1 0
1 0 (—z)~™ 0 (—o)™ o 1 0 -1
T2 (—) ™ 0 — (=)™ 0 10 -1 0
0 — (=)™ 0 (=)™ /) \0 1 0 1
(_x)—ml + ( x)ml 0 ( m)—ml o ( x)’ml 0
:1 0 ( x)—ml + (_l‘)ml 0 _( x)—ml +( x)ml
9 ( :I:)—ml ( x)ml 0 ( )—ml+( x)ml 0 l
0 (=)™ + (—a)™ 0 (=)™ + (—z)"
D’ou l
<—x>"”j (1 +03) + (=2)™ (1 = 3)
1 _ ! (=)™ (p2 = pa) + (=2)™ (P2 + ¥a)
Mo (93) YT (—x) m (p1+p3) + (—m)m (3 — 1)
(=)™ (g1 — p2) + (—2)™ (02 + p4)
l

Utilisant les conditions au bord, les fonctions (—z) ™™ (¢1 + ¢3) et (—z) ™ (g2 — ¢4) tendent

vers 0 en 0. Utilisant ([1.3.47)), nous voyons que %(—J;)ml (p1 — @3) et %(—aﬁ)ml (p2 + p4) ad-
mettent des limites finies que nous notons ¢ et d respectivement, pour des constantes c¢,d € R.
Comme V), ,,, est borné en 0, nous pouvons en déduire I’équation intégrale suivante :

c

Mo(3)e@=| L]+ [ M0 (F)hm0e@a,
d

qui donne :
A !
¢ () = Mo (x) N /0 Mo (z) My <t> Vaym () ¢ (2) dt.
d

Remarquons que :



De nouveau, nous cherchons ¢ sous la forme :

n=0
c
d N . .
avec @ () = Mo (x) . Nous obtenons ainsi les relations de récurrence :
v —c
d

Oni1 (z) = /O " Mo (—%) Vi (£) on () dt.

Afin de prouver 'existence de solution & ces équations, nous calculons Mg (—%) Va,m (t) ot :

()

L (A (0" (7)) —m B+ ) (07 - (7))
204 (<D A0 (O™ + ().

s (A (M- @) - mBO (O™ ()
11 (is+H A0 (O™ -3™)).

123 (1D a0 (@™ +@™™),

225 (- ()" () ) —m O (O™ - 0))
523 (i+ A0 (O™ -0™))

125 (I ()" =) ) rmEO+H) (O™ )
133 (- (07 (07 -mBO+ ) (0 (7))
23 4 (i(s+3) 40 ()™ - (5™)).

33:3 (- ()" + (D)) —mBO+H (O™ -G)))



133 (5i+ A0 (O™ + ) ™),

(i Ham ()™ - @),

244 (A ("= () ) +mBO+H (B )
3454 (i+HA0 (O™ +(3) ™),

a3 (@™ @) —mBo ) (G- (™)

Nous réécrivons ceci en introduisant la matrice :

—m (B (t) + 1) 0 i) i(s+ 1) A®)
Wam (.) = 0 m(BO+Y i+ Am

i\ i(s+3)A®t) —-m(B@t)+1) 0
i(s+3)A) i\ 0 —m (B (t) +§)

Nous obtenons :

T

o) vim@= 5 (24 () ) i
() @) Wi

Notons N = 2max (|c|,|d|) et Cx,, = I]nax o (Il |m (B (z) + £)|,|A(x)|). Montrons par
re|—oo,

récurrence que pour €] — 0o, 0], nous avons :

ony (@) < N (—z)~™ L (“m(” <—w>>

n! 1—2ml
Spn,l
S _ | ¥n2
pour tout j =1,---,4, avec ¢, = .

©n,3
Pn,4
Ceci est vrai pour les composantes de g puisque :

2(—z) ™ e
oo (z) = (22((2)%6) .
2(—z) ™ d
Supposons que ceci est vrai pour les composantes de ¢,,, alors :
eena@ =5 ([(A(E)" (D)) -m(Bo ) (7)) om0
+i (s + ;) Al(t) <(9tc)ml + (f)_ml) Pn,2 (t)
(6= 6 (o) (G 6wt
+i <5 + ;) A(t) <(f)ml - (f)_ml) Ona (t) dt>



Dans cette expression, nous pouvons majorer :

(G () = (o= ) (G- () )

o ((5)"+())
ainsi que :
(e3)am () ()7)

Nous obtenons :

1 0 x\ml x\ —ml
lent1,1 ()] < 3 (/x 2Cx\m <(t) + ?) ) Pn1 (1)

)
(070 (F (G o)
< ﬂ (6Cxm (s + %))HH (/IO (=)™ (=)™ 4 (=)™ (—p)" dt)

Cette derniére intégrale vaut :

0
(_t)n+172ml ‘|
x

Cn+1-2mi

0
/ (7x)ml (7t)n72ml + (7x)7ml (715)” dt — (7m)ml

(_t>n+l 0

n+1

+(—z)™ [—

(_x)n+1—ml (_x)n—&-l—ml

+
(n+1)( _%) n+1

€T

omme == < 2ml, nous avons 1 — =% > 1—2ml et —57 < +—=—. Comme 0 < 1—2ml < 1,
¢ 2ﬂ<2l ! 2Ti>12l 1—1—<1§mzc 0<1-2ml<1
n+1
ﬁml > 1 et nous obtenons :
0 l 2ml ! 9 . l
— m —t n—2m _ —m —tndt< B " .
o e ) ) e < e g (<)
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Par conséquent :

“pn+1,1 (‘T)| <

N (—aj)_ml 6C\m (S + %) e n+l
(n+1)! 1—2ml (=2)

Nous pouvons faire de méme avec les autres coefficients. Nous en déduisons que la série > ¢, (x)
n>=0
converge et que :

—ml GCx,m(SJr%)
Zcpn ()|| AN (—z) "™ e 12w T
n=0
D’autre part, les conditions au bord sont bien vérifiées. En effet, regardant I'expression de g
nous voyons que ¢g.1+¢o,3 = 0 et ¢ 2 —¢o 4 = 0. De plus, d’aprés la récurrence, nous savons que

J

la norme de ¢; pour tout j > 1 est majoré par une constante multipliée par (—x) ! Comme

j—ml .1 .
ml < %, nous en déduisons que % = (—z)’" 2 ml —>0 0 et que la condition au bord est
T—

_1;)5

vérifiée.
Nous souhaitons maintenant obtenir une estimation de la croissance de ¢ en —oco. Notons H, =
I''D, et V,, () = H,, — H.. Nous venons de prouver 'existence d’une solution de 1’équation :

Byip (x) = iAo — il Vi, () @ () -
Etant donné la valeur de cette solution en —1, par exemple, que nous noterons ¢_1, cette solution
peut aussi s’écrire :

o(z) = 1eff1 IALY =TV, (t)dt
_ 1ei)\F1(z+1)7iF1 JE Vi (t)dt
Pour tout x < —1, nous avons alors :
1e||i>\1"1(z+1)—i1"1 S Vi ()at ||

[l (@)l < ¢
< = Im(A) (@+1)+ [ [ Vin (8)|dt

p-1€
Comme V,, est intégrable sur | — oo, —1[, nous avons :

o (z)]| < @_le—Im(/\)+f:;|\Vm(t)Hdte—Im(/\)x.

—Im(\)+ L |Vin (8)|Idt

En notant C = p_e , nous obtenons 'estimation voulue. Q.E.D

Nous nous intéressons maintenant au cas 2ml > 1. Nous avons la :

Proposition 2.4.3. Supposons que 2ml > 1 et que A € C avec Im (X) > 0. Il existe une solution
de ’équation :
Hppp = /\4,0

qui tend vers 0 en 0. De plus, nous avons l’estimation :

ml — s+
o (2)]] < AN (=)™ e=6Crm(s+3)

)

ot N est une constante positive et C ,, = I]nax [(|)\| ,m |B (x) + £| A (2)|). De plus, nous
xr€]—00,0

avons la méme estimation que dans la proposition précédente :
e ()| < Ce™ M7,

lorsque x est suffisamment petit.
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Preuve. Nous pouvons refaire le raisonnement du début de la preuve précédente et nous obtenons

de nouveau I’équation :
1 1
893 (Mo (x> Vo) (1')) = MO (Z‘) VA.,m (:L’) 2 (:L’) .

Nous obtenons cette fois-ci I’équation intégrale suivante :

e@ =M@ | o |+ [ Mo (=) D001t
—b

ou a, b sont deux constantes réelles. Comme précédemment, nous cherchons ¢ sous la forme d’une

série :
o ()= on (),
n=0
avec .
a 2, (_x)7rzl
B b B 2 (_x)ml
®o (.’E) = MO (.’L‘) a - 24 (_x)ml s
-b 2 (_x)ml

et les équations de récurrence :
¢ T
pra (@) = [ Mo (=F) Vi (0 on (0.
0

Pn,1

Ecrivons ¢, = | *™? |. Notons N = 2max (|a|, |b]) et Cy ,, comme dans la proposition. Nous

©n,3

9071,4
allons montrer par récurrence que :

fons @] < N ()™ 1 (600 (5 3) ()

pour tout 57 = 1,--- 4. En effet, ceci est vrai pour les composantes de py. Supposons que
les composantes de ¢, vérifient ces estimations. Alors, comme dans la démonstration de la
proposition précédente, nous avons :

onna @1 <3 ([ 200 ()" + (2) ™) na @
s () (7 + ) st
w20 ()" 4 ()" )esr0nn ()7 + (7)) ensar)
< 3Cxm <s + ;) /: ((f)ml + (?)ml> (fj' <6Cm (s + ;))n (—t)"+ml> dt
)

<N (GCA,m (s +% )W ( /z ' (=)™ (=t)" + (=)™ (=) T2 dt)

= 2n!
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Cette derniére intégrale vaut :

0 _ n+1
/z (7x)ml (7t)n + (7x)7ml (7t)n+2ml dt _ (7x)ml o ( nt—)‘r -
. (7t)n+l+2ml
+(=2) l T n+1+2mi

(_x)nJrlerl (_x)nJrlerl

n+1 n+1+2ml’
Comme n + 1+ 2ml > n + 1, nous en déduisons que :
L1 1 fa
enna @] < N (0™ s (60 (s 5 ) (-]
La derniére estimation suit du méme raisonnement que celui de la démonstration précédente.
Nous obtenons ainsi la proposition. Q.E.D
2.4.3 Formule de la résolvante

Dans cette section, nous noterons v la solution de Jost correspondant & 3 et ¢ une solution
avec condition au bord. Nous cherchons une solution u & ’équation :

(Hop — N u=f

avec f € L% (] — 00,0]).

Intoduisons les états 1) = (—i) 7972720 et @ = (—i) Y2y 720 ot 4%, 41, 42 sont les matrices de
Dirac donnée dans ([1.2.24). Enfin, notons a = @1e — 102 + @3ths — Y304, = @13 — 13 +
P210s — Paipy et

0 Q 5 0

_|—a O 0 B
Mas=15 0 0 a
0 -8 —a 0

Nous pouvons maintenant donner la formule suivante :

Proposition 2.4.4. Considérons la fonction définie par :

R (2,5,3) = (0 (@) 6" (4) + (@) ' (9)) Mz 5T 1) (9)
+ (¥ (@) (1) + 6 (@) ' (1)) M 5T o ().

L’opérateur intégral donné par :

vérifie
pour tout f € [L? (] — oo,()[)]4.
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Preuve. Rappelons les relations vérifiées par les matrices de Dirac :

V=% A =0, 1K <3 MY Y =2¢"1, 0< v <3

I (=) %1% = (=7%71) (=) 7°7'Y° = (=) "' 9%yt = (=)' (")
= (=i)7"y'y’T!
7 (=) 707" = (=) (=719 07?) = (=) 20y a0
7’ (=) 7°v'? = (=) (1°71%9%) = (=) 7071
v (=)0 = (=) (1) = (=) A0
ou :
0 0 0 -1
0 01 0
0 1.2 _
(=) 0 1.0 0
-1 0 0 O
Par conséquent, si x est tel que H,,x = \x, alors H,, (—i)7°v'v%x = A (=i) v%91v2x. De plus,
comme les conditions au bord s’écrivent H (*y + z) XH =0 ( ) et que (—i)vy"y'y? commutent
avec v! et est unitaire, nous en déduisons que (—i)y%y!y?y vérifie aussi la condition au bord.
U1 P1
_ | ¥ _ | 2 .
Notons @ = et p= . Nous obtenons alors :
V3 ®3
o %4
—thy
b= (=)' = i?)
2
—i
—P4
&= (- "'y =| 7
P2
—¥1
Nous calculons :
P1 11 12 o1z 1

ovt = | #2 (1 2 s ) Qa1 path2 pathy P2ty

©3 @31 P32 P33 3y
V4 ©a1 Paa a3 P4y
wl 1/)1301 1/)1302 1/J1303 1/)1<P4
T | e awpe oz Yoy |
Ve 3 (b1 w2 w3 1) P31 Y3p2 P33 Y3y |
(o a1 Yap2 Va3 Papy
— P4 P4t —pa3 —paths @4ty

STt ws |/ ooy | estha w33 w32 —wsin
i V2 (=ta ds w2 =) = —pathy  path3  pathy —2thy
-1 PL1s —p1¥3 —p1e 1
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—1hy Yaps Va3 —Papar Papr
s | vs | ‘ ooy | Yses Usps dsp2 —Yspn
Ve o (—es 93 w2 ) —thopy  Pap3  thapa  —thapy
=1 Yo~z —Yipe i
Nous obtenons donc :
0 P12 — P12 P13 — P13 P1Ys — P1a
ot — gt = Pah1 — Yopn 0 P23 — thaps  Paths — thaps
P31 — P31 P3tha — P32 0 P34 — P34
©ath1 — Pap1  Patha — a2 Path3 — Pap3
0 p3tha —P3pa Pa0a — Papa pathr — Papr
GOt — Pt = a3 — Paips3 0 32 — Y3p2 P13 — Y13
a2 — Yapa P23 — Yaip3 0 P12 — Y12
P14 —Proa 31 — o1 a1 — o 0

Notons a = @192 — V192 + p3ths — P304 et B = 193 — Y193 + P210a — Paipy. 1l vient :
0 a p 0

t t o~ Tt Tt _ | & 0 0 Bl _
PV g = gy g o | T Mas
0 - —a 0

Rappelons que ¢, ¥, ¢ et 15 vérifient H,, o = A\p, Hp,tb = M), Hpp = Ap et Hmiz) = )\1/;. Nous
pouvons réécrire cette équation sous la forme :

Ozp () = Vk,m (z) ¢ (),

ix i(s+3)A(x) —mB (z) 0
D@y = [T A@ i 0 mB (@)
m " mB () 0 —i) i(s+3)A)
0 mB(x)  —i(s+3)A(x) iA

Pour les coordonnées de ¢, nous obtenons les équations :

1

00 (2) = N1 o)+ (54 5 ) A 022 o) = mB () pa o),

Ouga (2) = ~ixga (2) — i (54 3 ) A@) 1 (0) 4 mB (2) 1 ().

Ouga (a) = ~iNa o)+ (54 3 ) A ) s (2) = mB ()01 (o),
Oua(a) = g ()~ (54 5 ) A(o)a (0) + B () 2 ).

Les mémes équations sont vérifiées par les autres solutions. Vérifions que « et 8 sont indépendants
de x. Nous avons :

Opx = 0y (1) Y2 + 0105 (¥2) — 0 (V1) 02 — V10, (02) + Oz (¢3) a4 + 0304 (14)
— 0y (3) 4 — V30,04
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= (z)«m +1 (8 + 1) Apg — mngg) g + 1 (—z)\wg —1 (8 + ) Ay + mB¢4>
- (Z)\% +i (S + > Arpg — mb?)) w2 — Py (—@)\@2 —1 (8 + ) Apy + mB<P4)

(—z)\gog +14 (s + ) Apy — chpl) vy + @3 (z)\w4 —1 (s + > Az + mb2>

- (-Z)\% +i (8 + ) Atpy — mb1> 04 — P3 (2/\<P4 —i (8 + ) Aps + mB<P2>
= (P12 — P12 — Y192 + V12 — Y3104 + P3ths + PY3pa — P3pa) IX

+ (2102 — P11 — Yawpa + Y1p1 + parths — p3ib3 — Yaps + P3p3) i <5 + ;) A

+ (—patha + 14 + P32 — Y19s — @104 + @3tha + P14 — P3pe) mB
=0

et :

x5 = 03 (1) V3 + 0105 (V3) — 0z (V1) o3 — 105 (93) + Oz (02) Ya + 0205 (¥a)
— 0y (1/12) P4 — 1/)25 ( )

= (Mcpl +1 (8 + ) Apgy — mBgo:;) Y3 + @1 (—Z)\wg +1 (8 + ) Apy — de)l)
- (Mwl +i <8 + > Arpy — mBT/)s) w3 — Y1 <Z/\803 +i <$ + > Apy — mB<p1>
(—z)\cpg —1 (S + ) Apy + mBg04> vy + P2 (z)n/z4 —1 <s + ) U3 + mbg)

- (—M% — i (8 + ) Ay + mb4> P4 — P2 (th —i (5 + ) Aps + mB<P2)

= (13 — P13 — P13 + Y193 — Y204 + Paths + Yoy — Paps) iN
1
+ (2103 + Y1904 — P23 — Y194 — 14 — P2tP3 + Y1ps + 1Paps) i <5 + 2) A

+ (=313 — 191 + Y303 + V1901 + Qarhs + pa)e — Paps — Pap2) mB
=0.

Calculons le déterminant de M, g. Nous avons :

det ( aﬁ)z—adet((_g 8 g))—&—ﬁdet((_g 8 oﬂz))
0 —a 0 0 -8 0
:—a2det(<_ §>)+52det(<_g a))

:_a2 (_a2+62)+62 <—062+ﬂ2)
= ((a=B) (a+8))".

= R
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Cette matrice n’est pas inversible si @ =  ou @ = —f3. Nous allons voir que ceci n’est pas
possible. Pour cela, supposons, par exemple, que o« = 3. Nous posons :

T F@) = [ (@0 W)+ 5@ W) Wy

— 00
0 ~
+ [ (p@¢t W)+ 9@ ¢ 1) £ ) dy.
Alors Ty, (M) est un opérateur dont le noyau est donné par :

T (2,9, 0) = (@) 6" (4) + 6 (@) B (1)) 1) (9) + (¥ (2) ' (1) + D (2) 8 (1)) Dy (9) -

Nous obtenons alors :
Hp (T (V) f) () = / (B () @)% ) + Hon (8) (@) () £ )y
< (Hm )+ H (8) () 2 ) £ () dy

(2) 3 (@) 0" (1) = 6 (@) ¢' (2) = D (2) ¢' (@) f (=)
:)\Tm()\) ()—zl“ My of ().

— Tt

/_\

Nous pouvons alors choisir une fonction v € L? (] — oo, 0[) et prendre f = v _11 de sorte que :
0
0 o a 0
—a 0 0 «
Moaf = —a 0 0 « f=0.

0 —a —a 0

Nous aurions ainsi trouvé un vecteur propre pour la valeur propre A ce qui est impossible puisque
notre opérateur n’admet pas de valeur propre. Nous pouvons faire de méme losrque @ = —f3.
Nous pouvons maintenant donner ’expression du noyau de la résolvante :

R (2,9,0) = (1 (@) 0" (4) + ¢ (@) ' () ML 5T ) oo (9)
+ (w ()" (y) + ¥ (x) ' (y)) M, i g, o (y) -

L’opérateur correspondant est défini par :

0
R (V) f (2) = / R (2.9 0) £ () dy.

Utilisant le calcul de H,, (T5, (A) f) (z), nous en déduisons que :
o (B (M) ) (2) = ARy (N) f () — T Mo s M 5T £ (2)
= ARy (A) f () + f (2).
Nous avons donc obtenu un opérateur R,, (A) tel que :
(Hm = A) (B (M) f) (2) = f ().
Q.ED
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Nous prouvons maintenant que notre résolvante est bien définie sur les espaces de Hilbert qui
nous concernent :

Lemme 2.4.5. L’opérateur Ry, (\) est borné de HZ:" dans lui-méme.
Preuve. Nous avons vu dans que, pour tout = €] — 0o, 0[, nous avions l’estimation :
Y (2)]| < Nz S IV (D)lldt
Soit € > 0. Nous déduisons de l'estimation précédente que, pour tout & €] — 0o, —e[, nous avons :
[ (2)]| < Cop ™M
D’autre part, pour tout & €] — €, 0[, nous avons :

1Y (2)]| < Nz o STV (®)lldt+[2 ([ Vin (1) || d2

? | mtlae
<C€’m€f*5 t | .

/ n’zl‘ we / pdt = —mlin (~)]7, = In ((—>m> ,

nous en déduisons que :

Comme :

19 @) < Cem (=)™

sur | — ¢, 0[. Remarquons que 1 est donc dans L? (] — 0o, 0[) pour 2ml < 1 (mais ne vérifie alors
pas les conditions au bord, sinon non aurions un vecteur propre). D’autre part, rappelons que
pour 2ml < 1, nous avons les estimations suivantes :

AN (—z) ™ =60 m(st3)e

Ce—hn()\)x’

lp ()]
lp ()l

ol la premiére inégalité est prise proche de 0 et la deuxiéme quand z tend vers —oo. Dans le cas
2ml > 1, nous avons les estimations :

)

<
<

AN () e 0Cnun(a4)s

Ce™ Im(\)z )

)

le (@)l
lp ()]

NN

Rappelons que :
Bon (2,9, 0) = (9 (@) 0" () + 3 (@) 0 (1) Mg 5T 1) (9)
+ (¥ @) ¢ 1)+ @) ¢ (1)) My hiT o (v)

Nous allons tout d’abord nous intéresser au cas 2ml > 1.
Nous remarquons tout d’abord que, dans cette formule, x et y jouent un role symmeétrique.
En effet, 1)_oc o[ (y) = Ljy01 () et Lz 0 (y) = 1j_s,y( (7). Nous nous concentrerons donc sur

ffoo R, (x,y,\) dy qui s’écrit :

/0 R (2,y,\) dy = /z (@ ()¢ (y) + ¢ () ' (y)) M, il dy

— 00 — 00

+ /: (w () ¢" (y) + ¢ (x) ¢ (y)) M gl dy.



La fonction v est intégrable sur | — oo, z[ et la fonction ¢ est intégrable sur |z, 0] donc cette
intégrale est bien définie et est bornée pour tout z dans un ensemble compact de | — oo, 0[. 11
nous faut donc étudier les limites quand x tend vers —oo et 0 des deux intégrales précédentes.
Nous avons :

H/m V') dyH <[ It wlay

. /m 2€1m()\)ydy _ : 2()\) eIm()\)w.
m

— 00
z 4 JZ MV (B)]1d2
En effet, [*_||Vi, (¢)]| dt tend vers 0 en —co. Par conséquent, e/ < 2 pour z suffisam-

ment petit. Utilisant les estimations sur ¢ (qui sont vraies pour tout m > 0), nous en déduisons
que ffoo (ap (x) Yt (y) + @ (x) Pt (y)) M;l iT'dy est borné en —oo.
Soit A > 0 tel que [|¢ (2)]| < Ce™ ™M pour 2 < A. Alors, pour tout 2 < A, nous avons :

0 0
‘/ @t(y)dyué/ l¢" (v)]| dy
A 0
< [ cemmay s [t )y
x A

C — 1lm xr — 1m O
= Im(/\) (e ) —e ! (A)A)+[4 H‘Pt (y)de

Comme ||t (z)|| < e™M* en —o00, nous obtenons bien que

/: (¢ (z) @' (y) + 0 (z) @ (y)) M;};ifldy

est borné en —oo.
Nous étudions maintenant la limite en 0. Nous considérons = €] — oo, 0[ suffisamment proche de
0. Nous avons :

0 0
/ ¢t<y>Ma,gz’r1dyH< [ lewlay
xr xT

0
<[ ceuay

(—y) ™
14+ ml

0

=C =C (=)

x

Comme || (z)|| < C (—z)~™, nous obtenons :

/ (5@ ¢ ) + 5 (@) # (1)) Moy < 2C (~a).

qui est donc borné en 0. D’autre part, soit € > 0 suffisamment petit. Nous avons :

—€

H / ;W <y>Ma‘,}aiF1dyH < / e @)ldy + [ 14 ()| dy

< / W @ldy+ [ C(—y) ™ dy
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S ||¢(y)||dy+0{—(‘1y,’1,;lm}i, sioml#1
Joo e @)l dy+ C -t (=)}, st mi=1
{f Sl @y +c (S - G2) s st mi£1
S e @) dy + € (n(e) = (=2)), si mi=1

C (—x)ml, nous en déduisons que :
[ (p@wt o)+ o W) b

_ 2 e ||dy+C(<jlm"l” - (*fj:l"”)), sioml#1
S 2™ (SL e @)l dy+ C (n () ~In (=), siomi=1.

Ceci prouve donc que [*__ (gp ()t (y) + @ (z) Pt (y )) Bzfldy est bornée en 0. Nous pouvons
maintenant appliquer le lemme de Schur pour prouver que R, (\) est un opérateur borné de
L? (] — 0, 0[) dans lui-méme.

Nous passons maintenant au cas 2ml < 1. Dans ce cas, ¢ est intégrable en 0 mais n’est pas
bornée. L’argument précédent ne marche pas en 0. Rappelons que :

xT

Ru W £ (@)= [ (06" ) +5(2) 3 ) M4 f () dy

+ /: (w () o' (y) + 1 (z) @ (y)) MZLITf (y) dy,

et que 1) est une fonction L? ne vérifiant pas les conditions au bord. Soit ¢ > 0 petit. Nous
calculons :

0
N

—€

| (o0t )+ 5 @) 3 ) MobiT T ()

— o0

2
dx

0
[ (@6 )+ 5@ 1) Mok ] )y

([

0

(w )¢ () + 9 (@) (4)) M 5T f (1)
<o L[ el ot i)

(/ Il @l @)1 (v ||dy) dm)

( I @) 1812 1 ooy

1 @)1 1l gopye 1 Ty )
<812l —copp 1¥130m 115

m Hom,

2

[ (o0 )+ 6@ 3 ) Mz bir' s () dy

— 00
2
dy dm)

+

149



D’autre part, nous avons :

18)-e-etRn Q) £y = /__oo
0

+/ (w (2) " () + ¥ (2) &' (y)) M LT f (y) dy

<2 (/_

0
[ (2@t @)+ 9(0) ' 1) M T £ () dyds

<4</m (/ i @) [« >H||f(y)|dy>2
i (/ I @I |e* | 1F W) dy)2dm> |

Etudions le premier terme de cette somme :

[ @i wiisona) = [ ([ (e on?) o)
<[ ([ te@iiewnar) ([ le@iiewiis ik i) d

Comme dans le cas 2ml > 1, nous pouvons montrer que [*_[|¢ (z)] [[¢ (y)| dy est borné sur
] — 00, —¢€[ (en —e¢, il n’y a maintenant plus le méme probléme qu’en 0). D’autre part :

/__E /_r ko @)1 1% @)1 Lf @)1 dyda

0 0
— [ B @I @IS 1P 1t ) o (2 dids

-/ °OO et 017 G 1 )1 / e @l iz ) dy

Comme ¢ est intégrable en 0, |7 (v)|| (ff [l ()] dx) est borné en —e. Grace a la décroissance

/_g; (90 (2) ¥ (y) + ¢ () ¥ (y)) M LT f (y) dy

2
dxr

2

| (e@w )+ 603 ) M ir s ) dy

)

+

de 1 en —o0, nous pouvons montrer, comme dans le cas 2ml > 1, que ce terme est aussi borné
en —oo. Nous obtenons donc :
2

[ ([ te@ller s o) < s

Nous nous intéressons maintenant au deuxiéme terme de cette somme et nous avons :

/_6 </ % @) |l¢" @] 1f (v ||dy) <2 (/: (/x_e Ty |f(y)||dy>2
i (/ 1 @) e @I L @) dy)g dx) |
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Le deuxiéme terme est borné par :
2

—e€ 0
/ (/ |w<z>||||so<y>||||f<y>|dy) < Il 1012 e opys 1 1sn

—0o0

Pour le premier terme, nous avons :

[ ([ w@lewnisol dy)2
<[ ([ w@irewia) ([ 1e@lleel s o) d.

Sur | — oo, —¢[, [ “[|% (z)|| I (y)|| dy est de nouveau borné. Il reste donc & borner :

[ [ @iiewiis i v
0 0
= [ @ @ G b )1 o)

= [ eieen ([ 1o @i ) a

Comme précédemment, le terme ||¢ (v)]| (fi’oo I ()| da:) est borné sur |—oo, —e[. Nous obtenons

donc :

—€ 0 2
[ ([ @il ol ia) <ol

Par conséquent :
2
H]l]fooﬁe[Rm ()‘> f| HEn < Ce ||f|

Nous en déduisons que R, (\) est un opérateur borné sur L? (] — oo, 0[).

2
s
m

Q.E.D

Nous devons maintenant prouver que les conditions au bord sont vérifiées pour que notre
espace d’arrivée soit bien le domaine de notre opérateur. Ceci est fait dans le :

Lemme 2.4.6. Pour tout f € L* (] — o0,0[), pour tout X € C tel que Im (\) > 0, nous avons :
- Si2ml > 1, alors Ry, (A) f (x) tend vers 0 en 0.
- Si2ml < &, alors |[(v! +4) Ry (A) f (2)|| = O (V/=2) en 0.

Preuve. Rappelons que :

Ru W £ @)= [ (0@)0' )+ 5(2) 3 ) M4 f () dy

0
[ (0@ )+ 9 @) F 1) MIAT f ) d
Dans le cas 2ml > 1, lorsque z est proche de 0, nous avons :
0
[ (#6045 )8 0) M4 )| < 200 @ Dol 11

< C(=a) ™ (—a)2 | f)

s,n .
Hom
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En effet :

/llso JI2dy < C

Nous en déduisons que le deuxiéme terme dans 'expression de R, (A) f tend bien vers 0. D’autre
part, soit € > 0, nous avons :

| (e@w o)+ 205 ) arbir )| < 200 @) ([0 17 @l

/ I @IS )l )

)™ (100122 10,y 1 lgen
+( >

1-2ml1 % 3
), ])nﬂ

quand 2ml # 1. Le terme de droite tend bien vers 0. Dans le cas 2ml = 1, nous remplagons

1—2ml
(_f’jw par In (—y) et le résultat reste le méme.

Dans le cas 2ml < 1, par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons :

H/ W () f (y) dyH < ||'¢)HL2(]700,I[) Hf”Lz(]foo,O[)'
—o0
Utilisant le comportement en 0 de ¢, nous avons :

190 2—cozp S ¥l r2g—co,—ep T 1%l L2—c.ap

< HwHLQ(]—oo,—e[) —+ </ (_y)—le dy>

1
S IMz2q ooy + T 0F

( )1+2ml
1+ 2ml ] '

Hom,

Comme ¢ vérifie les conditions au bord H (v +i)e (x)” =0 ((—m)

(e [ ot wa|=o(at).

Pour le deuxiéme terme, 1 est dans H;:" et vérifie :

Hypih = \.

Ainsi, ¥ € Dpo (Hp) = {¢ € H3"| Hpp € HE™}. Utilisant le développement asymptotique
de ¢ donné dans (1.3.46), nous pouvons calculer (v + i) et nous obtenons (y*+1i)¢ =

O ((—x)ml). Ceci nous donne :

Wl
N—
@
=+
N|—=
|
2
\
=)
=}
o
==}
w0
@
[=}

déduisons que :

0

H(V1 +1) z/}(:c)/x o' () f(y) dyH < C () 11 L2 0p) -

Ainsi H ('y + z) || = ( — %) et les conditions au bord sont vérifiées.
Q.E.D
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2.5 Solutions BKW

Dans cette section, nous construisons des solutions de 1’équation (H — E) ¢ = 0 ou
H = i7"y'hd, ++°v*A (x) — hmy°B (z) .

La méthode BKW nous permet d’obtenir des solutions qui admettent un développement en terme
du paramétre h (qui est vu comme un parameétre semi-classique) lorque h est proche de 0 dans
certains domaines du plan complexe. Ces domaines sont délimités par les lignes de Stokes qui
sont présentés dans la premiére partie. Nous donnons les lignes de Stokes proches des points
tournant, proches de 0 et les lignes de Stokes & 'infini.

La partie suivante introduit la méthode BKW lorsque 'on cherche des développements sur
un ensemble compact du plan complexe qui ne contient pas de point tournant, c’est-a-dire pas de
point vérifiant (A2 +h*m2B?% — E2) (z) = 0. Cette méthode a été largement étudiée, notamment
dans [36], [40] et [72] pour 'opérateur de Schrédinger. La formulation matricielle s’inspire de [33]
et [6I]. Nous prouvons que nous pouvons trouver une solution a ’équation aux valeurs propres
qui admet un développement en terme du paramétre semi-classique h.

Nous nous intéressons ensuite aux solutions de Jost qui admettent un développement en h.
Nous utilisons de nouveau la méthode BKW mais nous changeons la phase utilisée afin qu’elle
admette le comportement souhaité en —co. Nous prouvons de nouveau que nous avons bien une
solution du probléme aux valeurs propres qui admet un développement en h valable dans un
ouvert non borné.

Dans la derniére partie de cette section, nous utilisons la transformation de Langer, qui a été

utilisée dans [35], pour prouver lexistence d’une solution qui tend vers 0 en 0 et qui admet un
développement en h au voisinage de 0.
Dans toute cette section, nous utiliserons la notation f (x) ~ g () lorsque f () = g (z)+o0 (g (z)).
D’autre part, dans cette section, nous utiliserons le fait que le potentiel A se prolonge de maniére
holomorphe dans un domaine ouvert U du demi-plan complexe contenant I’axe réel négatif et
tel que |Im (z)| < |Re(x)| lorsque |z| tend vers co. Notons O un voisinage de 0 dans le demi-
plan contenant l'axe réel négatif. Nous utiliserons aussi le fait que B se prolonge de maniére
holomorphe dans U \ O et que 2B (z) se prolonge de maniére holomorphe dans O.

2.5.1 Analyse des lignes de Stokes

Dans la suite de cette section, nous aurons besoin de connaitre le comportement des lignes
de Stokes afin de pouvoir obtenir des développements en h pour les solutions BKW. Nous allons
dans un premier temps nous intéresser aux lignes de Stokes proches des points tournants, des
extremums du potentiel et proche de 0. Nous recherchons alors les courbes vérifiant :

Re </ (A% + R2m?B2 — E%)? (1) dt) =0
Yy

ot F/ peut étre complexe ainsi que = et y. Nous notons f; pour indiquer que nous intégrons le
long d’un chemin allant de y a z.

Placons nous dans un premier temps au voisinage des points tournants. Dans notre cas, nous
avons trois points tournant que nous noterons xz; avec ¢ = 0,1,2 tel que x( est le plus proche
de zéro. Les points tournants sont définis comme étant les zéros de A% + h?m2B? — E2. Nous

1

utilisons la détermination de la racine carrée telle que (A2 +h*m?2B?% — E2) * € 1R, lorsque nous
1 i
avons A% + h?m2B? — E? < 0 et telle que (A2 + h?m2B? — E2) * € e1Ry. Nous obtenons le :
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Lemme 2.5.1. Les lignes de Stokes au voisinage des points tournants xqo et o satisfont :

e (o) = 7 57|

Au voisinage de x1, nous avons :

ot (o - 2)) =0 | 5.

Preuve. Nous recherchons les chemins vérifiant :

Re (/ (A% + R2m? B2 — E?)? (1) dt) =0.

Au voisinage des points x; tels que (A2 + h2m2B? — EZ) (x;) = 0, nous avons :
A+ h*m?B* — E* (t) = 2 (AA" + ®m®BB') (z;) (t — z;) + o ((t — 2;)) -
Nous obtenons ainsi :

/I (A E2)% (1= /x (2 (AA"+ W*m®BB') () (t — xi) +o(t — xi))% (t)dt
= ; (2(AA" + h2m2331))% (z:) (z — ) + o ((x _ xi)%) .

Par conséquent, les lignes de Stokes issues de x; vont vérifier :
1 .
Re ((2 (AA"+ h*m*BB'))? (z;) (z — xl)%) =0.
Nous avons (AA" 4+ h?m?BB’) (z2) > 0 et (AA’ + h*m?BB’) (z0) > 0, ce qui nous donne :

arg ((m - xl)%) = g [7].
Au voisinage de x5 et xg, il vient :

™

arg ((x — x;)) = 3 {3} )
En z1, nous avons (AA' + thQBB’) (z1) < 0, ce qui nous donne :

arg ((33 - .1‘1)%> =0[n].
Au voisinage de x1, nous obtenons :

2

ang (o~ 2) = 0| 37

QED

Intéressons nous maintenant & la forme des lignes de Stokes proches des extremums. Nous
commencerons par le maximum local (A2 + h2m232) (M) = Vi (qui correspond au maximum

de A?%). Nous avons alors (A% + thQBQ)I (M)=0et (A% + thQBQ)N (M) < 0. 11 vient :
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Lemme 2.5.2. Il existe € > 0 tel que si x, y sont sur une méme ligne de Stokes avec |x — M| < e
et |y — M| <, alors nous avons :

arg (VM' — EQ) [7‘(} .

N |

0
arg(x —y) = - —
glz-y) =3
Preuve. Au voisinage de M, nous pouvons faire le développement suivant :

(t — M)

(A% + h*mPB® — B?) (t) = Vs — B* + (4° + 1°m?B%)" (M) ~—

+o ((t - M)Q) .
Ainsi :

(A2 + h?m2B%)" (M) (t — M)?
Var — E2? 2

_|_

(A2 + B2m2B2 — E?)? (1) = (Vi — E?)* (1

(A% + h?m2B2)" (M) (t — M)?
(Var — E2)? 4

+o ((t - M)Q) .
Par conséquent, au voisinage de M, nous avons :
Re (/ (A*+ h*m*B* — E°)* (1) dt) ~ Re ((VM - E?)? (z— y)> ,
Yy

et les lignes de Stokes satisfont :

1
2

Re ((VM —E?)? (2 — y)) = 0.

Ceci donne donc : .
3

arg ((VM - E?)? (z— y)) = g [7].

Nous en déduisons que :

arg (VM — E2) [7].

N |

™
arg (v —y) =

Q.ED

Pour certaines valeurs de E, il est possible de joindre les points tournants zs et x; par une
ligne de Stokes :

Lemme 2.5.3. Il existe € > 0 tel que si |E2 — VM‘ < € et les points tournants x1 et xo sont
joints par une ligne de Stokes alors :

arg (V]\/[ — E2) = [ﬂ'] .

[V
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Preuve. Dans ce cas, les points tournants x; et xo sont proches de M et les derniers développe-
ments sont corrects avec x et y remplacés par x; et xo. Nous allons chercher une condition
sur F pour que les points tournants soient joints par une ligne de Stokes. Pour cela, nous
allons étudier la position de x; et xo par rapport a M. Utilisant le fait que x1,x2 satisfont
(A2 +h2m?B? — E2) (z;) = 0 et le développement au voisinage de M de cette expression, x; et
o vont approximativement vérifier :

Vi — E? + (A2 + h2m2B2)” (M) e T )

Ceci nous donne :

N

x1~M+< —2 (Vs — Ei) )
(A2 + h2m2B2)" (M)
)
(

u -2 (Vy — E?
2 (A% + h2m2B2)" (M)

=

Par conséquent :

xl_x2N2< 72(VM*E2) );
( .

A? 4+ h2m2B2)N (M)
I1 vient :

arg (r1 — @) ~ — (Vm — E®) — %arg ((A2 + h2m232)// (M)) [27]

=N =N

(m+arg (Var — E?)) — g [27]

—arg (Vi — E?) 27

[\]

Rappelons que nous avons aussi :

arg (x; — @) = g - %arg (VM - Ez) [27],
ou :
arg (r1 — x2) = —g — %arg (Vi — E?) [27].
Ceci donne
axg (Vas — B?) = 2 [27]
ouarg (Var — E?) = fg [27] .
Nous obtenons donc la condition
arg (Vay — E?) = g [7]

pour que les points tournants au voisinage de M soient reliés par une ligne de Stokes. Q.E.D

Nous pouvons faire le méme raisonnement au voisinage du minimum du potenl‘/ciel qu’on écrira
(A% + h?m?B? — E%) (m) = V. Cette fois-ci, nous avons (A% + h?*m?B? — E?)" (m) > 0. Nous

avons :
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Lemme 2.5.4. Il existe € > 0 tel que si x, y sont sur une méme ligne de Stokes avec |x —m| < e
et |y —m| < e alors les lignes de Stokes satisfont :

arg (Vi, — E?) [7].

N | =

™
arg(z —y) = 5 —

Preuve. Nous obtenons le développement :

A2 + h?m2B% — E2)" (m) (t — m)*
+ 5 T +o (t=m)?).

I
=
I
S|
N
Nl=

(4% + W2m2B? — E?)* (1)

Ceci nous donne comme précédemment :

L arg (Vi — EQ) [7].

™
arg(x—y):§ )

QED

Nous cherchons de nouveau une condition sur F pour que les lignes de Stokes joignent les
points tournants qui sont ici zy et x1. Nous obtenons cette fois-ci le :

Lemme 2.5.5. Il existe € > 0 tel que si |E2 - Vm| < € et si les points tournants xg et xp sont
joints par une ligne de Stokes alors :

arg (V;, — E®) = 0[n].
Preuve. Utilisant de nouveau le développement ci-dessus, nous avons :

~2 (Vy, — E?) )é

~m+
rormm ((A2 + h2m2B? — E?) (m)

-2 (V,, — E?) ’
T1~m— - ,
(A2 + h2m?2B? — E2)" (m)

de sorte que :

[MES

-2 (Vm — EQ)
o — T1 = 2 77
(A2 + h2m?2B? — E2)" (m)
Nous obtenons : )
arg (xg — x1) = 3 (77 + arg (Vm — EQ)) .

Comme précédemment, nous en déduisons la condition
arg (V, — E?) = 01n]
afin d’avoir une ligne de Stokes qui joint les points tournants. Q.E.D
Etudions maintenant les lignes de Stokes prés de 0. Nous avons :

Lemme 2.5.6. Les lignes de Stokes au voisinage de O sont proches de cercles de centre 0.
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Preuve. Rappelons qu’au voisinage de 0, nous avons :

A(t):%+t2+o(t2)
l 1
B (t) _E_at+0(t)
Par conséquent :
1 2
A2 _ 42 2
() =5+ 77+ (%)
B2(t)—£+1+0(1)
23

Nous en déduisons que :

h2m?2[? n 3+ h?m?? — 3E?I?

2 12 212 12\ () _
(A? + B*m*B? — E?) (1) 3 B

+o0(h*+1)

au voisinage de zéro. Ainsi :

1
2,32 2p2 2%y hml 3+ h*m?l? — 3E%1% , (1+h2) 2\~

2,,272 _ E22 1 h2 t2
:hml<1+3+hml 3 zt2+0<(+ ) ))

6h2m?2l4 h?

hml 3+ hm2l% — 3E212 o
- t+o(+n?) L),
i Ghml? +0<( * )h>

Nous avons donc :

Re (/ym (A* 4+ h*m*B* — EQ)% (t) dt) = Re (hml (log () — log (y))

3+ h2m22 — 3B,
12hmi® Cod)

2 _ .2
(05 75)
h
et les lignes de Stokes satisfont :

2,,2]2 _ 322 22 o2
pt (1 af) ~ ) =~ e (L ZIEE 2y o (12 ) ),

6hml3

d’otut :
_Re(3+h2m,212—3E212 (xz—y2)+0((1+h2>x2h}y2))

12h2m?214

(2.5.1)

Remarquons que x( vérifiant (A2 + h*m?B?% — E2) (x9) = 0 et utilisant le développement au
voisinage de 0 de cette expression, nous voyons que xg va vérifier :

[z = [y|e

(34 R°m?> = 3E°1%) 2§ + 30°m*1* ~ 0.

D’ou

_ h2 214
0=— ( Shm (2.5.2)

3+ h2m?2]2 —3E212) =0(h).
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Par conséquent, le développement que l'on fait au voisinage de 0 est fait & une distance en O (h)
de 0. Ainsi la partie exponentielle dans notre expression pour les lignes de Stokes va étre proche
d’une constante. Nous avons donc des courbes qui sont proches de cercles autour de 0. Q.E.D

Finalement, nous allons étudier le comportement des lignes de Stokes en —oo. Nous avons :

Lemme 2.5.7. En —oo, les lignes de Stokes sont asymptotes a des droites. Plus précisément,
nous avons :

le long de ces lignes de Stokes.

Preuve. La phase utilisée en —oo est :

dt.

x A2 h2 232 t
z(:v):z'Ex+/ (A7 + Fom )1()
—oo (A2 4+ h2m2B? — E?)2 (t) + iE

Nous étudions donc les courbes telles que :

x A2 h2 2B2 t
Re iE(m—y)—i—/ W+ IPmPB () ) 2o,
v (A2 + h2m2B? — E2)7 (1) + iE

Rappelons qu’en —oo, nous avons
A(x) = Cae™ + o0 (™)
B(z) =Cge™ +o0(e™).

Ainsi : X .
(A* + h*m?B? — E?)? = (=E%)® 4+ 0(e"*) =iE + 0 (™).
Par conséquent, en —oo, Nous avons :

e|iF (x— ’ (A2+h2m2B2)(t) ~ Re (iF (xz —
R<E( y)+/y (A2+h2m2B2—E2)5(t)+z‘Edt> Re(ifl (@~ y)).

Les lignes de Stokes doivent donc vérifier :
Re (iE (z —y)) = 0,

ce qui donne :

Im (E)
I —y) = — R —vy).
m(r ) = g g Relr )
Les lignes de Stokes sont donc asymptotes & des droites en —oc. Q.E.D

2.5.2 Solutions BKW loin des points tournants

Nous nous intéressons aux solutions de 1’équation :
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en dehors d’un voisinage des points tournants. Rappelons que H,, = I''D, + (s + %) I2A(z) —
my°B (z) avec T'! = diag (1, —1,—1,1), les expressions de I'> = 7992 et y%étant données dans
(1.2.26]). Nous pouvons alors réécrire I’équation précédente sous la forme :

1
(Dw + (s + 2) IM'I?A(z) — mIMyYB (z) — /\F1> ¢ =0.

Posant h™! = (s + %), nous obtenons ’équation suivante :

hDyp = (Vi () + RAT!) o, (2.5.3)

ou h sera considéré comme un paramétre semi-classique et nous avons :

hA A(z) ihmB (x) 0
(Vi (x) + RAT!) = Z};}féggi) _g)‘ _(})M —zlzrzf)(x)
0 —ihmB (z) —A(x) I3

Dans la suite, nous noterons £ = hA. Nous allons mettre notre équation sous une forme qui res-
semble a celle obtenue dans article [33] en utilisant des transformations similaires. Introduisons

la phase z (z) = [ (A2 (y) + h®m?B? (y) — E?)? dy ot x, est un point dans le demi-plan de
1
gauche et la racine carré est définie loin des points tournants telle que (A% + h*m?B? — E?)? €
E i
iRy lorsque nous avons A2 + h?m?B? — E? < 0 et telle que (A2 + h?m?B? — E*)7 € e 7 Ry.

Nous avons le lemme :

Lemme 2.5.8. Posons w(z) = QPM ‘e~ %y, ot P est donnée dans [2.5.7), M dans (2.5.6)
et Q dans (2.5.11)). Alors,nous obtenons l’équation :

dw
L) = Waims () (2) (2.5.4)
z
ou :
W [ hNy M
Pt T \Mu —312 + Ny

avec Mgy, et Ny, donnés dans ([2.5.13) et (2.5.14). En posant w(z) = QPM tek, ot P est
cette fois-ci donnée dans(2.5.16)), nous obtenons l’équation :

dw
o) = Wi, () (2) (2:5.5)
ou :
B -1 hNh MH,h
Wi, (2) = QQm - (2) Q7" = (MHh 21, +hNh>

Preuve. Considérons la matrice :

1 1 0 0
1 |-11 0 0

M_ﬁ o o0 1 1l (2.5.6)
0 0 -1 1
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dont 'inverse est donné par :

1 -1 0 O
111 1 0 0
-1 _
M= V20 0 1 -1
0 0 1 1
Posons alors ¢ = M1, nous obtenons 1’équation :
thw = VE,m (I) ¢7
ou :
Vem (2) = M~ (Vy, (v) + ETY) M
1 -1 0 0 hA Al(x) ihmB (z) 0
_1Jg1r 1 0 0 —A(x) —hA 0 —ihmB (z)
S v2 0 0 1 —1f [ihmB(x) 0 —hA Al(x)
0 0 1 1 0 —ihmB (z) —A(z) hA
1 1 0 0
1l f-11 0 0
V2l 0 0 1 1
0 0 -1 1
1 -1 0 O —(A-E) A+ E ithmB ihmB
_Lfr 1 0 0 —(A-FE) —-(A+E) thmB —ihmB
“210 0 1 -1 ihmB ihmB  —(A+E) A-FE
0 0 1 1 ihmB —ihmB —(A4+E) —(A—-E)
0 A+FE 0 ihmB
| -(A-E) 0 thmB 0
o 0 ihmB 0 A-F
ihmB 0 —(A+E) 0

Considérons ensuite la phase z définie dans le lemme. Posant 1) = e# 1 (z), nous obtenons :

2 (x)

_ih
LA

et (2) —ih2' (z) en ' (2) = Vi (z) et (2),

ce qui donne I'équation suivante :
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(z')? = A% + h?m2B? — E2, nous obtenons :

> =1 —ihmBx' 0
det (u—(w—&—i)):(u—i) —ihmBax' w—1 —(A-E)a

0 (A+E)a w—i
—(A+E)x 0 —ihmBuz'
—(A-E)2'| —ihmBx' w1 —(A-E)a
0 (A+ E)d =1
—(A+ E)a 0 —ihmBa'
+ ihmBz' w—i —ihmBx' 0
—ihmBax' w—1 —(A-E)x

=(u—i)' + (u—19)° (A% = B?) 2" + (u — i)> B®m*B%2"
+ (pn— i)2 (A2 — E2) 2% + h?m?B? (A2 — EQ) z'

+ (A2 . E2)2x/4 + h2m2B2 (A2 . E2) 24
+(u— »)2 R2m2B22"2 + hAmABia'

=(n—i)"+2(u—1)> ((A* 4+ h*m*B* — E?) 2?)
+ ((A2 + Rh2m2B2 — E2) x’2)2
- tr2(m—i)+1= ((,u—i)2+1)2.

Les valeurs propres sont donc 0 et 2i. Notons D = diag (0, 2, 2¢,0) et les matrices de passages
sont données par :

i(A+E)2’H ! —i(A+E)2’H™! hmBx'H —hmBxz'H
por_ L ! a1 0 0
2| —-hmBa'H™! hmBx'H~! —i(A—FE)2’'H i(A-FE)2’H
0 0 H H
—i(A—FE)2’H H —hmBx'H 0
| i(A-E)2’H H hmBz'H 0
P=| wmBrH 0 i(A+E)dH' H| (2:5.7)
—hmBz’H™' 0 —i(A+E)z’H™' H™!

1

1 i

. A24+h2m2B%)24+E

ou H = ( >1 . Nous avons :
(A24h2m2B2)2 —E

0 (A+E)2’H™' ihmBz’'H 0
o iH! 0 0
PmD= 0 ihmBz’H™' (A-E)2’H 0

0 0 1tH 0
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Nous obtenons ainsi :

0 (A+E)2’H™Y ihmBa’H 0
B iH 0 0
pPDP = 0 ihmBr’H' (A-E)2’H 0
0 0 1H 0
—i(A—E)2’H H —hmBxz'H 0
i(A—FE)2’H H hmBz'H 0
hmBx'H~! 0 i(A+E)2’H ' H!
—hmBx’'H™Y 0 —i(A+E)2’H™! H™!
i (A+ E) a2 0 ihmBuz'
| -(A-E)a i ihmBax' 0
N 0 ihmBa' i (A—E)d’
thmBux' 0 —(A+E)a i

Ceci nous donne donc bien P7!DP = (W + z) Nous posons maintenant w = Pw, et
nous obtenons : P
hD, (w)(z) = —ihd— (2) P (2)w (2) + Dw (2). (2.5.8)
z

Comme A (z) = A(x (2)),B(z) = B(x(z)), nous avons :

d((A-E) L&) dx\* d*x dv dH
22— A H+(A-E)—H+(A-E)——
dz (=) <dz> +( ) dz? *+ ) dz dz
d((A+E)&g-1) A Pa dvdH
z =A(—=) H'+(A+E H'—(A+E)———H?
dz (dz) +A+E) dz? (A4+E) dz dz
d (hmBH) , (dx\? &P dv dH
d (hmBdz H~1) ,(de\? Pr dedH , _,

1
De plus, comme Z—;” = (A2 + h2m?2B? — EQ) ., nous avons :

AA +h?m2BB’ ((A2 i hzszz)% B E) _ AA'+h®m2BB’ ((A2 i hzszz)% JrE)
dH B dj (A2+h2m232)% (A2+h2m2B2)%

dz (2) dz

((A2 + h2m2B2%)% — E)2

1 (A2+h2m232)% _E

4 (A% + R2m2B2)% + E
E (AA' + >m?BB')

2 (A2 + h2m2B2 — Ez)% (A2 + thzBQ)%

EA [dx 3 E<A/—(AA’+h2m2BB’) (A2+h2m232)7%) - s
(&) (Y n

H

! 2 dz
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ou :

AA’ _ A’
T~ 1
(AQ +h2m2B2)2 (1 + h2rz22’B2>2
h?m2B%A’ 9
De sorte que :
AA
A — =0 (h?).

1
(A2 + h2m2B?)?
En outre, ’expression de Z—i donnée ci-dessus nous permet de calculer :

2
d°x _ dx (QAA/+2h2m2BB/) (

d’z _ dz 1
dz?2  dz

2

o

4
) (A + h*m?B? — E?) 2 = — (AA' + ”'m’BB') <Z‘z> :

Rappelons que :

i(A+E)2’H' —i(A+E)2’H™! hmBz'H —hmBx'H
1L = a1 0 0
2| —hmBz'H™! hmBx'H~! —i(A—E)2’H i(A—FE)2’H
0 0 H H
—i(A—FE)d’H H —hmBx'H 0
p_ i(A-—FE)2’H H hmBz'H 0

hmBz'H~! 0 i(A+E)2’H' H™!
—hmBz’H™' 0 —i(A+E)2’H' H™!

Nous pouvons maintenant calculer les coefficients de la matrice %P‘l :

1,1 : En remarquant que (A% 4+ h?m?B? — E?) (%)2 =1, nous avons :

dj -1 _1 ’ dj ’ 2 2 ’ 2.2 n [ dz °
(dzP )1’1_2<A(A+E)<dz> (A% — E?) (AA + W2m?BB)

dz
dz\? dH dH dz\®
A2 _E2 hatad 7H_1 7H—1 2 QBB/
+ )<dz> dz * dz R (dz)
5 2
7h2m232 (AA/+h2m2BB/) dﬁ +h2m2B2 dj ﬂH71
dz dz dz
1 dz\? de\? dx\?
= A A+E) =) —(AA +h*m?BB’) [ — ’m?BB’
2( (A+ )<d2> (AA" + h*m )<d2> + h*m (dz>
dH
2— H !
v dz >

— EA (ZZ)S ~EA (‘Z>3+0(h2) —0(n?).
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(- (e () - ()
+ (47— E7) <fli> Cng1> +%H*1— <h2 QBB’(ZZ)

5 2
_thQBQ (AA/ + h2m2BB/) di + h2m2B2 di diHHfl
dz dz dz

/
:—1(A’(A+E)+h2mQBB’—AA/_h2 233)(3””) :_E;‘<
z
H
_ U Y+0(n?)
dz
3,1 :
dP 1 _1 , dx 2r B
(%" )3; 2 ((’”‘mB (dz> ™+ hmB o H!
dz dH dz dr\ 2
+hmB——H “*|i(A+ FE - N —1
1 ds >1(+)dH <A<dz>H
+(A+FE)—H" A+ E) = ax Lo _q
(+)d2 +(+)ddH)hmBH)
h H?
_%(B,Mw)_ym

1 : Ce coefficient est égal a 'opposé du coefficient (3,1).
1,2 :

(‘flfp-l)m ;( A (A+E) (jﬁ) + (A2 — B?) (A4 + W*m 233)(dx>

dz
2
(AzEz)(dx) ﬂH 1 dHH 1L p2, 2BB’<dx>
dz dz

dz dz
2
H2m?B? (AA + 2m?BB) [ T g (2 4H
dz dz dz

= % ((—A' (A+ E) — h*m*BB' + AA' + h*m*BB) (jx> )
z
BA (dz\® dH )
=T <d> = o)
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2,2 :

)

(Cfl]szl)m = % (A/ (A+E) (Z”Z) — (A* - E?) (AA" + ’m*BB') (flj)

dz\” dH dH dz\*
—|—(A2—E2) (dj> g Y g1 p202pE <:z:>

dz dz dz
5
R’ B (AN 4+ 2B () 4 w2 ( T
dz dz dz

1 dx dzx
_ — EA/ 7EA/ h2 — h2 )
(0 () e () +ou) ~o0
dP __, Y , (dx L _
(dzP )3’2— 5 ( ) (hmB (dz) H™ +hde 2H

dx dH dz L (dz\? .,
+— hmB = H~ )(A+E)dH +i <A (dz) H

d’x 1 dr dH de

3,2 :

:_—th( 2) a Q(B’(A—i—E)—A/B)

4,2 : Ce coefficient vaut opposé du coefficient (3,2).
1,3 :

2
(dpp—l) hm B’<d$> H+hmBELm + B2 i a—p) Zh
13 T2 dz dz?

dz dz dz dz
, [ dx d’x dz dH dx
<A <dz H+ (A- E)d2 + (A - E)d 7 hm deH
zhm( )3H2
= " ldz) 7 (A— E)B — A'B)

2
2,3 : Ce coeflicient vaut 'opposé du coefficient (1, 3).
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3,3 :

4,3 :

14 :

dpP
> p-
( dz

dP
dz

(

— (A% — E?) (AA' + h®m>BB) (Zf)

DN =

=5 (-A(A= B) - ¥’m’BB' + AA' + ’m’BB') (d”“">

2 2
;<z (hmB’ <d$> i+ hmBL® S H + hin dedH> (AfE)diH

2 2
+i (A’ dz) Hi(A-B) 204 (ac E)dde>h deH>
z z

1) - 2BB’<dx> — h?m2B? (AA' + h®m QBB)(dx)
33 2 dz dz

dz dz dz

4

dz\? dH dH
_ AQ_EZ hatadt 7H_1—7H_1
( ) (dz) dz dz >

dz dz

EA’(ZZ) +EA’<2“Z> +O(h2)>:0(h2)

H
(W*m?BB' + A" (A— E) — AA' — h*m*BB’) (dx) LS 1)

P‘1> L 233’(“) +hPm2B? (AA' + B*m QBB)(dx)
13 2 dz dz

dz\~ dH dz
2, 2p2 - /
+h*m*B (dz) dzH —A"(A-E) (dz)

+ (A% - B?) (AA' + h®m*BB') (dx)

dz
d dH dH
(A EQ)(df) deH1>

1
dz

_EBA ° dH )
. (dz) = o ()

dz? dz dz dz

dz dz d

2,4 : Ce coeflicient vaut 'opposé du coefficient (1,4).
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3,4 :

3 5
(dPP1> N e:4 <dm> + h2m2B2 (AA' + h*m?BB') (dm)
dz a4 2 dz dz

de\? dH dx\?

BPm?B? (=) =—=—H '-AA-E) =

hem <dz> dz ( )(dz)
dx

5
+ (A% — E?) (AA" + i*m*BB’) (dZ)

dx\* dH dH
2 _ 2\ (G Gy GH
+ (47— FY) (dz) dzH dzH )

1 3
=3 (~A(A—E)—h*m*BB’ + AA' + ’'m*BB') (ff)
z

EA (dz\®  dH ___, )
-z (dz> = o)

4.4

dP 1 da\? dx\°
(P‘1> == [ n2m*BB’ (x) — h2m2B? (AA' + h>’m2BB') (x)
dz 14 2 dz dz

dz\? dH dz\®
32, 212 -1 T(A— ~
h*m*B (dz) dzH +A (A E)(dz)

(A2 2 b 12 2ppn 4T °
(A E)(AA+hmBB)(dZ)

dz\> dH dH
_ 2 _ 2 et o1 2 -1
(A E)(dz) dzH dzH >

Y2 2 pm e A an—n2ezpp (42 dH
—2<(hmBB+A(A E)—AA" — h”’m’BB') - 2——H
g (Y g ( 3+o(h2) =0 (h?)
2 dz dz
(8)°H2 / (g)°82 /
Notons G (z) = ~*5— (A'B-B' (A+FE)) et G_(2) = ~25— (A'B - B’ (A - E)). Nous
obtenons ainsi :
O (r?) HH-1+0(h?) —ihmG_ (2) ihmG_ (2)
ap . _ [ FH T +0 (k) O (h?) ihmG_ (z) —ihmG_ (2)
dz - —ihmG (2) ihmGy (2) O (h?) —4B =140 (h?)
ihmG-. (2) —ihmGy (z)  —2EH1 40 (h?) O (h?)

Utilisant I’équation (2.5.8)), nous obtenons :

dw

- ()= (2w (2) (2:5.9)
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ou :

O (h?) EH-1+ 0 (n?) —ithmG_ (z) ihmG_ (z)
0 () = B =140 (h?) -2+ 0 (r?) ithmG_ (2) —ihmG_ (z)
Pt T G (2) ihmG. (2) ~240(R?)  —E-tyo(m?)
ihmGy (2) —ihmGy ()  —2EH~1+0 (h?) O (h?)
(2.5.10)
Nous posons ensuite w = Qw ou :
10 00 1 0 00
{0 0 01 1 |0 0 1 0
Q_0100’ @ 0 0 01 (2:5.11)
0 010 01 00
Nous obtenons alors I’équation :
dw
il Whom+ (2)w (2) (2.5.12)
ou :
Wh,’rn,—i— (Z) = QQ}L,m,-‘r (Z) Q71
10 00
oo o0 1
10 1 0 0
0 010
O (h?) thmG_ (2) LH=1+ 0 (h?) —ihmG_ (z)
-1+ 0 (h?) —ihmG_ (z) -2 +0(h?) thmG_ (2)
—ihmGy (z)  —2EH1 40 (h?) ihmG y (2) -2+ 0 (h?)
ihmG (2) O (h?) —ihmG (2) —4B =14+ 0 (h?)
[ hNy Mg p
" \Mup —3#L+hN,
avec :
BE(5)
——de2s —hmG_ (2
Mp p (2) = ° EM(Q)S’ )
—ihmG, (z)  —25%—
45 =1 (2) + O (h?) —ihmG _ (2)
— dz
( —ithmG4 (2) —4H -1 (z)+ 0 (hQ)) ’ (2:5.13)
dA (dz )3
EZTgZz) Jrzfiil;lf_lfl imG_ (Z)
Np (z) = pdA(dz)®
imG4 (2) ——dende) _ dH -l
_ O (h) imG_ (2)
= lima, () om ) (2.5.14)
Rappelons que G4 (2) = (f’i)% (AB-B' (A+E)), G_(2) = % (A’B—B'(A-FE))

1
A2+h2m2B2)§+E
et H= ( .
((A2+h2m232)5—E
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N —Z ~ ” .
Dans le cas oit nous posons ¥ = e~ & w, nous obtenons 1’équation :

WD, (@) (z) = (VE”Z(Z()))) - z) W (2).

Nous pouvons de nouveau calculer le déterminant qui devient :

det (‘W—z) = ((u+z’)2+1),

en remarquant qu’on a juste changé ¢ en —¢. Les valeurs propres sont maintenant 0 et —2¢. Nous
avons alors D = diag (0, —2i, —24,0) :

—i (A+€)1§§H*1 i(A+EZl‘fi—jH*1 —hmBYH hmB% H
P = h gde—l h gde—l [(A—E)%H —i(A OE ao gy | (2:515)
mog; —hmog i(A-E) ¢ —i(A-E) ¢
0 0 H H
i(A-E)“H H hmB9H 0
p_l|-i(a-B)1 gog _hmBlh 0 (2516)
T2 —hde;ﬂH ' 0 —i(A+E)%ZH H ')’ o
hmBEH-Y 0 i(A+E)%EH HT!
Utilisant le changement de variable w = Pw, nous obtenons alors 1’équation :
dw
5 (2) = Q- (2) w (2) (2.5.17)
ou :
O (h?) -1+ 0 (h?) —thmG_ (2) ihmG_ (2)
0 (2) = =1+ 0 (h?) 240 (n?) ihmG_ () —thmG_ (2)
hom, =A%) —ihmGy (2) ithmGy (2) 240 (h?) —4E -1+ 0 (h?)
thmG 4 (2) —ihmGy (2) —4 -1+ 0 (h?) O (r?)
(2.5.18)
Nous posons de nouveau w = Qw et nous obtenons :
dw
T (2) = Whm,— (2) w (2) (2.5.19)
ou : "
_ 1 _ ( hNy Muyn
Wh,m,f (Z) - QQh,m,f (2) Q - (MH,h %12 4 hN}L>
Q.E.D
Nous souhaitons maintenant nous intéresser & la résolution de 1’équation :
dwi
7 (B) = Whma (2)we (2) (2.5.20)
ou : "
Np, Mpu
Whom+ = 2.5.21
o (MH,h :Fh12+hNh> ( )



Nous cherchons une solutions sous la forme :

too Wian,+ too
wa — Z Want1,+ | _ Z Uop,+
Wan42,+ Usny1,+)
n=0 n=0
Wian+3,+

avec Uy + = (1 . Nous obtenons alors les équations suivantes pour ces nouvelles indéterminées :

L (Usny1,4) = (F2I 4+ hNy, (2)) Usns1,2 + Mpp (2) Uzp v (2.5.22)
d% (Uan+2) = Mup (2) Uspng1,+ + ANy, (2) Uap 4,
puisque di(;i = <8) Afin de résoudre cette équation, nous allons de nouveau faire usage de

la notion d’exponentielle ordonnée en temps, définie plus haut dans le cas réel (1.3.13]). Nous
commencons par rappeler la définition de produit ordonné en temps que nous utiliserons ici :

Définition 2.5.9. Soient z1,---,2, € Q C C et f une fonction définie sur C & valeurs dans
Iensemble des matrices 2 x 2 et telle que f(z;) et f(z;) ne commutent pas pour i # j. Nous
définissons :

Ta (f (zn) -+ [ (21))
= Z f (Zo(n)) o f (20(1)) ]l{ﬂ:Rc(z)):l:Rc(zg(n))>--->:tRc(za(l))>:tRc(2)} (2n,+,21)
oeS,
(2.5.23)

Nous pouvons maintenant définir ’exponentielle ordonnée en temps :

Définition 2.5.10. Soit I" (Z,z) un chemin allant de Z & z ou Z est un point fixé dans C. Nous
définissons :

—+o0
1
T (efren O . f/ / / To (f (20) - f (21)) dor - - don
( ) ;”! r(z2) IT(z2)  JT(2)

Remarque. - La définition précédente a bien un sens puisque :

/1“(2,z) /r(g,z)m/r(z,z)T(f (zn) - f(21))dz1 - - dzpn| < </F(272) |f(§)|d§> .

Par conséquent :
7;: <6fr(5>2) f(()dg) < efr(z“,z)‘f(C”dC.

- D’autre part, cette définition correspond & la définition suivante :

+oo
T+ (efr(z,z)f(od() :Z/( )/ )/ )f(zn)f(zl)dzldzn
n=0"7T(%,2) /T(Z,zn I'(2,20

En effet, dans le cas +, nous avons :

LRe(z) Re(z)) (2775 21) = ) LiRe(2)2Re(20(n)) >+ >Re(z ) 2Re(2)} (Pro7 772 21) -
ceG,
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Utilisant (2.5.23]), nous obtenons :

1
m /F(E,z) e /I;(sz) T(f (Zn) cee f (21)) dzy - -- dZn
1

ol o f (Zg(n)> e f (Zcr(l)) dzg(l) s dZU(n)
n! a;ﬂ /1“(2,.2) /1—‘(2,20(")) /1“(5720(1))

1
—nt [ [ e f e,
n. T'(%,2) JT(Z,2n) T'(Z,22)

Nous pouvons maintenant résoudre le systéme d’équations précédent :

Proposition 2.5.11. La solution du systéeme (2.5.22)) vérifiant U, + (2) = 0 pour un choiz de
point de base Z s’écrit :

Uenire () = / T (.0 M ) U (O
I'(z,z

Ui () = | o M QU €+ RN (€) U 0 G

ot T'(Z,2) est un chemin joignant Z & z tel que £ Re(() augmente le long de ce chemin et
Ti (Z, 2) = T:I: (efr(z',z) hNh(C)dC) .

Remarque. Dans la démonstration de ce lemme, nous donnons une formule explicite pour les
solutions.

Preuve. Nous pouvons résoudre la deuxiéme équation de ce systéme de la maniére suivante :

Uznyo,+ (2) = - My n (Q) Uzng1,+ (€) + ANy (¢) Uzn,+ (€) dC.

Pour la premiére équation, nous souhaitons tout d’abord résoudre 1’équation homogéne suivante :

d 2
e (Uan+1,4 Hom) = (ijfg + hNp, (Z)) Uosnt1,+,Hom- (2.5.24)

Bien que — I, commute avec Nj, (z) pour tout z, les matrices Ny, (z) et Ny, (2') ne commutent
pas pour z # 2’. Utilisant I’exponentielle ordonnée en temps que nous avons définie ci-dessus,

nous introduisons Y4 (z,2) = Ty (ef D(z.2) hNh'(C)dC). Donnons les propriétés de cette exponentielle

dans la :

Propriété 2.5.12. Nous avons :
1) Yi(z,2)=1Id, T (2,2) Ts (Zw) = Ti (z,w), Ti(2,2) " =Tai (3 2).
2) 0,(T1(2,2)) =hNp (2) Y1 (2,2), 0:T1 (2,2) = =T1 (2,2) hNy (2).
Les solutions de ’équation s’écrivent donc sous la forme :

U2n+1,i,Hom (Z) = eI%(z—E)IQTi (Z, 2) .

En effet, étant donné que eF# (=12 et une matrice diagonale, elle commute avec hIN}, (z) pour
tout z € C et nous avons :
d

2 2 z ~ 2(,—% I~
£U2n+1¢,Hom (z) = ;Eewz*z)wi (z,2) + eFRGE=ALRN, (2) T4 (2, 2)
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2 .
- (ﬂ +hiNi <Z>) FRETARY, (2,2).
Nous pouvons maintenant résoudre 1’équation :

d

2
e (Uznt1,4) = <:Fhf2 + hNp, (Z)) Usnt1,+ + Mup (2) Ugp .

Nous avons :

d - 2, = - 2 20, =
T (o) R4 () = ~Ta 2) (W F 3 ) () R0 ()

- 2
+ T4 (3,2) et R <$h + hNp, (2)> Uzni1,+ (2)
+ 01 (5,2) e R LMY (2) Uy 1 (2)

=T4 (2,2) ei%(z_g)leH,h (2) Ugn,x (2) -

Intégrant sur le chemin I'(Z,z) et utilisant le fait que U, + (£) = 0 pour tout n > 1, nous
obtenons :

Uenirx () = /m R (2.0) My (0) Ui ()

Rappelons que :

Usngo,+ (2) = e My (€) Uzng1,+ (€) + ANy (¢) Uzp + (€) dC.

. ” . 2 . o . - . z
Les solutions de ces équations s’écrivent sous une forme explicite (nous écrirons [ pour [, ) :
z T'(z,2)

C2n+1 C2 )
Uzpyi1,+ (2 / / / eE (GGt tCnia=2) (2 o)) My, (Cong1) -+

+ (G2, C) My (G) (1) dCy -+ - dQan+1

n kj—1 ko—1

TR

kj=jk;j_1=7j—1 k1=1
e h(C2n+1 gzt Cak — 41 —Coky—j+2+C2k; —j—2—Cak; —j—1+ )fr:t (Z7<2n+17j)MH,h (C2n+1fj)"'

Yo (Cowy—jr2s Cony—jt1) Man (Cony—jt1) hNw (Cony—5) Map (Cony—j—1) -+ -

1
T4 (Coky—1+42, Coky—141) M n (Cory—141) RNk (Coky—1) - - - (1) dgy -+ - dQant1—;

C2n+1 Q2 L2
U2n+2 :I: / / / 5 (G- <2+"'*42n+2)MH7h (C2n+2) -

T4 (C2,C1) Mpu,n (G1) (1) d¢y -+ dQany2

kj* k:gfl

n+1 Cant2—j Ca n+1 )
+Z/ / / Zeiﬁ("'+c2kj—j+l_c2kj—j+2+(2kj—j—2_C2kj—j—1+"')

kj=jkj—1 ] 1 ki=1
Y (Cony—jrzs Coky—jr1) M n (Coy—j1) BN (Cory—5) Mun (Cony—j—1) -+

+ (Cry—1425 Cry—141) Man (Cory—141) AN (Cory—1) -+ <1) dgy - - - dQanto—;
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Dans les formules précédentes, la somme sur j permet de compter le nombre de termes de la
forme hNj, qui apparaissent et les sommes utilisant k; nous permettent de placer ces AN}, aux
différents endroits ou ils peuvent apparaitre. Q.E.D

Nous pouvons maintenant étudier la convergence de la série Ux (z (x)) = > Uy, + (2 (2)) ainsi

n>0
que des séries :
UL (2,h) = Y Usnae (2(2)), UL (2,h) = D Vs s (2(2)) - (2:5.25)

n=0 n>=0
Nous obtenons le :

Lemme 2.5.13. Pour tout h > 0, la série définissant UL converge uniformément sur tout
compact de 2. En outre, US**™ et U sont holomorphes.

Preuve. Rappelons que nous nous plagons dans un ouvert simplement connexe {2 sans point
tournant. Il en résulte que les fonctions U,, sont bien définies pour tout n € N.

Soit K C € un compact. Alors, pour tout Z,z € z(K ), nous pouvons trouver une constante
Ch (K) telle que :

sup  |eFRCUL (2,0) M .n (¢)| < Cn (K)
CeT(z,2)

sup |hNp, (Q)| < O (K).
CET(%,2)

Notons L la longueur maximale des chemins I' (Z, z) pour z € K. Alors nous pouvons majorer :

z  pConti—j ¢2
/ / ! . / ei%(<2n+1—j_Z+"‘+42kj—j+1_<2kj—j+2+<2kj —j—2_C2kj—j—1+"‘)
z z z

(Zv C2n+1—j) MH,h (C2n+1—j) A
(Coy—jt2s Comy—jt1) Man (Cony—jt1) hNR (Cory—5) Man (Cony—j—1) -+ -
(

1
Ut (Coky—1425 Coky—141) Ma n (Coky—141) ARNK (Cory—1) - - <1) dCy -+ - dCani1—;

_ (Ch (K) LK)Qn—i-l—j

Ui
Ut

2n+1—j)!
: 2n+1—j
La borne Cj, (K)***'™7 provient de la borne sur les intégrandes tandis que la borne @ﬁfT_]),

provient des intégrations successives de polynémes ayant Z pour unique racine.

Nous pouvons obtenir une borne similaire pour Us,42 +. A j fixé, le nombre d’intégrales de la
forme précédente correspond au nombre de positions différentes possibles pour les j termes de
la forme hN},. D’aprés la formule de récurrence pour Usp41,4, nous commencons nécessairement
par un terme de la forme Uy (2, (ant1—5) M ,n ((2nt1—5)- Il nous reste donc 2n—j rangs possibles
pour placer les j termes hNj,. Le nombre maximal de possibilités est donc (Q"j_j ) (ce nombre est
un majorant puisque, par exemple, si au rang 2n — j on ne fait pas apparaitre hINy, alors on ne
pourra le faire apparaitre qu’au rang 2n — j — 2). Nous obtenons donc :

- —J 2n+1—j
Usna1,4] (2) < Z<2n J) (Ch (K) L)

ot j (2n+1—j)!
il . 2n+2—j
2n+2 5\ (Cn (K) L)
<
|U2n+2,+|(2) < Z( j > (2n+2—j)!

Jj=0
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Puis :

5(3)
; 2B (3) —J\ (Ch (K) L))"~
e (] < Z( )

1

ou FE désigne la fonction partie entiére. Comme n — j > E (5) NOUS avons r—-y ;)' < B2

D’autre part :

(E ) -3) - CEG) =) - @P ()
J J!
_2B8(3)--(2E(5) —5+1) RE(3) —4) - (2E(3) — 2/ +1)
j 28 (5)+ 2B (3) —+ )
(F)CEG) ) ) e
) .

i 2B(3)--- (2B (5) =i +1)

Cette derniére fraction étant majorée par 1, il vient :

b (50 3 W (25 3)) o
= j (n=at T g\ (n—7)!
E(3)
1 n
< o7 ) (Ch (K) Lg)"™
E(j)! =0 (J) " K
1 “/n n—j
< E(%)!jzo j> (Ch (K) Lk)
_ (Ch(K)Lg +1)"
B

Ainsi :

RPN S
(2rE(3))™ (E(3)) ™ e >
Nous étudions donc la limite du terme au dénominateur. Tout d’abord, lim (27TE (%))
n—-+

D’autre part :

. " =(%)
2) — % et lim 6_@ = e_%. Enﬁn, (E (%)) n2 =

.. . E(%)-% . E
Ainsi  lim B(3)-% = 0. Donc lim
n n—+oo

n—-+oo n—-+oo

E(E) n n
e~ n(E(8)) tend vers 400 puisque E(qf) tend vers % et In (E (%)) tend vers 4+o00. Par consé-
quent :

- ((ch(K)LKH)")}L: p Cn(K) L +1
E(3)! e (g () '

n—-+oo



“+o00

D’aprés le critére de Cauchy, nous en déduisons que la série Y U, 1 (z) converge uniformément
n=0

sur K ce qui prouve le lemme. Q.ED

Proposition 2.5.14. Les équations (2.5.25) définissent des solutions U™ et U4, Pour tout
N € N, nous avons les développements :

N
Us'e™ (x, h) — ZUQn,i (2(x)) = O (A1)
n=0

N
U (@,h) = Y Vs s (2 (2)) = O (WV+2)
n=0

uniformément sur tout compact de €.

Preuve. Nous allons traiter le cas +, le cas — se traitant de la méme maniére. Tout d’abord nous
étudions ce qu’il advient d’une intégrale de la forme :

I(zh) = / eI, (2,¢) £(C) de,

ol f est une fonction & valeur dans C?. Remarquons tout d’abord que :
too 1 z z z
n=0'tJ¢ J¢ ¢

400 1 0 0 0
:ZE/ / T+ (hNp ($n+2) - hNp (s1 4+ 2))dsy -+ - dsy,
n=0"" —zJ(—z (—z

Posons Ny, . (u) = Ny, (u+ z) et :
U (2.0) = T (I H0ne(orie)

Utilisant le changement de variable s = C—;z, nous avons :

1= [0, 0,02 1@ ¢
0
= h/_ e®U, (0,sh) f (sh + z)ds.

Z—z

Rappelons que Re ¢ augmente le long du chemin allant de Z & z. Ainsi Re % < 0. Nous avons :

. 2517 ~ _ 2s
Tim 207, (0,5h)  (sh+2) Ty 22 g () = €' (2) 10 (5).

Cette~ derniére fonction est bien une fonction intégrable. De plus, comme sh + z € [Z, z] lorsque
5 € [%3%,0], nous avons :

He2s(f+ (0,sh) f (sh+2) 1jz—= o (S)H < e?s

U, (0, h) o 17 @)

PN QA s 1 ()],
t€]z,z[

2s
< e“e
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pour tout 0 < h < hg. En outre, pour tout 0 < h < hg, nous avons :

ou l'expression de Nj dans (2.5.14)) nous indique que le supremum existe. Ainsi, pour tout
0 < h < hg, nous en déduisons que :

0

/Z M (0) ch <[ s

Z—2z he0,ho]

AN () dc.

Ji. s [[RNu(Q)][dc
h€)o,hgl

sup [[f @)

telz,z|

H625[jJr (0,sh) f (sh+ 2) ]l]zh;zﬁ[ (s)H < e¥e

qui est intégrable. Nous en déduisons que I (z,h) = O (h) lorsque h tend vers 0. Par conséquent,
nous avons Uy 4 (z) = O (h).

Supposons que Usy 4+ (2) = O (h™) et Uspiq,+ (2) = O (R™!). Nous écrirons dans la suite
Usn 4+ (2) = h™pan + (2) et Uspi1+ (2) = B payiq 4 (2). Alors nous avons :

Usnya+ (2) = /FC )MH7h () Uzns1,+ (€) + ANy, (€) Uy + (€) dC

= My (Q) B pangr,+ (€) + ANK (€) B pan,+ () dC

T'(z,z)
=h"ponia s (2)
ol papt2.+ = O (1). D’autre part, nous avons :
Usnts,+ (2) = / et AU (2,0) Map () Ui+ (C) dC
I'(z,2z)

et par un raisonnement similaire a celui de ’étude de I (z, h), nous obtenons que :

0 . J2. suw [[hN(O)]|dC
e O L —

—o0 te)z,z|

0 S, sup ||ANR(Q)]|d¢
< hn+2/ 625d86 h€lo,hg[ sup Hp2n+2,+ (t)H -0 (hn+2) ]

—00 telz,z|

ce qui termine la récurrence et la preuve. Q.E.D

2.5.3 Solutions de Jost BKW

Dans cette section, nous nous plagons dans un ouvert simplement connexe non borné Q (E)
ou A2 + h?m2B? < E? ou nous supposerons que Re(E) > 0 et Im (E) > 0. Nous utilise-

1
rons la détermination de la racine carrée de telle sorte que (A2 +h*m?2B?% — EQ) 2 e iRy et
ES o
(A2 + h?m?B?% — EQ) * € e'1R,. Etant donnée I'identité :
(A2 + R2m2B?) (1)
(A2 + h2m2B? — E?)* (t) +iE

1
2

(A% + W*m?B? — E?)? (t) —iE =

nous allons utiliser la phase suivante :

x A2 h2 232 t
—oo (A% + h?m2B? — E?)2 (t) +iE

dt.
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Rappelons les comportements de A et B en —o0 :

A(x) = cae™ 4 o0 (")
B (z) = cge™ 4+ 0(e™),

ou c4 et cp sont des constantes réelles. Ainsi I'intégrale est bien définie. Lorsque x est réel dans
Q) (E), nous obtenons :

x

z(x):iEz—l—i/

— 00

((]42 + nm?B2 — E2))* (1) - ) .

D’autre part, quand x tend vers —oo, la phase z (x) se comporte comme iEx. De plus, nous
avons :

d 1
di (x) = (A> + h®>m®B* — E?)* (x).
x
D’apres I'étude faite dans[2.5.7] les lignes de Stokes sont asymptotes aux droites vérifiant 1'équa-
tion Im (z — y) = —g{;g; Re (z — y). Remarquons de plus que Re (z) augmente lorsque Im ()

diminue le long de ces lignes.
La mise en place de la méthode BKW nécessite I'utilisation de chemins transverses aux lignes

de Stokes. Soit a > 0. Nous pouvons utiliser les chemins qui se comportent asymptotiquement
Im(E)
Re(E) -
Regardons & quoi correspondent ces droites dans le plan des z. Le long de ces droites dans la
coordonnée x, nous pouvons écrire = u =+ iau. Etant donné qu’en —oo, nous avons z (x) ~ iFz,

nous obtenons :

comme les droites Im (z) = +aRe (x) avec +a # —

z(z) ~iEr =iE (u tiau) = (—Im (E) FaRe(E) +i(Re(E) Falm(F)))u.

Ainsi les chemins transverses aux lignes de Stokes que l'on a choisis vont vérifier ’équation

Im(2) = —_P”ICHS?E);F;;IQS(%) Re (2).

Nous nous intéressons toujours a 1’équation :
hDgp = (Vi () + hAT) @

Comme précédemment, nous posons w (z) = QPM terp ot M est donné dans (2.5.6), P!
dans (2.5.15) et Q! dans (2.5.11)). Nous cherchons une solution w de la forme w = Y W,, ot

n=0
Wyn
w w w ) .
W, = 4nt1 1 Nous Uy, = 4 ) et Upngr = (™2, nous obtenons les équations :
Woan+2 Wan+1 Wan+3
Wan+3

9. (Uznt1) = (212 + ANy, (2)) Uzngr + My (2) Uzn
az (U2n+2) = MH,h (Z) U2n+1 + hN}, (Z) Uap,.

ou :

»\3
_ER(E) —ihmG_ (z)

Mun (2) = ’ B4 (%)
—ihmG, (z)  —=5%—
_ (fffjHl (2) + O (h?) —ihmG_ (2) )
—ihmG+ (Z) —%H‘l (Z)+O(h2) )
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B9(%)° | am 1 .
+ 5 H imG_ (z)
i (2) = BE(2)  an
imGy (2) e d dhp-!
_ O (h) imG_ (z)
— \imGy (%) O(h) )’
avec :
3
(&) H=2 [ dA dB
Gy = 5 B% - (A+E) .
3
() H? [ dA dB
G_ = 5 B@ —(A-E) -

Nous rappelons que :
1
(A2 + h2m2B?)® + E

H= :
(A2 + thQBQ)E — F

Remarque. Nous étudions ici les solutions de Jost qui sont de carré intégrable en —oo, c¢’est pour
cela que nous choisissons le changement de variable ¢ = e~% P~ w plutot que ¢ = e P~ 1w.

Afin d’obtenir des développements en h pour les solutions de Jost, nous choisissons un chemin
' (2) infini se terminant en z, transverse aux lignes de Stokes, tel que Re (¢ — z) > 0 le long de

ce chemin et asymptote a la droite Im (( — z) = Im ({ — 2) = —% Re (¢ — 2). Nous
pouvons alors résoudre ces équations :

Uy (2) = /F & TR (0 M ) U (O

Uant2 (2) = e My (€) Uzng1 (€) + ANy, (¢) Uay, (€) dC.

ou :
U_(2,2) =T (efwz) hN’L(OC“)

avec :

“+oo
T (efm,z) f(C)dc) :Z/ / / Fon) e f (1) don - don.
n—0“T(2,2) JT(Z,2n) '(z,22)

Nous allons démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.5.15. Soit I'' (z) un chemin infini se terminant en z, transverse auzr lignes
de Stokes, tel que Re (¢ —z) > 0 le long de ce chemin et asymptote & la droite Im (¢ — z) =
Re(B)—alm(F) po ((—2) aveca >0 et a # —Im(g. Le systeme d’équations récurrentes :

T Im(E)+aRe(E) Re(
1
U =

Usn1 () = fraey € 80 (2,0) Miz () Uzn (¢) d
U2n+2 (Z) = frl(z) MH,h (O U2n+1 (C) + hNh (C) Uzn (C) dC
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admet une solution. De plus, w =3 (U(fil) est analytique dans Q (E) ou
n>0 \Y2n

Usn (2) = O (R™)
U2n+1 (Z) =0 (hn+1) .
Preuve. Rappelons que :

dx 1 1

dz £ (424 p2m2B? - E?)F (2(2))

Comme % est exponentiellement décroissant et que A2 4+ h?m?B? — E? tend vers —E? en —oo0,

nous en déduisons que :

dz
2
en —oo. Ici et dans la suite, nous écrivons f () ~ g (z) lorsque f (z) = Cg(z) + o (g (z)) ou C
est une constante. .
D’autre part, H tend vers (—1)* en —oco. Comme B, A et % sont exponentiellement décroissant
en —oo, nous obtenons :

RT

3
Bl (s)°

G+ ~ el{ﬂ?

en —oo et la méme estimation pour G_.
Enfin, nous avons :

dA 2,2 pdB 3
i = : )
dz 2 (A2 + h?m2B?)? dz
Par conséquent, nous avons :
dH
g1
dz
en —oo. Ceci montre que hINy, et My j sont exponentiellement décroissants en —oo. En outre,

ceci montre que U (z,() est borné sur I' ().
Nous supposons que Uy, est borné et holomorphe dans € (E). Notons D! (2) la droite telle que

~ el‘i£

Im((—2) = %Re(( — z). Etant donné qu’il n’y a pas de point tournant dans

Q(E), les intégrands sont holomorphes dans toutes nos intégrales. Nous introduisons le chemin
4! qui, partant de Im (¢) = c ot ¢ est une constante, suit le chemin I'! () jusqu’a z puis suit le
chemin D! (2) jusqu’a Im (¢) = c et rejoint I'! (2) le long de la droite Im () = ¢ que 1’on note
d" (c). Par le théoréme des résidus, nous avons

/ 67%@72)]2 U- (Za C) MH,h (C) Usyp, (C) d¢ = 0.
7H(z)
Nous pouvons partager I'intégrale selon les chemins :

/ & TR @O M (QUan (= | TR (€)M () Uan ()
7 (z 3
+ / 6_%(<_z)12 U_ (Zv C) Mth’ (C) UQn (C) dC
Di(z)

+ / e R ALY (2,¢) My, (C) Uan () dC.
d'(z)
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Lorsque ¢ tend vers —oo, étant donné que I'* est asymptote & D', la longueur du chemin d' tend
vers 0. L’intégrand étant borné, nous obtenons :

(/ e—%“—”hv;(a<)mhﬂh«JUzlm>d<=——/m e R ALY (2,¢) My (¢) Uz (€) dC.
I'(z) Di(z)

Comme D' (z) est la droite Im (¢ — 2) = % Re (¢ — 2) et que D' (2) est parcouru de

z vers —oo, la partie réelle augmente le long de cette droite quand on la parcourt dans ce sens
puisque ceci correspond & parcourir le chemin verifiant Im (y — z) = aRe (y — z) de = vers —oo
et nous avons Re (( —z) = —Im (E)Re(y — ) —Re (F)Im (y — x) ot Re (E) > 0 et Im (E) > 0.
Ainsi, nous obtenons :

Unnia () == [ e HO0 (2,0) Mt (O Vs (€) ¢

JrOO —a lm —
_ _/ (i ur (ZZ N (1 _;Re (E) —alm (E)) u)
0

Im (E) + aRe (E)
o (- B2

Vo (o (1 iy o)) ) (1 ()~ e )

par changement de variable. Nous voyons ainsi que 'intégrale converge uniformément. En effet,
dans la formule précédente, nous avons :

= iBx + / m W+ W B) ()
—oo (A2 + h2m2B2 — E2)% (t) +iE

et nous savons que My p, (¢ (y)) ~ €Y. De plus :

Re(F) — alm (E)) u(y)

Cy)—== (1 " “Im(E) +aRe (B)

et
C(y) —z~iE(y — )
en —oo. Nous obtenons ainsi u (y) = (—Im (E) — aRe (E)) Re (y — z), ce qui donne

u

Re() = "B T aRe (®)

+ Re(x).

Ceci nous prouve l'intégrabilité en v de My .
De plus, ceci montre que Us,, 11 est bornée et analytique dans €2 (E). Etant donné la décroissance
de Mg, et hINy, nous déduisons que :

Usny2 (2) = ” )MH,h (€) Uz2ng1 (€) + ANy (¢) Uzn (¢) dC

est bornée et holomorphe.
Vérifions que w converge. Nous noterons les intégrales [ “ _pour signifier que I’on intégre sur le
oo
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chemin I'! (z). Nous rappelons les formules :

Czn+1 C2 L2
Uzn+1 (2 / / / ettt TAU (2, Gopgr) M p (Gengr) -+

— (2C1) Mu p (C1) (0> dcy -+ dCon+1

ka—1

+z//<2’”” ey %

X ky=jkj_1=j—1 k1=1
e 2 (Canp1j—2+- +Coky—j+1—Cak; —j+2tCak 2ok —j -1+ )U_ (Z,Czn-&-l—j)MHh (CQn—&-l—j) .
— (Cony—jr2s Comy—jn) M (Gony—jr1) hNR (Cany—3) Mz (Cory—j1) -+

U_ (Coky—142, Coky—141) Mu n (Cory —141) MR (Coy—1) - - - (é) dgy -+ - dQant1—;

C2n+1 ¢2 L2
U2n+2 / / . / e K(C1*52+'“*C2n+2)MH7h (C2n+2) -

U- (C2,¢1) Mu p (C1) (0> d¢y - dCono

ko—1

ST DS

® kj=jkj_1=j-1 ki1=1

T (o —gta=Cany o any —jma=Cony gt ) (Coky—j+2s Cony—j+1) M p (Cony—j41)

ANp (Cok;—3) M n (Cory—j—1) - - U= (Cory —142, Corr —141) Mz, n (Cory—141) BNk (Cory—1)

: ((1)) dCy -+ dCony2—j-

Nous allons utiliser le lemme suivant issue de [40)] :

Lemme 2.5.16. Soit f une fonction dans L* (|0, +oc|) et définissons, pour tout n > 1,

.Re(E)—aIm(E) ) (51*52‘2"*5211,)

Loy, (f) :/ e 2(1 T (B) Fa Re(E)
0<52, < - <852<51 <400

f (82) cee f (Szn) d81d82 cee dSQn

f(51)

et
o(E)—alm (s1—s2+ - +san—1)
b (9)= [ e 2 RBERE) T )
0<s2y—1<+-<852<81<+00
§2) S2p—1) @S51AS2 * + - AS2p—1-
f(s2)--f( )dsid d
Alors on a :

h E((n;rl)

noi<(3) .

Preuve. Nous reproduisons ici la preuve donnée dans [40]. Nous avons :

|12n(f)|<( / e |f(81)|f(82)d51d82) .
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Nous réalisons le changement de variable ¢t = s — s1, et obtenons :

e oo e
/ ST sl (sl s = [ [T e |7 )1 (s0) s
<62<.51<+oo

+oo
-/ / &2 | (s1)[1f (51 + )| dsdsy
0 —s1

= /_Ooo e’ (/:OO |f (s 1S (s1+1)] d81> dt

0
<[ R f]7a dt

—00

1z -

M\D\

Dans le cas de I5,,_1, nous avons :

o< (B) e ([ et o)
(

h 2n—1
5 s

Pour Us,, 41, nous avons plusieurs intégrales de cette forme. Dans la premiére n’apparait aucun
terme de la forme hN}, et si 'on note C_ la borne de U_, nous pouvons majorer cette intégrale

<

X

Q.ED

1 L . )
par (%)nJr crtt HMHJLHZ"H. Pous les intégrales suivantes, la borne va dépendre du nombre de
hNj, apparaissant. Chaque hNy remplace un U_ et deux My . Quand AN}, apparait k fois, nous

2n+1—k+1
obtenons ainsi la borne C™F 1 [ Mg, |[2H =2 A, |F (2)2(5F)
2(n+1)—k+1)

Pour Us, 2, nous obtenons la borne ™~ **1 ||MH,h||2("+1_k) [N * (%)E( 2
hN}, apparait k fois.

quand

E(?n,+12—k+1) E(2n+12—k+1)

=

< (%) h™*1 nous obtenons :

n .
|Uzpn+1 (2 Z< >hn+1 (2
j=
nt p(2tazin

n+2-7\,, 1 _ P ,
[Uan2 (2)] < ( ; 9>h “(2) C I | M 75 [N
§=0

Remarquant que h* (2)

2n41—j41
E 2

> CrIH | Mg || | N, |

—_

Nous pouvons alors majorer :
M P2 < e (1M 1)

selon la valeur de || My || et pour j compris entre 0 et n. Nous obtenons ainsi :

E(HTH) 2n+1 1—n on 2n — ] 2n—j J
mas ([[Mg L [ M) 173 (5T oI i

Jj=0

1

Uanir (] <17

E('n,+2
1 2 n -n n
=t (5) e (1Ml Ml ) €7 (C 4 )
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Ce dernier terme est sommable pour A suffisamment petit en utilisant le critére de Cauchy. En
effet, les termes ||Mg || et ||N|| ont un bon comportement en h en utilisant les expressions
(2.5.13) et (2.5.14). Pour Usy,2, nous obtenons :

1 B(252) - 2n4-2 M+ 2 ‘ ‘
Uiz (2)] < pntl (2> C—(+1) ax (17 | Mgpll n+ ) Z ( ; )C2n+2—1 | Ny ||

j=0
1 () 2n+2 2n+2
=t (5) O (L ) (€ 4
Ce dernier terme est de nouveau sommable pour h suffisamment petit. Nous en déduisons que la
somme est bien définie. Ceci termine la preuve. Q.E.D

Avec le choix de cette condition initiale, nous obtenons le comportement suivant pour notre
solution :

Proposition 2.5.17. La fonction ¢ = Me™% P~ Q™ w vérifie :

0.
o (z) = 26;1 e R 4o (e*i%)
0
en —oo. Rappelons que M est donné dans ([2.5.6), P! dans ([2.5.15) et Q= dans (2.5.11)
Remarque. Multipliant cette solution par la matrice —y%y'~2, ou 4%, i = 0,---,2, sont les
matrices de Dirac, nous obtenons une autre solution ¢ telle que :
0
p(x) = 26921 e I +o (e_ZEhT)
0
en —oo.

Preuve. Rappelons que la solution ¢ de notre équation de départ s’écrit :

o =Me "P1Q lw.

Nous avons choisi comme condition initiale Uy = ( afin d’avoir le comportement souhaité.

0

_ U2n
Y= Z (U2n+1>

n>=0

Rappelons que :

Wyn+1 Wyn+3
les termes restant dans le développement sont d’ordre inférieur. Supposons que Us,, = O (€™"%).
Nous utiliserons I’expression :

T 5 iRe(B)—alm(m) Re(F) —alm(FE
Uspt1 (2) = —/ e 71 ZiﬂgHa;C(g))ubU, (z,z + (1 —1 e(B) —alm( )> u)
0

Im (E) + aRe (E)
Mo (H <1 _ Re(B) —aIm(E)) u)

w w .
avec Us,, = ( in ) et Uspt1 = ( 4"+2). Nous allons montrer dans un premier temps que

Im (E) + aRe (F)

o (- B ) (1 gl i),
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A%+ h%m? B2
1
X (A24h2m2B2—FE2)2 +iE

D’autre part, comme z = iEz+ | * dt et que, le long de notre chemin, nous

avons Im (z) = — (%) Re (z) qui correspond a Im () = aRe (x), nous en déduisons

que :

(1—i (iﬁg;‘;gﬁg;»u:w(um)u

(n+ian) (1 4 ia) dn.

N /v A2 + h2m2B2
oo (A2 + h2m2B? — E?)} +iE

Ici, v désigne la partie réelle de « donc est définie de —oo & 0. Nous noterons vy la partie réelle de
x (z) par la suite. Ce qui va nous apporter de la décroissance dans l'expression de Us, 11 est donc
la partie réelle de la derniére expression en —co. En —o0o, le terme intégrale disparait puisque notre
intégrande est intégrable. Il reste ¢E (1 + ia) v dont la partie réelle est — (Im (E) 4+ aRe (E)) v
qui est positif par hypothése sur notre chemin d’intégration. Le terme U_ (z,() est borné par
e/t MRt o5 Dl (¢, z) est la droite passant par ¢ et z. L’intégrale tend vers 0 en —oco ce
qui donne une borne en —oo sur U_. Enfin, nous avons ||Mpy 1, (¢ (2))[| ., ~ € en —oo (ici, on
utilise la notation || Mgy p, (¢ (2))],,,, Pour indiquer que My j, est une matrice et qu’on ne peut
pas simplement prendre le module). Nous obtenons donc que :

vo
HU2n+1 (Z)H < / e%(hn(E)-&-a Re(E))(v—vo) o(n+1)Kv (1 + ia) dv

—00

v
< / eMHVRY (1 4 da) do.

— 00

Nous obtenons donc que Usy1q (2 (z)) = O (e(®tDrRe(@))  Etant donné la décroissance de hNj,,
nous obtenons aussi que Us,12 (2 (z)) = O (e Re(@)) Ceci nous permet de conclure que le

. P . . U
terme qui donne le comportement & I'infini va étre le premier terme Me™# P~1Q ! <UO>' Nous
1

wo
avons Q! (UO> = | 3 [. Utilisant I’expression :
U1 Wy
w2
—i(A+E)2’H™Y i(A+E)2’H Y —hmB2'H hmBx'H
p-1_ H! H-! 0 0
o hmBx'H~! —hmBx’'H™Y  i(A-E)2’H —i(A—E)2’H |’
0 0 H H
nous obtenons :
wo —i(A+ E)“H  wy+i(A+ E) 2 H 'wy — hmB% Hws + hmB % Hw,
p-1 wa | H*1w0 + H71w2
ws | | hmBEH wyg — hmBYH wy +i(A— E) 2 Hws — i (A— E) % Huw,
w1 Hws + Hw;
(2.5.26)
Wo
Les coefficients de M P~ 1Q ! :UUI sont alors :
2
ws
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1L1:(—i(A+E)% +1)H 'wo + (i (A+ E) % + 1) H 'wy — hmB% Hws + hmB%E Hw,

2,1 : (z (A+E) % + 1) H Y wo + (—i (A+E) % + 1) H 1wy + hmB%ng - hmB%le

3,1 : hmBYH  wg — hmB%H  wy + (i (A— E) % +1) Hws + (=i (A — E) % + 1) Huy

41 : —hmB%H 'wy + hmBYH  wy + (=i (A= E) % + 1) Hws + (i (A= E) % + 1) wy.
dx 1

Comme 4z — T, lOUus avons ¢C1T:r — % en —oo. Comme A(l‘) — 0, nous en
z (A24h2m2B2—FE2)2 z z T——00

déduisons que :

d
4(A+E)d—‘z+1 =0
) dx
z(A+E)£+1HiOO2
) dx
) dx
z(A—E)£+1zH—7>OOO.
1
2,2 2p2)% 4 1 .
Puisque H = (4217 m5 )j P , la limite de H en —oo est (—1)% = ¢*7. Nous en déduisons
(A24+h2m2B2)2 —E
que : 4
wo 2 T we
v
MpHITHL 226 iz 0
2 T——00 e‘ﬂwg
w3 2et 1w,

Les composantes wy et ws sont les composantes de U; qui est un terme d’ordre inférieur a Uy
d’aprés ce qui a été démontré ci-dessus. Comme z ~ iEx en —oo, nous avons e~ ~ e *Fi,
L’hypothése sur les conditions initiales nous permet d’obtenir le comportement donné dans la
proposition. Q.E.D

2.5.4 Solutions BKW avec condition au bord

Dans cette section, nous cherchons & construire des solutions BKW avec condition nulle au
bord en nous inspirant de [35]. Pour cela, nous rappelons le comportement des potentiels en 0 :

A(x)=%+m2+o(a:2),
B(a:)z—é—éa:—&—o(x).

Nous obtenons ainsi les développements suivants pour A2 et B? :

12

Az(x):ﬁ+7l‘2+0(w2),

BQ(x)—ﬁ+1+o(1)
Cox?2 3 ’

Dans la suite, nous utiliserons la phase suivante :

z(x) = / (A* + W*m?B?* — EQ)% (t) dt,

4]
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ol xg est le point tournant proche de 0 en O (h) d’aprés (2.5.2]) et ot nous avons choisi une
détermination de la racine carrée telle que v2 € R, lorsque v € R,. Rappelons aussi que :

h?m?i? n 3+ h?m?? — 3E%?

A + W*m?B? — E? = 1).
( + h*m )(a:) o RTE +o(1)
Nous cherchons des solutions & 1’équation :
hD,p = (-I'T?A(z) + mI'"'7°B (z) + ET") ¢. (2.5.27)
Nous noterons V;,, = —I''T'? A (2) +mI'*4° B (x). Nous allons réaliser la transformation de Langer
suivante :
x=—e".

Ceci nous donne donc y = In (—z) et grace a cette transformation, le bord = 0 est envoyé en
—o0. Réécrivons notre équation dans ce systéme de coordonnées, nous avons :

dy 1 _
Notre équation prend alors la forme :
hDyp = —e¥ (V,, + ET) .
Notre phase dans la variable y prend la forme :
Y 1
z(y) = —/ (A* + B*m?B? — E?)? (—¢€') e'dt,
Yo

ou yy est le point tournant correspondant & xy. Nous posons de nouveau ¢ = M avec M comme

dans (2.5.6). Nous posons ensuite ¢ = e~ % P71Q 'w ott P! est donné dans ([2.5.15) et Q1

W4n
. . w
dans (2.5.11]). Nous cherchons une solution w de la forme w = Y W, ou W,, = w4"+1 . Avec
n>0 An+2
Wan+3

Wy Wan+2 , .
Uy, = ") et Ugpyr = "+2) nous obtenons les équations :
Wan+1 W4n+3

9. (Uznt1) = (212 + ANy, (2)) Uspir + My, (2) Uap,
0: (Uant2) = Mu p (2) Usny1 + ANy (2) Uap.

o, dans la variable x, nous avons :

_EE(E) —ihmG_ (2)
Mpn(2) = ° paa(se)t |
—ihmG (z) —S
B () | ab ;1 -
—dwlde) 4 4[] imG_ (z
ME= e e (5 g

avec :

6, - LI (84 4y 90)

2 dz dx
dz\3 2
(d—) H dA dB
_=-%%_ | B— —(A—-FE)—|.
¢ 2 ( dz ( )dgc
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Nous rappelons que :

SIS
Bl

7o (A% +h*m?B?%)? + E
(A2 + B2m2B2)% —
Nous remarquons que :
dz = _@ey(Z)
dz dz ’
ou :
@ _ 1

Wl
—~
|
(g
<
S~—"

dz —ev (A2 4+ h2m2B? — E?)
Nous obtenons donc :

B (et (gL) e

—ihmG_ (2
MH,h (Z) — 2 Eﬁ(fey)(é)l)gesy 5
—ihmG+ (Z) %
dA (_ouy(dy 36314 .
T Y imG_(2)
" - B4 (=) (#)°e™  am
imGy (2) —te— e — R

avec :

(%)363"”{’2 dA B
G ly)=——"F—— <B —(A+E) d> (—eY)

2 dx x
3
(4) et
dz dA dB
- 7 _ _ _pY
G- (y) > (de (A-E) da:>( e’).

De plus, nous avons :

dH .\ _dy

dA dB
dH _dy E (A% + thQBE)
dz

dz 2 (AZ + h2m2B2 — EZ) (A2 + thQBZ)% ’

Enfin, d’apres (2.5.1), les lignes de Stokes vérifient :

_ 3+h21n2l273E2l2( 2 2) 22 —u?
Re 12h2m214 xo—u”)+to h2 .

|z = Jule

Dans le plan de Langer, elles vérifient :

h2 2127 E212 2y _ L2v
Re(y)Re(v)Re<3Jr m 3 (62?/62“)+0(66>)7

12h2m274 h?

si u = —ev. Elles sont donc asymptotes en —oo aux droites telles que Re(y) = C ou C est
une constante. Pour appliquer la méthode BKW, nous avons besoin de chemins transverses aux
lignes de Stokes. Ici, nous choisissons donc les droites horizontales, c’est-a-dire telles que Im (y)
est constante le long de ces chemins. Nous noterons 7, un tel chemin qui se termine en y et
I'y son image dans le plan des z. Notons que le long de ,, nous avons Re (v) < Re(y) et, par
conséquent, Re (¢ — z) < 0. Nous allons prouver la :
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Proposition 2.5.18. Soit I'y limage d’un chemin infini v, tel que Im(y) est constante le long
de vyy. Le systéeme d’équations récurrentes :

-l

Uzt (2) = fp, e FCIRUL (2,0) Mizn () Uan () dC
Usnio (2) = fr‘y M (€) Usnya (Q) + ANy (€) Uy (€) dC

admet une solution. De plus, u= ) < Uzn > vérifie :
neN Uzny1

_ (Vo 0
u= (Ul) +u” (z,h),

ot u® (z,h) = O (%), quand £ — 0.

Preuve. Nous allons étudier les fonctions suivantes :
L) = [ e HEIRU, (5.0 Mun (6) £ 6)de
r

(JoIy)[f](2) = / M () Lo [£1(C) + ANy () £ () dC.

Dans la suite, nous noterons d, pour %. Nous avons alors :
dy
¢ = —.
dey

Nous pouvons réécrire les deux derniéres expressions en terme de la variable y :

L) = [ ot nntre)

1
2

(7eu)e“duU+ (Z (y) ,C(yl))

Yy
dy
Mz (¢ () £ (C o)) 5
<Y1
dy
(7o L)W = | M (€ ) Lo (1€ ) + W (€ (1)) (€ ) -
Yy
Nous effectuons le changement de variable suivant :
Ll
h
0 =1Im(y)
Nous avons alors —hre = —e¥ de sorte que y = log (hrew) et, comme 6 est constant le long du
chemin +,, nous en déduisons que :
dyl = %dT = ﬁa
dr r
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ou y; est la variable d’intégration de la derniére intégrale. Ceci nous donne :

LG @) = [ e FRt s e e Sy ) )
Yy

o drn
deyr (r1)

- / ¢RI (AT BB (—hrae ) dra gy 0y ¢ (1))
v

Y

Mgy (C(r1)) f(C(

My (€ (r1)) f (€ (r1))

DL
T1 .
deyr (r1) m1
Nous allons vérifier que cette intégrale est bien définie si f est bornée au voisinage de 0. Pour
cela, au voisinage de 0, nous avons :

dy A =2z +0(x) = —2hre? + o (hrew) .
De plus, nous avons :
h2m?? n 3+ h2m?21? — 3E21?

2 12, 212 2 —
(A® + h*m*B* — E?) (z) = e a2

+o(l),

de sorte que :

N ' 2,272 2,212 _ 3272 3
(A2+h2m232—E2)2(—h7“e"9):(hml S hTm = 3BT +0(1))

h2r202i6 372
1
ml 3+ h*m2? —3E%1% , 5. 9 20\ 2
:rei(’ (1 T ree —i—o(re )
ml 3+ h2m2l? — 3E%1% , 5. 9 2i0
:rei‘)( T r?e* + o (r’e*")
ml 3+ h*m2l®> - 3E%12 0
= il + 6l re”’ + 0(7“6 )
Ainsi :
1
dey = — I
(A2 + h2m?2B? — E2)2 (—e¥) e¥
1
- (TT:—@ + —3+h2"é2nfl§3E212 rei + o (reie)) hret®
B 1
hml + —3+h2”’£’l;3_3E2l2 hr2e2i® 4 o (hr2e2i9)
B 1
hml (1 + Wﬂe%e +o (7,26210))
1 3+ h2m?2 — 3E%1? 4 o 9 20
__hml( - G2l ree —|—0(re )
1 N 34+ h2m2l2 _ SEZZQ 7,2621'9 N T262i9
= — 0] —_—
hml 6m315 h h
o
-
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Nous avons aussi :

ml 3+ h2m?2l?

2 2. 2p2\3 oy _ Mt
(A* 4+ h*m B)(hre)_mieJr E

rew +o0 (rem) s

de sorte que :

Nl
=

24 B2m?B?)? (—e¥) + E
A2 4 R2m2B2)% (—ev) — E

(A
H(z(r)) =
(

1
3+h m2i2 6 i0 4
s e’ +o (re )) + F

L M if 1 g (reif)) — B

T 6mi3

r

e

T 6mis

2 272 ;
ml + 3+h l ,,,26219 + 0(7’26219)) _ E'I"Gle

(72
(7
(m 4 34R’m?% 2 €20 4 o (r2 w))+ET€ie
(

Erew 3+ h2m?2i? : )
(1 n - n o 2210 +0<T2e2z9))

1

<1 N Eret? 3+ h2m?21? 2210 E2p2e2i0 ‘o (T262i9))> !

ml 6m2[4 m2[?

Ereie 2E27’262i0 9 26 'y
=114+2 o + TP —|—o(re ))
Erew E2T‘2 622’0 5 2i0
=1+ oml m2l2 —|—o(re )

~ Cl

au voisinage de 0. Nous obtenons ainsi :

Bd,A(dy)* e?VH?

2(d.y)r
E (—=2hre® + o (hre'?)) (ﬁ _ 3+h2”g:j§lz3’5212 TZZW’ Yo (ﬂf”))g 1373310
2 (1 + E;,fble EZZ;“ +o (7’262“9))2 r
2ER M (14 0(1)) =L 2[2 (1 _ 3+h’m 3;1;4313212 2,20 —|—O(T2€2i9))

6 25202160 -
2 (14 B2 — TR 40 (12¢20) )y
~ ECh*r3et?

au voisinage de 0. Nous calculons ensuite :

Au voisinage de 0, nous obtenons donc :

&

B (dsA) — (A+ B) (duB) ~ — 2o
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Nous en déduisons que :

3
ihmG,  ihm (4L) H2 (B — (A+ B) ) (—ev)

(dzy) r 2 (dzy) r
ihmCqe=210 Yy k313310
200h47"3

~C
au voisinage de 0. Nous avons de méme :

thmG_
(dzy) T

au voisinage de 0. Nous en déduisons que Mf(i%gf)(:)) est borné au voisinage de 0. Etudions

maintenant le comportement de U, . Rappelons que :

U+ (2,0)] < oAy 1PN OIS _ [T RN () | gy

Pour étudier le comportement en 0 de hNy, (¢ (r)), il nous reste a étudier le comportement en 0

de :
A(dyA) + h®>m?B (d,B)

(A2 + h2m?B2 — E2) (A2 + h2m2B2)%

(d.-HYH™ ' = (d.y)e¥ —eY).

Nous avons :

2,272 272

9 .9 o959  hPmel m=l

AT+ RImEB ~ o~
h2r2e2 r2e2
m21?

2 2, 2n2 2

en 0. Nous en déduisons que :

16 g2
(d-H)H ' ~ @hrem Qh% + thQW
z
h

m313
73310
Co re
h ml’
en 0. Par conséquent :
(d.H)H™ !
(d-y)r

au voisinage de 0 puisque 6 est constant le long de notre chemin. Nous en déduisons que %
est borné et donc intégrable en 0. Il s’ensuit que U, est borné. Nous en déduisons que :

H[+ [f] (Z)H < C/T 6—2 Re(f:l (A2+h2m2B2—E2)7(—hrzeie)ewdm)f (( (7“1)) dry.
0
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De plus, nous avons :

. 1 .
roe? (A2 + h2m?B?% — EQ) 2 (—hrgew)
B2 h2m2i2 , , 3
B + +h%0(1)—E )

) 1 h2r2 26 )
= roe’? (lQ + 7T124e + o (h*r3e*?) +

S

0 ml 3+ h*m?? — 3E?12
1
3m214
3+ h*m22 —3E%1% 4 4,
6m?214 "
3+ h*m?? — 3E?1? ; ;
=ml+ néml3 r2e®? 4o (h27“26219) .

Ainsi, au voisinage de 0, nous obtenons :

7,2621‘9 +o (h2r2€2i9)>

=ml (1 + +o (h27"262i0)>

Re (rgew (A2 + h?m2B?% — EQ)% (—hrgew)) > C.

Par suite : o
Re (ew (A2 + h2m?B? — EQ)§ (—hrgeie)) > —.
T2

Par conséquent :

1 N
672Re(f:1 (A2+h2m2B27E2)2 (*hr2€16)eledr2> < 6—201n(%) (7;1)20 .
T

Il vient :

17+ [12)] < C (i)zc | ercmyan.

Supposons que |f (¢ (r1))| < %, alors :

r n ~n, n+1+4+2C
20 < (1+Cy)" CPr
/0 rin f(C(r))dr) < (n+14+2C)n!
(1+Cy)" Cprmtitac
= (n+1)!

Par conséquent :

(14 Cy)" Ottt
I <

12 (71 () o

Etant donné que My} et hIN), sont bornés au voisinage de 0, nous avons :

r n omtl,netl n cmpn
(70 L 1) (el < ¢ ([ O, GOy, )

(14Cy)" Cy2rmt2 (14 Cy)" Ottt
(n+2)! (n+1)!
au voisinage de 0, nous obtenons :
(1+Cy" gttt
(n+1)!

Nous en déduisons que (U2n)n€N et (U2n+1)n€N sont les termes de deux séries sommables. Le
développement de u vient des estimations ci-dessus. Q.E.D

Comme r"+2 L pntl

I(J o L) [f] (2)]] <
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Nous pouvons maintenant en déduire ’existence d’une solution qui tend vers 0 lorsque = tend
vers 0 :

Proposition 2.5.19. Il existe une solution ¢ de l’équation [2.5.27] telle que :
o(z,h)=e " MP1Q tw (z,h),
tend vers 0 en 0 ot :
w= (g?) +w (2, h),
ot w® (z,h) = O (%), quand § — 0.
Preuve. Utilisant la proposition précédente, nous avons une solution ¢ telle que :
¢ (x,h) =e " MP'Q  w (x,h).

Il nous reste & prouver que la solution tend bien vers 0 en 0. Rappelons que nous avons choisi
une détermination de la racine carré telle que /v > 0 lorsque v > 0. De plus, nous avons :

R2m

A% (z) + h*m?B? (z) — E? o

+0(1),
ce qui nous donne :

h*m?21?

) 10 2)!

_ Ml o))

(A% () + B*m*B? (z) — EQ)% () = (

:—74‘0(%)

Par conséquent :

= —hml (In (—z) — In(—z0)) + O (z* — z7) .

Ainsi, nous avons :

22

mi(In(—z)—In(—z0))+0 ( —=f )

z
e h =e

2 2
of =20
— (_m)ml (—$0>7ml e ( h >.
D’autre part, les coefficients de M P~1Q~'w sont :
Ll:(—i(A+E) %2 +1)H 'wo+ (i (A+ E) % + 1) H 'wy — hmB% Hws + hmB49% Hw,
21: (i(A+E) % +1)H 'wg + (—i (A+ E) % + 1) H 'wy + hmB% Hws — hmB% Hu,
31 : hmBYH Y wy — hmB%H 'wy + (i (A — E) % + 1) Hws + (—i (A — E) % 4+ 1) Hu,
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41 : —hmBYH  wy + hmBEH  wy + (=i (A— E) % + 1) Hws + (i (A— E) % + 1) wy
d’aprés ([2.5.26f) et les équations qui suivent. Au voisinage de 0, nous avons :

1
A($)=7+$2+0($2),
l 1
B (z) —E—am—&—o(gﬂ)
et
A2(x)—ll2+%x2+o(x2),
9 o1
B (x)=—2+§+0(1)
Nous avons donc :
dx 1

dz (A2 + h2m2B? — £2)3

—XT
™ o 0 )

au voisinage de 0. Etant donné que :

e

o (A2+h2m2B2)%+E
(A2 + R2m2B2): — |

il vient :

H(z(x)) ~C.

Par conséquent :

d
<MA+E%£+1)H’LvQHE

d
hmB - H ~ Cp
dz
dx
hmB-—H ' ~ C}
m dz B
A-B)® ) B~ —C
1(A—-F)— ~—=Ca-
e A-E
Comme Uy = 1) et que les termes suivant dans le développement de w sont des o (1), nous en
déduisons que ¢ tend vers 0 en 0 ce qui prouve la proposition. Q.E.D

2.6 Reésumé et perspectives concernant les résonances
Dans ce chapitre, nous souhaitions étudier les résonances pour 1’équation de Dirac massive

en espace-temps Schwarzschild-Anti-de Sitter afin d’obtenir des estimations de décroissance de
lénergie locale pour ces champs similaires a celles obtenues par G. Holzegel et J. Smulevici [49],
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[51] pour I’équation de Klein-Gordon en espace-temps Kerr-Anti-de Sitter.

Dans un premier temps, nous avons réussi a donner une borne inférieure pour la décroissance de
Iénergie locale grace a la construction de quasimodes exponentiellement précis en suivant une
méthode utilisée dans [38] notamment. Afin d’obtenir une borne supérieure pour la décroissance
de cette énergie, nous voulions étudier plus précisément les résonances pour ce systéme.

Ainsi, dans un second temps, nous avons prouvé l’existence de ces résonances en temps que poles
de la résolvante dans des espaces bien choisis par un argument de perturbation utilisant la théorie
de Fredholm méromorphe. La localisation de certaines résonances proches de ’axe réel est alors
la suite logique permettant d’obtenir des estimations de décroissance de I’énergie locale. Malheu-
reusement, les méthodes employées pour prouver 'existence des résonances ne permettent pas,
en général, de localiser les résonances.

Une des pistes serait alors d’utiliser les quasimodes construits dans la premiére partie et de prou-
ver un résultat similaire & celui obtenu par S. Tang et M. Zworski [77] pour 'opérateur qui nous
concerne. Ce résultat est obtenu dans le cadre du "black box scattering" et affirme la présence
de résonances dans une région proche des valeurs propres associées aux quasimodes. Cette cor-
respondance utilise de maniére cruciale des estimations a priori sur la résolvante de 'opérateur
utilisé. Ce genre d’estimations pour des opérateurs d’ordre 2 vérifiant les conditions de "black
box" suivent des travaux de J. Sjostrand et M. Zworski [76] ainsi que de J. Sjéstrand [75] dans le
cas scalaire. Il serait certainement possible de développer le méme formalisme pour 'opérateur
de Dirac. Nous avons néanmoins préféré emprunter un chemin différent. Pour cela, nous avons,
dans une troisiéme partie, donné une formule explicite pour la résolvante en terme de fonctions
de Jost et de fonctions vérifiant les conditions au bord si nécessaire. Malgrés cela, nous n’avons
pas réussi a obtenir une estimation suffisante qui nous laisserait ’espoir d’obtenir un théoréme
similaire a celui de Tang et Zworski.

Nous nous sommes alors tournés, dans une quatriéme partie, vers la méthode BKW exacte. Cette
méthode a largement prouvé son efficacité pour 'opérateur de Schrédinger grace aux travaux
de C. Gérard et A. Grigis [40], T. Ramond [72], S. Fujiee et T. Ramond [36], [35] et par S.
Fujiee, C. Lasser et L. Nédélec [33] notamment. Pour mettre en oeuvre ces techniques, il nous
fallait une caractérisation précise du fait d’étre une résonance. Celle-ci nous était donné par la
formule explicite de la résolvante dans laquelle nous voyons apparaitre deux Wronskiens en fonc-
tion des solutions de Jost et des solutions avec conditions aux bord. Le fait d’étre une résonance
se caractérise alors par ’annulation de tels Wronskiens. La stratégie est alors de constuire des
solutions BKW de I’équation aux valeurs propres admettant des développements en terme du
paramétre semi-classique h et vérifiant les conditions voulues. Nous pourrions alors obtenir des
développements en terme de ce paramétre pour les résonances proches de I'axe réel.

Il nous fallait maintenant construire les solutions BKW qui devrait nous permettre de localiser
les résonances. Nous construisons ces solutions non plus sur | — 0o, 0[ mais dans un domaine
du demi-plan complexe. Pour cela, nous devons choisir une détermination de la racine carrée et
réaliser plusieurs changements de variable afin d’obtenir une forme convenable pour notre équa-
tion. Nous pouvons alors résoudre cette équation et les solutions ainsi obtenues sont bien définies
dans le domaine considéré mais n’admettent des développements en h que dans certaines régions
de ce domaine, le long de courbes transverses aux lignes de Stokes. Nous construisons ainsi des
solutions admettant des développements sur un sous-ensemble compact sans points tournants
ainsi que dans des domaines non bornés sans points tournants (qui correspondent aux solutions
de Jost) et des solutions vérifiant les conditions au bord & masse grande qui admettent des dé-
veloppements aux voisinage de 0. Il est important de noter que ces développements ne sont pas
valables partout mais uniquement dans certaines régions du demi-plan complexe.

Afin d’obtenir la localisation des résonances, il est alors nécessaire de prolonger les développe-
ments obtenus & travers les coupures laissées entre les points tournants par la détermination
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de la racine carrée que nous avons choisi. Ceci nous permettrait d’avoir des développements en
terme de h pour nos Wronskiens. Afin de réaliser ceci, il est nécessaire de trouver une courbe
transverse aux lignes de Stokes passant a travers la coupure et d’analyser les singularités dans
la définition des solutions BKW qui empécheraient ces solutions d’admettre un développement
le long de cette courbe. Ces singularités dépendent des intégrales d’action entre les points tour-
nants. Autrement dit, étant donnés deux points tournants xq et x1, les singularités dépendront de

S(E) = ffol V() — E)% dt o V dépend des potentiels présents dans notre opérateur de Dirac.
Ceci améne a obtenir des développements pour les Wronskiens en terme de % et, lorsque les
points tournants sont trop proches les uns des autres, % diverge ce qui ne nous donne pas des
développements suffisamment précis. C’est ce qu’il se passe dans notre cas.

Afin de pallier a cette difficulté, nous pensons pouvoir mettre en place des méthodes microlocales
qui ont été utilisées dans [72] et [36], par exemple, pour l'opérateur de Schrodinger.
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.1 Calcul de I’équation de Dirac

Dans cette partie, nous allons utiliser le formalisme de Newman-Penrose afin d’établir I’équa-
tion de Dirac. En coordonnée, I’équation de Dirac (|1.2.15)) prend la forme :

ehen BV A0 = Van o™ + vaa cBoC (.1.1)

ou les lettres en caractére gras désignent les composantes des spineurs. Rappelons alors que :

Voo =1V,

Vorr =m®V,
Vig =m*V,
Vi =n*V,

ou [*V, = 1%0x, lorsque l'on agit sur les fonctions (il en est de méme pour le autres compo-
santes). D’autre part, les éléments v, A’CB sont appelés les coefficients spinoriels et sont notés
généralement comme suit :

'700'00 =6 700'01 = —kK; '700'10 =7 =m; 700/11 =7 =—e= —700'00
’710/00 = ’)’10/01 ==p; 710'10 =0 =X ’710'11 =pf =-a= _710’00
’701'00 =5 701'01 = —0; 701'10 = —Pl = M3 ’701'1:l =ad =-f= —’701’00
711'00 =7 711'01 =7 711’10 = =v; 711’11 = =—y= _711'00

ce qui nous permet d’obtenir I’équation ([1.2.20)). Il nous faut ensuite calculer les coefficients
spinoriels. Nous obtenons :
1 r3 4+ MI?
€ = ’y = ;
2v2 (rt+12r2 — 2Ml2r)% Ir
o 1
e=n V2r

f=—a=

(.1.2)
F(r)?;

2\/?7"

cot 0;
Tm=1=0.

En effet, comme notre base est normalisée, nous avons :

1
e=3 (nVyla +m*1PVying) (.1.3)
p =mm’Vl,

7= —mVyna

a= 1 (n*m’Viyla + mmVym,)

[\)

1
8= 3 (nambvbla + m“mbvbma)
7 =m*nbVyl,
= —m*m?Vyng
1
v = 3 (nanbvbla + manbvbma)
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ou, ici, Vpla = Opla — I'“;,lc. Nous noterons les indices {0,1,2,3} tels que (zo,z1,z2,23) =
(t,r,0, ). Rappelons les coefficients de la métrique et de son inverse :

-1 .
goo=F(r); gu=—-F() 5 ga=-r% gsg=—r’sin’(0)
_ 1 1
00 1 11 22
=F(r ; =—-F(r); =——; = —

g r) " g (r); g I NI
les autres termes étant nuls. Nous pouvons ainsi calculer les coefficients de Christoffel. Aupa-
ravant, remarquons que nous utilisons la connection de Levi-Civita, nous n’avons donc pas de
torsion et I'%;; = I'* ;. D’autre part, comme g* = 0 si i # j, nous avons :

1 dgjo , 0gi0  gij
o _ - 00 J _ J
r A 29 { (')a:i + al‘j 81‘0 (14>

Comme aucun des coefficients de la métrique ne dépend du temps, nous avons : % = 0 pour
z0
tout i,5 € {0,---,3}. De plus, %‘”_0 n’est non nul que si j = 0 et ¢+ = 1. Utilisant la symeétrie,
nous voyons que les seuls coefficients non nuls de la forme I‘Oij avec i,j € {0,---,3} sont :
0 0 1 =1 v
o =10 = §F (r) " F'(r) (-1.5)

Nous pouvons faire un raisonnement similaire avec F3ij. Les seuls coefficients non nuls sont alors :

1
3, =03 = - (.1.6)
I3, =T, = cot () (.1.7)

Pour I'' .., nous allons distinguer deux cas. Tout d’abord, si ¢ # j, rappelons que :

1 _ 1 ufo9i , 99a 99y

37

Donc, si aucun des ¢ ou j ne vaut 1, I‘lij = 0. Si, par exemple, i vaut 1, alors, comme i # j, les
deux derniers termes sont nul. Comme g1; ne dépend pas de ¢, 0, p, le premier terme est aussi
nul. Ainsi T'';; = 0 pour 7 # j. Maintenant, si i = j, nous avons :

lgll 9911
rt, = { or (.1.9)

ce qui donne :

1 _ 1
Fln = *iF (r) v (r); Fl00 = §F (r) F' (r); Flzz =—rF(r); F133 = —rsin’ (0) F (r)
(.1.10)
Enfin, nous avons :
1 9gj2 | 092 0gij

2 — —g22 J 2 29\ 111
K 29 (9.1'z + al‘j 81}2 ( )

Par un raisonnement similaire, nous voyons que les seuls coeflicients non nuls sont :

1 .

r?,=r?%, = = 2, = — cos (6) sin (0) (.1.12)
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Nous pouvons maintenant calculer les composantes de Vjl,. Les composantes non nulles sont :

1 1 1 1
Volo= —=F ()2 F' (r); Voli=——2F () 2F (r);
00 2\/§ ( ) ( ) 01 2\/5 ( ) ( )
.2
r 1 rsin® (6) 1
Valo =——=F (r)?; V3l = ——F (r)?
2l2 NG (r) 3l3 NG (r)
De méme pour Vyn,, nous obtenons comme coefficient non nuls :
1 _1 r 1 rsin? (0) 1
Voni=—=F(r) 2 F (r); Vano=—=F(r)2; Vanz= F(r)z
o = =5 £ () (r) 22 = 5 (r) 3”3 7 (r)
Enfin, pour Vym,, les coeflicients non nuls sont :
_ 1 _ isin ()
Vaom, = —; Vsm, =
211 72 3my 2
Vg — ir cos (6)

—rcos (0) sin (6)

; v Y —
NG) s V2

Nous pouvons maintenant obtenir des formules pour les expressions (.1.3) qui sont données par
(2.

.2 Asymptotiques de r en fonction de z

T

Rappelons que F (r) = 1 — 24

.2
+ 717 et Tsaqs = p+ +p— ou py = (Mlz + (M214 +
Commencons par un lemme qui exprime F en fonction de r, rgaqg et [2

Lemme .2.1. Pour tout r €]rgaqs; +00[, nous avons :

(r—rsads) (T2 + rsadqsr + T%Ads + ZQ)
F(r) = ri2

Preuve. Nous avons :

3+ %2 — 2MI1?

ri?

F(r)

16
27

(.1.13)

(.1.14)
(.1.15)

(.1.16)

(.1.17)

")

Nous devons donc prouver que 73 + ri2 — 2M1? = (r — r5445) (r2 + 754dST + TE g5 + l2). Cal-
culons le terme de droite :

(7" — TSAdS) (T2 + rsAasT + T?S‘AdS + 12) =73 + TSAdSTQ + (T?S‘AdS + 12) r— TSAdS7'2

2 3 2
= TS54ds” — T'Sads — TsAdsl

3 2 3 2
=r +ZT*TSAdS*TSAdSZ .
Calculons :

3
T aas = 0+ +p-)° =p% +3p2p_ +3pip? +2,
ou :
P +pd =2M?

3
P+p- = JYCI TR YE TR
+P- 3

27
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D’ou : )
l
T3 aqg = 2MI* — 33 (p++p-) = 2M1* — I*rgaqs-
Nous en déduisons que :

(r —rsaas) (r* + rsadgsr + ragg +12) = r* + Pr — 2M12

Ceci prouve donc le lemme. Q.ED

. . . N - -1
Donnons maintenant une expression de r, en fonction de r ou r, vérifie CZ;* =F(r) :

Proposition .2.2. Pour tout r € |rsaqs; +00[, nous avons :
_eg
r(r) =ln ((7’ —rsaas)™ (1* + rsaasr +raas +1°) 7 )

12 (3r2 + 272 2
(38 aas ) arctan _Sr¥TsAdS . (.2.1)
(3réaas +1%) (Bréags +41%) (3réaqs +41%)

ol
[N

Preuve. Utilisant le lemme précédent, nous avons :

dr, ri?

dr — (r—rsaas) (r? 4+ rsaasr + 4,45 +12)

Nous allons cherche aq, as, as € R tels que :

ri2 o QoT + (3

= + ,
(r —rsaas) (12 + rsaasr + réags +12) 1 —rsaas 12+ rsaasr + 1546 + 12

Réduisant au méme dénominateur, nous cherchons donc aq, as, asz € R tels que :
l2 _ 2 _ 2 12 _
r=(oq + a2)r’ + (a17sads — aarsaas + az) T+ a1 (Teaqs + 1°) — asrsaas.
Ainsi :
a1 = —Q2,
2
7 = 201715445 + a3,

2 2
T +1
(LS AdS .
TSAdS

a3 —

Nous en déduisons que :

2 2 2
2= a 2r5ads T T5aas T

i

TSAdS
d’ou : )
= ZSAdSl ’
3rgaas + 12
et :

1? (r§aas +1°)

a3 = 2 2
3r5aas T1
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Nous obtenons donc :

dr, oy —aqT + as
d = + 2 2 [2
T T —TSAdS T°+TSAdST +Taqs T
[e5NN
(e %} (e %} 2r + rsads 175449 ‘;Ads + ag

PR — + .
" — TSAdS 2 7“2+7“5Ads7“+7“%14d5—|—l2 T2+T5AdsT+7"%AdS+12

Les deux premiers termes admettent pour primitive :

_21
In ((r —rsads)™ (1° + rsaasr + reaqs +1°) 2 ) .

Etudions le dernier terme, nous avons :

r 2 p2
T2+TSAdST+T§Ad5+12: (T+ S;XdS) - S.;I\dS +T,29Ad5+l2

_ (2r + V"SAdS)2 + 3r?‘§AdS + 472
4
2
_ 3r§ags +41° 14 < 2r + rsads )
4 (3T?S'Ads +412)

[N

Nous obtenons donc :
AX1TSAdAS X1TSAdAS
L ) ds Qs 4 1 ) ds Q3

2 2 2 2.2 2 2

r +7”5Ads7”+T‘SAds+l STSAdS+4l - s Aus
- 1
(8r2 4qs+412)2

Calculons :

Q1T5AdS
2

T % aqs T 12 12 (3r% g qg + 20
+as =0 ( SAdS | 1SAdS ) _ ( SAdS )

2 TSAdS 2(3rd s 1)

1
2
1+< r+rsaAds - )
(3T§Ads+4l2) 2

(3rg ags +41%) arctan 2r +rsads
2 (3rdags +412)

D’autre part, une primitive de

5 est :

S

Nl

Q1TSS A
Ainsi, une primitive de 24— P E——.r > est :
3r5aast4H
14 | —2rfrsAds
(3T§Ads+412>5
1
4 P (3r3aas +2°) (Brdaas +4°)° < 2 + r54ds )
2 2 2 2 -
3rgaas TAI2 2(3rgaqs +17) 2 (3r% 4uq +412)2
Ce qui donne le résultat souhaité. Q.E.D

Nous allons prouver les asymptotiques suivantes :
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Proposition .2.3. Au voisinage de 0 en x, nous avons :

r= —l; + % (x) +o(—x). (:2.2)

D’autre part, pour x suffisamment petit et |x| grande, nous avons :

 261% (3% aqs +20%) — 3rsags (3rass +1¥)

D2 4dkx
2(3r% 445 +1?) 4¢

1
r —1TsAds = (3T%Ads + 12) 2 .D462"iz

+o (e4l-mc)

Preuve. Rappelons que z =7, — C% ot :

[N

_e 2
re (r) =1In ((T —rsaas)”’ (r2 + 75AdST + T2 Ags + 12) 2 ) + C'arctan _ErHTsAds
(3r% ags + 41%)

_ 2
Coiln ( r—rsads ) © Carctan <7’+T5Ads>
(r? + rsaasT + 135 + %) (3rdags +412)

2

N rsAds!
1= 3572 2
3r5aas T

1 (313 445 + 20%)
(3T%Ad5‘ +12) (37"§*Ads + 412)

Nl
Nl

ou :

C =

=

Quand r tend vers I'infini, nous avons :

1 _ Trsads

T —TrSsAds _ -
= T
(r? + rsadst + 1445 +12)* (1 + 4TSAdST+ZZ'AdS+l2) 2
.

TSAdS 1rsaas | 3reaas — 4 (Tdaas + 12)
(1 s (4 Lrsaas
r 2 r 8r2

12 (12 +12)r — 513 1
+ (SAdS ) SAdS SAdS +0< )

1673 3
—1- 3rsAds + 3T%‘Ad$ — 412 97"§~Ads - 20[2 i
2r 8r2 1673 r3 )"
Il vient :
In T —TSsAdS _ <3TSAdS ST%AdS 7412 9T§Adsf2012 —|—O< 1 ))
== _ _ —
(r? 4 rsagsr + 12 g + 12)? 2r 8r2 1613 3
. 2 472 2 _ 9012 2
(Srsﬁds - Pragge R Mase B 4o (%3>)
2
2 _ 472 2 o972 3
(Prgpes — a4 o ()
3

()
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B 3rsads B 37A§‘Ads + 212 TSAdslz " 1
2r 472 2r3 73
D’autre part, nous avons :

1

2 3r2 45 +412) 2

arctan | —— 1~ 7SAdS__ ) _ T ctan (37%aas +41%)*
(3rgqqq +412)2 2 2r +rsads

et nous pouvons calculer :

1 1 1
2r + 15 ads Cor \ 1+ 7TSAdS

1 TSAS | Tiads
=— 11—
2r < o 42 1 °
_ 1 rsass TSAds
o 4r2

Par suite, nous avons :

S

(37§ aas +41%) 2 oy (1 Tsads | TEaas 1
arctan W = arctan (3TSAdS + 41 )2 g — 47‘2 + ST +o ’]’73

a2 ot (1 Tsaas | TEaas 1

(3TSAdS+4l )2 <2T - 472 + 83 to 7673

3
 (Briaes +412)° (1 rsaas n réaas Yo 1 ’
3 2r 4r2 8r3 73
1
+o0 TTQ)
1

~ (Brdaas TA7)7 (3rags +41°)
a 2r 4r2

[N

TSAdS

Nl

n 3 (3rdaqs + 4l ) S aas — (3% aqs + 41%) i 1
o
2473 r3

Nous en déduisons que :

3 3r? 202 12 1
R TSAdS  9Tg5ads + + T'SAdS 1ol =
2r 472

273 r3

i 1
+ g —-C (3T§Ads + 412) : - (3T§'Ads + 4[2) 2 rsAdS
2 r 492

Nfw

3 (3r8aas T40%)7 18405 — (3rFags + 4 ) 1
+ +o
2473 73
Calculons le coefficient devant *

i 3r34as!? (375 aas+20%)
3rgaqsar + C (37’%,4[15 + 412) 2 312 a2 3rZ  qs 12
2

2
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12 6T%‘2Ads+2l;
— 3rgaastl® _l2

2
Calculons le coefficient devant %2 :

—on (3rdags +21%) + C (3raas + 452)% rsads  Tsadsl® ((3raas + 21%) — (3rg ags + 217))

4 ; 4(3rdags +17)
=0.

Calculons le coefficient devant %3 :
1 3
12017505 = C (3 (313aas +42)* 13aas — (3rdags +412)7)
24
127% g5l = 1P (3% a5 +20%) 3r8ags + 7 (Braas + 217) (3rdags +41%)
B 24 (3r¢ 445 + 12)

2 4, 1°

_ Tsaas!” T3

= 2.2 2"
3r5a4s 1

Notons Cy cette constante. Nous obtenons finalement :

D’ou :

Par conséquent :
r 2z 8
Nous pouvons maintenant obtenir r en fonction de x :

12 1
x 1+ 222 + 0(2?)

12 Cs
= 7; ( — lsz +O(£C2)>

ou :
2 2 2 2
Co _ Tsaas T3 _ 3rgaas +! 1

T 32,0+ 2 332 s +12) 3

Finalement, on obtient :
2 n 1 o)
r=——+-x+o(x).
z 3
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Ce qui termine la premiére partie de la preuve.
Remarquons que :

c arcmn(%)
Tx

T
3,2 2\3
(“smzs*‘“ )
—e o1

" —TSAdS

£

e —.
(12 + rgaasr + 14449 + 12)?

Comme a1 = i ou k est la gravité de surface, nous obtenons :

2k C arctan 2’”*’”7514(151
2 )5 T —TSAdS

2
eer* —e (3TSAdS+4l

[T

(7“2 + rsaasT + r%’AdS + l2)

D’autre part, rappelons que, pour z suffisamment petit (c’est-a-dire x — —o0), nous avons r
proche de rgaqs. Nous pouvons donc écrire r = rgaqs + (1 — 7sads) OU r — rgaqs est proche de
0. Calculons le développement suivant :

( 2r + 154458 ) B <3T5Ads +2(r— TSAdS)>
arctan | ——— | = arctan T
(3réaqs +41%) (Bréags +412)°

[N

1

3r 3rd aqs +417)2

= arctan SAdS - | + (2 gAQdS 13 (r —rsads)
(3r2 pgg + 412)2 (375405 +1?)

1
B 3rsAds (3T%Ads + 4l2) 2 (

2 2
5 r—1rsads) +o ((T — TSAdS) ) :
4(3r% 445 +12)

Calculons :

1 1
(3r% aqs+412)? srsaas (373 aas+412) 2
. (z(%mzz)“""ws)‘ (Eager)t U rena) el orsans)’)

6rl2 (3T?S‘Ad5' + 2l2) S AdS
4 (3réaas + 12)°

1 (2617 (3r% gqg + 20%)
2\ 20r%us+17)°

2612 (3rE 445 + 20%)
2(3r2 405 +12)°

(r —rsads) — (r — rsaas)”

+o ((T - TSAdS)Q) + (r —rsads)
6512 (3T%Ads + 212) T'SAdS
- 4(3rgags + 12)3
2612 (31 uqg + 20%)
2(3r2 405 +12)°
+ Rl (3rgaas +20°) (K1 (3rdaas + 20°) — 3rsaas (3% 4as + %))
2(3r2 05 + 1)

(r —rsags)’ +o ((r - TSAdS)2)> +o ((r _ TSAdS)z)

(r —rsads)

(r — rsaas)”

+o0 ((r - ’/‘SAds)2) .
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Nous obtenons ainsi :

2kC arctan | — 2 tTSAdS 2kC arctan [ —>rsAds
((37~%Ads+412)% ) —e ((3"%Ads+412)% ) (1 4 2/43[2 (3T§Ads + 2[2)
2
2(3rdaqs +1%)
(“254 (3r5aas +20%) (37F 445 + 21°)
7
2(3rdaqs +1%)
3k (3rg aas + 20°) Tsaas (3% aas +1°) 2
- 5 i (r —rsads)
2(3ré qs +17)

+o ((’I“ — TSAds)2)> )

(r—rsads)

e

Etudions maintenant le développement de I=rsAds . Nous pouvons, tout d’abord,
(rP4rsaasr+r2 445+12)

[N

écrire :
2 2 2 2 2 2
r +TSAdST+TsAdS+Z :(Tf’I’SAds) + 3rsads (T*TSAdS)+3TSAds+l .

Ainsi :

" —TSAdS _ " —TsAdS

- 1
(38 + )} (L s P sagtomronse))

_ T Tsads (1 3 3T;A;SQ(T TSZAZdS) Fo((r— 7"5Ad5))>
(3r2 445 +12)2 (Brgaas +17)

T —Tg5AdS 3rsads 2

= - (r —rsads)
(3r%a4s +1%) 2(3rgaas +17)

+o0 ((T — TSAdS)2> .

N

(r? + 75adsT + 1805 +17)

Wl
e

Nous en déduisons que :

€2nr* —e

2kC arctan ( Srsad ) 2 2 2
2kl* (3r + 21
(1 ( SAdS ) (7“ rs dS)

(573 g +202) &
2(3r2 05 +12)°
" —TSAdS 3rsads
(3r&aqs +12) 2(3r4as +17)

5 (1 — rsaas)’
2

o((r—rsaas))) X <

SIS

+o ((r — TSAds)Q))

2kC arctan %‘91
—e (372 gqg+212)?2 " —TSAdS
- 1
(Bréags +17)?
—&-2“2 (8réaas +20%) = 3rsaas (3% 445 +1°)

2(3rdaus + 52)%

(r —rsaas)’ +o ((7“ - TSAdS)2)> :
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Comme e257+ = 26%cCRT ] vient :
D25 T —TSAdS i 2kl (3T§Ads + 212) — 3rsads (3T%Ads + 12)
4 =
(3rdags +1?) 2(3rdaqs +1?)
+o0 ((7“ - T’SAds)2> ;

(r —rsags)’

5
2

N=

ou :
—2xkC arctan(wi’qdf) +Crk
Dy=c¢ (S(T'SAds) +412)
Ainsi :
2
(r — 75Ads)

D2 4drkx —
4 (3rgaas +1%)

+o0 ((r — rSAdS)2) .

Etant donné que o ((r — r544s)) = 0 (¢**7), nous obtenons finalement :

1 2k12 (312 +202) — 3rgaas (3r2 L2
T —TSAdS = (3712914(15 + 12) 2 D4e2nz _ ( SAdS . (37?2 - 12) ( SAdS )Diezlm;
SAdS
+ o (e*")
Ce qui termine la preuve.
Q.E.D

Corollaire .2.4. Au voisinage de 0, nous avons :

1 I =z
F(r)2 ——;—a—i—o(x)
F(r)% 1 a2 9
it o)

LOT‘SQU@ T — —00, nous avons :

3 1
1 3k s +1?)* D , .
1A (T)é = ( SAdSl ) 4 ert 4 Cge3n1 +o (e3n1) ,
T aas!
1 3 1
F(r)?  (3riss+1?)"Dg
(’:) — ( SAdS§ ) 4 ert 4 0463nz +o (e3nz)
T5ads!

ou :

5 3 3 3
313 Ads (3’°§Ads + 12) - (25527@&15 (3T%Ads + 252) + 21 (3T§Ads + 52) : Df)

3 = ?

3 5
4r& 15 (3 pq5 +12)*
5 3
c 3r&aas! (Bréaas +1%) = 260°13 445 (3r& aas +20%)
4 fr—

3 5
472 4q5l (378 405 +12)7

3
2

B 6D§ (3r8aas +1%)* (2riaus +1°)

3 5
4rg pqs! (3T§'Ads +12)7
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Preuve. 1) Au voisinage de 0, nous avons :

oM r?
F(ry=1-"+1

r 2

+ o (1). Par conséquent :

8
|
Wi

D’autre part :

F=E gt o)
Ainsi :
F(r)) (1 = IR PR
r _< z 61“’(‘"”))( g o)
1z 2P 9
77 @+@+O($)
1 2 9
:7 2[3 ( )

2) Pour x — —o0, nous avons :

1 1
(r—rsads)? (7‘2 + rsaqsT + T%‘Ads + 12) 2

E (T)% - rzl
1
(r— TSAdS)% <3T§Ads + 1% 4 3rsaas (r — rsaas) + (r — TSAdS’)Q) ’
N I (rsaags + (r — Tsads))®
Calculons :

[N

<3T§Ads + 1% 4 3rgaas (r — rsaas) + (r — TSAdS)2)

1

2\ 2
1 3r rT—r +(r—r
_ (3T%Ads +l2)2 (1 n sads ( sads) + ( SAdS) >

3% aas + 12

N|=

= (3réqqs +17) (1 + (&q& (r—rsaas) +o((r— rsAds)))

2(3rdags + 1)
3r
4 osAds (r—rsadas) +o((r—rsadas))-
2(3rgaas +1%)

Nl=

= (3T%Ads + ZQ)

Nl
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D’autre part :

1 B 1
F 1 1
I(rsaas + (r —rsads))? rZ sl (1 i TZSTjj;’S) 2
1 T—7TgA
= — (1 B SAdS +0((TTSAdS))>
rz o rSAdS
SAdS
1 1
= - —3 (r —rsadas) +o((r —rsads)) -

1
2 2
T3aasl  2r$aas!
Ainsi :

3rsads
2(3rdaus + 1)

( Lo 31 (r —rsaas) +o((r— TSAdS))>

1
2 2
T3aast  2r3aas!

Nl

1 1
F(r)? = (r —rsaas)? ((BT%A(IS+12) +

[N

(r —rsadas) +o((r— Tsmzs)))

s [((3riaus +12)7 (3rdaus +12)7
= (r—rsads)? ( 5445 ) —( SAdS ) (r —rsads)

2 2
TS aas! 2rg sqs!

1
3r2
" SAdS
20 (3rg 445 +12)

(3rgags +17)2 (

1

(r —rsadas) +o((r— ?"SAds))>

Nl

1 3r? — (312 +1? 3
T r—rsadgs)? + —5A95 ( 5 i 3 (r —rsaas)?
73 Ads! 2rgaasl Bréaqs +12)?

3
+o ((T‘ — TSAdS)2)
1
3r2 + ?)? 1
(Sltd#(’r*'rSAdS)2* 3 ;
TSaas! 2rdaas Briaas +17)
+o ((T‘ — TSAdS)‘ ) .

Rappelons que :

l

Njw

(r —rsads)

[N

(M)

2 2617 (3r% pgs + 21°) — 3r5aas (3réaas + 1
r—roads = (3305 +12)% DyeT — (378 aas 2(322 T (378 a4s +1°)
SAdS

Di e4nz
+o ().
Par conséquent :

1
2

1 1
(r—rsadas)? = (3T?S‘Ad5' + 12) *Dze™ (1

1

2k12 (3T%Ads + 212) — 3rsads (3T%Ad5 -+ l2) 2
o 3
2(3rgqs +1%)°

= (3r&aas + 12)i D4% e

D4e2mc To (e2r€w)>
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(1 B 2k1? (3T§Ad5 + 212) — 37’sAdS3 (3T%Ads + lz)
4(3rgpqs +1%)7
= (3rgaqs + 12)i D4% e
260 (3rg ag5 +20%) = 3rsaas (3rgags +17)

5
4(3rdags +12)°

D4e2mv +o (e2nz)>

Dfe?mm 4o (e?mr) .

D’ou :
3
2

(T — TSAdS) = (ST,%AdS + 12)% Dfe?)mc 4+ o0 (e?m:v) .

Nous en déduisons que :

N

3 2 12 1 1
F(r)? = M (<3T%'Ads +12)‘1‘ D%e’”

TgAdSl
2612 (3rd 445 + 21%) — 3rsaas (3rgags + %)
- 5
4 (3T§Ads +012)*

z 3 8 o .
o3 2 2 ((3T§Ads+l2)4DfeS a:+0(63 x))
2rd pqs (3rgaqs +17)

(3rgaqs + 12)% D4%
1

D4% eSna: +o (e3nx)>

Nl

el{:l)

2
TS aas!
5
2

3 3
3riaas (3r8aas +12) — (2"l2’"52‘AdS (3r% gqs + 21%) + 20 (3rd 4ys +1?)* D

ol

) 63/11

Bl

3
4rg aas (3T%Ads +1?)
+o (e?m;c) .

37‘5%‘Ads (3r§Ads +l2)_ <2nl2Ts%Ads (3T§Ads +2l2)+2l (3T§Ads +l2)

3 5
Argags (ST%AdSJrlZ) R

3
2

= ojw

D

)

_ 261% (3rF 445 +20%) — 3rsads (3rags +1°)
2(3rgaqs +17)

Notons Cs = . Comme :

1
r=rsads + (3rgaas +1°)* Dae*™ Dige™™

+o (e4nr) 7

nous avons :

) 1
r 2&12(3T§Ads+2l2)_3Tsf4dS (3T§Ads+l2)
2(3r2 445+12)

1
rSAdS + (3T%Ads + 12)2 D4€2’” _

Dieélmv +o0 (64/{1’)

1
1 1 (3T%Ads + ZQ) * Dy o,
_ e

_ +o (e2nm)
TS AdS TSAdS
1
_ 1 B (37"%Ad5;+l2)2 D462,m; +0(62mt) )
TSAdS TsAds
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Nous en déduisons que :

1 3 1
F 3 3,,,2 + l2 1Dz 1
(T) _ ( S'AdS1 ) 4 eﬁr+0363nr+0(e3nr) <
r 3 r
$ads! SA4ds
1
2 2\ 2
_ (STSAdS;—’_l )2 D4 e2mc +o (BQKJJ)
r
SAdS
2 Nt 3 2 ni N
_ (3rgaas +1)" D} R _ (3r&aas +1°)" D; 3y Cs €3 1 o (£¥)
3 5
73 aas! 73 aas! "'sads
3 1
37"2 + 12 s D§
— ( S.AdS§ ) 4 i +C4e3ﬁz+0(635z)7
T3 Aas!
ou :

5 3 3 3
3rgaas! (3T§'Ads + l2) - (2513’“§Ads (37129,4(15 + 212) +2 (3T§Ads + 12) : sz)

Cy= 5
4

47'5%*,4(151 (3% aqs +1%)

4 (3rgaas + lz)g D4%

4T§Adsl (3réags +1%)

82l (32 s +12) — 26312 446 (3r2 g + 20)
B 4T§Adsl (3rags + 12)%

6D4% (33 aas + 12)% (2r§aas +1%)

3 5
42 a5l (Brgags +12)*

et

QED
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