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Introduction

Dans ce travail de these on propose une étude sur le comportement d’une mousse
polymérique a porosité ouverte sous compression uniaxiale. Ce travail s’inscrit dans
le cadre d’une these en cotutelle entre 1’Université de Provence et 'Université de
Ferrara, qui a été financée par une allocation de recherche du Ministere de la
Recherche francais et soutenue par une bourse Leonardo da Vinci de 1'Université
franco-italienne.

On a étudié le comportement des mousses polymériques a cause de I'impor-
tance qu’elles ont acquise ces dernieres années, en raison de leurs caractéristiques
mécaniques particulieres et de leurs nombreuses applications. Les mousses po-
lymériques, et les matériaux cellulaires en général, sont utilisées entre autres pour
Iisolation thermique et acoustique, comme noyau des panneaux sandwich, ou en-
core pour ’absorption d’énergie dans les chocs. Elles sont tres employées dans 1’em-
ballage. Le faible rapport rigidité/poids est particulierement intéressant pour les
structures aérospatiales. Dans le secteur biomédical, les mousses synthétiques sont
utilisées pour la réalisation des protheses et des tissus artificiels. Les développements
technologiques ont permis de préparer sous forme alvéolaire quasiment tous les
matériaux. Il y a des mousses de métal, de céramique, de verre, mais celles de
polymere sont les plus utilisées. De plus, de nombreux matériaux naturels, comme
par exemple le bois et le liege, ont une structure cellulaire.

Bien que les matériaux cellulaires soient largement utilisés, la compréhension
de leur comportement sous compression n’est pas encore complete. Au cours d’es-
sais de chargement cyclique en compression uniaxiale, conduits sur une mousse de
polyuréthane, on a pu observer plusieurs phénomenes remarquables :

— une localisation des déformations en bandes de déformation perpendiculaires
a la direction de la compression ;

— une différence entre la courbe de réponse a la charge et a la décharge, qui
donne un cycle d’hystérésis d’amplitude importante ;

— une perte progressive de résistance a la charge au cours des cycles;

— une dépendance de la résistance a la vitesse de chargement ;

— un effet de mémoire caractérisé par une dépendance de la réponse a I’histoire
de déformation.

Ces phénomenes sont connus et évoqués dans la littérature mais il n’y a pas, a
notre connaissance, de modeles satisfaisants pour les décrire dans leur ensemble.



2 Introduction

Deux approches sont principalement utilisées pour la modélisation du compor-
tement des mousses. La premiere s’intéresse a une modélisation micromécanique.
La mousse est schématisée par un assemblage périodique de poutres, et la localisa-
tion des déformations est décrite par le flambement sous compression de celles-ci.
Des techniques d’homogénéisation permettent le passage de 1’échelle microscopique
a I’échelle macroscopique. La deuxieme approche se fonde sur la mécanique des mi-
lieux poreux [31]. La mousse est considérée comme un matériau continu, o un
squelette solide et un fluide interagissent. Dans I’approche micromécanique la plu-
part des travaux sont limités a la description de la courbe a la charge et de la
localisation des déformations. Dans le deuxieme on peut décrire la décharge mais
pas la localisation.

Un des objectif de ce travail est d’étendre 'analyse du comportement a la
décharge, pour caractériser convenablement le cycle d’hystérésis ce qui est fonda-
mental pour décrire les performances du matériau en tant que dissipateur d’énergie.
Pour la méme raison, on considere la réponse pour des processus de charge et
décharge plus complexes que le simple chargement cyclique. Un deuxieme objectif
est celui d’aborder I'étude des aspects inélastiques de la réponse, en particulier, les
effets de mémoire et la sensibilité a la vitesse de chargement. Il faut préciser que
plutot que I’étude approfondie d’un matériau spécifique, on propose ici une étude a
caractere méthodologique, en s’efforcant d’utiliser les développements récents des
théories de comportement de matériaux pour décrire les phénomenes observés.

Ce manuscrit s’articule autour de six chapitres. Le premier chapitre est consacré
a une description générale des mousses polymériques. On décrit d’abord les procédés
de fabrication, les propriétés physiques et les principales applications. Puis, on in-
troduit brievement les approches utilisées le plus souvent pour la modélisation du
comportement sous compression. Une attention particuliere est portée aux modeles
concernant les mousses polymériques a cellules ouvertes.

Dans le deuxieme chapitre on décrit les expériences effectuées au sein du Labo-
ratorio di Materiali Polimerici de I’Université de Ferrara durant la premiere année
de these. Une premiere série a porté principalement sur les aspects élastiques du
comportement. Dans une deuxieme série, l'accent a été mis sur la caractérisation
expérimentale des aspects inélastiques, et en particulier sur la relaxation et sur
I'influence de la vitesse de chargement.

Dans le troisieme chapitre, on présente la premiere étape de la modélisation. On
se limite a la description de deux phénomenes : la localisation des déformations et
le cycle d’hystérésis. Inspirés par les travaux de Ericksen [50], Fedelich et Zanzotto
[53], Puglisi et Truskinovsky [107], nous avons choisi de décrire ces phénomenes
avec un modele élastique non linéaire. La mousse polymérique est représentée
par une chaine de ressorts avec une énergie de déformation non convexe. La non-
convexité permet aux ressorts d’avoir plusieurs configurations d’équilibre possibles
(phases), et la localisation des déformations peut donc étre décrite comme un
changement progressif de phase. Bien que les systemes discrets avec énergie non
convexe aient été largement étudiés dans la littérature, leur application a la des-
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cription de I'hystérésis et de la localisation des déformations des mousses est origi-
nale.

Dans le quatrieme chapitre de ce travail, on présente une extension du modele
pour décrire les aspects non élastiques du comportement des mousses. Sur la base
de résultats expérimentaux, on considere d’abord un modele viscoélastique. Ceci est
obtenu avec 'ajout de deux éléments dissipatifs, régis par une loi de comportement
linéaire de type Boltzmann Volterra. Dans un deuxieme temps, on introduit la prise
en compte de 'endommagement de la mousse pour décrire la perte de résistance a
la charge au cours des cycles. Dans un souci de simplification, on suppose que seuls
les ressorts non linéaires sont endommageables.

Le cinquieme chapitre est dédié aux simulations numériques. La procédure
d’identification des parametres du modele est d’abord présentée. Pour les éléments
dissipatifs, deux types de fonction de relaxation sont envisagés : une somme d’ex-
ponentielles et une somme de fonctions de Mittag-LefHler, qui correspond a des
amortisseurs dans lesquelles la force est proportionnelle a une dérivée fractionnaire
de Tl'allongement. C’est la premiere qui sera retenue pour des raisons qui seront
exposées. Les résultats des simulations numériques montreront que ce modele asso-
ciant élasticité non linéaire, viscoélasticité linéaire et endommagement permet une
description convenable des comportements complexes observés lors de la campagne
d’essais. Néanmoins, une reproduction complete de la dépendance de la réponse a
la vitesse de déformation, et en particulier des effets non linéaires, demandera des
développements supplémentaires.

Ce manuscrit se conclue avec un sixieme chapitre, qui présente des considérations
finales et une analyse de perspectives a court terme. La premiere perspective en-
visagée prévoit la prise en compte des effets visqueux non linéaires. La deuxieme
considere le développement d’'un modele unidimensionnel continu, dans lequel la
chaine de ressorts est remplacée par une barre viscoélastique endommageable avec
énergie élastique non convexe.






Chapitre 1

Les mousses polymériques

Sommaire
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1.2.6 Les mousses comme mélanges . . . . . . . .. .. .. .. 18

L’étude du comportement des matériaux poreux est devenu un sujet de re-
cherche important, suite a 'intérét croissant de la part des industriels du fait de
leurs caractéristiques : faible densité, bonne isolation thermique et électrique, et
une surface spécifique élevée. En effet, les mousses polymériques sont le résultat de
la volonté d’introduire de facon maitrisée, une certaine proportion de cavités dans
un squelette de matrice en polymere. Ceci dans le but :

— d’alléger le matériau,

— d’améliorer le caractere isolant, thermique ou phonique (mousses pour le
batiment),

— de rendre le matériau amortissant (mousses d’emballage).

Sous compression, les mousses montrent un mécanisme de déformation caractéri-
stique. Initialement, la déformation est homogene et la courbe de réponse force
élongation est presque linéaire. Puis, on observe un écrasement progressif des cel-
lules par lambement des arétes. Du point de vue macroscopique, cela correspond a
une localisation des déformations en bandes orthogonales par rapport a la direction
de la compression. A ce stade, la courbe force élongation montre un long palier.
Lorsque toutes les couches des cellules sont écrasées, les arétes sont en contact entre
eux. Ceci donne une augmentation de la résistance et la courbe de réponse montre
une deuxieme branche ascendante.
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La modélisation du comportement des mousses en général, et des mousses po-
lymériques a cellules ouvertes en particulier, se fonde sur deux approches : une
modélisation micromécanique basée sur des études numériques, et une modélisation
macromécanique qui utilise les outils de la mécanique des milieux continus. Avec la
premiere approche, on cherche a relier le comportement des mousses sous compres-
sion aux caractéristiques de leur microstructure. Pour cela, on analyse la micro-
structure, a 'aide d’instruments optiques, afin de déceler une forme géométrique
répétitive des cellules (cellule de base). La mousse est schématisée comme un assem-
blage périodique de poutres qui ressemble le plus possible a la cellule de base. La
localisation des déformations est décrite comme un effondrement par flambement
des poutres. Pour obtenir une reproduction convenable des courbes expérimentales,
il faut considérer des assemblages complexes de poutres, qui demandent ’emploi de
codes de calcul par éléments finis. A notre connaissance, les travaux qui utilisent
cette approche sont limités a I’étude du comportement sous chargement mono-
tone. Une modélisation macromécanique des mousses peut étre obtenue ou dans
le contexte de la mécanique des matériaux poreux, qui se base sur les travaux de
Biot [18, 19], ou dans le contexte de la théorie des mélanges. Dans ce dernier cas, la
mousse est décrite comme un assemblage de deux matériaux continus : un squelette
solide et un fluide.

Ce premier chapitre est composé de deux sections. Dans la section 1.1 on décrit
les propriétés des mousses, en accordant une attention particuliere a leur com-
portement sous compression. La section 1.2 est dédiée a la présentation des deux
approches les plus utilisées dans la littérature. On notera que 'approche utilisée
dans cette these est une voie originale qui se démarque de la plupart des formula-
tions traditionnelles sur le sujet. Par conséquent, les travaux cités ici sont rappelés
seulement pour présenter le contexte général, et donc nous n’en ferons pas une
présentation exhaustive et détaillée mais seulement une revue des grandes lignes.

1.1 Le matériau

Les mousses polymériques sont des matériaux alvéolaires, constitués d'un sque-
lette solide entourant des alvéoles. Deux grandes catégories peuvent étre distinguées :
les matériaux cellulaires a porosité fermée et a porosité ouverte. Pour les premiers
les alvéoles sont fermées. Pour les deuxiemes les alvéoles sont ouvertes sur les
alvéoles voisines et sur I'extérieur. Sur la Fig. 1.1 a, b, on montre les deux micro-
structures différentes. On observe que dans une mousse a porosité ouverte il n’y a
que les arétes des cellules qui sont constituées de polymere solide, alors que dans
une mousse a porosité fermée les faces des cellules sont également solides. Bien
entendu, suite a une ouverture partielle des pores pendant le procédé de fabrica-
tion, il peut exister aussi des mousses a porosité ouverte et partiellement fermée,
voir Fig. 1.1c. Dans cette these, on s’intéressera plus particulierement aux mousses
polymériques a porosité ouverte.
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Figure 1.1 — Exemples de microstructures d’une mousse : (a) polyurethane & porosité ou-
verte; (b) polyéthyléne a porosité fermée; (c) polyéther & porosité ouverte
et fermée [58].

1.1.1 Procédés de fabrication des mousses

Quasiment tous les matériaux peuvent étre obtenus sous une forme alvéolaire. Il
existe des mousses en métal, en céramique, en verre, mais les mousses en polymere
sont les plus utilisées. Parmi les différentes techniques de préparation des matériaux
cellulaires, nous pouvons distinguer deux méthodes principales : I'utilisation d'un
agent de soufflage ou I'utilisations d’émulsions.

Avec la premiere technique, deux types d’agents de soufflage sont normalement
utilisés : les agents physiques et les agents chimiques. Les agents physiques sont
des liquides avec une température d’ébullition pres de la température ambiante.
Pendant le procédé de fabrication, la pression élevée ne permet pas au liquide
de passer a 'état gazeux. La formation des boules commence dés que le produit
sort du moule. Les composés fluoro-chlorés furent les principaux agents physiques
utilisés. Les nouvelles lois environnementales ont interdit 1'utilisation de ces com-
posés. Les agents chimiques sont des substances qui se décomposent a température
élevée en libérant un gaz. En particulier, la fabrication de mousses de polyuréthane,
celles utilisées dans ce travail de these, se fait grace a la réaction des monomeres
isocyanates avec 1’eau qui libere le C'O; nécessaire a la formation de la mousse,

Plus grande est la quantité d’eau injectée et plus importante est la quantité de gaz
produite. La densité finale dépendra de la quantité d’eau utilisée.

La deuxieme technique utilise des émulsions. Elle consiste en deux étapes : on
polymérise la phase liquide de I’émulsion et, une fois la matrice rigide formée, on
extrait la phase dispersée par thermodégradation, évaporation, ou par ’action d’un
solvant. Plus de détails sur les procédés de fabrication peuvent étre trouvés dans
[54].

1.1.2 Propriétés des mousses et leur applications

Préparer un matériau sous forme alvéolaire permet de changer ses propriétés.
Sur la Fig. 1.2, on reprend un schéma de [58] qui compare la densité et la conduc-
tivité thermique entre les mousses et d’autres matériaux.En particulier, sur cette
figure on voit qu'une des caractéristiques des matériaux alvéolaires est la faible
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Figure 1.2 — Schéma comparatif de la conductivité thermique et de la densité des
mousses et des solides [58].

conductivité thermique. Cela permet une isolation thermique fiable et économique.
Par exemple, les mousses polymériques trouvent application pour l'isolation ther-
mique des batiments, des camions frigorifiques et des bateaux qui transportent gaz
naturel. De plus, les mousses polymériques a cellules ouvertes sont des bons isolants
acoustiques.

Une autre caractéristique principale des matériaux alvéolaires est leur faible
densité. Si, par exemple, les polymeres ont une densité entre 800 et 1200 kg/m?,
une mousse polymérique a une densité d’environ 30 kg/m?. Les faibles densités
permettent 'utilisation dans la construction pour fabriquer des structures légeres.
En effet, les mousses polymériques sont largement utilisées comme noyau des pan-
neaux sandwich. Elles trouvent leur emploi pour les chassis des avions, des yachts,
des véhicules spatiaux, des skis et principalement dans toutes les structures ou le
poids joue un role important. De plus, les mousses polymériques a porosité ouverte,
grace a leur compressibilité élevée, sont idéales pour le rembourrage des coussins,
sieges et canapés. En effet, leur faible cotit par unité de volume encourage leur uti-
lisation.Enfin, les mousses polymériques trouvent large emploi dans I’emballage et
dans I'absorption d’énergie due au choc, grace a leur comportement caractéristique
sous compression. Ceci fera I'objet de la prochaine section.

1.1.3 Comportement sous compression des mousses

Sur la Fig. 1.3, on montre les courbes force élongation sous compression uni-
axiale pour différents types de mousses trouvées dans la littérature [11, 60, 73, 89].
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D’abord, on considere le comportement des mousses a porosité ouverte de po-
lymeére thermoplastique, Fig. 1.3a. Si l'on regarde la courbe a la charge (courbe
pleine), on peut distinguer trois régimes : une premiere branche ascendante presque
linéaire (régime linéaire), suivie par un palier a force presque constante (régime
plateau), et enfin une seconde branche ascendante (régime de densification). La
particularité de la courbe de réponse est le long palier, qui permet d’atteindre des
déformations de 50-70 %. Lors de ce régime, on observe une distorsion du sque-
lette de la mousse a cause du flambement des arétes des cellules. Du point de vue
macroscopique, le flambement des arétes produit une localisation des déformations
en bandes orthogonales a la direction de la compression [83, 126, 128], voir Fig.
1.4. Lors de l'augmentation de la déformation imposée le nombre des bandes de
déformation augmente jusqu’au complet effondrement de la mousse. A ce stade, les
arétes des cellules sont en contact les unes avec les autres, tous les vides sont rem-
plis, et si I'on continue a comprimer la mousse, la résistance augmente rapidement
(régime de densification).

Ala décharge (courbe en pointillés sur la Fig. 1.3a), la courbe de réponse ne suit
pas le méme chemin, et un cycle d’hystérésis d’amplitude tres importante se forme.
L’aire du cycle d’hystérésis mesure 1’énergie dissipée dans le processus de charge et
décharge. Un cycle d’hystérésis important permet une grande absorption d’énergie.
Alafindela phase de décharge, on observe une petite déformation résiduelle. Donc,
une autre particularité du comportement de ce type des mousses est d’atteindre
des grandes déformations qui peuvent étre presque entierement récupérées lorsque
la charge est enlevée. Les mousses a porosité ouverte de polymere thermoplastique
feront I'objet de notre étude expérimentale, qui sera présentée dans le deuxieme
chapitre. Dans la suite, on compare le comportement des mousses polymériques au
comportement d’autres mousses.

Pour les mousses a porosité fermée de polymeére thermoplastique (Fig.
1.3 b), on observe un palier avec une pente positive. Celle-ci est attribuée a la
présence du gaz, qui est pris au piege dans les cellules [58]. Dans ce cas, un cycle
d’hystérésis est également observé a la décharge.

Les courbes de réponse des mousses métalliques a porosité ouverte comme
a porosité fermée montrent a la charge le méme comportement a trois branches,
voir Fig. 1.3c, d. Mais, la valeur de la force au palier est supérieure de trois ordres
de grandeur a celle des mousses polymériques a porosité ouverte. D’autre part, la
Fig. 1.3f montre que les comportements a la décharge sont tres différents. En effet
a la décharge, on suit une courbe presque verticale, et on observe une déformation
résiduelle importante. Ce comportement est attribué a la plastification des jonctions
des arétes des cellules lors du régime plateau [11, 42].

Enfin, si ’on considere les courbes de réponse des mousses de polymere ther-
modurcissable ou de céramique, on n’observe que les deux premiers régimes :
la branche linéaire et le palier. En effet dans le palier, des fissures se forment qui
menent a la rupture de 1’échantillon. Dans la prochaine section, on présentera les
différentes approches menées dans la littérature pour décrire le comportement des
mousses polymériques.
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Figure 1.3 — Courbes de réponse sous compression des différents types de mousses : (a)
mousse de polymere thermoplastique a porosité ouverte [60]; (b) mousse de
polymere thermoplastique & porosité fermée [89]; (¢) mousse d’aluminium
a porosité ouverte [73]; (d), (f) mousse d’aluminium & porosité fermée [11];
(e) mousse de polymere thermodurcissable [74].
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Figure 1.4 — Deux exemples de bandes de localisation des déformations sous compression
observées par Viot et al. [127] (a) et par Laroussi [83] (b) (c) Image au
SEM qui montre le mécanisme de déformation par flambement des arétes
des cellules [126]. La ligne en trait plein montre la direction du chargement.

1.2 Les modeles

Pour la description du comportement en compression des mousses, une ap-
proche tres répandue dans la littérature est la modélisation micromécanique. Cette
approche se fonde sur ’étude de la microstructure des mousses et sur sa repro-
duction dans un code de calcul. On schématise la microstructure réelle comme
des assemblages périodiques de poutres. Ces assemblages doivent étre les plus
simples possible en permettant également de reproduire les caractéristiques princi-
pales du comportement. Le but est de relier les caractéristiques du comportement
mécanique, comme par exemple la pente initiale de la courbe de réponse, aux ca-
ractéristiques de la microstructure, comme par exemple la densité relative. Les
modeles micromécaniques montrent des difficultés dans la description du compor-
tement des mousses pour des grandes déformations, en particulier du régime de
densification, caractérisé par le contact entre les arétes. De plus, ils ne donnent
aucunes informations sur le comportement a la décharge.

Une autre approche considere une modélisation macromécanique. Dans ce cas
la mousse est considérée comme un matériau continu. Son comportement est décrit
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dans le contexte de la mécanique des matériaux poreux ou de la théorie des
mélanges. Cet approche souleve des difficultés dans la description de l'instabilité
matérielle qui induit la localisation des déformations.

Dans cette section, on présente des modeles utilisés pour les mousses polymé-
riques a cellules ouvertes. Pour la modélisation micromécanique, on regroupe les
travaux par description géométrique de la microstructure. Pour la modélisation ma-
cromécanique, on introduit brievement le travail de Biot sur les matériaux poreux
[18], et on donne les idées principales de la théorie des mélanges [23, 34, 121].

1.2.1 Les réseaux cubiques

La premiere schématisation de la microstructure des mousses, introduite par
Gent et Thomas [55], utilise un réseau cubique périodique de poutres. L’analyse de
Gent et Thomas se limite a ’étude du régime linéaire. En accord avec les résultats
expérimentaux, le modele relie la dépendance de la pente de la courbe de réponse
a la densité relative de la mousse.

Une importante contribution a la modélisation des mousses a été fournie par
Gibson et Asbhy [57, 58]. En particulier dans [58], les mousses a porosité ouverte
sont schématisées comme un réseau de cubes dont chaque aréte est une poutre de
section carrée, voir Fig. 1.5a. La simplicité de la cellule de base permet d’introduire
seulement deux parametres géométriques : [, la longueur des poutres et ¢, le coté du
carré de la section droite. La densité relative est liée aux parametres géométrique

[ et t par la relation :
2
t

Gibson et Asbhy considerent un comportement linéaire élastique des poutres, et ils
supposent comme mécanisme de déformation dans le régime linéaire la seule flexion
des poutres horizontales, voir Fig. 1.5b). En appliquant les résultats de la théorie
des poutres, ils déterminent le module de Young F,, et le module de cisaillement
G, de la mousse en fonction de la densité relative d, et du module de Young E,
du matériau des poutres :

Em = (C Ep d% y

Gm = Co Ep d% . (12)

En considérant les valeurs ¢; = 1, ¢co = 3/8, ils trouvent des résultats en accord
avec les expériences.

Pour calculer la charge critique, qui détermine le début du régime plateau,
Gibson et Ashby analysent le flambement des poutres verticales. En appliquant la
formule d’Euler pour la contrainte critique, on a que :

o.=c3 B, d>, (1.3)

ol c3 est une constante positive. Pour le cas particulier des mousses de polyuréthane
a porosité ouverte, Gibson et Ashby proposent la valeur c3 = 0.05. Le régime
plateau se termine des que toutes les cellules se sont écrasées et que la mousse est
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Figure 1.5 — Modele de Gibson et Ashby [58]. Cellule de base (a) et mécanisme de
déformation sous compression (b).

(@)

Figure 1.6 — Trois types de cellule de base utilisées pour la modelisation du comporte-
ment des mousses a porosité ouverte. (a) Le tétraedre étudié par Zhang et
Ashby [131], (b) le dodécaedre rhombique étudie par Ko [77] et la cellule
de Kelvin [119].

compacte. Dans le modele de Gibson et Ashby, cette transition a lieu pour une
déformation €4 qui dépend de la densité relative :

eq=1—-14d>. (1.4)

Ce modele se caractérise par sa simplicité. Il permet d’obtenir une estimation
du comportement mécanique d'une mousse a partir du module de Young E, et
de la densité relative d,. Mais le modele introduit des fortes simplifications : les
déformations axiales des poutres ne sont pas prises en compte, et la microstructure
de la mousse est tres idéalisée. De plus, 'hypothese que les arétes des cellules soient
des poutres a section droite constante n’est raisonnable que pour des mousses avec
une faible densité relative (d, = 0.01) [118].
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Figure 1.7 — Modele de Gong et al. [60]. Section longitudinale (a) et transversale (b)
d’une aréte.

1.2.2 Les tétraedres

Zhang et Ashby [131] proposent une cellule de base en forme de tétraedre : un
assemblage de quatre poutres faisant toutes deux a deux un angle de 109°, voir
Fig. 1.6. Ils considerent un chargement imposé en contrainte appliquée au niveau
macroscopique, dont ils calculent les résultants sur chacune des quatre poutres. Les
déformations des poutres sont déterminées en supposant un comportement linéaire
élastique. Pour obtenir la réponse macroscopique, Zhang et Ashby introduisent une
opération de moyenne. Leur analyse est limitée a la description du régime linéaire
de la courbe de réponse.

La méme description géométrique a été utilisée dans [129]. Warren et Kraynik
considerent des arrangements avec orientations différentes des tétraedres. Le com-
portement macroscopique est obtenu comme moyenne sur toutes les orientations.
Pour la pente de la premiere branche de la courbe de réponse force-déformation,
Warren et Kraynik obtiennent le méme résultat que Gibson et Asbhy (1.2), ou la
valeur de la constante ¢; dépend de la section droite des poutres (0.91 pour une
section droite circulaire, et 1.1 pour une section triangulaire).

1.2.3 Les tétrakaidécaédres

Des cellules de base plus complexes, comme par exemple le dodécaedre rhom-
bique [77, 105] ou la partition périodique de Kelvin [119], montrées sur la Fig. 1.6),
ont été utilisées afin d’obtenir une description plus soignée du comportement des
mousses. La partition de Kelvin, en particulier, a été utilisée par plusieurs auteurs
[60, 61, 73, 117, 118, 130, 133], car elle est la structure périodique qui s’approche le
plus de la microstructure réelle des mousses. La partition proposée par Kelvin est
un tétrakaidécaedre, un polyedre a 14 faces, huit hexagonales et sis carrées, avec
les arétes de la méme longueur. Cette structure a été proposée par Lord Kelvin
comme étant une solution possible du probleme de paver ’espace avec des cellules
de volume unité telles que I'aire totale des interfaces soit minimale [119].

Dans la suite on présente le modele proposé par Gong et al. [60, 61, 62].
Ils considerent une cellule de Kelvin avec des arétes a section droite de forme
épicycloidale avec trois cuspides (voir Fig. 1.7). De plus, les auteurs considerent
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Figure 1.8 — Modele de Gong et al. [62]. Courbe de réponse (a) et mode de déformation
(b) d’une chaine de 12 cellules de Kelvin sous compression.

une variation de 'aire des arétes le longue de la longueur. Pour prendre en compte
les effets du procédé de fabrication, qui induit un allongement des cellules dans
la direction de 'expansion, Gong et al. supposent que les arétes verticales sont de
longueur différente. Cette hypothese est également introduite en [117]. L’analyse
du comportement dans le régime linéaire est réalisée avec un code de calcul par
éléments finis (ABAQUS).

En [62], Gong et al. étudient également le régime plateau. Ils montrent que le
début du palier correspond a un point de bifurcation, ou la solution homogene,
avec une déformation uniforme dans la mousse, devient instable. La valeur de la
charge critique est calculée en utilisent la théorie des ondes de Bloch (voir aussi
[56, 120]). Cette approche consiste a considérer la réponse incrémentale de la cellule
de base, et a déterminer la valeur de la charge pour laquelle il existe un champ de
déplacement u(z), solution du probleme d’équilibre incrémentale, sous la forme

u(z) = Uy(z) exp(iw x) . (1.5)

Ici Uy(x) est une fonction périodique avec la méme périodicité de la cellule de base,
et w est le vecteur des nombres d’onde des modes de bifurcation. Le comportement
post-bifurcation est déterminé en imposant une imperfection correspondante au
premier mode critique. Les résultats pour une colonne de 12 cellules sont montrés
sur la Fig. 1.8. On observe que la méthode permet l'identification de la valeur
critique de la charge, ainsi que le mode de flambement correspondant. Dans le cas
ou des imperfections de la structure sont prises en compte, on obtient une transition
plus graduelle entre la premiere branche et le plateau, voir Fig. 1.8.

Le probleme de la stabilité de structures périodiques a été étudié par plusieurs
auteurs [14, 90, 120]. Par exemple, Bertoldi et al. [14] ont étudié une structure
carrée avec des vides circulaires, et une structure rectangulaire avec des vides de
forme elliptique. Les résultats expérimentaux ainsi que les résultats des simula-
tions numériques montrent qu’'un effet d’instabilité locale cause la localisation des
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Figure 1.9 — Modele de Bertoldi [14]. Courbes de réponse (a) et mécanismes de
déformation (b) dans deux structures périodiques carrées avec vides cir-
culaires de la méme taille mais différent espacement : 9.97 mm (Specimen
1) et 10.97 mm (Specimen 2).

déformations en bandes et la formation d’un pattern de déformations, c¢’est-a-dire
une organisation périodique particuliere des cellules, voir Fig. 1.9b. De plus, leur
analyse montre que les courbes de réponse, et en particulier le niveau et la longueur
du plateau, varient si I’on modifie la distance entre les pores, voir Fig. 1.9a.

Le régime plateau se termine lorsque toutes les cellules sont écrasées. Le contact
entre les arétes des cellules explique la forte pente, qui caractérise la deuxieme
branche ascendante de la courbe de réponse. La modélisation numérique de ce
régime, ol les arétes sont en contact entre elles, est tres délicate. Gong et Kyriakides
[61] dépassent la difficulté en introduisant un ressort qui relie les deux extrémités de
la cellule. Ce ressort, qui s’active lorsque la cellule est écrasée, empéche le contact
des arétes.

Le modele de Gong et Kyriakides donne une correcte description du mécanisme
d’effondrement des mousses, et il reproduit convenablement la courbe de réponse
expérimentale. Ce travail montre également que pour obtenir des résultats conve-
nables, une modélisation micromécanique nécessite d’une description fine de la
microstructure. L’étude est limitée a la description du comportement a la charge.

1.2.4 Les structures aléatoires

Dans certains cas, la représentation d’'une mousse comme une structure pério-
dique est trop idéalisée [110]. En effet, dans 'analyse de la microstructure réelle,
il n’est pas toujours facile d’identifier une cellule de base répétitive. Pour cette
raison certains auteurs [28, 65, 84, 110, 115] ont schématisé les mousses comme des
structures aléatoires.

Une des méthodes utilisées pour obtenir des assemblages aléatoires des poutres
est le pavage de Voronoi [84, 125]. Dans cette méthode, les cellules sont formées
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a partir d’une distribution aléatoire de points. Autour de chaque point il y a une
région de 'espace qui sera plus proche de ce point que des autres. Cette région
définit une cellule de Voronoi. La structure est obtenue en placant une poutre a
chaque aréete des cellules de Voronoi.

Une méthode différente pour obtenir une structure aléatoire a été proposée
par Roberts [110]. I utilise un champ GRF (Gaussian Random Field) y(z), qui
assigne a chaque point un numéro aléatoire. Un matériau poreux peut étre défini
en imposant que la région des points ou —f < y(z) < [ soit solide et que la région
complémentaire soit vide. Une structure cellulaire a porosité ouverte peut étre
obtenue comme intersection de deux modeles GRF avec deux valeurs différentes
de (. Des codes de calcul par éléments finis sont enfin utilisés pour étudier le
comportement de ces assemblages aléatoires de poutres.

Plusieurs détails sur la modélisations micromécanique peuvent étre trouvés dans
la these de Laroussi [83], ou dans les livres de Gibson et Asbhy [58] et de Mils et
al [93].

1.2.5 Les mousses comme milieux continus poreux

La premiere contribution importante a la compréhension du comportement des
matériaux poreux a été donnée par les travaux de Fillunger et von Terzaghi au
début de XXeme siecle. Tous les deux professeurs a la Technische Hochschule de
Vienne, et tous les deux intéressés par le dimensionnement des digues, ils étudierent
d’abord les solides poreux rigides saturés de liquide. Leurs expériences ont montré
que la résistance d’un matériau poreux ne dépend pas de la pression du liquide qui
est a 'intérieur des pores. Cette évidence les a menés a I'introduction du concept
de “contrainte efficace”, encore aujourd’hui bien utilisé.

C’est Biot [18], éleve de von Terzaghi, qui, en généralisant les résultats de von
Terzaghi au cas tri dimensionnel, donna une contribution décisive a la modélisation
des matériaux poreux. Biot suppose que le comportement de la partie solide est
élastique linéaire, que le liquide est incompressible, et que I'hypothese de petites
déformations est applicable. La loi de comportement devient

T=2E+ (AE-I— o)l (1.6)

ou o est la pression du liquide, p et A sont les constantes de Lamé, o est une
constante positive, T est le tenseur de contrainte de Cauchy et E est le tenseur de
déformations linéarisé,

1
E=_(Vi+ vily, (1.7)

ou u est le déplacement du squelette. Une variable ultérieure 6 est introduite pour
prendre en compte la variation de la quantité de liquide dans les pores. En suppo-
sant que la variation de la quantité de liquide dans les pores dépend seulement de
la contrainte hydrostatique dans le solide, Biot propose la relation

R Y (1.8)

0 —
3N+ 2p R
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ol R est une constante positive. De I’hypothese d’incompressibilité du liquide on
obtient '
0 = —divv, (1.9)

ou ¥ est la vitesse d’écoulement du liquide. Les forces de volume et les forces
d’inertie étant négligées, la condition d’équilibre devient

divT = 0. (1.10)

Le systeme d’équations donné par la condition d’équilibre, la loi de comportement
(1.6), et la relation (1.7) ne permet pas de déterminer les déplacements @ et la
pression du liquide o. Le probleme est résolu en introduisant la loi de Darcy [34]

U= —kgrado, (1.11)

ou k est le coefficient de perméabilité.

En 1956, Biot développe la théorie en dynamique pour décrire la propagation
des ondes dans les milieux poreux [19]. Plus tard, Biot [20] étendra la théorie en
grandes déformations avec une formulation lagrangienne qui introduit une variable
d’apport de masse fluide. La méme approche sera reprise par d’autres auteurs
[30, 31]. En particulier, Coussy [31] a réorganisé la théorie de Biot dans le contexte
plus général de la thermodynamique des matériaux continus ouverts polyphasés.
De nombreux détails de cette approche se trouvent dans le livre de Coussy [31].

1.2.6 Les mousses comme mélanges

La mousse est représentée comme une superposition de deux milieux continus,
le squelette et le fluide, qui peuvent interagir et qui ont une cinématique différente.
Cette approche considere une échelle microscopique ou le squelette et le fluide
sont distinguables, et une échelle macroscopique ou les deux composants sont su-
perposés. Pour prendre en compte ces deux échelles, on introduit deux vecteurs
position : r qui décrit les points au niveau de la microstructure, et x qui identifie
les points a I’échelle macroscopique.

A Téchelle microscopique on considere que, dans un volume de controle v,
chaque composant, squelette et fluide, occupe seulement le volume v, et v/ respec-
tivement. A I'échelle macroscopique tous les deux constituants sont superposés et
ils occupent le méme point x. Pour le passage de 1’échelle microscopique a 1’échelle
macroscopique on introduit une opération de moyenne. Pour cela, différentes tech-
niques peuvent étre utilisées [23]. Une technique treés répandue est la moyenne sur
les volumes. Si f*(r,t) est une grandeur du constituant a définie a 1’échelle micro-
scopique, on définit sa moyenne < f¢ > (x,t) a 1’échelle macroscopique comme :

1
< fr> (x,t) = —/fo‘(r, t)x“(r,t)dV, (1.12)
v v
ou x*(r,t) est la fonction indicatrice,

o 1 iftreve,
X (Tvt)_{o if’f’¢l/a. (113)
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Dans la plupart des cas, la description Eulérienne est également préférée a 1’échelle
macroscopique. Avec 'opération de moyenne, on peut relier les vitesses macrosco-
piques v, (x,t) aux vitesses microscopiques v*(r,t)

< pt > Uz, t) =< p* %2, t) >, a=s, f, (1.14)
ou p® est la densité relative du composant a.

Les lois de bilan pour les grandeurs moyennées a 1’échelle macroscopique sont
obtenues a partir des lois de bilan a 1’échelle microscopique. On impose que chaque
composante du mélange satisfait les équations de conservation de la masse et de la
quantité de mouvement en forme eulérienne a I’échelle microscopique :

8 (e%
% + div(p* v¥) =0, (1.15)
divT® + p* b = p* @®, (1.16)

ou p%, v, a“ sont respectivement la densité, la vitesse et I'accélération du com-

posant o, T est le tenseur de contrainte de Cauchy, et b représente les forces de
volume que l'on suppose étre uniformes et identiques pour les deux constituants
. En utilisant I'opération de moyenne et en négligeant le terme d’accélération, on
obtient les équations de bilan a 1’échelle macroscopique :

07

Ipa
% + div(p, U4) =0, (1.17)
AivTy 4+ pa b+ fM =0 =1 of =-1, (1.18)

ol po =< p* >, Ty =< T > et f sont les forces d’interaction fluide-squelette,
qui sont déduites de la loi de Darcy.

Les modeles dans la littérature different par le choix des lois de comportement.
Par exemple, Ehlers et Markert [48] modélisent les mousses polymériques comme
une mélange d'un gaz parfait et un squelette viscoélastique. La pression du gaz dans
les pores est gouvernée par la loi de Boyle et Mariotte, et le squelette est décrit
par le modele viscoélastique de Maxwell avec une réponse a I’équilibre non linéaire.
Pour une présentation complete de la théorie des mélanges, on cite [23, 34, 121].
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Dans ce chapitre on présente la campagne expérimentale effectuée au Labora-
torio di Materiali Polimerici de I’Université de Ferrara pendant la premiere année
de these. L’objet d’étude est le comportement sous compression d’'une mousse de
polymere thermoplastique a porosité ouverte.

On a effectué des essais en compression confinée, décrits dans la section 2.1,
qui ont confirmé le comportement sous compression précédemment présenté : une
courbe de réponse a trois branches, et une déformation non homogene de I'éprouvette.
Dans la section 2.2, on présente la deuxieme campagne expérimentale, avec des es-
sais en compression cyclique plus complexes, qui ont permis une caractérisation
mécanique complete du comportement des mousses. Ces expériences montreront
I’apparition d’effets non élastiques comme une baisse de la résistance avec le nombre
des cycles, une dépendance a la vitesse de chargement et un effet de mémoire.

2.1 Compression uniaxiale confinée

On a commencé I'étude expérimentale du comportement mécanique des mousses
polymériques avec des essais en compression confinée. Le confinement sert a éviter
le flambage latéral de la mousse. L’analyse de Gong et al. [62] montre qu'un assem-
blage périodique de cellules de Kelvin en compression uniaxiale montre des modes
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de flambement local, qui déterminent la localisation des déformation, et des modes
de flambement global, qui concernent des groupes des plusieurs cellules. On a choisi
de nous concentrer sur ’étude de la localisation des déformations, qui joue, a notre
avis, un role plus important sur la réponse des mousses.

2.1.1 Equipement et procédure de test

Les essais expérimentaux en compression confinée ont été effectués avec une
machine d’essais Instron 4467 et un capteur de force de 500 N. La machine d’essais
n’était pas équipée pour réaliser des essais en compression confinée. On a donc
réalisé le montage nécessaire. On a construit une boite de polystyrene de dimensions
101 x 101 x 60 mm, dont le role était d’assurer le confinement de 1’éprouvette.
La compression était réalisée grace a une plaque d’acier de dimensions 100 x 100
x 20 mm, qui pouvait descendre dans la boite sans toucher les bords, et qui était
couplée avec le capteur de force. Ce couplage a été réalisé a I'aide d’une barre filetée
M16, qui, a une extrémité, se visse a la plaque et a 'autre extrémité se couple au
capteur a l'aide d’une goupille. La boite a été construite en polystyrene, qui est
un matériau bien plus rigide que la mousse et qui, étant transparent, permet le
controle visuel sur I’évolution de la déformation de I'éprouvette. La boite a été
fixée sur la plaque inférieure de la machine d’essais grace a deux étaux, un systeme
qui facilite le démontage des pieces, mais en méme temps qui permet le centrage
de la boite par rapport a la plaque supérieure en acier. On n’a pas retenu l'idée
de lubrifier les parois de la boite, en considérant que le frottement de la mousse
sur les parois était négligeable a cause de la faible déformation transversale sous
compression de ce type de mousses. L’équipement utilisé est montré sur la Fig. 2.1.

On a travaillé avec une mousse polymérique standard, largement utilisée dans
le domaine grand public pour le rembourrage des coussins, sieges et canapés. On
n’a pas donné trop d’importance au choix du type de mousse polymérique, car
I'intérét du travail réside dans 1’étude de propriétés générales (localisation des
déformation, viscosité, comportement cyclique, etc.), et non dans celle de la réponse
d’un matériau spécifique. La mousse utilisée est une mousse de polyuréthane a cel-
lules ouvertes ayant une densité de 27 kg/m?3. La micrographie sur la Fig. 2.2
montre la structure alvéolaire caractéristique décrite dans le chapitre 1. La mousse
de polyuréthane a été achetée en feuilles de dimensions 1000 x 1500 x 50 mm, qui
ont été coupées manuellement, avec une scie a ruban, en éprouvettes de dimensions
100 x 100 x 50 mm.

Des pré-charges d’environ 2 N ont été utilisées pour garantir un bon contact
entre la plaque supérieure et I’éprouvette. Les essais prennent fin lorsque le dépla-
cement de la traverse mobile atteint la valeur de 35 mm, qui correspond a 70%
de I'épaisseur de l'éprouvette. Cette valeur est suffisamment élevée pour pouvoir
reproduire les aspects les plus importants de la courbe de réponse. On a choisi une
vitesse de chargement de 1 mm/min, suffisamment lente pour ne pas faire entrer
en jeu les effets rate-dependent.
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Figure 2.2 — Micrographie de la mousse de polyuréthane utilisée dans les essais en com-
pression

2.1.2 Résultats expérimentaux

Sur la Fig. 2.3a, les évolutions de la contrainte axiale, mesurée comme force
axiale divisée par la surface initiale de I’éprouvette, en fonction de la déformation
axiale, calculée comme le déplacement de la traverse mobile divisé par 1’épaisseur
initiale de I'éprouvette, sont montrées pour cinq échantillons différents. Nous re-
marquons que l’éprouvette 509 montre un comportement anormal dans le régime
plateau, et pour cette raison nous ne ’avons pas prise en compte dans le calcul
de la courbe moyenne (Fig. 2.3b). En accord avec les résultats de la littérature
présentés dans le chapitre 1, on observe que dans la réponse on peut distinguer
trois régimes : une premiere branche ascendante, un palier, et enfin une deuxieme
branche ascendante. Ce comportement est typique des les matériaux poreux a cel-
lules ouvertes [57]. En particulier on observe que, pour les mousses en question, les
courbes de réponse ont une pente initiale de 145 kPa, et le palier commence pour
une valeur de déformation de 0.05 et se termine pour une valeur de 0.63.

Pour mettre en évidence la localisation des déformations, une grille rectangulaire
a été tracée sur une surface latérale des éprouvettes. L’évolution de la déformation
de la grille sous compression confinée est montrée sur la Fig. 2.4. On observe
qu’apres un régime ou la déformation est homogene, Fig. 2.4a, la déformation se lo-
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Figure 2.3 — Courbes expérimentales en compression confinée pour les cing éprouvettes
(a) et courbe moyenne (b).

calise sur les couches en contact avec la plaque en acier, Fig. 2.4b. Cette localisation
est 'effet de ’écrasement des cellules causé par le flambement des arétes. Progres-
sivement, la localisation se propage vers les autres couches au dessous (Fig. 2.4c,
2.4d), et lorsque toutes les cellules sont écrasées, la déformation de I’éprouvette
redevient homogene, Fig. 2.4e. Cette évolution des déformations a été observée sur
le méme matériau [81, 126, 128], mais aussi sur des mousses & porosités ouvertes
d’alliage d’aluminium [9, 11] et sur des films minces de nanotube de carbone [26].

En effet, dans les expériences de Wang and Cuitino [128] la localisation des
déformations ne commence pas sur la partie supérieure de I’échantillon. Au contraire,
ils observent trois ou quatre bandes de déformation perpendiculaires a la direction
de la charge qui grandissent avec le déplacement imposé. Le fait que dans nos essais
la localisation commence toujours sur une extrémité de I’éprouvette peut étre ex-
pliqué par la différence des conditions de contact. En effet, 'extrémité supérieure ol
la localisation démarre est en contact avec la plaque en acier alors que 'extrémité
inférieure est en contact avec la boite de polystyrene. Dans les essais expérimentaux
effectués avec différentes conditions au bord, qui seront décrits dans la section sui-
vante, la localisation commence sur les deux extrémités.

2.2 Compression uniaxiale non confinée

Une deuxieme campagne expérimentale a été dédiée a l'analyse des aspects non
élastiques qui caractérisent le comportement des mousses polymériques sous com-
pression cyclique. Le but étant la compréhension des phénomenes et non leur des-
cription quantitative et ayant une disponibilité limitée d’éprouvettes, on a préféré
effectuer des différentes types d’essais sur un nombre réduit d’échantillons plutot
que effectuer le méme essai sur différents échantillons. Dans cette deuxieme cam-
pagne expérimentale, on a choisi d’effectuer les essais en compression simple sans
confiner les éprouvettes. En effet, les différences du comportement de la mousse en
compression confinée et non confinée sont modestes. L’effet le plus remarquable est
une augmentation de la valeur de la force d’environ 0.5 kPa a partir du plateau
dans les essais confinées.
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(b) (c)
(e)

Figure 2.4 — Localisation des déformations en compression confinée. Au début la
déformation est homogene (a), puis la déformation se localise sur les couches
supérieures (b), elle se propage aux couches inférieures (c), (d) et lorsque
toutes les couches sont écrasées la déformation redevient homogene (e). La
distance entre les lignes composant la grille rectangulaire est, au début, de
5 mim.

(2) (b)
d e

Figure 2.5 — Localisation des déformations sous compression uniaxiale non confinée. Au
début la déformation est homogene (a), puis la déformation se localise sur
les couches en contact avec les plaques (b), (c), elle se propage aux couches a
I'intérieur (d), (e) et lorsque toutes les couches sont écrasées la déformation

redevient homogene (f). La distance entre les lignes composant la grille
rectangulaire est, au début, de 5 mm.

(d)
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2.2.1 Equipement et procédure de test

La machine de charge aussi bien que le type de mousse polymérique et la
procédure de découpage des éprouvette sont les mémes que celles de la premiere
campagne expérimentale. Ayant choisi de ne pas confiner les éprouvettes, on a pu
utiliser les plaques standard d’origine de la machine pour les essais en compression
simple. Comme dans la premiere campagne, on a appliqué des pré-charges d’en-
viron 2 N pour garantir un bon contact entre la plaque et 1’éprouvette. Tous les
essais ont été effectués a température ambiante, en controlant le déplacement de la
traverse mobile.

Dans les figures illustrant les résultats expérimentaux, on utilisera la méme
convention que précédemment : on note avec le terme stress la force exercée par
I’éprouvette divisée par I'aire initiale et avec le terme deformation le rapport entre
le déplacement de la traverse mobile et la distance initiale entre les deux plaques.

2.2.2 Localisation des déformations

Comme dans le cas des essais en compression confinée, durant le régime pla-
teau, on observe une localisation des déformations en bandes perpendiculaires a la
direction de la compression, voir Fig. 2.5. A la différence des essais en compression
confinée, la localisation démarre dans les couches en contact avec les deux plaques,
et se propage aux couches a l'intérieur. Cette évolution différente peut étre attribuée
aux conditions différentes de contact entre mousse et plaques. En effet, dans les
essais en compression confinée I’échantillon est en contact avec une plaque d’acier
en haut, et avec une plaque de polystyrene en bas. Au contraire, deux plaques
identiques en acier sont utilisées dans les essais non confinés. Un léger flambement
latéral de la mousse est observé pour les grandes déformations, voir Fig. 2.5e, f.

2.2.3 Essais en compression cyclique

On a effectué des essais en compression cyclique sur trois échantillons différents
avec une vitesse de chargement de 5 mm/min. L’essai est constitué de quatre cycles
de charge et décharge. La phase de décharge commence lorsqu’un déplacement de
35 mm est atteint, et se termine pour une valeur de la force mesurée égale a zéro.

Les courbes force-élongation des trois échantillons sont montrées sur la Fig. 2.6
a-c. On observe une certaine différence sur le plateau a la charge du premier cycle.
Cette différence disparait aux cycles suivants. On considere la courbe moyenne
montrée sur la Fig. 2.6 d. Ala charge, nous remarquons que la réponse change
avec le nombre des cycles. On observe une perte de résistance importante entre le
premier et le deuxieme cycle, et une perte plus faible entre les cycles suivants. En
effet, les courbes a la charge des deux premiers cycles sont bien distinctes au niveau
du plateau, mais elles se rapprochent des que 'on parcourt la deuxieme branche
ascendante. Elles se terminent pour des valeurs de la force quasi identiques. De plus,
on observe que la forme de la courbe de réponse change apres le premier cycle : les
passages entre les trois différents régimes (premiere branche, plateau et deuxieme



2.2 Compression uniaxiale non confinée 27

@) (b)

Stress (kPa)
Stress (kPa)

0 - - - 0 - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Deformation Deformation
© (d)
10 " " 10 " "
8
< <
< € o
1)) 0
1%2) 0
L L 4
n n
2
0 : : : 0 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Deformation Deformation

Figure 2.6 — Courbes de réponse a 4 cycles de charge et décharge pour trois éprouvettes
différentes (a-c), et courbe de réponse moyenne (d). Vitesse de chargement
5 mm/min.

branche ascendante) sont plus réguliers, et la longueur du plateau est inférieure.
Ala décharge, les courbes de réponse des différents cycles se superposent a peu
pres, mais on observe une légere augmentation de la déformation résiduelle avec le
nombre des cycles. Ce comportement, étudié par Gong et al. [61], ressemble a effet
de “softening” observé dans les élastomeres chargés, et connu dans la littérature
comme effet Mullins.

Pour comprendre si la perte de résistance avec le nombre de cycles dépend de
la déformation maximale, on a effectué des essais en compression cyclique avec
différentes amplitudes. On a choisi quatre valeurs pour le déplacement maximal de
la traverse mobile : 40, 32.5, 20 et 7.5 mm. Pour chaque valeur, une éprouvette
a été soumise a trois cycles de charge et décharge. Les résultats sont montrés sur
la Fig. 2.7. On remarque qu’il y a toujours une baisse importante entre la courbe
de chargement du premier cycle et celle du deuxieme cycle, et que cette perte ne
dépend pas forcément de la valeur de la déformation maximale. On considere le
cas ol au premier cycle la direction de mouvement de la traverse est inversée avant
qu’on atteigne la deuxiéme branche ascendante (Fig. 2.7 ¢, d). On observe une
importante différence entre la courbe a la charge du premier cycle et celles des
cycles suivants, avec I’apparition d'une deuxieme branche ascendante. Pour toutes
les valeurs de la déformation maximale, les réponses a la décharge ne changent pas
avec le nombre des cycles.
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Figure 2.7 — Courbes de réponse a 3 cycles de charge et décharge a différentes ampli-
tudes. Vitesse de chargement 5 mm/min.

2.2.4 Essais en compression cyclique apres des périodes de
repos

Dans cette section on étudie la nature de l'effet de stress softening précédemment
décrit. L’analogie entre cet effet et l'effet Mullins, caractéristique des élastomeres
chargés, nous a fait penser que la perte de résistance était due a 'endommagement
de la mousse. Pour vérifier cette hypothese, on a effectué des essais en compression
cyclique entrecoupés par des périodes de repos. Une éprouvette vierge a été soumise
a quatre cycles de charge et décharge avec une déformation maximale de 70%, et
une vitesse de chargement de 5 mm/min. On a effectué a nouveau le méme essai
sur le méme échantillon apres des périodes de repos de durée croissante : 16 heures,
52 heures et 33 jours. Les courbes de réponse sont montrées sur la Fig. 2.8. Dans
I’essai sur ’échantillon vierge, un probleme de controle de la machine a perturbé le
démarrage des cycles suivants le premier. Donc, nous ne nous étendrons pas sur les
courbes sur la Fig. 2.8a, données ici car elles concernent le méme échantillon, mais
on se référera plutot a la réponse montrée sur la Fig. 2.6d, qui est une moyenne sur
trois échantillons vierges.

Si 'on compare les réponses a la charge du premier cycle pour les différents
essais, on remarque que seule la courbe de 1’échantillon vierge a une pente positive
au niveau du plateau. De plus, on observe que la courbe de réponse au premier
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Figure 2.8 — Courbes de réponse a 4 cycles de charge et décharge sur un échantillon
vierge (a), apres une période de repos de 16 heures (b), 52 heures (c) et 33
jours (d).

cycle de charge du deuxieme essai, Fig. 2.8b, se superpose a peu pres a la courbe
de réponse du deuxieme cycle du premier essai, Fig. 2.8a. Ceci signifie qu’apres une
période de repos de 16 heures, la mousse a récupéré la perte de résistance causée
par les trois derniers cycles du premier essai. Dans le troisieme essai, effectué apres
une période de repos ultérieure de 52 heures, on n’observe pas de changements
importants des courbes de réponse voir Fig. 2.8b, c. Ceci signifie que le deuxieme
essai n’a pas endommagé la mousse polymérique. Sur la Fig. 2.8d, qui montre les
résultats du dernier essai apres 33 jours, on observe une augmentation de 4 kPa
a environ 4.5 kPa de la valeur de la force au niveau du plateau. Ce recouvrement
suggere que la mousse a partiellement récupéré la perte de résistance causée par le
premier cycle du premier essai.

2.2.5 Essais a différentes vitesses de charge

On a étudié la dépendance de la réponse a la vitesse de chargement, en effectuant
deux cycles de charge et décharge a trois vitesses différentes : 0.1, 5 et 100 mm /min.
Pour chaque vitesse, on a testé trois éprouvettes. Les courbes moyennes contrainte-
déformation sont montrées sur la Fig. 2.9a, b, c. Pour faciliter 'analyse, sur la Fig.
2.9d on compare les courbes de réponse au premier cycle pour les trois vitesses.
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Figure 2.9 — Courbe de réponse a 2 cycles de charge et décharge & une vitesse de char-
gement de 0.1 mm/min (a), 5 mm/min (b) et 100 mm/min (c). (d) Com-
paraison des réponses aux premiers cycles pour les trois vitesses

Pour les trois vitesses (Fig. 2.9 a, b, ¢), on retrouve leffet de stress softening
décrit dans la section précédente. Cet effet ne semble pas étre influencé par la
vitesse de chargement. Si 'on considere la Fig. 2.9 d, on observe un décalage vers
le haut des courbes de réponse avec 'augmentation de la vitesse de chargement. Ce
décalage est plus important a la charge qu’a la décharge, et donc il induit une légere
augmentation de 'amplitude du cycle d’hystérésis avec la vitesse de chargement.
Au contraire, la déformation résiduelle ne varie pas sensiblement avec la vitesse de
chargement. La dépendance a la vitesse de chargement met en évidence le caractere
rate-dependent de la réponse.

2.2.6 Expériences ultérieures en compression

Cette section est dédiée a l'investigation du comportement des mousses lors-
qu’elles sont soumises aux cycles de charge et décharge de petite amplitude qui ne
causent pas de changements de phase.

L’essai consiste en un chargement en compression qui est interrompu trois fois
par un cycle de décharge et recharge de petite amplitude. La direction de la traverse
mobile est inversée lorsque le déplacement atteint les valeurs : 10 et 7.5 mm, 20 et
17.5 mm, 30 et 27.5 mm. On a effectué le méme essai avec deux vitesses de charge-
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ment différentes : 1 et 0.1 mm/min. Les résultats sont montrés sur la Fig.2.10 a,b.

Bien que 'amplitude des cycles soit la méme en terme de déplacement imposé,
on trouve des cycles d’hystérésis d’amplitudes différentes. En effet, 'amplitude du
cycle d’hystérésis diminue si 'on augmente la déformation a laquelle on décharge.
Entre deux cycles, la courbe suit la réponse observée dans les essais de chargement
monotone. Une réduction de dix fois de la vitesse de chargement abaisse le niveau
du palier de la courbe de réponse principale, mais ne réduit pas sensiblement les
amplitudes des cycles d’hystérésis. On a effectué le méme type d’essai a partir
du plateau inférieur, Fig. 2.10 c. Dans ce cas, on observe des cycles d’hystérésis
d’amplitude inférieure.

Pour comprendre si les cycles d’hystérésis sont causés par la viscosité de la
mousse ou par la rigidité de la machine d’essai, on a effectué des expériences
ultérieures. Dans ces essais, le cycle de décharge et recharge a été interrompu par
des périodes ou la position de la traverse restait fixe. On a considéré deux combi-
naisons différentes : quatre périodes de relaxation d’une heure, Fig. 2.10d, et onze
périodes de relaxation de 45 minutes, Fig. 2.10e, f. Sur les courbes de réponse, on
remarque la présence des segments verticaux qui montrent la relaxation de la force
sous déformation constante. Si l'on augmente le nombre des intervalles de relaxa-
tion ainsi que leur durée, le cycle d’hystérésis tend a disparaitre. Ceci confirme la
nature visqueuse du phénomene.

Une derniere expérience a été effectuée pour comprendre si la réponse des
mousses dépend de toute I'histoire de déformation précédente ou seulement de
la déformation maximale précédemment atteinte. A ce propos, une éprouvette a
été assujettie a trois cycles de charge et décharge avec une déformation maximale
de 0.15, suivis par trois cycles avec une déformation maximale de 0.4, Fig. 2.11
a. Entre les deux chargements 1’éprouvette a été maintenue a une déformation
constante pour une période de 25s, période nécessaire pour changer le réglage des
parametres de la machine. Les courbes de réponse sont montrées sur la Fig. 2.11
b. On remarque que les courbes de la deuxieme série sont différentes des courbes
observées pour I’échantillon vierge, 2.7 c. En effet, on observe des bosses, plus
évidentes a la charge que a la décharge, correspondant a la déformation maximale
de la premiere série de cycles. Ceci signifie que la réponse de la mousse dépend de
toute I'histoire de déformation précédente et pas seulement de sa valeur maximale.

Notre analyse sur le comportement cyclique des mousses est complétée par des
essais complexes avec phases de charge et de décharge, intercalées par des périodes
de relaxation et de repos. Les résultats sont montrés sur les Fig. 2.11c-f.

2.2.7 Essais de relaxation

Les résultats expérimentaux décrits dans les sections précédentes montrent la
présence d’effets visqueux. Par conséquent, on a effectué des essais de relaxa-
tion pour déterminer la fonction de relaxation du matériau. Du point de vue
théorique, 1'essai de relaxation consiste a imposer instantanément une déformation
a I’éprouvette et de mesurer, en gardant fixe la déformation, la variation de la force
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avec le temps. Il est clair qu’en pratique, le chargement n’est pas instantané. En
effet, pour la machine d’essais en utilisation la vitesse de chargement maximale est
de 250 mm/min.

On a effectué une phase de charge 4 250 mm /min jusqu’a la valeur de déplacement
de la traverse de 35 mm, et on a gardé cette valeur du déplacement pour 72 heures.
Cet essai a été effectué sur trois éprouvettes vierges différentes. La courbe de
réponse moyenne est montrée sur la Fig. 2.12. De plus, on a choisi d’effectuer
des essais de relaxation en considérant pour la vitesse de chargement deux valeurs
pour lesquelles on avait déja effectué les essais en compression cyclique : 5 mm/min
et 1 mm/min. Dans les deux cas, on a testé une seule éprouvette mais sur des temps
plus longs : 10 jours pour la charge a 5 mm/min et 20 jours pour la charge a 1
mm,/min, Les résultats sont montrés sur les Fig. 2.13 et 2.14.

Dans les trois cas, on observe une réduction de la force tres rapide dans les
premieres minutes suivie par une réduction plus lente qui se manifeste pour toute
la durée de l'expérience. Ce comportement, caractérisé par deux relaxations avec
échelles de temps tres différentes, est similaire au comportement des élastomeres
observé par Amin et al. [4].
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Dans ce chapitre on présente le modele élastique utilisé en [103] pour décrire
deux aspects du comportement des mousses polymériques sous compression : la lo-
calisation des déformations et le cycle d’hystérésis. Comme on a vu dans la section
2.1, la courbe de réponse sous compression des mousses polymériques a porosités
ouvertes est caractérisée par trois régimes : une premiere branche linéaire, un pa-
lier et une deuxieme branche ascendante. Dans le régime du palier, on observe
une localisation des déformations en bandes perpendiculaires a la direction de la
compression.

On montrera que ce comportement peut étre reproduit a ’aide d'un modele
élastique ou la mousse polymérique est représentée comme une chaine de ressorts
non linéaires avec une énergie de déformation non convexe. Cette approche est
généralement utilisée pour la description du comportement des alliages a mémoire
de forme. Dans ce cas, une énergie de déformation non convexe est introduite pour
prendre en compte les deux phases cristallines austenite et martensite du matériau.
Dans notre cas, les deux phase sont celles avant et apres le lambement des arétes.
La localisation des déformations est décrite comme un changement progressif de
phase des ressorts. Le modele introduit est unidimensionnel, et donc il ne peut pas
décrire les différences, en terme de localisation des déformations, entre compression
confinée et non confinée.

37
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Ce deuxieme chapitre s’ouvre avec un apercu des idées de base sur lesquelles
notre modele s’appuie. Le modele élastique, objet de larticle [103], est décrit dans
les sections 3.2 et 3.3. Dans la section 3.2 on propose une expression tridimension-
nelle de I'énergie de déformation qui permet d’obtenir une courbe de réponse non
monotone. Dans la section 3.3, on présente un modele discret pour la description
de la localisation des déformations. On verra aussi que le modele élastique n’est
pas apte a décrire tous les aspects du comportement des mousses. Une analyse plus
approfondie, prenant en compte les effets visqueux, est nécessaire. Cette analyse
fera I'objet du chapitre suivant de ce mémoire.

3.1 L’origine du modele

Le but de cette section est de présenter la littérature sur le probleme d’équilibre
d’'un corps avec une énergie de déformation non convexe. La liste des articles cités
est loin d’etre exhaustive, puisque on s’est borné aux études directement liées a la
construction de notre modele.

D’abord on décrit le travail d’Ericksen [50], le premier a avoir étudié la stabilité
de I’équilibre d’une barre prenant en compte la non convexité de 1’énergie. Puis, on
présente une liste d’auteurs qui ont étudié la version discrete du probleme d’Erick-
sen. Enfin, on décrit le travail de Gioia et al. [59], o les résultats d’Ericksen sont
appliqués a la description des mousses polymériques.

3.1.1 Le travail pionnier d’Ericksen

Dans cette section on présente le travail de Ericksen [50], en suivant 1'exposition
de Del Piero [37]. On considére une barre de longueur L qui dans la configuration
de référence occupe la région monodimensionnelle 2 = (0, L), et qui est sujette a la
transformation u qui transforme le point X de €2 en le point 2 = u(X). En suivant
le travail d’Ericksen, on commence I’étude en supposant que la transformation soit
assez réguliere, u € C?((0, L)), et aprés on montrera que cette hypothese est trop
restrictive en présence d’instabilités matérielles.

L’énergie de déformation la barre peut étre écrite sous la forme :

W((X)) = /0 w(! (X)) dX (3.1)

avec w la densité d’énergie de déformation, une fonction de classe C* définie sur
I'intervalle (0,L).. Ericksen considere le cas ol w est une fonction non convexe de
v’ du type montré sur la Fig. 3.1. On considere deux types de chargement de la
barre : on fixe une extrémité et on applique ou une force o (soft device), ou un
déplacement u (hard device) a l'autre extrémité. Dans les deux cas, ’énergie totale
du systéme et les conditions au bord deviennent, respectivement,

fo ))dX —ou(L), u(0) =0 soft device ,

fo ))dX, u(0) =0,u(L) =u hard device.
(3.2)
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La condition au bord (3.2) dans le cas hard device peut étre réécrite sous la forme

L
/ ¥ dX =)L, (3.3)
0
ou A = u/L est allongement totale de la barre.

Les configurations d’équilibre y sont des configurations extrémales de E, et donc
elles doivent satisfaire I’équation d’Euler- Lagrange. Cela impose que

w'(y' (X)) = o = const., (3.4)

ou w’ est la dérivée de w par rapport a u' et o est la force appliquée dans le cas
soft device ou un multiplicateur de Lagrange dans le cas hard device. Puisque la
dérivée w’ représente la contrainte, les configurations d’équilibre sont celles ou la
contrainte est la méme dans tous les points de la barre. Etant w’ non monotone,
des configurations d’équilibre biphasée sont possible.

Pour évaluer la stabilité des configurations d’équilibre, Ericksen utilise un critere
énergétique. Soit y’ une configuration d’équilibre, et u’ toute configuration qui
satisfait les conditions au bord. On dira que y’ est stable si c¢’est un point de
minimum global de I’énergie, et que elle est metastable si ¢’est un point de minimum
local. Une condition nécessaire pour que gy’ soit un minimum est que la variation
d’énergie

AE =E) - E(Y) (3.5)

soit non négative. Dans notre cas cette condition implique la
w’(y'(X)) =0, (3.6)
condition ponctuelle de stabilité [37].

Déterminons les configurations d’équilibre y' € C°((0, L)). Pour o connue, les
configurations d’équilibre se trouvent sur les intersections de la ligne horizontale
a la valeur o avec la courbe w’, et pour la forme de w’ choisie, on peut avoir au
maximum trois points d’intersection. L’hypothese que ¢’ soit continue implique que
y' soit constante dans toute la barre. De plus, la condition de stabilité (3.6) limite
y" aux deux branches ascendantes,

wy)=0, a<y <zx] ou x, <y <b.

Donc, on a une seule configuration continue d’équilibre stable si ¢ < o1, ou o >
o9, et deux configurations si o9 < 0 < ogy. Si 'on considere le cas hard device,
I’hypothese que 3 soit continue donne la solution unique :

vy =u/L, oc=uw'(u/L).

Mais, cette solution ne satisfait pas la condition de stabilité (3.6) lorsque z} <
u/L < zb. 1l est clair que I'hypotheése initiale que la solution soit C! est trop
restrictive.
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(a) (b)

Figure 3.1 — (a) Energie de déformation de la barre d’Ericksen (ligne pleine), et sa
convexifiée (ligne en pointillé). (b) Relation d’aires égales qui gouverne la
position des points o, as et la valeur de la contrainte de Maxwell &.

Ericksen étend I'étude au cas de u' continue par morceaux. Dans ce cas, d’autres
configurations d’équilibre sont possibles. Pour chaque valeur de o dans 'intervalle
(01,02), on peut trouver deux points «, et [, sur les deux branches ascendantes
tels que w'(a,) = w'(B,) = 0. Alors pour chaque x € (0, 1), la configuration

) [ a, pour X € (0,xL),
Yo (X) = { B, pour X € (xL,L), 30

est une configuration d’équilibre possible. On appellera cette configuration une
configuration biphasée car la valeur a,, appartient a la premiere branche ascendante
(phase A) et (3, ala deuxieme branche ascendante (phase B). Les valeurs x et (1—x)
sont respectivement les fractions de phase A et B. Dans les cas limites de y = 0 et
x = 1, on retrouve les configurations homogenes monophasées. Ala configuration
Y, correspond une élongation totale de la barre

A=a,(1-x)+8,. (3.8)

Au contraire, a chaque couple (o, \) avec o € |07, 09] et A € [, 2], correspond la
configuration biphasée avec
60 — A

X = B —a,
En effet, les configurations y,., ne sont pas les seules configurations d’équilibre pos-
sibles. On peut avoir des configurations avec des points sur la branche descendante
de w,s. Pour ces points la condition de stabilité (3.6) n’est pas satisfaite, donc ces
configurations ne sont pas stables et elles ne seront pas considérées. De plus, pour
chaque o et y on peut avoir des configurations d’équilibre avec des distributions
des valeurs o, et 3, dans la barre différentes de celle introduite en (3.7), de fagon
d’avoir plusieurs interfaces entre les zones avec phases différentes. Du point de vue
énergétique, ces configurations sont équivalentes aux configurations y . , et donc il
n’est pas nécessaire de les distinguer.

(3.9)
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On détermine les configurations d’équilibre stable, c’est a dire les minima glo-
baux de l'énergie. On appelle oy, ay les deux points ou la courbe w a la méme
tangente de pente & (voir Fig. 3.1), et on introduit la fonction w¢,

ci, I\ __ w(u/) pour u/ ¢ (Oél,Oég),
wil) = { w(ay) + (v —aq) pour v € (o, az). (3.10)

La tangente avec pente & est appelée droite de Mazwell. La fonction w® est la
convexifiée de w, elle est convexe et

w(u') <w(u) Yu' € (a,b).

Ces propriétés permettent d’obtenir une borne inférieure de l’énergie pour une
¢élongation A imposée,
E(') > Lw®(\).

Pour toute la valeur de A, on peut trouver une configuration d’équilibre qui a
une énergie Lw°(\), et qui est donc un minimum global. En effet si A ¢ (aq, o),
la configuration homogene avec y' = A a 'énergie totale Lw(\) = Lw®(\). Si
A € (ay, ), la limite Lw®(\) est atteinte par la configuration biphasée y;  pour

w227 A (3.11)
Qo —

Dans le cas soft device, le minimum global est la configuration monophasée y; ;
avec Y = 1 si 0 < 7, et la configuration monophasée y; , avec x = 0 si 0 > 7.
Pour o = & toutes les configurations y/ , ont la méme énergie et toutes sont des
configurations d’équilibre stable. Donc, dans les deux cas la courbe des minima
globaux est la méme. Elle est I'union du segment de la premiere courbe ascendante
avec 0 < 0, du segment de la deuxieme courbe ascendante pour o > &, et du
segment de la droite de Maxwell entre les deux. Elle est montrée sur la Fig. 3.2.

Afin de déterminer la réponse de la barre, il faut considérer les configurations de
minimum local. Celles-ci dépendent du choix de I'espace fonctionnel ot on pose le
probleme et, en particulier, de la notion de distance que 'on introduit. Par exemple,
si I'on considere la distance

L
I =l = [ 1)~ w()]ax.
0

on peut montrer que les minima locaux coincident avec les minima globaux [37].
Au contraire, si 'on considere la distance

Iy — o = sup |y (X) (X)),
Xe(0,L)

toutes les configurations y, . sont des minima locaux [37]. Donc, la réponse dépend
du choix de la distance. Si 'on considere la distance || - ||1, il n’y a pas d’autres
configurations de minimum a part les minima globaux. Donc, la réponse suit la
courbe en trait continu sur la Fig. 3.2b. Dans ce cas, les courbes a la charge et a la
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Figure 3.2 — Courbes de réponse de la barre d’Ericksen dans le cas soft device (a) et hard
device (b), en considérant la distance || - ||; (lignes pleines), ou la distance
I - [lo (lignes pointillées).

décharge coincident. Au contraire si I'on prend la distance || - ||, toutes les points
dans la région en gris sur la Fig. 3.2b représentent des configurations de minima
locaux. Donc, le systeme reste dans la configuration monophasée pour o = a7, et
la bifurcation de la configuration homogene se produit pour ¢ = o; a la charge et
pour o = 0y a la décharge. La réponse suit la courbe en tirets sur la Fig. 3.2, et
on observe un cycle d’hystérésis. Du point de vue physique, le choix de la distance
devrait prendre en compte la capacité du matériau a passer les barrieres d’énergie.
Par exemple avec la distance || - ||, on considére un matériau qui ne peut pas
passer aucune barrieres d’énergie et qui reste dans la configuration de minimum
local jusqu’a ce qu’elle devient instable. Donc, le choix de la distance pourrait étre
vu comme un choix constitutif sur le matériau.

Pour résumer, on a vu que le comportement d’hystérésis peut étre décrit dans
le contexte de 1’élasticité non linéaire en supposant une énergie de déformation non
convexe. De plus, ce travail de Ericksen fait émerger deux questions importantes :
dans quel espace fonctionnel faut-il poser le probleme d’équilibre, et quel critere
de choix faut-il introduire lorsque plusieurs solutions sont possibles? Les travaux
de Ball et James [5], Miiller [96] et Truskinovsky et Zanzotto [124] essayent de
répondre a ces questions.

3.1.2 Les modeles discrets

Pour décrire le comportement des systemes avec énergie non convexe, sans les
difficultés techniques rencontrées dans la formulation continue, plusieurs auteurs
ont proposé des versions discretes du probleme d’Ericksen. En effet avec les modeles
discrets, on échappe au probleme de la dépendance de la réponse du choix de la
distance, car toutes les distances sont équivalentes.
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Miiller et Villaggio [94] ont considéré une chaine de ressorts avec une énergie de
déformation a deux puits, et ils ont montré la non unicité des chemins d’équilibre
métastables. Plus tard, d’autres auteurs [53, 112] ont étudié le probléme dans le cas
spécifique d’une loi de comportement tri-linéaire. Dans la plupart de ces travaux, on
suppose que les ressorts ne peuvent pas suivre la branche descendante de la courbe
de réponse. Au contraire, Puglisi et Truskinovsky [107] analysent les configurations
avec des élément sur la branche descendante, et ils trouvent une condition entre les
pentes des branches de la courbe de réponse qui permet d’avoir des configurations
d’équilibre stables avec un ressort sur la branche descendante.

Dans les systemes discrets avec une seule chaine de ressorts, les configura-
tions d’équilibre different par le nombre des éléments dans les deux phases, mais
pas par leurs positions dans la chaine. En effet, toutes les configurations avec le
méme nombre d’éléments dans les deux phases sont équivalentes du point de vue
énergétique. Dans ces modeles simples, on ne peut donc pas établir I'ordre des
transitions de phases des éléments ni le lieu de la localisation des déformations. On
a des informations supplémentaires sur 1’évolution des transitions de phase si I'on
ajoute a la chaine des ressorts linéaires next-to-neighbor, qui relient deux éléments
éloignés, voir [27, 106]. Les nouveaux ressorts schématisent les interactions non lo-
cales et ils permettent de décrire les différents modes d’évolution des transitions
de phase : un seul front de propagation qui démarre a une extrémité, ou deux
fronts de propagation qui démarrent au centre de la chaine ou aux deux extrémités
simultanément.

Puglisi [106] a également analysé le cas d’hétérogénéités et de défauts de la
structure. Pour prendre en compte ces aspects, il suppose que les ressorts ont
une énergie de déformation différente les uns des autres. Avec cette hypothese, on
obtient une courbe de réponse avec une pente positive du plateau.

Plusieurs auteurs [6, 7, 25, 116, 122] ont étudié des chaines des masses-ressorts
a énergie non convexe en dynamique. En particulier, les simulations numériques
de Balk et al. [6] montrent que le systeme passe d'un régime stationnaire, ou les
déformations des ressorts sont constantes, a un régime ou les masses oscillent et le
systeme devient instable. Cette transition se produit avec deux fronts d’onde qui
se propagent a des vitesses différentes. Entre les deux fronts les masses ont une
vitesse constante.

Les détails sur les modeles discrets seront présentés dans la section 3.3, ou
les résultats de Puglisi et Truskinovsky [107] seront appliqués a la description du
comportement des mousses polymériques.

3.1.3 L’application aux mousses

L’idée d’une énergie de déformation non convexe a trouvé un large champ d’ap-
plication dans la modélisation du comportement des alliages a mémoire de forme
[1, 16, 95]. Puisque la réponse des mousses polymériques a porosités ouvertes montre
des analogies avec le comportement superélastique des alliages & mémoire de forme,
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Figure 3.3 — (a) Schématisation de la mousse comme une structure de poutres. Elément
de base (b) et élément de base réduit a deux poutres (c). [59]

ceci a suggere la possibilité d’appliquer 'idée d’Ericksen a la description du com-
portement des mousses.

Dans ce qui suit, on présente le travail de Gioia et al. [59], le premier & notre
connaissance qui ait exploré cette voie. En [59], la mousse polymérique est représentée
comme une structure périodique engendrée par la répétition d'un élément de base,
une cellule composée de quatre poutres (Fig. 3.3a, b). Lorsqu'on applique un
déplacement A dans la direction axiale, si I'on suppose qu’il n’y a pas de flambage
de la poutre Ly, I'étude de la déformation de 1’élément de base se réduit a 1’étude
d’une structure a deux éléments, Fig. 3.3c. En plus, si I'on suppose que les poutres
sont a section droite circulaire de rayon r avec une loi de comportement linéaire
élastique, la géométrie de la structure est déterminée par trois parametres : 7 = r/L,
L, =1, /L, et angle v entre L et L;. Avec des considérations géométriques, on
peut écrire la densité relative de la mousse comme fonction de ces trois parametres :

. 27T772(3jr L?)esc a . (3.12)
3v3(Ly + cosa)

Gioia et al. calculent ’énergie de déformation de la structure en utilisant la théorie
des poutres, et ils montrent qu’elle est une fonction non convexe de A si la densité
p est inférieure a une certaine valeur critique p.. La non convexité de 'énergie per-
met d’avoir deux phases du matériau, une phase a basse densité (phase L) et une
phase a haute densité (phase H), voir Fig. 3.4f, g. Deux valeurs caractéristiques de
déformation Ay, et Ay, qui correspondent aux points a; et ap introduits précédemment
dans la travail d’Ericksen, sont associées a chaque phase (Fig. 3.4).

Gioia et al. supposent que le systeme suit le chemin des minima globaux, et
donc, pour une valeur de A entre A\ et Ay le systeme se déforme a force constante,
voir Fig. 3.4e. Dans cet intervalle, les configurations d’équilibre stables sont les
configurations biphasées y . données par (3.7). Celles-ci sont caractérisées par une
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Figure 3.4 — (a)Echantillon dans la configuration initiale et dans la configuration
déformée (b). (c) Déformation non homogene de ’éprouvette. (d) Courbe
de réponse. Phase L (e) et phase H (f). [59]
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Figure 3.5 — Courbes de réponse du modele (ligne pleine) et courbes expérimentales pour
différentes densités de la mousse. [59]
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déformation non homogene de la mousse. Lorsque le déplacement imposé augmente,
pour A\, < A < Mgy, la fraction de phase x (3.11) augmente de 0 & 1. Dans cet
intervalle, la mousse se déforme en passant progressivement de la phase L a la
phase H. Avec une bonne identification des parametres, Gioia et al. obtiennent des
courbes de réponse qui reproduisent qualitativement les résultats expérimentaux,
voir Fig. 3.5.

En [59], I'introduction d’une énergie non convexe est justifiée par une étude
de la microstructure. De plus, une interprétation de I'influence de la densité de
la mousse sur son comportement mécanique sous compression est donnée. Par
contre, I'analyse énergétique n’est pas complete puisque pas toutes les configu-
rations d’équilibre possibles sont analysées. Enfin, I’hypothese que le matériau suit
les minima globaux ne permet pas de décrire le comportement a la décharge, et
donc le cycle d’hystérésis, qui est une caractéristique fondamentale de la réponse
de ces matériaux.

3.2 La loi de comportement tridimensionnelle

Dans cette section, la réponse unidimensionnelle en compression confinée est
déduite d'une énergie de déformation tridimensionnelle de type Néo-Hookéen [29].
Celle-ci est la plus simple généralisation d’une énergie quadratique. Elle est obtenue
en ajoutant un terme qui dépend du déterminant de la transformation, c¢’est-a-dire
des variations de volume. Dans notre cas, la non convexité de I’énergie est obtenue
grace au choix particulier de ce terme supplémentaire.

On pose € la région tridimensionnelle ouverte bornée occupée par le corps dans
la configuration de référence, et u la transformation qui transforme le point X de
Q en le point z = f(X). On suppose que le corps est formé d’un matériau isotrope
et hyperélastique, avec une énergie de déformation :

w(F) =3 aF -F+ &(det F) , (3.13)
ou F est le gradient de f, a est une constante positive, et ® une fonction non
négative définie pour det F > 0 et telle que

lim ®(det F) = lim ®(det F) = 400 . (3.14)
detF —0 detF —+-o00
Le gradient de w
S = wp(F) = aF + detF ®'(det F)F~ 7 (3.15)

est le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff. Si I'on considere w(I) = 0, ou I est
le tenseur identité, et si 'on suppose que la configuration de référence F = T soit
stress-free wp(I) = 0, on a que :

a=—d(1), Sa+d(1)=0. (3.16)
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Pour la fonction @, on prend l'expression en [103]

®(det F) = ¢ (det F)™ ( _ (det F)? — ) fu1n (detF )

+§§ erf (\/E (det F — a)) + v, (317)

ou ¢,m, , 3, k,~ sont des constantes positives et 0 < a < 1, erf(+) est la fonction

erreur
erf(z / (3.18)
~

La condition (3.16) détermine les valeurs de «, 7,

a=p— fexp(—k(a—1)%),

2 (u— Bexp(—h{a 1)) +

% BT (3.19)
9 2k erf(Vk (a —1)).

L’expression choisie pour ® est la somme de deux contributions : une premiere
partie, similaire a la fonction proposée dans [100], qui prend en compte les effets a
long terme, et une deuxieme partie, la fonction erreur, qui a une influence locale
pour les valeurs de det F proches de a. Les conditions (3.14) sont satisfaites pour
tous ¢, u, et m positifs.

7:

Si I'on considere le cas particulier d’'une compression confinée dans la direction
€, le gradient de la transformation devient :

F=I+(\-1¢é®e, det F =\ 0<A<l, (3.20)
et donc le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff a ’expression
S=ADN)—d(A)NI+ (1 =N (PN +P(1))exe. (3.21)

On observe que S ne dépend que de A et de la fonction ®. La composante de S
dans la direction de la charge est

o=Sée-e=d'(\) - \D'(1). (3.22)
En remplagant ® par la relation (3.17), ’équation (3.22) devient

o= [p—PBexp(—k(l—a)?)] A+ A" (N =1) = pA™" + Bexp (=k(XA —a)?) .
(3.23)
Cette relation sera utilisée pour reproduire les courbes expérimentales montrées sur
la Fig. 2.3. Grace au choix de ®, I'expression de ¢ peut étre décomposée en deux
parties f, ¢ qui dépendent respectivement de ¢, m, u, et de (3, a, k,

JO) =A™ H (N = 1) = p (A1 = A),

g(A) = =B X exp(—Fk(1 — a)Q)) + B exp(—k(X — a)?)). (3.24)

On remarque que g(A) est positive si 0 < A < 1, et en plus on a
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Figure 3.6 — (a) Diagrammes de la fonction constitutive f pour différentes valeurs de m
avec p et ¢ solutions du systeme (3.28). (b) Courbe f pour m = 7 (ligne
pleine) et courbe expérimentale (ligne pointillée).
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Figure 3.7 — (a) Décomposition de o (équation 3.23) dans les deux contributions f et g
avec les valeurs des parametres reportées dans le Tableau 3.1. (b) Compa-
raison de o (ligne pleine) avec la courbe expérimentale (ligne en pointillée).

g(0) = Bexp(—ka?),
gla) =81 —aexp(—k(l —a)?)) = gla)= 3 sik>1, (3.25)
g(1)=0.

En effet, la fonction g est formée par la somme d'une fonction linéaire et d’une
gaussienne, et donc, si k est suffisamment grand, les valeurs de g aux extrémités
sont négligeables par rapport a la valeur du maximum.

Puisque I'on a vu que pour un bon choix de k et a, I’évolution de o proche de A =
0 et de A =1 ne dépend pas de la fonction g, on peut étudier séparément les deux
fonctions. Cette considération aide beaucoup pour l'identification des parametres
élastiques. Soient H et K les pentes de la courbe expérimentale pour A\ = 1 et
A = p, avec p l'abscisse d’'un point sur la deuxiéme branche ascendante. De (3.24)
on a que
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FO) =p(T+ X +c(m+ DA™ —c(m— 1) A2, (3.26)

Pour m fixé, on peut déterminer les valeurs de ¢ et p en imposant les conditions

(a) pente initiale (A=1) égalea H — f'(1)=H, (3.27)
(b) pente en p égale a K — fl(p) =K, '

qui donnent le systeme linéaire en c et p

p+c=H/2,
{ p(l+p2) +c((m+1p™— (m—1)p"?) =K. (3.28)

Sur la Fig. 3.6a on montre ’évolution de f pour différentes valeurs de m avec c et u
solutions du systeme (3.28), et avec H = 145 kPa, K = 25 kPa et p = 0.35. Sur la
Fig. 3.6b, la courbe obtenue pour m = 7 est comparée a la courbe expérimentale.
Si maintenant on ajoute la fonction g a la fonction f, on peut changer la position
du maximum et la valeur de la force correspondante avec un choix opportun des
parametres a, 0 et k, Fig. 3.7a. Sur la Fig. 3.7b, on montre la courbe expérimentale
et la courbe (o, A), obtenue avec les valeurs reportées dans le Tableau 3.1. On voit
que la courbe obtenue ne correspond pas a la courbe expérimentale. Mais on verra
dans la suite qu’en assemblant en série un nombre suffisant de ressorts, on peut
arriver a décrire correctement le comportement observé expérimentalement.

3.3 Le modele discret

Dans cette section, on présente le modele discret proposé par Del Piero et
Pampolini [103] et inspiré par Puglisi et Truskinovsky [107].

3.3.1 Conditions d’équilibre et de stabilité

On suppose que la mousse est composée de couches paralleles de cellules, et on
représente chaque couche par un ressort non linéaire (Fig. 3.8a et 3.8b). De plus, on
suppose que tous les ressorts ont la méme longueur initiale [ et la méme énergie de
déformation non convexe w, Fig. 3.8¢c, et donc on a une courbe de réponse composée
de deux branches ascendantes reliées par une branche descendante, du type montré
sur la Fig. 3.8d. On note du; = u; — u;—; 'élongation du "¢ ressort. On prend
en compte le cas ou une élongation A est imposée a une extrémité , uy = 0 et
uy = A. L’élongation totale de la chaine A est la somme des élongations du; de

chaque ressort
> dui=A. (3.29)
i=1

Si 'on écrit la condition (3.29) en terme de déformations des ressorts, on trouve

Y ei=Ney, (3.30)
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Figure 3.8 — Représentation des couches de cellules (a) comme une chaine de ressorts (b)
avec énergie de déformation non convexe (c). (d) Courbe de réponse d’un
ressort.

oug; = du;/l est la déformation du i-eme ressort, et £g = A/(NI) est la déformation
totale de la chaine. L’énergie totale du systeme est la somme des énergies de
déformation des ressorts,

E (e1,€9,....,en) = Zw(&?i) : (3.31)

i=1

En utilisant la condition au bord (3.30), on peut écrire I'énergie totale comme
fonction des (N — 1) premieres déformations

N-1 N-1

E (81,82, ---aEN—l) = Z w(e,) + U)(NEO — Ei) . (332)

i=1 i=1

Pour un systeme élastique discret, les positions d’équilibre sont déterminées par
la condition d’annulation des dérivées partielles de 1’énergie, et les configurations
d’équilibre stable ou metastable! correspondent aux minima globaux ou locaux de
I’énergie. Dans notre cas on a :

=

—1
(61,69, 0y 1) = w’(ei)—w’<N50— ej) —0, i=1,2,.,N—1.(3.33)
=1

oF
Os i

J

1. Dans les modeles discrets il n’est pas nécessaire distinguer les configurations d’équilibre
stables et métastable
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. .1 . N—1 oy , .1 , . .
Si 'on utilise la relation ey = Neg — > ., €4, la condition d’équilibre écrite ci-
0 j=1 <J» q
dessus devient

w' () =w' (en) i=1,2,..,N—1, (3.34)

qui nous dit que la force transmise entre les ressorts doit étre la méme. La valeur
de cette force commune pour tous les éléments sera appelée o.

On considere maintenant la condition de stabilité. Une condition nécessaire afin
qu'une configuration d’équilibre soit stable est que la matrice Hessienne soit semi
définie positive. Calculons les dérivés secondes de I'énergie totale :

O*E w’(e;) +w"(en) sii=j
= L0 3.35
0g,0¢; { w”(en) siij. ( )
Si 'on pose A; := w" (g;), la matrice hessienne peut étre écrite sous la forme :
A+ An An . Ay
" An Ay + An . An (3.36)
An An . Avoi+ Ax

La matrice H est semi définie positive si et seulement si chacun des mineurs prin-
cipaux est non négatif, et cela signifie que :

A1+ANZO
A Aj+ (A +Aj)) Ay >0, (3.37)
A A A+ (A A+ Aj Ay + A A) Ay + (A + Aj + Ap) A% >0, '

Les relations ci-dessus sont satisfaites si tous les coefficients A; sont positifs, et
autrement dit si tous les ressorts ont une déformation sur les branches ascendantes
de la courbe (o, ;).

Les conditions (3.37) sont violées si au moins deux coefficients A; sont négatifs.
On fait un raisonnement par I’absurde en supposant que A; et A; soient négatifs.
La deuxieme relation peut étre réécrite sous la forme suivante :

A Ay + (Ai+ Ay) A; > 0. (3.38)

La premiere relation (3.37) impose que Ay et le terme entre parentheses de (3.38)
soient positifs. Cela implique que les deux termes de la somme (3.38) sont négatifs
et que donc la deuxieme relation (3.37) est contredite. Ce résultat implique qu’une
configuration est instable si deux ou davantage de ressorts ont une déformation
située sur la branche descendante de la courbe de réponse (o, ¢;), ou autrement dit,
une configuration d’équilibre stable peut avoir au maximum un seul ressort avec
une déformation sur la branche descendante. Dans ce cas, sans perte de généralité,
on suppose que Ay est négatif et tous les autres A; positifs2. Si I'on divise les
relations (3.37) respectivement par A; Ay, A; A; An, A; A; A Ay on obtient :

2. On néglige le cas ou les A; sont nuls
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At +A‘ <0,
At +A + Ay <0,

A7V AT AT AV <0, (3.39)

et puisque chacune de ces relations implique les précédentes, il ne reste que la
condition

d oAt <o. (3.40)

De (3.40) on tire qu'une configuration d’équilibre avec le ressort N dans la branche
descendante de sa courbe de réponse est stable si w”(ey) est suffisamment petite.

Dans la suite on montre que pour une w du type montré sur la Fig. 3.8c, il existe
toujours un nombre N d’éléments de la chaine que rend instable la configuration
avec un ressort sur la branche descendante. On note ¢, et &, les points de maximum
et de minimum local de w’.On considere les configurations d’équilibre ou le ressort
Néme a une déformation ey sur la branche descendante (Ay < 0), et on définit

Amam = max {w//<8i) ) tel que w/<8i) = w/<€N)>} :
en€Eleasen]

La relation de stabilité (3.40) peut étre réécrite sous la forme :

N-1
1 1
— — ——<0. 3.41
2o W TN o
En utilisant la définition de A,,., on a que
N-1
1 N —1 1
. 3.42
> a A A T (3.42)

i=1 Z

Donc, aucune de ces configurations n’est stable si I’on considere une chaine avec
un nombre d’éléments

A
N > Mg 3.43
Ay (3.43)

La condition de stabilité (3.40) implique aussi une condition sur la pente de
la courbe (0,e0) [39]. On considere les déformations ; comme fonctions de la
déformation moyenne ey, et grace a la condition d’équilibre (3.34), on peut écrire

do duw' de; .
P22 ) T i= 12

dEO’ Y )

N. (3.44)

Si I'on dérive la condition au bord (3.30) par rapport a €y, on trouve

de;
f— .4
Z e (3.45)
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Figure 3.9 — Forme de I'énergie de déformation choisie dans le cas explicatif d’une chaine
a deux éléments (a), (b), et relatif diagramme force - élongation (c) [37]

et en utilisant la relation (3.44) on obtient

N

do 1
N = . 3.46
deg Zzl w”(g;) (3.46)

Nous remarquons que la somme du second terme est le premier terme de la condition
de stabilité (3.40), et donc la relation ci-dessus impose que la pente de la courbe de
réponse du systeme (o, &) soit négative pour une configuration d’équilibre stable
avec un ressort sur la branche descendante. Au contraire, si tous les ressorts sont
sur les branches ascendantes, la condition de stabilité garantit une pente positive
de la courbe de réponse.

3.3.2 Le cas explicatif d’'une chaine de deux ressorts

On considere le cas explicatif d’une chaine de deux ressorts avec énergie de
déformation du type montré sur la Fig. 3.9 [37]. On note w,,(¢) = ope — T
I'équation de la droite tangente a la courbe w(e) en deux points. On suppose que
w — w,, soit parabolique par morceaux et symétrique par rapport a l'axe € = b, et
cela revient a supposer la forme suivante pour w :

Ed+(e=0)*+0ome+mm pour 0 <e <b—c,
w(e) = —SM(CZ—C)jLamé—H’m pourb—c<e<b+c, (3.47)
Ed—(e=b)*+ ome+ Tm pour € > b+ c,

avec b, ¢, d, k constantes positives et avec ¢ < d. Par dérivation, on obtient la loi
de réponse trilinéaire,

k(d+(e—0b)+o0, pour0<e<b-—ec,
w'(e) =4 —k=d—c)+0, powrb—c<e<b+ec, (3.48)
—k(d— (¢ = b)) + 0, poure>b+c,
Les fonctions w, w — w,, et w’ sont présentées sur la Fig. 3.9.

Dans le cas de deux ressorts, la condition d’équilibre (3.34) et la condition au
bord (3.30) deviennent
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w'(er) =w'(eq) =, (3.49)

€1+ e9 = 260 . (350)

Pour n’importe quelle valeur de la force comprise entre [0, —k(d—c), 0, +k(d—c)]
trois valeurs différentes de la déformation sont possibles, une pour chaque branche
de la courbe de réponse (voir Fig. 3.9¢). On dira qu'un ressort est en phase A
(phase B) si sa déformation est sur la premiere (seconde) branche ascendante de
la courbe de réponse, et qu’il est en phase C si sa déformation est sur la branche
descendante. Pour chaque valeur de la force dans cet intervalle, neuf configurations
d’équilibre différentes sont envisageables :

— trois configurations d’équilibre monophasées : AA, BB, CC;

— six configurations d’équilibre biphasées : AB, BA, AC, CA, BC, CB.
Pour les configurations monophasées, il est clair que la condition d’équilibre impose
que €1 = €9 = gg. Dans le plan (g1,€3), ces configurations sont représentées par
la bissectrice, voir Fig. 3.10. Pour la configuration AC, la condition d’équilibre
w'(g1) = w'(eq) s’écrit

k(d+ (e — b)) + o = —k . (d—c)+om,
et donc, on trouve la relation
d—
e =— Cc(gg—b)—d+b, (3.51)

qui représente 1’équation d’une droite qui passe par les points (b — ¢, b — ¢) et
(b+ ¢ —2d, b+ c¢). Toujours a 'aide de la relation d’équilibre (3.49), on trouve la
relation

€1 =69 —2d, (3.52)

pour la configuration AB, et

d—c

£ = — (e1—=b)+d+b, (3.53)
pour la configuration CB. Les configurations CA, BA et BC sont les symétriques
des cas traités, et on trouve les mémes relations avec €1 et 9 inversés.

Maintenant, nous étudions la stabilité de ces configurations d’équilibre. Dans
les configurations AA, BB, AB et BA, les deux ressorts ont des déformations dans
une branche ascendante, et donc ces configurations sont stables. En revanche, la
configuration CC est instable car les deux ressorts sont dans la branche descendante.
Pour les autres configurations (AC, CA, BC, CB), il faut vérifier la condition de
stabilité (3.40) qui prend la forme suivante

d—c

C

k—k

> 0. (3.54)

De la relation ci-dessus on tire que ces configurations sont stables si 2¢ > d (cas
supercritique), et instables si 2¢ < d (cas subcritique).
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Figure 3.10 — Configurations d’équilibre dans le plan (¢1,69) dans le cas supercritique
(a) et subcritique (b) [37].

Sur la Fig. 3.10 on montre une vue sur le plan (gq,£2) de toutes les configura-
tions d’équilibre pour le cas supercritique (Fig. 3.10a) et subcritique (Fig. 3.10b).
Les configurations stables sont dessinées en traits pleins, celles instables en poin-
tillée. Grace a cette figure on peut comprendre ’évolution du systeme lorsque le
déplacement imposé n ey augmente. Les configurations avec la méme déformation
moyenne £y se trouvent sur les droites orthogonales a la bissectrice €1 = e5.

Dans le cas supercritique, si g9 < b — ¢, la seule configuration d’équilibre pos-
sible est la configuration monophasée AA. Lorsque la condition critique g5 =
b — c est atteinte (point H sur la figure), trois chemins d’équilibre différents se
débranchent, dont deux sont stables (CA-BA-BC et AC-AB-CB) et un instable
(CC). Le systeme doit parcourir un des deux chemins stables, et cela implique que
les deux déformations deviennent différentes, et donc la configuration d’équilibre
perd la symétrie. Lorsque 1'on arrive sur les branches AB ou BA, les déformations
des deux ressorts sont bien différentes mais cette différence n’augmente pas si on
augmente £qo. Enfin, sur les branches BC et CB, la différence de déformation tend
a diminuer jusqu’au point K ou la configuration d’équilibre retrouve la symétrie.

Dans le cas subcritique, les chemins d’équilibre sont les mémes, mais la pente
différente des branches AC et CA cause 'apparition de plusieurs configurations
d’équilibre stables avant le point de bifurcation H. Il est raisonnable de supposer
que le systeme reste dans la configuration AA jusqu’au point H, pour sauter ensuite
dans une des deux branches AB, BA. Dans ce cas, on a un passage brusque de la
configuration monophasée, ou les ressorts ont la méme déformation, a une configu-
ration ou les ressorts ont deux déformations bien différentes. Cette configuration
sera gardée au dela du point K, et seulement lorsque €9 = b — ¢+ d on sautera dans
la configuration monophasée BB. Au contraire a la décharge, le point de saut est
le point K.
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Figure 3.11 — Courbes force -élongation et énergie - élongation pour la chaine de deux
ressorts dans le cas supercritique (a), (c¢) et dans le cas subcritique (b),
(d) [37].

Voyons la différence entre les courbes de réponse (0,e0) dans les deux cas,
supercritique et subcritique. En combinant pour les configurations différentes la
loi de comportement (3.48), la relation d’équilibre (3.49) et la condition au bord
(3.30) on trouve :

o=k(d+ (0 — b)) + om
o=k(d+ (0 — b)) +om
o =—k22(d—c)+ o

o =k%E(2e0 — 20+ d) + oy

d—2c

pour la configuration AA ,
pour la configuration BB,
pour la configuration CC

pour les configurations AC et CA |

(3.55)

o="Fk(eg—b)+ oy, pour les configurations AB et BA |
o = k4= (260 — 2b— d) + 0,,, pour les configurations BC et CB.

Nous remarquons que pour les configurations AB, BA AC et CA les relations
(3.55) donnent une pente négative de la courbe de réponse dans le cas supercritique
(2¢ > d) et positive dans le cas subcritique. Les courbes de réponse ainsi que les
diagrammes énergie - déformation sont montrés sur la Fig. 3.11 pour le deux cas.
La différence la plus importante est la présence des sauts dans le cas subcritique,
lorsque dans le cas supercritique la réponse est continue. De plus si 'on considere
un processus de charge et décharge, dans le cas supercritique la réponse suit la



3.3 Le modele discret 57

(@) (b)
3ressorts en phase B et un en phase A
cmax Gmnx —————— e
s\l ~— - -~ 7~  {----4 L Sttt e mr — —drOite de Maxwell
f S o - Jllsdtr e rrtivie o,
B -
min | | |
| | I
\ | 1ressorten phase B et 3 en phase A
| | I
| VR | ]
£,—€)/n I
— I
L :
€ € A € 0 £
0 E Eg ) 0 0

Figure 3.12 — Courbes de réponse pour une chaine de 4 ressorts (a) et 20 ressorts (b).

méme courbe (ligne en traits pleins sur la Fig. 3.11a) que se soit a la charge ou a la
décharge. Au contraire dans le cas subcritique, on observe deux cycles d’hystérésis
(colorés en bleu clair sur la Fig. 3.11b). Ces cycles d’hystérésis sont dus aux pertes
d’énergie de caractere dissipatif (Fig. 3.11d) au passage entre les configurations
monophasées et celles biphasées.

3.3.3 La réponse d’une chaine de N ressorts

On considere un systeme de N ressorts avec la loi de comportement (3.23).
Dans la section 3.3.1 on a montré que une configuration d’équilibre est stable si
I'une des conditions suivantes est satisfaite

— tous les A; sont positifs

— (N — 1) A; sont positifs, un est négatif et la condition (3.40) est satisfaite
On suppose que la relation (3.43) est satisfaite, et donc que N est suffisamment
grand pour pouvoir négliger les configurations d’équilibre avec un A; négatif. Donc,
les seules configurations d’équilibre stable sont les configurations avec tous les
A; positifs, ou autrement dit avec toutes les déformations ; sur une des deux
branches ascendantes de la courbe de réponse. Comme pour le cas des deux res-
sorts précédemment traité, on dira que le i-eme ressort est en phase A si g; est
sur la premiere branche ascendante, et en phase B si €; est sur la seconde branche
ascendante.

On considere une configuration d’équilibre avec M ressorts en phase A, et pour
laquelle la force & est dans 'intervalle (,,in, Tmaz ), OU Oumin €6 Opae SONt le minimum
local et le maximum local de la courbe w’(¢), Fig. 3.8d. On note respectivement &;
et &9 les déformations sur la premiere et sur la seconde branche pour lesquelles on
aw'(é1) = w'(&3) = . Donc, la déformation moyenne est :

M N—-M
€1+ —-— &2. (3.56)

TN N
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Si 'on change la valeur de & en gardant M fixe, avec la relation (3.56) on peut
construire un chemin d’équilibre stable (7,&;). Si 'on répete cette construction
pour les différentes valeurs de M on obtient tous les chemins d’équilibre stable
possibles. Sur la Fig. 3.12a, cette construction a été faite pour un systeme de 4
ressorts. Les cas M = 0 et M = N correspondent aux configurations homogenes.
En effet, si M = N de (3.56), on tire que &y = &, donc le chemin (7, &j) coincide
avec la premiere branche ascendante, et si M = 0 on a &y = &5 , alors le chemin
(7,&0) coincide avec la seconde branche ascendante.

A Taide de la Fig. 3.12a, on peut comprendre la réponse du systeme. Si 'on
suppose que l’évolution du systeme suit les chemins d’équilibre correspondants
aux minima locaux de I'énergie, alors, lorsque le systeme est chargé a partir de
la configuration initiale, la réponse suit la premiere branche ascendante jusqu’a
ce que o atteigne la valeur o,,,,. En ce point, si 'on augmente ¢g, il n'y a plus
des configurations monophasées stables. Il est raisonnable supposer que le systeme
saute a la branche d’équilibre stable la plus proche correspondant a la configuration
avec un ressort en phase B et trois ressorts en phase A. Cette transition de phase
est un processus hors d’équilibre, dans lequel la force diminue a déformation g
constante. Ce processus ne sera pas étudié. Des que la nouvelle branche est atteinte,
la force augmente jusqu’a ce que o atteigne a nouveau la valeur o,,,,, puis le systeme
saute a la configuration avec deux ressorts en phase B. Donc on a un changement
progressif de phase des ressorts. Lorsque tous les ressorts ont changé de phase, le
systeme suit la seconde branche ascendante, qui correspond a la configuration avec
tous les ressorts en phase B.

Pour résumer, le systeme parcourt la premiere branche ascendante jusqu’a o4z,
puis il suit une ligne oscillante presque horizontale en prenant des configurations
avec un nombre M de ressorts en phase A qui décroit de N a zéro, et enfin il
parcourt la seconde branche ascendante. Si 'on compare les courbes de réponse
pour une chaine de quatre (Fig. 3.12a) et une de vingt (Fig. 3.12b) éléments, nous
remarquons que le nombre de branches d’équilibre aussi bien que le nombre des
sauts augmentent avec N. Mais, puisque chaque transition de phase implique un
saut de la force o plus petit, la réponse devient plus réguliere.

Sur la Fig. 3.13, les prédictions du modele sont comparées avec le mécanisme de
localisation des déformations que 'on a observé dans les expériences. La premiere
ligne représente la configuration initiale et la deuxieme ligne montre le systeme qui
suit la premiere branche de la courbe de réponse. Elles correspondent toutes les
deux a la configuration homogene avec tous les ressorts en phase A. Sur les lignes
suivantes, le systeme passe de facon progressive aux configurations biphasées avec
un nombre croissant de ressorts en phase B. Lorsque tous les ressorts ont changé
de phase le systeme se déforme de fagcon homogene.

A la décharge, le modele prédit un comportement analogue : le systeme parcourt
la seconde branche ascendante jusqu’a la valeur o,,;,, puis la réponse oscille autour
de cette valeur, le systeme prend des configurations avec un nombre M de ressorts
en phase A qui croit de zéro a N, et enfin le systeme parcourt la premiere branche
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Tableau 3.1 — Les valeurs des parameétres dans le modele élastique.

c=699kPa m=7 p=292kPa a=0.72 B = 3.5 kPa k=18

@)

10

Stress (kPa)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Deformation

Figure 3.14 — Courbe de réponse du modele et cycle d’hystéresis (ligne pleine) comparés
avec la courbe expérimentale (ligne en pointillée).

ascendante. Le modele prédit un cycle d’hysteresis en analogie avec les résultats
expérimentaux, voir la section 2.1 et [60].

Si 'on décharge le systeme lorsqu’il y a encore des ressorts en phase A, c’est-
a-dire lorsque M > 0, le systeme suit le chemin d’équilibre qui correspond a cette
valeur de M jusqu’a ce que o atteigne la valeur o,,;,. A ce point, la réponse suit
une ligne qui oscille autour la valeur o = 0,,,;,, et progressivement tous les ressorts
reviennent en phase A. Dans la section suivante, nous présentons une comparaison
entre les essais expérimentaux et les réponses prédites par le modele.

3.3.4 Comparaison avec les expériences

Sur la Fig. 3.14 la courbe de réponse expérimentale (ligne en traits disconti-
nus) est comparée avec la réponse du modele (ligne pleine) caractérisée par les
constantes matérielles du Tableau 3.1. On note que, dans le modele le palier est
reproduit par une suite de changements de phase des ressorts, et donc au lieu d'une
ligne horizontale il devrait y avoir une courbe avec des petites oscillations. Ces os-
cillations deviennent négligeables si 'on suppose que la chaine est composée d'un
nombre suffisamment grand de ressorts. La courbe en trait plein sur la Fig. 3.14
est obtenue avec cette hypothese.

On note que le modele ne décrit pas la pente positive de la courbe de réponse
expérimentale dans lintervalle de déformations 0.1 < g3 < 0.3. Cette partie
du diagramme a été I'objet d’étude en [88, 107]. Puglisi et Truskinovsky [107]
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Figure 3.15 — Courbe de réponse du modele (a), et courbes expérimentales (b) sous
cycles de charge-décharge a différentes amplitudes

montrent qu’une pente positive peut étre obtenue en supposant une énergie de
déformation légerement différente pour chaque ressort composant la chaine, donc
une hétérogénéité du matériau. Dans ce travail de these, on a évité de compli-
quer le modele en ajoutant une dispersion des données. En effet, I'identification
des parametres caractérisant I’hétérogénéité du matériau nous semble une question
délicate. On a préféré attribuer 'effet de la pente positive a la viscoélasticité du
matériau.

La Fig. 3.15 montre la comparaison entre les courbes prédites par le modele
et les courbes expérimentales sous un cycle de charge et décharge avec différentes
valeurs de la déformation maximale. Nous remarquons que le modele décrit bien la
forme des cycles d’hystérésis, mais quelques discordances sont observables :

— dans le modele, les courbes de réponse pour €,,,, = 0.65 et €0, = 0.8
coincident ; dans les expériences, elles coincident a la charge mais different a
la décharge ;

— dans le modele le palier inférieur est horizontal et sa forme ne dépend pas de
la déformation maximale €,,,,. Dans les expériences, pour différentes valeurs
de la déformation maximale €,,,,, il vy a différents paliers inférieurs qui ont
une pente positive;

— dans le modele, a la fin d'un cycle complet de charge et décharge les courbes
de réponse se terminent a l’origine. Dans les expériences, on peut observer
une déformation résiduelle qui dépend de &,,4,.

De plus, ce modele purement élastique ne peut pas décrire les effets inélastiques
comme le “stress softening”, la dépendance a la vitesse de chargement et 'effet de
mémoire observés sous compression cyclique. Ces différences peuvent étre réduites
en prenant en compte la viscosité. Un modele viscoélastique fait I’objet de la partie
suivante de ce rapport de these.
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Le modele élastique avec une énergie de déformation non convexe, présenté
dans le chapitre précédent, a permis de décrire la localisation des déformations et
le cycle d’hystérésis observés dans les mousses a porosité ouverte sous compression.
Les essais expérimentaux décrits dans la section 2.1 montrent aussi la présence
d’effets inélastiques comme, par exemple, la baisse de la résistance avec le nombre
des cycles (Fig. 2.6), la dépendance de la réponse a la vitesse de chargement (Fig.
2.9) et la relaxation de la force lorsque la déformation est maintenue constante
(Fig. 2.10).

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la description de ces aspects, et on présente le
modele viscoélastique et son raffinement avec I'introduction de I'endommagement,
décrits dans [38, 104].

Le modele viscoélastique est obtenu avec I'ajout d’éléments dissipatifs qui ont
une loi de comportement linéaire du type Boltzmann Volterra. Dans ce modele,
chaque ressort élastique non linéaire du type décrit au chapitre précédent est associé
en parallele avec un élément dissipatif. De plus, un second élément dissipatif est

63
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associé en parallele a I’ensemble de la chaine. Cet assemblage a la méme structure
que celle du modele de Zener, ou le ressort linéaire est remplacé par le ressort
non linéaire, tandis que la combinaison restante “ressort linéaire - amortisseur” est
remplacée par un élément viscoélastique linéaire plus complexe. La démarche suivie
est bien celle de prendre le modele le plus simple possible pour décrire les effets
complexes observés. L’élément dissipatif supplémentaire a 'extérieur de la chaine
permettra la reproduction de la pente positive du plateau.

Nous montrerons dans le chapitre suivant que le modele viscoélastique proposé
conduit a une description qualitative du comportement des mousses sous com-
pression cyclique, bien que la concordance avec les expériences ne soit pas encore
complete. En particulier, la perte de résistance a 'issue du premier cycle est sous-
estimée. Cet écart peut étre attribué a I'’endommagement de la mousse. C’est ce que
nous ferons en supposant que les ressorts non linéaires soient en effet des éléments
endommageables.

Ce chapitre est composé de trois sections. La premiere section est dédiée a une
étude bibliographique, afin de présenter les travaux utilisés pour la formulation du
modele. Dans la deuxieme section on présente le modele viscoélastique, et dans la
troisieme on prend en compte 'endommagement.

4.1 Etude bibliographique

Cette section est composée de trois parties. D’abord, on décrit le comportement
sous sollicitation cyclique des élastomeres et en particulier 'effet Mullins. On verra
que 'effet Mullins ressemble beaucoup a l'effet de “stress softening” qu’on a observé
dans les mousses polymériques a porosité ouverte.

Puis, on présente le travail de Romero et al. [111], qui, pour la description du
comportement des mousses, considere le couplage d’une énergie de déformation non
convexe avec une dissipation de type visqueux. Cette idée sera également reprise
dans notre modele viscoélastique.

Enfin, on introduit la définition de dérivée fractionnaire. En effet, le calcul
fractionnaire a été utilisé par plusieurs auteurs pour la description du comporte-
ment viscoélastique des polymeres. Dans le prochain chapitre (section 5.1.3), on
en discutera l'application a la description des propriétés visqueuses des mousses
polymériques, et on expliquera les raisons qui nous ont induit a écarter cette pos-
sibilité.

4.1.1 L’effet Mullins

L’effet de “stress softening” qui, comme on I’a vu dans la section 2.1, caractérise
le comportement en compression cyclique des mousses polymériques a porosité ou-
verte, ressemble a l'effet d’adoucissement observé pour les élastomeres. On illustre
cet effet a 'aide de la Fig. 4.1, prise de [43]. Dans cette figure, on montre la réponse
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d’un élastomere chargé soumis a une tension uniaxiale (ligne en pointillée), avec
des cycles de charge et de décharge de différentes amplitudes (ligne pleine).

Si l'on considere le comportement en tension cyclique, on observe une perte
de résistance a la charge apres le premier cycle. Cette perte est importante en
passant du premier au deuxieme cycle, et elle est faible pour les cycles suivants. Au
contraire, la réponse a la décharge ne change pas avec le nombre de cycles. Ala fin de
chaque cycle on observe une déformation résiduelle. De plus, lorsque la déformation
dépasse la déformation maximale précédemment atteinte, la courbe de réponse se
rapproche de la courbe en tension uniaxiale. L.’analogie avec le comportement des
mousses polymériques est encore plus marquée si 'on effectue 1'essai de tension
cyclique sur une éprouvette en forme de disque [85], voir Fig. 4.2a.

Ce comportement a été observé par Bouasse et Carriere [21], et il a été inten-
sivement étudié par Mullins [97, 98, 99]. Suite ces travaux, ce comportement a été
appelé Mullins effect, et plusieurs auteurs ont proposé différents micro mécanismes
pour Uexpliquer. En particulier, Bueche [24] attribue le stress softening a la rupture
des liaisons entre les chaines polymériques qui relient les charges de noir de carbone.
Les chaines polymériques étant de longueurs différentes, lorsque 1’on applique une
charge, on aura une rupture graduelle des liaisons.

Cette interprétation micromécanique a induit plusieurs auteurs a décrire 'effet
Mullins comme un endommagement progressif du matériau [12, 41, 35, 75, 85, 92,
101]. Dans ces travaux, on introduit une variable interne d’endommagement et on
décrit D'effet Mullins idéalisé comme un phénomene rate-independent : on néglige
les déformations résiduelles, et on suppose que les courbes a la charge aux cycles
suivants se superposent a la courbe de réponse a la décharge, voir Fig. 4.2b. Cet
approche comporte des difficultés dans le choix de la loi d’évolution de la variable
d’endommagement. En effet, malgré le grand nombre d’essais expérimentaux avec
différentes conditions de chargement [3, 44, 76, 85], les grandeurs mécaniques qui
pilotent I'endommagement ne sont pas encore clairement identifiées.
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Figure 4.1 — Effet Mullins. (a) Courbes de réponse d’'un élastomere chargé sous trac-
tion cyclique. (b) Effet de recouvrement de la réponse initiale apres
réchauffement. Figure prise de [43].
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Figure 4.2 — Effet Mullins pour une éprouvette d’élastomere a forme de disque. Courbes
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Figure 4.3 — Schématisation de trois interprétations possibles de l'effet Mullins [43].

(1) Rupture des liaisons entre les
chaines polymérique et les charges de
noir de carbone [Bueche 1960]

(2) Glissement des charges sur les
chaines polymériques. [Houwink 1956]

(3) Denoument des chaines
polymériques [Hanson et al. 2005]

Une description plus complete, qui prend en compte la déformation résiduelle
et la différence entre les courbes de décharge et de recharge, peut étre obtenue
avec la prise en compte de la viscosité [66, 80, 86, 91]. Par exemple, le modele de
Miehe et Keck [91] dans sa version unidimensionelle est constitué de trois éléments
rhéologiques en paralléle : un ressort, un amortisseur et un élément elasto-plastique.
L’endommagement concerne en égale mesure les trois branches.

L’interprétation de l'effet Mullins comme endommagement du matériau par
rupture des chaines polymériques contraste avec de récents résultats expérimentaux
qui montrent un recouvrement partiel de la résistance apres des phases de repos
[64]. Le recouvrement peut étre accéléré en augmentant la température, [43, 82|. Par
exemple, les essais de Diani et al. [43] sur des élastomeéres chargés de noir de carbone
montrent un recouvrement total de la résistance apres une phase de chauffage de 17
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heures a 80 °C (voir Fig. 4.1b). Ce recouvrement laisse supposer I'existence d’autres
micro mécanismes, comme par exemple le glissement de charges de noir carbone
le long des chaines polymériques [72], ou le dénouement des chaines polymériques
[64], voir Fig. 4.3. Jusqu’a aujourd’hui, il n’y a pas une théorie communément
acceptée sur le mécanisme a l'origine de 'effet Mullins. De plus, le méme effet de
stress softening a été observé dans des élastomeres non chargés, qui cristallisent sous
chargements [47]. Donc, toutes les théories qui se fondent seulement sur I'interaction
charges-chaines polymériques sont insatisfaisantes.

Une bonne reproduction de I'effet Mullins a été obtenue par Besdo and Ihlemann
[15] en appliquant 'idée de self-organizing linkage patterns. Dans le modele proposé,
leffet de stress softening est attribué a un processus de redistribution de liaisons
qui sont continuellement coupées et régénérées.

D’autres auteurs [36, 108] ont exploité 'idée initiale de Mullins et Tobin [99], &
savoir, ’existence de différentes phases du matériau. En particulier, De Tommasi et
al. [36] supposent I'existence de trois phases : une phase active qui résiste a la charge
appliquée, une phase inactive qui est déchargée, et enfin une phase endommagée.
En chaque point matériel, les fractions de phase sont déterminées en fonction de
la déformation actuelle et de la déformation maximale atteinte dans I'histoire de
déformation précédente. L’effet Mullins est idéalisé comme un phénomene rate-
independent. Le modele permet de décrire les expériences méme pour des histoires
déformation complexes. De plus, dans [32] le recouvrement de résistance avec le
temps est introduit en supposant la possibilité de la transformation d’une partie
de la phase endommagée en phase active pendant la décharge.

Pour plus de détails sur le comportement des élastomeres chargés et sur 'effet
Mullins on peut se reporter a des ouvrages spécifiques, comme par exemple, celui
de Dorfmann et Muhr [45] ou celui de Boukamel et al. [22].

4.1.2 Energie non convexe et viscosité dans les mousses

Dans cette section, on décrit le travail de Romero et al. [111], qui représente
une évolution du travail de Gioia et al. [59], décrit dans le chapitre 3, avec la prise
en compte des propriétés visqueuses des mousses polymériques.

Romero et al. [111] proposent un modele multiéchelle pour la description du
comportement en dynamique de mousses a cellules ouvertes. A Déchelle macro-
scopique la mousse est modélisée comme un matériau continu avec énergie de
déformation non convexe et dissipation de type visqueux. Les expressions des deux
potentiels sont déterminées a partir d’'un modele microscopique de la cellule. Dans
le modele local, la cellule est schématisée avec le méme élément de base introduit en
[59] : quatre ligaments confluant dans un point qu’on appelle le vertex de la cellule,
voir Fig. 4.4a. Les auteurs considerent ’hypothese cinématique que les ligaments
restent rectilignes pendant la déformation et que les déplacements des extrémités
des ligaments sont déterminés directement par le champ des déplacements ma-
croscopiques, voir Fig. 4.4b. Au contraire, le déplacement du vertex est considéré
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Figure 4.5 — Modele de Romero at al. [111]. Résultats de simulations numériques qui
montrent la localisation des déformations (a) et une distribution non ho-
mogene des vitesses de déformation (b).

comme libre. Celui-ci est calculé en résolvant le probleme d’équilibre local :
IE 4 7 —mi =0,

ou ¥, f7 sont les forces élastiques et visqueuses qui agissent sur le vertex, et y est
le déplacement du vertex.

Les résultats des simulations numériques sont montrés sur la Fig. 4.5. On voit
que le modele décrit la localisation des déformations due a 1’écrasement progressif
des cellules. Au contraire I’étude de l'influence de la vitesse de chargement n’est
pas suffisamment développée. En effet, la réponse globale est obtenue en utilisant
la construction des aires égales de Maxwell, voir la Fig. 3.1b. La droite de Maxwell
représente le chemin des minima globaux de 1’énergie élastique, et donc 'utiliser
pour déterminer I’évolution d’un systeme avec une dissipation de type visqueux
n’est pas correctement justifié.
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Figure 4.6 — Mod¢le de Romero at al. [111]. Courbes de réponse de la cellule de base (a)
et de la mousse (b) pour différentes vitesses de chargement.

4.1.3 Opérateur de dérivée fractionnaire pour la viscosité

Dans cette section, on introduit quelques notions de base du calcul fractionnaire.
Les détails peuvent étre trouvés dans des livres spécifiques, comme par exemple
(63, 102]. A la différence des dérivées d’ordre entier, les dérivées d’ordre fraction-
naire n’ont aucune interprétation géométrique. Deux principales définitions sont
utilisées pour introduire les dérivées d’ordre fractionnaire. La premiere, donnée par
Griinwald (1987) (voir [102]), se fonde sur I'idée de regrouper sous la méme formule
récursive, la définition de dérivée comme différence finie et la définition d’intégrale
comme somme de Riemann. La deuxieme définition est fondée sur la transformation
intégrale appelée Riemann-Liouville integral [102].

Dans la suite, on introduit la deuxieme définition, puisque elle a une application
directe a la théorie de la viscoélasticité linéaire La transformation intégrale de
Riemann-Liouville

d? 1

@) = s [ @ . a<o, (1)

est I'extension a n réel négatif de la formule de Cauchy de I'intégration répétée

ddm_—n" (SL’) :fox dl’n Omn d.I‘n,1 fO .’L‘O d.TO

:nlfox_nlf()

Ici I' est la fonction Gamma [102]

(4.2)

I'(z) = /000 2" exp(—x)dzx. (4.3)

Pour définir les dérivées d’ordre fractionnaire, il faut étendre la formule (4.1) au
cas de q positif. Ceci se fait en imposant que
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al@) = (@) (4.4

dxa—m

avec ¢ > 0 et n un nombre entier tel que ¢ — n < 0 . Par exemple, si 'on veut
définir 'opérateur de dérivée fractionnaire d’ordre «, avec 0 < o < 1, en utilisant
la définition (4.1) on obtient

Tt = (e [ s (45)

Apres changement de variable et différentiation, ’expression ci-dessus peut étre
réécrite sous la forme

=@ = fea | @ vrwa (16)

Cette définition est utilisée pour définir une loi de comportement dans le contexte
de la théorie de la viscoélasticité linéaire. Par exemple, on considere un élément
rhéologique, que 'on appellera amortisseur fractionnaire, gouverné par la loi de
comportement

o(t)=n—e(t), 0<a<l, (4.7)

ol 7 est une constante positive. Si ’on utilise la définition de dérivée fractionnaire
(4.6), on obtient

t (t - S)—a
at:n/iésds. 4.8
0 =n | T (4.8)
Pour un processus ¢ — £(t) tel que £(t) =0, Vt € (—o0,0), cette expression peut
étre réécrite sous forme d’équation de Boltzmann Volterra

o(t) = /0 G(t — s)é(s)ds, (4.9)

avec

o
G(t) = U

T (4.10)

De plus, on peut montrer [63, 78] que dans les cas limites &« = 1,a = 0, la loi
(4.7) redevient, respectivement, la loi de comportement d’un amortisseur classique
et d'un ressort élastique linéaire. Un amortisseur fractionnaire a donc un compor-
tement qui se situe entre ces deux cas limites. L’application du calcul fractionnaire
a la théorie de la viscoélasticité linéaire a suscité 'étude de modeles rhéologiques
complexes avec combinaisons de ressorts, d’amortisseurs linéaires et d’amortisseurs
fractionnaires [69, 78, 87]. Dans la suite, on évaluera la possibilité de décrire les
propriétés visqueuses des mousses avec d’éléments fractionnaires, et on verra les
raisons qui nous ont induit a écarter cette possibilité.
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4.2 Le modele viscoélastique

Sur la base des résultats expérimentaux décrits dans le chapitre 2 de cette these,
on a choisi de négliger dans un premier temps I'’endommagement et de construire
un modele viscoélastique [38]. Nous considérons ici une généralisation du modele
de Zener ou le ressort linéaire est remplacé par le ressort non linéaire, tandis que la
combinaison restante “ressort linéaire - amortisseur” est remplacée par un élément
viscoélastique linéaire gouverné par le loi intégrale de Boltzmann-Volterra. Un
second élément viscoélastique linéaire est associé en parallele a ’ensemble de la
chaine.

W \/\C}W— —\ \/Gi\/ /]
c° || c°
! AAA —= ! AAA —h ot _
G
g, € €.
G \/\/V\/%-"
Ne

Figure 4.7 — Le modele viscoélastique

4.2.1 La chaine

On considere I'extension suivante du modele élastique décrit dans le chapitre
3. A chaque ressort non linéaire avec une énergie de déformations non convexe,
on ajoute en parallele un élément dissipatif. On utilise la méme notation que celle
introduite dans le modele élastique : on note ¢;(¢) la déformation de I’élément i-
eme, €o(t) la déformation totale de la chaine et N le nombre des éléments de la
chaine. On retrouve la condition de hard device :

> eilt) = Neo(t) . (4.11)

éme

La force dans le ressort :“* a l'instant ¢ est

o (t) = w'(ei(t)) (4.12)
ot w est 'énergie des déformation du ressort, et (-)’ note la dérivation par rapport
a €. Pour w, on suppose la forme non convexe introduite dans le modele élastique,

voir section 3.2.

L’élément dissipatif est gouverné par le loi de Boltzmann-Volterra

ol(t) = G(0) g;(t) + /000 G(s)ei(t — s)ds, (4.13)
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ol G est la fonction de relaxation que I'on suppose C*(0,00), et avec G(s) positive
et G(s) négative pour tout s. La force totale 0¢ dans la chaine est la somme des

deux contributions :
o°(t) = of(t) + ol(t), (4.14)

et elle est la méme pour tous les éléments. Par contre, les déformations ¢;, ainsi que
les forces o¢, o¢, peuvent étre différentes pour chacun des éléments de la chaine.

7

4.2.2 Le probleme d’évolution

On suppose que pour tous les instants ¢ < 0, les éléments de la chaine sont
au repos, avec g;(t) = 0 pour tout i. Pour £ > 0 on applique un processus de
déformation ¢ — &¢(t), avec la condition initiale £¢(0) = 0. On veut résoudre le
probleme d’évolution suivant :

Probléeme P1. Soit le processus t—eo(t) connu, trouver les processus t— o®(t), t—
ei(t) tels que :

(i) £(0)=0 pour tout 1,
(17) > oi€i(t) = Neo(t)  pour tout t, (4.15)
(ui1) pour tout t >0, pour tout i,

o°(t) = w(=:()) + G(0) ex(t) + /O G(s) et — 5) ds (4.16)

4.2.3 Le probleme incrémental infinitésimal

Des solutions approchées du probleme d’évolution P1 peuvent étre construites
via la discrétisation temporelle, en utilisant une approche incrémentale. De la
différentiation de (4.16) on obtient !

5°(1) = (w(e:(t)) + G(0)) &(1) + /O Ci(s) E(t — s)ds (4.17)

et, en posant

Qi = w"(&i(t)) + G(0),

A = / CGs) &t — ) ds (4.18)

on a N equations
¢ = Qigi + Ay, (4.19)

une pour chaque élément i. Les coefficients ); et A; sont connus : les (); dépendent
des valeurs actuelles des déformations ¢;(t), et les A; dépendent des histoires des
déformations ¢; dans l'intervalle (0,¢). Si 'on dérive I’équation (4.11), on obtient
la relation suivante :

1. Dorénavant, un point superposé notera la dérive a droite par rapport le temps. Les hy-
potheses de régularité garantissent l'existence de ¢, €, €;, et de G pour tout t.
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N
> & =Né, (4.20)
i=1
qui nous permet d’introduire le probleme incrémental suivant :
Probleme P2. Soient connus Q;, A; ainsi que la dérivée a droite £y de la
déformation totale a linstant t, trouver les dérivées a droite €;, 0 a l'instant t,

qui sont solution du systeme (4.19), (4.20).

Les équations (4.19) et (4.20) forment un systeme de N+1 équations algébriques
linéaires, avec la matrice des coefficients

Q. 0 0 ... -1
0 Q 0 ... —1

H=4 0 0 Q3 ... -1 %, (4.21)
1 1 1 ... 0

dont le déterminant est

N

det H = (H Qj). (4.22)

=1 ji
Le systeme a une solution unique si det H # 0. Mais cette solution est affectée par
des instabilités numériques lorsque det H est proche de zéro. De plus, il y a des cas
ou il n’y a pas de solutions, comme par exemple, si ()1 = Q2 = 0 et A; # As. A
cause de ces problemes, on reformule le probleme incrémental en considérant des
incréments évalués sur un intervalle de temps 7 petit, mais fini.

4.2.4 Le probleme incrémental fini

Si pour chaque élément i on écrit I'équation (4.16) a l'instant ¢ et a 'instant
t + 7 et que 'on soustrait, on obtient

do¢ = w'(g;(t) + 0g;) — w'(g4(t)) + G(0) de;
-l—/JrTG(S) gilt+7—9) ds—/ G(s) si(t — s) ds, (4.23)

avec 00¢ = o°(t + 1) — 0°(t) et dg; = g;(t + 1) — ;(¢).
On décompose la premiere intégrale en deux parties

/OTG(S)Si(t—FT —5) ds+/:+T C(s)es(t +7 — s)ds

et apres des changements de variable, on peut réécrire la différence des deux
intégrales en (4.23) sous la forme :

/OTG(S) gilt+71—s)ds +/0 (G(s+7) —G(s))ei(t — s)ds.
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et avec une intégration par partie, on obtient :

/OT G(s)éi(t +7—s)ds+ G(7)ei(t) — G(0)e;(t + 1)

+/ (G(s+7)—G(s))ei(t —s)ds — (G(1) — G(0)) e;(t) .

0

On fait une approximation, dans lUintervalle (¢,¢ + 7), de la dérivée é; avec la
constante dg; /7. On trouve

G, oe; — G(0)dg; + /Ot(G(s +7)—G(s))&i(t —s)ds,

avec

Avec ces changements, [’équation (4.23) devient
t
§o¢ = w'(gi(t) + de;) — w'(ei(t)) + G, de; + / (G(s+71)—G(s))€i(t —s)ds.
0

Elle peut éetre réécrite sous la forme
0c¢ = f7—<€i + 55@) — f7—<€i) -+ Bz s (424)
avec _
fr(e) = w'(e) + Gre,
B = [[(G(s +7) — G(s)) &t — s) ds,

L’équation (4.24) avec la version discrétisée de (4.20),
N
> de; = Noeg, (4.25)
i=1

forment un systeme de N + 1 équations algébriques non linéaires d’inconnues
0g;,00¢ 1l est clair qu’a la limite de 7 — 0, on obtient a nouveau le systeme
linéaire (4.19), (4.20). Enfin, on peut écrire le probleme incrémental P3 :

Probleme P3. Soient >0, €;, B;, et deg connus, trouver des incréments de;, do¢
qui soient solutions du systéme (4.24), (4.25).

4.2.5 Le premier changement de phase

On considere un processus de déformation ¢ — g¢(t) tel que £¢(¢) > 0 pour tout
t > 0. Pour t = 0 les coefficients A; et (); sont les mémes pour tous les éléments 7,
et les Q; sont positifs. Alors, il existe un intervalle de temps (0,%4) dans lequel le
probleme P2 admet la seule solution

) ) e )
€ = €0, 0°= Qico+ A,
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avec les mémes (); et A; pour tout 7. Donc, dans cet intervalle la chaine se déforme
de facon homogene. Le régime de déformation homogene se termine a l'instant ¢ 4,
lorsque les Q; deviennent nuls. A ce moment, le déterminant (4.22) est nul, et le
systeme (4.19), (4.20) devient

N
6°=A;, Y é=Né. (4.26)
i=1

Il admet une infinité de solutions, car seule la somme des &; est déterminée. En
effet, la solution homogene €; = £y est encore une solution possible. Mais elle est
instable puisque une petite perturbation de A; et ); détermine une évolution du
systeme pour ¢t > t, completement différente. Une solution stable peut étre obtenue
en supposant qu’il y a une petite dispersion des valeurs de ;. Dans ce cas, il y a
un élément, on suppose qu’il s’agit du premier de la chaine, ¢+ = 1, qui atteint la
condition (); = 0 avant les autres. A l'instant ¢ A, 0N a

=0, Q; >0 Vi>1,
et le systéme (4.19), (4.20) a la solution unique

Ay — A al
% Vi>1, & =Né—» &. (4.27)
L =2

d’c — Al y 5, —
De (4.18) on déduit que

A1 - Az = A ! G(S) (51(tA - S) - El(tA - S)) ds.

L’élément i =1 est le premier a atteindre la valeur critique ¢;(t4), donc on peut
imaginer qu’a l'instant précédent 1,4, la dérivée €; est légerement supérieure a ;.
Donc, GG étant négative, on a

Al — Az <0.
De (4.27), on déduit que &; < 0 pour tous i > 1, et de (4.20) on obtient enfin
N
é1=Nég— Y & > Néy. (4.28)
i=2

On a trouvé qu’une petite dispersion des données a l'instant ¢ = ¢, détermine
une solution ou la déformation du premier élément €, est bien plus grande que la
déformation de la chaine €. Donc, si parmi toutes les solutions possibles du systeme
(4.26) on choisit cette solution, on peut éviter d’introduire parmi les données du
probleme une dispersion des constantes matérielles des éléments.

Une déformation localisée est, en général, trop grande pour étre bien calculée
avec des incréments infinitésimaux. Un calcul plus correct peut étre obtenu en
résolvant le probleme incrémental fini P3 avec les données :

€, =¢€a, B;=DBy4, \V/ZE{l,N}, (429)
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oueg =e(ta), et By est une constante connue. En effet, les données (4.29) corres-
pondent a la configuration homogene ou tous les éléments arrivent a la déformation
critique e 4 avec la méme histoire de déformation. Si I'on écrit I’équation (4.24) pour
deux éléments 7, j, et que 1'on soustrait, on obtient :

fr(ea+de;) = fr(ea +dej), i,j€{l...N}, (4.30)

qui avec I'équation (4.25) forme un systeme N x N d’équations non linéaires d’in-
connues d¢;. Ce systeme a plusieurs solutions. En effet, pour un de; connu et suffi-
samment petit et pour chaque élément j, il y a trois déformations e 4 + d¢;, qui sont
solution de I’équation (4.30). Deux déformations sont sur les deux branches ascen-
dantes, et une sur la branche descendante de f,. En particulier, la localisation des
déformations obtenue avec le probléme incrémental infinitésimal correspond main-
tenant a une solution ou une déformation, par exemple 1, saute sur la deuxieme
branche ascendante, alors que les autres ¢; reviennent en arriere toutes au meéme
point sur la premiere branche ascendante. Dans ce cas, les équations (4.25) et (4.30)
forment un systeme 2 x 2

fiea+0e;) = fH(ea + 021), de1 + (N — 1) dg; = Néeg, (4.31)

ou fI, fI* sont les restrictions de f, aux deux branches ascendantes, et 7 est n’im-
porte quel index différent de 1. La déformation

g = 581 —N580 = —(N— 1)582

représente la déviation de la situation idéale ou seulement le premier élément se
déforme. L’introduction de la variable £ permet de réécrire le systeme sous la forme

flea —E(N=1)Y) = f(e4 + Néego + €). (4.32)

La solution correspond a l'intersection des courbes & +— fl(gq — &(N—1)71), &
fl(ea + Néeg + &), montrées sur la Fig. 4.8. On dira que f! et f!' caractérisent
respectivement la phase A et la phase B du matériau. Donc, la solution de (4.32)
décrit la situation ou I'élément 7 = 1 passe de la phase A a la phase B, alors que
les autres éléments restent en phase A.

Si 'on augmente £¢(t), on arrive a la configuration ou le premier élément est en
phase B et les autres atteignent la valeur critique € 4. A ce moment la, on considere
la solution avec un deuxieme élément, par exemple ¢ = 2, qui passe a la phase B.
Cette configuration est la solution du systeme 3 x 3

fH(e1+0e1) — fi'(e1) + By = f}'(ea+de2) — fi(ea) + B,
Ji(ea +6ei) = [l (ea+ dea),
01 + deg + (N — 2) dg; = Noeg .

On répete cette procédure jusqu’a ce que tous les éléments aient changé de phase.
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Figure 4.8 — La localisation des déformations au premier changement de phase

4.2.6 Les changements de phase successifs

On considére un processus ol £y(t) oscille entre zéro et une valeur &,,,, suffisam-
ment élevée pour permettre des changements de phase. Dans la phase de décharge
du premier cycle les déformations ¢; diminuent, et lorsqu’elles sont proches de la
valeur 5, la valeur minimale accessible en phase B, le déterminant (4.22) rede-
vient petit. Encore une fois ceci provoque un changement de phase. Soit &1 le plus
petit des €;. On considere la solution ou e saute a la phase A, alors que les autres
g; restent en phase B. Puisque les ¢; ainsi que les termes d’histoire B; sont tous
différents, le changement de phase est gouverné par I’équation (4.25) et par les
(N — 1) équations

e+ de1) — fHM(e1) + By = f(es + 0gi) — f11(e;) + By, i€{2,...N}.

Lorsque €¢(t) diminue, on arrive a la situation ot un deuxieme élément, par exemple
1 = 2, atteint la valeur critique eg. Cet élément change de phase, et ainsi de suite
jusqu’a ce que tous les éléments reviennent en phase A. Aux cycles suivants on
applique la méme procédure.

4.2.7 Le cas explicatif d’une chaine de deux éléments

On considere le cas d'une chaine de deux éléments. Pour le ressort avec une
énergie de déformation non convexe w, on considere la loi de comportement tri-
linéaire introduite dans la section 3.3.2,

k(d+(e—b)+0, pour0<e<b-—ec,
oc°=uw'(e) =4 —k=Y(d—c)+o0, powrb—c<e<b+ec, (4.33)
—k(d— (¢ — b))+ 0, poure>b+c,

avec b, ¢, d, k, o,, des constantes positives et avec ¢ < d. Pour I'élément dissipatif,
on considere un fluide de Maxwell (un ressort linéaire et un amortisseur linéaire en
série), dont la loi de comportement est

o+ pot =k, (4.34)
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avec k% et p des constantes positives. k% est la raideur du ressort et p = k?/n, avec
n la viscosité de 'amortisseur qui compose le fluide de Maxwell. I’équation (4.34)
peut étre réécrite en fonction de la force totale o,

o+po=(w(e)+EYé+pu(e) i=1,2, (4.35)
et si I'on soustrait les deux équations (4.35) on trouve
(w”(e1) + kNér +pw'(e1) — (w"(g2) + k)ég — pw'(e9) = 0. (4.36)

Dans le cas d'une chaine a deux éléments, la condition de hard device (4.11) devient

€1+ e9 = 260, (437)

et en remplagant celle-ci dans (4.35) on obtient

(w"(e1) +w" (260 —£1) +2k")é1 +p (w'(e1) —w' (280 — 1)) = 2(w" (20 — 1) + k)20,
(4.38)

On veut étudier I’évolution de la chaine sous un processus de déformation
eo(t) = €ot + € a vitesse constante. Tout d’abord, on considere les deux éléments
en phase A en prenant £ < b— c et la condition initiale 1(0) = &; < b— ¢. De plus,
on suppose que durant le processus de déformation les deux éléments ne changent
pas de phase. Ces hypotheses satisfaites, I’équation (4.38) devient

kp kp
——— = t+¢ 4.
+k:+kd €0+k kd(so +é), (4.39)
qui admet la solution
e1(t) = (61 — &) ex —ﬂt +éot+¢ (4.40)
1(1) = (&1 p k& Jd 0 . .

On remarque que pour ¢t — 400 cette solution converge vers la solution homogene

t—+o00
Dans la section 4.2.5 on a montré que la solution homogene devient instable lorsque
les (Q; sont nuls. En effet, on a montré qu’une petite variation des conditions initiales
induit une évolution avec localisation de la déformation. Dans notre cas spécifique,
ceci se vérifie dans la configuration e; = g5 = b — ¢ lorsque les w”(g;) + k? devient
négatifs.

A partir de cette configuration, on étudie ’évolution CA avec un élément, par
exemple I'élément 1, qui se déforme suivant la branche descendante (phase C), alors
que l'autre élément reste en phase A. Dans ce cas, la relation (4.38) devient

2(k + k)

2c b—c
———Réo+ —— t+——d 4.41

fitfte = T4 % —d

qui admet la solution
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2
e1(t) = Zég(exp(~Rt) = 1) + - - ~éot+b—c, (4.42)
ol .
(2c—d)kp 2cdk
R = J=——". 4.43
(2¢ —d) k+ 2ck?’ (2¢c—d)*kp (443)

Si I’élément 1 reste en phase C et I’élément 2 en phase A, a l'instant initial on a
que
£1(0) > 2¢g, (4.44)

et donc,

2c
— 0 > 260 - .
(20 4 ZR) o = 260 (4 45)

De (4.45), en utilisant les relations (4.43), on trouve la condition

2(d — c)k — 2ck?

) 4.46
(2c —d)k +2ckd — (4.46)
qui est satisfaite dans les cas suivants :

si 2c > d (cas supercritique) et k% < =<k,

si 2c < d (cas subcritique) et G2k < kT < <k (4.47)

Donc, I'évolution CA est possible seulement si k% < %k. Au contraire, si k% >
%k la seule évolution possible est I’évolution homogene, ou les deux éléments
parcourent la branche descendante. En effet, la condition k% > d—;ck est I’équivalent
de ); > 0 dans la formulation générale, et donc dans ce cas la condition det H = 0
(4.22), qui détermine une localisation des déformations, n’est jamais satisfaite, voir
section 4.2.5.

Dans la suite on considere k% < %k:, et on étudie la stabilité? de 1’évolution
CA. Les mémes conclusions seront valides pour I'évolution AC. Si 'on considere
une perturbation de la position initiale £(0) = b — ¢ + 0, la solution du probleme
perturbé devient

el(t) =dexp(—Rt) + Zéo(exp(—Rt) — 1) + Eot+b—c, (4.48)

c
2c—d
qui converge a la solution (4.42) pour R > 0. Donc, la stabilité de I’évolution CA
dépend du signe de R. De (4.43), on tire que

si 2¢ > d (cas supercritique) = R >0,
si 2¢ < d (cas subcritique) et k? < Xk = R>0, (4.49)

k> 2k = R<O.

L’évolution CA est stable dans le cas supercritique, et instable dans le cas subcri-
tique, car la condition (4.47,) impose k% > 9-2¢f et donc on a R < 0 (voir la Fig.
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Figure 4.9 — Les évolutions CA dans le cas supercritique (lignes pleines) et subcritique
(lignes en traits discontinus). En trait vert, on montre I’évolution homogene.

4.9). Dans ce dernier cas, la résolution du probléme incrémental fini montre que un
élément passe dans la phase B (voir section 4.2.5).

Il nous reste d’analyser la stabilité des évolutions AB, BA et BB. On suppose
que I'élément 1 est en phase B, £1(0) = &1 > b+ ¢, et que I’élément 2 est en phase
A, 5(0) =28 — &) < b— c. L’équation (4.38) devient

. p . kp . _
€1+m€1:€0+m(60t+5+d). (450)
Elle admet la solution
_ kp . _
e1(t) = (61 — & — d) exp _k—i—kdt +éot+e+d, (4.51)

qui pour t — 400, converge vers £gt+ &+ d. On peut donc conclure que 1’évolution
BA est stable. De maniére analogue, on montre que AB est stable. Enfin, avec la
méme argumentation utilisée pour I’évolution AA, on montre que le systeme tend
a la configuration homogene lorsque les deux éléments sont en phase B.

Dans la suite, on discute de 'influence de I’élément dissipatif sur les diagrammes
de réponse (g1, £2) dans les cas supercritique (Fig. 4.10a, b) et subcritique (Fig.
4.10c, d). Pour aider la comparaison, sur la Fig. 4.10 en lignes noires, on montre
les diagrammes (g1, €5) dans les cas sans les éléments dissipatifs. Si I'on considere
des variations de k¢ avec p constante (Fig. 4.10a, c¢) on observe que

— apres le premier changement de phase (début des branches AB, BA), la
différence entre les déformations €, €, diminue si 'on augmente k?;

2. On considere un critere de stabilité de type asymptotique
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Figure 4.10 — Diagrammes (¢, 2) dans le cas supercritique (a), (b) et dans le cas sub-
critique (c), (d) pour des valeurs différentes de k¢ et p. Dans (a) et (c) on
considere p = 1072 s7! fixe et on fait varier la valeur de kg : 25 kPa (lignes
bleu clair), 20 kPa (rouge), 10 kPa (vert). Dans (b) et (d) on considere
ky = 25 kPa fixe et on fait varier la valeur de p : 0.1 s! (lignes bleu clair),
1072 s~*(rouge), 1072 s=! (vert). En traits noir, on montre les courbes
dans les cas élastiques (k% = 0).

— si 'on diminue k%, le deuxieme changement de phase (fin des branches AB,
BA) se produit pour un déplacement imposé inférieur ;

— lorsque tous les éléments sont en phase B, on converge a la configuration
symétrique plus rapidement plus la valeur de k¢ est faible.

On considere des variations de p avec k¢ constante (Fig. 4.10b, d). On remarque
que

— pour des valeurs faibles de p (courbes en vert), les diagrammes ont la méme
forme que dans le cas élastique, mais avec les branches AB, BA de longueur
inférieure. En effet, on retrouve les diagrammes que 'on aurait trouvé dans
le cas élastique si 'on avait choisi une valeur de d plus petite;

— pour des valeurs élevées de p (courbes en bleu clair) , on trouve des dia-
grammes qui restent proches des diagrammes élastiques. En effet dans le cas
subcritique (Fig. 4.10d), on trouve des valeurs de déformations différentes
juste apres les changements de phase, mais on converge rapidement a la so-
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lution du cas élastique;
— si 'on diminue p, le deuxieme changement de phase se produit a une valeur
du déplacement imposé plus faible.

4.2.8 L’élément dissipatif a ’extérieur de la chaine

Comme on a vu dans le paragraphe 1.1.3, les mousses a porosité fermée montrent
une courbe de réponse avec une pente positive dans la régime plateau, alors que
les mousses a porosité ouverte montrent un palier presque plat. Dans les essais
expérimentaux que nous avons effectué on observe une légere pente positive dans
le régime plateau. Ceci peut étre attribué a la présence de cellules fermées ou
partiellement fermées provenant de défauts de fabrication de la mousse. On peut
penser aussi que la pente positive soit due a une résistance résiduelle des arétes,
pendant 'effondrement de la mousse. Ces interprétations permettent d’expliquer
la différence entre nos résultats expérimentaux et ceux de Gong et al. [61], ot pour
le méme type de mousse un plateau plat est observé (voir Fig. 1.3).

Pour obtenir une pente positive dans le plateau, on a choisi d’introduire un
élément dissipatif a 'extérieur, connecté en parallele a la chaine (voir Fig. 4.7).
Pour cet élément, on suppose une loi de comportement de type Boltzmann-Volterra

a’(t) = X(0)e(t) + /OOO 3 (s)e(t — s)ds (4.52)

en analogie avec le choix effectué pour ’élément dissipatif a I'intérieur de la chaine.
La fonction de relaxation X sera, en général, différente de GG. La force totale o est
la somme des deux contributions ¢¢ et ¥,

o(t) = w'(g;(t)) +G(0) ei(t)+/ooo G(s) ei(t—s) ds—+ %(0) g(t)+/ooo S(s)e(t—s)ds.
(4.53)

L’addition d'un élément a l'extérieur de la chaine ne perturbe pas la stratégie de
résolution proposée dans la section 4.2. En effet, pour tout processus de chargement
a déplacement imposé, on peut résoudre le probleme d’évolution de facon découplée,
en calculant séparément les deux contributions ¢¢ et o¥.

4.3 Endommagement

Dans le chapitre suivant on verra que la viscosité linéaire ne peut pas expli-
quer completement le comportement des mousses sous compression cyclique. En
effet, dans le modele viscoélastique la baisse de la courbe a la charge apres le pre-
mier cycle est sous-estimée. Cette baisse ressemble beaucoup a l'effet Mullins des
élastomeres. Dans la section 4.1.1, on a vu que l'effet Mullins est généralement
décrit comme endommagement du matériau. En suivant cette analogie, on a choisi
d’introduire I'endommagement. En effet, il est raisonnable de penser qu’au premier
cycle l'effondrement de la mousse cause 'endommagement des arétes des cellules,
et qu’aux cycles suivants une force plus faible soit suffisante pour écraser celles-ci.
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Figure 4.11 — (a) Courbes (w'(¢),e) pour le ressort non endommagé (ligne pleine bleue)
et pour le ressort endommagé (ligne en pointillée rouge). (b) Evolution du
parametre ¢;.

Dans notre modele, cette idée se traduit par la considération des ressorts non
linéaires comme éléments endommageables. On suppose que 'endommagement in-
fluence principalement la premiere branche de la courbe de réponse. Par simplicité,
on fait I’hypothese que I'endommagement cause seulement une variation du pa-
rametre ¢, qui influence la pente de la premiere branche de w’. On suppose que

e si €(s) < emin Vs € (—o0, ]

ilt) = { cd  autrement (4.54)
oud € (0,1) est le parametre d’endommagement, ¢ est la valeur reportée dans le
Tableau 5.6, et &,,;, est la déformation qui correspond au minimum local de w’,
et qui repere donc le début de la deuxieme branche ascendante. Cette loi met en
pratique une idée d’endommagement tres simple : lorsque le ressort ¢ passe sur la
deuxieme branche ascendante, la valeur du parametre ¢; passe de ¢ a cd et elle ne
changera plus. Les courbes de réponse (w’, ;) du ressort non linéaire avant et apres
endommagement sont montrées sur la Fig. 4.11. Sur la Fig. 4.11b, on montre la loi
de variation du parametre c;.
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Ce chapitre concerne les études numériques conduits dans le but de valider
le modele. Les simulations concernent aussi bien le modele viscoélastique que le
modele avec endommagement.

Les résultats des simulations sur le modele viscoélastique montrent une concor-
dance qualitative, mais pas encore complete, avec les expériences. En particulier,
il y a deux aspects sur lesquels la réponse n’est pas satisfaisante : la dépendance
de la contribution visqueuse a la vitesse de chargement et la perte de résistance
a l'issue du premier cycle. Le premier écart peut étre attribué a la non linéarité
de la viscosité, dont la prise en compte est envisagée parmi les perspectives. Le
deuxieme sera traité ici en prenant en compte I'’endommagement de la mousse. Le
modele viscoélastique avec endommagement permet alors d’obtenir une description
convenable du comportement de la mousse, y compris pour des chargements com-
plexes, constitués de combinaisons de cycles de charge et décharge, de périodes de
relaxation et de fluage.

85
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La premiere section de ce chapitre est dédiée a la description de la procédure
d’identification des constantes matérielles et la deuxieme est dédiée a la présentation
des résultats des simulations numériques.

5.1 Identification des constantes matérielles

Dans cette section on présente la procédure utilisée pour l'identification des
parametres du modele. On commence par ’étude des parametres visqueux en
considérant d’abord les essais de relaxation. On a pris en considération deux types
de fonction de relaxation : la somme d’exponentielles et la somme de fonctions de
Mittag-Leffler. La premiere consiste a considérer 1’élément dissipatif comme une
combinaison de ressorts linéaires et d’amortisseurs. La deuxieme est associée a
une combinaison de ressorts linéaires et d’amortisseurs fractionnaires, dont la force
est proportionnelle a une dérivée fractionnaire de la vitesse de déformation. Cette
deuxieme possibilité sera écartée pour de raisons de complexité de calcul et de
comportement a 'origine non convenable.

Pour T'identification des parametres visqueux, on a choisi d’'utiliser la courbe
expérimentale de relaxation avec une vitesse de 5 mm/min pour la phase de charge,
la méme vitesse que celle utilisée pour les essais en compression cyclique. Deux
courbes de relaxation a différentes vitesses sont également considérées, et une dis-
cussion sur la non linéarité de la viscosité est présentée.

Une fois que les parametres visqueux sont déterminés, on peut identifier la
contribution élastique sur la courbe expérimentale en compression. Le parametre
d’endommagement sera enfin choisi afin de mieux reproduire l'effet de “stress sof-
tening”.

5.1.1 Parametres visqueux

L’identification des parametres visqueux a été faite en utilisant les résultats des
essais de relaxation décrits au chapitre 2. Dans le modele, on a deux contributions
de relaxation : la relaxation des éléments a 'intérieur de la chaine gouvernée par la
fonction de relaxation G et celle de ’élément a l'extérieur de la chaine gouvernée
par la fonction >. Les essais de relaxation ne permettent que l'identification de la
somme des deux contributions.

On détermine la courbe de réponse du modele pour un essai de relaxation
prennant en compte une vitesse de chargement finie £q. Soit {t — &(¢), t € [0,¢]}
le processus de relaxation

_J teg pour 0 <t <ty,
E<t>_{ o pourt; <t<t, (5-1)

ou €g, € sont donnés, et t; = £9/¢p. On suppose qu’a U'instant initial ¢ = 0, tous
les éléments soient au repos €;(0) = 0. Apres I'intégration par parties de (4.53), on
trouve que la force o a l'instant ¢ est
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0 +f0 ezs)ds—l—&tofo (t—s)ds, pour0<t<t,
o(t) =

—l—f Yei(s)ds —|—50f0 (t—s)ds, pourt; <t <t,

(5.2)

Le probleme d’identification des parametres visqueux est couplé au choix des pa-
rametres de w’. Pour résoudre le probleme des hypotheses simplificatrices sont
nécessaires. On considere que g est suffisamment grande pour étre loin du plateau,
et on simplifie le probleme en considérant la solution homogene ¢; = ¢, Vi. Dans
ce cas, la force o pour t > t; devient

¢
o(t) = w'(eo) + 8'0/ T(s)ds, pourt; <t<t, (5.3)

t—t1
avec Y(s) = G(s) + X(s). Dans la suite, on montrera la procédure utilisée pour

caractériser Y. Puis, dans la section 5.1.5, on expliquera comment la fonction T
sera répartie entre G et X.

5.1.2 Fonctions de relaxation sommes d’exponentielles

On suppose que la fonction de relaxation T soit la somme de J exponentielles

= Zka exp(—pa t), (5.4)

avec k,, po des constantes positives. Ceci correspond a supposer que chaque élément
dissipatif est constitué de J éléments de Maxwell, obtenus par I’assemblage en série
de ressorts linéaires d’équation

o—g{ = ko€l , (5.5)
avec des amortisseurs d’équation
d_ Kka.q
oh=—¢c0, a=12.N. (5.6)
Pa

En utilisant (5.3), on trouve que dans Uintervalle (¢,1), la force o est donnée par

J
. Kka
o(t) =w'(z0) + ) fo-(@xp(pat1) — 1) exp(—pat). (5.7)
et si I'on pose K, = éo—(exp(pa t1) — 1), on peut réécrire cette relation sous la
forme
J
o(t) =w'(gg) + Z K,exp(—pat). (5.8)

Pour optimiser la description de la courbe de relaxation expérimentale, on minimise
la fonctionnelle

F(Ka,pa) —Z( ZK exp (—pa Z)) , (5.9)
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avec
y(t) =gt —w'(ey), i=1,2,...,M,

ou (t;,9(t;)) sont M points de la courbe de relaxation expérimentale, voir Fig. 2.13,
et w'(gp) est la valeur asymptotique, pour ¢ = +o0, de la courbe de relaxation. J
est le nombre minimum d’exponentielles nécessaires pour obtenir une reproduction
convenable de la relaxation. Deux ou trois exponentielles sont d’habitude suffi-
santes. Dans notre cas, a cause de la co-existance des effets visqueux a différentes
échelles de temps, il sera nécessaire de considérer cing exponentielles.

On a choisi d’utiliser comme référence la courbe expérimentale de relaxation
de 10 jours avec un déplacement imposé de 35 mm (go = 0.7) et avec une phase
de charge & 5 mm/min (¢, = 1.7 x 1072 s71). La courbe est montrée sur la de
relaxation Fig. 2.13. On note une irrégularité pour ¢ = 11000 s, causée par une
erreur de mesure due au changement de gamme de la fréquence d’échantillonnage.
Cette erreur a été corrigée en considérant, sur les points (¢;, §(t;)) avec t; > 12000s,
un décalage de t; a t; = t; + 600s

La procédure de minimisation utilisée consiste en deux étapes : on détermine
d’abord une solution approchée grossiere, et puis on applique une méthode systé-
matique d’optimisation en utilisant cette solution comme valeur initiale. Deux ap-
proches différentes ont été utilisées pour calculer une solution approchée initiale :
une méthode graphique et la méthode de Prony [70, 109].

La méthode graphique est fondée sur une analyse directe de la courbe de relaxa-
tion. On trace la courbe (¢,Iny), et on cherche la droite qui reproduit le mieux la
partie finale de la courbe. La pente et 'ordonnée a ’origine de la droite déterminent
respectivement p; et K; de la premiere exponentielle. Puis, on trace la courbe
(t,Iny), avec y = y — K7 exp(—p1 t), et on répete la méme procédure pour obtenir
les coefficients de la deuxieme exponentielle. De la méme maniere on obtient les
coefficients des autres exponentielles.

La méthode de Prony est plus raffinée. On détermine les 2.J coefficients (K, pa),
en résolvant deux systemes linéaires, obtenus en imposant le passage de la série
d’exponentielles par 2J points réguliecrement espacés de la courbe expérimentale.
Cela correspond au systeme non linéaire

Ky + K+ -+ K; =y(0)

K1u1+K2U2+"'+KJUJ:y()‘)
Kyuf + Kyuj 4 -+ + Kyuj = y(2)) (5.10)

Kiul ™ + Koud” ' oo+ Kyud ™ = y((2J — 1)),

ol u, = exp(—py A) et A est la distance d’échantillonnage. 1.'idée de la méthode
est de transformer ce systeme en deux systemes linéaires, en interprétant la somme
d’exponentielles comme solution d’une équation aux différences finies

y(J+ L)A) + Cry((J + L — DN) + Coy((J + L — 2)A) + . ..
+Cy(L)=0, L=1,2...,J, (5.11)
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On obtient ainsi un systeme linéaire qui nous donne les valeurs des C'. Les valeurs
de p, sont obtenues comme les racines du polynome caractéristique

pL - ClpL_l - CgpL_2 — CL =0. (512)

Une fois les valeurs de p, connues, le systeme (5.10) devient un systeme linéaire
d’inconnues K,.

La deuxieme étape consiste a utiliser une méthode d’optimisation pour minimi-
ser I (5.9). Deux méthodes ont été testées : la méthode du gradient a pas optimal
et la méthode de Hooke and Jeeves. La premiere méthode consiste a déterminer le
vecteur v = (K, po) de facon a maximiser I'incrément de descente

AF(v) = F(v') — F(v). (5.13)
Du développement
F(v' + dv) = F(v') + F,(v") - $v + o(0v), (5.14)

on déduit que le vecteur dv qui maximise AF' est le vecteur colinéaire au gradient
F,(v"). Donc, on peut écrire la formule itérative
7
vl =0t — 7&(@) , (5.15)
[ (0]

ou v est une constante (pas optimale) destinée a assurer la convergence rapide
de la méthode. Dans le cas d'un systeme linéaire, le pas optimal peut étre évalué
exactement a chaque itération. Dans le cas non linéaire, comme c’est le cas ici,
on recourt a une interpolation parabolique utilisant un calcul intermédiaire pour
une valeur choisie de . Dans le cas présent, la détermination du pas optimal s’est
avérée difficile en raison de la grande différence de sensibilité de la fonction erreur
par rapport aux parametres K, et p,.

On a choisi d’utiliser la méthode de Hooke and Jeeves [71]. Celle-ci est une
méthode heuristique itérative qui se base sur des évaluations directes de la fonc-
tionnelle ' au voisinage de v. Par exemple, a l'itération h™, pour le parametre
4™ on évalue la variation de F' le long de la direction d; = (0,0,...,01,0,...,0)

——

7j—1

AF; = F(v) — F(v£v;d;), (5.16)

et on modifie v dans le sens ot la variation est positive. Si la variation AF} est
négative dans les deux sens, on diminue la valeur de I'incrément ;. La procédure
s’arrete a l'itération dont tous les incréments «y; sont plus petits que d’un valeur
limite prédéterminé. La forme basique de Hooke and Jeeves a été améliorée ici
en tenant compte du caractere spécifique des parametres (K, p,). Ainsi a chaque
itération, ces parametres sont traités par couple lors de la recherche de la direction
minimisante. Classiquement un incrément double dans cette direction est tenté
et conservé si la minimisation est plus importante. Cette méthode s’est avérée
tout a fait satisfaisante. La détermination d’une solution approchée grossiere a
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Tableau 5.1 — Convergence de la méthode de Hooke and Jeeves (3320 points de mesure).

J Iter. Temps approz. F

3 578 2 min 6.1 x 1073
4 2458 10 min 4.4 x107%
5 2001 11 min. 3.3x 107

Tableau 5.2 — Les valeurs des parametres des éléments dissipatifs identifiées sur la courbe
de relaxation avec une phase de charge & 5 mm/min

a ko [kPa] Pa [s7Y] he
1 0.99 9.64 x 1077 0
2 1.09 3.13 x 107° 1
3 1.81 1.04 x 1073 0
4 5.2 1.20 x 1072 1
5) 34.8 9.41 x 1072 0

permis de réduire le temps de calcul. On peut noter dans le Tableau 5.1 que pour
5 exponentielles et 3320 points de mesure, le nombre d’itérations était de 2001 et
le temps de calcul d’environ 11 minutes.

Sur la courbe de relaxation expérimentale avec une charge a 5 mm/min (g =
1.7x1072s71) et g9 = 0.7, on a estimé la valeur de 'asymptote a 4 kPa. Ceci fixe la
valeur de w'(gg). Sur la Fig. 5.1, on montre les résultats de la minimisation avec 3, 4
et 5 exponentielles. On note que les 5 exponentielles permettent d’obtenir une bonne
reproduction de la courbe expérimentale aussi bien dans les premiéres minutes (voir
Fig. 5.1d) qu’a long terme. Les valeurs de k, et p, pour les 5 exponentielles sont
données dans le Tableau 5.2. Dans le méme tableau on montre également les valeurs
des parametres h, qui seront introduits dans la section 5.1.5 pour caractériser les
fonctions G et ¥. La question de la sensibilité du processus d’identification des
parametres visqueux sur les courbes de relaxation a été considérée. Nous avons
vérifié que des solutions approchées grossieres différentes (mais restant dans le
domaine des valeurs acceptables des grandeurs mécaniques) nous conduisent a la
fin du processus d’optimisation au méme jeu des parametres k, p,. Seul le temps
de calcul est modifié.

5.1.3 Fonctions de relaxation somme de fonctions de Mittag-
LefHer

Suite aux bons résultats obtenus par plusieurs auteurs [67, 69, 78] dans la
description du comportement viscoélastique des élastomeres avec le calcul fraction-
naire, on a considéré la possibilité d’appliquer cette approche.

On considere le cas ou les amortisseurs qui composent les éléments dissipatifs
sont des amortisseurs fractionnaires. Ceci signifie que la loi de comportement (5.6)
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Figure 5.1 — Reproduction de la courbe de relaxation de 10 jours avec une vitesse de
chargement de 5 mm/min (lignes en pointillée), avec 3(a), 4(b), et 5(c)
exponentielles (lignes pleines). (d) Comparaison des courbes avec 4 (en
traits discontinus) et 5 exponentielles (ligne pleine rouge) avec la courbe
expérimentale (ligne en pointillés) dans le premier 1000 s.

est remplacée par la loi aux dérivés fractionnaires

d ko d™ 4

On = p_adtqago” (517)
avec 0 < g, < 1. Dans ce cas, la fonction de relaxation T devient :
J
()= kaFy, (—pat™), (5.18)
a=1

ou E,(+) est la fonction de Mittag-Leffler

Ey(x) =) 71—‘(q§+ ok (5.19)

n=0

et I' est la fonction Gamma (4.3).
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Figure 5.2 — Reproduction de la courbe de relaxation de 10 jours avec une vitesse de
chargement de 5 mm/min (lignes en pointillée), avec une somme de fonc-
tions de Mittag-Leffler (5.19) (lignes pleines).

Tableau 5.3 — Les valeurs des parametres des éléments fractionnaires identifiées sur la
courbe de relaxation avec une phase de charge & 5 mm/min

o k?a [kPa] Pa [qua] o
1 4.5 5.25 x 1072 0.32
2 12.7 2.61 x 1072 0.89

Une bonne reproduction de la courbe de relaxation expérimentale (voir Fig.
5.2) a été obtenue en considérant deux éléments fractionnaires avec les parametres
ko, Pas Go donnés dans le Tableau 5.3.

Bien que les amortisseurs fractionnaires permettent d’obtenir une description
convenable de la courbe expérimentale avec moins de parametres (6 a la place
de 10), on a écarté cette possibilité. Ceci pour deux raisons. Tout d’abord, pour
les éléments fractionnaires la fonction de relaxation est singuliere a l'origine. Ceci
donne des problemes numériques pour les changements de phase, la ou les valeurs
de la fonction de relaxation dans le voisinage de l'origine jouent un role décisif.
Ensuite, les exponentielles permettent de réduire énormément le temps de calcul
des simulations numériques. En effet, I’évaluation des termes d’histoire A; peut étre
effectuée avec une procédure itérative. Par exemple, on considere le terme

C(t) = /0 exp(—ps) &(t — s)ds, (5.20)

que l'on trouve dans les termes d’histoire A;(t). Avec le changement de variable
r =t — s, on obtient

C(t) = exp(—pt) /Ot exp(pr) &(r) dr . (5.21)

Donc a l'instant ¢ + 7,
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Tableau 5.4 — Les valeurs des parametres des éléments dissipatifs identifiées sur la courbe
de relaxation avec une phase de charge & 250 mm/min

o ko [kPal Pa [57]
1 4.27 727 x 1077
2 1.23 7.56 x 1076
3 2.60 7.10 x 1073
4 3.56 1.48 x 1071
5 33.8 1.57
¢ 4
C(t+71)=exp(—pt+T1)) (/ exp(pr) &(r) dr + / exp(pr) é(r) dr)
0 t (5.22)
t+7
= exp(—k7) C(t) + exp(—p(t + 7)) / exp(pr) &(r) dr.
¢
Enfin, si 'on suppose que £(r) est constante dans Uintervalle (¢,¢ + 7),
€
C(t+7)=exp(—p7)C(t) + (1 — exp(—p7)) ]—) ) (5.23)

on obtient une formule récursive qui, a partir de C(¢), nous donne directement
C(t+ 7). Au contraire avec les drivées fractionnaires, on est obligé de calculer les
termes d’histoire A; a chaque pas de temps et de stocker leurs valeurs. Ceci mene a
un temps de calcul de l'ordre de 10 heures pour la simulation de 4 cycles de charge
et décharge avec une chaine de 30 éléments. Les dérivées fractionnaires n’auraient
pas permis d’utiliser la procédure d’identification des parametres élastique décrite
dans la suite.

5.1.4 Non linéarité de la viscosité

On prend en compte les deux courbes expérimentales de relaxation obtenues
avec une vitesse de la phase de charge de 1 mm/min et 250 mm/min (courbe en
pointillé sur la Fig. 5.3 ). Avec la procédure de minimisation décrite dans la section
5.1.3, on a obtenu les valeurs des parametres k, et p, reportées dans les Tableau
5.4, 5.5. Les résultats de la minimisation sont montrés en trait noir sur la Fig. 5.3.
On remarque que les valeurs des parametres sont bien différentes pour les deux
vitesses, et les deux sont aussi différentes des valeurs précédemment identifiées sur
la courbe & 5 mm/min.

Si I'on consideére les parametres visqueux identifiés sur la courbe a 5 mm/min, et
que I'on simule les essais de relaxation aux autres vitesses, on obtient des courbes de
relaxation qui ne reproduisent pas les résultats expérimentaux (courbes en rouge
sur la Fig. 5.3). En particulier, on observe une importante surestimation de la
viscosité pour une vitesse de 250 mm/min, et une sous-estimation pour la vitesse
de 1 mm/min. On conclue que la viscosité est fortement non linéaire. La prise en
compte de ce caractere non linéaire sera évoquée dans le chapitre final, dans lequel
on discutera les perspectives immédiates de ce travail.
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Figure 5.3 — (a) Reproduction de la courbe de relaxation de 20 jours avec une vitesse
de chargement de 1 mm/min (ligne en pointillée bleue) avec cingq exponen-
tielles (ligne pleine noir). (b) Reproduction de la courbe de relaxation de 72
heures avec une vitesse de chargement de 250 mm/min (ligne en pointillée
bleue) avec cing exponentielles (ligne pleine noir). Les courbes en traits-
points rouge sont les résultats des simulations numériques des deux essais
de relaxation & 1 mm/min et 250 mm/min, avec les parametres identifiés
sur la courbe a 5 mm/min.

5.1.5 Viscosité interne et externe a la chaine

L’essai de relaxation nous a permis d’identifier la somme T des deux fonctions
de relaxation G et X, mais il n’a pas donné des informations sur comment distribuer
les cinq exponentielles entre les deux. Ces informations peuvent étre récupérées en
considérant la réponse sous compression. En effet, des distributions différentes des
cing exponentielles entre G et > donnent des courbes de réponse qui ont des pentes
différentes dans le plateau, voir Fig. 5.4a.

On a introduit cinq parametres supplémentaires h, qui représentent le degré
de contribution de chaque exponentielle a I'intérieur et a l'extérieur de la chaine.
On a fait entrer les parametres h,, dans le procédé d’identification sous une forme
simplifiée en considérant comme valeurs possibles : 1 (exponentielle a l'intérieur)
et 0 (exponentielle a l'extérieur). Les expressions de G et ¥ deviennent :
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Tableau 5.5 — Les valeurs des parametres des éléments dissipatifs identifiées sur la courbe
de relaxation avec une phase de charge & 1 mm/min

o ko [kPal Pa [57]
1 0.01 8.30 x 1077
2 1.53 6.01 x 1077
3 1.60 2.48 x 1077
4 2.04 6.10 x 1074
5 18.4 7.02 x 1073
(a) (b)

10 10

8 8
g, g,
%) n

2 2

0 5 - = ; ; ; ; 0 ; ; ; ; ; ;

0 01 02 03 04 05 06 07 0 01 02 03 04 05 06 07
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Figure 5.4 — (a) Courbes de réponse pour différents choix de G et X. (b) Courbe
expérimentale d’'un cycle de charge et décharge & 5 mm/min (ligne en
pointillée bleue) utilisée pour Iidentification des parametres élastiques, et
résultat de la simulation numérique aprés identification (ligne pleine rouge).

G(t) =) hakaexp(—pat), B(t) =) (1 ha)kaexp(—pat). (5.24)

a=1

Une bonne reproduction de la pente de la courbe de réponse dans la phase du
plateau a été obtenue avec les valeurs de h, reportés dans le Tableau 5.2. Cette
distribution correspond a utiliser deux exponentielles dans GG et trois exponentielles
dans 3.

5.1.6 Parametres élastiques

Pour les ressorts non linéaires, on considere I’expression de 1’énergie de déformation
unidimensionnelle que 'on avait introduite dans le modele élastique (section 3.2),

wle) = %0‘(”@2“(1*5)’”(%”(1%)2 - %)

pvT
—ulog(l+¢)+ N/ erf(\/E(l +e—a))+7,
(5.25)

Les valeurs de « et -y sont déterminées par la condition (3.19) imposant que 1'énergie
w et la force ¢ sont nulles dans la configuration de référence € = 0.
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les courbes (0¢¢) sont obtenues en faisant varier un des parameétres

(¢, uy, m, B, k, a) ala fois.
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Dans la suite, on présente la procédure utilisée pour déterminer les six pa-
rametres restants ¢, u, m, 5, k, a. On s’attend des valeurs différentes des celles
déterminées dans la section 3.2 pour le modele élastique. On rappelle que S,
k, a sont les parametres qui caractérisent la gaussienne. En particulier, a et (8
déterminent respectivement la position et la valeur du minimum, et k£ est 1’écart

type.

La procédure d’identification comporte deux étapes. D’abord, on évalue I'in-
fluence de chacun des parametres sur la courbe (0¢ ¢) en les faisant varier I'un
apres 'autre. Les résultats sont montrés sur la Fig. 5.5 . On remarque que :

— c influence la pente initiale et la valeur du maximum,

— p influence la deuxieme branche ascendante,

— m influence la branche descendante, la position et la valeur du maximum et
du minimum,

— si 'on augmente 3, on baisse la courbe autour la valeur de a,

— k détermine le pente de la courbe autour la valeur de a,

— si l'on change a on modifie la position et la valeur du minimum.

On voit aussi qu'une variation de l'ordre de 10% de la valeur de chacun des pa-
rametres induit sur la courbe de réponse une variation moyenne! inferieure au 9%.
Cette analyse de sensibilité montre la stabilité de la forme de la courbe de réponse
élastique par rapport a des petites variations des constantes matérielles.

La procédure d’identification a été complétée par une identification numérique.
On a effectué des simulations numériques en prenant en compte la contribution
visqueuse précédemment identifiée. On a considéré une chaine de 120 éléments
et un pas de temps de 0.03 s. Une justification de ce choix sera donnée dans la
section 5.2. On a identifié les parametres élastiques sur la courbe expérimentale
d’un cycle de charge et décharge a 5 mm/min, montrée en pointillés sur la Fig.
5.4b. L’identification est menée directement sur la courbe expérimentale pour trois
des parametres, et a I’aide d’une optimisation avec la méthode de Hooke and Jeeves
pour les trois autres. En effet, ’analyse de sensibilité, menée dans la premiere étape,
nous a permit de comprendre que les valeurs des parametres ¢, p, m peuvent étre
ajustées directement sur la courbe de réponse sans les inclure dans le processus
d’optimisation. Pour I'identification on a donc suivi la procédure suivante :

1. on a déterminé ¢ pour reproduire la pente initiale de la courbe de réponse,

2. on a déterminé m (avec c fixe) pour reproduire la valeur de la force du début
plateau,

3. on a déterminé u (avec ¢ et m fixes) pour reproduire la valeur de la force a
la fin de la phase de charge ¢ = 0.7,

4. on a effectué une minimisation aux moindre carrés avec la méthode de Hooke
and Jeeves pour trouver les valeurs des trois parametres 3, k et a.

Les valeurs des parametres élastiques obtenues par cette procédure sont reportées

_ Jo o (em) =0 (£,0)|de
n o lo(e,0)lde

1. On a pris la variation moyenne v suivante : v(n) ol 1) correspond au

vecteur des parametres modifiés.
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Tableau 5.6 — Les valeurs des parametres élastiques

c = 85 kPa m =15 w=2.5kPa a=04 g = 3.3 kPa k=18

@ (b)
10

10
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Stress (kPa)

0 01 02 03 04 05 06 07
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Figure 5.6 — (a) Simulations numériques de deux cycles de charge et de décharge pour
valeurs différentes du parametre d’endommagement d : d = 0.3 (ligne tirets-
points verte foncé), d = 0.5 (ligne pleine verte) et d = 0.7 (ligne en pointillés
vert clair). (b) Comparaison entre simulations numériques avec d = 0.5
(ligne plein verte) et expériences (ligne en pointillée bleue) pour 4 cycles de
charge et de décharge & 5 mm/min.

dans le Tableau 5.6. Sur la Fig. 5.8, le résultat de la simulation numérique d’un
cycle de charge et de décharge est comparé a la courbe expérimentale.

5.1.7 Parametre d’endommagement

Le parametre d’endommagement d, introduit en (4.54), a été identifié sur les
courbes expérimentales en compression cyclique. A ce propos, on a effectué des
simulations numériques de deux cycles de charge et de décharge a 5 mm/min avec
différentes valeurs de d, voir Fig. 5.6a. Une reproduction convenable des courbes
expérimentales a été obtenue avec d = 0.5, Fig. 5.6b.

La prise en compte de 'endommagement permet de décrire aussi bien la baisse
de la courbe a la charge au deuxieme cycle, que d’autres effets significatifs. En effet
avec ’endommagement, on observe une forme différente des courbes de réponse
apres le premier cycle : la déformation résiduelle a la fin de chaque cycle de charge
et décharge est plus importante, et la longueur de la phase du plateau est inférieure.
Dongc, I'introduction de I’endommagement permet d’éliminer les trois insuffisances
précédemment trouvées avec le modele viscoélastique.

5.2 Résultats numériques

On a effectué des simulations numériques sur la chaine montrée sur la Fig. 4.7
soumise a des processus de déformation ¢ — £¢(¢). On a considéré les valeurs des
parametres du matériau reportées dans les Tableau 5.2, 5.6.
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Pour obtenir une solution du probleme d’évolution P1 (section 4.2.2), on consi-
dere une séquence d’intervalles de temps de durée At, et dans chaque intervalle on
remplace les vitesses de déformation €;(t) par des valeurs constantes é;. A chaque
pas de temps, le choix de la méthode utilisée pour calculer la solution (g;, o) dépend
de la valeur du déterminant de la matrice H. S’il n’a pas changé de signe, et
si det H > 1072, on considere le probléme incrémental infinitésimal P2, et on
résout le systeme linéaire algébrique (4.19), (4.20). Sinon, on considere le probleme
incrémental fini P3, et le systeme algébrique non linéaire (4.24) est résolu avec la
méthode itérative de Newton-Raphson.

L’utilisation des exponentielles dans les fonctions de relaxation permet de réécrire
les réponses o et 0¥ des éléments dissipatifs en terme d’équations différentielles

> a1 01(t) = 67, (1)
ol () + pacl (t) = koé;  i=1,2,..N, et a=1,2.

>oog 0V (t) = u(t)
G2 (1) 4 Pact () = kot a=3,4,5.

(5.26)

Donc, au lieu de déterminer les termes d’histoire A; avec la formule récursive
5.23, on peut intégrer directement les équations ci-dessus. Parmi les méthodes
d’intégration d’équations différentielles, nous avons d’abord envisagé des méthodes
de type Runge-Kutta ou Heunn ou encore des ©-methodes [132]. En effet, une série
de tests nous a montré qu'une méthode d’Euler explicite convenait.

@ (b)
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Figure 5.7 — Simulation d’un cycle de charge et de décharge avec des valeurs différents
de N (a) : chaine de 30 éléments (ligne bleue), 60 éléments (vert), et 120
éléments (rouge) ; et des valeurs différentes de At (b) : 0.3 s (bleue), 0.03
s(rouge) et 0.01 s (vert).

On a fait des tests pour choisir le bon pas de discrétisation temporelle At,
et le nombre d’éléments composants la chaine. Sur la Fig. 5.7a et b on montre,
respectivement, les courbes de réponse pour un cycle de charge et de décharge avec
trois pas de temps différents et avec des nombres d’éléments N différents. Comme
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Tableau 5.7 — Influence du pas de temps At et du nombre d’éléments N sur le temps de
calcul pour la simulation d’un cycle de charge et décharge & 5 mm/min
(durée réelle de 14 min).

N At Temps de calcul
30 0.03 s 1 min 15 s
60 0.03 s 1 min 40 s
120 0.03 s 2 min 38 s
120 0.01s 8 min
120 0.3s 22 s.

Tableau 5.8 — Temps de calcul des simulations pour différents types de chargement avec

N = 120.
Chargement Temps d’observation At Temps de calcul
Un cycle 14 min 0.03 s 2 min et 38 s
Quatre cycles 56 min 0.03 s 11 min et 40 s
Période de repos 33 jours 0.03set 10 s 1 h 50 min

dans le modele élastique, si 'on augmente le nombre des éléments on diminue les
amplitudes des sauts correspondant aux changements de phase. Pour les simulations
qui suivent, on considéra une chaine de 120 éléments et un pas de temps At = 0.03
s. En effet, on observe sur la Fig. 5.7b que les résultats obtenus par At = 0.01s sont
identiques a ceux obtenus pour At = 0.03s, ce qui justifie notre choix. Le Tableau
5.7 donne des précisions sur les temps de calcul pour les différents choix de N et
At.

Pour les simulations des périodes de repos, qui peut aller jusqu'a 33 jours,
deux pas de temps ont été utilisés : At = 0.03 pour les premieres 30 min , et un
At = 10 s pour le reste de la période du repos. Ceci correspond a des temps de
calcul de l'ordre de deux heures (voir Tableau 5.8). On remarque que la simulation
des périodes de repos est possible grace aux temps de calcul réduits dus a 'utili-
sation des exponentielles. Au contraire, avec les éléments fractionnaires ce calcul
demanderait plusieurs jours.

5.2.1 Simulations des essais en compression cyclique

On a commencé par la simulation des essais en compression cyclique décrits a
la section 2.2.3. Chacun de ces essais est constitué par quatre cycles de charge et
de décharge a une vitesse de chargement de 5 mm/min. Les courbes de réponse
des simulations sont montrées sur la Fig. 5.8. Dans la méme figure, elles sont
comparées avec les courbes expérimentales présentées sur la Fig. 2.6. On remarque
que le modele viscoélastique reproduit qualitativement :

- la forme du cycle d’hystérésis,
- une baisse de la courbe de réponse a la charge avec le nombre de cycles,
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Figure 5.8 — Simulation numérique de 4 cycles de charge et de décharge & 5 mm/min
(ligne pleine rouge) et courbes expérimentales (ligne en pointillé bleue).

- une transition marquée entre la premiere branche ascendante et le plateau
dans le premier cycle, qui devient plus graduelle dans les cycles suivants,

- une indépendance substantielle au nombre de cycles de la courbe a la décharge,

- une déformation résiduelle qui augmente avec le nombre de cycles.

Mais des insuffisances importantes sont évidentes dans les simulations numériques :

— la déformation résiduelle a la fin de chaque cycle de charge et de décharge est
inférieure a celle des expériences,

— la baisse de la résistance avec le nombre de cycles (“stress softening”) est
sous-estimée. Toutes les courbes de réponse a la charge sont proches les unes
des autres pour des déformations supérieures a 0.4,

— le passage du plateau a la deuxieme branche ascendante ne change pas sensi-
blement avec le nombre de cycles. Dans les expériences, il passe de la valeur
de € = 0.6 pour la premiere courbe de charge a la valeur de e = 0.5 pour les
cycles suivants.

Ces différences peuvent étre attribuées a 'endommagement des arétes des cel-
lules lors de 'effondrement de la mousse. En effet dans la section 5.2.4, on verra
que la prise en compte de 'endommagement des ressorts non linéaires permet de
réduire sensiblement ces insuffisances.

5.2.2 Simulations des essais a différentes vitesses de charge

Sur la Fig. 5.9a, on montre les résultats des simulations numériques des essais
a différentes vitesses de chargement décrits dans la section 2.2.5. On observe que
le modele viscoélastique décrit

- laugmentation de la force avec la vitesse de chargement,
- une dépendance de la déformation résiduelle a la vitesse de chargement.
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Figure 5.9 — Simulations numériques d’un cycle de charge et de décharge a différentes
vitesse de chargement : 0.1 mm/min (ligne en pointillée violette), 5 mm/min
(ligne pleine rouge), 100 mm/min (ligne tirets-points magenta). Pour les
simulations a 0.1 mm/min et & 5 mm/min on a considéré les valeurs des
parametres visqueux reportées dans le Tableau 5.2. Pour la simulation a
100 mm/min on a pris les valeurs reportées dans le Tableau 5.2 dans (a),
et les valeurs dans le Tableau 5.4 dans (b).

Si 'on compare ces résultats numériques avec l'essai expérimental décrit dans
la section 2.2.5, on remarque d’importantes différences. Tout d’abord, les courbes
de réponse a 100 mm/min sont tres différentes. En effet, ceci était un résultat at-
tendu. On avait déja constaté que les parametres visqueux identifiés sur la courbe
de relaxation & 5 mm/min ne peuvent pas décrire la relaxation pour des vitesses
différentes. Une viscosité non linéaire devrait étre prise en compte. En effet, une
reproduction plus satisfaisante des expériences a 100 mm/min peut étre obtenue
en considérant les valeurs des parametres visqueux identifiés sur la courbe de re-
laxation & 250 mm/min, voir Fig. 5.9b. De plus, dans les simulations numériques
on observe qu’aussi bien la pente que la longueur du plateau varient avec la vitesse
de chargement. Au contraire dans les expériences, elles ne changent pas. La prise
en compte d'une viscosité non linéaire devrait réduire également ces écarts.

5.2.3 Simulations d’ultérieurs essais en compression

Sur la Fig. 5.10 on présente les résultats des simulations numériques de cycles
de charge et de décharge de petites amplitudes décrits dans la section 2.2.6. On
remarque que le modele prédit des cycles d’hystérésis de petite amplitude aussi bien
a la charge qu’a la décharge. Ces cycles ne sont pas dus aux changements de phase,
mais a la dissipation visqueuse. Les amplitudes des cycles sont légerement plus
petites que celles observées expérimentalement. Cette différence peut étre encore
une fois attribuée a la non linéarité de la viscosité et donc a la faiblesse de la
fonction de relaxation choisie a décrire la contribution visqueuse pour une vitesse
de charge différente de 5 mm/min.

Enfin, on considere la Fig. 5.11, ou les résultats numériques sont comparés aux
expériences dans le cas du processus de charge et décharge complexe décrit dans la
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Figure 5.11 — Comparaison entre les simulations numériques (a) et les expériences (b)
pour un processus de chargement complexe.

section2.2.6. Le modele décrit qualitativement le comportement de la mousse. En
particulier, il prédit le petit cycle d’hystérésis a la décharge, et les deux segments
verticaux pour € = 0.35 et ¢ = 0.22 qui correspondent aux deux phases de relaxa-
tion effectuées avant la recharge. Au contraire, la courbe a la recharge n’est pas
bien décrite.

5.2.4 Simulations avec endommagement

On présente ici les simulations avec le modele complet (élasticité non linéaire,
viscoélasticité et endommagement) des expériences présentées dans le chapitre 2.
On considere la valeur de d = 0.5 et les valeurs des parametres élastiques et vis-
queux identifiées dans les sections précédentes.

Sur la Fig. 5.12, dans la colonne a gauche on montre les résultats des simulations
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numériques pour 3 cycles de charge et décharge a différentes amplitudes. Pour faci-
liter la comparaison on reporte, dans la colonne a droite, les courbes expérimentales
décrites dans le chapitre 2. On observe que, dans les trois cas, il y a une baisse im-
portante de la courbe a la charge en passant du premier au deuxieme cycle, et que
cette baisse ne dépend pas de la valeur de déformation maximale. De plus, dans
les simulations on retrouve, en accord avec les expériences, une deuxieme branche
ascendante lors des chargements suivant le premier.

Nous avons également simulé les essais en compression cyclique intercalés avec
des périodes de repos décrits dans la section 2.2.5. Ils consistent en quatre cycles de
charge et de décharge a 5 mm/min (Fig. 5.13a), qui sont répétés apres des périodes
de repos de durée croissante : 16 heures (Fig. 5.13b), 52 heures (Fig. 5.13c) et
33 jours (Fig. 5.13d). Les périodes de repos étant des intervalles de fluage a force
zéro, dans ces intervalles la déformation résiduelle diminue, car le systeme tend vers
la configuration a déformation moyenne nulle (¢ = 0), qui représente la position
d’équilibre. Il faut comparer les résultats avec les courbes expérimentales sur la
Fig. 2.8.

Si 'on considere la réponse au premier cycle de charge apres 16 heures de repos,
on observe un bon accord avec les expériences. En effet, on retrouve une valeur
de la force au niveau du plateau de 4 kPa et une longueur du plateau correcte.
Il commence pour £ = 0.05 et il se termine pour une valeur de déformation de
e = 0.55. De plus a la fin de la premiere phase de charge, on atteint une valeur
de la force de 8 kPa. Ce qui correspond aux résultats expérimentaux. Aux cycles
suivants, les courbes a la charge s’approchent rapidement de la courbe a la charge
du premier cycle. En effet pour ¢ = 0.4, dans les simulations la différence de la
force entre la premiere et la deuxieme phase de charge est d’environ 0.2 kPa, alors
que dans les expériences elle est de 1 kPa. Les valeurs de la déformation résiduelle a
la fin de chaque cycle de charge et de décharge sont en accord avec les expériences.

En accord avec les expériences, les courbes de réponse apres 52 heures de repos
coincident avec les courbes apres 16 heures. Au contraire, dans les simulations on
n’observe pas le recouvrement de la force apres 33 jours de repos. En effet, la
différence de la déformation résiduelle apres 16 heures et 33 jours est minimale, et
donc la seule viscosité ne peut pas reproduire le recouvrement de la force observé
apres 33 jours. Pour décrire cet effet, il faudrait introduire dans le modele un
mécanisme de recouvrement de I’endommagement.

Enfin, nous avons simulé les essais complexes avec combinaisons de phases de
charge, de décharge, de relaxation et de fluage décrits dans la section 2.2.6. Sur
la Fig. 5.14, on montre les résultats des simulations numériques a gauche, et les
courbes expérimentales a droite.

La premiere simulation, Fig. 5.14a, consiste en deux séries de 4 cycles de charge
et de décharge a différente amplitude. Les deux séries sont intercalées par une
période de repos de 25 s. On observe que le comportement dans la premiere série
n’est décrit que qualitativement. En effet, dans les simulations les régimes pla-
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Figure 5.12 — Comparaison entre simulations numériques (a), (c), (e) et expériences (b),
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Figure 5.13 — Simulations numériques de 4 cycles de charge et de décharge sur un
échantillon vierge (a), apres une période de repos de 16 heures (b), de 52
heures (c) et de 33 jours. Les résultats sont a comparer avec les courbes
expérimentales montrées sur la Fig. 2.8.

teau disparaissent apres le premier cycle, et il y a une importante différence entre
la courbe a la décharge du premier cycle et celles des cycles suivants. Dans la
deuxieme série de 4 cycles, on trouve une réponse qui est davantage en accord avec
les expériences. La courbe a la charge au premier cycle montre deux régimes pla-
teau pour deux différentes valeurs de la force. De plus, pour les cycles successifs on
observe des petites marches pour environ € = 0.05, qui montrent I'influence de la
premiere série de cycles.

Les deux dernieres simulations concernent les cycles de charge et décharge de
différentes amplitudes intercalés avec des périodes de relaxation décrits dans la sec-
tion 2.2.6. Les résultats, Fig. 5.14 ¢, e, montrent la capacité du modele a décrire
le comportement des mousses sous chargement complexes. En effet, les formes
des cycles d’hystérésis soit de petites que de larges amplitudes sont reproduites.
D’autres détails de la courbe expérimentale sont également décrits, comme les pe-
tits segments verticaux en correspondance des périodes de relaxation. De plus, a la
fin des processus de chargement les courbes de réponse s’approchent a la premiere
courbe de charge en accord avec les expériences.
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6.1 Conclusions

Ce travail s’inscrit dans le cadre de I’étude du comportement d’une mousse
polymérique a porosité ouverte sous compression cyclique. Apres un premier cha-
pitre de description générale du matériau, dans le deuxieme chapitre on a présenté
I’étude expérimentale effectuée au Laboratorio di Materiali Polimerici de I’Univer-
sité de Ferrara. Cette étude a montré la complexité du comportement des mousses.
En effet, les essais en compression cyclique ont mis en évidence la localisation des
déformations, le cycle d’hystérésis, la diminution de résistance avec le nombre des
cycles, et la dépendance de la réponse a la vitesse de chargement.

Dans le troisieme chapitre on a introduit un modele élastique, ou la mousse est
représentée par une chaine de ressorts non linéaires avec une énergie de déformation
non convexe. Le modele élastique non linéaire donne une description convenable de
la localisation des déformations et des cycles d’hystérésis.

Le quatrieme chapitre présente une extension du modele précédent, pour décrire
les effets non élastiques. D’une part, nous avons développé un modele viscoélastique
en introduisant des éléments dissipatifs régis par une loi de comportement linéaire
de type Bolzmann Volterra. Les simulations numériques ont montré le bien fondé
de la prise en compte de la viscosité. D’autre part, nous avons introduit I’endom-
magement pour mieux décrire la diminution de la résistance de la mousse apres le
premier cycle de charge dans les essais en compression cyclique.

Les résultats des simulations numériques présentés dans le cinquieme chapitre
ont montré que le modele viscoélastique avec endommagement permet de décrire
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avec une bonne précision du comportement de la mousse considérée, y compris sous
sollicitations complexes avec combinaison de phases de charge, de décharge et de
repos.

On remarque que ces aspects complexes ne sont pas décrits par les modeles
qu’on trouve dans la littérature. Sur ce point, on peut affirmer que cette these
ouvre des perspectives nouvelles pour la description de ce type de matériau. En
particulier, 'interprétation de la localisation des déformations comme un change-
ment de phase provenant de la non convexité de ’énergie de déformation élastique a
permis de reproduire le comportement du matériau sous cycles complexes de charge
et décharge. Un autre résultat de cette étude est la reconnaissance du role essen-
tiel des phénomenes visqueux parmi les effets non élastiques, tandis que celui de
I’endommagement, considéré ailleurs comme fondamentale, ne constitue ici qu'une
composante supplémentaire. Néanmoins, plusieurs aspects du modele peuvent en-
core étre améliorés. Ceci est discuté dans la section suivante, dédiée aux perspec-
tives de développement du modele.

6.2 Perspectives

Un des développements qu’on peut envisager pour le modele proposé est le
passage de 'unidimensionnel au tridimensionnel. Mais, dans 1’état présent de la
connaissance, ce type de généralisation parait extrémement difficile, a cause des
difficultés mathématiques importantes liées a la non convexité de 1’énergie de
déformation. En restant sur le modele unidimensionnel, on envisage deux directions
principales de développement a court terme : la prise en compte d’une viscosité non
linéaire et la formulation d’'un modele continu.

6.2.1 Viscosité non linéaire

On a vu, dans le quatrieme chapitre de cette these, que la description de la
dépendance de la réponse des mousses a la vitesse de chargement demande I'intro-
duction d’une viscosité non linéaire.

Dans la littérature, plusieurs auteurs, voir par exemple [3, 79], ont souligné
la nécessité de la prise en compte de la non linéarité des effets rate dependent
pour les polymeres. Dans le modele rhéologique proposé ici, l'introduction d’une
contribution visqueuse non linéaire conduirait a remplacer des combinaisons de
ressorts et d’amortisseurs par des éléments élastiques et viscoélastiques avec des
lois de comportement non linéaires du type

o= k(e),

o=n(eé o). (6.1)

Le choix des fonctions k, n est délicat. Il n’est pas toujours évident de justifier ce
choix avec des résultats expérimentaux, et donc dans la plupart des cas un choix
phénoménologique est nécessaire.
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Par souci de simplicité, en premiere approximation on pourrait supposer une
loi linéaire pour les éléments élastiques, et prendre en compte seulement une non
linéarité des amortisseurs. D’abord, on pourrait considérer 1 comme fonction seule-
ment de la vitesse de déformation &€, et prendre des lois a deux parametres comme
la loi de puissance

o=mnye", (6.2)

ou la loi introduite par Eyring [49] et récemment reprise par Bardella [8],

o =1y sinh ™ (E) : (6.3)

C

ou n, 1y et ¢ sont des constantes positives. Avec ces choix la viscosité 1 ne dépend
pas de o et £. Si ce type de non linéarités se révele insuffisant, on pourra utiliser des
lois plus complexes, comme celles proposées pour les élastomeres dans [4, 13, 68, 86,
91]. Par exemple, Boyce et Bergstron [13], sur la base d’études micromécaniques,
proposent une loi du type

o="nye"e", (6.4)

ou n dépend aussi de la valeur actuelle de la déformation . Dans le modele de Lion
[86], la non linéarité est introduite en considérant une dépendance de n par rapport
a la force o.

Une approche intéressante pour déterminer la loi de variation de n par analyse
directe des expériences a été récemment proposée par Amin et al. [4]. La technique
se fonde sur I'analyse de la courbe de réponse pour un processus de chargement en
escalier : phases de charge intercalées avec des phases de relaxation. Cette technique
permet la séparation des contributions élastique et visqueuse. En effet, la courbe
qui relie les points (0,¢) a la fin des phases de relaxation donne une estimation
de la contribution élastique, et la contribution visqueuse peut étre déterminée par
différence. Enfin, la répétition de la méme procédure pour différentes vitesses de
chargement permet d’identifier une loi de variation de 7. Amin et al. [4] déterminent
ainsi une loi de puissance du type

c?
n="mn— (6.5)
o

ou 19, ¢ et 0 sont des constantes positives. On remarque que, contrairement aux
expressions précédentes, dans (6.5) la viscosité ne dépend pas explicitement de la
vitesse de déformation.

L’application de la technique de Amin et al.[4] aux mousses polymériques est
plus difficile que pour les élastomeres. En effet, les mousses se caractérisent par
une phase finale de relaxation tres lente, qui rend difficile I'identification de la
contribution élastique avec un processus de charge en escaliers. Des expériences
supplémentaires devraient étre envisagées. En particulier, il faudrait effectuer des
essais de relaxation pour différentes valeurs de la déformation maximale et a
différentes vitesses de charge.
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6.2.2 Un modéle continu

Un deuxieme développement proposé est la formulation d’'un modele continu.
Dans la formulation continue, la chaine de ressorts est remplacée par une barre avec
énergie de déformation non convexe, et les changements progressifs de phase des
ressorts sont décrits comme la propagation d’'un front d’onde de discontinuité des
déformations. Dans la littérature, les modeles continus ont été utilisés surtout pour
la description du comportement des alliages & mémoire de forme [1, 2, 7, 16, 114].
L’exposé suivant est inspiré par les travaux d’Abeyaratne et al.[2].

On considere une barre de longueur L qui occupe le domaine (0, L) . On dénote
par o et u respectivement la contrainte et le déplacement de la barre. L’équation
du mouvement en ’absence des forces de volume est

do 0u
072t (6.6)
Ox ot
ol p est la densité de la barre dans la configuration initiale. On note v et ¢ respec-
tivement la vitesse et la déformation de la barre,

ou(z,t) el t) = ou(z,t) .

v(@t) = —5— or

On suppose que le déplacement u est continu, et que ses dérivées premieres € et v
et sa dérivée seconde par rapport a ¢ sont aussi continues sauf éventuellement sur
un nombre fini de points de discontinuité p = s(t).

On considere un processus de déformation ol une vitesse § est imposée & une
extrémité de la barre. La barre étant élastique, la dissipation serait nulle si le champ
des déformations était continu [2]. Au contraire, la propagation d’'une discontinuité
de la déformation implique une dissipation de I’énergie. Dans l'expression de la
vitesse de dissipation

D=[ool + [uls + [5p07]s 20, (6.7)

w est I'énergie de déformation de la barre et [g] est le saut de g, c’est-a-dire la
différence entre la valeur de la limite & droite g(s™(¢)) et a gauche g(s(t)). Cette
relation peut étre rééerite [2]| sous la forme

fs>0, (6.8)
ou )
f = o] -~ 2 1olle]. (6.9

est la driving force, la force associée a la propagation de la discontinuité. Le
probleme d’évolution a résoudre est donc le suivant :
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Probleme Trouver les champs de vitesses v, de déformations € et de contraintes
o tels que :

a(e) =w'(e), 52 =r%. 5 =p% dans (O.L)\{p} ,
ps? = ld [v] = —3[e], f$>0, pourz=p,
e(x,0)=0, v(z,0)=0,

0(0,8) =0, w(L,t)=0>0.

Si I'énergie de déformation w est non convexe, le probleme peut avoir plu-
sieurs solutions. Dans ce cas, la cinétique de propagation de la discontinuité reste
indéterminée. Cette difficulté peut étre résolue avec l'introduction d’un critere de
nucléation et d’une loi de propagation de la surface de discontinuité [1]. Le critere
de nucléation donne la condition pour que la surface de discontinuité se forme, et
il s’écrit comme une condition sur la driving force

f> foue (6.10)

oU fpue est une valeur critique a déterminer expérimentalement. La loi cinétique
relie la vitesse de propagation de la discontinuité s a la force conductrice f par une
relation de la forme

f=0(5), (6.11)

ol ¢ est un potentiel de dissipation, $ ¢(s) > 0. Avec cette approche plusieurs choix
pour la cinétique de propagation de la discontinuité peuvent étre faits [113, 114].

En effet, des travaux récents [52, 123] montrent que la cinétique de la pro-
pagation est déterminée si I'on ajoute une dissipation visqueuse. Cela rend inutile
I'introduction d'un critere de nucléation et d’une loi d’évolution de la discontinuité.
Par exemple, Faciu et Mihailescu-Suliciu [52] considerent une loi constitutive du

type Maxwell

k
o— ;(a — 0¢q) = k€, (6.12)

ou k, n sont des constantes positives, et o, est la réponse a I'équilibre. Faciu et
Mihailescu-Suliciu analysent le cas ol o, est une fonction trilinéaire de € avec
une branche de pente négative. Dans ce cas, ils montrent que la transition de
phase démarre lorsqu’on atteint la branche descendante de la courbe (0.4, €), et
que I'amplitude du saut de la déformation sur la surface de discontinuité croit avec
t de maniere exponentielle.

Dans [123], Truskinovsky et Vainchtein montrent que le critere de nucléation
et la loi de propagation peuvent étre déduites de I'analyse du probleme discret. Ils
considerent un modele discret semblable a celui proposé dans ce travail de these :
une chaine de masses reliées par des éléments viscoélastiques. Chaque élément est
constitué par un ressort non linéaire avec une énergie de déformation non convexe
connecté en parallele avec un amortisseur linéaire. Ils ajoutent des ressorts linéaires
de longueur double qui relient deux masses ¢éloignées et qui schématisent les inter-
actions non locales, voir Fig. 6.1. Ils introduisent un parametre adimensionnel 4,
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élément viscoélastique bi-stable ressort linéaire

e

Figure 6.1 — Le modele rhéologique étudié par Truskinovsky et Vainchtein[123]

(a) (b)

fnuc nuc

. y
> — >

S S

Figure 6.2 — Lois cinétiques de transition de phase pour deux approximations continues
du modele rhéologique montré sur la Fig. 6.1. (a) Approximation au pre-
mier ordre (viscoelasticity model). (b) Approximation au deuxiéme ordre
(viscosity-capillarity model). W est un parametre adimensionnel qui quan-
tifie la dissipation. [123]

défini comme le rapport entre la distance initiale des masses [ et la longueur totale
de la chaine L. Ils montrent que, a la limite pour § — 0, on obtient un modele
continu avec une cinétique de transition de phase déterminée. En particulier, la
relation cinétique dépend de la fagon de passer a la limite. Si I’'on considere § petit
mais fini, le développement au premier ordre par rapport a d de I’équation du mou-
vement donne une relation cinétique avec une valeur de seuil pour la nucléation, voir
Fig. 6.2. Au contraire, le développement au deuxieme ordre prédit une cinétique
qui dépend de la viscosité mais sans valeur de seuil, voir Fig. 6.2. Si les effets
inertiels et visqueux sont importants, la relation cinétique a la méme structure
asymptotique dans les deux cas. Ce modele a 'avantage d’éviter I'introduction de
variables supplementaires. Une perspective intéressante serait d’appliquer ’analyse
de Truskinovsky et Vainchtein a notre modele discret.
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