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Résumé

Les travaux présentés dans cette these concernent I’étude des représentations et
la cohomologie des foncteurs strictement polynomiaux d’une ou plusieurs variables
sur un corps k de caractéristique p positive. Ces foncteurs d’une variable ont été in-
troduits par Friedlander-Suslin dans leur article fondamental [FS97]. Des variantes
a plusieurs variables sont définies dans [SFB97, FFSS99, FF08, Toul0].

Dans une premiére partie de la thése (chapitre 2), nous étudions l'influence de
la torsion de Frobenius sur les groupes d’extensions dans les catégories Px(n) des
foncteurs strictement polynomiaux. Notre résultat principal dans cette partie est
le calcul d’extensions Extp, (,) (X' 4o R G(")), o X désigne I'un des symboles
S, A, T': le foncteur G est la r-torsion de Frobenius d’un foncteur G quelconque
et X" € Pg(n) est le foncteur (V4,...,V,) = V1 ®@ - @ V,.

Dans une deuxiéme partie de la thése (chapitre 3), nous utilisons les calculs du
chapitre 2 pour établir explicitement, sous les conditions n > p"¢, p > 2, I'algebre
de cohomologie H},, (Gn, S* (kznv(r)@e)) ou G, désigne le groupe orthogonal O,, ;,
ou le groupe symplectique Sp,, et G,, agit naturellement sur k" par multiplication
matricielle.

Dans une derriére partie (chapitre 4), nous utilisons la théorie des blocs de
la catégorie Py des foncteurs strictement polynomiaux pour obtenir des résultats
d’annulation dans la théorie des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61] ou
dans la théorie des approximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-McCarthy
[JMO04] (Goodwillie algébrique).
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Conventions

Nous utilisons les conventions de notation suivantes :

— k est un corps de caractéristique p > 0.

— F, est un corps de p éléments et F, est une cloture algébrique de F,,.

— Z est ’ensemble des entiers, N est le sous-ensemble de Z des entiers naturels,
Z~q est le sous-ensemble de N des entiers strictement positifs.

— 6, est le groupe symétrique de d lettres.

E, est le k-espace vectoriel gradué de dimension finie, tel que (E,.)? est égal

aksii=0,2,...,2p" —2 et 0 sinon.

|—] est la fonction partie entiere.

— Si d est un entier naturel, on note oy,(d) la somme des chiffres dans la
décomposition p-adique de d.

— Si A est une catégorie abélienne, on note Ch(A) la catégorie des complexes

sur A.
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0.1. Foncteurs strictement polynomiaux

Les travaux présentés dans cette these concernent ’étude des représentations et
la cohomologie des foncteurs strictement polynomiaux d’une ou plusieurs variables.
Ces foncteurs d’une variable ont été introduits par Friedlander-Suslin dans leur
article fondamental [FS97]. Des variantes & plusieurs variables sont définies dans
[SFB97, FFSS99, FF08, Toul0]. Nous introduisons brievement dans la section
0.1.1 les foncteurs strictement polynomiaux. Une présentation détaillée est donnée
dans le chapitre 1. Dans les trois sections suivantes, nous présenterons nos résultats
principaux qui correspondent aux trois chapitres 2, 3 et 4.

0.1.1. Représentations rationnelles du groupe général linéaire. On
fixe un corps k de caractéristique p positive. On désigne par GL,, i le groupe
algébrique général linéaire. On rappelle qu'une représentation rationnelle d’un groupe

11



12 0. INTRODUCTION

algébrique G est un k-espace vectoriel V muni d’un morphisme de groupes algébriques
p: G — GLy. Un morphisme de représentations de source V' et de but W de G est
une application k-linéaire f : V' — W telle que le diagramme suivant est commu-
tatif :

G GLw
GLy .

La représentation rationnelle (V) p) est dite polynomiale si le morphisme p peut
s’étendre en un morphisme de monoides End,, x — Endy .

On désigne par Ratqr,, , (resp. PolaL, ) la catégorie abélienne des représentations
rationnelles (resp. polynomiales) de GL, . Par définition, Polgr, , est une sous-
catégorie pleine de la catégorie Ratgy,, ,. D’apres Friedlander-Suslin [FS97], 'in-
clusion Polgy, , < Ratgr, , induit des isomorphismes de groupes d’extensions.

n,k

THEOREME 0.1.1. Soient M, N deux représentations polynomiales de GLy, k.
Le morphisme canonique sutvant est un isomorphisme :

(0.1.1) Exthog, , (M, N) = Extiag,  (M,N).

Dans la suite, nous ne nous intéressons qu’aux représentations polynomiales de
GL,, k.

Une des propriétés importantes du groupe GLj i est la semisimplicité de ses
représentations polynomiales. Précisément, si V' est une représentation polynomiale
de GLj , alors (V, p) se décompose en une somme directe (V, p) = @ ey (Va, pa) de
sous-représentations, ott 'action de GLj . sur V; est donnée par pa(A)(v) = p(A)%(v)
ou A€ GLy et v e Vy.

Soit (V, p) une représentation polynomiale de GL, . On restreint l’action au
sous-groupe GL; i des homothéties, on obtient une décomposition (V p) = @ jen(Va, pa)-
Comme les homothéties appartiennent au centre de GL,, , les V; sont stables par
Paction de GL,, k. La représentation (V, p) est dite homogene de degré d si V = Vj.

On note Poly cr,, , la sous catégorie pleine de Polgr,, , dont les objets sont des
représentions homogenes de degré d. On a donc une décomposition

(0.1.2) PolaL,, = || Polucr,,-
deN

0.1.2. L’algebre de Schur. La catégorie Poly cr, , est équivalente a la catégorie
des modules sur une algebre de dimension finie, appelée algébre de Schur. Ces
algebres apparaissent dans les travaux de Schur [Sch73a] sur les représentations
polynomiales de GL,, ¢c. Le role de cette algebre est souligné par Green [Gre07].

Précisément, le groupe symétrique G, agit sur (k")®d par permutation des fac-
teurs. L’algebre de Schur Sk (n, d) est Palgebre des endomorphismes & 4-équivariants
de (k™)®?, cest-a-dire qu'on a Sy (n, d) = Endys, ((k")®d) . On a donc une équivalence

de catégories [Gre07] :

(0.1.3) PolacL, , = Sk(n,d)-Mod.
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0.1.3. Foncteurs strictement polynomiaux. Dans ce paragraphe, nous in-
troduisons les foncteurs strictement polynomiaux en suivant Pirashvili [Pir03].
Le foncteur canonique S(n,d)-Mod — S(n + 1,d)-Mod qui envoie un S(n, d)-

module M vers Homye, ((k”)®d, (k”+1)®d) ®s(n,a) M est une équivalence de

catégories si n > d [Gre07]. On cherche une catégorie qui ne dépend que de d
et qui contient les informations stables des représentations sur S(n, d).

De fagon analogue a la théorie des représentations génériques de Kuhn [Kuh94],
on considere la catégorie de Schur TV, Les objets de I'*Vy sont ceux de Vg, c’est-
a-dire les k-espaces vectoriels de dimension finie. Les morphismes dans T'?Vy sont
donnés par Homray, (V, W) = Homyge, (V&4 W®4).

Par la définition, on a Endray, (k™) = Sk(n,d). Un foncteur strictement poly-
nomial homogene de degré d est un foncteur k-linéaire de TV vers V. On note
Py la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux homogenes de degré d et Py
la somme directe des catégories Py avec d = 0,1,...

(0.1.4) Pe =P Pa

deN

Soit d = (dy,...,dy,) un n-uplet d’entiers naturels. On note eV, la catégorie
®:—, T%V,. On note par Py la catégorie des foncteurs k-linéaires de I'4Vy vers
la catégorie V. Un objet de cette catégorie est appelé un foncteur strictement
polynomial homogene de degré d. On note Pg(n) la somme des catégories Py pour
tous les n-uplets d’entiers naturels d.

NOTATION 0.1.2 (Section 1.3). Soient F,G € Py et V un n-uplet d’objets de
Vk.

(1) On désigne respectivement ®¢, S%, A%, T'¢ le foncteur d-ieme puissance ten-
sorielle, d-ieme puissance symétrique, d-ieme puissance extérieure, d-ieme
puissance divisée.

(2) Le dual F* du foncteur F est défini par F¥(V) = F (Kv)v olt (—)V est la
dualité k-linéaire.

(3) Le foncteur a parametre Fy est défini par Fy (W) = F(V1 @ Wy,...,V, ®
W,.), ott W est un n-uplet d’objets de Vi. On désigne par F¥ le foncteur
Fyv.

(4) Le foncteur Hom-interne Homp, (F,G) € Py est défini par

Homyp, (F,G) (V) ~ Homp, (F,Gv) .

(5) On note Ch(Py) la catégorie des complexes sur Py et D (Py) la catégorie
dérivée bornée de la catégorie Pgy.

(6) Onnote RHomp, (—, —) le foncteur dérivé total a droite du foncteur Hom-
interne. B

0.2. Calculs des groupes d’extensions de foncteurs
strictement polynomiaux

0.2.1. Probléme général. Dans le chapitre 2, nous étudions 'influence de la
torsion de Frobenius sur les groupes d’extensions dans les catégories des foncteurs
strictement polynomiaux. La précomposition par le foncteur de r-ieme torsion de
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Frobenius (" € P, induit un foncteur (=) : Py — Pprq. Le probléme que nous
considérons est le suivant.

PROBLEME 0.2.1. Etudier des groupes d’extensions de la forme suivante, ot

(0.2.1) Ext} (F G<T‘>) .

Pourquoi nous intéressons-nous aux groupes d’extensions de la forme abstraite
(0.2.1) ? La réponse est que pour calculer des cohomologies du groupe orthogonal
O,,,n et symplectique Sp,, dans le chapitre suivant, nous avons besoin de calculer
des groupes d’extensions de la forme

Ext}, (Fprd o ®", G(’“)) :

On donne des cas particuliers de (0.2.1).
— L’étude des groupes d’extensions de la forme

(0.2.2) Ext} (F“’), G(’))

a été effectuée dans [FS97, FFSS99, Cha05, Chall, Toul2, Toul3a].
— L’étude des groupes d’extensions de la forme

EXt;Dprd (ApTd7G(T)) 7 Ext;;pw (Sp’“d7 G(r))

est une application de la théorie de dualité de Ringel développée par Chalupnik
[Cha08] sous le nom ”dualité de Koszul”, voir aussi [Toul3c].
— L’étude des groupes d’extensions de la forme

EXt;;(pTd,p"‘d) (Fprd o X2, G(r))

a été effectuée dans [Toul3al.
Pour obtenir des calculs d’extensions du type (0.2.1) (voir le théoréme 0.2.13) on

adaptera la méthode développée dans [Chall, Toul3a] et aussi les résultats ci-
dessus dans les cas particuliers.

0.2.2. L’adjoint a gauche de la précomposition par la torsion de Fro-
benius et la classe formelle. Pour calculer les groupes d’extensions (0.2.2), l'idée
de Chalupnik est d’utiliser ’adjoint de la précomposition par la torsion de Frobe-
nius.

Pour chaque entier naturel r, on note £" : Pprg — Py 'adjoint a gauche du
foncteur (—)(") : Py — Pyrg. La formule explicite de " est la suivante :

r(F¥ (V) = Homp,,, (F’ (Sgd)u)

L’isomorphisme d’adjonction induit des isomorphismes naturels en F' € P,rq et
G € Pg, ou L{" est le foncteur dérivé total a gauche de €" :

(0.2.3) R Homp ., <F G(”) ~ R Homp, (L{"(F),G),
L¢"(F)") ~ RHomp, (F SM”) .

Comme une application de (0.2.3), on a le résultat suivant.
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PROPOSITION 0.2.2 (Corollaire 2.4.7). Soient F' € Pprq et G € Py. Si le
compleze LE"(F) est formel, c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme L{"(F) ~
H.L{"(F) dans la catégorie dérivée DP (Pi), alors pour tout k on a un isomor-
phisme naturel en G :

X )
(0.2.4) Exth (F G<T>) ~ @ Exth, (HLO(F),G)" .
i+j=k
La proposition 0.2.2 conduit & introduire les notations suivantes.
DEFINITION 0.2.3 (Définition 2.5.1). Soient 7, n deux entiers naturels, n >

0. On désigne par Formel(r,n) la classe des foncteurs strictement polynomiaux F
de n variables tels que le complexe L{"(F') est formel.

Nous donnons quelques exemples et quelques propriétés simples de la classe
Formel(r,n).
EXEMPLE 0.2.4 (Exemple 2.5.3). (1) La classe Formel(0,n) contient tous
les foncteurs strictement polynomiaux.
(2) Si F € Px(n) est un foncteur homogene de degré d qui n’est pas un
multiple de p, alors F' € Formel(r, n) pour tout r.
(3) Si le foncteur F' est projectif, il appartient a Formel(r,n) pour tout r.

PROPOSITION 0.2.5 (Propositions 2.5.5, 2.5.8).
(1) La classe Formel(r,n) est stable par les opérations suivantes : la somme
directe, le produit tensoriel, le foncteur a parametre.
(2) Si F € Formel(r,n) alors F'o A, € Formel(r,1), ot A, : Vi = V" est le
foncteur diagonal.

0.2.3. Formalité et k-invariants. En utilisant la théorie des k-invariants
algébriques de Dold [Dol60], on peut démontrer le résultat général suivant.

THEOREME 0.2.6 (Théoréme 2.6.5). Soient A, B deuz catégories abéliennes.
Soit ¢ : A — B un foncteur exact. Les deux conditions suivantes sur le foncteur ¢
sont équivalentes :

(1) Le compleze C € D (A) est formel dés que le complexe ¢(C) est formel.
(2) Pouri > 2, les applications Ext’y (A, B) — Exty (¢A, ¢B) induites par ¢
sont des monomorphismes.

En utilisant ce théoreme et 'injectivité de la torsion de Frobenius, on obtient

le théoreme suivant qui est une généralisation a plusieurs variables d'un résultat de
van der Kallen [vdK13].

THEOREME 0.2.7 (Théoréme 2.6.12). Soient C € Ch (Py) un compleze fini
et r un entier naturel. Le compleze C est formel si et seulement si le complexe C(")
lest aussi.

Une autre application directe du théoreme 0.2.6 est le résultat suivant, qui
donne un lien entre la formalité et la paramétrisation.

PROPOSITION 0.2.8 (Proposition 2.6.14). Soient C € Ch (Pi) un complexe
fini et r un entier naturel. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Le compleze C est formel.
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(2) Le complexe Cy est formel pour tous les n-uplets V. d’objets de Vy.
(3) Il existe un n-uplet V. d’objets de Vyx tel que V; # 0 pour tout i et que le
complexe Cy est formel.

0.2.4. Résultats principaux. Nous continuons d’étudier la classe Formel(r, n).
De plus, pour obtenir des calculs explicites, il faut également déterminer explicite-
ment H,L{"(F) pour F € Formel(r,n).

Pour chaque entier naturel r, on note F,. le k-espace vectoriel gradué de dimen-
sion totale finie défini par (E,)" étant égal 3 k si i = 0,2,...,2p" — 2 et 0 sinon.
Le résultat important suivant est la version a parametre d’un cas particulier de
[Toul2, Lemma 4.4 et Theorem 4.6] (voir aussi [Toul3a, Proposition 13]).

THEOREME 0.2.9 (Touzé). Soit F' € Py. Il existe un isomorphisme naturel en
F

RI_IOJP (F(T), Sd(r)> ~ (FE,)ﬁ(T) .

k

Dans le théoreme suivant, nous généralisons le théoreme 0.2.9 a plusieurs va-
riables et nous en tirons les conséquences pour la classe Formel(r, n).

THEOREME 0.2.10 (Théoréme 2.7.3). Soient F,G deux foncteurs strictement
polynomiaux de n variables.

(1) Le foncteur F") appartient ¢ Formel(r,n) et HLe™ (F()) o~ A« (B

(2) Il existe un isomorphisme naturel en G
(r)
Ext}, () (F(r)7G(r)) ~ Ext}, ) (FMET),G) .
(3) Si F appartient & la classe Formel(r,n) alors FY) appartient d la classe
Formel(r + 1,n). De plus, on a HLI 1 (FUW) ~ HLE(F)An(E0),

(4) Réciproquement, si un foncteur FY) appartient a la classe Formel(r+1,n),
alors F appartient o la classe Formel(r,n).

Ensuite, nous rappelons un théoréme de Chatupnik [Cha08]. Si X désigne 1'un
des symboles I', A, S, on note ex l'entier 0,1, 2 respectivement.

THEOREME 0.2.11 (Chalupnik). Soit X [l'un des symboles T',A,S. On a un
isomorphisme

RHom, (XW, sd(ﬂ) ~ XEO) ey (p'd — d)] .

Pour démontrer notre résultat final, nous avons besoin d’une formule qui généralise
le résultat suivant de Franjou-Friedlander [FF08, Proposition 2.2], ot Fy, F5 sont
des objets de Py et Fy K Fy € Py(2) est le foncteur (Vi, V1) — F1(V1) @ Fa(Va) :

Homp, () (T o ®2, Fy ® F3) ~ Homp, (Ff, Fz) ,
R Homp, 5 (I o &, Fy ¥ F3) = R Homp, (F},F,).

ﬁ
On définit F} @p, Fy le foncteur Homp, (Fl, F2ﬁ ) . On obtient un produit monoidal

symétrique de P4. On note ®%:< le foncteur dérivé total a gauche de ®@p,.
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THEOREME 0.2.12 (Théoréme 2.7.5). Soient Fy,..., F, et F des objets de Py.

On a des isomorphismes naturels en Fy,..., F, et F :
n #
(0.2.5) Homp, ) <F o ", _@lFi> ~ (F ©p, F @p, - @p, Fﬁ) o X",
i=

n #
(0.2.6)  RHomp, <F o X", Z_&ﬁ) ~ (F ®F, Ff @F, - @F, F,Q) o ",

En utilisant les théoremes 0.2.11 et 0.2.12, on obtient le résultat suivant.

THEOREME (.2.13 (Théoréme 2.7.10). Soit X l'un des symbolesT', A, S. Soient
FePyetGe Pk(n)
(1) Le foncteur X o™ appartient a Formel(r,n) pour tout r et LE (X oX™)
est isomorphe a X4E7" " [ex (d — €)] o ®"™ si d est de la forme p"e,e € N
et a 0 sinon.
(2) Le foncteur X?o®@" appartient a Formel(r, 1) pour tout r et LI"(X9o@™)
est isomorphe 4 XOE" " [ex (d — €)] o @" sid est de la forme p'e,e € N
et a 0 sinon.

(3) Il existe des isomorphismes gradués naturels en F,G :

i - ("
Ext, () (X0 ", G0} = Exty (3¢9 (X5 o 6

i - "
Extp, (X7 0@" FO) o Exty, 00 (X450 gn )

0.3. Cohomologie rationnel des groupes classiques

0.3.1. Le probleme et résultat principal. Dans ce chapitre, on suppose
que la caractéristique p du corps k est impaire. Le but de cette section est de calculer
completement un exemple d’algebres de cohomologie pour les groupes algébriques
symplectiques Sp,, ou orthogonaux O,, ;. Plus précisément, si G,, = Sp,, ou O,, p,
alors G, agit naturellement sur I'espace vectoriel k®" (par multiplication matri-
cielle).

En appliquant le r-éme foncteur de torsion de Frobenius (pour r > 0), et
en prenant ¢ copies de la représentation obtenue, on obtient donc une action de
G, sur k(M9 donc une action par automorphismes d’algebres sur la k-algebre
S* (k?V(M®) des polynomes sur k2@ on k2V désigne la représentation duale
de k?". Le probleme auquel nous nous intéressons dans ce chapitre est le suivant.

PROBLEME 0.3.1. Calculer explicitement [’algébre de cohomologie :

(0.3.1) HE, (Gn, 5" (k%V(T)@f)) .

Les sous-algébres de cohomologie (0.3.1) de degré zéro, ne dépendent pas de r
(car appliquer la torsion de Frobenius ne change pas les invariants). Si r = 0, la
cohomologie est nulle en degré strictement positif, et les théoréemes fondamentaux
de la théorie des invariants des groupes symplectiques et orthogonaux [dCP76|
donnent des générateurs et des relations explicites des k-algebres (0.3.1). Nous rap-
pelons maintenant ces énoncés. Pour traiter les deux cas simultanément, on intro-
duit quelques notations. On désigne par (e)) la base duale de la base canonique de
k2", Pour chacun des groupes G,, on définit un foncteur X, un élément particulier
wa, € Xg(k*) et un ensemble de paires d’indices entiers Jg,, de la fagon suivante.
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Gn Spn On,n

X¢o A2 S2

an Zz 1 ez A en+z Z:: 6

Ja, [{(,4):1<i<j<€}|{(,5):1<i gﬁ}

On définit des invariants (ilj)c, € S? (k*"V®) avec (i,j) € g, sous l'action de
G, en posant

(i), (@1, ..oy x0) = wa,, (x4, ).

Les théoremes fondamentaux donnent I'algébre d’invariants HY,, (G, S* (kQ"V@z))
en fonction des éléments (i|j)¢,,

THEOREME 0.3.2 ([dCP76]) L’ensemble {(i|j)a,, : (i,)) € Ig, } est un systéme
de générateurs de l'algébre HO,, (GH,S* (kQ"v@Z)) De plus, si n > ¥, il n’y a pas
de relation entre les (ilj)c,, -

Notre résultat principal dans ce chapitre 3 est le théoréme suivant.

THEOREME 0.3.3 (Théoréme 3.4.11). Sin > p"{, lalgébre de cohomologic
H:, (Gn, S* (k%v(r)@g)) est une algeébre symétrique sur un ensemble de générateurs

(0.3.2) (hlilj), € H2 (Gn,S* (k2n\/(r’)®2))

ot 0 < h<p,0<i<j<{leti#]jsiG, estle groupe symplectique Sp,,. De
plus, il n’y a pas de relation entre les (hli|j)q,

Le cas r = 0 du théoreme 0.3.3 correspond a un cas particulier du théoreme
0.3.2. Nous ne savons pas si les éléments (hli|j) forment un systéme de générateurs
de lalgebre (0.3.1) sin < p"f.

Nous remarquons enfin que pour n > p" min{k, ¢} lalgebre de cohomologie

H}y (GLy g, S* (kY (M®8F g k(@) est calculée dans [Toul2, Theorem 6.15] par
Touzé. En fait, le théoreme 0.3.3 ci-dessus est la version pour les groupes symplec-
tiques et orthogonaux d’un résultat de Touzé.

0.3.2. Lien avec les groupes d’extensions dans Px. Nous rappelons, d’apres
[Toul0], le lien entre la cohomologie des groupes symplectiques et orthogonaux
et les calculs d’extensions dans Py. La forme standard wg € Xg(le") est inva-
riante sous l'action de G,,. On a donc une application G,-équivariante ¢4 : k —
I' (X¢ (k*Y)) qui envoie A sur )\wgi.

On définit alors une application graduée compatible aux cup produits, notée
ba, .r, par évaluation sur k>*V et par restriction le long de ¢4 :

(0.3.3) e, p ¢ Exth, (rprd o Xe, F) 5 H

ot (G, F (K*Y)).

THEOREME 0.3.4 ([ToulO]). Soit F' un foncteur strictement polynomial ho-
mogéne de degré d. Si 2n > d alors le morphisme ¢¢,, p de (0.3.1) est un isomor-
phisme.
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L’algeébre de cohomologie (0.3.1) peut étre décomposée dans la forme suivante :

Hiy (Gm S (kQ"V(”@e)) =P u, (Gn7 5 (k%V(r)eae))
d>0

* d
=@ Hw (G SE7 (7))
d>0
En utilisant les morphismes (0.3.3) et la décomposition ci-dessus, on obtient un
morphisme de k-algebres graduées @, = P, bg gram
> 'Sy

(0.3.4) gExta (17740 Xg, S30) 2225 Hyy, (G, 57 (w2002,

La démonstration du théoreme 0.3.3 est donc divisée en deux étapes :
Etape 1 : Nous calculons 'algebre a la source du morphisme @, .

Etape 2 : Nous montrons que le morphisme ®¢, est un isomorphisme si n >
p"L. Pour cela, on utilise la notion des foncteurs n-corésolus introduite par Touzé
[Toul2] pour résoudre un probléme analogue.

0.3.3. Etape 1. L’objectif de cette étape est de démontrer le lemme suivant,
ol E,. est I'espace vectoriel gradué donné par (E,)" =ksii=0,2,...,2p" —2 et 0
sinon.

LEMME 0.3.5 (Lemme 3.4.4). Il existe un isomorphisme d’algébres

Pexty, (170 Xa, 517 ) = 5* (B, @ Xa(K"))
d>0

Pour la démonstration, on remarque que X est un facteur direct de ®2 car p >
2. Il suffit alors de calculer les groupes d’extensions compatibles avec les produits
et naturels en ®? :

(0.3.5) Ext}, (Fprd o @2, Suff“')) .

D’apres le chapitre 2, ce groupe (0.3.5) est isomorphe & Homyp, (I‘dﬂ? o ®2, Sﬂfgﬁ).
Mais nous ne savons pas démontrer la compatibilité de cet isomorphisme avec les
produits et 'action de G,. Il faut donc établir un isomorphisme similaire qui est
compatible avec les produits et 'action du groupe symétrique &». La construction
du nouvel isomorphisme utilise de fagon essentielle I’ancien isomorphisme.

0.3.4. Etape 2. Pour calculer les algebres de cohomologie (0.3.1), nous avons
besoin de calculer des groupes de cohomologie de la forme H,, (Gn7 F(]kQ"V)) pour
2n < deg F, c’est a dire en dehors des valeurs de n dans le théoreme 0.3.4. Nous
allons cependant montrer que pour ces mauvaises valeurs de n, le morphisme ¢q, 7
reste un isomorphisme pour les foncteurs F' considérés. Nous utilisons pour cela la
notion de foncteur n-corésolu introduite dans [Toul2]. Soient F' € P4 et n un entier
positif. On rappelle que le morphisme 07 = Opyn : " @ F (k") — F est défini
pour tout V € Vy par

I (Hom (K", V) & F (k") = F(V), [z F(f)(@).
De facon duale, on a un morphisme (GFu)rj (F — St @ F (k™).
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DEFINITION 0.3.6 (Définition 3.4.5). Unfoncteur F' € P, est dit n-coengendré
si Ops est un épimorphisme, ou de maniere équivalente, si (191;;1)ﬁ est un monomor-
phisme.

Un foncteur F' € Py est dit n-corésolu s’il existe une corésolution injective Jj
de F telle que les foncteurs injectifs J% sont des foncteurs n-coengendrés.

Les corésolutions de Troesch [Tro05] des foncteurs Sﬂg,(r) sont des p"-corésolutions.

THEOREME 0.3.7 (Théoréme 3.4.10). Soit F € Py un foncteur 2n-corésolu.
Le morphisme ¢¢,, . r est alors un isomorphisme.
Par conséquence, sin > p'l, le morphisme ®¢,, est un isomorphisme.

0.4. Des résultats d’annulation

Dans ce chapitre 4, on utilise la théorie des blocs de la catégorie Py des foncteurs
strictement polynomiaux pour obtenir des résultats d’annulation dans la théorie
des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61] ou dans la théorie des ap-
proximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-McCarthy [JMO04] (Goodwillie
algébrique).

0.4.1. Le probléeme. Soit F' : Vecty — Vecty un foncteur. Pour étudier le
foncteur F', on dispose de plusieurs théories de dérivation de F' :

(1) La théorie des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61]. Pour
chaque paire (¢, n) d’entiers naturels, on a un foncteur Ly F(—,n) : Vecty —
Vecty par la formule

(0.4.1) L,F(V,n) = HINFK(V[-n]), V& Vecty
ol les foncteurs N : s Vecty = Ch>g (Vecty) : K sont donnés par I’équivalence
de Dold-Kan.

(2) La théorie des approximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-
McCarthy [JMO04] (Goodwillie algébrique). Pour chaque paire (g, n) d’en-
tiers naturels, on a un foncteur Hy (D, F') : Vecty — Vecty.

(0.4.2)

P3F < D3F

P2F < D2F

-

F*>P1F%D1F

Les deux théories sont reliées par les isomorphismes suivants :
(0.4.3) H, (D1 F) ~ Ly, F(—,n), n>q.
Le probleme général est le suivant.

PROBLEME 0.4.1. Calculer explicitement les foncteurs dérivés L,F(—,n) et
H,(D,F).
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Le cas central est le cas F' = S?. Le calcul des foncteurs dérivés au sens de
Dold-Puppe L,S%(—,n) est effectué par Cartan [Car55], Dold-Puppe [DP61],
[Bou67b], Touzé [Toul4]. Ils ont obtenu des formules explicites pour L,S(—,n).
Ces calculs sont compliqués. Récemment, dans [BM11], les auteurs ont donné une
démonstration simple pour certains cas particuliers. Pour les approximations de
Taylor H, (DnS d) le résultat est incomplet.

— Dans le cas n = 1, on peut interpréter H,(D;S?) comme des foncteurs dérivés
stables au sens de Dold-Puppe [JM98], et le résultat est donc connu d’apres
Cartan [Car55], Bousfield [Bou67b], ou Betley [Bet01].

— Dans le cas n = d, on peut interpréter H, (Dde) comme ’homologie du
groupe symétrique &, a coefficients dans ®?. Cette homologie est calculée
récemment par Cohen-Hemmer-Nakano [CHN10].

— Dans les cas out 1 < n < d, en utilisant les résultats de [JMO04, JMO08], nous
proposons une suite spectrale pour calculer H, (DnSd).

— Sin > d alors H, (DnSd) = 0 pour des raisons de degré.

Les résultats pour les foncteurs dérivés de S¢ sont compliqués, et il est encore
plus difficile de calculer les foncteurs L,F(—,n) et Hy (D, F) pour un foncteur F'
quelconque. Dans le chapitre 4, on considere le probleme suivant.

PROBLEME 0.4.2. Donner un critére effectif sur le foncteur F et le k-espace
vectoriel V' pour que les espaces vectoriels LyF(V,n) et Hy (DpF) (V) s’annulent.

Si F' est un foncteur strictement polynomial, les foncteurs Ly F/(—, n) et Hy (D F)
le sont aussi (voir [Bou67a] pour les foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe).
Dans la suite, on suppose que F' € Pqy et alors les foncteurs Lo F(—,n), Hy (D, F)
sont également des foncteurs strictement polynomiaux.

0.4.2. La théorie des blocs de P, et le critére d’annulation. Les blocs
de la catégorie des représentations des algebres de Schur sont connus d’apres Don-
kin [Don87]. Comme les catégories P, des foncteurs strictement polynomiaux ho-
mogenes de degré d sont équivalentes a des catégories de modules sur 1'algebre de
Schur [FS97], on a la théorie des blocs dans la catégorie des foncteurs strictement
polynomiaux.

On associe a chaque foncteur strictement polynomial F' un ensemble de parti-
tions BI(F'), 'ensemble des blocs de F'. Le résultat clé de la théorie des blocs dont
on a besoin est le suivant.

LEMME 0.4.3 (Critére d’annulation, Lemme 4.2.30). Soient F' et G deuz objets
de Pq. Si BIU(F) NBI(G) = 0 alors Extp, (F,G) = 0.

L’idée d’utiliser cette théorie pour d’obtenir des résultats d’annulation provient
de Touzé [Toul3c]. Cependant, la méthode que 'on utilisera est différente de celle
de [Toul3c]. On remarque qu’il existe un autre résultat d’annulation, le résultat
de Pirashvili [FS97, théoréme 2.13] qui dit que si A est un foncteur additif et F, G
sont des foncteurs réduits alors

Extp, (A, F®G)=0.
Ce résultat d’annulation est de nature différente du résultat d’annulation du lemme
0.4.3.
La proposition suivante donne des idées par lesquelles on peut déterminer les

blocs B[ (F). Pour une partition A, on note Sy (resp. Ly) le foncteur de Schur (resp.
foncteur simple) correspondant a A.
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PROPOSITION 0.4.4 (Proposition 4.2.20). Soient A, deux partitions, F un
objet de Py et G un sous-objet de F'. On a :

BI(5)) =BI(Ly),

BI(Lx) = BI(Lrtpu) ,

BI(F) = BI(G)UBI(F/G),
BI(F*) = BI(F),

1 0 si F =0,
%[(F( )) - {{(0)} si F #0.

En général, nous ne savons pas comment déterminer Bl (F ® G) a partir des
blocs BI(F) et BI(G). Heureusement, pour la suite, on n’a besoin que de savoir
les blocs des foncteurs du type S¢ ou Bl (F ® GW). En utilisant la régle de Pieri
et le théoreme du produit tensoriel de Steinberg, on a le résultat clé suivant.

THEOREME 0.4.5 (Théoréme 4.2.23, Proposition 4.2.21). Soient F,G deuz
foncteurs strictement polynomiauz.
(1) Si G #0 alors BI(F @ GY) ~ BI(F).
(2) On peut déterminer explicitement Bl (S{‘ﬂ) a partir de d et dim V.

De plus, on démontre que le foncteur de changement de base préserve les blocs.

PROPOSITION 0.4.6 (Proposition 4.2.28). Soient k C K une extension de
corps et F' € Pqy. Si on note xF' l"tmage de F' par le foncteur de changement de
base ]K(_) : Pd,k — Pd,K7 on a %[(F) = %[(KF)

0.4.3. Les foncteurs L(—,n) et D,,. Pour chaque entier naturel n, on note
L(—,n) le foncteur de Py vers Chx (Pi) qui envoie un foncteur F vers N FI(—[n]).
Par définition, on a des isomorphismes des foncteurs strictement polynomiaux
LyF(—,n) ~ HyL(F,n).

Le résultat simple suivant sur les foncteurs L(—,n) et D,, est essentiel pour
pouvoir appliquer le critere d’annulation.

PROPOSITION 0.4.7 (Propositions 4.3.11, 4.3.22, Définition 4.2.32).
Si on note ® l'un des deuz foncteurs L(—,n) et Dy, on a alors :
(1) le compleze @S¢ est un complexe d’injectifs ;

(2) il existe une équivalence d’homotopie ®F — Homp, (Fﬁ,‘I)Sd) naturelle
en F.

Par conséquence, il existe une suite spectrale de foncteurs strictement polynomiaux,
naturelle en F'

(0.4.4) Ey (F) = Ext}, (F*, H_, (©5%)) = H_,_;(®F).

En utilisant cette proposition et le critere d’annulation, on obtient le résultat
suivant.

THEOREME 0.4.8 (Théoréme 4.2.35). Soit FF € Py, V € Vi. On note ® l'un
des deuz foncteurs L(—,n) et D,,. Alors (Hy(®F)) (V) =0 dés qu’on a

(0.4.5) BI(F)N U Bl (H;(25%)y) = 0.

q<j<q-+inj.dim F
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0.4.4. Résultats (quasiment) explicites de L,S%(—,n) et H,(D,S?).
On rappelle les définitions des mots p-admissibles de Cartan [Car55, pages 9-
01 et 10-01]. Dans la suite, seuls les mots p-admissibles de premiére espéce nous
seront utiles. Nous appellerons donc plus simplement mots p-admissibles les mots
p-admissibles de premiere espéece.

DEFINITION 0.4.9. (1) Cas p = 2. Un mot 2-admissible w est une suite
finie de lettres o,vs telle que : w n’est pas vide, la premiere lettre de w
est o et les deux dernieres lettres de w sont o, 0.

(2) Cas p > 2. Un mot p-admissible w est une suite finie de lettres o,7,, ¢}
telle que : w n’est pas vide, la premicre lettre de w est o ou ¢, et la
derniere lettre de w est o, pour chaque lettre v, ou ¢, du mot, le nombre
de lettres o situées a droite est pair.

On note W, 'ensemble des mots p-admissibles. La hauteur h(w) d’un mot w
sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales & o ou a ¢, ; la torsion
ty de w sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales a v, ou a ¢,,. Le
degré d’un mot w se définit par récurrence :

deg® =0, deg(ow) = 1 + deg w,
deg (ypw) = pdegw, deg (¢ppw) = 2+ pdeg w.

NoOTATION 0.4.10. Soit V un espace vectoriel gradué de dimension finie en
chaque degré, on définit les espaces vectoriels gradués U(V) et U(V) respectivement
par les formules :

UWv) =
( ) r (Vpair) ® A <Vvimpair> si p > 27

UH V) = {S(V) sip=2,

{NV) sip=2,

S (Vpair) ® A (Vvimpair) si p > 2.

THEOREME 0.4.11 ([Toul4, Theorem 10.14]). On a un isomorphisme de fonc-
teurs strictement polynomiaux :

@ L,SY(—,n+2)~U @ () [deg w]

q,deN wEW) (n+2)

Ensuite, nous présentons le résultat de H, (DnSd). Dans le cas n = 1, on a
besoin juste du résultat suivant.

PROPOSITION 0.4.12 (Proposition 4.4.9). (1) Sid n’est pas une puis-
sance de p ou si g < 2(p" — 1), on a Hy (Dlsd) =0.
(2) Siq=2(p" —1), on a un isomorphisme H, (D1 SP") ~ I1(").

Dans le cas n = d, en utilisant les travaux [JM04, CHN10], on a le théoréme
suivant. On rappelle que P est ’ensemble de toutes les partitions. On désigne
par P%! T'ensemble des paires (e; ) telles que A € P et e = (61,...,€[(>\)> S
{0,1}™ ) = 0. Le degré d’une partition A ou d’une paire (¢; \) est respectivement
par définition :

170) L(N)
deg()\) := Z 2NN, deg(e; \) = Zpém*i (—ei+XN(p—1)).

i=1 i=1
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De plus, on définit la longueur de (e; A) € P%! par £(e; A) = £()\). On désigne par
P l'ensemble P si p = 2 et 'ensemble P%! si p > 2.

THEOREME 0.4.13 ([CHN10, Theorem 8.1.4]). Il existe un isomorphisme bi-
gradué dans la catégorie Jg , ot la partie H,(S4,®%) est de degré (d, q) et @) [deg()]
est de degré (p"®), deg(a))

P H, (64,07 ~U* | @ 1V [deg(a)]

q,deN acP

Dans le cas 1 < n < d, on propose une suite spectrale calculant I’homologie du
complexe D S?.

NoTATION 0.4.14. On note J(d,n) U'ensemble des suites p = (u;)nen d’entiers
naturels telles que d = Y7 pip" et =37 ;.

PROPOSITION 0.4.15 (Proposition 4.4.21). Il existe une suite spectrale E,%’g (DnSd) =
Hiyyp (DnSd) ot la deuxiéme page est donnée par :

B2, (D.S) = @D Hy (6“,}1@ (é (Dlspi)%)),

ped(d,n) i=0
ot &, est le produit Hfio S, un sous-groupe de S,.

0.4.5. Résultats principaux. Dans cette étape, nous utilisons les descrip-
tions de Lqu(—, n) et H, (DnSd) de I’étape précédente et les résultats de 1’étape
1 pour déterminer Bl ((H* (@Sd))v) pour les deux théories qui nous intéressent :
les foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe et les étages de la tour de Taylor. En
combinant ces calculs avec le théoreme 0.4.8, on obtient les résultats suivants.

NOTATION 0.4.16. Soient d,n deux entiers naturels.

(1) Pourk=0,1,..., L%J, on désigne par ji le nombre 2d+n (kp + o, (d — kp)).
On obtient une suite croissante
0<jo<n <”'<jL%J'
(2) On note mg,, le plus grand entier naturel pg tel qu'il existe des entiers
naturels ju1, o, . .. satisfaisant d = Y o0 wip’ et n =37 p;
THEOREME 0.4.17 (Théoréme 4.5.18). Soient F' un objet de Py et V un objet
de Vx. On a LyF(V,n) =0 si l'une des conditions suivantes est satisfaite :
(1) ¢+ inj.dim F' < jo,
(2) jk < g+ inj.dim F < jry1 et il n'existe pas d’élément A € BI(F) tel que
N[ < do + kp, et (N) SldimV sz p =2 oun est pair
A <dimV sinon.
(3) ¢ + inj.dimF' > j 4| et il n'existe pas d’élément X € BI(F) tel que
P
L(N) <dimV  sip=2 oun est pair
A <dimV sinon.

THEOREME 0.4.18 (Théoréme 4.5.20). Soient F € Py et V un objet de V.

On a trois cas.
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Le casn = 1. On a Hy (D1 F) = 0 si l'une des conditions suivantes est

satisfaite :

(a) ¢+ inj.dim F < 2d — 2,

(b) d n’est pas une puissance de p,

(c) (0) & BL(F).

Le casn = d. On a Hy(DgF) (V) = 0 s’il n'existe pas d’élément \ €

BI(F) tel que L(A) < dim V.

Le cas 1 <n <d. On a Hy(D,F) (V) = 0 si l'une des conditions sui-

vantes est satisfaite

(a) ¢+inj.dim F < 2(d —n)

(b) il n’existe pas d’élément A € BU(F) tel que |A| < mgqy et £(N) <
dim V.
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1.1. Introduction

Ce chapitre donne nos notations et rappelle des résultats bien connus sur les
objets généraux, en particulier sur les foncteurs strictement polynomiaux, que nous
utiliserons le plus couramment.

1.2. Rappels généraux sur les catégories

Notre référence principale sera MacLane [ML98] pour ce qui concerne les
catégories quelconques ; pour les catégories abéliennes, nous suivons Weibel [Wei94,
Appendix A]. Pour I’algebre homologique, nous renvoyons plutot & Weibel [Wei94]
et MacLane [ML95].

27
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1.2.1. Notations et exemples. Soit A une catégorie. Si A et B sont des
objets de A, on notera Hom 4 (A, B) I'ensemble des morphismes de source A et de
but B. L’indice A sera omis lorsqu’aucune confusion n’est possible. Si A est un objet
de A, on notera End 4 (A) le monoide Hom 4 (A, A) des endomorphismes de A. Le
groupe des automorphismes de A sera désigné par Aut4(A). La fleche identique
d’un objet A de A vers lui-méme sera notée Id 4, ou Id s’il n’y a pas d’ambiguité.
Si f et g sont des morphismes de A tels que la source de f est égale au but de g,
on notera f og ou fg leur composée.

1.2.1. On notera A°P la catégorie opposée d’une catégorie A. La catégorie A°P
est la catégorie qui a les mémes objets que A et dont les morphismes sont donnés
par la formule Hom 400 (A, B) = Hom 4 (B, A) .

On notera A x B le produit de deux catégories A et B dont les objets sont des
couples (A, B) ou A € A, B € B, et dont les morphismes sont donnés par la formule

HOmAXB ((Al, Bl), (AQ, BQ)) = HOHl_A (Al, Ag) X HomB (Bl, Bg) .
Plus généralement, si I est un ensemble et (A;);cr une famille de catégories indexée
par I, [[;c; A:i désignera le produit des catégories A;.
EXEMPLE 1.2.2. On introduit quelques exemples classiques.
(1) On désignera par Ens la catégorie des ensembles.
(2) Si A est un anneau, on désignera par A-Mod la catégorie des A-modules
a gauche et par Mod- A la catégorie des A-modules a droite.

(3) Si A est une k-algébre on note A-mod (resp. mod- A) la sous-catégorie
pleine de A-Mod (resp. Mod- A) dont les objets sont des modules de
dimension finie sur k.

(4) La catégorie des k-espaces vectoriels sera plutot notée Vecty. La sous-
catégorie pleine des espaces vectoriels de dimension finie sera notée V.

1.2.2. Catégories k-linéaires.

DEFINITION 1.2.3. Une catégorie k-linéaire est une catégorie dont les ensembles
de morphismes sont des k-espaces vectoriels et ou la composition est k-bilinéaire.
De plus, si A et B sont des catégories k-linéaires, un foncteur k-linéaire de A
dans B est un foncteur F' : A — B tel que les morphismes structurels Fa, a, :
Homy (A1, A2) — Hompg (F'(A41), F(As2)) sont k-linéaires.

EXEMPLE 1.2.4. (1) La catégorie opposée d'une catégorie k-linéaire est
également une catégorie k-linéaire. Le produit direct d’un ensemble de
catégories k-linéaires est également une catégorie k-linéaire.

(2) Les catégories Vecty, Vi sont k-linéaires.

(3) Si A est une k-algebre, les catégories A-Mod, Mod- A, A-mod et mod- A
sont k-linéaires.

(4) Le foncteur d’inclusion Vi < Vecty est k-linéaire.

(5) Si A est une catégorie k-linéaire et A est un objet de A, les foncteurs
Homy4 (A, —) : A — Vecty et Hom 4 (—, A) : A°P — Vecty sont k-linéaires.

LEMME 1.2.5 (La version k-linéaire du lemme de Yoneda). Soit A une catégorie
k-linéaire. Pour tout objet A de A, toute transformation naturelle o« de Hom 4 (A, —)
sur un foncteur k-linéaire F : A — Vecty est uniquement déterminée par l’élément
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as(Ida) de F(A). En particulier, pour tout couple (A, B) d’objets de A, on a un
isomorphisme :

Nat(HomA (A,—),Homy (B, —)) =, Hom (B, A)
a— aa(Ida).

NoTATION 1.2.6. (1) Soient Ay, ..., A, des catégories k-linéaires. On note
X, A; la catégorie avec les mémes objets que le produit []7_, A; dont
les morphismes sont donnés par

HOHI@;%:1 A; ((Al), (B,)) = ®HomAi (AZ, Bz) .
=1

Pour chaque o € &,,, on a un isomorphisme de catégories ®?:1 A ~
®?:1 A, (i) par permutation des facteurs.

(2) Soit {A;}ien une suite de catégories k-linéaires abéliennes. Soit n € NU
{oo}. On note ", A; la sous-catégorie pleine de la catégorie T[], A;
dont les objets sont des uplets (Ao, A1,...) tels que A; = 0 pour i assez
grand.

1.2.3. Adjonctions. Dans ce paragraphe, nous rappelons des propriétés
élémentaires des adjonctions. Nos références principales seront [ML98, Chapter
IV] et [Pir03].

On considérera deux catégories A et B et deux foncteurs F : A — B et G :
B — A tels que F est adjoint & gauche & G (on dira, indifféremment, que G est
adjoint & droite & F ou que (F,G) est une paire d’adjoint), de sorte que 1’on a une
bijection naturelle en les objets A de A et B de 5 :

(1.2.1) va.p : Homg (F(A), B) ~ Hom (A, G(B)).

NoOTATION 1.2.7. On notera n la transformation naturelle Id4 — G o F' telle
que, pour tout objet A € A, vy pay(Idpay) = na (unité de I'adjonction) et
€ la transformation naturelle F' o G — Idg telle que, pour tout objet B de B,
va(),B(€B) = Idg(p) (coiinité de I'adjonction).

EXEMPLE 1.2.8. (1) Pour chaque V € V, le foncteur V. ®@ — : Vi — Wi
est adjoint & gauche au foncteur Hom (V, —) = VV ® — : Vx — V.

(2) Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. On note By le (B, A)-bimodule
qui coincide avec B en tant que B-module & gauche et dont la multipli-
cation & droite par un scalaire a € A étant donnée par b - a := bp(a).
Le foncteur By ®4 — : A-Mod — B-Mod est donc adjoint & gauche au
foncteur Homp (Bg, —) : B-Mod — A-Mod.

PROPOSITION 1.2.9. Soient A, B deux catégories abéliennes. Soit F': A = B :
G une paire d’adjoints.
(1) Le foncteur F est exact a droite et G est exact a gauche.
(2) Si F est exact, G préserve les objets injectifs. Si G est exact, F préserve
les objets projectifs.

DEMONSTRATION. L’assertion (1) est une conséquence de I'isomorphisme d’ad-
jonction (1.2.1) et exactitude & gauche du foncteur Hom. Par définition, si A € A
est projectif alors le foncteur Hom 4 (A, —) est exact, si B € B est injectif alors le



30 1. CATEGORIES DES FONCTEURS STRICTEMENT POLYNOMIAUX

foncteur Homp (—, B) est exact. En combinant avec l'isomorphisme d’adjonction
(1.2.1), on en déduit lassertion (2). O

PROPOSITION 1.2.10 ([Pir03, Lemma 1.4]). Supposons que A et B sont abéliennes
et possédent soit toutes deuz suffisamment d’objets injectifs, soit toutes deux assez
d’objets projectifs. Soit F : A = B : G une paire d’adjoints. Si F' et G sont exacts,
alors ’isomorphisme d’adjonction Hompg (F(A), B) ~ Homy (A, G(B)) s’étend en
un isomorphisme naturel gradué

Ext}y (F(A), B) ~ Ext’ (A, G(B)).

DEMONSTRATION. On considere le cas ot les deux catégories A et B possedent
suffisamment d’objets injectifs. Soit J une corésolution injective de B dans B.
Comme le foncteur G est exact, le complexe G(J) est une corésolution de G(B)
dans A. D’autre part, par la proposition 1.2.9, le foncteur G préserve les objets
injectifs. Par conséquence, G(J) est un complexe d’injectifs. Ce complexe est donc
une corésolution injective de G(B) dans A. L’isomorphisme d’adjonction induit un
isomorphisme de complexes :

Homp (F(A),J) ~ Homy (A,G(J)) .
En prenant ’homologie, on obtient le résultat. O

1.2.4. Catégories k-linéaires monoidales. Dans cette sous-section, notre
référence principale sera MacLane [ML98, Chapter VII].

DEFINITION 1.2.11 (Catégories monoidales symétriques). Soit A une catégorie.
Une structure monoidale symétrique sur A est la donnée :
(1) d’un foncteur O : A x A — A appelé en général produit monoidal;
(2) d’isomorphismes naturelles a4 p ¢ : (AOB)OC = AQ(BOC) ;
(3) d’un objet I, appelé unité et d’un morphisme naturel p4 : Al — A;
(4) d’isomorphismes naturels 74 p : ADB = BOA
astreints & vérifier des conditions de cohérence pour lesquelles nous renvoyons a

[ML98, Chapter VII].

DEFINITION 1.2.12 (Foncteurs monoidaux relachés). Soient (A, 0, I) et (A', 00, 1)
deux catégories monoidales symétriques. Un foncteur monoidal reliché® de A vers
A’ est la donnée :

(1) d’un foncteur F : A — A,
(2) d’une transformation naturelle ¢4 p : F(A)OF(B) — F(AOB),
(3) d’un morphisme ¢ : I — F(I)

vérifiant des conditions de cohérence pour lesquelles nous renvoyons & [ML98,
Chapter VII]. Si de plus les morphismes F(A)OF(B) — F(AOB) et I — F(I)
sont des isomorphismes, le foncteur F' est appelé foncteur monoidal strict.

Soient F,G : A — B des foncteurs monoidaux relachés. Une transformation
monoidale de F' vers G est une transformation F' — G telle que les diagrammes

1. En anglais : lax monoidal foncteur
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suivants soient commutatifs :

F(A)OF(B) — F(AOB) I < F(I)
G(A)OG(B) — G(AOB), G(I).

DEFINITION 1.2.13 (Catégories k-linéaires monoidales symétriques). Soit A une
catégorie k-linéaire. Une structure monoidale k-linéaire symétrique sur A est une
structure monoidale symétrique sur A telle que le produit monoidal est k-bilinéaire.

EXEMPLE 1.2.14. (1) Les catégories (Vecty, ®,k) et (Vi,®,k) sont des
catégories k-linéaires monoidales symétriques.
(2) La catégorie opposée d'une catégorie k-linéaire monoidale symétrique est
encore k-linéaire monoidale symétrique.
1.2.5. Algebres, cogébres, algébres de Hopf. Soit (A, 0, I, 7) une catégorie
k-linéaire monoidale symétrique.
DEFINITION 1.2.15. (1) Une algebre dans A est un objet A muni :
(a) d’un morphisme p4 : ALDA — A appelé multiplication que 'on sup-
pose associatif;
(b) d’un morphisme n4 : I — A appelé unité tel que ps o (Ida Ona) =
Ida =na o (nallda).
On dit que A est commutative si 14 = pia 074 4.
(2) Une cogebre dans A est une algebre dans A°P, c’est-a-dire, un objet C de
A muni :
(a) d’un morphisme ¢ : C — COC appelé comultiplication que 'on
suppose coassociatif’;
(b) d’un morphisme ec : C' — I appelé cotinité tel que (Idc Oec) 0 d¢ =
Ide = (e¢O1d¢) 0 dc.
On dit que C est cocommutative si éc = 70, 0 d¢.
EXEMPLE 1.2.16. Soient Ay, As deux algebres dans A. L’objet A1JA5 est aussi

une algebre dans A dont la multiplication et 'unité sont données respectivement
par les morphismes composés suivants :

IdOr01d payOpa,
—_

(A1DA2)|:|(A1DA2) —_— A1|:|A1|:|A2DA2 A1|:|A2,

~ O
15 o7 M2 4,04,

Dualement, si C; et C sont des cogebres dans A, 'objet C10C est canoniquement
une cogebre.

EXEMPLE 1.2.17. Une k-algebre (resp. k-cogebre) est une algebre (resp. cogebre)
dans la catégorie k-linéaire monoidale Vecty.

DEFINITION 1.2.18. Soit A une algebre dans A. Un A-module & gauche est un
objet M de A muni d’une fleche ¢, : ALDM — M, appelée multiplication, tel que
én o (naOldyr) = éar o (IdaOoar) et dar o (naOldas) = Idpy.

On définit dualement les notions de comodule a droite sur une cogebre C'.
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1.2.19. (1) On a une notion claire de morphismes de modules & gauche.
On notera A-Mod la catégorie des modules a gauche sur une algebre A.

(2) Dualement, on dispose de la catégorie Comod- C' des comodules & droite
sur une cogebre.

(3) On a des notions analogues de modules & droite et comodules & gauche, on
note Mod- A et C'-Comod les catégories analogues ainsi obtenues. Lorsque
Palgebre (resp. cogebre) de base est commutative (resp. cocommutative),
il n’y a pas lieu de distinguer les modules (resp. comodules) & droite et &
gauche.

DEFINITION 1.2.20. Une algebre de Hopf dans A est un objet H de A muni :
(1) d’une multiplication p : HOH — H,
(2) d’une unité n: I — H,
(3) d’une comultiplication 6 : H — HOH,
(4) d’une coiinité € : H — I et
(5) d’un morphisme S : H — H (appelé Pantipode)
tels que (H,u,n) soit une algebre, (H,J,€) soit une cogebre, qui vérifie I'une des
deux propriétés équivalentes suivantes :
(1) ¢ et € sont des morphismes d’algebres,
(2) et n sont des morphismes de cogebres,
et des égalités :
pwo (SOIdg)od=noe=po(Idyg OS)o0d.
1.2.6. La catégorie F. On rappelle que Vecty est la catégorie des k-espaces

vectoriels et Vi est la sous-catégorie pleine de Vecty dont les objets sont des espaces
vectoriels de dimension finie.

DEFINITION 1.2.21. La catégorie F = Fy est la catégorie des foncteurs de Vy
dans Vecty. Plus précisément, les objets de F sont les foncteurs de Vi dans Vecty
et les morphismes de F sont les transformations naturelles entre foncteurs, et la loi
de composition est donnée par la composition des transformations naturelles.

On dit qu'un objet F' de F est réduit (ou sans terme constant) si F/(0) = 0.

Comme Vecty est une catégorie k-linéaire abélienne, la catégorie F est également
une catégorie k-linéaire abélienne : la somme directe, le produit direct, les noyaux et
conoyaux sont définis dans la catégorie but, par exemple (F&G)(V) = F(V)eG(V).

EXEMPLE 1.2.22. (1) Le foncteur constant est le foncteur qui & V € Vg
associe un k-espace vectoriel fixé.

(2) On note I le foncteur inclusion de Vi dans Vecty, c’est-a-dire le foncteur
qui a V € V associe lui-méme.

(3) Le produit tensoriel F'® G de deux foncteurs F, G € F est défini dans la
catégorie but, c¢’est-a-dire que (F®@G)(V) = F(V)®@G(V). En particulier,
le foncteur 9% est appelé d-iéme puissance tensorielle, et noté @%. On a
un isomorphisme @% ® @% ~ gditdz,

(4) Pour deux objets F, G € F, ou GG prend des valeurs de dimension finie, on
note F' o G le foncteur qui & V' € Vy associe l'espace vectoriel FI(G(V)).
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La catégorie F munie du produit monoidal ® est une catégorie k-linéaire
monoidale symétrique.

DEFINITION 1.2.23. Pour chaque entier naturel n, on note F(n) la catégorie
des foncteurs de VX" vers la catégorie Vecty.

Par définition, on a F(1) = F.

1.2.7. Algebres symétriques, extérieures et a puissances divisées. Dans
ce paragraphe, on rappelle brievement la construction et les propriétés des algebres
symétriques, extérieures et a puissances divisées.

Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie. L’ algébre tensorielle sur V est
le k-espace vectoriel gradué T'(V) := @ -, V®? muni de la multiplication

TV)T(V)—=T(V)
(MR Qup) @R Quy) =1 ® - QU QU] ® - Ry

et avec unité 1 € k = V0. Pour chaque V € Vj on a une k-algebre graduée T'(V),
naturelle en V.

DEFINITION 1.2.24. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie.

(1) L’algebre symétrique S*(V) est lalgebre graduée obtenue comme quo-
tient de ’algebre tensorielle 7'(V') par 'idéal homogene engendré par les
éléments de la forme v; ® vo — vo @ v1 € V2 avec vy, v9 € V.

On note vy ---vg I'image de Iélément v; @ --- ® vg € V& par la
projection T'(V) — S*(V). On désigne par S%(V) la partie homogene de
degré d de lalgebre S*(V).

(2) L’algébre extérieure A* (V') est Valgebre graduée définie comme quotient de
I’algebre tensorielle sur V' par 1'idéal homogene engendré par les éléments
v®v e VO avecv € V.

On note v1 A - -+ Avg 'image de I’'élément v1 ® --- @ vg € V®d par la
projection T(V) — A*(V). On désigne par A%(V) la partie homogene de
degré d de lalgebre A*(V).

PROPOSITION 1.2.25. Soient V,W € Vg et d € N. Si la lettre X désigne l'un
des deux symboles S ou A, on a un isomorphisme naturel en V., W :
d
FEPXV)e X W)~ XYV e w),
i=0
ot Uapplication f est induite par les applications composées suivantes (ot la premiére
application est induite par les inclusions canoniques V—V &W et W =V & W,
et la deuziéme est la multiplication)

XM @ X (W) s X (VeaW) e X (Veaw) S X4(vaew).

Par conséquence, les espaces vectoriels gradués S*(V) et A*(V') sont des cogébres
graduées.

1.2.26. Soit V un objet de V.

(1) On note Rgs le sous-k-espace vectoriel de V®2 engendré par v1 @vs — v @1
pour vy, ve € V. D’aprés la définition 1.2.24, S%(V) est isomorphe & k si
d=0aVsid=1etauquotient VE*/> ., . VFQRs@V sid > 2.
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On a donc des isomorphismes S¢(V') ~ (V®d)6d naturels en V' de V, ol
le groupe symétrique G4 agit naturellement sur V®? par permutation des
facteurs du produit tensoriel : o - (v1 @ -+ @ vg) = Vo-1(1) @ - @ Vy-1(q)-
(2) On note R, le sous-k-espace vectoriel de V2 engendré par v ® v pour
v € V. D’apres la définition 1.2.24, A4(V) est isomorphe a k si d = 0, &
V sid =1 et au quotient V®/ Zi+2+j:d VO @ Ry @ V® sid> 2.
Dans le cas ou 2 # 0 dans k, c’est-a-dire que la caractéristique p de k
est impaire, I'espace vectoriel Rp est engendré par les v1 @ vg +v9 ®vy pour
v1,v2 € V. Donc A4(V) est isomorphe au quotient de V®? par I'action
alternée du groupe symétrique &4, naturel en V' € Vy :

AYV) = (VO @ k™)

DEFINITION 1.2.27. L’algébre a puissance divisée T* (V') sur un k-espace vecto-
riel de dimension finie V est I’algebre graduée définie par le dual gradué de S*(VV).
On note I'*(V) la partie homogene de degré d de I'algebre I'* (V).

PrROPOSITION 1.2.28. Soient V,W € Vi et d € N. On a un isomorphisme
naturel en V,W :

d
FPT(V) @I (W) =TIV & W),

=0

ot Uapplication [ est induite par les applications composées suivantes (ot la premiére
application est induite par les inclusions canoniques V=V &W et W — Ve W,
et la deuziéme est la multiplication)

V)T (W) - T'VeWw)o T '(Vew) LTV e w).
Par conséquence, l'espace vectoriel gradué I'*(V') est une cogébre graduée.

1.2.29. (1) 1l existe des isomorphismes I'*(V) ~ (V®d)6d naturels en
V € Vg, ou le groupe symétrique &4 agit naturellement sur V¢ par
permutation des facteurs du produit tensoriel.

(2) Pour d € Net v € V, on note v4(v) 'élément v®¢ de V4. Comme 4(v)
est invariant sous I'action de &4, v4(v) € (V). On a des relations entre
les v4(v) [Bou81, Proposition 3, Chapitre IV page 43] :

(a) 0(v) =1 et n(v) =wv;
(b) la puissance d-ietme de v calculée dans I'* (V') est égale a dlyy(v) ;
(¢c) sivy,va €V, o0n a

ya(vr +va) = Y Yay (01)7a, (v2);
di+da=d

(d) va(Av) = Advy,4(v) pour A € k;
(e) si dy,ds sont des entiers naturels, on a

B (d1 + d2)!
Yy (V)7dy (V) = lewz (v).
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(3) D’apres [Bou81, Proposition 4(i), Chapitre IV page 44], on a le résultat :
Si {v1,...,v,} est une base de V alors ya(v) == [T\, va, (vi) pour

d € N" est une base du k-espace vectoriel I'*(V'). En particulier, l’algébre
I'*(V) est engendrée par la famille des éléments vqa(v) pour d € N et v €
V' ; les éléments vq(v) pour d = (dy,...,dn) € N" tel quedy +---+d, =d
est une base du k-espace vectoriel T¢(V).

DEFINITION 1.2.30. La d-iéme puissance symétrique S? (resp. d-ieme puissance
extérieure A?, d-itme puissance divisée I'?) est le foncteur qui & V € Vy associe le
k-espace vectoriel S4(V) (resp. A%(V),T4(V)).

1.2.31. (1) Tl existe des isomorphismes naturels en V € V :
T (VY)~Siv)Y, AY(VY)~ANV)Y, SHVY) ~T4V)Y.
(2) Sip =2, le foncteur A? est 'image de la norme
5%~ (@%)s, — (98 =~ T4,
Vg Z Vo(1) @+ @ Vg (a)-

ceSy

1.3. Catégories des foncteurs strictement polynomiaux

Nous introduisons dans cette section les catégories P4 des foncteurs strictement
polynomiaux d’une ou plusieurs variables. Nos références principales seront [FS97,
SFB97, FFSS99, ToulO]

1.3.1. Catégories I'(d1dn)),

NOTATION 1.3.1. (1) Soient d = (di,...,dy,) et e = (e1,...,e,) deux
n-uplets d’entiers naturels. On note d + e (resp. d - e¢) le n-uplet (d; +
€1y dn +ey) (resp. (dieg, ... dpey)).

(2) Soient d = (dy,...,d,) un n-uplet d’entiers naturels et e = (e1,...,€m)
un m-uplet d’entiers naturels. On désigne par (d,e) le (n + m)-uplet
(d,....dn,€1,...,€m).

(3) Le poids d’'un n-uplet d’entiers naturels d = (di, ..., d,) est |d| = Y7, d;.

(4) Pour un n-uplet d’entiers naturels d = (dy, ..., d,). On note &4 le groupe

produit [ ; &4,. On a un monomorphisme canonique de groupes &4 —
Sal-

Soit d un entier naturel. Pour chaque paire (V, W) d’objets de Vg, on définit un
morphisme I''(V) @ T4W) — I'Y(V ® W) naturel en V, W comme le morphisme
composé

(V) g (We4) T~ (V8 g ed) S5 (v @ W)@d) T

DEFINITION 1.3.2. Soient d un entier naturel et d = (dy,...,d,) un n-uplet
d’entiers naturels. Soient A, B deux catégories k-linéaires et F' : A — B un fonc-
teur k-linéaire. On note I'*A la catégorie ayant les mémes objets que A, dont les
morphismes sont donnés par Hompa 4 (A, B) = I'" Homy (A, B) et dont la loi de
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composition est donnée par le composé suivant, ou le deuxieme morphisme est
induit par la composition dans A :

I Hom 4 (B, C) ® I Hom (A, B) — Fd(HomA (B, ) ® Hom 4 (A, B))
— T Homy (4,0).
On définit le foncteur k-linéaire T9F : I'*A — T'“B comme un foncteur qui envoie
A € T?A sur F(A) et les morphismes structurels (IF) 4 p sont définis comme
I'¥ (F4,5). On désigne par I'2A le produit tensoriel @, I'" A. On remarque que
A=A

1.3.3. Soient d,n deux entiers naturels. Soit A une catégorie k-linéaire. D’apres
la proposition 1.2.28, on a une décomposition de catégories k-linéaires, ou la somme
directe est indexée par les n-uplets d’entiers naturels d tels que |d| = d :

I (A" ~ @Hrea.
d

1.3.4. Pour chaque entier naturel d, par ’assertion (1) du paragraphe 1.2.29 on
a un isomorphisme I' Hom (V, W) ~ Homgg, (V®, W®%) naturel en V,W € V.
Cet isomorphisme induit un plongement plein de catégories T4V, — k& 4-mod,
V= Ve olt k&y-mod est la catégorie des k& 4-modules de dimension finie.

1.3.5. Soient d, e deux entiers naturels. On définit un morphisme Ay : [dte
I'* @ T'° comme le morphisme composé suivant, ol le premier morphisme est induit
par linclusion G4 X G, — Gy :

(®d+e)6d+e o (®d+e)6dX6c ~ (®d)6d ® (®8)6c.

Le morphisme Ay, induit naturellement un foncteur k-linéaire Ay, : ritey, —
'V, @ TV, Ce foncteur envoie V sur la paire (V, V) et les morphismes structurels
(Ad,e)y yy sont donnés par

T Hom (V, W) 2% T Hom (V, W) @ T'° Hom (V, W).

De plus, pour deux n-uplets d’entiers naturels d = (dy,...,d,) et e = (e1,...,e,),
on a un foncteur Ay, : T4V, — T4V, @ I'9)y, défini comme le foncteur composé
n n A n
rdtey, — Q) Uity D0, @Qrdiy, @ DY, ~ T4, © T2,
i=1 i=1
1.3.6. Soient d,e deux entiers naturels. On définit un morphisme cg : [de —
I'" o T'¢ comme la composée

Sy ~ Sa o S
(®de)6d€ o (®de)(Ad6€)de EN ((®de)AdGe) d ER (((®e)6€)®d) d’

ou le groupe A&, est I'image de I'application composée S, La, (GQ)Xd — Gye,
ou Ay est le foncteur diagonal. Le morphisme ¢4 . induit naturellement un foncteur
k-linéaire cq . : T9Vy — T4 (V). Ce foncteur envoie V vers V et les morphismes
structurels (ca,e )y, sont donnés par

I'% Hom (V, W) <% T (I Hom (V, W))..
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1.3.2. Catégories Py, ... 4,)-

DEFINITION 1.3.7. Soient d un entier naturel, d = (di,...,d,) un n-uplet
d’entiers naturels. La catégorie Py = Pg;x est la catégorie des foncteurs k-linéaires
de T2V, dans V. Les morphismes sont les transformations naturelles. On définit
les catégories Py(n) = Pax(n) et Px(n) par les formules :

Pa(n) = P Pa,  Piln) = P Paln).
d=0

|d|=d

Un objet de Py (resp. Pq(n)) est appelé foncteur strictement polynomial homogene
de degré d (resp. foncteur strictement polynomial de degré total d). De plus, un
objet de Py(n) est appelé foncteur strictement polynomial de n-variables.

Sin =1, les catégories P4(1), Px(1) seront plus simplement notées respective-
ment Py, Pg.

Comme Vj est une catégorie k-linéaire abélienne, la catégorie P4 est également
une catégorie k-linéaire abélienne : la somme directe, le produit direct, les noyaux et
conoyaux sont définis dans la catégorie but, par exemple (F&G)(V) = F(V)eG(V).

EXEMPLE 1.3.8. Soit d un entier naturel. On rappelle que, par définition, le
foncteur 1 : TV, — k&4-mod, V +— VO est un plongement plein. Chaque fonc-
teur k-linéaire 9 : k&4-mod — Vg induit donc un foncteur strictement polyno-
mial 1 oty € Py. De plus, si on a une transformation naturelle 7 : i1 —
entre deux foncteurs k-linéaires 1,9y : k&,4-mod — Vi, on obtient un morphisme
11 0 1qg — o 0 1q dans la catégorie Py. Nous donnons maintenant une liste de cas
particuliers.

(1) Si % est le foncteur d’oubli k&,;-mod — Vi, le foncteur v o ¢4 est noté @
et appelé foncteur d-ieme puissance tensorielle.

(2) Si % est le foncteur des points fixes (—)®4, le foncteur (—)®4 o 14 est noté
I'? et appelé foncteur d-ieme puissance divisée. Plus généralement, si v
est le foncteur cohomologique H" (&4, —) : kS -mod — Vg, le foncteur
H" (84, —) 0 tq est noté H"(Sq, 7).

(3) Soit d un n-uplet d’entiers naturels tel que |d| = d. Si v est le fonc-
teur (—)%2 : k&y-mod — Vy, le foncteur (—)%< o 14 est noté T'e. Plus
généralement, si ¢ est le foncteur H"(S4, —) : k&4-mod — Vi, le fonc-
teur H™(&4, —) 0 14 est noté H" (&4, ®4).

De plus, les transformations naturelles canoniques (—)®¢ — (—)®4
et (—)®¢ — (—)%7 induisent des morphismes de foncteurs strictement
polynomiaux Ay : 'Y — I'? et my : T4 — T4

(4) Si ¢ est le foncteur (—)g,, le foncteur (—)g, o tq est noté S¢ et appelé
foncteur d-ieme puissance symétrique. Plus généralement, si v est le fonc-
teur homologique H, (&4, —) : k&4-mod — Vg, le foncteur H,(Sy4,—)otq
est noté H,, (&4, @%).

(5) Soit d un n-uplet d’entiers naturels tel que |d| = d. Si ¢ est le fonc-
teur (—)g, : k&4-mod — Vi, le foncteur (—)g, o tq est noté SL. Plus
généralement, si ¢ est le foncteur H,(6q4,—) : kS4-mod — Vg, le fonc-
teur H, (G4, —) 014 est noté H, (G4, @%).



38

(6)

(8)

1. CATEGORIES DES FONCTEURS STRICTEMENT POLYNOMIAUX

De plus, les transformations naturelles canoniques (—)s, — (—)s,
et (—)s, = (—)e, induisent des morphismes de foncteurs strictement
polynomiaux Ay : S¢ — S et my : S — S9.

cang
On suppose que p est impair. Si v est le foncteur composé kS 4z -mod L

e N . . .
kS, -mod ——24 Y, ot k8" est la représentation signature de &4, le fonc-
teur 7 0 14 est noté par A% et appelé foncteur d-ieme puissance extérieure.

Dans le cas ou p = 2, on définit le foncteur d-ieme puissance extérieure

A(l ..... 1) ®d m1,

A? comme I"image du morphisme composé S¢

On suppose que p est impair. Soit d un n-uplet d’entiers naturels tel que

sgn o (s
|d| = d. Si v est le foncteur composé kS, -mod oo, k&4 -mod %4,

Vi , le foncteur 9 o 14 est noté AZ.

De plus, les transformations naturelles canoniques (—)s, — (—)s,
et (—)s, — (—)s, induisent des morphismes de foncteurs strictement
polynon;iaux Ag: A% — Al et mg: AL — A9,

NOTATION 1.3.9. (1) Le foncteur strictement polynomial X" € Py . 1)

(2)

est le foncteur qui a (V4, ..., V,) € V2™ associe le produit tensoriel @), V;.
On note I le foncteur X! € P;.

Soient d, e deux uplets d’entiers naturels et F' € Py,G € P.. On définit
un foncteur strictement polynomial F'X G € P(q,,) comme le foncteur
composé

2
rdoy, = rdy o rev, 22% v o v Z ).

En particulier, on a K" K X™ ~ X"*™ Si X désigne I'un des symboles
I',A et S, on désigne par X®¢ le foncteur Xn, X4 € Py.

Soient d, e deux n-uplets d’entiers naturels et F' € Py, G € P.. On définit
un foncteur strictement polynomial F' ® G € Pgi. comme le foncteur
composé
Ad.e
rdtey, 242 pdy, @ pey, F8G,

En particulier, on a ®? ® ®°¢ ~ ®%+¢. De plus, si X désigne l'un des
symboles I'; A ou S, on a des isomorphismes de foncteurs strictement po-
lynomiaux X<~ @7 | X%,

Soient F' € Py et G € P.. On définit le foncteur strictement polynomial
F oG € Py, comme le foncteur composé
d
réey, 25 rd (rey,) 5 iy, Lo,

Plus généralement, soient d, e deux n-uplets d’entiers naturels F' € Py et
G; € P, pour i =1,...,n. On définit un foncteur strictement polynomial
Fo(Gy,...,Gy) € Pg.. comme le foncteur composé

de - dies ®i—1Cd;e; = d. e, ®r 4G, - d. F
rdey, ~ (QrHey, —= (YT (T9V,) —=—5 QT Ve = Vi
i=1

i=1 i=1
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(5) Soient d un n-uplet d’entiers naturels, F' € Pget V. = (V4,...,V,) un n-
uplet d’objets de V. Pour chaque i, le foncteur k-linéaire V; ® — : Vi — Vi
peut étre vu comme un foncteur strictement polynomial V; ® — € P;. Le
foncteur obtenu par la composition Fo (Vi ®—,...,V, ®—) est noté Fy et
appelé foncteur & parametre de F par V. On désigne par F¥ le foncteur
FyvouVY = (VY,...,V,Y) est la dualité k-linéaire de V. Par définition,

’ n

la paramétrisation par V définit un foncteur exact Py — Py.

Puisque le produit monoidal ® de Vi est exact en chaque variable, on a le
résultat suivant.

PROPOSITION 1.3.10. Les foncteurs (F,G) — F @ G et (F,G) — FR G sont
exacts en chaque variable.

DEFINITION 1.3.11. Soit F' € P4. On désigne par F* le foncteur composé sui-
vant, ou le premier et le troisieme morphisme sont induits par la dualité k-linéaire
(=) VP = Wi

Iy, — TP Loyee 5y,
En particulier, on a F*(V) = F (Kv)v. Le foncteur F? est appelé dualité de Kuhn
de F. On obtient ainsi un foncteur de dualité P;¥ — Py, F — F*.

Par définition, on a des isomorphismes S% ~ ' A% ~ A et T ~ §¢ Comme
le foncteur V — V¥ est exact, le foncteur de dualité F' — F* est également exact. De
plus, les isomorphismes (Vﬁ)jj ~ V naturels en V' € Vk induisent des isomorphismes
naturels en F,G € Pg, o i € N :

(F) = F,  Exth, (F,G)~Extp, (GF F¥).
EXEMPLE 1.3.12. Soient F,G € Px(n), H € Px(m) et V un n-uplet d’objets de
Vi, et G1,...,G, € Px. On a des isomorphismes naturels :

(FaG) ~Fladch

(FG)! ~FleoGh

(FRH)* ~ Ff K H,

v
(Fv)* =~ (F¥)",
P pto (ot 4

(Fo(Gl,...,Gn)) ~Fto (Gl,...,Gn).

1.3.3. Projectifs et injectifs dans P4, .. 4,)- On fixe un n-uplet d’entiers
naturels d = (dy,...,d,). On rappelle que, par définition, P, est la catégorie des
foncteurs k-linéaires de 'V, dans Vi. Pour chaque n-uplet V d’objets de Vg, on
a un isomorphisme I'®¢Y(W) ~ Hompay, (V,W) naturel en F. Par la version k-
linéaire du lemme de Yoneda (lemme 1.2.5), il existe un isomorphisme naturel en
FePgetV el :

(1.3.1) Homp, (FMK, F) ~ F(V).

PropoSITION 1.3.13. (1) Le foncteur TP — Py, V. > TRV et un
plongement (appelé plongement de Yoneda,).

(2) Le foncteur T® %Y. est projectif pour tout V. T4V De plus, ces foncteurs
forment un systéme de générateurs projectifs de Py.
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1.3.14. Soient F' € P4 et V un n-uplet d’objets de V. Par définition, F' est un
foncteur k-linéaire de T'9V, dans V. On a une application k-linéaire naturelle en
We Fivk :

TRLY.(1W) = Hompay, (V, W) —225 Hom (F(V), F(W)).

Cette application induit un morphisme 0y : F(V) ® '@V, F dans la catégorie
P4. De plus, ce morphisme est un épimorphisme si dim V; > d; pour tout i.

1.3.15. Une conséquence directe de la proposition 1.3.13 est que le produit
F G est projectif lorsque les foncteurs F' € Py, G € P, sont projectifs. D’autre
part, pour chaque entier naturel ¢, on a un isomorphisme de foncteurs strictement
polynomiaux, ol la somme directe est indexée par les n-uplets d’entiers naturels
p=(p1,- .., pn) tels que |u| =£:

(1.3.2) ri ~ e,
o

Les foncteurs I'* sont donc projectifs. Par conséquence, si F' € Py, G € P, sont deux
foncteurs projectifs ou d, e sont deux n-uplets d’entiers naturels, alors le foncteur
produit tensoriel F' ® G € Pyy. est également un foncteur projectif.

En utilisant le foncteur de dualité '+ F'# de P4 on peut établir des propriétés
de foncteurs injectifs a partir de celles de foncteurs projectifs.

PROPOSITION 1.3.16. (1) Il existe un isomorphisme naturel en F' € Py et
en Ve Ty :

Homp, (F 554) ~ Ft (V).

(2) Le foncteur T2V, — Pa, V SEQ est un plongement (appelé plongement
de Yoneda).

(3) Le foncteur SEQ est injectif pour tout V. € T'2Vy. De plus, ces foncteurs
orment un systéme de cogénérateurs injectifs de Py.
f t téeme d ‘nérat injectifs de P

PROPOSITION 1.3.17. Soient d un n-uplet d’entiers naturels et F;,G; € Py,
pouri=1,...,n. On a un isomorphisme gradué naturel en F;,G;,i =1,...,n :

(133) EXt;kpi <i—1Fi’i|glGi> >~ ®EXt;}di (FZ,GIL) .
i=1

DEMONSTRATION. On montre tout d’abord lisomorphisme (1.3.3) pour les
Hom. On définit un morphisme :

¢ : @Hompdi (F,“ Gz) — HOmpi (zlglF“i?lGZ)

i@ @fp— il fp.

On considere la source et le but du morphisme ¢ comme deux foncteurs en les va-
riables (F1,.. ., F},). Comme ces deux foncteurs sont exacts & gauche, pour démontrer
que ¢ est un isomorphisme, on peut supposer que pour chaque i, le foncteur F; est
projectif, de la forme I'%-Vi. Dans ce cas-13, ¢ est un isomorphisme parce que le
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diagramme suivant est commutatif, ou les applications verticales sont induites par
le lemme de Yoneda (l'isomorphisme (1.3.1)) :

X Homp,, (Fdi*v’?,Gi) Homp, <@1Fd“vﬂ @1Gi)

ok 1

®6uv) (éGz) Vi, Va).

On obtient l’isomorphisme (1.3.3) pour les Hom. Soit P’ une résolution projective

de F; dans Pg,, i = 1,...,n. Comme le foncteur X est exact en chaque variable
n

et préserve les projectifs, le complexe @1PZ est une résolution projective de XIIF

dans Pg4. De plus, I'isomorphisme ¢ induit un isomorphisme de complexes :

Homp, (@PZ @G) ~ ®H0mpdi (Pi,Gi).

=1 1=
i=1
En prenant ’homologie, on obtient le résultat. (|

1.3.4. Adjonction a la source.
Le résultat suivant est dii & Pirashvili [Pir03, Lemma 1.3]. Il donne une fagon
générale pour établir de paires d’adjoints.

PROPOSITION 1.3.18. Soient A1, As deux catégories essentiellement petites,
A une catégorie quelconque. Soit a1 @ A1 = Ay @ ag une paire d’adjoints. Les
précompositions par oy, s donnent une paire d’adjoints

ay Fet (A, A) 2 Fet (Ag, A) @ of.
De plus, pour F; € Fct(A;, A),i = 1,2, Uisomorphisme d’adjonction est ca-
ractérisé par le diagramme commutatif

(t2)
Hompeg(a,,.4) (F1 0 a2, F2) <——— Hompey(a,,4) (F1 0 a2, Fy 0 a1 0 az)

VFy,Fy
J{(h) TT—— 5 (M)T
F1,Fa
Hompey(a,,4) (Foaz o, Fyoo) ¢y Hompera,.) (F1, Fhoaq),
3

ot Uapplication (f1) (resp. (14)) est induite par la précomposition par oy (resp. az)
et Uapplication (1) (resp. (15)) est induite par la cotinité € : ay o g — Id 4, (resp.
Punité n : Id 4, — a2 0 o) d’adjonction.

COROLLAIRE 1.3.19. Soient A, Ay, Ay trois catégories k-linéaires telles que Ay
et Ay sont essentiellement petites. Soit ay : A1 2 As : ag une paire d’adjoints. On
suppose que les foncteurs aq et ao sont k-linéaires. Les précompositions par o, ao
donnent alors une paire d’adjoints

a§ : Fety (./417 A) = Fety (.A27 .A) : OzT.
DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.3.18, on a une paire d’adjoints

b Fet (A1, A) 2 Fet (Ag, A) 1 «of. Par définition, pour ¢ = 1,2, la catégorie
Fety (A;, A) est une sous-catégorie pleine de la catégorie Fct (A;, A). De plus,
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comme les foncteurs oy et s sont k-linéaires, les foncteurs af, o préservent les
foncteurs k-linéaires. On obtient donc la paire d’adjoints souhaitée. (|

EXEMPLE 1.3.20. Soient ni,ne deux entiers strictement positifs et d un entier
naturel. Soit aq : V™" = V"2 1 ap une paire d’adjoints, olt a1, az sont k-linéaires.
On en déduit une paire d’adjoints Iy : T (V™) = T? (V") : Tay. D’aprés
le corollaire 1.3.19, on obtient une paire d’adjoints

(Fdaz)* : Pa(n1) = Py(n2) : (Fdal)* .
Soient Fy € Pg(ny) et Fy € Py(ns). Les foncteurs I o I'ay et Fy o T%; seront
plus simplement notés I} o ag et Fy oaq. On a un isomorphisme naturel en Fy, F5 :

Homp, (n,) (Fyoag, Fy) ~ Homp, () (F1,Fy0aq).

De plus, par la proposition 1.2.10, I'isomorphisme d’adjonction précédent s’étend
en un isomorphisme naturel gradué

EXt;;d(TLQ) (F1 o OéQ,FQ) ~ EXt;;d(Tq) (Fl, F2 o Oq) .
On donne ensuite une liste de cas particuliers.

(1) Soit n un entier strictement positif. On désigne par A,, le foncteur Vi —
V"V o= (V,...,V) et par B" le foncteur V" — Vi, (Vi,....V,) —
@._, V;. Ce sont des foncteurs k-linéaires. On a deux paires d’adjoints
(A,,B™) et (™, A,). Par conséquence, on a des isomorphismes gradués
naturels en F' € Py et G € Py(n) :

Extp, () (Fol",G) ~ Extp (F,GoA,),
Extp, (Go Ay, F) ~ Extp ) (G, FoE").
(2) Soient n un entier strictement positif, d un n-uplet d’entiers naturels et
V = (V4,...,V,) un n-uplet d’objets de V. On note V ® — le foncteur
V= VW o= (Vi @ W, ..., V, ® W,). On a une paire d’adjoints

VY@ —: V" = V"V ®—. On obtient donc un isomorphisme gradué
naturel en F,G € Py :

Extp, (F¥,G) ~Extp, (F,Gv) .

(3) Soient n un entier strictement positif, A un sous-ensemble de {1,2,...,n}.
On suppose que A = {iy,...,ig}, ol iy < --- < dp. On désigne par pr, 4
le foncteur V" — kae, Voo, Vi) = (Viy, ..., Vi,) et par ¢, 4 le fonc-

teur VO — VW (Vi Vo) e (Wi, W) ot W = 0sij ¢ Aet
Wi, = Vi,...,W;, = V,. On obtient deux paires d’adjoints (pr,, 4,¢n,4) et
(tn,A,DPT,, 4). On a des isomorphismes naturels en F' € Py(f) et G € Py, :

Ext;;k(n) (F O PTy, 4, G) ~ Ext};]k(l) (F,Gouiya),
EXt;;k(Z) (G [¢] Ln,A7 F) ~ EXt;;k(n) (G’7 F [e] prnﬁA) .

DEFINITION 1.3.21. Un foncteur exponentiel (gradué) est une suite {E™},en
d’objets de Py telle que E° ~ k et qu’on dispose des isomorphismes naturels en
V.W e Vk

E"VaW)~ é EY(V)® E" (W)
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compatible aux isomorphismes d’associativité. Autrement dit, V' — @,  E™(V)
définit un foncteur monoidal strict de (Vk, ®, 0) vers (Vecty, ®, k).

EXEMPLE 1.3.22. Les suites de foncteurs {I'"™},en, {A" }nen et {S™ }nen sont
des foncteurs exponentiels gradués.

PROPOSITION 1.3.23. Soient F; € Py,,i = 1,2 et F € Py 4. Soit {E"}pen
un foncteur exponentiel tel que E™ € P, pour tout n. On définit d = dy +ds. On a
un isomorphisme naturel en Fy, Fy et F' :

(1.3.4) Extp, (Fy @ Fy, F) ~ Extp, o) (Fy K Fy, F o B7),
2
(1.3.5) Extp, (Fi ® Fy, E"T®) =~ Q) Extp, (F, E%).
i=1

DEMONSTRATION. L’isomorphisme (1.3.4) provient de I'exemple 1.3.20(1) et
Pégalité Fy @ Fr = (F1 X Fy) o Ag. Comme {E"},,cn est un foncteur exponentiel et
E™ € P, la partie homogene de degré (dy,dy) de E41+92 o @2 est B4 K E42. On
en déduit I'isomorphisme (1.3.5) O

1.3.5. Torsion de Frobenius. Comme k est un corps de caractéristique p,
le morphisme de Frobenius ¢ : k — k,a + a” est un morphisme d’anneaux. On
note kg le k-bimodule qui coincide avec k en tant que k-module a gauche et dont
la multiplication & droite par un scalaire A\ est donnée par a - A = ag(A\) = aAP. Si
V est un k-espace vectoriel, on définit le k-espace vectoriel V(1) comme le produit
tensoriel kg @ V. On obtient un foncteur k-linéaire

(—) =y ® — : Vecty, — Vecty, .

Comme k est un corps, ce foncteur est exact. Si v € V, on note v(!) I'élément 1Qv €
V. Alors VU est le k-espace vectoriel engendré par Iensemble {v() :v € V'}
quotienté par les relations, ou A € k et v,w € V :

v 4 0® = (w4 w)®, D = Ay,

On donne quelques propriétés élémentaires des torsions de Frobenius [FS97, page
212].

PROPOSITION 1.3.24. Soit V,W deux k-espaces vectoriels de dimension finie.

(1) Si V est un k-espace vectoriel de base {v1,...,v,} alors V) est un k-
; (1) (1)
espace vectoriel de base vy, ..., vy’ .

(2) Il existe une unique application k-linéaire VD @ W — (Vo W) qui
a v @ w® associe (v @ w)D pourv eV et we W et cette application
est un isomorphisme.

(3) Il existe une unique application k-linéaire
(1)
(Hom(V7 W)) — Hom (V(l), W(l))

qui a a® f associe (a Idk¢) ® f et cette application est un isomorphisme.

En particulier, on a un isomorphisme (VV)(l) = (V(l))v‘
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DEMONSTRATION. (1) Comme {v1,...,v,} est une base de V, on a un iso-
morphisme k-linéaire f : k™ — V qui & (a1,...,a,) associe ai1vy + -+ + anUp.
L’homomorphisme composé

VO =k, 0V S ke @k™ = (ky)"
est un isomorphisme qui & (a1vy + - -+ 4 anv,)) associe (ay,...,a,). La famille
{v%l), . ,vle)} est donc une base de V().
(2) On a un isomorphisme
VO W = (ks @ V)@ (ks @ W) = (V@ ky) ® (ke @ W).

En utilisant ’associativité du produit tensoriel ce dernier produit s’identifie succes-
sivement & V @ (kg Qky) @ W, & (V@ky) @W, & (ky @ V) @ W et finalement a
ky® (Vo W)=(VeW)D on obtient le résultat annoncé.

(3) Comme V et W sont des k-espaces vectoriels de dimension finie, on a un
isomorphisme

(Hom(V, W)V = kg @ Hom(V, W) = Hom(V,ky @ W).
De plus, par adjonction, on a un isomorphisme
Hom(V, ky ® W) = Hom(ky ® V,ky ® W) = Hom (V“), W“)) .
On en déduit le résultat. O
La torsion de Frobenius est liée a I'algebre symétrique.

ProPOSITION 1.3.25. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie. Il existe
une application k-linéaire V) — SP(V) naturelle en V., qui a v associe vP et
cette application est un monomorphisme.

DEMONSTRATION. Puisque p = 0 dans k, on a des relations dans SP(V)
(v+w)? =P +wP, (A0)P = \PoP.
1l existe alors une unique application k-linéaire fy : V() — SP(V) qui a vV associe
oP et cette application est naturelle en V. Il est clair que fi est un isomorphisme.
De plus, si V= Vi & Vs, application fy est le composé
®
v = V1(1) @ V2(1) v ®fvs, SP(VA) @ SP(Va) < SP(V).

On en déduit, par récurrence sur la dimension de V', que fy est un monomorphisme.
O

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. L’inclusion V(1) < SP(V), v
0P induit un morphisme d’algebres S* (V(l)) — S*(V). On obtient donc un mo-
nomorphisme S (V) — Sp”(V),vgl) oD v} -+ -vP. Dualement, on obtient
un épimorphisme I'?" (V') — I'™ (V(l)) qui & vpn(v) associe v, (v(l)).

DEFINITION 1.3.26. La torsion de Frobenius est le foncteur strictement po-

lynomial (M) e Pp qui associe a un V € I'PVy le k-espace vectoriel V) et les
morphismes structurels (I m)v.w sont définis comme les morphismes composés :

¢ Hom (V, W) — (Hom (V, W))® ~ Hom (V<1>, W<1>) .
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DEFINITION 1.3.27. Soient d un n-uplet d’entiers naturels et F' € Py. On définit
F®) un foncteur strictement polynomial dans Ppa comme le foncteur composé

FO =Fo (1MW .. 1M
N———

n
En itérant r fois ce procédé, on obtient la r-ieme torsion de Frobenius d’un foncteur
F, défini récursivement par F() = F(r=1) o (I(l), e I(l)).

1.3.6. Lien avec les algebres de Schur. Soient d et m deux n-uplets d’en-
tiers naturels. Soit S(d,m) = Sk(d,m) = @, Endks, (k™) l'algébre de Schur
associée au d et au m. Cette algebre de Schur est isomorf)he a l’algebre d’endomor-
phismes Endray, (k™), ou k= = (k™ ... k") est un n-uplet d’objets de V.

THEOREME 1.3.28 ([FS97, Theorem 3.2]). Sim; > d; pour tout i, alors l’évaluation
sur K™ induit une équivalence de catégories :

Pa = S(d, m)-mod
F w— F(km).

DEMONSTRATION. Comme m; > d; pour tout ¢ alors le foncteur projectif
4% est un générateur de la catégorie P4. D’apres un théoreme de Gabriel-Freyd-
Mitchell [Mit72, Corollary 3.2] (voir aussi [Bas68, Theorem (1.3)]), le foncteur
Homp, (I'4*",—) : Py — Endp, (I'**")-mod, F + Homp, (I'LE™, F) est une
équivalence de catégories. On en déduit le résultat souhaité. g

Une application importante du théoréeme 1.3.28 est la proposition suivante.

PRrROPOSITION 1.3.29. Sim; > d; pour tout i, alors I’évaluation sur K= induit
un isomorphisme gradué naturel en F,G € Py

Ext;;i (F,G) ~ Eth(g,m) (F (k™) , G (k™)).

1.3.7. Le foncteur d’oubli de P, vers F. Soit d un entier naturel. On
note 74 le foncteur de Vi vers TV, qui & V de Vg associe lui-méme. I1 associe & une
application k-linéaire f : V' — W l'application f®? € I'" Hom (V, W). Ce foncteur
~a est k-linéaire si et seulement si d = 1.

DEFINITION 1.3.30. Soit F € P4. On note O(F) l'objet de F obtenu en
précomposant F' par le foncteur 4. On obtient un foncteur, appelé foncteur d’oubli,
de Py vers F :

O:Pyg—F, Fi— O(F)=Fony.

Ce foncteur induit un foncteur, aussi appelé foncteur d’oubli, de Py vers F.

Par convention, si F' est un objet de Py, on notera également F' son image dans
F par le foncteur d’oubli O : Py — F.

1.3.31. Soient F,G deux objets de Py.
(1) On a des isomorphismes dans F :
OF®G)~0O(F)®0(G), OF®G) ~0O(F)20(G),
O(F 0 G) = O(F)0 O(G), O(Fy) = O(F)y.
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(2) Le foncteur d’oubli O : Py — F est un foncteur fidele. De plus, pour
un morphisme f : F' — G dans Py, f est un monomorphisme (resp.
épimorphisme, isomorphisme) si et seulement si O(f) I'est aussi.

(3) Si le corps k est infini, le foncteur d’oubli P; — F est un plongement
plein. Cette propriété provient du fait que I’ensemble {v®d,v € V} est
une famille génératrice de I'*V pour tout V € V si le corps k est infini.

1.4. Schémas en groupes affines et cohomologie rationnelle

Dans cette section, nous rappelons la définition et quelques propriétés des
schémas en groupes affines algébriques et de la cohomologie rationnelle. Nous pre-
nons pour référence les livres Demazure-Gabriel [DG70] et Jantzen [Jan03].

1.4.1. Schémas en groupes affines algébriques.

DEFINITION 1.4.1 (k-foncteurs en groupes). Un k-foncteur en groupes G sur k
est un foncteur
G : (k-Alg.comm) — Grp
de la catégorie des k-algebres commutatives dans la catégorie des groupes. Un
morphisme de k-foncteurs en groupes est une transformation naturelle entre de tels
foncteurs.

DEFINITION 1.4.2 (Schémas en groupes affines algébriques). Un schéma en
groupes affine algébrique sur k est un k-foncteur en groupes G sur k tel que le
foncteur composé

(k-Alg. comm) <, Grp — Ens
est représentable par une k-algebre de type fini, ou le deuxieme foncteur est le fonc-
teur d’oubli. On appelle l'algébre des coordonnées de G la k-algebre commutative de
type fini k[G] qui représente G. Un morphisme de schémas est une transformation
naturelle entre de tels foncteurs.

1.4.3. Soit G un schéma en groupes affine algébrique. Le foncteur G — k[G] est
un foncteur contravariant de la catégorie des schémas en groupes affines algébriques
sur k dans la catégorie des k-algebres de type fini. De plus, le fait que G soit
un foncteur vers les groupes (non pas simplement vers les ensembles) induit sur
lalgebre k[G] une structure d’algebre de Hopf commutative sur k. Inversement, si
on a une algebre de Hopf commutative de type fini A sur k, le foncteur Sp, A :=
Homy _a1g (A, —) est un schéma en groupes affine algébrique.

D’apres le lemme de Yoneda, on a une anti-équivalence de la catégorie des k-
algebres de Hopf commutative de type fini vers la catégorie des schémas en groupes
affines algébriques.

1.4.2. Exemples, groupes classiques. Dans ce paragraphe, on donne des
définitions de groupes classiques : groupes généraux linéaires, groupes symplectiques
et groupes orthogonaux.

EXEMPLE 1.4.4. (1) Le groupe additif G, est un schéma en groupes affine
algébrique sur k qui & une k-algébre commutative A associe le groupe
additif (A, +). L’algebre de coordonnées de G, est k[G,] = k[X], avec le
coproduit 6 donné par la formule

I(X)=X@1+12X,
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Pantipode S donné par la formule S(X) = —X et la colinité € donnée par
la formule ¢(X) = 0.

(2) Le groupe multiplicatif G, est un schéma en groupes affine algébrique
sur k qui a une k-algebre commutative A associe le groupe multiplicatif
(A%, ). L’algebre de coordonnées de G,, est k[G,,] = k[X,1/X] avec le
coproduit § donné par la formule

5(X) =X ® X,

Pantipode S donné par la formule S(X) = 1/X et la coiinité e donnée par
la formule ¢(X) = 1.

(3) Soit V un k-espace vectoriel. On note V, le schéma en groupes sur k qui a
une k-algebre commutative A associe le groupe additif V® A. Si V est de
dimension finie, V, est un schéma en groupes affine algébrique. L’algebre
de coordonnées de V, est k[V,] = S* (V) avec le coproduit § donné par
le morphisme composé

S*(VV) = S (VVaVY) S5 (VY)e ST (VY),
Pantipode S donné par les formules S(v) = —v et la colinité € donnée par
la formule €(v) = 0 pour tout v € V.

Dans le cas V' = k, par définition, le schéma V, est le groupe additif
G,.

1.4.2.1. Groupes générauz linéaires.

DEFINITION 1.4.5. Soit V un k-espace vectoriel. Le groupe général linéaire sur
V, noté GLy, est le k-foncteur en groupes sur k qui & une k-algebre commutative
A associe le groupe Aut4(V @ A).

Si V est de dimension finie, V' ~ k", on note GLy par GL,, x.

Le k-foncteur en groupes GL,, i est un schéma en groupes affine algébrique.
L’algebre de coordonnées de GL,, i est
k[Xi 5, Th<ij<n
(T'det[X; ;] - 1)
Sin =1, le schéma en groupes affine algébrique GL;j j est isomorphe au groupe
multiplicatif G,,.

1.4.2.2. Groupes symplectiques. Soit n > 0 un entier. On définit une forme
bilinéaire alternée w,, sur k" par

n

Wy, 1= ZG;/ VAN 6X+1 S A2 <k2n\/) .

=1

k[GL, x| =

On obtient une application k-bilinéaire w,, : k" x k2* — k qui envoie (v,w) vers
Sy (ViWn4i — Vnysw;). Pour une k-algébre commutative A, comme A? (k?"V) @
A ~ A% (A?™V), on obtient une forme A-bilinéaire alternée w, 4 := w, ® 14 sur
A2

DEFINITION 1.4.6. Le groupe symplectique Sp,, x est le schéma en groupes affine
algébrique sur k qui a une k-algebre de type fini A associe le groupe d’endomor-
phismes dans End (A?") préservant la forme bilinéaire wy, 4.

Le groupe symplectique Sp,, , est un sous-groupe du groupe général linéaire
GL2n,k~
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1.4.2.3. Groupes orthogonauz. Dans ce paragraphe, on suppose que p # 2. Soit
n > 0 un entier. On définit une forme quadratique g, sur k®" par

n
g i= Vel € 8% (K2Y).
i=1
On a une application k-bilinéaire ¢, : k*® x k» — k qui envoie (v,w) vers
1 (vjwp+i + vyyiw;). Pour une k-algebre commutative de type fini A, comme
. " " p k-algeb tative de type fini A
52 (k") ® A ~ S%(A?™Y), on obtient une forme quadratique gn 4 == ¢, ® 14 sur
A,

DEFINITION 1.4.7. Le groupe orthogonal Oy, 5, est le schéma en groupes affine
algébrique sur k qui a une k-algebre de type fini A associe le groupe d’endomor-
phismes dans End 4 (AQ") préservant la forme quadratique ¢, 4.

Le groupe orthogonal O, . est un sous-groupe du groupe général linéaire
GLGﬁk.

1.4.3. Représentations des schémas en groupes affines algébrique.

DEFINITION 1.4.8. Soit G un schéma en groupes affine algébrique sur k. Une
représentation (on dira indifféremment, un module) de G est un k-espace vectoriel
V muni d’une transformation naturelle de k-foncteurs en groupes G — GLy. Un
morphisme de représentations de source V' et de but W de G est une application
k-linéaire f : V — W telle que le diagramme suivant est commutatif :

G GLw
GLy .

Soient G un schéma en groupes affine algébrique et V un G-module. L’appli-
cation k-linéaire composée

V > GK[G) ® V & k[G] > V @ k[G]

oll la premiere application associe a v € V T'élément Idyg ®v ® 1, donne une
structure de comodule & droite sur k[G] et cette structure de comodule détermine
completement le G-module V' [Jan03, Chapter 2, section 2.8]. On a donc une
équivalence de catégories

G -Mod — Comod- k[G]

de la catégorie de G-modules vers la catégorie de k[G]-comodules a droite.

1.4.4. Représentations du groupe général linéaire et algébres de Schur.
Soient n,d des entiers naturels. On rappelle que le groupe général linéaire GL,, i
est présenté par l'algebre
k[Xij, Th<ij<n
On note A(n,d) l'espace vectoriel de tous les polynémes homogenes de degré d en
Xi ;.1 <1i,57 <n.Alors A(n,d) est une sous-k-cogebre de k[GL,, i]. On en déduit
un foncteur

k[GL, x| =

Comod- A(n,d) — Comod-k[G].
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D’autre part, la cogebre A(n,d) est le dual de I'algebre de Schur S(d,n) [Gre07,
Chapter 2, section 2.3]. On a donc une équivalence de catégories S(d,n)-Mod —
Comod- A(n,r). En composant ces foncteurs, on obtient un foncteur

(1.4.1) S(d,n)-Mod — GL,, ; -Mod .

1.4.5. Cohomologies de schémas en groupes. Comme k est un corps, la
catégorie des modules sur un schéma en groupes affine algébrique G est abélienne
et elle possede assez d’objets injectifs. On peut alors faire de ’algebre homologique
sur cette catégorie. En particulier, on a les foncteurs d’extensions.

Ext : (G-Mod)®® x G'-Mod — Vecty,

pour i € N. On note H*(G, V) le groupe d’extensions Extg; (k™Y V) ot k™ est le
G-module trivial.

THEOREME 1.4.9 ([FS97, Corollary 3.12.1]). Le foncteur S(d,n)-Mod — GL,, x -Mod
de (1.4.1) préserve les groupes d’extensions, c’est-a-dire qu’on a un isomorphisme
naturel en M, N € Sk(n,d)-Mod :

BXUS, (n.0) (M, N) 5 Bty (M, N).
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2.1. Introduction

Dans ce chapitre, on calcule des groupes d’extensions dans les catégories des
foncteurs strictement polynomiaux a une ou a plusieurs variables. Parmi nos résultats,
nous obtenons dans le théoreme 2.7.10 un isomorphisme gradué naturel en F' € Py,
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ou X désigne I'un des symboles exponentiels S, A,ouT';et e =0,1,28i X =T",A, S
respectivement :

(2.1.1)  Ext}

i (Xprd o®", F(T)) ~ Ext;;:(pw—d) (Xdﬂﬁ%*1 o®", F) .

Ce résultat est bien connu pour les paires (X, n) suivantes : (5,1), (A, 1), (T',1) ou
(T, 2). En effet, pour ces paires, l'isomorphisme se déduit des résultats des travaux
[Cha08, Chall, Toul2, Toul3a, vdK13] de A. Touzé, M. Chatupnik et W. van
der Kallen. Le principal résultat de ce chapitre est le théoreme 2.7.10, qui généralise
l’isomorphisme (2.1.1) dans un contexte a plusieurs variables.

Soient d = (dy,...,d,) un n-uplet d’entiers strictement positifs et r un entier
naturel. Soient F' € P,rq et G € Py. La technique de calcul utilisée suit la méthode
initiée par Chalupnik, et concerne plus généralement les groupes d’extensions de la
forme suivante :

(2.1.2) Ext} (F G<T>) .

Dans une premiere étape, nous rappelons 'existence d’un adjoint & gauche "
au foncteur Fr, : Pq — Pprqg donné par la précomposition par le foncteur 1 (") (en
chaque variable). Cet adjoint peut se dériver en un foncteur L¢" : D? (Pp@) —
D? (Pg), et on obtient le corollaire suivant.

COROLLAIRE (Corollaire 2.4.7). Soient F' € Pyrq et G € Pgq. Si le complexe
L{7(F) est formel, c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme L7 (F) ~ H, L (F)
dans la catégorie dérivée Db (Pg), alors pour tout k on a un isomorphisme naturel

en G :

(2.1.3) Exth (F,G(T)) ~ @ Exth, (HLO(F),G)" .
itj=k

On est donc conduit & chercher des foncteurs F' tels que Le"(F') est formel (et
dont on cherche 'homologie H,L{"(F)). On introduit donc les classes Formel(r, n)
dans la définition 2.5.1 :

DEFINITION (Définition 2.5.1). Soient r,n deuzx entiers naturels, n > 0.
On désigne par Formel(r,n) la classe des foncteurs strictement polynomiaux F de
n variables tels que le complexe LL"(F') est formel.

Dans une deuxiéme étape (qui est 1’étape principale) on étudie les propriétés
de la classe Formel(r,n). Plus précisément nous donnons des exemples explicites
d’éléments des classes Formel(r,n), et nous étudions la stabilité de ces classes par
diverses opérations. Parmi les outils techniques de cette étude, nous utilisons le
résultat suivant.

THEOREME (Théoréme 2.6.12). Soient C' € Ch (Py) un compleze fini et r
un entier naturel. Le compleze C' est formel si et seulement si le compleze C") est
formel.

Ce résultat est une généralisation a plusieurs variables d’un résultat de W. Van
de Kallen [vdK13]. Mais nous proposons une méthode différente pour 1'obtenir,
qui remplace l'utilisation de suites spectrales par la théorie des k-invariants de
Dold [Dol60] dans la section 2.6.

Un de nouveaux résultats démontrés ici est le théoreme 2.7.7, qui indique que la
propriété de formalité est préservée par la composition par ®” ou X". En combinant
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ce résultat aux exemples classiques de foncteurs des classes Formel(r, n), on obtient
notre résultat principal, le théoreme 2.7.10. Dans ce théoreme, F, est le k-espace
vectoriel gradué de dimension finie, tel que (F,)" est égal aksii=0,2,...,2p" —2
et 0 sinon. De plus, on note ex l'entier 0,1,2 si X =T, A, S respectivement.

THEOREME (Théoréme 2.7.10). Soit X ['un des symboles T', A, S. Soient F €
Pr et G e Pk(n)
(1) Le foncteur X o™ appartient a Formel(r,n) pour tout r et LE" (X 1oX™)

est isomorphe & XOEX" " [ex (d — €)] o ®" sid est de la forme pe,e € N
et 0 sinon.

(2) Le foncteur X?o®@" appartient a Formel(r, 1) pour tout r et LI"(X4o@™)
est isomorphe 4 XOE" " [ex (d — €)] o ®" sid est de la forme p"e,e € N
et 0 sinon.

(3) Il existe des isomorphismes gradués naturels en F,G :
” w—e Td— n—1 (r)
@;;k(n) (Xp ¢ © &nv G(T)) =~ @'P]k(;()(p = (Xd’E? o &n’ G) )
r w—e Td— n—1 (r)
Ext}, <X” dg ®”,F(T)) ~ Extj, 04 (XCLEEa ° ®”,F) .

2.2. Brefs rappels sur les catégories dérivées

Dans cette section, on rappelle les propriétés de la catégorie dérivée dont on
aura besoin dans la suite. Nos références principales sont Weibel [Wei94, Chapter
10], et Kashiwara-Schapira [KS06, Chapters 10-13].

2.2.1. Catégories homotopiques. Soit A une catégorie abélienne. Par
exemple, A est la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux d’une ou plu-
sieurs variables.

On note Ch(A) la catégorie des complexes sur A. Un complexe (C,d) est la
donnée d’une suite d’objets C? de A et d’'une famille d’homomorphismes, appelés
opérateurs de bord d* : C* — C**1, telle que d o d = 0. La catégorie des complexes
Ch(A) est une catégorie abélienne. On note C; = C~¢ et d; = d~* pour tout i € Z.

2.2.1. (1) Si A est un objet de A, on note A[0] le complexe sur A dont
A[0]° = A et A[0]™ = 0 pour tout n # 0. Le foncteur A — A[0] de A vers
Ch(A) est un plongement.

(2) Soient (C,d) un complexe sur A et n € Z. On appelle n-éme translaté de
(C,d) le complexe (C[n],d[n]) défini par C[n]* = C~" et d[n] = (—1)"d.
On obtient un endofoncteur C' +— C[n] de Ch(A). On a par définition :
C[0] = C et (C[n]) [m] = Cln + m].

Soit (C,d) un complexe sur A. Puisque dod = 0, on a Im(d) C ker(d), et
Pobjet gradué quotient H,(C,d) := ker(d)/Im(d) est appelé ’homologie de (C,d).
On obtient des foncteurs H” = H_,, : Ch(A) — A. On a H(C[n]) = H(C)[n].

On désigne par Ch™"(A) la sous-catégorie pleine de Ch(A) dont les objets
sont les complexes (C,d) tels que C™ = 0 pour n > 0 et H"(C) = 0 pour n < 0.
C’est une catégorie abélienne.

On note K(A) la catégorie dont les objets sont ceux de Ch(.A) et les morphismes
sont les classes d’homotopie de morphismes de Ch(.A). On a un foncteur quotient
canonique 7 : Ch(A) — K(A). La catégorie K(.A) est une catégorie additive, mais
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pas une catégorie abélienne en général. On note K—*(A) la sous-catégorie pleine
de K(A) obtenue comme image de Ch™*(A) par le foncteur 7.

Si f et g sont deux morphismes homotopes de Ch(A), alors H(f) = H(g).
Les foncteurs d’homologie H™ : Ch(A) — A induisent donc des foncteurs H” :
K(A) — A, qui s’insérent dans des diagrammes commutatifs :

2.2.2. Catégories dérivées. Un morphisme f : C' — D dans la catégorie
Ch(A) ou dans la catégorie K(.A) est dit un quasi-isomorphisme si H(f) : H(C') —
H(D) est un isomorphisme.

2.2.2. Soit f : C'— D un morphisme dans Ch™"(A).
(1) Si f est une équivalence d’homotopie alors f est un quasi-isomorphisme
mais la réciproque est fausse en général.
(2) Si f est un quasi-isomorphisme et si deux complexes C' et D sont projectifs

alors f est une équivalence d’homotopie, voir [Wei94, Proof of Theorem
10.4.8] ou [Dol60, Korollar 3.3].

DEFINITION 2.2.3. Soit A une catégorie abélienne. La catégorie dérivée bornée
de A, que l'on note D?(A), est la catégorie localisée de K~*(A) par rapport aux
quasi-isomorphismes.

Par définition, les objets de D’(A) sont ceux de K—*(A) et I’ensemble des
morphismes de C' vers D est Homps () (C, D) = colim Homg (4 (C, D’) ol la
colimite est indexée par les quasi-isomorphismes D — D’ dans K—*(A). Autrement
dit, un morphisme de C vers D dans D?(A) est une classe de diagramme C — D’ +
D ou D — D’ est un quasi-isomorphisme, sous la relation d’équivalence suivante :
les deux diagrammes C' — D’ «+— D et C — D" + D sont équivalents s’il existe
un diagramme C' — D < D et des morphismes D — D,D"” — D tels que le
diagramme suivant dans K—*(A) est commutatif :

D/

D",
Un modele de la catégorie dérivée bornée de A est la sous-catégorie pleine
K~*(Proj4) de K—*(A) dont les objets sont des complexes projectifs.
2.2.4. (1) Le foncteur composé A — Ch™?(A) — K—(A) — D(A) est
un plongement.
(2) On a un isomorphisme Homps( 4y (C, D) >~ Homg 4 (P, D) ot P est une
résolution projective de C dans la catégorie Chf’b(A), c’est-a-dire, P €
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Ch™*(A) est un complexe de projectifs et il existe un quasi-isomorphisme
P — C, voir [Wei94, Proof of Theorem 10.4.8] ou [Dol60, Korollar 3.8].

(3) Soit un diagramme C L D'« Do D D estun quasi-isomorphisme.
Alors la classe de ce diagramme dans DY(A) est un isomorphisme si et
seulement si f est un quasi-isomorphisme.

2.2.3. Catégories triangulées. Dans ce paragraphe, nous rappelons la
définition de catégories triangulées di & Verdier [Ver96] et nous rappelons la struc-
ture triangulée de la catégorie dérivée bornée d’une catégorie abélienne. Nous n’uti-
lisons que cette structure dans la section 2.6.

Soient D une catégorie additive et X — X[—1] un automorphisme de D. On
appelle triangle tout diagramme du type

X—=Y—=Z7Z—- X[-1].

Soient X - Y — Z — X[-1] et X' - Y — Z/ — X'[-1] deux triangles. Un
morphisme de triangles est un diagramme commutatif :

X Y Z X[-1]
lf J{y ih if[l]
X’ Y’ Z X'[-1]

On rappelle la définition des catégories triangulées, voir [Ver96, Définition
1.1.1 Chapitre II], [Nee01, Definition 1.1.1 Chapter 1], [KS06, Definition 10.1.6]
ou [Wei94, Definition 10.2.1].

DEFINITION 2.2.5. Une catégorie triangulée D est une catégorie additive munie
d’un ensemble de triangles appelés triangles distingués, possédant les propriétés
suivantes :

TRO: Tout triangle de D isomorphe a un triangle distingué est un triangle

distingué.
TR1: Pour tout objet X de D, le triangle X ~=5% X — 0 — X[—1] est
distingué.

TR2: Tout morphisme v : X — Y de D est contenu dans un triangle dis-
tingué X %Y — Z — X[-1].

TR3: Un triangle X Y % Z % X[—1] de D est distingué si et seulement
si le triangle Y % Z %% X[—1] e, Y[—1] est distingué.
TRA4: Pour tout couple de triangles distingués :

X5Y5Z5X[-1], X 5Y 575 X[-]
et tous les morphismes f: X — X', g:Y — Y/ telsque gou = v’ o f,
il existe un morphisme h : Z — Z’ tel que le diagramme suivant est
commutatif :
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REMARQUE 2.2.6. On n’a pas besoin de l'axiome octaédrique [Ver96, TRIV,
page 94] dans la suite.

Soit f : X — Y un morphisme dans Ch(A4). On désigne par Cone(f) le cone
du morphisme f :

Cone(f)" =Y" & xntl n _ (d?f i )
’ Cone(f) 0 _d}Jrl :
On obtient une suite exacte courte 0 — Y — Cone(f) — X[—1] — 0 dans Ch(A).

DEFINITION 2.2.7. Un triangle de K—*(A) ou dans D? (A) sera dit distingué
g’il est isomorphe a un triangle de la forme

X Ly = Cone(f) — X[-1].

THEOREME 2.2.8 ([Wei94, Corollaries 10.2.5, 10.4.3]). Soit A une catégorie
abélienne. Les catégories K= *(A) et D’ (A) munies des triangles distingués de la
définition ci-dessus sont des catégories triangulées.

PRrROPOSITION 2.2.9 ([KSO06, Proposition 13.1.13], [Wei94, Example 10.4.9]).
Soit 0 - X = Y — Z — 0 une suite ezacte courte dans Ch™"(A). Il eziste

un triangle distingué X Ly %z X[~1] dans D*(A), et Z est isomorphe d
Cone(f) dans D° (A).

REMARQUE 2.2.10. La proposition 2.2.9 n’est pas vraie si on remplace la
catégorie dérivée DP (A) par la catégorie homotopique K—*(A).

2.2.4. Foncteurs dérivés. Soient A, deux catégories abéliennes et F :
A — B un foncteur additif. On suppose que les catégories A et B ont assez d’objets
injectifs et d’objets projectifs.

Grace a l'additivité, le foncteur F' induit un foncteur, que 'on note aussi F,
de K(A) vers K(B) qui envoie le complexe (C,d) vers le complexe F(C,d) avec
F(C,d), = F(Cy) et dp(c,a) = F(d). On note LF : D*(A) — D*(B) (resp. RF :
D’(A) — D¥(B)) le foncteur dérivé total  gauche (resp. le foncteur dérivé total a
droite) de F. Ce foncteur est défini par la formule LF(C) ~ F(P), ou P est une
résolution projective de C.

REMARQUE 2.2.11. (1) Par définition, LF est I’extension de Kan a gauche
du composé K= £ K—t(B) — D¥(B) le long de K—*(A) — Db(A).
(2) Soit A un objet de A. On a un isomorphisme naturel H, (LF(A4)) ~
L,F(A) ou L,F est le n-ieme dérivé a gauche de F.

THEOREME 2.2.12 ([Wei94, Theorem 10.8.2]). Soient A, B et C trois catégories
abéliennes ayant assez d’objets projectifs. Soient F : B — C et G : A — B deux
foncteurs additifs.

(1) Il existe une unique transformation naturelle

(=(rg:L(FoG)—LFoLG.

(2) Si L;F(G(P)) = 0 pour tout objet projectif P de A et tout i > 0, alors la
transformation ¢ : L(F o G) — LF o LG est un isomorphisme.

Nous aurons besoin des deux cas particuliers suivants.
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COROLLAIRE 2.2.13. Soient A,B et C des catégories abéliennes ayant assez
d’objets projectifs. Soient F : B — C et G : A — B deux foncteurs additifs. Si
le foncteur F est exact ou le foncteur G préserve les projectifs, la transformation
naturelle canonique ¢ : L(F o G) — LF o LG est un isomorphisme.

2.2.5. Formalité. Soit A une catégorie abélienne ayant assez d’objets in-
jectifs et projectifs. Soient C' et D deux objets de K™?(A) ou de la catégorie
Ch™’(A). On dit qu’il existe un quasi-isomorphisme entre C' et D s'il existe un
isomorphisme C' ~ D dans la catégorie dérivée D®(A). Par définition, il existe
un quasi-isomorphisme entre C' et D si et seulement s’il existe un diagramme de
quasi-isomorphismes C' — D’ +~ D dans la catégorie K—°(A).

DEFINITION 2.2.14. Un objet C de la catégorie K—*(A) ou de la catégorie
Ch*(A) est dit formel il existe un quasi-isomorphisme entre C' et H,(C).

EXEMPLE 2.2.15. Soient C' et D deux objets de Ch™"(A).
(1) Sile complexe C' est concentré en un seul degré, il est formel.
(2) Si C est acyclique, il est formel.

(3) Sile complexe C' est formel et 8'il existe un quasi-isomorphisme entre C
et D alors le complexe D est également formel.

(4) Soient v : A — B un foncteur exact et C' un complexe dans A. Si C' est
formel alors o (C') 'est aussi.

LEMME 2.2.16. Soit C un complexe dans A. Si la cohomologie H*(C) est
concentrée en un degré alors le complexe C est formel.

DEMONSTRATION. On suppose que H?(C') = 0 pour tout i # m. On considere
tout d’abord le cas ot C* = 0 pour tout i > m. Dans ce cas-la, H™(C) =
C™/B™(C) est un quotient de C™. Le morphisme canonique C' — H™(C)[m]
est un quasi-isomorphisme. Le complexe C' est donc formel. Dans le cas général, on
définit un sous-complexe D de C par la formule

Ct sii<m, B sii<
. . S1 2 m
D'=S 7Z™(C) sii=m,, db{oc . '
S1 1 m.

0 sii>m, -

Comme l'inclusion canonique D < C' est un quasi-isomorphisme, la cohomologie
du complexe D est concentrée en le degré m. De plus, on a D* = 0 pour ¢ > m. On
en déduit que le complexe D est formel. Le complexe C' est donc formel. O

2.3. Structure monoidale de Py, .. 4,

2.3.1. Structure k-linéaire monoidale de I'»4n V. Soit d = (dy, ..., d,)
un n-uplet d’entiers naturels. On rappelle que la catégorie T4V, :=THV, @ --- ®
%V est une catégorie k-linéaire.

La structure k-linéaire monoidale symétrique fermée canonique sur Vg induit
une structure k-linéaire monoidale symétrique fermée sur I'*V, dont le produit
®ray, et le Hom-interne Hompay, sont donnés sur les objets par les formules :

V @pay, W=V oW, Hompay, (V,W) := Hom (V,W).



58 2. CALCULS DES GROUPES D’EXTENSIONS

Les morphismes structurels des foncteurs ®ray, et Homray, sont définis res-
pectivement par les morphismes composés suivants :

I Hom (Vi, Va) @ T4 Hom (W1, Wa) % 14 (Hom (V4, Vo) ® Hom (Wy, Wa))
U2y pdHom (Vi @ W, Va @ W)
~ T9Hom (V1 ®ray, Wi, Vo Qray, Wg) ,
I Hom (Va, V1) @ T Hom (Wi, Wa) 2% T4 (Hom (Va, V1) @ Hom (Wi, Wa))
9y 1d Hom (Hom (Vi, W1) , Hom (Va, Wa))

I'“ Hom (Homrdvlk (Vi, W1),Hompay, (Va, W2)) )

oil les applications (,), (f3) sont induites par 'application canonique TV @T9W —
I'Y(V @ W); les applications (f,), (t,) sont induites par les morphismes structurels
de ® et Hom. On a un isomorphisme, naturel en Vi, V5 et Vi de T9V, :

Homray, (Vi ®pay, Va2, V3) ~ Homray, (V1, Homray, (V2, Vi)).
Le foncteur 74 : Vi — I'*Vy est un foncteur monoidal strict : on a des isomorphismes
va(k) 2k et v4(V @ W) = v4(V) @ray, va(W) naturels en V,W € V.

Les structures k-linéaires monoidales sur les catégories I'*Vy induisent une
structure k-linéaire monoidale sur '), = ®?:1 I'%Vy : pour V et W deux objets
de T2V, on définit :

V @ray, W = (Vi ®@pary, Wi, ..., Vi, @rany, Wa),
HOJFQVk (Ka E) = (HOJFM Vi (Vla Wl) yooe JI—IoimFng:{ (Vm Wn)) .

Dans la suite, on écrit simplement ®, Hom au lieu de ®ray, et Hompay, -

2.3.2. Structure k-linéaire monoidale de P4, ... 4,). Soitd = (di,...,d,)
un n-uplet d’entiers naturels. On rappelle que la catégorie Py est la catégorie des
foncteurs k-linéaires de "%V vers V. On a donc un plongement de Yoneda

FiVﬂzp — Py

qui & un objet V de 'Y, associe le foncteur projectif I'®¥ %Y. = 1duVig. .. [dn Ve
La catégorie I@Vugp est une catégorie monoidale symétrique (dont la structure est
décrite & la section précédente). Dans une telle situation, la structure monoidale
symétrique peut s’étendre a toute la catégorie Py. Ce résultat est dii & Day [Day70],
et a été énoncé dans le cadre des foncteurs strictement polynomiaux & une variable
par Krause [Kral3]. Le produit monoidal symétrique obtenu sur Pg s’appelle le
produit de convolution de Day, et nous le notons ®p,. L’énoncé suivant récapitule
les principales propriétés de la structure monoidale symétrique fermée obtenue.

THEOREME 2.3.1 ([Day70, Kral3]). Il existe une structure monoidale symétrique
fermée

(Pi7 ®Pi’ F®Q7HO7HMDQ)

telle que le plongement de Yoneda I@Vu‘zp — Pq soit un foncteur symétrique monoidal.
Le produit monoidal est caractérisé par les deux propriétés suivantes.

(1) Le bifoncteur @p, est exact a droite en chaque variable.
(2) Il existe un isomorphisme F @p, I®4Y. ~ FV naturel en F et V.

De méme, le Hom-interne est caractérisé par les deux propriétés suivantes.
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(1) Le bifoncteur Homp  est exact a gauche en chaque variable.
(2) Il existe un isomorphisme Homp (I'®4Y. F) ~ Fy naturel en F et V.

On note @% (resp. RHomyp, ) le foncteur dérivé total & gauche (resp. & droite)

du foncteur ®@p, (resp. Homp ). On désigne par Extépd la i-éme cohomologie du
RHomyp,. La proposition suivante donne des formules explicites pour le Hom-
interne et du produit de convolution de Day, qui nous seront utiles pour la suite.

PROPOSITION 2.3.2. Soient F,G deur objets de Pg et V. € Ty, On a des
isomorphismes naturels en F,G etV :

(2.3.1) Homp, (F,G)(V) =~ Homp, (F¥,G),
(2.3.2) Extp, (F,G) (V) ~ Extp, (FV,G),
(2.3.3) Homp (F.G) ~ (Fop, GYF,

12

(2.3.4) Riom,, (F,G) (F o5, Gﬁ)ﬁ .

DEMONSTRATION. On considere chaque ¢6té de I'isomorphisme (2.3.1) comme
un foncteur en la variable F'. D’apres le lemme de Yoneda et d’apres la caractérisation
du Hom-interne donnée dans le théoreme 2.3.1, ces deux foncteurs sont isomorphes
(naturellement en G) sur la sous-catégorie pleine des projectifs de Py. Comme ces
deux foncteurs sont exacts a gauche, l'isomorphisme s’étend a un isomorphisme
naturel en F', G et V valable pour tous les foncteurs F'. On obtient I’isomorphisme
(2.3.1). Cet isomorphisme induit I"isomorphisme (2.3.2).

Puisque le foncteur Homp est exact a gauche et le foncteur @p, est exact a
droite, pour démontrer I'isomorphisme (2.3.3), sans perte de généralité, on peut
supposer que F = I'®4 Y D’apres le théoreme 2.3.1 et Pisomorphisme (2.3.1), on
a des isomorphismes naturels

#
Hompi (F@Q’Z,G) ~ Gy ~ (ng’z ®p, Gﬁ) ,

d’out I'isomorphisme (2.3.3). Cet isomorphisme induit I'isomorphisme (2.3.4). O

2.4. Groupes d’extensions de la forme Extp, (F,G")

2.4.1. Propriétés de la torsion de Frobenius. Dans la proposition sui-
vante, on montre que le foncteur de précomposition par la torsion de Frobenius
(=) . Py — Ppra est un plongement de catégories.

PROPOSITION 2.4.1 (Comparer avec [Toul2, Lemma 2.2]). Soient F,G deux
objets de Pg et H un objet de Pprq. Les morphismes suivants sont alors des iso-
morphismes naturels en F,G et H

(2.4.1) Homp, (F,G) =, Homp (F(T),G(T)) ,
(2.4.2) Homp,,, (H ®Pyra Xd(r) ,G(’l-)) = Homp,,, (H, G(’r)) ;

ot le premier morphisme est induit par la torsion de Frobenius Fr, : Pqg — Ppra
et le deuzieme est induit par le morphisme composé H = H QP,ry r¥rd
H ®Pyra Xd(r)
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DEMONSTRATION. Par exactitude & gauche de Homp, et Homp . ,, il suffit de
prouver que les morphismes (2.4.1) et (2.4.2) sont des isomorphismes lorsque F et
H sont respectivement des générateurs projectifs de Py et Pprq, c’est-a-dire que

F et H sont de la forme : F = M'®dV" o g — pRp'd,V, On a TXPdV QPprg
) (1) )
R ~ (TR )K et (ngvz( )) ~ (I“zé(r))z. 11 suffit donc de démontrer
que les morphismes suivants sont des isomorphismes :
” v
Homp, (ng’z( ),G) — Homp ., <(F®d(’")> ,G(T)) ,

Homp ., <(F®dm )V,G(T)) — Homp ., (ngrd,z7 G(T)) .

Par exactitude & gauche de Homp , , le deuxiéme morphisme est un monomor-
Ppra

phisme. Il suffit alors de montrer que le morphisme composé suivant de ces deux

morphismes est un isomorphisme :

Homp, (F'Xd’z(r),G) — Homppri (ngrd’z, G(T)) .

Cela vient de la commutativité du diagramme suivant, ot le morphisme horizontal
en haute est le composé ci-dessus et les deux morphismes verticaux sont donnés par
le lemme de Yoneda :

- (1‘® p@z, G(T‘))

Lz :

G (V™) G(V).

Hompi (Fgé’ v s G) —_— Homp

On obtient le résultat. O

COROLLAIRE 2.4.2. Soient F' et G deuz objets de Py ou de la catégorie Ch(Py).
Si F) ~ G| alors F ~ G.

2.4.2. L’adjoint & gauche de la précomposition par ("),
La précomposition par le foncteur de torsion de Frobenius (™) induit un foncteur
exact (=)™ : Py — Pyrg, F +— F). D’aprés Chatupnik [Chall, page 3] (voir
aussi [Toul3a, page 548]), on définit pour chaque entier naturel r un foncteur

o PPTQ — Pi'

DEFINITION 2.4.3. Soient d = (dy, ..., d,) un n-uplet d’entiers naturels et r un
entier naturel. On définit un foncteur ¢" : Pprqg — Py par la formule suivante, ol

n
F € Pprq; V est un n-uplet d’objets de Vi et S‘%d désigne le produit Xls{‘ﬁ’: €Pa:
d v 210V d

(r)
"(F)(V) = Homp,,, <F (554) > .
PROPOSITION 2.4.4. Soit F' € Ppyrq. Il existe un isomorphisme naturel en F :

(2.4.3) (F)*) ~ Homp (F SM”) .
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DEMONSTRATION. Soit V un n-uplet d’objets de V. Par définition et I'isomor-

s¥d

™ L (g% des i hi turels en F.V
e ~ (5% )K’ on a des isomorphismes naturels en F,V :

phisme (
(r)
(R (V) ~ Homp ., (F, (55%) >

~ Homgp,, (F7 (Sgd(’“))v> .

On en déduit le résultat. O

PROPOSITION 2.4.5. Le foncteur £" est adjoint a gauche a Fr,.. On a des iso-
morphismes naturels en F € Pprq et G € Py :

(2.4.4) Homp, ("(F),G) ~ Homp,, (F GW) :
(2.4.5) Homp, (¢'(F),&)" =~ Homp (F G(’“)) .
DEMONSTRATION. On définit un morphisme F — ¢"(F)(") comme le composé

suivant, ol le deuxieme morphisme est induit par la projection canonique I'®#?"¢ —,
™) et le troisieme est 'isomorphisme (2.4.3) dans la proposition 2.4.4 :

F~Fop,, B & Fop , TR~ gr(F)0),

Ce morphisme induit un morphisme Homp ,., (ET(F)(T), G(T)) — Homp ., (F, G(T)).
Par la proposition 2.4.1, ce morphisme et le morphisme induit par la torsion de Fro-
benius Homp, (¢"(F),G) — Homp,,, (¢7(F)™,GM) sont des isomorphismes. En
composant ces deux isomorphismes, on en déduit 'isomorphisme (2.4.4). Le fonc-
teur ¢" est donc adjoint a gauche a Fr,..

Soit V un n-uplet d’objets de Vi. L’isomorphisme (2.4.4) induit des isomor-
phismes naturels en F,G et V :

Homp, (ET(F),GKm) ~ Homp ., <F7 (va)(r))

~ Homp ,, <G, <G(T)>V) :

L’isomorphisme (2.4.5) en découle. O

On note L¢" le foncteur dérivé total a gauche du foncteur exact a droite £".
On a donc un foncteur L™ : DY (Pyrq) — D (Py). L’isomorphisme (2.4.6) dans
la proposition suivante est la version dérivée de l'isomorphisme (2.4.5) dans la
proposition 2.4.5.

PROPOSITION 2.4.6. Soient F' € Pprq et G € Pq. Soient r,s deux entiers
naturels. Il existe des isomorphismes naturels en F' et G :

(2.4.6) RHomp (F,G“)) ~ RHomp, (LI (F),G)"
(2.4.7) Lo (F)*)  ~ RHomp (F,SM”),
(2.4.8) L0 oLfS ~ Les,
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DEMONSTRATION. Le foncteur 7 est, d’aprés la proposition 2.4.5, adjoint &
gauche au foncteur exact Fr,., alors il préserve les projectifs. D’autre part, I'isomor-
phisme (2.4.5) de la proposition 2.4.5 induit un isomorphisme naturel en G :

Homyp . <7, G(?')) ~ Fr, oHomp, (=, G)o ("

Comme le foncteur ¢" préserve les projectifs et le foncteur Fr,. est exact, on peut
utiliser les formules de composition des foncteurs dérivés rappelées dans le corollaire
2.2.13. On obtient des isomorphismes naturels en G :

RHomp (—, G(T)) ~ R (Fr, o Homp, (—, G) o {")
~ Fr, oR Homp, (—,G) o L{".

L’isomorphisme (2.4.6) en découle. En remplagant G par S¥d dans 'isomorphisme
(2.4.6) et utilisant le lemme de Yoneda, on obtient I'isomorphisme (2.4.7).

D’apres la proposition 2.4.5 et 1’égalité Fr, o Fry = Fr,.4 5, on a un isomorphisme
0" o f% ~ ¢+, De plus, comme le foncteur ¢° préserve les projectifs, on peut alors
utiliser les formules de composition des foncteurs dérivés rappelées dans le corollaire
2.2.13. On obtient des isomorphismes :

L oLl ~ L ({5 o f%) ~ L{s.
On obtient I'isomorphisme (2.4.8).
O

COROLLAIRE 2.4.7. Soient F' € Pyrq et G € Py. St le complexe L™ (F') est for-
mel, c¢’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme L™ (F) ~ H, LL"(F) dans la catégorie
dérivée D° (731), alors pour tout k on a un isomorphisme naturel en G :

(2.4.9) Exth (F G<’°>) ~ @ Exth, (HLO(F),G)" .
itj=k
DEMONSTRATION. Puisque le complexe L (F) est formel, il est isomorphe &
son homologie H,L{"(F) dans la catégorie dérivée D (P;). L’isomorphisme (2.4.6)
induit donc un isomorphisme RHomyp . (F,G") ~ RHomp, (H*LW(F),G)(T)
naturel en G. En prenant ’homologie, on obtient I'isomorphisme (2.4.9). O

2.5. Définition de la classe Formel(r,n) et premiéres propriétés

2.5.1. Définition et exemples. Le corollaire 2.4.7 conduit & introduire la
définition suivante.

DEFINITION 2.5.1. Soient r,n deux entiers naturels, n > 0. On désigne par
Formel(r,n) la classe des foncteurs strictement polynomiaux F de n variables tels
que le complexe L{"(F) est formel.

Le résultat suivant est une reformulation du corollaire 2.4.7 en utilisant la
définition ci-dessus.

COROLLAIRE 2.5.2. Soit F' un foncteur strictement polynomial de n variable.
Si F appartient a la classe Formel(r,n), alors pour tout k on a un isomorphisme
naturel en G € Pg(n) :

Exth , (F.G") = @ Extp, (HLE(F),G)".
i+j=k
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Dans la suite de cette section, nous donnons quelques exemples et quelques
propriétés simples de la classe Formel(r, n).

EXEMPLE 2.5.3. (1) Comme le foncteur T4 est isomorphe & T'™4 qui
est un foncteur projectif, la classe Formel(0, n) posséde donc tous les fonc-
teurs strictement polynomiaux, c’est-a-dire que Formel(0,n) est égale a la
classe d’objets de Pk(n).

(2) Si le foncteur F' est projectif, il appartient a Formel(r,n) pour tout r.

(3) Si F € Py(n) est un foncteur homogene de degré d qui n’est pas un
multiple de p, alors F' € Formel(r, n) pour tout r.

Dans la proposition suivante, on donne un autre exemple de foncteurs appar-
tenant & Formel(r,n) pour tout » > 1. Cette proposition utilise la notion de bloc,
rappelée dans la section 4.2 du chapitre 4. Elle n’est donnée ici qu’a titre d’exemple
et ne sera pas utilisée ensuite.

PROPOSITION 2.5.4. Soit F' un foncteur strictement polynomial. Si aucun des
blocs des facteurs de composition du foncteur F' n’est le bloc trivial, alors F appar-
tient a Formel(r,n) pour tout r > 1.

DEMONSTRATION. On suppose que l’ensemble des blocs du foncteur F' ne
possede pas le bloc trivial. Il existe alors une résolution projective P de F telle
que I’ensemble des blocs de P; ne possede pas le bloc trivial pour tout 4. Il existe,
par définition, un isomorphisme L¢"(F) ~ ¢"(P). D’autre part, par la proposition
2.4.4 et le fait que le bloc trivial n’appartient pas a ’ensemble des blocs de P;, on a

(P = Homp, (Pi, SMT)) ~0.

On obtient donc L¢"(F) = 0. On en déduit que le foncteur F appartient a la classe
Formel(r,n) pour tour r > 1. O

2.5.2. Premieres propriétés de la classe formelle Formel(r,n).

PROPOSITION 2.5.5. Soient F' et G des éléments de la classe Formel(r, n) et soit
V un n-uplet d’objets de V.. Alors les foncteurs Fy,F © G et F @ G appartiennent
a Formel(r,n). De plus, on a des isomorphismes gradués naturels
H.LE (Fy) ~ (HLE(F))yo
HIL"(FoG)~ HLI(F)® HLI(G)
HIL"(F®G)~ HLI(F)® HLI(G)
DEMONSTRATION. Comme les foncteurs (—)y, @, ® sont exacts, ils préservent
les complexes formels. Pour prouver cette proposition, il suffit de démontrer qu’il
existe des isomorphismes naturels en F, G :

(2.5.1) L (Fy) = (LO(F))ye , LO(FoG)~LI(F) e Le(G),
(2.5.2) L"(F®G)~LIN(F) @ LI (G).

D’apres le corollaire 2.4.2 et la proposition 2.4.4, on a des isomorphismes naturels
en F,G :

0 (Fy) = 7 (F)yw, (F®G) = "(F)®7(G), '(F@G)~{(F)o(Q).

De plus, les foncteurs (—)v,®,® sont exacts et préservent les projectifs. On en
déduit les isomorphismes (2.5.5) et (2.5.6). O
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LEMME 2.5.6. Soient F' € Px(n) et G € Px. On a des isomorphismes naturels
en F,G :

(2.5.3) Homp, (FoA,,G) =~ Homp ) (F,GoH")oA,,
(2.5.4) RHomp (FoA,,G) ~ RHomp ) (F,GolE")oA,.

Z

DEMONSTRATION. Par P’adjonction somme-diagonale — o A, : Px(n) = Py :
— o ", on a des isomorphismes naturels en F, G,V , ou V est un objet de V :

Homp, (F'o A, Gy) ~ Homp, ( (F, Gy o B")

=~ Homp, () (F7 (Go Eﬂn)An(V)) )

On en déduit Iisomorphisme (2.5.3). Cet isomorphisme induit un isomorphisme
naturel en G :

Homp (=, G)o(=0A,)~(-0A,)oHomp ) (—,GolEH").

Comme le foncteur — o A,, est exact et préserve les projectifs, on peut utiliser les
formules de composition des foncteurs dérivés rappelées dans le corollaire 2.2.13.
On obtient un isomorphisme naturel en G :

RHomp, (—,G)o(-0A,) ~(-0oA,) o RHomp, () (—, GoEH").
L’isomorphisme (2.5.4) en découle. O

LEMME 2.5.7. Soient F,G deux foncteurs strictement polynomiauz de n va-
riables, et soit V. un n-uplet d’objets de Vi. On a des isomorphismes naturels en

FGetV :
(2.5.5) Homyp, .y (F,G) (V) =~ Homp, ) (F¥*,G) o Ay(k),
(2.5.6) RHomyp, .y (F,G) (V) RHomp, (,,) (F¥, G) o A (K).

R

DEMONSTRATION. En utilisant la définition du foncteur Hom-interne et 1’iso-
morphisme canonique V. @ A, (k) ~ V., on obtient (2.5.5). Soit J une corésolution
injective du foncteur G. L’isomorphisme (2.5.5) induit un isomorphisme des com-
plexes :

Homp, (,,y (F,J) (V) = Homp, (,,y (F*, J) 0 Ay (k).

On en déduit I'isomorphisme (2.5.6). O

PROPOSITION 2.5.8. Si le foncteur F € Py appartient a la classe Formel(r,n)

alors Fo A, € Formel(r,1) et H.L{"(F o A,) ~ H.LI"(F)o A,.

DEMONSTRATION. Par la proposition 2.4.4, 'isomorphisme (2.5.3) du lemme
2.5.6 et le fait que S est la partie homogene de degré d du foncteur S¢ o B" ot
d est la somme dy + - -+ 4 d,, on a des isomorphismes :

("(F o A,)*") ~ Homp, (F oAy, Sd“)) oA,
~ Homp, ) (F, 57 o 8") 0 A,
~ Homp, (,,) (F7 Sd(r)) oA,
~ ("(F) o A,
~ ((F) o Ay)*).
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En combinant avec le corollaire 2.4.2, on a un isomorphisme (" (FoA,,) ~ (" (F)oA,,
naturel en F. Comme le foncteur — o A,, : Py(n) — Pk est exact et préserve les
projectifs, il existe un isomorphisme L{"(F o A,,) ~ L¢"(F) o A,, naturel en F. On
en déduit le résultat. O

2.6. Formalité et k-invariants

L’objectif de cette section est de démontrer le théoreme 2.6.12 qui est une
généralisation a plusieurs variables d’un résultat de van der Kallen [vdK13]. Mais
nous proposons une méthode différente pour I'obtenir, qui remplace 1'utilisation de
suites spectrales par la théorie des k-invariants de Dold [Dol60]. Une application du
théoreme 2.6.12 est la proposition 2.6.13, qui donne un critére permettant d’établir
des propriétés plus compliquées des classes formelles Formel(r, n).

Les k-invariants sont bien connus dans la topologie algébrique. Plus précisément,
pour chaque CW complexe, on peut définir des classes de cohomologie k™ (X ),n € N
appelées k-invariants de X. Nous renvoyons & [Hat02, Chapter 4, page 338] pour
le résultat typique suivant.

PROPOSITION. Soit X un CW complexe. Il existe une équivalence d’homotopie
entre X et un produit d’espaces d’Filenberg-MacLane si et seulement si tous les
k-invariants de X sont nuls.

Il faut comparer cette proposition avec la proposition 2.6.4 qui nous intéresse.
La version algébrique (pour les complexes sur une catégorie abélienne) de k-invariants
est donnée par Dold [Dol60].

2.6.1. Théorie des k-invariants de Dold. D’abord, on fait quelques rap-
pels la théorie des k-invariants de Dold [Dol60]. En fait, on traduit ses résultats
dans le langage de la catégorie dérivé. On fixe A une catégorie abélienne. Si C' €
Ch(A) est un complexe, et n est un entier, on désigne par 7<,(C) le complexe

Ci ’LS n,
(T<n(C)); = § Cng1/ker (Crgp1 — Cp), i=n+1,
0, i>n42,

et par p, : C = 7<p(C), ¢n : T<n(C) = T<n—1(C) des épimorphismes canoniques.
On obtient un diagramme commutatif (la tour de Postnikov)

I

- 7<n1(C) “dni1 7<n(C) o T<n-1(C) — -+

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition précédente.
PROPOSITION 2.6.1. (1) On a des suites exactes dans la catégorie Ch(A)
0 — H,(C)[-n] = 7<n(C) L% 7<n_1(C) — 0.

(2) L’application H;(py) : H;(C) — H; (T<n(C)) est un isomorphisme sii < n
et H; (1<, (C)) = 0 si i > n+ 1. En particulier, si H;(C') = 0 pour tout
i > n+1 alors le morphisme p,, : C — 7<,(C) est un quasi-isomorphisme.
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Ensuite, on a besoin de la structure triangulée de la catégorie dérivée bornée
D’ (A), voir sous-section 2.2.3. D’apres les propositions 2.2.9 et 2.6.1(1), pour
chaque entier n et chaque complexe C' € D (A), il existe un triangle distingué
dans la catégorie D (A) :

(2.6.1) H,(O)[-n] = 7<n(C) L% 7<p 1(C) — H,(C)[—n — 1].

DEFINITION 2.6.2. Soient C' € D?(A) et n un entier. On note k™(C) le mor-
phisme 7<,,_1(C') — H,,(C)[—n —1] dans le triangle distingué (2.6.1), et on appelle
k™(C) le n-éme k-invariant de C.

En principe, les k-invariants décrivent comment on peut reconstruire un com-
plexe a partir de son homologie. C’est compliqué de calculer explicitement les k-
invariants d’un complexe. Mais ces invariants sont utiles pour établir des propriétés
théoriques. La proposition suivante donne un lien entre les k-invariants et la for-
malité. Elle est démontrée par Dold [Dol60].

PROPOSITION 2.6.3. Soient C € D (A) et n un entier. Le compleze T<,,(C) est
formel si et seulement si le compleze T<,,—1(C) est formel et le k-invariant k™ (C')
est nul.

DEMONSTRATION. (=) Comme le complexe 7<,(C) est formel, il existe un
isomorphisme f : 7<,,(C) — H (1<, (C)) = 7<,(H(C)) dans D’ (A). En appliquant
le foncteur 7<,_1, on obtient un isomorphisme

T<n-1(f) i T<n-1(0) = T<n—1 (T<n(H(C))) = T<n-1(H(C)).

Le complexe 7<,_1(C) est donc formel. Le n-ieme k-invariant kX" (C) du complexe
C est nul grace a la commutativité du diagramme suivant dans la catégorie dérivée

D’ (A) :

H,o(C)[- 7<n(C) Ten 1 (C) — o b ()= - 1]

)

—n] —— T<n (H(C)) —— T<n-1(H(C)) —> H,(C)[-n — 1].

(<) Comme 7<,_1(C) est formel, il existe un isomorphisme g : 7<, 1(C) =
T<n—1(H(C)) dans D’ (A). De plus, comme k"(C) = 0, le diagramme suivant
est commutatif, ou les deux lignes sont des triangles distingués dans la catégorie

D’ (A) :

T<n-1(C)[~1] H,(C)[~ 7<n(C) T<n-1(C)
pro )
T<n—1(H(C))[~1] —— H,(C)[—n] — T<n(H(C)) —— T<n—1(H(C)).

Par TR4 de la définition 2.2.5, il existe un isomorphisme 7<,(C) ~ 7<,(H(C))
dans la catégorie D? (A). Par définition, le complexe 7<,,(C) est formel. O

PROPOSITION 2.6.4. Soit C € D® (A). Le complexe C est formel si et seulement
sik™(C) = 0 pour tout n.
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DEMONSTRATION. (=) Comme le complexe C' est formel, les complexes 7<,,(C)
sont également formels. D’apres la proposition 2.6.3, les k-invariants k™(C') sont
nuls.

(«) Puisque C est un objet de D (A), son homologie est bornée. Il existe
donc un entier m strictement positif tel que p,, : C' = 7<,,(C) est un isomorphisme
dans DY (A) et que le complexe T<_,,(C) est acyclique. Le complexe 7<_,,(C)
est alors formel. De plus par I'hypothese, k"(C) = 0 pour tout n. En utilisant
la proposition 2.6.3 et un raisonnement par récurrence, le complexe 7<,,(C) est
formel. Le complexe C' est donc formel. g

2.6.2. Application a la formalité. On utilise maintenant la théorie des
k-invariants pour démontrer le théoreme suivant.

THEOREME 2.6.5. Soient A, B deuz catégories abéliennes. Soit ¢ : A — B un
foncteur exact. Les deux conditions suivantes sur le foncteur ¢ sont équivalentes :

(1) Le complexe C € D (A) est formel dés que le compleve ¢(C) € D (B)
est formel.

(2) Pouri > 2, les applications Ext’y (A, B) — Exty (pA, ¢B) induites par ¢
sont des monomorphismes.

Comme une application de ce théoreme, on obtiendra un résultat de van der
Kallen [vdK13] dans la section suivante.

REMARQUE 2.6.6. Avant de prouver le théoreme 2.6.5, on remarque que, sous
Ihypothese du théoréme, le complexe ¢(C') est formel si le complexe C est aussi. En
effet, puisque le complexe C' est formel, C' ~ H(C). On obtient un isomorphisme
d(C) = ¢(H(C)). D’autre part, 'exactitude de ¢ implique que I'homologie du
complexe ¢(C') est égale & ¢(H(C')). On a donc un isomorphisme ¢(C) ~ H(¢(C)),
d’ou le résultat.

LEMME 2.6.7. Soient A, B deux catégories abéliennes. Soient ¢ : A — B un
foncteur exact et C un objet de D® (A). On a alors ¢ (k"(C)) = k" (¢(C)).

DEMONSTRATION. D’aprés la définition 2.6.2, il existe un triangle distingué

dans la catégorie D? (A)
Ho(C)[=1] = 7<n(C) 45 721 (C) 22D 1, (C)[-n - 1].
Puisque le foncteur ¢ est exact, on a H,(¢(C)) ~ ¢ (H,(C)) et 7<n(¢(C))
¢ (T<n(C)). En appliquant le foncteur exact ¢, on obtient le triangle distingué
suivant dans D? (B)
Hu($(O)[=n] = 7<n(9(C)) * m<u-1(6(C)) Hy(C)[=n —1].

On a alors k" (¢(C)) = ¢ (k™ (C)). O

R

P(E"(C))

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.6.5. (2) = (1). Puisque C est un objet de
D’ (A), il existe des entiers i1,is tels que H,(C) = 0 deés que n < i; ou n > iy.
Par conséquence, le morphisme p,, : C' — 7<,,(C) est un isomorphisme si n > iy et
le complexe 7<,,(C') est acyclique si n < i;. En particulier, le complexe 7<,(C) est
formel si n < 7y, et si le complexe 7<,,(C) est formel pour n > iy quelconque alors
le complexe C est formel. Il suffit de montrer que le complexe 7<,,(C') est formel si
le complexe 7<,,—1(C) est formel.
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On suppose que T<,,—1(C') est formel avec n — 1 > i;. Il existe alors un isomor-
phisme 7<,,_1(C) >~ @Z:ﬁ H;(C)[~i] dans la catégorie D? (A). Comme le foncteur
¢ est exact, on a un isomorphisme 7<,_1(¢(C)) =~ @Z;i H;(¢(C))[—i] dans la

catégorie D? (B). On obtient un diagramme commutatif

Home(A) (Tgnfl(o), Hn(C)[fn — 1]) L> Home(B) (7'371,1(¢(C))7 Hn(gb(c))[*ﬂ - 1})

@ Ext’ 1 (H(C), Ha(C)) — 2 @75} Exty™ ™ (Hy(9(C)), Ha(6(C))) -

Par lassertion (2), 'application ¢, est un monomorphisme. D’autre part, puisque
le complexe ¢(C) est formel, d’apres la proposition 2.6.4, on a k™ (¢(C)) = 0. En
combinant avec le lemme 2.6.7, on a donc k™(C) = 0. Par la proposition 2.6.3, le
complexe T<,, (C) est formel.

(1) = (2). Soit e € Ext’y (A, B) un élément tel que ¢.(e) € Exty (¢(A), p(B))
soit nul. Puisque Exty (A, B) =~ Hompe (4 (A[0], B[—i]), on peut voir e comme un

morphisme A[0] — B[—i] dans D? (A). Il existe donc un triangle distingué dans la
catégorie D? (A)
B[—i+1] — C — A[0] < BJi].

Puisque le foncteur ¢ est exact, on obtient un triangle distingué dans D? (B)

$(B)[—i+1] = 6(C) — ¢(A)[0] 2% 6(B)[i].

Comme ¢, (e) = 0, le complexe ¢(C') est formel. D’apres 'assertion (1), le complexe
C est également formel. Le morphisme e est donc nul. (|

Le corollaire suivant est une conséquence directe du théoreme 2.6.5. Ce résultat
est classique, et nous renvoyons a [KS06, Corollary 13.1.20] pour une autre démonstration
de ce résultat. De plus, le corollaire 2.6.8 explique pourquoi on a ’hypothese “¢ > 2”
dans l'assertion (2) du théoreme 2.6.5.

COROLLAIRE 2.6.8. Soit A une catégorie abélienne. On suppose que la catégorie
A est héréditaire, c’est-a-dire qu’on a Ext’y (A,B) = 0 pour i > 2 et A,B € A.
Soit C € D (A). Il existe un isomorphisme dans D® (A) :

(2.6.2) C ~ @ Hi(C)[i).
i€

DEMONSTRATION. On définit un endofoncteur ¢ : A — A par ¢(A) = 0 pour
tout A € A. 1l est évident que ¢ est un foncteur exact et que le complexe ¢(C') est
formel. De plus, comme la catégorie est héréditaire, les applications Extf4 (A,B) —
Exth (pA, B) induites par ¢ sont des monomorphismes pour ¢ > 2. Par le théoreme
2.6.5, le complexe C' est formel. Le complexe C' est donc isomorphe a son homologie,
d’ou le résultat. O

2.6.3. Formalité et injectivité de la torsion de Frobenius. Dans ce
paragraphe, on applique la théorie développée dans les sections précédentes au
contexte des foncteurs strictement polynomiaux et de la torsion de Frobenius. On
vérifie d’abord dans la proposition suivante que le foncteur de torsion de Frobenius
vérifie les hypotheses du théoreme 2.6.5.
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PROPOSITION 2.6.9. Soient F,G € Py. L’application suivante induite par le
foncteur exact Fr, : Py — Ppq suivant est un monomorphisme :

(2.6.3) Extp, (F,G) = Ext} (F(”, G(’”>) .

La démonstration de cette proposition repose sur l'injectivité de la torsion
de Frobenius en cohomologie connue pour les groupes algébriques réductifs. Pour
un uplet d’entiers naturels m = (mq,...,my), on désigne par GL,,k le produit
[T7_, GLy, x et par k™ lobjet (k™,... k™). On a le foncteur d’évaluation en k™

Py — GLy i -Mod, F s F(k™).
Le lemme suivant est démontré dans [Toul0, Lemma 2.3].

LEMME 2.6.10. Soient F,G € Pq. If m > d, c’est-a-dire, m; > d;,i =1,...,n
le foncteur d’évaluation en K™ induit un isomorphisme :

(2.6.4) Extp, (F,G) — Extgy,  (F(k™),G(k™)).
DEMONSTRATION. Par un argument de 6- foncteur il sufﬁt de considérer le cas

ou F et G sont de type séparé, c’est-a-dire, F' = @ Fiet G = Xl G;. Le diagramme

suivant est commutatif, ou les fleches verticales sont des morphlsmes canoniques et
le morphisme horizontal en haut est le morphisme (2.6.4) :

Ext}, (F,G) Exty,, (F(k™), G(km)

A -

no () N . .
Q Extp, (Fi,Gi) Q Extay,, , (Fi(k™), Gi(k™)).

i=1 i=1

Puisque m; > d;,i = 1,...,n, d’apres [FS97, Corollary 3.13], Papplication (}) est
un isomorphisme. L’application (2.6.4) est donc un isomorphisme. 0

Si M est un GLy, x-module, on désigne par MU la r-torsion de M, voir [Jan03,
Section 1.9.10]. 1l existe un isomorphisme F) (k™) ~ F(k™)[] naturel en F. De
plus, on a le résultat suivant.

LEMME 2.6.11. Soient F,G € Py. Le diagramme suivant est commutatif, ou les
fléches verticales (T1), (T5) sont induites par le foncteur d’évaluation en K2 :

Ext}, (F,G) 2es Bxtj, ., (F®),G0)
l(h) l(Tz)
* m m (T ) * m\|r m|(r
Extqr,, , (F(k™), G(k™)) : Exty,, , (FE™)I, Glem)l).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.6.9. On consideére le diagramme com-
mutatif dans le lemme 2.6.11. Puisque m > d, par le lemme 2.6.10, les applications
(t1), () sont des isomorphismes. De plus, par [Jan03, Section I1.10.16], Papplica-
tion (f3) est aussi un isomorphisme. On en déduit le résultat. O

THEOREME 2.6.12. Soient C' € Ch (734) un compleze fini et v un entier naturel.
Le compleze C est formel si le compleze C") Dest aussi.
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DEMONSTRATION. On désigne par ¢ : Pg — Pprq le foncteur de précomposition
par I Ce foncteur est exact. De plus, on a P(C) = C("). D’apres la proposition
2.6.9, Papplication Ext;‘,i (F,G) — Ext}‘,pré (F(’”)7 G(’“)) induite par ¢ est un mono-
morphisme. Par le théoreme 2.6.5, on obtient le résultat. g

PROPOSITION 2.6.13. Soit F' un foncteur strictement polynomial de n variables.
S7il existe un objet gradué C' tel que LET(F)(T) ~ C™) alors F appartient a la classe
Formel(r,n) et H.LI"(F) ~ C.

DEMONSTRATION. Soit C' un objet gradué dans Pi(n). On suppose qu'il existe
un isomorphisme L¢"(F)(") ~ C). Comme le complexe C(") est formel, par le
théoréme 2.6.12, le complexe L{"(F) est formel. De plus, on a un isomorphisme
gradué (H*LET(F))(T) ~ O, Cet isomorphisme induit un isomorphisme gradué
H,L{"(F) ~ C car la précomposition par la torsion de Frobenius est un plongement
de catégories. O

2.6.4. Formalité et paramétrisations. Dans ce paragraphe, on applique
la théorie développée dans les sections 2.6.1 et 2.6.2 au contexte des foncteurs
strictement polynomiaux et de la paramétrisation.

PRrROPOSITION 2.6.14. Soient C' € Ch (Pi) un compleze fini et v un entier
naturel. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Le complexe C est formel.
(2) Le complexe Cy est formel pour tout n-uplet V. d’objets de V.

(3) Il existe un n-uplet V. d’objets de Vg tel que V; # 0 pour tout i et que le
compleze Cy est formel.

DEMONSTRATION. L’implication (2) = (3) est évidente. Puisque le foncteur
(—)v est exact, on a que (1) = (2). Il reste a montrer (3) = (1). Soit V un n-
uplet d’objets de Vg tel que V; # 0 pour tout ¢. Puisque V; est non-nul, k est
un facteur direct de V;. Le foncteur F' est donc un facteur direct du foncteur Fy
pour tout foncteur strictement polynomial F'. Par conséquence, les applications
Extp, () (F,G) — Extp, (Fv,Gv) sont toujours des monomorphismes. Par le
théoreme 2.6.5, le complexe C' est formel. g

2.7. Etude de la classe Formel(r,n)

L’objectif de cette section est d’étudier la classe Formel(r,n). De plus, pour
obtenir des calculs explicites, il faut également déterminer explicitement H, L™ (F)
pour F' € Formel(r,n).

2.7.1. La compatibilité de la classe Formel(r,n) avec la précomposition
par la torsion de Frobenius. La notation suivante sera tres souvent utilisée
dans la suite. Pour chaque entier naturel r, on note F,. le k-espace vectoriel gradué
de dimension finie défini par (E,.)? est égale a k si i = 0,2,...,2p" — 2 et 0 sinon.
Le résultat important suivant est la version a parametre d’un cas particulier de
[Toul2, Lemma 4.4 et Theorem 4.6] (voir aussi [Toul3a, Proposition 13]). Nous
le donnons sans démonstration.

THEOREME 2.7.1 (Touzé). Soit F € Pgy. Il existe un isomorphisme naturel en
F
RHomy, (F"),$107) = (FP)*".
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COROLLAIRE 2.7.2. Soit F' un foncteur strictement polynomial d’une variable.
On a F") € Formel(r, 1) et HL{(F) = FPr.

DEMONSTRATION. Par I'isomorphisme (2.4.7) et le théoréme 2.7.1, le complexe

Ler (F(’"))(T) est isomorphe a (FE"')(T) qui est un complexe formel. Par la proposi-
tion 2.6.13, F(") appartient & la classe Formel(r,1) et H,L{"(F) ~ FFr. O

Dans le théoreme suivant, nous généralisons le théoreme 2.7.1 et le corol-
laire 2.7.2 a plusieurs variables et nous en tirons les conséquences pour la classe
Formel(r,n).

THEOREME 2.7.3. Soient F,G deux foncteurs strictement polynomiaux de n
variables.

(1) Le foncteur F") appartient ¢ Formel(r,n) et HLL™ (F()) o~ A= B

(2) Il existe un isomorphisme naturel en G
(r)
Ext}, () (F<7»>7G<r>) ~ Ext}, ) (FA,AET),G) .
3) Si F appartient a la classe Formel(r,n) alors FY) appartient & la classe
(

Formel(r + 1,n). De plus, on a H LI (F(l)) ~ HL{(F)An(B),

(4) Réciproquement, si un foncteur FY) appartient a la classe Formel(r+1,7n),
alors F appartient o la classe Formel(r,n).

DEMONSTRATION. L’assertion (2) du théoréme est une conséquence de la premiere
assertion et du corollaire 2.5.2.

(1) On suppose que F' est un objet de P;. On note d la somme dy + - - + d,,.
Par lisomorphisme (2.4.7) de la proposition 2.4.6 et le fait que S®¢ est la partie
homogene de degré d du foncteur S% o B, on a des isomorphismes :

)
Lo (FO)™ = RHomp,, (F(), $940))
~ RHomp, ,,, (F"), 5" 0" .

Ensuite, on utilise successivement le lemme 2.5.6, I'isomorphisme (2.5.6) du lemme
2.5.7 pour obtenir d’isomorphismes suivants, ou V est un n-uplet d’objets de V :

Lo (F“))M (V) = RHomp, ) (F", %) 0 8" ) (V)
~ RHomyp, (( F(r))K 540 o EE") (An(K))
~ R Homsp, ( (FW)K oA, 5d<’”>>
~ R Homp, ( (FK‘” ° An) " Sd(”>

Enfin, en utilisant successivement le théoreme 2.7.1, 'isomorphisme d’adjonction
somme-diagonale, le lemme de Yoneda et le fait que Sff( B est la partie homogene
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de degré d de Sjé" o H", on obtient des isomorphismes

#(r)

Lo (F(T)) (V) ~ RHomp, (FK(T) oAy, S%T)

~ R Homp, () (FZ(” , S]%r o Bﬂ")

(r oXd
~ R Homp, () (FZ ,SA;(ER))

~ RHOimnk(n) (FAn(ET)’ S@d) (K(T))

~ (FA"(ET))MT) V).

Le complexe L/{" (F(’))(T) est donc formel et son homologie est isomorphe a 1’ob-
jet gradué (FA”(ET))(T). Par la proposition 2.6.13, le foncteur F(") appartient a

Formel(r,n) et H,LL™ (FM) o~ FA(E),
(3) et (4). Par la proposition 2.4.6 et lassertion (1), on a des isomorphismes :

Lot (PO) =L (Let (FO)) =L (FAE0) = (Lo (7))

Si F' appartient & Formel(r,n), alors le complexe L™ (F) est formel. Le complexe
L¢r+1 (FM)) est donce formel et son homologie est isomorphe & H,L¢"(F)2+(E1)., Le
foncteur F( appartient a Formel(r + 1,n) et H L+ (FU) ~ H Lem(F)An (B,

Si F( appartient a Formel(r+1,n), alors le complexe L¢ 1 (F()) est formel.
Par la proposition 2.6.14, le complexe L{"(F') est également formel. Le foncteur F
appartient donc & Formel(r,n). O

EXEMPLE 2.7.4. Soient V un n-uplet d’objets de Vi et F,G € Py4. On a des
isomorphismes gradués :

)
Ext}, (1) ((va) ’G(r)> ~GWN®E,... .Va®E),

(r)
EXt, () (F(T), (554) ) ~F'(V,®B,,...,.Va® E,).

2.7.2. La compatibilité de la classe Formel(r, n) avec la précomposition
par X" ®™. Pour démontrer notre résultat final, nous avons besoin d’une formule
clé qui généralise [FF08, Proposition 2.2] de Franjou-Friedlander.

THEOREME 2.7.5. Soient F,...,F, et F' des objets de Py. On a des isomor-
phismes naturels en Iy, ..., F, et I :
n #
(2.7.1) Homp, ., <F o &",ZElFZ) ~ (F ©p, F @p, - @p, Fﬁ) oX",

n #
(2.7.2) RHomp, ,,) <F o X", i&ﬂ) ~ (F % F! ®5 @k Fﬁ) o X",

DEMONSTRATION. Comme chaque ¢oté de 'isomorphisme (2.7.1) est un fonc-
teur exact a gauche en chaque variable Fi, ..., F,,, pour prouver cet isomorphisme,
on peut supposer que le foncteur F; est de la forme F; = S{‘z pour i = 1,...,n.
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D’apres le lemme de Yoneda et le théoreme 2.3.1, on a des isomorphismes naturels :

Homp, (,, <F oX", és&,) ~ ((F o &")ﬁ)
~ (Fvlcamcavn)lj o "
~ (Fo@p,I"V* @p, - ®p, I‘d’vﬂ)u o X",
L’isomorphisme (2.7.1) en découle. Pour prouver (2.7.2), soit P une résolution
projective de F; dans la catégorie Py pour ¢ = 1,...,n. Les complexes (PFi)ﬁ sont

donc des corésolutions injectives des foncteurs Fiﬁ. De plus, I'isomorphisme (2.7.1)
induit un isomorphisme des complexes :

n #
Homyp, () <F o X", @IPFZ') ~ (F @p, (PFI)” ®p, - @p, (PF")’j) o X™.
On en déduit I'isomorphisme (2.7.2). O

REMARQUE 2.7.6. En appliquant le théoréme 2.7.5 au cas ot n = 2, F = T'% et
en utilisant les isomorphismes (2.3.3), (2.3.4) démontrés dans la proposition 2.3.2,
on retrouve [FF08, Proposition 2.2].

THEOREME 2.7.7. Soit F' € Pprq. On suppose que le foncteur F appartient
la classe Formel(r,1).

(1) Le foncteur F o X" appartient a Formel(r,n) et on a un isomorphisme
H,L{T(F o /") ~ HLI"(F)E" " o ),
(2) Le foncteur F' o @™ appartient a Formel(r,1) et on a un isomorphisme

H.L (Fo@") ~ HLI(F)E" ™ o @n,

DEMONSTRATION. L’assertion (2) est une conséquence directe de 1’assertion (1)
et la proposition 2.5.8. Il reste a démontrer la premiere assertion. Par I'isomorphisme
(2.4.7) de la proposition 2.4.5 et 'isomorphisme (2.7.2) du théoréme 2.7.5, on a des
isomorphismes :

Xn
(2.7.3) L (F o X)) ~ RHomp, (F o )", (Sd(”> )

f
~ | F ®%k ir) ®%k . ®%k 4 | o,

n

D’autre part, le théoréme 2.7.1 et l'isomorphisme (2.3.4) de la proposition 2.3.2
induisent un isomorphisme F(") ®%k ) ~ (FET)(T) naturel en F' € Pprq. En
utilisant cet isomorphisme, on obtient un isomorphisme

BNG)
(2.7.4) 0 @l @l 1) o (PEET) T

n



74 2. CALCULS DES GROUPES D’EXTENSIONS

Par l'isomorphisme (2.4.7) de la proposition 2.4.6, Iisomorphisme (2.3.4) de la
proposition 2.3.2 et les isomorphismes (2.7.3), (2.7.4) ci-dessus, on obtient des iso-
morphismes :

NENON
LO"(F o R ~ <F ®%, (Pd»Ei@ ) ) o ®"

(r)
~ RHomp, <F, (521@”71) > o X"

~ (LW(F)W)E@H o &"

n—1 g(r)
~ (Lﬁ(F)Ef’ 0 W) .
Comme F' appartient a Formel(r, 1), le complexe L¢"(F) est formel. Le complexe
L{7(F o &")(T) est donc formel et son homologie est isomorphe a l’objet gradué

e (r)
(H*LZT(F)E? "o @") . Par la proposition 2.6.13, le foncteur F oX™ appartient
a Formel(r,n) et H LI (F o R") ~ H,L{(F)E7" ' o @7, 0

Ensuite, on rappelle un résultat de Chatupnik [Cha08] (voir aussi [Toul3c]).
Dans la suite, si X désigne 'un des symboles I', A, S, on note ex lentier 0, 1,2
respectivement.

THEOREME 2.7.8 (Chatupnik). Soit X désigne l'un des symboles ', A, S. On a
un isomorphisme

RHom,, (XW, sd(ﬂ) ~ XEO) [ey (p'd — d))].

COROLLAIRE 2.7.9. Soit X désigne l'un des symboles I', A, S. Le foncteur X
appartient a Formel(r, 1) pour tout r et LE"(X?) est isomorphe a X¢ [ex (d — ¢€)] si
d est de la forme p"e,e € N et a 0 sinon.

DEMONSTRATION. Si d n’est pas un multiple de p” alors L™ (F) = 0 par la
définition du foncteur £". Alors X? € Formel(r,1). Ensuite, on suppose que d est
de la forme p"e pour e € N. Par l'isomorphisme (2.4.7) de la proposition 2.4.6
et le théoréme 2.7.8, le complexe L{" (Xd)(r) est isomorphe & X°¢(") [ex (d — e)].
Par la proposition 2.6.13, le foncteur X ¢ appartient a Formel(r,1) et L (X9) ~
X¢[ex (d—e)]. 0

Notre résultat final (théoreme 2.7.10) est une généralisation du théoréme 2.7.8
et du corollaire 2.7.9. Il est une clé pour calculer les algebres de cohomologie dans
le chapitre suivant.

THEOREME 2.7.10. Soit X désigne l'un des symboles T', A, S. Soient F € Py et
Ge ’P]k(n)
(1) Le foncteur X o™ appartient a Formel(r,n) pour tout r et LE (X 1oX™)
est isomorphe & XOEX" " [ex (d — )] o X" si d est de la forme pe,e € N
et a 0 sinon.
(2) Le foncteur X%o®" appartient a Formel(r,1) pour tout r et LI"(Xo@™m)
est isomorphe 4 X EX" " [ex (d — €)] o @™ si d est de la forme pTe,e € N
et a 0 sinon.
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(3) Il existe des isomorphismes gradués naturels en F,G :
@;k(n) (X”Td o X", G(r)) ~ @;;(erif)(prd—d) (Xd,Es?"ﬂ o &, G) (r) 7
Ext’, <Xprd o ®n’F('r‘)) ~ m;;;ex(prd_d) (Xd,E,?"*l o ®”,F) (r) .

DEMONSTRATION. Les assertions (1) et (2) sont des conséquences du théoreme
2.7.7 et le corollaire 2.7.9. Pour obtenir la derniere assertion du théoreme on utilise
les deux assertions (1), (2) et le corollaire 2.5.2. O

EXEMPLE 2.7.11. (1) On a des isomorphismes gradués :
Bt o (T 0,810 = (5,)%"
Ext, ) (A7 0 8", &) = (E,)*" ! [pr 1],
Exth, ) (S 0B, 1700 ) = (B,)°"" [2p" — 2.
(2) Soit V € Vk. On a des isomorphismes gradués :
R L
Ext, (Ap"'d 0@, (S{}d)(")) ~ Al (V®n ® (ET)®7L—1) pd—d,

Bxty, (740", (S19) (”) =T (Ve @ ()" ) [2p7d - 2d).
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3.1. Introduction

L’objectif du chapitre est de calculer les algebres de cohomologie suivantes
lorsque n > p"™l et p>2:

(3.1.1) H, (Gm g+ (kznv(r)@e))

ou (G, est le schéma en groupes symplectique Sp,, ou le schéma en groupes ortho-
gonal Oy, ,, et G,, agit naturellement sur l’espace vectoriel k*" par multiplication
matricielle. Notre résultat principal est le théoreme suivant.

THEOREME (Théoréme 3.4.11). On suppose que p > 2. Sin > p"l alors
l’algébre de cohomologie HY,, (Gn,S* (kQ”V(")@Z)) est une algebre symétrique sur
un ensemble fini de générateurs (h|i|j)a, € HZ (G, S* (K*™V(P)) 00 0 < h <
pr,0<i<j</leti#jsiG, estlegroupe symplectique Sp,,.

De plus, il n’y a pas de relation entre les (hli|j)cq,, -

D’abord, en utilisant le lien entre la cohomologie des groupes symplectiques et
orthogonaux et les calculs d’extensions dans Py [Toul0], on obtient I'isomorphisme
d’algebre suivant ott X désigne S? si G,, = O,,,, et A? si G,, = Sp,, (voir (3.4.2)) :

(I)G,L : @Ext;k (Fp"'d o X, Sﬂzg(r)) N H:at (Gna g* (anV(T)EBZ)) )
d>0

Le calcul d’algebre (3.1.1) est donc divisé en deux étapes.

7
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Etape 1. On calcul dans le lemme 3.4.4 I'algebre & la source du morphisme &, .
Pour cela, on remarque que X est un facteur direct de ®2 car p > 2. Il suffit alors de

calculer les groupes d’extensions Extp, <prd o ®?, Suff (T)) compatibles avec les pro-

duits et naturels en ®". On fait ce calcul dans la section 3.3. Plus généralement, nous
calculons dans le théoreme 3.3.8 le groupe d’extensions Extp, (PpTd o®", S“(T)).

Etape 2. Nous montrons dans la section 3.4 que le morphisme ®4, est un iso-
morphisme si n > p"f. Pour cela, on utilise la notion des foncteurs n-corésolus
introduite par Touzé [Toul2] pour résoudre un probléme analogue pour le schéma
en groupes général linéaire.

3.2. Préparation

3.2.1. Cup produits. On rappelle la définition de cup produits. Soit (M, ®)
une catégorie abélienne ayant assez d’objets injectifs, munie d’un produit monoidal
biexact ® qui préserve les injectifs. Ce produit monoidal induit un produit tensoriel
sur les groupes d’extensions de M :

(321) X : Ethvt (Al, Bl) & Eth\/l (AQ, Bg) — Eth\/l (Al & AQ, B ® Bg) .
Soit deux suites exactes

0= By = Myq1—-—My— Ay — 0,
0— By — Np_1 — -+ — Nyg— Ay =0,

présentant les éléments e; € Ext'yy (A1, B1) et ex € Extly (As, By). Le produit
monoidal de deux complexes 0 — By — M, 1 — -+ — My — 0 et 0 —
By =+ N,_1 — -+ — Ny — 0, est le complexe 0 — By ® By — (M,,,_1 ® Ba) ®
(B1 ® Np—1) = -+ = My® Ny — 0. La cohomologie de ce complexe est A; ® Ay en
degré zéro et nulle ailleurs. On définit e; ® e5 la classe du complexe 0 — B ® By —
o= Mo ® No - Ay ® Ay — 0.

On peut également utiliser les corésolutions injectives pour définir le produit
tensoriel (3.2.1). En effet, soient Jj une corésolution injective de B; dans M, pour
i =1,2. Comme le produit monoidal ® est biexact et préserve les injectifs alors le
produit ng ® ‘]]‘3,2 est une corésolution injective de By ® Bs. Le produit tensoriel
(3.2.1) est la cohomologie du morphisme

Hom (Al, JJ’BI) ® Hom yy (Ag, J]’Bz) N Hom pg (A1 ® A27Jé1 ® JE;Q) .

La catégorie des foncteurs strictement polynomiaux d’une ou plusieurs variables
(Pk(n),®) ou la catégorie (G-Mod,®) des modules rationnels sur un schéma en
groupes algébrique G ont un produit tensoriel sur les groupe d’extensions.

Soit C' = (C°,C1,...) une cogebre graduée dans (M, ®). On désigne par Ay
C%te — 04 ® C° le morphisme de diagonal. On définit le cup produit

~ Eth\/l (Cd, Bl) () Eth\/l (Ce, Bg) — Eth\/t (CdJre, Bl ® Bg)
e1 ®eg = ep — eg =AY (e ®e).

Le lemme suivant énonce les propriétés élémentaires des produits dont on a besoin
ensuite.

LEMME 3.2.1. (1) Soit ¢ : My — Ms un foncteur exact. On suppose que
¢ est un foncteur monoidal strict. Le morphisme ¢ : Ext), (A,B) —
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Exty, (A, ¢B) induit par ¢ est compatible avec les produits, c’est-a-dire
quion a ¢(c1 — c2) = (dc1) — (¢ca).

(2) Soit ¢ : M — M un foncteur monoidal strict. Soit ¢ — 1d une transfor-
mation naturelle qui est compatible au produit monoidal. Le morphisme
induit par cette transformation naturelle Ext)y, (A, B) — Ext) (¢ A, B)
est compatible avec les produits.

3.2.2. Actions du groupe symétrique.

DEFINITION 3.2.2. Soit ¢ un élément du groupe symétrique &,,.

(1) On désigne par oy : @ — ®" le morphisme qui envoie ’élément v; ®
e ®u, EVETV €V sur Vg-1(1) @+ @ Vg-1(p). On obtient une action
de &, sur le foncteur @™ € P,,.

(2) On note oy : V" — V" le morphisme qui envoie objet (Vi,...,V},)
de V)" sur (Vo-—l(l), ...,Vo-—l(n)). On obtient une action de &,, sur la
catégorie V.

(3) On désigne par og : K" — K" o gy, le morphisme qui envoie I’élément
VR QU €VIQ: @ Vy SUr Us-1(1) ® -+ @ Vg—1(n)-

(4) On note og : & — @" le morphisme qui envoie I’élément (vy,...,v,)
€ VOV € W sur (Vg-1(1), .-, Us—1(n)). On obtient une action de &,
sur le foncteur &™ € P;y.

(5) On désigne par om : B® — H" o oy le morphisme qui envoie ’élément
(Ul, . ,’Un) eVi®d---dV, sur (’Ua*l(l)a e ,’Ua—l(n)).

Pour tout o € &,,, on a toujours que X" oopo A, =" et B oopoA,, = Q"
Par la définition 3.2.2, g et og sont respectivement les composés suivants :

ox (A,
®n:nOAn—>‘X( ) IX”OO’VOAn:@n,

@n:EnoAnM

Soit F' et G deux objets de la catégorie Pg. Les foncteurs F o — : Py — Pk et
Ext%;]k (Fo—,G): Px — Vx envoient Paction de &,, sur ®" sur l'action de &,, sur
les objets F o @™ et Ext%;k (F o®",G). Plus précisément, un élément o € &,, agit
sur Fo®" par F(0g) et agit sur Exty (F o ®", G) par Ext}, (F(0g'),G). De plus,
chaque morphisme f : F; — F5 dans Py induit des morphismes &,,-équivariants :

Fio®" — Fyo®", Exté;k (Fro®",G) —>Ext%>]k (F1o®",G).

H'oopoA, ="

DEFINITION 3.2.3. Soient F, G € Px(n). Pour chaque o € &,,, on définit I'action
de o sur Ext;;k(n) (F oX"™ G oH") par 'application composée :
Extp, () (F o ®", G o ") = Extp,(,,) (FoX" o oy, Gol" 00y,t)
— EXt;{:’k(n) (F o Ign, Go EEln)
ol la premiere application est induite par la précomposition par oy, L et la deuxieme
est I'application Extp, ) (F(og'),G(om)). On obtient une action de &, sur le

groupe d’extensions Ext;Sk(n) (F oX" G oHE"). On peut définir de fagon analogue
l’action du groupe symétrique & sur les groupes d’extensions :

Extp, () (F o X", Gol"), Extp ) (FoB",Gol"), Extp ) (Fol",GoX").
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Par cette définition, pour 0 € &,, et f: F o X" — G o H", le morphisme o - f
est le composé :

(@) e () Hel@re) (@)

En particulier, on a une action de &,, sur I'espace vectoriel Homp, () (X", H"). Le
lemme de Yoneda induit un isomorphisme Homp, ¢,y (X", B") ~ B" (k, ]k) k.
Cet isomorphisme est &,,-équivariant ou le groupe &,, agit canomquement sur k™,
cest-a-dire que o - (A1,...,\,) = ()\071(1), el Ag—l(n)) pour \; € k.

3.2.4. Soient F, G deux foncteurs strictement polynomiaux. La précomposition
par " induit un morphisme gradué Extp (F,G) — Ext;k(n) (F o™, GofH").
Le groupe symétrique &,, agit trivialement sur Homp, (F,G) et agit sur l'espace
vectoriel Homp, () (F o H", G o B") comme dans la définition 3.2.3. Ce morphisme
est donc &,-équivariant.

Le morphisme gradué Extp (F,G) — Extp, () (F o X", G oX") induit par la
précomposition par X" est également &,-équivariant si S,, agit trivialement sur
la source du morphisme et son action sur le but du morphisme est donnée par la
précomposition par X™.

Soient F1, ..., F;, des foncteurs strictement polynomiaux et soit o un élément de
S,,. On désigne par o(p, .. g,y Vapplication @, F;(Vi) = @iy Fo-1()(Vo-10:))

induite par la permutation des facteurs du produit tensoriel. Le morphisme o(r, ... r,)
n n

est alors une transformation naturelle de X F; — @ F,-1() | o oy. En particu-

1=1
lier, si Fy = --- = F,, = I alors o(;, . ) est égale au morphlsme ox défini dans la
définition 3.2.2.
DEFINITION 3.2.5. Soient F1,...,F, des foncteurs strictement polynomiaux.

Soit o un élément de &,,. On définit un morphisme o- : Ext;‘;]k(n) <Fd o X", @1Fz> —

n
Ext}k;k(n) <Pd o X", i§1F01(i>> par 'application composée

EXt;k)k(n) <Fd o} |Zn7l|gle> — EXt'P]k(n) <F oX" o UV ) (& ) OUV1>

=1

— EXt;)]k(n) (Fd o &n, ilglFal(i)>

ol la premiere application est induite par la précomposition par o, L et la deuxieme
est I'application Extp, () T4oph) oy, F))-

Par cette définition, pour o € &,,, (V4,...,V,) € V" et f: 9o X" — _@1Fi,
i=

le morphisme o - f est le morphisme composé :
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3.3. Calcul des groupes d’extensions Exty_ (I'*"? o0 X, 5#")

Dans cette section, on calcule des groupes d’extensions du type Ext}, (I'?"4 o X, S#(1))
lorsque X est un facteur direct du foncteur ®™ et p est un uplet d’entiers naturels
de poids dn. Le résultat principal est le théoreme 3.3.9 qui donne un isomorphisme
entre Extp, (I‘Prd o X, S“(T)) et Homp, (Pd’Ev@n_l oX, S”) naturel en S* et com-
patible avec les produits. Une application de cet isomorphisme est de calculer dans
le corollaire 3.3.10 les groupes d’extensions Ext, (I'?"4 o X¢, S*(") pour X = S?
ou A? si la caractéristique p du corps k est impaire. L’intérét du calcul est que les
groupes d’extensions Extp, (Fprd o Xg, S“(T)) calculent la cohomologie du groupe
orthogonal ou symplectique a coefficient dans S* (an\/(T)).

3.3.1. Compatibilité avec les produits et les actions de &,. On a
montré dans le théoreme 2.7.10 qu’il existe un isomorphisme naturel par rapport
aux foncteurs S* :

EXtiI;k(n) (]_"PTd o X", ‘Xlsm(r)) ~ Hompk(n) <1-\d,E§n1 o K", @IS‘“) '

i=
Nous ne savons pas démontrer la compatibilité avec les produits et I’action de &,
en général. L’objectif de cette section est d’établir un isomorphisme similaire qui
est compatible avec les produits et I'action du groupe symétrique &,,. Ce nouvel
isomorphisme est obtenu dans le théoreme 3.3.5, et la démonstration du théoreme
3.3.5 utilise de fagon essentielle 'ancien isomorphisme du théoreme 2.7.10 sous la
forme du corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.3.1. Soient pi2, ..., u"™ des uplets d’entiers naturels. Pour chaque
k €N, le foncteur de Py vers Vi suivant est exact :

(3.3.1) F s Exth ) <rp’d o®", F( R i%sm(r)) .

Pour démontrer ce corollaire, on démontre tout d’abord le lemme suivant qui
sera utilisé une fois encore dans la preuve du théoreme 3.3.5 ci-dessous

LEMME 3.3.2. Soient J2,...,J" des foncteurs strictement polynomiauz injec-
tifs, et V€ Vk. Le foncteur I' — Homp, () <I‘d’v oX" F X i%’i]i) de Py vers Vi
est un foncteur exact.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 2.7.5, on a un isomorphisme naturel en
F:

n .
Homp, () <Fd"’ oX", F K E2Jl) ~ (F*@p, J* @p, - @p, J”“)n (V).
1=
De plus, le foncteur —®xp, J% est un foncteur exact car J%* est un foncteur projectif.

Le foncteur a droite de I'isomorphisme ci-dessus est alors exact par rapport a F.
On obtient le résultat. a

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.3.1. Par le théoréme 2.7.10, le foncteur
(3.3.1) est isomorphe au foncteur

- n i
F s Exth () (Fd*ESD" CoR™ FR KIS ) :

De plus, d’apres le lemme 3.3.2, ce foncteur est exact. On en déduit le résultat. O
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Le deuxieme ingrédient que nous utilisons pour démontrer le théoreme 3.3.5 est
la corésolution injective T explicite de I(") construite par Friedlander-Suslin [FS97]
si p = 2 et par Troesch [Tro05] en général. L’idée d’utilisation cette corésolution
de Troesch pour calculer des groupes d’extensions dans la catégorie des foncteurs
strictement polynomiaux est diie & Touzé [Toul2]. Nous décrivons la corésolution
injective T' comme objet gradué dans le lemme suivant (nous n’aurons pas besoin
de la description explicite de la différentielle de T dans la suite).

LEMME 3.3.3 ([Toul2],[Tro05]). Comme foncteur gradué, on a une décomposition,
ot le foncteur T' est une somme des S* pour des uplets d’entiers naturels p qui ne
sont pas des multiples de p" :

T— <E ® SP") eT.

DEMONSTRATION. Pour un entier naturel i, on note Z(z) 'ensemble des uplets
d7en§iers naturels pu = (o, i1, - - - Hpr—1) tels que Zg_’:gl p; =p" et Z§:61 Juj =
p 4| +p 7t (i —2|%]). Par [Tro05], la partie de degré cohomologique i du com-

plexe T est T" = @, c7(;) 5"

Soit p un élément de Z(i). On a que Z;’;Bl p; =p" et p; € N. Alors p” divise
u si et seulement si p est de la forme (0,...,0,p",0,...,0). On a alors p" € Z(i)
si et seulement si ¢ € {0,2,...,2p" — 2}. De plus, pour tout p € Z(i) \ {p"}, p" ne
divise pas p. On en déduit la décomposition comme un foncteur gradué de 7. O

Le troisieme ingrédient pour la démonstration du théoreme 3.3.5 est la généralisation
suivante de [Toul2, Lemma 2.2, 2.3].

LEMME 3.3.4. Soient u2,...,u"™ des uplets d’entiers naturels et F, Fy, ..., F,
des objets de Pk.

(1) S’il existe i tel que p" ne divise pas y' alors
Homp, () (T4 0 1", FO R 517 1 51" ) =0,

(2) Le morphisme suivant, induit par la torsion de Frobenius, est un isomor-
phisme :

Homp, () (rd oR", 7@13) = Homp, <PW 0", EF}”) .

(3) Le morphisme suivant qui est induit par les inclusions canoniques SHHr) ey
SP'R i =2 ... n, est un isomorphisme :

Homnn <FM o &, 7 »@Sui(?l)) = Homp,(n) (Frfd 0", ") @lswl> .

DEMONSTRATION. L’isomorphisme (2.3.3) de la proposition 2.3.2 induit un
isomorphisme (F* ®p, G’j)u (V) = Homp, (F* Gy ) naturelen F,G € Pget V € V.
En utilisant cet isomorphisme avec [Toul2, Lemma 2.2, 2.3], on obtient les résultats
suivants :

(1) si p n’est pas un multiple de p” alors F(") @p, T = 0;
(2) le morphisme induit par la torsion de Frobenius (F ®p, G)(T) — F @p,
G est un isomorphisme ;
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(3) le morphisme F() @p, TP'* — F) @p THT) induit par la projection
canonique I'?"# — T#(") est un isomorphisme.

D’autre part, d’apres le théoreme 2.7.5, on a un isomorphisme naturel en Fy, ..., F, €
Py :

n li
(3.3.2) Homp, <rdo®", _&1&) ~ (F{j @p, -+ @p, Fﬁ) (k).

i=
En combinant les isomorphismes, on obtient les résultats souhaités. O

THEOREME 3.3.5. Soient p',...,u" des uplets d’entiers naturels de poids d.

Soit r un entier naturel. Il existe un isomorphisme gradué 0 = 9(5“1, . ,S”n),
naturel en S*' i=1,....n

g - EXt;Dk(n) (FPTd o)™, X Sm(r)) = Hom'Pk(n) (Fd,Eff’n—l o K", ,@1S”i> .

i=1
De plus, 0(3“1, ..., M"Y satisfait les propriétés suivantes.
(1) 0(5“1, ..., SM"Y est compatible avec les produits, ¢’est-a-dire qu’on a

0(S* @8N, ..., 8" @SN ) (e — e) = 0(SN ..., 8N ) (c1) @O(S* ..., 5" )(cy).

(2) (9(5”1 s SEYY) est G, -équivariant, ¢’est-a-dire que le diagramme suivant
est commutatif ou o € S, et les applications verticales sont définies dans
la définition 3.2.5 :

EXt;;k(n) (I‘Prd o X", .@1‘3#1'(7-)) —i> HOm'pk(n) (Fd,E;QJnl 0", ngsﬂz‘)

: :

r n o1 n— n o1
Ext}, (1) <rp 1o, BSH “0“)) —2 > Homp, (n) <F¢Ei@ ‘o x", & sn ”> .

DEMONSTRATION. On démontre d’abord le cas ot $*' = .- = $*" = @7, On
désigne par T(®%) le complexe T®?. Comme T est une corésolution injective du
foncteur 1), et le produit tensoriel est exact en chaque variable et préserve les injec-
tifs, alors T'(®?) est une corésolution injective de @) : on a un quasi-isomorphisme
bq 1 @) — T(®%). Par définition le morphisme ¢, est compatible au produit ten-
soriel, c’est-a-dire qu'on a ¢g @ ¢ = ¢gie. Le complexe @4 K T (@41 est
donc une corésolution de ®%"¥" De plus, par le lemme 3.3.2, ce complexe est
7" o ®"-acyclique. On peut donc obtenir Exty, ,,y (I?"¢ o ®", (@%")™") comme
I’homologie du complexe

Hompk(n) (]_"PTd o &77.7 ®d(7-) X T(®d)|zn—1) )
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D’apres le lemme 3.3.4(1), ce complexe est nul en degré impair. On définit un
isomorphisme 6 tel que le diagramme suivant est commutatif :

Wi - = 5 Homp, () (Fprd o X™, ®1r) X T(®d)®n71)
~ | (f1)
T r\Qd Xn—1
a Homp, () (]_"P do®n, @4 K <E§d ® (Sp ) ) )
~ | (f2)

Wo = HomPk(n) (I‘p’“d o X", @4 ® (E§d®d(r))®n—1) ’

ot 'application () est induite par I'inclusion canonique E, ® SP" < T (voir le
lemme 3.3.3), et Papplication (t,) est induite par inclusion @) — (S”T)®d, et
de plus on désigne par W, 'espace vectoriel Extyp, (,,) (TP o ™, (@%)%") et par
W3 'espace vectoriel Homp, (,) (I‘PTd o &”@d(r)‘zn) ® (E;@d) 1 Le morphisme @
est compatible aux produits et est &,-équivariant. Par le lemme 3.3.4, on a un
isomorphisme

Homp, () (Fprd o X", ®d(r)|z”) ~ Homp, () (Fd o X", ®dlgn) :
On définit §(®7,...,®%) tel que le diagramme suivant est commutatif

0(®%,....@%) ®n—1

Exth, ) (TP 0 57, (1)) n) Homyp, () (Fd,ET oW, (®d)®n)

l@ Ql(ﬁ)

Homp, () (TP o B, @080 g (E2d) "t T grop, o (Dd o mn, @B g (BS4)°"
Comme les morphismes (f3), (t,) et § sont compatibles aux produits et sont &,,-
équivariants, le morphisme 6(®?, ..., ®%) I'est aussi.

Nous pouvons maintenant démontrer le cas général. Par le corollaire 3.3.1, le
foncteur de Py — Vy suivant est exact a gauche

(3.3.3) F— Ext;,]k(n) <Fp”"d 0", MK 'gjswi(r)) .
Pour définir les isomorphismes O(S“l7 ..., 8"") on utilise I'isomorphisme 0(2%, . .., ®%)

construit ci-dessus, 'exactitude du foncteur (3.3.3) et le fait que le foncteur S* ad-
met une présentation de la forme 7{" — T} — S* ou T} = @4, T} = @U€6H®d-
L’isomorphisme t9(S“17 ..., 8*") est compatible aux produits et I'action du groupe
&,, parce que l'isomorphisme 0(®, ..., ®%) I'est aussi. O

3.3.2. Version a une variable. L’objectif de cette section est d’établir le
théoreme 3.3.8 ci-dessous. Ce théoreme est 'analogue du théoreme 3.3.5 pour les
foncteurs & une variable.

Soit G un foncteur strictement polynomial homogene de degré d et soit U un k-

espace vectoriel de dimension finie. L’adjonction somme-diagonale —oA,, : Py(n) =
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Py : —oH™ induit un isomorphisme gradué, naturel en G (voir 'exemple 1.3.20(1)) :
B(G) : Extp, (TY 0 @™, G) = Exty,(,y (T o R", G oB").
La proposition suivante donne deux propriétés de cet isomorphisme.

LEMME 3.3.6. L’isomorphisme B3(G) satisfait les propriétés suivantes.

(1) Il est compatible avec les produits, ¢’est-a-dire qu’on a
B(G1)(c1) — B(G2)(c2) = B(G1 ® G2)(v1 — c2).

(2) Il est &,,-équivariant (relativement auz actions définies dans la définition

3.2.3).

DEMONSTRATION. L’isomorphisme (@) est défini comme I’application com-
posée suivante :

Extp, (Fd’U o®",G) % Extp, () (Fd’U o®" o B",G o B")

M} EXt;;k(n) (Fd’U o &n7 G [e] Bﬂn)
ou la premiere application est induite par la précomposition par H", et la deuxieme
est induite par lapplication (ot 7 : Id — A,, o H" désigne 'unité d’adjonction) :
X"(n): K" > K"o A, ocH"=Q" cH".

Par le lemme 3.2.1 les applications (f;) et (f,) sont compatibles avec les pro-
duits. Pour finir de démontrer la proposition, il reste a vérifier que la composée
(t2) o (t1) est &,-équivariante. Pour cela, on définit une action de &,, sur F :=
Ext};k(n) (Fd’U o®"o ", G o EE”) et ensuite, on montre que les applications () et
(f5) sont &,-équivariantes

Il y a deux actions de &,, sur le groupe d’extensions E : la premiere est induite
par l'action de &,, sur ®" et la deuxiéme est induite par la précomposition par

—W ®" o
= ®"(om) 2" oM ooy et ®nognm®noﬁﬂ"ogvm<®”oﬁﬂ”oav

sont égaux, ces deux actions sont commutatives. On obtient une action de &,, x &,
sur . En prenant ’action diagonale, on obtient une action de &,, sur E.

Pour démontrer que (f;) est une &,-équivariante, on montre plutdt que (t;)
est 6, X G,,-équivariante ou le deuxieme facteur de &,, x &,, agit trivialement sur
la source de (f;). La compatibilité de (f;) avec la premiere action de &,, provient
de la précomposition par H" et la compatibilité avec la deuxieme action de &,, est
indiquée dans le paragraphe 3.2.4.

D’apres les définitions 3.2.2 et 3.2.3, pour démontrer que 'application (f5) est
équivariante il suffit de vérifier que I’application X" (n) est compatible avec 'action
de &, c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif

B" (voir la définition 3.2.3). Comme les deux composés ®" o H"

X o= X
[e] O'V

&"(n)l i@”(n)
Q" o E" o (E") Q" o " ®4>R(UEE) R o H" 0 gy,.

Comme les transpositions forment un systeme de générateurs du groupe symétrique
&,,. On peut supposer que o est une transposition. Dans ce cas-1a, on peut supposer

&2
de plus que n = 2. On fait des calculs concrets : v1 ® vg =N Vg @ V1 iﬁ) (v2,0) ®
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X2 o (B2 2 (o
(0,01) et v1 @ v2 2 (v1,0) @ (0,v2) 2R (0, v9) @ (v1,0) T8 (03,0) @ (0, 01).
Le diagramme ci-dessus est alors commutatif. |

REMARQUE 3.3.7. Dans la définition de 3(G), on peut remplacer I'Y par A% ou
S, ou plus généralement par une famille de foncteurs strictement polynomiaux C¢
munie d’une structure de cogebre. Dans ce cas I'isomorphisme

Extp, (C*Y 0 ®", G) = Extp, (C*Y oR" 0 A,,,G) ~ Extp, (5 (CYY o ", G o B")

vérifie toutes les propriétés du lemme 3.3.6 (la démonstration est identique). Ce-
pendant, nous n’utiliserons que le cas C% = I'? dans la suite.

THEOREME 3.3.8. Soit p un uplet d’entiers naturels de poids nd. Soit r un
entier. 1l existe un isomorphisme gradué, naturel en S*

(3.3.4) a(S") : Extp, (pr'd o®", S“(T)) = Homp, (Fd’E;@Hl o®", S“) .
De plus, a(S*) satisfait les propriétés suivantes.
(1) a(S*) est compatible avec les produits, c¢’est-a-dire qu’on a

a(S*)(e1) @ a(SM)(c2) = a(S* @ 5 (c1 — ¢2).

(2) a(S*) est &, -équivariant (relativement aux actions définies dans la définition
3.2.3).

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 3.3.6, on a un isomorphisme
B(Su(r)) . Ext;‘k (Fp"‘d o@", Su(r)) = Ext;k (Fp"‘d o X", gu(r) o Eﬂn)

qui est compatible avec les produits et est G,,-équivariant. L’isomorphisme expo-
nentiel SUV @ W) ~ @, S(V) @ S (W) induit un isomorphisme S# o " ~

n .
@Z =y 4@15“1 qui est compatible avec les produits. De plus, cet isomorphisme est
i=

compatible avec les actions de &,,, c’est-a-dire qu’on a un diagramme commutatif

SH o mn = d X
S pi=p =1
St (om) l
SH oM™ o gy = o) <.X|S”i> ooy
S pi=p =1

oll ¢ est un élément de &,, et le morphisme vertical a droite est induit par les

n ) n _1,.
. : i G N .
isomorphismes o(g,1  guny : ElS" - <,®1S“ ) ooy. D’apres I'isomorphisme
[N i= 1=
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induit par I'isomorphisme exponentiel ci-dessus et le théoreme 3.3.5, on a des iso-
morphismes

- " " n i
Eth;Dk(n) (I‘p d (¢} &n7 S'u(r) o EBn) ~ @ EXt’Pk(n) (Fp d o |X|n, ilglsu (T)>

Zni=p
~ @ HOIIlp]k(n) <Fd’E§n1 o X", 4@15“1.)
> pi=p -

=~ Homyp, () (I“LE?P1 o™, St o EE") .

Ces isomorphismes sont compatibles avec les produits et sont &,-équivariants. On
note x(S*) le composé. D’autre part, par le lemme 3.3.6, on a un isomorphisme

B(S*) : Homp, (Fd’E?”fl o®", S“) ~ Homp, () (Fd’E?W1 o X", 8" o Eﬂ") .

On définit par a(S*) le composé B(S*) =1 o x(SH) o B(S#()). 11 est compatible avec
les produits et est &,,-équivariant. On obtient I'isomorphisme souhaité. |

3.3.3. Calculs de Extp (I'?"?0 X, 51(1),

THEOREME 3.3.9. Soit u un uplet d’entiers naturels. Soit X un facteur direct
de ®". Il existe un isomorphisme gradué naturel en S*, et compatible avec les
produits :

(8", X) : Ext, (PW o X, SM) =, Homp, (deE?"‘l o X, s“) .
DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 3.3.8, on a un isomorphisme
a(S") : Extp, (Fprd o™, S”(T)) = Homp, (Fd’E;@wl o™, S") )

Cet isomorphisme est compatible avec les produits et est &,,-équivariant. De plus,
on a Iisomorphisme Homp, (®™, ®") ~ k&,,, alors (S*) est naturel en ®”. D’autre
part, comme X est un facteur direct de ®", il existe un idempotent f de ®™ dont
I'image est X. Le diagramme suivant est alors commutatif

(3.3.5)

EXt;;k (Fp"'d o®", S“(T)> a(SH)

Homp, <I‘d’E§"71 o ®2, Su)
Ext;;]k (Flﬂ“d(f),su(r))t lHomPk (deEQTLfl (f),S“)
r SH n—
Ext}, (I7"4o@n, SH(M) e Homp, (F(LE? "o ®2, S“) .

Les images des applications verticales sont donc isomorphe. Comme f est un idem-
potent de ®" dont I'image est X, alors Extp, (Fprd(f), S“(T)) est un idempotent

de Extp, (I‘prd o™, S“(T)) dont I'image est Extp, (FpTd oX, S“(T)) et lapplication
Homp, <I“’Z’E§%1(f)7 S“) est un idempotent de Homp, (Fd’E;@"fl o ", S“) dont
I'image est Homp, <F‘LE;®”71 o X, SF‘). On obtient donc un isomorphisme a(S*, X)
de Extp, (Fprd oX, S“(T)) vers Homp, (Fd’Egon_l oX, S“). De plus, comme les ap-

plications dans le diagramme (3.3.5) sont compatibles avec les produits alors le
morphisme est également compatible avec les produits. (|
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COROLLAIRE 3.3.10. Soit p un uplet d’entiers naturels. Soit L un foncteur
simple dans la catégorie P, des foncteurs strictement polynomiauxr homogéne de
degré n. On suppose que la caractéristique p du corps k est strictement supérieure
a n. 1l eziste alors un isomorphisme gradué naturel en S*

(S, L) : Bxt}, (rprd oL, S“(T)) =, Homp, (rd»E%@”‘l oL, S“)
qui est compatible avec les produits.

DEMONSTRATION. Comme p > n le foncteur simple L est un facteur direct du
foncteur produit tensoriel ®”. En effet, d’apres Friedlander-Suslin [FS97, Theorem
3.2], I’évaluation sur k™ induit une équivalence de catégories P,, — S(n,n)-mod ol
S(n,n) est algebre de Schur et S(n,n)-mod est la catégorie des représentations de
dimension finie de S(n,n). De plus, comme p > n, d’apres Schur [Sch73a, Sch73b]
(voir aussi [Gre07, Corollary 2.6¢]), I'algebre S(n,n) est semi-simple. Le module
simple L(k™) est alors un facteur direct de (k™)®". On en déduit que L est un facteur
direct de ®™. En appliquant le théoreme 3.3.9, on obtient le résultat souhaité. [

3.4. Cohomologie des groupes orthogonaux et symplectiques

Dans cette section, on suppose que la caractéristique p du corps k est impaire.
Le but de cette section est de calculer completement un exemple d’algebres de co-
homologie pour les schémas en groupes symplectiques Sp,, ou orthogonaux O, .
Plus précisément, si G, = Sp,, ou O, 5, alors G,, est par définition un sous-schéma
en groupes de GLa,, et agit donc naturellement sur 'espace vectoriel k" (par mul-
tiplication matricielle). En appliquant le r-éme foncteur de torsion de Frobenius
(pour r > 0), et en prenant ¢ copies de la représentation obtenue, on obtient donc
une action de G, sur k**(M®¢ donc une action par automorphismes d’algebres
sur la k-algebre k[k?*("W%] des polynomes sur k"("M®¢. On remarque que cette
algebre de polynomes peut également s’écrire (comme G,-module) sous la forme
S* (kY94 ot k2V désigne la représentation duale de k*". Dans cette sec-
tion, nous calculons (dans le théoréeme 3.4.11) les algebres de cohomologie suivantes
lorsque n > p"{ :

(3.4.1) HE, (Gn, 5* (k%V(T)@f)) .

Les sous-algebres de cohomologie de degré zéro, ne dépendent pas de r (car
appliquer la torsion de Frobenius ne change pas les invariants). Pour r» = 0, ces
algebres d’invariants sont décrites par les théoremes fondamentaux de la théorie
classique des invariants. Notre apport est donc de décrire la cohomologie de degré
supérieur, avec la structure d’algebre.

Nous rappelons maintenant les énoncés des théoremes fondamentaux pour les
schémas en groupes symplectiques et orthogonaux. Pour traiter les deux cas simul-
tanément, on introduit quelques notations. On désigne par (e;) la base duale de la
base canonique de k?”. Pour chacun des groupes G,, on définit un foncteur X, un
élément particulier wg, € X (k*") et un ensemble de paires d’indices entiers Jg,,
de la fagon suivante.

On définit des invariants (ilj)c, € S? (k*"V®) avec (i,5) € g, sous laction de
G, en posant

(i), (@1, .0y x0) = wa,, (x4, ).
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Gn Spn On,n

X¢o A2 S2

an Zz 1 ez A en+z Z:: 6

Ja, [{(,4):1<i<j<€}|{(,5):1<i gﬁ}

Les théorémes fondamentaux donnent 1’algébre d’invariants HY,, (Gn, S* (kQ”V@l))
en fonction des éléments (i|j)a

THEOREME 3.4.1 (Théoréme fondamental pour les groupes Sp,, et O,, ,, [dCP76]).
L ‘ensemble {(i|j)c, : (i,7) € Jg,} est un systéme de générateurs de l'algébre
HY, (Gn, S* (anV@Z)), De plus, sin > £, il n’y a pas de relation entre les (i|j)c

3.4.1. Lien avec groupes d’extensions dans Py. Nous rappelons tout
d’abord le lien entre la cohomologie des groupes symplectiques et orthogonaux et les
calculs d’extensions dans Py. La forme standard wg € X¢g (]k2") est invariante sous
Iaction de G,. On a donc une application Gy,-équivariante ¢ : k — I'? (X¢ (k*"V))
qui envoie A sur )xw®d

DEFINITION 3.4.2. Soit F' € Pgx. On définit un morphisme ¢¢, r par le dia-
gramme commutatif suivant

Extp, (I 0 Xg, F) ———— Extgy,, (I7%0 Xa(k2"), F(k2"V))
it
e Bxtg, (740 Xa (), F(>™))
Hyay (G, F(2)) = Bxty, (k, F(k2™)) .

Le résultat clé suivant est di & Touzé [Toul0, Subsections 3.2, 3.3].
THEOREME 3.4.3. Soit F' € Py. Le morphisme
ba, r  Bxtly (rprd o Xa, F) — Hiy (G, F(K2))
satisfait les propriété suivantes.

(1) ¢q, r est une application graduée naturelle en F et compatible avec les
produaits.

(2) ¢q, — est un morphisme de 0-foncteurs universels.
(3) qb%n’F est un épimorphisme si I est un monomorphisme.

(4) ¢, F est un isomorphisme dés que 2n > deg F.

L’algeébre de cohomologie (3.4.1) peut étre décomposée dans la forme suivante :

i (o (5270) - @1 o055
= @ . (Gm Sd(?") (anV)) .

d>0
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D’apres le théoréme 3.4.3(1), on obtient un morphisme de k-algebres graduées :
(3.4.2)

* " 2d * *
¢, = @(ﬁGmSEf(") : QEX‘LPk (I‘p 6 Xg, S (T)) — H7 (Gn, S (kznv(r)@e)) .

d>0
LEMME 3.4.4. I existe un isomorphisme d’algébres
P ext, (170 Xa, S57) = 8* (B, @ Xo(K)) .
d>0

DEMONSTRATION. Comme p > 2 et Xg € {52 A%} alors X¢ est un foncteur
simple dans la catégorie Py. D’apres le corollaire 3.3.10, il existe des isomorphismes

Extp, (F”Td o Xg, Sﬁf(r)) ~ Homp, (Fd‘E”‘ o Xg, S]Eéi) .

D’autre part, par le lemme de Yoneda, on a des isomorphismes
Homp, (1P 0 Xg, §20) ~ §4 (E ® X}, (kf)) ~ 54 (E, ® Xa(k)) .

De plus, ces isomorphismes sont compatibles avec les produits. On obtient donc un
2d(r)

isomorphisme d’algebres @~ o Extp, (Fprd o Xg, S, ) ~ G* (ET ® Xg(]ké)). a
3.4.2. Foncteurs n-corésolus. Pour calculer les algebres de cohomologie
des groupes symplectiques et orthogonaux évoquées dans I'introduction de la sec-
tion 3.4, nous avons besoin de calculer des groupes de cohomologie de la forme
H:, (Gn, F(kznv)) pour 2n < deg F', c’est a dire en dehors des valeurs de n pour

lesquelles le théoreme 3.4.3 nous donne un isomorphisme :
b, r Bxts, (PP"d o Xg, F) Ny

rat

(G, F(I2™) .

Nous allons cependant montrer que pour ces mauvaises valeurs de n, le morphisme
¢a, ,r reste un isomorphisme pour les foncteurs F' considérés. Nous utilisons pour
cela la notion de foncteur n-corésolu introduite dans [Toul2]. Soient F' € Py et n
un entier positif. On rappelle le morphisme 0p = Opn : k" @ F (k") — F défini
pour tout V' € Vg par

I'* (Hom (k",V)) ® F (k") = F(V), f®z~ F(f)().
De fagon duale, on a un morphisme (05" : F — S&, @ F (k™).

DEFINITION 3.4.5. Un foncteur I € P, est dit n-coengendré si 0p: est un
épimorphisme, ou de maniére équivalente, si (¢ Fﬁ)ﬁ est un monomorphisme.

LeEMME 3.4.6 ([Toul2], Lemme 6.8). Soit J € P, un foncteur n-coengendré
injectif.
(1) J(k™) est injectif dans la catégorie S(n,d)-mod.
(2) Pour F € Py, Uapplication d’évaluation induit un isomorphisme

Homp, (F, J) ~ Homg(y q) (F(k™), J(k™)).

LEMME 3.4.7. Soit J € Paq un foncteur 2n-coengendré injectif. Alors ¢%71’J
est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION. Par le théoreme 3.4.3(3), il suffit de montrer que ¢¢; ; est
un monomorphisme. On désigne par € le morphisme composé
24" e pd (Hom (K™Y, —)) @ T'¢ (Hom (K™, —))
=14 (Hom(—Y, k™)) @ I'! (Hom(k™V, —))
—I' (Hom(—Y,—)) = I o 2.
Puisque p est impaire, ®2 = A2®52. On note ¢, le morphisme composé [24E" ™ _y
I'“o®2 — ' o X¢. Par définition, 2. est un épimorphisme. Alors les (égn)

k2nVv
sont des épimorphismes. Par le lemme 3.4.6, on a le diagramme commutatif

Hom(6’~gn ,J)

Hom (T4 0 X¢, J) Hom (T24K" @K™ J)

d 2nV 2n%0m((0gn)k2nv,J(]kznv)) 2d, k" dk" (1,2nV 2nV
Hom ('Y o X¢ (k*"Y), J(k*"")) ————— Hom (T’ (k2"V), J(k*™V)) .

Alors Hom (éGn, J ) est un monomorphisme. De plus, le diagramme suivant com-

mute
Hom (F2d, k™Y @ kn\/’ J) YO:Cda J (k2nv)
Hom((é)cn,J)T T
0
Hom (I 0 Xg, J) e HY, (G, J (K27Y)).
On obtient donc la conclusion. O

DEFINITION 3.4.8. Un foncteur F' € P, est dit n-corésolu s’il existe une corésolution
injective Jy. de F' telle que les foncteurs injectifs Jj sont des foncteurs n-coengendrés.

Les corésolutions de Troesch [Tro05] des foncteurs S%") sont des p"-corésolutions.
On en déduit le résultat suivant.

LEMME 3.4.9 ([Toul2], Proposition 6.11). Les foncteurs S]ge(r) sont p"l-corésolus.

THEOREME 3.4.10. Soit F' € Py un foncteur 2n-corésolu. Alors ¢, p est un
isomorphisme.

DEMONSTRATION. Comme F' € P4 un foncteur 2n-corésolu, par définition, il
existe une corésolution injective J* de F telle que les foncteurs injectifs J? sont des
foncteurs 2n-coengendrés. D’apres le lemme 3.4.6, ’évaluation sur k" induit une
une corésolution injective J®(k?*) de F(k*>"). De plus, par le lemme 3.4.7, on a un
isomorphisme des complexes ¢¢, ;. : Homp, (I' 0 X, J®) — Homg,, (k, J*(k*")).
En prenant ’homologie, on obtient le résultat. O

3.4.3. Théoréme principal.

THEOREME 3.4.11. Soit n > p"f. On suppose que la caractéristique p du corps
k est impaire. L’algébre de cohomologie H,, (Gn,S* (kznv(r)eaé)) est une algéebre
symétrique sur un ensemble de générateurs (hlilj)a, € HZ (G, S* (k2nV (@)
ot 0<h<p,0<i<j<{leti#]j siG, estlegroupe symplectique Sp,,.

De plus, il n’y a pas de relation entre les (hlilj)q,, -



92 3. COHOMOLOGIE DES GROUPES CLASSIQUES

DEMONSTRATION. D’apres (3.4.2) et le lemme 3.4.4, il existe un morphisme
d’algebres

(3.4.3) Og, : S* (B, ® Xg(k')) — Hyy, (Gms* (k%V(r)@e)) .

De plus, ce morphisme est un isomorphisme si les morphismes suivants sont des
isomorphismes pour tout d € N :

b, g2 ¢ Bxtp, (rfd o X¢, sﬂff“’)) ~ HE, (G sﬂf,fi(’")(k?w)) .

k

Par le lemme 3.4.9, Sﬂf;i(” est 2p"l-corésolu. D’apres I'hypothese n > p'/ et le

théoreme 3.4.10, les morphismes ¢, 24 sont des isomorphismes. Le morphisme
ns e

d’algebres @ est donc un isomorphisme.

Comme F,. est un espace vectoriel gradué donné par (ET)Z =ksii=0,2,...2p"—
2 et 0 sinon, F, a une base €,,h = 0,1,...,p" — 1 avec ¢, € (ET)%. On note
ei,i=1,2,..., 0 une base de k’. Alors en®@(eiNej)avec0 < h <p'etl<i<j<mn
est une base de l'algebre S* (E, @ A%(k")), et e, @ (e;e;) avec 0 < h < p" et
1 <i < j < nest une base d’algebre S* (E, ® S*(k‘)). Pour 0 < h < p", (i,5) € Ia,
on définit une classe cohomologique (h|i|j)a, € HZ (Gy, S* (k>™V(I®E)) par

rat

(hlilj)e, = Psp, (en @ (€5 A€j))  Gn = Sp,,
" (I)On,n (6}1 Y (6,’6]')) Gn = On,n .

Comme le morphisme (3.4.3) est un isomorphisme, les éléments (h|i|j)¢, avec 0 <
h <p"et (i,j) € Jg, est une base d’algebre Hy, (G, S* (k*"V(M®)). Cela termine

at
la démonstration. O
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Dans ce chapitre, on utilise la théorie des blocs de la catégorie Py des foncteurs
strictement polynomiaux pour obtenir des résultats d’annulation dans la théorie
des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61] et dans la théorie des ap-
proximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-McCarthy [JMO04] (Goodwillie

algébrique).
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(1) La théorie des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61]. Pour
chaque paire (g, n) d’entiers naturels, on a un foncteur L, F(—, n) : Vecty —
Vecty.

(2) La théorie des approximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-
McCarthy [JMO04] (Goodwillie algébrique). Pour chaque paire (¢, n) d’en-
tiers naturels, on a un foncteur H, (D, F)) : Vecty — Vect.

Le probleme général est le suivant.
PROBLEME. Calculer explicitement les dérivées LyF(—,n) et Hy (D, F).

Le cas central est le cas F' = S? Le calcul des foncteurs dérivés au sens de
Dold-Puppe L,S%(—,n) est effectué par Cartan [Car55], Dold-Puppe [DP61],
Touzé [Tould]. Pour les approximations de Taylor H, (DnSd) le résultat est in-
complet. Dans le cas n = 1, on peut interpréter H,(D15%) comme des foncteurs
dérivés stables au sens de Dold-Puppe, et le résultat est donc connu d’apres Car-
tan [Car55], Bousfield [Bou67b], ou Betley [Bet01]. Dans le cas n = d, on
peut interpréter H, (Dde) comme ’homologie du groupe symétrique &4 a co-
efficients dans ®?. Cette homologie est calculée récemment par Cohen-Hemmer-
Nakano [CHN10]. Dans les cas ot 1 < n < d, nous proposons une suite spectrale
pour calculer H, (DnSd). Sin > d alors H, (DnSd) = 0 pour des raisons de degré.

Les résultats pour les dérivés de S sont compliqués, et il est encore plus difficile
de calculer les foncteurs L,F(—,n) et H, (D, F) pour un foncteur F' quelconque.
L’objectif de ce chapitre est de donner un critere effectif pour le foncteur F' et
k-espace vectoriel V' pour que les espaces vectoriels LoF(V,n) et Hy (D, F) (V)
s’annulent.

Si F est un foncteur strictement polynomial, les foncteurs Ly F(—, n) et Hy (D F)
le sont aussi. On peut donc utiliser la théorie des blocs dans cette catégorie. Les blocs
de la catégorie Py sont connus d’aprés Donkin [Don87]. En fait, I'idée d’utiliser
cette théorie pour obtenir des résultats d’annulation provient de Touzé [Toul3c].
Cependant, la méthode que 'on utilisera est différente de celle de [Toul3c].

Nos principaux résultats sont les théoremes 4.5.18 et 4.5.20. Pour donner une
idée des énoncés obtenus, nous donnons un cas particulier du théoreme 4.5.18.

THEOREME (Théoréme 4.5.18). Soient F un objet de Pq, V un objet de Vy, et
q,n deux entiers naturels. Soit a,(d) la somme des chiffres dans la décomposition
p-adique de d. Si ¢+ inj. dim F' < 2d + noy,(d) alors LgF(V,n) = 0 pour tout V.

Les résultats d’annulation s’obtiennent en plusieurs étapes.

Etape 1. On rappelle que deux simples de Py correspondent au méme bloc de
la catégorie si et seulement si les partitions qui les indexent ont le méme p-coeur
[Don87]. Cela définit I'application suivante, oit Pp,_ ey défini dans la sous-section
4.2.1.2 est I'ensemble des p-cceurs :

B : Obj (Py) — 2Preoeus,

Si F est un foncteur strictement polynomial, on note B[ (F') Pensemble des p-coeurs
correspondant aux partitions qui indexent les simples d’une série de composition
de F.

Dans cette premiere étape, on utilise les regles de Pieri, de Nakayama et le
produit tensoriel de Steinberg pour obtenir dans la proposition 4.2.21 et le théoreme
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4.2.23 des propriétés de Bl qui permettent de la calculer facilement. De plus, on
démontre que le foncteur de changement de base préserve les blocs.

PROPOSITION (Proposition 4.2.21 et Théoréme 4.2.23). Soient V € Vg
et F,G € Py,G #0. On a les égalités suivantes :

(1) BI(SE) ={X € Ppcocur : £(A) < dimV,|X| < d et |A| =d mod p}
(2) BI(F®GY) =BI(F),
ot U(N\) et |\ est la longueur et le poids de X = (A1, Aa,...), c’est-a-dire que £(\) =
min{n € N: \; =0,Vi>n} et [\| =D 2 \;.
PROPOSITION (Proposition 4.2.28). Soient k C K une extension de corps

et F' € Pqy. Si on note gF' limage de F' par le foncteur de changement de base
k(=) : Pax — Pax, on a BU(F) = Bl(gF).

Etape 2. Dans cette seconde étape, on explique comment utiliser la théorie des
blocs pour obtenir des résultats d’annulation. Soit X € Chsg (Px) un complexe
d’injectifs de Py. Nos résultats d’annulation s’appliquent plus généralement aux
foncteurs du type :

(3) b = CPX : P]k — Chzo (Pk)
F + Homp, (F*, X).

Nous montrons dans les propositions 4.3.11 et 4.3.22 que les foncteurs D,, et L(—, n)
sont de ce type. On montre ensuite le résultat suivant.

THEOREME (Théoréme 4.2.35). Soient F' € Pq,V € Vi et ® un foncteur de
type (3). Alors (Hg(PF)) (V) =0 dés que

BI(F) N U BI((H; (25%)),,) = 0.

¢<j<g+inj.dim F

Etape 3. Cette étape consiste a extraire dans la section 4.3 des travaux de Cartan
[Car55], Touzé [Toul4d], Cohen-Hemmer-Nakano [CHN10] et Johnson-McCarthy
[JMO04, JMO8], les calculs (quasiment) explicites de LyS%(—,n) et Hy (D,S?).

Etape 4. Dans cette étape, nous utilisons les descriptions de Lqu(—7 n) et
H, (DnSd) de T'étape précédente et les résultats de I'étape 1 pour déterminer
Bl ((H X (@Sd))v) pour les deux théories qui nous intéressent : les foncteurs dérivés
au sens de Dold-Puppe et les étages de la tour de Taylor. Par exemple, on obtient
dans le théoreme 4.5.7 le résultat suivant.

THEOREME (Théoréme 4.5.7). Soient d,n deuz entiers naturels et V un objet
de Vx. On a une égalité :

j ] st 7 < Jo
U BE((LyS (—m)),) = { BUEET™) i i <5 < G,
7=0 Bl (EY) s> 7|4,

ot dy est le reste de la division de d par p, et ji = 2d + n (kp+ op(d — kp)) pour
k=0,1,..., {%J, et ap(d — kp) est la somme des chiffres dans la décomposition

p-adique de d — kp. De plus, la notation E désigne le foncteur I’ sip =2 oun est
pair, et le foncteur A sinon.
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En utilisant les résultats de I’étape 2 et les calculs des blocs, nous obtenons dans
les théoremes 4.5.18 et 4.5.20 nos résultats d’annulation pour ces deux théories de
dérivation.

4.2. Théorie des blocs dans Py

Les blocs de la catégorie Py sont connus d’apres Donkin [Don87]. Dans cette
section, on présente les propriétés des blocs dont on a besoin dans la suite. Dans les
deux premieres sous-sections, on rappelle la théorie des partitions et des propriétés
essentielles de foncteurs de Schur et foncteurs simples. Dans la troisieme sous-
section, on définit 'application B[ qui calcule des blocs d'un foncteur strictement
polynomial et on explique comment on peut calculer cette application. Enfin, un
critere d’annulation est donné dans la sous-section 4.2.5.

4.2.1. Partitions. Les objets simples de la catégorie Py sont indexés par
les partitions et les blocs de Py correspondent aux p-coeurs de ces partitions. Dans
cette sous-section, on donne donc un bref rappel sur la théorie des partitions et des
p-coeurs. Notre référence est le livre de James et Kerber [JK81].

4.2.1.1. Partitions. Une partition est une suite A = (A1, Ag,...) d’entiers natu-
rels tels que \; > A; 41 pour tout i et A\; = 0 pour i assez grand. On note P I’ensemble
des partitions. Si A est une partition avec \,4+; = 0, on notera simplement A par
A,y An).

Pour chaque partition A, le diagramme de Young Y ()\) est le sous-ensemble de
Z%3 défini par

YN ={(,5) € ZX3 : j < \i}.

A
31 ° °
2T ° ° °®
1+ ° ° ® ° )
J
0 1 2 3 4 5

FIGURE 1. Y(5,3,2)

Puisque A, = 0 pour n assez grand, Y'(\) est un ensemble fini. De plus, comme \;
est le nombre d’entiers j strictement positifs satisfaisant (i,7) € Y(\), la corres-
pondance A — Y (A) est injective. Un sous-ensemble de Zig est appelé une parti-
tion 8'il est de la forme Y () pour une partition A quelconque. Il est clair qu'un
sous-ensemble Y de Z;g est une partition si et seulement s’il satisfait la propriété
suivante : si (i,7) et (i',5') sont deux éléments de ZX? satisfaisant i < i/, j < j’ et
(¢,j") €Y, alors (i,j) €Y.
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On définit la longueur £(X\) et le poids |A| d’une partition X par les formules :
(A) =min{n e N: X, =0,Vi>n}, A=) A\
i=1

SiA# (0),onal(A) =max{i: (i,1) € Y(N)}. Deplus,ona || = #Y(N). Si|A| = n,
on dit que A est une partition de n. On désigne par P(n) le sous-ensemble de P des
partitions de n. Par exemple, P(0) = {(0)}, P(1) = {(1)}, et P(2) = {(2),(1,1)},
P(3)={(3),(2,1),(1,1,1)}. OnaP(n)NP(m) =0sin#met P =J,_ P(n).

Soit A € P une partition. La partition conjuguée de X est la partition A" définie
par A, = #{j : A\; > i}. La conjugaison des partitions définit une application
(=)' : P — P. Par définition, on a

) =X, N =L L) =X, L) = A

De plus X, = #{i : (4,j) € Y(N)} et (i,7) € Y(A) si et seulement si (j,i) €
Y (). Une partition A est dite p-restreinte si \; — A\j41 < p pour tout ¢ > 1. Si

A et p sont des partitions et n est un entier naturel, on note A + p la partition
(A + p1, Ao + po, .. .) et nA la partition (nA1, nAq,...).

EXEMPLE 4.2.1. Soit A = (5,3,2). On a |A| = 10 alors A est une partition de
10. De plus, on a des égalités :

L(N) =3, N =(3,3,2,1,1), L) =X\ =5.
Par définition, A est p-restreinte si et seulement si p > 3.

Le résultat suivant est bien connu, voir par exemple [JK81, (6.1.4)-(6.1.7)] pour
un résultat analogue. C’est la version de la division euclidienne pour les partitions.

LEMME 4.2.2. Soit A € P une partition. Il existe une unique partition p-
restreinte [ et une unique partition v telles que A = j + pv.

DEMONSTRATION. (1) Pour une partition A, on note R(A\) := {i > 1 : \; —
Ait1 > p}. On montre existence par récurrence sur le cardinal #R(\) de cet
ensemble. Si #R(\) = 0, alors A est une partition p-restreinte. On peut choisir
= Xetv =0 S #R(\) > 1, on note r I'élément maximum de R(\). Alors

. A=A,

A= pt +prt ot vt = (a") avec a = {%J De plus R(A!) = R(\) \ {r}, alors
#R(A\Y) < #R()\). Par hypothese de récurrence, il existe une partition p-restreinte
u? et une partition 2 telles que p! = p? + pr2. On pose u = p? et v = vl + 12,

(2) Supposons que I'on a deux décompositions A = p! + pv! = p? + pr? on
wt, 1?2 sont des partitions p-restreintes et p! # p?. Soit n le plus grand entier
satisfaisant 1 # p2. On pose k = H711+1 = /‘%H’ Comme p' est p-restreinte, alors
pl et p? appartiennent & I'ensemble {k,k + 1,...,k + p — 1}. De plus, comme
pt +prt =p2 +pr2 onap! =pt (mod p), contradiction. O

4.2.1.2. p-ceeurs. Soit Y C Zig une partition. Le bord de Y que l'on note
Y, est 'ensemble des éléments (4,7) de Y tel que (i + 1,7 + 1) n’appartient pas a
Y :
Y ={(i,j) €Y : (i+1,j+1)¢ Y}
On définit une relation binaire < sur Z;g de la fagon suivante. Soient (i1, 1) et
(2, j2) deux éléments de Z;g. On note (i1, j1) < (i2,72) siiy > iz et j; < jo. Puisque
< est une relation d’ordre sur Z, < est une relation d’ordre sur Z;g. De plus, si
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A i
3+ o—o
21 °
T+ ° ° —o—o
J
0 1 2 3 4 5

FIGURE 2. 9 (Y (5,2,1))

Y C Z;% est une partition, la relation d’ordre < est totale sur Y. Un intervalle de
Y est un sous-ensemble de Y de la forme {(i,5) € Y : (i1, 1) < (i,5) < (i2,J2)}
pour (i1, j1), (i2,j2) € Y quelconque.

A

FIGURE 3. La relation d’ordre totale < sur 9(Y (5,2, 1))

Soient A, deux partitions. On note A C p si Y(A) C Y(u), ou de maniere
équivalente si \; < p; pour tout i. Cette relation binaire est une relation d’ordre
partielle sur 'ensemble P des partitions. On définit également une autre relation
d’ordre <, sur I'ensemble P comme suit. Soient A, u deux partitions. On note A <,, p1
s’il existe une suite des partitions v',...,v™ avec v' = X et v? = p satisfaisant les
conditions : v* C v et YV (7T1) \ Y (') est un intervalle de 8 (Y (v**')) de p
éléments pour i =1,...,n — 1.

LEMME 4.2.3. Soient A et pu deux partitions. On a A <, A+ pp. En particulier,
on a (0) <, pA.

DEMONSTRATION. 11 existe (de facon non-unique) de partitions distinctes p*
avec 0 < k < |u| telles que (0) = pu° C p' C --- C p=t c p#l = 4 On
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pose v' = pu' pour tout i. On obtient une suite des partitions 0, ... vl avec
W= A\l = 4 de plus, vF C vt et Y (vF1) \ Y (V') est un intervalle de
9 (Y (v'*1)) de p éléments pour tout i. On a alors A <, A + py. O

DEFINITION 4.2.4. Une partition \ est appelée un p-coeur si A est un élément
minimal de P par rapport a la relation <,. On note P,_ ycye I'ensemble des p-
coeurs.

Si p = 2, I'ensemble Pj,_ceue est tres simple. En effet, un 2-cceur est une
partition A telle que A, = A1 + 1 si A\, # 0. Autrement dit, une partition est un
2-ceceur si et seulement si A et A sont des partitions 2-restreintes. Pour p quelconque,
si la partition A\ est un p-coeur, les partitions A et A\’ sont toujours p-restreintes, mais
cette condition ne caractérise pas les p-cceurs. Par exemple, si A = (3,2) alors A
et A sont 3-restreintes mais A n’est pas un 3-ceeur car (1,1) <3 (3,2). Le résultat
fondamental sur la relation d’ordre <, est le suivant. Une démonstration de ce
résultat peut étre trouvée dans [JK81, Theorem 2.7.16].

THEOREME 4.2.5. Soit A\ une partition. Alors Uensemble {pn € P : p <, A}
posséde un plus petit élément.

DEFINITION 4.2.6. Si A € P est une partition, on note €o, (A) le p-cceur de A,
c’est-a-dire le plus petit élément de I'ensemble {yn € P : pp <, A}. On obtient une
application Cop : P — P, coene qui fixe tous les éléments de P ey

PROPOSITION 4.2.7. Soient \ et p deux partitions.
(1) On a €o,(X) = Cop (A + pp). En particulier, on a Cop (pp) = (0).
(2) La partition €o, (X') est la partition conjuguée de Cop ().

DEMONSTRATION. (1) D’apres la définition 4.2.6 et le théoréme 4.2.5, on a que
Co, (A + pu) = Co, (v) si la partition v satisfait I'inégalité v <, A+ppu. Par le lemme
4.2.3, la partition A satisfait cette condition. On a donc €o, (A) = Co, (A + pp).
Dans le cas A = 0, on a que €o, (pu) est le p-coeur de la partition (0), qui est (0)
par définition.

(2) Par définition de la partition conjuguée, on a Y'(\') = {(4,7) : (j,i) € Y(\)}.
De plus, l'application (i,7) — (j,¢) est une bijection de Y (N') sur Y (N). De
plus, cette bijection est strictement décroissante. On a, par définition de la relation
d’ordre, que p <, A si et seulement si g/ <, A'. On en déduit le résultat. 0

4.2.2. Foncteurs de Schur et foncteurs simples.

4.2.2.1. Foncteurs de Schur. On rappelle que l'ordre lexicographique est
I’ordre total sur Z§§ défini par (i1,71) < (i2, j2) si i1 < iz ou sii; =ig et j1 < jo.

Pour tout sous-ensemble non-vide A de Z;g on note a4 I'unique bijection de
A vers {1,2,...,#A} préservant les ordres. Si A € P(d), on note o : {1,...,d} —
{1,...,d} la composée suivante, ou le deuxieme morphisme envoie (4, j) vers (j,1) :

—1
(L. dy 2% y () 5 v 229 0y,

On obtient ainsi une application P(d) — &4. On a évidemment que oy est 'in-
verse de o) pour toute partition A. D’autre part, on a une application &, —
Homp, (®d, ®d) qui & une permutation 7 associe la transformation naturelle qui
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envoie v; ®- - @vq Vers vy-1(1) @ - - @v,-1(4). La composée de ces deux applications
fournit une application
P(d) — Homp, (2%, %)
A = o).
EXEMPLE 4.2.8. (1) On considere la partition A = (3,1) de 4, on a o3 1) :
®4 — ®4,7)1 R V2 Q@ V3 R UR = V] R Vg Q Vg R V3.
(2) Par définition, si A = (d) ou A = (17), c’est-a-dire si £(\) = 1 ou £(N) = 1,
on a oy = Id.
On rappelle que si A = (A1, ..., \,) est un uplet d’entiers naturels (par exemple
une partition) et X désigne 'un des symboles S, A, T, on note X* le produit ten-

soriel XM ® ... ® X* . La définition suivante est due & Akin-Buchsbaum-Weyman
[ABWS82, section II].

DEFINITION 4.2.9. Soit A une partition de d. Le foncteur de Schur S, est 'image
du morphisme composé
A/\' NN ®d TN ®d s S)\.
REMARQUE 4.2.10. Le foncteur de Schur Sy est noté Ly dans [ABW82], voir

aussi [Wey03, Section 2.1]. Nous ne suivons pas cette notation et réservons la lettre
‘L’ pour désigner les objets simples de Py.

Si A est une partition de d, le foncteur de Schur S est un objet de Py, car Py
est une catégorie abélienne. Si la longueur de A ou X est 1, le foncteur de Schur
associé a A correspond a des foncteurs bien connus : S(gqy = S et Seiay = A

THEOREME 4.2.11 (Regle de Pieri [AB85, section 3]). Soit A une partition et
soit d un entier naturel.

(1) Le foncteur S\x®S? posséde une filtration telle que Gr (SA ® Sd) =@, 5
ot la somme directe est indexée par les partitions v satisfaisant les condi-
tions : |v]| = |\ +d et X, <v] <\, + 1 pour tout i.

(2) Le foncteur S\@A? posseéde une filtration telle que Gr (S)\ ® Ad) =@, 5
ot la somme directe est indexée par les partitions v satisfaisant les condi-
tions : [v| = |A|+d et Ny <v; < N+ 1 pour tout i.

EXEMPLE 4.2.12. (1) Soient dyi,ds € N. Le foncteur S ® S92 possede
une filtration telle que

min{dy,d2}
Gr (Sd1 ®Sd2) = @ Stdy+da—i,i)-
=0

(2) Le foncteur S(2,1) ® S? possede une filtration telle que
GI" (5(271) & 52) = 5(471) (&) 5(372) (&) S(S,l,l) (&) 5(2’2,1).

4.2.2.2. Foncteurs simples. Soit d € N. Un objet F' de Py est dit simple s’il
est non nul et s’il ne contient aucun sous-foncteur distinct de F' et 0. Un objet est
dit semi-simple s’il est isomorphe a une somme directe d’objets simples. Le socle
d’un foncteur F, noté soc(F), est le plus grand sous-foncteur semi-simple de F.

DEFINITION 4.2.13. Si A est une partition, on désigne par Ly le socle du foncteur
de Schur S).
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THEOREME 4.2.14 ([Gre07],[Mar93]). (1) Pour toute partition A, Ly est
un foncteur simple.

(2) Si F est un objet simple de Py, il existe une unique partition A € P(d)
telle que F ~ L.

(3) Les foncteurs simples sont autoduauz, c’est-a-dire que l'on a un isomor-
phisme Li ~ L.

D’apres ce théoreme, les classes d’isomorphisme de foncteurs simples de Py sont
indexées par les partitions de d.

THEOREME 4.2.15 (Théoréme du produit tensoriel de Steinberg [Jan03, Mar93]).
Soit X une partition p-restreinte et soit p une partition quelconque. On a un iso-

morphisme Ly ® LE}) ~ Lipu-
Comme une application du théoreme 4.2.15, on a le résultat suivant.

COROLLAIRE 4.2.16. Si F' € Py est un foncteur simple associé a la partition A
alors F") est un foncteur simple associé a p"\.

Soit F' € Py un foncteur strictement polynomial. On appelle série de composi-
tion de F toute suite finie (Fy, F1, ..., F,.) de sous-foncteurs de F telle que

O=fCF C---CF._1CF,=F

et que, pour tout 7 = 1,2,...,r le quotient F;/F;_; est un foncteur simple. Tout
foncteur strictement polynomial admet au moins une série de composition. Si L
est un foncteur simple, on note [F : L] le nombre des facteurs de composition
dans une série de composition de F' qui est isomorphe a L. D’apres le théoreme de
Jordan-Holder, ce nombre est bien déterminé [ARO97, Section I.1].

4.2.3. Blocs de la catégorie P.

4.2.3.1. Blocs. Les blocs de la catégorie Py ont été déterminés par Donkin
[Don87]. Avant de donner le résultat, nous rappelons les définitions élémentaires
relatives aux blocs.

DEFINITION 4.2.17. Soient F' et G deux foncteurs simples de P;. On note
F ~ @G ¢l existe une suite Lg, Lq,..., L, de foncteurs simples de P, satisfaisant
Lo=F,L,=G et Ext%;k(Li,LH_l) # 0 pour tout i =1,...,n— 1.

La relation binaire ~ est une relation d’équivalence sur les simples de P;. Un
bloc de P, est une classe d’équivalence des simples sous cette relation d’équivalence.
On note By I’ensemble des blocs de Py. Pour b € By, on désigne par (Py), la sous-
catégorie pleine de Py formée des foncteurs F' dont tous les facteurs de composition
sont dans le bloc b. On a une décomposition :

Pa= P (Pa),.

beBy

Cela signifie que tout foncteur se décompose de maniére unique en une somme
directe F' = @Dy, Fr ot Fy € (Pa)y, et de plus Homp, (£, Fy) = 0 si Fj €
(Pd)bi ,1=1,2 et by # by. En particulier, si F' est indécomposable, il existe un seul
élément b € By satisfaisant F' € (Py),. Le théoréme suivant donne une description
combinatoire des blocs de la catégorie Py.
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THEOREME 4.2.18 (Reégle de Nakayama [Don87], [Mar93, Theorem 5.1.1]).
Soient A et u deux partitions de poids d. Les deux simples Ly et L, sont dans
le méme bloc si et seulement si les deux partitions \ et p ont le méme p-coeur.

On indexe donc les blocs de Py par les p-coeurs des partitions de poids d, le
bloc contenant Ly est indexé par le p-cocur de A. On obtient une bijection entre
B et Pensemble des partitions A telles que || < d et |A] = d (mod p).

4.2.3.2. L’application Bl.

DEFINITION 4.2.19. Si F est un foncteur strictement polynomial, on note
BI(F) 'ensemble des p-coeurs des partitions indexant les simples d’une série de
composition de F'. On obtient donc une application :

Bl : Obj (Py) — 2Fr-cecus
F— BI(F) = {€o, (\) : A€ P,[F: L,] > 0}.

PROPOSITION 4.2.20. Soient A, pu deuz partitions, F' un objet de Py et G un
sous-objet de F'. On a :

(4.2.1) [(Sy) = BI(Ly),
(4.2.2) ((Lx) = BU(Latpu) »
(4.2.3) BI(F) = BI(G) UBI(F/Q),
(4.2.4) BI(F*) = BI(F),

) _ si =0,
(4.25) B (F( )) N {{(0 si B #0.

DEMONSTRATION. Comme le socle de Sy est un foncteur simple, le foncteur
S est indécomposable. Cela implique que Sy € (Pg), ou b est le bloc contenant le
foncteur simple Ly. On obtient donc la formule (4.2.1). D’apres le corollaire 4.2.7,
on a Bl (Laypu) = Cop (A +pp) = Cop (X)) = BI(Ly), d'ott la formule (4.2.2).

Comme G est un sous-foncteur de F', un simple L est un facteur de composition
de F si et seulement si L est un facteur de composition de G ou de F'/G. On obtient
la formule (4.2.3). Pour obtenir (4.2.4), on utilise (4.2.2) et le fait que les foncteurs
simples sont autoduaux. Il reste & montrer la formule (4.2.5). Cette formule est
évidente dans le cas ot F = 0. Si F # 0, s0it 0= Fy C F; C --- C F,, = F une
série de composition de F avec F;/F;_1 ~ Lyi. On a donc 0 = F(l) - F(l)

C F7(11) = F avec Fi(l)/Fi(i) L(l) ~ Lyyi. Par le corollaire 4.2.7, on a
Bl (Lyxi) = Co, (pAY) = {(0)}. On obtlent (4.2. 5) O

On connait Bl (Sd) pour tout d € N. En effet, S¢ = S(q) est un foncteur de
Schur. Par la proposition (4.2.1), BI(S?) = Bl (L)) = {(r)} ou 7 est le reste de

la division de d par p. La regle de Pieri permet de déterminer plus généralement
Bl (S{‘ﬂ) pour tout espace vectoriel V.

PROPOSITION 4.2.21. Soient d un entier naturel et V # 0 un objet de Vi. On
a les égalités :

(42.6)  BI(SY) ={NEPycoeur 1 [N < d N[ =d  (mod p), £(N) < dimV},
(4.2.7)  BI(TE) =BI(SY),
(42.8)  BI(AY) = {NEPy_coeuc 1 N € BI(SE) }.
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DEMONSTRATION. On note ¢ la dimension de V. Comme les foncteurs S, A, T
sont des foncteurs exponentiels, si £ désigne 'un des symboles S, A, T, on a la
décomposition suivante, ou la somme directe est indexée par les f-uplets d’entiers
naturels d de poids d :

(4.2.9) E} ~PEL
da

En utilisant cet isomorphisme et ’égalité (4.2.4) de la proposition 4.2.20, on ob-
tient 1’égalité (4.2.7). Pour une partition A et un entier naturel k, on note A(X\; k)
Pensemble des partitions v telles que |v| = |A| +d et A, < v/ <\, + 1 pour tout i.
Par définition, on a les deux propriétés suivantes de ’ensemble A(A; k).

(1) Pour v € A(\; k), on a £(v) < £(\) + 1.

(2) Sik < Ageny alors v := (A, k) appartient a A(X; k).
D’autre part, par la régle de Pieri (théoreme 4.2.11), il existe des filtrations de
Sy ® SF et Sy @ AF telles qu’on a des isomorphismes :

(4.2.10) Gr (Sy ® Sk) ~ EB Sy, Gr (Syv ® Ad) ~ @ S,
veA(\k) veA(N;k)

Pour un m-uplet d’entiers naturels d,m > 1, on définit un ensemble de partitions
B(d) par récurrence sur m. Si m = 1, on pose B(d) = {(d1)}. Dans le cas o
m > 2, on pose B(d) = Usep(ay,....a,, 1)) A(X;dm). Par cette définition et les
isomorphismes (4.2.10) on en déduit qu'il existe des filtrations de S< et A< telles
qu’on a des isomorphismes :

(4.2.11) Gr(s)~ P S5, G(A)~ P 5.
veB(d) veB(d)

Par les isomorphismes (4.2.9), (4.2.11) et I’égalité (4.2.1), on obtient I’égalité 4.2.8.
11 reste & montrer I'égalité (4.2.6). Par la propriété (1), on a £(v) < ¢ pour tout
l-uplet d’entiers naturels d et v € B(d). On a alors

BI(SE) C{NEP, coene : [N < dy [\ =d  (mod p), () < dim V}.

Pour I'inclusion réciproque, prenons un élément A du membre de droite dans (4.2.6).
On note p la partition (A +d — ||, A2, Az, ...). On a €o, (X) = Co, (). De plus,
par la propriété (2), la partition p appartient a 'ensemble B(u). D’apres les iso-
morphismes (4.2.11), on a Co, (1) € BI(S*). On obtient le résultat. O

COROLLAIRE 4.2.22. Soient d un entier naturel et V un objet de Vx. Si E
désigne l'un des symboles ', A, S, on a

BI(EY) =BI(EY?),  BI(EY) C B

On termine cette sous-section par le résultat important suivant qui est une
application du théoreme du produit tensoriel de Steinberg (théoréme 4.2.15).

THEOREME 4.2.23. Soient F,G € Py, G # 0. Alors Bl (F @ G1) = BI(F).

DEMONSTRATION. On démontre tout d’abord le cas ot F' est un foncteur
simple, de la forme Ly. On a deux cas.
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(1) Si X est une partition p-restreinte. Si G est un foncteur simple, G = L.
Par le théoreme de Steinberg et la proposition 4.2.7, on a Bl (F ® G(l)) =
Bl (LA ®L(o¢1)) = Bl (Lxrtpa) = BI(Ly). Dans le cas général, soit 0 =
Gy C Gy C--- C G, = G une série de composition de G. Par la proposi-
tion 4.2.20, on a BI(F @ G) = U, BI(F ® (G;/Gi-1)) = BI(F).

(2) Si A est une partition quelconque, d’apres le lemme 4.2.2 il existe une
partition p-restreinte p et une partition v telles que A = p+pr. D’apres le
théoréme de Steinberg, on a Ly = L, ® LY. On adonec Fo GO = L,®
(L, ® &)V Par la proposition 4.2.20, on a Bl (F @ GM) = BI(L,) =
BI(Ly) = BI(F).

On démontre maintenant le cas ot F' est un foncteur quelconque. Soit 0 = Fy C
)y C .- C F,, = F une série de composition de F'. Par la proposition 4.2.20 et la
partie (1),ona Bl (F @ GV) =, BI((F/Fi—1) © GV) =i, BI(E;/Fi_y) =
BI(F). O

4.2.4. Changement de base. Soit K un sur-corps du corps k. Dans cette
sous-section, on rappelle le foncteur de changement de base x(—) : Pax — Pax en
suivant [SFB97]. L’inclusion k < K induit un foncteur exact K® — : Vi — Vk.
Ce foncteur induit un foncteur K @ — : T4y — T%Vk.

DEFINITION 4.2.24. Soit F' € Py . On définit le foncteur g F' € P,k en utilisant
la colimite. Chaque V’ € T%Vk détermine une catégorie A(V'). Les objets de cette
catégorie sont des paires (V,f) on V € I'Vy et f € T9Homg (K® V,V'). Un
morphisme de (V, f) vers (I, g) est un morphisme a : K® V — K® W dans la
catégorie 'V tel que goa = f. Le K-espace vectoriel (g F) (V') est donc la colimite
du foncteur A(V’) — Vectg, (V, f) — K& F(V). De plus, chaque morphisme b :
V! — W' dans la catégorie T'%Vg induit naturellement un foncteur A(h) : A(V') —
A(W’). On en déduit une application K-linéaire (xF)(V') — (g F)(W').

Comme la catégorie I'*Vy est essentiellement petite et comme la catégorie Vectx
est cocomplete, le foncteur g F' est bien défini. De plus, il est un foncteur K-linéaire.
Par définition, pour V € Vg, (V,Idkgy ) est objet final de la catégorie A(K @ V).
On a donc un isomorphisme de K-espaces vectoriels

(4.2.12) kKF)(KeV)~Ke F(V)
Pour chaque V' € TV, on a donc un isomorphisme (xF)(V') ~ K® F (]kdimK V/).

Par conséquence, le foncteur K-linéaire g F' : T%Vg — Vectg prend des valeurs de
dimension finie. Le foncteur g F' est donc un objet de la catégorie Py k. On obtient
ainsi un foncteur de changement de base

k(=) : Pax — Pak
EXEMPLE 4.2.25. Le changement de base envoie les foncteurs T4V (resp. S&, A¢,)
de Py sur les foncteurs [dKeV (resp. Sﬂ‘é@)v,Aﬁ‘é@V) de P4 k. De plus, si on note
Iﬂir) (resp. IH({)) le r-ieme foncteur de torsion de Frobenius dans la catégorie Ppr
resp. P, k) alors il existe un isomorphisme g 1Y) ~ 1) dans 1a catégorie P, k.
P, k K P

PropoOsITION 4.2.26 ([SFB97, Proposition 2.6, Corollary 2.7]). Soit k C K
une extension de corps.
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(1) Le foncteur de changement de base x(—) : Pax — Pax est exvact et
préserve les projectifs.

(2) Pour chaque entier naturel n, il existe un isomorphisme naturel en F,G €
Pd,]k :

(4.2.13) Exth,, (xF,xG) ~ K@ Ext},  (F,G).

DEMONSTRATION. L’exactitude du foncteur de changement de base g (—) pro-
vient de 'exactitude du foncteur K ® — : Vx — Vi et I'isomorphisme (4.2.12). Soit
F € Pgyx un foncteur projectif. Il existe V' € Vi tel que F est un facteur direct de
V @ T4’ Le foncteur xF est donc un facteur direct du foncteur V@ I'“X" . On en
déduit que F' est un foncteur projectif. Il reste & montrer I’assertion (2). D’apres
Passertion (1), il suffit de démontrer I'isomorphisme (4.2.13) pour n = 0 et F est
de la forme T'%V pour V € V. Dans ce cas-1a, on a des isomorphismes

I‘IOHlpGHK (]K (Fd’v) ,KG) ~ HOHldeK (Fd’K(X)V, ]KG) ~ (KG) (]K ® V)
~ (xG) (V) ~ K® Homp,, (I'"",G).
On obtient le résultat. O
THEOREME 4.2.27 ([Jan87, Corollary 2.9, page 203]). Soit k C K une exten-
sion de corps. Le foncteur de changement de base x(—) : Pax — Pax préserve les
foncteurs simples. Plus précisément si Ly i (resp. Ly ) est le simple de Pqx (resp.

Pax) correspond & une partition A alors on a un isomorphisme g (Lax) ~ Lyx
dans la catégorie Pyx.

PROPOSITION 4.2.28. Soient k C K une extension de corps et ' € Pgx. On a
une égalité BI(F) = Bl (g F).

DEMONSTRATION. On démontre tout d’abord le cas ou F est un foncteur
simple, de la forme L . Par le théoréme 4.2.27, il existe un isomorphisme g (L ) =
Ly . On a des égalités :

%[(LA,E() = Q:Op ()\) = %[(L,\JK) = %[(K (L)\,]k)) .

On démontre maintenant le cas ou F' est un foncteur quelconque. Soit 0 = Fy C

Fy C -+ C F,, = F est une série de composition de F'. Comme le foncteur de
changement de base x(—) : Pgx — Pax préserve les simples et est exact, 0 =
kFo C xF1 C -+ C gF, = gF est une série de composition de gF' et on a des

isomorphismes (g F;)/(xFi—1) ~ k(F;/F;—1). On a des égalités

BI(F) = JB1F/Fia) = [ Bl (F/Fin)

= CJ BI((kF)/(kFi-1)) = BI(F).

On obtient le résultat. O

COROLLAIRE 4.2.29. Soient k C K une extension de corps et F,G € Pgx. On
suppose que K est infini. S’il existe un isomorphisme xF ~ xG dans la catégorie
Fk, on a alors une égalité B (F) = BI(G).
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DEMONSTRATION. Comme le corps K est infini, le foncteur d’oubli Pyx —
Fk est un plongement plein. L’isomorphisme g F ~ gG dans Fx induit alors un
isomorphisme gF ~ gG dans la catégorie Py k. Par définition, on a une égalité
Bl (gF) = Bl (xG). D’autre part, d’apres la proposition 4.2.28, on a des égalités
BI(F) =Bl (xF), BI(G) ~ Bl (gG). On en déduit le résultat. O

4.2.5. Un critére d’annulation.

LeMME 4.2.30 (Lemme d’annulation). Soient F' et G deuzx objets de Py. St
BL(F)NBI(G) = 0 alors Extp, (F,G) = 0.

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, on suppose que F € (Pg),, et
G € (Pa)y, avec by # by. Comme Py = Py, (Pa),, on a Homp, (F,G) = 0. Soit
P, une résolution projective de I dans P4. On obtient une résolution (F,), =
o = (P1),, = (Po),, — 0 de F. De plus, cette résolution est une résolution
projective car (P;), est un facteur direct du foncteur projectif P;. On a donc
Extp, (F,G) = H* (Hompd ((P.)b1 ,G)). De plus, le complexe Homp, ((P.)b1 ,G)
est nul. On obtient le résultat. O

4.2.31. Tl existe un autre résultat d’annulation, le résultat de Pirashvili [FS97,
théoréme 2.13] qui dit que si A est un foncteur additif et F, G sont des foncteurs
réduits, c’est-a-dire F(0) = 0 = G(0), alors

Exth, (A, F®G)=0.

Ce résultat d’annulation est de nature différente du résultat d’annulation du lemme
4.2.30, comme le montrent les deux exemples suivants.

(1) Sik =Fy,A=1M et F =G =S5 onaBl(A) =BI(FRG) ={0)}
Alors BI(A) N BI(F @ G) # 0. Cependant, par le résultat de Pirashvili,
on a Extp, (A, F®G)=0.

(2) Sik=F5,A=1" et F =k, G = S(3,2)- Le foncteur F' n’est pas réduit.
Cependant on a BI(A4) = {(0)} et BI(F @ G) = {(3,2)} et le lemme
4.2.30 donne Extp_ (A, F ® G) = 0.

DEFINITION 4.2.32. Soit @ : Py — Chx (Px) un foncteur. On dit que ® est de
type (J) s'il existe un complexe X € Chxg (Py) d’objets injectifs et une équivalence
d’homotopie ®F — Homp, (Fﬁ7 X) naturelle en F'.

4.2.33. Soit ® : P; — Chsq (Pg) un foncteur de type (J). Par définition, il
existe un complexe X € Chsx( (Pg) d’objets injectifs et une équivalence d’homo-
topie ®F — Homp, (Fﬁ,X) naturelle en F. En particulier, on a une équivalence
d’homotopie de complexes ®(S%) — Homyp, (Pd,X) ~ X, et le foncteur ® est
entierement déterminé par sa valeur sur S%. Inversement, supposons qu’il existe
une équivalence d’homotopie ®F — Homp, (F f, <I>Sd) naturelle en F. S’il existe
un complexe d’injectifs X € Chsq (Py4) et une équivalence d’homotopie @59 — X
alors le foncteur ® est de type (J).

On montrera dans la section suivante que les foncteurs dérivés F — L(F,n)
et F'— D,F sont de type (J). Dans la proposition ci-dessous, on donne une suite
spectrale qui converge vers I'homologie d'un complexe de la forme ®F, ou ® est un
foncteur de type (J).
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PROPOSITION 4.2.34. Soit ® : Pg — Chx( (Pg) un foncteur de type (J). On a
une suite spectrale de foncteurs strictement polynomiauz, naturelle en F' :

(4.2.14) By (F) = Exth, (F*, H_, (#S%)) = H_,_;(®F).

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que le foncteur ®
est de la forme ®F = Homyp, (Fﬁ, X) o X € Chxq (Pg) est un complexe d’injectif.
Soit P, une résolution projective de F* dans la catégorie P4. On considere le
bicomplexe
Ey? =Homp, (P, X7), i>0,5<0.

Comme la dimension homologique de la catégorie Py est finie [Don86, ABS8S8,
Tot97], on peut supposer que le P, est fini. Alors le bicomplexe Ep n’a qu’un
nombre fini de colonnes. On dispose de deux suites spectrales associées a ce bicom-
plexe, qui convergent vers ’homologie du complexe total. Les premiere et deuxieme
pages de la premiere suite spectrale sont données respectivement par :

1 = Hi (EO) — Homp, (P, HX) .
Iy = A (1}7) = Extp, (F%, H'X) = Extp, (F¥, H_,;X).
La premiere page de la seconde suite spectrale est de la forme :

17 = B (E37) = Homp, (H: (P2), X7)

o sii#0,
N Hompd(Fﬁ,Xj) si1 =0,
o si i #0,
| (@F) sii=o0.

Le deuxieme page est donc de la forme :

o o 0 sii#0
]Iz,] _ HJ ]Iz,o _ . 5
2 ( ! ) {Hﬂ (OF)=H_; (DF) sii=0.

Alors cette page est concentrée sur une seule colonne. Par lacunarité on obtient
donc Iy = H_,_; (PF). On obtient la suite spectrale (4.2.14). O

Le théoréeme suivant permet d’obtenir un résultat d’annulation générale a partir
du calcul de Bl (H* (@Sd)v).

THEOREME 4.2.35. Soient F € Py, V € Vi et ® : Py — Chxq (P4) un foncteur
de type (3). Alors (Hy(PF)) (V) =0 dés que

BI(F)N U BI((H;(@5Y),,) = 0.
¢<j<g+inj.dim F'

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 4.2.34, (H,(®F)) (V) = 0 dés que
EyY (F)(V) = Extlp, (F*, (H_,(#5%)),,) = 0si —i—j = q. On en déduit le résultat.
|
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4.3. Foncteurs dérivés non-additifs et calcul de Goodwillie algébrique

Dans cette section, on rappelle quelques résultats sur les foncteurs dérivés au
sens de Dold-Puppe et le calcul de Goodwillie algébrique. Nos références princi-
pales sont 'article de Dold et Puppe [DP61], les articles de Johnson et McCarthy
[JMO04, JMO08| et le livre de Weibel [Wei94]. Classiquement, ces foncteurs dérivés
sont définis pour les objets de F. Mais les définitions (et les principales propriétés)
s’adaptent sans changement par les foncteurs strictement polynomiaux. Pour don-
ner une présentation uniforme de ces concepts, on utilisera souvent la notation
suivante.

NOTATION 4.3.1. Soient n un entier strictement positif et d un entier naturel.
On désigne par €(n) 'une des deux catégories F(n) ou Py(n). On note €.(n) la
sous-catégorie pleine de €(n) dont les objets sont des foncteurs réduits en chaque
variable, c¢’est-a-dire des foncteurs F' € €(n) tels que F(V1,...,V,) =0 si on a au
moins un des V...,V est nul. Si n = 1, les catégories €(1) et €, (1) seront plus
simplement notées respectivement par € et €,.

4.3.1. Objets Simpliciaux.

DEFINITION 4.3.2. La catégorie A est la petite catégorie dont les objets sont
les ensembles ordonnés finis [n] = {0,1,...,n} avec0 <1< --- <n,n € Net dont
les morphismes sont les applications croissantes.

On pose €} : [n — 1] — [n] pour 0 < i < n lapplication croissante injective qui
évite 4, et on note n* : [n+ 1] — [n] Papplication croissante qui envoie i et i+ 1 sur
i et qui est injective partout ailleurs :

_ j sij <1, ) J sij<i
&) =1 L ni(7) =97 T
j+1 sijg>q, j—1 sij>u.

DEFINITION 4.3.3. Soit A une catégorie. La catégorie sA est la catégorie des
foncteurs de A°P dans A. Les morphismes sont les transformations naturelles. Les
éléments de sA sont appelés objets simpliciaux dans A.

Si A est un objet de A, on a un objet simplicial constant canonique de A ; cette
correspondance induit un foncteur 4 — sA. De plus, chaque foncteur F': A — B
induit un foncteur F o — : sA — sB. On écrit simplement ce foncteur par F.

NOTATION 4.3.4. Soit X est un objet simplicial dans la catégorie A.

(1) On désigne par X,, I'objet X ([n]).
(2) On note 9 : X,, — X,,_1 le morphisme X ().
(3) On note o} : X;, = X,,+1 le morphisme X (7).

Si la catégorie A est abélienne alors la catégorie sA l'est aussi : les noyaux,
conoyaux, sommes directes et produits sont calculés au but.

DEFINITION 4.3.5. Soit A une catégorie abélienne.

(1) Le foncteur des chaines C : sA — Chsx( (A) associe & un objet simplicial
X de A le complexe CX tel que (CX), = X, et dont la différentielle
dp, i (CX)p — (CX)n—1 est la somme alternée des opérateurs de faces
or: X, — Xp_1:

dy =00 — O + -+ (—1)"30.
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(2) Le foncteur des chaines normalisées N : sA — Chxq (A) associe & un
objet simplicial X de A le complexe N'X tel que (N X),, est I'intersec-
tion (i, ker (8" : X, = X,,_1) et dont la différentielle d,, : (N'X), —
(N'X),_1 est induite par le premier opérateur de face 9.

PROPOSITION 4.3.6 ([DP61, Satz 3.22],[ML95, Chapter VIII, Theorem 6.1]).
Soit X un objet simplicial de la catégorie abélienne A. Alors linclusion canonique
NX < CX est une équivalence d’homotopie naturelle en X. De plus, il existe un
inverse a gauche CX — N'X (naturel en X) de NX — CX tel que CX — N'X est
également une équivalence d’homotopie.

THEOREME 4.3.7 (Correspondance de Dold-Kan). Soit A une catégorie abélienne.
Alors le foncteur des chaines normalisées N : sA — Chxg (A) est une équivalence
de catégories.

On désigne par K I'inverse de A. Nous renvoyons & [Wei94, 8.4.4 page 271]
pour une formule explicite de K.

4.3.2. Effets croisés. Dans cette section on rappelle la notion d’effet croisé
a la Eilenberg-MacLane [EML54] pour les foncteurs usuels et on donne une adapta-
tion dans le cas des foncteurs strictement polynomiaux, voir par exemple [Toul3b].

On utilise la notation 4.3.1, la lettre € renvoie donc a la catégorie F ou a la
catégorie Py. On définit les effets croisés cry, : € — €(n) par récurrence sur n. On
définit tout d’abord cr; F' comme le noyau du morphisme canonique F' — F(0).
Supposons qu’on a défini cr,,_;. Pour ¢ = 0, 1,2 on définit un foncteur m, ; : V" —
Vy ~! par les formules :

(V17V37---3Vn) Sii:l,
(4'3'1) prn,i(VhVYZaVvSa .- ~7Vn) = (‘/2,‘/3, .. ,Vn) sii =2,
(Vi ®Va,Vs,...,V,) sii=0.

De plus, on a des transformations naturelles canoniques pr,, , — pr,, ;, ¢ = 1,2. Ces
foncteurs et transformations naturelles induisent des foncteurs —opr,, ; : €(n—1) —
€(n) et des transformations naturelles —opr, o — —opr, ;, i = 1,2. En composant
avec le (n — 1)-eéme effet croisé cr,,—; : € — €(n — 1), on obtient des foncteurs
(—opr, ;)ocr, 1 : € — &(n) et des transformations naturelles (—opr,, g)ocr, 1 —
(—opr,;)ocr, 1, i=1,2. On définit le n-eme effet croisé cr,, : € — &€(n) comme
le noyau de la transformation naturelle

2
(4.3.2) (—opr,g)ocr,—1 — @(— opr, ;)ocr, 1.
i=1
Par définition, on peut voir cr, F(V,...,V,) comme le noyau de l’application

2
rn 1 FVi @ Vo, Vs, Vo) = @ erny F(Vi, Vi, ..., V)
i=1
induite par les projections canoniques (V4 @ Vo, V3,...,V,,) = (Vi, V3,..., V), i =
1,2. Les foncteurs cry, : F — F(n) sont donc les effets croisés définis par Eilenberg-
MacLane [EML54|. Par définition, les foncteurs cr,, : Py — Pa(n) et crp, : F —
F(n) sont compatibles avec les foncteurs d’oubli Py — F,Py(n) — F(n), clest-
a-dire qu'on a un diagramme commutatif, ou les morphismes verticaux sont les
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foncteurs d’oubli :

Crp

Tl Pa(n)
F F(n)

DEFINITION 4.3.8. Soit m un entier naturel. On dit qu'un objet F' € € est de
degré d’Eilenberg-MacLane inférieur ou égal a n si cr,4q1 F = 0.

PROPOSITION 4.3.9. Soient F' € € et n un entier strictement positif.

(1) On a un isomorphisme dans €(n), naturel en F :
(4.3.3) Fod"~F0)o @ ( (cxa F) opr, 4 )
A

ot la somme directe est indexée par les sous-ensembles non vide A de
{1,2,...,n}, |A] désigne le cardinal de A, et pr, o : V" — VH:‘A‘ est la
projection canonique.

(2) Le foncteur cr, F' est réduit en chaque variable.

(3) Le n-éme effet croisé crp, F' est symétrique, c’est-a-dire que l'application
sutvante qui est induite par 'isomorphisme (4.3.3), est un isomorphisme
oo €6, et Vi,...,V, € Vg -

PV, Vi) = ctn F (Voay, oo Vo) -
PRrROPOSITION 4.3.10. On a deux paires d’adjoints

Ay € (n) 2 €, ey, crp €2 (n) s A

ot A} est la précomposition par le foncteur diagonal A, : Vi — V)", et les
catégories €., C,(n) définies dans la notation 4.3.1 sont respectivement des sous-
catégories pleines des catégories €, &(n) dont les objets sont des foncteurs réduits
en chaque variable.

4.3.3. Foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe. Dans cette sous-
section, on désigne par € I'une des deux catégories P ou F comme indiqué dans la
notation 4.3.1. On rappelle que pour chaque catégorie abélienne A, on a, d’apres
Dold-Kan, des équivalences de catégories

(4.3.4) N :sA = Chsg(A): K.

Pour chaque n, on note K(n) l'objet simplicial (k[—n]) € sVk. Pour V € V,
on a K(V[—n]) ~ V & K(n). La paramétrisation € x Vy — €, (F,V) — Fy in-
duit canoniquement des foncteurs (—)g ) : € = s€. On note L(—,n) le foncteur
composé

(=) k)
=

(4.3.5) ¢ s¢ Y5 Chso (€).

De plus, on désigne par L,F(—,n) la g-éme homologie du complexe L(F,n). Les
diagrammes suivants sont commutatifs, ou les fleches verticales sont des foncteurs



4.3. FONCTEURS DERIVES ET CALCUL DE GOODWILLIE 111

d’oubli :

L(=n) FrsLyF(—.n)
Py ——— Ch>o (Py) Pr Pr

L(—,n) F F—LgF(—,n) F.

F ——— Ch>¢ (F),

Par définition, on a L,F(V,n) = Hy(NFK(V[-n])). Pour un foncteur F € F, les
foncteurs LyF(—,n) € F sont donc les foncteurs dérivés de F' au sens de Dold-
Puppe [DP61].

Pour pouvoir appliquer le théoreme 4.2.35 aux foncteurs dérivés au sens de
Dold-Puppe, nous vérifions que le foncteur L, F(—,n) satisfait les conditions de la
définition 4.2.32.

PROPOSITION 4.3.11. Soient F € Py et n € N. Le foncteur L(—,n) : Pqg —
Chx (P4) est de type (J).

DEMONSTRATION. Comme L(S% n) = ]\/’S}i«n) est un facteur direct du com-
plexe CS?((n) et comme S¢ est un foncteur injectif pour tout V' € Vi, le complexe
L(S%, n) est donc un complexe d’injectifs. L’isomorphisme Fy ~ Homyp, (F¥,S{)
naturel en ' € Py, V € Vg induit un isomorphisme des complexes de foncteurs stric-
tement polynomiaux CFg () ~ Hoimpd (Fﬁ7 CS%(n)) naturel en F. De plus, on a des
équivalences d’homotopie CS}i{(n) — ./\/‘S}é(n) et N Fg(n) — CFg(y) naturelles en
F. On obtient donc une équivalence d’homotopie L(F,n) — Homyp (F*, L(S%, n))
naturelle en F' comme le composé des équivalences d’homotopie suivantes :

N Ficn) = CFic(n) = Homp, (F¥,CSf, ) — Homp, (F4 NS5 ,) .
Le foncteur L(—, n) est donc de type (J) pour tout entier naturel n. O

4.3.4. La tour de Taylor d’un foncteur. Dans cette sous-section, nous
rappelons les constructions du calcul de Goodwillie algébrique selon Johnson-McCarthy
[TMO04]. Cette théorie s’adapte aux foncteurs strictement polynomiaux, et nous
désignons donc par €, 'une des deux catégories F, ou Pg,d > 0, comme indiqué
dans la notation 4.3.1.

4.3.4.1. Comonade et objets simpliciaux. On rappelle quune comonade sur
une catégorie A est un triplet (L,¢,0) formé d'un endofoncteur L de A et de
transformations naturelles € : L — Idyg et § : L — L2 telles que les diagrammes
suivants sont commutatifs :

(4.3.6) 1L 1.2
/ \L&\ lé il(&)
12— > 1, 12 %, s

€L L(e)

Par définition, le triplet (Id 4,Id,Id) est une comonade sur la catégorie A.
Soient (L,€,0) et (L,€ 0) deux comonades sur la méme catégorie .A. Un mor-
phisme de (L,¢,0) vers (L,€,0) est un transformation naturelle ¢ : L — L telle
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que les diagrammes suivants sont commutatifs

¢ @

(4.3.7) 1—">1 1—2571
lé \LE J/é is
Id ——1d, 2%, g2

En utilisant les diagrammes commutatifs (4.3.6), la transformation naturelle € :
L — Id 4 est un morphisme de (L, ¢,d) vers (Id 4,1d, Id).

En utilisant les comonades, on peut construire des objets simpliciaux, puis
des complexes. En effet, soit (L, €, ) une comonade sur A. On définit un foncteur
S+ A — sA par les formules :

Sﬁ =1" VnpeN,

Lielmnt
E—

8;: 5= L1t 1 =Sk,

Lis1n—t
o;: S,J; =t =°0= , nt2_ gl

n+1-
En particulier, S™ : A — sA est l'inclusion canonique qui envoie chaque objet A
sur 'objet simplicial constant en A.

Sig:(L,ed) — (JN_, €, 5) est un morphisme de comonades, par les diagrammes
commutatifs (4.3.7), S? = (¢")nen est une transformation naturelle de S+ vers
S+. En particulier, chaque comonade (L, ¢,§) de A induit une transformation S¢ :
S+ — S des foncteurs A — sA.

Si A est une catégorie abélienne, par composition avec le foncteur des chaines C
et le foncteur des chaines normalisées N, on obtient, pour chaque comonade (L, €, §)
de A, des foncteurs :

NoSt CoSt: A— Chsy(A).

De plus, d’apres la proposition 4.3.6, I'inclusion canonique A o S+ < C o S+ et
la projection canonique C o S+ — N o S sont des équivalences d’homotopie. Si
¢:(L,ed) — (J~_, €, 5) est un morphisme de comonades, les diagrammes suivants
sont commutatifs :

(4.3.8) NoSt—=Nost CoSt——>Cost

.

CoSt —sCost, NoSt —sNost.

DEFINITION 4.3.12. Soit (L, €,6) une comonade de A. Un objet A de A est dit
1 -projectif si le morphisme €4 : L A — A a une section, c’est-a-dire qu’il existe un
morphisme f: A — LA tel que eq o f =1d4.

Comme | % 12 i(i)% 1 est l'identité de L alors, par définition, 1 A est -
projectif pour tout objet A de A. La proposition importante suivante est démontrée
dans [Wei94, Proposition 8.6.8], voir aussi [JMO04, Proposition 2.5].

ProPOSITION 4.3.13. Soit (L,€,d) une comonade de catégorie A. Si A € A
est L-projectif alors S : S*+(A) — S'(A) est une équivalence d’homotopie. En
conséquence, U'augmentation € : N' o S*t(A) — A est une équivalence d’homotopie.
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4.3.4.2. Comonades 1.,,.

NOTATION 4.3.14. Pour chaque entier strictement positif n, on note (L, €., 0,,)
la comonade de la catégorie €, induite par la paire d’adjoints A : €. (n) = €, : cry,.
En particulier, 1, est le foncteur composé A} o cr,,.

PROPOSITION 4.3.15. Soient F € &€, et n un entier strictement positif.

(1) On a un isomorphisme dans €., naturel en F
n—1
Foo"~1,Fo@LF)*H),
k=1
(2) Le foncteur L,, est l'adjoint des deux cotés a lui méme. En particulier,
L, est un foncteur exact.
(3) Le foncteur F est de degré <n —1 si et seulement si L, F = 0.

DEMONSTRATION. L’assertion (1) est une conséquence directe du lassertion
(1) de la proposition 4.3.9. Pour F,G € €,, la proposition 4.3.10 induit des isomor-
phismes naturels

Home, (A}, ocry, F,G) ~ Homg, () (cry F,cr, G) ~ Homy (F, A} ocr,, G).
On en déduit assertion (2). Il reste & montrer l'assertion (3). Par définition, le
degré du foncteur F' est inférieur ou égale a n — 1 si et seulement si cr, F' = 0.

Comme 1, = A} ocry, alors L,F = 0 si cr,, F¥ = 0. On suppose maintenant
que 1L, F = 0. Soient Vi,...,V, des k-espaces vectoriels. On note V' = @?:1 V;.

Comme V; est un facteur direct de V pour tout i = 1,...,n, alors cr,, F(Vi,...,V,)
est également un facteur direct de cr,, F'(V,...,V) = L, F(V) = 0. On obtient donc
lassertion (3). O

PROPOSITION 4.3.16. Soient d,n deuz entiers strictement positifs. Soit F' € Py.
On a des isomorphismes de foncteurs strictement polynomiaux naturels en F :

(4.3.9) (L, F)* L, (F?)
(4.3.10) L, F Hom,, (F*, L1,S%).

DEMONSTRATION. Par lassertion (1) de la proposition 4.3.15, on a des isomor-
phismes :
LT =Epre, 1,8~ P s,
I I

ou les sommes directes sont indexées par les n-uplets p = (p1,. .., un) tels que y;
sont des entiers strictement positifs et ;| y; = d. De plus, on a des isomorphismes
['## ~ S#. On obtient I'isomorphisme (4.3.9) dans le cas F' = S9. En utilisant cet
isomorphisme et ’assertion (2) de la proposition 4.3.15, on a des isomorphismes de
foncteurs strictement polynomiaux, naturels en F' :

LoF ~Homyp, (T, L,F) ~ Homyp, (L, F)

R

12

=~ Homp, (Fﬁ, (J_an)u) ~ Homp, (Fﬁ, J_nSd) ,

d’otr I'isomorphisme (4.3.10). De plus, par Passertion (2) de la proposition 4.3.15,
I’isomorphisme (F ﬁ)n et lisomorphisme (4.3.10) induisent des isomorphismes de
foncteurs strictement polynomiaux naturels en F' :

1, (Fu) ~ Homyp, (F, J_nSd) ~ Homyp, (J_nF, Sd) ~ (J_nF)ﬁ.
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On obtient donc I'isomorphisme (4.3.9). O

Par définition, le foncteur 14 est l'identité Id : €, — €,. On peut donc voir €
comme une transformation naturelle de Lo vers 11. On définit des transformations
naturelles €,41 @ L,4+1 — L,,n > 1 par le morphisme composé suivant, ou le
premier morphisme est I'inclusion canonique et le deuxieme est induit par la somme
VeV V.

crpm F(V,...)V)—sca, FVeV,V,...,V) = cr, F(V,...,V).

Par définition, on a €& = e et de plus, &,,1 est un morphisme de (L, 11, €n11,0n11)
vers (L, €n, 0, ). En particulier, on a que les diagrammes suivants sont commutatifs

(4.3.11) Ly — 2 14q

J/En+1

€n

1, ———=1d.
Ensuite, on donne une version naive de la tour de Taylor d’'un foncteur.

DEFINITION 4.3.17. Soient I’ € €, et n un entier strictement positif.

(1) On définit p, F comme le conoyau de morphisme €,1 : L, 11 F — F, on
€En+41

a une suite exacte L, 1 F' —— F' — p, F' — 0.

(2) On définit d,, F' comme le noyau du morphisme p,F — p,—1F qui est
induit par le diagramme commutatif (4.3.11).

Par définition, on a des diagrammes commutatifs

(4.3.12)
v Id P3 0 p3 <——d3
13 Id P2 0 p2 <——do
)
1, Id P1 0 Id —=p; =—=d,

La proposition suivante résume des propriétés bien connues des endofoncteurs p,, :

¢, — ¢,
PRrROPOSITION 4.3.18 ([JMO04, Example 1.7]). Soient n un entier strictement
positif et F € €,.

(1) Le foncteur p,F € €, est un foncteur de degré d’FEilenberg-MacLane
inférieur ou égal a n.

(2) Si le degré d’Eilenberg-MacLane de F est inférieur ou égal a n alors le
morphisme canonique F — p,F' est un isomorphisme.
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(3) Soit G € €, un foncteur de degré d’Eilenberg-MacLane inférieur ou égal
a n. L’application induite par le morphisme canonique F' — p,F' est un
isomorphisme naturel en F,G :

Home, (p,F,G) = Home, (F,@).

DEMONSTRATION. Par la définition du foncteur p,, et I'exactitude du foncteur
L p41, on a une suite exacte :

1, €n
12 e ) B s e F = 0,

De plus, le morphisme L, 11(€,+1) est un épimorphisme parce qu’il admet le mor-
phisme 41 @ Ly F — 12 11 F comme un inverse a droite. On en déduit que
Lnt1pnF = 0, d’ou l'assertion (1). Si le degré d’Eilenberg-MacLane de F' est
inférieur ou égal a n, alors 1,11 F = 0. Dans ce cas-la, par la définition du foncteur
Pn, le morphisme canonique F' — p,F est un isomorphisme. Il reste & montrer
Passertion (3). Par l'exactitude a gauche du foncteur Home, (—, G), on a une suite
exacte :

0 — Homg, (p,F, G) — Homg, (F,G) — Home, (L, 11 F,G).

De plus, comme le degré d’Eilenberg-MacLane de G est inférieur ou égal a n et par
Passertion (2) de la proposition 4.3.15, on a Homg, (L, 41F,G) ~ Home, (F, L,11G) =
0. On en déduit donc lassertion (3). O

4.3.4.3. Tour de Taylor d’un foncteur.
DEFINITION 4.3.19 ([JMO04]). Soient n un entier strictement positif et F € €,.
On définit un foncteur P, : €, — Chx( (€,) comme le cone du morphisme

N o gtnr M5, £ o 61 — 1q[0).

On note p,F linclusion canonique F' — P,F. On note ¢,F le morphisme de
P,F — P,_1F induit par le morphisme de comonades €, : L, — L,,_1. On définit
un foncteur D,, : €, — Ch>( (€.) comme la suspension du cone du morphisme
qn : Pn - Pnfl-

Pour un foncteur F' € €., le diagramme suivant est appelé tour de Taylor de F’

F

/ "F\
|

F P,

Pn+1F Pn nleH"'

gn I’

De plus, pour chaque entier strictement positif d, on a des diagrammes commutatifs :

P, P, Chsq (Pg) Py Dn Chx (Pg)
Fo—tr s Chug(F), Fo—" o Chug(F).

PROPOSITION 4.3.20 ([JMO04, Lemma 2.11]). Soit F € €,. Le compleze P, F
est de degré homologique inférieur ou égal a n.



116 4. DES RESULTATS D’ANNULATION

DEMONSTRATION. L’exactitude du foncteur 1, et la définition du foncteur
P,, induisent que le complexe L, 41 F est le cone du morphisme NoStnt (Lptr F) —
Lpy1F. Comme L, 41 F est L, i-projectif, d’apres la proposition 4.3.13, ce mor-
phisme est une équivalence d’homotopie. Alors le complexe 1,,1P,F est nul-
homotopique. On en déduit que le degré homologique de P, F' est inférieur ou égal
an. O

On démontre dans la proposition 4.3.22 ci-dessous que les foncteurs D,,, P, :
Paq — Chxq (Pg) vérifient les conditions de la définition 4.2.32 et qu’on peut donc

leur appliquer le théoreme d’annulation 4.2.35. Pour démontrer cette proposition,
on a besoin du lemme suivant.

LEMME 4.3.21. Soient d,n, k des entiers strictement positifs. Soit F € Py.
(1) Sile foncteur F est injectif, alors L, F est également un foncteur injectif.
(2) On a un isomorphisme LXF ~ Homp (F* L%SY) naturel en F.
DEMONSTRATION. (1) Comme un foncteur injectif de Py est toujours un fac-
teur direct d’un foncteur injectif de la forme V ® Su‘jd avec V € Vg, il suffit alors

de démontrer que le foncteur L, (Su‘zd) est injectif. L’assertion (1) de la proposition
4.3.15 induit que 1, (Sﬂ?d) est un facteur direct du foncteur Sﬂfd o @™. Par I'isomor-

phisme exponentiel, ce foncteur est isomorphe au foncteur injectif € u R, Sugj, oll
la somme directe est indexée par les n-uplets d’entiers naturels = (u1, . .., in) tels

que > | pu; = d. On obtient donc l'assertion (1). L’assertion (2) est démontrée par
récurrence en utilisant la proposition 4.3.16 et la paire d’adjoints (L, L,) donnée
dans la proposition 4.3.15. En effet, si on a L F ~ Homp, (F¥, 1X57), on obtient
des isomorphismes naturels en F :

LrE ~ Homp, ((J_"F)ﬁ , J_flSd) ~ Homyp, (L, (Fﬁ) ,J_flSd)
~ Homp, (Fu,szHSd) ,
ce qui termine la démonstration. O

PROPOSITION 4.3.22. Soient d,n deuz entiers strictement positifs. Les fonc-
teurs P, D,, de Py vers Chxq (Py) sont de type (7).

DEMONSTRATION. Par la définition 4.2.32 d’un foncteur de type (J), on a que :

(1) si ® est un foncteur de type (J) alors la suspension ®[1] est également un
foncteur de type (J);

(2) le cone d’un morphisme entre deux foncteurs de type (J) est un foncteur
de type (7).

En utilisant ces deux propriétés et les définitions des foncteurs P,,, D,,, pour démontrer
cette proposition, il suffit de montrer que le foncteur Py — Chxo(Pyg),F —
NS+n+1(F) est de type (J). La démonstration est presque identique & la preuve
que le foncteur dérivé L(F,n) = N Fg ) est de type (J) dans la proposition 4.3.11.
Comme N S+7+1(F) est un facteur direct du complexe CS+n+1(F), I'assertion
(1) du lemme 4.3.21 induit que le complexe N'S+7+1(S9) est un complexe d’injec-
tifs. Par lassertion (2) du lemme 4.3.21, on a un isomorphisme des complexes de
foncteurs strictement polynomiaux CS+»+1(F) ~ Homp (F*? CS*+1(S?)) natu-
rel en F. De plus, on a des équivalences d’homotopie CS+n+1(S9) — N S+n+1(S9)
et NStn+1(F) — CStn+1(F) naturelles en F. On obtient donc une équivalence
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d’homotopie N'S+»+1(F) — Homgp, (F# NS+»+1(S%)) naturelle en F comme le
composé des équivalences d’homotopie suivantes :
NS§Er+1(F) — €S+ (F) ~ Homyp | (F*,CSH+1(SY))
— Homyp, (F*,NStm+1(S%)) .
Le foncteur F +— N'S+n+1(F) est donc de type (J). O

CONVENTION 4.3.23. Soient Fy, F1,... une suite de foncteurs et tg,t;,... une
suite d’entiers naturels. Si ¢; = 0 pour ¢ assez grand, on désigne par @) Fi®ti le
produit ®i20,t7-,>0 FZ@“.

Le théoreme important suivant de Johnson-McCarthy [JMO08, Theorem 2.9
décrit le n-ieme étage de la tour de Taylor du foncteur S en utilisant le premier
étage.

THEOREME 4.3.24. Soient d,n deuz entiers strictement positifs, n < d. Il existe
un quasi-isomorphisme entre D, S et @, @, ((DlSi)@"")hG dans la catégorie
Chs>q (F.), ou la somme directe est indexée par les suites t = (;;1, ta,...) d’entiers
naturels telles que Y ;= t; = n et Y7 ity = d; et (=)ne,, est le foncteur dérivé
k®g, —

E;l particulier, il existe un quasi-isomorphisme entre DgS? et (®d)h
catégorie Chsq (Fy)

- dans la

4.4. Résultats (quasiment) explicites de L,5%(—,n) et H, (D, S?)

4.4.1. Calcul de L,S%—,n). Le calcul des foncteurs dérivés L,S%(—,n)
est effectué par les travaux de Cartan [Car55], Dold-Puppe [DP61], Bousfield
[Bou67a] et Touzé [Tould).

PROPOSITION 4.4.1. On a les isomorphismes :

d o
Lqu(70)~{S szq—O,, Lqu(71)N{

0 stnon,

A sig=d,
0 stnon,

It sig=2d,

0 sinon.

LS4 (—,2) ~ {

DEMONSTRATION. Comme objet simplicial K (0) = (K[0]) € sV est constant,
on a que L(F,0) = N'Fg ~ F[0] pour tout F' € Py. Par conséquence, le fonc-
teur LyF(—,0) est isomorphe & F' si ¢ = 0 et 0 sinon. De plus, par le théoreme
de décalage (Bousfield [Bou67a, Theorems 7.1,7.2], Touzé [Toul3c, Proposition
6.4]), on a des isomorphismes :

LS (—,1) ~ Ly gA%(—,0), L,S%—,2) ~ L, 2aT"(—,0).
On en déduit le résultat. O

Pour annoncer les calcules de Lqu(—, n) pour n > 2, on rappelle tout d’abord
les définitions des mots p-admissibles de Cartan [Car55, pages 9-01 et 10-01]. Dans
la suite, seuls les mots p-admissibles de premiere espece nous serons utiles. Nous
appellerons donc plus simplement mots p-admissibles les mots p-admissibles de
premiere espece.
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DEFINITION 4.4.2. (1) Cas p = 2. Un mot 2-admissible w est une suite
finie de lettres o, telle que : w n’est pas vide, la premiere lettre de w
est o et les deux dernieres lettres de w sont o, 0.

(2) Cas p > 2. Un mot p-admissible w est une suite finie de lettres o, 7,, ¢p
telle que : w n’est pas vide, la premiere lettre de w est o ou ¢, et la
derniere lettre de w est o, pour chaque lettre 7, ou ¢, du mot, le nombre
de lettres o situées a droite est pair.

On note W, l'ensemble des mots p-admissibles. La hauteur h(w) d’un mot w
sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales a o ou a ¢, ; la torsion
ty de w sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales a v, ou a ¢,,. Le
degré d’un mot w se définit par récurrence :

deg® =0, deg(ow) = 1 + degw,
deg (ypw) = pdegw, deg (¢ppw) = 2 + pdegw.

Pour un entier naturel n, on désigne par W, (n) le sous-ensemble de W, des mots
p-admissibles de hauteur n. Les ensembles W, (n) forment une partition de W,,.

EXEMPLE 4.4.3. (1) Pour n € N, w = ™2 est un mot p-admissible. Il
est de hauteur n + 2, de torsion 0 et degré n + 2. De plus, ce mot est
I'unique mot p-admissible de degré n + 2 et de la torsion 0.

(2) Pour n,t > 1, le mot w = 0"7;02 est p-admissible. On a h(w) = n + 2,
tw =t et degw = 2p’ + n. Ce mot va étre caractérisé dans le lemme 4.5.3.

(3) On considére le cas p = 2. Un mot 2-admissible w s’écrit sous la forme
w = 0751 0752 e a'yé" oo outy,...,t, sont des entiers naturels. En fait, on
obtient une bijection de Wy sur l'ensemble {t = (t1,...,t,) : n € Ny¢; €
N}. De plus, si w = oy4 0ys - - - oys o0, on a h(w) = n+2, t, = St
et

degw =1 +2t1 +2t1+t2 +,,,+2t1+“'+tn—1 +2t1+"'+tn+1.

NOTATION 4.4.4. Soit V un espace vectoriel gradué de dimension finie en chaque
degré, on définit les espaces vectoriels gradués U(V) et U#(V) respectivement par
les formules :

) = INQD) s? p=2,
r (Vpair) X A (‘/irnpair) s1p > 27
S (Vpair) ® A (‘/impair) S1p > 2.

THEOREME 4.4.5 ([Toul4, Theorem 10.14]). On a un isomorphisme de fonc-
teurs strictement polynomiauz :

@ LySY(—,n+2)~U @ 7(t) [deg w]

q,deN weEW, (n+2)

NoOTATION 4.4.6. On note I(g, d,n) 'ensemble

0= () ey ey €T A= Y™, 0= 3 e
w w
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Pour un mot p-admissible w et un entier naturel a,, on désigne par X aw(tw) Je
foncteur suivant

i) _ J D) sip =2 ou deg(w) est pair,
| A%e(tw)  sinon.

COROLLAIRE 4.4.7. On a un isomorphisme de foncteurs strictement polyno-

miaux :
LSi—n+2)= P R xemlo),
acl(q,d,n) weW,(n+2)
EXEMPLE 4.4.8. (1) Soient d,n € N. Par la démonstration de la propo-
sition 4.5.5 du manuscrit, 'ensemble I(q, d,n) est vide si ¢ < 2d + a,(d).
De plus, si ¢ = 2d 4 noy(d), cet ensemble contient un seul élément

a = (a’ﬂ)ﬂewp(n—}—Q) ol

Oy =

d; siw= 0"75027
0 sinon

ou les entiers naturels dy,t € N sont déterminés par 0 < d; < p et
S dipt = d. Par conséquence, on a LS (—,n+2) = 0siq < 2d+
na,(d) ; et

®2, T4 sip=2oun pair,

®7%, Ad®  sinon.

En particulier, sip=2etd=5et ¢,n €N, on a

L2d+nap(d)sd(_7 n+ 2) = {

0 sig<2n-+10
5(_ ~ 7
L,5%( ,n+2)—{1—®](2) si ¢ = 2n + 10.

Sip=3etd=5et¢gnecN,ona
0 si g < 3n + 10,
LyS?(—n+2) =201 siq=3n+10 et n pair,
A2 @IM  sig=3n+10 et n impair.

(2) Supposons que p = 2. On détermine L,S5%(—,3). Un élément de Wy(3) est
de la forme w = o740? avec t € N. Par conséquence, on a

LyS*(—,3)~ P ééﬂ%ﬂ

(at)teN t=0
ou la somme directe est indexée par les suites (a:)reny d’entiers naturels
satisfaisant les deux conditions suivantes : > o a;2" = d et Y oqa; =
q — 2d. En particulier, sip=2et d =5, on a
I®I®  sig=12,
T2 sig=13,
LS (—,3) (3@ 1M sigq=14,
I siqg=15,

0 sinon.
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4.4.2. Calcul de H, (Dlsd). Dans cette sous-section, on démontre la pro-
position suivante.

PROPOSITION 4.4.9. Soient d un entier strictement positif et F € Py.

(1) Le foncteur H, (D1F) est de la forme H, (D1 F) (k) @ I'") pour r € N.
Par conséquence, si d n'est pas une puissance de p, alors Hy (D1 F) = 0
pour tout q, c’est-a-dire que le complexe D1 F est acyclique.

(2) Sid=7p", on a des isomorphismes de foncteurs strictement polynomiauz :

0 siqg<2(d-1)
d\ ~ )
Hq (D157) = {IW siq=2(d—1).

Pour démontrer la proposition 4.4.9, on peut utiliser les foncteurs dérivés stables
de Dold-Puppe et le lien entre ces foncteurs et ’homologie du complexe DiF
[JM98, JMO04]. Mais nous allons démontrer directement cette proposition.

LEMME 4.4.10. Soient F; € Pg4,,i = 1,2. Le compleze D1(F1®F5) est acyclique.

DEMONSTRATION. Par la proposition 4.3.22, le foncteur Dy est de type (7). En
utilisant la proposition 4.2.34, on a une suite spectrale

E;’J _ M?Pdl+d2 (Ff ® qu, H,j (D15d1+d2>> = H,Z-,j (Dl(Fl ® FQ))
Pour obtenir le résultat souhaité, il suffit donc de démontrer que la deuxieme page de
cette suite spectrale s’annule. D’aprés la proposition 4.3.20, le complexe D S% +d2
est homogene de degré homologique 1; alors H_j; (D1$d1+d2) sont des foncteurs
additifs. De plus, les foncteurs Fy, F sont réduits. En appliquant le critere d’an-
nulation de Pirashvili [FS97, Theorem 2.13], on a que E;” s’annule pour tout i, j.
On en déduit le résultat. O

LEMME 4.4.11. On a des isomorphismes de foncteurs strictement polynomiaux
Hy (D1S7) > Hy a1y (D1A?) = Hy (1) (DiT7)

DEMONSTRATION. Comme le foncteur L, 41 : Py — Pg est exact, le foncteur
P, : Pg = Chsx( (Pg) est également un foncteur exact. En particulier, le foncteur
Dy = Py préserve les suites exactes courtes. En utilisant ce fait avec le résultat
d’annulation dans le lemme 4.4.10 et les suites exactes de Koszul

0—-Al s AT Test 5. s Ate STt 5 59 0,
0T T oAl ... 5T oA 5 A 50,
on en déduit le résultat. (|
Le dernier ingrédient pour la démonstration de la proposition 4.4.9 est la classi-

fication des foncteurs strictement polynomiaux additifs [Toul3b, Proposition 3.5]
de Touzé.

PROPOSITION 4.4.12 (Touzé). Soient d un entier strictement positif et F' € Py.
Si le foncteur F est additif, alors il est de la forme F(k)QI") pour un entier naturel
r. En particulier, si d n’est pas une puissance de p alors F' s’annule.
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.4.9. Par la proposition 4.3.20, les fonc-
teurs H, (D1 F) sont additifs. De plus, ces foncteurs strictement polynomiaux sont
homogenes de degré d. En utilisant la proposition 4.4.12, on obtient I'assertion (1).

D’autre part, par le lemme 4.4.11, on a H, (Dlsd) ~ Hq_Q(d_l)Fd. Comme
le complexe DiT'? est positif, alors Hq,g(d,l)l“d = 0si g < 2(d—1). De plus,
par définition, le foncteur Ho(DT'¢) est isomorphe au foncteur d;I'? qui est, par
définition, le conoyau du morphisme L,T'¢ — I'Y. Puisque d = p” est une puissance
de p et 1,T¢ = @?:_11 I' @ 9% ce conoyau est isomorphe & I(). On obtient
Passertion (2). O

4.4.3. Calcul de H, (D4S%).

ProOPOSITION 4.4.13. I existe un isomorphisme dans la catégorie F, :
H, (DyS?) ~ H, (64,2%).

DEMONSTRATION. Par le théoréme 4.3.24, on a un quasi-isomorphisme entre
DyS? et (®d) hG, dans la catégorie Chxg (F.). En prenant 'homologie, on obtient
le résultat. O

Ce résultat est important. Il nous permet d’utiliser la théorie d’homologie du
groupe symétrique. D’apres un résultat récent de Cohen-Hemmer-Nakano, on a le
théoreme 4.4.15 suivant.

NOTATION 4.4.14. On rappelle que P est I’ensemble de toutes les partitions. On
désigne par P! I’ensemble des paires (e; M) telles que A € P et e = (61, ey 6[()\)) S
{0,113 ¢; = 0. Le degré d’une partition A ou d’une paire (€; \) est respectivement
par définition :

(N £(N)
deg(N) := Y 2'M7N deg(eA) ==Y p VT (e + Nilp— 1))
=1

i=1
De plus, on définit la longueur de (e; ) € P%! par £(e; \) = £()\). On désigne par
P l'ensemble P si p = 2 et ensemble P%! si p > 2.

THEOREME 4.4.15 (J[CHN10, Theorem 8.1.4]). Il existe un isomorphisme bi-
gradué dans la catégorie fﬁp, ou Ut est défini o la notation 4.4.4, la partie H, (&g, ®%)

est de degré (d, q) et I“(*))[deg(a)] est de degré (p“©), deg(a)) :

P H, (64,0 ~U* | @ 1D [deg(a)]

q,deN acP

NOTATION 4.4.16. On note J(g,d) 'ensemble

(aa)aef) Oy S N, d = Z a’apé(a)7 q= Z Ao deg(a)

aElS aef’

Pour o € P et un entier naturel g, on définit un foncteur X () par la formule

xtaa (b)) — Saeli) i p =2 ou deg(e) est pair,
| A% @) ginon.
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COROLLAIRE 4.4.17. Soient q et d deux entiers naturels. On a un isomorphisme
dans la catégorie ]:Fp ou dans la catégorie P, F, -

H, (DgS?) ~ @ ® xHaa(€(@)

a€J(q,d) aeP

EXEMPLE 4.4.18. (1) Sig=0,o0na Hy(DgS%) ~ S9.
(2) On suppose que p = 2. Si A est une partition, on a
deg(A) =0< A= (0)
deg(\)=1<x=(1)
deg(\) =2 1= (2)
deg(A\) =3 <X {(3),(1,1)}.

Par conséquence, on a les isomorphismes :
Hi(DgS%) ~85%2 @ 1M,
Hy(DgS%) ~ (Sd*“ ® 52(1>> @ (SUH ® I(1>) ,
Hy(Dgs") =~ (590 @ 850 & (57 @ &)
& (S‘H ® I(1>) o (Sd“1 ® 1(2)) :

4.4.4. Calcul de H, (D,,S%) avec 1 <n < d. Dans les deux sous-sections
4.4.2 et 4.4.3 précédentes, nous avons obtenu des calculs explicites de H, (Dlsd)
et H, (Dde). Au contraire, nous ne pouvons pas déterminer explicitement les
foncteurs strictement polynomiaux H, (DnSd) pour 1 < n < d. Nous proposons

dans la proposition 4.4.21 une suite spectrale pour calculer H, (DnS d). Nous avons
besoin du résultat élémentaire suivant.

LEMME 4.4.19. Soient C € Chsq (F) un compleze et & un groupe. On suppose
que le groupe & agit sur le complexe C. Il existe alors une suite spectrale

E{ = H (6,Hy(C)) = Hipt (Chs) -

DEMONSTRATION. Par définition, Chs = C Qi P ot P est une résolution
projective de k&-module trivial k. On considere le bicomplexe Eg’ s = Cy®re Py. On
dispose d’une suite spectrale associée a ce bicomplexe, qui converge vers ’homologie
du complexe total. La premiere et la deuxieme page de la suite spectrale sont donnés
respectivement par :

Eli,é = Hl (E]gv.) = Hg(C) ®k6 Pk,
E}; = Hy (Es,) = Hy (&, Hy(0)).

i
De plus, 'homologie du complexe total calcule 'homologie du complexe Cs. On

en déduit 'affirmation. O

NOTATION 4.4.20. On note J(d,n) I'ensemble des suites p = (u;)nen d’entiers
naturels telles que d = Y7o pp" et =2 ;.
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PROPOSITION 4.4.21. I existe une suite spectrale E,%,e (DnSd) = Hpyy (DnSd)
ot la deuxiéme page est donnée par :

B2, (D,8) = P <6M, H, (é) (Dlspi)@)“i)) ,

ped(d,n) i=0
ot &, est le groupe produit H;’io S,,, un sous-groupe de &,,.
DEMONSTRATION. Dans cette démonstration, on désigne par J(d, n) ’ensemble

des suites t = (t1,t2,...) d’entiers naturels telles que > .~ t; = n et > .~ it; = d.
La proposition 4.3.24 induit un isomorphisme :

nw.s)= @ (@)™, )

teJ(d,n) i=1

En combinant avec le lemme 4.4.19, il existe une suite spectrale

El%,e (DnSd) = @ Hy, <6t7 Hy <® (D1Si)®ti>> Ny (DnSd) .
teJ(d,n) i=0
De plus, par lassertion (1) de la proposition 4.4.9 et le fait que le foncteur ® est

exact en chaque variable, le complexe ®?io (D1 S")®t1 est acyclique s’il existe au
moins un ¢ tel que ¢; n’est pas une puissance de p. On en déduit le résultat. O

4.5. Blocs de L,S%(—,n) et H,(D,S?%), et résultats d’annulation

Nous fixons un entier naturel j et un k-espace vectoriel de dimension finie
V,V # 0. Nous calculons dans ces sous-sections 4.5.1 et 4.5.2 les ensembles des
partitions suivants :

Um(sem). Um(, (0,5),).

q=0

En utilisant ces calculs, on obtient des résultats d’annulation dans la sous-section
4.5.3.

4.5.1. Blocs de L,S%(—,n).

Le calcul de UZ:O BI((LyS(—,n)),,) (théoreme 4.5.7) est divisé en deux
étapes. Dans la premiere étape, en utilisant les propriétés d’application B[ dans la
sous-section 4.2.3 et le calcul explicite du foncteur L, S%(—,n) dans la sous-section
4.4.1, on obtient 'égalité (4.5.1), ot I'entier naturel m; est défini par I’ensemble des
mots p-admissibles. Dans la deuxieme étape, on déterminera explicitement dans la
proposition 4.5.5 'entier m;.

NOTATION 4.5.1. On définit m; € NU {—oo} par la formule
J
m; = sup {agn+z ta € U I(q7d,n)} )
q=0

De plus, si d = —oo, et X désigne I'un des symboles I', A, S on définit X7 = 0.
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PROPOSITION 4.5.2. On a alors une égalité, ou la notation E désigne le fonc-
teur ' si p =2 ou n est pair, et le foncteur A sinon :

(45.1) LJJ BI((LeSY(—n+2),) =BI(E).

q=0

DEMONSTRATION. Pour un mot w € W,(n + 2), on a t, > 0 et t, = 0 si et
seulement si w = ¢™ 2. En combinant ce fait avec le corollaire 4.4.7, I'isomorphisme
(4.2.3) de la proposition 4.2.20 et le théoreme 4.2.23, on a des égalités

L]J BI((LeSY (= n+2)),) = LJJ Bl @ ® (Xaﬂ(tﬂ))v

q=0 q=0 a€l(g,d,n) wEW,(n+2)
J
U U m| @ (x)
q=0 a€l(q,d,n) wWEW, (n+2) v
(4.5.2) = BI(X7 ).
1%

q=0 a€l(q,d,n)

Pour a € I(q,d,n),onad= Zyewp(n+2) awp'™ = agn+2 (mod p). L'égalité (4.5.2)
et le corollaire 4.2.22 induisent I’égalité souhaitée (4.5.1). O

Pour déterminer I'entier m;, on a besoin du lemme suivant. Ce résultat est
élémentaire et il est démontré directement a partir de la définition 4.4.2 des mots
p-admissibles.

LEMME 4.5.3. Soit w € W,. On suppose que h(w) = n + 2 et t, = t. Alors
degw > 2p' + n. De plus, degw = 2p* +n si et seulement si w = o"v}0>.

DEMONSTRATION. On note E, l'ensemble des mots p-admissibles w tels que
h(w) = n+ 2 et t, = t. Cet ensemble n'est pas vide, il contient toujours le mot
o"ho?, le degré deg (o™yfo?) de 0"~fo? est 2p' 4 n. De plus, si t = 0, on a
E, = {0?}. Par la définition des fonctions h et t, 'ensemble E, est fini. Alors il
existe un mot w de £, tel que deg(w) = ming, deg. Alors il suffit de montrer que
w = 0"7;02.

(1) Cas p = 2. Le mot w n’est pas de la forme w = wlyackyw? ot w! et
w? sont des mots et k > 1. En effet, si w a cette forme, on définit un mot w’' =

wloyoh lyw?. Ce mot appartient a E, et degw’ < degw, contradiction. On
a donc w = o™~bo™. Par définition, ny > 2. Si ng > 2, on définit w’ = w =

tin"’_l, onaw' € B, etdegw’ < degw, contradiction. On obtient le résultat.
2,2

omtiag

(2) Cas p > 2. Le mot w n’est pas de la forme w = wlfypo w? (resp. w =
Q1¢02w2) avec w' et w? sont des mots et w? n’est pas vide. En effet, si w a cette
forme, on définit un mot w’ = w'o?y,w? (resp. w’ = wo?pw?). Ce mot appartient
a E, et degw’ < degw, contradiction. On a donc w = o"w'e? ot le mot w! ne
contient que les lettres v, et ¢. Il suffit de montrer que w' = ’yf,. On suppose que
w' n’a pas cette forme. Alors w? contient au moins une lettre ¢. Alors il est de la
forme w! = i pw? avec t; > 0. On définit w’ = a"“’y;;l“QQaQ. Onaw € E, et
deg w’ < degw, contradiction. O
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NOTATION 4.5.4. Soit d un entier naturel. On désigne par o, (d) la somme des
chiffres dans la décomposition p-adique de d, ¢’est-a-dire que si on a la décomposition

d=32 dip" avec 0 < dy < p, on a ap(d) = > 1o di.

PROPOSITION 4.5.5. L’entier m; est égal a dy + kp, ou dy est le reste de la
division de d par p et k est le plus grand entier satisfaisant l’inégalité

J>2d+n(kp+ ay(d—kp)).

DEMONSTRATION. Si a est un élément de I(q,d,n) pour ¢ quelconque alors
d= Zyewp(m&) ayp'=. On en déduit que agnt+z < d et ayn+1 = d (mod p). Par la
définition de m;, on a :

(4.5.3) 0<m; <d, mj; =d (mod p).

II reste a déterminer le plus grand k tel que m; > kp. Par la définition 4.4.6 des
ensembles I(q,n,d), la définition de m; et les égalités t,2 = 0, deg (U”‘H) =n+2,
pour un entier naturel k < %, on a l'inégalité m; > kp si et seulement s’il existe
des entiers naturels x,, avec w € W,(n + 2) tels que

a;&ptH =d — kp,
454 wEWs (n+2)
( ) > xy deg(w) < j—kp(n+2).
QEWP(TL+2)

D’autre part, pour a € I(q,d,n), en utilisant le lemme 4.5.3, on a

oo
q= Z ay deg(w) = Z Z aw | p'
WEW, (n+2) t=0 \weW,(n+1),tw=t

f: Z ay | (20" +n)

t=0 \weW,(n+1),t,=t

o0 o0
2 Zaﬂ pt+n2:ZaM

t=0 \ tw=t =0 ty=t

%

Y
N

S awpt | +nay(d) = 2d + nay(d),
weEW, (n+2)

oll ap(d) est la somme des chiffres dans la décomposition p-adique de d, ¢’est-a-dire
que si on a la décomposition d = >, dip’ avec 0 < d; < p, on a oy, (d) = > 7o ds.
De plus, on a ¢ = 2d + noy,(d) si et seulement si a,, est égal & d; si w = U"’yf,a2
et 0 sinon. Le systéme (4.5.4) admet donc une solution z,, € N si et seulement si

j—kp(n+2) > 2d-+na,(d—kp), c’est-a-dire qu'on a j > 2d+n (kp + a,(d — kp)). O

REMARQUE 4.5.6. On en déduit, d’apres la démonstration de la proposition
4.5.5 que le plus petit g tel que L,S%(—,n + 2) # 0 est 2d + nay,(d).

D’apres les proposition 4.5.2 et 4.5.5, on a le résultat suivant.
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THEOREME 4.5.7. Soient d,n deuz entiers naturels et V un objet de V. On a
une égalité :

j @ SZ] < j()
U BU(LoS"(—n+2)),) = { BE(ELT) s o <5 < o,
= BI(EY) st g >J'H,

ou dy est le reste de la division de d par p, et ji, = 2d + n (kp+ op(d — kp)) pour
k=0,1,..., VJ, et ap(d — kp) est la somme des chiffres dans la décomposition
p

p-adique de d — kp. De plus, la notation E désigne le foncteur T’ sip =2 oun est
pair, et le foncteur A sinon.

4.5.2. Blocs de H, (D, S%). Dans cette sous-section, nous démontrons le
théoreme suivant.

THEOREME 4.5.8. Soient d,n deuz entiers naturels, 1 < n < d. Si on note
My le plus grand entier naturel po tel qu’il existe des entiers naturels 1, pa, . . .
satisfaisant d = Y77 o puip" et n =312 pi, on a :

wsy Um0 = {?(o)} A
(4.5.6) U Bt ((H, (DaS?),)) = BI(ST)
(4.5.7) Q BI((H, (DuS5%),)) {@%[ (s :7%702 2(d —n)

DEMONSTRATION DE L’EGALITE (4.5.5) DU THEOREME 4.5.8. Par Dlassertion
(1) de la proposition 4.4.9, le foncteur H, (DlSd) est de la forme W ® I(") pour
W € Vg, r € N. On en déduit que

si 154) =0,
sB[((Hq (DlSd))V) = {?(O)} Sinjzl’ql.(D ? ) !

En combinant avec la proposition 4.4.9 on en déduit le résultat. O

LEMME 4.5.9. Soient n < d deux entiers strictement positifs et q un entier
naturel. Soient k, K deux corps de caractéristique p. On a une égalité

Bl (H, (D,S)) = Bl (H, (DnSE)) -

DEMONSTRATION. On peut supposer que k est un sous-corps de K. Par I'exacti-
tude de foncteur de changement de base x(—) : Pgx — Pq,x, on a un isomorphisme
H, (DnSH‘é) ~ K (Hq (DnSﬂ‘g)) dans la catégorie Py x. Comme le foncteur de chan-
gement de base préserve les blocs (proposition 4.2.28), on obtient le résultat. O

D’apres 4.5.9, pour démontrer le théoréme 4.5.8, on peut supposer que le corps
k est égal a IF,.



4.5. BLOCS DE L,S%(—,n) ET H,(D,S?%), ET RESULTATS D’ANNULATION 127

DEMONSTRATION DE L'EGALITE (4.5.6) DU THEOREME 4.5.8. Pour un élément
a de ensemble P défini & la notation 4.4.14, on a £(a) > 0 et £(c) = 0 si et seule-
ment si @« = (0). En combinant ce fait avec le corollaire 4.4.17, I'isomorphisme
(4.2.3) de la proposition 4.2.20 et le théoréme 4.2.23, on a des égalités

J
U%{ Hy (DaS?),, U%[ D ®( ﬁa(z(f(a))>

a€J(q,d) aecP

:CJ U o (@ (),

q=0 a€J(q,d) aceP
(4.5.8) = U U Br(xy)
q=0 a€J(q,d)

Pour a € J(¢,d), onad=>, aop™®. On en déduit que apy < detag =d
(mod p). De plus, 'ensemble J(0,d) contient, par définition, I'élément (aq ), p o
a, est égal a d si = (0) et a 0 sinon. En combinant ces faits avec 'égalité (4.5.8)
et le corollaire 4.2.22, on obtient 1’égalité souhaité (4.5.6). g

Il nous reste & montrer I'inclusion (4.5.7) du théoreme 4.5.8. Pour cela, on
considere la suite spectrale E,% ’ (DnSd) = Hiiy (DnSd) donnée par la proposition
4.4.21. La deuxieme page de cette suite spectrale est donnée par

(4.5.9) E},(D.SY) = @ H (6,“ H, <(§) (Dlsp")‘@”i)) .

ped(d,n) =0

Nous renvoyons a la convention 4.3.23 pour le produit tensoriel du type ®fi0. Pour
déterminer les blocs de 'aboutisement, nous auront besoin des résultats suivants.

LEMME 4.5.10. On a une inclusion
(4.5.10) U%[ (D5 ) U BI((BLL (DaS),)-
0<m+n<j

DEMONSTRATION. Par définition de la suite spectrale (voir par exemple [Wei94,
Definition 5.2.1]), E,:jlfl(DnSd) est un quotient d'un sous-objet de EJ,, (D, S%). Par
I’isomorphisme (4.2.3) de la proposition 4.2.20, on a

B ((E,:j,;l(pnsd))v) C Bl ((E;;j(pnsd))v) :

Cela implique BI ((ng[(DnSd))V) c BI ((E,g’é(DnSd))v
une filtration de H, (D,S%) telle que Gr (Hy (DnS?)) = @y —y ER%(DnS?). En
combinant avec l'isomorphisme (4.2.3) de la proposition 4.2.20, on a

BI((H, (D25%)y) € | B ((BR(Da5Y), ).

kJrE q

). D’autre part, il y a

On en déduit 'inclusion souhaitée. O
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NOTATION 4.5.11. Pour un élément x de 'ensemble J(d,n) défini dans la no-
tation 4.4.20, on définit

Eliz;u(DlSd) — H, (6;“[']6 (é (Dlspi)@)m)) .

i=1

En comparant avec (4.5.9), on a Eﬁyé(Dlsd) =6 E%’Z;H(DlSd).

ne(d,n)

LEMME 4.5.12. Soient F' € Py et W un kSg4-module de dimension finie. On
a un isomorphisme de foncteurs strictement polynomiaux, ot le groupe symétrique
Sy agit sur @7 par permutation des facteurs :

(4.5.11) H, (64, W@ (@0 F)) ~ H, (64, W &%) o F

DEMONSTRATION. On peut supposer que le foncteur F est homogene de degré
e. Par définition, F' est un foncteur k-linéaire de I'°V} dans V. On en déduit un
foncteur k-linéaire T¢F : TV, — T4, Le foncteur @% peut étre vu comme un
foncteur k-linéaire ®¢ : 'V, — k&4-mod. Soit 1 : k&4-mod — Vi un foncteur
k-linéaire. On obtient deux foncteurs k-linéaires v o (@% o T'?F), (¢ 0 ®%) o TYF
de IV dans Vi et un isomorphisme ¥ o (®% o I'F) ~ (¢ o ®%) o TF. Pour
Y =Hp(Sq, WR—) : k&4-mod — Vg, il existe donc un isomorphisme de foncteurs
strictement polynomiaux H, (&4, W @ (%0 F)) ~ H, (64, W ® @) o F. O

LEMME 4.5.13. Le foncteur strictement polynomial Hy, ((‘Sd, Hy ((Dlspr)(@d))

est isomorphe & un foncteur de la forme G,

DEMONSTRATION. Par la proposition 4.4.9, on a un isomorphisme de foncteurs
strictement polynomiaux H, (D1S?") ~ H, (D1S?") (k) ® I, On en déduit un
isomorphisme Sy4-équivariant de foncteurs strictement polynomiaux, ou le groupe
&4 agit sur chaque coté de I'isomorphisme par permutation des facteurs :

(4.5.12) H, ((DISP")M) ~ H, <(D15”T)®d> (k) ® @4,

On note W le k&g4-module H, ((DlSpr)®d) (k). Par le lemme 4.5.12, on a des

isomorphismes :

Hy, <6d,H€ ((Dlspr)(@d)) ~ H} (Gd,W ® ®d(r))
=~ Hj, (Gd,W® (®d oI(’”))) )

jad Hk (Gd, w (9 ®d)(r)

On en déduit le résultat. O

PROPOSITION 4.5.14. Soit pp € J(d,n). On a une égalité :

{@ st <2(d—n),

(4.5.13) U Bl ((El%,f;u(D”Sd))v) BRD:Y (Xé/“o) sinon.

0<k+(<j
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DEMONSTRATION. On a un isomorphisme de foncteurs strictement polyno-
miaux :

(45.14)  El,(Dish~ P éHki <6Mi7Hgi ((Dlspi)m)) .

S ki=k,Y €;=¢ i=0

H(k,£)

De plus, comme ’homologie du complexe Dy SP° = D11 est concentrée en degré 0
et Ho(D1I) = I, par le lemme 4.5.13 et le théoreme 4.2.23, st H(k,{) # 0, on a :

(15, 00) = 51 (S0, ((2:57) ) ) )

B {SB[ (Hio (S, @10),) st Lo =0,

(] sinon.
C Bl (S{j“)

Par conséquence, on a

(4.5.15)
U B((Ben(Da5),) = U BU((Hiy (Dpo5"))y) € BUSE)
0kt kocA

ou A est I'ensemble des entiers naturels kg tels qu’il existe des entiers naturels
ki,ko,... Lo, l1,... pour que Zfio(k*i +/4;) < j et que le foncteur H(k,£) soit
non-nul. On remarque que d —n =Y >/ (pi — 1) -
(1) Sij < 2(d—n), alors 'ensemble A est vide. En effet, si H(k,£) # 0, par
la proposition 4.4.9, on a £; > 2u; (pi — 1) pour tout 7. On en déduit donc
Yoo li > 2(d—n).
(2) Sij > 2(d—mn), alors 0 € A. En effet, pour ky = kg = -+ =0 et {; =
2u;(p* — 1), on a que H(k, ) est non-nul. Par 1’égalité (4.5.6) du théoréme
4.5.8 et (4.5.15), on a ey e, B ((Eg,z;ﬂ(pnsd)%) — BI(SL0)
On obtient donc I’égalité (4.5.13). O

DEMONSTRATION DE L'INCLUSION (4.5.7) DU THEOREME 4.5.8. D’apres le lemme
4.5.10, il suffit de démontrer que les membres & droite des (4.5.7) et (4.5.10) sont
égaux. D’autre part, la proposition 4.5.14 induit une égalité

0 sij < 2(d—n),

(4516)  |J BI((BL(DaSD),) =4 U BI(SE) sinon.
0<k+e<j peJ(d,n)

Pour pp € J(d,n),onapy =d (mod d). Par le corollaire 4.2.22,ona  |J BI(S)°) =
ped(d,n)

Bl (S‘T‘i) ol Mg, = max {,uo RS j(d, n)} On obtient le résultat souhaité. O

4.5.3. Des criteres d’annulation. Par la proposition 4.4.1 et le théoreme
4.2.35, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 4.5.15. Soient F € Py et V € V.
(1) (a) Sig>0 alors LyF(—,0) =0.
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(b) S7il n'existe pas d’élément X € BIU(F) tel que £(N) < dimV alors
L.F(V,0) = 0.

(2) (a) Sig>douqg<d—inj.dimF alors LyF(—,1)=0.

(b) Sl n'existe pas d’élément X € BU(EF) tel que Ay < dimV alors
L.F(V,1) =0.

(3) (a) Sig>2d ouq<2d—inj.dim F alors LgF(—,2) = 0.
(b) S7il n'existe pas d’élément X € BIU(F) tel que £L(N) < dimV alors

L.F(V,2)=0.
EXEMPLE 4.5.16. (1) On suppose que d > 3,p > 3 et p /| d. Si A =
(3, 1d_3), on a :

LSy (k*,2) =0=L.S\ (k,2).
(2) Sid>4etg<2d—2,0na
LgSta_2.2)(—,2) = 0.
NOTATION 4.5.17. Soient d,n deux entiers naturels.
(1) Pourk=0,1,..., L%J, on désigne par ji le nombre 2d+n (kp + o, (d — kp)).
On obtient une suite croissante
0<jo<ii <"'<jL%J'
(2) On note mq,, le plus grand entier naturel pg tel qu'il existe des entiers
naturels ju1, o, . .. satisfaisant d = Y00 wip' et n =307 p1;

Le théoreme 4.2.35 nous donne un critere d’annulation de ’homologie de ®F,
ot ® est un foncteur de type (J) en fonction de I’homologie de ®S¢. D’apres la
proposition 4.3.11, la dérivation au sens de Dold-Puppe est un foncteur de type
(7). Enfin, on a calculé les blocs de L,S%(—,n) dans le théoreme 4.5.7. On obtient
donc le théoreme suivant.

THEOREME 4.5.18. Soient F un objet de Pq et V un objet de V. On a LyF(V,n+
2) =0 si l'une des conditions suivantes est satisfaite :
(1) g+ inj. dim F < jo,
(2) jr < q+inj.dim F < jiqq1 et il n'existe pas d’élément A € BI(F) tel que
N[ < do + kp, et N) SldimV sz:p =2 oun est pair
A <dimV sinon.
(3) ¢ +inj.dimF > ja et il n'existe pas d’élément X € BI(F) tel que
p
((N) <dimV  sip=2 oun est pair
A <dimV sinon.
EXEMPLE 4.5.19. (1) On suppose que p = 2. La partition (3,2,1) est un
2-cceur. On obtient :
L.S321)(kn)=0= L*S(S,Z,l)(kQ,n)'
(2) On suppose que p = 2 et d = 3. On a jy = 2d + noy(d) = 2n + 6, et
J1=2d+n(p+ ay(d—p)) = 3n+ 6. De plus, on a inj. dim Sy 1) < 1. Par
conséquence, si ¢ < j;1 —1=3n+5, on a LyS 1)(—n+2)=0.
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De méme, d’apres les théoremes 4.2.35, 4.5.8 et la proposition 4.3.11, on obtient
le théoreme suivant.
THEOREME 4.5.20. Soient F' € Py et V un objet de V. On a trois cas.

(1) Le casn = 1. On a Hy (D1 F) = 0 si l'une des conditions suivantes est
satisfaite :

(a) ¢+ inj.dim F < 2d — 2,
(b) d n’est pas une puissance de p,
(c) (0) & BU(F).

(2) Le cas n = d. On a Hy (DgF) (V) = 0 s’il n’existe pas d’élément A €
BI(F) tel que L(N) < dim V.

(3) Le cas 1 <n < d. On a Hy (D, F) (V) = 0 si l'une des conditions sui-
vantes est satisfaite

(a) ¢+inj.dim F < 2(d —n)
(b) il n'existe pas d’élément A € BI(F) tel que [N < mg, et L(A) <
dim V.
EXEMPLE 4.5.21. (1) Onsupposequep =2.5iA = (5,2,1),onaCo, () =
(3,2,1) # 0. On a donc H,(D15)) = 0.
(2) On suppose que p = 3. Comme A = (4,2,1,1) est un 3-coeur, on a
H.(D,S\) (k" =0
sin>1letl<3.
(3) On suppose que d >2.Sil<n<det qg<2(d—n)—1 alors
Hq(DnS(d_lyl)) =0.
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