
HAL Id: tel-01351328
https://hal.science/tel-01351328v2

Submitted on 29 Nov 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Applications des foncteurs strictement polynomiaux
van Tuan Pham

To cite this version:
van Tuan Pham. Applications des foncteurs strictement polynomiaux. Géométrie algébrique
[math.AG]. Université Sorbonne Paris Cité, 2015. Français. �NNT : 2015USPCD016�. �tel-01351328v2�

https://hal.science/tel-01351328v2
https://hal.archives-ouvertes.fr
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Patrick POLO Professeur (Université Paris 6)
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Merci à ceux qui, de près ou de loin, m’ont soutenu et encouragé.
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Résumé

Les travaux présentés dans cette thèse concernent l’étude des représentations et
la cohomologie des foncteurs strictement polynomiaux d’une ou plusieurs variables
sur un corps k de caractéristique p positive. Ces foncteurs d’une variable ont été in-
troduits par Friedlander-Suslin dans leur article fondamental [FS97]. Des variantes
à plusieurs variables sont définies dans [SFB97, FFSS99, FF08, Tou10].

Dans une première partie de la thèse (chapitre 2), nous étudions l’influence de
la torsion de Frobenius sur les groupes d’extensions dans les catégories Pk(n) des
foncteurs strictement polynomiaux. Notre résultat principal dans cette partie est
le calcul d’extensions Ext∗Pk(n)

(
Xprd ◦⊠n, G(r)

)
, où X désigne l’un des symboles

S,Λ,Γ ; le foncteur G(r) est la r-torsion de Frobenius d’un foncteur G quelconque
et ⊠n ∈ Pk(n) est le foncteur (V1, . . . , Vn) 7→ V1 ⊗ · · · ⊗ Vn.

Dans une deuxième partie de la thèse (chapitre 3), nous utilisons les calculs du
chapitre 2 pour établir explicitement, sous les conditions n ≥ prℓ, p > 2, l’algèbre
de cohomologie H∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
où Gn désigne le groupe orthogonal On,n

ou le groupe symplectique Spn et Gn agit naturellement sur k
2n par multiplication

matricielle.
Dans une derrière partie (chapitre 4), nous utilisons la théorie des blocs de

la catégorie Pk des foncteurs strictement polynomiaux pour obtenir des résultats
d’annulation dans la théorie des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61] ou
dans la théorie des approximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-McCarthy
[JM04] (Goodwillie algébrique).
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Conventions

Nous utilisons les conventions de notation suivantes :

– k est un corps de caractéristique p > 0.
– Fp est un corps de p éléments et Fp est une clôture algébrique de Fp.
– Z est l’ensemble des entiers, N est le sous-ensemble de Z des entiers naturels,
Z>0 est le sous-ensemble de N des entiers strictement positifs.

– Sd est le groupe symétrique de d lettres.
– Er est le k-espace vectoriel gradué de dimension finie, tel que (Er)

i est égal
à k si i = 0, 2, . . . , 2pr − 2 et 0 sinon.

– ⌊−⌋ est la fonction partie entière.
– Si d est un entier naturel, on note αp(d) la somme des chiffres dans la
décomposition p-adique de d.

– Si A est une catégorie abélienne, on note Ch(A) la catégorie des complexes
sur A.
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0.1. Foncteurs strictement polynomiaux

Les travaux présentés dans cette thèse concernent l’étude des représentations et
la cohomologie des foncteurs strictement polynomiaux d’une ou plusieurs variables.
Ces foncteurs d’une variable ont été introduits par Friedlander-Suslin dans leur
article fondamental [FS97]. Des variantes à plusieurs variables sont définies dans
[SFB97, FFSS99, FF08, Tou10]. Nous introduisons brièvement dans la section
0.1.1 les foncteurs strictement polynomiaux. Une présentation détaillée est donnée
dans le chapitre 1. Dans les trois sections suivantes, nous présenterons nos résultats
principaux qui correspondent aux trois chapitres 2, 3 et 4.

0.1.1. Représentations rationnelles du groupe général linéaire. On
fixe un corps k de caractéristique p positive. On désigne par GLn,k le groupe
algébrique général linéaire. On rappelle qu’une représentation rationnelle d’un groupe

11



12 0. INTRODUCTION

algébriqueG est un k-espace vectoriel V muni d’un morphisme de groupes algébriques
ρ : G→ GLV . Un morphisme de représentations de source V et de but W de G est
une application k-linéaire f : V → W telle que le diagramme suivant est commu-
tatif :

G //

��

GLW

GLV .

::

La représentation rationnelle (V, ρ) est dite polynomiale si le morphisme ρ peut
s’étendre en un morphisme de monöıdes Endn,k → EndV .

On désigne parRatGLn,k
(resp. PolGLn,k

) la catégorie abélienne des représentations
rationnelles (resp. polynomiales) de GLn,k. Par définition, PolGLn,k

est une sous-
catégorie pleine de la catégorie RatGLn,k

. D’après Friedlander-Suslin [FS97], l’in-
clusion PolGLn,k

→֒ RatGLn,k
induit des isomorphismes de groupes d’extensions.

Théorème 0.1.1. Soient M,N deux représentations polynomiales de GLn,k.
Le morphisme canonique suivant est un isomorphisme :

(0.1.1) Ext∗PolGLn,k
(M,N)→ Ext∗RatGLn,k

(M,N) .

Dans la suite, nous ne nous intéressons qu’aux représentations polynomiales de
GLn,k.

Une des propriétés importantes du groupe GL1,k est la semisimplicité de ses
représentations polynomiales. Précisément, si V est une représentation polynomiale
de GL1,k, alors (V, ρ) se décompose en une somme directe (V, ρ) =

⊕
d∈N

(Vd, ρd) de

sous-représentations, où l’action de GL1,k sur Vd est donnée par ρd(λ)(v) = ρ(λ)d(v)
où λ ∈ GL1,k et v ∈ Vd.

Soit (V, ρ) une représentation polynomiale de GLn,k. On restreint l’action au
sous-groupe GL1,k des homothéties, on obtient une décomposition (V, ρ) =

⊕
d∈N

(Vd, ρd).
Comme les homothéties appartiennent au centre de GLn,k, les Vd sont stables par
l’action de GLn,k. La représentation (V, ρ) est dite homogène de degré d si V = Vd.

On note Pold,GLn,k
la sous catégorie pleine de PolGLn,k

dont les objets sont des
représentions homogènes de degré d. On a donc une décomposition

(0.1.2) PolGLn,k
=

∏

d∈N

Pold,GLn,k
.

0.1.2. L’algèbre de Schur. La catégorie Pold,GLn,k
est équivalente à la catégorie

des modules sur une algèbre de dimension finie, appelée algèbre de Schur. Ces
algèbres apparaissent dans les travaux de Schur [Sch73a] sur les représentations
polynomiales de GLn,C. Le rôle de cette algèbre est souligné par Green [Gre07].

Précisément, le groupe symétrique Sd agit sur (k
n)

⊗d
par permutation des fac-

teurs. L’algèbre de Schur Sk(n, d) est l’algèbre des endomorphismes Sd-équivariants

de (kn)
⊗d
, c’est-à-dire qu’on a Sk(n, d) = EndkSd

(
(kn)

⊗d
)
. On a donc une équivalence

de catégories [Gre07] :

(0.1.3) Pold,GLn,k
≃ Sk(n, d) -Mod .
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0.1.3. Foncteurs strictement polynomiaux. Dans ce paragraphe, nous in-
troduisons les foncteurs strictement polynomiaux en suivant Pirashvili [Pir03].

Le foncteur canonique S(n, d) -Mod→ S(n+ 1, d) -Mod qui envoie un S(n, d)-

module M vers HomkSd

(
(kn)

⊗d
,
(
k
n+1

)⊗d
)
⊗S(n,d) M est une équivalence de

catégories si n ≥ d [Gre07]. On cherche une catégorie qui ne dépend que de d
et qui contient les informations stables des représentations sur S(n, d).

De façon analogue à la théorie des représentations génériques de Kuhn [Kuh94],
on considère la catégorie de Schur ΓdVk. Les objets de Γ

dVk sont ceux de Vk, c’est-
à-dire les k-espaces vectoriels de dimension finie. Les morphismes dans ΓdVk sont
donnés par HomΓdVk

(V,W ) = HomkSd

(
V ⊗d,W⊗d

)
.

Par la définition, on a EndΓdVk
(kn) = Sk(n, d). Un foncteur strictement poly-

nomial homogène de degré d est un foncteur k-linéaire de ΓdVk vers Vk. On note
Pd la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux homogènes de degré d et Pk

la somme directe des catégories Pd avec d = 0, 1, . . .

(0.1.4) Pk =
⊕

d∈N

Pd.

Soit d = (d1, . . . , dn) un n-uplet d’entiers naturels. On note Γ
dVk la catégorie⊗n

i=1 Γ
diVk. On note par Pd la catégorie des foncteurs k-linéaires de ΓdVk vers

la catégorie Vk. Un objet de cette catégorie est appelé un foncteur strictement
polynomial homogène de degré d. On note Pk(n) la somme des catégories Pd pour
tous les n-uplets d’entiers naturels d.

Notation 0.1.2 (Section 1.3). Soient F,G ∈ Pd et V un n-uplet d’objets de
Vk.

(1) On désigne respectivement ⊗d, Sd,Λd,Γd le foncteur d-ième puissance ten-
sorielle, d-ième puissance symétrique, d-ième puissance extérieure, d-ième
puissance divisée.

(2) Le dual F ♯ du foncteur F est défini par F ♯(V ) = F
(
V ∨

)∨
où (−)∨ est la

dualité k-linéaire.

(3) Le foncteur à paramètre FV est défini par FV (W ) = F (V1⊗W1, . . . , Vn⊗
Wn), où W est un n-uplet d’objets de Vk. On désigne par F

V le foncteur
FV ∨ .

(4) Le foncteur Hom-interne HomPd
(F,G) ∈ Pd est défini par

HomPd
(F,G) (V ) ≃ HomPd

(
F,GV

)
.

(5) On note Ch(Pd) la catégorie des complexes sur Pd et D
b
(
Pd

)
la catégorie

dérivée bornée de la catégorie Pd.

(6) On noteRHomPd
(−,−) le foncteur dérivé total à droite du foncteur Hom-

interne.

0.2. Calculs des groupes d’extensions de foncteurs
strictement polynomiaux

0.2.1. Problème général. Dans le chapitre 2, nous étudions l’influence de la
torsion de Frobenius sur les groupes d’extensions dans les catégories des foncteurs
strictement polynomiaux. La précomposition par le foncteur de r-ième torsion de
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Frobenius I(r) ∈ Ppr induit un foncteur (−)(r) : Pd → Pprd. Le problème que nous
considérons est le suivant.

Problème 0.2.1. Étudier des groupes d’extensions de la forme suivante, où
F ∈ Pprd et G ∈ Pd :

(0.2.1) Ext∗Pprd

(
F,G(r)

)
.

Pourquoi nous intéressons-nous aux groupes d’extensions de la forme abstraite
(0.2.1) ? La réponse est que pour calculer des cohomologies du groupe orthogonal
On,n et symplectique Spn dans le chapitre suivant, nous avons besoin de calculer
des groupes d’extensions de la forme

Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n, G(r)

)
.

On donne des cas particuliers de (0.2.1).
– L’étude des groupes d’extensions de la forme

(0.2.2) Ext∗Pprd

(
F (r), G(r)

)

a été effectuée dans [FS97, FFSS99, Cha05, Cha11, Tou12, Tou13a].
– L’étude des groupes d’extensions de la forme

Ext∗Pprd

(
Λprd, G(r)

)
, Ext∗Pprd

(
Sprd, G(r)

)

est une application de la théorie de dualité de Ringel développée par Cha!lupnik
[Cha08] sous le nom ”dualité de Koszul”, voir aussi [Tou13c].

– L’étude des groupes d’extensions de la forme

Ext∗P(prd,prd)

(
Γprd ◦⊠2, G(r)

)

a été effectuée dans [Tou13a].
Pour obtenir des calculs d’extensions du type (0.2.1) (voir le théorème 0.2.13) on
adaptera la méthode développée dans [Cha11, Tou13a] et aussi les résultats ci-
dessus dans les cas particuliers.

0.2.2. L’adjoint à gauche de la précomposition par la torsion de Fro-
benius et la classe formelle. Pour calculer les groupes d’extensions (0.2.2), l’idée
de Cha!lupnik est d’utiliser l’adjoint de la précomposition par la torsion de Frobe-
nius.

Pour chaque entier naturel r, on note ℓr : Pprd → Pd l’adjoint à gauche du

foncteur (−)(r) : Pd → Pprd. La formule explicite de ℓ
r est la suivante :

ℓr(F )♯(V ) = HomPprd

(
F,

(
S
⊠d
V

)♯
)

L’isomorphisme d’adjonction induit des isomorphismes naturels en F ∈ Pprd et
G ∈ Pd, où Lℓr est le foncteur dérivé total à gauche de ℓr :

RHomPprd

(
F,G(r)

)
≃ RHomPd

(Lℓr(F ), G) ,(0.2.3)

Lℓr(F )(r) ≃ RHomPk

(
F, S⊠d(r)

)
.

Comme une application de (0.2.3), on a le résultat suivant.
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Proposition 0.2.2 (Corollaire 2.4.7). Soient F ∈ Pprd et G ∈ Pd. Si le
complexe Lℓr(F ) est formel, c’est-à-dire qu’il existe un isomorphisme Lℓr(F ) ≃
H∗Lℓ

r(F ) dans la catégorie dérivée Db
(
Pd

)
, alors pour tout k on a un isomor-

phisme naturel en G :

(0.2.4) ExtkPprd

(
F,G(r)

)
≃

⊕

i+j=k

ExtiPd
(HjLℓ

r(F ), G)
(r)
.

La proposition 0.2.2 conduit à introduire les notations suivantes.

Définition 0.2.3 (Définition 2.5.1). Soient r, n deux entiers naturels, n >
0. On désigne par Formel(r, n) la classe des foncteurs strictement polynomiaux F
de n variables tels que le complexe Lℓr(F ) est formel.

Nous donnons quelques exemples et quelques propriétés simples de la classe
Formel(r, n).

Exemple 0.2.4 (Exemple 2.5.3). (1) La classe Formel(0, n) contient tous
les foncteurs strictement polynomiaux.

(2) Si F ∈ Pk(n) est un foncteur homogène de degré d qui n’est pas un
multiple de p, alors F ∈ Formel(r, n) pour tout r.

(3) Si le foncteur F est projectif, il appartient à Formel(r, n) pour tout r.

Proposition 0.2.5 (Propositions 2.5.5, 2.5.8).

(1) La classe Formel(r, n) est stable par les opérations suivantes : la somme
directe, le produit tensoriel, le foncteur à paramètre.

(2) Si F ∈ Formel(r, n) alors F ◦∆n ∈ Formel(r, 1), où ∆n : Vk → V×n
k

est le
foncteur diagonal.

0.2.3. Formalité et k-invariants. En utilisant la théorie des k-invariants
algébriques de Dold [Dol60], on peut démontrer le résultat général suivant.

Théorème 0.2.6 (Théorème 2.6.5). Soient A,B deux catégories abéliennes.
Soit φ : A → B un foncteur exact. Les deux conditions suivantes sur le foncteur φ
sont équivalentes :

(1) Le complexe C ∈ Db (A) est formel dès que le complexe φ(C) est formel.

(2) Pour i ≥ 2, les applications ExtiA (A,B)→ ExtiB (φA, φB) induites par φ
sont des monomorphismes.

En utilisant ce théorème et l’injectivité de la torsion de Frobenius, on obtient
le théorème suivant qui est une généralisation à plusieurs variables d’un résultat de
van der Kallen [vdK13].

Théorème 0.2.7 (Théorème 2.6.12). Soient C ∈ Ch
(
Pd

)
un complexe fini

et r un entier naturel. Le complexe C est formel si et seulement si le complexe C(r)

l’est aussi.

Une autre application directe du théorème 0.2.6 est le résultat suivant, qui
donne un lien entre la formalité et la paramétrisation.

Proposition 0.2.8 (Proposition 2.6.14). Soient C ∈ Ch
(
Pd

)
un complexe

fini et r un entier naturel. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Le complexe C est formel.
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(2) Le complexe CV est formel pour tous les n-uplets V d’objets de Vk.

(3) Il existe un n-uplet V d’objets de Vk tel que Vi 6= 0 pour tout i et que le
complexe CV est formel.

0.2.4. Résultats principaux. Nous continuons d’étudier la classe Formel(r, n).
De plus, pour obtenir des calculs explicites, il faut également déterminer explicite-
ment H∗Lℓ

r(F ) pour F ∈ Formel(r, n).
Pour chaque entier naturel r, on note Er le k-espace vectoriel gradué de dimen-

sion totale finie défini par (Er)
i étant égal à k si i = 0, 2, . . . , 2pr − 2 et 0 sinon.

Le résultat important suivant est la version à paramètre d’un cas particulier de
[Tou12, Lemma 4.4 et Theorem 4.6] (voir aussi [Tou13a, Proposition 13]).

Théorème 0.2.9 (Touzé). Soit F ∈ Pd. Il existe un isomorphisme naturel en
F :

RHomPk

(
F (r), Sd(r)

)
≃

(
FEr

)♯(r)
.

Dans le théorème suivant, nous généralisons le théorème 0.2.9 à plusieurs va-
riables et nous en tirons les conséquences pour la classe Formel(r, n).

Théorème 0.2.10 (Théorème 2.7.3). Soient F,G deux foncteurs strictement
polynomiaux de n variables.

(1) Le foncteur F (r) appartient à Formel(r, n) et H∗Lℓ
r
(
F (r)

)
≃ F∆n(Er).

(2) Il existe un isomorphisme naturel en G

Ext∗Pk(n)

(
F (r), G(r)

)
≃ Ext∗Pk(n)

(
F∆n(Er), G

)(r)

.

(3) Si F appartient à la classe Formel(r, n) alors F (1) appartient à la classe
Formel(r + 1, n). De plus, on a H∗Lℓ

r+1
(
F (1)

)
≃ H∗Lℓ

r(F )∆n(E1).

(4) Réciproquement, si un foncteur F (1) appartient à la classe Formel(r+1, n),
alors F appartient à la classe Formel(r, n).

Ensuite, nous rappelons un théorème de Cha!lupnik [Cha08]. Si X désigne l’un
des symboles Γ,Λ, S, on note ǫX l’entier 0, 1, 2 respectivement.

Théorème 0.2.11 (Cha!lupnik). Soit X l’un des symboles Γ,Λ, S. On a un
isomorphisme

RHomPk

(
Xprd, Sd(r)

)
≃ Xd♯(r) [ǫX (prd− d)] .

Pour démontrer notre résultat final, nous avons besoin d’une formule qui généralise
le résultat suivant de Franjou-Friedlander [FF08, Proposition 2.2], où F1, F2 sont
des objets de Pk et F1 ⊠ F2 ∈ Pk(2) est le foncteur (V1, V1) 7→ F1(V1)⊗ F2(V2) :

HomPk(2)

(
Γd ◦⊠2, F1 ⊠ F2

)
≃ HomPk

(
F ♯
1 , F2

)
,

RHomPk(2)

(
Γd ◦⊠2, F1 ⊠ F2

)
≃ RHomPk

(
F ♯
1 , F2

)
.

On définit F1⊗Pk
F2 le foncteur HomPk

(
F1, F

♯
2

)♯

. On obtient un produit monöıdal

symétrique de Pd. On note ⊗
L

Pk
le foncteur dérivé total à gauche de ⊗Pk

.
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Théorème 0.2.12 (Théorème 2.7.5). Soient F1, . . . , Fn et F des objets de Pd.
On a des isomorphismes naturels en F1, . . . , Fn et F :

HomPk(n)

(
F ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fi

)
≃

(
F ⊗Pk

F ♯
1 ⊗Pk

· · · ⊗Pk
F ♯
n

)♯

◦⊠n,(0.2.5)

RHomPk(n)

(
F ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fi

)
≃

(
F ⊗L

Pk
F ♯
1 ⊗

L

Pk
· · · ⊗L

Pk
F ♯
n

)♯

◦⊠n.(0.2.6)

En utilisant les théorèmes 0.2.11 et 0.2.12, on obtient le résultat suivant.

Théorème 0.2.13 (Théorème 2.7.10). Soit X l’un des symboles Γ,Λ, S. Soient
F ∈ Pk et G ∈ Pk(n).

(1) Le foncteur Xd ◦⊠n appartient à Formel(r, n) pour tout r et Lℓr(Xd ◦⊠n)

est isomorphe à Xe,E⊗n−1
r [ǫX (d− e)] ◦⊠n si d est de la forme pre, e ∈ N

et à 0 sinon.

(2) Le foncteur Xd ◦⊗n appartient à Formel(r, 1) pour tout r et Lℓr(Xd ◦⊗n)

est isomorphe à Xe,E⊗n−1
r [ǫX (d− e)] ◦⊗n si d est de la forme pre, e ∈ N

et à 0 sinon.

(3) Il existe des isomorphismes gradués naturels en F,G :

Ext∗Pk(n)

(
Xprd ◦⊠n, G(r)

)
≃ Ext

∗−ǫX(prd−d)
Pk(n)

(
Xd,E⊗n−1

r ◦⊠n, G
)(r)

,

Ext∗Pk

(
Xprd ◦ ⊗n, F (r)

)
≃ Ext

∗−ǫX(prd−d)
Pk

(
Xd,E⊗n−1

r ◦ ⊗n, F
)(r)

.

0.3. Cohomologie rationnel des groupes classiques

0.3.1. Le problème et résultat principal. Dans ce chapitre, on suppose
que la caractéristique p du corps k est impaire. Le but de cette section est de calculer
complètement un exemple d’algèbres de cohomologie pour les groupes algébriques
symplectiques Spn ou orthogonaux On,n. Plus précisément, si Gn = Spn ou On,n,
alors Gn agit naturellement sur l’espace vectoriel k2n (par multiplication matri-
cielle).

En appliquant le r-ème foncteur de torsion de Frobenius (pour r ≥ 0), et
en prenant ℓ copies de la représentation obtenue, on obtient donc une action de
Gn sur k2n(r)⊕ℓ, donc une action par automorphismes d’algèbres sur la k-algèbre
S∗

(
k
2n∨(r)⊕ℓ

)
des polynômes sur k2n(r)⊕ℓ, où k

2n∨ désigne la représentation duale

de k2n. Le problème auquel nous nous intéressons dans ce chapitre est le suivant.

Problème 0.3.1. Calculer explicitement l’algèbre de cohomologie :

(0.3.1) H∗
rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
.

Les sous-algèbres de cohomologie (0.3.1) de degré zéro, ne dépendent pas de r
(car appliquer la torsion de Frobenius ne change pas les invariants). Si r = 0, la
cohomologie est nulle en degré strictement positif, et les théorèmes fondamentaux
de la théorie des invariants des groupes symplectiques et orthogonaux [dCP76]
donnent des générateurs et des relations explicites des k-algèbres (0.3.1). Nous rap-
pelons maintenant ces énoncés. Pour traiter les deux cas simultanément, on intro-
duit quelques notations. On désigne par (e∨i ) la base duale de la base canonique de
k
2n. Pour chacun des groupes Gn on définit un foncteur XG, un élément particulier
ωGn

∈ XG(k
2n) et un ensemble de paires d’indices entiers IGn

de la façon suivante.
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Gn Spn On,n

XG Λ2 S2

ωGn

∑n
i=1 e

∨
i ∧ e

∨
n+i

∑n
i=1 e

∨
i e

∨
n+i

IGn
{(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ ℓ} {(i, j) : 1 ≤ i ≤ j ≤ ℓ}

On définit des invariants (i|j)Gn
∈ S2

(
k
2n∨⊕ℓ

)
avec (i, j) ∈ IGn

sous l’action de
Gn en posant

(i|j)Gn
(x1, ..., xℓ) = ωGn

(xi, xj).

Les théorèmes fondamentaux donnent l’algèbre d’invariants H0
rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨⊕ℓ

))

en fonction des éléments (i|j)Gn
.

Théorème 0.3.2 ([dCP76]). L’ensemble {(i|j)Gn
: (i, j) ∈ IGn

} est un système
de générateurs de l’algèbre H0

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨⊕ℓ

))
. De plus, si n ≥ ℓ, il n’y a pas

de relation entre les (i|j)Gn
.

Notre résultat principal dans ce chapitre 3 est le théorème suivant.

Théorème 0.3.3 (Théorème 3.4.11). Si n ≥ prℓ, l’algèbre de cohomologie
H∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
est une algèbre symétrique sur un ensemble de générateurs

(0.3.2) (h|i|j)Gn
∈ H2h

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))

où 0 ≤ h < pr, 0 ≤ i ≤ j ≤ ℓ et i 6= j si Gn est le groupe symplectique Spn. De
plus, il n’y a pas de relation entre les (h|i|j)Gn

.

Le cas r = 0 du théorème 0.3.3 correspond à un cas particulier du théorème
0.3.2. Nous ne savons pas si les éléments (h|i|j) forment un système de générateurs
de l’algèbre (0.3.1) si n < prℓ.

Nous remarquons enfin que pour n ≥ prmin{k, ℓ} l’algèbre de cohomologie
H∗

rat

(
GLn,k, S

∗
(
k
n∨(r)⊕k ⊕ k

n(r)⊕ℓ
))
est calculée dans [Tou12, Theorem 6.15] par

Touzé. En fait, le théorème 0.3.3 ci-dessus est la version pour les groupes symplec-
tiques et orthogonaux d’un résultat de Touzé.

0.3.2. Lien avec les groupes d’extensions dans Pk. Nous rappelons, d’après
[Tou10], le lien entre la cohomologie des groupes symplectiques et orthogonaux
et les calculs d’extensions dans Pk. La forme standard ωG ∈ XG(k

2n) est inva-
riante sous l’action de Gn. On a donc une application Gn-équivariante ιd : k →
Γd

(
XG

(
k
2n∨

))
qui envoie λ sur λω⊗d

Gn
.

On définit alors une application graduée compatible aux cup produits, notée
φGn,F , par évaluation sur k

2n∨ et par restriction le long de ιd :

(0.3.3) φGn,F : Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, F

)
→ H∗

rat

(
Gn, F

(
k
2n∨

))
.

Théorème 0.3.4 ([Tou10]). Soit F un foncteur strictement polynomial ho-
mogène de degré d. Si 2n ≥ d alors le morphisme φGn,F de (0.3.1) est un isomor-
phisme.
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L’algèbre de cohomologie (0.3.1) peut être décomposée dans la forme suivante :

H∗
rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
=

⊕

d≥0

H∗
rat

(
Gn, S

d
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))

=
⊕

d≥0

H∗
rat

(
Gn, S

d(r)

kℓ

(
k
2n∨

))
.

En utilisant les morphismes (0.3.3) et la décomposition ci-dessus, on obtient un
morphisme de k-algèbres graduées ΦGn

=
⊕

d≥0 φGn,S
2d(r)

kℓ

:

(0.3.4)
⊕

d≥0

Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

2d(r)

kℓ

)
ΦGn−−−→ H∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
.

La démonstration du théorème 0.3.3 est donc divisée en deux étapes :

Étape 1 : Nous calculons l’algèbre à la source du morphisme ΦGn
.

Étape 2 : Nous montrons que le morphisme ΦGn
est un isomorphisme si n ≥

prℓ. Pour cela, on utilise la notion des foncteurs n-corésolus introduite par Touzé
[Tou12] pour résoudre un problème analogue.

0.3.3. Étape 1. L’objectif de cette étape est de démontrer le lemme suivant,

où Er est l’espace vectoriel gradué donné par (Er)
i
= k si i = 0, 2, . . . , 2pr − 2 et 0

sinon.

Lemme 0.3.5 (Lemme 3.4.4). Il existe un isomorphisme d’algèbres
⊕

d≥0

Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

d(r)

kℓ

)
≃ S∗

(
Er ⊗XG(k

ℓ)
)
.

Pour la démonstration, on remarque que XG est un facteur direct de ⊗2 car p >
2. Il suffit alors de calculer les groupes d’extensions compatibles avec les produits
et naturels en ⊗2 :

(0.3.5) Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗2, S

2d(r)

kℓ

)
.

D’après le chapitre 2, ce groupe (0.3.5) est isomorphe à HomPk

(
Γd,E⊗

r ◦ ⊗2, S2d
k2ℓ

)
.

Mais nous ne savons pas démontrer la compatibilité de cet isomorphisme avec les
produits et l’action de S2. Il faut donc établir un isomorphisme similaire qui est
compatible avec les produits et l’action du groupe symétrique S2. La construction
du nouvel isomorphisme utilise de façon essentielle l’ancien isomorphisme.

0.3.4. Étape 2. Pour calculer les algèbres de cohomologie (0.3.1), nous avons
besoin de calculer des groupes de cohomologie de la forme H∗

rat

(
Gn, F (k

2n∨)
)
pour

2n < degF , c’est à dire en dehors des valeurs de n dans le théorème 0.3.4. Nous
allons cependant montrer que pour ces mauvaises valeurs de n, le morphisme φGn,F

reste un isomorphisme pour les foncteurs F considérés. Nous utilisons pour cela la
notion de foncteur n-corésolu introduite dans [Tou12]. Soient F ∈ Pd et n un entier
positif. On rappelle que le morphisme θF = θF,kn : Γd,kn ⊗ F (kn) → F est défini
pour tout V ∈ Vk par

Γd (Hom (kn, V ))⊗ F (kn)→ F (V ), f ⊗ x 7→ F (f)(x).

De façon duale, on a un morphisme (θF ♯)
♯
: F → Sd

kn
⊗ F (kn∨).
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Définition 0.3.6 (Définition 3.4.5). Un foncteur F ∈ Pd est dit n-coengendré

si θF ♯ est un épimorphisme, ou de manière équivalente, si (θF ♯)
♯
est un monomor-

phisme.
Un foncteur F ∈ Pd est dit n-corésolu s’il existe une corésolution injective J

•
F

de F telle que les foncteurs injectifs J i
F sont des foncteurs n-coengendrés.

Les corésolutions de Troesch [Tro05] des foncteurs S
d(r)

kℓ
sont des pr-corésolutions.

Théorème 0.3.7 (Théorème 3.4.10). Soit F ∈ Pd un foncteur 2n-corésolu.
Le morphisme φGn,F est alors un isomorphisme.

Par conséquence, si n ≥ prℓ, le morphisme ΦGn
est un isomorphisme.

0.4. Des résultats d’annulation

Dans ce chapitre 4, on utilise la théorie des blocs de la catégorie Pk des foncteurs
strictement polynomiaux pour obtenir des résultats d’annulation dans la théorie
des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61] ou dans la théorie des ap-
proximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-McCarthy [JM04] (Goodwillie
algébrique).

0.4.1. Le problème. Soit F : Vectk → Vectk un foncteur. Pour étudier le
foncteur F , on dispose de plusieurs théories de dérivation de F :

(1) La théorie des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61]. Pour
chaque paire (q, n) d’entiers naturels, on a un foncteur LqF (−, n) : Vectk →
Vectk par la formule

(0.4.1) LqF (V, n) = HqNFK(V [−n]), V ∈ Vectk

où les foncteursN : sVectk ⇄ Ch≥0 (Vectk) : K sont donnés par l’équivalence
de Dold-Kan.

(2) La théorie des approximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-
McCarthy [JM04] (Goodwillie algébrique). Pour chaque paire (q, n) d’en-
tiers naturels, on a un foncteur Hq (DnF ) : Vectk → Vectk.

(0.4.2)
...

��
P3F

��

D3Foo

P2F

��

D2Foo

F //

==

FF

P1F D1Foo

Les deux théories sont reliées par les isomorphismes suivants :

(0.4.3) Hq (D1F ) ≃ Lq+nF (−, n), n ≥ q.

Le problème général est le suivant.

Problème 0.4.1. Calculer explicitement les foncteurs dérivés LqF (−, n) et
Hq (DnF ).



0.4. DES RÉSULTATS D’ANNULATION 21

Le cas central est le cas F = Sd. Le calcul des foncteurs dérivés au sens de
Dold-Puppe LqS

d(−, n) est effectué par Cartan [Car55], Dold-Puppe [DP61],
[Bou67b], Touzé [Tou14]. Ils ont obtenu des formules explicites pour LqS

d(−, n).
Ces calculs sont compliqués. Récemment, dans [BM11], les auteurs ont donné une
démonstration simple pour certains cas particuliers. Pour les approximations de
Taylor Hq

(
DnS

d
)
le résultat est incomplet.

– Dans le cas n = 1, on peut interpréterHq(D1S
d) comme des foncteurs dérivés

stables au sens de Dold-Puppe [JM98], et le résultat est donc connu d’après
Cartan [Car55], Bousfield [Bou67b], ou Betley [Bet01].

– Dans le cas n = d, on peut interpréter Hq

(
DdS

d
)
comme l’homologie du

groupe symétrique Sd à coefficients dans ⊗
d. Cette homologie est calculée

récemment par Cohen-Hemmer-Nakano [CHN10].
– Dans les cas où 1 < n < d, en utilisant les résultats de [JM04, JM08], nous
proposons une suite spectrale pour calculer Hq

(
DnS

d
)
.

– Si n > d alors Hq

(
DnS

d
)
= 0 pour des raisons de degré.

Les résultats pour les foncteurs dérivés de Sd sont compliqués, et il est encore
plus difficile de calculer les foncteurs LqF (−, n) et Hq (DnF ) pour un foncteur F
quelconque. Dans le chapitre 4, on considère le problème suivant.

Problème 0.4.2. Donner un critère effectif sur le foncteur F et le k-espace
vectoriel V pour que les espaces vectoriels LqF (V, n) et Hq (DnF ) (V ) s’annulent.

Si F est un foncteur strictement polynomial, les foncteurs LqF (−, n) etHq (DnF )
le sont aussi (voir [Bou67a] pour les foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe).
Dans la suite, on suppose que F ∈ Pd et alors les foncteurs LqF (−, n), Hq (DnF )
sont également des foncteurs strictement polynomiaux.

0.4.2. La théorie des blocs de Pd et le critère d’annulation. Les blocs
de la catégorie des représentations des algèbres de Schur sont connus d’après Don-
kin [Don87]. Comme les catégories Pd des foncteurs strictement polynomiaux ho-
mogènes de degré d sont équivalentes à des catégories de modules sur l’algèbre de
Schur [FS97], on a la théorie des blocs dans la catégorie des foncteurs strictement
polynomiaux.

On associe à chaque foncteur strictement polynomial F un ensemble de parti-
tions Bl (F ), l’ensemble des blocs de F . Le résultat clé de la théorie des blocs dont
on a besoin est le suivant.

Lemme 0.4.3 (Critère d’annulation, Lemme 4.2.30). Soient F et G deux objets
de Pd. Si Bl (F ) ∩Bl (G) = ∅ alors Ext∗Pk

(F,G) = 0.

L’idée d’utiliser cette théorie pour d’obtenir des résultats d’annulation provient
de Touzé [Tou13c]. Cependant, la méthode que l’on utilisera est différente de celle
de [Tou13c]. On remarque qu’il existe un autre résultat d’annulation, le résultat
de Pirashvili [FS97, théorème 2.13] qui dit que si A est un foncteur additif et F,G
sont des foncteurs réduits alors

Ext∗Pd
(A,F ⊗G) = 0 .

Ce résultat d’annulation est de nature différente du résultat d’annulation du lemme
0.4.3.

La proposition suivante donne des idées par lesquelles on peut déterminer les
blocsBl (F ). Pour une partition λ, on note Sλ (resp. Lλ) le foncteur de Schur (resp.
foncteur simple) correspondant à λ.
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Proposition 0.4.4 (Proposition 4.2.20). Soient λ, µ deux partitions, F un
objet de Pk et G un sous-objet de F . On a :

Bl (Sλ) = Bl (Lλ) ,

Bl (Lλ) = Bl (Lλ+pµ) ,

Bl (F ) = Bl (G) ∪Bl (F/G) ,

Bl
(
F ♯

)
= Bl (F ) ,

Bl

(
F (1)

)
=

{
∅ si F = 0,

{(0)} si F 6= 0.

En général, nous ne savons pas comment déterminer Bl (F ⊗G) à partir des
blocs Bl (F ) et Bl (G). Heureusement, pour la suite, on n’a besoin que de savoir
les blocs des foncteurs du type Sd

V ou Bl
(
F ⊗G(1)

)
. En utilisant la règle de Pieri

et le théorème du produit tensoriel de Steinberg, on a le résultat clé suivant.

Théorème 0.4.5 (Théorème 4.2.23, Proposition 4.2.21). Soient F,G deux
foncteurs strictement polynomiaux.

(1) Si G 6= 0 alors Bl
(
F ⊗G(1)

)
≃ Bl (F ).

(2) On peut déterminer explicitement Bl
(
Sd
V

)
à partir de d et dimV .

De plus, on démontre que le foncteur de changement de base préserve les blocs.

Proposition 0.4.6 (Proposition 4.2.28). Soient k ⊂ K une extension de
corps et F ∈ Pd,k. Si on note KF l’image de F par le foncteur de changement de
base K(−) : Pd,k → Pd,K, on a Bl (F ) = Bl (KF ).

0.4.3. Les foncteurs L(−, n) et Dn. Pour chaque entier naturel n, on note
L(−, n) le foncteur de Pk versCh≥0 (Pk) qui envoie un foncteur F versNFK(−[n]).
Par définition, on a des isomorphismes des foncteurs strictement polynomiaux
LqF (−, n) ≃ HqL(F, n).

Le résultat simple suivant sur les foncteurs L(−, n) et Dn est essentiel pour
pouvoir appliquer le critère d’annulation.

Proposition 0.4.7 (Propositions 4.3.11, 4.3.22, Définition 4.2.32).
Si on note Φ l’un des deux foncteurs L(−, n) et Dn, on a alors :

(1) le complexe ΦSd est un complexe d’injectifs ;

(2) il existe une équivalence d’homotopie ΦF → HomPk

(
F ♯,ΦSd

)
naturelle

en F .

Par conséquence, il existe une suite spectrale de foncteurs strictement polynomiaux,
naturelle en F

(0.4.4) Ei,j
2 (F ) = ExtiPd

(
F ♯, H

−j

(
ΦSd

))
⇒ H−i−j(ΦF ).

En utilisant cette proposition et le critère d’annulation, on obtient le résultat
suivant.

Théorème 0.4.8 (Théorème 4.2.35). Soit F ∈ Pd, V ∈ Vk. On note Φ l’un
des deux foncteurs L(−, n) et Dn. Alors (Hq(ΦF )) (V ) = 0 dès qu’on a

(0.4.5) Bl (F ) ∩
⋃

q≤j≤q+inj.dimF

Bl
(
Hj(ΦS

d)V
)
= ∅.
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0.4.4. Résultats (quasiment) explicites de LqS
d(−, n) et Hq

(
DnS

d
)
.

On rappelle les définitions des mots p-admissibles de Cartan [Car55, pages 9-
01 et 10-01]. Dans la suite, seuls les mots p-admissibles de première espèce nous
seront utiles. Nous appellerons donc plus simplement mots p-admissibles les mots
p-admissibles de première espèce.

Définition 0.4.9. (1) Cas p = 2. Un mot 2-admissible w est une suite
finie de lettres σ, γ2 telle que : w n’est pas vide, la première lettre de w
est σ et les deux dernières lettres de w sont σ, σ.

(2) Cas p > 2. Un mot p-admissible w est une suite finie de lettres σ, γp, φp
telle que : w n’est pas vide, la première lettre de w est σ ou φp et la
dernière lettre de w est σ, pour chaque lettre γp ou φp du mot, le nombre
de lettres σ situées à droite est pair.

On note Wp l’ensemble des mots p-admissibles. La hauteur h(w) d’un mot w
sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales à σ ou à φp ; la torsion
tw de w sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales à γp ou à φp. Le
degré d’un mot w se définit par récurrence :

deg ∅ = 0, deg(σw) = 1 + degw,

deg (γpw) = p degw, deg (φpw) = 2 + p degw.

Notation 0.4.10. Soit V un espace vectoriel gradué de dimension finie en
chaque degré, on définit les espaces vectoriels gradués U(V ) et U♯(V ) respectivement
par les formules :

U(V ) =

{
Γ(V ) si p = 2,

Γ (Vpair)⊗ Λ (Vimpair) si p > 2,

U♯(V ) =

{
S(V ) si p = 2,

S (Vpair)⊗ Λ (Vimpair) si p > 2.

Théorème 0.4.11 ([Tou14, Theorem 10.14]). On a un isomorphisme de fonc-
teurs strictement polynomiaux :

⊕

q,d∈N

LqS
d(−, n+ 2) ≃ U




⊕

w∈Wp(n+2)

I(tw) [degw]


 .

Ensuite, nous présentons le résultat de Hq

(
DnS

d
)
. Dans le cas n = 1, on a

besoin juste du résultat suivant.

Proposition 0.4.12 (Proposition 4.4.9). (1) Si d n’est pas une puis-
sance de p ou si q < 2(pr − 1), on a Hq

(
D1S

d
)
= 0.

(2) Si q = 2(pr − 1), on a un isomorphisme Hq

(
D1S

pr)
≃ I(r).

Dans le cas n = d, en utilisant les travaux [JM04, CHN10], on a le théorème
suivant. On rappelle que P est l’ensemble de toutes les partitions. On désigne
par P0,1 l’ensemble des paires (ǫ;λ) telles que λ ∈ P et ǫ =

(
ǫ1, . . . , ǫℓ(λ)

)
∈

{0, 1}ℓ(λ), ǫ1 = 0. Le degré d’une partition λ ou d’une paire (ǫ;λ) est respectivement
par définition :

deg(λ) :=

ℓ(λ)∑

i=1

2ℓ(λ)−iλi, deg(ǫ;λ) :=

ℓ(λ)∑

i=1

pℓ(λ)−i (−ǫi + λi(p− 1)) .
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De plus, on définit la longueur de (ǫ;λ) ∈ P0,1 par ℓ(ǫ;λ) = ℓ(λ). On désigne par

P̃ l’ensemble P si p = 2 et l’ensemble P0,1 si p > 2.

Théorème 0.4.13 ([CHN10, Theorem 8.1.4]). Il existe un isomorphisme bi-
gradué dans la catégorie F

Fp
, où la partie Hq(Sd,⊗

d) est de degré (d, q) et I(ℓ(α))[deg(α)]

est de degré
(
pℓ(α), deg(α)

)
:

⊕

q,d∈N

Hq

(
Sd,⊗

d
)
≃ U♯




⊕

α∈P̃

I(ℓ(α))[deg(α)]


 .

Dans le cas 1 < n < d, on propose une suite spectrale calculant l’homologie du
complexe DkS

d.

Notation 0.4.14. On note J̃(d, n) l’ensemble des suites µ = (µi)n∈N d’entiers
naturels telles que d =

∑∞
i=0 µip

i et n =
∑∞

i=0 µi.

Proposition 0.4.15 (Proposition 4.4.21). Il existe une suite spectrale E2
k,ℓ

(
DnS

d
)
⇒

Hk+ℓ

(
DnS

d
)
où la deuxième page est donnée par :

E2
k,ℓ

(
DnS

d
)
=

⊕

µ∈J̃(d,n)

Hk

(
Sµ, Hℓ

(
∞⊗

i=0

(
D1S

pi
)⊗µi

))
,

où Sµ est le produit
∏∞

i=0 Sµi
un sous-groupe de Sn.

0.4.5. Résultats principaux. Dans cette étape, nous utilisons les descrip-
tions de LqS

d(−, n) et Hq

(
DnS

d
)
de l’étape précédente et les résultats de l’étape

1 pour déterminer Bl
((
H∗

(
ΦSd

))
V

)
pour les deux théories qui nous intéressent :

les foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe et les étages de la tour de Taylor. En
combinant ces calculs avec le théorème 0.4.8, on obtient les résultats suivants.

Notation 0.4.16. Soient d, n deux entiers naturels.

(1) Pour k = 0, 1, . . . , ⌊d
p
⌋, on désigne par jk le nombre 2d+n (kp+ αp(d− kp)).

On obtient une suite croissante

0 < j0 < j1 < · · · < j⌊ d
p
⌋.

(2) On note md,n le plus grand entier naturel µ0 tel qu’il existe des entiers
naturels µ1, µ2, . . . satisfaisant d =

∑∞
i=0 µip

i et n =
∑∞

i=0 µi

Théorème 0.4.17 (Théorème 4.5.18). Soient F un objet de Pd et V un objet
de Vk. On a LqF (V, n) = 0 si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) q + inj. dimF < j0,

(2) jk ≤ q + inj. dimF < jk+1 et il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que

|λ| ≤ d0 + kp, et

{
ℓ(λ) ≤ dimV si p = 2 ou n est pair

λ1 ≤ dimV sinon.

(3) q + inj. dimF ≥ j⌊ d
p
⌋ et il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que

{
ℓ(λ) ≤ dimV si p = 2 ou n est pair

λ1 ≤ dimV sinon.

Théorème 0.4.18 (Théorème 4.5.20). Soient F ∈ Pd et V un objet de Vk.
On a trois cas.
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(1) Le cas n = 1. On a Hq (D1F ) = 0 si l’une des conditions suivantes est
satisfaite :

(a) q + inj. dimF < 2d− 2,

(b) d n’est pas une puissance de p,

(c) (0) /∈ Bl (F ).

(2) Le cas n = d. On a Hq (DdF ) (V ) = 0 s’il n’existe pas d’élément λ ∈
Bl (F ) tel que ℓ(λ) ≤ dimV .

(3) Le cas 1 < n < d. On a Hq (DnF ) (V ) = 0 si l’une des conditions sui-
vantes est satisfaite

(a) q + inj. dimF < 2(d− n)

(b) il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que |λ| ≤ md,n et ℓ(λ) ≤
dimV .
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1.1. Introduction

Ce chapitre donne nos notations et rappelle des résultats bien connus sur les
objets généraux, en particulier sur les foncteurs strictement polynomiaux, que nous
utiliserons le plus couramment.

1.2. Rappels généraux sur les catégories

Notre référence principale sera MacLane [ML98] pour ce qui concerne les
catégories quelconques ; pour les catégories abéliennes, nous suivons Weibel [Wei94,
Appendix A]. Pour l’algèbre homologique, nous renvoyons plutôt à Weibel [Wei94]
et MacLane [ML95].

27
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1.2.1. Notations et exemples. Soit A une catégorie. Si A et B sont des
objets de A, on notera HomA (A,B) l’ensemble des morphismes de source A et de
but B. L’indice A sera omis lorsqu’aucune confusion n’est possible. Si A est un objet
de A, on notera EndA (A) le monöıde HomA (A,A) des endomorphismes de A. Le
groupe des automorphismes de A sera désigné par AutA(A). La flèche identique
d’un objet A de A vers lui-même sera notée IdA, ou Id s’il n’y a pas d’ambigüıté.
Si f et g sont des morphismes de A tels que la source de f est égale au but de g,
on notera f ◦ g ou fg leur composée.

1.2.1. On notera Aop la catégorie opposée d’une catégorie A. La catégorie Aop

est la catégorie qui a les mêmes objets que A et dont les morphismes sont donnés
par la formule HomAop (A,B) = HomA (B,A) .

On notera A×B le produit de deux catégories A et B dont les objets sont des
couples (A,B) où A ∈ A, B ∈ B, et dont les morphismes sont donnés par la formule

HomA×B ((A1, B1), (A2, B2)) = HomA (A1, A2)×HomB (B1, B2) .

Plus généralement, si I est un ensemble et (Ai)i∈I une famille de catégories indexée
par I,

∏
i∈I Ai désignera le produit des catégories Ai.

Exemple 1.2.2. On introduit quelques exemples classiques.

(1) On désignera par Ens la catégorie des ensembles.

(2) Si A est un anneau, on désignera par A -Mod la catégorie des A-modules
à gauche et par Mod-A la catégorie des A-modules à droite.

(3) Si A est une k-algèbre on note A -mod (resp. mod-A) la sous-catégorie
pleine de A -Mod (resp. Mod-A) dont les objets sont des modules de
dimension finie sur k.

(4) La catégorie des k-espaces vectoriels sera plutôt notée Vectk. La sous-
catégorie pleine des espaces vectoriels de dimension finie sera notée Vk.

1.2.2. Catégories k-linéaires.

Définition 1.2.3. Une catégorie k-linéaire est une catégorie dont les ensembles
de morphismes sont des k-espaces vectoriels et où la composition est k-bilinéaire.
De plus, si A et B sont des catégories k-linéaires, un foncteur k-linéaire de A
dans B est un foncteur F : A → B tel que les morphismes structurels FA1,A2 :
HomA (A1, A2)→ HomB (F (A1), F (A2)) sont k-linéaires.

Exemple 1.2.4. (1) La catégorie opposée d’une catégorie k-linéaire est
également une catégorie k-linéaire. Le produit direct d’un ensemble de
catégories k-linéaires est également une catégorie k-linéaire.

(2) Les catégories Vectk,Vk sont k-linéaires.

(3) Si A est une k-algèbre, les catégories A -Mod,Mod-A,A -mod et mod-A
sont k-linéaires.

(4) Le foncteur d’inclusion Vk →֒ Vectk est k-linéaire.

(5) Si A est une catégorie k-linéaire et A est un objet de A, les foncteurs
HomA (A,−) : A → Vectk et HomA (−, A) : A

op → Vectk sont k-linéaires.

Lemme 1.2.5 (La version k-linéaire du lemme de Yoneda). Soit A une catégorie
k-linéaire. Pour tout objet A de A, toute transformation naturelle α de HomA (A,−)
sur un foncteur k-linéaire F : A → Vectk est uniquement déterminée par l’élément
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αA(IdA) de F (A). En particulier, pour tout couple (A,B) d’objets de A, on a un
isomorphisme :

Nat
(
HomA (A,−) ,HomA (B,−)

)
≃
−→ HomA (B,A)

α 7→ αA(IdA).

Notation 1.2.6. (1) SoientA1, . . . ,An des catégories k-linéaires. On note⊗n
i=1Ai la catégorie avec les mêmes objets que le produit

∏n
i=1Ai dont

les morphismes sont donnés par

Hom⊗
n
i=1 Ai

(
(Ai), (Bi)

)
=

n⊗

i=1

HomAi
(Ai, Bi) .

Pour chaque σ ∈ Sn, on a un isomorphisme de catégories
⊗n

i=1Ai ≃⊗n
i=1Aσ(i) par permutation des facteurs.

(2) Soit {Ai}i∈N une suite de catégories k-linéaires abéliennes. Soit n ∈ N ∪
{∞}. On note

⊕n
i=0Ai la sous-catégorie pleine de la catégorie

∏n
i=0Ai

dont les objets sont des uplets (A0, A1, . . .) tels que Ai = 0 pour i assez
grand.

1.2.3. Adjonctions. Dans ce paragraphe, nous rappelons des propriétés
élémentaires des adjonctions. Nos références principales seront [ML98, Chapter
IV] et [Pir03].

On considérera deux catégories A et B et deux foncteurs F : A → B et G :
B → A tels que F est adjoint à gauche à G (on dira, indifféremment, que G est
adjoint à droite à F ou que (F,G) est une paire d’adjoint), de sorte que l’on a une
bijection naturelle en les objets A de A et B de B :

(1.2.1) υA,B : HomB (F (A), B) ≃ HomA (A,G(B)) .

Notation 1.2.7. On notera η la transformation naturelle IdA → G ◦ F telle
que, pour tout objet A ∈ A, υA,F (A)(IdF (A)) = ηA (unité de l’adjonction) et
ǫ la transformation naturelle F ◦ G → IdB telle que, pour tout objet B de B,
υG(B),B(ǫB) = IdG(B) (coünité de l’adjonction).

Exemple 1.2.8. (1) Pour chaque V ∈ Vk, le foncteur V ⊗ − : Vk → Vk
est adjoint à gauche au foncteur Hom (V,−) = V ∨ ⊗− : Vk → Vk.

(2) Soit φ : A→ B un morphisme d’anneaux. On note Bφ le (B,A)-bimodule
qui cöıncide avec B en tant que B-module à gauche et dont la multipli-
cation à droite par un scalaire a ∈ A étant donnée par b · a := bφ(a).
Le foncteur Bφ ⊗A − : A -Mod → B -Mod est donc adjoint à gauche au
foncteur HomB (Bφ,−) : B -Mod→ A -Mod.

Proposition 1.2.9. Soient A,B deux catégories abéliennes. Soit F : A⇄ B :
G une paire d’adjoints.

(1) Le foncteur F est exact à droite et G est exact à gauche.

(2) Si F est exact, G préserve les objets injectifs. Si G est exact, F préserve
les objets projectifs.

Démonstration. L’assertion (1) est une conséquence de l’isomorphisme d’ad-
jonction (1.2.1) et l’exactitude à gauche du foncteur Hom. Par définition, si A ∈ A
est projectif alors le foncteur HomA (A,−) est exact, si B ∈ B est injectif alors le
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foncteur HomB (−, B) est exact. En combinant avec l’isomorphisme d’adjonction
(1.2.1), on en déduit l’assertion (2). �

Proposition 1.2.10 ([Pir03, Lemma 1.4]). Supposons que A et B sont abéliennes
et possèdent soit toutes deux suffisamment d’objets injectifs, soit toutes deux assez
d’objets projectifs. Soit F : A⇄ B : G une paire d’adjoints. Si F et G sont exacts,
alors l’isomorphisme d’adjonction HomB (F (A), B) ≃ HomA (A,G(B)) s’étend en
un isomorphisme naturel gradué

Ext∗B (F (A), B) ≃ Ext∗A (A,G(B)) .

Démonstration. On considère le cas où les deux catégories A et B possèdent
suffisamment d’objets injectifs. Soit J une corésolution injective de B dans B.
Comme le foncteur G est exact, le complexe G(J) est une corésolution de G(B)
dans A. D’autre part, par la proposition 1.2.9, le foncteur G préserve les objets
injectifs. Par conséquence, G(J) est un complexe d’injectifs. Ce complexe est donc
une corésolution injective de G(B) dans A. L’isomorphisme d’adjonction induit un
isomorphisme de complexes :

HomB (F (A), J) ≃ HomA (A,G(J)) .

En prenant l’homologie, on obtient le résultat. �

1.2.4. Catégories k-linéaires monöıdales. Dans cette sous-section, notre
référence principale sera MacLane [ML98, Chapter VII].

Définition 1.2.11 (Catégories monöıdales symétriques). Soit A une catégorie.
Une structure monöıdale symétrique sur A est la donnée :

(1) d’un foncteur � : A×A → A appelé en général produit monöıdal ;

(2) d’isomorphismes naturelles αA,B,C : (A�B)�C
≃
−→ A�(B�C) ;

(3) d’un objet I, appelé unité et d’un morphisme naturel ρA : A�I → A ;

(4) d’isomorphismes naturels τA,B : A�B
≃
−→ B�A

astreints à vérifier des conditions de cohérence pour lesquelles nous renvoyons à
[ML98, Chapter VII].

Définition 1.2.12 (Foncteurs monöıdaux relâchés). Soient (A,�, I) et (A′,�, I)
deux catégories monöıdales symétriques. Un foncteur monöıdal relâché 1 de A vers
A′ est la donnée :

(1) d’un foncteur F : A → A′,

(2) d’une transformation naturelle φA,B : F (A)�F (B)→ F (A�B),

(3) d’un morphisme φ : I → F (I)

vérifiant des conditions de cohérence pour lesquelles nous renvoyons à [ML98,
Chapter VII]. Si de plus les morphismes F (A)�F (B) → F (A�B) et I → F (I)
sont des isomorphismes, le foncteur F est appelé foncteur monöıdal strict.

Soient F,G : A → B des foncteurs monöıdaux relâchés. Une transformation
monöıdale de F vers G est une transformation F → G telle que les diagrammes

1. En anglais : lax monoidal foncteur
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suivants soient commutatifs :

F (A)�F (B) //

��

F (A�B)

��
G(A)�G(B) // G(A�B),

I //

!!

F (I)

��
G(I).

Définition 1.2.13 (Catégories k-linéaires monöıdales symétriques). SoitA une
catégorie k-linéaire. Une structure monöıdale k-linéaire symétrique sur A est une
structure monöıdale symétrique sur A telle que le produit monöıdal est k-bilinéaire.

Exemple 1.2.14. (1) Les catégories (Vectk,⊗, k) et (Vk,⊗, k) sont des
catégories k-linéaires monöıdales symétriques.

(2) La catégorie opposée d’une catégorie k-linéaire monöıdale symétrique est
encore k-linéaire monöıdale symétrique.

1.2.5. Algèbres, cogèbres, algèbres de Hopf. Soit (A,�, I, τ) une catégorie
k-linéaire monöıdale symétrique.

Définition 1.2.15. (1) Une algèbre dans A est un objet A muni :

(a) d’un morphisme µA : A�A → A appelé multiplication que l’on sup-
pose associatif ;

(b) d’un morphisme ηA : I → A appelé unité tel que µA ◦ (IdA �ηA) =
IdA = ηA ◦ (ηA� IdA).

On dit que A est commutative si µA = µA ◦ τA,A.

(2) Une cogèbre dans A est une algèbre dans Aop, c’est-à-dire, un objet C de
A muni :

(a) d’un morphisme δC : C → C�C appelé comultiplication que l’on
suppose coassociatif ;

(b) d’un morphisme ǫC : C → I appelé coünité tel que (IdC �ǫC) ◦ δC =
IdC = (ǫC� IdC) ◦ δC .

On dit que C est cocommutative si δC = τC,C ◦ δC .

Exemple 1.2.16. Soient A1, A2 deux algèbres dans A. L’objet A1�A2 est aussi
une algèbre dans A dont la multiplication et l’unité sont données respectivement
par les morphismes composés suivants :

(A1�A2)�(A1�A2)
Id�τ� Id
−−−−−−→ A1�A1�A2�A2

µA1
�µA2−−−−−−→ A1�A2,

I
≃
−→ I�I

ηA1
�ηA2−−−−−−→ A1�A2.

Dualement, si C1 et C2 sont des cogèbres dans A, l’objet C1�C2 est canoniquement
une cogèbre.

Exemple 1.2.17. Une k-algèbre (resp. k-cogèbre) est une algèbre (resp. cogèbre)
dans la catégorie k-linéaire monöıdale Vectk.

Définition 1.2.18. Soit A une algèbre dans A. Un A-module à gauche est un
objet M de A muni d’une flèche φM : A�M →M , appelée multiplication, tel que
φM ◦ (µA� IdM ) = φM ◦ (IdA �φM ) et φM ◦ (ηA� IdM ) = IdM .

On définit dualement les notions de comodule à droite sur une cogèbre C.
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1.2.19. (1) On a une notion claire de morphismes de modules à gauche.
On notera A -Mod la catégorie des modules à gauche sur une algèbre A.

(2) Dualement, on dispose de la catégorie Comod-C des comodules à droite
sur une cogèbre.

(3) On a des notions analogues de modules à droite et comodules à gauche, on
note Mod-A et C -Comod les catégories analogues ainsi obtenues. Lorsque
l’algèbre (resp. cogèbre) de base est commutative (resp. cocommutative),
il n’y a pas lieu de distinguer les modules (resp. comodules) à droite et à
gauche.

Définition 1.2.20. Une algèbre de Hopf dans A est un objet H de A muni :

(1) d’une multiplication µ : H�H → H,

(2) d’une unité η : I → H,

(3) d’une comultiplication δ : H → H�H,

(4) d’une coünité ǫ : H → I et

(5) d’un morphisme S : H → H (appelé l’antipode)

tels que (H,µ, η) soit une algèbre, (H, δ, ǫ) soit une cogèbre, qui vérifie l’une des
deux propriétés équivalentes suivantes :

(1) δ et ǫ sont des morphismes d’algèbres,

(2) µ et η sont des morphismes de cogèbres,

et des égalités :

µ ◦ (S� IdH) ◦ δ = η ◦ ǫ = µ ◦ (IdH �S) ◦ δ.

1.2.6. La catégorie F . On rappelle que Vectk est la catégorie des k-espaces
vectoriels et Vk est la sous-catégorie pleine de Vectk dont les objets sont des espaces
vectoriels de dimension finie.

Définition 1.2.21. La catégorie F = Fk est la catégorie des foncteurs de Vk
dans Vectk. Plus précisément, les objets de F sont les foncteurs de Vk dans Vectk
et les morphismes de F sont les transformations naturelles entre foncteurs, et la loi
de composition est donnée par la composition des transformations naturelles.

On dit qu’un objet F de F est réduit (ou sans terme constant) si F (0) = 0.

Comme Vectk est une catégorie k-linéaire abélienne, la catégorie F est également
une catégorie k-linéaire abélienne : la somme directe, le produit direct, les noyaux et
conoyaux sont définis dans la catégorie but, par exemple (F⊕G)(V ) = F (V )⊕G(V ).

Exemple 1.2.22. (1) Le foncteur constant est le foncteur qui à V ∈ Vk
associe un k-espace vectoriel fixé.

(2) On note I le foncteur inclusion de Vk dans Vectk, c’est-à-dire le foncteur
qui à V ∈ Vk associe lui-même.

(3) Le produit tensoriel F ⊗G de deux foncteurs F,G ∈ F est défini dans la
catégorie but, c’est-à-dire que (F ⊗G)(V ) = F (V )⊗G(V ). En particulier,
le foncteur I⊗d est appelé d-ième puissance tensorielle, et noté ⊗d. On a
un isomorphisme ⊗d1 ⊗⊗d2 ≃ ⊗d1+d2 .

(4) Pour deux objets F,G ∈ F , où G prend des valeurs de dimension finie, on
note F ◦G le foncteur qui à V ∈ Vk associe l’espace vectoriel F (G(V )).
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La catégorie F munie du produit monöıdal ⊗ est une catégorie k-linéaire
monöıdale symétrique.

Définition 1.2.23. Pour chaque entier naturel n, on note F(n) la catégorie
des foncteurs de V×n

k
vers la catégorie Vectk.

Par définition, on a F(1) = F .

1.2.7. Algèbres symétriques, extérieures et à puissances divisées. Dans
ce paragraphe, on rappelle brièvement la construction et les propriétés des algèbres
symétriques, extérieures et à puissances divisées.

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. L’algèbre tensorielle sur V est
le k-espace vectoriel gradué T (V ) :=

⊕∞
d=0 V

⊗d muni de la multiplication

T (V )⊗ T (V )→ T (V )

(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)⊗ (v′1 ⊗ · · · ⊗ v
′
ℓ) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ v

′
1 ⊗ · · · ⊗ v

′
ℓ

et avec unité 1 ∈ k = V ⊗0. Pour chaque V ∈ Vk on a une k-algèbre graduée T (V ),
naturelle en V .

Définition 1.2.24. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie.

(1) L’algèbre symétrique S∗(V ) est l’algèbre graduée obtenue comme quo-
tient de l’algèbre tensorielle T (V ) par l’idéal homogène engendré par les
éléments de la forme v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1 ∈ V

⊗2 avec v1, v2 ∈ V .

On note v1 · · · vd l’image de l’élément v1 ⊗ · · · ⊗ vd ∈ V ⊗d par la
projection T (V ) → S∗(V ). On désigne par Sd(V ) la partie homogène de
degré d de l’algèbre S∗(V ).

(2) L’algèbre extérieure Λ∗(V ) est l’algèbre graduée définie comme quotient de
l’algèbre tensorielle sur V par l’idéal homogène engendré par les éléments
v ⊗ v ∈ V ⊗2 avec v ∈ V .

On note v1 ∧ · · · ∧ vd l’image de l’élément v1 ⊗ · · · ⊗ vd ∈ V
⊗d par la

projection T (V ) → Λ∗(V ). On désigne par Λd(V ) la partie homogène de
degré d de l’algèbre Λ∗(V ).

Proposition 1.2.25. Soient V,W ∈ Vk et d ∈ N. Si la lettre X désigne l’un
des deux symboles S ou Λ, on a un isomorphisme naturel en V,W :

f :
d⊕

i=0

Xi(V )⊗Xd−i(W ) ≃ Xd(V ⊕W ),

où l’application f est induite par les applications composées suivantes (où la première
application est induite par les inclusions canoniques V →֒ V ⊕W et W →֒ V ⊕W ,
et la deuxième est la multiplication)

Xi(V )⊗Xd−i(W )→ Xi(V ⊕W )⊗Xd−i(V ⊕W )
µ
−→ Xd(V ⊕W ).

Par conséquence, les espaces vectoriels gradués S∗(V ) et Λ∗(V ) sont des cogèbres
graduées.

1.2.26. Soit V un objet de Vk.

(1) On note RS le sous-k-espace vectoriel de V
⊗2 engendré par v1⊗v2−v2⊗v1

pour v1, v2 ∈ V . D’après la définition 1.2.24, S
d(V ) est isomorphe à k si

d = 0 à V si d = 1 et au quotient V ⊗d/
∑

i+2+j=d V
⊗i⊗RS⊗V

⊗j si d ≥ 2.
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On a donc des isomorphismes Sd(V ) ≃
(
V ⊗d

)
Sd

naturels en V de Vk, où

le groupe symétrique Sd agit naturellement sur V
⊗d par permutation des

facteurs du produit tensoriel : σ · (v1 ⊗ · · · ⊗ vd) = vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(d).

(2) On note RΛ le sous-k-espace vectoriel de V ⊗2 engendré par v ⊗ v pour
v ∈ V . D’après la définition 1.2.24, Λd(V ) est isomorphe à k si d = 0, à
V si d = 1 et au quotient V ⊗d/

∑
i+2+j=d V

⊗i ⊗RΛ ⊗ V
⊗j si d ≥ 2.

Dans le cas où 2 6= 0 dans k, c’est-à-dire que la caractéristique p de k
est impaire, l’espace vectoriel RΛ est engendré par les v1⊗v2+v2⊗v1 pour
v1, v2 ∈ V . Donc Λd(V ) est isomorphe au quotient de V ⊗d par l’action
alternée du groupe symétrique Sd, naturel en V ∈ Vk :

Λd(V ) ≃
(
V ⊗d ⊗ k

sgn
)
Sd

.

Définition 1.2.27. L’algèbre à puissance divisée Γ∗(V ) sur un k-espace vecto-
riel de dimension finie V est l’algèbre graduée définie par le dual gradué de S∗(V ∨).
On note Γd(V ) la partie homogène de degré d de l’algèbre Γ∗(V ).

Proposition 1.2.28. Soient V,W ∈ Vk et d ∈ N. On a un isomorphisme
naturel en V,W :

f :

d⊕

i=0

Γi(V )⊗ Γd−i(W ) ≃ Γd(V ⊕W ),

où l’application f est induite par les applications composées suivantes (où la première
application est induite par les inclusions canoniques V →֒ V ⊕W et W →֒ V ⊕W ,
et la deuxième est la multiplication)

Γi(V )⊗ Γd−i(W )→ Γi(V ⊕W )⊗ Γd−i(V ⊕W )
µ
−→ Γd(V ⊕W ).

Par conséquence, l’espace vectoriel gradué Γ∗(V ) est une cogèbre graduée.

1.2.29. (1) Il existe des isomorphismes Γd(V ) ≃
(
V ⊗d

)Sd naturels en

V ∈ Vk, où le groupe symétrique Sd agit naturellement sur V ⊗d par
permutation des facteurs du produit tensoriel.

(2) Pour d ∈ N et v ∈ V , on note γd(v) l’élément v
⊗d de V ⊗d. Comme γd(v)

est invariant sous l’action de Sd, γd(v) ∈ Γ
d(V ). On a des relations entre

les γd(v) [Bou81, Proposition 3, Chapitre IV page 43] :

(a) γ0(v) = 1 et γ1(v) = v ;

(b) la puissance d-ième de v calculée dans Γ∗(V ) est égale à d!γd(v) ;

(c) si v1, v2 ∈ V , on a

γd(v1 + v2) =
∑

d1+d2=d

γd1(v1)γd2(v2);

(d) γd(λv) = λdγd(v) pour λ ∈ k ;

(e) si d1, d2 sont des entiers naturels, on a

γd1
(v)γd2

(v) =
(d1 + d2)!

d1!d2!
γd1+d2

(v).
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(3) D’après [Bou81, Proposition 4(i), Chapitre IV page 44], on a le résultat :

Si {v1, . . . , vn} est une base de V alors γd(v) :=
∏n

i=1 γdi
(vi) pour

d ∈ N
n est une base du k-espace vectoriel Γ∗(V ). En particulier, l’algèbre

Γ∗(V ) est engendrée par la famille des éléments γd(v) pour d ∈ N et v ∈
V ; les éléments γd(v) pour d = (d1, . . . , dn) ∈ N

n tel que d1+ · · ·+dn = d

est une base du k-espace vectoriel Γd(V ).

Définition 1.2.30. La d-ième puissance symétrique Sd (resp. d-ième puissance
extérieure Λd, d-ième puissance divisée Γd) est le foncteur qui à V ∈ Vk associe le
k-espace vectoriel Sd(V ) (resp. Λd(V ),Γd(V )).

1.2.31. (1) Il existe des isomorphismes naturels en V ∈ Vk :

Γd (V ∨) ≃ Sd(V )∨, Λd (V ∨) ≃ Λd(V )∨, Sd (V ∨) ≃ Γd(V )∨.

(2) Si p = 2, le foncteur Λd est l’image de la norme

Sd ≃ (⊗d)Sd
→ (⊗d)Sd ≃ Γd,

v1 · · · vd 7→
∑

σ∈Sd

vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(d).

1.3. Catégories des foncteurs strictement polynomiaux

Nous introduisons dans cette section les catégories Pd des foncteurs strictement
polynomiaux d’une ou plusieurs variables. Nos références principales seront [FS97,
SFB97, FFSS99, Tou10]

1.3.1. Catégories Γ(d1,...,dn)Vk.

Notation 1.3.1. (1) Soient d = (d1, . . . , dn) et e = (e1, . . . , en) deux
n-uplets d’entiers naturels. On note d + e (resp. d · e) le n-uplet (d1 +
e1, . . . , dn + en) (resp. (d1e1, . . . , dnen)).

(2) Soient d = (d1, . . . , dn) un n-uplet d’entiers naturels et e = (e1, . . . , em)
un m-uplet d’entiers naturels. On désigne par (d, e) le (n + m)-uplet
(d1, . . . , dn, e1, . . . , em).

(3) Le poids d’un n-uplet d’entiers naturels d = (d1, . . . , dn) est |d| =
∑n

i=1 di.

(4) Pour un n-uplet d’entiers naturels d = (d1, . . . , dn). On note Sd le groupe
produit

∏n
i=1 Sdi

. On a un monomorphisme canonique de groupes Sd →
S|d|.

Soit d un entier naturel. Pour chaque paire (V,W ) d’objets de Vk, on définit un
morphisme Γd(V ) ⊗ Γd(W ) → Γd(V ⊗W ) naturel en V,W comme le morphisme
composé

(
V ⊗d

)Sd
⊗

(
W⊗d

)Sd
≃

(
V ⊗d ⊗W⊗d

)Sd×Sd
→֒

(
(V ⊗W )⊗d

)Sd
.

Définition 1.3.2. Soient d un entier naturel et d = (d1, . . . , dn) un n-uplet
d’entiers naturels. Soient A,B deux catégories k-linéaires et F : A → B un fonc-
teur k-linéaire. On note ΓdA la catégorie ayant les mêmes objets que A, dont les
morphismes sont donnés par HomΓdA (A,B) = ΓdHomA (A,B) et dont la loi de
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composition est donnée par le composé suivant, où le deuxième morphisme est
induit par la composition dans A :

ΓdHomA (B,C)⊗ ΓdHomA (A,B)→ Γd
(
HomA (B,C)⊗HomA (A,B)

)

→ ΓdHomA (A,C) .

On définit le foncteur k-linéaire ΓdF : ΓdA → ΓdB comme un foncteur qui envoie
A ∈ ΓdA sur F (A) et les morphismes structurels

(
ΓdF

)
A,B

sont définis comme

Γd (FA,B). On désigne par Γ
dA le produit tensoriel

⊗n
i=1 Γ

diA. On remarque que
Γ1A = A.

1.3.3. Soient d, n deux entiers naturels. Soit A une catégorie k-linéaire. D’après
la proposition 1.2.28, on a une décomposition de catégories k-linéaires, où la somme
directe est indexée par les n-uplets d’entiers naturels d tels que |d| = d :

Γd
(
A×n

)
≃

⊕

d

ΓdA.

1.3.4. Pour chaque entier naturel d, par l’assertion (1) du paragraphe 1.2.29 on
a un isomorphisme ΓdHom(V,W ) ≃ HomkSd

(
V ⊗d,W⊗d

)
naturel en V,W ∈ Vk.

Cet isomorphisme induit un plongement plein de catégories ΓdVk → kSd -mod,
V 7→ V ⊗n, où kSd -mod est la catégorie des kSd-modules de dimension finie.

1.3.5. Soient d, e deux entiers naturels. On définit un morphisme ∆d,e : Γ
d+e →

Γd⊗Γe comme le morphisme composé suivant, où le premier morphisme est induit
par l’inclusion Sd ×Se →֒ Sd+e :

(
⊗d+e

)Sd+e
→֒

(
⊗d+e

)Sd×Se
≃

(
⊗d

)Sd
⊗ (⊗e)

Se .

Le morphisme ∆d,e induit naturellement un foncteur k-linéaire ∆d,e : Γ
d+eVk →

ΓdVk⊗Γ
eVk. Ce foncteur envoie V sur la paire (V, V ) et les morphismes structurels

(∆d,e)V,W sont donnés par

Γd+eHom(V,W )
∆d,e
−−−→ ΓdHom(V,W )⊗ ΓeHom(V,W ) .

De plus, pour deux n-uplets d’entiers naturels d = (d1, . . . , dn) et e = (e1, . . . , en),
on a un foncteur ∆d,e : Γ

d+eVk → ΓdVk ⊗ ΓeVk défini comme le foncteur composé

Γd+eVk =
n⊗

i=1

Γdi+eiVk
⊗n

i=1∆di,ei−−−−−−−→
n⊗

i=1

ΓdiVk ⊗ ΓeiVk ≃ ΓdVk ⊗ ΓeVk.

1.3.6. Soient d, e deux entiers naturels. On définit un morphisme cd,e : Γ
de →

Γd ◦ Γe comme la composée

(
⊗de

)Sde
→֒

(
⊗de

)(∆dSe)×Sd ≃
−→

((
⊗de

)∆dSe
)Sd ≃

−→
((
(⊗e)Se

)⊗d
)Sd

,

où le groupe ∆dSe est l’image de l’application composée Se
∆d−−→ (Se)

×d →֒ Sde,
où ∆d est le foncteur diagonal. Le morphisme cd,e induit naturellement un foncteur
k-linéaire cd,e : Γ

deVk → Γd (ΓeVk). Ce foncteur envoie V vers V et les morphismes
structurels (cd,e)V,W sont donnés par

ΓdeHom(V,W )
cd,e
−−→ Γd (ΓeHom(V,W )) .
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1.3.2. Catégories P(d1,...,dn).

Définition 1.3.7. Soient d un entier naturel, d = (d1, . . . , dn) un n-uplet
d’entiers naturels. La catégorie Pd = Pd;k est la catégorie des foncteurs k-linéaires

de ΓdVk dans Vk. Les morphismes sont les transformations naturelles. On définit
les catégories Pd(n) = Pd;k(n) et Pk(n) par les formules :

Pd(n) =
⊕

|d|=d

Pd, Pk(n) =
∞⊕

d=0

Pd(n).

Un objet de Pd (resp. Pd(n)) est appelé foncteur strictement polynomial homogène
de degré d (resp. foncteur strictement polynomial de degré total d). De plus, un
objet de Pk(n) est appelé foncteur strictement polynomial de n-variables.

Si n = 1, les catégories Pd(1),Pk(1) seront plus simplement notées respective-
ment Pd,Pk.

Comme Vk est une catégorie k-linéaire abélienne, la catégorie Pd est également
une catégorie k-linéaire abélienne : la somme directe, le produit direct, les noyaux et
conoyaux sont définis dans la catégorie but, par exemple (F⊕G)(V ) = F (V )⊕G(V ).

Exemple 1.3.8. Soit d un entier naturel. On rappelle que, par définition, le
foncteur ιd : Γ

dVk → kSd -mod, V 7→ V ⊗n est un plongement plein. Chaque fonc-
teur k-linéaire ψ : kSd -mod → Vk induit donc un foncteur strictement polyno-
mial ψ ◦ ιd ∈ Pd. De plus, si on a une transformation naturelle τ : ψ1 → ψ2

entre deux foncteurs k-linéaires ψ1, ψ2 : kSd -mod→ Vk, on obtient un morphisme
ψ1 ◦ ιd → ψ2 ◦ ιd dans la catégorie Pd. Nous donnons maintenant une liste de cas
particuliers.

(1) Si ψ est le foncteur d’oubli kSd -mod→ Vk, le foncteur ψ ◦ ιd est noté ⊗
d

et appelé foncteur d-ième puissance tensorielle.

(2) Si ψ est le foncteur des points fixes (−)Sd , le foncteur (−)Sd ◦ ιd est noté
Γd et appelé foncteur d-ième puissance divisée. Plus généralement, si ψ
est le foncteur cohomologique Hn(Sd,−) : kSd -mod → Vk, le foncteur
Hn(Sd,−) ◦ ιd est noté H

n(Sd,⊗
d).

(3) Soit d un n-uplet d’entiers naturels tel que |d| = d. Si ψ est le fonc-
teur (−)Sd : kSd -mod → Vk, le foncteur (−)

Sd ◦ ιd est noté Γd. Plus
généralement, si ψ est le foncteur Hn(Sd,−) : kSd -mod → Vk, le fonc-
teur Hn(Sd,−) ◦ ιd est noté H

n(Sd,⊗
d).

De plus, les transformations naturelles canoniques (−)Sd → (−)Sd

et (−)Sd → (−)Sd induisent des morphismes de foncteurs strictement
polynomiaux ∆d : Γ

d → Γd et md : Γ
d → Γd.

(4) Si ψ est le foncteur (−)Sd
, le foncteur (−)Sd

◦ ιd est noté S
d et appelé

foncteur d-ième puissance symétrique. Plus généralement, si ψ est le fonc-
teur homologique Hn(Sd,−) : kSd -mod→ Vk, le foncteur Hn(Sd,−)◦ ιd
est noté Hn(Sd,⊗

d).

(5) Soit d un n-uplet d’entiers naturels tel que |d| = d. Si ψ est le fonc-
teur (−)Sd

: kSd -mod → Vk, le foncteur (−)Sd
◦ ιd est noté Sd. Plus

généralement, si ψ est le foncteur Hn(Sd,−) : kSd -mod → Vk, le fonc-
teur Hn(Sd,−) ◦ ιd est noté Hn(Sd,⊗

d).
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De plus, les transformations naturelles canoniques (−)Sd
→ (−)Sd

et (−)Sd
→ (−)Sd

induisent des morphismes de foncteurs strictement

polynomiaux ∆d : S
d → Sd et md : S

d → Sd.

(6) On suppose que p est impair. Si ψ est le foncteur composé kSd -mod
k
sgn⊗−
−−−−−→

kSd -mod
(−)Sd−−−−→ Vk où k

sgn est la représentation signature de Sd, le fonc-
teur ψ ◦ ιd est noté par Λ

d et appelé foncteur d-ième puissance extérieure.

(7) Dans le cas où p = 2, on définit le foncteur d-ième puissance extérieure

Λd comme l’image du morphisme composé Sd
∆(1,...,1)
−−−−−→ ⊗d

m(1,...,1)
−−−−−→ Γd.

(8) On suppose que p est impair. Soit d un n-uplet d’entiers naturels tel que

|d| = d. Si ψ est le foncteur composé kSd -mod
k
sgn⊗−
−−−−−→ kSd -mod

(−)Sd

−−−−→
Vk , le foncteur ψ ◦ ιd est noté Λ

d.

De plus, les transformations naturelles canoniques (−)Sd
→ (−)Sd

et (−)Sd
→ (−)Sd

induisent des morphismes de foncteurs strictement

polynomiaux ∆d : Λ
d → Λd et md : Λ

d → Λd.

Notation 1.3.9. (1) Le foncteur strictement polynomial ⊠n ∈ P(1,...,1)

est le foncteur qui à (V1, . . . , Vn) ∈ V
⊗n
k

associe le produit tensoriel
⊗n

i=1 Vi.
On note I le foncteur ⊠1 ∈ P1.

(2) Soient d, e deux uplets d’entiers naturels et F ∈ Pd, G ∈ Pe. On définit
un foncteur strictement polynomial F ⊠ G ∈ P(d,e) comme le foncteur
composé

Γ(d,e)Vk = ΓdVk ⊗ ΓeVk
F⊗G
−−−→ Vk ⊗ Vk

⊠
2

−−→ Vk.

En particulier, on a ⊠
n
⊠ ⊠

m ≃ ⊠
n+m. Si X désigne l’un des symboles

Γ,Λ et S, on désigne par X⊠d le foncteur ⊠n
i=1X

di ∈ Pd.

(3) Soient d, e deux n-uplets d’entiers naturels et F ∈ Pd, G ∈ Pe. On définit
un foncteur strictement polynomial F ⊗ G ∈ Pd+e comme le foncteur
composé

Γd+eVk
∆d,e

−−−→ ΓdVk ⊗ ΓeVk
F⊠G
−−−→ Vk.

En particulier, on a ⊗d ⊗ ⊗e ≃ ⊗d+e. De plus, si X désigne l’un des
symboles Γ,Λ ou S, on a des isomorphismes de foncteurs strictement po-
lynomiaux Xd ≃

⊗n
i=1X

di .

(4) Soient F ∈ Pd et G ∈ Pe. On définit le foncteur strictement polynomial
F ◦G ∈ Pde comme le foncteur composé

ΓdeVk
cd,e
−−→ Γd (ΓeVk)

ΓdG
−−−→ ΓdVk

F
−→ Vk.

Plus généralement, soient d, e deux n-uplets d’entiers naturels F ∈ Pd et
Gi ∈ Pei pour i = 1, . . . , n. On définit un foncteur strictement polynomial
F ◦ (G1, . . . , Gn) ∈ Pd·e comme le foncteur composé

Γd·eVk ≃
n⊗

i=1

ΓdieiVk
⊗n

i=1cdi,ei−−−−−−−→
n⊗

i=1

Γdi (ΓeiVk)
⊗n

i=1Γ
diGi

−−−−−−−→
n⊗

i=1

ΓdiVk
F
−→ Vk.
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(5) Soient d un n-uplet d’entiers naturels, F ∈ Pd et V = (V1, . . . , Vn) un n-
uplet d’objets de Vk. Pour chaque i, le foncteur k-linéaire Vi⊗− : Vk → Vk
peut être vu comme un foncteur strictement polynomial Vi ⊗− ∈ P1. Le
foncteur obtenu par la composition F ◦(V1⊗−, . . . , Vn⊗−) est noté FV et

appelé foncteur à paramètre de F par V . On désigne par FV le foncteur
FV ∨ où V ∨ = (V ∨

1 , . . . , V
∨
n ) est la dualité k-linéaire de V . Par définition,

la paramétrisation par V définit un foncteur exact Pd → Pd.

Puisque le produit monöıdal ⊗ de Vk est exact en chaque variable, on a le
résultat suivant.

Proposition 1.3.10. Les foncteurs (F,G) 7→ F ⊗ G et (F,G) 7→ F ⊠ G sont
exacts en chaque variable.

Définition 1.3.11. Soit F ∈ Pd. On désigne par F
♯ le foncteur composé sui-

vant, où le premier et le troisième morphisme sont induits par la dualité k-linéaire
(−)∨ : Vop

k
→ Vk :

ΓdVk → ΓdVop
k

F
−→ Vop

k
→ Vk.

En particulier, on a F ♯(V ) = F
(
V ∨

)∨
. Le foncteur F ♯ est appelé dualité de Kuhn

de F . On obtient ainsi un foncteur de dualité Pop
d → Pd, F 7→ F ♯.

Par définition, on a des isomorphismes Sd♯ ≃ Γd,Λd♯ ≃ Λd et Γd♯ ≃ Sd. Comme
le foncteur V 7→ V ♯ est exact, le foncteur de dualité F 7→ F ♯ est également exact. De

plus, les isomorphismes
(
V ♯

)♯
≃ V naturels en V ∈ Vk induisent des isomorphismes

naturels en F,G ∈ Pd, où i ∈ N :
(
F ♯

)♯
≃ F, ExtiPd

(F,G) ≃ ExtiPd

(
G♯, F ♯

)
.

Exemple 1.3.12. Soient F,G ∈ Pk(n), H ∈ Pk(m) et V un n-uplet d’objets de
Vk, et G1, . . . , Gn ∈ Pk. On a des isomorphismes naturels :

(F ⊕G)♯ ≃ F ♯ ⊕G♯,

(F ⊗G)♯ ≃ F ♯ ⊗G♯,

(F ⊠H)♯ ≃ F ♯
⊠H♯,

(
FV

)♯
≃

(
F ♯

)V
,

(
F ◦ (G1, . . . , Gn)

)♯

≃ F ♯ ◦
(
G♯

1, . . . , G
♯
n

)
.

1.3.3. Projectifs et injectifs dans P(d1,...,dn). On fixe un n-uplet d’entiers
naturels d = (d1, . . . , dn). On rappelle que, par définition, Pd est la catégorie des

foncteurs k-linéaires de ΓdVk dans Vk. Pour chaque n-uplet V d’objets de Vk, on
a un isomorphisme Γ⊠d,V (W ) ≃ HomΓdVk

(V ,W ) naturel en F . Par la version k-
linéaire du lemme de Yoneda (lemme 1.2.5), il existe un isomorphisme naturel en
F ∈ Pd et V ∈ Γ

dVk :

(1.3.1) HomPd

(
Γ⊠d,V , F

)
≃ F (V ).

Proposition 1.3.13. (1) Le foncteur ΓdVop
k
→ Pd, V 7→ Γ⊠ d, V est un

plongement (appelé plongement de Yoneda).

(2) Le foncteur Γ⊠ d, V est projectif pour tout V ∈ ΓdVk. De plus, ces foncteurs
forment un système de générateurs projectifs de Pd.
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1.3.14. Soient F ∈ Pd et V un n-uplet d’objets de Vk. Par définition, F est un

foncteur k-linéaire de ΓdVk dans Vk. On a une application k-linéaire naturelle en
W ∈ ΓdVk :

Γ⊠d,V (W ) = HomΓdVk
(V ,W )

FV ,W

−−−−→ Hom(F (V ), F (W )) .

Cette application induit un morphisme θF,V : F (V )⊗Γ⊠d,V → F dans la catégorie
Pd. De plus, ce morphisme est un épimorphisme si dimVi ≥ di pour tout i.

1.3.15. Une conséquence directe de la proposition 1.3.13 est que le produit
F ⊠ G est projectif lorsque les foncteurs F ∈ Pd, G ∈ Pe sont projectifs. D’autre
part, pour chaque entier naturel ℓ, on a un isomorphisme de foncteurs strictement
polynomiaux, où la somme directe est indexée par les n-uplets d’entiers naturels
µ = (µ1, . . . , µn) tels que |µ| = ℓ :

(1.3.2) Γd,kℓ ≃
⊕

µ

Γµ.

Les foncteurs Γµ sont donc projectifs. Par conséquence, si F ∈ Pd, G ∈ Pe sont deux
foncteurs projectifs où d, e sont deux n-uplets d’entiers naturels, alors le foncteur
produit tensoriel F ⊗G ∈ Pd+e est également un foncteur projectif.

En utilisant le foncteur de dualité F 7→ F ♯ de Pd on peut établir des propriétés
de foncteurs injectifs à partir de celles de foncteurs projectifs.

Proposition 1.3.16. (1) Il existe un isomorphisme naturel en F ∈ Pd et

en V ∈ ΓdVk :

HomPd

(
F, S

⊠ d
V

)
≃ F ♯ (V ) .

(2) Le foncteur ΓdVk → Pd, V 7→ S
⊠ d
V est un plongement (appelé plongement

de Yoneda).

(3) Le foncteur S
⊠ d
V est injectif pour tout V ∈ ΓdVk. De plus, ces foncteurs

forment un système de cogénérateurs injectifs de Pd.

Proposition 1.3.17. Soient d un n-uplet d’entiers naturels et Fi, Gi ∈ Pdi

pour i = 1, . . . , n. On a un isomorphisme gradué naturel en Fi, Gi, i = 1, . . . , n :

(1.3.3) Ext∗Pd

(
n

⊠
i=1
Fi,

n

⊠
i=1
Gi

)
≃

n⊗

i=1

Ext∗Pdi
(Fi, Gi) .

Démonstration. On montre tout d’abord l’isomorphisme (1.3.3) pour les
Hom. On définit un morphisme :

φ :

n⊗

i=1

HomPdi
(Fi, Gi)→ HomPd

(
n

⊠
i=1
Fi,

n

⊠
i=1
Gi

)

f1 ⊗ · · · ⊗ fn 7→ f1 ⊠ · · ·⊠ fn.

On considère la source et le but du morphisme φ comme deux foncteurs en les va-
riables (F1, . . . , Fn). Comme ces deux foncteurs sont exacts à gauche, pour démontrer
que φ est un isomorphisme, on peut supposer que pour chaque i, le foncteur Fi est
projectif, de la forme Γdi,Vi . Dans ce cas-là, φ est un isomorphisme parce que le
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diagramme suivant est commutatif, où les applications verticales sont induites par
le lemme de Yoneda (l’isomorphisme (1.3.1)) :

n⊗
i=1

HomPdi

(
Γdi,Vi , Gi

)
//

≃

��

HomPd

(
n

⊠
i=1

Γdi,Vi ,
n

⊠
i=1
Gi

)

≃

��
n⊗

i=1

Gi(Vi)

(
n

⊠
i=1
Gi

)
(V1, . . . , Vn).

On obtient l’isomorphisme (1.3.3) pour les Hom. Soit P i une résolution projective
de Fi dans Pdi

, i = 1, . . . , n. Comme le foncteur ⊠ est exact en chaque variable

et préserve les projectifs, le complexe
n

⊠
i=1
P i est une résolution projective de

n

⊠
i=1
Fi

dans Pd. De plus, l’isomorphisme φ induit un isomorphisme de complexes :

HomPd

(
n

⊠
i=1
P i,

n

⊠
i=1
Gi

)
≃

n⊗

i=1

HomPdi

(
P i, Gi

)
.

En prenant l’homologie, on obtient le résultat. �

1.3.4. Adjonction à la source.
Le résultat suivant est dû à Pirashvili [Pir03, Lemma 1.3]. Il donne une façon

générale pour établir de paires d’adjoints.

Proposition 1.3.18. Soient A1,A2 deux catégories essentiellement petites,
A une catégorie quelconque. Soit α1 : A1 ⇄ A2 : α2 une paire d’adjoints. Les
précompositions par α1, α2 donnent une paire d’adjoints

α∗
2 : Fct (A1,A)⇄ Fct (A2,A) : α

∗
1.

De plus, pour Fi ∈ Fct (Ai,A) , i = 1, 2, l’isomorphisme d’adjonction est ca-
ractérisé par le diagramme commutatif

HomFct(A2,A) (F1 ◦ α2, F2)

(†1)

��

υF1,F2

++

HomFct(A2,A) (F1 ◦ α2, F2 ◦ α1 ◦ α2)
(†2)oo

HomFct(A1,A) (F ◦ α2 ◦ α1, F2 ◦ α1)
(†3)

// HomFct(A1,A) (F1, F2 ◦ α1) ,

(†4)

OO

υ−1
F1,F2

kk

où l’application (†1) (resp. (†4)) est induite par la précomposition par α1 (resp. α2)
et l’application (†2) (resp. (†3)) est induite par la coünité ǫ : α1 ◦ α2 → IdA2

(resp.
l’unité η : IdA1

→ α2 ◦ α1) d’adjonction.

Corollaire 1.3.19. Soient A,A1,A2 trois catégories k-linéaires telles que A1

et A2 sont essentiellement petites. Soit α1 : A1 ⇄ A2 : α2 une paire d’adjoints. On
suppose que les foncteurs α1 et α2 sont k-linéaires. Les précompositions par α1, α2

donnent alors une paire d’adjoints

α∗
2 : Fctk (A1,A)⇄ Fctk (A2,A) : α

∗
1.

Démonstration. D’après la proposition 1.3.18, on a une paire d’adjoints
α∗
2 : Fct (A1,A) ⇄ Fct (A2,A) : α

∗
1. Par définition, pour i = 1, 2, la catégorie

Fctk (Ai,A) est une sous-catégorie pleine de la catégorie Fct (Ai,A). De plus,
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comme les foncteurs α1 et α2 sont k-linéaires, les foncteurs α∗
1, α

∗
2 préservent les

foncteurs k-linéaires. On obtient donc la paire d’adjoints souhaitée. �

Exemple 1.3.20. Soient n1, n2 deux entiers strictement positifs et d un entier
naturel. Soit α1 : V

×n1

k
⇄ V×n2

k
: α2 une paire d’adjoints, où α1, α2 sont k-linéaires.

On en déduit une paire d’adjoints Γdα1 : Γ
d
(
V×n1

k

)
⇄ Γd

(
V×n2

k

)
: Γdα2. D’après

le corollaire 1.3.19, on obtient une paire d’adjoints
(
Γdα2

)∗
: Pd(n1)⇄ Pd(n2) :

(
Γdα1

)∗
.

Soient F1 ∈ Pd(n1) et F2 ∈ Pd(n2). Les foncteurs F1 ◦ Γ
dα2 et F2 ◦ Γ

dα1 seront
plus simplement notés F1 ◦α2 et F2 ◦α1. On a un isomorphisme naturel en F1, F2 :

HomPd(n2) (F1 ◦ α2, F2) ≃ HomPd(n1) (F1, F2 ◦ α1) .

De plus, par la proposition 1.2.10, l’isomorphisme d’adjonction précédent s’étend
en un isomorphisme naturel gradué

Ext∗Pd(n2) (F1 ◦ α2, F2) ≃ Ext∗Pd(n1) (F1, F2 ◦ α1) .

On donne ensuite une liste de cas particuliers.

(1) Soit n un entier strictement positif. On désigne par ∆n le foncteur Vk →
V×n
k
, V 7→ (V, . . . , V ) et par ⊞

n le foncteur V×n
k

→ Vk, (V1, . . . , Vn) 7→⊕n
i=1 Vi. Ce sont des foncteurs k-linéaires. On a deux paires d’adjoints

(∆n,⊞
n) et (⊞n,∆n). Par conséquence, on a des isomorphismes gradués

naturels en F ∈ Pk et G ∈ Pk(n) :

Ext∗Pk(n)
(F ◦⊞n, G) ≃ Ext∗Pk

(F,G ◦∆n) ,

Ext∗Pk
(G ◦∆n, F ) ≃ Ext∗Pk(n)

(G,F ◦⊞n) .

(2) Soient n un entier strictement positif, d un n-uplet d’entiers naturels et
V = (V1, . . . , Vn) un n-uplet d’objets de Vk. On note V ⊗ − le foncteur
V×n
k

→ V×n
k
,W 7→ (V1 ⊗W1, . . . , Vn ⊗Wn). On a une paire d’adjoints

V ∨ ⊗− : V×n
k

⇄ V×n
k

: V ⊗−. On obtient donc un isomorphisme gradué
naturel en F,G ∈ Pd :

Ext∗Pd

(
FV , G

)
≃ Ext∗Pd

(
F,GV

)
.

(3) Soient n un entier strictement positif, A un sous-ensemble de {1, 2, . . . , n}.
On suppose que A = {i1, . . . , iℓ}, où i1 < · · · < iℓ. On désigne par prn,A
le foncteur V×n

k
→ V×ℓ

k
, (V1, . . . , Vn) 7→ (Vi1 , . . . , Viℓ) et par ιn,A le fonc-

teur V×ℓ
k
→ V×n

k
: (V1, . . . , Vℓ) 7→ (W1, . . . ,Wn) où Wj = 0 si j /∈ A et

Wi1 = V1, . . . ,Wiℓ = Vℓ. On obtient deux paires d’adjoints (prn,A, ιn,A) et
(ιn,A, prn,A). On a des isomorphismes naturels en F ∈ Pk(ℓ) et G ∈ Pn :

Ext∗Pk(n)

(
F ◦ prn,A, G

)
≃ Ext∗Pk(ℓ)

(F,G ◦ ιn,A) ,

Ext∗Pk(ℓ)
(G ◦ ιn,A, F ) ≃ Ext∗Pk(n)

(
G,F ◦ prn,A

)
.

Définition 1.3.21. Un foncteur exponentiel (gradué) est une suite {En}n∈N

d’objets de Pk telle que E
0 ≃ k et qu’on dispose des isomorphismes naturels en

V,W ∈ Vk

En(V ⊕W ) ≃
n⊕

i=0

Ei(V )⊗ En−i(W )
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compatible aux isomorphismes d’associativité. Autrement dit, V 7→
⊕∞

n=0E
n(V )

définit un foncteur monöıdal strict de (Vk,⊕, 0) vers (Vectk,⊗, k).

Exemple 1.3.22. Les suites de foncteurs {Γn}n∈N, {Λ
n}n∈N et {Sn}n∈N sont

des foncteurs exponentiels gradués.

Proposition 1.3.23. Soient Fi ∈ Pdi
, i = 1, 2 et F ∈ Pd1+d2

. Soit {En}n∈N

un foncteur exponentiel tel que En ∈ Pn pour tout n. On définit d = d1 + d2. On a
un isomorphisme naturel en F1, F2 et F :

Ext∗Pd
(F1 ⊗ F2, F ) ≃ Ext∗Pd(2)

(
F1 ⊠ F2, F ◦⊞

2
)
,(1.3.4)

Ext∗Pd

(
F1 ⊗ F2, E

d1+d2
)
≃

2⊗

i=1

Ext∗Pdi

(
Fi, E

di
)
.(1.3.5)

Démonstration. L’isomorphisme (1.3.4) provient de l’exemple 1.3.20(1) et
l’égalité F1⊗F2 = (F1 ⊠F2) ◦∆2. Comme {E

n}n∈N est un foncteur exponentiel et
En ∈ Pn, la partie homogène de degré (d1, d2) de E

d1+d2 ◦ ⊞2 est Ed1 ⊠ Ed2 . On
en déduit l’isomorphisme (1.3.5) �

1.3.5. Torsion de Frobenius. Comme k est un corps de caractéristique p,
le morphisme de Frobenius φ : k → k, a 7→ ap est un morphisme d’anneaux. On
note kφ le k-bimodule qui cöıncide avec k en tant que k-module à gauche et dont
la multiplication à droite par un scalaire λ est donnée par a · λ = aφ(λ) = aλp. Si
V est un k-espace vectoriel, on définit le k-espace vectoriel V (1) comme le produit
tensoriel kφ ⊗ V . On obtient un foncteur k-linéaire

(−)(1) = kφ ⊗− : Vectk → Vectk .

Comme k est un corps, ce foncteur est exact. Si v ∈ V , on note v(1) l’élément 1⊗v ∈
V (1). Alors V (1) est le k-espace vectoriel engendré par l’ensemble

{
v(1) : v ∈ V

}

quotienté par les relations, où λ ∈ k et v, w ∈ V :

v(1) + w(1) = (v + w)(1), (λv)(1) = λpv(1).

On donne quelques propriétés élémentaires des torsions de Frobenius [FS97, page
212].

Proposition 1.3.24. Soit V,W deux k-espaces vectoriels de dimension finie.

(1) Si V est un k-espace vectoriel de base {v1, . . . , vn} alors V (1) est un k-

espace vectoriel de base
{
v
(1)
1 , . . . , v

(1)
n

}
.

(2) Il existe une unique application k-linéaire V (1) ⊗W (1) → (V ⊗W )(1) qui
à v(1) ⊗ w(1) associe (v ⊗ w)(1) pour v ∈ V et w ∈W et cette application
est un isomorphisme.

(3) Il existe une unique application k-linéaire

(
Hom(V,W )

)(1)

→ Hom
(
V (1),W (1)

)

qui à a⊗ f associe
(
a Idkφ

)
⊗ f et cette application est un isomorphisme.

En particulier, on a un isomorphisme (V ∨)
(1) ≃
−→

(
V (1)

)∨
.
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Démonstration. (1) Comme {v1, . . . , vn} est une base de V , on a un iso-
morphisme k-linéaire f : kn → V qui à (a1, . . . , an) associe a1v1 + · · · + anvn.
L’homomorphisme composé

V (1) = kφ ⊗ V
≃
−→ kφ ⊗ k

n ≃
−→ (kφ)

n

est un isomorphisme qui à (a1v1 + · · · + anvn)
(1) associe (a1, . . . , an). La famille{

v
(1)
1 , . . . , v

(1)
n

}
est donc une base de V (1).

(2) On a un isomorphisme

V (1) ⊗W (1) = (kφ ⊗ V )⊗ (kφ ⊗W ) ≃ (V ⊗ kφ)⊗ (kφ ⊗W ) .

En utilisant l’associativité du produit tensoriel ce dernier produit s’identifie succes-
sivement à V ⊗ (kφ ⊗ kφ) ⊗W , à (V ⊗ kφ) ⊗W , à (kφ ⊗ V ) ⊗W et finalement à

kφ ⊗ (V ⊗W ) = (V ⊗W )(1), on obtient le résultat annoncé.
(3) Comme V et W sont des k-espaces vectoriels de dimension finie, on a un

isomorphisme

(Hom(V,W ))
(1)

= kφ ⊗Hom(V,W )
≃
−→ Hom(V, kφ ⊗W ).

De plus, par adjonction, on a un isomorphisme

Hom(V, kφ ⊗W )
≃
−→ Hom(kφ ⊗ V, kφ ⊗W ) = Hom

(
V (1),W (1)

)
.

On en déduit le résultat. �

La torsion de Frobenius est liée à l’algèbre symétrique.

Proposition 1.3.25. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. Il existe
une application k-linéaire V (1) → Sp(V ) naturelle en V , qui à v(1) associe vp et
cette application est un monomorphisme.

Démonstration. Puisque p = 0 dans k, on a des relations dans Sp(V )

(v + w)p = vp + wp, (λv)p = λpvp.

Il existe alors une unique application k-linéaire fV : V (1) → Sp(V ) qui à v(1) associe
vp et cette application est naturelle en V . Il est clair que fk est un isomorphisme.
De plus, si V = V1 ⊕ V2, l’application fV est le composé

V (1) = V
(1)
1 ⊕ V

(1)
2

fV1
⊕fV2−−−−−→ Sp(V1)⊕ S

p(V2) →֒ Sp(V ).

On en déduit, par récurrence sur la dimension de V , que fV est un monomorphisme.
�

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. L’inclusion V (1) →֒ Sp(V ), v(1) 7→
vp induit un morphisme d’algèbres S∗

(
V (1)

)
→ S∗(V ). On obtient donc un mo-

nomorphisme Sn
(
V (1)

)
→֒ Spn(V ), v

(1)
1 · · · v

(1)
n 7→ vp1 · · · v

p
n. Dualement, on obtient

un épimorphisme Γpn(V )։ Γn
(
V (1)

)
qui à γpn(v) associe γn

(
v(1)

)
.

Définition 1.3.26. La torsion de Frobenius est le foncteur strictement po-
lynomial I(1) ∈ Pp qui associe à un V ∈ ΓpVk le k-espace vectoriel V (1) et les

morphismes structurels
(
I(1)

)
V,W

sont définis comme les morphismes composés :

ΓdHom(V,W )։ (Hom (V,W ))
(1) ≃ Hom

(
V (1),W (1)

)
.
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Définition 1.3.27. Soient d un n-uplet d’entiers naturels et F ∈ Pd. On définit

F (1) un foncteur strictement polynomial dans Ppd comme le foncteur composé

F (1) = F ◦


I(1), . . . , I(1)︸ ︷︷ ︸

n


 .

En itérant r fois ce procédé, on obtient la r-ième torsion de Frobenius d’un foncteur
F , défini récursivement par F (r) = F (r−1) ◦

(
I(1), . . . , I(1)

)
.

1.3.6. Lien avec les algèbres de Schur. Soient d et m deux n-uplets d’en-
tiers naturels. Soit S(d,m) = Sk(d,m) =

⊗n
i=1 EndkSdi

(kmi) l’algèbre de Schur
associée au d et au m. Cette algèbre de Schur est isomorphe à l’algèbre d’endomor-
phismes EndΓdVk

(km), où k
m = (km1 , . . . , kmn) est un n-uplet d’objets de Vk.

Théorème 1.3.28 ([FS97, Theorem 3.2]). Simi ≥ di pour tout i, alors l’évaluation
sur k

m induit une équivalence de catégories :

Pd
≃
−→ S(d,m) -mod

F 7→ F (km) .

Démonstration. Comme mi ≥ di pour tout i alors le foncteur projectif
Γd,km est un générateur de la catégorie Pd. D’après un théorème de Gabriel-Freyd-
Mitchell [Mit72, Corollary 3.2] (voir aussi [Bas68, Theorem (1.3)]), le foncteur
HomPd

(
Γd,km ,−

)
: Pd → EndPd

(
Γd,km

)
-mod, F 7→ HomPd

(
Γd,km , F

)
est une

équivalence de catégories. On en déduit le résultat souhaité. �

Une application importante du théorème 1.3.28 est la proposition suivante.

Proposition 1.3.29. Si mi ≥ di pour tout i, alors l’évaluation sur k
m induit

un isomorphisme gradué naturel en F,G ∈ Pd

Ext∗Pd
(F,G) ≃ Ext∗S(d,m) (F (km) , G (km)) .

1.3.7. Le foncteur d’oubli de Pd vers F . Soit d un entier naturel. On
note γd le foncteur de Vk vers Γ

dVk qui à V de Vk associe lui-même. Il associe à une
application k-linéaire f : V → W l’application f⊗d ∈ ΓdHom(V,W ). Ce foncteur
γd est k-linéaire si et seulement si d = 1.

Définition 1.3.30. Soit F ∈ Pd. On note O(F ) l’objet de F obtenu en
précomposant F par le foncteur γd. On obtient un foncteur, appelé foncteur d’oubli,
de Pd vers F :

O : Pd → F , F 7→ O(F ) = F ◦ γd.

Ce foncteur induit un foncteur, aussi appelé foncteur d’oubli, de Pk vers F .

Par convention, si F est un objet de Pk, on notera également F son image dans
F par le foncteur d’oubli O : Pk → F .

1.3.31. Soient F,G deux objets de Pk.

(1) On a des isomorphismes dans F :

O(F ⊕G) ≃ O(F )⊕O(G), O(F ⊗G) ≃ O(F )⊗O(G),

O(F ◦G) ≃ O(F ) ◦ O(G), O(FV ) ≃ O(F )V .
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(2) Le foncteur d’oubli O : Pd → F est un foncteur fidèle. De plus, pour
un morphisme f : F → G dans Pd, f est un monomorphisme (resp.
épimorphisme, isomorphisme) si et seulement si O(f) l’est aussi.

(3) Si le corps k est infini, le foncteur d’oubli Pd → F est un plongement
plein. Cette propriété provient du fait que l’ensemble

{
v⊗d, v ∈ V

}
est

une famille génératrice de ΓdV pour tout V ∈ Vk si le corps k est infini.

1.4. Schémas en groupes affines et cohomologie rationnelle

Dans cette section, nous rappelons la définition et quelques propriétés des
schémas en groupes affines algébriques et de la cohomologie rationnelle. Nous pre-
nons pour référence les livres Demazure-Gabriel [DG70] et Jantzen [Jan03].

1.4.1. Schémas en groupes affines algébriques.

Définition 1.4.1 (k-foncteurs en groupes). Un k-foncteur en groupes G sur k
est un foncteur

G : (k -Alg. comm)→ Grp

de la catégorie des k-algèbres commutatives dans la catégorie des groupes. Un
morphisme de k-foncteurs en groupes est une transformation naturelle entre de tels
foncteurs.

Définition 1.4.2 (Schémas en groupes affines algébriques). Un schéma en
groupes affine algébrique sur k est un k-foncteur en groupes G sur k tel que le
foncteur composé

(k -Alg. comm)
G
−→ Grp→ Ens

est représentable par une k-algèbre de type fini, où le deuxième foncteur est le fonc-
teur d’oubli. On appelle l’algèbre des coordonnées de G la k-algèbre commutative de
type fini k[G] qui représente G. Un morphisme de schémas est une transformation
naturelle entre de tels foncteurs.

1.4.3. Soit G un schéma en groupes affine algébrique. Le foncteur G 7→ k[G] est
un foncteur contravariant de la catégorie des schémas en groupes affines algébriques
sur k dans la catégorie des k-algèbres de type fini. De plus, le fait que G soit
un foncteur vers les groupes (non pas simplement vers les ensembles) induit sur
l’algèbre k[G] une structure d’algèbre de Hopf commutative sur k. Inversement, si
on a une algèbre de Hopf commutative de type fini A sur k, le foncteur SpkA :=
Homk -Alg (A,−) est un schéma en groupes affine algébrique.

D’après le lemme de Yoneda, on a une anti-équivalence de la catégorie des k-
algèbres de Hopf commutative de type fini vers la catégorie des schémas en groupes
affines algébriques.

1.4.2. Exemples, groupes classiques. Dans ce paragraphe, on donne des
définitions de groupes classiques : groupes généraux linéaires, groupes symplectiques
et groupes orthogonaux.

Exemple 1.4.4. (1) Le groupe additif Ga est un schéma en groupes affine
algébrique sur k qui à une k-algèbre commutative A associe le groupe
additif (A,+). L’algèbre de coordonnées de Ga est k[Ga] = k[X], avec le
coproduit δ donné par la formule

δ(X) = X ⊗ 1 + 1⊗X,
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l’antipode S donné par la formule S(X) = −X et la coünité ǫ donnée par
la formule ǫ(X) = 0.

(2) Le groupe multiplicatif Gm est un schéma en groupes affine algébrique
sur k qui à une k-algèbre commutative A associe le groupe multiplicatif
(A×, ·). L’algèbre de coordonnées de Gm est k[Gm] = k[X, 1/X] avec le
coproduit δ donné par la formule

δ(X) = X ⊗X,

l’antipode S donné par la formule S(X) = 1/X et la coünité ǫ donnée par
la formule ǫ(X) = 1.

(3) Soit V un k-espace vectoriel. On note Va le schéma en groupes sur k qui à
une k-algèbre commutative A associe le groupe additif V ⊗A. Si V est de
dimension finie, Va est un schéma en groupes affine algébrique. L’algèbre
de coordonnées de Va est k[Va] = S∗ (V ∨) avec le coproduit δ donné par
le morphisme composé

S∗ (V ∨)→ S∗ (V ∨ ⊕ V ∨)
≃
−→ S∗ (V ∨)⊗ S∗ (V ∨) ,

l’antipode S donné par les formules S(v) = −v et la coünité ǫ donnée par
la formule ǫ(v) = 0 pour tout v ∈ V .

Dans le cas V = k, par définition, le schéma Va est le groupe additif
Ga.

1.4.2.1. Groupes généraux linéaires.

Définition 1.4.5. Soit V un k-espace vectoriel. Le groupe général linéaire sur
V , noté GLV , est le k-foncteur en groupes sur k qui à une k-algèbre commutative
A associe le groupe AutA(V ⊗A).

Si V est de dimension finie, V ≃ k
n, on note GLV par GLn,k.

Le k-foncteur en groupes GLn,k est un schéma en groupes affine algébrique.
L’algèbre de coordonnées de GLn,k est

k[GLn,k] =
k[Xi,j , T ]1≤i,j≤n

〈T det[Xi,j ]− 1〉
.

Si n = 1, le schéma en groupes affine algébrique GL1,k est isomorphe au groupe
multiplicatif Gm.

1.4.2.2. Groupes symplectiques. Soit n > 0 un entier. On définit une forme
bilinéaire alternée ωn sur k2n par

ωn :=

n∑

i=1

e∨i ∧ e
∨
n+1 ∈ Λ

2
(
k
2n∨

)
.

On obtient une application k-bilinéaire ωn : k2n × k
2n → k qui envoie (v, w) vers∑n

i=1 (viwn+i − vn+iwi). Pour une k-algèbre commutative A, comme Λ2
(
k
2n∨

)
⊗

A ≃ Λ2
A(A

2n∨), on obtient une forme A-bilinéaire alternée ωn,A := ωn ⊗ 1A sur
A2n.

Définition 1.4.6. Le groupe symplectique Spn,k est le schéma en groupes affine
algébrique sur k qui à une k-algèbre de type fini A associe le groupe d’endomor-
phismes dans EndA

(
A2n

)
préservant la forme bilinéaire ωn,A.

Le groupe symplectique Spn,k est un sous-groupe du groupe général linéaire
GL2n,k.
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1.4.2.3. Groupes orthogonaux. Dans ce paragraphe, on suppose que p 6= 2. Soit
n > 0 un entier. On définit une forme quadratique qn sur k2n par

qn :=
n∑

i=1

e∨i e
∨
n+1 ∈ S

2
(
k
2n∨

)
.

On a une application k-bilinéaire qn : k
2n × k

2n → k qui envoie (v, w) vers∑n
i=1 (viwn+i + vn+iwi). Pour une k-algèbre commutative de type fini A, comme

S2
(
k
2n∨

)
⊗A ≃ S2

A(A
2n∨), on obtient une forme quadratique qn,A := qn ⊗ 1A sur

A2n.

Définition 1.4.7. Le groupe orthogonal On,n;k est le schéma en groupes affine
algébrique sur k qui à une k-algèbre de type fini A associe le groupe d’endomor-
phismes dans EndA

(
A2n

)
préservant la forme quadratique qn,A.

Le groupe orthogonal On,n;k est un sous-groupe du groupe général linéaire
GL2n,k.

1.4.3. Représentations des schémas en groupes affines algébrique.

Définition 1.4.8. Soit G un schéma en groupes affine algébrique sur k. Une
représentation (on dira indifféremment, un module) de G est un k-espace vectoriel
V muni d’une transformation naturelle de k-foncteurs en groupes G → GLV . Un
morphisme de représentations de source V et de but W de G est une application
k-linéaire f : V →W telle que le diagramme suivant est commutatif :

G //

��

GLW

GLV .

::

Soient G un schéma en groupes affine algébrique et V un G-module. L’appli-
cation k-linéaire composée

V → G(k[G])⊗ V ⊗ k[G]→ V ⊗ k[G]

où la première application associe à v ∈ V l’élément Idk[G]⊗v ⊗ 1, donne une
structure de comodule à droite sur k[G] et cette structure de comodule détermine
complètement le G-module V [Jan03, Chapter 2, section 2.8]. On a donc une
équivalence de catégories

G -Mod→ Comod- k[G]

de la catégorie de G-modules vers la catégorie de k[G]-comodules à droite.

1.4.4. Représentations du groupe général linéaire et algèbres de Schur.
Soient n, d des entiers naturels. On rappelle que le groupe général linéaire GLn,k

est présenté par l’algèbre

k[GLn,k] =
k[Xi,j , T ]1≤i,j≤n

〈T det[Xi,j ]− 1〉
.

On note A(n, d) l’espace vectoriel de tous les polynômes homogènes de degré d en
Xi,j , 1 ≤ i, j ≤ n. Alors A(n, d) est une sous-k-cogèbre de k[GLn,k]. On en déduit
un foncteur

Comod-A(n, d)→ Comod- k[G].
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D’autre part, la cogèbre A(n, d) est le dual de l’algèbre de Schur S(d, n) [Gre07,
Chapter 2, section 2.3]. On a donc une équivalence de catégories S(d, n) -Mod →
Comod-A(n, r). En composant ces foncteurs, on obtient un foncteur

(1.4.1) S(d, n) -Mod→ GLn,k -Mod .

1.4.5. Cohomologies de schémas en groupes. Comme k est un corps, la
catégorie des modules sur un schéma en groupes affine algébrique G est abélienne
et elle possède assez d’objets injectifs. On peut alors faire de l’algèbre homologique
sur cette catégorie. En particulier, on a les foncteurs d’extensions.

ExtiG : (G -Mod)
op ×G -Mod→ Vectk

pour i ∈ N. On note H∗(G, V ) le groupe d’extensions Ext∗G
(
k
triv, V

)
où k

triv est le
G-module trivial.

Théorème 1.4.9 ([FS97, Corollary 3.12.1]). Le foncteur S(d, n) -Mod→ GLn,k -Mod
de (1.4.1) préserve les groupes d’extensions, c’est-à-dire qu’on a un isomorphisme
naturel en M,N ∈ Sk(n, d) -Mod :

Ext∗Sk(n,d)
(M,N)

≃
−→ Ext∗GLn,k

(M,N) .
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2.2.3. Catégories triangulées 55

2.2.4. Foncteurs dérivés 56
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où X désigne l’un des symboles exponentiels S, Λ, ou Γ ; et ǫ = 0, 1, 2 si X = Γ,Λ, S
respectivement :

(2.1.1) Ext∗Pprdn

(
Xprd ◦ ⊗n, F (r)

)
≃ Ext

∗−ǫ(prd−d)
Pdn

(
Xd,E⊗n−1

r ◦ ⊗n, F
)
.

Ce résultat est bien connu pour les paires (X,n) suivantes : (S, 1), (Λ, 1), (Γ, 1) ou
(Γ, 2). En effet, pour ces paires, l’isomorphisme se déduit des résultats des travaux
[Cha08, Cha11, Tou12, Tou13a, vdK13] de A. Touzé, M. Cha!lupnik et W. van
der Kallen. Le principal résultat de ce chapitre est le théorème 2.7.10, qui généralise
l’isomorphisme (2.1.1) dans un contexte à plusieurs variables.

Soient d = (d1, . . . , dn) un n-uplet d’entiers strictement positifs et r un entier
naturel. Soient F ∈ Pprd et G ∈ Pd. La technique de calcul utilisée suit la méthode
initiée par Cha!lupnik, et concerne plus généralement les groupes d’extensions de la
forme suivante :

(2.1.2) Ext∗Pprd

(
F,G(r)

)
.

Dans une première étape, nous rappelons l’existence d’un adjoint à gauche ℓr

au foncteur Frr : Pd → Pprd donné par la précomposition par le foncteur I
(r) (en

chaque variable). Cet adjoint peut se dériver en un foncteur Lℓr : Db
(
Pprd

)
→

Db
(
Pd

)
, et on obtient le corollaire suivant.

Corollaire (Corollaire 2.4.7). Soient F ∈ Pprd et G ∈ Pd. Si le complexe
Lℓr(F ) est formel, c’est-à-dire qu’il existe un isomorphisme Lℓr(F ) ≃ H∗Lℓ

r(F )
dans la catégorie dérivée Db

(
Pd

)
, alors pour tout k on a un isomorphisme naturel

en G :

(2.1.3) ExtkPprd

(
F,G(r)

)
≃

⊕

i+j=k

ExtiPd
(HjLℓ

r(F ), G)
(r)
.

On est donc conduit à chercher des foncteurs F tels que Lℓr(F ) est formel (et
dont on cherche l’homologie H∗Lℓ

r(F )). On introduit donc les classes Formel(r, n)
dans la définition 2.5.1 :

Définition (Définition 2.5.1). Soient r, n deux entiers naturels, n > 0.
On désigne par Formel(r, n) la classe des foncteurs strictement polynomiaux F de
n variables tels que le complexe Lℓr(F ) est formel.

Dans une deuxième étape (qui est l’étape principale) on étudie les propriétés
de la classe Formel(r, n). Plus précisément nous donnons des exemples explicites
d’éléments des classes Formel(r, n), et nous étudions la stabilité de ces classes par
diverses opérations. Parmi les outils techniques de cette étude, nous utilisons le
résultat suivant.

Théorème (Théorème 2.6.12). Soient C ∈ Ch
(
Pd

)
un complexe fini et r

un entier naturel. Le complexe C est formel si et seulement si le complexe C(r) est
formel.

Ce résultat est une généralisation à plusieurs variables d’un résultat de W. Van
de Kallen [vdK13]. Mais nous proposons une méthode différente pour l’obtenir,
qui remplace l’utilisation de suites spectrales par la théorie des k-invariants de
Dold [Dol60] dans la section 2.6.

Un de nouveaux résultats démontrés ici est le théorème 2.7.7, qui indique que la
propriété de formalité est préservée par la composition par ⊗n ou ⊠

n. En combinant
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ce résultat aux exemples classiques de foncteurs des classes Formel(r, n), on obtient
notre résultat principal, le théorème 2.7.10. Dans ce théorème, Er est le k-espace
vectoriel gradué de dimension finie, tel que (Er)

i est égal à k si i = 0, 2, . . . , 2pr− 2
et 0 sinon. De plus, on note ǫX l’entier 0, 1, 2 si X = Γ,Λ, S respectivement.

Théorème (Théorème 2.7.10). Soit X l’un des symboles Γ,Λ, S. Soient F ∈
Pk et G ∈ Pk(n).

(1) Le foncteur Xd ◦⊠n appartient à Formel(r, n) pour tout r et Lℓr(Xd ◦⊠n)

est isomorphe à Xe,E⊗n−1
r [ǫX (d− e)] ◦⊠n si d est de la forme pre, e ∈ N

et 0 sinon.

(2) Le foncteur Xd ◦⊗n appartient à Formel(r, 1) pour tout r et Lℓr(Xd ◦⊗n)

est isomorphe à Xe,E⊗n−1
r [ǫX (d− e)] ◦⊗n si d est de la forme pre, e ∈ N

et 0 sinon.

(3) Il existe des isomorphismes gradués naturels en F,G :

Ext∗Pk(n)

(
Xprd ◦⊠n, G(r)

)
≃ Ext

∗−ǫX(prd−d)
Pk(n)

(
Xd,E⊗n−1

r ◦⊠n, G
)(r)

,

Ext∗Pk

(
Xprd ◦ ⊗n, F (r)

)
≃ Ext

∗−ǫX(prd−d)
Pk

(
Xd,E⊗n−1

r ◦ ⊗n, F
)(r)

.

2.2. Brefs rappels sur les catégories dérivées

Dans cette section, on rappelle les propriétés de la catégorie dérivée dont on
aura besoin dans la suite. Nos références principales sont Weibel [Wei94, Chapter
10], et Kashiwara-Schapira [KS06, Chapters 10-13].

2.2.1. Catégories homotopiques. Soit A une catégorie abélienne. Par
exemple, A est la catégorie des foncteurs strictement polynomiaux d’une ou plu-
sieurs variables.

On note Ch(A) la catégorie des complexes sur A. Un complexe (C, d) est la
donnée d’une suite d’objets Ci de A et d’une famille d’homomorphismes, appelés
opérateurs de bord di : Ci → Ci+1, telle que d ◦ d = 0. La catégorie des complexes
Ch(A) est une catégorie abélienne. On note Ci = C−i et di = d−i pour tout i ∈ Z.

2.2.1. (1) Si A est un objet de A, on note A[0] le complexe sur A dont
A[0]0 = A et A[0]n = 0 pour tout n 6= 0. Le foncteur A 7→ A[0] de A vers
Ch(A) est un plongement.

(2) Soient (C, d) un complexe sur A et n ∈ Z. On appelle n-ème translaté de
(C, d) le complexe (C[n], d[n]) défini par C[n]i = Ci−n et d[n] = (−1)nd.
On obtient un endofoncteur C 7→ C[n] de Ch(A). On a par définition :
C[0] = C et (C[n]) [m] = C[n+m].

Soit (C, d) un complexe sur A. Puisque d ◦ d = 0, on a Im(d) ⊂ ker(d), et
l’objet gradué quotient H∗(C, d) := ker(d)/Im(d) est appelé l’homologie de (C, d).
On obtient des foncteurs Hn = H−n : Ch(A)→ A. On a H(C[n]) = H(C)[n].

On désigne par Ch−,b(A) la sous-catégorie pleine de Ch(A) dont les objets
sont les complexes (C, d) tels que Cn = 0 pour n ≫ 0 et Hn(C) = 0 pour n ≪ 0.
C’est une catégorie abélienne.

On noteK(A) la catégorie dont les objets sont ceux deCh(A) et les morphismes
sont les classes d’homotopie de morphismes de Ch(A). On a un foncteur quotient
canonique π : Ch(A)→ K(A). La catégorie K(A) est une catégorie additive, mais
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pas une catégorie abélienne en général. On note K−,b(A) la sous-catégorie pleine

de K(A) obtenue comme image de Ch−,b(A) par le foncteur π.
Si f et g sont deux morphismes homotopes de Ch(A), alors H(f) = H(g).

Les foncteurs d’homologie Hn : Ch(A) → A induisent donc des foncteurs Hn :
K(A)→ A, qui s’insèrent dans des diagrammes commutatifs :

Ch(A)
Hn

//

π
$$

A

K(A).

Hn

<<

2.2.2. Catégories dérivées. Un morphisme f : C → D dans la catégorie
Ch(A) ou dans la catégorie K(A) est dit un quasi-isomorphisme si H(f) : H(C)→
H(D) est un isomorphisme.

2.2.2. Soit f : C → D un morphisme dans Ch−,b(A).

(1) Si f est une équivalence d’homotopie alors f est un quasi-isomorphisme
mais la réciproque est fausse en général.

(2) Si f est un quasi-isomorphisme et si deux complexes C et D sont projectifs
alors f est une équivalence d’homotopie, voir [Wei94, Proof of Theorem
10.4.8] ou [Dol60, Korollar 3.3].

Définition 2.2.3. Soit A une catégorie abélienne. La catégorie dérivée bornée
de A, que l’on note Db(A), est la catégorie localisée de K−,b(A) par rapport aux
quasi-isomorphismes.

Par définition, les objets de Db(A) sont ceux de K−,b(A) et l’ensemble des
morphismes de C vers D est HomDb(A) (C,D) = colimHomK−,b(A) (C,D

′) où la

colimite est indexée par les quasi-isomorphismes D → D′ dansK−,b(A). Autrement
dit, un morphisme de C vers D dansDb(A) est une classe de diagramme C → D′ ←
D où D → D′ est un quasi-isomorphisme, sous la relation d’équivalence suivante :
les deux diagrammes C → D′ ← D et C → D′′ ← D sont équivalents s’il existe
un diagramme C → D̄ ← D et des morphismes D → D̄,D′′ → D̄ tels que le
diagramme suivant dans K−,b(A) est commutatif :

D′

��
C

77

//

''

D̄ D

gg

oo

ww
D′′.

OO

Un modèle de la catégorie dérivée bornée de A est la sous-catégorie pleine
K−,b(ProjA) de K

−,b(A) dont les objets sont des complexes projectifs.

2.2.4. (1) Le foncteur composé A → Ch−,b(A)→ K−,b(A)→ Db(A) est
un plongement.

(2) On a un isomorphisme HomDb(A) (C,D) ≃ HomK(A) (P,D) où P est une

résolution projective de C dans la catégorie Ch−,b(A), c’est-à-dire, P ∈
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Ch−,b(A) est un complexe de projectifs et il existe un quasi-isomorphisme
P → C, voir [Wei94, Proof of Theorem 10.4.8] ou [Dol60, Korollar 3.8].

(3) Soit un diagramme C
f
−→ D′ ← D où D → D′ est un quasi-isomorphisme.

Alors la classe de ce diagramme dans Db(A) est un isomorphisme si et
seulement si f est un quasi-isomorphisme.

2.2.3. Catégories triangulées. Dans ce paragraphe, nous rappelons la
définition de catégories triangulées dû à Verdier [Ver96] et nous rappelons la struc-
ture triangulée de la catégorie dérivée bornée d’une catégorie abélienne. Nous n’uti-
lisons que cette structure dans la section 2.6.

Soient D une catégorie additive et X 7→ X[−1] un automorphisme de D. On
appelle triangle tout diagramme du type

X → Y → Z → X[−1].

Soient X → Y → Z → X[−1] et X ′ → Y ′ → Z ′ → X ′[−1] deux triangles. Un
morphisme de triangles est un diagramme commutatif :

X //

f

��

Y //

g

��

Z //

h

��

X[−1]

f [−1]

��
X ′ // Y ′ // Z // X ′[−1]

On rappelle la définition des catégories triangulées, voir [Ver96, Définition
1.1.1 Chapitre II], [Nee01, Definition 1.1.1 Chapter 1], [KS06, Definition 10.1.6]
ou [Wei94, Definition 10.2.1].

Définition 2.2.5. Une catégorie triangulée D est une catégorie additive munie
d’un ensemble de triangles appelés triangles distingués, possédant les propriétés
suivantes :

TR0: Tout triangle de D isomorphe à un triangle distingué est un triangle
distingué.

TR1: Pour tout objet X de D, le triangle X
IdX−−→ X → 0 → X[−1] est

distingué.

TR2: Tout morphisme u : X → Y de D est contenu dans un triangle dis-

tingué X
u
−→ Y → Z → X[−1].

TR3: Un triangle X
u
−→ Y

v
−→ Z

w
−→ X[−1] de D est distingué si et seulement

si le triangle Y
v
−→ Z

w
−→ X[−1]

−u[−1]
−−−−→ Y [−1] est distingué.

TR4: Pour tout couple de triangles distingués :

X
u
−→ Y

v
−→ Z

w
−→ X[−1], X ′ u′

−→ Y ′ v′

−→ Z ′ w′

−→ X ′[−1]

et tous les morphismes f : X → X ′, g : Y → Y ′ tels que g ◦ u = u′ ◦ f ,
il existe un morphisme h : Z → Z ′ tel que le diagramme suivant est
commutatif :

X
u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h

��

X[−1]

f [−1]

��
X ′ u′

// Y ′ v′

// Z
w′

// X ′[−1]
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Remarque 2.2.6. On n’a pas besoin de l’axiome octaédrique [Ver96, TRIV,
page 94] dans la suite.

Soit f : X → Y un morphisme dans Ch(A). On désigne par Cone(f) le cône
du morphisme f :

Cone(f)n = Y n ⊕Xn+1, dnCone(f) =

(
dnY fn+1

0 −dn+1
X

)
.

On obtient une suite exacte courte 0→ Y → Cone(f)→ X[−1]→ 0 dans Ch(A).

Définition 2.2.7. Un triangle de K−,b(A) ou dans Db (A) sera dit distingué
s’il est isomorphe à un triangle de la forme

X
f
−→ Y → Cone(f)→ X[−1].

Théorème 2.2.8 ([Wei94, Corollaries 10.2.5, 10.4.3]). Soit A une catégorie
abélienne. Les catégories K−,b(A) et Db (A) munies des triangles distingués de la
définition ci-dessus sont des catégories triangulées.

Proposition 2.2.9 ([KS06, Proposition 13.1.13], [Wei94, Example 10.4.9]).

Soit 0 → X → Y → Z → 0 une suite exacte courte dans Ch−,b(A). Il existe

un triangle distingué X
f
−→ Y

g
−→ Z → X[−1] dans Db(A), et Z est isomorphe à

Cone(f) dans Db (A).

Remarque 2.2.10. La proposition 2.2.9 n’est pas vraie si on remplace la
catégorie dérivée Db (A) par la catégorie homotopique K−,b(A).

2.2.4. Foncteurs dérivés. Soient A,B deux catégories abéliennes et F :
A → B un foncteur additif. On suppose que les catégories A et B ont assez d’objets
injectifs et d’objets projectifs.

Grâce à l’additivité, le foncteur F induit un foncteur, que l’on note aussi F ,
de K(A) vers K(B) qui envoie le complexe (C, d) vers le complexe F (C, d) avec
F (C, d)n = F (Cn) et dF (C,d) = F (d). On note LF : Db(A) → Db(B) (resp. RF :

Db(A)→ Db(B)) le foncteur dérivé total à gauche (resp. le foncteur dérivé total à
droite) de F . Ce foncteur est défini par la formule LF (C) ≃ F (P ), où P est une
résolution projective de C.

Remarque 2.2.11. (1) Par définition, LF est l’extension de Kan à gauche

du composé K−,b F
−→ K−,b(B)→ Db(B) le long de K−,b(A)→ Db(A).

(2) Soit A un objet de A. On a un isomorphisme naturel Hn (LF (A)) ≃
LnF (A) où LnF est le n-ième dérivé à gauche de F .

Théorème 2.2.12 ([Wei94, Theorem 10.8.2]). Soient A,B et C trois catégories
abéliennes ayant assez d’objets projectifs. Soient F : B → C et G : A → B deux
foncteurs additifs.

(1) Il existe une unique transformation naturelle

ζ = ζF,G : L(F ◦G)→ LF ◦ LG.

(2) Si LiF (G(P )) = 0 pour tout objet projectif P de A et tout i > 0, alors la
transformation ζ : L(F ◦G)→ LF ◦ LG est un isomorphisme.

Nous aurons besoin des deux cas particuliers suivants.
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Corollaire 2.2.13. Soient A,B et C des catégories abéliennes ayant assez
d’objets projectifs. Soient F : B → C et G : A → B deux foncteurs additifs. Si
le foncteur F est exact ou le foncteur G préserve les projectifs, la transformation
naturelle canonique ζ : L(F ◦G)→ LF ◦ LG est un isomorphisme.

2.2.5. Formalité. Soit A une catégorie abélienne ayant assez d’objets in-
jectifs et projectifs. Soient C et D deux objets de K−,b(A) ou de la catégorie

Ch−,b(A). On dit qu’il existe un quasi-isomorphisme entre C et D s’il existe un
isomorphisme C ≃ D dans la catégorie dérivée Db(A). Par définition, il existe
un quasi-isomorphisme entre C et D si et seulement s’il existe un diagramme de
quasi-isomorphismes C → D′ ← D dans la catégorie K−,b(A).

Définition 2.2.14. Un objet C de la catégorie K−,b(A) ou de la catégorie

Ch−,b(A) est dit formel s’il existe un quasi-isomorphisme entre C et H∗(C).

Exemple 2.2.15. Soient C et D deux objets de Ch−,b(A).

(1) Si le complexe C est concentré en un seul degré, il est formel.

(2) Si C est acyclique, il est formel.

(3) Si le complexe C est formel et s’il existe un quasi-isomorphisme entre C
et D alors le complexe D est également formel.

(4) Soient α : A → B un foncteur exact et C un complexe dans A. Si C est
formel alors α (C) l’est aussi.

Lemme 2.2.16. Soit C un complexe dans A. Si la cohomologie H∗(C) est
concentrée en un degré alors le complexe C est formel.

Démonstration. On suppose que Hi(C) = 0 pour tout i 6= m. On considère
tout d’abord le cas où Ci = 0 pour tout i > m. Dans ce cas-là, Hm(C) =
Cm/Bm(C) est un quotient de Cm. Le morphisme canonique C → Hm(C)[m]
est un quasi-isomorphisme. Le complexe C est donc formel. Dans le cas général, on
définit un sous-complexe D de C par la formule

Di =





Ci si i < m,

Zm(C) si i = m,

0 si i > m,

, diD =

{
diC si i < m,

0 si i ≥ m.

Comme l’inclusion canonique D →֒ C est un quasi-isomorphisme, la cohomologie
du complexe D est concentrée en le degré m. De plus, on a Di = 0 pour i > m. On
en déduit que le complexe D est formel. Le complexe C est donc formel. �

2.3. Structure monöıdale de P(d1,...,dn)

2.3.1. Structure k-linéaire monöıdale de Γd1,...,dnVk. Soit d = (d1, . . . , dn)
un n-uplet d’entiers naturels. On rappelle que la catégorie ΓdVk := Γd1Vk ⊗ · · · ⊗
ΓdnVk est une catégorie k-linéaire.

La structure k-linéaire monöıdale symétrique fermée canonique sur Vk induit
une structure k-linéaire monöıdale symétrique fermée sur ΓdVk dont le produit
⊗ΓdVk

et le Hom-interne HomΓdVk
sont donnés sur les objets par les formules :

V ⊗ΓdVk
W := V ⊗W, HomΓdVk

(V,W ) := Hom (V,W ) .
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Les morphismes structurels des foncteurs ⊗ΓdVk
et HomΓdVk

sont définis res-
pectivement par les morphismes composés suivants :

ΓdHom(V1, V2)⊗ ΓdHom(W1,W2)
(†1)−−→ Γd (Hom (V1, V2)⊗Hom(W1,W2))
(†2)−−→ ΓdHom(V1 ⊗W1, V2 ⊗W2)
≃ ΓdHom

(
V1 ⊗ΓdVk

W1, V2 ⊗ΓdVk
W2

)
,

ΓdHom(V2, V1)⊗ ΓdHom(W1,W2)
(†3)−−→ Γd (Hom (V2, V1)⊗Hom(W1,W2))
(†4)−−→ ΓdHom(Hom (V1,W1) ,Hom(V2,W2))
≃ ΓdHom

(
HomΓdVk

(V1,W1) ,HomΓdVk
(V2,W2)

)
,

où les applications (†1), (†3) sont induites par l’application canonique Γ
dV ⊗ΓdW →

Γd(V ⊗W ) ; les applications (†2), (†4) sont induites par les morphismes structurels
de ⊗ et Hom. On a un isomorphisme, naturel en V1, V2 et V3 de Γ

dVk :

HomΓdVk

(
V1 ⊗ΓdVk

V2, V3
)
≃ HomΓdVk

(
V1,HomΓdVk

(V2, V3)
)
.

Le foncteur γd : Vk → ΓdVk est un foncteur monöıdal strict : on a des isomorphismes
γd(k) ≃ k et γd(V ⊗W ) ≃ γd(V )⊗ΓdVk

γd(W ) naturels en V,W ∈ Vk.
Les structures k-linéaires monöıdales sur les catégories ΓdiVk induisent une

structure k-linéaire monöıdale sur ΓdVk =
⊗n

i=1 Γ
diVk : pour V et W deux objets

de ΓdVk, on définit :

V ⊗ΓdVk
W =

(
V1 ⊗Γd1Vk

W1, . . . , Vn ⊗ΓdnVk
Wn

)
,

HomΓdVk
(V ,W ) =

(
HomΓd1Vk

(V1,W1) , . . . ,HomΓdnVk
(Vn,Wn)

)
.

Dans la suite, on écrit simplement ⊗,Hom au lieu de ⊗ΓdVk
et HomΓdVk

.

2.3.2. Structure k-linéaire monöıdale de P(d1,...,dn). Soit d = (d1, . . . , dn)
un n-uplet d’entiers naturels. On rappelle que la catégorie Pd est la catégorie des

foncteurs k-linéaires de ΓdVk vers Vk. On a donc un plongement de Yoneda

ΓdVop
k
→ Pd

qui à un objet V de ΓdVk associe le foncteur projectif Γ
⊠ d, V = Γd1,V1 ⊠ · · ·⊠Γdn,Vn .

La catégorie ΓdVop
k

est une catégorie monöıdale symétrique (dont la structure est
décrite à la section précédente). Dans une telle situation, la structure monöıdale
symétrique peut s’étendre à toute la catégorie Pd. Ce résultat est dû à Day [Day70],
et a été énoncé dans le cadre des foncteurs strictement polynomiaux à une variable
par Krause [Kra13]. Le produit monöıdal symétrique obtenu sur Pd s’appelle le
produit de convolution de Day, et nous le notons ⊗Pd

. L’énoncé suivant récapitule
les principales propriétés de la structure monöıdale symétrique fermée obtenue.

Théorème 2.3.1 ([Day70, Kra13]). Il existe une structure monöıdale symétrique
fermée (

Pd,⊗Pd
,Γ⊠ d ,HomPd

)

telle que le plongement de Yoneda ΓdVop
k
→ Pd soit un foncteur symétrique monöıdal.

Le produit monöıdal est caractérisé par les deux propriétés suivantes.

(1) Le bifoncteur ⊗Pd
est exact à droite en chaque variable.

(2) Il existe un isomorphisme F ⊗Pd
Γ⊠ d, V ≃ FV naturel en F et V .

De même, le Hom-interne est caractérisé par les deux propriétés suivantes.
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(
F,G(r)

)
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(1) Le bifoncteur HomPd
est exact à gauche en chaque variable.

(2) Il existe un isomorphisme HomPd
(Γ⊠ d, V , F ) ≃ FV naturel en F et V .

On note ⊗L

Pd
(resp. RHomPd

) le foncteur dérivé total à gauche (resp. à droite)

du foncteur ⊗Pd
(resp. HomPd

). On désigne par ExtiPd
la i-ème cohomologie du

RHomPd
. La proposition suivante donne des formules explicites pour le Hom-

interne et du produit de convolution de Day, qui nous seront utiles pour la suite.

Proposition 2.3.2. Soient F,G deux objets de Pd et V ∈ ΓdVk. On a des
isomorphismes naturels en F,G et V :

HomPd
(F,G) (V ) ≃ HomPd

(
FV , G

)
,(2.3.1)

ExtiPd
(F,G) (V ) ≃ ExtiPd

(
FV , G

)
,(2.3.2)

HomPd
(F,G) ≃

(
F ⊗Pd

G♯
)♯
,(2.3.3)

RHomPd
(F,G) ≃

(
F ⊗L

Pd
G♯

)♯

.(2.3.4)

Démonstration. On considère chaque côté de l’isomorphisme (2.3.1) comme
un foncteur en la variable F . D’après le lemme de Yoneda et d’après la caractérisation
du Hom-interne donnée dans le théorème 2.3.1, ces deux foncteurs sont isomorphes
(naturellement en G) sur la sous-catégorie pleine des projectifs de Pd. Comme ces
deux foncteurs sont exacts à gauche, l’isomorphisme s’étend à un isomorphisme
naturel en F , G et V valable pour tous les foncteurs F . On obtient l’isomorphisme
(2.3.1). Cet isomorphisme induit l’isomorphisme (2.3.2).

Puisque le foncteur HomPd
est exact à gauche et le foncteur ⊗Pd

est exact à

droite, pour démontrer l’isomorphisme (2.3.3), sans perte de généralité, on peut
supposer que F = Γ⊠ d, V . D’après le théorème 2.3.1 et l’isomorphisme (2.3.1), on
a des isomorphismes naturels

HomPd

(
Γ⊠ d, V , G

)
≃ GV ≃

(
Γ⊠ d, V ⊗Pd

G♯
)♯

,

d’où l’isomorphisme (2.3.3). Cet isomorphisme induit l’isomorphisme (2.3.4). �

2.4. Groupes d’extensions de la forme Ext∗Pk(n)

(
F,G(r)

)

2.4.1. Propriétés de la torsion de Frobenius. Dans la proposition sui-
vante, on montre que le foncteur de précomposition par la torsion de Frobenius
(−)(r) : Pd → Pprd est un plongement de catégories.

Proposition 2.4.1 (Comparer avec [Tou12, Lemma 2.2]). Soient F,G deux
objets de Pd et H un objet de Pprd. Les morphismes suivants sont alors des iso-
morphismes naturels en F,G et H

HomPd
(F,G)

≃
−→ HomPprd

(
F (r), G(r)

)
,(2.4.1)

HomPprd

(
H ⊗Pprd

Γ⊠ d(r) , G(r)
)

≃
−→ HomPprd

(
H,G(r)

)
,(2.4.2)

où le premier morphisme est induit par la torsion de Frobenius Frr : Pd → Pprd

et le deuxième est induit par le morphisme composé H
≃
−→ H ⊗Pprd

Γ⊠ prd →

H ⊗Pprd
Γ⊠ d(r) .
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Démonstration. Par exactitude à gauche de HomPd
et HomPprd

, il suffit de
prouver que les morphismes (2.4.1) et (2.4.2) sont des isomorphismes lorsque F et
H sont respectivement des générateurs projectifs de Pd et Pprd, c’est-à-dire que

F et H sont de la forme : F = Γ⊠ d, V (r)

et H = Γ⊠ prd, V . On a Γ⊠ prd, V ⊗Pprd

Γ⊠ d(r) ≃
(
Γ⊠ d(r)

)V
et

(
Γ⊠ d, V (r)

)(r)

≃
(
Γ⊠ d(r)

)V
. Il suffit donc de démontrer

que les morphismes suivants sont des isomorphismes :

HomPd

(
Γ⊠ d, V (r)

, G
)
→ HomPprd

((
Γ⊠ d(r)

)V

, G(r)

)
,

HomPprd

((
Γ⊠ d(r)

)V

, G(r)

)
→ HomPprd

(
Γ⊠ prd, V , G(r)

)
.

Par exactitude à gauche de HomPprd
le deuxième morphisme est un monomor-

phisme. Il suffit alors de montrer que le morphisme composé suivant de ces deux
morphismes est un isomorphisme :

HomPd

(
Γ⊠ d, V (r)

, G
)
→ HomPprd

(
Γ⊠ prd, V , G(r)

)
.

Cela vient de la commutativité du diagramme suivant, où le morphisme horizontal
en haute est le composé ci-dessus et les deux morphismes verticaux sont donnés par
le lemme de Yoneda :

HomPd

(
Γ⊠ d, V (r)

, G
)

//

≃

��

HomPprd

(
Γ⊠ prd, V , G(r)

)

≃

��
G

(
V (r)

)
G(r)(V ).

On obtient le résultat. �

Corollaire 2.4.2. Soient F et G deux objets de Pd ou de la catégorie Ch(Pd).

Si F (r) ≃ G(r), alors F ≃ G.

2.4.2. L’adjoint à gauche de la précomposition par I(r).
La précomposition par le foncteur de torsion de Frobenius I(r) induit un foncteur
exact (−)(r) : Pd → Pprd, F 7→ F (r). D’après Cha!lupnik [Cha11, page 3] (voir
aussi [Tou13a, page 548]), on définit pour chaque entier naturel r un foncteur
ℓr : Pprd → Pd.

Définition 2.4.3. Soient d = (d1, . . . , dn) un n-uplet d’entiers naturels et r un
entier naturel. On définit un foncteur ℓr : Pprd → Pd par la formule suivante, où

F ∈ Pprd ; V est un n-uplet d’objets de Vk et S
⊠ d
V désigne le produit

n

⊠
i=1
Sdi

Vi
∈ Pd :

ℓr(F )♯(V ) = HomPprd

(
F,

(
S
⊠ d
V

)(r)
)
.

Proposition 2.4.4. Soit F ∈ Pprd. Il existe un isomorphisme naturel en F :

(2.4.3) ℓr(F )♯(r) ≃ HomPprd

(
F, S⊠d(r)

)
.
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(
F,G(r)

)
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Démonstration. Soit V un n-uplet d’objets de Vk. Par définition et l’isomor-

phisme
(
S
⊠ d

V (r)

)(r)

≃
(
S⊠d(r)

)
V
, on a des isomorphismes naturels en F, V :

ℓr(F )♯(r)(V ) ≃ HomPprd

(
F,

(
S
⊠ d

V (r)

)(r)
)

≃ HomPprd

(
F,

(
S⊠d(r)

)

V

)
.

On en déduit le résultat. �

Proposition 2.4.5. Le foncteur ℓr est adjoint à gauche à Frr. On a des iso-
morphismes naturels en F ∈ Pprd et G ∈ Pd :

HomPd
(ℓr(F ), G) ≃ HomPprd

(
F,G(r)

)
,(2.4.4)

HomPd
(ℓr(F ), G)

(r) ≃ HomPprd

(
F,G(r)

)
.(2.4.5)

Démonstration. On définit un morphisme F → ℓr(F )(r) comme le composé
suivant, où le deuxième morphisme est induit par la projection canonique Γ⊠ prd

։

Γ⊠ d (r) et le troisième est l’isomorphisme (2.4.3) dans la proposition 2.4.4 :

F ≃ F ⊗Pprd
Γ⊠ prd → F ⊗Pprd

Γ⊠ d(r) ≃ ℓr(F )(r).

Ce morphisme induit un morphisme HomPprd

(
ℓr(F )(r), G(r)

)
→ HomPprd

(
F,G(r)

)
.

Par la proposition 2.4.1, ce morphisme et le morphisme induit par la torsion de Fro-
benius HomPd

(ℓr(F ), G) → HomPprd

(
ℓr(F )(r), G(r)

)
sont des isomorphismes. En

composant ces deux isomorphismes, on en déduit l’isomorphisme (2.4.4). Le fonc-
teur ℓr est donc adjoint à gauche à Frr.

Soit V un n-uplet d’objets de Vk. L’isomorphisme (2.4.4) induit des isomor-
phismes naturels en F,G et V :

HomPd

(
ℓr(F ), GV (r)

)
≃ HomPprd

(
F,

(
GV (r)

)(r)
)

≃ HomPprd

(
G,

(
G(r)

)

V

)
.

L’isomorphisme (2.4.5) en découle. �

On note Lℓr le foncteur dérivé total à gauche du foncteur exact à droite ℓr.
On a donc un foncteur Lℓr : Db

(
Pprd

)
→ Db

(
Pd

)
. L’isomorphisme (2.4.6) dans

la proposition suivante est la version dérivée de l’isomorphisme (2.4.5) dans la
proposition 2.4.5.

Proposition 2.4.6. Soient F ∈ Pprd et G ∈ Pd. Soient r, s deux entiers
naturels. Il existe des isomorphismes naturels en F et G :

RHomPprd

(
F,G(r)

)
≃ RHomPd

(Lℓr(F ), G)
(r)
,(2.4.6)

Lℓr(F )♯(r) ≃ RHomPprd

(
F, S⊠d(r)

)
,(2.4.7)

Lℓr ◦ Lℓs ≃ Lℓr+s.(2.4.8)
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Démonstration. Le foncteur ℓr est, d’après la proposition 2.4.5, adjoint à
gauche au foncteur exact Frr, alors il préserve les projectifs. D’autre part, l’isomor-
phisme (2.4.5) de la proposition 2.4.5 induit un isomorphisme naturel en G :

HomPprd

(
−, G(r)

)
≃ Frr ◦HomPd

(−, G) ◦ ℓr.

Comme le foncteur ℓr préserve les projectifs et le foncteur Frr est exact, on peut
utiliser les formules de composition des foncteurs dérivés rappelées dans le corollaire
2.2.13. On obtient des isomorphismes naturels en G :

RHomPprd

(
−, G(r)

)
≃ R

(
Frr ◦HomPd

(−, G) ◦ ℓr
)

≃ Frr ◦RHomPd
(−, G) ◦ Lℓr.

L’isomorphisme (2.4.6) en découle. En remplaçant G par S⊠d dans l’isomorphisme
(2.4.6) et utilisant le lemme de Yoneda, on obtient l’isomorphisme (2.4.7).

D’après la proposition 2.4.5 et l’égalité Frr ◦Frs = Frr+s, on a un isomorphisme
ℓr ◦ ℓs ≃ ℓr+s. De plus, comme le foncteur ℓs préserve les projectifs, on peut alors
utiliser les formules de composition des foncteurs dérivés rappelées dans le corollaire
2.2.13. On obtient des isomorphismes :

Lℓr ◦ Lℓs ≃ L (ℓr ◦ ℓs) ≃ Lℓr+s.

On obtient l’isomorphisme (2.4.8).
�

Corollaire 2.4.7. Soient F ∈ Pprd et G ∈ Pd. Si le complexe Lℓr(F ) est for-
mel, c’est-à-dire qu’il existe un isomorphisme Lℓr(F ) ≃ H∗Lℓ

r(F ) dans la catégorie
dérivée Db

(
Pd

)
, alors pour tout k on a un isomorphisme naturel en G :

(2.4.9) ExtkPprd

(
F,G(r)

)
≃

⊕

i+j=k

ExtiPd
(HjLℓ

r(F ), G)
(r)
.

Démonstration. Puisque le complexe Lℓr(F ) est formel, il est isomorphe à
son homologie H∗Lℓ

r(F ) dans la catégorie dérivée Db
(
Pd

)
. L’isomorphisme (2.4.6)

induit donc un isomorphisme RHomPprd

(
F,G(r)

)
≃ RHomPd

(H∗Lℓ
r(F ), G)

(r)

naturel en G. En prenant l’homologie, on obtient l’isomorphisme (2.4.9). �

2.5. Définition de la classe Formel(r, n) et premières propriétés

2.5.1. Définition et exemples. Le corollaire 2.4.7 conduit à introduire la
définition suivante.

Définition 2.5.1. Soient r, n deux entiers naturels, n > 0. On désigne par
Formel(r, n) la classe des foncteurs strictement polynomiaux F de n variables tels
que le complexe Lℓr(F ) est formel.

Le résultat suivant est une reformulation du corollaire 2.4.7 en utilisant la
définition ci-dessus.

Corollaire 2.5.2. Soit F un foncteur strictement polynomial de n variable.
Si F appartient à la classe Formel(r, n), alors pour tout k on a un isomorphisme
naturel en G ∈ Pk(n) :

ExtkPprd

(
F,G(r)

)
≃

⊕

i+j=k

ExtiPd
(HjLℓ

r(F ), G)
(r)
.
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Dans la suite de cette section, nous donnons quelques exemples et quelques
propriétés simples de la classe Formel(r, n).

Exemple 2.5.3. (1) Comme le foncteur Γ⊠d(0) est isomorphe à Γ⊠d qui
est un foncteur projectif, la classe Formel(0, n) possède donc tous les fonc-
teurs strictement polynomiaux, c’est-à-dire que Formel(0, n) est égale à la
classe d’objets de Pk(n).

(2) Si le foncteur F est projectif, il appartient à Formel(r, n) pour tout r.

(3) Si F ∈ Pk(n) est un foncteur homogène de degré d qui n’est pas un
multiple de p, alors F ∈ Formel(r, n) pour tout r.

Dans la proposition suivante, on donne un autre exemple de foncteurs appar-
tenant à Formel(r, n) pour tout r ≥ 1. Cette proposition utilise la notion de bloc,
rappelée dans la section 4.2 du chapitre 4. Elle n’est donnée ici qu’à titre d’exemple
et ne sera pas utilisée ensuite.

Proposition 2.5.4. Soit F un foncteur strictement polynomial. Si aucun des
blocs des facteurs de composition du foncteur F n’est le bloc trivial, alors F appar-
tient à Formel(r, n) pour tout r ≥ 1.

Démonstration. On suppose que l’ensemble des blocs du foncteur F ne
possède pas le bloc trivial. Il existe alors une résolution projective P de F telle
que l’ensemble des blocs de Pi ne possède pas le bloc trivial pour tout i. Il existe,
par définition, un isomorphisme Lℓr(F ) ≃ ℓr(P ). D’autre part, par la proposition
2.4.4 et le fait que le bloc trivial n’appartient pas à l’ensemble des blocs de Pi, on a

ℓr(Pi)
♯(r) = HomPk(n)

(
Pi, S

⊠ d(r)
)
= 0.

On obtient donc Lℓr(F ) = 0. On en déduit que le foncteur F appartient à la classe
Formel(r, n) pour tour r ≥ 1. �

2.5.2. Premières propriétés de la classe formelle Formel(r, n).

Proposition 2.5.5. Soient F et G des éléments de la classe Formel(r, n) et soit
V un n-uplet d’objets de Vk. Alors les foncteurs FV , F ⊕G et F ⊗G appartiennent
à Formel(r, n). De plus, on a des isomorphismes gradués naturels

H∗Lℓ
r
(
FV

)
≃ (H∗Lℓ

r(F ))V (r)

H∗Lℓ
r(F ⊕G) ≃ H∗Lℓ

r(F )⊕H∗Lℓ
r(G)

H∗Lℓ
r(F ⊗G) ≃ H∗Lℓ

r(F )⊗H∗Lℓ
r(G)

Démonstration. Comme les foncteurs (−)V ,⊕,⊗ sont exacts, ils préservent
les complexes formels. Pour prouver cette proposition, il suffit de démontrer qu’il
existe des isomorphismes naturels en F,G :

Lℓr
(
FV

)
≃ (Lℓr(F ))V (r) , Lℓr(F ⊕G) ≃ Lℓr(F )⊕ Lℓr(G),(2.5.1)

Lℓr(F ⊗G) ≃ Lℓr(F )⊗ Lℓr(G).(2.5.2)

D’après le corollaire 2.4.2 et la proposition 2.4.4, on a des isomorphismes naturels
en F,G :

ℓr
(
FV

)
≃ ℓr(F )V (r) , ℓr(F ⊕G) ≃ ℓr(F )⊕ ℓr(G), ℓr(F ⊗G) ≃ ℓr(F )⊗ ℓr(G).

De plus, les foncteurs (−)V ,⊕,⊗ sont exacts et préservent les projectifs. On en
déduit les isomorphismes (2.5.5) et (2.5.6). �
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Lemme 2.5.6. Soient F ∈ Pk(n) et G ∈ Pk. On a des isomorphismes naturels
en F,G :

HomPk
(F ◦∆n, G) ≃ HomPk(n)

(F,G ◦⊞n) ◦∆n,(2.5.3)

RHomPk
(F ◦∆n, G) ≃ RHomPk(n)

(F,G ◦⊞n) ◦∆n.(2.5.4)

Démonstration. Par l’adjonction somme-diagonale − ◦ ∆n : Pk(n) ⇄ Pk :
− ◦⊞n, on a des isomorphismes naturels en F,G, V , où V est un objet de Vk :

HomPk
(F ◦∆n, GV ) ≃ HomPk(n) (F,GV ◦⊞

n)

≃ HomPk(n)

(
F, (G ◦⊞n)∆n(V )

)
.

On en déduit l’isomorphisme (2.5.3). Cet isomorphisme induit un isomorphisme
naturel en G :

HomPk
(−, G) ◦ (− ◦∆n) ≃ (− ◦∆n) ◦HomPk(n)

(−, G ◦⊞n) .

Comme le foncteur − ◦∆n est exact et préserve les projectifs, on peut utiliser les
formules de composition des foncteurs dérivés rappelées dans le corollaire 2.2.13.
On obtient un isomorphisme naturel en G :

RHomPk
(−, G) ◦ (− ◦∆n) ≃ (− ◦∆n) ◦RHomPk(n)

(−, G ◦⊞n) .

L’isomorphisme (2.5.4) en découle. �

Lemme 2.5.7. Soient F,G deux foncteurs strictement polynomiaux de n va-
riables, et soit V un n-uplet d’objets de Vk. On a des isomorphismes naturels en
F,G et V :

HomPk(n)
(F,G) (V ) ≃ HomPk(n)

(
FV , G

)
◦∆n(k),(2.5.5)

RHomPk(n)
(F,G) (V ) ≃ RHomPk(n)

(
FV , G

)
◦∆n(k).(2.5.6)

Démonstration. En utilisant la définition du foncteur Hom-interne et l’iso-
morphisme canonique V ⊗∆n(k) ≃ V , on obtient (2.5.5). Soit J une corésolution
injective du foncteur G. L’isomorphisme (2.5.5) induit un isomorphisme des com-
plexes :

HomPk(n)
(F, J) (V ) ≃ HomPk(n)

(
FV , J

)
◦∆n(k).

On en déduit l’isomorphisme (2.5.6). �

Proposition 2.5.8. Si le foncteur F ∈ Pd appartient à la classe Formel(r, n)
alors F ◦∆n ∈ Formel(r, 1) et H∗Lℓ

r(F ◦∆n) ≃ H∗Lℓ
r(F ) ◦∆n.

Démonstration. Par la proposition 2.4.4, l’isomorphisme (2.5.3) du lemme
2.5.6 et le fait que S⊠d est la partie homogène de degré d du foncteur Sd ◦ ⊞n où
d est la somme d1 + · · ·+ dn, on a des isomorphismes :

ℓr(F ◦∆n)
♯(r) ≃ HomPk

(
F ◦∆n, S

d(r)
)
◦∆n

≃ HomPk(n)

(
F, Sd(r) ◦⊞n

)
◦∆n

≃ HomPk(n)

(
F, Sd(r)

)
◦∆n

≃ (ℓr(F ))
♯(r) ◦∆n

≃ (ℓr(F ) ◦∆n)
♯(r)

.
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En combinant avec le corollaire 2.4.2, on a un isomorphisme ℓr(F ◦∆n) ≃ ℓr(F )◦∆n

naturel en F . Comme le foncteur − ◦ ∆n : Pk(n) → Pk est exact et préserve les
projectifs, il existe un isomorphisme Lℓr(F ◦∆n) ≃ Lℓr(F ) ◦∆n naturel en F . On
en déduit le résultat. �

2.6. Formalité et k-invariants

L’objectif de cette section est de démontrer le théorème 2.6.12 qui est une
généralisation à plusieurs variables d’un résultat de van der Kallen [vdK13]. Mais
nous proposons une méthode différente pour l’obtenir, qui remplace l’utilisation de
suites spectrales par la théorie des k-invariants de Dold [Dol60]. Une application du
théorème 2.6.12 est la proposition 2.6.13, qui donne un critère permettant d’établir
des propriétés plus compliquées des classes formelles Formel(r, n).

Les k-invariants sont bien connus dans la topologie algébrique. Plus précisément,
pour chaque CW complexe, on peut définir des classes de cohomologie kn(X), n ∈ N

appelées k-invariants de X. Nous renvoyons à [Hat02, Chapter 4, page 338] pour
le résultat typique suivant.

Proposition. Soit X un CW complexe. Il existe une équivalence d’homotopie
entre X et un produit d’espaces d’Eilenberg-MacLane si et seulement si tous les
k-invariants de X sont nuls.

Il faut comparer cette proposition avec la proposition 2.6.4 qui nous intéresse.
La version algébrique (pour les complexes sur une catégorie abélienne) de k-invariants
est donnée par Dold [Dol60].

2.6.1. Théorie des k-invariants de Dold. D’abord, on fait quelques rap-
pels la théorie des k-invariants de Dold [Dol60]. En fait, on traduit ses résultats
dans le langage de la catégorie dérivé. On fixe A une catégorie abélienne. Si C ∈
Ch(A) est un complexe, et n est un entier, on désigne par τ≤n(C) le complexe

(τ≤n(C))i =





Ci, i ≤ n,

Cn+1/ ker (Cn+1 → Cn) , i = n+ 1,

0, i ≥ n+ 2,

et par pn : C → τ≤n(C), qn : τ≤n(C) → τ≤n−1(C) des épimorphismes canoniques.
On obtient un diagramme commutatif (la tour de Postnikov)

C

pn

��xx &&
· · · // τ≤n+1(C) qn+1

// τ≤n(C) qn
// τ≤n−1(C) // · · ·

La proposition suivante est une conséquence directe de la définition précédente.

Proposition 2.6.1. (1) On a des suites exactes dans la catégorie Ch(A)

0→ Hn(C)[−n]→ τ≤n(C)
qn
−→ τ≤n−1(C)→ 0.

(2) L’application Hi(pn) : Hi(C)→ Hi (τ≤n(C)) est un isomorphisme si i ≤ n
et Hi (τ≤n(C)) = 0 si i ≥ n + 1. En particulier, si Hi(C) = 0 pour tout
i ≥ n+1 alors le morphisme pn : C → τ≤n(C) est un quasi-isomorphisme.
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Ensuite, on a besoin de la structure triangulée de la catégorie dérivée bornée
Db (A), voir sous-section 2.2.3. D’après les propositions 2.2.9 et 2.6.1(1), pour
chaque entier n et chaque complexe C ∈ Db (A), il existe un triangle distingué
dans la catégorie Db (A) :

(2.6.1) Hn(C)[−n]→ τ≤n(C)
qn
−→ τ≤n−1(C)→ Hn(C)[−n− 1].

Définition 2.6.2. Soient C ∈ Db (A) et n un entier. On note kn(C) le mor-
phisme τ≤n−1(C)→ Hn(C)[−n−1] dans le triangle distingué (2.6.1), et on appelle
kn(C) le n-ème k-invariant de C.

En principe, les k-invariants décrivent comment on peut reconstruire un com-
plexe à partir de son homologie. C’est compliqué de calculer explicitement les k-
invariants d’un complexe. Mais ces invariants sont utiles pour établir des propriétés
théoriques. La proposition suivante donne un lien entre les k-invariants et la for-
malité. Elle est démontrée par Dold [Dol60].

Proposition 2.6.3. Soient C ∈ Db (A) et n un entier. Le complexe τ≤n(C) est
formel si et seulement si le complexe τ≤n−1(C) est formel et le k-invariant kn(C)
est nul.

Démonstration. (⇒) Comme le complexe τ≤n(C) est formel, il existe un
isomorphisme f : τ≤n(C)→ H (τ≤n(C)) = τ≤n(H(C)) dans D

b (A). En appliquant
le foncteur τ≤n−1, on obtient un isomorphisme

τ≤n−1(f) : τ≤n−1(C) ≃ τ≤n−1 (τ≤n(H(C))) = τ≤n−1(H(C)).

Le complexe τ≤n−1(C) est donc formel. Le n-ième k-invariant k
n(C) du complexe

C est nul grâce à la commutativité du diagramme suivant dans la catégorie dérivée
Db (A) :

Hn(C)[−n] // τ≤n(C) //

≃f

��

τ≤n−1(C)
k
n(C) //

≃τ≤n−1(f)

��

Hn(C)[−n− 1]

Hn(C)[−n] // τ≤n(H(C)) qn
// τ≤n−1(H(C))

0 // Hn(C)[−n− 1].

(⇐) Comme τ≤n−1(C) est formel, il existe un isomorphisme g : τ≤n−1(C)
≃
−→

τ≤n−1(H(C)) dans Db (A). De plus, comme kn(C) = 0, le diagramme suivant
est commutatif, où les deux lignes sont des triangles distingués dans la catégorie
Db (A) :

τ≤n−1(C)[−1]
0 //

g[−1]

��

Hn(C)[−n] // τ≤n(C) // τ≤n−1(C)

g

��
τ≤n−1(H(C))[−1]

0 // Hn(C)[−n] // τ≤n(H(C))
qn // τ≤n−1(H(C)).

Par TR4 de la définition 2.2.5, il existe un isomorphisme τ≤n(C) ≃ τ≤n(H(C))
dans la catégorie Db (A). Par définition, le complexe τ≤n(C) est formel. �

Proposition 2.6.4. Soit C ∈ Db (A). Le complexe C est formel si et seulement
si kn(C) = 0 pour tout n.
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Démonstration. (⇒) Comme le complexe C est formel, les complexes τ≤n(C)
sont également formels. D’après la proposition 2.6.3, les k-invariants kn(C) sont
nuls.

(⇐) Puisque C est un objet de Db (A), son homologie est bornée. Il existe
donc un entier m strictement positif tel que pm : C → τ≤m(C) est un isomorphisme
dans Db (A) et que le complexe τ≤−m(C) est acyclique. Le complexe τ≤−m(C)
est alors formel. De plus par l’hypothèse, kn(C) = 0 pour tout n. En utilisant
la proposition 2.6.3 et un raisonnement par récurrence, le complexe τ≤m(C) est
formel. Le complexe C est donc formel. �

2.6.2. Application à la formalité. On utilise maintenant la théorie des
k-invariants pour démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.6.5. Soient A,B deux catégories abéliennes. Soit φ : A → B un
foncteur exact. Les deux conditions suivantes sur le foncteur φ sont équivalentes :

(1) Le complexe C ∈ Db (A) est formel dès que le complexe φ(C) ∈ Db (B)
est formel.

(2) Pour i ≥ 2, les applications ExtiA (A,B)→ ExtiB (φA, φB) induites par φ
sont des monomorphismes.

Comme une application de ce théorème, on obtiendra un résultat de van der
Kallen [vdK13] dans la section suivante.

Remarque 2.6.6. Avant de prouver le théorème 2.6.5, on remarque que, sous
l’hypothèse du théorème, le complexe φ(C) est formel si le complexe C l’est aussi. En
effet, puisque le complexe C est formel, C ≃ H(C). On obtient un isomorphisme
φ(C) ≃ φ(H(C)). D’autre part, l’exactitude de φ implique que l’homologie du
complexe φ(C) est égale à φ(H(C)). On a donc un isomorphisme φ(C) ≃ H(φ(C)),
d’où le résultat.

Lemme 2.6.7. Soient A,B deux catégories abéliennes. Soient φ : A → B un
foncteur exact et C un objet de Db (A). On a alors φ (kn(C)) = kn(φ(C)).

Démonstration. D’après la définition 2.6.2, il existe un triangle distingué
dans la catégorie Db (A)

Hn(C)[−n]→ τ≤n(C)
qn
−→ τ≤n−1(C)

k
n(C)
−−−−→ Hn(C)[−n− 1].

Puisque le foncteur φ est exact, on a Hn(φ(C)) ≃ φ (Hn(C)) et τ≤n(φ(C)) ≃
φ (τ≤n(C)). En appliquant le foncteur exact φ, on obtient le triangle distingué
suivant dans Db (B)

Hn(φ(C))[−n]→ τ≤n(φ(C))
qn
−→ τ≤n−1(φ(C))

φ(kn(C))
−−−−−−→ Hn(C)[−n− 1].

On a alors kn(φ(C)) = φ (kn(C)). �

Démonstration du théorème 2.6.5. (2)⇒ (1). Puisque C est un objet de
Db (A), il existe des entiers i1, i2 tels que Hn(C) = 0 dès que n ≤ i1 ou n ≥ i2.
Par conséquence, le morphisme pn : C → τ≤n(C) est un isomorphisme si n ≥ i2 et
le complexe τ≤n(C) est acyclique si n ≤ i1. En particulier, le complexe τ≤n(C) est
formel si n ≤ i1, et si le complexe τ≤n(C) est formel pour n ≥ i2 quelconque alors
le complexe C est formel. Il suffit de montrer que le complexe τ≤n(C) est formel si
le complexe τ≤n−1(C) est formel.
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On suppose que τ≤n−1(C) est formel avec n− 1 ≥ i1. Il existe alors un isomor-

phisme τ≤n−1(C) ≃
⊕n−1

i=i1
Hi(C)[−i] dans la catégorie D

b (A). Comme le foncteur

φ est exact, on a un isomorphisme τ≤n−1(φ(C)) ≃
⊕n−1

i=i1
Hi(φ(C))[−i] dans la

catégorie Db (B). On obtient un diagramme commutatif

HomDb(A) (τ≤n−1(C), Hn(C)[−n− 1])
φ //

≃

��

HomDb(B) (τ≤n−1(φ(C)), Hn(φ(C))[−n− 1])

≃

��⊕n−1
i=i1

Extn+1−i
A (Hi(C), Hn(C))

φ∗ // ⊕n−1
i=i1

Extn+1−i
B (Hi(φ(C)), Hn(φ(C))) .

Par l’assertion (2), l’application φ∗ est un monomorphisme. D’autre part, puisque
le complexe φ(C) est formel, d’après la proposition 2.6.4, on a kn(φ(C)) = 0. En
combinant avec le lemme 2.6.7, on a donc kn(C) = 0. Par la proposition 2.6.3, le
complexe τ≤n(C) est formel.

(1) ⇒ (2). Soit e ∈ ExtiA (A,B) un élément tel que φ∗(e) ∈ Ext
i
B (φ(A), φ(B))

soit nul. Puisque ExtiA (A,B) ≃ HomDb(A) (A[0], B[−i]), on peut voir e comme un

morphisme A[0]→ B[−i] dans Db (A). Il existe donc un triangle distingué dans la
catégorie Db (A)

B[−i+ 1]→ C → A[0]
e
−→ B[i].

Puisque le foncteur φ est exact, on obtient un triangle distingué dans Db (B)

φ(B)[−i+ 1]→ φ(C)→ φ(A)[0]
φ∗(e)
−−−→ φ(B)[i].

Comme φ∗(e) = 0, le complexe φ(C) est formel. D’après l’assertion (1), le complexe
C est également formel. Le morphisme e est donc nul. �

Le corollaire suivant est une conséquence directe du théorème 2.6.5. Ce résultat
est classique, et nous renvoyons à [KS06, Corollary 13.1.20] pour une autre démonstration
de ce résultat. De plus, le corollaire 2.6.8 explique pourquoi on a l’hypothèse “i ≥ 2”
dans l’assertion (2) du théorème 2.6.5.

Corollaire 2.6.8. Soit A une catégorie abélienne. On suppose que la catégorie
A est héréditaire, c’est-à-dire qu’on a ExtiA (A,B) = 0 pour i ≥ 2 et A,B ∈ A.
Soit C ∈ Db (A). Il existe un isomorphisme dans Db (A) :

(2.6.2) C ≃
⊕

i∈Z

Hi(C)[−i].

Démonstration. On définit un endofoncteur φ : A → A par φ(A) = 0 pour
tout A ∈ A. Il est évident que φ est un foncteur exact et que le complexe φ(C) est
formel. De plus, comme la catégorie est héréditaire, les applications ExtiA (A,B)→
ExtiA (φA, φB) induites par φ sont des monomorphismes pour i ≥ 2. Par le théorème
2.6.5, le complexe C est formel. Le complexe C est donc isomorphe à son homologie,
d’où le résultat. �

2.6.3. Formalité et injectivité de la torsion de Frobenius. Dans ce
paragraphe, on applique la théorie développée dans les sections précédentes au
contexte des foncteurs strictement polynomiaux et de la torsion de Frobenius. On
vérifie d’abord dans la proposition suivante que le foncteur de torsion de Frobenius
vérifie les hypothèses du théorème 2.6.5.
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Proposition 2.6.9. Soient F,G ∈ Pd. L’application suivante induite par le
foncteur exact Frr : Pd → Ppd suivant est un monomorphisme :

(2.6.3) Ext∗Pd
(F,G)→ Ext∗Pprd

(
F (r), G(r)

)
.

La démonstration de cette proposition repose sur l’injectivité de la torsion
de Frobenius en cohomologie connue pour les groupes algébriques réductifs. Pour
un uplet d’entiers naturels m = (m1, . . . ,mn), on désigne par GLm,k le produit∏n

i=1GLmi,k et par k
m l’objet (km1 , . . . , kmn). On a le foncteur d’évaluation en k

m

Pd → GLm,k -Mod, F 7→ F (km).

Le lemme suivant est démontré dans [Tou10, Lemma 2.3].

Lemme 2.6.10. Soient F,G ∈ Pd. If m ≥ d, c’est-à-dire, mi ≥ di, i = 1, . . . , n,
le foncteur d’évaluation en k

m induit un isomorphisme :

(2.6.4) Ext∗Pd
(F,G)→ Ext∗GLm,k

(F (km), G(km)) .

Démonstration. Par un argument de δ-foncteur, il suffit de considérer le cas

où F et G sont de type séparé, c’est-à-dire, F =
n

⊠
i=1
Fi et G =

n

⊠
i=1
Gi. Le diagramme

suivant est commutatif, où les flèches verticales sont des morphismes canoniques et
le morphisme horizontal en haut est le morphisme (2.6.4) :

Ext∗Pd
(F,G) //

≃
��

Ext∗GLm,k
(F (km), G(km))

≃
��

n⊗
i=1

Ext∗Pdi
(Fi, Gi)

(†) //
n⊗

i=1

Ext∗GLmi,k
(Fi(k

mi), Gi(k
mi)) .

Puisque mi ≥ di, i = 1, . . . , n, d’après [FS97, Corollary 3.13], l’application (†) est
un isomorphisme. L’application (2.6.4) est donc un isomorphisme. �

SiM est un GLm,k-module, on désigne parM
[r] la r-torsion deM , voir [Jan03,

Section I.9.10]. Il existe un isomorphisme F (r)(km) ≃ F (km)[r] naturel en F . De
plus, on a le résultat suivant.

Lemme 2.6.11. Soient F,G ∈ Pd. Le diagramme suivant est commutatif, où les
flèches verticales (†1), (†2) sont induites par le foncteur d’évaluation en k

m :

Ext∗Pd
(F,G)

(2.6.3) //

(†1)

��

Ext∗Pprd

(
F (r), G(r)

)

(†2)

��
Ext∗GLm,k

(F (km), G(km))
(†3) // Ext∗GLm,k

(
F (km)[r], G(km)[r]

)
.

Démonstration de la proposition 2.6.9. On considère le diagramme com-
mutatif dans le lemme 2.6.11. Puisque m ≥ d, par le lemme 2.6.10, les applications
(†1), (†2) sont des isomorphismes. De plus, par [Jan03, Section II.10.16], l’applica-
tion (†3) est aussi un isomorphisme. On en déduit le résultat. �

Théorème 2.6.12. Soient C ∈ Ch
(
Pd

)
un complexe fini et r un entier naturel.

Le complexe C est formel si le complexe C(r) l’est aussi.
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Démonstration. On désigne par φ : Pd → Pprd le foncteur de précomposition

par I(r). Ce foncteur est exact. De plus, on a φ(C) = C(r). D’après la proposition
2.6.9, l’application Ext∗Pd

(F,G)→ Ext∗Pprd

(
F (r), G(r)

)
induite par φ est un mono-

morphisme. Par le théorème 2.6.5, on obtient le résultat. �

Proposition 2.6.13. Soit F un foncteur strictement polynomial de n variables.
S’il existe un objet gradué C tel que Lℓr(F )(r) ≃ C(r) alors F appartient à la classe
Formel(r, n) et H∗Lℓ

r(F ) ≃ C.

Démonstration. Soit C un objet gradué dans Pk(n). On suppose qu’il existe
un isomorphisme Lℓr(F )(r) ≃ C(r). Comme le complexe C(r) est formel, par le
théorème 2.6.12, le complexe Lℓr(F ) est formel. De plus, on a un isomorphisme

gradué (H∗Lℓ
r(F ))

(r) ≃ C(r). Cet isomorphisme induit un isomorphisme gradué
H∗Lℓ

r(F ) ≃ C car la précomposition par la torsion de Frobenius est un plongement
de catégories. �

2.6.4. Formalité et paramétrisations. Dans ce paragraphe, on applique
la théorie développée dans les sections 2.6.1 et 2.6.2 au contexte des foncteurs
strictement polynomiaux et de la paramétrisation.

Proposition 2.6.14. Soient C ∈ Ch
(
Pd

)
un complexe fini et r un entier

naturel. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Le complexe C est formel.

(2) Le complexe CV est formel pour tout n-uplet V d’objets de Vk.

(3) Il existe un n-uplet V d’objets de Vk tel que Vi 6= 0 pour tout i et que le
complexe CV est formel.

Démonstration. L’implication (2) ⇒ (3) est évidente. Puisque le foncteur
(−)V est exact, on a que (1) ⇒ (2). Il reste à montrer (3) ⇒ (1). Soit V un n-
uplet d’objets de Vk tel que Vi 6= 0 pour tout i. Puisque Vi est non-nul, k est
un facteur direct de Vi. Le foncteur F est donc un facteur direct du foncteur FV

pour tout foncteur strictement polynomial F . Par conséquence, les applications
Ext∗Pk(n)

(F,G) → Ext∗Pk(n)

(
FV , GV

)
sont toujours des monomorphismes. Par le

théorème 2.6.5, le complexe C est formel. �

2.7. Étude de la classe Formel(r, n)

L’objectif de cette section est d’étudier la classe Formel(r, n). De plus, pour
obtenir des calculs explicites, il faut également déterminer explicitement H∗Lℓ

r(F )
pour F ∈ Formel(r, n).

2.7.1. La compatibilité de la classe Formel(r, n) avec la précomposition
par la torsion de Frobenius. La notation suivante sera très souvent utilisée
dans la suite. Pour chaque entier naturel r, on note Er le k-espace vectoriel gradué
de dimension finie défini par (Er)

i est égale à k si i = 0, 2, . . . , 2pr − 2 et 0 sinon.
Le résultat important suivant est la version à paramètre d’un cas particulier de
[Tou12, Lemma 4.4 et Theorem 4.6] (voir aussi [Tou13a, Proposition 13]). Nous
le donnons sans démonstration.

Théorème 2.7.1 (Touzé). Soit F ∈ Pd. Il existe un isomorphisme naturel en
F :

RHomPk

(
F (r), Sd(r)

)
≃

(
FEr

)♯(r)
.
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Corollaire 2.7.2. Soit F un foncteur strictement polynomial d’une variable.
On a F (r) ∈ Formel(r, 1) et H∗Lℓ

r(F ) = FEr .

Démonstration. Par l’isomorphisme (2.4.7) et le théorème 2.7.1, le complexe

Lℓr
(
F (r)

)(r)
est isomorphe à

(
FEr

)(r)
qui est un complexe formel. Par la proposi-

tion 2.6.13, F (r) appartient à la classe Formel(r, 1) et H∗Lℓ
r(F ) ≃ FEr . �

Dans le théorème suivant, nous généralisons le théorème 2.7.1 et le corol-
laire 2.7.2 à plusieurs variables et nous en tirons les conséquences pour la classe
Formel(r, n).

Théorème 2.7.3. Soient F,G deux foncteurs strictement polynomiaux de n
variables.

(1) Le foncteur F (r) appartient à Formel(r, n) et H∗Lℓ
r
(
F (r)

)
≃ F∆n(Er).

(2) Il existe un isomorphisme naturel en G

Ext∗Pk(n)

(
F (r), G(r)

)
≃ Ext∗Pk(n)

(
F∆n(Er), G

)(r)

.

(3) Si F appartient à la classe Formel(r, n) alors F (1) appartient à la classe
Formel(r + 1, n). De plus, on a H∗Lℓ

r+1
(
F (1)

)
≃ H∗Lℓ

r(F )∆n(E1).

(4) Réciproquement, si un foncteur F (1) appartient à la classe Formel(r+1, n),
alors F appartient à la classe Formel(r, n).

Démonstration. L’assertion (2) du théorème est une conséquence de la première
assertion et du corollaire 2.5.2.

(1) On suppose que F est un objet de Pd. On note d la somme d1 + · · · + dn.

Par l’isomorphisme (2.4.7) de la proposition 2.4.6 et le fait que S⊠d est la partie
homogène de degré d du foncteur Sd ◦⊞n, on a des isomorphismes :

Lℓr
(
F (r)

)♯(r)

≃ RHomPk(n)

(
F (r), S⊠d(r)

)

≃ RHomPk(n)

(
F (r), Sd(r) ◦⊞n

)
.

Ensuite, on utilise successivement le lemme 2.5.6, l’isomorphisme (2.5.6) du lemme
2.5.7 pour obtenir d’isomorphismes suivants, où V est un n-uplet d’objets de Vk :

Lℓr
(
F (r)

)♯(r)

(V ) ≃ RHomPk(n)

(
F (r), Sd(r) ◦⊞n

)
(V )

≃ RHomPk(n)

((
F (r)

)V

, Sd(r) ◦⊞n

)
(∆n(k))

≃ RHomPk

((
F (r)

)V

◦∆n, S
d(r)

)

≃ RHomPk

((
FV (r)

◦∆n

)(r)

, Sd(r)

)

Enfin, en utilisant successivement le théorème 2.7.1, l’isomorphisme d’adjonction

somme-diagonale, le lemme de Yoneda et le fait que S
⊠ d

∆n(En)
est la partie homogène
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de degré d de Sd
En
◦⊞n, on obtient des isomorphismes

Lℓr
(
F (r)

)♯(r)

(V ) ≃ RHomPk

(
FV (r)

◦∆n, S
d
Er

)

≃ RHomPk(n)

(
FV (r)

, Sd
Er
◦⊞n

)

≃ RHomPk(n)

(
FV (r)

, S
⊠ d

∆n(En)

)

≃ RHomPk(n)

(
F∆n(Er), S⊠d

)(
V (r)

)

≃
(
F∆n(Er)

)♯(r)

(V ).

Le complexe Lℓr
(
F (r)

)(r)
est donc formel et son homologie est isomorphe à l’ob-

jet gradué
(
F∆n(Er)

)(r)
. Par la proposition 2.6.13, le foncteur F (r) appartient à

Formel(r, n) et H∗Lℓ
r
(
F (r)

)
≃ F∆n(Er).

(3) et (4). Par la proposition 2.4.6 et l’assertion (1), on a des isomorphismes :

Lℓr+1
(
F (1)

)
≃ Lℓr

(
Lℓ1

(
F (1)

))
≃ Lℓr

(
F∆n(E1)

)
≃ (Lℓr(F ))

∆n(E1) .

Si F appartient à Formel(r, n), alors le complexe Lℓr(F ) est formel. Le complexe
Lℓr+1

(
F (1)

)
est donc formel et son homologie est isomorphe à H∗Lℓ

r(F )∆n(E1). Le

foncteur F (1) appartient à Formel(r + 1, n) et H∗Lℓ
r+1

(
F (1)

)
≃ H∗Lℓ

r(F )∆n(E1).

Si F (1) appartient à Formel(r+1, n), alors le complexe Lℓr+1
(
F (1)

)
est formel.

Par la proposition 2.6.14, le complexe Lℓr(F ) est également formel. Le foncteur F
appartient donc à Formel(r, n). �

Exemple 2.7.4. Soient V un n-uplet d’objets de Vk et F,G ∈ Pd. On a des
isomorphismes gradués :

Ext∗Pk(n)

((
Γ⊠ d V

)(r)

, G(r)

)
≃ G (V1 ⊗ Er, . . . , Vn ⊗ Er) ,

Ext∗Pk(n)

(
F (r),

(
S
⊠ d
V

)(r)
)
≃ F ♯ (V1 ⊗ Er, . . . , Vn ⊗ Er) .

2.7.2. La compatibilité de la classe Formel(r, n) avec la précomposition
par ⊠

n,⊗n. Pour démontrer notre résultat final, nous avons besoin d’une formule
clé qui généralise [FF08, Proposition 2.2] de Franjou-Friedlander.

Théorème 2.7.5. Soient F1, . . . , Fn et F des objets de Pd. On a des isomor-
phismes naturels en F1, . . . , Fn et F :

HomPk(n)

(
F ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fi

)
≃

(
F ⊗Pk

F ♯
1 ⊗Pk

· · · ⊗Pk
F ♯
n

)♯

◦⊠n,(2.7.1)

RHomPk(n)

(
F ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fi

)
≃

(
F ⊗L

Pk
F ♯
1 ⊗

L

Pk
· · · ⊗L

Pk
F ♯
n

)♯

◦⊠n.(2.7.2)

Démonstration. Comme chaque côté de l’isomorphisme (2.7.1) est un fonc-
teur exact à gauche en chaque variable F1, . . . , Fn, pour prouver cet isomorphisme,
on peut supposer que le foncteur Fi est de la forme Fi = Sd

Vi
pour i = 1, . . . , n.
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D’après le lemme de Yoneda et le théorème 2.3.1, on a des isomorphismes naturels :

HomPk(n)

(
F ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Sd
Vi

)
≃

(
(F ◦⊠n)

♯
)

(V1,...,Vn)

≃
(
FV1⊗···⊗Vn

)♯
◦⊠n

≃
(
F ◦ ⊗Pk

Γd,V1 ⊗Pk
· · · ⊗Pk

Γd,Vn
)♯
◦⊠n.

L’isomorphisme (2.7.1) en découle. Pour prouver (2.7.2), soit PFi une résolution

projective de Fi dans la catégorie Pd pour i = 1, . . . , n. Les complexes
(
PFi

)♯
sont

donc des corésolutions injectives des foncteurs F ♯
i . De plus, l’isomorphisme (2.7.1)

induit un isomorphisme des complexes :

HomPk(n)

(
F ◦⊠n,

n

⊠
i=1
PFi

)
≃

(
F ⊗Pk

(
PF1

)♯
⊗Pk

· · · ⊗Pk

(
PFn

)♯)♯

◦⊠n.

On en déduit l’isomorphisme (2.7.2). �

Remarque 2.7.6. En appliquant le théorème 2.7.5 au cas où n = 2, F = Γd et
en utilisant les isomorphismes (2.3.3), (2.3.4) démontrés dans la proposition 2.3.2,
on retrouve [FF08, Proposition 2.2].

Théorème 2.7.7. Soit F ∈ Pprd. On suppose que le foncteur F appartient à
la classe Formel(r, 1).

(1) Le foncteur F ◦ ⊠n appartient à Formel(r, n) et on a un isomorphisme

H∗Lℓ
r(F ◦⊠n) ≃ H∗Lℓ

r(F )E
⊗n−1
r ◦⊠n.

(2) Le foncteur F ◦ ⊗n appartient à Formel(r, 1) et on a un isomorphisme

H∗Lℓ
r (F ◦ ⊗n) ≃ H∗Lℓ

r(F )E
⊗n−1
r ◦ ⊗n.

Démonstration. L’assertion (2) est une conséquence directe de l’assertion (1)
et la proposition 2.5.8. Il reste à démontrer la première assertion. Par l’isomorphisme
(2.4.7) de la proposition 2.4.5 et l’isomorphisme (2.7.2) du théorème 2.7.5, on a des
isomorphismes :

Lℓr(F ◦⊠n)♯(r) ≃ RHomPk(n)

(
F ◦⊠n,

(
Sd(r)

)⊠n
)

(2.7.3)

≃


F ⊗L

Pk
Γd(r) ⊗L

Pk
· · · ⊗L

Pk
Γd(r)

︸ ︷︷ ︸
n




♯

◦⊠n.

D’autre part, le théorème 2.7.1 et l’isomorphisme (2.3.4) de la proposition 2.3.2

induisent un isomorphisme F (r) ⊗L

Pk
Γd(r) ≃

(
FEr

)(r)
naturel en F ∈ Pprd. En

utilisant cet isomorphisme, on obtient un isomorphisme

(2.7.4) Γd(r) ⊗L

Pk
· · · ⊗L

Pk
Γd(r)

︸ ︷︷ ︸
n

≃
(
Γd,E⊗n−1

r

)(r)

.
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Par l’isomorphisme (2.4.7) de la proposition 2.4.6, l’isomorphisme (2.3.4) de la
proposition 2.3.2 et les isomorphismes (2.7.3), (2.7.4) ci-dessus, on obtient des iso-
morphismes :

Lℓr(F ◦⊠n)♯(r) ≃

(
F ⊗L

Pk

(
Γd,E⊗n−1

r

)(r)
)♯

◦⊠n

≃ RHomPk

(
F,

(
Sd

E⊗n−1
r

)(r)
)
◦⊠n

≃
(
Lℓr(F )♯(r)

)

E⊗n−1
r

◦⊠n

≃
(
Lℓr(F )E

⊗n−1
r ◦⊠n

)♯(r)

.

Comme F appartient à Formel(r, 1), le complexe Lℓr(F ) est formel. Le complexe
Lℓr(F ◦ ⊠n)(r) est donc formel et son homologie est isomorphe à l’objet gradué(
H∗Lℓ

r(F )E
⊗n−1
r ◦⊠n

)(r)

. Par la proposition 2.6.13, le foncteur F ◦⊠n appartient

à Formel(r, n) et H∗Lℓ
r(F ◦⊠n) ≃ H∗Lℓ

r(F )E
⊗n−1
r ◦⊠n. �

Ensuite, on rappelle un résultat de Cha!lupnik [Cha08] (voir aussi [Tou13c]).
Dans la suite, si X désigne l’un des symboles Γ,Λ, S, on note ǫX l’entier 0, 1, 2
respectivement.

Théorème 2.7.8 (Cha!lupnik). Soit X désigne l’un des symboles Γ,Λ, S. On a
un isomorphisme

RHomPk

(
Xprd, Sd(r)

)
≃ Xd♯(r) [ǫX (prd− d)] .

Corollaire 2.7.9. Soit X désigne l’un des symboles Γ,Λ, S. Le foncteur Xd

appartient à Formel(r, 1) pour tout r et Lℓr(Xd) est isomorphe à Xe [ǫX (d− e)] si
d est de la forme pre, e ∈ N et à 0 sinon.

Démonstration. Si d n’est pas un multiple de pr alors Lℓr(F ) = 0 par la
définition du foncteur ℓr. Alors Xd ∈ Formel(r, 1). Ensuite, on suppose que d est
de la forme pre pour e ∈ N. Par l’isomorphisme (2.4.7) de la proposition 2.4.6

et le théorème 2.7.8, le complexe Lℓr
(
Xd

)(r)
est isomorphe à Xe(r) [ǫX (d− e)].

Par la proposition 2.6.13, le foncteur Xd appartient à Formel(r, 1) et Lℓr(Xd) ≃
Xe [ǫX (d− e)]. �

Notre résultat final (théorème 2.7.10) est une généralisation du théorème 2.7.8
et du corollaire 2.7.9. Il est une clé pour calculer les algèbres de cohomologie dans
le chapitre suivant.

Théorème 2.7.10. Soit X désigne l’un des symboles Γ,Λ, S. Soient F ∈ Pk et
G ∈ Pk(n).

(1) Le foncteur Xd ◦⊠n appartient à Formel(r, n) pour tout r et Lℓr(Xd ◦⊠n)

est isomorphe à Xe,E⊗n−1
r [ǫX (d− e)] ◦⊠n si d est de la forme pre, e ∈ N

et à 0 sinon.

(2) Le foncteur Xd ◦⊗n appartient à Formel(r, 1) pour tout r et Lℓr(Xd ◦⊗n)

est isomorphe à Xe,E⊗n−1
r [ǫX (d− e)] ◦⊗n si d est de la forme pre, e ∈ N

et à 0 sinon.
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(3) Il existe des isomorphismes gradués naturels en F,G :

Ext∗Pk(n)

(
Xprd ◦⊠n, G(r)

)
≃ Ext

∗−ǫX(prd−d)
Pk(n)

(
Xd,E⊗n−1

r ◦⊠n, G
)(r)

,

Ext∗Pk

(
Xprd ◦ ⊗n, F (r)

)
≃ Ext

∗−ǫX(prd−d)
Pk

(
Xd,E⊗n−1

r ◦ ⊗n, F
)(r)

.

Démonstration. Les assertions (1) et (2) sont des conséquences du théorème
2.7.7 et le corollaire 2.7.9. Pour obtenir la dernière assertion du théorème on utilise
les deux assertions (1), (2) et le corollaire 2.5.2. �

Exemple 2.7.11. (1) On a des isomorphismes gradués :

Ext∗Pk(n)

(
Γpr

◦⊠n,⊠n(r)
)
≃ (Er)

⊗n−1
,

Ext∗Pk(n)

(
Λpr

◦⊠n,⊠n(r)
)
≃ (Er)

⊗n−1
[pr − 1] ,

Ext∗Pk(n)

(
Spr

◦⊠n,⊠n(r)
)
≃ (Er)

⊗n−1
[2pr − 2] .

(2) Soit V ∈ Vk. On a des isomorphismes gradués :

Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n,

(
Snd
V

)(r))
≃ Sd

(
V ⊗n ⊗ (Er)

⊗n−1
)
,

Ext∗Pk

(
Λprd ◦ ⊗n,

(
Snd
V

)(r))
≃ Λd

(
V ⊗n ⊗ (Er)

⊗n−1
)
[prd− d] ,

Ext∗Pk

(
Sprd ◦ ⊗n,

(
Snd
V

)(r))
≃ Γd

(
V ⊗n ⊗ (Er)

⊗n−1
)
[2prd− 2d] .
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3.1. Introduction

L’objectif du chapitre est de calculer les algèbres de cohomologie suivantes
lorsque n ≥ prℓ et p > 2 :

(3.1.1) H∗
rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))

où Gn est le schéma en groupes symplectique Spn ou le schéma en groupes ortho-
gonal On,n, et Gn agit naturellement sur l’espace vectoriel k2n par multiplication
matricielle. Notre résultat principal est le théorème suivant.

Théorème (Théorème 3.4.11). On suppose que p > 2. Si n ≥ prℓ alors
l’algèbre de cohomologie H∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
est une algèbre symétrique sur

un ensemble fini de générateurs (h|i|j)Gn
∈ H2h

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
où 0 ≤ h <

pr, 0 ≤ i ≤ j ≤ ℓ et i 6= j si Gn est le groupe symplectique Spn.
De plus, il n’y a pas de relation entre les (h|i|j)Gn

.

D’abord, en utilisant le lien entre la cohomologie des groupes symplectiques et
orthogonaux et les calculs d’extensions dans Pk [Tou10], on obtient l’isomorphisme
d’algèbre suivant où XG désigne S2 si Gn = On,n et Λ

2 si Gn = Spn (voir (3.4.2)) :

ΦGn
:
⊕

d≥0

Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

2d(r)

kℓ

)
→ H∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
.

Le calcul d’algèbre (3.1.1) est donc divisé en deux étapes.

77
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Étape 1. On calcul dans le lemme 3.4.4 l’algèbre à la source du morphisme ΦGn
.

Pour cela, on remarque queXG est un facteur direct de⊗2 car p > 2. Il suffit alors de

calculer les groupes d’extensions Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗2, S

2d(r)

kℓ

)
compatibles avec les pro-

duits et naturels en⊗n. On fait ce calcul dans la section 3.3. Plus généralement, nous
calculons dans le théorème 3.3.8 le groupe d’extensions Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n, Sµ(r)

)
.

Étape 2. Nous montrons dans la section 3.4 que le morphisme ΦGn
est un iso-

morphisme si n ≥ prℓ. Pour cela, on utilise la notion des foncteurs n-corésolus
introduite par Touzé [Tou12] pour résoudre un problème analogue pour le schéma
en groupes général linéaire.

3.2. Préparation

3.2.1. Cup produits. On rappelle la définition de cup produits. Soit (M,⊗)
une catégorie abélienne ayant assez d’objets injectifs, munie d’un produit monöıdal
biexact ⊗ qui préserve les injectifs. Ce produit monöıdal induit un produit tensoriel
sur les groupes d’extensions deM :

(3.2.1) ⊗ : Ext∗M (A1, B1)⊗ Ext∗M (A2, B2)→ Ext∗M (A1 ⊗A2, B1 ⊗B2) .

Soit deux suites exactes

0→ B1 →Mm−1 → · · · →M0 → A1 → 0,

0→ B2 → Nn−1 → · · · → N0 → A2 → 0,

présentant les éléments e1 ∈ ExtmM (A1, B1) et e2 ∈ ExtnM (A2, B2). Le produit
monöıdal de deux complexes 0 → B1 → Mm−1 → · · · → M0 → 0 et 0 →
B2 → Nn−1 → · · · → N0 → 0, est le complexe 0 → B1 ⊗ B2 → (Mm−1 ⊗B2) ⊕
(B1 ⊗Nn−1)→ · · · →M0⊗N0 → 0. La cohomologie de ce complexe est A1⊗A2 en
degré zéro et nulle ailleurs. On définit e1⊗e2 la classe du complexe 0→ B1⊗B2 →
· · · →M0 ⊗N0 → A1 ⊗A2 → 0.

On peut également utiliser les corésolutions injectives pour définir le produit
tensoriel (3.2.1). En effet, soient J•

Bi
une corésolution injective de Bi dansM, pour

i = 1, 2. Comme le produit monöıdal ⊗ est biexact et préserve les injectifs alors le
produit J•

B1
⊗ J•

B2
est une corésolution injective de B1 ⊗ B2. Le produit tensoriel

(3.2.1) est la cohomologie du morphisme

HomM

(
A1, J

•
B1

)
⊗HomM

(
A2, J

•
B2

) ⊗
−→ HomM

(
A1 ⊗A2, J

•
B1
⊗ J•

B2

)
.

La catégorie des foncteurs strictement polynomiaux d’une ou plusieurs variables
(Pk(n),⊗) ou la catégorie (G -Mod,⊗) des modules rationnels sur un schéma en
groupes algébrique G ont un produit tensoriel sur les groupe d’extensions.

Soit C = (C0, C1, . . .) une cogèbre graduée dans (M,⊗). On désigne par ∆d,e :
Cd+e → Cd ⊗ Ce le morphisme de diagonal. On définit le cup produit

⌣: Ext∗M
(
Cd, B1

)
⊗ Ext∗M (Ce, B2)→ Ext∗M

(
Cd+e, B1 ⊗B2

)

e1 ⊗ e2 7→ e1 ⌣ e2 := ∆∗
d,e(e1 ⊗ e2).

Le lemme suivant énonce les propriétés élémentaires des produits dont on a besoin
ensuite.

Lemme 3.2.1. (1) Soit φ :M1 →M2 un foncteur exact. On suppose que
φ est un foncteur monöıdal strict. Le morphisme φ : Ext∗M1

(A,B) →
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Ext∗M2
(φA, φB) induit par φ est compatible avec les produits, c’est-à-dire

qu’on a φ(c1 ⌣ c2) = (φc1)⌣ (φc2).

(2) Soit φ :M→M un foncteur monöıdal strict. Soit φ → Id une transfor-
mation naturelle qui est compatible au produit monöıdal. Le morphisme
induit par cette transformation naturelle Ext∗M (A,B) → Ext∗M (φA,B)
est compatible avec les produits.

3.2.2. Actions du groupe symétrique.

Définition 3.2.2. Soit σ un élément du groupe symétrique Sn.

(1) On désigne par σ⊗ : ⊗n → ⊗n le morphisme qui envoie l’élément v1 ⊗
· · · ⊗ vn ∈ V

⊗n, V ∈ Vk sur vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(n). On obtient une action
de Sn sur le foncteur ⊗n ∈ Pn.

(2) On note σV : V×n
k

→ V×n
k

le morphisme qui envoie l’objet (V1, . . . , Vn)

de V×n
k

sur
(
Vσ−1(1), . . . , Vσ−1(n)

)
. On obtient une action de Sn sur la

catégorie V×n
k

.

(3) On désigne par σ⊠ : ⊠n → ⊠
n ◦ σV le morphisme qui envoie l’élément

v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V1 ⊗ · · · ⊗ Vn sur vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(n).

(4) On note σ⊕ : ⊕n → ⊕n le morphisme qui envoie l’élément (v1, . . . , vn)
∈ V ⊕n, V ∈ Vk sur

(
vσ−1(1), . . . , vσ−1(n)

)
. On obtient une action de Sn

sur le foncteur ⊕n ∈ P1.

(5) On désigne par σ⊞ : ⊞n → ⊞
n ◦ σV le morphisme qui envoie l’élément

(v1, . . . , vn) ∈ V1 ⊕ · · · ⊕ Vn sur (vσ−1(1), . . . , vσ−1(n)).

Pour tout σ ∈ Sn, on a toujours que ⊠
n ◦σV ◦∆n = ⊗

n et ⊞n ◦σV ◦∆n = ⊕
n.

Par la définition 3.2.2, σ⊗ et σ⊕ sont respectivement les composés suivants :

⊗n = ⊠
n ◦∆n

σ⊠(∆n)
−−−−−→ ⊠

n ◦ σV ◦∆n = ⊗
n,

⊕n = ⊞
n ◦∆n

σ⊞(∆n)
−−−−−→ ⊞

n ◦ σV ◦∆n = ⊕
n.

Soit F et G deux objets de la catégorie Pk. Les foncteurs F ◦ − : Pk → Pk et
ExtiPk

(F ◦ −, G) : Pk → Vk envoient l’action de Sn sur ⊗n sur l’action de Sn sur

les objets F ◦ ⊗n et ExtiPk
(F ◦ ⊗n, G). Plus précisément, un élément σ ∈ Sn agit

sur F ◦⊗n par F (σ⊗) et agit sur Ext
i
Pk
(F ◦ ⊗n, G) par ExtiPk

(
F (σ−1

⊗ ), G
)
. De plus,

chaque morphisme f : F1 → F2 dans Pk induit des morphismes Sn-équivariants :

F1 ◦ ⊗
n → F2 ◦ ⊗

n, ExtiPk
(F2 ◦ ⊗

n, G)→ ExtiPk
(F1 ◦ ⊗

n, G) .

Définition 3.2.3. Soient F,G ∈ Pk(n). Pour chaque σ ∈ Sn, on définit l’action
de σ sur Ext∗Pk(n)

(F ◦⊠n, G ◦⊞n) par l’application composée :

Ext∗Pk(n)
(F ◦⊠n, G ◦⊞n)→ Ext∗Pk(n)

(
F ◦⊠n ◦ σ−1

V , G ◦⊞n ◦ σ−1
V

)

→ Ext∗Pk(n)
(F ◦⊠n, G ◦⊞n)

où la première application est induite par la précomposition par σ−1
V , et la deuxième

est l’application Ext∗Pk(n)

(
F (σ−1

⊠
), G(σ⊞)

)
. On obtient une action de Sn sur le

groupe d’extensions Ext∗Pk(n)
(F ◦⊠n, G ◦⊞n). On peut définir de façon analogue

l’action du groupe symétrique Sn sur les groupes d’extensions :

Ext∗Pk(n)
(F ◦⊠n, G ◦⊠n) , Ext∗Pk(n)

(F ◦⊞n, G ◦⊞n) , Ext∗Pk(n)
(F ◦⊞n, G ◦⊠n) .
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Par cette définition, pour σ ∈ Sn et f : F ◦⊠n → G ◦⊞n, le morphisme σ · f
est le composé :

F

(
n⊗

i=1

Vi

)
F (σ−1

⊠
)

−−−−−→ F

(
n⊗

i=1

Vσ(i)

)
f
−→ G

(
n⊕

i=1

Vσ(i)

)
G(σ⊞)
−−−−→ G

(
n⊕

i=1

Vi

)
.

En particulier, on a une action de Sn sur l’espace vectoriel HomPk(n) (⊠
n,⊞n). Le

lemme de Yoneda induit un isomorphisme HomPk(n) (⊠
n,⊞n) ≃ ⊞

n(k, . . . , k) = k
n.

Cet isomorphisme est Sn-équivariant où le groupe Sn agit canoniquement sur kn,
c’est-à-dire que σ · (λ1, . . . , λn) =

(
λσ−1(1), . . . , λσ−1(n)

)
pour λi ∈ k.

3.2.4. Soient F,G deux foncteurs strictement polynomiaux. La précomposition
par ⊞

n induit un morphisme gradué Ext∗Pk
(F,G) → Ext∗Pk(n)

(F ◦⊞n, G ◦⊞n).

Le groupe symétrique Sn agit trivialement sur HomPk
(F,G) et agit sur l’espace

vectoriel HomPk(n) (F ◦⊞
n, G ◦⊞n) comme dans la définition 3.2.3. Ce morphisme

est donc Sn-équivariant.
Le morphisme gradué Ext∗Pk

(F,G) → Ext∗Pk(n)
(F ◦⊠n, G ◦⊠n) induit par la

précomposition par ⊠
n est également Sn-équivariant si Sn agit trivialement sur

la source du morphisme et son action sur le but du morphisme est donnée par la
précomposition par ⊠n.

Soient F1, . . . , Fn des foncteurs strictement polynomiaux et soit σ un élément de
Sn. On désigne par σ(F1,...,Fn) l’application

⊗n
i=1 Fi(Vi) →

⊗n
i=1 Fσ−1(i)(Vσ−1(i))

induite par la permutation des facteurs du produit tensoriel. Le morphisme σ(F1,...,Fn)

est alors une transformation naturelle de
n

⊠
i=1
Fi →

(
n

⊠
i=1
Fσ−1(i)

)
◦ σV . En particu-

lier, si F1 = · · · = Fn = I alors σ(I,...,I) est égale au morphisme σ⊠ défini dans la
définition 3.2.2.

Définition 3.2.5. Soient F1, . . . , Fn des foncteurs strictement polynomiaux.

Soit σ un élément deSn. On définit un morphisme σ· : Ext
∗
Pk(n)

(
Γd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fi

)
→

Ext∗Pk(n)

(
Γd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fσ−1(i)

)
par l’application composée

Ext∗Pk(n)

(
Γd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fi

)
→ Ext∗Pk(n)

(
Γd ◦⊠n ◦ σ−1

V ,

(
n

⊠
i=1
Fi

)
◦ σ−1

V

)

→ Ext∗Pk(n)

(
Γd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fσ−1(i)

)

où la première application est induite par la précomposition par σ−1
V , et la deuxième

est l’application Ext∗Pk(n)

(
Γd(σ−1

V ), σ(F1,...,Fn)

)
.

Par cette définition, pour σ ∈ Sn, (V1, . . . , Vn) ∈ V
×n
k

et f : Γd ◦⊠n →
n

⊠
i=1
Fi,

le morphisme σ · f est le morphisme composé :

Γd

(
n⊗

i=1

Vi

)
Γd(σ−1

V
)

−−−−−→ Γd

(
n⊗

i=1

Vσ(i)

)
f
−→

n⊗

i=1

Fi(Vσ(i))
σ(F1,...,Fn)

−−−−−−−→
n⊗

i=1

Fσ−1(i)(Vi).
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(
Γprd ◦ X,Sµ(r)

)
81

3.3. Calcul des groupes d’extensions Ext∗Pk

(
Γprd ◦X,Sµ(r)

)

Dans cette section, on calcule des groupes d’extensions du type Ext∗Pk

(
Γprd ◦X,Sµ(r)

)

lorsque X est un facteur direct du foncteur ⊗n et µ est un uplet d’entiers naturels
de poids dn. Le résultat principal est le théorème 3.3.9 qui donne un isomorphisme

entre Ext∗Pk

(
Γprd ◦X,Sµ(r)

)
et HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦X,Sµ
)
naturel en Sµ et com-

patible avec les produits. Une application de cet isomorphisme est de calculer dans
le corollaire 3.3.10 les groupes d’extensions Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

µ(r)
)
pour XG = S2

ou Λ2 si la caractéristique p du corps k est impaire. L’intérêt du calcul est que les
groupes d’extensions Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

µ(r)
)
calculent la cohomologie du groupe

orthogonal ou symplectique à coefficient dans Sµ(k2n∨(r)).

3.3.1. Compatibilité avec les produits et les actions de Sn. On a
montré dans le théorème 2.7.10 qu’il existe un isomorphisme naturel par rapport

aux foncteurs Sµi

:

Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Sµi(r)

)
≃ HomPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n,
n

⊠
i=1
Sµi

)
.

Nous ne savons pas démontrer la compatibilité avec les produits et l’action de Sn

en général. L’objectif de cette section est d’établir un isomorphisme similaire qui
est compatible avec les produits et l’action du groupe symétrique Sn. Ce nouvel
isomorphisme est obtenu dans le théorème 3.3.5, et la démonstration du théorème
3.3.5 utilise de façon essentielle l’ancien isomorphisme du théorème 2.7.10 sous la
forme du corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1. Soient µ2, . . . , µn des uplets d’entiers naturels. Pour chaque
k ∈ N, le foncteur de Pk vers Vk suivant est exact :

(3.3.1) F 7→ ExtkPk(n)

(
Γprd ◦⊠n, F (r)

⊠

n

⊠
i=2
Sµi(r)

)
.

Pour démontrer ce corollaire, on démontre tout d’abord le lemme suivant qui
sera utilisé une fois encore dans la preuve du théorème 3.3.5 ci-dessous

Lemme 3.3.2. Soient J2, . . . , Jn des foncteurs strictement polynomiaux injec-

tifs, et V ∈ Vk. Le foncteur F 7→ HomPk(n)

(
Γd,V ◦⊠n, F ⊠

n

⊠
i=2
J i

)
de Pk vers Vk

est un foncteur exact.

Démonstration. D’après le théorème 2.7.5, on a un isomorphisme naturel en
F :

HomPk(n)

(
Γd,V ◦⊠n, F ⊠

n

⊠
i=2
J i

)
≃

(
F ♯ ⊗Pk

J2♯ ⊗Pk
· · · ⊗Pk

Jn♯
)♯
(V ).

De plus, le foncteur −⊗Pk
J i♯ est un foncteur exact car J i♯ est un foncteur projectif.

Le foncteur à droite de l’isomorphisme ci-dessus est alors exact par rapport à F .
On obtient le résultat. �

Démonstration du corollaire 3.3.1. Par le théorème 2.7.10, le foncteur
(3.3.1) est isomorphe au foncteur

F 7→ ExtkPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n, F ⊠

n

⊠
i=2
Sµi

)
.

De plus, d’après le lemme 3.3.2, ce foncteur est exact. On en déduit le résultat. �
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Le deuxième ingrédient que nous utilisons pour démontrer le théorème 3.3.5 est
la corésolution injective T explicite de I(r) construite par Friedlander-Suslin [FS97]
si p = 2 et par Troesch [Tro05] en général. L’idée d’utilisation cette corésolution
de Troesch pour calculer des groupes d’extensions dans la catégorie des foncteurs
strictement polynomiaux est dûe à Touzé [Tou12]. Nous décrivons la corésolution
injective T comme objet gradué dans le lemme suivant (nous n’aurons pas besoin
de la description explicite de la différentielle de T dans la suite).

Lemme 3.3.3 ([Tou12],[Tro05]). Comme foncteur gradué, on a une décomposition,
où le foncteur T ′ est une somme des Sµ pour des uplets d’entiers naturels µ qui ne
sont pas des multiples de pr :

T =
(
Er ⊗ S

pr
)
⊕ T ′.

Démonstration. Pour un entier naturel i, on note I(i) l’ensemble des uplets

d’entiers naturels µ = (µ0, µ1, . . . , µpr−1) tels que
∑pr−1

j=0 µj = pr et
∑pr−1

j=0 jµj =

pr
⌊
i
2

⌋
+ pr−1

(
i− 2

⌊
i
2

⌋)
. Par [Tro05], la partie de degré cohomologique i du com-

plexe T est T i =
⊕

µ∈I(i) S
µ.

Soit µ un élément de I(i). On a que
∑pr−1

j=0 µj = pr et µj ∈ N. Alors pr divise

µ si et seulement si µ est de la forme (0, . . . , 0, pr, 0, . . . , 0). On a alors pr ∈ I(i)
si et seulement si i ∈ {0, 2, . . . , 2pr − 2}. De plus, pour tout µ ∈ I(i) \ {pr}, pr ne
divise pas µ. On en déduit la décomposition comme un foncteur gradué de T . �

Le troisième ingrédient pour la démonstration du théorème 3.3.5 est la généralisation
suivante de [Tou12, Lemma 2.2, 2.3].

Lemme 3.3.4. Soient µ2, . . . , µn des uplets d’entiers naturels et F, F1, . . . , Fn

des objets de Pk.

(1) S’il existe i tel que pr ne divise pas µi alors

HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n, F (r)

⊠ Sµ2

· · ·⊠ Sµn
)
= 0.

(2) Le morphisme suivant, induit par la torsion de Frobenius, est un isomor-
phisme :

HomPk(n)

(
Γd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fi

)
≃
−→ HomPk

(
Γprd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
F

(r)
i

)
.

(3) Le morphisme suivant qui est induit par les inclusions canoniques Sµi(r) →֒

Sprµi

, i = 2, . . . , n, est un isomorphisme :

HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n, F (r)

n

⊠
i=1
Sµi(r)

)
≃
−→ HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n, F (r)

n

⊠
i=1
Sprµi

)
.

Démonstration. L’isomorphisme (2.3.3) de la proposition 2.3.2 induit un

isomorphisme
(
F ♯ ⊗Pk

G♯
)♯
(V ) ≃ HomPk

(
F ♯, GV

)
naturel en F,G ∈ Pk et V ∈ Vk.

En utilisant cet isomorphisme avec [Tou12, Lemma 2.2, 2.3], on obtient les résultats
suivants :

(1) si µ n’est pas un multiple de pr alors F (r) ⊗Pk
Γµ = 0 ;

(2) le morphisme induit par la torsion de Frobenius (F ⊗Pk
G)

(r) → F (r)⊗Pk

G(r) est un isomorphisme ;
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(3) le morphisme F (r) ⊗Pk
Γprµ → F (r) ⊗Pk

Γµ(r) induit par la projection
canonique Γprµ → Γµ(r) est un isomorphisme.

D’autre part, d’après le théorème 2.7.5, on a un isomorphisme naturel en F1, . . . , Fn ∈
Pk :

(3.3.2) HomPk

(
Γd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Fi

)
≃

(
F ♯
1 ⊗Pk

· · · ⊗Pk
F ♯
n

)♯

(k).

En combinant les isomorphismes, on obtient les résultats souhaités. �

Théorème 3.3.5. Soient µ1, . . . , µn des uplets d’entiers naturels de poids d.

Soit r un entier naturel. Il existe un isomorphisme gradué θ = θ(Sµ1

, . . . , Sµn

),

naturel en Sµi

, i = 1, . . . , n

θ : Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Sµi(r)

)
≃
−→ HomPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n,
n

⊠
i=1
Sµi

)
.

De plus, θ(Sµ1

, . . . , Sµn

) satisfait les propriétés suivantes.

(1) θ(Sµ1

, . . . , Sµn

) est compatible avec les produits, c’est-à-dire qu’on a

θ(Sµ1

⊗Sλ1

, . . . , Sµn

⊗Sλn

)(c1 ⌣ c2) = θ(Sλ1

, . . . , Sλn

)(c1)⊗ θ(S
µ1

, . . . , Sµn

)(c2).

(2) θ(Sµ1

, . . . , Sµn

) est Sn-équivariant, c’est-à-dire que le diagramme suivant
est commutatif où σ ∈ Sn et les applications verticales sont définies dans
la définition 3.2.5 :

Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Sµi(r)

)
θ

≃
//

σ·

��

HomPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n,
n

⊠
i=1
Sµi

)

σ·

��

Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Sµσ−1(i)(r)

)
θ

≃
// HomPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n,
n

⊠
i=1
Sµσ−1(i)

)
.

Démonstration. On démontre d’abord le cas où Sµ1

= · · · = Sµn

= ⊗d. On
désigne par T (⊗d) le complexe T⊗d. Comme T est une corésolution injective du
foncteur I(r), et le produit tensoriel est exact en chaque variable et préserve les injec-
tifs, alors T (⊗d) est une corésolution injective de ⊗d(r) : on a un quasi-isomorphisme
φd : ⊗

d(r) → T (⊗d). Par définition le morphisme φd est compatible au produit ten-
soriel, c’est-à-dire qu’on a φd ⊗ φe = φd+e. Le complexe ⊗

d(r)
⊠ T (⊗d)⊠n−1 est

donc une corésolution de ⊗d(r)⊠n. De plus, par le lemme 3.3.2, ce complexe est
Γprd ◦⊠n-acyclique. On peut donc obtenir Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n, (⊗d(r))⊠n

)
comme

l’homologie du complexe

HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n,⊗d(r)

⊠ T (⊗d)⊠n−1
)
.
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D’après le lemme 3.3.4(1), ce complexe est nul en degré impair. On définit un
isomorphisme θ̄ tel que le diagramme suivant est commutatif :

W1
≃ //

θ̄

��

HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n,⊗d(r)

⊠ T (⊗d)⊠n−1
)

HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n,⊗d(r)

⊠

(
E⊗d

r ⊗
(
Spr)⊗d

)⊠n−1
)

≃ (†1)

OO

W2
≃ // HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n,⊗d(r)

⊠
(
E⊗d

r ⊗d(r)
)⊠n−1

)
,

≃ (†2)

OO

où l’application (†1) est induite par l’inclusion canonique Er ⊗ Spr

→֒ T (voir le

lemme 3.3.3), et l’application (†2) est induite par l’inclusion ⊗
d(r) →֒

(
Spr)⊗d

, et

de plus on désigne par W1 l’espace vectoriel Ext
∗
Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n, (⊗d(r))⊠n

)
, et par

W2 l’espace vectoriel HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n⊗d(r)⊠n

)
⊗

(
E⊗d

r

)⊗n−1
. Le morphisme θ̄

est compatible aux produits et est Sn-équivariant. Par le lemme 3.3.4, on a un
isomorphisme

HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n,⊗d(r)⊠n

)
≃ HomPk(n)

(
Γd ◦⊠n,⊗d⊠n

)
.

On définit θ(⊗d, . . . ,⊗d) tel que le diagramme suivant est commutatif

Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n, (⊗d(r))⊠n

) θ(⊗d,...,⊗d) //

θ̄

��

HomPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n, (⊗d)⊠n
)

(†3)≃

��

HomPk(n)

(
Γprd ◦⊠n,⊗d(r)⊠n

)
⊗

(
E⊗d

r

)⊗n−1 (†4)

≃
// HomPk(n)

(
Γd ◦⊠n,⊗d⊠n

)
⊗

(
E⊗d

r

)⊗n−1
.

Comme les morphismes (†3), (†4) et θ̄ sont compatibles aux produits et sont Sn-
équivariants, le morphisme θ(⊗d, . . . ,⊗d) l’est aussi.

Nous pouvons maintenant démontrer le cas général. Par le corollaire 3.3.1, le
foncteur de Pk → Vk suivant est exact à gauche

(3.3.3) F 7→ Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n, F (r)

⊠

n

⊠
i=2
Sµi(r)

)
.

Pour définir les isomorphismes θ(Sµ1

, . . . , Sµn

) on utilise l’isomorphisme θ(⊗d, . . . ,⊗d)
construit ci-dessus, l’exactitude du foncteur (3.3.3) et le fait que le foncteur Sµ ad-
met une présentation de la forme Tµ

1 → Tµ
0 ։ Sµ ou Tµ

0 = ⊗d, Tµ
1 = ⊕σ∈Sµ

⊗d.

L’isomorphisme θ(Sµ1

, . . . , Sµn

) est compatible aux produits et l’action du groupe
Sn parce que l’isomorphisme θ(⊗d, . . . ,⊗d) l’est aussi. �

3.3.2. Version à une variable. L’objectif de cette section est d’établir le
théorème 3.3.8 ci-dessous. Ce théorème est l’analogue du théorème 3.3.5 pour les
foncteurs à une variable.

Soit G un foncteur strictement polynomial homogène de degré d et soit U un k-
espace vectoriel de dimension finie. L’adjonction somme-diagonale −◦∆n : Pk(n)⇄
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Pk : −◦⊞
n induit un isomorphisme gradué, naturel en G (voir l’exemple 1.3.20(1)) :

β(G) : Ext∗Pk

(
Γd,U ◦ ⊗n, G

) ≃
−→ Ext∗Pk(n)

(
Γd,U ◦⊠n, G ◦⊞n

)
.

La proposition suivante donne deux propriétés de cet isomorphisme.

Lemme 3.3.6. L’isomorphisme β(G) satisfait les propriétés suivantes.

(1) Il est compatible avec les produits, c’est-à-dire qu’on a

β(G1)(c1)⌣ β(G2)(c2) = β(G1 ⊗G2)(v1 ⌣ c2).

(2) Il est Sn-équivariant (relativement aux actions définies dans la définition
3.2.3).

Démonstration. L’isomorphisme β(G) est défini comme l’application com-
posée suivante :

Ext∗Pk

(
Γd,U ◦ ⊗n, G

) (†1)−−→ Ext∗Pk(n)

(
Γd,U ◦ ⊗n ◦⊞n, G ◦⊞n

)

(†2)−−→ Ext∗Pk(n)

(
Γd,U ◦⊠n, G ◦⊞n

)

où la première application est induite par la précomposition par ⊞n, et la deuxième
est induite par l’application (où η : Id→ ∆n ◦⊞

n désigne l’unité d’adjonction) :

⊠
n(η) : ⊠n → ⊠

n ◦∆n ◦⊞
n = ⊗n ◦⊞n .

Par le lemme 3.2.1 les applications (†1) et (†2) sont compatibles avec les pro-
duits. Pour finir de démontrer la proposition, il reste à vérifier que la composée
(†2) ◦ (†1) est Sn-équivariante. Pour cela, on définit une action de Sn sur E :=
Ext∗Pk(n)

(
Γd,U ◦ ⊗n ◦⊞n, G ◦⊞n

)
et ensuite, on montre que les applications (†1) et

(†2) sont Sn-équivariantes
Il y a deux actions de Sn sur le groupe d’extensions E : la première est induite

par l’action de Sn sur ⊗n et la deuxième est induite par la précomposition par

⊞
n (voir la définition 3.2.3). Comme les deux composés ⊗n ◦ ⊞n σ⊗(⊠n)

−−−−−→ ⊗n ◦

⊞
n ⊗n(σ⊞)
−−−−−→ ⊗n ◦⊞n ◦σV et ⊗n ◦⊞n ⊗n(σ⊞)

−−−−−→ ⊗n ◦⊞n ◦σV
σ⊗(⊞n◦σV)
−−−−−−−→ ⊗n ◦⊞n ◦σV

sont égaux, ces deux actions sont commutatives. On obtient une action de Sn×Sn

sur E. En prenant l’action diagonale, on obtient une action de Sn sur E.
Pour démontrer que (†1) est une Sn-équivariante, on montre plutôt que (†1)

est Sn ×Sn-équivariante où le deuxième facteur de Sn ×Sn agit trivialement sur
la source de (†1). La compatibilité de (†1) avec la première action de Sn provient
de la précomposition par ⊞n et la compatibilité avec la deuxième action de Sn est
indiquée dans le paragraphe 3.2.4.

D’après les définitions 3.2.2 et 3.2.3, pour démontrer que l’application (†2) est
équivariante il suffit de vérifier que l’application ⊠

n(η) est compatible avec l’action
de Sn, c’est-à-dire que le diagramme suivant est commutatif

⊠
n

σ⊠ //

⊠
n(η)

��

⊠
n ◦ σV

⊠
n(η)

��
⊗n ◦⊞n

σ⊗(⊞n) // ⊗n ◦⊞n
⊗n(σ⊞) // ⊗n ◦⊞n ◦ σV .

Comme les transpositions forment un système de générateurs du groupe symétrique
Sn. On peut supposer que σ est une transposition. Dans ce cas-là, on peut supposer

de plus que n = 2. On fait des calculs concrets : v1 ⊗ v2
σ⊠7−→ v2 ⊗ v1

⊠
2(η)
7−→ (v2, 0)⊗
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(0, v1) et v1 ⊗ v2
⊠

2(η)
7−→ (v1, 0)⊗ (0, v2)

σ⊗(⊞2)
7−→ (0, v2)⊗ (v1, 0)

⊗2(σ⊞)
7−→ (v2, 0)⊗ (0, v1).

Le diagramme ci-dessus est alors commutatif. �

Remarque 3.3.7. Dans la définition de β(G), on peut remplacer Γd par Λd ou
Sd, ou plus généralement par une famille de foncteurs strictement polynomiaux Cd

munie d’une structure de cogèbre. Dans ce cas l’isomorphisme

Ext∗Pk

(
Cd,U ◦ ⊗n, G

)
= Ext∗Pk

(
Cd,U ◦⊠n ◦∆n, G

)
≃ Ext∗Pk(2)

(
Cd,U ◦⊠n, G ◦⊞n

)

vérifie toutes les propriétés du lemme 3.3.6 (la démonstration est identique). Ce-
pendant, nous n’utiliserons que le cas Cd = Γd dans la suite.

Théorème 3.3.8. Soit µ un uplet d’entiers naturels de poids nd. Soit r un
entier. Il existe un isomorphisme gradué, naturel en Sµ

(3.3.4) α(Sµ) : Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n, Sµ(r)

)
≃
−→ HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦ ⊗n, Sµ
)
.

De plus, α(Sµ) satisfait les propriétés suivantes.

(1) α(Sµ) est compatible avec les produits, c’est-à-dire qu’on a

α(Sµ)(c1)⊗ α(S
λ)(c2) = α(Sµ ⊗ Sλ)(c1 ⌣ c2).

(2) α(Sµ) est Sn-équivariant (relativement aux actions définies dans la définition
3.2.3).

Démonstration. D’après le lemme 3.3.6, on a un isomorphisme

β(Sµ(r)) : Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n, Sµ(r)

)
≃
−→ Ext∗Pk

(
Γprd ◦⊠n, Sµ(r) ◦⊞n

)

qui est compatible avec les produits et est Sn-équivariant. L’isomorphisme expo-

nentiel Sd(V ⊕W ) ≃
⊕d

i=0 S
i(V ) ⊗ Sd−i(W ) induit un isomorphisme Sµ ◦ ⊞n ≃

⊕
∑

µi=µ

n

⊠
i=1
Sµi

qui est compatible avec les produits. De plus, cet isomorphisme est

compatible avec les actions de Sn, c’est-à-dire qu’on a un diagramme commutatif

Sµ ◦⊞n ≃ //

Sµ(σ⊞)

��

⊕
∑

µi=µ

n

⊠
i=1
Sµi

��

Sµ ◦⊞n ◦ σV
≃ // ⊕

∑
µi=µ

(
n

⊠
i=1
Sµi

)
◦ σV

où σ est un élément de Sn et le morphisme vertical à droite est induit par les

isomorphismes σ(Sµ1
,...,Sµn ) :

n

⊠
i=1
Sµi

→

(
n

⊠
i=1
Sµσ−1(i)

)
◦σV . D’après l’isomorphisme



3.3. CALCUL DES GROUPES D’EXTENSIONS Ext∗Pk

(
Γprd ◦ X,Sµ(r)

)
87

induit par l’isomorphisme exponentiel ci-dessus et le théorème 3.3.5, on a des iso-
morphismes

Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n, Sµ(r) ◦⊞n

)
≃

⊕
∑

µi=µ

Ext∗Pk(n)

(
Γprd ◦⊠n,

n

⊠
i=1
Sµi(r)

)

≃
⊕

∑
µi=µ

HomPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n,
n

⊠
i=1
Sµi

)

≃ HomPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n, Sµ ◦⊞n
)
.

Ces isomorphismes sont compatibles avec les produits et sont Sn-équivariants. On
note χ(Sµ) le composé. D’autre part, par le lemme 3.3.6, on a un isomorphisme

β(Sµ) : HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦ ⊗n, Sµ
)
≃ HomPk(n)

(
Γd,E⊗n−1

r ◦⊠n, Sµ ◦⊞n
)
.

On définit par α(Sµ) le composé β(Sµ)−1 ◦χ(Sµ) ◦β(Sµ(r)). Il est compatible avec
les produits et est Sn-équivariant. On obtient l’isomorphisme souhaité. �

3.3.3. Calculs de Ext∗Pk

(
Γprd ◦X,Sµ(r)

)
.

Théorème 3.3.9. Soit µ un uplet d’entiers naturels. Soit X un facteur direct
de ⊗n. Il existe un isomorphisme gradué naturel en Sµ, et compatible avec les
produits :

α(Sµ, X) : Ext∗Pk

(
Γprd ◦X,Sµ(r)

)
≃
−→ HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦X,Sµ
)
.

Démonstration. D’après le théorème 3.3.8, on a un isomorphisme

α(Sµ) : Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n, Sµ(r)

)
≃
−→ HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦ ⊗n, Sµ
)
.

Cet isomorphisme est compatible avec les produits et est Sn-équivariant. De plus,
on a l’isomorphisme HomPk

(⊗n,⊗n) ≃ kSn, alors β(S
µ) est naturel en ⊗n. D’autre

part, comme X est un facteur direct de ⊗n, il existe un idempotent f de ⊗n dont
l’image est X. Le diagramme suivant est alors commutatif
(3.3.5)

Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n, Sµ(r)

) α(Sµ) //

Ext∗Pk
(Γprd(f),Sµ(r))

��

HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦ ⊗2, Sµ
)

HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r (f),Sµ
)

��

Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n, Sµ(r)

) α(Sµ) // HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦ ⊗2, Sµ
)
.

Les images des applications verticales sont donc isomorphe. Comme f est un idem-
potent de ⊗n dont l’image est X, alors Ext∗Pk

(
Γprd(f), Sµ(r)

)
est un idempotent

de Ext∗Pk

(
Γprd ◦ ⊗n, Sµ(r)

)
dont l’image est Ext∗Pk

(
Γprd ◦X,Sµ(r)

)
et l’application

HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r (f), Sµ
)
est un idempotent de HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦ ⊗n, Sµ
)
dont

l’image est HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦X,Sµ
)
. On obtient donc un isomorphisme α(Sµ, X)

de Ext∗Pk

(
Γprd ◦X,Sµ(r)

)
vers HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦X,Sµ
)
. De plus, comme les ap-

plications dans le diagramme (3.3.5) sont compatibles avec les produits alors le
morphisme est également compatible avec les produits. �
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Corollaire 3.3.10. Soit µ un uplet d’entiers naturels. Soit L un foncteur
simple dans la catégorie Pn des foncteurs strictement polynomiaux homogène de
degré n. On suppose que la caractéristique p du corps k est strictement supérieure
à n. Il existe alors un isomorphisme gradué naturel en Sµ

α(Sµ, L) : Ext∗Pk

(
Γprd ◦ L, Sµ(r)

)
≃
−→ HomPk

(
Γd,E⊗n−1

r ◦ L, Sµ
)

qui est compatible avec les produits.

Démonstration. Comme p > n le foncteur simple L est un facteur direct du
foncteur produit tensoriel ⊗n. En effet, d’après Friedlander-Suslin [FS97, Theorem
3.2], l’évaluation sur kn induit une équivalence de catégories Pn → S(n, n) -mod où
S(n, n) est l’algèbre de Schur et S(n, n) -mod est la catégorie des représentations de
dimension finie de S(n, n). De plus, comme p > n, d’après Schur [Sch73a, Sch73b]
(voir aussi [Gre07, Corollary 2.6e]), l’algèbre S(n, n) est semi-simple. Le module

simple L(kn) est alors un facteur direct de (kn)
⊗n
. On en déduit que L est un facteur

direct de ⊗n. En appliquant le théorème 3.3.9, on obtient le résultat souhaité. �

3.4. Cohomologie des groupes orthogonaux et symplectiques

Dans cette section, on suppose que la caractéristique p du corps k est impaire.
Le but de cette section est de calculer complètement un exemple d’algèbres de co-
homologie pour les schémas en groupes symplectiques Spn ou orthogonaux On,n.
Plus précisément, si Gn = Spn ou On,n, alors Gn est par définition un sous-schéma
en groupes de GL2n, et agit donc naturellement sur l’espace vectoriel k

2n (par mul-
tiplication matricielle). En appliquant le r-ème foncteur de torsion de Frobenius
(pour r ≥ 0), et en prenant ℓ copies de la représentation obtenue, on obtient donc
une action de Gn sur k

2n(r)⊕ℓ, donc une action par automorphismes d’algèbres
sur la k-algèbre k[k2n(r)⊕ℓ] des polynômes sur k

2n(r)⊕ℓ. On remarque que cette
algèbre de polynômes peut également s’écrire (comme Gn-module) sous la forme
S∗

(
k
2n∨(r)⊕ℓ

)
où k

2n∨ désigne la représentation duale de k
2n. Dans cette sec-

tion, nous calculons (dans le théorème 3.4.11) les algèbres de cohomologie suivantes
lorsque n ≥ prℓ :

(3.4.1) H∗
rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
.

Les sous-algèbres de cohomologie de degré zéro, ne dépendent pas de r (car
appliquer la torsion de Frobenius ne change pas les invariants). Pour r = 0, ces
algèbres d’invariants sont décrites par les théorèmes fondamentaux de la théorie
classique des invariants. Notre apport est donc de décrire la cohomologie de degré
supérieur, avec la structure d’algèbre.

Nous rappelons maintenant les énoncés des théorèmes fondamentaux pour les
schémas en groupes symplectiques et orthogonaux. Pour traiter les deux cas simul-
tanément, on introduit quelques notations. On désigne par (e∨i ) la base duale de la
base canonique de k2n. Pour chacun des groupes Gn on définit un foncteur XG, un
élément particulier ωGn

∈ XG(k
2n) et un ensemble de paires d’indices entiers IGn

de la façon suivante.
On définit des invariants (i|j)Gn

∈ S2
(
k
2n∨⊕ℓ

)
avec (i, j) ∈ IGn

sous l’action de
Gn en posant

(i|j)Gn
(x1, ..., xℓ) = ωGn

(xi, xj).
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Gn Spn On,n

XG Λ2 S2

ωGn

∑n
i=1 e

∨
i ∧ e

∨
n+i

∑n
i=1 e

∨
i e

∨
n+i

IGn
{(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ ℓ} {(i, j) : 1 ≤ i ≤ j ≤ ℓ}

Les théorèmes fondamentaux donnent l’algèbre d’invariants H0
rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨⊕ℓ

))

en fonction des éléments (i|j)Gn
.

Théorème 3.4.1 (Théorème fondamental pour les groupes Spn et On,n [dCP76]).
L’ensemble {(i|j)Gn

: (i, j) ∈ IGn
} est un système de générateurs de l’algèbre

H0
rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨⊕ℓ

))
. De plus, si n ≥ ℓ, il n’y a pas de relation entre les (i|j)Gn

.

3.4.1. Lien avec groupes d’extensions dans Pk. Nous rappelons tout
d’abord le lien entre la cohomologie des groupes symplectiques et orthogonaux et les
calculs d’extensions dans Pk. La forme standard ωG ∈ XG(k

2n) est invariante sous
l’action de Gn. On a donc une application Gn-équivariante ιd : k→ Γd

(
XG

(
k
2n∨

))

qui envoie λ sur λω⊗d
Gn
.

Définition 3.4.2. Soit F ∈ Pk. On définit un morphisme φGn,F par le dia-
gramme commutatif suivant

Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, F

) ev
k2n∨ //

φGn,F

��

Ext∗GLn

(
Γprd ◦XG(k

2n∨), F (k2n∨)
)

resGLn
Gn

��
Ext∗Gn

(
Γprd ◦XG(k

2n∨), F (k2n∨)
)

ι∗dpr

��
H∗

rat

(
Gn, F (k

2n∨)
) ≃ // Ext∗Gn

(
k, F (k2n∨)

)
.

Le résultat clé suivant est dû à Touzé [Tou10, Subsections 3.2, 3.3].

Théorème 3.4.3. Soit F ∈ Pd. Le morphisme

φGn,F : Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, F

)
→ H∗

rat

(
Gn, F (k

2n∨)
)

satisfait les propriété suivantes.

(1) φGn,F est une application graduée naturelle en F et compatible avec les
produits.

(2) φGn,− est un morphisme de δ-foncteurs universels.

(3) φ0Gn,F
est un épimorphisme si F est un monomorphisme.

(4) φGn,F est un isomorphisme dès que 2n ≥ degF .

L’algèbre de cohomologie (3.4.1) peut être décomposée dans la forme suivante :

H∗
rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
=

⊕

d≥0

H∗
rat

(
Gn, S

d
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))

=
⊕

d≥0

H∗
rat

(
Gn, S

d(r)

kℓ

(
k
2n∨

))
.



90 3. COHOMOLOGIE DES GROUPES CLASSIQUES

D’après le théorème 3.4.3(1), on obtient un morphisme de k-algèbres graduées :
(3.4.2)

ΦGn
=

⊕

d≥0

φ
Gn,S

2d(r)

kℓ

:
⊕

d≥0

Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

2d(r)

kℓ

)
→ H∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
.

Lemme 3.4.4. Il existe un isomorphisme d’algèbres
⊕

d≥0

Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

2d(r)

kℓ

)
≃ S∗

(
Er ⊗XG(k

ℓ)
)
.

Démonstration. Comme p > 2 et XG ∈ {S
2,Λ2} alors XG est un foncteur

simple dans la catégorie P2. D’après le corollaire 3.3.10, il existe des isomorphismes

Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

2d(r)

kℓ

)
≃ HomPk

(
Γd,Er ◦XG, S

2d
kℓ

)
.

D’autre part, par le lemme de Yoneda, on a des isomorphismes

HomPk

(
Γd,Er ◦XG, S

2d
kℓ

)
≃ Sd

(
Er ⊗X

♯
G(k

ℓ)
)
≃ Sd

(
Er ⊗XG(k

ℓ)
)
.

De plus, ces isomorphismes sont compatibles avec les produits. On obtient donc un

isomorphisme d’algèbres
⊕

d≥0 Ext
∗
Pk

(
Γprd ◦XG, S

2d(r)

kℓ

)
≃ S∗

(
Er ⊗XG(k

ℓ)
)
. �

3.4.2. Foncteurs n-corésolus. Pour calculer les algèbres de cohomologie
des groupes symplectiques et orthogonaux évoquées dans l’introduction de la sec-
tion 3.4, nous avons besoin de calculer des groupes de cohomologie de la forme
H∗

rat

(
Gn, F (k

2n∨)
)
pour 2n < degF , c’est à dire en dehors des valeurs de n pour

lesquelles le théorème 3.4.3 nous donne un isomorphisme :

φGn,F : Ext
∗
Pk

(
Γprd ◦XG, F

)
≃
−→ H∗

rat(Gn, F (k
2n∨) .

Nous allons cependant montrer que pour ces mauvaises valeurs de n, le morphisme
φGn,F reste un isomorphisme pour les foncteurs F considérés. Nous utilisons pour
cela la notion de foncteur n-corésolu introduite dans [Tou12]. Soient F ∈ Pd et n
un entier positif. On rappelle le morphisme θF = θF,kn : Γ

d,kn ⊗ F (kn)→ F défini
pour tout V ∈ Vk par

Γd (Hom (kn, V ))⊗ F (kn)→ F (V ), f ⊗ x 7→ F (f)(x).

De façon duale, on a un morphisme (θF ♯)
♯
: F → Sd

kn
⊗ F (kn∨).

Définition 3.4.5. Un foncteur F ∈ Pd est dit n-coengendré si θF ♯ est un

épimorphisme, ou de manière équivalente, si (θF ♯)
♯
est un monomorphisme.

Lemme 3.4.6 ([Tou12], Lemme 6.8). Soit J ∈ Pd un foncteur n-coengendré
injectif.

(1) J(kn) est injectif dans la catégorie S(n, d)-mod.

(2) Pour F ∈ Pd, l’application d’évaluation induit un isomorphisme

HomPk
(F, J) ≃ HomS(n,d) (F (k

n), J(kn)) .

Lemme 3.4.7. Soit J ∈ P2d un foncteur 2n-coengendré injectif. Alors φ0Gn,J

est un isomorphisme.
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Démonstration. Par le théorème 3.4.3(3), il suffit de montrer que φ0Gn,J
est

un monomorphisme. On désigne par θ̃ le morphisme composé

Γ2d,kn∨⊕k
n∨

։Γd (Hom(kn∨,−))⊗ Γd (Hom(kn∨,−))
≃
−→Γd (Hom(−∨, kn∨))⊗ Γd (Hom(kn∨,−))

→Γd (Hom(−∨,−))
≃
−→ Γd ◦ ⊗2.

Puisque p est impaire,⊗2 = Λ2⊕S2.On note θ̃Gn
le morphisme composé Γ2d,kn∨⊕k

n∨

→

Γd ◦⊗2 → Γd ◦XG. Par définition, θ̃k2n∨ est un épimorphisme. Alors les
(
θ̃Gn

)

k2n∨

sont des épimorphismes. Par le lemme 3.4.6, on a le diagramme commutatif

Hom
(
Γd ◦XG, J

) Hom(θ̃Gn ,J)
//

≃

��

Hom
(
Γ2d,kn⊕k

n

, J
)

≃

��
Hom

(
Γd ◦XG(k

2n∨), J(k2n∨)
)Hom((θ̃Gn)k2n∨ ,J(k2n∨))

// Hom
(
Γ2d,kn⊕k

n

(k2n∨), J(k2n∨)
)
.

Alors Hom
(
θ̃Gn

, J
)
est un monomorphisme. De plus, le diagramme suivant com-

mute

Hom
(
Γ2d, kn∨ ⊕ k

n∨, J
) ≃

Yoneda
// J

(
k
2n∨

)

Hom
(
Γd ◦XG, J

) φ0
Gn,J //

Hom
(
(θ̃)

Gn
,J

)
OO

H0
rat

(
Gn, J

(
k
2n∨

))
.

OO

On obtient donc la conclusion. �

Définition 3.4.8. Un foncteur F ∈ Pd est dit n-corésolu s’il existe une corésolution
injective J•

F de F telle que les foncteurs injectifs J i
F sont des foncteurs n-coengendrés.

Les corésolutions de Troesch [Tro05] des foncteurs Sd(r) sont des pr-corésolutions.
On en déduit le résultat suivant.

Lemme 3.4.9 ([Tou12], Proposition 6.11). Les foncteurs S
d(r)

kℓ
sont prℓ-corésolus.

Théorème 3.4.10. Soit F ∈ Pd un foncteur 2n-corésolu. Alors φGn,F est un
isomorphisme.

Démonstration. Comme F ∈ Pd un foncteur 2n-corésolu, par définition, il
existe une corésolution injective J• de F telle que les foncteurs injectifs J i sont des
foncteurs 2n-coengendrés. D’après le lemme 3.4.6, l’évaluation sur k2n induit une
une corésolution injective J•(k2n) de F (k2n). De plus, par le lemme 3.4.7, on a un
isomorphisme des complexes φ0Gn,J• : HomPk

(
Γd ◦XG, J

•
)
→ HomGn

(
k, J•(k2n)

)
.

En prenant l’homologie, on obtient le résultat. �

3.4.3. Théorème principal.

Théorème 3.4.11. Soit n ≥ prℓ. On suppose que la caractéristique p du corps
k est impaire. L’algèbre de cohomologie H∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
est une algèbre

symétrique sur un ensemble de générateurs (h|i|j)Gn
∈ H2h

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))

où 0 ≤ h < pr, 0 ≤ i ≤ j ≤ ℓ et i 6= j si Gn est le groupe symplectique Spn.
De plus, il n’y a pas de relation entre les (h|i|j)Gn

.
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Démonstration. D’après (3.4.2) et le lemme 3.4.4, il existe un morphisme
d’algèbres

(3.4.3) ΦGn
: S∗

(
Er ⊗XG(k

ℓ)
)
→ H∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
.

De plus, ce morphisme est un isomorphisme si les morphismes suivants sont des
isomorphismes pour tout d ∈ N :

φ
Gn,S

2d(r)

kℓ

: Ext∗Pk

(
Γprd ◦XG, S

2d(r)

kℓ

)
→ H∗

rat

(
Gn, S

2d(r)

kℓ
(k2n∨)

)
.

Par le lemme 3.4.9, S
2d(r)

kℓ
est 2prℓ-corésolu. D’après l’hypothèse n ≥ prℓ et le

théorème 3.4.10, les morphismes φ
Gn,S

2d(r)

kℓ

sont des isomorphismes. Le morphisme

d’algèbres ΦGn
est donc un isomorphisme.

Comme Er est un espace vectoriel gradué donné par (Er)
i
= k si i = 0, 2, . . . 2pr−

2 et 0 sinon, Er a une base ǫh, h = 0, 1, . . . , pr − 1 avec ǫh ∈ (Er)
2h
. On note

ei, i = 1, 2, . . . , ℓ une base de kℓ. Alors ǫh⊗(ei∧ej) avec 0 ≤ h < pr et 1 ≤ i < j ≤ n
est une base de l’algèbre S∗

(
Er ⊗ Λ2(kℓ)

)
, et ǫh ⊗ (eiej) avec 0 ≤ h < pr et

1 ≤ i ≤ j ≤ n est une base d’algèbre S∗
(
Er ⊗ S

2(kℓ)
)
. Pour 0 ≤ h < pr, (i, j) ∈ IGn

on définit une classe cohomologique (h|i|j)Gn
∈ H2h

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(r)⊕ℓ

))
par

(h|i|j)Gn
=

{
ΦSpn

(ǫh ⊗ (ei ∧ ej)) Gn = Spn,

ΦOn,n
(ǫh ⊗ (eiej)) Gn = On,n .

Comme le morphisme (3.4.3) est un isomorphisme, les éléments (h|i|j)Gn
avec 0 ≤

h < pr et (i, j) ∈ IGn
est une base d’algèbreH∗

rat

(
Gn, S

∗
(
k
2n∨(n)⊕ℓ

))
. Cela termine

la démonstration. �
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Dans ce chapitre, on utilise la théorie des blocs de la catégorie Pk des foncteurs
strictement polynomiaux pour obtenir des résultats d’annulation dans la théorie
des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61] et dans la théorie des ap-
proximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-McCarthy [JM04] (Goodwillie
algébrique).

Soit F : Vectk → Vectk un foncteur, où Vectk désigne la catégorie des k-espaces
vectoriels. Pour étudier le foncteur F , on dispose de plusieurs théories de dérivation
de F :
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(1) La théorie des foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe [DP61]. Pour
chaque paire (q, n) d’entiers naturels, on a un foncteur LqF (−, n) : Vectk →
Vectk.

(2) La théorie des approximations de Taylor d’un foncteur selon Johnson-
McCarthy [JM04] (Goodwillie algébrique). Pour chaque paire (q, n) d’en-
tiers naturels, on a un foncteur Hq (DnF ) : Vectk → Vectk.

Le problème général est le suivant.

Problème. Calculer explicitement les dérivées LqF (−, n) et Hq (DnF ).

Le cas central est le cas F = Sd. Le calcul des foncteurs dérivés au sens de
Dold-Puppe LqS

d(−, n) est effectué par Cartan [Car55], Dold-Puppe [DP61],
Touzé [Tou14]. Pour les approximations de Taylor Hq

(
DnS

d
)
le résultat est in-

complet. Dans le cas n = 1, on peut interpréter Hq(D1S
d) comme des foncteurs

dérivés stables au sens de Dold-Puppe, et le résultat est donc connu d’après Car-
tan [Car55], Bousfield [Bou67b], ou Betley [Bet01]. Dans le cas n = d, on
peut interpréter Hq

(
DdS

d
)
comme l’homologie du groupe symétrique Sd à co-

efficients dans ⊗d. Cette homologie est calculée récemment par Cohen-Hemmer-
Nakano [CHN10]. Dans les cas où 1 < n < d, nous proposons une suite spectrale
pour calculer Hq

(
DnS

d
)
. Si n > d alors Hq

(
DnS

d
)
= 0 pour des raisons de degré.

Les résultats pour les dérivés de Sd sont compliqués, et il est encore plus difficile
de calculer les foncteurs LqF (−, n) et Hq (DnF ) pour un foncteur F quelconque.
L’objectif de ce chapitre est de donner un critère effectif pour le foncteur F et
k-espace vectoriel V pour que les espaces vectoriels LqF (V, n) et Hq (DnF ) (V )
s’annulent.

Si F est un foncteur strictement polynomial, les foncteurs LqF (−, n) etHq (DnF )
le sont aussi. On peut donc utiliser la théorie des blocs dans cette catégorie. Les blocs
de la catégorie Pk sont connus d’après Donkin [Don87]. En fait, l’idée d’utiliser
cette théorie pour obtenir des résultats d’annulation provient de Touzé [Tou13c].
Cependant, la méthode que l’on utilisera est différente de celle de [Tou13c].

Nos principaux résultats sont les théorèmes 4.5.18 et 4.5.20. Pour donner une
idée des énoncés obtenus, nous donnons un cas particulier du théorème 4.5.18.

Théorème (Théorème 4.5.18). Soient F un objet de Pd, V un objet de Vk, et
q, n deux entiers naturels. Soit αp(d) la somme des chiffres dans la décomposition
p-adique de d. Si q + inj. dimF < 2d+ nαp(d) alors LqF (V, n) = 0 pour tout V .

Les résultats d’annulation s’obtiennent en plusieurs étapes.

Étape 1. On rappelle que deux simples de Pd correspondent au même bloc de
la catégorie si et seulement si les partitions qui les indexent ont le même p-cœur
[Don87]. Cela définit l’application suivante, où Pp - coeur défini dans la sous-section
4.2.1.2 est l’ensemble des p-cœurs :

Bl : Obj (Pk)→ 2Pp-coeur .

Si F est un foncteur strictement polynomial, on note Bl (F ) l’ensemble des p-cœurs
correspondant aux partitions qui indexent les simples d’une série de composition
de F .

Dans cette première étape, on utilise les règles de Pieri, de Nakayama et le
produit tensoriel de Steinberg pour obtenir dans la proposition 4.2.21 et le théorème
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4.2.23 des propriétés de Bl qui permettent de la calculer facilement. De plus, on
démontre que le foncteur de changement de base préserve les blocs.

Proposition (Proposition 4.2.21 et Théorème 4.2.23). Soient V ∈ Vk
et F,G ∈ Pk, G 6= 0. On a les égalités suivantes :

(1) Bl
(
Sd
V

)
= {λ ∈ Pp-coeur : ℓ(λ) ≤ dimV, |λ| ≤ d et |λ| ≡ d mod p}

(2) Bl
(
F ⊗G(1)

)
= Bl (F ),

où ℓ(λ) et |λ| est la longueur et le poids de λ = (λ1, λ2, . . .), c’est-à-dire que ℓ(λ) =
min{n ∈ N : λi = 0, ∀ i > n} et |λ| =

∑∞
i=1 λi.

Proposition (Proposition 4.2.28). Soient k ⊂ K une extension de corps
et F ∈ Pd,k. Si on note KF l’image de F par le foncteur de changement de base

K(−) : Pd,k → Pd,K, on a Bl (F ) = Bl (KF ).

Étape 2. Dans cette seconde étape, on explique comment utiliser la théorie des
blocs pour obtenir des résultats d’annulation. Soit X ∈ Ch≥0 (Pk) un complexe
d’injectifs de Pk. Nos résultats d’annulation s’appliquent plus généralement aux
foncteurs du type :

Φ = ΦX : Pk → Ch≥0 (Pk)(I)

F 7→ HomPk

(
F ♯, X

)
.

Nous montrons dans les propositions 4.3.11 et 4.3.22 que les foncteursDn et L(−, n)
sont de ce type. On montre ensuite le résultat suivant.

Théorème (Théorème 4.2.35). Soient F ∈ Pd, V ∈ Vk et Φ un foncteur de
type (I). Alors (Hq(ΦF )) (V ) = 0 dès que

Bl (F ) ∩
⋃

q≤j≤q+inj.dimF

Bl
((
Hj

(
ΦSd

))
V

)
= ∅.

Étape 3. Cette étape consiste à extraire dans la section 4.3 des travaux de Cartan
[Car55], Touzé [Tou14], Cohen-Hemmer-Nakano [CHN10] et Johnson-McCarthy
[JM04, JM08], les calculs (quasiment) explicites de LqS

d(−, n) et Hq

(
DnS

d
)
.

Étape 4. Dans cette étape, nous utilisons les descriptions de LqS
d(−, n) et

Hq

(
DnS

d
)
de l’étape précédente et les résultats de l’étape 1 pour déterminer

Bl
((
H∗

(
ΦSd

))
V

)
pour les deux théories qui nous intéressent : les foncteurs dérivés

au sens de Dold-Puppe et les étages de la tour de Taylor. Par exemple, on obtient
dans le théorème 4.5.7 le résultat suivant.

Théorème (Théorème 4.5.7). Soient d, n deux entiers naturels et V un objet
de Vk. On a une égalité :

j⋃

q=0

Bl
((
LqS

d(−, n)
)
V

)
=





∅ si j < j0

Bl

(
Ed0+kp

V

)
si jk ≤ j < jk+1,

Bl
(
Ed

V

)
si j > j⌊ d

p⌋
,

où d0 est le reste de la division de d par p, et jk = 2d + n (kp+ αp(d− kp)) pour

k = 0, 1, . . . ,
⌊
d
p

⌋
, et αp(d − kp) est la somme des chiffres dans la décomposition

p-adique de d− kp. De plus, la notation E désigne le foncteur Γ si p = 2 ou n est
pair, et le foncteur Λ sinon.
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En utilisant les résultats de l’étape 2 et les calculs des blocs, nous obtenons dans
les théorèmes 4.5.18 et 4.5.20 nos résultats d’annulation pour ces deux théories de
dérivation.

4.2. Théorie des blocs dans Pk

Les blocs de la catégorie Pk sont connus d’après Donkin [Don87]. Dans cette
section, on présente les propriétés des blocs dont on a besoin dans la suite. Dans les
deux premières sous-sections, on rappelle la théorie des partitions et des propriétés
essentielles de foncteurs de Schur et foncteurs simples. Dans la troisième sous-
section, on définit l’application Bl qui calcule des blocs d’un foncteur strictement
polynomial et on explique comment on peut calculer cette application. Enfin, un
critère d’annulation est donné dans la sous-section 4.2.5.

4.2.1. Partitions. Les objets simples de la catégorie Pk sont indexés par
les partitions et les blocs de Pk correspondent aux p-cœurs de ces partitions. Dans
cette sous-section, on donne donc un bref rappel sur la théorie des partitions et des
p-cœurs. Notre référence est le livre de James et Kerber [JK81].

4.2.1.1. Partitions. Une partition est une suite λ = (λ1, λ2, . . .) d’entiers natu-
rels tels que λi ≥ λi+1 pour tout i et λi = 0 pour i assez grand. On noteP l’ensemble
des partitions. Si λ est une partition avec λn+1 = 0, on notera simplement λ par
(λ1, . . . , λn).

Pour chaque partition λ, le diagramme de Young Y (λ) est le sous-ensemble de
Z
×2
>0 défini par

Y (λ) =
{
(i, j) ∈ Z

×2
>0 : j ≤ λi

}
.

1 2 3 4 5

1

2

3

0

i

j

Figure 1. Y (5, 3, 2)

Puisque λn = 0 pour n assez grand, Y (λ) est un ensemble fini. De plus, comme λi
est le nombre d’entiers j strictement positifs satisfaisant (i, j) ∈ Y (λ), la corres-
pondance λ 7→ Y (λ) est injective. Un sous-ensemble de Z

×2
>0 est appelé une parti-

tion s’il est de la forme Y (λ) pour une partition λ quelconque. Il est clair qu’un
sous-ensemble Y de Z

×2
>0 est une partition si et seulement s’il satisfait la propriété

suivante : si (i, j) et (i′, j′) sont deux éléments de Z
×2
>0 satisfaisant i ≤ i′, j ≤ j′ et

(i′, j′) ∈ Y , alors (i, j) ∈ Y .
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On définit la longueur ℓ(λ) et le poids |λ| d’une partition λ par les formules :

ℓ(λ) = min{n ∈ N : λi = 0, ∀ i > n}, |λ| =
∞∑

i=1

λi.

Si λ 6= (0), on a ℓ(λ) = max{i : (i, 1) ∈ Y (λ)}. De plus, on a |λ| = #Y (λ). Si |λ| = n,
on dit que λ est une partition de n. On désigne par P(n) le sous-ensemble de P des
partitions de n. Par exemple, P(0) = {(0)}, P(1) = {(1)}, et P(2) = {(2), (1, 1)},
P(3) = {(3), (2, 1), (1, 1, 1)}. On a P(n) ∩P(m) = ∅ si n 6= m et P =

⋃∞
n=0 P(n).

Soit λ ∈ P une partition. La partition conjuguée de λ est la partition λ′ définie
par λ′i = #{j : λj ≥ i}. La conjugaison des partitions définit une application
(−)′ : P→ P. Par définition, on a

(λ′)
′
= λ, |λ′| = |λ| , ℓ(λ) = λ′1, ℓ(λ′) = λ1.

De plus λ′j = #{i : (i, j) ∈ Y (λ)} et (i, j) ∈ Y (λ) si et seulement si (j, i) ∈
Y (λ′). Une partition λ est dite p-restreinte si λi − λi+1 < p pour tout i ≥ 1. Si
λ et µ sont des partitions et n est un entier naturel, on note λ + µ la partition
(λ1 + µ1, λ2 + µ2, . . .) et nλ la partition (nλ1, nλ2, . . .).

Exemple 4.2.1. Soit λ = (5, 3, 2). On a |λ| = 10 alors λ est une partition de
10. De plus, on a des égalités :

ℓ(λ) = 3, λ′ = (3, 3, 2, 1, 1), ℓ(λ′) = λ1 = 5.

Par définition, λ est p-restreinte si et seulement si p ≥ 3.

Le résultat suivant est bien connu, voir par exemple [JK81, (6.1.4)-(6.1.7)] pour
un résultat analogue. C’est la version de la division euclidienne pour les partitions.

Lemme 4.2.2. Soit λ ∈ P une partition. Il existe une unique partition p-
restreinte µ et une unique partition ν telles que λ = µ+ pν.

Démonstration. (1) Pour une partition λ, on note R(λ) := {i ≥ 1 : λi −
λi+1 ≥ p}. On montre l’existence par récurrence sur le cardinal #R(λ) de cet
ensemble. Si #R(λ) = 0, alors λ est une partition p-restreinte. On peut choisir
µ = λ et ν = 0. Si #R(λ) ≥ 1, on note r l’élément maximum de R(λ). Alors

λ = µ1 + pν1 où ν1 = (ar) avec a =
⌊
λr−λr+1

p

⌋
. De plus R(λ1) = R(λ) \ {r}, alors

#R(λ1) < #R(λ). Par l’hypothèse de récurrence, il existe une partition p-restreinte
µ2 et une partition ν2 telles que µ1 = µ2 + pν2. On pose µ = µ2 et ν = ν1 + ν2.

(2) Supposons que l’on a deux décompositions λ = µ1 + pν1 = µ2 + pν2 où
µ1, µ2 sont des partitions p-restreintes et µ1 6= µ2. Soit n le plus grand entier
satisfaisant µ1

n 6= µ2
n. On pose k = µ1

n+1 = µ2
n+1. Comme µ

i est p-restreinte, alors
µ1
n et µ2

n appartiennent à l’ensemble {k, k + 1, . . . , k + p − 1}. De plus, comme
µ1
n + pν1n = µ2

n + pν2n, on a µ
1 ≡ µ1 (mod p), contradiction. �

4.2.1.2. p-cœurs. Soit Y ⊂ Z
×2
>0 une partition. Le bord de Y que l’on note

∂Y , est l’ensemble des éléments (i, j) de Y tel que (i+ 1, j + 1) n’appartient pas à
Y :

∂Y = {(i, j) ∈ Y : (i+ 1, j + 1) /∈ Y }.

On définit une relation binaire ≺ sur Z×2
>0 de la façon suivante. Soient (i1, j1) et

(i2, j2) deux éléments de Z
×2
>0. On note (i1, j1) ≺ (i2, j2) si i1 ≥ i2 et j1 ≤ j2. Puisque

≤ est une relation d’ordre sur Z, ≺ est une relation d’ordre sur Z
×2
>0. De plus, si
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1 2 3 4 5

1

2

3

0

i

j

Figure 2. ∂ (Y (5, 2, 1))

Y ⊂ Z
×2
>0 est une partition, la relation d’ordre ≺ est totale sur ∂Y . Un intervalle de

∂Y est un sous-ensemble de ∂Y de la forme {(i, j) ∈ ∂Y : (i1, j1) ≺ (i, j) ≺ (i2, j2)}
pour (i1, j1), (i2, j2) ∈ ∂Y quelconque.

1 2 3 4 5

1

2

3

0

i

j

Figure 3. La relation d’ordre totale ≺ sur ∂(Y (5, 2, 1))

Soient λ, µ deux partitions. On note λ ⊂ µ si Y (λ) ⊂ Y (µ), ou de manière
équivalente si λi ≤ µi pour tout i. Cette relation binaire est une relation d’ordre
partielle sur l’ensemble P des partitions. On définit également une autre relation
d’ordre≤p sur l’ensembleP comme suit. Soient λ, µ deux partitions. On note λ ≤p µ
s’il existe une suite des partitions ν1, . . . , νn avec ν1 = λ et ν2 = µ satisfaisant les
conditions : νi ⊂ νi+1 et Y

(
νi+1

)
\ Y

(
νi
)
est un intervalle de ∂

(
Y

(
νi+1

))
de p

éléments pour i = 1, . . . , n− 1.

Lemme 4.2.3. Soient λ et µ deux partitions. On a λ ≤p λ+ pµ. En particulier,
on a (0) ≤p pλ.

Démonstration. Il existe (de façon non-unique) de partitions distinctes µk

avec 0 ≤ k ≤ |µ| telles que (0) = µ0 ⊂ µ1 ⊂ · · · ⊂ µ|µ|−1 ⊂ µ|µ| = µ. On
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pose νi = pµi pour tout i. On obtient une suite des partitions ν0, . . . , ν|µ| avec
ν0 = λ, ν|µ| = µ, de plus, νi ⊂ νi+1 et Y

(
νi+1

)
\ Y

(
νi
)
est un intervalle de

∂
(
Y

(
νi+1

))
de p éléments pour tout i. On a alors λ ≤p λ+ pµ. �

Définition 4.2.4. Une partition λ est appelée un p-cœur si λ est un élément
minimal de P par rapport à la relation ≤p. On note Pp - coeur l’ensemble des p-
coeurs.

Si p = 2, l’ensemble Pp - coeur est très simple. En effet, un 2-cœur est une
partition λ telle que λn = λn+1 + 1 si λn 6= 0. Autrement dit, une partition est un
2-cœur si et seulement si λ et λ′ sont des partitions 2-restreintes. Pour p quelconque,
si la partition λ est un p-cœur, les partitions λ et λ′ sont toujours p-restreintes, mais
cette condition ne caractérise pas les p-cœurs. Par exemple, si λ = (3, 2) alors λ
et λ′ sont 3-restreintes mais λ n’est pas un 3-cœur car (1, 1) ≤3 (3, 2). Le résultat
fondamental sur la relation d’ordre ≤p est le suivant. Une démonstration de ce
résultat peut être trouvée dans [JK81, Theorem 2.7.16].

Théorème 4.2.5. Soit λ une partition. Alors l’ensemble {µ ∈ P : µ ≤p λ}
possède un plus petit élément.

Définition 4.2.6. Si λ ∈ P est une partition, on note Cop (λ) le p-cœur de λ,
c’est-à-dire le plus petit élément de l’ensemble {µ ∈ P : µ ≤p λ}. On obtient une
application Cop : P→ Pp - coeur qui fixe tous les éléments de Pp - coeur.

Proposition 4.2.7. Soient λ et µ deux partitions.

(1) On a Cop (λ) = Cop (λ+ pµ). En particulier, on a Cop (pµ) = (0).

(2) La partition Cop (λ
′) est la partition conjuguée de Cop (λ).

Démonstration. (1) D’après la définition 4.2.6 et le théorème 4.2.5, on a que
Cop (λ+ pµ) = Cop (ν) si la partition ν satisfait l’inégalité ν ≤p λ+pµ. Par le lemme
4.2.3, la partition λ satisfait cette condition. On a donc Cop (λ) = Cop (λ+ pµ).
Dans le cas λ = 0, on a que Cop (pµ) est le p-cœur de la partition (0), qui est (0)
par définition.

(2) Par définition de la partition conjuguée, on a Y (λ′) = {(i, j) : (j, i) ∈ Y (λ)}.
De plus, l’application (i, j) 7→ (j, i) est une bijection de ∂Y (λ′) sur ∂Y (λ). De
plus, cette bijection est strictement décroissante. On a, par définition de la relation
d’ordre, que µ ≤p λ si et seulement si µ

′ ≤p λ
′. On en déduit le résultat. �

4.2.2. Foncteurs de Schur et foncteurs simples.
4.2.2.1. Foncteurs de Schur. On rappelle que l’ordre lexicographique est

l’ordre total sur Z×2
>0 défini par (i1, j1) ≤ (i2, j2) si i1 < i2 ou si i1 = i2 et j1 ≤ j2.

Pour tout sous-ensemble non-vide A de Z
×2
>0 on note αA l’unique bijection de

A vers {1, 2, . . . ,#A} préservant les ordres. Si λ ∈ P(d), on note σλ : {1, . . . , d} →
{1, . . . , d} la composée suivante, où le deuxième morphisme envoie (i, j) vers (j, i) :

{1, . . . , d}
α−1

Y (λ)
−−−−→ Y (λ)→ Y (λ′)

αY (λ′)
−−−−→ {1, . . . , d}.

On obtient ainsi une application P(d) → Sd. On a évidemment que σλ′ est l’in-
verse de σλ pour toute partition λ. D’autre part, on a une application Sd →
HomPd

(
⊗d,⊗d

)
qui à une permutation τ associe la transformation naturelle qui
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envoie v1⊗· · ·⊗vd vers vτ−1(1)⊗· · ·⊗vτ−1(d). La composée de ces deux applications
fournit une application

P(d) → HomPd

(
⊗d,⊗d

)

λ 7→ σλ.

Exemple 4.2.8. (1) On considère la partition λ = (3, 1) de 4, on a σ(3,1) :

⊗4 → ⊗4, v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ⊗ v4⊗ 7→ v1 ⊗ v4 ⊗ v2 ⊗ v3.

(2) Par définition, si λ = (d) ou λ =
(
1d

)
, c’est-à-dire si ℓ(λ) = 1 ou ℓ(λ′) = 1,

on a σλ = Id.

On rappelle que si λ = (λ1, . . . , λn) est un uplet d’entiers naturels (par exemple
une partition) et X désigne l’un des symboles S,Λ,Γ, on note Xλ le produit ten-
soriel Xλ1 ⊗ · · · ⊗Xλn . La définition suivante est due à Akin-Buchsbaum-Weyman
[ABW82, section II].

Définition 4.2.9. Soit λ une partition de d. Le foncteur de Schur Sλ est l’image
du morphisme composé

Λλ′

→֒ ⊗d σλ′

−−→ ⊗d
։ Sλ.

Remarque 4.2.10. Le foncteur de Schur Sλ est noté Lλ′ dans [ABW82], voir
aussi [Wey03, Section 2.1]. Nous ne suivons pas cette notation et réservons la lettre
‘L’ pour désigner les objets simples de Pd.

Si λ est une partition de d, le foncteur de Schur Sλ est un objet de Pd, car Pd

est une catégorie abélienne. Si la longueur de λ ou λ′ est 1, le foncteur de Schur
associé à λ correspond à des foncteurs bien connus : S(d) = Sd et S(1d) = Λd.

Théorème 4.2.11 (Règle de Pieri [AB85, section 3]). Soit λ une partition et
soit d un entier naturel.

(1) Le foncteur Sλ⊗S
d possède une filtration telle que Gr

(
Sλ ⊗ S

d
)
=

⊕
ν Sν

où la somme directe est indexée par les partitions ν satisfaisant les condi-
tions : |ν| = |λ|+ d et λ′i ≤ ν′i ≤ λ′i + 1 pour tout i.

(2) Le foncteur Sλ⊗Λ
d possède une filtration telle que Gr

(
Sλ ⊗ Λd

)
=

⊕
ν Sν

où la somme directe est indexée par les partitions ν satisfaisant les condi-
tions : |ν| = |λ|+ d et λi ≤ νi ≤ λi + 1 pour tout i.

Exemple 4.2.12. (1) Soient d1, d2 ∈ N. Le foncteur Sd1 ⊗ Sd2 possède
une filtration telle que

Gr
(
Sd1 ⊗ Sd2

)
=

min{d1,d2}⊕

i=0

S(d1+d2−i,i).

(2) Le foncteur S(2,1) ⊗ S
2 possède une filtration telle que

Gr
(
S(2,1) ⊗ S

2
)
= S(4,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(3,1,1) ⊕ S(2,2,1).

4.2.2.2. Foncteurs simples. Soit d ∈ N. Un objet F de Pd est dit simple s’il
est non nul et s’il ne contient aucun sous-foncteur distinct de F et 0. Un objet est
dit semi-simple s’il est isomorphe à une somme directe d’objets simples. Le socle
d’un foncteur F , noté soc(F ), est le plus grand sous-foncteur semi-simple de F .

Définition 4.2.13. Si λ est une partition, on désigne par Lλ le socle du foncteur
de Schur Sλ.
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Théorème 4.2.14 ([Gre07],[Mar93]). (1) Pour toute partition λ, Lλ est
un foncteur simple.

(2) Si F est un objet simple de Pd, il existe une unique partition λ ∈ P(d)
telle que F ≃ Lλ.

(3) Les foncteurs simples sont autoduaux, c’est-à-dire que l’on a un isomor-

phisme L♯
λ ≃ Lλ.

D’après ce théorème, les classes d’isomorphisme de foncteurs simples de Pd sont
indexées par les partitions de d.

Théorème 4.2.15 (Théorème du produit tensoriel de Steinberg [Jan03, Mar93]).
Soit λ une partition p-restreinte et soit µ une partition quelconque. On a un iso-

morphisme Lλ ⊗ L
(1)
µ ≃ Lλ+pµ.

Comme une application du théorème 4.2.15, on a le résultat suivant.

Corollaire 4.2.16. Si F ∈ Pk est un foncteur simple associé à la partition λ
alors F (r) est un foncteur simple associé à prλ.

Soit F ∈ Pk un foncteur strictement polynomial. On appelle série de composi-
tion de F toute suite finie (F0, F1, . . . , Fr) de sous-foncteurs de F telle que

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fr−1 ⊂ Fr = F

et que, pour tout i = 1, 2, . . . , r le quotient Fi/Fi−1 est un foncteur simple. Tout
foncteur strictement polynomial admet au moins une série de composition. Si L
est un foncteur simple, on note [F : L] le nombre des facteurs de composition
dans une série de composition de F qui est isomorphe à L. D’après le théorème de
Jordan-Hölder, ce nombre est bien déterminé [ARO97, Section I.1].

4.2.3. Blocs de la catégorie Pk.
4.2.3.1. Blocs. Les blocs de la catégorie Pk ont été déterminés par Donkin

[Don87]. Avant de donner le résultat, nous rappelons les définitions élémentaires
relatives aux blocs.

Définition 4.2.17. Soient F et G deux foncteurs simples de Pd. On note
F ∼ G s’il existe une suite L0, L1, . . . , Ln de foncteurs simples de Pd satisfaisant
L0 = F,Ln = G et Ext1Pk

(Li, Li+1) 6= 0 pour tout i = 1, . . . , n− 1.

La relation binaire ∼ est une relation d’équivalence sur les simples de Pd. Un
bloc de Pd est une classe d’équivalence des simples sous cette relation d’équivalence.
On note Bd l’ensemble des blocs de Pd. Pour b ∈ Bd, on désigne par (Pd)b la sous-
catégorie pleine de Pd formée des foncteurs F dont tous les facteurs de composition
sont dans le bloc b. On a une décomposition :

Pd =
⊕

b∈Bd

(Pd)b .

Cela signifie que tout foncteur se décompose de manière unique en une somme
directe F =

⊕
b∈Bd

Fb où Fb ∈ (Pd)b, et de plus HomPd
(F1, F2) = 0 si Fi ∈

(Pd)bi , i = 1, 2 et b1 6= b2. En particulier, si F est indécomposable, il existe un seul

élément b ∈ Bd satisfaisant F ∈ (Pd)b. Le théorème suivant donne une description
combinatoire des blocs de la catégorie Pd.
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Théorème 4.2.18 (Règle de Nakayama [Don87], [Mar93, Theorem 5.1.1]).
Soient λ et µ deux partitions de poids d. Les deux simples Lλ et Lµ sont dans

le même bloc si et seulement si les deux partitions λ et µ ont le même p-cœur.

On indexe donc les blocs de Pd par les p-cœurs des partitions de poids d, le
bloc contenant Lλ est indexé par le p-cœur de λ. On obtient une bijection entre
Bd et l’ensemble des partitions λ telles que |λ| ≤ d et |λ| ≡ d (mod p).

4.2.3.2. L’application Bl.

Définition 4.2.19. Si F est un foncteur strictement polynomial, on note
Bl (F ) l’ensemble des p-cœurs des partitions indexant les simples d’une série de
composition de F . On obtient donc une application :

Bl : Obj (Pk)→ 2Pp-coeur

F 7→ Bl (F ) = {Cop (λ) : λ ∈ P, [F : Lλ] > 0} .

Proposition 4.2.20. Soient λ, µ deux partitions, F un objet de Pk et G un
sous-objet de F . On a :

Bl (Sλ) = Bl (Lλ) ,(4.2.1)

Bl (Lλ) = Bl (Lλ+pµ) ,(4.2.2)

Bl (F ) = Bl (G) ∪Bl (F/G) ,(4.2.3)

Bl
(
F ♯

)
= Bl (F ) ,(4.2.4)

Bl

(
F (1)

)
=

{
∅ si F = 0,

{(0)} si F 6= 0.
(4.2.5)

Démonstration. Comme le socle de Sλ est un foncteur simple, le foncteur
Sλ est indécomposable. Cela implique que Sλ ∈ (Pd)b où b est le bloc contenant le
foncteur simple Lλ. On obtient donc la formule (4.2.1). D’après le corollaire 4.2.7,
on a Bl (Lλ+pµ) = Cop (λ+ pµ) = Cop (λ) = Bl (Lλ), d’où la formule (4.2.2).

Comme G est un sous-foncteur de F , un simple L est un facteur de composition
de F si et seulement si L est un facteur de composition de G ou de F/G. On obtient
la formule (4.2.3). Pour obtenir (4.2.4), on utilise (4.2.2) et le fait que les foncteurs
simples sont autoduaux. Il reste à montrer la formule (4.2.5). Cette formule est
évidente dans le cas où F = 0. Si F 6= 0, soit 0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F une

série de composition de F avec Fi/Fi−1 ≃ Lλi . On a donc 0 = F
(1)
0 ⊂ F

(1)
1 ⊂

· · · ⊂ F
(1)
n = F (1) avec F

(1)
i /F

(1)
i−1 ≃ L

(1)
λi ≃ Lpλi . Par le corollaire 4.2.7, on a

Bl
(
Lpλi

)
= Cop

(
pλi

)
= {(0)}. On obtient (4.2.5). �

On connâıt Bl
(
Sd

)
pour tout d ∈ N. En effet, Sd = S(d) est un foncteur de

Schur. Par la proposition (4.2.1), Bl
(
Sd

)
= Bl

(
L(d)

)
= {(r)} où r est le reste de

la division de d par p. La règle de Pieri permet de déterminer plus généralement
Bl

(
Sd
V

)
pour tout espace vectoriel V .

Proposition 4.2.21. Soient d un entier naturel et V 6= 0 un objet de Vk. On
a les égalités :

Bl
(
Sd
V

)
= {λ ∈ Pp - coeur : |λ| ≤ d, |λ| ≡ d (mod p), ℓ(λ) ≤ dimV } ,(4.2.6)

Bl
(
Γd
V

)
= Bl

(
Sd
V

)
,(4.2.7)

Bl
(
Λd
V

)
=

{
λ ∈ Pp - coeur : λ

′ ∈ Bl
(
Sd
V

)}
.(4.2.8)
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Démonstration. On note ℓ la dimension de V . Comme les foncteurs S,Λ,Γ
sont des foncteurs exponentiels, si E désigne l’un des symboles S,Λ,Γ, on a la
décomposition suivante, où la somme directe est indexée par les ℓ-uplets d’entiers
naturels d de poids d :

(4.2.9) Ed
V ≃

⊕

d

Ed.

En utilisant cet isomorphisme et l’égalité (4.2.4) de la proposition 4.2.20, on ob-
tient l’égalité (4.2.7). Pour une partition λ et un entier naturel k, on note A(λ; k)
l’ensemble des partitions ν telles que |ν| = |λ|+ d et λ′i ≤ ν′i ≤ λ′i + 1 pour tout i.
Par définition, on a les deux propriétés suivantes de l’ensemble A(λ; k).

(1) Pour ν ∈ A(λ; k), on a ℓ(ν) ≤ ℓ(λ) + 1.

(2) Si k ≤ λℓ(λ) alors ν := (λ, k) appartient à A(λ; k).

D’autre part, par la règle de Pieri (théorème 4.2.11), il existe des filtrations de
Sλ ⊗ S

k et Sλ′ ⊗ Λk telles qu’on a des isomorphismes :

(4.2.10) Gr
(
Sλ ⊗ S

k
)
≃

⊕

ν∈A(λ;k)

Sν , Gr
(
Sλ′ ⊗ Λd

)
≃

⊕

ν∈A(λ;k)

Sν′ .

Pour un m-uplet d’entiers naturels d,m ≥ 1, on définit un ensemble de partitions
B(d) par récurrence sur m. Si m = 1, on pose B(d) = {(d1)}. Dans le cas où
m ≥ 2, on pose B(d) =

⋃
λ∈B((d1,...,dm−1))

A(λ; dm). Par cette définition et les

isomorphismes (4.2.10) on en déduit qu’il existe des filtrations de Sd et Λd telles
qu’on a des isomorphismes :

(4.2.11) Gr
(
Sd

)
≃

⊕

ν∈B(d)

Sν , Gr
(
Λd

)
≃

⊕

ν∈B(d)

Sν′ .

Par les isomorphismes (4.2.9), (4.2.11) et l’égalité (4.2.1), on obtient l’égalité 4.2.8.
Il reste à montrer l’égalité (4.2.6). Par la propriété (1), on a ℓ(ν) ≤ ℓ pour tout
ℓ-uplet d’entiers naturels d et ν ∈ B(d). On a alors

Bl
(
Sd
V

)
⊆ {λ ∈ Pp - coeur : |λ| ≤ d, |λ| ≡ d (mod p), ℓ(λ) ≤ dimV } .

Pour l’inclusion réciproque, prenons un élément λ du membre de droite dans (4.2.6).
On note µ la partition (λ1 + d − |λ| , λ2, λ3, . . .). On a Cop (λ) = Cop (µ). De plus,
par la propriété (2), la partition µ appartient à l’ensemble B(µ). D’après les iso-
morphismes (4.2.11), on a Cop (µ) ∈ Bl (Sµ). On obtient le résultat. �

Corollaire 4.2.22. Soient d un entier naturel et V un objet de Vk. Si E
désigne l’un des symboles Γ,Λ, S, on a

Bl
(
Ed

)
= Bl

(
Ed+p

)
, Bl

(
Ed

V

)
⊆ Ed+p

V .

On termine cette sous-section par le résultat important suivant qui est une
application du théorème du produit tensoriel de Steinberg (théorème 4.2.15).

Théorème 4.2.23. Soient F,G ∈ Pk, G 6= 0. Alors Bl
(
F ⊗G(1)

)
= Bl (F ).

Démonstration. On démontre tout d’abord le cas où F est un foncteur
simple, de la forme Lλ. On a deux cas.
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(1) Si λ est une partition p-restreinte. Si G est un foncteur simple, G = Lα.
Par le théorème de Steinberg et la proposition 4.2.7, on a Bl

(
F ⊗G(1)

)
=

Bl

(
Lλ ⊗ L

(1)
α

)
= Bl (Lλ+pα) = Bl (Lλ). Dans le cas général, soit 0 =

G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn = G une série de composition de G. Par la proposi-
tion 4.2.20, on a Bl (F ⊗G) =

⋃n
i=1 Bl (F ⊗ (Gi/Gi−1)) = Bl (F ).

(2) Si λ est une partition quelconque, d’après le lemme 4.2.2 il existe une
partition p-restreinte µ et une partition ν telles que λ = µ+pν. D’après le

théorème de Steinberg, on a Lλ = Lµ ⊗L
(1)
ν . On a donc F ⊗G(1) = Lµ ⊗

(Lν ⊗G)
(1)
. Par la proposition 4.2.20, on a Bl

(
F ⊗G(1)

)
= Bl (Lµ) =

Bl (Lλ) = Bl (F ).

On démontre maintenant le cas où F est un foncteur quelconque. Soit 0 = F0 ⊂
F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F une série de composition de F . Par la proposition 4.2.20 et la
partie (1), on aBl

(
F ⊗G(1)

)
=

⋃n
i=1 Bl

(
(Fi/Fi−1)⊗G

(1)
)
=

⋃n
i=1 Bl (Fi/Fi−1) =

Bl (F ). �

4.2.4. Changement de base. Soit K un sur-corps du corps k. Dans cette
sous-section, on rappelle le foncteur de changement de base K(−) : Pd,k → Pd,K en
suivant [SFB97]. L’inclusion k →֒ K induit un foncteur exact K ⊗ − : Vk → VK.
Ce foncteur induit un foncteur K⊗− : ΓdVk → ΓdVK.

Définition 4.2.24. Soit F ∈ Pd,k. On définit le foncteur KF ∈ Pd,K en utilisant
la colimite. Chaque V ′ ∈ ΓdVK détermine une catégorie A(V ′). Les objets de cette
catégorie sont des paires (V, f) où V ∈ ΓdVk et f ∈ ΓdHomK (K⊗ V, V

′). Un
morphisme de (V, f) vers (W, g) est un morphisme α : K ⊗ V → K ⊗W dans la
catégorie ΓdVK tel que g◦α = f . Le K-espace vectoriel (KF )(V

′) est donc la colimite
du foncteur A(V ′) → VectK, (V, f) 7→ K ⊗ F (V ). De plus, chaque morphisme h :
V ′ →W ′ dans la catégorie ΓdVK induit naturellement un foncteur A(h) : A(V ′)→
A(W ′). On en déduit une application K-linéaire (KF )(V

′)→ (KF )(W
′).

Comme la catégorie ΓdVk est essentiellement petite et comme la catégorie VectK
est cocomplète, le foncteur KF est bien défini. De plus, il est un foncteur K-linéaire.
Par définition, pour V ∈ Vk, (V, IdK⊗V ) est objet final de la catégorie A(K ⊗ V ).
On a donc un isomorphisme de K-espaces vectoriels

(4.2.12) (KF ) (K⊗ V ) ≃ K⊗ F (V )

Pour chaque V ′ ∈ ΓdVK, on a donc un isomorphisme (KF )(V
′) ≃ K⊗F

(
k
dimK V ′

)
.

Par conséquence, le foncteur K-linéaire KF : ΓdVK → VectK prend des valeurs de
dimension finie. Le foncteur KF est donc un objet de la catégorie Pd,K. On obtient
ainsi un foncteur de changement de base

K(−) : Pd,k → Pd,K

Exemple 4.2.25. Le changement de base envoie les foncteurs Γd,V (resp. Sd
V ,Λ

d
V )

de Pd,k sur les foncteurs Γ
d,K⊗V (resp. Sd

K⊗V ,Λ
d
K⊗V ) de Pd,K. De plus, si on note

I
(r)
k

(resp. I
(r)
K
) le r-ième foncteur de torsion de Frobenius dans la catégorie Ppr,k

(resp. Ppr,K) alors il existe un isomorphisme K

(
I
(r)
k

)
≃ I

(r)
K

dans la catégorie Ppr,K.

Proposition 4.2.26 ([SFB97, Proposition 2.6, Corollary 2.7]). Soit k ⊆ K

une extension de corps.
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(1) Le foncteur de changement de base K(−) : Pd,k → Pd,K est exact et
préserve les projectifs.

(2) Pour chaque entier naturel n, il existe un isomorphisme naturel en F,G ∈
Pd,k :

(4.2.13) ExtnPd,K
(KF, KG) ≃ K⊗ ExtnPd,k

(F,G) .

Démonstration. L’exactitude du foncteur de changement de base K(−) pro-
vient de l’exactitude du foncteur K⊗− : Vk → VK et l’isomorphisme (4.2.12). Soit
F ∈ Pd,k un foncteur projectif. Il existe V ∈ Vk tel que F est un facteur direct de

V ⊗Γd,kd . Le foncteur KF est donc un facteur direct du foncteur V ⊗Γd,Kn

. On en
déduit que F est un foncteur projectif. Il reste à montrer l’assertion (2). D’après
l’assertion (1), il suffit de démontrer l’isomorphisme (4.2.13) pour n = 0 et F est
de la forme Γd,V pour V ∈ Vk. Dans ce cas-là, on a des isomorphismes

HomPd,K

(
K

(
Γd,V

)
, KG

)
≃ HomPd,K

(
Γd,K⊗V , KG

)
≃ (KG)(K⊗ V )

≃ (KG) (V ) ≃ K⊗HomPd,k

(
Γd,V , G

)
.

On obtient le résultat. �

Théorème 4.2.27 ([Jan87, Corollary 2.9, page 203]). Soit k ⊆ K une exten-
sion de corps. Le foncteur de changement de base K(−) : Pd,k → Pd,K préserve les
foncteurs simples. Plus précisément si Lλ,k (resp. Lλ,K) est le simple de Pd,k (resp.
Pd,K) correspond à une partition λ alors on a un isomorphisme K (Lλ,k) ≃ Lλ,K

dans la catégorie Pd,K.

Proposition 4.2.28. Soient k ⊆ K une extension de corps et F ∈ Pd,k. On a
une égalité Bl (F ) = Bl (KF ).

Démonstration. On démontre tout d’abord le cas où F est un foncteur
simple, de la forme Lλ,k. Par le théorème 4.2.27, il existe un isomorphisme K (Lλ,k) ≃
Lλ,K. On a des égalités :

Bl (Lλ,k) = Cop (λ) = Bl (Lλ,K) = Bl (K (Lλ,k)) .

On démontre maintenant le cas où F est un foncteur quelconque. Soit 0 = F0 ⊂
F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F est une série de composition de F . Comme le foncteur de
changement de base K(−) : Pd,k → Pd,K préserve les simples et est exact, 0 =

KF0 ⊂ KF1 ⊂ · · · ⊂ KFn = KF est une série de composition de KF et on a des
isomorphismes (KFi)/(KFi−1) ≃ K(Fi/Fi−1). On a des égalités

Bl (F ) =
n⋃

i=1

Bl (Fi/Fi−1) =
n⋃

i=1

Bl (K(Fi/Fi−1))

=
n⋃

i=1

Bl ((KFi)/(KFi−1)) = Bl (KF ) .

On obtient le résultat. �

Corollaire 4.2.29. Soient k ⊆ K une extension de corps et F,G ∈ Pd,k. On
suppose que K est infini. S’il existe un isomorphisme KF ≃ KG dans la catégorie
FK, on a alors une égalité Bl (F ) = Bl (G).
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Démonstration. Comme le corps K est infini, le foncteur d’oubli Pd,K →
FK est un plongement plein. L’isomorphisme KF ≃ KG dans FK induit alors un
isomorphisme KF ≃ KG dans la catégorie Pd,K. Par définition, on a une égalité
Bl (KF ) = Bl (KG). D’autre part, d’après la proposition 4.2.28, on a des égalités
Bl (F ) = Bl (KF ), Bl (G) ≃ Bl (KG). On en déduit le résultat. �

4.2.5. Un critère d’annulation.

Lemme 4.2.30 (Lemme d’annulation). Soient F et G deux objets de Pd. Si
Bl (F ) ∩Bl (G) = ∅ alors Ext∗Pk

(F,G) = 0.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que F ∈ (Pd)b1 et

G ∈ (Pd)b2 avec b1 6= b2. Comme Pd =
⊕

b∈Bd
(Pd)b, on a HomPd

(F,G) = 0. Soit

P• une résolution projective de F dans Pd. On obtient une résolution (P•)b1 =
· · · → (P1)b1 → (P0)b1 → 0 de F . De plus, cette résolution est une résolution
projective car (Pi)b1 est un facteur direct du foncteur projectif Pi. On a donc

Ext∗Pd
(F,G) = H∗

(
HomPd

(
(P•)b1 , G

))
. De plus, le complexe HomPd

(
(P•)b1 , G

)

est nul. On obtient le résultat. �

4.2.31. Il existe un autre résultat d’annulation, le résultat de Pirashvili [FS97,
théorème 2.13] qui dit que si A est un foncteur additif et F,G sont des foncteurs
réduits, c’est-à-dire F (0) = 0 = G(0), alors

Ext∗Pd
(A,F ⊗G) = 0 .

Ce résultat d’annulation est de nature différente du résultat d’annulation du lemme
4.2.30, comme le montrent les deux exemples suivants.

(1) Si k = F2, A = I(1) et F = G = S1, on a Bl (A) = Bl (F ⊗G) = {(0)}.
Alors Bl (A) ∩Bl (F ⊗G) 6= ∅. Cependant, par le résultat de Pirashvili,
on a Ext∗P2

(A,F ⊗G) = 0.

(2) Si k = F5, A = I(1) et F = k, G = S(3,2). Le foncteur F n’est pas réduit.
Cependant on a Bl (A) = {(0)} et Bl (F ⊗G) = {(3, 2)} et le lemme
4.2.30 donne Ext∗P5

(A,F ⊗G) = 0.

Définition 4.2.32. Soit Φ : Pk → Ch≥0 (Pk) un foncteur. On dit que Φ est de
type (I) s’il existe un complexe X ∈ Ch≥0 (Pk) d’objets injectifs et une équivalence
d’homotopie ΦF → HomPk

(
F ♯, X

)
naturelle en F .

4.2.33. Soit Φ : Pd → Ch≥0 (Pd) un foncteur de type (I). Par définition, il
existe un complexe X ∈ Ch≥0 (Pd) d’objets injectifs et une équivalence d’homo-
topie ΦF → HomPd

(
F ♯, X

)
naturelle en F . En particulier, on a une équivalence

d’homotopie de complexes Φ(Sd) → HomPd

(
Γd, X

)
≃ X, et le foncteur Φ est

entièrement déterminé par sa valeur sur Sd. Inversement, supposons qu’il existe
une équivalence d’homotopie ΦF → HomPd

(
F ♯,ΦSd

)
naturelle en F . S’il existe

un complexe d’injectifs X ∈ Ch≥0 (Pd) et une équivalence d’homotopie ΦS
d → X

alors le foncteur Φ est de type (I).

On montrera dans la section suivante que les foncteurs dérivés F 7→ L(F, n)
et F 7→ DnF sont de type (I). Dans la proposition ci-dessous, on donne une suite
spectrale qui converge vers l’homologie d’un complexe de la forme ΦF , où Φ est un
foncteur de type (I).
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Proposition 4.2.34. Soit Φ : Pd → Ch≥0 (Pd) un foncteur de type (I). On a
une suite spectrale de foncteurs strictement polynomiaux, naturelle en F :

Ei,j
2 (F ) = ExtiPd

(
F ♯, H

−j

(
ΦSd

))
⇒ H−i−j(ΦF ).(4.2.14)

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que le foncteur Φ
est de la forme ΦF = HomPd

(
F ♯, X

)
où X ∈ Ch≥0 (Pd) est un complexe d’injectif.

Soit P• une résolution projective de F
♯ dans la catégorie Pd. On considère le

bicomplexe

Ei,j
0 = HomPd

(
Pi, X

j
)
, i ≥ 0, j ≤ 0.

Comme la dimension homologique de la catégorie Pd est finie [Don86, AB88,
Tot97], on peut supposer que le P• est fini. Alors le bicomplexe E0 n’a qu’un
nombre fini de colonnes. On dispose de deux suites spectrales associées à ce bicom-
plexe, qui convergent vers l’homologie du complexe total. Les première et deuxième
pages de la première suite spectrale sont données respectivement par :

Ii,j1 = Hj
(
Ei,•

0

)
= HomPd

(
Pi, H

jX
)
.

Ii,j2 = Hi
(
I•,j1

)
= ExtiPd

(
F ♯, HjX

)
= ExtiPd

(
F ♯, H−jX

)
.

La première page de la seconde suite spectrale est de la forme :

IIi,j1 = Hi
(
E•,j

0

)
= HomPd

(
Hi (P•) , X

j
)

=

{
0 si i 6= 0,

HomPd

(
F ♯, Xj

)
si i = 0,

=

{
0 si i 6= 0,

(ΦF )
j

si i = 0.

Le deuxième page est donc de la forme :

IIi,j2 = Hj
(
IIi,•1

)
=

{
0 si i 6= 0,

Hj (ΦF ) = H−j (ΦF ) si i = 0.

Alors cette page est concentrée sur une seule colonne. Par lacunarité on obtient
donc IIi,j∞ = H−i−j (ΦF ). On obtient la suite spectrale (4.2.14). �

Le théorème suivant permet d’obtenir un résultat d’annulation générale à partir
du calcul de Bl

(
H∗

(
ΦSd

)
V

)
.

Théorème 4.2.35. Soient F ∈ Pd, V ∈ Vk et Φ : Pd → Ch≥0 (Pd) un foncteur
de type (I). Alors (Hq(ΦF )) (V ) = 0 dès que

Bl (F ) ∩
⋃

q≤j≤q+inj.dimF

Bl
((
Hj(ΦS

d)
)
V

)
= ∅.

Démonstration. D’après la proposition 4.2.34, (Hq(ΦF )) (V ) = 0 dès que

Ei,j
2 (F )(V ) = ExtiPd

(
F ♯,

(
H

−j
(ΦSd)

)
V

)
= 0 si −i−j = q. On en déduit le résultat.

�
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4.3. Foncteurs dérivés non-additifs et calcul de Goodwillie algébrique

Dans cette section, on rappelle quelques résultats sur les foncteurs dérivés au
sens de Dold-Puppe et le calcul de Goodwillie algébrique. Nos références princi-
pales sont l’article de Dold et Puppe [DP61], les articles de Johnson et McCarthy
[JM04, JM08] et le livre de Weibel [Wei94]. Classiquement, ces foncteurs dérivés
sont définis pour les objets de F . Mais les définitions (et les principales propriétés)
s’adaptent sans changement par les foncteurs strictement polynomiaux. Pour don-
ner une présentation uniforme de ces concepts, on utilisera souvent la notation
suivante.

Notation 4.3.1. Soient n un entier strictement positif et d un entier naturel.
On désigne par C(n) l’une des deux catégories F(n) ou Pd(n). On note C∗(n) la
sous-catégorie pleine de C(n) dont les objets sont des foncteurs réduits en chaque
variable, c’est-à-dire des foncteurs F ∈ C(n) tels que F (V1, . . . , Vn) = 0 si on a au
moins un des V1, . . . , Vn est nul. Si n = 1, les catégories C(1) et C∗(1) seront plus
simplement notées respectivement par C et C∗.

4.3.1. Objets Simpliciaux.

Définition 4.3.2. La catégorie ∆ est la petite catégorie dont les objets sont
les ensembles ordonnés finis [n] = {0, 1, . . . , n} avec 0 < 1 < · · · < n, n ∈ N et dont
les morphismes sont les applications croissantes.

On pose ǫni : [n− 1]→ [n] pour 0 ≤ i ≤ n l’application croissante injective qui
évite i, et on note ηni : [n+1]→ [n] l’application croissante qui envoie i et i+1 sur
i et qui est injective partout ailleurs :

ǫni (j) =

{
j si j < i,

j + 1 si j ≥ i,
ηni (j) =

{
j si j ≤ i,

j − 1 si j > i.

Définition 4.3.3. Soit A une catégorie. La catégorie sA est la catégorie des
foncteurs de ∆op dans A. Les morphismes sont les transformations naturelles. Les
éléments de sA sont appelés objets simpliciaux dans A.

Si A est un objet de A, on a un objet simplicial constant canonique de A ; cette
correspondance induit un foncteur A → sA. De plus, chaque foncteur F : A → B
induit un foncteur F ◦ − : sA → sB. On écrit simplement ce foncteur par F .

Notation 4.3.4. Soit X est un objet simplicial dans la catégorie A.

(1) On désigne par Xn l’objet X([n]).

(2) On note ∂ni : Xn → Xn−1 le morphisme X(ǫ
n
i ).

(3) On note σn
i : Xn → Xn+1 le morphisme X(η

n
i ).

Si la catégorie A est abélienne alors la catégorie sA l’est aussi : les noyaux,
conoyaux, sommes directes et produits sont calculés au but.

Définition 4.3.5. Soit A une catégorie abélienne.

(1) Le foncteur des châınes C : sA → Ch≥0 (A) associe à un objet simplicial
X de A le complexe CX tel que (CX)n = Xn et dont la différentielle
dn : (CX)n → (CX)n−1 est la somme alternée des opérateurs de faces
∂ni : Xn → Xn−1 :

dn = ∂n1 − ∂
n
1 + · · ·+ (−1)n∂nn .
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(2) Le foncteur des châınes normalisées N : sA → Ch≥0 (A) associe à un
objet simplicial X de A le complexe NX tel que (NX)n est l’intersec-
tion

⋂n
i=1 ker (∂

n
i : Xn → Xn−1) et dont la différentielle dn : (NX)n →

(NX)n−1 est induite par le premier opérateur de face ∂
n
0 .

Proposition 4.3.6 ([DP61, Satz 3.22],[ML95, Chapter VIII, Theorem 6.1]).
Soit X un objet simplicial de la catégorie abélienne A. Alors l’inclusion canonique
NX →֒ CX est une équivalence d’homotopie naturelle en X. De plus, il existe un
inverse à gauche CX → NX (naturel en X) de NX →֒ CX tel que CX → NX est
également une équivalence d’homotopie.

Théorème 4.3.7 (Correspondance de Dold-Kan). Soit A une catégorie abélienne.
Alors le foncteur des châınes normalisées N : sA → Ch≥0 (A) est une équivalence
de catégories.

On désigne par K l’inverse de N . Nous renvoyons à [Wei94, 8.4.4 page 271]
pour une formule explicite de K.

4.3.2. Effets croisés. Dans cette section on rappelle la notion d’effet croisé
à la Eilenberg-MacLane [EML54] pour les foncteurs usuels et on donne une adapta-
tion dans le cas des foncteurs strictement polynomiaux, voir par exemple [Tou13b].

On utilise la notation 4.3.1, la lettre C renvoie donc à la catégorie F ou à la
catégorie Pd. On définit les effets croisés crn : C→ C(n) par récurrence sur n. On
définit tout d’abord cr1 F comme le noyau du morphisme canonique F → F (0).
Supposons qu’on a défini crn−1. Pour i = 0, 1, 2 on définit un foncteur πn,i : V

×n
k
→

Vn−1
k

par les formules :

(4.3.1) prn,i(V1, V2, V3, . . . , Vn) =





(V1, V3, . . . , Vn) si i = 1,

(V2, V3, . . . , Vn) si i = 2,

(V1 ⊕ V2, V3, . . . , Vn) si i = 0.

De plus, on a des transformations naturelles canoniques prn,0 → prn,i, i = 1, 2. Ces
foncteurs et transformations naturelles induisent des foncteurs −◦prn,i : C(n−1)→
C(n) et des transformations naturelles −◦prn,0 → −◦prn,i, i = 1, 2. En composant
avec le (n − 1)-ème effet croisé crn−1 : C → C(n − 1), on obtient des foncteurs
(−◦prn,i)◦crn−1 : C→ C(n) et des transformations naturelles (−◦prn,0)◦crn−1 →
(− ◦ prn,i) ◦ crn−1, i = 1, 2. On définit le n-ème effet croisé crn : C→ C(n) comme
le noyau de la transformation naturelle

(4.3.2) (− ◦ prn,0) ◦ crn−1 →
2⊕

i=1

(− ◦ prn,i) ◦ crn−1 .

Par définition, on peut voir crn F (V1, . . . , Vn) comme le noyau de l’application

crn−1 F (V1 ⊕ V2, V3, . . . , Vn)→
2⊕

i=1

crn−1 F (Vi, V3, . . . , Vn)

induite par les projections canoniques (V1 ⊕ V2, V3, . . . , Vn) → (Vi, V3, . . . , Vn), i =
1, 2. Les foncteurs crn : F → F(n) sont donc les effets croisés définis par Eilenberg-
MacLane [EML54]. Par définition, les foncteurs crn : Pd → Pd(n) et crn : F →
F(n) sont compatibles avec les foncteurs d’oubli Pd → F ,Pd(n) → F(n), c’est-
à-dire qu’on a un diagramme commutatif, où les morphismes verticaux sont les
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foncteurs d’oubli :

Pd
crn //

��

Pd(n)

��
F

crn // F(n).

Définition 4.3.8. Soit n un entier naturel. On dit qu’un objet F ∈ C est de
degré d’Eilenberg-MacLane inférieur ou égal à n si crn+1 F = 0.

Proposition 4.3.9. Soient F ∈ C et n un entier strictement positif.

(1) On a un isomorphisme dans C(n), naturel en F :

(4.3.3) F ◦⊞n ≃ F (0)⊕
⊕

A

( (
cr|A| F

)
◦ prn,A

)
,

où la somme directe est indexée par les sous-ensembles non vide A de

{1, 2, . . . , n}, |A| désigne le cardinal de A, et prn,A : V×n
k

→ V
×|A|
k

est la
projection canonique.

(2) Le foncteur crn F est réduit en chaque variable.

(3) Le n-ème effet croisé crn F est symétrique, c’est-à-dire que l’application
suivante qui est induite par l’isomorphisme (4.3.3), est un isomorphisme
où σ ∈ Sn et V1, . . . , Vn ∈ Vk :

crn F (V1, . . . , Vn)
≃
−→ crn F

(
Vσ(1), . . . , Vσ(n)

)
.

Proposition 4.3.10. On a deux paires d’adjoints

∆∗
n : C∗(n)⇄ C∗ : crn, crn : C∗ ⇄ C∗(n) : ∆

∗
n,

où ∆∗
n est la précomposition par le foncteur diagonal ∆n : Vk → V×n

k
, et les

catégories C∗,C∗(n) définies dans la notation 4.3.1 sont respectivement des sous-
catégories pleines des catégories C,C(n) dont les objets sont des foncteurs réduits
en chaque variable.

4.3.3. Foncteurs dérivés au sens de Dold-Puppe. Dans cette sous-
section, on désigne par C l’une des deux catégories Pk ou F comme indiqué dans la
notation 4.3.1. On rappelle que pour chaque catégorie abélienne A, on a, d’après
Dold-Kan, des équivalences de catégories

(4.3.4) N : sA⇄ Ch≥0 (A) : K.

Pour chaque n, on note K(n) l’objet simplicial K(k[−n]) ∈ sVk. Pour V ∈ Vk,
on a K(V [−n]) ≃ V ⊗ K(n). La paramétrisation C × Vk → C, (F, V ) 7→ FV in-
duit canoniquement des foncteurs (−)K(n) : C → sC. On note L(−, n) le foncteur
composé

(4.3.5) C
(−)K(n)
−−−−−→ sC

N
−→ Ch≥0 (C) .

De plus, on désigne par LqF (−, n) la q-ème homologie du complexe L(F, n). Les
diagrammes suivants sont commutatifs, où les flèches verticales sont des foncteurs
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d’oubli :

Pk

L(−,n) //

��

Ch≥0 (Pk)

��
F

L(−,n) // Ch≥0 (F) ,

Pk

F 7→LqF (−,n) //

��

Pk

��
F

F 7→LqF (−,n) // F .

Par définition, on a LqF (V, n) = Hq

(
NFK(V [−n])

)
. Pour un foncteur F ∈ F , les

foncteurs LqF (−, n) ∈ F sont donc les foncteurs dérivés de F au sens de Dold-
Puppe [DP61].

Pour pouvoir appliquer le théorème 4.2.35 aux foncteurs dérivés au sens de
Dold-Puppe, nous vérifions que le foncteur LqF (−, n) satisfait les conditions de la
définition 4.2.32.

Proposition 4.3.11. Soient F ∈ Pd et n ∈ N. Le foncteur L(−, n) : Pd →
Ch≥0 (Pd) est de type (I).

Démonstration. Comme L(Sd, n) = NSd
K(n) est un facteur direct du com-

plexe CSd
K(n) et comme S

d
V est un foncteur injectif pour tout V ∈ Vk, le complexe

L(Sd, n) est donc un complexe d’injectifs. L’isomorphisme FV ≃ HomPd

(
F ♯, Sd

V

)

naturel en F ∈ Pd, V ∈ Vk induit un isomorphisme des complexes de foncteurs stric-

tement polynomiaux CFK(n) ≃ HomPd

(
F ♯, CSd

K(n)

)
naturel en F . De plus, on a des

équivalences d’homotopie CSd
K(n) → NSd

K(n) et NFK(n) → CFK(n) naturelles en

F . On obtient donc une équivalence d’homotopie L(F, n)→ HomPd

(
F ♯, L(Sd, n)

)

naturelle en F comme le composé des équivalences d’homotopie suivantes :

NFK(n) → CFK(n) ≃ HomPd

(
F ♯, CSd

K(n)

)
→ HomPd

(
F ♯,NSd

K(n)

)
.

Le foncteur L(−, n) est donc de type (I) pour tout entier naturel n. �

4.3.4. La tour de Taylor d’un foncteur. Dans cette sous-section, nous
rappelons les constructions du calcul de Goodwillie algébrique selon Johnson-McCarthy
[JM04]. Cette théorie s’adapte aux foncteurs strictement polynomiaux, et nous
désignons donc par C∗ l’une des deux catégories F∗ ou Pd, d > 0, comme indiqué
dans la notation 4.3.1.

4.3.4.1. Comonade et objets simpliciaux. On rappelle qu’une comonade sur
une catégorie A est un triplet (⊥, ǫ, δ) formé d’un endofoncteur ⊥ de A et de
transformations naturelles ǫ : ⊥ → IdA et δ : ⊥ → ⊥2 telles que les diagrammes
suivants sont commutatifs :

(4.3.6) ⊥

δ

��
⊥ ⊥2

ǫ⊥
oo

⊥(ǫ)
// ⊥,

⊥
δ //

δ
��

⊥2

⊥(δ)
��

⊥2 δ⊥ // ⊥3.

Par définition, le triplet (IdA, Id, Id) est une comonade sur la catégorie A.

Soient (⊥, ǫ, δ) et (⊥̃, ǫ̃, δ̃) deux comonades sur la même catégorie A. Un mor-

phisme de (⊥, ǫ, δ) vers (⊥̃, ǫ̃, δ̃) est un transformation naturelle φ : ⊥ → ⊥̃ telle
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que les diagrammes suivants sont commutatifs

(4.3.7) ⊥
φ //

ǫ

��

⊥̃

ǫ̃

��
Id Id,

⊥
φ //

δ

��

⊥̃

δ̃
��

⊥2 φ2

// ⊥̃2.

En utilisant les diagrammes commutatifs (4.3.6), la transformation naturelle ǫ :
⊥ → IdA est un morphisme de (⊥, ǫ, δ) vers (IdA, Id, Id).

En utilisant les comonades, on peut construire des objets simpliciaux, puis
des complexes. En effet, soit (⊥, ǫ, δ) une comonade sur A. On définit un foncteur
S⊥ : A → sA par les formules :

S⊥
n := ⊥n+1, ∀n ∈ N,

∂i : S
⊥
n = ⊥n+1 ⊥iǫ⊥n−i

−−−−−−→ ⊥n = S⊥
n−1,

σi : S
⊥
n = ⊥n+1 ⊥iδ⊥n−i

−−−−−−→ ⊥n+2 = S⊥
n+1.

En particulier, SId : A → sA est l’inclusion canonique qui envoie chaque objet A
sur l’objet simplicial constant en A.

Si φ : (⊥, ǫ, δ)→ (⊥̃, ǫ̃, δ̃) est un morphisme de comonades, par les diagrammes
commutatifs (4.3.7), Sφ = (φn)n∈N est une transformation naturelle de S⊥ vers

S⊥̃. En particulier, chaque comonade (⊥, ǫ, δ) de A induit une transformation Sǫ :
S⊥ → SId des foncteurs A → sA.

Si A est une catégorie abélienne, par composition avec le foncteur des châınes C
et le foncteur des châınes normalisées N , on obtient, pour chaque comonade (⊥, ǫ, δ)
de A, des foncteurs :

N ◦ S⊥, C ◦ S⊥ : A → Ch≥0 (A) .

De plus, d’après la proposition 4.3.6, l’inclusion canonique N ◦ S⊥ →֒ C ◦ S⊥ et
la projection canonique C ◦ S⊥ → N ◦ S⊥ sont des équivalences d’homotopie. Si
φ : (⊥, ǫ, δ) → (⊥̃, ǫ̃, δ̃) est un morphisme de comonades, les diagrammes suivants
sont commutatifs :

(4.3.8) N ◦ S⊥ //

��

N ◦ S⊥̃

��

C ◦ S⊥ // C ◦ S⊥̃,

C ◦ S⊥ //

��

C ◦ S⊥̃

��

N ◦ S⊥ // N ◦ S⊥̃.

Définition 4.3.12. Soit (⊥, ǫ, δ) une comonade de A. Un objet A de A est dit
⊥-projectif si le morphisme ǫA : ⊥A→ A a une section, c’est-à-dire qu’il existe un
morphisme f : A→ ⊥A tel que ǫA ◦ f = IdA.

Comme ⊥
δ
−→ ⊥2 ⊥(ǫ)

−−−→ ⊥ est l’identité de ⊥ alors, par définition, ⊥A est ⊥-
projectif pour tout objet A de A. La proposition importante suivante est démontrée
dans [Wei94, Proposition 8.6.8], voir aussi [JM04, Proposition 2.5].

Proposition 4.3.13. Soit (⊥, ǫ, δ) une comonade de catégorie A. Si A ∈ A
est ⊥-projectif alors Sǫ : S⊥(A) → SId(A) est une équivalence d’homotopie. En
conséquence, l’augmentation ǫ : N ◦ S⊥(A)→ A est une équivalence d’homotopie.
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4.3.4.2. Comonades ⊥n.

Notation 4.3.14. Pour chaque entier strictement positif n, on note (⊥n, ǫn, δn)
la comonade de la catégorie C∗ induite par la paire d’adjoints ∆

∗
n : C∗(n)⇄ C∗ : crn.

En particulier, ⊥n est le foncteur composé ∆∗
n ◦ crn.

Proposition 4.3.15. Soient F ∈ C∗ et n un entier strictement positif.

(1) On a un isomorphisme dans C∗, naturel en F

F ◦ ⊕n ≃ ⊥nF ⊕
n−1⊕

k=1

(⊥kF )
⊕(nk) .

(2) Le foncteur ⊥n est l’adjoint des deux côtés à lui même. En particulier,
⊥n est un foncteur exact.

(3) Le foncteur F est de degré ≤ n− 1 si et seulement si ⊥nF = 0.

Démonstration. L’assertion (1) est une conséquence directe du l’assertion
(1) de la proposition 4.3.9. Pour F,G ∈ C∗, la proposition 4.3.10 induit des isomor-
phismes naturels

HomC∗
(∆∗

n ◦ crn F,G) ≃ HomC∗(n) (crn F, crnG) ≃ HomC∗
(F,∆∗

n ◦ crnG) .

On en déduit l’assertion (2). Il reste à montrer l’assertion (3). Par définition, le
degré du foncteur F est inférieur ou égale à n − 1 si et seulement si crn F = 0.
Comme ⊥n = ∆∗

n ◦ crn, alors ⊥nF = 0 si crn F = 0. On suppose maintenant
que ⊥nF = 0. Soient V1, . . . , Vn des k-espaces vectoriels. On note V =

⊕n
i=1 Vi.

Comme Vi est un facteur direct de V pour tout i = 1, . . . , n, alors crn F (V1, . . . , Vn)
est également un facteur direct de crn F (V, . . . , V ) = ⊥nF (V ) = 0. On obtient donc
l’assertion (3). �

Proposition 4.3.16. Soient d, n deux entiers strictement positifs. Soit F ∈ Pd.
On a des isomorphismes de foncteurs strictement polynomiaux naturels en F :

(⊥nF )
♯ ≃ ⊥n

(
F ♯

)
(4.3.9)

⊥nF ≃ HomPd

(
F ♯,⊥nS

d
)
.(4.3.10)

Démonstration. Par l’assertion (1) de la proposition 4.3.15, on a des isomor-
phismes :

⊥nΓ
d =

⊕

µ

Γµ, ⊥nS
d ≃

⊕

µ

Sµ,

où les sommes directes sont indexées par les n-uplets µ = (µ1, . . . , µn) tels que µi

sont des entiers strictement positifs et
∑n

i=1 µi = d. De plus, on a des isomorphismes
Γµ♯ ≃ Sµ. On obtient l’isomorphisme (4.3.9) dans le cas F = Sd. En utilisant cet
isomorphisme et l’assertion (2) de la proposition 4.3.15, on a des isomorphismes de
foncteurs strictement polynomiaux, naturels en F :

⊥nF ≃ HomPd

(
Γd,⊥nF

)
≃ HomPd

(
⊥nΓ

d, F
)

≃ HomPd

(
F ♯,

(
⊥nΓ

d
)♯)

≃ HomPd

(
F ♯,⊥nS

d
)
,

d’où l’isomorphisme (4.3.10). De plus, par l’assertion (2) de la proposition 4.3.15,

l’isomorphisme
(
F ♯

)♯
et l’isomorphisme (4.3.10) induisent des isomorphismes de

foncteurs strictement polynomiaux naturels en F :

⊥n

(
F ♯

)
≃ HomPd

(
F,⊥nS

d
)
≃ HomPd

(
⊥nF, S

d
)
≃ (⊥nF )

♯
.
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On obtient donc l’isomorphisme (4.3.9). �

Par définition, le foncteur ⊥1 est l’identité Id : C∗ → C∗. On peut donc voir ǫ2
comme une transformation naturelle de ⊥2 vers ⊥1. On définit des transformations
naturelles ǭn+1 : ⊥n+1 → ⊥n, n ≥ 1 par le morphisme composé suivant, où le
premier morphisme est l’inclusion canonique et le deuxième est induit par la somme
V ⊕ V → V :

crn+1 F (V, . . . , V ) →֒ crn F (V ⊕ V, V, . . . , V )→ crn F (V, . . . , V ).

Par définition, on a ǭ2 = ǫ2 et de plus, ǭn+1 est un morphisme de (⊥n+1, ǫn+1, δn+1)
vers (⊥n, ǫn, δn). En particulier, on a que les diagrammes suivants sont commutatifs

(4.3.11) ⊥n+1

ǫn+1 //

ǭn+1

��

Id

⊥n
ǫn // Id .

Ensuite, on donne une version näıve de la tour de Taylor d’un foncteur.

Définition 4.3.17. Soient F ∈ C∗ et n un entier strictement positif.

(1) On définit pnF comme le conoyau de morphisme ǫn+1 : ⊥n+1F → F , on

a une suite exacte ⊥n+1F
ǫn+1
−−−→ F → pnF → 0.

(2) On définit dnF comme le noyau du morphisme pnF → pn−1F qui est
induit par le diagramme commutatif (4.3.11).

Par définition, on a des diagrammes commutatifs

(4.3.12)
...

��

...

��

...

��
⊥4

//

��

Id //

��

p3 //

��

0

⊥3
//

��

Id //

��

p2 //

��

0

⊥2
// Id // p1 // 0

...

��
p3

��

d3oo

p2

��

d2oo

Id // //

?? ??

GG GG

p1 d1

La proposition suivante résume des propriétés bien connues des endofoncteurs pn :
C∗ → C∗.

Proposition 4.3.18 ([JM04, Example 1.7]). Soient n un entier strictement
positif et F ∈ C∗.

(1) Le foncteur pnF ∈ C∗ est un foncteur de degré d’Eilenberg-MacLane
inférieur ou égal à n.

(2) Si le degré d’Eilenberg-MacLane de F est inférieur ou égal à n alors le
morphisme canonique F → pnF est un isomorphisme.
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(3) Soit G ∈ C∗ un foncteur de degré d’Eilenberg-MacLane inférieur ou égal
à n. L’application induite par le morphisme canonique F → pnF est un
isomorphisme naturel en F,G :

HomC∗
(pnF,G)

≃
−→ HomC∗

(F,G) .

Démonstration. Par la définition du foncteur pn et l’exactitude du foncteur
⊥n+1, on a une suite exacte :

⊥2
n+1F

⊥n+1(ǫn+1)
−−−−−−−−→ ⊥n+1F → ⊥n+1pnF → 0.

De plus, le morphisme ⊥n+1(ǫn+1) est un épimorphisme parce qu’il admet le mor-
phisme δn+1 : ⊥n+1F → ⊥2

n+1F comme un inverse à droite. On en déduit que
⊥n+1pnF = 0, d’où l’assertion (1). Si le degré d’Eilenberg-MacLane de F est
inférieur ou égal à n, alors ⊥n+1F = 0. Dans ce cas-là, par la définition du foncteur
pn, le morphisme canonique F → pnF est un isomorphisme. Il reste à montrer
l’assertion (3). Par l’exactitude à gauche du foncteur HomC∗

(−, G), on a une suite
exacte :

0→ HomC∗
(pnF,G)→ HomC∗

(F,G)→ HomC∗
(⊥n+1F,G) .

De plus, comme le degré d’Eilenberg-MacLane de G est inférieur ou égal à n et par
l’assertion (2) de la proposition 4.3.15, on a HomC∗

(⊥n+1F,G) ≃ HomC∗
(F,⊥n+1G) =

0. On en déduit donc l’assertion (3). �

4.3.4.3. Tour de Taylor d’un foncteur.

Définition 4.3.19 ([JM04]). Soient n un entier strictement positif et F ∈ C∗.
On définit un foncteur Pn : C∗ → Ch≥0 (C∗) comme le cône du morphisme

N ◦ S⊥n+1
NSǫn+1

−−−−−→ N ◦ SId = Id[0].

On note pnF l’inclusion canonique F →֒ PnF . On note qnF le morphisme de
PnF → Pn−1F induit par le morphisme de comonades ǭn : ⊥n → ⊥n−1. On définit
un foncteur Dn : C∗ → Ch≥0 (C∗) comme la suspension du cône du morphisme
qn : Pn → Pn−1.

Pour un foncteur F ∈ C∗, le diagramme suivant est appelé tour de Taylor de F

F

pnF

��zz $$
· · · // Pn+1F // PnF

qnF
// Pn−1F // · · ·

De plus, pour chaque entier strictement positif d, on a des diagrammes commutatifs :

Pd
Pn //

��

Ch≥0 (Pd)

��
F∗

Pn // Ch≥0 (F∗) ,

Pd
Dn //

��

Ch≥0 (Pd)

��
F∗

Dn // Ch≥0 (F∗) .

Proposition 4.3.20 ([JM04, Lemma 2.11]). Soit F ∈ C∗. Le complexe PnF
est de degré homologique inférieur ou égal à n.
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Démonstration. L’exactitude du foncteur ⊥n+1 et la définition du foncteur
Pn induisent que le complexe⊥n+1F est le cône du morphismeN◦S⊥n+1(⊥n+1F )→
⊥n+1F . Comme ⊥n+1F est ⊥n+1-projectif, d’après la proposition 4.3.13, ce mor-
phisme est une équivalence d’homotopie. Alors le complexe ⊥n+1PnF est nul-
homotopique. On en déduit que le degré homologique de PnF est inférieur ou égal
à n. �

On démontre dans la proposition 4.3.22 ci-dessous que les foncteurs Dn, Pn :
Pd → Ch≥0 (Pd) vérifient les conditions de la définition 4.2.32 et qu’on peut donc
leur appliquer le théorème d’annulation 4.2.35. Pour démontrer cette proposition,
on a besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.21. Soient d, n, k des entiers strictement positifs. Soit F ∈ Pd.

(1) Si le foncteur F est injectif, alors ⊥nF est également un foncteur injectif.

(2) On a un isomorphisme ⊥k
nF ≃ HomPd

(
F ♯,⊥k

nS
d
)
naturel en F .

Démonstration. (1) Comme un foncteur injectif de Pd est toujours un fac-
teur direct d’un foncteur injectif de la forme V ⊗ Sd

kd
avec V ∈ Vk, il suffit alors

de démontrer que le foncteur ⊥n

(
Sd
kd

)
est injectif. L’assertion (1) de la proposition

4.3.15 induit que ⊥n

(
Sd
kd

)
est un facteur direct du foncteur Sd

kd
◦⊕n. Par l’isomor-

phisme exponentiel, ce foncteur est isomorphe au foncteur injectif
⊕

µ

⊗n
i=1 S

µi

kd
, où

la somme directe est indexée par les n-uplets d’entiers naturels µ = (µ1, . . . , µn) tels
que

∑n
i=1 µi = d. On obtient donc l’assertion (1). L’assertion (2) est démontrée par

récurrence en utilisant la proposition 4.3.16 et la paire d’adjoints (⊥n,⊥n) donnée
dans la proposition 4.3.15. En effet, si on a ⊥k

nF ≃ HomPd

(
F ♯,⊥k

nS
d
)
, on obtient

des isomorphismes naturels en F :

⊥k+1
n F ≃ HomPd

(
(⊥nF )

♯
,⊥k

nS
d
)
≃ HomPd

(
⊥n

(
F ♯

)
,⊥k

nS
d
)

≃ HomPd

(
F ♯,⊥k+1

n Sd
)
,

ce qui termine la démonstration. �

Proposition 4.3.22. Soient d, n deux entiers strictement positifs. Les fonc-
teurs Pn, Dn de Pd vers Ch≥0 (Pd) sont de type (I).

Démonstration. Par la définition 4.2.32 d’un foncteur de type (I), on a que :

(1) si Φ est un foncteur de type (I) alors la suspension Φ[1] est également un
foncteur de type (I) ;

(2) le cône d’un morphisme entre deux foncteurs de type (I) est un foncteur
de type (I).

En utilisant ces deux propriétés et les définitions des foncteurs Pn, Dn, pour démontrer
cette proposition, il suffit de montrer que le foncteur Pd → Ch≥0 (Pd) , F 7→
NS⊥n+1(F ) est de type (I). La démonstration est presque identique à la preuve
que le foncteur dérivé L(F, n) = NFK(n) est de type (I) dans la proposition 4.3.11.

Comme NS⊥n+1(F ) est un facteur direct du complexe CS⊥n+1(F ), l’assertion
(1) du lemme 4.3.21 induit que le complexe NS⊥n+1(Sd) est un complexe d’injec-
tifs. Par l’assertion (2) du lemme 4.3.21, on a un isomorphisme des complexes de
foncteurs strictement polynomiaux CS⊥n+1(F ) ≃ HomPd

(
F ♯, CS⊥n+1(Sd)

)
natu-

rel en F . De plus, on a des équivalences d’homotopie CS⊥n+1(Sd) → NS⊥n+1(Sd)
et NS⊥n+1(F ) → CS⊥n+1(F ) naturelles en F . On obtient donc une équivalence
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d’homotopie NS⊥n+1(F ) → HomPd

(
F ♯,NS⊥n+1(Sd)

)
naturelle en F comme le

composé des équivalences d’homotopie suivantes :

NS⊥n+1(F )→ CS⊥n+1(F ) ≃ HomPd

(
F ♯, CS⊥n+1(Sd)

)

→ HomPd

(
F ♯,NS⊥n+1(Sd)

)
.

Le foncteur F 7→ NS⊥n+1(F ) est donc de type (I). �

Convention 4.3.23. Soient F0, F1, . . . une suite de foncteurs et t0, t1, . . . une
suite d’entiers naturels. Si ti = 0 pour i assez grand, on désigne par

⊗∞
i=0 F

⊗ti
i le

produit
⊗

i≥0,ti>0 F
⊗ti
i .

Le théorème important suivant de Johnson-McCarthy [JM08, Theorem 2.9]
décrit le n-ième étage de la tour de Taylor du foncteur Sd en utilisant le premier
étage.

Théorème 4.3.24. Soient d, n deux entiers strictement positifs, n ≤ d. Il existe

un quasi-isomorphisme entre DnS
d et

⊕
t

⊗∞
i=1

((
D1S

i
)⊗ti

)

hSti

dans la catégorie

Ch≥0 (F∗), où la somme directe est indexée par les suites t = (t1, t2, . . .) d’entiers
naturels telles que

∑∞
i=1 ti = n et

∑∞
i=1 iti = d ; et (−)hSti

est le foncteur dérivé

k⊗L

Sti
−.

En particulier, il existe un quasi-isomorphisme entre DdS
d et

(
⊗d

)
hSd

dans la

catégorie Ch≥0 (F∗)

4.4. Résultats (quasiment) explicites de LqS
d(−, n) et Hq

(
DnS

d
)

4.4.1. Calcul de LqS
d(−, n). Le calcul des foncteurs dérivés LqS

d(−, n)
est effectué par les travaux de Cartan [Car55], Dold-Puppe [DP61], Bousfield
[Bou67a] et Touzé [Tou14].

Proposition 4.4.1. On a les isomorphismes :

LqS
d(−, 0) ≃

{
Sd si q = 0,

0 sinon,
, LqS

d(−, 1) ≃

{
Λd si q = d,

0 sinon,

LqS
d(−, 2) ≃

{
Γd si q = 2d,

0 sinon.

Démonstration. Comme objet simplicialK(0) = K(K[0]) ∈ sVk est constant,
on a que L(F, 0) = NFK(0) ≃ F [0] pour tout F ∈ Pk. Par conséquence, le fonc-
teur LqF (−, 0) est isomorphe à F si q = 0 et 0 sinon. De plus, par le théorème
de décalage (Bousfield [Bou67a, Theorems 7.1,7.2], Touzé [Tou13c, Proposition
6.4]), on a des isomorphismes :

LqS
d(−, 1) ≃ Lq−dΛ

d(−, 0), LqS
d(−, 2) ≃ Lq−2dΓ

d(−, 0).

On en déduit le résultat. �

Pour annoncer les calcules de LqS
d(−, n) pour n ≥ 2, on rappelle tout d’abord

les définitions des mots p-admissibles de Cartan [Car55, pages 9-01 et 10-01]. Dans
la suite, seuls les mots p-admissibles de première espèce nous serons utiles. Nous
appellerons donc plus simplement mots p-admissibles les mots p-admissibles de
première espèce.
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Définition 4.4.2. (1) Cas p = 2. Un mot 2-admissible w est une suite
finie de lettres σ, γ2 telle que : w n’est pas vide, la première lettre de w
est σ et les deux dernières lettres de w sont σ, σ.

(2) Cas p > 2. Un mot p-admissible w est une suite finie de lettres σ, γp, φp
telle que : w n’est pas vide, la première lettre de w est σ ou φp et la
dernière lettre de w est σ, pour chaque lettre γp ou φp du mot, le nombre
de lettres σ situées à droite est pair.

On note Wp l’ensemble des mots p-admissibles. La hauteur h(w) d’un mot w
sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales à σ ou à φp ; la torsion
tw de w sera, par définition, le nombre de lettres du mot w égales à γp ou à φp. Le
degré d’un mot w se définit par récurrence :

deg ∅ = 0, deg(σw) = 1 + degw,

deg (γpw) = p degw, deg (φpw) = 2 + p degw.

Pour un entier naturel n, on désigne par Wp(n) le sous-ensemble de Wp des mots
p-admissibles de hauteur n. Les ensembles Wp(n) forment une partition de Wp.

Exemple 4.4.3. (1) Pour n ∈ N, w = σn+2 est un mot p-admissible. Il
est de hauteur n + 2, de torsion 0 et degré n + 2. De plus, ce mot est
l’unique mot p-admissible de degré n+ 2 et de la torsion 0.

(2) Pour n, t ≥ 1, le mot w = σnγtpσ
2 est p-admissible. On a h(w) = n + 2,

tw = t et degw = 2pt+n. Ce mot va être caractérisé dans le lemme 4.5.3.

(3) On considère le cas p = 2. Un mot 2-admissible w s’écrit sous la forme
w = σγt12 σγ

t2
2 · · ·σγ

tn
2 σσ où t1, . . . , tn sont des entiers naturels. En fait, on

obtient une bijection de W2 sur l’ensemble {t = (t1, . . . , tn) : n ∈ N, ti ∈
N}. De plus, si w = σγt12 σγ

t2
2 · · ·σγ

tn
2 σσ, on a h(w) = n+2, tw =

∑n
i=1 ti

et

degw = 1 + 2t1 + 2t1+t2 + · · ·+ 2t1+···+tn−1 + 2t1+···+tn+1.

Notation 4.4.4. Soit V un espace vectoriel gradué de dimension finie en chaque
degré, on définit les espaces vectoriels gradués U(V ) et U♯(V ) respectivement par
les formules :

U(V ) =

{
Γ(V ) si p = 2,

Γ (Vpair)⊗ Λ (Vimpair) si p > 2,

U♯(V ) =

{
S(V ) si p = 2,

S (Vpair)⊗ Λ (Vimpair) si p > 2.

Théorème 4.4.5 ([Tou14, Theorem 10.14]). On a un isomorphisme de fonc-
teurs strictement polynomiaux :

⊕

q,d∈N

LqS
d(−, n+ 2) ≃ U




⊕

w∈Wp(n+2)

I(tw) [degw]


 .

Notation 4.4.6. On note I(q, d, n) l’ensemble


a =

(
aw

)
w∈Wp(n+2)

: aw ∈ N, d =
∑

w

awp
tw , q =

∑

w

aw degw



 .
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Pour un mot p-admissible w et un entier naturel aw, on désigne par Xaw(tw) le
foncteur suivant

Xaw(tw) =

{
Γaw(tw) si p = 2 ou deg(w) est pair,

Λaw(tw) sinon.

Corollaire 4.4.7. On a un isomorphisme de foncteurs strictement polyno-
miaux :

LqS
d(−, n+ 2) =

⊕

a∈I(q,d,n)

⊗

w∈Wp(n+2)

Xaw(tw).

Exemple 4.4.8. (1) Soient d, n ∈ N. Par la démonstration de la propo-
sition 4.5.5 du manuscrit, l’ensemble I(q, d, n) est vide si q < 2d+ αp(d).
De plus, si q = 2d + nαp(d), cet ensemble contient un seul élément
a = (aw)w∈Wp(n+2) où

aw =

{
dt si w = σnγtpσ

2,

0 sinon

où les entiers naturels dt, t ∈ N sont déterminés par 0 ≤ dt < p et∑∞
t=0 dtp

t = d. Par conséquence, on a LqS
d(−, n + 2) = 0 si q < 2d +

nαp(d) ; et

L2d+nαp(d)S
d(−, n+ 2) ≃

{⊗∞
t=0 Γ

dt(t) si p = 2 ou n pair,⊗∞
t=0 Λ

dt(t) sinon.

En particulier, si p = 2 et d = 5 et q, n ∈ N, on a

LqS
5(−, n+ 2) ≃

{
0 si q < 2n+ 10,

I ⊗ I(2) si q = 2n+ 10.

Si p = 3 et d = 5 et q, n ∈ N, on a

LqS
5(−, n+ 2) ≃





0 si q < 3n+ 10,

Γ2 ⊗ I(1) si q = 3n+ 10 et n pair,

Λ2 ⊗ I(1) si q = 3n+ 10 et n impair.

(2) Supposons que p = 2. On détermine LqS
d(−, 3). Un élément deW2(3) est

de la forme w = σγt2σ
2 avec t ∈ N. Par conséquence, on a

LqS
d(−, 3) ≃

⊕

(at)t∈N

∞⊗

t=0

Iat(t)

où la somme directe est indexée par les suites (at)t∈N d’entiers naturels
satisfaisant les deux conditions suivantes :

∑∞
t=0 at2

t = d et
∑∞

t=0 at =
q − 2d. En particulier, si p = 2 et d = 5, on a

LqS
5(−, 3) ≃





I ⊗ I(2) si q = 12,

I ⊗ Γ2(1) si q = 13,

Γ3 ⊗ I(1) si q = 14,

Γ5 si q = 15,

0 sinon.
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4.4.2. Calcul de Hq

(
D1S

d
)
. Dans cette sous-section, on démontre la pro-

position suivante.

Proposition 4.4.9. Soient d un entier strictement positif et F ∈ Pd.

(1) Le foncteur Hq (D1F ) est de la forme Hq (D1F ) (k) ⊗ I(r) pour r ∈ N.
Par conséquence, si d n’est pas une puissance de p, alors Hq (D1F ) = 0
pour tout q, c’est-à-dire que le complexe D1F est acyclique.

(2) Si d = pr, on a des isomorphismes de foncteurs strictement polynomiaux :

Hq

(
D1S

d
)
≃

{
0 si q < 2(d− 1),

I(r) si q = 2(d− 1).

Pour démontrer la proposition 4.4.9, on peut utiliser les foncteurs dérivés stables
de Dold-Puppe et le lien entre ces foncteurs et l’homologie du complexe D1F
[JM98, JM04]. Mais nous allons démontrer directement cette proposition.

Lemme 4.4.10. Soient Fi ∈ Pdi
, i = 1, 2. Le complexe D1(F1⊗F2) est acyclique.

Démonstration. Par la proposition 4.3.22, le foncteur D1 est de type (I). En
utilisant la proposition 4.2.34, on a une suite spectrale

Ei,j
2 = ExtiPd1+d2

(
F ♯
1 ⊗ F

♯
2 , H−j

(
D1S

d1+d2
))
⇒ H−i−j (D1(F1 ⊗ F2)) .

Pour obtenir le résultat souhaité, il suffit donc de démontrer que la deuxième page de
cette suite spectrale s’annule. D’après la proposition 4.3.20, le complexe D1S

d1+d2

est homogène de degré homologique 1 ; alors H−j

(
D1S

d1+d2
)
sont des foncteurs

additifs. De plus, les foncteurs F1, F2 sont réduits. En appliquant le critère d’an-
nulation de Pirashvili [FS97, Theorem 2.13], on a que Ei,j

2 s’annule pour tout i, j.
On en déduit le résultat. �

Lemme 4.4.11. On a des isomorphismes de foncteurs strictement polynomiaux

Hq

(
D1S

d
)
≃ Hq−(d−1)

(
D1Λ

d
)
≃ Hq−2(d−1)

(
D1Γ

d
)
.

Démonstration. Comme le foncteur ⊥n+1 : Pd → Pd est exact, le foncteur
Pn : Pd → Ch≥0 (Pd) est également un foncteur exact. En particulier, le foncteur
D1 = P1 préserve les suites exactes courtes. En utilisant ce fait avec le résultat
d’annulation dans le lemme 4.4.10 et les suites exactes de Koszul

0→ Λd → Λd−1 ⊗ S1 → · · · → Λ1 ⊗ Sd−1 → Sd → 0,

0→ Γd → Γd−1 ⊗ Λ1 → · · · → Γ1 ⊗ Λd−1 → Λd → 0,

on en déduit le résultat. �

Le dernier ingrédient pour la démonstration de la proposition 4.4.9 est la classi-
fication des foncteurs strictement polynomiaux additifs [Tou13b, Proposition 3.5]
de Touzé.

Proposition 4.4.12 (Touzé). Soient d un entier strictement positif et F ∈ Pd.
Si le foncteur F est additif, alors il est de la forme F (k)⊗I(r) pour un entier naturel
r. En particulier, si d n’est pas une puissance de p alors F s’annule.
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Démonstration de la proposition 4.4.9. Par la proposition 4.3.20, les fonc-
teurs Hq (D1F ) sont additifs. De plus, ces foncteurs strictement polynomiaux sont
homogènes de degré d. En utilisant la proposition 4.4.12, on obtient l’assertion (1).

D’autre part, par le lemme 4.4.11, on a Hq

(
D1S

d
)
≃ Hq−2(d−1)Γ

d. Comme

le complexe D1Γ
d est positif, alors Hq−2(d−1)Γ

d = 0 si q < 2(d − 1). De plus,

par définition, le foncteur H0(D1Γ
d) est isomorphe au foncteur d1Γ

d qui est, par
définition, le conoyau du morphisme ⊥2Γ

d → Γd. Puisque d = pr est une puissance

de p et ⊥2Γ
d =

⊕d−1
i=1 Γ

i ⊗ Γd−i, ce conoyau est isomorphe à I(r). On obtient
l’assertion (2). �

4.4.3. Calcul de Hq

(
DdS

d
)
.

Proposition 4.4.13. Il existe un isomorphisme dans la catégorie F∗ :

Hq

(
DdS

d
)
≃ Hq

(
Sd,⊗

d
)
.

Démonstration. Par le théorème 4.3.24, on a un quasi-isomorphisme entre
DdS

d et
(
⊗d

)
hSd

dans la catégorie Ch≥0 (F∗). En prenant l’homologie, on obtient

le résultat. �

Ce résultat est important. Il nous permet d’utiliser la théorie d’homologie du
groupe symétrique. D’après un résultat récent de Cohen-Hemmer-Nakano, on a le
théorème 4.4.15 suivant.

Notation 4.4.14. On rappelle que P est l’ensemble de toutes les partitions. On
désigne par P0,1 l’ensemble des paires (ǫ;λ) telles que λ ∈ P et ǫ =

(
ǫ1, . . . , ǫℓ(λ)

)
∈

{0, 1}ℓ(λ), ǫ1 = 0. Le degré d’une partition λ ou d’une paire (ǫ;λ) est respectivement
par définition :

deg(λ) :=

ℓ(λ)∑

i=1

2ℓ(λ)−iλi, deg(ǫ;λ) :=

ℓ(λ)∑

i=1

pℓ(λ)−i (−ǫi + λi(p− 1)) .

De plus, on définit la longueur de (ǫ;λ) ∈ P0,1 par ℓ(ǫ;λ) = ℓ(λ). On désigne par

P̃ l’ensemble P si p = 2 et l’ensemble P0,1 si p > 2.

Théorème 4.4.15 ([CHN10, Theorem 8.1.4]). Il existe un isomorphisme bi-
gradué dans la catégorie F

Fp
, où U♯ est défini à la notation 4.4.4, la partie Hq(Sd,⊗

d)

est de degré (d, q) et I(ℓ(α))[deg(α)] est de degré
(
pℓ(α), deg(α)

)
:

⊕

q,d∈N

Hq

(
Sd,⊗

d
)
≃ U♯




⊕

α∈P̃

I(ℓ(α))[deg(α)]


 .

Notation 4.4.16. On note J(q, d) l’ensemble


(aα)α∈P̃

: aα ∈ N, d =
∑

α∈P̃

aαp
ℓ(α), q =

∑

α∈P̃

aα deg(α)



 .

Pour α ∈ P̃ et un entier naturel aα, on définit un foncteur X
♯aα(ℓ(λ)) par la formule

X♯aα(ℓ(α)) =

{
Saα(ℓ(α)) si p = 2 ou deg(α) est pair,

Λaα(ℓ(α)) sinon.
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Corollaire 4.4.17. Soient q et d deux entiers naturels. On a un isomorphisme
dans la catégorie F

Fp
ou dans la catégorie Pd,Fp

:

Hq

(
DdS

d
)
≃

⊕

a∈J(q,d)

⊗

α∈P̃

X♯aα(ℓ(α)).

Exemple 4.4.18. (1) Si q = 0, on a H0(DdS
d) ≃ Sd.

(2) On suppose que p = 2. Si λ est une partition, on a

deg(λ) = 0⇔ λ = (0)

deg(λ) = 1⇔ λ = (1)

deg(λ) = 2⇔ λ = (2)

deg(λ) = 3⇔ λ ∈ {(3), (1, 1)}.

Par conséquence, on a les isomorphismes :

H1(DdS
d) ≃Sd−2 ⊗ I(1),

H2(DdS
d) ≃

(
Sd−4 ⊗ S2(1)

)
⊕

(
Sd−2 ⊗ I(1)

)
,

H3(DdS
d) ≃

(
Sd−6 ⊗ S3(1)

)
⊕

(
Sd−4 ⊗⊗2(1)

)

⊕
(
Sd−2 ⊗ I(1)

)
⊕

(
Sd−4 ⊗ I(2)

)
.

4.4.4. Calcul de Hq

(
DnS

d
)
avec 1 < n < d. Dans les deux sous-sections

4.4.2 et 4.4.3 précédentes, nous avons obtenu des calculs explicites de Hq

(
D1S

d
)

et Hq

(
DdS

d
)
. Au contraire, nous ne pouvons pas déterminer explicitement les

foncteurs strictement polynomiaux Hq

(
DnS

d
)
pour 1 < n < d. Nous proposons

dans la proposition 4.4.21 une suite spectrale pour calculer Hq

(
DnS

d
)
. Nous avons

besoin du résultat élémentaire suivant.

Lemme 4.4.19. Soient C ∈ Ch≥0 (F) un complexe et S un groupe. On suppose
que le groupe S agit sur le complexe C. Il existe alors une suite spectrale

E2
k,ℓ = Hk (S, Hℓ(C))⇒ Hk+ℓ (ChS) .

Démonstration. Par définition, ChS = C ⊗kS P où P est une résolution
projective de kS-module trivial k. On considère le bicomplexe E0

k,ℓ = Cℓ⊗kSPk. On
dispose d’une suite spectrale associée à ce bicomplexe, qui converge vers l’homologie
du complexe total. La première et la deuxième page de la suite spectrale sont donnés
respectivement par :

E1
k,ℓ = Hℓ

(
E0

k,•

)
= Hℓ(C)⊗kS Pk,

E2
i,j = Hk

(
E1

•,ℓ

)
= Hk (S, Hℓ(C)) .

De plus, l’homologie du complexe total calcule l’homologie du complexe ChS. On
en déduit l’affirmation. �

Notation 4.4.20. On note J̃(d, n) l’ensemble des suites µ = (µi)n∈N d’entiers
naturels telles que d =

∑∞
i=0 µip

i et n =
∑∞

i=0 µi.
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Proposition 4.4.21. Il existe une suite spectrale E2
k,ℓ

(
DnS

d
)
⇒ Hk+ℓ

(
DnS

d
)

où la deuxième page est donnée par :

E2
k,ℓ

(
DnS

d
)
=

⊕

µ∈J̃(d,n)

Hk

(
Sµ, Hℓ

(
∞⊗

i=0

(
D1S

pi
)⊗µi

))
,

où Sµ est le groupe produit
∏∞

i=0 Sµi
, un sous-groupe de Sn.

Démonstration. Dans cette démonstration, on désigne par J(d, n) l’ensemble
des suites t = (t1, t2, . . .) d’entiers naturels telles que

∑∞
i=1 ti = n et

∑∞
i=1 iti = d.

La proposition 4.3.24 induit un isomorphisme :

Hq

(
DnS

d
)
≃

⊕

t∈J(d,n)

Hq

(
∞⊗

i=1

((
D1S

i
)⊗ti

)

hSti

)
.

En combinant avec le lemme 4.4.19, il existe une suite spectrale

E2
k,ℓ

(
DnS

d
)
=

⊕

t∈J(d,n)

Hk

(
St, Hℓ

(
∞⊗

i=0

(
D1S

i
)⊗ti

))
⇒ Hk+ℓ

(
DnS

d
)
.

De plus, par l’assertion (1) de la proposition 4.4.9 et le fait que le foncteur ⊗ est

exact en chaque variable, le complexe
⊗∞

i=0

(
D1S

i
)⊗ti

est acyclique s’il existe au
moins un i tel que ti n’est pas une puissance de p. On en déduit le résultat. �

4.5. Blocs de LqS
d(−, n) et Hq(DnS

d), et résultats d’annulation

Nous fixons un entier naturel j et un k-espace vectoriel de dimension finie
V, V 6= 0. Nous calculons dans ces sous-sections 4.5.1 et 4.5.2 les ensembles des
partitions suivants :

j⋃

q=0

Bl
((
LqS

d(−, n)
)
V

)
,

j⋃

q=0

Bl
((
Hq

(
DnS

d
))

V

)
.

En utilisant ces calculs, on obtient des résultats d’annulation dans la sous-section
4.5.3.

4.5.1. Blocs de LqS
d(−, n).

Le calcul de
⋃j

q=0 Bl
((
LqS

d(−, n)
)
V

)
(théorème 4.5.7) est divisé en deux

étapes. Dans la première étape, en utilisant les propriétés d’application Bl dans la
sous-section 4.2.3 et le calcul explicite du foncteur LqS

d(−, n) dans la sous-section
4.4.1, on obtient l’égalité (4.5.1), où l’entier naturel mj est défini par l’ensemble des
mots p-admissibles. Dans la deuxième étape, on déterminera explicitement dans la
proposition 4.5.5 l’entier mj .

Notation 4.5.1. On définit mj ∈ N ∪ {−∞} par la formule

mj = sup

{
aσn+2 : a ∈

j⋃

q=0

I(q, d, n)

}
.

De plus, si d = −∞, et X désigne l’un des symboles Γ,Λ, S on définit Xd = 0.
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Proposition 4.5.2. On a alors une égalité, où la notation E désigne le fonc-
teur Γ si p = 2 ou n est pair, et le foncteur Λ sinon :

(4.5.1)

j⋃

q=0

Bl
((
LqS

d(−, n+ 2)
)
V

)
= Bl

(
E

mj

V

)
.

Démonstration. Pour un mot w ∈ Wp(n + 2), on a tw ≥ 0 et tw = 0 si et
seulement si w = σn+2. En combinant ce fait avec le corollaire 4.4.7, l’isomorphisme
(4.2.3) de la proposition 4.2.20 et le théorème 4.2.23, on a des égalités

j⋃

q=0

Bl
((
LqS

d(−, n+ 2)
)
V

)
=

j⋃

q=0

Bl




⊕

a∈I(q,d,n)

⊗

w∈Wp(n+2)

(
Xaw(tw)

)

V




=

j⋃

q=0

⋃

a∈I(q,d,n)

Bl




⊗

w∈Wp(n+2)

(
Xaw(tw)

)

V




=

j⋃

q=0

⋃

a∈I(q,d,n)

Bl
(
X

a
σn+2

V

)
.(4.5.2)

Pour a ∈ I(q, d, n), on a d =
∑

w∈Wp(n+2) awp
tw ≡ aσn+2 (mod p). L’égalité (4.5.2)

et le corollaire 4.2.22 induisent l’égalité souhaitée (4.5.1). �

Pour déterminer l’entier mj , on a besoin du lemme suivant. Ce résultat est
élémentaire et il est démontré directement à partir de la définition 4.4.2 des mots
p-admissibles.

Lemme 4.5.3. Soit w ∈ Wp. On suppose que h(w) = n + 2 et tw = t. Alors
degw ≥ 2pt + n. De plus, degw = 2pt + n si et seulement si w = σnγtpσ

2.

Démonstration. On note Ep l’ensemble des mots p-admissibles w tels que
h(w) = n + 2 et tw = t. Cet ensemble n’est pas vide, il contient toujours le mot

σnγtpσ
2, le degré deg

(
σnγtpσ

2
)
de σnγtpσ

2 est 2pt + n. De plus, si t = 0, on a

Ep = {σ2}. Par la définition des fonctions h et t, l’ensemble Ep est fini. Alors il
existe un mot w de Ep tel que deg(w) = minEp

deg. Alors il suffit de montrer que

w = σnγtpσ
2.

(1) Cas p = 2. Le mot w n’est pas de la forme w = w1γ2σ
kγ2w

2 où w1 et
w2 sont des mots et k ≥ 1. En effet, si w a cette forme, on définit un mot w′ =
w1σγ2σ

k−1γ2w
2. Ce mot appartient à Ep et degw′ < degw, contradiction. On

a donc w = σn1γt2σ
n2 . Par définition, n2 ≥ 2. Si n2 > 2, on définit w′ = w =

σn1+1γt2σ
n2−1, on a w′ ∈ Ep et degw

′ < degw, contradiction. On obtient le résultat.
(2) Cas p > 2. Le mot w n’est pas de la forme w = w1γpσ

2w2 (resp. w =
w1φσ2w2) avec w1 et w2 sont des mots et w2 n’est pas vide. En effet, si w a cette
forme, on définit un mot w′ = w1σ2γpw

2 (resp. w′ = w1σ2φw2). Ce mot appartient
à Ep et degw

′ < degw, contradiction. On a donc w = σnw1σ2 où le mot w1 ne
contient que les lettres γp et φ. Il suffit de montrer que w

1 = γtp. On suppose que

w1 n’a pas cette forme. Alors w2 contient au moins une lettre φ. Alors il est de la
forme w1 = γt1p φw

2 avec t1 ≥ 0. On définit w′ = σn+1γt1+1
p w2σ2. On a w′ ∈ Ep et

degw′ < degw, contradiction. �
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Notation 4.5.4. Soit d un entier naturel. On désigne par αp(d) la somme des
chiffres dans la décomposition p-adique de d, c’est-à-dire que si on a la décomposition
d =

∑∞
t=0 dtp

t avec 0 ≤ dt < p, on a αp(d) =
∑∞

t=0 dt.

Proposition 4.5.5. L’entier mj est égal à d0 + kp, où d0 est le reste de la
division de d par p et k est le plus grand entier satisfaisant l’inégalité

j ≥ 2d+ n (kp+ αp(d− kp)) .

Démonstration. Si a est un élément de I(q, d, n) pour q quelconque alors
d =

∑
w∈Wp(n+2) awp

tw . On en déduit que aσn+2 ≤ d et aσn+1 ≡ d (mod p). Par la

définition de mj , on a :

(4.5.3) 0 ≤ mj ≤ d, mj ≡ d (mod p).

Il reste à déterminer le plus grand k tel que mj ≥ kp. Par la définition 4.4.6 des
ensembles I(q, n, d), la définition de mj et les égalités tσ2 = 0, deg

(
σn+1

)
= n+ 2,

pour un entier naturel k ≤ d
p
, on a l’inégalité mj ≥ kp si et seulement s’il existe

des entiers naturels xw avec w ∈ Wp(n+ 2) tels que

(4.5.4)





∑
w∈Wp(n+2)

xwp
tw = d− kp,

∑
w∈Wp(n+2)

xw deg(w) ≤ j − kp(n+ 2).

D’autre part, pour a ∈ I(q, d, n), en utilisant le lemme 4.5.3, on a

q =
∑

w∈Wp(n+2)

aw deg(w) =

∞∑

t=0




∑

w∈Wp(n+1),tw=t

aw


 pt

≥
∞∑

t=0




∑

w∈Wp(n+1),tw=t

aw


(

2pt + n
)

= 2
∞∑

t=0




∑

tw=t

aw


 pt + n

∞∑

t=0

∑

tw=t

aw

≥ 2




∑

w∈Wp(n+2)

awp
tw


+ nαp(d) = 2d+ nαp(d),

où αp(d) est la somme des chiffres dans la décomposition p-adique de d, c’est-à-dire
que si on a la décomposition d =

∑∞
t=0 dtp

t avec 0 ≤ dt < p, on a αp(d) =
∑∞

t=0 dt.
De plus, on a q = 2d + nαp(d) si et seulement si aw est égal à dt si w = σnγtpσ

2

et 0 sinon. Le système (4.5.4) admet donc une solution xw ∈ N si et seulement si
j−kp(n+2) ≥ 2d+nαp(d−kp), c’est-à-dire qu’on a j ≥ 2d+n (kp+ αp(d− kp)). �

Remarque 4.5.6. On en déduit, d’après la démonstration de la proposition
4.5.5 que le plus petit q tel que LqS

d(−, n+ 2) 6= 0 est 2d+ nαp(d).

D’après les proposition 4.5.2 et 4.5.5, on a le résultat suivant.
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Théorème 4.5.7. Soient d, n deux entiers naturels et V un objet de Vk. On a
une égalité :

j⋃

q=0

Bl
((
LqS

d(−, n+ 2)
)
V

)
=





∅ si j < j0

Bl

(
Ed0+kp

V

)
si jk ≤ j < jk+1,

Bl
(
Ed

V

)
si j > j⌊ d

p⌋
,

où d0 est le reste de la division de d par p, et jk = 2d + n (kp+ αp(d− kp)) pour

k = 0, 1, . . . ,
⌊
d
p

⌋
, et αp(d − kp) est la somme des chiffres dans la décomposition

p-adique de d− kp. De plus, la notation E désigne le foncteur Γ si p = 2 ou n est
pair, et le foncteur Λ sinon.

4.5.2. Blocs de Hq

(
DnS

d
)
. Dans cette sous-section, nous démontrons le

théorème suivant.

Théorème 4.5.8. Soient d, n deux entiers naturels, 1 < n < d. Si on note
md,n le plus grand entier naturel µ0 tel qu’il existe des entiers naturels µ1, µ2, . . .
satisfaisant d =

∑∞
i=0 µip

i et n =
∑∞

i=0 µi, on a :

j⋃

q=0

Bl
((
Hq

(
D1S

d
)
V

))
=

{
∅ si d /∈ pN ou j < 2d− 2,

{(0)} sinon.
(4.5.5)

j⋃

q=0

Bl
((
Hq

(
DdS

d
)
V

))
= Bl

(
Sd
V

)
(4.5.6)

j⋃

q=0

Bl
((
Hq

(
DnS

d
)
V

))
⊆

{
∅ si j < 2(d− n)

Bl
(
S
md,n

V

)
sinon.

(4.5.7)

Démonstration de l’égalité (4.5.5) du théorème 4.5.8. Par l’assertion
(1) de la proposition 4.4.9, le foncteur Hq

(
D1S

d
)
est de la forme W ⊗ I(r) pour

W ∈ Vk, r ∈ N. On en déduit que

Bl
((
Hq

(
D1S

d
))

V

)
=

{
∅ si Hq

(
D1S

d
)
= 0,

{(0)} sinon.

En combinant avec la proposition 4.4.9 on en déduit le résultat. �

Lemme 4.5.9. Soient n ≤ d deux entiers strictement positifs et q un entier
naturel. Soient k,K deux corps de caractéristique p. On a une égalité

Bl
(
Hq

(
DnS

d
k

))
= Bl

(
Hq

(
DnS

d
K

))
.

Démonstration. On peut supposer que k est un sous-corps de K. Par l’exacti-
tude de foncteur de changement de base K(−) : Pd,k → Pd,K, on a un isomorphisme
Hq

(
DnS

d
K

)
≃ K

(
Hq

(
DnS

d
k

))
dans la catégorie Pd,K. Comme le foncteur de chan-

gement de base préserve les blocs (proposition 4.2.28), on obtient le résultat. �

D’après 4.5.9, pour démontrer le théorème 4.5.8, on peut supposer que le corps
k est égal à Fp.
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Démonstration de l’égalité (4.5.6) du théorème 4.5.8. Pour un élément

α de l’ensemble P̃ défini à la notation 4.4.14, on a ℓ(α) ≥ 0 et ℓ(α) = 0 si et seule-
ment si α = (0). En combinant ce fait avec le corollaire 4.4.17, l’isomorphisme
(4.2.3) de la proposition 4.2.20 et le théorème 4.2.23, on a des égalités

j⋃

q=0

Bl
((
Hq

(
DdS

d
)
V

))
=

j⋃

q=0

Bl




⊕

a∈J(q,d)

⊗

α∈P̃

(
X♯aα(ℓ(α))

)

V




=

j⋃

q=0

⋃

a∈J(q,d)

Bl




⊗

α∈P̃

(
Xaw(tw)

)

V




=

j⋃

q=0

⋃

a∈J(q,d)

Bl
(
X

a(0)

V

)
.(4.5.8)

Pour a ∈ J(q, d), on a d =
∑

α aαp
ℓ(α). On en déduit que a(0) ≤ d et a(0) ≡ d

(mod p). De plus, l’ensemble J(0, d) contient, par définition, l’élément (aα)α∈P̃
où

aα est égal à d si α = (0) et à 0 sinon. En combinant ces faits avec l’égalité (4.5.8)
et le corollaire 4.2.22, on obtient l’égalité souhaité (4.5.6). �

Il nous reste à montrer l’inclusion (4.5.7) du théorème 4.5.8. Pour cela, on
considère la suite spectrale E2

k,ℓ

(
DnS

d
)
⇒ Hk+ℓ

(
DnS

d
)
donnée par la proposition

4.4.21. La deuxième page de cette suite spectrale est donnée par

(4.5.9) E2
k,ℓ

(
DnS

d
)
=

⊕

µ∈J̃(d,n)

Hk

(
Sµ, Hℓ

(
∞⊗

i=0

(
D1S

pi
)⊗µi

))
.

Nous renvoyons à la convention 4.3.23 pour le produit tensoriel du type
⊗∞

i=0. Pour
déterminer les blocs de l’aboutisement, nous auront besoin des résultats suivants.

Lemme 4.5.10. On a une inclusion

(4.5.10)

j⋃

q=0

Bl
((
Hq

(
DdS

d
)
V

))
⊆

⋃

0≤m+n≤j

Bl

((
E2

m,n

(
DnS

d
))

V

)
.

Démonstration. Par définition de la suite spectrale (voir par exemple [Wei94,
Definition 5.2.1]), Er+1

k,ℓ (DnS
d) est un quotient d’un sous-objet de Er

m,n(DnS
d). Par

l’isomorphisme (4.2.3) de la proposition 4.2.20, on a

Bl

((
Er+1

k,ℓ (DnS
d)
)

V

)
⊆ Bl

((
Er

k,ℓ(DnS
d)
)
V

)
.

Cela implique Bl

((
E∞

k,ℓ(DnS
d)
)

V

)
⊂ Bl

((
E2

k,ℓ(DnS
d)
)

V

)
. D’autre part, il y a

une filtration de Hq

(
DnS

d
)
telle que Gr

(
Hq

(
DnS

d
))
=

⊕
k+ℓ=q E

∞
k,ℓ(DnS

d). En

combinant avec l’isomorphisme (4.2.3) de la proposition 4.2.20, on a

Bl
((
Hq

(
DnS

d
))

V

)
⊆

⋃

k+ℓ=q

Bl

((
E2

k,ℓ(DnS
d)
)
V

)
.

On en déduit l’inclusion souhaitée. �



128 4. DES RÉSULTATS D’ANNULATION

Notation 4.5.11. Pour un élément µ de l’ensemble J̃(d, n) défini dans la no-
tation 4.4.20, on définit

E2
k,ℓ;µ(D1S

d) = Hk

(
Sµ, Hℓ

(
∞⊗

i=1

(
D1S

pi
)⊗µi

))
.

En comparant avec (4.5.9), on a E2
k,ℓ(D1S

d) =
⊕

µ∈J̃(d,n)E
2
k,ℓ;µ(D1S

d).

Lemme 4.5.12. Soient F ∈ Pk et W un kSd-module de dimension finie. On
a un isomorphisme de foncteurs strictement polynomiaux, où le groupe symétrique
Sd agit sur ⊗d par permutation des facteurs :

(4.5.11) Hn

(
Sd,W ⊗ (⊗d ◦ F )

)
≃ Hn

(
Sd,W ⊗⊗d

)
◦ F

Démonstration. On peut supposer que le foncteur F est homogène de degré
e. Par définition, F est un foncteur k-linéaire de ΓeVk dans Vk. On en déduit un
foncteur k-linéaire ΓdF : ΓdeVk → ΓdVk. Le foncteur ⊗

d peut être vu comme un
foncteur k-linéaire ⊗d : ΓdVk → kSd -mod. Soit ψ : kSd -mod → Vk un foncteur
k-linéaire. On obtient deux foncteurs k-linéaires ψ ◦ (⊗d ◦ ΓdF ), (ψ ◦ ⊗d) ◦ ΓdF
de ΓdeVk dans Vk et un isomorphisme ψ ◦ (⊗d ◦ ΓdF ) ≃ (ψ ◦ ⊗d) ◦ ΓdF . Pour
ψ = Hn(Sd,W ⊗−) : kSd -mod→ Vk, il existe donc un isomorphisme de foncteurs
strictement polynomiaux Hn

(
Sd,W ⊗ (⊗d ◦ F )

)
≃ Hn

(
Sd,W ⊗⊗d

)
◦ F . �

Lemme 4.5.13. Le foncteur strictement polynomial Hk

(
Sd, Hℓ

((
D1S

pr)⊗d
))

est isomorphe à un foncteur de la forme G(r).

Démonstration. Par la proposition 4.4.9, on a un isomorphisme de foncteurs
strictement polynomiaux Hq

(
D1S

pr)
≃ Hq

(
D1S

pr)
(k) ⊗ I(r). On en déduit un

isomorphisme Sd-équivariant de foncteurs strictement polynomiaux, où le groupe
Sd agit sur chaque côté de l’isomorphisme par permutation des facteurs :

(4.5.12) Hℓ

((
D1S

pr
)⊗d

)
≃ Hℓ

((
D1S

pr
)⊗d

)
(k)⊗⊗d(r).

On note W le kSd-module Hℓ

((
D1S

pr)⊗d
)
(k). Par le lemme 4.5.12, on a des

isomorphismes :

Hk

(
Sd, Hℓ

((
D1S

pr
)⊗d

))
≃ Hk

(
Sd,W ⊗⊗d(r)

)

≃ Hk

(
Sd,W ⊗

(
⊗d ◦ I(r)

))
,

≃ Hk

(
Sd,W ⊗⊗d

)(r)

On en déduit le résultat. �

Proposition 4.5.14. Soit µ ∈ J̃(d, n). On a une égalité :

(4.5.13)
⋃

0≤k+ℓ≤j

Bl

((
E2

k,ℓ;µ(DnS
d)
)
V

)
=

{
∅ si j < 2(d− n),

Bl

(
X♯µ0

V

)
sinon.
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Démonstration. On a un isomorphisme de foncteurs strictement polyno-
miaux :

(4.5.14) E2
k,ℓ;µ(D1S

d) ≃
⊕

∑
ki=k,

∑
ℓi=ℓ

∞⊗

i=0

Hki

(
Sµi

, Hℓi

((
D1S

pi
)⊗µi

))

︸ ︷︷ ︸
H(k,ℓ)

.

De plus, comme l’homologie du complexe D1S
p0

= D1I est concentrée en degré 0
et H0(D1I) = I, par le lemme 4.5.13 et le théorème 4.2.23, si H(k, ℓ) 6= 0, on a :

Bl (H(k, ℓ)V ) = Bl

(
Hk0

(
Sµ0

, Hℓ0

((
D1S

p0
)⊗µ0

))

V

)

=

{
Bl

(
Hk0

(Sµ0
,⊗µ0)

V

)
si ℓ0 = 0,

∅ sinon.

⊆ Bl (Sµ0

V )

Par conséquence, on a
(4.5.15)⋃

0≤k+ℓ≤j

Bl

((
E2

k,ℓ;µ(DnS
d)
)
V

)
=

⋃

k0∈A

Bl
(
(Hk0 (Dµ0S

µ0))
V

)
⊆ Bl (Sµ0

V ) .

où A est l’ensemble des entiers naturels k0 tels qu’il existe des entiers naturels
k1, k2, . . . , ℓ0, ℓ1, . . . pour que

∑∞
i=0(ki + ℓi) ≤ j et que le foncteur H(k, ℓ) soit

non-nul. On remarque que d− n =
∑∞

i=0

(
pi − 1

)
µi.

(1) Si j < 2(d − n), alors l’ensemble A est vide. En effet, si H(k, ℓ) 6= 0, par
la proposition 4.4.9, on a ℓi ≥ 2µi

(
pi − 1

)
pour tout i. On en déduit donc∑∞

i=0 ℓi ≥ 2(d− n).

(2) Si j ≥ 2(d − n), alors 0 ∈ A. En effet, pour k1 = k2 = · · · = 0 et ℓi =
2µi(p

i−1), on a que H(k, ℓ) est non-nul. Par l’égalité (4.5.6) du théorème

4.5.8 et (4.5.15), on a
⋃

0≤k+ℓ≤j Bl

((
E2

k,ℓ;µ(DnS
d)
)

V

)
= Bl (Sµ0

V ) .

On obtient donc l’égalité (4.5.13). �

Démonstration de l’inclusion (4.5.7) du théorème 4.5.8. D’après le lemme
4.5.10, il suffit de démontrer que les membres à droite des (4.5.7) et (4.5.10) sont
égaux. D’autre part, la proposition 4.5.14 induit une égalité

(4.5.16)
⋃

0≤k+ℓ≤j

Bl

((
E2

k,ℓ(DnS
d)
)
V

)
=




∅ si j < 2(d− n),⋃

µ∈J̃(d,n)

Bl (Sµ0

V ) sinon.

Pour µ ∈ J̃(d, n), on a µ0 ≡ d (mod d). Par le corollaire 4.2.22, on a
⋃

µ∈J̃(d,n)

Bl (Sµ0

V ) =

Bl
(
S
md,n

V

)
où md,n = max

{
µ0 : µ ∈ J̃(d, n)

}
. On obtient le résultat souhaité. �

4.5.3. Des critères d’annulation. Par la proposition 4.4.1 et le théorème
4.2.35, on a le résultat suivant.

Proposition 4.5.15. Soient F ∈ Pd et V ∈ Vk.

(1) (a) Si q > 0 alors LqF (−, 0) = 0.
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(b) S’il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que ℓ(λ) ≤ dimV alors
L∗F (V, 0) = 0.

(2) (a) Si q > d ou q < d− inj. dimF alors LqF (−, 1) = 0.

(b) S’il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que λ1 ≤ dimV alors
L∗F (V, 1) = 0.

(3) (a) Si q > 2d ou q < 2d− inj. dimF alors LqF (−, 2) = 0.

(b) S’il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que ℓ(λ) ≤ dimV alors
L∗F (V, 2) = 0.

Exemple 4.5.16. (1) On suppose que d ≥ 3, p ≥ 3 et p 6 | d. Si λ =(
3, 1d−3

)
, on a :

L∗Sλ

(
k
2, 2

)
= 0 = L∗Sλ (k, 2) .

(2) Si d ≥ 4 et q < 2d− 2, on a

LqS(d−2,2)(−, 2) = 0.

Notation 4.5.17. Soient d, n deux entiers naturels.

(1) Pour k = 0, 1, . . . , ⌊d
p
⌋, on désigne par jk le nombre 2d+n (kp+ αp(d− kp)).

On obtient une suite croissante

0 < j0 < j1 < · · · < j⌊ d
p
⌋.

(2) On note md,n le plus grand entier naturel µ0 tel qu’il existe des entiers
naturels µ1, µ2, . . . satisfaisant d =

∑∞
i=0 µip

i et n =
∑∞

i=0 µi

Le théorème 4.2.35 nous donne un critère d’annulation de l’homologie de ΦF ,
où Φ est un foncteur de type (I) en fonction de l’homologie de ΦSd. D’après la
proposition 4.3.11, la dérivation au sens de Dold-Puppe est un foncteur de type
(I). Enfin, on a calculé les blocs de LqS

d(−, n) dans le théorème 4.5.7. On obtient
donc le théorème suivant.

Théorème 4.5.18. Soient F un objet de Pd et V un objet de Vk. On a LqF (V, n+
2) = 0 si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) q + inj. dimF < j0,

(2) jk ≤ q + inj. dimF < jk+1 et il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que

|λ| ≤ d0 + kp, et

{
ℓ(λ) ≤ dimV si p = 2 ou n est pair

λ1 ≤ dimV sinon.

(3) q + inj. dimF ≥ j⌊ d
p
⌋ et il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que

{
ℓ(λ) ≤ dimV si p = 2 ou n est pair

λ1 ≤ dimV sinon.

Exemple 4.5.19. (1) On suppose que p = 2. La partition (3, 2, 1) est un
2-cœur. On obtient :

L∗S(3,2,1)(k, n) = 0 = L∗S(3,2,1)(k
2, n).

(2) On suppose que p = 2 et d = 3. On a j0 = 2d + nαp(d) = 2n + 6, et
j1 = 2d+ n(p+αp(d− p)) = 3n+6. De plus, on a inj. dimS(2,1) ≤ 1. Par
conséquence, si q < j1 − 1 = 3n+ 5, on a LqS(2,1)(−, n+ 2) = 0.
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De même, d’après les théorèmes 4.2.35, 4.5.8 et la proposition 4.3.11, on obtient
le théorème suivant.

Théorème 4.5.20. Soient F ∈ Pd et V un objet de Vk. On a trois cas.

(1) Le cas n = 1. On a Hq (D1F ) = 0 si l’une des conditions suivantes est
satisfaite :

(a) q + inj. dimF < 2d− 2,

(b) d n’est pas une puissance de p,

(c) (0) /∈ Bl (F ).

(2) Le cas n = d. On a Hq (DdF ) (V ) = 0 s’il n’existe pas d’élément λ ∈
Bl (F ) tel que ℓ(λ) ≤ dimV .

(3) Le cas 1 < n < d. On a Hq (DnF ) (V ) = 0 si l’une des conditions sui-
vantes est satisfaite

(a) q + inj. dimF < 2(d− n)

(b) il n’existe pas d’élément λ ∈ Bl (F ) tel que |λ| ≤ md,n et ℓ(λ) ≤
dimV .

Exemple 4.5.21. (1) On suppose que p = 2. Si λ = (5, 2, 1), on a Cop (λ) =
(3, 2, 1) 6= 0. On a donc H∗(D1Sλ) = 0.

(2) On suppose que p = 3. Comme λ = (4, 2, 1, 1) est un 3-cœur, on a

H∗(DnSλ)(k
ℓ) = 0

si n > 1 et ℓ ≤ 3.

(3) On suppose que d ≥ 2. Si 1 < n < d et q < 2(d− n)− 1 alors

Hq(DnS(d−1,1)) = 0.
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