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Thèse de Doctorat

présentée pour obtenir le grade de Docteur de l’Université Paris VI,
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1.2.7.1 Efficacité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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4.2.2.1 Structure de bande électronique . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.2.3 Propriétés thermiques des half-Heusler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.2.3.1 Calcul harmonique et quasi-harmonique . . . . . . . . . . . . . 64

4.2.3.2 Calcul anharmonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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5 Défauts : haute concentration 87

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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4.9 Capacité calorifique à volume constant de NiTiSn . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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2.3 Nanostructuration et propriétés thermoélectriques . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.1 Configurations crystallographiques de NiTiSn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 Configurations crystallographiques de NiZrSn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.3 Configurations crystallographiques de NiHfSn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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INTRODUCTION GÉNÉRALE 3

Les nouveaux outils de synthèse, de traitement et de caractérisation des matériaux ont donné

lieu à de nouvelles découvertes dans le domaine de la thermoélectricité. S’inscrivant parfaite-

ment dans la recherche effrénée de nouvelles sources d’énergie respectueuses de l’environnement,

ceci a suscité un intérêt grandissant au sein de la communauté scientifique. La figure 1 démontre

cet intérêt croissant, qui est maintenant exponentiel. La thermoélectricité est une propriété in-

trinsèque aux matériaux qui leur confère la possibilité de convertir de l’énergie thermique en

énergie électrique. À l’échelle mondiale, les pertes thermiques liées aux productions d’énergie

et imposées par la limite du rendement Carnot sont immenses. La transformation, même d’une

petite partie, de ces gisements d’énergie dégradée justifient la recherche de nouveaux matériaux

prometteurs et leur utilisation. Conjointement, les techniques de modélisation des matériaux,

de plus en plus fines, peuvent permettent d’explorer et de comprendre ces nouveaux matériaux.

Une partie de la communauté scientifique travaille sur les matériaux thermoélectriques dans le

but de les optimiser. Leurs rendements de conversion de la chaleur en électricité étant encore

relativement faible, diverses méthodes sont mise en œuvre pour les améliorer. Cependant, ces

méthodes, encore expérimentales, sont très difficiles à mettre en œuvre de part leur complexité.
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Figure 1 – Evolution du nombre de publications sur la thermoélectricité en fonction du temps.

D’après [1, 2]

Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans le contexte global de l’amélioration des rende-

ments de conversion de matériaux thermoélectriques. Plus particulièrement, nous cherchons à

comprendre et prédire théoriquement leurs propriétés thermiques. La modélisation théorique

de ces matériaux permet aussi une étude systématique, parfois inaccessible expérimentalement

car leur élaboration fait appel à des techniques de synthèse de pointe très délicates et coûteuses.

Les recherches récentes en matière de thermoélectricité ont conduit à la découverte de dif-

férents types de matériaux thermoélectriques au travers desquels plusieurs voies d’optimisation

du rendement de conversion des modules thermoélectriques sont explorées. Ces méthodes d’op-

timisation dépendent fortement du domaine d’application visé. Dans cette étude, nous nous

sommes principalement intéressés aux domaines d’application à haute température, adapté à

l’aéronautique. L’une des voies d’amélioration consiste à jouer directement sur les propriétés

intrinsèques des matériaux bruts, notamment, par l’ajout d’élément dopants ou de défauts à

plusieurs échelles de la microstructure.

Cette thèse est focalisée sur l’étude de certaines phases appelées half-Heusler qui sont très
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répandues et qui se trouvent sous une grande variété de compositions. Parmi celles-ci on trouve

de bons matériaux thermoélectriques adaptés pour l’aéronautique mais il en existe aussi de

nombreux autres dont les propriétés trouvent des applications dans la plupart des domaines

de la physique de la matière condensée. Les half-Heusler utilisés pour la thermoélectricité pré-

sentent beaucoup d’intérêt pour la communauté scientifique car certains possèdent d’excellentes

caractéristiques de base [3–7]. Cependant une amélioration reste nécessaire car leur conducti-

vité thermique est encore trop élevé, ce qui limite le rendement. En effet, la performance des

matériaux thermoélectriques dépend de la conductivité thermique. Plus celle-ci est faible, plus

le rendement de conversion est élevé. Un module thermoélectrique fonctionne sous l’influence

d’un gradient de température. Sans gradient, aucune génération d’électricité n’est possible. Or,

plus la conductivité thermique est élevée, plus le matériau va atteindre l’équilibre thermique

rapidement et ainsi perdre le gradient de température. De ce fait, il est important de disposer

des matériaux avec les conductivités thermiques les plus faibles possibles. L’objectif principal

lié à la problématique des half-Heusler est la diminution de leur conductivité thermique.

Plusieurs groupes [8–36] ont réussi à modifier ces matériaux dans l’optique d’atteindre ce

but. Dans certain cas, la figure de mérite à grandement été augmenté. Cependant, les conduc-

tivités thermiques théoriques minimales n’ont pas encore été atteinte [37, 38] ce qui laisse

toujours la voie libre à des améliorations plus poussées. Les half-Heusler les plus étudiés pour

la thermoélectricité sont des intermétalliques semi-conducteurs avec pour composition NiTiSn,

NiZrSn, NiHfSn et ZrCoSb. La principale méthode utilisée par les expérimentateurs pour ré-

duire leur conductivité thermique est la substitution atomique. Ce qui permet, notamment grâce

à la perturbation du cristal parfait, d’influencer le transport thermique. Plusieurs atomes diffé-

rents sont utilisés comme substituants, ou les meilleurs substituants et meilleures concentration

de substituants sont analysés empiriquement. Les mécanismes sous-jacents qui influencent la

conductivité thermique sont la plus part du temps inaccessibles expérimentalement. En effet,

les principaux responsables du transport thermique sont les phonons. Or, expérimentalement,

il est très difficile d’avoir accès à des informations précises sur les propriétés des phonons. En

effet, seules des quantités moyennes comme la conductivité thermique sont accessibles. Les

mécanismes liés aux phonons sont essentiels pour comprendre les propriétés thermiques des

matériaux ainsi que pour appréhender les modifications induites par l’inclusion de défauts.

Les travaux théoriques présentés dans cette thèse apportent une description des propriétés de

phonons des matériaux thermoélectriques half-Heusler. Nous nous sommes attaché à fournir

une description précise des composés parfaits ainsi que des effets induits par les substitutions

atomiques sur les phonons. Des méthodes théoriques permettant l’accès aux propriétés de pho-

nons ont été développés et implémentés numériquement. Ces méthodes ne sont pas limitées

aux matériaux thermoélectriques. Ayant toujours en tête l’optimisation thermoélectrique, nous

fournissons de potentiels éléments de réponse quant à la meilleur voie à utiliser pour l’optimi-

sation de la conductivité thermique.

La suite de ce document va s’organiser de la façon suivante, tout d’abord, le premier chapitre

est consacré à la description des effets thermoélectriques dans leur ensemble. Les enjeux relatifs à

la thermoélectricité y seront exposés. Ceci va nous permettre de poser les bases pour comprendre

le contexte de cette thèse.

Le second chapitre est quant à lui dédié à l’état de l’art des matériaux half-Heusler pour la

thermoélectricité. Après une introduction générale sur les half-Heusler, nous verrons plus préci-
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sément quels sont les moyens mis en œuvre expérimentalement pour optimiser leur conductivité

thermique. Cela va nous permettre de comprendre la démarche très proche de la méthode ex-

périmentale adoptée pendant cette thèse.

Le chapitre suivant a pour but d’introduire les méthodes théoriques utilisées tout au long

de ces travaux. Nous commencerons par la description de la théorie des vibrations dans les

réseaux cristallins, ce qui permet d’appréhender le concept de phonon. Nous enchainerons sur la

description des interactions phonon-phonon ainsi que la résolution d’une équation de transport

servant à calculer la conductivité thermique. Puis, afin de mettre en oeuvre ces théorie, nous

aborderons le dernier ingrédient, la théorie de la fonctionnelle de la densité. Celle ci permet

d’accéder à des informations sur la structure électronique des matériaux.

Le chapitre 4 présente les premiers résultats obtenus sur les propriétés électroniques et

thermiques des matériaux bruts half-Heusler, NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn. Nous calculerons

leurs structures électroniques et propriétés de phonon, notamment leur conductivité thermique.

Nous verrons entres autres quelles sont les différences entre ces matériaux et ce qui justifie leur

utilisation. Ces premiers calculs servent de bases pour les chapitres suivants.

En effet, le chapitre 5 est consacré à l’étude de l’effet des défauts localisés dans les half-

Heusler thermoélectriques. Plus précisément à l’effet des substitutions atomiques dans un ré-

gime de forte concentration. Une approche de type champ moyen est développée à ces fins et

sera exposée dans un premier temps. Nous discuterons parallèlement des avantages de cette

approche qui permet aussi de prendre en compte l’effet du désordre. Puis elle sera appliqué

aux matériaux thermoélectriques half-Heusler. Nous allons voir quels sont les composés de base

les plus adéquats vis-à-vis des atomes substituants pour obtenir une réduction maximal de la

conductivité thermique, conjointement avec les régimes de concentration les plus adaptés.

Ensuite, pour le régime faible concentration et dans l’optique d’avoir une description plus

microscopique de l’effet des substitutions, notamment sur les temps de vie des phonons, une

approche de type perturbative est adopté. La première partie du chapitre 6 sera dédié à la

description de cette méthode faisant appel aux fonctions de Green et au formalisme de la

matrice de transition. De la même manière qu’au chapitre précédent nous appliquerons cette

méthode aux matériaux thermoélectriques half-Heusler.

Pour finir, conclurons ce travail par une discussion ainsi qu’un bilan général sur les méthodes

développés pendant cette thèse ainsi que sur leurs applications aux matériaux thermoélectriques

half-Heusler.
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1.1 Introduction

Dans cette sous-partie est présenté une introduction à la thermoélectricité permettant de

poser une partie des bases de cette thèse. Une brève introduction dans l’ordre chronologique des

découvertes va nous permettre de comprendre les origines de la thermoélectricité en partant

de la découverte fondamentale. Dans un premier temps, les effets thermoélectriques seront

illustrés simplement dans le cadre de leurs découverte initiale. Dans un second temps, nous

nous attarderons sur les démonstrations de ces effets grâce à des modèles simples. Une fois ces

bases définie, nous pourrons alors déterminer le rendement de conversion thermoélectrique et

dériver la célèbre figure de mérite zT . Nous verrons ensuite quelques applications communes

des thermoélectriques, ainsi que les problèmes majeurs liés à leur optimisation.

1.2 Thermoélectricité : effets

1.2.1 Le coefficient Seebeck

On appelle « thermoélectricité » la discipline qui traite des phénomènes qui couplent la

chaleur et l’électricité. Les effets thermoélectriques ont été découverts au début du XIXe siècle.

Cependant, principalement en raison de leur faible efficacité, les matériaux thermoélectriques

ne commencèrent à être utilisés qu’à la fin du XXe siècle. Le premier effet thermoélectrique

à avoir été découvert est l’effet éponyme mis en évidence par Thomas Johann Seebeck en

1821. Il observa une différence de potentiel lorsque deux matériaux métalliques A et B sont

connectés ensemble et qu’une différence de température existe entre les deux jonctions. Lorsque

le circuit est ouvert comme cela est représenté sur la figure 1.1, une différence de potentiel ∆V

apparâıt entre les deux jonctions. C’est l’effet Seebeck. La différence de potentiel est directement

proportionnelle à la différence de température entre les deux jonctions ∆T :

∆V = αAB∆T, (1.1)

où αAB est le coefficient Seebeck. αAB est positif si la différence de potentiel tend à créer un

courant de la jonction 1 vers la jonction 2 si T1 > T2. αAB sera négatif dans le cas opposé. Nous

verrons plus tard que ceci peut être compris en spécifiant quels sont les porteurs de charge mis

en jeu.

1.2.2 Le coefficient Peltier

Le second effet thermoélectrique à avoir été mis en évidence est l’effet Peltier, découvert par

Jean-Charles Athanase Peltier en 1834. Considérons le même système que précédemment dans

le cas de l’effet Seebeck (voir figure 1.2). Lorsque l’on impose une densité courant électrique ~Jq
traversant les jonctions entre les conducteurs A et B, et que T1 = T2 il se produit une création

ou dissipation de chaleur : c’est l’effet Peltier. Ici aussi, il existe un rapport de proportionnalité

direct entre la densité de courant de chaleur induit ~Jh et la densité de courant électrique ~Jq :

~Jh = ΠAB
~Jq, (1.2)

où ΠAB est le coefficient Peltier. ΠAB est défini positif si un courant traversant le conducteur

A passant de 1 à 2 fait chauffer la jonction n◦1 et refroidir la jonction n◦2.
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Soudure froide

Jonction 1

Soudure chaude

Jonction 2

V

+-

Métal A

Métal B

Figure 1.1 – Schéma illustrant l’effet Seebeck. Deux conducteurs A et B sont soudés en deux

endroits. Si une température différente est imposée au niveau de ces deux jonctions (T1 =

T2 + ∆T ), une différence de potentiel V12 = αAB∆T apparâıt à l’endroit où le circuit est

ouvert.

Chaleur absorbée Chaleur produite

~I

Métal A

Métal B

Figure 1.2 – Schéma illustrant l’effet Peltier. Deux conducteurs A et B sont joints en deux

endroits. Si un courant ~I traverse le circuit, de la chaleur est produite ou absorbée aux jonctions.

1.2.3 Le coefficient Thomson

Dans un matériau les propriétés thermoélectriques comme le coefficient Seebeck dépendent

en général de la température. L’effet « Thomson » est dû à la variation du coefficient Seebeck

en fonction de la température. Si un conducteur est soumis à un gradient de température ~∇T
et est traversé par une densité de courant ~Jq, il y a alors une création ou une absorption de

chaleur comme dans l’effet Peltier, voir figure 1.3. C’est une manifestation continue de l’effet

Peltier et la chaleur produite est différente de celle produite par l’effet Joule. La quantité de

chaleur par unité de temps et par unité de volume QT émise ou absorbée est proportionnelle

au produit scalaire de la densité de courant et du gradient de température :

QT = −τ ~Jq · ~∇T, (1.3)

où τ est le coefficient Thomson.

Il existe des relations entre les coefficients Seebeck, Peltier et Thomson comme l’a démontré

Lord Kelvin (1854). L’effet Thomson peut être vu comme une version continue de l’effet Peltier
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où le coefficient Peltier est dépendent de la température, c’est-à-dire :

τ =
dΠAB

dT
− αAB. (1.4)

Froid Chaud

~I

Métal A

Figure 1.3 – Schéma illustrant l’effet Thomson. Un conducteur unique soumis à un gradient

de température est traversé par un courant ~I : de la chaleur est produite ou absorbée aux

jonctions.

1.2.4 Relation de réciprocité d’Onsager

Maintenant, nous allons nous montrer que les effets précédemment décrits découlent des

relations d’Onsager [39–41]. Dans le cadre d’un système thermodynamique hors équilibre, les

relations d’Onsager relient les flux et les forces en présence en faisant l’hypothèse qu’il existe

un équilibre local. Dans le cas de la thermoélectricité, les flux et les forces en question sont :

– ~Jq, la densité de courant électrique et sa force associée 1
T∇µ,

– ~Jh, la densité de courant de chaleur et sa force associée ∇ 1
T ,

où T est la température et µ le potentiel électrochimique. Si il n’y a pas de diffusion de particule

non chargé, µ se réduit à eφ où φ est le potentiel électrostatique ordinaire et e la charge

élémentaire. Les forces associées sont identifiées en analysant le taux de production d’entropie

par unité de volume associé aux courant considérés (∇ ·S = ∇ 1
T · ~Jh − 1

T∇µ · ~Jq). Les lois

macroscopiques gouvernant ces processus irréversibles, dans le cadre de la réponse linéaire,

s’écrivent : 



− ~Jq = L11
1

T
∇µ+ L12∇

1

T

~Jh = L21
1

T
∇µ+ L22∇

1

T

(1.5)

Les Lij sont appelés coefficients cinétiques d’Onsager et ils sont liés directement aux propriétés

intrinsèques des matériaux, tels que la conductivité électrique ou la conductivité thermique.

Les relations de réciprocité d’Onsager mettent en évidence une symétrie dans le couplage de

plusieurs processus irréversibles simultanés. Dans le cas de la thermoélectricité, il y a un cou-

plage entre le courant électrique et le courant de chaleur. Les relations de réciprocité d’Onsager

stipulent, qu’en l’absence de champ magnétique extérieur, on a :

L12 = L21. (1.6)
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On peut éliminer ∇µ des deux équations cinétiques (1.5), il vient alors :

∇µ = − T

L11

~Jq −
TL12

L11
∇ 1

T
=

T

L12

~Jh −
TL22

L12
∇ 1

T
, (1.7)

soit :

~Jh = −L12

L11

~Jq +
L11L22 − L2

12

L11
∇ 1

T
. (1.8)

En utilisant la relation S = Q
T on peut exprimer le flux d’entropie dS

dt ,

dS

dt
= − L12

TL11

~Jq +
L11L22 − L2

12

TL11
∇ 1

T
. (1.9)

Grâce à cette équation, nous pouvons voir que deux flux d’entropie sont présents. Le premier

terme de (1.9) est un flux de l’entropie Sp = − L12
TL11

dû au courant de particules. Le second

terme représente un flux d’entropie provenant du gradient de (l’inverse de) la température.

Nous allons voir par la suite que tout les coefficients thermoélectriques vont pouvoir s’écrire en

fonction de Sp.

1.2.5 Relation entre les différents coefficients

Dans le cas de l’effet Seebeck, en l’absence de courant électrique ~Jq = 0, les équations

cinétiques prennent la forme pour chaque conducteur A ou B :

∇µ = −SA/Bp ∇T. (1.10)

Où S
A/B
p est l’entropie des particules passant par le conducteur A ou B. La tension V étant

mesurée entre les deux points A et B, on obtient :

V =
1

e

∫ T2

T1

(SBp − SAp )dT. (1.11)

Avec e la charge élémentaire. La définition locale du coefficient Seebeck nous donne :

αAB =
∂V

∂T2
=

1

e
(SBp (T2)− SAp (T2)). (1.12)

Nous voyons dans que dans le cas de l’effet Seebeck, le coefficient associé n’est autre que la

différence entre l’entropie portée par les particules à une température T2 passant par le conduc-

teur A et l’entropie des particules passant par le conducteur B. On a donc une discontinuité

des entropies aux jonctions qui provoque l’émission ou l’absorption de chaleur aux jonctions.

Dans le cas de l’effet Peltier, pour les deux conducteurs, l’équation cinétique nous donne :

~QBT − ~QAT = T (SBp − SAp ) ~Jq. (1.13)

Où les ~QBT et ~QAT sont les flux de chaleur. Ce qui nous donne pour le coefficient Peltier :

ΠAB =
~QBT − ~QAT
e ~Jq

=
T

e
(SBp − SAp ). (1.14)

Le coefficient Peltier peut se comprendre comme étant le produit de la température avec la

différence entre l’entropie portée par les particules passant par le conducteur A et l’entropie
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des particules passant par le conducteur B. Nous voyons ici que la définition est très proche

de celle du coefficient Seebeck. On peut voir cet effet comme l’effet Seebeck en présence d’un

courant électrique.

Dans le cas de l’effet Thomson, en utilisant les équations (1.5), (1.6), (1.9) et Q = TS, on peut

montrer que la chaleur QT produite ou absorbée par l’effet Thomson s’écrit [41] :

QT = T
dSp
dT
∇T · ~Jq. (1.15)

Ce qui nous donne pour le coefficient Thomson :

τA/B =
T

e

dS
A/B
p

dT
. (1.16)

Grâce à cette équation nous voyons que le coefficient Thomson est directement lié à la variation

de l’entropie portée par particule par rapport à la température. Cet effet peut donc être vu

comme la combinaisons de l’effet Seebeck et de l’effet Peltier en présence d’un gradient de

température. La température n’étant pas constante, l’entropie portée par les particules varie

donc en fonction de celle-ci, d’où l’apparition de la variation de Sp en fonction de T .

Jusqu’à maintenant, nous avons vu que les trois coefficients peuvent s’écrire en fonction

d’une seule et même quantité Sp. Il devient donc naturel d’exprimer les relations entre chaque

coefficient. Ces relations ont été mis en évidence par Lord Kelvin. Grâce aux équations précé-

dentes, (1.12), (1.14) et (1.16) il est aisé de retrouver ces relations :

πAB = TαAB (1.17)

τA − τB = T
dαAB
dT

(1.18)

Finalement, nous pouvons conclure que les trois phénomènes thermoélectriques précédem-

ment introduits ne sont que différentes manifestations d’un seul et même effet thermoélectrique

général. Tous ces phénomènes sont liés directement à l’entropie portée par particule Sp. Il est

aussi important de noter que les coefficients Seebeck et Peltier peuvent s’exprimer comme étant

une propriétés d’un seul conducteurs. C’est-à-dire :

αAB = αA − αB, (1.19)

où αA et αB sont les coefficients Seebeck intrinsèques des deux conducteurs A et B. Il en est

de même pour le coefficient Peltier :

πAB = πA − πB (1.20)

Ceci n’est pas nécessaire dans le cas du coefficient Thomson car il est défini directement dans

un seul des conducteurs.

1.2.6 Structure de bande d’un module thermoélectrique

Afin de comprendre l’émission et l’absorption de chaleur aux jonctions, nous pouvons ana-

lyser le module thermoélectrique à la lumière de la structure de bande des matériaux. En effet,

la jonction entre métal et semi-conducteur introduit une discontinuité dans les bandes électro-

niques. Dans une jonction entre un semi-conducteur dopé p et un métal, les trous passant du
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métal au semi-conducteur absorbent de l’énergie alors que ceux qui vont du semi-conducteur au

métal émettent de l’énergie. Au contraire, si on utilise un semi-conducteur dopé n, les électrons

passant du métal vers le semi-conducteur absorbent de l’énergie et les électrons passant du

semi-conducteur au métal émettent de l’énergie. Ces effets sont illustrés sur la figure 1.4. Les

bandes de conduction et de valence sont inclinée car les semi-conducteurs sont soumit à un

gradient de température.

-

-

+

+

Métal Métal Métalp-type n-type

Ec

Ev

Ec

Ev

Figure 1.4 – Émission et absorption de chaleur par les électrons et les trous aux jonctions

metal-semiconducteurs. Les couleurs vertes et jaunes représentent les états électroniques res-

pectivement des semi-conducteurs de type p et n et la couleur bleue les états électroniques du

métal. La ligne horizontale représente le niveau de Fermi. L’axe verticale représente l’énergie.

Les bandes de valences et de conduction sont obliques car les semi-conducteurs sont soumit à

un gradient de température.

1.2.7 Rendement de conversion thermoélectrique

Nous allons maintenant nous intéresser au calcul du rendement de conversion des matériaux

thermoélectriques. Dans le cadre d’une optimisation du rendement en agissant uniquement sur

les propriétés du matériau, nous verrons qu’il est possible de se focaliser sur un seul paramètre

sans dimension, la figure de mérite zT .

1.2.7.1 Efficacité

Dans cette partie, afin de calculer le rendement d’une machine thermoélectrique, nous allons

considérer un thermocouple. La figure 1.5 montre un exemple de module thermoélectrique

composé de plusieurs thermocouples. C’est une alternance de semi-conducteurs dopé n et p

branché en série électriquement et en parallèle thermiquement. Si ce module est soumit à un

gradient de température, un transport de charge va s’effectuer au sein des semi-conducteurs. La

tension totale est donc la somme des tension au bornes des semi-conducteurs. Une résistance

de charge RL est connecté au thermocouple. Comme nous l’avons vu précédemment, la force

électromotrice créée par le thermocouple s’exprime (αp − αn)∆T , où les α sont les coefficients

Seebeck respectifs pour les deux semi-conducteurs. De même ∆T = T1 − T2, où T1 et T2 sont

les températures de la source chaude et celle de la source froide. Pour ce système, la puissance
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Figure 1.5 – Schéma d’un module thermoélectrique combinant des semi-conducteur de type

p et de type n. Les particules bleues sont des électrons, les rouges des trous.

P s’exprime :

P = RLI
2, (1.21)

où I est le courant et RL la résistance de charge. Si R est la résistance interne des semi-

conducteurs, le courant I peut s’exprimer comme :

I =
(αp − αn)∆T

RL +R
, (1.22)

ce qui nous donne pour la puissance P :

P = RL

(
(αp − αn)∆T

RL +R

)2

. (1.23)

Si l’on suppose que la source fournit une quantité de chaleur par unité de temps Q, afin de

maintenir constante la différence de température, on peut établir le bilan suivant [42, 43] :

Q = κ∆T + (αp − αn)IT1 −
I2R

2
. (1.24)

Le premier terme représente la conduction thermique de la source chaude vers la source froide,

avec κ la conductivité thermique. le second terme représente la chaleur créée par effet Peltier et

le dernier terme rend compte de l’effet Joule. En utilisant l’expression du courant I, on obtient :

Q = κ∆T +
(αp − αn)2∆T

RL +R
T1 −

(
(αp − αn)∆T

2(RL +R)

)2

R. (1.25)

Le rendement η est définit comme le rapport P/Q de l’énergie électrique récupérée sur l’énergie

thermique qui traverse le module. En introduisant le ratio m = RL/R, on obtient :

η =
T1 − T2

T1

m

m+ 1

1 +
κR

α2

m+ 1

T1
− 1

2
(T1 − T2)

1

m+ 1

(1.26)
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1.2.7.2 La figure de mérite zT

Le rendement maximal ηmax est atteint lorsque le le ratio m est tel que ∂η/∂m = 0. En

faisant ceci on trouve le ratio mmax optimal qui maximise le rendement [44] :

mmax =

√
1 +

1

2
zT̄ (1.27)

Avec,

z =
α2

κR
=

α2

(
√
κAρA +

√
κBρB)2

, (1.28)

où κA, κB, ρA et ρB sont respectivement, les conductivités thermiques et resistivités électriques

des matériaux A et B. Si l’on substitue mmax dans l’expression de l’efficacité η, on obtient

l’efficacité maximale ηmax :

ηmax =
T1 − T2

T1

mmax − 1

mmax +
T2

T1

(1.29)

ηmax =
T1 − T2

T1

√
1 + 1

2zT̄ − 1
√

1 + 1
2zT̄ +

T0

T1

(1.30)

Ou T̄ = T1 +T2. Le premier terme, T1−T2
T1

représente l’efficacité thermodynamique d’un système

réversible et le second terme représente la baisse d’efficacité due aux pertes irréversible de la

conduction thermique et de l’effet Joule. Cette équation représente aussi la dépendance de

l’efficacité en fonction des propriétés intrinsèque des matériaux. En effet, toute la physique des

matériaux est contenue dans un seul terme, le zT̄ , appelé figure de mérite. Plus cette figure de

mérite est élevée, plus le rendement de conversion thermoélectrique est important. Dans la suite

de ce travail, nous verrons l’optimisation des matériaux thermoélectriques uniquement du point

de vue de l’augmentation du zT̄ . Ici, le zT̄ est utilisé dans le cas d’un module thermoélectrique

avec plusieurs conducteurs en série. Cependant il peut aussi être définit pour un seul matériau.

Dans ce cas il prend la forme :

zT̄ =
α2σT̄

κ
, (1.31)

où σ est la conductivité électrique. Nous allons passer maintenant à l’étude des problèmes lié

à l’optimisation de cette figure de mérite zT̄ .
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1.3 Thermoelectricité : enjeux

1.3.1 Optimisation du zT

1.3.1.1 Interdépendance des propriétés physiques

Le problème central de la thermoélectricité réside dans l’interdépendance des propriétés

physiques. En effet, nous avons vu précédemment que le rendement thermoélectrique peut être

réduit à l’optimisation de la figure de mérite zT . Ce nombre sans dimension est dépendant

des propriétés physiques intrinsèques au matériau. Ces propriétés n’étant pas sans relations les

unes avec les autres, cela induit des difficultés pour optimiser zT . Par exemple, l’augmentation

de la conductivité électrique peut indirectement augmenter la résistance thermique et ainsi

supprimer les bénéfices sur zT . Dans le cas présent, plusieurs relations lient toutes les propriétés

physiques qui entrent en jeu dans l’expression de zT . Un des avantages de l’utilisation du

zT , est qu’il dépend des propriétés physiques intrinsèques, ce qui ne fait pas intervenir de

modèle. Cependant, afin de démontrer la dépendance entre les différents propriétés, il faut faire

appel à des modèles qui simplifie les expressions de ces propriétés. Comme nous l’avons vu

précédemment, la figure de mérite s’exprime :

zT =
α2σT

κ
, (1.32)

avec le coefficient Seebeck α, la conductivité électrique σ et la conductivité thermique κ. Dans

un solide, il y a deux contributions à la conductivité thermique, une du réseau par le biais des

phonons κL et une autre directement par les électrons κe :

κ = κL + κe (1.33)

La contribution des électrons à la conductivité thermique, κe, peut être lié à la conductivité

électrique σ. En effet, Wiedemann et Franz ont démontrés [45], que dans un métal, avec l’ap-

proximation du gaz d’électrons où l’on considère uniquement des mécanismes de diffusion des

électrons par des impuretés, la conductivité thermique électronique κe peut s’écrire :

κe = LσT, (1.34)

où L est le facteur de Lorenz qui vaut : 2.4×10−8 W.Ω.K−2. Nous voyons ici le premier pro-

blème d’interdépendance des propriétés qui rend difficile l’optimisation du zT . En effet, plus

la conductivité électrique σ d’un matériau est bonne, plus la contribution électronique κe à

la conductivité thermique κ est élevé. Or pour avoir un bon rendement thermoélectrique il

faut une grande conductivité électrique et une faible conductivité thermique. C’est le premier

problème lié à l’optimisation des matériaux thermoélectriques. Il est bon de noter que nous ne

connaissons pas de moyen de découpler la contribution à la conductivité thermique des électrons

de celle des phonons. Expérimentalement, ce qui est mesuré est une conductivité thermique to-

tale. Après mesure de la conductivité thermique totale, la contribution des phonons est déduite

de la mesure de la conductivité électrique en combinaison avec la loi Wiedemann-Franz. Nous

pensons qu’il est nécessaire d’insister sur ce point car, c’est un problème intrinsèque à l’étude

des phénomènes de transport de chaleur dans les solides. Il est impossible d’obtenir une mesure

directe de la contribution des phonons.
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Nous passons maintenant au second problème lié à l’optimisation des matériaux thermoélec-

triques, celui ci est lié à la concentration de porteur. Le lien entre la concentration de porteur

n et le coefficient Seebeck S peut être comprise grâce à des modèles de transport électronique.

Pour des métaux ou des semi-conducteurs dégénérés, dans l’approximation des bandes para-

boliques et d’une diffusion qui ne dépend pas de l’énergie [46, 47], le coefficient Seebeck peut

s’écrire :

α =
8π2k2

B

3eh2
m∗T

( π
3n

)2/3
(1.35)

oùm∗ est la masse effective des porteurs de charge, kB la constante de Boltzmann, h la constante

de Planck, e la charge élémentaire et T la température. Pour comprendre le problème attaché

à cette relation, il faut exprimer la conductivité électrique en fonction de la concentration en

porteur de charge :

σ = neµ. (1.36)

Grâce aux équations (1.35) et (1.36) nous pouvons voir que si l’on augmente le nombre de

porteur de charge n, cela est bénéfique pour la conductivité électrique mais cela diminue aussi

le coefficient Seebeck, il y a donc un régime optimum. C’est le second problème lié à l’optimi-

sation des matériaux thermoélectriques.

Nous allons voir a présent le troisième problème lié à l’optimisation des matériaux thermo-

électriques. Ce dernier problème est lié à la masse effective des porteurs de charge. L’équation

(1.35) nous dit qu’une plus grande masse effective donne lieu à un meilleur coefficient Seebeck,

cependant, cela implique aussi que les porteurs de charge sont plus lourd et se déplacent avec

des vitesses réduites, c’est-à-dire des mobilité plus petite. Or, la conductivité électrique est

directement proportionnelle à la mobilité.

Il y a trois problèmes lié à l’optimisation du zT lié à une interdépendance des proprié-

tés physiques mis en jeux. Premièrement, il y la dépendance entre la conductivité électrique

et la contribution des électrons à la conductivité thermique. Deuxièmement, la dépendance

inverse du coefficient Seebeck et de la conductivité électrique par rapport à la concentration

de porteur de charge. Et enfin la dépendance inverse entre masse effective et mobilité. Ces

trois problèmes laissent peu de champ d’action quant à une optimisation. La seule propriété

physique qui ne montre pas de dépendance directe à d’autres propriétés est la contribution

du réseau à la conductivité thermique κL. Le plus simple pour optimiser le zT est donc de

réduire la conductivité thermique de phonon, car cela est sensé ne pas influencer les propriétés

électroniques. Ce qui pose néanmoins un autre problème, celui d’arriver à modifier les maté-

riaux en jouant uniquement sur la conductivité thermique de phonon. Le travail présenté dans

ce document est uniquement centré sur la conductivité thermique de phonon et sa réduction.

Les propriétés électroniques ne sont pas prise en compte, en dehors des calculs de structure

électronique nécessaires au calcul les phonons.



18 CHAPITRE 1. LA THERMOÉLECTRICITÉ

1.3.1.2 Les matériaux les plus adaptés pour la thermoélectricité

Comme nous l’avons vu précédemment, la figure de mérite d’un matériau est très influencée

par sa structure électronique. De ce point de vue, il existe trois types de matériaux, les métaux,

les semi-conducteurs ainsi que les isolants. Ce qui revient à classer les matériaux en fonction uni-

quement de l’ouverture du gap électronique. Les métaux n’ont pas de gap, les semi-conducteurs

ont des petits gaps tandis que les isolants ont des grands gaps. Le tableau 1.1 montre les ordres

de grandeur typiques des propriétés électroniques dont dépend le rendement thermoélectrique,

a titre de comparaison les conductivités thermiques sont les mêmes pour les trois types de

matériaux. Pour des applications thermoélectriques, les métaux ont des coefficients Seebeck

trop faibles, les isolants ont des conductivités électriques trop faibles, limitant leur zT . Les

matériaux les plus aptes pour la thermoélectricité sont des semi-conducteurs ; ils sont dans un

régime intermédiaire. Ceci est illustré par la figure 1.6. À faible concentration de porteurs de

charge, nous sommes dans le régime des isolants, à haute concentration, nous sommes dans le

régime métallique et dans le régime intermédiaire nous avons les semi-conducteurs. Toutes les

propriétés qui déterminent zT y sont tracées, le coefficient Seebeck α, la conductivité électrique

σ, la conductivité thermique κ ainsi que le facteur de puissance, c’est-à-dire le produit α2σ. La

courbe verte représente zT . Nous voyons très clairement que la densité de porteurs de charge

susceptible de maximiser le zT se situe aux alentours de 1019 et 1020 cm−3.

Propriétés Metaux Semi-conducteurs Isolants

S(µ.V.K−1) ∼ 5 ∼ 200 ∼ 103

σ(Ω−1.cm−1) ∼ 106 ∼ 103 ∼ 10−12

Z(K−1) ∼ 3.10−6 ∼ 2.10−3 ∼ 5.10−17

Tableau 1.1 – Propriété électroniques des métaux, semi-conducteurs et isolants a 300 K [48]

1.3.1.3 Verre de phonon et cristal d’électron

Slack et Mahan ont cherché à décrire les caractéristiques nécessaires pour obtenir un bon

matériau thermoélectrique. Ils postulent que le matériaux doit posséder un gap semi-conducteur

étroit (0.25 eV à 300 K) avec des porteurs de charge possédant une très haute mobilité [50, 51].

Dans les semi-conducteurs, le coefficient Seebeck et la conductivité électrique dépendent forte-

ment des taux de dopage des matériaux ainsi que de la composition chimique. Ces paramètres

doivent donc être optimisés pour obtenir de meilleurs performances. De plus, la conductivité

thermique du matériaux doit être la plus faible possible pour augmenter le zT et maintenir le

gradient de température. Fréquemment, des substitutions chimiques permettent de modifier les

matériaux et de réduire leur conductivité thermique de réseau. À la vue de tout ces arguments,

Slack à proposé que les meilleurs matériaux thermoélectriques devraient posséder des proprié-

tés de type cristal d’électron et verre de phonon. Un matériau avec les propriétés électriques

d’un matériau cristallin et les propriétés thermiques des matériaux amorphes. Les matériaux

thermoélectriques récent aspirent à atteindre cette propriété.
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Figure 1.6 – Évolution de la figure de mérite zT et des différentes propriétés électriques et

thermiques en fonction de la concentration en porteurs de charge [49].

1.3.2 Les matériaux thermoélectriques actuels

Historiquement, le développement des matériaux thermoélectriques a commencé avec de

semi-conducteurs simples tel que SiGe, InSb ou encore PbTe [48, 52] pour aboutir plus récem-

ment à des matériaux plus complexes tels que les skutterudites [53–55], les clathrates [56–58],

les chalcogenides [59], les cobaltites [60], les alliages half-Heusler [61], etc. Il existe aussi d’autre

type de thermoélectriques cette fois-ci à plus basse dimensionnalité, il y a les puits quantiques

[62, 63], les nanofils [64, 65] ou encore les jonctions moléculaires [66]. La figure 1.7 montre

quelques zT pour différent type de matériaux thermoélectriques semi-conducteurs. Dans cette

partie nous allons discuter très brièvement des différentes approches adoptées pour optimiser les

matériaux thermoélectriques. Pour plus de détail, des très bon articles de revue sont disponibles

[67–69].

Plusieurs approches différentes ont été adoptées pour créer et optimiser des matériaux ther-

moélectriques. Avant de commencer la discussion, il est bon de noter que tous les matériaux

imaginables sont potentiellement thermoélectriques, sous réserve d’une asymétrie en nombre de

porteurs entre les électrons et les trous. De ce fait, il existe une pléthore de matériaux dispo-

nibles et qui sont de potentiels candidats à des applications thermoélectriques. Bien évidement,

chaque matériau ne possède pas de bonne propriétés thermoélectriques. L’étape préliminaire

consiste donc à identifier des matériaux « bruts » possédant d’emblée un bon zT intrinsèque.

Ensuite, une fois le matériau sélectionné, plusieurs stratégies d’optimisation peuvent être utili-

sées. Dans cette partie, nous allons lister brièvement les approches principales les plus utilisés

pour l’optimisation des propriétés thermoélectriques. Le tableau 1.2 regroupe les approches

classiques ainsi que leurs effet sur les propriétés thermoélectriques.

Les premières approches ont permis de mettre au point les matériaux les plus utilisés indus-

triellement de nos jours. Elles reposent majoritairement sur l’utilisation d’alliages binaires co-

valents. Comme nous l’avons vu précédemment, afin d’obtenir le meilleur rendement de conver-
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Figure 1.7 – Figure de mérite zT en fonction de la température pour différents matériaux

half-Heusler. La figure de gauche présente les semi-conducteurs de type n et la figure de droite

les semi-conducteurs de type p [49].

Méthode Effet Composés

Porteurs de charge (semi-

conducteur) [48, 52] n ≈
1019 cm−3

Maximise le facteur de puis-

sance

PbTe, ZnSb, Bi2Te3

Structure de bande multival-

lée [70, 71]

Augmentation des masses ef-

fectives

PbTe, Bi2Te3

Masse atomique moyenne éle-

vée [72, 73]

Diminue la conductivité ther-

mique. Augmente la mobilité.

PbTe, Bi2Te3

Désordre structural [74] Diminue la conductivité ther-

mique.

Pb(Te,Se), (Bi,Sb)2Te3

Atome résonateur[53–55] Diminue la conductivité ther-

mique. Centres de diffusion

pour les phonons.

Skutterudites, Clathrates

Défauts ponctuels : lacunes,

interstitiels,solutions solides

[8, 75–78].

Diminue la conductivité ther-

mique. Augmente les fluctua-

tions de masses. Diffusion des

phonons.

Zn4Sn3, Half-Heusler

Électrons fortement

corrélés[79]

Augmentation du coefficient

Seebeck

CePd3

Basse dimensionalité[80, 81] Améliore les propriétés de

transport électrique.

Super-réseaux puits quan-

tiques.

Joints de grain [82] Diminue la conductivité ther-

mique. Réduit le libre par-

cours moyen des phonons.

Système nano-grain

Tableau 1.2 – Approches pour l’optimisation du facteur de mérite (d’après [67]).
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sion thermoélectrique, il est nécessaire d’avoir une concentration de porteurs de charge faible

avec une haute mobilité ainsi que des phonons très anharmoniques. Ces paramètres sont assez

bien satisfaits dans le cas d’alliages à base d’éléments lourds tels que Hg, Tl, Pb ou Bi en

association avec S, Se ou Te. Les plus utilisés sont Bi2Te3, PbTe, CoSb3, SiGe, etc. Certains

facteurs de mérite zT de ces matériaux sont reportés sur la figure 1.7. La plupart du temps, ces

semi-conducteurs sont dopés soit n soit p afin d’améliorer les propriétés de transport électrique.

Les approches plus récentes sont centrés sur des matériaux avec des structures cristallines

plus complexe. Ces approches mettent en jeu des processus physiques plus particuliers. Par

exemple, dans le cas des skutterrudites, la structure cristalline comprend de grande cages

atomiques dans lesquelles il est possible d’insérer des hétéro-atomes. Ces atomes souvent lourds,

qualifiés dans la litérature de « rattling atoms » (grelots) jouent le rôle de résonateurs pour

diffuser les phonons. Ces atomes ont de grandes oscillations autour de leurs positions d’équilibre.

La figure 1.8 montre un exemple de structure cristalline de skutterudite. Les atomes rouges sur

la figures sont les « rattling atoms ». Une autre approche similaire à celle des « rattling atoms »

Figure 1.8 – Structure cristalline du skutterrudite CoSb3 [55]. Les atomes verts figurent les

atomes de cobalt et les atomes bleus ceux d’antimoine. Les atomes rouges représentent quant

à eux l’insertion de « rattling atoms ».

consiste à utiliser des défauts ponctuels présent initialement dans la structure. Par exemple,

la présence d’un réseau de lacune au sein de la structure cristalline peut influencer de manière

signification le transport des phonons. C’est le cas des alliages à l’étude dans cette thèse, les

half-Heusler.

1.4 Conclusions

Dans ce chapitre introductif, nous avons décrit les principaux effets thermoélectriques, l’effet

Seebeck liant directement le gradient de température au gradient de potentiel, l’effet Peltier

liant les courant de chaleur et courant électriques ainsi que l’effet Thomson, manifestation

continue de l’effet Seebeck. Nous avons vu aussi que tout les coefficient qui émergent de ces

effets sont tous liés les uns aux autres grâce aux relations de Kelvin. Ensuite le zT à été mis en
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évidence en effectuant le bilan énergétique d’une machine thermique. L’optimisation intrinsèque

des matériaux thermoélectriques peut se réduire uniquement à l’optimisation du zT . De plus,

c’est un paramètre sans dimension qui fait intervenir directement les propriétés physiques et

qui n’est pas dépendant d’un modèle spécifique. Les problèmes liés aux interdépendances entre

les différentes propriétés physiques impliquées dans le zT ont été mises en évidence. Nous

avons vu que le plus simple pour optimiser le zT est de jouer sur la conductivité thermique

de phonon, seule propriétés qui ne dépend pas directement des autres. Il a été montré que la

grande majorité des recherches actuelles sur les matériaux thermoélectriques sont basées sur

des semi-conducteurs avec des structures cristallines complexes, tel que les half-Heusler.
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2.1 Introduction

Un grand nombre de composés cristallisent avec la structure dite Heusler. Ils présentent

des propriétés variées et sont adaptés à toutes sortes d’applications potentielles. Le premier

composé « Heusler » a été découvert en 1903 par Fritz Heusler [83] lequel a mis en évidence le

caractère ferromagnétique d’un alliage sans constituants magnétique Cu2MnAl [84]. Ce sont des

alliages ternaires semi-conducteurs ou métalliques. Lorsqu’il sont de stœchiométrie 2:1:1 ils sont

communément appelés « alliages full-Heusler » et « half-Heusler » lorsqu’ils sont de stoechio-

métrie 1:1:1. Plus de 1 500 composés full ou half-Heusler ont été découverts. D’une composition

à l’autre les matériaux Heusler présentent des spectres d’application très variés. Parmi lesquels

nous pouvons citer, la supraconductivité [85, 86], les isolants topologiques [87, 88], les pro-

priétés magnétiques [89] tel que la magnéto-optique, magnétocalorique et magnétoélectrique

et bien évidemment la thermoélectricité [90]. Le tableau périodique des éléments sur la figure

2.1 montre les différentes compositions possibles des half-Heusler. Les propriétés de certains

half-Heusler peuvent être déduites de leur nombre d’électrons de valence [91]. Les structures

half-Heusler ont suscité un grand intérêt en tant que candidats pour de futurs matériaux ther-

moélectriques grâce à leur température optimale de fonctionnement, de l’ordre de 700 K. C’est

typiquement l’ordre de grandeur de la température des sources de chaleurs dans les systèmes aé-

rospatiaux. Certains composés half-Heusler possèdent de bonnes propriétés thermoélectriques

23
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intrinsèques, mais insuffisantes pour des applications pratiques. Plusieurs approches ont été

utilisées pour améliorer les propriétés thermoélectriques des half-Heusler. Dans ce chapitre,

nous allons brièvement décrire les matériaux half-Heusler utilisés pour la thermoélectricité. Le

problème fondamental des half-Heusler sera abordé, ainsi que les différentes méthodes expé-

rimentales utilisées pour essayer d’y palier. Nous ferons aussi une étude des dispersions des

valeurs expérimentales, reflet d’une synthèse très délicate. Nous terminerons par les études

théoriques disponibles sur ces matériaux.
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2.2 Études expérimentales sur les half-Heusler

Les matériaux thermoélectriques half-Heusler qui nous intéressent sont des composés in-

termétalliques de formule MNiSn ou encore MCoSb avec M=Ti, Zr ou Hf. Des calculs de

structures de bandes ont permis de montrer que les systèmes half-Heusler avec 18 électrons

de valence sont des semi-conducteurs à gap étroit [91]. Cette propriété confère aux électrons

une grande masse effective ainsi qu’une augmentation du coefficient Seebeck. Ceci permet aux

composés parfaits half-Heusler d’avoir de bonnes propriétés thermoélectriques, en particulier

un coefficient Seebeck intéressant. Cependant, leur conductivité thermique est un facteur limi-

tant. C’est le problème majeur des composés half-Heusler pour la thermoélectricité. En effet,

celle ci est de l’ordre de grandeur de 10 W.m−1 ·K−1 à 300 K [4, 7, 92] et limite considéra-

blement l’efficacité thermoélectrique. L’objectif étant d’améliorer le rendement de conversion

thermoélectrique, il est donc logique de se focaliser sur la conductivité thermique. Le but prin-

cipal ici est donc de diminuer la conductivité thermique des matériaux half-Heusler tout en

essayant de garder intactes les propriétés électriques ou des les améliorer. La chaleur étant

portée majoritairement par les phonons, le problème peut se rapporter à la diffusion du maxi-

mum de phonon possible. L’objectif étant d’atteindre les propriétés thermiques des matériaux

amorphes ou très fortement désordonnés qui possèdent de très faible conductivité thermique.

Cette faible conductivité est expliqué par une marche aléatoire des phonons dans le matériau.

Leur libre parcours moyen est quasiment réduit à la distance inter-atomique. Par exemple,

les meilleures conductivités électriques sont observées dans les matériaux monocristallins alors

que les faibles conductivités thermiques sont observées dans les matériaux polycristallins ou

amorphes. Afin de comprendre comment on peut diminuer la conductivité thermique de réseau,

il est nécessaire d’identifier tout les mécanismes susceptibles de diffuser les phonons. Les pho-

nons sont des quasi-particules définies par le réseau cristallin. Ils peuvent être vus comme les

modes propres de vibration du cristal. Étant fortement dépendants de la structure cristalline,

la moindre modification de ce réseau peut modifier significativement le comportement des pho-

nons. Plus précisément, en dehors de l’anharmonicité intrinsèque des potentiels interatomiques,

toute brisure de la symétrie cristalline (notamment les symétries de translation) induit une dif-

fusion des phonons près de cette brisure de symétrie locale. Tout type de défaut cristallin peut

donc par principe diffuser les phonons et ainsi réduire la conductivité thermique. Dans un pre-

mier dans nous allons introduire la structure cristalline des composés half-Heusler pour ensuite

décrire rapidement les procédés de synthèses utilisés pour les élaborer. Nous allons ensuite étu-

dier les différentes voies utilisées pour augmenter les rendements thermoélectriques, notamment

le dopage semi-conducteurs, le dopage isoéléctronique ainsi que la nanostructuration.

2.2.1 Structure cristalline

Les half-Heusler cristallisent avec le groupe d’espace F 4̄3m, dont un prototype est MgAgAs.

Ce sont des alliages ternaires avec pour formule générale XY Z où les atomes X et Y sont

généralement des métaux de transition et l’atome Z est un métal ou un métallöıde. Cette

structure peut être vue comme quatre réseaux cubiques face-centrées s’interpénétrant dont

un des quatre sous-réseaux est constitué de lacunes. Le sous-réseau de lacunes est une des

particularité des structures half-Heusler. La structure half-Heusler est ainsi formé d’un réseau

de type ZnS blende (atomes X et Z) ainsi que d’un réseau de type NaCl (atomes X et Y), les deux
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étant imbriqués. Les atomes les plus électropositifs (atomes Y) occupent les sites octaédriques

tandis que les métaux de transition (atomes X et Y) se placent en sites tétraédriques. Les

composés half-Heusler peuvent être sujets à plusieurs types de désordre structuraux parmis

lesquels nous comptons, les désordres de types CsCl, BiF3, full-Heusler, CaF2 et de type W

[93]. Des discussions plus précises sur les structures half-Heusler et leurs particularité peuvent

être trouvé dans l’article de Graf et al. [93]. Pour une structure half-Heusler constituée des

atomes NiXSn, les atomes de nickel prennent les positions de Wickoff 4c, les atomes d’étain les

positions 4a et les atomesX (Ti, Zr, Hf) les positions 4b. La structure cristalline de ces composés

est représenté figure 2.2. Nous présenterons dans le chapitre 4 une étude plus détaillée de la

structure cristalline des half-Heusler, notamment nous verrons qu’il existe différentes phases

inéquivalentes.

Figure 2.2 – Structure cristalline de la phase half-Heusler NiXSn. Les atomes bleus repré-

sentent l’étain, les atomes jaunes le nickel et les atomes rouge les éléments X = Ti, Zr ou Hf.

2.2.2 half-Heusler parfaits

Procédés de synthèse

Les méthodes de synthèse des composés half-Heusler sont diverses et variées. La méthode

la plus utilisée restant le SPS [94], pour « Spark Plasma Sintering » ou littéralement « frittage

plasma par étincellage ». Cette méthode consiste à faire passer un courant continu pulsé très

intense à travers une poudre contenant les éléments en question, afin d’utiliser la dissipation

thermique due à l’effet Joule pour chauffer très rapidement la poudre. Dans la pratique, des

poudres ou éventuellement des nano-poudres sont enfermées dans un container de forme cy-

lindrique, généralement en graphite. Deux pistons permettent d’appliquer simultanément une

forte pression. Cette méthode permet de fritter très rapidement les matériaux sans pour autant

faire grossir significativement la taille de grain. On peut ainsi conserver une microstructure
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ou une nanostructure souhaitée après le frittage. Le terme plasma dans la dénomination de

la méthode provient du fait que l’on suppose qu’il se forme un plasma à la surface des grains

pendant le frittage. Cette interprétation est toutefois controversée.

Dispersion des mesures expérimentales

Nous allons maintenant discuter des mesures expérimentales disponibles pour les half-

Heusler. Le tableau 2.1 regroupe des mesures et calculs théoriques de conductivité thermique

pour les trois half-Heusler NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn. Nous remarquons très rapidement la

grande dispersion des valeurs obtenues pour les trois composés. Du point de vue théorique

comme du point de vue expérimental. Pour la partie théorie, la seconde colonne du tableau

présente la méthode utilisée. Dans le cas expérimental, les méthodes de synthèse sont précisées

avec entre parenthèse les moyens de caractérisation utilisés. Il est possible que les différences

entre les différentes mesures expérimentales sont liées en partie des défauts dans la synthèse.

Elles peuvent venir également des diverses microstructures présentes dans le matériau. C’est ce

qui est observé quand la microstructure des échantillons est caractérisée [95] mais ce n’est pas

toujours le cas. Il est clair que la même méthode de synthèse peut aussi mener à des grandes

différences dans les mesures. Par exemple, pour NiZrSn, Uher et al. [4] rapportent une valeur

de 17.2 W.m−1.K−1 tandis que Kawaharada et al. [96] rapportent 9.5 W.m−1.K−1. Les deux

références utilisent pourtant la même méthode de fusion par arc, cependant pour la première

référence il y a un recuit d’une semaine alors que pour la seconde référence il n’est que de 50 h.

Lorsque le groupe de Uher à recuit ses échantillons uniquement pendant 2 jours, ils obtiennent

une valeur de 8.6 W.m−1.K−1, ce qui est plus proche de la valeur obtenu par le groupe de

Kawaharada. Dans les deux cas les échantillons sont supposés être monophasés, cependant ceci

est dépendant de la méthode de caractérisation et de l’échelle d’observation. Par exemple, la

diffraction des rayons X utilisée ne permet pas de détecter les phases mineures. La mesure ne

semble donc pas concluante. À la vue de cette grande dispersion des valeurs expérimentales, il

est très difficile d’effectuer des comparaisons fiables entre les calculs théoriques et les mesures.

Ces grandes différences entre les mesures n’empêchent pas d’agir sur les conductivités ther-

miques afin de les réduire. Tant que la conductivité thermique d’un échantillon de référence

sans traitement est mesurée, il est possible d’apprécier l’effet bénéfique ou négatif du traitement

des matériaux.
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κL(W.m−1.K−1) Méthode

NiTiSn 17.91[97] LBTEthéorie

16.8[97] MLthéorie

10.7[98] AGLthéorie

7.6[99] LBTEthéorie

6[100, 101] AM(XRD/EDX/SEM)

7.4[14, 95] AM(XRD/SEM)

9.3[7]∗ AM(XRD)

NiZrSn 19.6[97] LBTEthéorie

17.5[97] MLthéorie

10.22[98] AGLthéorie

17.2[4] AM(XRD)

10.1[100, 101] AM/SPS(XRD/EDX/SEM)

9.5[96] AM(XRD/EDX)

8.8[7]∗ AM(XRD)

3.83[102] LM/SPS(XRD/SEM)

5.38[102] LM/MS/SPS(XRD/SEM)

11.5[92]∗ SSR/SPS(XRD/EMP)

NiHfSn 19.5[97] MLthéorie

12.97[98] AGLthéorie

12.5[4] AM(XRD)

6.7[7]∗ AM(XRD)

3.89[102] LM/SPS(XRD/SEM)

4.80[102] LM/MS/SPS(XRD/SEM)

Tableau 2.1 – Conductivités thermiques de réseau. Pour les valeurs expérimentales repérées

par une astérisque (∗) la conductivité thermique totale est reportée. Pour les valeurs théoriques,

la méthode de calcul est indiquée. La méthode de synthèse des matériaux est indiquée pour les

valeurs expérimentales. Les échantillons sont sensés être monophasés ou uniformes à l’échelle

de la méthode de caractérisation qui est employée par les auteurs.

LBTE : Linearized Boltzmann Transport Equation

ML : Machine Learning

AGL : Automatic Gibbs Library

AM : Arc Melting

LM : Levitation Melting

MS : Melt-Spinning

SPS : Spark Plasma Sintering

SSR : Solid State Reaction

XRD : X-Ray Diffraction

EDX : Energy Dispersive X-Ray spectrometry

EMP : Electron Microprobe

SEM : Scanning Electron Microscopy
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2.2.3 Optimisation des propriétés thermoélectriques

Une des premières stratégies pour améliorer les rendements de conversion thermoélectriques

est de doper le matériaux pour modifier la concentration des porteurs de charge. On agit ainsi

majoritairement sur les propriétés électriques. En revanche, des substitutions iso-électroniques

permettent de les préserver au mieux. Les fluctuations de masses ainsi que les fluctuations des

constantes de force introduite dans le réseau cristallin par les dopants créer des centres de diffu-

sion pour les phonons et peuvent ainsi réduire la conductivité thermique. La troisième stratégie

pour optimiser le rendement thermoélectrique par réduction de la conductivité thermique est

la nanostructuration. Dans ce cas il s’agit d’introduire des défauts de taille nanométrique au

sein de la matrice. Ainsi, aux fluctuations de masse et de constante de forces, on ajoute des in-

terfaces qui participe à la diffusion des phonons. L’introduction de défauts à différentes échelles

permet notamment de diffuser les phonons sur une plus grande plage de longueur d’onde. Nous

allons présenter très brièvement ces trois stratégies.

2.2.3.1 Dopage semi-conducteur

Une augmentation du nombre de porteur de charge par dopage permet de maximiser la

conductivité électrique. Cependant, avec ce processus, le coefficient Seebeck diminue et tend

à compenser l’effet du dopage, (cf chapitre 1). Il a été montré que la valeur du facteur de

puissance, le produit entre le coefficient Seebeck et la conductivité électrique, prend une valeur

maximale pour des concentrations de porteur de charge de l’ordre de 1019 et 1021 porteur par

cm−3 [103]. Ceci montre que les semi-conducteurs fortement dopés présentent les meilleures pro-

priétés thermoélectriques. Dans les matériaux half-Heusler étudiés de type MNiSn et MCoSb,

le dopage semi-conducteur est fait sur les sites de l’étain ou de l’antimoine. Par exemple, pour

la structure NiTiSn, un dopage entre 1 % et 5 % de Sb sur les sites de Sn donne les meilleurs

conductivités électriques [6], (jusqu’à x50 par rapport à la conductivité électrique du matériau

parfait à 300 K). De plus ce dopage permet aussi de diminuer la conductivité thermique [104]

(jusqu’à 40 % à 300K). La figure 2.3 montre des mesures des propriétés électriques et ther-

miques pour le composé ZrCoSb1−xSnx tiré de la référence [104]. Nous voyons très clairement

l’effet bénéfique d’un dopage semi-conducteur sur zT . À 600 K, un facteur 10 est observé dans

l’augmentation de zT pour des concentrations de dopants de 0.1 et 0.15. Ceci est majoritai-

rement dû à l’augmentation du facteur de puissance S2/ρ, notamment par l’augmentation de

la conductivité électrique. Dans le cas présent, une diminution significative de la conductivité

thermique est aussi observée. Ce qui participe d’autant plus à l’augmentation de zT . Cette

exemple illustre bien le double effet bénéfique du dopage. Cependant, ce n’est pas toujours le

cas [105].

2.2.3.2 Dopage phononique

Pour améliorer les propriétés thermiques on peut chercher à perturber la propagation des

phonons sans modifier les propriétés électriques. Un dopage isoélectronique peut permettre de

découpler les effets électroniques et les effets sur les phonons. Dans notre cas il sera question de

substitutions isoélectroniques sur les sites atomiques M (MNiSn). En effet, dans l’optique de

conserver les propriétés électriques précédemment modifiées avec un dopage semi-conducteur,

il est préférable d’utiliser des substitutions isoélectroniques, sensées ne modifier que très lé-
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(a)

(b)

(c)

Figure 2.3 – Dépendance en température des propriétés thermoélectriques du composé

ZrCoSnxSb1−x pour diffèrentes concentrations x. (a) Conductivité thermique ; (b) facteur de

puissance ; (c) Figure de mérite. Ces figures sont tiré de la référence [104].

gèrement la structure électronique. Dans cette thèse nous nous consacrons uniquement aux

effet des substitutions isoélectroniques. Beaucoup d’expériences [8, 92, 106] ont été conduites

pour étudier l’influence de différents types de dopants à différentes concentrations. Ces études

ont montré une nette amélioration des rendements thermoélectriques notamment grâce à une

diminution de la conductivité thermique. La composante proncipale de cette réduction est la

variation de masse induite par les atomes en substitution. Dans les chapitres 5 et 6 de ce ma-

nuscrit nous verrons en détail les contributions des ces deux effets dans le cadre des half-Heusler

NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn. Le tableau 2.2 regroupe quelques exemples de l’effet des substitu-

tions isoélectroniques sur la conductivité thermique, ainsi que sur zT quand les mesures sont

disponibles. Les parenthèses indiquent le composé de référence. Prenons l’exemple d’un dopage

au palladium sur les sites de nickel dans le composé NiZrSn. Pour Ni0.8Pd0.2ZrSn on observe
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une réduction de la conductivité thermique de 50 % par rapport au composé NiZrSn. Dans

tout les cas reportés dans ce tableau, une diminution de la conductivité thermique est toujours

observée. Cependant, l’effet sur zT n’est pas forcément bénéfique dans toutes les situations.

En effet, le groupe de Uher [92] rapporte une diminution de 25 % de la conductivité thermique

en ayant substitué 50 % des atomes de nickel par des atomes de palladium dans la structure

ZrNiSn0.99Sb0.01. Ils observent cependant une réduction de zT de 57 %. De même que pour le

cas du dopage semi-conducteur vu précédemment, il est très difficile de jouer uniquement sur

une seule propriété en raison de l’interdépendance de toutes les propriétés physiques. Il est bon

de noter que ce tableau regroupe des mesures de conductivité thermique totale et non unique-

ment la contribution des phonons. Nous pouvons être dans des situations du type : le dopage

réduit la conductivité thermique de phonon, par contre il augmente la conductivité électrique

ce qui induit aussi une augmentation de la conductivité thermique totale. Pour ce qui est des

substitutions sur les site de titane, zirconium ou hafnium, on observe systématiquement une

augmentation de zT .

Composition Variations Variations de Température

de zT conductivité thermique

ZrNi0.8Pd0.2Sn ∼ -50 % (NiZrSn) 800K [92]

ZrNi0.8Pd0.2Sn0.99Sb0.01 ↘ -21 % (ZrNiSn0.99Sb0.01) 800K [92]

ZrNi0.5Pd0.5Sn0.99Sb0.01 ↘ -25 % (ZrNiSn0.99Sb0.01) 800K [92]

Zr0.5Hf0.5Ni0.8Pd0.2Sn0.99Sb0.01 ↗ -28 % (Zr0.5Hf0.5NiSn0.99Sb0.01) 800K [92]

Zr0.5Hf0.5Ni0.5Pd0.5Sn0.99Sb0.01 ↘ -50 % (Zr0.5Hf0.5NiSn0.99Sb0.01) 800K [92]

Zr0.5Hf0.5NiSn ↗ -50 % (NiZrSn) 300K [7]

Ti0.5Zr0.5NiSn ↗ -47 % (TiNiSn) 300K [7]

Ti0.5Hf0.5NiSn ↗ -61 % (TiNiSn) 300K [7]

Zr0.5Hf0.5NiSn* ↗ -22 % (NiZrSn) 300K [4]

Zr0.5Hf0.5NiSn** ↗ -50 % (NiZrSn) 300K [4]

Zr0.5Hf0.5NiSn*** ↗ -69 % (NiZrSn) 300K [4]

Hf0.75Zr0.25NiSn0.98Sb0.02 ↗ -37 % (HfNiSn0.98Sb0.02) 300K [107]

Hf0.6Zr0.4NiSn0.98Sb0.02 ↗ -49 % (HfNiSn0.98Sb0.02) 300K [107]

Hf0.5Zr0.5NiSn0.98Sb0.02 ↗ -51 % (HfNiSn0.98Sb0.02) 300K [107]

Tableau 2.2 – Quelques exemples de dopage phononique sur les composés half-Heusler. Les

composés entre parenthèses indiquent la composition de référence. Les étoiles spécifient les

différents temps de recuit. * : sans recuit, ** : 2 jours, *** : 1 semaine.

Pour terminer cette discussion sur les deux types de dopages, la figure 2.4 regroupe quelques

évolution en température de zT pour différents composés half-Heusler avec différents dopages.

Le meilleur zT a été obtenu par le groupe de Sakurada et Sutoh [8, 108] avec une valeur maximal

de 1.5 à 700 K. Cette valeur à été obtenue pour le composé Zr0.25Hf0.25Ti0.5Sn0.998Sb0.002. Le

composé de référence NiTiSn a été optimisé avec un dopage semi-conducteur sur les sites d’étain

avec 0.2 % de substitution par des atomes d’antimoine. Il a aussi été optimisé par un dopage

phononique avec 50 % des atomes de titane ayant été substitués par 25 % de zirconium et

25 % de hafnium.



2.2. ÉTUDES EXPÉRIMENTALES SUR LES HALF-HEUSLER 33

Figure 2.4 – Figure de mérite en fonction de la température pour plusieurs composés half-

Heusler d’après [109].

2.2.3.3 Introduction de nanostructures

L’idée initiale sous jacente à l’inclusion de nanoparticules est de diminuer la conductivité

thermique de réseau en diffusant les phonons aux interfaces matrice/nanoparticule tout en

conservant les propriétés électriques intactes ou en les améliorants. L’inclusion de nanoparti-

cules est communément appellé la nanostructuration. Identifier et contrôler les propriétés des

nanoparticules précisément est très complexe. En effet, une taille de nanoparticules non adaptée,

la localisation de ces nanoparticules au sein de la matrice, leur composition et leur concentra-

tion peuvent devenir des facteurs limitants. Si ces paramètres ne sont pas bien contrôlés, une

détérioration des performances thermoélectriques peut être observée. De façon opposée, si ces

facteurs sont bien identifiés, en plus d’une diminution de la conductivité thermique, on peut

observer une augmentation du coefficient Seebeck et/ou de la conductivité électrique. Dans la

suite de ce chapitre, nous allons brièvement décrire les effets observés expérimentalement avec

l’inclusion de nanoparticules. Nous verrons, entre autres, que ces effets ne sont pas monotones et

nécessitent une identification précise des paramètres optimaux pour chaque type de nanoparti-

cule. Dans cette partie nous allons exposer quelques voies empruntées par les expérimentateurs

pour nanostructurer les matériaux half-Heusler. Dans un premier temps nous allons décrire les

deux méthodes utilisées pour la synthèse de ces nanocomposites et nous verrons brièvement

quels types de nanoparticule sont utilisés et quels sont les effets supposés sur les propriétés

observées.

La nanostructuration des composés peut être catégorisée en terme de microstructure [110] :

– les composés à matrice half-Heusler microscopique avec nanoinclusions,

– les composés à matrice half-Heusler nanoscopique avec nanoinclusions.
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La figure 2.5 illustre les deux approches. Ces deux approches peuvent être subdivisée en deux.

Les nanostructures peuvent être insérées de façon ex-situ ou in-situ. L’approche in-situ consiste

à faire ”apparâıtre” les nanoparticules directement au sein de la matrice, par exemple par nano-

précipitation. Les inclusions nanoscopiques se forment directement dans la matrice homogène

par nucléation ou croissance [15, 111–116]. L’approche ex-situ est basé sur un mélange méca-

nique des nanoparticules avec la matrice initiale. Par exemple les mélanges peuvent être fait

avec la méthode « ball miling » [11, 17, 95, 117, 118] ou encore « melt spinning » [119, 120]. Nous

Figure 2.5 – À gauche : matrices half-Heusler microscopique avec nanoinclusions, à droite :

matrice half-Heusler nanoscopique avec nanoinclusion. Les cercles verts représentent les na-

noinclusions et les carrés blanc, la matrice half-Heusler.

allons maintenant faire une liste non exhaustive des différents facteurs à prendre en compte

quant il s’agit de nanostructurer. En effet, cette méthode est beaucoup plus délicate à mettre

en œuvre que le simple dopage. Certes les effets induits par les dopages peuvent être complexes,

mais nous sommes limité à quelques paramètres tel que la concentration ou le type de dopant.

L’insertion de nanostructures est susceptible d’induire beaucoup plus de biais que les dopages.

Par exemple :

– Taille et distribution des nanoparticules :

– Les nanoparticules ont tendance à se localiser majoritairement aux joints de grain

[9, 121, 122].

– Les nanoparticules doivent être suffisamment petites pour ne pas diffuser les électrons

et aussi mieux diffuser les phonons [9, 121, 123, 124].

– Les grains doivent être suffisamment gros pour ne pas diffuser les électrons aux joints

de grain [124].

– Les nanoparticules peuvent croitre pendant la synthèse [115, 116].

– Effet de la concentration

– Si la concentration est trop élevée, un réseau métallique peut être formé entre les

nanoparticules et ainsi détériorer les propriétés [116].

– Effet de la composition

– Les nanoparticules doivent être inertes et ne pas réagir avec la matrice [125, 126].
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– La composition des nanoparticules peut être utilisée pour améliorer les propriétés

électriques.

– Une composition adaptée peut amener à la formation d’interfaces cohérentes entre

matrice et nanoparticules [115, 127, 128].

– Le facteur de puissance peut être augmenté par l’effet « energy filtering » [9, 15, 116,

121, 122, 129–131].

Il n’y a aucun doute sur le faite que ces effets agissent directement sur les propriétés ther-

moélectriques. Et dans le cas où ils sont mal contrôlés, une détérioration des propriétés ther-

moélectriques peut être observée. De manière similaire au dopage, l’approche qui est faite avec

les nanostructures est empirique. Par exemple, différents types de nanostructure sont testés

avec différentes concentrations et une tendance générale est déduite. Le tableau 2.3 regroupe

quelques expériences de nanostructuration sur des composé half-Heusler. Les diminutions rela-

tives des propriétés thermoélectriques sont montrées : la résistivité électrique ρ, la conductivité

thermique κ, le coefficient Seebeck α, le facteur de puissance, produit de la conductivité élec-

trique σ et du coefficient Seebeck au carré α2 : σα2, ainsi que le facteur de mérite zT . Les

différents types de nanostructure et leur pourcentage volumique sont aussi montrés. Les tailles

des nanostructures sont aussi montrées quand elles sont disponibles dans les articles. Les va-

leurs avec un astérisque « * » indiquent que la conductivité thermique de réseau est donnée,

et non la conductivité thermique totale. La principale information à retirer de ce tableau est

la complexité liée à la nanostructuration. En effet, comme nous pouvons le voir pour les diffé-

rentes propriétés thermoélectriques, il est très difficile, voir impossible, de ne jouer que sur une

propriété spécifique. L’interdépendance des propriétés thermoélectriques est très importante.

L’approche initiale de la nanostructuration était centrée sur la réduction de la conductivité

thermique. Or, il apparait évident, que les propriétés électriques sont affectées aussi. L’objectif

de la nanostructuration s’est recentrée sur une amélioration simultanée des propriétés. Comme

le montre le tableau, tout les cas sont possibles. Une amélioration simultanée de toutes les

propriétés, une amélioration centrée sur une seule ou plusieurs propriétés, la dégradation de

toutes les propriétés ou la dégradation conjointe avec une amélioration. Ceci étant dit, il est

très difficile de comprendre et prédire l’effet des nanostructures. Les mécanismes mit en jeu

sont encore mal compris. Comme précédemment avec les dopages, l’approche adopté pour la

nanostructuration est très empirique.
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2.3 Études théoriques sur les HH

Nous allons maintenant expliquer brièvement les travaux théoriques disponibles sur les half-

Heusler pour la thermoélectricité. Ici nous passons en revue uniquement les travaux théoriques

à l’échelle atomique centré sur le calcul des propriétés physiques des matériaux half-Heusler,

car ce sont ces travaux qui nous intéressent pour cette thèse. Il est bon de noter que de manière

générale assez peu d’études théoriques sont disponibles concernent ces matériaux. Les articles

théoriques traitent la plupart du temps du calcul et de la prédiction des propriétés physiques

importantes pour la thermoélectricité : conductivité électrique, coefficient Seebeck et conduc-

tivité thermique. Ces travaux sont importants car ils apportent une dimension supplémentaire

aux expériences. Ils peuvent permettre de guider les expériences vers des voies d’optimisation.

Ils permettent de confirmer les modèles théoriques et d’observer leurs déviations. Les calculs

théoriques peuvent être vu comme des expériences numériques, de ce fait ils sont un substitue

potentiel aux expériences. En effet, les expériences étant très difficiles est couteuse à mettre

en œuvre, il est pratique de pouvoir les réaliser numériquement de façon plus systématique

et moins couteuse. Un des autres avantages de la simulation numérique est le découplage des

effets. En effet, numériquement il est assez facile de pouvoir découpler les effets pris en compte,

alors qu’expérimentalement cela est parfois impossible. La thermoélectricité étant un très bon

exemple, en raison de l’interdépendance de toutes les propriétés physiques mises en jeu. Numé-

riquement il est simple de découpler la contribution des phonons à la conductivité thermique

totale, expérimentalement, cela est encore impossible.

Conductivité électrique et coefficient Seebeck Les études théoriques se concentrent majoritai-

rement sur des calculs de la conductivité électrique [134]. Bien souvent la méthode utilisée est

une équation de transport de Boltzmann pour les électrons dans l’approximation du temps de

relaxation basée sur des calculs ab initio pour obtenir la structure de bande. Par exemple, utili-

sant cette méthode le groupe de Yang [135] a réussi à prédire les taux de dopage semi-conducteur

optimaux. C’est-à-dire la concentration de porteur de charge susceptible d’augmenter au maxi-

mum la conductivité électrique. Des calculs de structure électronique [136–138] permettent de

comprendre les liaisons chimiques ainsi que la formation et la stabilité des half-Heusler thermo-

électriques et par exemple prédire les valeurs des gaps semi-conducteurs. Ce type d’information

est très important vis-à-vis de l’optimisation de la conductivité électrique.

Conductivité et propriétés thermique Les études centrées sur le calcul des propriétés ther-

mique sont moins nombreuses que celle sur les propriétés électroniques. Ceci est compréhen-

sible, car la plupart du temps l’étude des propriétés thermiques nécessite au préalable une

étude de la structure électronique. De plus, à notre connaissance, la majorité des article dispo-

nibles ne traitent que des propriétés thermiques des matériaux parfaits. Carrete et al. ont fait

une étude de type « high-throughput » sur plusieurs milliers de composé half-Heusler. Après

avoir réduit l’ensemble a quelques half-Heusler pertinent, dont deux des composés à l’étude

dans cette thèse, NiTiSn et NiZrSn, ils ont calculé leur conductivité thermique. Ils proposent

aussi une méthode pour estimer la conductivité thermique des half-Heusler grâce à une mé-

thode « machine-learning ». Similairement, Toher et al. utilisent la méthode « Automatic Gibss

Library » pour estimer la conductivité thermique. Ces estimations permettent d’identifier ra-

pidement les potentiels matériaux avec les plus faibles conductivités thermiques. Ensuite, une
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description complètement ab initio est nécessaire afin de confirmer les résultats. Cette des-

cription est disponible pour le composé NiTiSn, Ding et al. [99] ont calculé la conductivité

thermique de manière complément ab initio avec une méthode itérative de résolution de l’équa-

tion de Boltzmann. La conductivité électrique est aussi calculé dans l’approximation du temps

de relaxation.

En ce qui concerne l’étude des défauts dans les half-Heusler thermoélectrique peu d’articles

sont disponibles. Le groupe de Colinet [139] ont montré que des lacunes de nickel ainsi que

du nickel en interstitiel sont les défauts les plus stables dans le composé NiTiSn. L’effet sur

la structure électronique, les propriétés de phonon et la stabilité du composé ont été calculé.

Concernant le dopage phononique, Shiomi et al. [140] ont étudié l’effet du dopage sur les site

de zirconium dans le composé ZrCoSb en supposant une transférabilité des constantes de force

anharmonique, ensuite la conductivité thermique a été calculée dans l’approximation du temps

de relaxation. Sun et al. [141] rapportent les propriétés électronique ainsi que les propriétés har-

moniques de phonon du dopage en zirconium et hafnium sur les sites de titane dans le composé

TiCoSb. Ceci pour certaines concentrations précises. Ils montrent entre autres que le dopage

peut avoir un effet bénéfique sur les propriétés électroniques. A notre connaissance, aucune

étude théorique sur l’effet du dopage sur les composés NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn n’est dispo-

nible. En ce qui concerne les nanostructures, l’article de Kirievsky [142] confirme le potentiel

leur potentiel sur le half-Heusler NiTiSn. Et le groupe de Geng [143] prédit une réduction de

la conductivité thermique dû à des nanostructures par le biais de modèles phénoménologiques.

En conclusion, on note une différence significative entre les nombres d’études théoriques et

expérimentales dans le domaine des half-Heusler thermoélectriques.

2.4 Conclusions

Dans cette partie nous avons fait l’état de l’art des composés half-Heusler pour la ther-

moélectricité. Nous avons vu, entre autre, que la synthèse de ces matériaux est extrêment

délicate, ce qui donne lieu à de grandes dispersions des valeurs expérimentales, notamment

pour les mesures de conductivité thermique. Ceci est probablement dû à la grande variété de

microstructures des produits synthétisés. Nous avons vu aussi que la propriété limitante des

half-Heusler est la conductivité thermique. La plupart des stratégies expérimentales sont donc

mise en oeuvre dans le but de la réduire. Les expérimentateurs font appel à trois traitements

d’optimisation des matériaux bruts. Dans un premier temps, un dopage semi-conducteurs est

effectué pour agir sur les propriétés électriques. Il s’agit d’augmenter la concentration de porteur

de charge. Nous avons vu que ce dopage peut aussi avoir un effet bénéfique sur la conductivité

thermique. Dans un second temps, un dopage phononique est effectué pour diffuser les pho-

nons et de réduire la conductivité thermique. Avec cette méthode, de grandes réductions dans

la conductivité thermique sont observées, cependant des dégradations des propriétés électriques

peuvent en compenser les effets. Dans un dernier temps, une nanostructuration est effectuée

afin de réduire encore la conductivité thermique. Nous avons montré que l’insertion de nano-

particules mène à toutes sortes de comportements des propriétés physiques. Une amélioration

globale de toutes les propriétés physiques ou une dégradation peuvent être observées. Même si

expérimentalement il est impossible de découpler les effets, il est intéressant de pouvoir le faire

numériquement afin d’extraire uniquement les effets sur la conductivité thermique.
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3.3.2 Théorèmes de Hohenberg et Kohn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.3.3 Equation de Kohn-Sham . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons décrire les théories et méthodes qui ont été utilisées tout au

long de cette thèse afin de calculer les propriétés thermiques.

La conduction thermique est un transport d’énergie sans transport de matière (c.-à-d. sans

convection) depuis une région chaude vers une région plus froide. À l’échelle macroscopique, ce

phénomène est décrit par l’équation de la chaleur que l’on peut déduire d’un bilan d’énergie,

soit :
∂T (~r, t)

∂t
+

1

ρCp
~∇r ·Q(~r, t) = 0, (3.1)

39
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où T (~r, t) est la température dépendante de la position ~r et du temps t. Q(~r, t) est la densité

de flux de chaleur, ρ la masse volumique et Cp la capacité calorifique. En utilisant la loi de

Fourier [144] liant la densité de flux de chaleur au gradient de température :

Q(~r, t) = −κ~∇rT, (3.2)

avec κ la conductivité thermique, on obtient l’équation de la chaleur :

∂T (~r, t)

∂t
− κ

Cpρ
∆rT = 0. (3.3)

Cette équation relie la différence de température avec un flux de chaleur instantané.

L’équation de la chaleur décrit la diffusion de la chaleur dans la matière à l’échelle ma-

croscopique mais elle ne décrit pas précisément les processus physiques mis en jeu donnant

lieu à la diffusion des porteurs de chaleur. Dans les solides, l’énergie thermique est portée par

les électrons ou les phonons et plus particulièrement par les phonons dans les isolants et les

solides faiblement conducteurs. Comprendre et quantifier les interactions entre ces phonons est

un point critique pour pouvoir prédire précisément les propriétés de transport thermique. Une

approche théorique pour calculer la conductivité thermique de phonon dans les matériaux faci-

literait notre compréhension de la dissipation de chaleur dans les matériaux thermoélectrique.

À des température supérieures à une dizaine de Kelvin, la conductivité thermique de phonon

est généralement dominée par des mécanismes de diffusion à trois phonons. Ces mécanismes

tirent leur origine de l’anharmonicité des potentiels inter-atomiques. La diffusion anharmonique

des phonons est un processus résistif intrinsèque qui ne requiert pas la présence de défauts. En

1929, Peierls a pour la première fois formulé une description microscopique de la conductivité

thermique de phonon grâce à l’équation de transport de Boltzmann pour les phonons (PBTE :

Phonon Boltzmann Transport Equation). Bien que le cadre pour décrire la conductivité ther-

mique est bien connu, le développement d’une approche théorique prédictive pour calculer la

conductivité thermique est limité par la difficulté d’accès de forces inter-atomiques harmonique

et anharmonique. L’équation de transport de Boltzmann permet de décrire l’évolution d’un sys-

tème hors d’équilibre thermodynamique par le biais de la densité de particules en mouvement

et en interaction les unes avec les autres. Les phonons étant des particules définies par le réseau

atomique, les informations de structure électronique gouvernant ce réseau sont essentielles. En

effet, ce sont les électrons qui sont à l’origine des liaisons inter-atomiques, ce sont donc les

électrons qui vont gouverner la structure cristalline sur laquelle est définie les phonons.

3.2 Des phonons à l’équation de Boltzmann

Dans cette partie nous allons introduire les bases pour calculer la conductivité thermique

dans les matériaux cristallin.

3.2.1 Phonons et approximation Harmonique

Dans un gaz, à une certaine température, les atomes et molécules se déplacent avec une

distribution de vitesse : c’est l’agitation thermique. À cette distribution de vitesse est associé

une température. Dans les solides, la situations est un peu différente. En effet, les atomes

n’ont plus la possibilité de se déplacer sur de grandes distances car ils sont liés les uns aux
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autres. Ils forment ce qu’on appelle un réseau cristallin. Dans la description d’un monocristal,

on peut tirer parti de l’invariance par translation pour réduire l’étude d’un cristal à l’étude

d’un motif cristallin qui se répète par l’action des translations. Les atomes ne pouvant pas

se déplacer, car liés les uns aux autres, ils ont néanmoins la possibilité de s’écarter de leurs

positions d’équilibre moyennes. Dans la vision classique, un cristal est vu comme des atomes

liés les uns aux autres par un partage d’électrons. L’énergie associée aux liaisons atomique étant

dépendante de la distance entre les atomes, certaines positions sont préférentielles. Si un atome

voit sa position s’écarter de sa position d’équilibre, il va subir une force de ”rappel” et va avoir

tendance y retourner. Ceci donne lieu à une vibration des atomes autours de leurs position

d’équilibre. Dans ce contexte, les liaisons atomiques peuvent être décrites comme des ressorts

harmoniques. La dynamique de ce réseau cristallins peut ainsi être analysé en terme de modes

propres de vibration. Un mode propre de vibration se traduit comme une onde de matière à

laquelle est associé une énergie ~ω, avec ω, la fréquence de vibration des atomes autours de leurs

positions d’équilibres. Les énergies des modes propres de vibration d’un cristal sont quantifiées.

Le quanta d’énergie associé à l’excitation élémentaire d’un cristal est appelé un phonon. À

l’instar d’un photon qui est un quanta d’énergie du champ électromagnétique, un phonon est

un quanta d’énergie du réseau cristallin. Les phonons sont donc une manifestation cohérente

de l’énergie cinétique dans un milieu élastique discret. L’étude des phénomènes de transport de

chaleur dans les cristaux peut donc se réduire à l’étude des phonons et de leur dynamique. Si

on fait l’approximation que les potentiels inter-atomiques sont quadratiques, c’est-à-dire dans

l’approximation harmonique, nous sommes dans une description d’un système de phonon sans

interaction. Afin de rajouter des interactions, et des donc des processus résistifs, il est nécessaire

de considérer l’anharmonicité du cristal. Nous allons brièvement développer le formalisme lié

aux phonons dans l’approximation harmonique, c’est-à-dire l’oscillateur harmonique quantique.

Puis dans un second temps nous irons au de la de l’approximation harmonique en introduisant

les interactions entre 3 phonons. La suite de ce chapitre se base sur l’ouvrage de référence

de Srivastava [145] et celui de Ziman [146]. Considérons un cristal pour lequel on note Rlτα
la composante cartésienne de l’atome τ dans la cellule primitive l, l’Hamiltonien du système

s’écrit :

H =
N∑

lτα,l′τ ′β

p2
lτα

2Mτ
+ V (Rlτα). (3.4)

Où le premier terme est l’énergie cinétique avec plτα l’impulsion et Mτ la masse de l’atome τ .

Le second terme est l’énergie potentielle. Si l’on définit le déplacements des atomes autour de

leurs position d’équilibre R0
lτα par :

ηlτα = Rlτα −R0
lτα, (3.5)

Alors le développement de l’énergie potentielle jusqu’au second ordre s’écrit :

V =V0 +
∑

lτ

∑

α

∂V

∂ηlτα

∣∣∣∣
0

ηlτα +
1

2

∑

lτ l′τ ′

∑

αβ

∂2V

∂ηlτα∂ηl′τ ′β

∣∣∣∣
0

ηlταηl′τ ′β (3.6)

=
1

2

∑

lτ l′τ ′

∑

αβ

φlτα,l′τ ′βηlταηl′τ ′β (3.7)

V0 est choisi comme origine des énergies et comme à l’équilibre les forces entre atomes sont

nulles, le terme en dérivé première s’annule. Nous avons aussi introduit les constantes de force
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du second ordre :

φlτα,l′τ ′β =
∂2V

∂ηlτα∂ηl′τ ′β
(3.8)

Dans cette approximation, les équations du mouvement s’écrivent :

Mτ
d2ηlτα
dt2

= −
∑

l′τ ′β

φlτα,l′τ ′βηl′τ ′β (3.9)

En cherchant des solutions de la forme :

ηlτα = ulταe
−iωt = uταe

i(q.Rl−ωt), (3.10)

On obtient que les fréquences ω doivent satisfaire l’équation aux valeurs propres,

Mτω
2ulτα =

∑

l′τ ′β

φlτα,l′τ ′βe
iq.(Rl′−Rl)uτ ′β (3.11)

Ou encore,

ω2xτα =
∑

τ ′β

Dτα,τ ′β(q)xτ ′β (3.12)

Si l’on définit la matrice dynamique,

Dτα,τ ′β(q) =
∑

l′

φlτα,l′τ ′β√
MτMτ ′

eiq.(Rl′−Rl), (3.13)

et les déplacements réduits xτ ′β =
√
Mτηlτα. Les fréquences propres du cristal sont donc les

valeurs propres de la matrice dynamique ωqp. Dans la suite, on notera eτα(qp) le vecteur

propre associé. Nous allons maintenant chercher une représentation diagonale de l’Hamiltonien

(3.4) en le combinant avec le développement de l’énergie potentielle (3.7). On obtient pour

l’Hamiltonien harmonique :

Hharm =
N∑

lτα,l′τ ′β

p2
lτα

2Mτ
+

1

2

∑

lτ l′τ ′

∑

αβ

φlτα,′τ ′βηlταηl′τ ′β (3.14)

Pour simplifier cet Hamiltonien, on peut introduire de nouvelles coordonnées, si on fait la

transformée de Fourier des coordonnées ηlτα et du moment plτα, suivie d’une transformation

en coordonnées normales :

X(qp) =
1√
V

∑

τ

√
Mτe

∗
τα(qp) ·

∑

l

ηlταe
−iq.l (3.15)

P (qp) =
1√
V

∑

τ

√
Mτeτα(qp) ·

∑

l

plταe
iq.l (3.16)

où les eτα(qp) et e∗τα(qp) sont les vecteurs de polarisation qui sont utilisés pour représenter

la grandeur et la direction de la vibration de l’atome τ dans le mode qp ou p est la branche

de polarisation. Ce sont aussi les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres ω2
qp. Ces

nouvelles coordonnées correspondent aux premières variables de quantification, c’est la repré-

sentation de type ondulatoire associés aux ondes de matière. Pour ré-exprimer l’Hamiltonien,
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une dernière étape est nécessaire, nous passons à la représentation de type quasi-particule où

nous utilisons des opérateurs de seconde quantification :

aqp =
1√

2~ωqp

P (qp)− i
√
ωqp

2~
X†(qp) (3.17)

a†qp =
1√

2~ωqp

P †(qp) + i

√
ωqp

2~
X(qp) (3.18)

Les a†qp et aqp sont les opérateurs de création et d’annihilation d’un phonon dans le mode qp (le

† représente le conjugué hermitien de l’opérateur en question). En utilisant ces opérateurs, on

obtient que l’Hamiltonien harmonique s’exprime comme une somme d’oscillateurs harmoniques

quantiques indépendant.

Hharm =
∑

q

3∑

p=1

~ωqp

(
a†qpaqp +

1

2

)
(3.19)

Dans cette représentation l’Hamiltonien est diagonal. En effet, si l’on considère des états |nqp〉
possédant n phonons de vecteur d’onde q et de polarisation p et que l’on applique l’opérateur

Hamiltonien, on obtient :

Hharm |nqp〉 =
∑

qp

~ωqp

(
nqp +

1

2

)
|nqp〉 (3.20)

avec les valeurs propres εqp = ~ωqp(nqp + 1
2). L’énergie moyenne des phonons dans le mode qp

s’exprime :

ε̄qp = ~ωqpn̄qp (3.21)

Où n̄qp est la distribution de Bose-Einstein :

n̄qp =
1

(e~ωqp/kBT − 1)
. (3.22)

3.2.2 Interactions phonon-phonon

Dans l’approximation harmonique il n’y a pas de terme dissipatif pour les phonons. Du

point de vue des oscillateurs, il n’y a pas d’amortissement. Ceci donne lieu à une conductivité

thermique infinie, car les phonons n’éprouveraient aucune résistance dans leur propagation.

Pour calculer la conductivité thermique, il est nécessaire d’introduire un terme d’interaction.

Si nous reprenons l’expression du développement de Taylor de l’énergie totale d’un cristal par

rapport aux déplacements atomiques autour de leur position d’équilibre (3.7), mais cette fois

ci à un ordre supérieur, on obtient :

V =
1

2

∑

lτ l′τ ′

∑

αβ

φlτα,l′τ ′βηlταηl′τ ′β (3.23)

+
1

6

∑

lτ l′τ ′l′′τ ′′

∑

αβγ

φlτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γηlταηl′τ ′βηl′′τ ′′γ (3.24)

Avec,

φlτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γ =
∂3V

∂ηlτα∂ηl′τ ′β∂ηl′′τ ′′γ
. (3.25)
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qp

q′p′

q′′p′′

(a) Classe 1 : Les deux phonons dans les modes qp

et q′p′ s’annihilent et donnent lieu à la création d’un

troisième phonon dans le mode q′′p′′.

q′p′

q′′p′′

qp

(b) Classe 2 : Le phonon qp s’annihile, donnant lieu

à la création de deux nouveaux phonons dans les

modes q′p′ et q′′p′′.

Figure 3.1 – Diagrammes de Feynman : événements de classe 1 (collision) et 2 (anhilation)

Si on utilise les mêmes opérateurs d’annihilation et création de phonon que précédemment, on

peut réécrire l’Hamiltonien dans le formalisme de la seconde quantification :

H =
∑

qp

~ωqp(a
†
qpaqp +

1

2
) +

1

3!

∑

qp;q′p′;q′′p′′
δG,q+q′+q′′Φ(qp,q′p′,q′′p′′)

× (a†qp − a−q′p′)(a†q′p′ − a−q′p′)(a
†
q′′p′′ − a−q′′p′′), (3.26)

où Φ(qp,q′p′,q′′p′′) est proportionnel à la transformée de Fourier des constantes de forces au

troisième ordre φq,q
′,q′′

τα,τ ′β,τ ′′γ projeté sur les directions des vecteurs de polarisation :

Φ(qp,q′p′,q′′p′′) =
i√
V N0

∑

ττ ′τ ′′

∑

αβγ

~3/2

√
8MτMτ ′Mτ ′′ωqpωq′p′ωq′′p′′

(3.27)

× eτα(qp)eτ ′β(q′p′)eτ ′′γ(q′′p′′)φq,q
′,q′′

τα,τ ′β,τ ′′γ , (3.28)

avec,

φq,q
′,q′′

τα,τ ′β,τ ′′γ =
∑

l′,l′′
φ0τα,l′τ ′β,l′′τ ′′γe

iq′.l′eiq
′′.l′′ (3.29)

Ainsi, le développement de l’énergie au troisième ordre introduit des processus de diffusion

entre les phonons par des mécanismes à trois phonons. Ces processus à trois phonons peuvent

être classé en deux catégories. Les événements de classe 1 ou encore les processus de collision

ainsi que les événements de classe 2 ou les processus de désintégration. Ces deux types de

processus sont montrés sur la figure 3.1. Les lois de conservation du moment et de l’énergie

pour les processus de classe 1 s’expriment :

q′′ = q + q′ + G, (3.30)

~ωq′′p′′ = ~ωqp + ~ωq′p′ , (3.31)

et pour ceux de classe 2 :

q = q′ + q′′ + G, (3.32)

~ωqp = ~ωq′p′ + ~ωq′′p′′ . (3.33)

avec G un vecteur du réseau réciproque et les q, q′ et q′′ sont les vecteurs d’onde des trois

phonons impliqués dans la diffusion. Cette conservation du moment total donne lieu à deux
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cas. Les cas où G = 0 et celui où G 6= 0. Les processus de diffusion tombant dans le premier

cas s’appellent les processus « normaux », en anglais « normal processes ». Ces processus ne

participent pas directement à la résistance thermique. En effet, si par exemple, si un phonon

dans le mode qp entre en collision avec un phonon dans le mode q′p′, il donne lieu à un troisième

phonon dans le mode q′′p′′ et on a pour la loi de conservation du moment :

− q− q′ + q′′ = 0. (3.34)

Pour ce type de processus, la direction de propagation de l’énergie est conservé. C’est pour

cette raison que ces processus de type normaux participent peu à la résistance thermique.

Certes, il y a diffusion des phonons, cependant le phonon résultant est dans le même sens de

propagation que les deux phonons initiaux. Le second cas où G 6= 0 donne lieu à des processus

que l’on appelle « Umklapp ». Ce sont ces processus qui sont majoritairement responsables de

la résistance thermique. En effet, la règle de conservation du moment pour le même processus

que dans le premier cas s’écrit :

− q− q′ + q′′ = G (3.35)

Pour ce type de processus, comme on fait appel à un vecteur du réseau réciproque G, la direction

de propagation est changée. Le phonon résultant de la diffusion se propagera dans une direction

autre que celle des phonons initiaux. Ce qui donne lieu à de la résistance thermique.

Grâce à la théorie des perturbation et notamment à la règle d’or de Fermi [147, 148], il

est possible d’exprimer directement les taux de transition pour des processus à trois phonons,

entre un état initial |i〉 et un état final 〈f | :

W (i→ j) =
2π

~
| 〈f |V3 |i〉 |2δ(Ef − Ei). (3.36)

δ(Ef − Ei) traduit la conservation de l’énergie, et V3 est la partie anharmonique du potentiel.

En appelant nqp de la population de phonon dans le mode qp, le taux de diffusion pour les

événements de classe 1 est :

P̃
(1)
qp,q′p′,q′′p′′ =

2π

~
nqpnq′p′(nq′′p′′ + 1)|Ṽ3−qp,−q′p′,q′′p′′ |2δ(~ωqp + ~ωq′p′ − ~ωq′′p′′). (3.37)

alors que pour les événements de classe 2 ont a :

P̃
(2)
qp,q′p′,q′′p′′ =

2π

~
nqp(nq′p′ + 1)(nq′′p′′ + 1)|Ṽ3−qp,q′p′,q′′p′′ |2δ(~ωqp − ~ωq′p′ − ~ωq′′p′′). (3.38)

Ṽ3−qp,q′p′,q′′p′′ est le couplage anharmonique des trois phonons mis en jeu lors de la diffusion,

Ṽ3qp,q′p′,q′′p′′ =

√
~

8N0ωqpωq′p′ωq′′p′′

∑

ττ ′τ ′′

∑

αβγ

φq,q
′,q′′

τα,τ ′β,τ ′′γ

eqpταe
q′p′
τ ′β e

q′′p′′
τ ′′γ√

MτMτ ′Mτ ′′
. (3.39)

Où N0 est le nombre de cellule unitaire dans le cristal. On peut exprimer le taux de diffusion

des phonons comme étant la somme de chaque classe d’événement (classe 1 et 2) pour des

petites déviations de l’équilibre comme [145] :

−
(
∂nqp
∂t

)

coll

=
∑

q′p′,p′′

[
P̃

(1)
qp,q′p′,q′′p′′(Φqp + Φq′p′ − Φq′′p′′)

+P̃
(2)
qp,q′p′,q′′p′′(Φqp − Φq′p′ − Φq′′p′′)

]
, (3.40)
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Les Φqp sont des perturbations du premier ordre (linéaire) de la distribution d’équilibre de

Bose-Einstein,

nqp = n̄qp −
kBT

~
∂n̄qp
∂ωqp

Φqp. (3.41)

Avec kBT
~

∂n̄qp

∂ωqp
= −n̄qp(n̄qp + 1) on obtient :

nqp = n̄qp + n̄qp(n̄qp + 1)Φqp. (3.42)

3.2.3 Équation de transport de Boltzmann

Le taux de diffusion donné par l’équation (3.40) sous présence d’un gradient de température

donne lieu à l’équation de transport de Boltzmann pour les phonons,

− cqp · ∇T
(
∂nqp
∂T

)
+

(
∂nqp
∂t

)

coll

= 0. (3.43)

Ici cqp est la vitesse de groupe du mode qp. Si l’on suppose que la perturbation qui amène le

système hors équilibre est petite,
∂nqp

∂T peut être remplacé par
∂n̄qp

∂T . Si l’on remplace le terme

de collision par l’équation (3.40), cela donne l’équation de transport de Boltzmann pour les

phonons :

−cqp · ∇T
(
∂n̄qp
∂T

)
+
∑

q′p′,p′′

[
P̃

(1)
qp,q′p′,q′′p′′(Φqp

+Φq′p′ − Φq′′p′′) + P̃
(2)
qp,q′p′,q′′p′′(Φqp − Φq′p′ − Φq′′p′′)

]
= 0. (3.44)

Il apparait évident qu’il y a un couplage direct entre Φqp, Φq′p′ et Φq′′p′′ . Cela revient à dire que

la population de phonons perturbée du mode qp est couplée avec les populations de phonons

perturbées de tous les autres modes q′p′ et q′′p′′ sur toute la zone de Brillouin. La difficulté

de résolution de cette équation réside dans ce couplage. Dans cette thèse nous faisons appel

à deux méthodes décrites de résolution ci-dessous de cette équation. La première méthode

permet de trouver directement la solution par une reformulation de l’équation. Cette méthode

sera utilisé dans le chapitre 4 de cette thèse. Les temps de calcul associé à cette méthode étant

relativement long, nous avons fait aussi appel à l’approximation du temps de relaxation qui

permet de simplifier l’équation et la résoudre dans des temps beaucoup plus raisonnables. Nous

allons voir dans un premier temps en quoi consiste cette approximation, puis nous présenterons

la méthode générale permet d’accéder à la solution complète.

3.2.3.1 Approximation du temps de relaxation

Dans l’approximation du temps de relaxation [146, 149], on considère que tout les phonons

sont dans leurs distribution d’équilibre, sauf pour le phonon auquel on s’intéresse. Mathémati-

quement, nous avons donc Φq′p′ = 0 et Φq′′p′′ = 0. L’équation (3.40) devient donc :

(
∂nqp
∂t

)

coll

= n̄qp(n̄qp + 1)Φqpπ
∑

q′p′p′′
|Ṽ3−qp,q′p′,q′′p′′ |2

×[2(n̄q′p′ − n̄q′′p′′)δ(ωqp + ωq′p′ − ωq′′p′′)

+ (n̄q′p′ + n̄q′′p′′ + 1)δ(ωqp − ωq′p′ − ωq′′p′′)] (3.45)
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Si on introduit le temps de relaxation τqp :

1

τqp
= 2π

∑

q′p′p′′
|Ṽ3−qp,q′p′,q′′p′′ |2×[(n̄q′p′ − n̄q′′p′′)δ(ωqp + ωq′p′ − ωq′′p′′)

+ (n̄q′p′ + n̄q′′p′′ + 1)δ(ωqp − ωq′p′ − ωq′′p′′)] (3.46)

En utilisant le temps de relaxation ainsi que l’équation (3.42) on obtient pour l’expression du

terme de collision : (
∂nqp
∂t

)

coll

=
nqp − n̄qp

τqp
(3.47)

C’est l’approximation du temps de relaxation. Le flux de chaleur en présence d’un gradient de

température peut être écrit grâce aux énergies des phonons ~ωqp, aux populations perturbées

de phonons nqp et à la vitesse des phonons cαqp =
∂ωqp

∂q :

Qα =
1

V

∑

qp

~ωqpc
α
qpnqp = −

∑

β

καβ∇βT (3.48)

où καβ est le tenseur de conductivité thermique. Il donne la valeur de la conductivité thermique

dans la direction α si le gradient de température est dans la direction β. On peut trouver une

expression plus directe du tenseur de conductivité thermique si l’on utilise les équations (3.43),

(3.45) et (3.46) on obtient :

καβ =
1

V kBT 2

∑

qp

cαqpc
β
qpω

2
qpnqp(nqp + 1)τqp (3.49)

3.2.3.2 Solution directe

L’équation de transport de Boltzmann peut être résolue de façon exacte en utilisant une

méthode d’itération auto-cohérente comme l’ont montré Omini et al [150]. Broido et al [151]

ainsi que Deinzer et al. [152] ont utilisé cette méthode pour calculer la conductivité thermique

du silicium et du germanium donnant lieu à de bon accord avec l’expérience. Une approche

plus récente basée sur une formulation variationelle à été développée par Fugallo et al [153]. Ici

nous utilisons une méthode plus directe [154]. Dans l’équation (3.40) nous avons obtenu que le

terme de collision apparait comme une combinaison linéaire aux points qp, q′p′ et q′′p′′ des va-

riations de la fonction d’occupation autour de sa valeur à l’équilibre. Ces combinaisons peuvent

être représentées par un opérateur linéaire Ωqp,q′p′ , ce qui permet de réécrire l’équitation de

Boltzmann comme,

sinh

(
~ωqp

2kBT

)
cqp · ∇T

∂n̄qp
∂T

= −
∑

q′p′
Ωqp,q′p′ sinh

(
~ωq′p′

2kBT

)
n

(1)
q′p′ . (3.50)

Avec

n
(1)
qp = n̄qp(n̄qp + 1)Φqp. (3.51)

Et

Ωqp,q′p′ = δqq′δpp′
1

τqp
+
π

~2

∑

q′′p′′

∣∣Φ(qp,q′p′,q′′p′′)
∣∣2 ∆(q + q′ + q′′)

sinh
(~ωq′′p′′

2kBT

) (3.52)

× [δ(ωq′p′ − ωqp + ωq′′p′′) + δ(ωq′p′ − ωqp − ωq′′p′′) + δ(ωq′p′ + ωqp − ωq′′p′′)].

(3.53)
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L’équation (3.50) est une équation linéaire et peut être résolue pour n
(1)
qp et permet ainsi d’ob-

tenir la conductivité thermique.

κα =
1

V

∑

qp

~ωqpc
α
qpn

(1)
qp (3.54)

La figure 3.2 montre les résultats de cette méthode appliqué à trois composés. L’accord entre

l’expérience et la théorie est excellent.

Figure 3.2 – Conductivités thermiques calculées par Chaput [154] et comparées à l’expérience

pour le carbone diamant [155], le silicium [156] ainsi que Mg2Si [157, 158]. Les lignes pleines

correspondent aux calculs et les cercles aux expériences.

3.2.4 Interaction phonon-isotopes

En plus des interactions phonon-phonon, la diffusions des phonons par les défauts isoto-

piques existe dans tous les matériaux. Tamura a montré que le temps de vie résultant de ces

interactions peut être exprimé par [159] :

1

τisotope
=

π

2N
ω2
qp

∑

q′p′
δ(ωqp − ωq′p′)

∑

τ

gτ |e∗τα(q′p′) · e∗τα(qp)|2. (3.55)

gτ =
∑

i ci
(M i

τ−〈Mτ 〉)2

〈Mτ 〉2
. est la variance des masses des différents isotopes de concentration ci.

Le temps de vie est ajouté au temps de vie de l’opérateur Ωqp,q′p′ en utilisant la règle de

Matthiessen.

3.3 Théorie de la fonctionnelle de la densité

Les constantes de force dont nous avons besoin afin de résoudre l’équation de Boltzmann

sont des dérivées de l’énergie totale du système, celle ci dit doit donc pouvoir être calculé.

Dans ce travail, nous effectuons ces calculs dans le cadre de la théorie de la fonctionnel de la

densité (DFT). Nous avons utilisé le code de calcul vasp [160–164]. Pour plus détails à propos

des applications de ce code, plusieurs articles écrits par les développeurs du code, exposant le

potentiel de vasp sont disponibles [165, 166]. Ce chapitre est consacré à un rappel très bref des

concepts de base de la DFT.
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3.3.1 Équation de Schrodinger indépendante du temps

Pour écrire l’équation de Schrodinger nous devons commencer par décrire l’Hamiltonien du

système. Un solide est un ensemble d’atome, où les atomes sont constitué d’électrons et d’un

noyau. On peut voir un solide comme N électrons dans un réseaux de A noyaux. Ce système

quantique est décrit par une fonction d’onde ψ qui va être dépendante des coordonnées de

chaque particules, soit 3(N +A) coordonnées. Dans un système comme celui-ci, l’Hamiltonien

s’écrit :

Hψ =


−

N∑

i

~2

2mi
∇2
~ri
−

A∑

I

~2

2MI
∇2
~RI
− 1

4πε0

N,A∑

i,I

ZIe
2

|~ri − ~RI |

+
1

8πε0

N∑

i,j

e2

|~ri − ~rj |
+

1

8πε0

A∑

I,J

ZIZJe
2

|~RI − ~RJ |


ψ = Eψ

(3.56)

où le premier terme représente l’énergie cinétique des électrons, le second terme représente

l’énergie cinétique des noyaux, le troisième terme l’interaction électron-noyau, le quatrième

terme l’interaction électron-électron et le dernier terme l’interaction noyau-noyau. Les mi et

MI sont respectivement les masses des électrons et des noyaux, ~ri et ~RI les vecteurs positions

des électrons et des noyaux. Les ZI sont les numéro atomiques des noyaux et e la charge élémen-

taire. Cet Hamiltonien est très compliqué, mais il peut être simplifié si l’on considère que les

noyaux sont beaucoup plus lourd que les électrons. Les noyaux peuvent être considérés comme

fixes. C’est l’approximation de Born-Oppenheimer [167]. En vertue de cette approximation on

suppose que :

ψ = ψe− × ψn, (3.57)

ψ est la fonction d’onde totale du système, ψe− la fonction d’onde des électrons et ψn la

fonction d’onde des noyaux. Dans ce cas, la fonction d’onde des électrons ψe− est solution de

l’Hamiltonien :

He−ψe− =


−

N∑

i

~2

2mi
∇2
i −

1

4πε0

N,A∑

i,I

ZIe
2

|~ri − ~RI |
+

1

8πε0

N∑

i,j

e2

|~ri − ~rj |


ψe− = Eψe− (3.58)

où N est le nombre d’électrons. Si l’on considère un cristal à l’échelle macroscopique, l’ordre de

grandeur du nombre d’électrons est de 1023, il est assez évident que la résolution de l’équation

de Schrodinger, même dans le cadre de l’approximation de Born-Oppenheimer est impossible.

Une approche alternative est donc nécessaire. C’est dans cette optique que s’inscrit la DFT. Elle

offre des perspectives intéressantes, qui en théorie, permet d’obtenir les densités électroniques

et l’énergie totale du système de façon exacte.

3.3.2 Théorèmes de Hohenberg et Kohn

La DFT repose sur deux théorèmes fondamentaux [168] établi par Hohenberg et Kohn, qui

permettent de décrire l’énergie du système comme une fonctionnelle de la densité électronique

n(r). Pour N électrons dans un potentiel extérieur vext(r), la fonction d’onde à N électrons

ψe− permet d’obtenir la densité n(r) :

n(r) =

∫

R3(N−1)

|ψe−(r1, r2, . . . , rN−1)|2dr1dr2 . . . drN−1 (3.59)
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Théorème n◦1 On a le théorème réciproque suivant : la densité électronique n(r) détermine,

à une constante additive près, le potentiel extérieur Vext(r). L’énergie du système peut

ainsi être écrite sous la forme d’une fonctionnelle de la densité électronique n(r) :

E [n(r)] = F [n(r)] + Vext[n(r)] (3.60)

Avec

Vext[n(r)] =

∫
vext(r)n(r)dr. (3.61)

F [n(r)] est une fonctionnelle universelle. Elle comprend la fonctionnelle de l’énergie ciné-

tique T [n(r)] et la fonctionnelle d’interaction électron-électron Ve−e[n(r)] :

F [≈= T [n(r)] + Ve−e[n(r)] (3.62)

En principe, n0(r) est accessible à partir du théorème suivant :

Théorème n◦2 : La densité électronique de l’état fondamental, n0(r), minimise la fonctionnelle

E [n(r)],

E [n0(r)] = min
n(r)
E [n(r)]. (3.63)

3.3.3 Equation de Kohn-Sham

Les théorèmes de Hohenberg et Kohn donne rôle particulier à la densité électronique, mais,

dans la pratique, ils ne permettent pas d’effectuer le calcul de E [n(r)]. Pour effectuer ces calculs,

Kohn et Sham [169] ont proposé de remplacer le système d’électrons en interaction par un

système fictif d’électrons indépendant possédant la même densité que le système dans l’état

fondamental. Puisque les électrons sont indépendant, l’Hamiltonien du système est un opérateur

à une particule, qui peut s’écrire :

h(r) = − ~2

2m
∇2 + veff (r). (3.64)

Où veff (r) est un potentiel effectif local qui est choisi pour que le système fictif ait la densité

n0(r) dans son état fondamental. On obtient,

veff = vext +
e2

4πε0

∫
dr

n(r)

|r− r′| + vxc (3.65)

Où vxc est le potentiel d’échange et corrélation. Il contient les effets des corrélations électronique

au de la du potentiel de Hartree, ainsi que les corrections à l’énergie cinétique au de la du modèle

des électrons indépendant. Les valeurs propres de h(r),

h(r)ψj(r) = εjψj(r), (3.66)

ne sont pas les énergies du système réel, en revanche, ces fonctions propres permettent de

reproduire la vraie densité

n0(r) =

N∑

j

|ψj(r)|2 (3.67)

Celle ci peut être obtenue en utilisant les équations (3.64), (3.65) et (3.67) conjointement. Elles

sont résolues itérativement comme montré sur la figure 3.3.
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charge initiale

n0
i (r) =

∑N
i |ψi(r)|2

Calcul du po-

tentiel effectif

veff (r) = vext(r) +
e2

4πε0

∫
drn

0(r′)
|r−r′| + vxc

Nouvelles fonc-

tions d’onde

Hψj(r) = εjψj(r)

Nouvelle den-
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Figure 3.3 – Diagramme d’un cycle de calcul auto-cohérent DFT.

3.3.4 Potentiel échange-corrélation

Dans l’équation (3.65), vxc est universel mais il n’est pas connu. Nous devons donc avoir

recourt à des approximations.
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3.3.4.1 Approximation de la densité locale (LDA)

La première approximation considère que l’énergie d’échange corrélation Exc est une fonc-

tionnelle locale de la densité [169] :

Exc =

∫
n(r)[εx(n(r)) + εc(n(r))]dr (3.68)

où les termes εx/c(n(r)) sont les densités d’énergie d’échange et de corrélation pour un électron

dans un gaz homogène d’électrons [170]. Le terme d’échange peut être calculé analytiquement

[171] :

εx =
−3

4

(
3

π

) 1
3
∫
n(r)

4
3dr. (3.69)

Le terme de corrélation ne possède pas d’expression analytique exacte sauf pour des limites de

corrélation nulle ou infinie. Différentes approximations de ce terme ont donné lieu à différentes

approximations de la fonctionnelle LDA. Telles que Perdew-Zunger (PZ81), Cole-Perdew (CP),

Perdew-Wang (PW92) [172–174], etc. Dans les systèmes ou la densité varies lentement, l’ap-

proximation LDA donne de bon résultats. Dans les systèmes fortement corrélé, la situation est

différente car les effets non locaux deviennent de plus en plus important.

3.3.4.2 Approximation du gradient généralisé (GGA)

Nous pouvons généraliser le raisonnement précédent en supposant que la densité d’énergie

ne dépend plus seulement de la valeur de la densité au point considéré, mais également de son

gradient [175],

Exc =

∫
n(r)[εx(n(r),∇n(r)) + εc(n(r),∇n(r))]dr. (3.70)

Cette approximation vise à être plus précise que l’approximation LDA dans les cas où la densité

électronique varie rapidement dans l’espace. Cependant, la fonctionnelle GGA n’est pas unique

et plusieurs formulations on été proposés [176–178]. Dans ce travail nous avons fait le choix de

l’approche PBE [179], qui donne en général de bon résultat pour les calculs de phonons [180].

3.3.5 Méthode des ondes augmentées par projecteurs (PAW)

Une fois l’approximation du potentiel d’échange et corrélation choisie, l’équation de Schrö-

dinger, [
~

2m
∇2 + veff

]
ψj(r) = εjψj(r) (3.71)

doit être résolue numériquement. La méthode des ondes planes propose de développer les fonc-

tions d’onde en série de Fourier,

ψ(r) =
∑

G

CkGe
i(k+G).r (3.72)

Cependant, les oscillations rapides des fonctions d’ondes autour des noyaux ne permettent pas

une approche aussi simple d’être mise en pratique : le nombre de vecteur G nécessaires afin de

représenter ces oscillations est trop grand. La méthode PAW (Projector Augmented Waves) de

Blöchl en 1994 [181–183] propose de conserver la série d’onde plane, mais définie un pseudo-

hamiltonien, h̃(r), qui a les mêmes valeurs propres que H, εj , mais ou les oscillations autour
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= + _

Figure 3.4 – Formalisme PAW. Le carré à gauche montre la fonction d’onde du système, le

second carré la pseudo-fonctions d’onde ˜ψj(r). Les deux contribution sur la droite représentent

les différences entre les deux fonctions et sont choisie à priori lors d’un calcul antérieur.

des noyaux sont supprimé au maximum. Les développement (3.72) sont donc utilisable. Les

fonctions propres de h̃(r), ψ̃j(r) sont alors écrites comme

ψ̃j(r) =
∑

G

CkGe
i(k+G).r (3.73)

et leur lien aux fonctions ψj(r) est montré sur la figure 3.4

3.3.6 Méthode ”Frozen Phonon”

Maintenant que nous avons décrit la théorie de la fonctionnelle de la densité utilisée pour

obtenir l’énergie du système. Nous allons voir comment utiliser cette méthode pour accéder

aux constantes de forces inter-atomique nécessaires aux calculs de phonons. Les constantes de

force harmoniques et anharmoniques sont définies par :

φlτα,l′τ ′β =
∂2V

∂ηlτα∂ηl′τ ′β
, (3.74)

φlτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γ =
∂3V

∂ηlτα∂ηl′τ ′β∂ηl′′τ ′′γ
. (3.75)

Ce sont les dérivés secondes et tierces de l’énergie potentielle électronique totale en fonction des

déplacements des atomes par rapport à leur position d’équilibre. Si nous utilisons la méthode

des déplacements finis, les constantes de force peuvent être approximée par [184, 185] :

φlτα,l′τ ′β ' −
Flτα(∆ηl′τ ′β)− Flτα

∆ηlτβ
(3.76)

où les Fl′τ ′β(∆ηlτα) est la force sur l’atome l′τ ′β lorsque l’atome lτα est déplacé de ∆ηlτα. De

la même manière,

φlτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γ '
Flτα(∆ηl′τ ′β,∆ηl′′τ ′′γ)− Flτα(∆ηl′τ ′β)

∆ηl′τ ′β∆ηl′′τ ′′γ
(3.77)

Cette fois-ci, deux atomes sont déplacés simultanément de leur position d’équilibre. Nous voyons

que pour accéder aux constantes de force harmoniques et anharmoniques, nous pouvons ef-

fectuer des calculs de structure électronique, ceux ci permettant d’obtenir l’énergie total du

système ε et donc les forces sur les atomes :

Flτα =
∂ε

∂Rlτα
. (3.78)
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Les formules (3.76) et (3.77) montrent que tous les atomes doivent être déplacés dans les 3

directions de l’espace pour obtenir les constantes de force. Cependant, la symétrie du système

peut être utilisé pour réduire le nombre de déplacement nécessaire [186–189].

3.4 Conclusions

Dans ce chapitre la théorie ab initio pour calculer la conductivité thermique de phonon à été

exposé. Si nous partons de l’Hamiltonien d’un cristal parfait, le développement au second ordre

de l’énergie potentielle en fonction des déplacements atomique nous informe sur les propriétés

harmoniques des phonons, tel que les relations de dispersion. Dans ce cadre harmonique aucune

dissipation de chaleur n’est possible. Pour prendre en compte des effets de dissipation, le déve-

loppement doit être fait à un ordre supérieur à 2. Ceci introduit des interactions phonon-phonon.

Ensuite pour accéder à la conductivité thermique, l’équation de transport de Boltzmann est

appliqué aux phonons. Nous avons exposé l’approximation du temps de relaxation qui néglige

les populations de phonon hors équilibre lorsqu’un phonon relaxe vers l’équilibre. Nous avons

aussi exposé un solution directe à cette équation, solution que nous utiliserons dans le chapitre

suivant. Cette résolution étant dépendante de constantes de force interatomiques harmoniques

et anharmoniques du cristal. Pour récupérer numériquement ces constantes de force, nous avons

vu qu’il est possible d’utiliser la théorie de la densité de la fonctionnelle dont nous avons exposé

les bases ainsi que les approximations utilisés dans ces travaux.
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4.1 Introduction

Comme nous l’avons vu précédemment, la démarche expérimentale pour réduire la conduc-

tivité thermique de réseau consiste à introduire, à plusieurs échelles, des défauts dont le rôle

est de diffuser les phonons. À chaque échelle, les défauts sont spécifiques et il peut donc coha-

biter différents types d’objet dans un matériau chacun permettant de perturber la propagation

des phonons à une longueur d’onde spécifique. À l’échelle la plus fine, la première étape pour

manipuler les propriétés du matériau consiste à introduire des éléments en solution solide. La
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plupart du temps, ce sont des substitutions d’éléments chimiques qui permettent d’introduire

des fluctuations de masse et de constantes de force. Ce sont le plus souvent les petites lon-

gueurs d’onde qui sont affectées par ces défauts ponctuels. Pour poser le problème et afin de

comprendre chaque étape expérimentale, il est nécessaire de bien modéliser les propriétés ther-

miques de la matrice parfaite des matériaux complexes. Ce chapitre est consacré à cette étude.

Dans notre cas, les matrices de référence sont tout simplement les composés half-Heusler par-

faits, NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn. Notre étude nous a conduit à d’abord effectuer une analyse

de la stabilité des configurations possibles de l’ordre atomique dans les composés half-Heusler.

Nous montrons que toutes les configurations ne sont pas équivalentes. Ensuite, bien qu’elles

ne constituent pas notre premier objectif, les propriétés électroniques des half-Heusler seront

présentées. Elles sont un préalable à l’étude des propriétés thermiques. L’étude des propriétés

thermiques est divisée en deux grandes parties correspondant à deux niveaux d’approximation

successifs : une approximation harmonique (au premier ordre) et une anharmonique, indispen-

sable pour modéliser la conduction. L’objectif final étant, bien sûr, de calculer la conductivité

thermique. Une étude comparative avec les diverses expériences disponibles est aussi présentée.

4.2 Matériaux half-Heusler

4.2.1 Structures cristalines des composés half-Heusler

La structure cristalline à été rapidement décrite dans le chapitre d’introduction des half-

Heusler, ici nous donnons plus de détails. Les matériaux de type Heusler apparaissent sous deux

grandes familles qui diffèrent par leurs stœchiométries. La première famille est constituée des

half-Heusler de stœchiométrie 1:1:1 et la seconde famille par les full-Heusler de stœchiométrie

2:1:1. La première famille, qui est étudiée dans ce travail, cristallise dans une structure cubique

avec pour formule générale XY Z. Cette structure, non centro-symétrique, appartient au groupe

d’espace F 4̄ 3m. La structure cristallographique des composés half-Heusler est souvent mal

décrite dans la littérature. Ceci est notamment dû au nombre impressionnant de matériaux half-

Heusler que l’on peut synthétiser. Généralement, la structure prototype utilisée pour représenter

les half-Heusler, MgAgAs est elle même une exception et ne cristallise pas vers une structure

qu’adopte la majorité des half-Heusler [93, 190, 191]

Phases α, β et γ

Dans cette partie, nous analysons la structure cristalline des composés half-Heusler NiTiSn,

NiZrSn et NiHfSn. Les structures half-Heusler peuvent être vues comme quatre sous réseaux

cubiques à faces centrées s’interpénétrant, avec un des sous réseaux vide. Il y a quatre positions

de Wickoff de multiplicité 4, (4a, 4b, 4c et 4d) correspondant à chacun des quatre sous-réseaux.

Prenons l’exemple de la phase half-Heusler NiTiSn. Chaque élément, nickel, titane ou étain

occupe un sous-réseau cubique à faces centrées correspondant à l’une des positions de Wickoff.

Il existe ici plusieurs manières de distribuer les atomes sur les différents sous réseaux tout en

gardant la symétrie du groupe d’espace. Par exemple, le nickel peut être placé en position de

Wickoff 4a, mais aussi sur les positions 4b, 4c ou 4d. Il reste ensuite 3 possibilités pour le

deuxième atome et enfin 2 possibilités pour le troisième et dernier atome. En effectuant toutes

ces permutations on trouve donc 24 configurations possibles, mais parmi celles-ci, plusieurs
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sont équivalentes. Il n’existe en fait que 3 classes de configurations inéquivalentes comprenant

chacune 8 configurations équivalentes. Chaque classe de configuration inéquivalente correspond

à une phase, les phases α, β et γ. Les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 regroupent toutes les phases ainsi

que les énergies et paramètres de mailles pour les trois half-Heusler à l’étude.

Phase Ni Ti Sn Energie ∆E Paramètre de maille

(eV/atome) (eV/atome) (Å)

α 4a 4c 4b -5.570 0.677 6.14

β 4b 4a 4c -5.595 0.652 6.12

γ 4c 4b 4a -6.247 0.0 5.94

Tableau 4.1 – Tableau des phases possibles du composé half-Heusler NiTiSn, définies par la

nature des atomes occupant les positions de Wickoff. Les énergies totales électroniques par

atome ainsi que les paramètres de maille sont indiqués. Il existe trois classes de configurations

inéquivalentes qui ont des énergies de formation différentes.

Phase Ni Zr Sn Energie ∆E Paramètre de maille

(eV/atome) (eV/atome) (Å)

α 4a 4c 4b -5.622 1.028 6.49

β 4b 4a 4c -5.829 0.821 6.40

γ 4c 4b 4a -6.650 0.0 6.15

Tableau 4.2 – Tableau des phases possibles du composé half-Heusler NiZrSn, définies par la

nature des atomes occupant les positions de Wickoff. Les énergies totales électroniques par

atome ainsi que les paramètre de maille sont indiqués. Il existe trois classes de configurations

inéquivalentes qui ont des énergies de formation différentes.

Phase Ni Hf Sn Energie ∆E Paramètre de maille

(eV/atome) (eV/atome) (Å)

α 4a 4c 4b -6.041 1.025 6.47

β 4b 4a 4c -6.201 0.865 6.35

γ 4c 4b 4a -7.066 0.0 6.11

Tableau 4.3 – Tableau des phases possibles du composé half-Heusler NiHfSn, définies par la

nature des atomes occupant les positions de Wickoff. Les énergies totales électroniques par

atome ainsi que les paramètres de maille sont indiqués. Il existe trois classes de configurations

inéquivalentes qui ont des énergies de formation différentes.

La phase γ minimise l’énergie totale et est donc la structure la plus stable. Cette configura-

tion possède aussi le plus petit paramètre de maille, soit a = 5.94 Å. Il est important de noter

que les paramètres de maille des 2 autres phase NiTiSn correspondent aux paramètres de maille

des composés NiZrSn et NiHfSn dans leur phases la plus stable (γ). Les expérimentateurs ont

souvent recourt à un mélange de ces trois composés pour obtenir un matériau aux meilleures

propriétés. Avec un apport, même faible, d’éléments en substitution, l’une ou l’autre des phases
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(a) Phase α (b) Phase β (c) Phase γ

Figure 4.1 – Les trois structures cristallines non équivalentes half-Heusler.

énergétiquement moins favorables à la stœchiométrie pourrait se trouver stabilisée. Ainsi, le pa-

ramètre de maille pourrait se rapprocher de ceux de NiZrSn et de NiHfSn. Les trois phases non

équivalentes peuvent être vue comme ceci : il y a trois sites (c.-à-d. trois positions de Wickoff

occupées sur quatre) possibles pour répartir les éléments Ni, Ti et Sn. En raison du sous-réseau

lacunaire de la structure, deux de ces éléments ont 4 premiers voisins et le troisième élément

a 8 premiers voisins. Les premiers voisins sont séparés les uns des autres par des vecteurs de

type ~t = (1
2 , 0, 0)a. Les trois configurations possibles sont les suivantes :

Phase α : Les atomes de titane ont 4 atomes de nickel et 4 atomes d’étain en premiers voisins.

Les atomes de nickel et d’étain ont chacun 4 atomes de titane premiers voisins.

Phase β : Les atomes d’étain ont 4 atomes de nickel et 4 atomes de titane en premiers voisins.

Les atomes de nickel et de titane ont chacun 4 atomes d’étain premiers voisins.

Phase γ : Les atomes de nickel ont 4 atomes de titane et 4 atomes d’étain en premiers voisins.

Les atomes de titane et d’étain ont chacun 4 atomes de nickel premiers voisins.

Ces trois configurations sont représentées sur la figure 4.22. Ceci reste valable pour les deux

autres composés NiZrSn et NiHfSn, il suffit juste de remplacer les atomes de titane par des

atomes de zirconium ou de hafnium et le raisonnement reste le même. La phase γ est la plus

stable. Il est bon de noter que, dans la littérature, les structures identifiées expérimentalement

ne correspondent pas toujours à la phase γ. En effet, deux articles [77, 192], cités dans le

Pearson’s Handbook of Crystallographic Data for Intermetallic Phases [191] font état de deux

phases différentes pour le même composé NiTiSn. Dans la première référence [192] les auteurs

identifient la phase α et dans la seconde référence [77] c’est la phase β. Dans les deux cas, les

observations sont en contradiction avec les prédictions de la DFT. Ceci est vraisemblablement

dû au fait que ces sont assez anciennes et que les phases sont difficiles à discriminer par dif-

fraction des rayons X. Afin de compléter cette étude, il est nécessaire de regarder l’influence

du paramètre de maille sur l’énergie du système. Nous avons donc fait un calcul statique de

structure électronique. Cela consiste à fixer les positions atomiques des éléments et ne changer

uniquement que le paramètre de maille. La figure 4.2 montre l’énergie totale en fonction du

paramètre de maille pour les trois configurations α, β et γ Pour chaque paramètre de maille,

un calcul statique est effectué en fixant les paramètres de maille. Pour les trois composés,

nous obtenons des valeurs du paramètre de maille très proches de la mesure expérimentale.

Dans le cas de NiTiSn, expérimentalement, des valeurs voisines de 5.93 Å sont rapportées



4.2. MATÉRIAUX HALF-HEUSLER 59

-6.30
-6.20
-6.10
-6.00

En
er

gi
e 

(e
V/

at
om

e)

6.46.26.05.8

Paramètre de maille (Å)

-5.60

-5.50

-5.40

 Phase α
 Phase β
 Phase γ

(a) NiTiSn

-6.6

-6.4

-6.2

-6.0

-5.8

-5.6

-5.4

En
er

gi
e 

(e
V/

at
om

e)

6.66.46.26.0

Paramètre de maille (Å)

 Phase α
 Phase β
 Phase γ

(b) NiZrSn

-7.0

-6.8

-6.6

-6.4

-6.2

-6.0

-5.8

En
er

gi
e 

(e
V/

at
om

e)

6.66.46.26.0

Paramètre de maille (Å)

 Phase α
 Phase β
 Phase γ

 
 

(c) NiHfSn

Figure 4.2 – Évolution de l’énergie en fonction du paramètre de maille pour les trois compo-

sitions et les trois configurations d’ordre.
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Référence NiTiSn NiZrSn NiHfSn

(Å) (Å) (Å)

Ce travail 5.94 6.15 6.11

[7]exp 5.93 6.11 6.08

[77]exp 5.94 6.11 6.08

[202]théorie 5.81 6.07 5.95

[136]théorie 5.85 6.04 5.99

[196]théorie 5.95 6.14 6.12

[137]exp 5.93 - -

[192]exp 5.92 - -

[134]exp 5.92 - -

[134]théorie 5.95 - -

[197]théorie 5.95 - -

[198]théorie 5.96 - -

[199]théorie 5.99 - -

[200]théorie 5.84 - -

[201]théorie 5.83 - -

[201]théorie 5.97 - -

Tableau 4.4 – Paramètres de maille des trois phases half-Heusler à l’étude (Å).

[77, 137, 192–195]. Nos résultats sont aussi en bon accord avec des calculs théoriques récents

utilisant l’approximation GGA [134, 196–199], ainsi que ceux utilisant l’approximation LDA

[136, 138, 200–202], qui néanmoins donnent des valeurs plus petites, voir tableau 4.4. Nous

avons donc vu que sur les trois phases α, β et γ, la phase γ est la plus stable, car elle minimise

l’énergie totale électronique. C’est donc la phase la plus susceptible d’exister. Dans la suite de

cette étude nous allons donc effectuer tous nos calculs DFT avec la phase γ.

4.2.2 Propriétés électroniques des half-Heusler

Dans cette partie, les calculs de la structure électronique sont présentés. Ils serviront de

base pour le calcul des propriétés thermiques. Dans un premier temps nous allons définir le

cadre numérique de cette étude, c’est à dire les choix qui ont été fait quant aux paramètres

numériques permettant d’assurer la bonne convergence des calculs de structure électronique.

L’étude la structure électronique va nous permettre aussi de justifier la plus grande stabilité

de la configuration γ. Dans un second temps, nous pourrons commencer à discuter plus en

détail la structure électronique des composés half-Heusler NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn. Nous

nous focaliserons majoritairement sur les densités d’état ainsi que les structures de bande. Une

étude comparative de ces trois composés sera présentée et va nous permettre d’identifier les

modifications induites au niveau de la structure électronique par la substitution des atomes

de titane, de zirconium et d’étain. Ces modifications peuvent avoir une forte influence sur

le transport électrique. Le paramètre zT d’un matériau thermoélectrique est proportionnel à

la conductivité électrique ainsi qu’au carré du coefficient Seebeck. Ces deux propriétés étant

déterminé par la structure électronique.
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Figure 4.3 – Structure de bande des half-Heusler NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn.

4.2.2.1 Structure de bande électronique

Les structures de bandes ainsi que les densités d’états, sont déduites des fonctions d’ondes

du système résultant d’un cycle auto-cohérent DFT, comme cela a été décrit dans le chapitre 3.

Nous avons utilisé le code VASP [160–162, 164, 165] avec des pseudopotentiels PAW [163, 181]

et l’approximation PBE [179, 203] pour le potentiel d’exchange correlation. Le calcul dépend

de plusieurs paramètres numériques pour lesquels des tests de convergence ont été effectués au

préalable. Dans notre étude, les critères de convergence ont pu être poussés suffisamment pour

obtenir une excellente précision. Pour le cycle auto-cohérent, nous avons choisi une énergie

(cut-off) de coupure du développement des fonctions d’onde sur une base d’ondes planes de

400 eV. Le critère de convergence de l’énergie est fixé à 10−8 eV. L’échantillonnage de la zone

de Brillouin a été effectué grâce à une grille régulière de 50 × 50 × 50 avec un total de 3107

points k irréductibles. Les électrons 4s23d8 sont traités comme des électrons de valence pour

le nickel, les électrons 4s23d2 pour le titane, 5s24d2 pour le zirconium, 6s25d2 pour l’hafnium

ainsi que les électrons 5s25p2 pour l’étain. Ensuite, pour représenter la structure de bande,

l’énergie est calculée suivant plusieurs trajets remarquables de la zone de Brillouin. Chaque

trajet est échantillonné avec 100 points k. Les structures de bandes pour les trois composés

NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn, sont respectivement présentées sur les figures 4.3a, 4.3b et 4.3c.
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Figure 4.4 – Structure de bande des half-Heusler NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn : zoom autour

du niveau de Fermi.

Premièrement, on constate que ces trois composés sont des semi-conducteurs à gap indirect. Le

gap direct et le gap indirect des trois half-Heusler NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn sont regroupés dans

le tableau 4.5. Les figures 4.4a, 4.4b et 4.4c sont des agrandissements des figures précédentes

afin de mieux visualiser le gap direct et le gap indirect. Dans les trois cas, le gap indirect est

suivant la direction Γ → X et de l’ordre de grandeur de ∼ 0.4 eV. Expérimentalement, Aliev

et al. [61] ont observé un gap de 0.12 eV. Ce désaccord entre l’évaluation théorique du gap en

DFT et sa mesure expérimentale est un fait général et bien connu. La DFT surestime le gap.

Nos calculs sont effectués dans l’état fondamental avec une approximation à une particule qui

est insuffisante pour décrire le gap. Une autre partie de la différence entre l’expérience et la

théorie pourrait aussi être due à l’effet des impuretés qui perturbent les distributions de charge.

Plusieurs articles théoriques rapportent des gaps entre 0.4 et 0.45 eV en utilisant les fonc-

tionnelles GGA [134, 194, 197, 198] et des gaps entre 0.47 et 0.51 eV avec des fonctionnelles

LDA [201, 204, 205]. La valeur que nous avons calculée est en bon accord avec ces calculs. Les

différences résident principalement dans l’utilisation de pseudo-potentiels différents. Les gaps

directs sont situés aux points de haute symétrie X et sont de l’ordre de 1 eV. Dans les trois cas,

on remarque que les gaps sont très similaires. Ceci est dû au fait que la seule différence entre

ces trois composés sont les atomes de titane, de zirconium et d’hafnium qui sont situés dans

la même colonne du tableau périodique. Les états de valence de ces atomes sont très similaire,

ce qui n’implique que de légères modifications de la structure électronique. Il est important de

noter que, pour les configurations les moins stables des half-Heusler, c’est-à-dire les configura-
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Figure 4.5 – Densité d’état projetée du composé NiTiSn (a), NiZrSn (b) et NiHfSn(c).

tions α et β, ces structures sont métalliques et ne possèdent donc pas de gap. La formation

du gap est très certainement lié à la stabilité de la configuration γ. Grâce à une analyse de

type liaisons fortes, Serdar Öǧüt et Karin M. Rabe [202] ont identifié des mécanismes poten-

tiellement à l’origine de la formation du gap. Premièrement, une hybridation p – d du sous

réseau SnX (X=Ti, Zr ou Hf) empêche les bandes près du niveau de Fermi de se chevaucher.

(Les états Γ15 en dessous du niveau de Fermi rejoindraient les états X5 au dessus du niveau

de Fermi résultant en une fermeture du gap). Ceci peut être observé grâce aux densités d’état

projetées sur chaque site atomique et chaque moment s, p et d figure 4.5a, 4.5b et 4.5c.

Tableau 4.5 – Gaps dans les structures parfaites.

Composé gap indirect gap direct

(eV) (eV)

NiTiSn 0.43 1.13

NiZrSn 0.48 0.86

NiHfSn 0.36 1.09
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4.2.3 Propriétés thermiques des half-Heusler

Les bases de la structure électronique des trois composés half-Heusler étant posées, nous

pouvons maintenant nous atteler à la modélisation des phonons et au calcul de leurs propriétés

thermiques. Dans un premier temps, les approximations harmoniques et quasi-harmoniques

sont utilisées. L’approximation harmonique nous permet de calculer toutes les propriétés ther-

modynamiques à volume constant, tandis que l’approximation quasi-harmonique nous permet

d’accéder aux propriétés thermodynamiques à pression constante. Dans cette partie nous pré-

sentons des résultats utilisant à la méthode des déplacements finis présenté au chapitre 3.

Néanmoins, aucune de ces deux approximations (harmonique et quasi-harmonique) ne permet

d’accéder à la conductivité thermique. En effet, ici, aucune interaction entre phonons n’est

prise en compte. Les phonons étant des modes propres du système, ils sont orthogonaux entre

eux et restent indéfiniment dans leur état. Dans ce cas, les phonons ont des temps de vie infini

et sont libres de se déplacer sans résistance. Par conséquent, il en résulterait une conducti-

vité thermique infinie. Afin d’inclure des effets résistifs à la propagation de ces phonons, il est

nécessaire d’aller au delà des approximations harmoniques et quasi harmoniques. Dans cette

étude nous avons pris en compte les effets anharmoniques jusqu’au troisième ordre cf chapitre

3. C’est-à-dire que nous considérons des processus faisant intervenir trois phonons. Dans le cas

des composés à l’étude, ces processus semblent suffisant obtenir la conductivité thermique. La

première partie de ce chapitre sera donc dédiée à l’étude harmonique et quasi-harmonique des

composés half-Heusler NiTiSn, NiZrSn ainsi que NiHfSn. La partie suivante sera elle consacrée

au calcul anharmonique qui nous permettra d’accéder à la conductivité thermique des trois

composés. Une étude comparative sera présentée permettant de mettre en évidence les modifi-

cations apportées quand on se déplace dans la colonne IV B du tableau périodique, du titane

au hafnium.

4.2.3.1 Calcul harmonique et quasi-harmonique

Cette partie est dédiée au calcul harmonique où nous utilisons la méthode Frozen Phonon.

Dans le cas des half-Heusler qui appartiennent au groupe d’espace F -43m et après application

des symétries, trois déplacements atomiques donnant lieu à trois calculs DFT indépendants

sont nécessaires. En effet, en principe, trois déplacements dans les directions x, y et z pour

tous les atomes de la maille utilisée seraient nécessaires. Mais puisque le cristal est cubique

toutes ces directions sont équivalentes et il suffit de déplacer chaque atome dans une seule

direction. Il suffit donc d’un déplacement par site et par direction, soit simplement trois calculs

DFT indépendant. Les cycles auto-cohérents DFT ont été effectués en utilisant les mêmes

pseudo-potentiels que pour les calculs de structure électronique du paragraphe précédent. Des

constantes de force harmoniques nous déduisons la matrice dynamique. Cette matrice nous

permet, dans un premier temps de calculer les énergies propres et les modes propres de vibration

du cristal, c’est-à-dire les relations de dispersion des fréquences de vibration des phonons de la

zone de Brillouin.
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Figure 4.6 – Structure de bande de phonon des composés NiTiSn (a), NiZrSn (b) et NiHfSn (c).

Les bandes vertes ont été calculées en prenant en compte le terme de correction non analytique.

Elles sont comparés au bandes rouges où la correction n’a pas été prise en compte.

Structure de bande et densité d’état : Ces relations sont tracées sur les figures 4.6a, 4.6b

et 4.6c suivant des directions de haute symétrie dans la zone de Brillouin, pour les composés

NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn, respectivement.

Dans certain cristaux non métalliques, une polarisation peut apparâıtre créant un champ élec-

trique macroscopique qui est susceptible de changer les forces sur les atomes. [206–209]. C’est

une interaction à longue distance qui peut être prise en compte en ajoutant un terme correctif

à la matrice dynamique :

Dαβ(jj′, q → 0) = Dαβ(jj′, q = 0) +
4π√

V mjmj′

(
∑

γ qγZ
∗
j,γ,α)(

∑
γ′ qγ′Z

∗
j′,γ′,β)

∑
αβ qαε

∞
αβqβ

. (4.1)

Dαβ(jj′, q → 0) est la matrice dynamique entre les atomes j et j′ autour du point Γ (q → 0),

α et β sont les directions de l’espace. Dαβ(jj′, q = 0) est la matrice dynamique au point Γ sans

correction. Le dernier terme de l’équation représente la correction due à la polarisation. Cette

correction dépend des masses des atomes mj , du volume du crystal V , des charges de Born

du composé Z∗ et du tenseur diélectrique macroscopique ε∞αβ. Pour ajouter cette correction,

il est nécessaire de calculer le tenseur diélectrique macroscopique statique du crystal. Ceci
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Z∗Ni Z∗X Z∗Sn ε

X=Ti -4.00797 2.87171 1.14128 24.544

X=Zr -3.67644 2.65722 0.91397 22.381

X=Hf -3.69219 2.73487 0.84914 21.265

Tableau 4.6 – Valeurs des charges de Born et du tenseur diélectrique utilisées pour le calcul

de la correction à la matrice dynamique. Le cristal étant cubique les valeurs sont les mêmes

dans toutes les directions.

peut être réalisé grâce à la DFPT (Density Functional Perturbation Theory), où la réponse

linéaire est mesuré par l’application d’un champ électrique dans successivement dans les trois

direction de l’espace. Cela nous permet aussi d’obtenir les charges effectives de Born. Ces

charges représentent la variation de la polarisation en fonction du déplacement d’un atome.

Cette contribution a pour majeur effet de lever une dégénérescence dans les branches optiques.

Les structures de bande avec et sans cette contribution sont tracées sur les figures 4.6a 4.6b

et 4.6c. Les bandes tracées en vert ont été calculées en prennent en compte cette contribution

tandis que les bandes en rouge ont été calculées sans cette contribution. Nous observons la

levée de dégénérescence ainsi que la correction en fréquence de certain niveaux optiques autour

du point Γ. Le tableau 4.6 regroupe les valeurs des charges effectives de Born Z∗ ainsi que le

tenseur diélectrique ε.

La présence de fréquences négatives dans les relations de dispersion des phonons corres-

pondent à des modes de vibration imaginaires, caractéristiques d’instabilités dynamiques du

cristal. De telles fréquences négatives sont souvent le signe qu’il existe une transition de phase

proche (en température ou en concentration). Nous n’observons pas de mode imaginaire dans

les trois cas, ce qui indique l’absence de transition de phase de type displacive pour les trois

composés, en accord avec les expériences. Dans le cas de NiTiSn, un gap est présent dans la

relation de dispersion, entre les branches acoustiques et les optiques. Ce gap est fermé pour

NiZrSn ainsi que NiHfSn. La formation de ce gap peut être comprise grâce aux masses des

atomes. En effet, les fréquences de vibration des phonons ont une dépendance en
√

k
m , k étant

les constantes de force et m les masses des atomes. Dans le cas du titane, la différence de

masse entre les atomes de titane et les atomes d’étain est grande. Leurs fréquences propres de

vibration sont donc éloignées, ce qui participe à la formation du gap. Dans le cas du NiHfSn,

un gap apparait aussi dans les relations de dispersion. Cette fois-ci, le gap n’est pas situé entre

les branches acoustiques et les branches optiques mais est interne aux branches optiques. Ceci

est dû la grande différence de masse entre les atomes d’hafnium et ceux de nickel. La contri-

bution de chaque atome aux relations de dispersion peut être visualisée à l’aide des densités

d’états projetées. Pour les trois composés, NiXSn, avec X=Ti, Zr ou Sn, ces contributions sont

montrées figures 4.7a, 4.7b, 4.7c. D’après la structure cristalline des composés half-Heusler, les

atomes d’étain ainsi que les atomes X=Ti, Zr ou Hf sont localisés sur des réseaux cubiques

faces centrés avec un décalage de a/2 par rapport aux axes de la maille cubique. Les atomes

de nickel remplissent la moitié des sites octaédriques, l’autre moitié étant des lacunes. Tous les

atomes dans la structure se placent sur des sites de même groupe ponctuel de symétrie 4̄3m.

Néanmoins chaque atome possède un environnement différent. Les atomes de nickel ont pour
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Figure 4.7 – Densités d’états de phonon

premier voisin quatre atomes d’étain ainsi que quatre atomes X, chacun distant de a
√

3/4. Res-

pectivement, les atomes d’étain ont un environnement en premiers voisins composé de quatre

atomes de nickel, toujours distant de a
√

3/4, ainsi que de six atomes X distant de a/2. De

même pour les atomes X, leur environnement est composé de quatre atomes de nickel ainsi que

de six atomes d’étain. C’est ce qui est observé sur les densités d’états figures 4.6a. Dans le cas de

NiTiSn, les états provenant des atomes les plus lourds, les atomes d’étain, sont localisés dans la

partie basse fréquence du spectre tandis que les états à hautes fréquences sont occupés par les

atomes de nickel ainsi que ceux de titane. Les atomes de nickel (Z = 28) et les atomes de titane

(Z = 22) possèdent des masses relativement proches par conséquent leurs modes de vibration

sont fortement couplés. Dans le cas du half-Heusler NiHfSn, la partie basse fréquence du spectre

est cette fois-ci dominée par les atomes d’hafnium (Z = 72). La partie haute fréquence est ma-

joritairement dominée par les atomes de nickel et d’étain. Étant donné leur grande différence

de masse, l’hybridation est faible et les états sont nécessairement plus localisés. La situation de

NiZrSn est intermédiaire. Les états provenant des atomes d’étain et de zirconium dominent les

basses fréquences tandis que la partie haute fréquence est dominée par l’atome le plus léger, le

nickel. La différence de masse entre les différents atomes de ce composé est relativement faible.

Cela a pour effet de fermer le gap séparant les modes acoustiques et optiques des deux autre

composés NiTiSn et NiHfSn. Pour des fréquences intermédiaires, autour de 5,5 THz, on observe

un mélange à peu près homogène d’états provenant de chaque atome en raison de leur faible

différence de masse. À basse fréquence, entre 2 THz et 4,5 THz, les relations de dispersion du

composé NiTiSn sont dominées par les atomes d’étain. Cette contribution diminue dans le cas

de NiZrSn et est encore plus faible dans le cas de NiHfSn. Les trois dernière branches optiques
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de tous ces composés sont relativement plates, ce qui indique une faible dispersion et se traduit

par des pics localisés dans les densités d’états. Dans le cas du titane, on peut identifier trois

régimes dans la densité d’état. Un régime acoustique à basse fréquence, de 0 THz à 4,5 THz,

majoritairement dominé par les atomes d’étain ainsi qu’un régime à haute fréquence entre 5

THz et 8,5 THz, où l’on voit apparaitre plusieurs pics, majoritairement dominés par les atomes

de titane et d’étain. Pour les composés contenant le zirconium et le hafnium, la situation est

un peu différente. Nous pouvons aussi identifier trois régimes. Un régime basse fréquence do-

miné cette fois ci par les atomes d’étain mais aussi par les atomes de zirconium ou d’hafnium.

Le gap dans le régime intermédiaire disparait laissant place à une densité d’état où les trois

atomes contribuent. Il est intéressant de noter quand dans les trois cas, Ti, Zr et Hf, les densités

d’état présentent d’autres particularités communes. Une séparation des branches optiques et

des branches acoustiques est clairement identifiable. Le cas extrême étant celui du titane où

un gap sépare les branches. Pour les deux autres composés, ce gap n’est pas présent mais il y

un minimum dans la densité d’état. De même, dans les trois cas, une séparation des niveaux

optiques est présente. Cette séparation est d’autant plus importante dans le cas de NiHfSn en

raison de la présence du gap. Expérimentalement, grâce à des mesures de spectroscopie Raman

ou infra-rouge, il est possible d’obtenir les fréquences de vibration des phonons optiques au

point Γ de la zone de Brillouin [210–213]. Il est important de noter que les expériences sont

faites à des températures de 80 K et 300 K alors que les calculs sont fait à 0 K. De plus, il ne faut

pas oublier que les calculs sont effectués sur des monocristaux parfait. Expérimentalement, la

synthèse de monocristaux est très difficile, des défauts subsistent toujours et sont susceptibles

d’influencer les mesures. Dans les tableaux 4.7, 4.9 et 4.8 les fréquences des phonons optiques

au point Γ sont comparées avec les expériences ainsi que d’autre calculs théoriques quand ils

sont disponibles. Dans les trois cas, NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn, les valeurs obtenues sont en

accord avec les expériences. Dans tous les cas, nous sous-évaluons les fréquences de vibrations.

Le plus gros écart est observé pour les phonons longitudinaux optiques de NiZrSn où nous

sous-évaluons la fréquence d’environ 7 %.

Expériences Calcul

80 K 300 K 0 K

Ref. [210] Ref. [210] Ref. [211] Ref. [211] Cette étude Ref. [212] Ref. [213]

TO1 6.59 - 6.65 6.68 6.54 6.14 6.56

TO2 7.64 7.97 7.61 7.70 7.36 7.43 7.43

LO1 - - - 6.69 6.54 6.17 6.59

LO2 8.54 8.75 - 8.61 8.36 8.51 8.42

Tableau 4.7 – Fréquences de vibration des phonons en centre de zone du composé NiTiSn

(THz).

Les propriétés thermodynamiques s’expriment directement à partir des fréquences de pho-

nons dans l’approximation harmonique. Nous avons accès à la capacité calorifique à volume

constant, ainsi que l’entropie et l’énergie libre de Helmholtz en fonction de la température.

Chaque quantité thermodynamique s’exprime par une sommation des différents modes de vi-

brations du crystal. Les expressions de chaque grandeur thermodynamique sont calculées à par-
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Expériences Calcul

iHfSn 80 K 300 K 0 K

Ref. [210] Ref. [210] Ref. [211] Ref. [211] Cette étude

TO1 5.24 5.15 5.06 5.24 4.94

TO2 6.98 7.16 6.91 7.07 6.59

LO1 - 5.33 - 5.27 4.94

LO2 7.64 7.85 7.58 7.28

Tableau 4.8 – Fréquences de vibration des phonons en centre de zone du composé NiHfSn

(THz).

Expériences calcul

300 K 0 K

Ref. [211] Ref. [211] Cette étude

TO1 5.96 6.03 5.70

TO2 7.01 7.10 6.63

LO1 - 6.03 5.70

LO2 - 7.79 7.39

Tableau 4.9 – Fréquences de vibration des phonons en centre de zone du composé NiZrSn

(THz).

tir de la fonction de partition du système. Dans les expressions qui suivent, kB est la constante

de Boltzmann, ~ la constant réduite de planck, ωqp les fréquences de chaque mode de phonon

qp et T est la température. La capacité calorifique à volume constant CV s’exprime :

CV =
∑

qp

kB

(
~ωqp
kBT

)2 e
~ωqp
kBT

[e
~ωqp
kBT − 1]2

. (4.2)

Les capacités calorifiques à volume constant sont tracées figure 4.8 pour les trois composés.

Dans les trois cas, à haute température les capacités calorifiques tendent vers la loi de Dulong-

Petit, c’est à dire vers 3R où R est la constante des gaz parfait. Des mesures expérimentales

de capacité calorifique sont disponibles pour le composé NiTiSn [214]. La comparaison entre

le calcul et les expériences est tracée sur la figure 4.9. La capacité calorifique est très bien

reproduite avec un accord quasiment parfait avec l’expérience. Une déviation est observée à

haute température. Nous avons aussi calculé l’énergie libre de Helmholtz ainsi que l’énergie

interne des trois composés, figure 4.10 et 4.11 respectivement. L’énergie libre d’Helmholtz

s’exprime suivant :

F =
1

2

∑

qp

~ωqp + kBT
∑

qp

ln(1− e
~ωqp
kBT ). (4.3)

L’énergie interne de phonons s’exprime :

E =
∑

qp

~ωqp


1

2
+

1

e
~ωqp
kBT − 1


 . (4.4)
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Figure 4.8 – Capacités calorifiques à volume constant pour les trois composés half-Heusler,

NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn
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Figure 4.9 – Capacité calorifique à volume constant de NiTiSn comparé à l’expérience [214]
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Figure 4.11 – Énergie de phonon des trois composés half-Heusler, NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn

L’énergie de Helmholtz est communément définie comme étant le travail potentiellement uti-

lisable par le système dans un environnement fermé à température constante. À température

nulle l’énergie libre d’Helmholtz F0 est égale à l’énergie interne E0, F0 = E0. Si l’atome X

de la structures NiXSn devient de plus en plus lourd, l’énergie libre de Helmholtz diminue.

À température croissante, nous observons que les énergies d’Helmholtz ainsi que les énergies

internes présentent la même évolution pour les trois half-Heusler NiXSn. De plus, entre les

trois composés, les valeurs de ces énergies sont très proches. À 600 K, l’énergie interne F vaut

180 kJ.mol−1 pour les trois composés. Les différences d’énergie de Helmholtz entre les trois

composés augmentent avec la température. Nous avons, à 600 K, FNiHfSn= -186.15, FNiZrSn=

-170.67 et FNiTiSn= -150.8 kJ.mol−1. Pour décrire des effets thermiques dépendant du volume

du cristal, comme par exemple, la dilatation thermique, il est possible d’utiliser l’approximation

quasi-harmonique. En effet, dans le cadre de l’approximation harmonique, une fois le volume

relaxé vers le volume d’équilibre à température nulle, il est gardé constant. Afin d’accéder aux

effets dépendants du volume, nous avons besoin de connaitre l’évolution des fréquences de vi-

bration des phonons quand le volume change. Il est possible d’accéder à ces informations en

faisant l’approximation quasi-harmonique. Elle stipule que l’approximation harmonique reste

valable pour toutes les valeurs du paramètre de maille proche de la valeurs à 0 K. Il suffit

donc d’effectuer un calcul harmonique en changeant le volume, i. e. le paramètre de maille. La

procédure utilisée pour calculer les phonons est la même que celle utilisé précédemment. Un

calcul harmonique est effectué pour un ensemble de paramètres de maille proche du paramètre

de maille à l’équilibre. Ensuite les valeurs intermédiaires sont interpolées. De cette façon, nous

obtenant la variations des fréquences de vibration des phonons en fonction du paramètre de

maille. Une fois cette information connue, il est assez simple de dériver toutes les quantités

thermodynamiques dépendant du volume. La capacité calorifique à pression constante, le co-

efficient de dilatation thermique, l’énergie libre de Gibbs, l’énergie d’Helmholtz en fonction du

volume, les constantes de Grüneisen, peuvent être déduits des calculs quasi-harmoniques. Nous

pouvons voir sur la figure 4.12 le calcul théorique de la dilatation thermique volumique du com-

posé NiTiSn comparée à l’expérience [214]. Le coefficient de dilatation thermique volumique

s’exprime comme :

αv =
1

V

(
∂V

∂T

)

P

, (4.5)
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Figure 4.12 – Dilatation thermique de NiTiSn : comparaison avec l’expérience [214, 215]

où V est le volume et T la température. Pour NiTiSn, à haute température, nous trouvons

αv = 30 · 10−6K−1 tandis que l’expérience rapporte un coefficient légèrement supérieur. L’expé-

rience est bien reproduite, les différences restantes peuvent être dues à la synthèse du composé

(impuretés, etc) mais aussi dans l’écart que nous avons sur le paramètre de maille calculé qui

diffère légèrement de ce qui est observé expérimentalement. Cette différence peut aussi avoir

une origine liée à la méthode quasi-harmonique qui suppose que l’approximation harmonique

reste valable pour des petits changement de volume.

Vitesse des phonons : Les vitesses et les vitesse moyennes v̄(ω) sont montrées figures 4.13a,

4.13b et 4.13c pour les trois composés. Les vitesses moyennes, représentées par des courbes

noires, à été faite sur chaque bande séparément. Il y a deux régions principales dans le spectre,

ω . 3 THz ainsi que ω & 3 THz. Ces deux régions correspondent respectivement à l’intervalle

de fréquence des phonons acoustiques, où les relations de dispersion sont presque linéaires et

à l’intervalle de fréquence des phonons optiques où les relations de dispersion sont plates. A

titre comparatif, les densités d’états nous permettent aussi de constater que pour le composés

NiTiSn, la substitution des atomes de titane par des atomes de zirconium induit une réduction

de la partie optique du spectre d’environ 1 THz. Dans le cas de NiZrSn, la substitution des

atomes de zirconium par des atomes d’hafnium induit une réduction de la partie acoustique

d’environ 0, 5 THz. Ces réductions induisent aussi un changement des relations de dispersion,

et donc un changement dans les vitesses (∂ω∂q ). Ceci est directement visible sur les figures. Dans

la partie basse fréquence du spectre, les vitesses des phonons dans NiHfSn sont réduites par

rapport à NiTiSn et NiZrSn. Pour la partie haute fréquence, où les vitesses sont moindres dans

une plus grande plage de fréquence pour NiTiSn que pour NiZrSn ou NiHfSn.

4.2.3.2 Calcul anharmonique

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à la partie anharmonique responsable du

transport thermique. En effet, comme comme cela a été vu précédemment, cela consiste à

introduire des termes d’ordre supérieur dans le développement de Taylor de l’énergie totale

électronique en fonction des déplacements atomiques. Dans ce travail, nous avons considéré

uniquement le développement au troisième ordre pour prendre en compte l’anharmonicité. Ceci
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(a) Vitesses et vitesses moyennes des phonons

en fonction de la fréquence pour le composé

NiTiSn. Les moyennes sont représenté par les

courbes continues. Les couleurs représentent les

différentes bandes.

(b) Vitesses et vitesses moyennes des phonons

en fonction de la fréquence pour le composé

NiZrSn. Les moyennes sont représenté par les

courbes continues. Les couleurs représentent les

différentes bandes.

(c) Vitesses et vitesses moyennes des phonons en fonction de la fréquence pour le composé NiHfSn. Les

moyennes sont représenté par les courbes continues. Les couleurs représentent les différentes bandes.

Figure 4.13 – Vitesses et vitesses moyennes des phonons
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Figure 4.14 – Temps de vie inverse des phonons en fonctions de la fréquence pour les composés

NiXSn comparé avec le silicium.

revient à introduire des processus de diffusion faisant intervenir trois phonons. Numériquement,

les calculs sont très similaires au problème harmonique. La différence réside dans le fait qu’il

faut maintenant effectuer un calcul DFT d’énergie totale électronique lorsque l’on déplace

deux atomes de leur positions d’équilibre. La symétrie du cristal détermine le nombre de paire

de déplacements à effectuer. Dans le cas des half-Heusler, qui appartient au groupe d’espace

F 4̄3m, on trouve 497 paires de déplacements dinstinctes. Ces calculs nous permettent d’obtenir

les constantes de force anharmoniques au troisième ordre et ensuite d’en déduire les temps de

vie des phonons.

Temps de vie des phonons : La distribution de l’inverse des temps de vie en fonction de

la fréquence pour les trois composés half-Heusler est présentée figure 4.14. À la température

ambiante, pour des fréquences proches de zéro, 1/τ obéit à un comportement de type ω2. Ce

comportement est typique des processus normaux [216], [217]. Pour des fréquences plus élevées,

à cause des processus Umklapp, 1/τ obéit à un comportement de type ω4. La variation du

temps de vie en loi de puissance à l’ordre quatre n’est pas obtenue par les modèles analytiques

conventionnels.

Les figures 4.15a, 4.15b et 4.15c montrent les distributions des des temps de vie le long de

certaines directions de haute symétrie dans la zone de Brillouin. La première remarque concerne

l’inhomogénéité des temps de vie sur la zone de Brillouin. On peut identifier plusieurs région

de la zone de Brillouin où la diffusion des phonons est accrue. Cette non uniformité a plusieurs

origines, la transformée de Fourier des constantes de forces anharmoniques Φlτα;l′τ ′β;l′′τ ′′γ ainsi

que les lois de conservation qui imposent des contraintes sur la diffusion des phonons. Ces

lois de assurent la conservation du moment −q + q′ + q′′ = G ainsi que la conservation de

l’énergie, ωqp = ωq′p′ − ωq′′p′′ , pour les processus de « désintégration »(qp)
 (q′p′) + (q′′p′′) où

ωqp+ωq′p′ = ωq′′p′′ pour les processus de collision (qp)+(q′p′)
 (q′′p′′). Ces lois de conservation,

vues comme un système d’équations couplées pour un état de phonon qp définissent une surface

dans la zone de Brillouin en q′. Pour qu’un processus de diffusion soit possible, le vecteur q′

soit appartenir à cette surface. Ici on sépare les surfaces en deux catégories. Une surface qui
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(c) Structure de bande de phonon et densité d’états projeté pour le composé NiHfSn.

Figure 4.15 – Structure de bande de phonon et densité d’états projetée. Les bandes sont

décorées par le temps de vie inverse des phonons.
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représente les états possibles pour des « désintégrations » (notée D) ainsi qu’une surface pour

les collisions (notée C). Les surfaces de conservation pour deux points de la zone de Brillouin

dans la direction ΓX sont montrées figures 4.15a, 4.15b et 4.15c. Plus la surface est grande

plus un nombre élevé d’états est disponible pour la diffusion des phonons. Donc plus la surface

est grande, plus l’inverse du temps de vie est grand. Dans le cas de NiTiSn et NiZrSn, la

surface pour les processus de collision est ”grande” ce qui implique une diffusion forte des

phonons à cet endroit de la zone de Brillouin. Pour ce qui est du cas de NiHfSn, cette même

surface est beaucoup moins importante, ce qui indique des diffusions plus faibles. Nous pouvons

ainsi comprendre que, malgré des changements modestes dans les relations de dispersion, la

substitution des atomes de titane par des atomes d’hafnium a une influence significatives sur

les surfaces de conservation. Malheureusement, expérimentalement, aucune mesure du temps

de vie des phonons n’est disponible. La seule comparaison que nous pouvons faire et celle de

quantités macroscopiques telles que la conductivité thermique où les temps de vie interviennent

de façon moyenne et indirecte.

Conductivité thermique : Dans notre cas la conductivité thermique est calculée à l’aide de

l’équation de transport de Boltzmann, comme expliqué dans le chapitre 3. La dépendance en

température de la conductivité thermique pour les trois half-heusler à l’étude est montrée sur

la figure 4.16. L’anharmonicité augmente avec la température, il s’ensuit une diminution de la

conductivité thermique. À la température de 300 K nous obtenons 15.4, 13.4 et 15.8 W.m−1.K−1
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Figure 4.16 – Conductivité thermique de réseau en fonction de la température pour les trois

composés NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn

pour respectivement NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn. Nous remarquons dans un premier temps, que

les conductivités du composé NiTiSn et celle du composé NiHfSn sont très proche, malgré la

substitution des atomes de zirconium par des atomes de hafnium. Si l’on compare NiHfSn à

NiTiSn, on peut voir que les vitesses des phonons des branches acoustiques sont plus faibles dans

NiHfSn. Ce qui aurait tendance à indiquer que sa conductivité thermique devrait être inférieure

à celle de NiTiSn. Cependant, les atomes de hafnium ont aussi pour effet d’augmenter les temps

de vie des phonons, ce qui compense la diminution des vitesses sur les branches acoustiques. La

conductivité de NiHfSn reste alors similaire à celle de NiTiSn. Dans le cas du troisième half-
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Heusler à l’étude, NiZrSn, la situation est un peu différente. En effet, les vitesses des phonons

restent très similaires à celle de NiTiSn, par contre, les temps de vie associés sont beaucoup

plus petit, ce qui induit une nette diminution de la conductivité thermique de NiZrSn.

La méthode que nous avons utilisé pour calculer la conductivité thermique permet aussi

d’obtenir une représentation spectrale de la conductivité thermique. Les figures 4.17a, 4.17b

et 4.17c montrent les conductivités thermiques spectrales des composés NiTiSn, NiZrSn et

NiHfSn. Cela nous permet de visualiser quelles parties du spectre en fréquence contribue le

plus à la conductivité thermique. Par exemple, nous observons que dans le cas du NiTiSn,

presque toute la conduction de chaleur se fait dans une plage de fréquence de 0 à 4 THz, avec

un pic vers 2 THz. Pour le NiHfSn la situation est presque similaire. Pour le dernier composé

NiZrSn, la plage de fréquence est plus étendue et va jusqu’a 6 THz. De plus, nous remarquons

que pour NiTiSn et NiHfSn, la conductivité thermique spectrale est quasiment nulle après le

gap en fréquence présent dans les structures de bandes. Pour NiTiSn, ce gap est situé à 4,5

THz et pour NiHfSn il est situé vers 6 THz.

Dans le chapitre 2, nous avons dressé un tableau comparatif des différentes expériences

effectuées sur les composés half-Heusler à l’étude. Nous avons vu, entres autres, qu’il y a une

grande dispersion des valeurs expérimentales. Maintenant que nous avons obtenu la conduc-

tivité thermique de nos trois composés, nous pouvons les comparer à l’expérience, voir 4.10.

Premièrement, en dépit de la forte dispersion des valeurs, l’ordre de grandeur que nous obte-

NiTiSn NiZrSn NiHfSn

15.4ce travail 13.4ce travail 15.8ce travail

17.9[97]théorie 19.6[97]théorie 19.5[97]théorie

16.8[97]théorie 17.5[97]théorie 12.97[98] théorie

10.7[98]théorie 10.22[98] théorie

7.6[99]théorie

6[100, 101] 17.2[4]∗ 12.5[4]∗

7.4[14, 95] 10.1[100, 101] 3.89[102]

9.3[7]∗ 9.5[96]∗ 4.80[102]

8.8[7]∗ 6.7[7]∗

3.83[102]

5.38[102]

11.5[92]∗

Tableau 4.10 – Conductivités thermiques de réseau κL(W.m−1.K−1). Pour les valeurs expéri-

mentales repérées par une astérisque (∗) la conductivité thermique totale est reportée. Pour les

valeurs théoriques, la méthode de calcul est indiquée. La méthode de synthèse des matériaux

est indiquée pour les valeurs expérimentales. Les échantillons sont sensés être monophasés ou

uniformes à l’échelle de la méthode de caractérisation qui est employée par les auteurs.

nons est directement comparable aux expériences. Ceci parâıt simple à dire, mais il ne faut pas

oublier que d’un matériau à l’autre, la conductivité thermique peut prendre des valeurs allant

jusqu’à 5 ordres de grandeur de différence. On voit que les défauts ponctuels ne déterminent
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(c) Conductivité thermique spectrale du composé NiHfSn en fonction de la fréquence et de la tempéra-

ture.

Figure 4.17 – Conductivités thermiques spectrales

pas l’ordre de grandeur de la conductivité thermique aux températures envisagées dans ce tra-

vail. Mais ils ne sont pas sans importance pour la thermoélectricité. En effet, sans dégrader

les propriétés électroniques, la diminution de la conductivité thermique d’un facteur 5 serait

très intéressant et mènerait déjà à un zT de l’ordre de 3. Le tableau 4.10 contient également

d’autre résultats théoriques publiés dans la littérature. La référence [97] utilise la méthode la

plus proche de la notre. Les détails de résolutions sont cependant différent car l’équation de

Boltzmann est résolue par itération et les constantes de forces sont calculées différemment.

Les paramètres de maille utilisé dans cette référence sont en moins bon accord avec l’expé-

rience que les nôtres, mais ils utilisent une supercellule 3×3×3 qui est plus grande que la notre.

En conséquence ils obtiennent une conductivité thermique plus grande pour NiZrSn que pour

NiHfSn, alors que nous obtenons l’inverse. Nos résultats semblent cependant cohérent entre eux

car la sommes des carrés des constantes de force anharmonique, qui mesure l’anharmonicité
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du cristal, donne un ordonnancement des conductivités thermiques identique à celui que nous

obtenons dans le tableau 4.10.

4.3 Synthèse de half-Heusler à l’Onera

4.3.1 Introduction

À la lecture des articles de la littérature, il est très difficile de se faire une idée précise de

la pertinence des mesures de conductivité thermique. Ce n’est pas la justesse de la mesure qui

est cause mais, en fait, les auteurs d’études expérimentales sont plutôt axé sur l’obtention d’un

matériau performant qui, par conséquent, peut être assez éloigné du matériau modèle dont nous

avons besoin pour valider la théorie. D’autre part, les caractérisations publiées sont souvent

assez sommaires ou, tout du moins, insuffisamment détaillée pour notre usage. Par conséquent,

nous avons cherché à élaborer quelques alliages dont les compositions et les microstructures

seraient parfaitement contrôlées. Comme nous allons le voir, cette synthèse est loin d’être

triviale. Nous présentons ici quelques résultats préliminaires. Les échantillons élaborés ont été

caractérisés par diffraction des rayons X (DRX) et par microscopie électronique en balayage

(MEB). Des mesures de diffusivité thermique ont ensuite été réalisées et comparéés aux calculs.

Ces résultats préliminaires sont exposés ci-après.

4.3.2 Élaborations

Les échantillons ont été élaborés par fusion à l’arc à partir de d’éléments purs sous la forme

de fragments de métaux de nickel, de zirconium et d’étain. Le four à arc utilisé pour préparer

les échantillons (figure 4.18a) est constitué d’une enceinte dans lequel on établi d’abord un

vide secondaire à environ 10−6 hPa. Les métaux sont disposés au préalable dans un creuset

en cuivre refroidi par une circulation d’eau. On utilise des métaux de haute pureté, au moins

99,99 %. Ensuite, et après plusieurs balayages, une pression résiduelle statique d’argon d’environ

250 hPa est maintenue. Un courant de haute intensité est établi par l’intermédiaire d’électrode

à proximité des métaux dans le creuset. On forme en fait un arc entre l’électrode et les métaux

reposant dans le creuset de cuivre. La puissance de l’arc est de 30 kW ce qui permet de mettre

en fusion les métaux. Il n’y a donc pas de contact entre les échantillons et l’électrode afin

d’éviter toute contamination. Le creuset étant refroidi il ne réagit pas non plus. La figure 4.18b

montre le creuset et l’arc électrique pendant une fusion.

Lors d’une élaboration par cette méthode, l’élévation de température est très rapide, ce qui

permet, en principe, de mélanger des métaux de points de fusion différents. Après fusion les

échantillons obtenus se refroidissent naturellement. En général, ils sont ensuite retournées et

une nouvelle fusion est effectuée de manière à homogénéiser l’alliage. On réalise ainsi plusieurs

fusions, typiquement 5 à 6 fois.

Dans notre cas le creuset avait la forme d’une « savonnette » de 60 cm3 (45×65×20 mm3).

Malgré la rapidité de la méthode, les grandes différences entre les points de fusion des métaux

ont causé des difficultés particulières. En effet, le point de fusion de l’étain (231,93◦C) est très

bas par rapport à celui du zirconium (1855◦C) ou du nickel (1455◦C).

Au refroidissement, les échantillons se sont également révélés très fragiles. La savonnette

s’est fragmentée en raison des contraintes thermiques (voir figure 4.19).
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Enfin, une autre difficulté a été de contrôler la composition en éléments métallique pour

obtenir la phase souhaitée. Le diagramme de phase ternaire est assez complexe et les chemins

de réaction ne sont pas très bien documentés. Comme cela est présenté ci-dessous ; il s’est avéré

difficile d’obtenir un échantillon monolithique et monophasé.

Nous avons remarqué également que ces échantillons captaient facilement les charges sta-

tiques par frottement. Il se produit facilement des étincelles lorsque les échantillons s’entre-

choque. Cette sensibilité triboélectrique est assez anecdotique mais néanmoins révélatrice des

propriétés exotiques de ces matériaux.

(a) Four à arc (b) Creuset

Figure 4.18 – Dispositif de synthèse

Figure 4.19 – Photo des échantillons de NiZrSn

4.3.3 Caractérisation microstructurale

4.3.3.1 Microscope électronique à balayage

La microstructure a été observée microscope électronique à balayage Zeiss Gemini 4.20 qui

est équipé d’un canon à émission thermoélectronique permettant d’effectuer l’analyse chimique

à une échelle de 1µm−3 ainsi qu’une cartographie des éléments majeurs. Les tension permettant

l’accélération des électrons peuvent varier entre 1 et 30 kV. Des images à contraste topogra-

phique et à contraste de phase ont été réalisées grâce aux détecteurs d’électrons secondaire
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et rétrodiffusés. Ce microscope donne typiquement accès à une plage de grandissement allant

jusqu’a x 50 000.

Figure 4.20 – Photo de la colonne d’acquisition du microscope électronique à balayage (MEB) :

a) Détecteur d’électrons secondaires (SE), b) détecteur d’électrons rétrodiffusés (BSE), c) spec-

tromètre de rayons X (EDS)

Les images 4.21 montrent, à différentes échelles, la microstructure de l’échantillon de NiZrSn

synthétisé.

Ces images ont été enregistrées en mode « électrons rétrodiffusés »(BSE pour : BackScattered

Electrons) Dans ce mode, le contraste sur les figures est dépendant de la masse atomique

moyenne de la phase. Plus les éléments sont lourds, plus ils apparâıssent blancs. Premièrement

nous observons une certaine homogénéité de l’échantillon. Nous remarquons la présence de

grains plus lourd en masse atomique que la matrice de base. L’analyse chimique des différentes

phases a été effectuée aux différents points qui sont repérés sur la figure 4.22. Trois phases

différentes ont été identifiées : le point 1 correspond à la phase half-Heusler NiZrSn, le point 2

correspond à une phase d’étain pur et les points 3, 4 et 5 correspondent à une phase binaire avec

des proportions égales de zirconium et d’étain. Les taches noires sont des porosités. La formation

de ces phases parasites qui ne sont pas des half-Heusler peut être due à la faible température de

fusion de l’étain. Leur présence suggère que la phase half-Heusler est probablement déficitaire

en étain et en zirconium, ou de manière similaire la concentration en nickel est trop élevée.

En principe, un recuit d’homogénéisation dans un domaine monophasé serait nécéssaire

pour éliminer les phases mineures indésirables. Cependant cette procédure peux se révéler très

délicate en raison de la fragilité des échantillons d’une part et de la faible température de fusion

de l’étain d’autre part. L’idéal serait de réaliser ce processus sous pression de confinement, c’est

à dire par exemple dans un HIP 1. Nous n’avons pas pu mettre au point une telle procédure

1. HIP : Hot Isostatic Pressure est un procédé de frittage sous pression et température élevées. Cela nécessite

de mettre l’échantillon dans une ampoule déformable et c’est une procédure assez contraignante.
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(a) x20 (b) x100

(c) x1000

Figure 4.21 – Micrographie MEB du NiZrSn en mode BSE (grandissement de x20 à x1000)

qui présentait des risques quant à l’obtention d’échantillons souhaités. Nous avons donc préféré

commencer par faire des mesures de conductivité quitte à recommencer après avoir effectué des

traitements thermiques adaptés.

4.3.4 Mesure de diffusivité thermique

Les mesures de diffusivité thermiques sont réalisés sur un échantillon à lames parallèles

qui a été découpé par électro-érosion afin d’obtenir une géométrie correcte. L’échantillon est

supporté sur un porte-objet chauffant stabilisé à une température choisie et un flash laser

est envoyé sur une face. Une caméra thermique observe l’autre face et permet de mesurer le

temps de parcours de la chaleur. Du fait de lafaible température de fusion de l’étain et pour

éviter une dégradation indésirable de l’échantillon nous avons limité le domaine de mesure aux

températures les plus basses. Connaissant l’épaisseur de l’échantillon on en déduit la diffusivité

thermique (en m2.s−1), laquelle s’exprime par la formule suivante :

D(T ) =
κ(T )

ρC(T )
, (4.6)

où T est la température, ρ = 7, 281.103 kg.m−3 est la masse volumique du composé, κ(T ) sa

conductivité thermique et C(T) sa capacité calorifique massique.

Les mesures de diffusivité thermique sont montrées sur la figure 4.23a. La propriété physique

que nous cherchons à déterminer est la conductivité thermique κ(T ). Dans la formule (4.6) la
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1

2

4 3

5

Figure 4.22 – Localisation des différents points pour l’analyse de la composition.

capacité calorifique massique est inconnue. N’ayant pas accès à sa mesure, nous avons utilisé

la valeur qui a été calculée précédemment dans ce chapitre. Les températures de mesure étant

suffisament élevées (entre 275 K et 500 K), nous sommes tout de même assez proche de la loi de

Dulong et Petit. Comme cette loi est assez bien vérifiée pour tout les composés à température

ambiante, nous supposons que les valeurs du Cv calculé sont proche de celle du composé réel.

De plus, les variations de Cv dans le domaine de température considéré sont relativement faible.

Nous supposons qu’il en est de même pour le composé synthétisé, voir figure 4.23b.
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Figure 4.23 – Diffusivité mesurée et capacité calorifique molaire calculée.

Avec la capacité calorifique molaire calculée, la conductivité thermique s’exprime donc :

κ(T ) = ρD(T )
Cv(T )

Mmol
(4.7)

où Mmol = 268, 627 g.mol−1 est la masse molaire du NiZrSn. Plusieurs mesures de diffusivité

thermique ont été effectuées à la même température. Nous avons retenu pour le calcul de κ(T ),

la valeur moyenne de ces mesures à chaque température. La conductivité thermique en fonc-

tion de la température est tracée sur la figure 4.24 et est comparée au calcul de conductivité

thermique fait au paragraphe 4.2.3.2. Premièrement, on note que les valeurs expérimentales et
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Figure 4.24 – Mesure de diffusivité thermique

théoriques diffèrent environ d’un facteur 1,5 à 2. Cette comparaison est donc approximative

mais il faut néanmoins souligner que le bon ordre de grandeur est obtenu. La conductivité ther-

mique mesurée est une conductivité thermique totale, or les conductivités thermiques calculées

ne prennent en compte que la contribution des phonons. Pour connaitre expérimentalement la

contribution des électrons, des mesures de conductivité électrique sont nécessaire. Cependant, la

contribution des électrons est relativement faible, surtout à basse température. Le groupe de Yu

[102] rapporte cette contribution comme est environ 0.4 W.m−1.K−1 à 300 K et 2 W.m−1.K−1

à 1000 K pour NiZrSn. Elle est donc potentiellement quasiment négligeable. D’après la figure

4.24 le calcul sous estime les valeurs mesurées. Ceci est probablement dû à la présence des

phases mineures. L’étain qui semble « mouiller »les joints de grain sur les micrographies pour-

rait apporter une contribution non négligeable. Il faut retenir que les valeurs de conductivité

thermiques mesurés sont légèrement supérieure mais dans l’ordre de grandeur des conductivités

mesurées par d’autre groupe [4, 7, 92, 96, 100–102]. D’autres mesures seront nécessaires après

des traitements thermiques adaptés de ces échantillons ce qui n’a malheureusement pas pu être

fait dans le temps de cette thèse. La synthèse du composé half-Heusler NiZrSn à été réalisé par

un four à arc. Les échantillons ont été caractérisés au MEB. Ces caractérisations mettent en

évidence une relative bonne homogénéité de l’échantillon mais insuffisante pour notre tache. La

phase half-Heusler NiZrSn est majoritaire mais il y a aussi présence des grains d’étain pur et de

ZrSn. Grâce à des mesures de diffusivité thermique nous avons pu déterminer la conductivité

thermique totale. Étant donné la microstructure complexe de cet échantillon la comparaison

avec la théorie modélisant des monocristaux infinis est difficile. Nous concluons tout de même

que les bons ordres de grandeur sont atteints par le calcul. Ceci valide la théorie pour les mo-

nocristaux half-Heusler de NiZrSn et nous supposons que la réalité serait bien reproduite si

la synthèse de monocristaux était réalisable. Si la conductivité thermique était sous-estimée,

il aurait fallu admettre qu’il y a des mécanismes de diffusion des phonons qui ne sont pas

pris en compte dans la théorie. Nous ne sommes pas dans cette situation. Dans notre cas, nous

sur-estimons la conductivité thermique. une explication plausible est que les phases secondaires

aux joints de grains forme des courts-circuits thermiques et augmentent ainsi la conductivité

thermique. Des traitements thermiques ou thermo-mécaniques plus poussés seront nécessaires

pour faire converger théorie et expérience. Pour le moment, il n’y a pas lieu de raffiner plus la

théorie en l’absence de mesures expérimentales plus avancées.
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4.4 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressé aux propriétés électroniques et thermiques des

composés half-Heusler NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn. Nous avons mit en évidence les phases les

plus stables. Nous avons vu que la formation d’un gap semi-conducteur justifie cette stabilité.

Une étude comparative entre les trois composé half-Heusler a été présenté. Grâce à l’approxi-

mation harmonique, les structures de bandes et vitesses de phonon ont été calculé. Nous avons

obtenus des vitesses de phonons très voisines pour les composés NiTiSn et NiZrSn dans la

partie acoustique, tandis que celle du NiHfSn est réduite de 10 à 15%. Ensuite, en incluant

l’anharmonicité et avec la résolution exacte de l’équation de Boltzmann, les temps de vie et

conductivités thermiques ont été calculés. Comparés à NiTiSn, les temps de vie de NiHfSn sont

similaires menant à des conductivités thermiques très proches. De manière opposée, les temps

de vie sont beaucoup plus petits dans le cas de NiZrSn donnant lieu à une conductivité ther-

mique plus faible. Malgré la forte dispersion des valeurs expérimentales, qui révèle la difficulté

de synthèse de ces matériaux, nous retrouvons de résultats concordant avec les expériences.
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Chapitre 5
Modélisation des défauts ponctuels : Régime

haute concentration
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5.1 Introduction

Après avoir modélisé les propriétés thermiques des composés parfaits, nous pouvons passer

à l’étude des défauts localisés. En effet, comme nous l’avons vu dans l’introduction, les ex-

périmentateurs ont recours à l’inclusion de défauts afin de réduire la conductivité thermique.

Il existe plusieurs types de défauts que l’on peut classer en fonction de leur dimensionalité.

Ainsi, à l’échelle atomique, on trouve les défauts ponctuels tels que les lacunes et les atomes en

position d’interstitiels ou en substitution. Ce sont des défauts de dimension nulle (0D). Les dis-

locations sont des défauts linéaires (1D) qui s’étendent sur plusieurs échelles spatiales dans une

direction seulement. De même, les défauts d’empilement, les parois d’antiphase, les joints de

grains sont des défauts 2D. Puis à une échelle nanométrique, on pourra trouver des défauts 3D

87
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comme des inclusions ou des précipités cohérents ou non avec la matrice. Chacun de ces types

de défauts a un impact particulier sur le transport thermique et pour chacun il est nécessaire

de développer un modèle adapté. Ce sont souvent les dopages (défauts 0D) ou les inclusions et

précipités (3D) qui sont utilisés pour nano-structurer les matériaux.

Dans cette partie, nous nous intéressons à la modélisation des défauts ponctuels et plus par-

ticulièrement aux substitutions atomiques. Ceci pour deux raisons. La première concerne tout

simplement la puissance de calcul nécessaire à la modélisation d’un défaut de grande extension

spatiale. Pour aborder ce problème ab initio, il faut construire des supermailles de grandes

dimensions pour la partie du calcul de structure électronique et les temps de calcul croissent

très rapidement avec la taille du système. La seconde raison vient du cheminement utilisé par

les expérimentateurs : l’inclusion de défauts ponctuels est généralement la première technique

utilisée pour améliorer le rendement des matériaux thermoélectriques (c.-à-d. maximiser le zT ).

De plus, les substitutions isoélectroniques sont les défauts ponctuels les plus utilisés expérimen-

talement. L’idée consiste, pour réduire la conductivité thermique des matériaux half-Heusler,

à introduire des perturbations de masse dans le réseau cristallin en essayant de ne pas altérer

les propriétés électriques. Ces dernières découlent en effet du choix des composés initiaux – en

principe un cristal parfait – qu’il y a lieu de ne pas dégrader. Ces propriétés électriques sont

le pouvoir thermoélectrique (S), la conductivité électrique (σ) et la conductivité thermique

d’origine électronique (κe). Ceci justifie l’utilisation de substitutions isoélectroniques. En effet,

la couche de valence des atomes substituants étant la même que celle des atomes substitués,

seulement de légères modifications de la structure électroniques sont attendues, menant ainsi à

la préservation des propriétés de transport électrique.

Ce chapitre est dédié à l’étude de substitutions isoélectroniques à haute concentration dans

les matériaux half-Heusler NiTiSn, NiZrSn ainsi que NiHfSn. Plusieurs méthodes basés sur

des approches différentes sont alors développés afin d’inclure au mieux l’effet des substitutions

isoélectroniques sur les propriétés thermiques. Dans ce chapitre nous nous intéressons plus

particulièrement au régime haute concentration et développons une approche en conséquence.

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps, un modèle de champ moyen pour

accéder aux propriétés harmoniques et anharmoniques à forte concentration de substitution.

Dans un second temps, nous verrons l’application de cette méthode aux matériaux half-Heusler.

5.2 Effet des défauts ponctuels

L’insertion de défauts ponctuels au sein d’un composé parfait a plusieurs effets. D’un point

de vu général, tout défaut brise la symétrie du cristal. Cette brisure change le groupe d’espace

utilisé pour décrire le cristal de la supermaille. et des modes de vibrations différents appa-

raissent. Le coût numérique des calculs de phonons dépend très fortement du groupe d’espace.

En effet, les opérations de symétrie sont utilisées afin de diminuer le nombre de déplacements

nécessaires pour calculer les constantes de force. Plus l’ordre du groupe d’espace est élevé, moins

le nombre de calculs nécessaires est important. Les brisures de symétrie induites par l’insertion

d’un défaut diminuent l’ordre du groupe d’espace et ainsi peut augmenter considérablement

le nombre de calculs à effectuer. Dans certain cas, ce nombre est tel qu’il est techniquement

impossible de les réaliser dans un temps raisonnable. En plus des brisures de symétrie, certaines

concentrations de défauts nécessiteraient la modélisation d’une maille avec un grand nombre
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d’atomes. Dans notre cas, nous sommes limités à la simulation d’une centaine d’atomes. Finale-

ment, accéder directement de manière ab initio à la conductivité thermique d’un composé dopé

nécessite la mise en œuvre de nouvelles méthodes de simulation indirectes. Notre intérêt princi-

pal est de comprendre les mécanismes de réduction de la conductivité thermique par l’insertion

de défaut en comparaison des conductivités thermiques des composés parfaits déterminées dans

le chapitre précèdent.

Nous pouvons identifier trois origines aux mécanismes d’altération de la conductivité ther-

mique induits par les défauts ponctuels :

– les variation de masse,

– les variation de constante de force,

– l’introduction d’un désordre.

Les variations de masse sont dues aux différences de masses entre les atomes substitués et les

atomes substituants. Dans le cas des half-Heusler considérés ici, les substitutions font intervenir

les atomes de titane, de zirconium et d’hafnium. Les atomes de titane ont une masse atomique

(moyenne isotopique) de 47.86, le zirconium 91.22 et l’hafnium 178.49. On peut donc faire

varier d’un facteur 2 à 4 la masse atomique sur un site de dopage. On s’attend à ce que ces

différences de masses changent principalement les fréquences de vibrations des phonons et aussi

modifient leur transport. Les variations de constante de force ont pour origine les différences

de structure électronique des atomes substitué et substituants. Dans le cas des half-Heusler

les substitutions sont isoélectroniques. Même si les couches de valence sont équivalentes entre

les différents atomes, des différences subsistent et modifient la densité électronique et par voie

de conséquence les forces entre les atomes. Ces différences vont aussi avoir pour effet de mo-

difier les fréquences des phonons ainsi que le transport. Les substitutions ne peuvent pas être

effectuées exactement sur des sites atomiques prédéterminés. Par exemple, elles se répartissent

différemment en fonction de la température de synthèse et on obtient une répartition désor-

donnée des atomes substituants dans le cristal. Ce désordre modifie aussi les modes propres

de vibration du cristal et doit être inclus dans les modèles. Dans la première partie de ce cha-

pitre nous nous consacrons à la prise en compte de ces effets induits par les défauts ponctuels

substitutionnels. Numériquement, comme nous l’avons vu, il est impossible d’accéder à toutes

les concentrations, car cela serait trop couteux en temps de calcul. Cependant, nous pouvons

faire des calculs de phonon dans l’approximation harmonique pour quelques concentrations

spécifiques. Les calculs anharmoniques restant impossible en dehors des composés parfait. Les

concentrations accessibles nous sont imposées par la super-maille 2× 2× 2 que nous utilisons

pour les calculs de phonon. En effet, dans le cas des half-Heusler nous simulons 96 atomes.

Si on prend l’exemple du composés NiXSn, nous simulons 32 atomes de nickel, 32 atomes X

ainsi que 32 atomes d’étain. Nous étudions les substitutions des atomes Y sur les sites d’atome

X, donc si le nombre d’atomes X simulé est 32, nous pouvons accéder à des concentration de

substitution allant de 0 à 1 par pas de 1/32. La concentration 0 correspond au composé pur

NiXSn et la concentration 1 au composé parfait NiY Sn. Par ce seul raisonnement nous pouvons

accéder à 33 concentrations différentes. Cependant, les changements de symétries nous pousse

à éliminer certaines concentrations trop couteuse en calcul. Nous pouvons accéder aux concen-

trations {0, 1
32 ,

8
32 ,

16
32 ,

24
32 ,

31
32 , 1}, ce qui donne les compositions du tableau 5.1. Les super-mailles

de chaque concentration sont montrées figures 5.1a, 5.1b et 5.1c
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(a) Supermaille Ni32X8Y24Sn32. (b) Supermaille Ni32X16Y16Sn32.

(c) Maille Ni32X31Y Sn32.

Figure 5.1 – Pour les concentrations de 0.25 ou 0.75 (a) ou 0.5 (b), une super-maille 2× 2× 2

avec 96 atomes est construite pour les calculs ab initio. Pour les composés Ni32X31Y Sn32 une

maille de 96 atomes est construite. Les cercles bleus représentent les atomes d’étain, les cercles

jaunes représentent les atomes de nickel, les cercles noirs représentent les atomes X et les cercles

vert les atomes Y .
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Compositions Groupe d’espace

(%) (at.)

NiXSn Ni32X32Sn32 F 4̄3m

NiX0.96875Y0.03125Sn Ni32X31YSn32 P 4̄3m

NiX0.75Y0.25Sn Ni32X24Y8Sn32 P 4̄3m

NiX0.5Y0.5Sn Ni32X16Y16Sn32 P 4̄m2

NiX0.25Y0.75Sn Ni32X8Y24Sn32 P 4̄3m

NiX0.03125Y0.96875Sn Ni32XY31Sn32 P 4̄3m

NiY Sn Ni32Y32Sn32 F 4̄3m

Tableau 5.1 – Compositions accessibles et leurs groupes d’espace.

Les concentrations 0 et 1 cristallisent dans le groupe d’espace F 4̄3m, les concentrations 1/32

et 31/32 cristallisent dans le groupe d’espace P 4̄3m, un sous groupe du groupe F 4̄3m. Pour

les calculs des concentrations 1/4 et 3/4 on obtient le groupe d’espace P 4̄3m. La concentration

1/2 quant à elle appartient groupe d’espace P 4̄m2. Les méthodes utilisées dans la suite de ce

chapitre vont être basé sur ces concentrations accessibles directement par le calcul. Elles vont

nous permettre de développer plusieurs approches pour accéder aux propriétés thermiques à

toutes les concentrations. Dans ce chapitre, nous utilisons une approche de type champ moyen.

Les propriétés thermiques à haute concentration sont déduites d’une interpolation grâce aux

constantes de force connues. Ces deux approches peuvent être vue comme complémentaires.

5.3 Modèle de champ moyen

Nous allons décrire dans cette partie le modèle de champ moyen utilisé. Il est basée sur

une moyenne configurationnelle qui a pour objectif de simuler le désordre, ainsi que sur une

interpolation des constantes de force harmonique et anharmonique afin de déduire les proprié-

tés thermique pour toutes les concentrations. Nous allons dans un premier temps définir les

méthodes d’interpolations utilisés pour les constantes de force. Nous verrons ensuite l’apport

du désordre par une moyenne des constantes de force. Nous discuterons des différents ordre

d’interpolation ainsi que de l’apport de la moyenne configurationelle. Ensuite, nous décrivons

de quelles manière les fluctuations de masse sont prise en compte.

5.3.1 Interpolation cubique des constantes de force harmoniques

Les propriétés thermiques peuvent être déterminées à partir de la connaissance des constantes

de forces harmoniques et anharmoniques directement déduites des calculs de structure élec-

tronique DFT. L’objectif ici est de pouvoir définir les constantes de forces pour toutes les

concentrations. Si l’on se base sur les constantes de forces auxquelles nous avons accès, nous

pouvons définir un modèle simple pour interpoler les constantes de force à n’importe quelle

concentration. Soit φlτα,l′τ ′β(x) les constantes de force harmoniques, avec l et l′ les indices de

cellule, τ et τ ′ les sites atomiques, α et β les directions de l’espace et x la concentration de

dopant. Par exemple, pour un système où uniquement les constantes de force au concentration

x = 1, 1/32, 31/32 et 0 sont connues, les constantes de force φlτα,l′τ ′β(x) sont modélisées par :
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φlτα,l′τ ′β(x) = alτα,l′τ ′β + blτα,l′τ ′βx

+ clτα,l′τ ′βx
2 + dlτα,l′τ ′βx

3,

où les coefficient alτα,l′τ ′β, blτα,l′τ ′β, clτα,l′τ ′β et dlτα,l′τ ′β sont à déterminer. Ici l’ordre du po-

lynôme dépend du nombre de concentrations accessibles. Dans le cas présent c’est une inter-

polation cubique car nous avons quatre ensembles de constantes de force. Les coefficients sont

déterminés en résolvant le système d’équations linéaires :



φlτα,l′τ ′β(x = 0)

φlτα,l′τ ′β(x = 1
32)

φlτα,l′τ ′β(x = 31
32)

φlτα,l′τ ′β(x = 1)




=




1 0 0 0

1 1
32 ( 1

32)2 ( 1
32)3

1 31
32 (31

32)2 (31
32)3

1 1 1 1







alτα,l′τ ′β

blτα,l′τ ′β

clτα,l′τ ′β

dlτα,l′τ ′β




Si un ordre plus bas est utilisé, par exemple linéaire ou quadratique, la dernière ou les deux

dernières colonnes de la matrice sont supprimés. L’équation est alors résolue en utilisant la

matrice pseudo-inverse. Ce qui revient a faire une estimation des coefficients par les moindre

carrés. Par exemple, pour une interpolation linéaire basé sur 4 points, les constantes de forces

s’expriment,

φlτα,l′τ ′β(x) = alτα,l′τ ′β + blτα,l′τ ′βx (5.1)

Ce qui nécessite la résolution du système d’équation suivant, via la matrice pseudo-inverse :



φlτα,l′τ ′β(x = 0)

φlτα,l′τ ′β(x = 1
32)

φlτα,l′τ ′β(x = 31
32)

φlτα,l′τ ′β(x = 1)




=




1 0

1 1
32

1 31
32

1 1





 alτα,l′τ ′β

blτα,l′τ ′β




La figure 5.2 illustre l’interpolation des constantes de force en fonction de la concentration

pour les différents types d’interpolation. Nous prenons l’exemple du composé NiTiSn ou l’on

substitue des atomes de titane par des atomes de zirconium. Nous avons calculé ab initio les

constantes de force pour quatre valeurs de concentration, 0, 1, 1/32 et 31/32. Sur la figure 5.2

deux exemples d’interpolation sur les constantes de force sont présentés. Le choix du degrés

d’interpolation est sujet à discussion. En effet, il apparait clairement que les interpolations

cubique et quadratique sont susceptible d’introduire de grande variations dans les constantes

de force interpolées. L’utilisation d’une interpolation cubique ou quadratique introduit iné-

luctablement des variations très accentués dans les constantes de force. Afin de visualiser les

effets de ces interpolations, nous pouvons regarder les densités d’état de phonon qui en sont

issues. La figure 5.3 montre les densités d’états interpolées pour une concentration de 25 %,

c’est-à-dire pour le composé NiTi0.75Zr0.25Sn. Les DOS sont comparées à la DOS du calcul

exact correspondant, car c’est une concentration accessible avec le calcul. Dans les trois cas

nous remarquons que les densités d’états interpolées, linéaires, quadratiques ou cubiques sont

très proches. Plus particulièrement à basse fréquence. A haute fréquence, de légers décalages

sont observés entre les différentes interpolations entre les différents pics ainsi qu’une différence

dans l’amplitude. Les interpolations reproduisent assez bien la DOS calculé exactement.
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Figure 5.2 – Exemple d’interpolation des constantes de force. Les atomes et directions choisis

sont arbitraires et ont été choisis uniquement pour illustrer l’effet des interpolations.
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Figure 5.3 – Interpolation cubique, quadratique et linéaire des constantes de force comparées

au calcul complet NiTi0.75Zr0.25Sn.
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5.3.2 Interpolation des constantes de force anharmoniques

Dans l’optique d’accéder aux propriétés de transport, il est nécessaire de modéliser la varia-

tions des constantes de force anharmoniques. Dans le cas présent, uniquement les constantes de

forces des composés parfaits nous sont accessibles. Les constantes de force harmoniques peuvent

être calculé pour certain composé dopé, cependant ceci est impossible pour les constantes de

force anharmoniques. En effet, le calcul de celles-ci nécessite d’effectuer deux déplacements si-

multanés dans la maille élémentaire. Un calcul DFT doit être fait pour chaque paire de déplace-

ments. Dans le cas d’une structure half-Heusler parfaite, nous avons 497 paires de déplacements

à calculer, i. e., 497 calculs DFT ce qui est atteignable. Pour une structure contenant 96 atomes

avec une substitution, le nombre de paires de déplacements est de 14408 ! Cette quantité de

calculs devient rédhibitoire. En résumé, pour une interpolation, par exemple, NiTi1−xZrxSn,

nous avons accès aux constantes de force anharmoniques pour les concentrations x = 0 et

x = 1. Nous supposons que la variation des constantes de forces anharmoniques est linéaire

en fonction de la concentration. Avec φlτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γ(x), les constantes de force anharmoniques,

nous avons tout simplement :

φlτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γ(x) = alτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γ + blτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γx, (5.2)

où les coéfficients alτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γ et blτα,l′τ ′β,l′′τ ′′γ sont déterminés de la même manière que pré-

cédemment pour les constantes de forces harmoniques.

5.3.3 Moyenne configurationelle

Dans le cas présent, si nous basons notre interpolation sur quatre calculs accessibles, un

élément crucial est manquant. En effet, les points calculés qui présentent une substitution par-

ticulière aux concentrations 1/32 et 31/32 ne prennent pas en compte le désordre. Une simple

substitution est faite sur un site atomique particulier. Comme les calculs de structure électro-

nique DFT sont fait en conditions aux limites périodiques, cela revient à modéliser un cristal

parfait. Or, en réalité il y a très peu de chance pour que les atomes substituants s’ordonnent de

telle manière. De même, comme la substitution est faite sur un seul site atomique, les constantes

de force vont être modifiées localement autour de l’atome en substitution. Or notre modèle tend

à prendre en compte l’effet global sur le cristal des substitutions et non un effet localisé. Il est

donc nécessaire de décrire la modification des constantes de force sur l’ensemble des atomes qui

peuvent être substitués. Dans ce travail nous utilisons des super-cellules 2×2×2 contenant 96

atomes, dont 32 sites atomiques pour les substitutions. Pour les concentrations 1/32 et 31/32

une seule substitution est faite. En réalité, pour ces mêmes concentrations, il est possible que

dans une cellule de même taille, plusieurs atomes dopants soit présents. Cependant, nous négli-

geons cette possibilité, car ces configurations sont supposées peu probables. Nous avons donc

fait la moyenne des constantes de forces uniquement avec un atome substituant par cellule de

96 atomes. En utilisant le groupe d’espace de la structure parfaite, il est possible de déterminer

tous les sites équivalents. Les constantes de force moyennées s’expriment :

φIA,JB =
1

N

∑

I

∑

J

∑

ab

RAaφia,jbR
t
bB, (5.3)

où φIA,JA′ sont les constantes de forces moyennes. Les R sont les opérateurs de symétrie de

rotation permettant de passer d’un site atomique à un autre. Les indices des constantes de
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Figure 5.4 – Exemple d’une structure 2D parfaite avec 2 sites atomiques non-équivalents,

chacun possédant deux sites équivalents. Pour passer d’un site équivalent à l’autre, il suffit

d’appliquer une rotation de 180◦ de l’axe perpendiculaire au plan.

+

2
=

Figure 5.5 – Illustration de la moyenne effectuée sur les constantes de forces.

forces, i, j, I et J représentent les atomes. Les atomes i et j sont équivalent aux atomes I et

J , respectivement, par l’action de l’opération de symétrie. L’indice I de la première somma-

tion représente les atomes non-équivalents du point de vue cristallographique. L’indice J de la

seconde sommation représentent les atomes équivalents aux atomes I par l’action de la même

opération de symétrie R. a, b, A et B sont les directions de l’espace. Cette formule est générale et

peut s’appliquer aux substitutions sur chaque site atomique. Si nous appliquons ce modèle aux

half-Heusler, nous obtenons 3 sites atomiques non-équivalents avec chacun 32 atomes équiva-

lents. Pour comprendre ce modèle simplement, considérons un réseau atomique bi-dimensionnel

comme illustré figure 5.4. Dans ce cas, il y a deux sites atomiques non-équivalents, les sites des

atomes rouges et les sites des atomes jaunes. Chacun de ces sites possède deux atomes équi-

valents par opération de symétrie. Si l’on considère une substitution d’un atome jaune par un

atome bleu, la substitution est la même quel que soit le site jaune choisi car ces sites sont équi-

valents. Les constantes de forces moyennes s’expriment alors comme la moyenne sur toutes les

constantes de force des structures obtenue par une substitution sur un site atomique équivalent,

comme représenté figure 5.5. Dans cet exemple, il y a deux sites atomiques où la substitution

peut se faire ; ce sont les sites jaunes. Les constantes de forces moyennes s’expriment alors

comme la somme des constantes de forces des deux structures équivalentes divisée par 2. La

structure avec les atomes verts et rouges représente les constantes de forces moyennes.

Afin d’illustrer l’importance de faire la moyenne des constantes de forces, nous avons tracé

les densités d’états interpolées avec et sans moyenne sur les constantes de force. La figure

5.6 montre les densités d’états interpolées pour le composé NiTi0.25Zr0.75Sn. La sous-figure

5.6a compare l’interpolation linéaire avec et sans moyenne sur les constantes de force, la sous-

figure l’interpolation quadratique 5.6b et la sous figure 5.6c l’interpolation cubique. Dans le

cas de l’interpolation linéaire, les densités d’états moyennes correspondent quasi-parfaitement

aux densité d’états non exactes. Dans le cas quadratique un décalage en fréquence apparait.

Dans le cas cubique, des fréquences négatives apparaissent pour l’interpolation sans moyenne.

Ceci est clairement un effet lié au changement non monotone des constantes de force dû à

l’interpolation cubique. L’interpolation cubique introduit des variations trop importantes et
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fausses des constantes de force. Ceci induit ces densités d’état pour des fréquences négatives.

Ces fréquences négatives disparaissent avec la moyennes des constantes de forces. On peut noter

aussi que la moyenne des constantes de force à tendance à diminuer les différences entre les

différentes interpolations. Dans le cas linéaire, les DOS avec moyennes correspondent tellement

bien au DOS sans moyenne qu’une question peut nous venir à l’esprit, est-ce que faire la

moyenne des constantes de force revient à faire une interpolation linéaire ? Ceci peut être

compris car on contraint la symétrie à celle du cristal parfait.

5.3.4 Interpolation sextique des constantes de force harmoniques

Dans la partie précédente, nous nous sommes intéressé à une interpolation cubique basé

sur 4 concentrations directement accessibles par le calcul. Nous allons maintenant passer à une

interpolation de type sextique, utilisant 7 concentrations accessibles. En plus des discutés dans

la section précédente, nous pouvons calculer les propriétés harmoniques pour des concentra-

tions 0.25, 0.5 ainsi que 0.75. Les constantes de force sont simplement développées à un ordre

supérieur :

φlτα,l′τ ′β(x) = alτα,l′τ ′β + blτα,l′τ ′βx

+ clτα,l′τ ′βx
2 + dlτα,l′τ ′βx

3

+ elτα,l′τ ′βx
4 + flτα,l′τ ′βx

5

+ glτα,l′τ ′βx
6.

De même que précédemment, il est très simple d’obtenir les coefficients alτα,l′τ ′β, blτα,l′τ ′β,

clτα,l′τ ′β, dlτα,l′τ ′β, elτα,l′τ ′β, flτα,l′τ ′β et glτα,l′τ ′β, par l’inversion de la matrice :




φ(0)

φ(1/32)

φ(1/4)

φ(1/2)

φ(3/4)

φ(31/32)

φ(1)




=




1 0 0 0 0 0 0

1 1
32 ( 1

32)2 ( 1
32)3 ( 1

32)4 ( 1
32)5 ( 1

32)6

1 1
4 (1

4)2 (1
4)3 (1

4)4 (1
4)5 (1

4)6

1 1
2 (1

2)2 (1
2)3 (1

2)4 (1
2)5 (1

2)6

1 3
4 (3

4)2 (3
4)3 (3

4)4 (3
4)5 (3

4)6

1 31
32 (31

32)2 (31
32)3 (31

32)4 (31
32)5 (31

32)6

1 1 1 1 1 1 1







alτα,l′τ ′β

blτα,l′τ ′β

clτα,l′τ ′β

dlτα,l′τ ′β

elτα,l′τ ′β

flτα,l′τ ′β

glτα,l′τ ′β




La figure 5.7 illustre les différentes interpolations sur les constantes de force en fonction de

la concentration. Nous avons l’interpolation linéaire sextique, c’est-à-dire à une interpolation

linéaire faite en considérant 7 points. Nous faisons aussi la comparaison avec l’interpolation

linéaire cubique, c’est-à-dire une interpolation linéaire faite en considèrant 4 points. Dans ce

cas précis, il devient encore plus clair qu’une interpolation polynomiale est très susceptible

d’introduire des variations non justifiées dans les constantes de force, comme nous pouvons

le voir si l’on regarde l’interpolation sextique entre les concentrations 0.03 et 0.25. À titre

d’exemple, la figure 5.8 montre les densité d’états interpolées pour le composé NiTi0.75Zr0.25.

À basse fréquence, les différentes interpolations sont très proches. Toutefois, des différences

plus prononcées apparaissent à partir de 5 THz où l’interpolation cubique est décalée d’en-

viron 0,3 THz. Afin de comparer directement les différents types d’interpolation, nous avons
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Figure 5.6 – Comparaison des différentes interpolations avec et sans moyenne configurationelle,

pour le composé NiTi0.25Zr0.75Sn.
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Figure 5.7 – Exemple d’interpolation des constantes de force. Les directions et atomes choisis

pour représenter ces constantes de force sont arbitraires et ont été choisis uniquement pour

illustrer l’effet des interpolations.
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Figure 5.8 – Comparaison entre interpolation sextique, cubique, linéaire cubique et linéaire

sextique des densités d’états pour le composé NiTi0.75Zr0.25Sn.
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tracé l’évolution des densités d’états totales en fonction de la concentration. À titre d’exemple,

nous prenons l’interpolation de NiTiSn vers NiZrSn, c’est-à-dire pour les composés de formule

NiTi1−xZrxSn. La figure 5.9a montre les densités d’états avec une interpolation sextique. La

figure 5.9b montre l’interpolation linéaire utilisant les 7 points de l’interpolation sextique. La

figure 5.9c montre quant à elle une interpolation cubique basée sur 4 points, les concentrations

0, 1/32, 31/32 et 1. Son équivalent linéaire est montré sur la figure 5.9d. Enfin, une interpolation

linéaire basé sur les 4 concentrations précédentes mais sans moyenne des constantes de force

est montrée sur la figure 5.9e.

Premièrement, nous observons de grandes différences dans les densités d’états interpolés sex-

tique par rapport aux autres densités d’états interpolés. Ces variations sont bien sur imposées

par les différents points considérés pour le calcul. Il en est de même pour l’interpolation cu-

bique. Pour les interpolations linéaires, les trois densités d’états totales sont très similaires. Ceci

suggère que, même si elle n’est pas parfaite, l’interpolation linéaire semble la plus robuste pour

décrire les propriétés moyennes d’un cristal désordonné. En particulier, l’interpolation sextique

donnera trop de pois à la configuration de concentration 0.5 qui à été choisie pour faire le

calcul. Dans la suite de ce travail, nous allons donc baser nos calculs sur une interpolation

linéaire sextique. Ceci s’inscrit très bien dans le cadre d’une description type champ moyen.

Ou l’idée n’est pas d’avoir une description exacte, mais d’accéder au propriétés moyennes. De

plus, expérimentalement, ce sont très clairement des propriétés moyennées qui sont mesuré, i.e.

la conductivité thermique.
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(d) Interpolation linéaire cubique.

200
150
100
50

0

De
ns

ité
 d

'é
ta

ts

86420
Fréquence (THz)

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Concentration
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Figure 5.9 – Interpolations et densité d’état totale en fonction de la concentration.
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5.3.5 Moyenne des masses

Cette partie traite de la prise en compte de la variation de masse induite par une substi-

tution. Ceci est fait assez simplement, toujours dans l’optique de décrire un cristal moyen, ou

l’effet des substitutions est présent sur tout les sites atomiques, mêmes ceux où il n’y a pas

de substitution effectives. Nous appliquons le même raisonnement que pour les constantes de

forces. Les masses des atomes virtuels sur les sites où les substitutions sont faites, sont moyen-

nées en fonction de la concentration en substituants. Les masses atomiques moyennes 〈M〉 sont

définies par :

〈M〉 =
∑

i

ciMi, (5.4)

où les Mi sont les masses des atomes et ci les concentrations correspondantes.

5.3.6 Conductivité thermique

Maintenant, nous pouvons passer à l’étude des propriétés anharmoniques, particulièrement

de la conductivité thermique. Pour ce faire, nous utilisons l’équation de transport de Boltzmann

dans l’approximation du temps de relaxation. En effet, dans ce chapitre nous allons calculer

la conductivité thermique d’environs 36 composés, et en dehors de l’approximation de temps

de relaxation le temps de calcul aurait été trop conséquent. Comme dans le chapitre 4, nous

avons considéré les interactions phonon-phonon ainsi que les interactions phonon-isotope. Il

reste encore une contribution au temps de vie à ajouter. La contribution des fluctuations de

masse introduite par les impuretés.

Variance des masses Comme nous l’avons dit dans l’introduction de ce chapitre, un des effets

des défauts ponctuels est d’introduire une fluctuation des masses sur les sites des défauts. Dans

ce travail, nous avons pris en compte cet effet exactement de la même manière que pour les

fluctuations de masse introduites par les isotopes, comme cela est décrit dans le chapitre 3.

Ceci est pratique dans le cas des substitutions, car la forme est exactement la même, puisque

les fluctuations isotopiques reviennent à des substitutions d’un élément avec un de ses isotopes.

Cet effet est considéré comme une perturbation ajoutée par les substitutions. On définit ∆Mi =

Mi−〈M〉, comme pour les isotopes, [159]. De même, nous supposons que les substitutions sont

distribuées aléatoirement sur les sites d’atomes équivalents. Après application de la règle d’or

de Fermi, la contribution de cet effet sur le temps de vie prend la forme :

1

τmasse
=

π

2N
ω2
qp

∑

q′p′
δ(ωqp − ωq′p′)

∑

τ

∑

i

ci
(∆Mi)

2

〈M〉2
|e∗q′p′(τ) · eqp(τ)|2, (5.5)

où N est le nombre d’atomes, ωqp les fréquences des phonons, τ les sites atomiques et eqp(τ)

les vecteurs propres. On voit clairement apparâıtre la variance des masses :

∑

i

ci
(∆Mi)

2

〈M〉2
. (5.6)

Ensuite, il suffit d’ajouter simplement la contribution au temps de vie grâce à la règle de

Matthiessen :
1

τtot
=

1

τanh
+

1

τisotope
+

1

τsurface
+

1

τmasse
. (5.7)
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5.4 Application aux half-Heusler

Maintenant que nous avons défini notre modèle de champ moyen et discuté des effets des

différentes interpolations, nous pouvons appliquer cette méthode à nos composés half-Heusler.

Dans cette étude, 3 dopages différents sont étudiés permettant de passer d’un composé half-

Heusler à l’autre. Ceci est illustré figure 5.10. Nous étudions le dopage de la structure parfaite

NiTiSn vers la structure parfaite NiZrSn, où les atomes de titane sont substitués par des atomes

de zirconium. Il en est de même pour NiTiSn vers NiHfSn ainsi que pour NiZrSn vers NiHfSn.
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Figure 5.10 – Diagramme illustrant les dopages étudié dans ce travail. Ce diagramme montre

aussi les points accessible pour l’interpolation.

Dans la suite de ce chapitre, avant d’appliquer cette méthode, nous allons présenter les cal-

culs harmoniques effectués aux concentrations accessibles. Le tableau 5.2 montre ces différents

composés ainsi que leurs paramètres de maille. La figure 5.11 montre l’évolution des paramètres

de maille en fonction de la concentration de substituants pour les différents dopages à l’étude.

Les calculs DFT ont été effectué dans les mêmes conditions que pour les composés purs. La

géométrie d’équilibre à été calculée grâce au code de calcul Vasp. Nous avons utilisé des pseudo-

potentiels de type PAW et choisi l’approximation PBE pour le terme d’échange-corrélation. Le

cut-off en énergie totale a été fixé à 300 eV et la zone de Brillouin est échantillonnée avec une

grille 10× 10× 10 suivant le schéma de Monkhorst-Pack [218].

Pour chacune des concentrations, nous avons utilisé une maille de 96 atomes. Pour construire

les cellules aux concentrations requises, nous nous sommes basés sur la maille conventionnelle

cubique contenant 12 atomes. Elle possède 4 atomes de nickel, 4 atomes X et 4 atomes d’étain

(Ni4X4Sn4). Tous les calculs ont été effectués avec des mailles de 96 atomes construites en

doublant la cellule de base dans les trois directions de l’espace. Toutefois selon la concentration
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de dopants, des substitutions ont été faites avant ou après la réplication. Nous avons procédé

ainsi :

– à la concentration 0,25, une seule substitution est effectuée dans la maille conventionnelle

en remplaçant 1 atome X est remplacé par un atome Y , ce qui correspond à la formule :

Ni4X3Y Sn4. Enfin, une super-maille 2×2×2 est construite à partir de cette maille. Cette

super-maille contient donc 8 atomes substitués et sa formule est : Ni32X24Y8Sn32 ;

– la concentration 0,75 est le cas symétrique à la concentration 0,25, la méthode est donc

similaire. Une super-maille 2 × 2 × 2 est construite à partir de la maille conventionnelle

NiY Sn de 12 atomes où 1 atome Y a été remplacé par un atome X. On obtient la formule

Ni4Y3XSn4. Une fois dupliquée, cela donne pour la super-maille : Ni32X8Y24Sn32.

– à la concentration 0,5, deux substitutions ont été effectuées dans la maille à 12 atomes

au lieu d’une et cette dernière a été dupliquée pour construire une super-maille 2× 2× 2

de formule : Ni32X16Y16Sn32.

– enfin aux concentrations 0,03125 et 0,96875, la situation est un peu différente. Il faut

ne substituer en fait qu’un seul atome dans la super-maille 2 × 2 × 2. On commence

donc par dupliquer la maille conventionnelle à 12 atomes (NiXSn ou NiY Sn). Ensuite

seulement, une substitution est effectuée dans cette super-maille. Il est noter que cette

nouvelle maille devient alors primitive contrairement aux cas précédents. Les formules de

ces deux configurations sont : Ni32X31Y Sn32 et Ni32Y31XSn32.

Ces différents systèmes ont ensuite été relaxés afin d’obtenir les configurations d’énergie

minimale. Les paramètres libres qui sont relaxés sont le volume et les positions atomiques.

Les structures sont toutefois maintenues cubiques. Les paramètres de maille correspondent très

bien à la loi de Vegard [219] comme le montrent les graphes de la figure 5.11 en particulier

dans les zones de forte concentration entre c = 0,4 et 0,8. Dans les zones les plus diluées on

observe un écart à la loi de Vegard, plus particulièrement visible dans le cas de NiHf1−xZrxSn.

Les déviations à la loi de Vegard sont toutefois du même ordre de grandeur absolu pour les

trois composés. Comme les différences de paramètres de maille sont très faibles entre NiHfSn

et NiZrSn (6.11 Ået 6.15 Å) sont faibles (0.04 Å), l’écart relatif à la loi de Vegard apparait plus

visible sur la figure 5.11c. À partir de ces structures les constantes de forces ont été calculées

pour servir aux interpolations à d’autres concentration et qui sont décrites dans la suite.

Nous utilisons donc ces 7 points de concentrations x ∈ {0, 1
32 ,

8
32 ,

16
32 ,

24
32 ,

31
32 , 1} pour calcu-

ler exactement les constantes de force dans l’approximation harmonique. Il s’agit de toute les

compositions décrites dans le tableau 5.2. Ce jeu de données est utilisé pour interpoler les

constantes de force et ensuite effectuer un calcul de la conductivité thermique aux 12 concen-

trations c suivantes :

c ∈
{

0,
2

32
,

5

32
,

8

32
,
11

32
,
14

32
,
17

32
,
20

32
,
23

32
,
26

32
,
29

32
, 1

}
. (5.8)

Chaque calcul est effectué avec un échantillonnage de 10× 10× 10 de la zone de Brillouin.

Les variations relatives de conductivité sont définies par :

(
∆κ

κ

)

i,j

=
κi,j − κi,1

κi,1
, (5.9)
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Composés Composés simulés Paramètres de maille

(%) (at.) (Å)

NiTiSn Ni32Ti32Sn32 5.94

NiTi0.96875Zr0.03125Sn Ni32Ti31ZrSn32 5.96

NiTi0.75Zr0.25Sn Ni32Ti24Zr8Sn32 6.00

NiTi0.5Zr0.5Sn Ni32Ti16Zr16Sn32 6.05

NiTi0.25Zr0.75Sn Ni32Ti8Zr24Sn32 6.10

NiTi0.03125Zr0.96875Sn Ni32TiZr31Sn32 6.14

NiZrSn Ni32Zr32Sn32 6.15

NiHf0.03125Zr0.96875Sn Ni32HfZr31Sn32 6.14

NiHf0.25Zr0.75Sn Ni32Hf8Zr24Sn32 6.14

NiHf0.5Zr0.5Sn Ni32Hf16Zr16Sn32 6.13

NiHf0.75Zr0.25Sn Ni32Hf24Zr8Sn32 6.13

NiHf0.96875Zr0.03125Sn Ni32Hf31ZrSn32 6.13

NiHfSn Ni32Hf32Sn32 6.11

NiTi0.03125Hf0.96875Sn Ni32TiHf31Sn32 6.10

NiTi0.25Hf0.75Sn Ni32Ti8Hf24Sn32 6.08

NiTi0.5Hf0.5Sn Ni32Ti16Hf16Sn32 6.03

NiTi0.75Hf0.25Sn Ni32Ti24Hf8Sn32 5.99

NiTi0.96875Hf0.03125Sn Ni32Ti31HfSn32 5.96

NiTiSn Ni32Ti32Sn32 5.94

Tableau 5.2 – Paramètres de maille pour toutes les compositions de half-Heusler accessibles

par le calcul au travers de super-mailles. Un calcul de phonon harmonique est effectué pour

toutes ces compositions.
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Figure 5.11 – Paramètres de maille calculés et comparés à la loi de Vegard.

où κi,j est la conductivité thermique de phonon, l’indice i correspond au pas de température et

l’indice j à la concentration. j = 1 correspond à la concentration x = 0. Exprimer le change-

ment de conductivité thermique
(

∆κ
κ

)
i,j

de cette façon permet de comparer plus facilement les

résultats aux expériences. En effet, pour les composés parfaits, un écart peut apparâıtre entre

la théorie et l’expérience. Cet écart peut être dû à des conditions expérimentales non contrô-

lées ou à des biais systématiques dans les modélisations. En ne considérant que la diminution

relative induite par les substitutions et non directement la conductivité thermique totale on

peut s’affranchir de ce problème d’écart à l’expérience.

Dans la suite, nous allons présenter des propriétés harmoniques des composés à ces concen-

trations. Les composés parfaits aux concentrations 0 et 1 ayant déjà été traités dans le chapitre

4, ils seront omis. Puis nous discuterons des propriétés harmoniques et anharmoniques inter-

polées.

5.4.1 Propriétés harmoniques

Système NiTi1−xZrxSn Les structures de bande des 5 structures intermédiaires sont présentées

sur la figure 5.12. Les courbes rouges dans les graphes des figures 5.12a et 5.12e représentent

les composés parfaits (sans substitution) aux concentrations 0 et 1. Les mailles ayant toutes

N = 96 atomes, on trouve naturellement 3N = 288 bandes différentes. Les composés parfaits

ont également été recalculés avec la même super-maille pour comparaison. Nous observons

que le gap entre 4,5 et 5,5 THz, tout en étant préservé sur une large composition, se referme

progressivement pour disparaitre à la composition NiZrSn.

La densité d’états totale ainsi que les densités d’états projetées pour chaque atome sont
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Figure 5.12 – Structures de bande de phonons dans le système NiTi1−xZrxSn. Les courbes

rouges des graphes (a) et (e) correspondent aux composés d’extrémité sans substitution.
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Figure 5.13 – Densités d’états totales et projetées dans le système NiTi1−xZrxSn. La densité

d’état totale est tracé en noir, les densités projetées des atomes de nickel, étain, substitués

(Ti/Zr) et substituants (Zr/Ti) sont en bleu, rouge, vert et jaune, respectivement.

tracées sur la figure 5.13.

Comme dans le cas de la structure parfaite sans dopage, le domaine basse fréquence est

largement dominé par les atomes d’étain. L’ajout de zirconium ne change pas fondamentalement

cette contribution. À haute fréquence, au-dessus du gap, entre 5,5 et 8 THz les vibrations des

atomes de nickel et de titane dominent, ce sont les plus légers. La contribution de l’atome de

zirconium s’étale sur toute la gamme de fréquence dans les concentrations intermédiaires signe

que cet atome se couple étroitement avec tous les autres. Sa contribution présente un pic vers

5,5 THz pour la plus faible concentration (figure 5.13a) ce qui traduit un mode plus localisé.

Aux plus fortes concentrations, le zirconium se couple progressivement avec l’étain et présente

un spectre assez similaire à ce dernier dans la concentration la plus élevée (figure 5.13e).
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Système NiTi1−xHfxSn Comme précédemment les structures de bande de phonon des struc-

tures intermédiaires sont présentées sur la figure 5.16. Les densités d’état totales et projetées

sont tracées figure 5.15. Le gap entre 5 et 6 THz qui est bien présent pour Ni32Ti31HfSn32 sur la

figure 5.14a s’estompe dès Ni32Ti24Hf8Sn32 (5.14b). Il y a un décalage vers les basses fréquences

(red-shift) de certaines bandes du sous-réseau Ti-Hf lorsque la concentration en Hf augmente.

On voit clairement le gap qui est centré entre 5 et 6 THz sur la figure 5.14a « monte » vers 6

THz sur la figure 5.14e du fait de l’abaissement des bandes.

Sur les densités d’état, on n’observe pas clairement de gap en raison de la superposition en

fréquence des bandes et ce bien qu’elles soient topologiquement séparées. La DOS du hafnium

est située autour de 4,8 THz, ce qui repousse le début du gap de 4,5 THz à 4,8 THz. Pour les

compositions riches en hafnium (figures 5.15d et 5.15e), le spectre de basses fréquences n’est pas

dominé par les atomes d’étain mais par les atomes de hafnium. On note en effet la similitude

de la PDOS du hafnium et de la DOS totale dans ces graphes alors qu’à l’autre extrémité la

DOS totale ressemble plutôt à celle de l’étain. Ce comportement est cohérent avec le fait que

les atomes d’hafnium sont plus lourd que les atomes d’étain. Cela a aussi pour effet de décaler

vers les hautes fréquences la contribution des atomes d’étain, comme cela est observé sur les

DOS, entre 4 THz et 6 THz aux fortes concentration de Hf. Les atomes de nickel perdent

progressivement leurs hybridations à basse fréquence avec l’augmentation de la concentration

en Hf. On voit que les hautes fréquences, entre 6 THz et 7,5 THz sont principalement dominées

par les atomes de nickel, sur les figures 5.15d et 5.15e.
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Figure 5.14 – Structure de bande de phonons dans le système NiTi1−xHfxSn. Les courbes

rouges des graphes (a) et (e) correspondent aux composés d’extrémité sans substitution.
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Figure 5.15 – Densités d’état de phonons dans le système NiTi1−xHfxSn. La densité d’état

totale est tracé en noir, les densités projetées des atomes de nickel, étain, substitués (Ti/Hf)

et substituants (Hf/Ti) sont en bleu, rouge, vert et jaune, respectivement.
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Système NiZr1−xHfxSn Enfin, les structures de bande du dernier système sont représentées

sur la figure 5.16 et les densités d’état sur la figure 5.17. On voit le gap dans les bandes optiques,

inexistant sur la figure 5.16a, s’ouvrir progressivement au fur et à mesure que la concentration

en hafnium augmente. Il n’est clairement défini que lorsque le hafnium atteint la concentration

maximale (figure 5.16e).

Contrairement au cas précédent, les bandes restent toujours relativement dispersées. Comme

les masses de Zr et Hf sont les plus élevée des trois dopants, leur hybridation semble plus

importante et donc moins localisées. Cela se traduit sur les densités d’état (figure 5.17) par

des pics assez larges, sauf peut-être dans les fréquences au-delà de 6 THz. Dans cette région,

les atomes de nickel dominent le spectre car leur couplage avec les atomes « lourds » est faible.

Le titane étant absent de ce composé, le nickel a peu d’hybridation et ses modes restent assez

localisés. On observe donc des pics bien définis sur les spectres entre 6 et 8 THz.
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Figure 5.16 – Structures de bande de phonons dans le système NiZr1−xHfxSn. Les courbes

rouges des graphes (a) et (e) correspondent aux composés d’extrémité sans substitution.
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Figure 5.17 – Densités d’état de phonons des composés : NiZr1−xHfxSn. La densité d’état

totale est tracé en noir, les densités projetées des atomes de nickel, étain, substitués (Ti/Zr) et

substituants (Zr/Ti) sont en bleu, rouge, vert et jaune, respectivement.
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5.4.2 Densités d’états interpolées

Nous avons maintenant décrit les concentration de dopants qui sont accessibles avec des

super-mailles de taille raisonnable. Pour les autres concentrations, nous allons travailler par

interpolation pour accéder aux propriétés souhaitées. Nous avons appliqué la méthode précé-

demment décrite dans ce chapitre afin d’obtenir les propriétés harmoniques à toutes les concen-

trations. Au vu des différences constatées sur les divers modèles d’interpolation étudiés, nous

avons choisi de faire une interpolation linéaire basée sur les 7 points accessibles.

L’ensemble des densités d’état interpolées pour les trois systèmes à l’étude sont regroupées

sur la figure 5.18. Ces courbes représentent une image intermédiaire de la méthodologie que

nous employons. On peut y voir l’évolution des diverses structures des DOS en fonction de la

composition. Évidemment, les changements les plus profonds ont lieu sur les sites affectés par

le dopage (figures 5.18c, 5.18g et 5.18k). On se rend compte que les évolutions sont assez douces

lorsque les masses atomiques ne sont pas trop éloignées (Ti-Zr et Zr-Hf). Par contre, pour le

système Ti-Hf on note une évolution fortement non-linéaire sur le pic central tandis que les

structures caractéristiques de chaque espèces évoluent en intensité sans changer d’énergie.

La DOS du nickel (figures 5.18b et 5.18f) présente un red-shift pour les systèmes Ti-Zr et

Ti-Hf. Cela montre que les modes du Ni se couplent aux modes Zr et Hf. Par contre, dans le

système Zr-Hf (figure 5.18j) la DOS du nickel est assez peu perturbée ce qui semble dire que

les couplages de ces atomes avec le nickel sont faibles.

La DOS du Sn (figures 5.18d, 5.18h et 5.18l) ressemblent beaucoup à la DOS totale, signe que

celle-ci emporte une part important d’énergie. Dans tous les cas, elle comporte deux structures

externes à basse et haute fréquence qui semble peu affectées par le changement de composition

et une structure médiane qui évolue notablement. Ceci est particulièrement visible sur la figure

5.18h.
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(c) PDOS : Ti & Zr.
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(k) PDOS : Zr & Hf.
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Figure 5.18 – Interpolation des densités d’état totales et partielles des composés NiZr1−xHfxSn

(a à d), NiTi1−xHfxSn (e à h) et NiZr1−xHfxSn (i à l). Les fréquences sont portées par l’axe

des abscisse (Ox) et les concentrations par l’axe (Oy) (ou deuxième dimension). Les intensité

des DOS sont en ordonnées (axe Oz).
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5.4.3 Propriétés anharmoniques

Nous passons maintenant à l’étude des propriétés anharmoniques. Les résultats présentés

dans cette partie concernent les calculs de la conductivité thermique dans l’approximation du

temps de relaxation, comme cela a été précédemment décrit. Les résultats sont rassemblés dans

la figure 5.19. On y présente la conductivité thermique calculée aux différentes compositions

et températures. On constate pour tous les systèmes que la variation relative de conductivité

thermique a une diminution brutale pour les petites concentrations de dopant. Par « petites

concentrations » nous entendons les concentrations où x est proche de 0, mais aussi où x est

proche de 1 ce qui est équivalent pour par exemple NiZrxTi1−xSn au cas où x est proche de

0 pour le composé NiZr1−xTixSn. Pour des concentration de 0,3 à 0,7, la variation relative

de conductivité thermique n’évolue presque plus. Ceci peut être attribué aux fluctuations des

masses introduites par les impuretés lesquelles sont une des causes principales de la diminution

de la conductivité thermique. Cette contribution est une fonction de variance des masses. La

variance des masses augmente avec la concentration en atomes de substitution, cependant cette

augmentation est de plus en plus faible. Ce raisonnement est valable jusqu’à la concentration

0,5 et est symétrique pour les concentrations allant de 1 à 0,5. Pour le système NiTi1−xHfxSn

et à toutes les températures, la diminution maximale de la variation de conductivité est prédite

à des concentrations proche de 0,6. Les composés NiTi1−xHfxSn présentent une décroissance

rapide de la variation relative de la conductivité thermique. Elle est plus rapide que dans le cas

NiTi1−xHfxSn. Les atomes de hafnium ont une masse atomique supérieure à celle des atomes

de zirconium et de ce fait, la variance des masses est plus élevée. La température a pour effet

d’atténuer cette chute rapide. La réduction de conductivité thermique la plus élevée se situe à

une concentration de 0.5, quelle que soit la température. Dans le cas de NiTi1−xZrxSn, à une

température de 500 K, une diminution de -42 % de la conductivité thermique est observé à la

concentration 0,5. Pour NiTi1−xHfxSn, cette diminution est de -75 %. Dans le cas NiZr1−xHfxSn

une variation de -63 % est observée. Ces observations se justifient bien par les différences de

masses entre les atomes. La différence de masse atomique entre les atomes de titane et de

zirconium est de 43,36 u. a., ce implique la diminution de conductivité thermique la plus faible.

La différence entre les masses des atomes de titane et ceux d’hafnium est de 130,63 u. a., ce

qui implique la diminution de conductivité thermique la plus élevée. La différence entre les

masses des atomes de zirconium et celle des atomes de hafnium est de 83,27 u. a. ; c’est le cas

intermédiaire.
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Figure 5.19 – Conductivités thermiques en fonction de la concentration en dopant pour des

températures allant de 400 K (rouge foncée) à 900 K (bleu foncée).
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5.5 Comparaison avec l’expérience

Le tableau 5.3 présente une comparaison entre les expériences et les variations de conducti-

vités thermiques calculées dans ce chapitre. Expériementalement, il n’y a pas d’étude disponible

où l’effet de la concentration sur la conductivité thermique est analysée sur une grande plage

de concentration. La plupart du temps, comme un dopage semi-conducteur est effectué au

préalable sur les composés purs, l’étude isolée du dopage phononique est souvent indisponible.

Nous tentons cependant la comparaison avec la référence [107]. En faisant ces comparaisons,

nous supposons que le dopage semi-conducteurs n’a pas d’influence sur le dopage phononique.

De même que pour les composés purs, plusieurs expériences différentes donnent lieu à des diffé-

rences dans les mesures. Ceci peut être observé sur les deux premières lignes du tableau 5.3. Les

groupes de Hohl et Uher ont mesuré la conductivité thermique des composés Zr0.5Hf0.5NiSn.

Le groupe de Hohl trouve une diminution de -50 % contre -69 % pour le groupe Uher. Les

résultats que nous obtenons avec l’approche de type champ moyen développé dans ce chapitre

sont en assez bon accord avec les expériences. Par exemple, nous observons seulement environ

3% de différence entre les expériences [7] et [4] et la théorie pour les composés Zr0.5Hf0.5NiSn et

Ti0.5Zr0.5NiSn. La comparaison avec des composés préalablement dopé semi-conducteurs avec

l’antimoine [107] est quant-à-elle moins bonne. La hiérarchie des diminutions est cependant

respectée. En effet, expérimentalement on observe que

∆κ
Hf0.75Zr0.25NiSn0.98Sb0.02

κ
HfZrNiSn0.98Sb0.02

<
∆κ

Hf0.6Zr0.4NiSn0.98Sb0.02

κ
HfZrNiSn0.98Sb0.02

<
∆κ

Hf0.5Zr0.5NiSn0.98Sb0.02

κ
HfZrNiSn0.98Sb0.02

, (5.10)

ce qui est également reproduit par la théorie. Nous observons néanmoins que dans tout les cas

nous avons tendance à surestimer la diminution de conductivité thermique.

Variations de Variations de

Composition conductivité thermique conductivité thermique Référence

mesurée calculée

Zr0.5Hf0.5NiSn -50 % (NiZrSn) -72 %(NiZrSn) [7]

Zr0.5Hf0.5NiSn -69 % (NiZrSn) -72 %(NiZrSn) [4]

Ti0.5Zr0.5NiSn -47 % (TiNiSn) -52 %(TiNiSn) [7]

Ti0.5Hf0.5NiSn -61 %(TiNiSn) -84 %(TiNiSn) [7]

Hf0.75Zr0.25NiSn0.98Sb0.02 -37 % (HfNiSn0.98Sb0.02) -55 %(NiHfSn) [107]

Hf0.6Zr0.4NiSn0.98Sb0.02 -49 % (HfNiSn0.98Sb0.02) -61 %(NiHfSn) [107]

Hf0.5Zr0.5NiSn0.98Sb0.02 -51 % (HfNiSn0.98Sb0.02) -63 %(NiHfSn) [107]

Tableau 5.3 – Comparaison des réductions de conductivité thermique entre expérience et

théorie à 300K. Les composé entre parenthèse indique la composition de référence par rapport

à laquelle la diminution de conductivité thermique à été calculé.

5.6 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre nous avons développé une méthode de champ moyen basée sur une inter-

polation polynomiale des constantes de force harmoniques et anharmoniques. Les fluctuations
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de masse dues aux atomes substituants sont décrites de manière perturbative. Nous avons dis-

cuté des différents ordres d’interpolation des constantes de force. Nous en avons conclu qu’une

interpolation linéaire était la plus appropriée dans le cadre d’une description champ moyen.

De plus, nous avons observé que la moyenne configurationnelle minimise les différences entre

les interpolations. La suite de ce chapitre à été consacrée à l’application de cette méthode

pour trois substitutions dans les composés parfaits half-Heusler, NiTi1−xZrxSn, NiTi1−xHfxSn

ainsi que NiZr1−xHfxSn. Dans les trois cas, l’évolution de la conductivité thermique est très

similaire. À partir d’une concentration de x = 0.25 (ou x = 0.75), le maximum de diminution

relative de la conductivité est presque atteint. Ceci se justifie par l’évolution de la variance

des masses en fonction de la concentration. La diminution maximale de la variation relative

de conductivité thermique est observée pour le composé NiTi1−xHfxSn pour une concentra-

tion x = 0.5. Ce qui est majoritairement dû à l’écart des masses atomiques entre les atomes

substitués et substituants, qui est la plus grande dans ce cas là. La figure 5.20 montre une

comparaison de l’évolution de la variation de conductivité thermique pour les trois composés

qui ont été étudiés. Dans les trois cas, pour des concentrations proche de x = 0.5, nous obser-

vons un bon accord avec les données expérimentales. La figure 5.21 montre les variations de

conductivité thermique en fonction de la concentration pour le composé NiTi1−xZrxSn, avec

différentes contribution ayant été prise en compte dans le calcul de conductivité thermique.

Une étoile indique que nous n’avons pas pris en compte les fluctuations de masse dans le cal-

cul de la conductivité thermique. Deux étoiles indiquent que nous n’avons pas interpolés les

constantes de forces anharmoniques et trois étoiles indique que nous n’avons pris en compte

aucune des deux précédentes contributions ; dans ce dernier cas seul l’effet de l’interpolations

des constantes de force harmoniques est inclus. Ce que nous remarquons tout de suite c’est

que l’effet principal qui joue sur la conductivité thermique est la fluctuation des masses. En

effet, nous voyons que quand nous n’interpolons pas les constantes de force anharmoniques, le

résultat reste très proche du calcul complet (courbes bleues et noires). Nous avons tendance

donc à supposer que les substitutions isoélectroniques ne change que très peu l’anharmonicité

du composé. Nous supposons que cet effet est dû au caractère isoélectronique des substitutions.

La courbe verte représente l’effet unique des interpolations des constantes de force harmonique.

Ces interpolations ne change que très peu l’effet observé sur la conductivité thermique. Il est

bon de noter ici que les diminutions relatives de conductivité thermique sont faites par rapport

au composé NiTiSn. Il est donc normal d’observer une diminution de 15 % de la conductivité

thermique à la concentration x = 1. Il faut voir cette diminution comme la différence entre les

deux composés purs NiTiSn et NiZrSn. La méthode développé dans ce chapitre semble rendre

compte des effets principaux lié à la diminution de la conductivité thermique par substitution

isoélectronique. Elle apporte une description de type champ moyen permettant de capturer les

effets d’une substitution isoélectronique. Le comportement qui est observé expérimentalement

est bien reproduit. Cette méthode nous a permit de confirmer que la fluctuation des masses

est le principal mécanisme qui participe à la réduction de conductivité thermique. Les effets

anharmoniques ne semblent pas participer beaucoup à cette réduction. Nous allons maintenant

exposer quelques perspectives lié à cette méthode :

– Cette méthode à été développé pour des défauts de type substitution isoélectronique,

car ce sont les défauts les plus utilisés pour manipuler les propriétés des half-Heusler

thermoélectriques. Cependant, elle peut être adaptée à d’autre type de défauts comme,
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par exemple, les lacunes ou les interstitiels. Dans ces cas, la méthode devra être adaptée

pour traiter les symétries liées à ces défauts. La méthode pourrait, dans ce cas, aussi être

étendue à des interpolations où les composés de départ et d’arrivée n’ont pas les mêmes

symétries.

– Une des prochaines étape liée à cette méthode serait de pouvoir accéder aux propriétés

thermiques des composés NiTi1−x−yZrxHfySn. C’est-à-dire faire une combinaison entre

les différentes interpolations présentées dans ce chapitre.

– La prochaine application de cette méthode concernera le dopage semi-conducteur. En ef-

fet, comme nous l’avons vu au chapitre 2, les dopages semi-conducteurs visant à améliorer
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la conductivité électrique peuvent avoir aussi des effets sur la conductivité thermiques. Il

serait donc intéressant d’appliquer la méthode à ces dopages. Nous proposons l’idée de

faire des dopages phononiques sur les sites d’étain dans les half-Heusler NiTiSn et NiHfSn

en plus du dopage semi-conducteurs déjà effectué sur ces sites atomiques. En effet, nous

avons vu que les vibrations des atomes d’étain sont majoritaires à basse fréquence, le

domaine de fréquence des phonons acoustiques, principaux porteur de chaleur. Il serait

peut être encore plus efficace de doper sur les sites d’étain puisque ce sont les atomes qui

présente la plus grande contribution à la propagation de la chaleur.
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Modélisation des défauts ponctuels : Régime
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6.1 Introduction

Nous allons maintenant nous intéresser à la description du régime faible concentration. La

méthode précédemment décrite est une méthode de type champ moyen. Dans ce chapitre, nous

allons opter pour une description plus microscopique basé sur la théorie de la diffusion [220].

Dans notre étude, nous allons considérer la diffusion d’un phonon provenant du cristal parfait

par une fluctuation introduite par les substitutions [221–224]. Nous devons définir la matrice

de transition t qui est directement dépendante de la fonction de Green du cristal parfait ainsi

que des perturbations considérées. Dans notre cas ces perturbations sont les fluctuations de

masse ainsi que les fluctuations de constantes de force harmoniques.
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6.2 Méthodes : régime basse concentration

6.2.1 Fonction de Green et matrice de transition

L’équation du mouvement d’un cristal harmonique parfait s’exprime :

−
∑

l′τ ′β

φ0
lτα,l′τ ′βul′τ ′β(t) = M0

τ

d2ulτα(t)

dt2
, (6.1)

où φ0
lτα,l′τ ′β sont les constantes de force du cristal parfait, M0

τ les masses des atomes du cristal

parfait et ulτα(t) les positions atomiques. Nous spécifions simplement par un 0 que les constantes

de force ou les masses font référence au cristal parfait. Si l’on suppose que les solutions sont de

la forme ulτα(t) = ulταe
iωt, nous obtenons pour le cristal parfait :

−
∑

l′τ ′β

φ0
lτα,l′τ ′βul′τ ′β +M0

τ ω
2ulτα = 0. (6.2)

Avec la fonction de Green correspondante,

g0
lτα;l′τ ′β = (M0ω2 − φ0)−1

lτα,l′τ ′β. (6.3)

Maintenant, introduisons la perturbation au cristal parfait par les atomes substituants. Comme

nous l’avons vu, la substitution d’un atome se traduit par une fluctuation de masse ainsi qu’une

perturbation de constante de force. Nous avons donc, de la même manière que pour le cristal

parfait, une équation du mouvement qui s’écrit :

−
∑

l′τ ′β

φlτα,l′τ ′βul′τ ′β +Mτω
2ulτα = 0, (6.4)

où :

Mτ = M0
τ + δMτ (6.5)

et

φlτα,l′τ ′β = φ0
lτα,l′τ ′β + δφlτα,l′τ ′β. (6.6)

Ici δMlτ est la variation de masse par rapport au cristal parfait et δφlτα,l′τ ′β la variation de

constante de force. Si l’on combine ces deux termes en un seul δLlτα,l′τ ′β tel que :

δLlτα,l′τ ′β = δφlτα,l′τ ′β − ω2δMτ , (6.7)

l’équation du mouvement devient :

∑

l′τ ′β

φ0
lτα,l′τ ′βul′τ ′β +M0

lτω
2ulτα = δLlτα,l′τ ′βulτα. (6.8)

Nous allons maintenant voir comment s’exprime la matrice de transition t. Cette matrice

contient les probabilités de transition entre différents états dues à la diffusion par les pertur-

bations. Cette matrice de transition est donné par le développement de Dyson,

t = δL+ δLg0δL+ δLg0δLg0δL+ . . . (6.9)

où g0 est la fonction du Green du cristal parfait. Le développement de Dyson peut être écrit

exactement :

t = (1− g0δL)−1δL. (6.10)
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6.2.2 Temps de vie et conductivité thermique

De cette manière, le formalisme de la matrice de transition t généralise la théorie des

perturbations au second ordre donné par la règle d’or de Fermi. L’ordre en perturbation est

infini dans ce cas. La probabilité de transition d’un état |kj〉 vers un état |k′j′〉 est donnée par :

W (kj → k′j′) =
2π

~
| 〈x(kj)| t |x(k′j′)〉 |2δ(~ωkj − ~ωk′j′), (6.11)

où t est la matrice de transition précédemment définie. Le temps de vie des phonons peut être

alors exprimé comme la somme des taux de transitions sur tous les états finaux :

1

τ i(kj)
=
∑

k′j′

2π

~
| 〈x(kj)| t |x(k′j′)〉 |2δ(~ωkj − ~ωk′j′) (6.12)

Grâce au théorème optique, la sommation sur les états finaux k′j′ peut être évitée. Le temps

de vie s’exprime alors :
1

τ i(kj)
= − 1

ωkj
〈kj| t(ω2

kj + i0+) |kj〉 (6.13)

Le temps de vie moyen sur les états de même énergie est obtenu par :

1

τ i(ω)
=

∑
kj

1
τ i(kj)

δ(ω − ωkj)∑
kj δ(ω − ωkj)

, (6.14)

Mais peut être réécrit comme :

1

τ i(ω)
=

1

N

2

3πna

Tr Im(g0ω
2 + i0+) Im t(ω2 + i0+)

ρ(ω)
. (6.15)

Ce résultat à été obtenu pour la première fois par Klein [225]. N est le nombre de cellule

unitaire primitive dans le cristal avec chaque cellule contenant na atomes. ρ(ω) est la densité

d’état normalisé à l’unité : ∫ ω

0
ρ(ω)dω = 1 (6.16)

Dans le cristal parfait, les temps de vie des phonons sont principalement déterminés par l’an-

harmonicité des potentiels interatomiques (dans notre cas, nous prenons aussi en compte les

isotopes). Le temps de vie moyen défini précédemment 1
τ(ω) représente la modification du temps

de vie du cristal parfait par l’ajout d’une seule impureté en substitution. L’inverse du temps

de vie total peut être définit comme la somme des inverses des contributions individuelles à ce

temps de vie, comme décrit par la loi de Matthiessen. Au vu des taux de dopage utilisés expéri-

mentalement, il est nécessaire d’étendre la définition de 1
τ(ω) à toute les concentrations. Si l’on

considère que les taux de dopages sont assez faible, c’est-à-dire qu’il n’y a aucune interactions

entre les impuretés, nous pouvons simplement exprimer :

1

τ i(c, ω)
= c

2

3πna

Tr Im(g0ω
2 + i0+) Im t(ω2 + i0+)

ρ(ω)
(6.17)

Chaque impureté est considérée comme un centre de diffusion indépendant. Ici c est la concen-

tration de dopant d’un cristal qui contient ni impuretés, c = ni
N . Nous écrivons donc simple-

ment :
1

τ i(c, ω)
= c

1

τ i(ω)
(6.18)
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Les interactions phonon-phonon définies au chapitre 3 donne le temps de vie :

1

τa(kj)
=

36π

~2

∑

k′j′k′′j′′
|Φjj′j′′
−kk′k′′ |2{(nk′j′ + nk′′j′′ + 1)δ(ωkj − ωk′j′ − ωk′′j′′)

+ (nk′j′ − nk′′j′′)δ(ωkj + ωk′j′ − ωk′′j′′)

− (nk′j′ − nk′′j′′)δ(ωkj − ωk′j′ + ωk′′j′′)}.

L’inverse du temps de vie total 1/τ(kj) s’exprime donc :

1

τ(kj)
=

1

τa(kj)
+

c

τ i(kj)
(6.19)

Ou encore :

τ(kj) =
τa(kj)

1 + c τ
a(kj)
τ i(kj)

(6.20)

Nous avons vu que la matrice de transition t peut être connue exactement si (1−δlg0)−1 est

connu. La fonction de Green du cristal parfait g0, peut, elle, s’exprimer de la manière suivante

en représentation spectrale :

g0(ω2 + i0+) =
∑

kj

|kj〉 〈kj|
ω2 − ω2

kj + i0+
(6.21)

Les temps de vie étant définis, nous pouvons nous intéresser à la conductivité thermique

dans l’approximation du temps de relaxation, la conductivité thermique s’exprime :

κ =
1

V

∑

kj

Ckjτ(kj)vkj ⊗ vkj (6.22)

L’étude du problème des impuretés par l’approche des fonctions de Green et de la matrice

de transition dans le cadre de la théorie de la diffusion peut apporter des informations précises

sur les résonances. En effet, dans certain cas les impuretés peuvent introduire des résonances

atomiques centrées sur certaines fréquences. Ces effets peuvent être visible directement en

examinant les parties réelles imaginaires du déterminant de 1− δlg0. Comme l’équation (6.10)

le montre, si la partie réelle s’annule en ωr et que la partie imaginaire devient faible, alors

l’équation (6.17) devient :

1

τ i(c, ω)
= c

d

3na

(
1

π

Γ

(ω − ωr) + Γ2

)(
2Γ

ρ(ω)

)
(6.23)

Avec Γ = Im g(ωr)/Re g′0(ωr) et d la dimension de l’espace dans lequel δL est non nul.

A partir de l’équation (6.10), le traitement en perturbation peut être effectué exactement,

cependant la perturbation doit rester locale. Pour déterminer l’étendue de la perturbation,

nous comparerons les constantes de force harmoniques des structures parfaites avec celle des

structures contenant une substitution. Nous nous intéresserons à la variation des constantes de

forces centrées sur le dopant en fonction de la distance par rapport à celui-ci. La variation δφi,j
des constantes de force s’exprime ainsi :

δφi,j = φi,j − φimpi,j . (6.24)

Dans cette expression, les φi,j représentent les constantes de force du cristal parfait entre l’atome

qui va être substitué i et les autres atomes j du cristal. Les φimpi,j représentent les constantes de

force du cristal dopé entre l’atome substitué i et les autres atomes j du cristal.
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6.3 Application aux half-Heusler

Dans la suite de ce chapitre nous allons appliquer cette méthode pour calculer les conduc-

tivités thermiques des composés étudiés dans le chapitre 5 avec une approche de type champ

moyen. La méthode utilisée permet d’avoir une description de l’effet des impuretés sur les temps

de vie contrairement au champ moyen. Néanmoins, le domaine de validité de cette méthode

est limité aux faibles concentrations pour lesquelles les dopants sont indépendants les uns des

autres.

Pour calculer la matrice de transition t, nous devons calculer les perturbations δl. Les

variations de masses δM contenues dans δl sont facilement calculable, cependant les variations

des constantes de force δφ doivent être obtenues par des calculs ab initio. Pour chaque paire de

composé half-Heusler à l’étude, par exemple NiXSn et NiY Sn, nous avons considéré deux cas :

• [NiXSn:Y ] : un atome X a été substitué par un atome Y dans la structure NiXSn.

• [NiY Sn:X] : un atome Y a été substitué par un atome X dans la structure NiY Sn.

Dans cette thèse, trois half-Heusler sont à l’étude, NiTiSn, NiZrSn ainsi que NiHfSn. Nous

avons donc trois paires de half-Heusler, pour chaque paire deux calculs sont à effectuer :

• [NiTiSn-NiZrSn] : NiTiSn :Zr & NiZrSn :Ti

• [NiTiSn-NiHfSn] : NiTiSn :Hf & NiHfSn :Ti

• [NiZrSn-NiHfSn] : NiZrSn :Hf & NiHfSn :Zr

Les constantes de force des structures parfaites ont été calculées de la même manière que dans

les chapitres précédents. Nous avons utilisé la méthode des déplacements finis avec une super-

maille 2× 2× 2 de la cellule conventionnelle unitaire qui contient 12 atomes. Les constantes de

force des structures avec dopant ont été obtenues grâce à la même super-maille dans laquelle un

atome X à été remplacé par un atome Y . Pour chaque configuration, les forces sont calculées

dans le cadre de la DFT à l’aide du code de calcul VASP. L’approximation PBE-GGA a été

utilisée pour les potentiels d’échange et de corrélation. Une coupure (cutoff ) en énergie a été

fixé à 300 eV et le critère de convergence de l’énergie totale est fixé à 10−8 eV. La zone de

Brillouin à été échantillonnée par une grille 10× 10× 10.

6.3.1 Variations des constantes de force harmonique

Dans un premier temps nous allons vérifier que les variations des constantes de force

contenues dans les termes δl ont une portée limitée. La figure 6.1 montrent les variations

des constantes de force δφi,j en fonction de la distance |ri,j | entre les atomes i et j pour les

trois paires de composés à l’étude. Dans les six cas nous observons qu’à partir d’une distance

de 4 Å autour de l’impureté les différences entre les constantes de force entre les phases par-

faites et dopées sont négligeables. Cela revient à dire qu’a partir des troisième voisins, l’effet

de l’impureté ne se ressent plus. Les variations de masse sont également locales. Nous pouvons

aussi noter que dans les cas NiZrSn :Hf et NiHfSn :Zr, l’impureté semble avoir peu d’effet sur

les constantes de force.
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Figure 6.1 – Amplitude des interactions en fonction de la distance.
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6.3.2 Determinant de |1− g0δl|
Comme nous avons vu précédemment, la matrice de transition t, ainsi que les temps de vie

des impuretés sont fonction de (1−g0δl)
−1. Il est donc nécessaire d’inverser la matrice complexe

1− g0δl. La figure 6.2 montre les parties réelles et imaginaires du déterminant |1− g0δl| pour

les trois paires de composés. Ceci nous permet d’observer les pôles de la fonction de Green du

cristal dopé et ainsi d’identifier les éventuelles résonances. Pour observer une résonance, la partie

réelle doit s’annuler conjointement avec une partie imaginaire faible dans la plus grande plage

de fréquence. Nous n’observons aucune résonance. Dans certain cas la partie réelle s’annule,

mais la partie imaginaire reste encore trop élevée pour parler de résonance. Cette effet de

résonance à été observé dans le cas Mg2Si :Sn, justifiant la faible conductivité thermique de

ces composés, voir plus de détail, voir annexe A.
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Figure 6.2 – Partie réelle en rouge et imaginaire en bleue du déterminant |1− g0δl|.
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6.3.3 Temps de vie des impuretés

La figure 6.3 montre l’inverse des temps de vie moyens des impuretés pour tout les composés

à l’étude. L’inverse du temps de vie peut être vu comme la probabilité de transition moyenne

entre deux états de phonon induite par l’impureté. Ces figures montrent aussi l’intégrale de

l’inverse du temps de vie moyen, ce qui nous permet d’identifier les plages de fréquence pour

lesquelles les impuretés ont le poids le plus fort. Nous observons que dans le cas de NiTiSn :Zr,

l’impureté influence surtout les basses fréquences tandis que le dopage NiZrSn :Ti influence

principalement les hautes fréquences. Ceci peut être facilement interprété par les différences

de masse de ces atomes. Dans le cas de NiTiSn:Zr, on dope avec des atomes plus lourd. On

augmente donc la masse moyenne des atomes dans le cristal. Les fréquences sont dépendantes

du rapport k/m, où k représente les constantes de force et m la masse. Si la masse augmente, les

fréquences diminuent. En introduisant des dopants plus lourds, l’effet se traduit principalement

aux basses fréquences. A contrario, si l’on dope avec des atomes plus légers, ce qui est le cas

de NiZrSn:Ti, l’effet est centré sur les hautes fréquences du spectre. Dans les cas NiTiSn :Hf et

NiHfSn :Ti la différence de masse entre atome substituant et substitué étant plus grande, l’effet

observé est donc plus prononcé. En effet, nous observons qu’environ 70 % de l’effet de l’impureté

sur le temps de vie est situé entre 0 et 4 THz pour NiTiSn:Hf. Et dans le cas NiHfSn:Ti, environ

70 % de l’effet de l’impureté sur le temps de vie est situé cette fois-ci entre 4 et 7 THz. Dans

le dernier cas, NiZrSn :Hf et NiHfSn :Zr, contrairement au deux cas précédents, l’effet des

dopants se traduit majoritairement à haute fréquence. Dans le cas du half-Heusler NiTiSn, les

dopages sur les sites de titane par des atomes de zirconium ou de hafnium ont principalement

un effet à basse fréquence. Ceci est particulièrement vrai pour le dopage avec le hafnium. Dans

ces deux cas, il est très intéressant de jouer sur les basses fréquences car les dopants sont plus

susceptibles de diffuser les phonons acoustiques, qui sont sensés être les porteurs majoritaires

de chaleur.
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Figure 6.3 – Inverse des temps de vie moyens des impuretés. Les pics étroits en-dessous de 1

THz sont des artefacts numériques d’intégration,ils n’ont pas de valeur physique. Les courbes

en pointillés correspondent à l’intégration des temps de vie.



132 CHAPITRE 6. DÉFAUTS DILUÉS

6.3.4 Conductivité thermique

La figure 6.4 montre l’évolution de la conductivité thermique en fonction de la concentra-

tion et de la température. De même que dans le cas ou nous utilisons la méthode du champ

moyen décrite dans le chapitre précédent, nous observons une diminution rapide de la conduc-

tivité thermique dès les faibles concentrations pour tout les composés. De manière générale,

nous observons qu’un dopage effectué avec des atomes plus lourds donne lieu à une diminution

plus brutale de la conductivité thermique que si le dopage est effectué avec des atomes plus

légers. Cet effet est très bien observé pour les paires NiTiSn :Zr, NiZrSn :Ti et NiTiSn :Hf,

NiHfSn :Ti. Il est cependant moins fort dans le dernier cas, NiZrSn :Hf, NiHfSn :Zr. Ici, l’effet

de la température est uniquement du à l’anharmonicité du cristal parfait parent. La réduc-

tion maximale de conductivité thermique est observée dans le cas NiTiSn:Hf, à faible et forte

concentration. Le dopage NiHfSn:Ti donne quant à lui une réduction de conductivité thermique

légèrement moins élevée que dans le cas symétrique NiTiSn:Hf. Ceci est dû à la contribution

des dopants au temps de vie des phonons, qui est localisé vers les hautes fréquences dans le

cas NiTiSn:Hf. De même que dans le cas du champ moyen, les différences de masses sont plus

élevées, la conductivité thermique est donc d’autant plus réduite. Si nous prenons pour exemple

NiTiSn:Zr et NiTiSn:Hf, ici, la masse des atomes substituant passe de 91,22 pour le zirconium

à 178,49 pour le hafnium. Pour une concentration de 0.1 en substituant, dans le cas NiTiSn:Zr,

une diminution de 70 % de la conductivité thermique est observée, tandis que dans le cas de

NiTiSn:Hf, une diminution de 80 % est observée. Nous pouvons en conclure que dans le cas d’un

dopage de la structure parfaite NiTiSn, à même taux de dopage, il est plus efficace de doper

avec des atomes de hafnium. La plus faible réduction de conductivité thermique est observé

pour NiZrSn :Hf et NiHfSn :Zr. Si nous réfléchissons en terme de masse, ceci est contre intuitif.

En effet, dans le cas NiTiSn:Zr et NiZrSn:Ti, la différence de masse entre les atomes de titane

et de zirconium est de 43.36 unité de masse atomique. Dans le cas NiTiSn:Hf et NiHfSn:Ti, la

différence de masse entre les atomes de titane et ceux de hafnium est de 130.63. Dans le cas

présent, NiZrSn:Hf et NiHfSn:Zr, la différence de masse entre les atomes de zirconium et ceux

de hafnium est de 87.27. Nous somme donc dans une situation intermédiaire. Or, dans ce cas,

les plus faible diminution de conductivité thermique sont observées. Les deux effets jouant sur

la conductivité thermique étant les fluctuations de masse et les fluctuations de constante de

force, nous supposons que la variation des constantes de force à plutôt tendance s’opposer à la

réduction de conductivité thermique et à compenser l’effet des variations de masse.
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Figure 6.4 – Conductivités thermiques en fonction de la concentration en dopant pour des

températures allant de 400 K (rouge foncée) à 900 K (bleu foncée).
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Dans chaque cas NiXSn :Y, nous calculons la variations de conductivité thermique pour

tout le domaine de concentration. Nous partons de la conductivité thermique du cristal parfait,

puis nous ajoutons l’effet des impuretés en fonction de la concentration. Plus la concentra-

tion augmente plus l’effet des impuretés est important. Or il est évident, qu’a partir d’une

concentration de 0.5, la situation s’inverse. Les atomes Y ne sont plus les impuretés mais ce

sont maintenant les atomes X. Pour visualiser la réduction de conductivité thermique, il faut

montrer les deux calculs, NiXSn :Y ainsi que NiYSn :X conjointement, ceci est visible figure

6.5. Elle montre l’évolution de la réduction de conductivité thermique pour les trois interpola-

tions : NiTi1−xZrxSn, NiTi1−xHfxSn ainsi que NiZr1−xHfxSn. Pour comparer aux expériences,

nous prenons les valeurs qui correspondent à la structure parfaite par rapport à laquelle la

diminution relative est calculé.
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Figure 6.5 – Évolution de la variation de conductivité thermique en fonction de la concentra-

tion à la température de 400 K.

6.4 Comparaison avec l’expérience

Le tableau 6.1 montre la comparaison entre les expériences et les variations de conductivité

thermique calculées dans ce chapitre. Les résultats correspondent assez bien avec les expériences.

Il est clair que nous sur-estimons la diminution de conductivité thermique, comme avec la

méthode de champ moyen. La hiérarchie entre les différentes concentrations est bien respectée.

En dehors de la référence [4], nous observons que la méthode présentée dans ce chapitre est

plus proche des valeurs expérimentale pour les faibles concentration. La méthode de champ

moyen est quant à elle plus proche de l’expérimentale pour les hautes concentration (0.5). Ce
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qui prouve le domaine de validité des deux méthodes. La méthode de champ moyen est adaptée

pour les fortes concentrations, tandis que la méthode des fonctions de Green représente mieux

les faible concentrations

Variations de Variations de

Composition conductivité thermique conductivité thermique Référence

mesurée calculée

Zr0.5Hf0.5NiSn -50 % (NiZrSn) -70 % (NiZrSn) [7]

Zr0.5Hf0.5NiSn -69 % (NiZrSn) -70 % (NiZrSn) [4]

Ti0.5Zr0.5NiSn -47 % (NiTiSn) -73 % (NiTiSn) [7]

Ti0.5Hf0.5NiSn -61 % (NiTiSn) -84 % (NiTiSn) [7]

Hf0.75Zr0.25NiSn0.98Sb0.02 -37 % (HfNiSn0.98Sb0.02) -50 % (NiHfSn) [107]

Hf0.6Zr0.4NiSn0.98Sb0.02 -49 % (HfNiSn0.98Sb0.02) -57 % (NiHfSn) [107]

Hf0.5Zr0.5NiSn0.98Sb0.02 -51 % (HfNiSn0.98Sb0.02) -59 % (NiHfSn) [107]

Tableau 6.1 – Comparaison des réductions de conductivité thermique entre expérience et

théorie. Les composés entre parenthèses indiquent la composition de référence par rapport à

laquelle la diminution de conductivité thermique à été calculée.

6.5 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre nous avons développé une méthode basé sur la théorie de la diffusion

afin d’obtenir une description microscopique de l’action des dopants. Cette méthode repose

sur le formalisme des fonctions de Green d’un cristal contenant un défaut localisé (ponctuel).

Cette perturbation est traitée par l’intermédiaire un développement de Dyson de la matrice

de transition à l’ordre infini. La perturbation, i.e. l’impureté, fait intervenir une variation de

masse ainsi qu’une variation des constantes de force. Pour mettre en œuvre cette méthode,

on suppose qu’il n’y a pas d’interactions entre les défauts considérés ce qui est correct aux

faibles concentrations. Nous calculons l’effet d’une seule impureté sur les constantes de force et

sur les masses puis nous généralisons pour un nombre quelconque d’impureté, c’est-à-dire pour

une concentration quelconque. L’effet des impureté est directement déduit grâce à un terme

supplémentaire au temps de vie total. L’anharmonicité ainsi que les relations de dispersions

du cristal restant celle du cristal parfait d’origine. Ici l’effet des impureté n’intervient que

comme une contribution supplémentaire au temps de vie. Ensuite, le calcul de la conductivité

thermique s’effectue comme au chapitre précédent, c’est-à-dire dans l’approximation du temps

de relaxation. Pour mettre en œuvre cette méthode, et obtenir la conductivité thermique en

fonction de la concentration, nous avons donc besoin de deux informations qui sont obtenues

par le calcul ab initio des constantes de force harmoniques et anharmoniques du cristal parfait

d’origine puis des constantes de forces harmoniques de ce même cristal où l’on a substitué un

atome par un autre.

L’incorporation des fluctuations des constantes de forces dans le formalisme est un élément

essentiel pour la description de l’effet des atomes dopants. En effet, comme nous l’avons montré,

les variations des constantes de force s’étendent au plus sur une distance d’environ 4 Å autour
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du défaut ponctuel dans le cas des half-Heusler étudiés. Lorsque le taux de dopage avoisine les

10 % les distances entre défauts sont de l’ordre de la dizaine d’angströms. Cela indique, même

à ce taux de dopage modéré, l’altération des constantes de force affecte quasiment l’ensemble

du cristal. On comprends ainsi la forte efficacité des dopages à faible concentration.

Comme au chapitre précédent, nous avons appliqué cette méthode aux composés half-

Heusler à l’étude dans cette thèse :

– NiTi1−xZrxSn

– NiTi1−xHfxSn

– NiZr1−xHfxSn

Après avoir montré que les variations de force induites par le défaut ponctuel sont de portée

finies et s’annulent au-delà de 4 Å, nous avons étudié leur effet sur le temps de vie. Dans

un premier temps la méthode développé rend bien compte de l’effet de la réduction de la

conductivité thermique induite par des impuretés. Une conclusion remarquable est que, dans

tout les cas, nous observons une diminution très rapide de la conductivité thermique avec

la concentration. Et ceci pour des concentrations qui sont de l’ordre de 10 %. La meilleure

réduction de conductivité thermique est observée pour le composé NiTiSn dopé avec des atomes

de hafnium quelle que soit la concentration. Pour ce qui est des perspectives, la première idée

qui vient en tête est l’ajout d’interactions entre les différentes impuretés. Nous supposons que

cette addition devient nécessaire à haute concentration où les impuretés sont potentiellement

très rapprochées les une des autres. Il est clair que cela à un effet, majoritairement sur les

constantes de force. Un bon terme d’interaction entre impureté devrait être capable de trouver

une conductivité thermique qui augmente au delà d’une concentration de 0.5, comme c’est le cas

en réalité. Ici, le faite que la conductivité thermique continue à diminuer après une concertation

de 0.5 est du à la méthode utilisé. En réalité, par exemple si nous sommes dans le cas d’un

passage du composé NiTiSn vers NiZrSn par substitution d’atome de titane par des atomes de

zirconium, les conductivité thermiques minimales sont observés pour des concentrations aux

alentours de 0.5. Si on augmente la concentration, on se rapproche de plus en plus de NiZrSn

et la variation relative de conductivité thermique augmente. L’ajout d’un terme d’interaction

entre impuretés doit amener à reproduire ce comportement. De la même manière que dans ce

chapitre, ces interactions peuvent être incluse dans l’expression du temps de vie des impuretés.

Ce qui permet d’étendre la méthode aux fortes concentrations.
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7.1 Introduction

Avant de clore définitivement ces travaux de thèse, nous allons discuter quelques points

que nous avons jugés importants que nous avons choisi de ne pas mettre dans les chapitres

précédents. Nous verrons les différences entre l’approximation du temps de relaxation et une

solution exacte à l’équation de Boltzmann, ainsi qu’une comparaison entre la méthode de champ

moyen présenté chapitre 5 et la méthode des fonctions de Green du chapitre 6. Nous exposerons

ensuite les conclusions et perspectives générales de ces travaux de thèse.

7.2 Discussions générales

Champ moyen vs fonctions de Green Dans cette partie, nous faisons une comparaison entre les

résultats du chapitre 5 et ceux du chapitre 6. Dans le chapitre 5 une méthode de champ moyen

à été développée, principalement destinée à couvrir le régime des hautes concentrations. Dans le

chapitre 6, une description plus microscopique à été adoptée, notamment grâce au formalisme

de la matrice de transition et des fonctions de Green. Ces deux approximations n’ont pas

le même domaine de validité en concentration : fortes concentrations pour le champ moyen et

faibles concentrations le formalisme des fonctions de Green. Il est cependant difficile de pouvoir

borner précisément ces domaines de validité et notamment si une zone de recouvrement existe.

Néanmoins, nous tentons une comparaison qualitative entre les deux méthodes. La figure 7.1

montre les diminutions relatives de la conductivité thermique calculée avec les méthodes des

chapitres 5 et 6 pour les trois composés à l’étude.

De manière un peu surprenante, les deux méthodes donnent des résultats assez simi-

laires dans le cas des systèmes NiTi1−xHfxSn et NiZr1−xHfxSn. Pour le troisième composé

(NiTi1−xZrxSn), la situation est très différente. Il est difficile de comprendre l’origine de ces

137
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Figure 7.1 – Comparaison des diminutions relatives de conductivité thermique

disparités. Nous pouvons cependant noter quelques particularités de ces méthodes. Il est bon de

rappeler que pour le composé NiTi0.5Zr0.5Sn la méthode de champ moyen est plus proche des

résultats expérimentaux que la méthode des fonctions de Green. Nous émettons l’hypothèse que

les interactions impuretés-impuretés, négligées dans la méthode des fonctions de Green (tout

comme le désordre), sont plus importantes dans le composé NiTi1−xZrxSn, justifiant de ce fait

la grande différence entre les deux méthodes. Nous supposons aussi implicitement que les inter-

actions impuretés-impuretés participent à l’augmentation de la conductivité thermique. Dans

le chapitre 5, nous avons vu que les résultats de la méthode de champ moyen sont gouvernés

par les fluctuations de masses. Malheureusement, nous n’avons pas eu le temps de découpler

l’effet des fluctuations de masses et ceux des fluctuations de constantes de force dans le cas de la

méthode des fonctions de Green. Il serait très intéressant de le faire pour confirmer ou infirmer

que les fluctuations de masses sont les principaux responsable de la diminution de conductivité

thermique à faible concentration. De plus, une perspective de ces travaux serait de combiner

les deux méthodes. Cela permettrait d’obtenir une théorie unique à toutes les concentrations.

Temps de relaxation vs solution exacte Nous passons maintenant à la comparaison entre la

solution de l’équation de Boltzmann dans l’approximation du temps de relaxation et la solution

exacte [154]. La solution exacte a été utilisée pour le calcul de la conductivité thermique dans

les composés purs et l’approximation du temps de relaxations dans les calculs avec substitution.

Avant de parler des résultats de ces deux méthodes, il est bon de noter qu’une des différences

se situe au niveau des temps de calcul. La solution exacte est beaucoup plus longue à calculer

et c’est pour cette raison que dans les chapitres 5 et 6 nous avons utilisé l’approximation

du temps de relaxation. À titre de comparaison nous avons aussi calculé les conductivités
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thermiques dans l’approximation du temps de relaxation pour les composés purs. La figure 7.2

montre ces calculs ainsi que l’erreur associée. Dans les quatre cas on obtient entre 34.6 % pour

36.5

36.0

35.5Er
re

ur
 (

%
)

800700600500400300200

Température (K)

30

25

20

15

10

5

0

Co
nd

uc
tiv

ité
 t

he
rm

iq
ue

 (
W

.m
-1

K-1
)

 Calcul exact
 Approximation du temps de relaxation

(a) NiTiSn

32

31

30Er
re

ur
 (

%
)

800700600500400300200

Température (K)

30

25

20

15

10

5

0

Co
nd

uc
tiv

ité
 t

he
rm

iq
ue

 (
W

.m
-1

K-1
)

 Calcul exact
 Approximation du temps de relaxation

(b) NiZrSn

30

25

20

15

10

5

0

Co
nd

uc
tiv

ité
 t

he
rm

iq
ue

 (
W

.m
-1

K-1
)

800700600500400300200

Température (K)

34.6
34.4
34.2
34.0Er

re
ur

 (
%

)

 Calcul exact
 Approximation du temps de relaxation

(c) NiHfSn

30

25

20

15

10

5

0

Co
nd

uc
tiv

ité
 t

he
rm

iq
ue

 (
W

.m
-1

K-1
)

800700600500400300200

Température (K)

30

29

28Er
re

ur
 (

%
)

 Calcul exact
 Approximation du temps de relaxation

(d) ZrCoSb

Figure 7.2 – RTA vs Full BTE

l’erreur maximale et 28.8 % pour l’erreur minimale. Comme nous l’avons vu dans le chapitre

3, l’approximation du temps de relaxation fait l’hypothèse que lorsqu’un phonon retourne vers

sont état d’équilibre, tout les autres phonons sont dans leurs état s’équilibre. Cela revient à

dire que la probabilité de diffusion est indépendante de la distribution de phonons avant et

après une collision. Les calculs ayant été fait avec les mêmes constantes de force harmonique

et anharmonique, l’erreur observée ne provient que de cette hypothèse. Nous remarquons aussi

que l’erreur est plus importante à basse température et tend à converger à haute température.

7.3 Conclusions et perspectives générales

Dans cette thèse nous nous sommes attaqué à la description des propriétés thermique,

notamment de conduction thermique, de matériaux half-Heusler thermoélectriques. Dans une

démarche de reproduction et complétion des études expérimentales, les propriétés de conduc-

tion thermique des phases pures et en présence de substituons isoélectroniques ont été mis en

évidence.
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Après avoir compris les effets thermoélectriques nous avons vu que l’interdépendance des pro-

priétés physiques impliquées dans le calcul du rendement thermoélectrique est le problème

central. Ce problème limite et complique l’optimisation des rendements de conversion. Une

propriété physique, la conductivité thermique de phonon ne semble pas être trop affectée par

ces interdépendances. La manière la plus simple d’optimiser est donc de moduler la conducti-

vité thermique de phonon.

Ensuite nous avons dressé l’état de l’art des matériaux thermoélectriques half-Heusler. En

dépit d’une grande dispersions des valeurs expérimentales, nous avons vu entre autre que le

problème majeur de ces matériaux est leur conductivité thermique qui est trop grande. Pour

palier ce problème les expérimentateurs ont recourt à des substitutions atomiques isoélectro-

niques ainsi qu’à une nanostructuration. Ces méthodes se sont révélées très prometteuses et

peuvent apporter une augmentation significative et intéressante du rendement de conversion

thermoélectrique. Notre objectif ici à été de comprendre les effets relatifs aux substitutions

isoélectroniques sur la conductivité thermique de phonon. De plus, nous nous sommes attachés

à l’effet de la concentration en atomes dopants. Pour ce faire, nous avons dans un premier

temps, décrit les méthodes utilisées tout au long de ces travaux. Elles reposent sur des calculs

de structure électronique qui nous permettent d’accéder aux constantes de force interatomiques

harmoniques et anharmoniques. Ainsi que sur la résolution de l’équation de transport de Boltz-

mann pour les phonons.

Les premiers résultats de ces travaux concernent les phases half-Heusler purs. Ils servent de

base à la compréhension de l’effet des substitutions. Cette étude s’est portée sur trois composés

half-Heusler, NiTiSn, NiZrSn ainsi que NiHfSn. Dans une description complètement ab initio,

nous avons analysé précisément les quantités qui entrent en jeu dans le calcul de la conduc-

tivité thermique. Les structures de bandes, les vitesses et les temps de vie des phonons ont

été étudiés. Nous observons entre autre, que la conductivité thermique du NiZrSn est la plus

faible, notamment du à une anharmonicité plus importante que pour les autres composés. Nous

avons aussi mis en évidence des dépendance fréquentielles des temps vie s’écartant des modèles

conventionnels. Les résultats obtenus pour le calcul de conductivité thermique sont en accord

avec les expériences, des différences persistent néanmoins. Nous supposons que ces différences

sont liées à la synthèse complexe des matériaux, ce que nous avons pu jauger par nous même.

En effet, nous avons eu la chance de pouvoir élaborer le composé NiZrSn avec un four à arc

et de le caractériser. Une microstructure complexe à été mis en évidence, notamment par la

présence de grains d’étain et de ZrSn.

Enfin, nous nous sommes attaqués aux substitutions isoélectroniques dans les matériaux Ni-

TiSn, NiZrSn et NiHfSn. Les calculs sur les composés dopés étant trop couteux numériquement,

donc inaccessibles, nous avons cherché une méthode alternative pour accéder à l’effet des sub-

stitutions isoélectroniques. Notamment à leur effet sur la conductivité thermique. Pour ce faire

nous avons développé une méthode de champ moyen. Dans l’optique principale d’accéder aux

propriétés de conduction thermique dans un régime de forte concentration en substituant. Cette

méthode est basé sur huit points :

1) Une interpolation des constantes de force harmoniques. Cette interpolation permet de
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prendre en compte l’effet des modifications de la structure électronique induite par les sub-

stitutions. Cela nous permet d’appréhender les changements des fréquences de vibration.

2) Une interpolation linéaire des constantes de force anharmoniques. Cette interpolation per-

met de prendre en compte de manière très simple le changement d’anharmonicité dû aux

substitutions.

3) Une moyenne configurationelle. Cette moyenne permet de prendre en compte une partie de

l’effet du désordre. Cela distribue l’effet des fluctuations des constantes de forces sur tout les

sites atomiques où on peut avoir des substitutions.

4) Une moyenne des masses atomiques. La moyenne configurationelle nous impose de considé-

rer des masses « virtuelles » sur les sites atomiques des substitutions. La moyenne est faite en

fonction de la concentration en substituant.

5) Un traitement perturbatif des fluctuations de masses. Ceci nous permet de prendre en

compte l’effet des différences de masses introduit par les substitutions sur les temps de vie des

phonons.

6) La résolution de l’équation de Boltzmann dans l’approximation du temps de relaxation. Ceci

nous permet d’accéder à la conductivité thermique.

7) Le calcul des constantes de forces harmoniques et anharmoniques des deux composés purs

initiaux. Ces calculs servent de variables d’entrées pour l’interpolations des constantes de force

harmoniques et anharmoniques.

8) Le calcul des constantes de force harmoniques d’un certain nombre de composés à des

concentration définies. Quand certaines concentrations peuvent être simulées directement nous

les utilisons comme paramètre d’entrée pour l’interpolation des constantes de force harmo-

niques.

Dans le cadre de cette méthode, nous en avons conclu qu’une interpolation linéaire était la

plus appropriée pour une description de type champ moyen. De plus, nous avons observé que

la moyenne configurationnelle minimise les différences entre les différents ordre d’interpolation.

Ensuite nous avons appliqué cette méthode à trois composés, NiTi1−xZrxSn, NiTi1−xHfxSn

ainsi que NiZr1−xHfxSn. Dans les trois cas, nous avons déterminé la conductivité thermique en

fonction de la concentration en dopant. Nous avons identifié les concentrations qui réduisent au

maximum la conductivité thermique. Nous confirmons que les fluctuations de masses sont les

mécanismes principaux responsables de la réduction de conductivité thermique. Nous avons vu

aussi que cela implique que la réduction de conductivité thermique est d’autant plus grande que

les différences de masses entre atomes substitués et substituants sont grandes. Cela explique

que la substitution du titane par le hafnium dans NiTiSn est la plus efficace. En définitive, nous

avons développé une méthode basée sur une approche de type champ moyen pour étudier l’effet

de la concentration sur la conduction thermique. Elle a été appliquée à des matériaux thermo-
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électriques half-Heusler dans le cadre de substitutions isoélectroniques, mais il est bon de noter

qu’elle peut s’appliquer à d’autre type de substitutions dans d’autre type de matériaux. Dans

l’état actuel de cette méthode, pour pouvoir l’appliquer à d’autre matériaux, il est nécessaire

que les structures cristallines des deux composés purs initiaux soient les mêmes. L’applica-

tion sur les half-Heusler donnant des résultats cohérents et comparable aux expériences, cela

tend à démontrer la validité de cette méthode. De plus les temps de calculs numériques sont

« relativement » peu couteux. À titre qualitatif nous exposons un petit résumé des étapes qui

consomment le plus de temps de calcul pour cette méthode, si l’on part de M concentrations

accessibles directement par le calcul, nous avons (les valeurs entre parenthèse correspondent à

ce travail, c’est-à-dire à l’application aux half-Heusler où M = 7) :

– M relaxations atomiques avec test de convergence des paramètres numériques. (M = 5,

∼ 7*5 relaxations atomiques en DFT.)

– M calculs de phonon harmonique. (en déplacements fini, 7*3 calculs statiques DFT).

– 2 calculs de phonon anharmonique. (en déplacements fini, 2*497 calculs statiques DFT).

– N résolutions de l’équation de transport de Boltzmann dans l’approximation du temps

de relaxation pour accéder à la conductivité thermique de N concentration. (N = 13).

Dans le cadre des half-Heusler, la prochaine étape est l’application de cette méthode sur les

dopages semi-conducteurs, par exemple la substitution d’atome d’étain par des atomes d’an-

timoine. Au niveau des développements futurs, la méthode doit être adaptée pour prendre en

compte des dopages simultanés (par exemple, NiTi1−x−yZrxHfySn). Ensuite, la prochaine étape

serait de modifier la méthode pour qu’elle puisse être appliquée à d’autres types de défauts tels

que les atomes en interstitiels ou les lacunes.

Dans la suite de ces travaux nous sommes intéressés au régime des faibles concentration afin

de compléter l’approche champ moyen. Nous nous sommes basés sur la théorie de la diffusion

afin d’obtenir une description microscopique de l’action des dopants. Cette méthode repose sur

le formalisme des fonctions de Green d’un cristal contenant un défaut ponctuel. La fonction

de Green d’un cristal avec une impureté s’exprime exactement grâce à un développement de

Dyson à l’ordre infini ainsi que la fonction de Green du cristal parfait. Deux aspects sont traités,

les fluctuations des constantes de force, ainsi que les fluctuations des masses. Les interactions

potentielles entre les impuretés sont négligées, ce qui est correct à faible concentration. Comme

nous utilisons le formalisme de la matrice de transition, l’effet des substitutions se retrouve

directement comme étant une nouvelle contribution au temps de vie. Ensuite la résolution de

l’équation de Boltzmann dans l’approximation du temps de relaxation nous permet de calculer

la conductivité thermique. Cette méthode est beaucoup moins couteuse numériquement que la

méthode précédente. En effet, la mise en œuvre de cette méthode nécessite deux relaxations,

deux calculs harmoniques, un calcul anharmonique et la résolution de l’équation de Boltzmann

pour chaque concentration. De même que précédemment, nous avons appliqué cette méthode au

substitutions isoélectroniques dans les matériaux half-Heusler thermoélectriques. Dans un pre-

mier temps la méthode développée rend bien compte de l’effet de la réduction de la conductivité

thermique.

Dans tout les cas, nous observons une diminution très rapide de la conductivité thermique

avec la concentration, de même qu’avec la méthode champ moyen. Et ceci pour des concentra-

tions qui sont de l’ordre de 10 %. La dépendance en fréquence du temps de vie des impuretés

nous a permis de mettre en évidence que la contribution des impuretés peut être principalement
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localisée à certaine fréquence. Si ces temps de vie sont plus importants à basse fréquence, cela

peut potentiellement réduire d’autant plus la conductivité thermique. En effet, les phonons

acoustiques, ayant de faibles fréquences de vibration, seront plus facilement susceptibles d’être

diffusés. Les meilleures réductions de conductivité thermique sont observées pour le composé

NiTiSn dopé avec des atomes de hafnium. De même que pour la méthode de champ moyen,

cette méthode est applicable à d’autre type de matériaux. Nous allons maintenant énoncer

quelques éléments que nous avons remarqués pendant ces travaux.

– Plus la différence de masse entre atomes substituants et substitués est élevée, meilleur

est la réduction de la conductivité thermique. De plus, il est plus rentable, à différences

de masse égales, de doper avec des atomes plus lourds. La raison est que plus l’atome

substituant est lourd, plus il va influencer les basses fréquences, c’est-à-dire les phonons

acoustiques, lesquels transportent majoritairement la chaleur.

– Toujours dans la même optique de diffuser au maximum les phonons acoustiques, des

substitutions isoélectroniques des atomes d’étain dans les half-Heusler NiTiSn et NiZrSn,

peuvent être intéressantes. En effet, nous avons montré que dans ces deux composés, les

basses fréquences étaient dominées par les vibrations des atomes d’étain. Cette substitu-

tion pourrait être plus efficace que la la substitution du titane ou du zirconium car elle

serait centrée sur les phonons acoustiques.

La thermoélectricité est une discipline prometteuse s’inscrivant dans le contexte des nouvelles

sources d’énergie. Dans cette thèse nous nous sommes intéressés aux matériaux thermoélec-

triques half-Heusler, NiTiSn, NiZrSn et NiHfSn. Nous avons fournit une description théorique

complètement ab initio des effets des substitutions isoélectroniques sur les propriétés de conduc-

tion thermique. Pour ce faire, nous avons d’abord expliqué les propriétés thermiques des maté-

riaux parfaits avant optimisation. Puis, nous avons développé deux méthodes permettant d’ac-

céder à l’effet du dopage sur la conductivité thermique de manière ab initio. La suite logique

de ces travaux est d’inclure les effets de la seconde optimisation adoptée expérimentalement,

la nanostructuration. Le problème majeur est lié aux simulations atomistiques utilisées dans

ces travaux qui serait trop couteuses numériquement pour décrire ce type de système. Ceci est

dû au nombre important d’atomes à simuler. Pour palier ce problème une des solutions est de

développer un modèle à une plus grande échelle de la conductivité thermique où les calculs

atomistiques à plus petites échelles sont utilisés comme entrées. En particulier, un couplage

des calculs ab initio avec des simulations Monte Carlo de l’équation de Boltzmann est envi-

sageable. Une autre possibilité pour inclure l’effet des nanostructures et de la microstructure

serait d’utiliser la dynamique moléculaire. Avec cette méthode on peut simuler des millions

d’atomes. Grace au théorème fluctuation-dissipation les constantes de force harmonique et an-

harmoniques sont accessible [226]. De plus, dans l’optique de garder le caractère ab initio, la

dynamique moléculaire ab initio pourrait être envisagée.



144 CHAPITRE 7. DISCUSSION



Annexes

145





Annexe A
Resonances dans Mg2Sn1−xSnx

147



Giant tin resonances in Mg2Si1−xSnx alloys

Laurent Chaput,1, ∗ Luc Andrea,2 and David Lacroix1
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Mg2Si1−xSnx alloys are well known thermoelectric materials for which a strong reduction

of the thermal conductivity is observed upon tin doping. This reduction is often attributed

to the complicated microstructure of the alloys. Here infinite order perturbation theory is

carried out exactly to show that tin atoms creates giant resonances in the acoustic part of the

spectrum which alone are sufficient to explain the rapid decrease of the thermal conductivity.

With the increase of global energy demand thermoelectricity has becomes a major field

of interest. In such a context the efficiency of the heat to electricity conversion is usually

measured using the figure of merit, ZT = σS2/κT , which should be around 1 for a material to

be competitive as compared to other technologies. Here S is the thermopower, σ the electrical

conductivity, and κ the thermal conductivity. In particular it shows that a good thermoelectric

material is one for which a good compromise can be found between the electrical conductivity

power, which should be as large as possible, and the thermal conduction which should be small.

In addition the constitutive elements of the materials should be non toxic and abundant to

fulfill the requirements of the sustainable technology. Those constraints drastically reduce the

number of available candidates for applications. Indeed, over the last 30 years only a small

number of materials have been considered : Bi2Te3, half Heusler, skutterudites, and a few

others [1].

Mg2Si1−xSnx alloys share the above mentioned required properties and have early been

considered for practical applications [2]. Recently Mg2Si0.55Sn0.4Ge0.05 was even reported with

a figure of merit around 1.4 [3].

The electronic structure of Mg2Si1−xSnx alloys is well understood[2, 4, 5]. Their band gap

is changing from 0.6 eV to 0.3 eV and, as shown by the coherent potential approximation

(CPA), which assumes complete disorder for the atoms, the electronic structure of the alloys

compounds seems to be adequately described by an averaged crystal model[6]. A reordering

of the light and heavy conduction bands is found when changing the proportion of Si, Ge and

Sn. This gives a non linear variation of the band gap but allows to explain most transport

experiments.

On the other hand the vibrational properties of the alloys are still controversial. Indeed, the

thermal conductivity can be up to 4 times smaller in the alloys as compared to the parent com-

pound Mg2Si, and the reason for this large difference is still debated. It has been attributed to

nanostructuration effects[7], grain boundaries[8], or intrinsec impurity scattering[9]. Recently

Li and co-workers[10] have studied this system from first principle calculations using a virtual

crystal approximation, for the harmonic and anharmonic force constants, and keeping for the

scattering only the local mass fluctuations produced by the disorder. As we have shown in a

previous study[11], a comparison with neutron scattering experiments suggest that the virtual

crystal approximation is indeed justified for the harmonic force constants at high enough al-
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loying concentration. Moreover, the good agreement with experiment obtained in [10] for the

thermal conductivity suggest a posteriori that such an approximation may also be valid for the

anharmonic force constants.

However it may be more difficult to justify this approximation at low tin concentration.

Indeed the result we obtain in [11] suggest that a resonance may appears around 2 THz for a

tin content of x < 0.25. In such a case the vibrational spectrum will be strongly modified and

the use of a virtual crystal approximation will becomes problematic. Moreover if a resonance

appears it is important to include not only the mass fluctuations produced by the disorder, but

also the force constants fluctuations to locate the resonance accurately.

The purpose of this work is to prove rigorously that Sn atoms do indeed create resonances

in the Mg2Si vibrational spectrum whose effect are sufficient alone to explain the very rapid

decrease of the thermal conductivity at small tin doping concentration

A rigorous approach to evidence resonances and compute lifetime in disordered systems is

given by the t-matrix theory. Here we only briefly summarize the formalism for phonons, but

more information can be found in the standard references [12, 13].

In the context of lattice dynamics, when a single impurity is substituted to the atom of

an host crystal, leading to a change in the masses and force constants matrices, respectively

δM = M −M0 and δφ = φ − φ0, it change the Heisenberg equation of motion for the vector

displacement of the atoms around their equilibrium position, x(t) = xeiωt, to

(ω2M0 − φ0)x = δlx,

with the fluctuation of the masses and force constants combined in

δl = δφ− ω2δM.

In the words of scattering theory, it means that when a lattice wave of the perfect crystal

(δl = 0), with wavevector k and band index j, say |x(kj)〉, is scattered by those fluctuations it

will transit to an other state |x(k′j′)〉 with a probability rate given by

W (kj → k′j′) =
2π

~
|〈x(kj)|t|x(k′j′)〉|2δ(~ωkj − ~ωk′j′).

The transition matrix t appearing in the above equation is the solution of a Dyson equation,

t = δl + δlg0δl + δlg0δlg0δl + · · ·
= (1− g0δl)−1δl (1)

with g0 = (M0ω
2 − φ0)

−1 the Green function of the host crystal. Therefore the t-matrix

formalism generalize the second order perturbation theory given by the Fermi golden rule upto

infinite order. The phonon lifetime due to impurity scattering can therefore be obtained exactly

as a sum of those transition rates over the final states. In actual computations this summation

can even be avoided using the optical theorem to gives the very compact formula

1

τ(kj)
= − 1

ωkj
Im〈kj|t(ω2

kj + i0+)|kj〉.

Moreover because for a single impurity δl as well as t are of finite range the above equations

can be truncated to a space of reduced dimensions. The size of the matrices are given by the
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number of atoms around the impurity seeing the perturbation, and therefore are small enough

for the theory to be implemented exactly for numerical calculations.

Finally, if we define the average of the lifetime over states of equal energy,

1

τ(ω)
=

∑
kj

1
τ(kj)δ(ω − ωkj)∑
kj δ(ω − ωkj)

, (2)

the previous equation can be used to obtain

1

τ(ω)
=

1

N

2

3πna

Tr Img0(ω
2 + i0+)Imt(ω2 + i0+)

ρ(ω)

where ρ(ω) is the density of states normalized to 1. N is the number of primitive unit cells in

the crystal, each cell containing na atoms. This result was first obtain correctly in [14].

If there are ni impurities in the crystal and if each impurity can be considered to be an

independent scattering center, then the total lifetime is simply the sum of the contribution

from each impurity. In such case we obtain

1

τ(c, ω)
= c

2

3πna

Tr Img0(ω
2 + i0+)Imt(ω2 + i0+)

ρ(ω)
(3)

≡ c 1

τ i(ω)

with c = ni/N the impurity concentration and τ i the lifetime which would be obtained if all

atoms were substituted by impurities.

The mass fluctuations in δl are easily computed, but to obtain the transition matrix the force

constants variations need to be obtained from ab initio calculations. We considered two cases.

An Sn atom substituted to an Si atom in Mg2Si, and an Si atom substituted to an Sn atom

in Mg2Sn. The force constants of the host crystals are computed from the finite displacement

method using a 2 × 2 × 2 supercell of the conventional cubic cell. The force constants of

the crystals containing a single impurity are obtained from the same supercells with one of

the Si(Sn) atoms substituted by a Sn(Si) atoms. After relaxation a m3̄m site symmetry is

obtained for the impurity. Then, using symmetry, 2 displacements are necessary to obtain

the force constants in the case of the host crystals and 20 displacements when the impurity is

introduced. For each configuration the forces were computed within the framework of density

functional theory using the VASP computer code[15–17]. The PBE-GGA approximation[18]

was used for the exchange correlation potential and the energy cutoff fixed to 300eV. The first

Brillouin zone were sampled using a uniformed grid of 5 × 5 × 5 points. The force constants

variations we obtain are plotted in Fig. 1 as a function of the distance with respect to the

impurity atom. It decay rapidly and is already negligible at about 6 Å, after the third atomic

shell. δl is therefore of finite range, and according to Eq. 1, t(ω) can be directly calculated from

the inverse of 1−g0δl once g0 is known. g0 has been computed from its spectral representation,

g0(ω
2 + i0+) =

∑

kj

|kj〉〈kj|
ω2 − ω2

kj + i0+
.

The results for |1 − g0δl| and 1/τ(ω) obtained from Eqs. 1 and 2 are plotted in figures 2 and

3.
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FIG. 1: Force constants variations in Mg2Si:Sn and Mg2Sn:Si.
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FIG. 2: Energy average inverse lifetime for Mg2Si:Sn and Mg2Sn:Si and NiTiSn:Zr.

In the plot of 1/τ(ω) in Fig. 2 we observe a strong resonance around 2 THz. To appreciate

further the strength of the scattering we also plotted the reciprocal lifetime of Mg2Sn:Si as well

as for the half Heusler NiTiSn doped with Zr atoms. In this last system it is well know exper-

imentally that the doping drastically reduced the thermal conductivity[19], but the resonance

we obtain in Mg2Si:Sn is clearly much stronger.

The real and imaginary part of |1− g0δl| are plotted in Fig. 3. Around 2 THz the real part

becomes zero twice, at 1.8 and 2.2 THz, while the imaginary part remains small. According

to Eq. 1 those are the necessary conditions for a resonance to appears. Because Re|1 − g0δl|
becomes zero twice there are actually two resonances which result in a peak with a large width

at half maximum, about 0.33 THz.

The determinant |1− g0δl| can be written in polar form as

|1− g0δl| = ∆e−iδ
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where the phase shift δ is related to the change in the density of states while ∆ measure the

width of the resonance in the lifetime. Indeed, if we assume the Dyson equation to be algebraic,

then around a frequency resonance ωr where the real part of |1 − g0δl| becomes zero we can

write

∆2 = A2[(ω − ωr)2 + Γ2]

with

A = Reg′0(ωr)δl and Γ = Img0(ωr)/Reg′0(ωr).

Substituting in Eq. 3 it gives

1

τ(ω)
= c
( d

3na

)( 1

π

Γ

(ω − ωr)2 + Γ2

)( 2Γ

ρ(ω)

)
(4)

with d the dimension of the impurity space. The first factor in braces is the ratio of the

dimension of the impurity space to the number of degree of freedom in the primitive unit cell

of the crystal; therefore it measure the extent of the defect. Actually, at the resonance, it is the

only parameter to measure the strength of the perturbation. The second factor is a Lorentzian

function which accounts from the appearance of a resonance. The third factor is the full width

at half maximum renormalized by the density of states. It measure the ability of the resonance

to mix with the states of the host crystal. To fit the graph in Fig. 2, as a first estimate, the

following values can be used

ωr = 2.2 THz Γ = 0.25 THz d = 2.86.

The small value we obtain for the effective dimension of the impurity space, around 3, means

that only local effects are important. It seams to support the fluctuation mass approximation

which was used in[10]. The half width at half maximum, Γ, is relatively large, but less than

the value which was obtained directly from Fig. 2 because in Eq. 4 the Lorentzian is renor-

malized by the density of states which is small in the acoustic region of the spectrum where

the resonances appears.

In the general case there is no close formula to obtain the change in the thermal conductivity

produced by the doping. A Boltzmann like transport equation should be solved for a collision

operator which include the scattering from the impurities in addition to the scattering resulting

from the lattice anharmonicity. However in the present case the relaxation time approximation,



6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

∆
κ
/
κ

 

 

Mg
2
Si Mg

2
Snx

Mg
2
Si:Sn

Mg
2
Sn:Si

Experiment

FIG. 4: Relative change in the thermal conductivity of Mg2Si1−xSnx alloys. The experimental values
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where the collision operator is assumed to be diagonal, can be used with a good accuracy since

it has been shown to give an error less than 2% at room temperature[10]. This has been inferred

to be a property of strongly anharmonic systems. In such a case for the thermal conductivity

a formula analogous to kinetic theory is obtained,

κ =
1

V

∑

kj

Ckjτ(kj)vkj ⊗ vkj , (5)

where V is the crystal volume, vkj and Ckj the phonon velocity and heat capacity of the host

crystal in mode kj, and τ(kj) the lifetime. τ(kj) include the scattering from the phonon-

phonon interactions, τa(kj), and from the impurities, τ i(kj). They are combined according

the the Matthiessen rule. The details about the computation of τa(kj),

1

τa(kj)
=

36π

~2
∑

k′j′j′′j′′

∣∣∣Φjj′j′′
−kk′k′′

∣∣∣
2

{(nk′j′ + nk′′j′′ + 1)δ(ωkj − ωk′j′ − ωk′′j′′)

+ (nk′j′ − nk′′j′′)δ(ωkj + ωk′j′ − ωk′′j′′)

− (nk′j′ − nk′′j′′)δ(ωkj − ωk′j′ + ωk′′j′′)},

have been reviewed in previous papers[20–22]. In the above equation, nkj is the Bose-Einstein

occupation function and Φjj′j′′
−kk′k′′ is the Fourier transform of the third order derivative of the

energy with respect to atomic displacements projected onto the eigenvectors of the phonons

kj, k′j′ and k′′j′′ involved in the collisions. The third order derivatives are computed from the

finite displacement method.

The total lifetime we obtain is therefore

τ(kj) =
τa(kj)

1 + c τ
a(kj)
τ i(kj)

. (6)

The result of the computations are presented in Fig. 4 together with the experimental

measurements[1] which are shown using black squares. For the calculations we considered
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the two cases. The doping of Mg2Si by Sn atoms is shown using black circles while the doping

of Mg2Sn by Si atoms is represented by empty circles. Clearly, in both cases, the agreement

with experiments is rather good at low concentration, where the model is expected to be valid.

In this range of concentration the impurity atoms scatters the host lattice phonons indepen-

dently, and the force constants are not changed by the doping. At higher concentration the

agreement with experiment is not good anymore. The atomic scattering we are considering

will go with a change in the force constants. Therefore the band structure will be modified

and the selection rules for the phonons involved in the collisions will be different. In [10] it is

this virtual crystal approximation, valid at high doping concentration, which was considered,

as opposed to our atomic approximation which is rigorous in the limit of low doping.

At low concentration (c � 1) Eq. 6 can be expanded and substituted in Eq. 5 to obtain

the relative change in the thermal conductivity,

∆κ

κ
≈ −c

〈τa
τ i

〉
(7)

where
〈
·
〉

denote the average over the first Brillouin zone.

The decrease of the thermal conductivity is therefore a direct measure of the ratio of impurity

and anharmonic scattering. A strong impurity scattering together with a modest anharmonicity

is expected to produce a rapid decrease of the thermal conductivity. However in the present

case the averaged anharmonic lifetime is larger in Mg2Sn than in Mg2Si by about a factor of

2 at room temperature. Therefore the much faster decreasing of the thermal conductivity in

Mg2Si than in Mg2Sn can be attributed to the stronger scattering by the resonant impurities,

as it can be seen from figure 2. We believe this result answers the puzzling question of thermal

conductivity variations in Mg2Si1−xSnx alloys. A very small concentration of impurities can

markedly alter the value of the thermal conductivity. It is of course very interesting from the

point of view of thermoelectricity, but also make the experiments difficult to reproduce.
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