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Introduction

En mécanique quantique, I’équation de Schrodinger

{ i0pu + Au = F(u) 10.)

Ujt=0 = Ug

est primordiale puisqu’elle y joue le réle du Principe Fondamental de la Dynamique
de la mécanique classique. Elle permet ainsi de décrire I’évolution dans le temps
d’une particule massive non relativiste. En mathématiques, et plus précisément
dans le domaine de I’étude des équations aux dérivées partielles (EDP), une telle
équation souleve trois questions :

1. Existe-t-il des solutions ?
2. Les solutions sont-elles uniques ?
3. Comment varie la solution en fonction de la donnée initiale ?

Pour répondre a ces probléemes, une méthode usuelle est d’utiliser un théoreme
de point fixe. C’est un résultat d’existence qui répond a la premiere question. Par
construction, on arrive alors a répondre a la deuxieme question. La troisieme ques-
tion fait intervenir un outil fondamental de ’analyse mathématique : les inégalités.
Ces dernieres vont ici décrire le comportement de la taille de la solution en fonction
de la taille de la donnée initiale.

Les inégalités qui nous intéressent dans cette these sont les inégalités de Stri-
chartz et plus particulierement les inégalités de dispersion. Les premieres estiment
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

précisément la taille de la solution d’'une EDP (type équation de Schrédinger ou
équation des ondes) en fonction de la taille de la donnée initiale. La taille est ici a
comprendre comme une norme dans un espace fonctionnel bien choisi. Les inégali-
tés de dispersion décrivent le comportement au cours du temps de la norme de la
solution a un probleme d’évolution. On peut illustrer le phénomene de dispersion
pour I’équation des ondes (qui a une vitesse de propagation finie) en imaginant les
ondes formées a la surface de I'eau lorsque 'on y jette un caillou. Les ondelettes
se propagent dans toutes les directions et leurs amplitudes diminuent au cours du
temps : c¢’est le phénomene de dispersion. Pour 1’équation de Schrodinger, qui pro-
page a vitesse infinie, on peut y penser comme la caractérisation de la décroissance
au cours du temps de la probabilité de présence d’une particule dans une région
fixée. On appelle dispersion ces deux phénomenes.

L’interface entre 'analyse harmonique et I’étude des EDP est un domaine tres
prospere en mathématiques. L’analyse harmonique s’illustre, entre autres, par la
représentation de Fourier des signaux, ’analyse temps-fréquence, ’étude des fonc-
tions maximales, ou encore la théorie de Littlewood-Paley. Cette these s’inscrit,
de par les outils et techniques utilisés, dans cette théorie.

1.1 Le cas Euclidien

Afin de pouvoir mieux expliquer le sujet de cette theése, on expose brievement
I'exemple naturel d’une équation posée sur I'espace Euclidien R? dans lequel les
calculs sont explicites.

On choisit une donnée initiale uy € L?(RY) et on considere 'équation de Schrodin-
ger linéaire posée dans ’espace Euclidien a d dimensions :

{ i0wu(t,x) + Au(t,z) =0 . 2€RY teR. (1.1.1)

Uj—o () = up(x)

On rappelle que 'opérateur Laplacien est défini de la fagon suivante :

Par transformée de Fourier en espace, on peut donner I'expression de la solution
en résolvant 'Equation Différentielle Ordinaire :

i0t(t, &) — []*a(t, §) = 0 d
: R? teR.
{ Brmol€) = (6) Sl e
On obtient ainsi
at, &) = e M g (¢). (1.1.2)
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1.1. Le cas Fuclidien

D’ou '
u(t, z) = e ug(x). (1.1.3)

On rappelle le théoreme de point fixe de Picard :

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de point fixe de Picard). Soient E un espace métrique
complet et ¢: E — E. Si ¢ est contractante alors ¢ admet un unique point fixe.

Il s’agit donc de définir un espace fonctionnel et une application ¢ adaptés a
I’équation. La formule (de perturbation) de Duhamel nous fournit un bon choix
pour ¢. On rappelle que si u est solution de (1.0.1) alors on a la reformulation
intégrale suivante :

) .
u(t, z) = eug(x) — z/ e IAE (u(s, z))ds. (1.1.4)
0
On pose donc

o(u)(t,z) = ey — i/ot e IAE (u(s, z))ds.
Pour montrer que ¢ admet un point fixe, on doit montrer qu’elle est contractante.
En supposant que la non-linéarité F' est assez réguliere, on a donc besoin d’estimer,
pour u dans un espace fonctionnel E bien choisi, ||e*2ul|g en fonction de ||ul|g et
t. Il y a plusieurs fagons d’approcher ce probleme. Celle que 'on veut présenter
ici fait intervenir ’équation de la chaleur. L’équation de la chaleur est le probleme
d’évolution suivant :

{ ou — Au =10

U|t:0 = Ug.

On sait donner une solution explicite (en utilisant la transformée de Fourier) a
cette équation :

1 _ d(z,y)?
ults) = e ula) = g [ w0y = s o)
™

La solution u est donnée par un opérateur intégral de noyau p;. On appelle ce noyau
“noyau de la chaleur”. Il jouera un role crucial dans notre travail. En prolongeant
de fagon holomorphe le noyau de la chaleur, on peut ainsi donner une estimation
pour la solution de (1.1.1), a savoir :

i _d
€| poo(may S [t 2 [|uo || 21 ma- (1.1.5)

On appelle cette inégalité : estimation de dispersion L' — L*>. On sait de plus par
un résultat de calcul fonctionnel borné que

le"uoll r2qray < lluoll 2 ra)- (1.1.6)
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

En interpolant entre (1.1.5) et (1.1.6), par le Théoréme d’interpolation de Riesz-
Thorin, on obtient des estimations de dispersion L? — L :

; _del_ 1
Vp € [1,2], He”AuOHL,,/(Rd) S EG p/)“uOHLP(Rd)’ (1.1.7)

ou 1% + z% = 1. Les inégalités de Strichartz découlent de 'estimation (1.1.5) via un
argument T7T™, et sont de la forme :

le"®uo || Lo, zay S [luoll 2z, (1.1.8)
pour toute paire d’exposants (p, q) € [2, 00]? telle que

2 d d
PRI (1.1.9)

et (p,q,d) # (2,00,2). Ce sont elles qui permettent de faire fonctionner le Théo-
reme de point fixe de Picard 1.1.1 et montrer ainsi l'existence, I'unicité, et le
comportement de la solution en fonction de la donnée initiale pour 1’équation de
Schrodinger (1.0.1).

1.2 Contexte historique

1.2.1 Inégalités de Strichartz

Les inégalités de Strichartz furent initialement introduites par Strichartz dans
[Str77] en 1977 pour I’équation des ondes dans I'espace Euclidien. Par la suite,
on peut citer les travaux de Ginibre et Velo [GV92] qui étendent ces inégalités
notamment a I’équation de Schrodinger, et enfin I'article plus récent de Keel et Tao
(1998) qui donne la plus grande plage d’exposants p et ¢ pour lesquels I'estimation
est valable dans [KT98]. On dit que les estimations sont globales en temps lorsque
t € R dans (1.1.8). Dans certaines situations, on ne peut prendre ¢ que dans un
intervalle de temps fini, on dit alors que les inégalités sont locales en temps :

HGMUOHLP([—LH,M) N HU0||L2‘

Cette situation apparait par exemple dans le cas d’un espace compact. En effet,
ces inégalités découlent de lestimation L' — L* (1.1.5). Si on se place sur le tore
T et que l'on considere une donnée initiale uyg = 1 constante, alors la solution
est aussi constante et on remarque que (1.1.5) ne peut pas étre valable pour des
temps grands. En 2011, Bouclet a obtenu des estimations locales en temps de ce
genre dans [Boull| pour une équation posée sur une variété asymptotiquement
hyperbolique.

10



1.2. Contexte historique

La question de I’équation de Schrodinger sur une variété a été largement étudiée
et on peut se référer aux travaux de Burq-Gérard-Tzvetkov en 2004 pour connaitre
les résultats optimaux dans ce domaine. Deux cas de figure se présentent.
Lorsque la variété est compacte, dans [BGT04b] ou [ST02] les auteurs montrent
des inégalités de Strichartz locales en temps en requérant plus de régularité sur la
donnée initiale, a savoir une donnée dans ’espace de Sobolev d’ordre 1/p basé sur
L? : uy € WYP2_ On appelle ces estimations “avec perte de 1 /p dérivées” :

||€ZtAu0||Lp([*171LLq) 5 HUOHW%‘T (1.2.1)
Dans [BGT04b], la perte de dérivées est due a des estimations de dispersion semi-
classiques.
Pour le cas d’une variété non compacte, des inégalités de Strichartz avec la
méme perte ;1) de dérivées ont aussi été obtenues par Burq-Gérard-Tzvetkov dans
[BGT04a]. La perte est cette fois due a des injections de Sobolev.
L’approche de [BGT04b] a aussi entrainé d’autres travaux dans des situations non
compactes : [Ant08], [BSS08], ou [BFHM12] par exemple. Une remarque fondamen-
tale est qu’on peut obtenir des inégalités de Strichartz directement par injections

de Sobolev, mais la perte de dérivées est alors plus importante. En effet % + % = g

2
. . 29 ..
implique que W»™* < L9 ainsi on a :

e ®ugllzo S lle®uoll 2.2 < lluoll 2.2

En prenant la norme LP([—1,1]) en temps de cette expression, on obtient :

HeltAUOHLP([_LlLLq) ,S ||u0||W%’2.

La perte de dérivées dans des inégalités de Strichartz est donc non triviale si elle
est inférieure a %. Un probleme intéressant est de déterminer pour chaque situation
particuliere, la perte de dérivée optimale qui lui est associée. On trouve des résul-
tats dans ce sens dans les travaux de Bourgain [Bou93] ou Takaoka et Tzvetkov
[TTO01]. Dans [BGT04b], les auteurs ont montré que la perte % est optimale. Tls
I’ont obtenue en considérant ’exemple de la sphere dans I’espace Euclidien. Enfin
dans la méme veine, Christianson a montré dans [Chr08] des estimations avec une
perte 1/p + € pour des variétés infinies avec une orbite piégée et un opérateur
Laplacien perturbé par un potentiel régulier.

Pour terminer ce survol de résultats, nous aimerions citer les deux résultats clés
de Burg-Gérard-Tzvetkov qui ont motivé notre travail. Le premier est le Lemme
2.5 de [BGT04b]. 1l s’agit d’une estimation de dispersion semi-classique L' — L>
pour une variété Riemannienne compacte.

11



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Lemme 1.2.1 (Lemme 2.5 [BGT04b]). Soit M une variété Riemannienne com-
pacte de dimension d > 1. Soit ¢ € C(R). 1l existe « > 0 et C' > 0 tels que, pour
tout vy € C* (M), pour tout h €]0,1]

i C
e tASO(h2A)U0HL°°(M) < mT/QHUOHLl(M) (1.2.2)

pour tout t € [—ah, ah.

Le second est le Théoreme 1.1 de [BGT04b]. 11 peut se déduire du Lemme 1.2.1
par les méthodes exposées dans [KT98], et donne les inégalités de Strichartz pour
I’équation de Schrodinger sur une variété compacte :

Théoréme 1.2.2 (Théoreme 1.1 [BGT04b]). Soient (M, g) une variété Rieman-
nienne compacte de dimension d > 1 et A l'opérateur de Laplace-Beltrami sur M.
Etant donnés p,q satisfaisant la condition d’échelle (1.1.9) et p > 2, ¢ < 0, la
solution v de

0w+ Av =0, v(0,z)=1y(x),

vérifie pour tout intervalle de temps fini I,

||U||Lp(17Lq(M)) < C([)HUOHWl/p,z(M). (1.2.3)

Ces énoncés constituent le point de départ de cette these, et nous font consi-
dérer la problématique suivante : quel contexte général peut-on donner a de telles
estimations afin de donner des inégalités de Strichartz dans un cadre aussi large
que possible, a partir d’estimations de dispersion analogues a celles du Lemme
1.2.17

1.2.2 Cadre de travail

Dans cette these, on cherche donc a généraliser les résultats précédents en donnant
une méthode unifiée qui permet de retrouver des estimations de dispersion et des
inégalités de Strichartz dans des situations variées (variétés compactes ou non,
groupes de Lie, domaines dans 'espace Euclidien, ...). Plus précisément, on se
place dans un espace métrique (X, d) muni d’une mesure p doublante. C’est-a-dire
qu’il existe une constante C' > 0 telle que

p(B(x,2r)) < Cu((B(z,r))).

Ce contrédle sur le volume de la boule de rayon double par rapport au volume de
la boule ouverte B(z,r) de centre x et de rayon r > 0 assure alors I'existence d'un
réel d > 0 appelé dimension homogene et tel que

VA>1, u(B(z,Ar)) < Mu(B(z,r)),

12



1.2. Contexte historique

ou la constante implicite dans I'inégalité précédente ne dépend que de la constante
de doublement C. Ce genre d’espace, dit de type homogene, est désormais bien
connu et on mentionne [TDOS02, CS08, KU15] comme des références notables,
du point de vue de 'analyse harmonique, qui se placent dans ce cadre de travail.
Ainsi on aspire nos résultats a s’appliquer dans une large classe d’espaces comme
des ouverts de R?, des variétés lisses de dimension d, certains ensembles fractaux,
groupes de Lie, ou le groupe de Heisenberg...

On va aussi généraliser les résultats précédents en considérant non plus I'opé-
rateur de Laplace-Beltrami (le “Laplacien positif”) usuel mais un opérateur auto-
adjoint positif H satisfaisant des propriétés qui nous assurent qu’il se comporte
“comme” le Laplacien. On suppose que H est & domaine dense dans L*(X). On
sait alors ([Dav97]) que —H engendre un semi-groupe (e~*#);5q, et on suppose
qu'’il satisfait les estimations L? de Davies-Gaffney : pour tout ¢t > 0 et tous sous-
ensembles E et F' de X :

_d(B,F)?

HeitHHLQ(E)H[}(F) 5 e a (DG)

Cette propriété tres générale est vérifiée pour la plupart des opérateurs différentiels
auto-adjoints du second-ordre, comme l'opérateur de Laplace-Beltrami sur une
variété Riemannienne, ou l'opérateur Laplacien perturbé par un potentiel. On
renvoie a [Aus07, ACDHO04, CD99] pour des exemples d’opérateurs vérifiant cette
propriété. On supposera aussi que pour tout t > 0, e”*# admet un noyau py,
le noyau de la chaleur, qui satisfait les estimations diagonales typiques pour un
opérateur d’ordre deux :

p.p.z€X, |p(z,2) S B vE) ™ (DUE)

Ces estimations s’auto-améliorent en des estimations Gaussiennes ponctuelles com-
pléetes (voir [CS08] ou [Gri97]) :

Ld@.y)?
t

p-p- 2,y €X,  |p(z,y)l S (Bl V1) e (UE)

Le semi-groupe de la chaleur étant déja largement étudié, on connait de nombreux
cas dans lesquels les inégalités précédentes sont vérifiées, voir par exemple [CSOS,
GSC11, AT98, Rob91, CRTNO1, BFHM12]. On note aussi que, quitte a changer
la constante de normalisation dans (DG) :

(DUE) = (UE) = (DG).

Ainsi, on s’intéresse au probleme d’évolution suivant :

, reX, telk (1.2.4)

Upe—o(x) = uo(x)

{ i0wu(t,z) + Hu(t,z) =0

13



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

On termine cette section en remarquant que I’on peut se passer de supposer que
lopérateur H est auto-adjoint si on sait définir les propagateurs de Schrodinger
et des ondes associés, et si on dispose par ailleurs d’informations (comme des
estimations L? — L?) sur le propagateur des ondes.

1.2.3 Espaces H' et BMO

On le rappelle, le point clé pour obtenir des estimations de Strichartz est I’estima-
tion de dispersion L' — L> (1.1.5). En effet la machinerie de Keel et Tao [KT98]
repose sur un argument 77, I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev, et I'interpo-
lation avec L?, et ces techniques sont robustes, au sens ol elles peuvent s’adapter
a de nombreuses situations. Cependant, I'estimation (1.1.5) est en général difficile
a montrer. Depuis 2001 déja, on sait d’apres Klainermann [Kla01] par exemple,
qu’il est suffisant de prouver a la place une estimation de dispersion H' — BMO.

Les espaces de Hardy H' (dit aussi de Coifman-Weiss [CW77]) et BMO
(“Bounded Mean Oscillations” introduit par John-Nirenberg [JN61] dans les an-
nées 1960) apparaissent naturellement en Analyse Harmonique comme une exten-
sion de 'échelle des espaces de Lebesgue (LP);<pcioo lorsque p — 1 pour H' et
p — +o0o pour BMO. On rappelle ici leurs définitions :

Définition 1.2.3. Une fonction localement intégrable f appartient a BMO si la
quantité suivante, qui définit la norme || f||smo, est finie :

sup [ |f = f. fdpldp < +oo,
B B B

ot la borne supérieure est prise sur l’ensemble des boules B de RY.

Définition 1.2.4. On appelle atome toute fonction a pour laquelle il existe une
boule B telle que a est supportée dans B, [zadp =0 et ||al|r~pB) < ﬁ.

Un fonction localement intégrable f appartient a l'espace de Hardy H' s’il existe
une suite de nombres complexes (\;)ien € I'(N) et une suite d’atomes (a;);en, telles

que
ieN
On équipe H* de la norme
Al = inf Y |l
ieN

ot la borne inférieure est prise sur [’ensemble des décompositions [ = > ;cn Ni;
possibles.
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1.2. Contexte historique

Ces espaces ont de nombreuses propriétés intéressantes qui font défaut aux es-
paces de Lebesgue L' et L. On peut citer entre autres des résultats de dualité,
de caractérisation par la transformée de Fourier, la continuité de certains opé-
rateurs de Calderén-Zygmund ou fonctions maximales. De plus les atomes étant
dans l'espace L?, il est plus facile de travailler avec ces fonctions puisque la théorie
L? est trés développée et on dispose donc des outils de la théorie spectrale par
exemple. L utilisation de 'espace de Hardy permet ainsi de se passer de formula-
tions ponctuelles des noyaux des propagateurs, qui sont souvent tres restrictives.
BMO contient strictement L> et H' est strictement inclus dans L', mais ces es-
paces conservent une propriété fondamentale : celle de s’interpoler avec les espaces
de Lebesgue, et que les espaces intermédiaires d’interpolation soient des espaces
de Lebesgue, comme le font les espaces L' et L. C’est pourquoi une estimation
de dispersion H' — BMO est un bon substitut a I'estimation L' — L*> (1.1.5).

Cependant, il existe des situations dans lesquelles ces espaces ne sont pas les
bons remplacants des espaces de Lebesgue (on peut montrer par exemple que la
transformée de Riesz n’est pas continue de H' dans L' dans certain cas). C'est
pourquoi de nombreux travaux tentent de construire des espaces de Hardy et
BMO adaptés a chaque probleme et plus particulierement adaptés a la struc-
ture de semi-groupe de la chaleur. Dans cette direction, on peut citer les travaux
[ADMO05, Aus07, ACDHO04, Ber10, BZ08, BZ12, DY05a, HM09]. Plus précisément,
dans [BZ08, BZ12|, Bernicot et Zhao ont proposé une construction abstraite d’es-
paces de Hardy et BMO ainsi que des résultats d’interpolation avec les espaces
de Lebesgue. L’idée principale de cette construction est de considérer les oscilla-
tions données par le semi-groupe de la chaleur plutét que celles données par les
opérateurs de moyenne usuels.

L’interpolation est la clé dans l'utilisation de I’estimation de dispersion H' —
BMO. II faut comprendre la propriété d’interpolation entre H' et L? d’une part,
et entre BMO et L? d’autre part comme l'interpolation donnée par le Théoréme
de Riesz-Thorin (en remplagant L' par H' et L™ par BMO) dont on donne un
corollaire ici (voir Théoreme 1.1.1 de [BL76] pour un énoncé complet) :

Théoréme 1.2.5. Si T est un opérateur qui admet les bornes de continuité sui-
vantes
Tl <A et | Tlp2ore < B,

alors pour tout 6 € (0,1), T est continu de LP* dans L% ou

1 9+1—9 ; 1 1-06
- = — - e - =
pp 1 2 ) 2

et :
T Lo —p0 < A'B1-?,
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L’idée est donc dans un premier temps de prouver un théoréme similaire au
précédent en remplacant L' par H' et L™ par BMO.

1.2.4 Equation des ondes

Comme nous le verrons ultérieurement, notre démarche nous amene a étudier les
liens entre I’équation de Schrodinger et I’équation des ondes. Plus particulierement,
on s’intéresse au probléme suivant :

O2u+ Hu=0
o = g (1.2.5)
(9tu|t:0 = 0.

On définit ainsi le propagateur des ondes, qui associe & une donnée initiale ug € L?
I"unique solution au temps ¢ de (1.2.5) : cos(tv/H )ug. On peut trouver les solutions
explicites de ce probleme dans [Fol95] pour 'espace Euclidien et dans [Bér77] pour
le cas d’une variété Riemannienne compacte grace a des formules précises du noyau
du propagateur des ondes. La propriété fondamentale de 'opérateur cos(t\/ﬁ ) est
sa propagation a vitesse finie (vitesse 1 vu la normalisation de I’équation (1.2.5)).

Propriété 1.2.6. Soient deux sous-ensembles ouverts disjoints Uy, Us de X et deux
fonctions f1, fa € L? supportées respectivement sur Uy et Uy. Si 0 <t < d(Uy, Us),
alors

(cos(tVH) f1, f2) = 0. (1.2.6)

Cette propriété signifie que si cos(tv/ H) est un opérateur intégral de noyau K,
alors K; est supporté sur le cone de lumiere

D, = {(z,y) € X, d(x,y) < t}.

En d’autres termes, si la donnée initiale uy est supportée dans une boule B de
rayon r, alors la solution au temps ¢ cos(t\/ﬁ Jug est supportée dans la boule de
méme centre et de rayon r + .

Un résultat remarquable de [CS08] est qu’en toute généralité, cette Propriété
1.2.6 est équivalente aux estimations de Davies-Gaffney pour le semi-groupe de la
chaleur (DG). Ainsi cette propriété est satisfaite vu notre choix d’opérateur H.
Pour faire le lien entre I’équation des ondes et celle de Schrodinger, on utilisera la
formule suivante (issue d'un Théoreme de Cauchy d’analyse complexe) qui permet
de reconstruire le propagateur de Schrodinger a partir de 'opérateur des ondes :

00 2 dt
Vz € C, Re(z) >0, e ¥ :/ cos(t\/H)e’E\/_. (1.2.7)
0

Tz
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1.3. Résultats de la thése

FIGURE 1.1 — Cone de lumiere

Nous sommes donc motivés par la question suivante : quelles hypotheses sur le
propagateur des ondes nous permettent d’obtenir de bonnes propriétés de disper-
sion sur le propagateur de Schrodinger, et d’en déduire des inégalités de Strichartz
pour l’équation de Schrodinger dans notre cadre abstrait? C’est précisément la
question a laquelle cette these apporte des réponses.

1.3 Résultats de la these

Dans cette section on présente brievement les résultats majeurs obtenus dans les
chapitres suivants afin de donner un apercu d’ensemble des aboutissements de la
these. Les résultats obtenus sont de différents types.

e On donnera des résultats d’interpolation entre les espaces de Lebesgue et les
espaces de Hardy et BMO construits pour ce probléme (voir par exemple les
Théoremes 2.2.16 et 4.4.3).

« On montrera aussi une caractérisation de la dispersion H! —BMO et LP — L¥'
par une estimation microlocalisée L? — L? (e.g. Théoréme 2.3.5 ou Théoréme
4.5.8).

e On étudiera les propriétés sur le propagateur des ondes qui permettent d’ob-
tenir les estimations L? — L? précédentes (e.g. Théoreme 2.5.4, Théoréme
3.3.1).

« Enfin, on appliquera les résultats précédents pour démontrer des inégalités
de Strichartz avec ou sans perte de dérivées dans un cadre général (e.g.
Théoremes 2.1.4, 3.1.4, 4.1.1).

Ainsi on montre comment les estimations de dispersion pour le propagateur de
Schrodinger et les inégalités de Strichartz peuvent étre une conséquence d’estima-
tions de dispersion pour 1’équation des ondes.
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Pour mettre en lumiere les différences et les similitudes des résultats des dif-
férents chapitres, on énonce maintenant trois Théoreémes qui correspondent a une
synthese des travaux de chaque chapitre et qui montrent comment la dispersion
pour le propagateur des ondes entraine de la dispersion pour le groupe de Schro-
dinger. Pour ces résultats on suppose a chaque fois que (DUE) est satisfaite et que
la mesure p a la propriété de régularité Ahlfors suivante :

il existe C' > 0 tel que pour tout r > 0 et x € X :

1
ard < w(B(z,r)) < Ort.

Dans le Chapitre 2, on montre comment, sous une hypothéese de dispersion mi-
crolocalisée L2 — L? précise pour le propagateur des ondes, on est capable d’obtenir
des inégalités de Strichartz, avec ou sans perte de dérivées selon la “géométrie” de
la situation, par une méthode unique.

Théoreme A. Sid > 1 et s’il existe k € (O,~+oo] et un entier mo tel que pour
tout s € (0, k), tout r > 0 et toutes boules B, B de rayon r

d—1 d+1i

sV RN s () * (rpmy) o 030

r+s r+|L — s

ot L = d(B, B) et ¢, (h2H) = (h2H)™e " est une version réguliére du projecteur
spectral, obtenu par calcul fonctionnel holomorphe a partir du semi-groupe. Alors
pour toute solution u de (1.2.4) et toute paire (p,q) vérifiant (1.1.9) avec q # oo,
on a

e si Kk = 400 : u vérifie des inégalités de Strichartz globales en temps sans
perte de dérivées :

[ullze Ly < [luollzz;

e si Kk < 400 : pour tout € > 0, u vérifie des inégalités de Strichartz locales en
temps avec perte de 1/p + € dérivées :

||UHLP([—1,1},L‘1) S ||uo||W1/p+s,z.

On remarque que dans le cas K = +o00 on retrouve par exemple le résultat
connu sur l'espace Euclidien, et que le cas k < +oo traite ’exemple des variétés
Riemanniennes compactes de [BGT04b| avec une perte de dérivées aussi proche
que 'on veut de la perte optimale.

Dans le Chapitre 3, on fait cette fois-ci une hypothese beaucoup plus faible sur
le propagateur des ondes. On ne suppose en effet a présent aucune connaissance
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1.3. Résultats de la thése

sur ce qu’il se passe a I'intérieur du cone de lumiere, mais on conserve une pro-
priété de dispersion naturelle au bord du coéne de lumiere (c’est la partie la plus
compliquée). Les estimations que 'on peut espérer montrer en pratique devraient
étre meilleures que 1'’hypothese (1.3.2). En ce sens, on s’intéresse a la pire des
situations, pour savoir quelles inégalités de Strichartz on pourrait tout de méme
obtenir, en adaptant la méthode du Théoreme A.

Théoreme B. Si d > 2 et s’il existe k € (O,:l—oo] et un entier my tel que pour
tout s € (0, k), tout r > 0 et toutes boules B, B de rayon r

da—1

T 2
I cos(sV/ Y (B H) | )2y S () (13.2)

Alors pour toute solution u de (1.2.4) et toute paire (p,q) telle que 2 < p < 400,

2 d—2 d-—2
,_’_7:7’
P q 2

o si k=400 :u vérifie des inégalités de Strichartz locales en temps avec perte
de 2(1/2 — 1/q) dérivées :

Nl o =1,10,00) S [wollwearz-1/a).2;

e si Kk < 400 : pour tout € > 0, u vérifie des inégalités de Strichartz locales en
temps avec perte de 1/p + 2(3 — %) + ¢ dérivées :

”U||LP([—1,1],L4) S, HUO||W1/p+2(1/2—1/q)+s,2-

Il est important de noter que la perte de dérivées dans ces estimations n’est pas
triviale. Elle est a comparer avec la perte donnée directement par les injections de
Sobolev lorsque 2442 = 92 '3 savoir une perte de 2/p+2(1/2—2/q). Par contre,
on perd le caractere global en temps dans le cas kK = +00 a cause d’estimations de
dispersion H! — BMO moins bonnes.

Dans le Chapitre 4, on s’intéresse cette fois a des estimations de dispersion
pour le propagateur des ondes qui prennent en compte 'intérieur du cone de lu-
miere, mais qui oublient les phénomenes qui peuvent arriver pres de son bord. La
méthode que nous employons ne nous permet plus alors de retrouver des inégalités
de Strichartz, mais on est tout de méme en mesure d’obtenir des estimations de
dispersion H' — BMO et LP — L” localisée sur la diagonale.
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Théoréme C. Sid > 1 et sl existe k € (0,400] tel que pour tout s > 0, le
propagateur des ondes cos(sv H) admet un noyau KCOS(S\/E) vérifiant :

K osovim (@ 9)| < 570 si d(a,y) < % et s <k (1.3.3)
Alors, pour tout m' € N, et tout p € (1,2), on a :
itH 2 —%(l—%)
HﬂBo6 ¢m’(h H)||LP(BO)—>LP'(BO) 5 |t| rr/, (1-3-4)

ot By désigne une boule fizée de rayon \/t, et le temps t pour lequel lestimation
précédente est valide est donné par :

e si k=400, alors on a (1.3.4) pour tout t # 0 ;
e sik < 400, alors on a (1.3.4) pour touse > 0,0 < h <1 et h* < |t| < hlTe.

On remarque que dans [BGT04b], les auteurs travaillent avec h? < |t| < h. On
est encore une fois aussi proche que 1'on veut de ce régime. L’hypothese (1.3.3) est
donnée sous une forme légerement différente de (1.3.1) et (1.3.2). Pour les comparer

plus aisément, on donne ici une estimation L?(B) — L*(B) que I'on peut obtenir &
I'aide de (1.3.3). Si d(B,B) < s/2:

d+1

Jcos(sV A0 ) sy 5 (5 () © (i)

s r+s r+|L — s
(1.3.5)

La derniere inégalité met en évidence les liens entre (1.3.1), (1.3.2), et (1.3.5).

Comme illustré sur les figures suivantes, le rayon 7 des boules B et B est plus
petit que le temps d’évolution ¢. En effet, si r > ¢ alors toutes les estimations des
théorémes précédents sont triviales par calcul fonctionnel borné. Lorsque I'on parle
de la dispersion “a I'intérieur de cone de lumiere”, on veut dire que la distance entre
les boules B et B est plus petite que % comme il est représenté sur la Figure 1.2.
Pour les phénomenes au bord du cone de lumiere, on entend que % < d(B, B) <t,
voir Figure 1.3. Enfin, si d(B,B) > t (voir Figure 1.4), alors la propagation a
vitesse finie permet de dire que

| COS(t\/E)HL?(B)—w?(B) = 0.

Les chapitres de la these sont indépendants, et peuvent étre lus dans le désordre.
Pour faciliter leur lecture on redonne, pour chaque chapitre, une introduction avec
les notations utilisées dans le chapitre. La these s’articule de la facon suivante.
Le Chapitre 2 est le plus conséquent, puisqu’il reprend en détail I'exposition de
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1.3. Résultats de la thése

FIGURE 1.2 — Intérieur FIiGURE 1.3 — Bord du FIGURE 1.4 — Hors du
du cone de lumiere cone de lumiere cone de lumiere

la méthode que 'on réinvestira les chapitres suivants. C’est celui qui contient le
plus de définitions, en particulier les définitions des espaces de Hardy et BMO
associés au semi-groupe de la chaleur, ainsi que les propriétés d’interpolation et de
calculs fonctionnels qui sont utiles tout au long de la these. On montre d’une part
comment ramener les estimations H! — BMO & des estimations microlocalisées
L? — L? plus maniables. Ces estimations H' — BMO permettent, par interpolation,
d’obtenir des estimations de dispersion L? — L?". Ensuite, on explique comment
en déduire des inégalités de Strichartz. On s’intéresse alors a une propriété de dis-
persion sur le propagateur des ondes, qui permet de prouver que les estimations
microlocalisées L? — L? sont valables. Les résultats de ce chapitre sont résumés
dans le Théoreme A. La fin du chapitre expose en détail comment obtenir des esti-
mations de dispersion L? — L? pour le propagateur des ondes quand on peut mener
les calculs de facon explicite. On montre ainsi que 'hypothese sur le propagateur
des ondes est satisfaite dans le cas Euclidien par exemple oti on connailt assez bien
la solution a I’équation des ondes.

Le Chapitre 3 propose d’étudier le probleme si on affaiblit I’hypothese sur
le propagateur des ondes. En suivant la méme démarche qu’au Chapitre 2, on
montre quelles estimations de dispersion une hypothese faible sur le propagateur
des ondes entraine. Puis on applique un raffinement de I'argument de Keel et Tao
dans [KT98] pour en déduire les inégalités de Strichartz du Théoreme B.

Dans le Chapitre 4, on définit de nouveaux espaces de Hardy et BMO afin
de prouver une estimation de dispersion sur la diagonale. On reprend donc la
construction de [BZ08] et on démontre un résultat d’interpolation entre ces nou-
veaux espaces et les espaces de Lebesgue (via des inégalités aux bons lambdas).
On peut ainsi montrer, a partir d'une propriété de dispersion naturelle pour le
propagateur des ondes, des estimations de dispersion L? — L?" pour le propagateur
de Schrodinger (voir Théoreme C).

Enfin dans le Chapitre 5, on recense des exemples dans lesquels la démarche
développée dans cette thése s’applique. A savoir, démontrer des inégalités de Stri-
chartz et obtenir des estimations de dispersion dans une large classe de situations.
On retrouve ainsi différents résultats connus qui rentrent tous dans le cadre d’ap-
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plication de notre méthode liée au semi-groupe de la chaleur. On présente aussi
des perspectives de recherche qui peuvent découler de cette these.

Les chapitres 2 et 3 sont les traductions de deux articles. Le premier ([BS14],
arXiv:1407.4086) est écrit en collaboration avec Frédéric Bernicot et est a paraitre
aux Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze. Le second
([Sam16], hal-01299484) est soumis pour publication.
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Inégalités de Strichartz avec perte
de dérivées par une méthode liée
au semi-groupe de la chaleur

Ce chapitre a pour but de donner un analogue général des inégalités de Strichartz
obtenues par Burq, Gérard, et Tzvetkov [BGT04b] et Staffilani et Tataru [ST02]
dans un cadre éventuellement compact ou non compact. De plus, 'approche que
nous proposons est nouvelle, reposant uniquement sur le semi-groupe de la chaleur,
de facon a comprendre les liens analytique entre le semi-groupe de la chaleur
et le groupe unitaire de Schrodinger (tous deux associés a un méme opérateur
auto-adjoint). Une des nouveautés de ce travail est de contourner l'estimation de
dispersion L' — L® en cherchant a prouver une estimation plus faible de type
H' — BMO (pour des espaces de Hardy H' et BMO associés au semi-groupe de
la chaleur). Ce nouveau point de vue permet de donner un cadre de travail tres
général (espaces métriques infinis, variétés Riemanniennes avec des métriques non
réguliéres, variétés a bord, . ..) ou les inégalités de Strichartz avec perte de dérivées
peuvent se réduire a des propriétés de dispersion L2 — L?. On exploitera aussi le lien
entre le propagateur des ondes et le groupe unitaire de Schrédinger pour prouver
comment la dispersion en temps court pour les ondes implique la dispersion pour
le groupe de Schrodinger.
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

2.1 Introduction

Un outil puissant pour étudier des équations de type Schrodinger non linéaires
est la famille des inégalités dites de Strichartz. Ces estimations sont utiles pour
controler la taille de la solution a un probléme linéaire en fonction de la taille de
la donnée initiale. La notion de taille étant habituellement donnée par un espace
fonctionnel adapté du type LY L2. De telles inégalités furent initialement introduites
par Strichartz dans [Str77] pour des ondes dans I'espace Euclidien. Elles furent
ensuite étendues pas Ginibre et Velo dans [GV92] et Keel et Tao dans [KT9§]
pour le propagateur associé a I’équation de Schrédinger dans R?. Ainsi pour une
donnée initiale ug, on s’intéresse au contréle de la solution u(t,.) = e*®uy au
temps t du probleme linéaire de Schrodinger suivant :

{ 10w+ Au=0

Ujt=0 = Ug

A

On sait que le groupe unitaire e~ vérifie I'inégalité suivante :

HeimuoHLPL‘J([*TvT]XRd) < Or|luoll r2(re)

pour toute paire (p,q) d’exposants admissible, c’est-a-dire : 2 < p,q¢ < o0,

(p.q,d) # (2,00,2), et s 4
) + Pt (2.1.1)

Les inégalités de Strichartz peuvent se déduire, via un argument 77" de I'estima-
tion de dispersion L' — L

; _d
€| oo ray S [¢172 [|uo | 21 may- (2.1.2)

Si suppso COr < 400, on dira qu'on a a faire a une inégalité de Strichartz glo-
bale en temps. Une telle inégalité a été prouvée pour le Laplacien usuel dans R?
par Strichartz, tandis que des inégalités locales en temps sont connues dans plu-
sieurs contextes géométriques comme le cas d'une variété non piégeante (asympto-
tiquement Euclidienne, conique, ou hyperbolique), le groupe de Heisenberg; voir
[BT07, Boull, HTW06, ST02, BGX00] ou pour une équation & coefficients va-
riables dans [RZ05, Tat06]. Le volume fini de la variété et la présence de géodé-
siques piégées semblent limiter la facon dont la dispersion peut se produire.

La situation pour des variétés compactes présente une nouvelle difficulté,
puisque l'exemple d’une donnée initiale constante uy = 1 € L? souléve une contra-
diction dans (2.1.2) pour des temps grands.

Burq, Gérard, et Tzvetkov [BGT04b] ainsi que Staffilani et Tataru [ST02] ont
prouvé que I’'on peut obtenir des inégalités de Strichartz sur des variétés compactes
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si on considére une donnée initiale réguliere uy € W1/P2. Ces inégalités sont dites
“avec perte de dérivées” (1/p ici) :

le" ol Lozs < ||U0||W%,z-

Un probléme intéressant est de déterminer, dans une situation spécifique donnée,
quelle est la perte de dérivées optimale (voir par exemple de travail de Bourgain
[Bou93] sur le tore plat, et celui [TT01] de Takaoka et Tzvetkov).

De nombreux travaux récents ont pour but d’obtenir de telles inégalités de
Strichartz avec perte de dérivées dans des contextes variés ; par exemple correspon-
dant & un opérateur Laplacien sur un domaine lisse avec une condition de bord (de
Dirichlet ou de Neumann) ; voir par exemple les travaux de Anton [Ant08], Blair-
Smith-Sogge [BSS08] et Blair-Ford-Herr-Marzuola [BFHM12]. Tous ces travaux
sont construits a partir de Papproche pour les variétés compactes de [BGT04b].
Concernant les variétés non compactes, des inégalités de Strichartz avec la méme
perte de dérivées ont été obtenues dans [BGT04a] par Burq-Gérard-Tzvetkov pour
le complémentaire d’un domaine lisse borné dans I’espace Euclidien. Précisons que
pour des exposants vérifiant (2.1.1), les deux approches [BGT04b] (pour le cas
compact) et [BGT04a] (pour le cas non compact) sont complétement différentes
méme si elles aboutissent a la méme perte de dérivées. En effet dans [BGT04b], la
perte n’est due qu’a l'utilisation d’estimations de dispersion semi-classiques, tan-
dis que dans [BGTO04al, la perte est due a des injections de Sobolev ainsi qu’a
une régularisation locale prés du bord. On peut aussi ajouter que dans [BGT04al,
les auteurs ont pu contourner la perte de régularité quitte a restreindre la plage
des exposants des espaces de Lebesgue en combinant leur technique avec un effet
régularisant.

Le cas des variétés infinies (& bord) avec une orbite piégée a été étudié par
Christianson dans [Chr08] ot une perte de dérivées plus grande (1/p + & pour
tout € > 0) est obtenue. L’auteur autorise dans son résultat une perturbation du
Laplacien par un potentiel régulier.

On remarque que par injection de Sobolev, la perte de 2/p dérivées est directe.
En effet lorsque d(% — %) = %, on a par injection de Sobolev : W2 s L4 de sorte
que
gl S e

e u0||W%,2 < ||Uo||W%,2 (2.1.3)

et en prenant la norme LP([—T,T]) en temps, on obtient
itA

le™Puol|Lrra < Crllull 2.

Ainsi la perte éventuelle de dérivées dans les inégalités de Strichartz est inté-
ressante si elle est inférieure a 2/p.

Le but de ce chapitre est multiple :
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e présenter un résultat général avec perte de dérivées dans un cadre général
(compact ou non) impliquant un espace métrique muni d’un opérateur auto-
adjoint ;

o essayer de comprendre le lien entre le semi-groupe de la chaleur et le groupe
unitaire de Schrodinger, a travers 'utilisation d’espace de Hardy et BMO
adaptés. De tels espaces permettent de contourner 'estimation de disper-
sion ponctuelle L' — L™ et de ne considérer que des estimations L? — L2
microlocalisées (en espace et en fréquence) ;

o relier la dispersion (en temps court) pour le groupe de Schrodinger avec la
dispersion pour le propagateur des ondes.

Fixons a présent le cadre de travail général dans lequel on place notre étude.
Soit (X, d, 1) un espace métrique mesuré de type homogene. C’est-a-dire que d
est une distance sur X et g un mesure de Borel positive et o-finie qui vérifie la
propriété de doublement :

Ve e X,Vr >0, u(B(z,2r)) < pw(B(x,r)), (2.1.4)

ou B(z,r) désigne la boule ouverte de centre x € X et de rayon r > 0. En
conséquence de (2.1.4), il existe une dimension homogene d > 0 telle que

Ve e X, Vr>0,Vt>1, w(B(z,tr)) <tlu(B(x,r)). (2.1.5)

Ainsi on souhaite donner a nos résultats une portée tres générale, en s’appliquant
dans de nombreux cas d’espaces métriques tels que des ouverts de R?, des variétés
lisses de dimension d, certains ensembles fractaux, des groupes de Lie, le groupe
de Heisenberg, ...

En gardant en téte 'exemple canonique de I'opérateur Laplacien sur R? : A =
>1<j<d 8]2, on sera plus général au sens suivant : on considere un opérateur auto-
adjoint positif H sur L? = L?(X, ;1) & domaine dense, ¢’est-a-dire que son domaine

D(H):={fe€L* Hf € L*}

est supposé dense dans L2 On sait qu'alors —H est le générateur d'un semi-
groupe L*-holomorphe (e )5 (voir Définition 2.2.1 et [Dav97]) et on suppose
qu’il satisfait les estimations L? de Davies-Gaffney : pour tout ¢ > 0 et tous sous-
ensembles K, FF C X :

_d(E,F)?

||6_tH||L2(E)_)L2(F) < e 4t (DG)

~Y
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(avec la restriction a ¢t < diam(X) si X est borné). Sans perdre de généralités
(quitte a considérer AH pour un certain réel A > 0), on suppose que H satisfait
les estimations précédentes normalisées, ce qui est équivalent a la propriété de
propagation a vitesse finie du propagateur des ondes associé a vitesse 1 (voir ci-
apres (2.1.7)).

On supposera aussi que le semi-groupe de la chaleur (e=*);>o satisfait les
estimations diagonales typiques (pour un opérateur du second ordre) : pour tout
t > 0, l'opérateur e~ admet un noyau p; tel que

1
W(B(z, V1)
Il est usuel que de telles estimations diagonales ponctuelles s’auto-améliorent

en les estimations ponctuelles Gaussiennes completes suivantes (voir [Gri97, Théo-
reme 1.1] ou [CS08, Section 4.2] par exemple) :

1 d(z,y)
Ipe(z,9)| S m@xp <—C /

Avant de poursuivre, donnons quelques exemples qui illustrent le fait que
(DUE) est une estimations assez courante :

tH

Ipe(z,2)| S Vt>0, pp z€X. (DUE)

), Vit>0,pp v,y € X. (UE)

o Il est connu que pour une variété Riemannienne ([Gri97, Théoréme 1.1])
ou pour le Laplacien sur un sous-ensemble avec des conditions de bords
([GSC11]), sous de tres faibles hypotheses, le noyau de la chaleur satisfait
(DUE) et ainsi (UE). C’est aussi le cas pour un semi-groupe engendré par un
opérateur elliptique auto-adjoint sous forme divergence H = —div(AV) sur

I'espace Euclidien avec une matrice elliptique réelle bornée A (voir [AT9S,
Théoreme 4]).

o Si(Xy,...,X,) est une famille de champs de vecteurs vérifiant la condition
de Hoérmander et si H := — Y7, X2, alors, dans le cas des groupes de Lie ou
d’une variété Riemannienne a géométrie bornée, le semi-groupe de la chaleur
satisfait aussi des estimations Gaussiennes (UE) (voir [Rob91, Théoréme
5.14] et [CRTNO1, Section 3, Appendice 1]).

¢ Quand on considere une surface Euclidienne de volume infini avec des singu-
larités coniques munie de son Laplacien H, alors il est prouvé dans [BFHM12,
Section 4] que le noyau de la chaleur satisfait des estimations Gaussiennes
ponctuelles (UE).

Précisons maintenant pourquoi on place une telle importance sur ces esti-
mations et sur le semi-groupe de la chaleur. L’opérateur considéré H est auto-
adjoint donc admet un calcul fonctionnel C*°; ce qui nous permet de controler
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lp(H)||r—rr pour une fonction réguliere ¢. De telles estimations peuvent étre
obtenues comme expliqué dans I’Appendice de [IP08] comme une conséquence des
estimations Gaussiennes ponctuelles (UE) sur le noyau de la chaleur. De plus,
on souhaite utiliser des techniques d’extrapolation (pour passer d’estimations de
dispersion micro-localisées L?— L? & des estimations LP — L") ce qui requiert des in-
formations locales, comme des estimations hors diagonales de certains opérateurs.
De telles informations locales pourraient étre transférées de celle sur le semi-groupe
de la chaleur par un calcul fonctionnel C*, (voir [KU15] par exemple). Cependant,
cela demande de traiter toute une classe de fonction C*° (& support compact) avec
des normes adaptés. .. Pour une lecture plus aisé, et une méthode qui nous appa-
rait plus intrinseque, on fait le choix de ne travailler qu’avec le semi-groupe et ses
dérivées temporelles. On renvoie le lecteur a la Remarque 2.2.6 pour I’équivalence
entre ces deux points de vue.

Finalement, nous aimerions mentionner que ’on suppose 'opérateur H auto-
adjoint pour garantir certaines propriétés utiles. Cependant, I’approche que nous
développons pourrait s’étendre a un opérateur non auto-adjoint H, si tant est que
I'on peut définit le groupe de Schrodinger (eH),cr ainsi que le propagateur des
ondes avec une propriété de propagation a vitesse finie. Dans un tel cadre, un calcul
fonctionnel C'*° n’est plus disponible et il est donc important d’utiliser uniquement
un calcul fonctionnel sectoriel comme on le fait ici.

Motivés par ce programme, on décide de ne travailler qu’avec un calcul fonc-
tionnel holomorphe associé a I'opérateur H et plus précisément, on verra que notre
étude repose sur un calcul fonctionnel (sectoriel) impliquant uniquement le semi-
groupe de la chaleur et ses dérivées en temps (qui pourrait s’écrire en terme de
calcul fonctionnel C*°; voir Remarque 2.2.6).

De plus, on garde a I'esprit la question générale suivante : quelles hypotheses sur
le semi-groupe de la chaleur (e7*7),5q impliqueraient des estimations de dispersion
et des inégalités de Strichartz (avec une possible perte de dérivées) pour le groupe
unitaire de Schrodinger (e~®7);cr ? Une telle question est naturelle puisque 1’ap-
plication z — e™*# est holomorphe sur {z € C, Re(z) > 0}. Des informations sur
la dispersion pour le groupe de Schrodinger devraient donc étre reliées a certaines
bonnes propriétés du noyau de la chaleur.

Dans la premiére partie de ce chapitre, on étudie cette question, en autorisant
une perte de dérivées, comme dans [BGT04b], en proposant une nouvelle approche,
reliée au semi-groupe de la chaleur et a 'utilisation des espaces Hardy-BMO asso-
ciés au semi-groupe. Il est a noter que I'approche que nous proposons donne une
facon “unifiée” de prouver des inégalités de Strichartz avec perte de dérivées pour
les variétés compactes et non compactes.

Expliquons brievement 1'étude des espaces de Hardy et BMO associés a un tel
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semi-groupe de la chaleur. Les espaces de Hardy H' (aussi appelé de Coifman-
Weiss [CW77]) et BMO usuels (introduits par John et Nirenberg dans [JN61]) ap-
paraissent naturellement (d’un point de vue de I’Analyse Harmonique) comme une
“limite”, une “extension”, de 'échelle des espaces de Lebesgue (LP)<p<s0 lorsque
p — oo (pour BMO) et p — 1 (pour H'). En effet, ces deux espaces ont certaines
propriétés utiles qui font défauts aux espace critiques L' et L°°, comme une carac-
térisation de Fourier, la dualité, la continuité de certaines fonctions maximales ou
d’opérateurs de Calderén-Zygmund, ainsi que ’équivalence entre différentes défi-
nitions. .. Méme si BMO contient strictement L> et que H'! est strictement inclus
dans L', ces espaces vérifient tout de méme un résultat trés pratique d’interpola-
tion : H' et BMO s’interpolent avec les espaces de Lebesgue LP, 1 < p < oo et les
espaces intermédiaires sont les espaces de Lebesgue intermédiaires correspondants.

Cependant, il y a certaines situations ot ces espaces H' et BMO ne sont pas les
bons substituts & L' ou L> (par exemple on peut montrer que la transformée de
Riesz n’est pas bornée de H! dans L) et il y a eu récemment de nombreux travaux
dont le but est de définir des espaces de Hardy et BMO adaptés au contexte d’'un
semi-groupe (voir [Aus07, ACDHO04, Ber10, BZ08, BZ12, DY05a, DY05b, HMO09]).
Dans [Ber10, BZ08], Bernicot et Zhao ont décrit une théorie tres abstraite pour
les espaces de Hardy (construits via une décomposition atomique) et ont obtenu
des résultats d’interpolation avec les espaces de Lebesgue. L’idée principale de
leur construction est de considérer 1'oscillation donnée par le semi-groupe a la
place de l'oscillation classique donnée par des opérateurs de moyenne. Depuis, ces
espaces de Hardy et BMO ont été intensivement étudiés ces dernieres années (voir
les références ci-dessus) et il est maintenant connu qu’on peut espérer une bonne
proprié¢té d’interpolation pour ces espaces. On renvoie a la Section 2.2.4 et aux
références ci-dessus pour des définition précises et plus de détail sur cette théorie.

En gardant toujours a l’esprit de relier le semi-groupe de la chaleur avec le
propagateur de Schrodinger, On souhaite prouver une estimation de dispersion
H' — BMO, en utilisant des espaces associés au semi-groupe. Méme si 'on perd
I’estimation limite L' — L®, par interpolation on sait que I’on pourra au moins
recouvrir les estimations de dispersion intermédiaires L? — L¥'. De plus, une telle
approche a ’avantage de ne pas requérir d’estimations ponctuelles sur le propaga-
teur de Schrodinger. On voudrait faire remarquer qu’une approche par une telle
estimation Hardy-BMO a déja été utilisée dans [MT12, Tay09] pour obtenir des
estimations dispersives, mais les auteurs avaient considéré les espaces classiques,
et non ceux associés au semi-groupe de la chaleur.

Il nous semble que la combinaison des estimations de dispersion et des espaces
H' — BMO associés au semi-groupe de la chaleur est une problématique nouvelle.
Du fait de la nouveauté d’une telle approche, on la décrit dans un premier temps
dans un cadre tres général en introduisant la notion suivante : on dit qu’un opéra-
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teur T borné sur L? vérifie la Propriété (H,,(A)) pour un certain entier m > 0 et
une constante A (qui a vocation & valoir |t|’g dans les applications aux estimées
dispersives), si pour tout r > 0 (et r < diam(X) si X est borné)

1
||T¢m(r2H)||L2(BT)—>L2(fB:) 5 AM(BT) QM(BT)

N|=

(Hn(A))

ot B, et B, sont deux boules quelconques de rayon r et ¥,,(z) := x™e"".

Sous un certain controle uniforme, par une borne inférieure, du volume des
boules : il existe v > 0 tel que

Ve € X, Vr Smin(1,diam(X)), 7 < pu(B(x,r)), (2.1.6)
on prouve le théoreme suivant :

Théoréeme 2.1.1. Supposons (2.1.5), (2.1.6) et (DUE). Soit T' un opérateur auto-
adjoint borné sur L* (avec ||T|p2—p2 S 1), qui commute avec H et qui vérifie la
Propriété (H,,(A)) pour un certain m > 4. Alors T est borné de H' dans BMO
et de LP dans LP pour tout p € (1,2) avec

=

1_
[T\ B0 S A et NT| oy S AP 2

~Y

st l’espace ambiant X est non borné et
11
[Tl o Smax(A, 1) et [T, S max(Ar ¥, B)

st X est borné, et ou, pour la derniére inégalité, on a supposé de plus que
1Tz S B.

De cette facon, on peut réduire les estimations de dispersion L? — L?" & des
estimations micro-localisées L? — L? (localisées en fréquences a I’échelle 1/r par
les opérateurs V¥ (r?H) et dans 'espace physique a 1’échelle 7 & travers les boules
B, et B,, respectant ainsi le principe d’incertitude de Heisenberg).

Il est & noter que la Propriété (H,,(A)) est plus faible qu'une estimation L' —
L. En effet si T est continu de L' dans L>™ avec une borne de continuité inférieure
a A, alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine la Propriété (H,,(A)) de la fagon
suivante : pour toutes boules B, et B, de rayon r et f € L*(B,), on a

(T (P H) fll oy < Al (P2 H) £l B) 2
< Au(B) 2| fll e s,
< AN(BT)EN(BTPHf”LQ(Br)'

Pour la continuité L' — L' de I'opérateur 1,,(r*H) utilisé ici, on renvoie au Corol-
laire 2.2.4.
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Notre but est d’obtenir I’estimation de dispersion

_d
|T(H) || rsmvo S|t 2,

ot Ty(H) = e™ap,,(h?H), h > 0. Le cas |t| < 1 (c’est-a-dire ¢ indépendant de h)
est le plus difficile. Cependant, le cas [t| < h? est direct : en effet, pour m = 0
(m # 0 s’en déduisant facilement comme on le montrera par la suite) on a T;(H) =
eitHe=W*H — o=2H oy » — b2 — jt. L'observation clé est que |z| = VAT + 2 < h? =
Re(z). Ainsi (le temps complexe z appartenant & un secteur loin de I'axe des
complexes imaginaires purs), par analyticité, la Propriété (UF) peut s’étendre au
semi-groupe a temps complexe et donner

LDl €~ S g <

Re(z)2 "~ |z[2 — Jtf2

Donc estimation complete L' — L™ (et la Propriété (H,,(A)) qui en découle,
comme on vient de le voir) est évidemment satisfaite lorsque [t| < hZ%.

Le cas intermédiaire h? < |t| < h est étudié dans le contexte particulier des
variétés Riemanniennes compactes dans [BGT04b] ainsi que les inégalités de Stri-
chartz avec perte (non triviale) de dérivées associées. On s’intéressera a cette situa-
tion, et nous décriront comment les estimations dispersives impliquent les inégalités
de Strichartz dans un cadre si général (voir Théoreme 2.4.5).

Notre étude a aussi pour vocation de mettre en lumiere le lien entre le semi-
groupe de la chaleur et I'opérateur des ondes. Dans la seconde partie de ce chapitre
(& partir de la Section 2.5) notre objectif est d’étudier quelles propriétés de disper-
sion sur ’équation des ondes est suffisante pour assurer '’hypothese (H,,(A)) pour
T = e, (h2H), afin de retrouver des estimations de dispersion qui meénent a
des inégalités de Strichartz pour le groupe unitaire de Schrodinger. On s’intéresse
au propagateur des ondes au temps ¢, Cos(t\/ﬁ ), qui est défini comme suit : pour
tout f € L?, u(t) := t — cos(tv/H) f est I'unique solution du probléme linéaire des
ondes suivant :

OPu+ Hu=0
Ujt=0 = /

8tu|t:0 = 0.

On peut trouver des solutions explicites a ce probléeme dans [Fol95] pour le cas
Euclidien, et dans [Bér77] pour le cas d'une variété Riemannienne grace a une
formulation précise du noyau du propagateur des ondes. La propriété remarquable
de cet opérateur vient de sa propagation a vitesse finie. On sait que les estimations
de Davies-Gaffney (DG) impliquent (et sont en fait équivalentes ([CS08, Théoreme
3.4]) &) la propriété de propagation a vitesse finie (vitesse 1), a savoir : pour tous
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sous-ensembles ouverts disjoints Uy, Uy C X, toutes fonctions f; € L*(U;), i = 1,2,
alors

VO <t < d(Uy,Uy), {cos(tvVH)fy, f2) = 0. (2.1.7)

Si cos(tv/ H) est un opérateur intégral de noyau Ky, alors (2.1.7) signifie simplement
que K; est supporté dans le “cone de lumiere”

D, := {(x,y) € X?, d(z,y) < t}.

Pour appliquer le Théoreme 2.1.1 dans le but d’obtenir des estimations dis-
persives, on doit d’abord prouver que le propagateur de Schrédinger satisfait la
Propriété (H,,(A)) pour une certaine constante A. La formule suivante (voir Sec-
tion 2.5) : pour tout z € C tel que Re(z) >0 :

\/_/ cos(sVH)e~ 2385

nous permet de décrire le lien entre le propagateur de Schrodinger et le propagateur
des ondes.

On aura besoin d’hypotheses supplémentaires (plus forte que la seule propa-
gation a vitesse finie) pour étre capable de vérifier (H,,(A)). Plus précisément, on
fait I’hypothése de dispersion L? — L? en temps court suivante :

Hypothese 2.1.2. Il existe k € (0,00] et un entier mq tels que pour tout s € (0, k)
on a : pour tout r > 0, et toutes boules B,, B, de rayon r, alors

d—1 -4
o\ 2 IL—sl\ *
| cos(sV H )i, (1 H)HL2 =LA (By) ~ S ( ) (1 ! ) |

s+r r
ot L = d(B,, B,).

Pour montrer notre second théoréme, nous supposerons la propriété de régula-
rité supplémentaire suivante sur la mesure :

Hypothese 2.1.3. On suppose que la mesure p est Ahlfors réguliére : c’est-a-dire
qu’il existe deux constantes positives ¢ et C' telles que pour tous x € X etr >0 :

cr® < pw(B(z,7)) < COre, (2.1.8)
On montre alors le deuxiéme résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 2.1.4. Supposons (2.1.8) avec d > 1, (DUE) et I’Hypothése 2.1.2 pour

k € (0,00]. Alors pour tout entier m > max(g,mo + [d lb on a -
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e si Kk = 400, alors le propagateur e satisfait la Propriété (Hm(|t|’%)) pour
tout t € R* et on obtient des inégalités de Strichartz sans perte de dérivées;

o si Kk < +00, alors pour tous 0 < e < 1, et 0 < h <1 avec h* < |t| < hlte
et tout entier m’ > 0, le propagateur e+, (h?H) satisfait la Propriété
(Hy([t|72)) et on obtient des inégalités de Strichartz avec une perte de 1<

dérivées.

Il est important de noter que, dans la preuve, la méme approche souléve deux
cas :

e Kk < 400 qui mene a des inégalités de Strichartz locales en temps avec perte
de dérivées

e Kk = 400 qui mene a des inégalités de Strichartz globales en temps sans perte
de dérivées.

Le contexte général dans lequel nous avons placé notre démarche nous permet
d’appliquer ce résultat a de nombreuses situations. Par exemple, I'Hypothese 2.1.2
est vérifiée pour une variété Riemannienne lisse compacte avec x donné par le
rayon d’injectivité et dans le cas Euclidien avec £ = oo (ou une perturbation lisse
du Laplacien dans le cas Euclidien et dans ce cas k < 00).

Un autre exemple est celui de I’espace Euclidien muni d'un opérateur sous forme
divergence H = —divAV, ol A est une matrice & coefficients C*! (dérivables dont
les premiéres dérivées sont lipschitziennes). Alors Smith a construit une parametrix
en temps court [Smi06] de ’équation des ondes correspondante (voir aussi les
travaux de Blair [Bla06]), qui assure en particulier que notre Hypothése 2.1.2 est
vérifiée pour un certain k < oco. En conséquence, on en déduit que la solution de
I’équation de Schrodinger associée vérifie des inégalités de Strichartz avec pertes
de % dérivées pour tout € > 0.

De plus, les propriétés de la mesure spectrale (plus particulierement ’estimation
de dispersion microlocalisée de la Proposition 3.3 de [Zhal5]) obtenues par Zhang
permettent de retrouver I'Hypothese 2.1.2 avec Kk = +00 et ainsi de disposer d'une
nouvelle démonstration du résultat de Hassel-Zhang dans [HZ16], a savoir : des
inégalités de Strichartz globales en temps sans perte de dérivées pour équation
posée sur une variété Riemannienne asymptotiquement conique non piégeante (on
ne retrouve cependant pas le cas ¢ = oo qui est exclu par notre méthode).

De cette fagon, on propose une méthode unique pour traiter a la fois des situa-
tions compactes ou non compactes et on retrouve (a une perte € pres aussi petite
que l'on veut) les inégalités de Strichartz avec perte de dérivées pour le cas des va-
riétés lisse compactes de [BGT04b, ST02] et les inégalités de Strichartz complétes
dans le cas Euclidien et des variétés non piégeantes. Méme si les estimées obtenues
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n’améliorent pas celles déja connues dans la littérature (qui sont déja optimales
pour certaines), nos résultats si situent dans une bien plus grande généralité et
proviennent uniquement d'une méthode nouvelle reposant sur le semi-groupe de la
chaleur. De plus, le lien entre la dispersion pour I’équation des ondes, et la disper-
sion pour ’équation de Schrodinger n’était, a notre connaissance, pas connu dans
une si grande généralité.

Le plan de ce chapitre est le suivant : Dans la Section 2.2 on donne d’abord les
notations et définitions utiles au reste du chapitre. Ensuite, on décrit les hypotheses
requises sur le semi-groupe de la chaleur (e7'#),5 ainsi que certaines propriétés
de base a propos des espaces de Hardy et BMO et du calcul fonctionnel associé a
H. Le Théoreme 2.1.1 est démontré dans la Section 2.3 et on 'applique en Section
2.4 pour prouver les inégalités de Strichartz (avec une possible perte de dérivées).
La Section 2.5 montre le Théoréme 2.1.4, et enfin la section Section 2.6 comment
I'Hypothese (H,,(A)) peut s’obtenir & partir d'une parametrix en temps court de
I'opérateur des ondes.

2.2 Définitions et préliminaires

2.2.1 Notations

Pour une boule ouverte B(z,r) de X (x € X et r > 0) et un parametre A > 0, on
note AB(z,r) := B(x, Ar) la boule dilatée et concentrique. Une des conséquences
de la propriété de doublement (2.1.4) est qu’on peut recouvrir une boule B(z, Ar)
par CA? boules de rayon 7, uniformément en x € X, r > 0 et A > 1 (C ne
dépendant que de la constante de doublement). De plus, le volume des boules
admet le comportement suivant :

W(Bly. 1)) < (1+d(‘”’y)) u(B(a.r) (2.2.1)

r

uniformément en tous z,y € X et r > 0.
Pour une boule @ et un entier i > 1, on note C;(Q) la i®™ couronne dyadique
autour de @ :

CiQ) = 2Q\2 Q.
On note Cy(Q) = Q.

Si aucune confusion n’est possible, on notera LP a la place de LP(X, ) pour
p € [1, oo]. On utilisera la notation u < v pour dire qu’il existe une constante
C' (indépendante des parametres importants du problémes) telle que u < Cv; on
notera u ~ v lorsque u S v et v < w.
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Si €2 est un ensemble, 1 est la fonction caractéristique de €2, définie par
1six e
Io(x) =
(@) {0 six ¢

La fonction maximale de Hardy-Littlewood est notée M et est définie pour tout
x € X et toute fonction f € L}, par :

B boule B boule
reB reB

M(f)(x) = sup (LLSB)/B!f!d@ = sup 7 |fldp.

Puisque l'espace est de type homogene, on sait que cet opérateur maximal est
borné sur chaque espace LP, pour tout p € (1, 0.

2.2.2 Le semi-groupe de la chaleur et le calcul fonctionnel
associé

On rappelle la définition d’un semi-groupe L2-holomorphe :

Définition 2.2.1. Une famille d’opérateurs (S(2))gey>0 d€ L(L?) est un semi-
groupe holomorphe sur L? si (en notant T := {z € C, Re(z) > 0}) :

1. S(0) =1id;
2. Vz1,29 €'y S(21 + 29) = S(21) 0 S(22) ;
5. VF € L2, lm () f — fll2 =0,

zel

4. Vf,g € L?, Uapplication z — (S(2)f,g) est holomorphe sur l’intéricure f‘
On rappelle le théoreme de calcul fonctionnel borné de [RS72] :

Théoreme 2.2.2. Si H est un opérateur auto-adjoint positif, il admet un calcul
fonctionnel L™, c’est-a-dire : si f € L*¥(R,), alors on peut considérer ’opérateur
f(H) en tant qu’opérateur borné sur L* et

1f (H )| 222 < || fl e

Pour un entier m > 1 et un nombre réel n > 0, on pose Yy, ,(x) = ™™™ et
U = Ym1. Ces fonctions lisses 1y,,, € C*°(R"), s’annulent en 0 et & 'infini. De
plus ||| e®,) S 1. Le théoreme précédent nous permet donc de considérer les
opérateurs v, ,(tH) pour tous t > 0, m € N, et n > 0.
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Des estimations Gaussiennes du noyau de la chaleur (UE) et par analyticité
du semi-groupe (voir [Dav97, Corollaire 5] ou [CCO02]) on obtient que pour tout
entier m € N et tout n > 0, l'opérateur ¢, ,,(tH) admet un noyau py, ,; vérifiant
lui aussi les estimations Gaussiennes :

d(z,y)*

1
e 015 70 (-5

On donne maintenant quelques résultats de base sur le semi-groupe de la cha-
leur sous nos hypotheses.

>, Vt>0 pp x,y€ X. (22.2)

Proposition 2.2.3. Si (2.1.5) et (UE) sont vérifiées, alors le semi-groupe de la
chaleur est ponctuellement borné par 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood et
est uniformément borné dans chaque espace LP pour tout p € [1,00] : pour toute
fonction localement intégrable f et tout vy € X, on a

sup e £ SM(f)o) et suplle ™ flloe S I Flle-
>0 ©0,Vt)) >0

Démonstration. La majoration ponctuelle par 'opérateur maximal est une consé-
quence directe de (UE) et de la propriété de doublement (2.1.5). En conséquence, le
type fort (p, p) de 'opérateur maximal implique la borne uniforme du semi-groupe
de la chaleur sur tous les L” pour p > 1. Il reste a vérifier le cas p = 1. Par (UE),
on a :

[ e f@ldu()
1 _ody)? y)
5/966)(/%){#(3(%@ £ ()ldp(y)du(z)

1 d(z,y)\* _edlea?
< 0l [ (1 M) e i),

Une décomposition en couronnes dyadiques autour de B(y, \/1_5) nous permet de
controler l'intégrale sur x :

d(z,y) ¢ e

1+ — e du(x)+
/B(y,\/f) ( \/E > Kle)
Z/ ( ) d(ﬂﬂy)2 )
i>1 Cj (B(?J\[

<2u(By, Vi +29)" e By, 22V)

< (Zd +> 1+ 2j)d2jde‘022j> 1(B(y, vt)) S u(B(y, Vi),

j>1
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2.2. Définitions et préliminaires

ou la derniere inégalité résulte de la propriété de doublement de p. D’ott, unifor-
mément en t > 0,

le ™o S 1.

]

Corollaire 2.2.4. Pour m € N et n > 0, puisque 1y, ,(tH) vérifie aussi (UE), on
en déduit que les opérateurs iy, ,(tH) satisfont aussi les mémes estimées.

On liste ici quelques propriétés basiques a propos des fonctions ¥, , :

Proposition 2.2.5. (a) pour tousk € N*, m € N etn > 0, on a Ygm n = (wmn)k ;
(b) pour tous m,m' € N et n,n',u,v >0 :

Yo (U)o (0°) = o p o (0 1')-);

(nu + n'v)mtm

(c) pour tout r > 0 et tout f € L* :

2 r? r? d
(I—e" H)f:/0 He_SHfds:/O wlvl(sH)f?S;

(d) sim e N*, n>0 et feL? alors

+o0o 9 dU %
/0 Womn(VH) 2=~ )+ 1P fllze S (1122

ot Py(my est le projecteur sur le noyau de H : N(H) :={f € L>ND(H), Hf = 0}.
(e) pour m € N*, n > 0, d une constante ¢, ,, pres, on a la décomposition (formule
reproduisante de Calderdn) :

—+00 dS
Id:Cm’n 0 ¢m,n(8H>?+PN(H).

Démonstration. (a), (b), (c) et (e) découle d'un calcul directe. (d) est classique
et une directe application de (e) avec la presque orthogonalité des opérateurs
Ymn(vH) : pour tous u,v > 0

A A
[ (W (02,12 S i (2,2

v ou

pour laquelle on renvoie a [BBR12| par exemple. O]
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Il est crucial de garder a I’esprit que, par le calcul fonctionnel holomorphe, I'item
(e) donne une décomposition de identité, la formule reproduisante de Calderén :

% d
Id=cpn /0 wm,n(sH)?S + Py,

qui doit étre interprétée comme une version lisse de la décomposition spectrale.
En effet, les opérateurs 1, ,(sH) jouent le role d'une version régularisée des pro-
jecteurs 11 o5-17(H).

Remarque 2.2.6. On voudrait insister sur le fait que ['utilisation des fonctions
Ym.n est exactement équivalente a lutilisation des fonction lisses a support compact
(fonctions “cut-off”). En effet, il est facile par une partition lisse de l'unité de
construire Y, , par une série absolument convergente de fonctions “cut-off” C'™°
a support compact. Par calcul fonctionnel, on sait aussi comment construire une
fonction C™ a support compact par la résolvante de H (en utilisant le semi-groupe),
et ainsi par les fonctions Py, ,, (voir [IP0S, Appendice] ou [KU15] par exemple).

On a choisit de ne travailler qu’avec les fonctions ., , pour mettre en lumiéere
les liens entre les estimations de dispersion et le semi-groupe de la chaleur, et
aussi pour s’éviter le calcul de différentes normes que [’on doit considérer avec les
espaces C'.

2.2.3 Fonctionnelles quadratiques et espaces de Sobolev
associés au semi-groupe

On définit les outils utiles au prochain théoréme, pour tout A > 0 :

p(A) = /;OO wm,n(u)ci?;
0= [ A@bm,n(v)cf}” -/ 1 wm,n(Au)‘i’“.

Remarque 2.2.7. On remarque que, par intégration par parties, @ est une com-
binaison linéaire finie de fonctions Yy, pour k € {0,..,m} et £ > 0. De plus pour
tout A € Ry,

L'(m)

nm

“+oo
B o) = [ e =
0

= Cimn-

Le théoreme suivant est utile pour estimer des normes L? a travers le semi-
groupe de la chaleur.
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2.2. Définitions et préliminaires

Théoréme 2.2.8. Supposons (2.1.5) et (DUE). Pour tout entier m > 1, tout réel
n >0 et tout p € (1,00), on a

1

1= ) e+ ([ a2 )

P

Donc, siq> 2 :

1 e
1 S N0 s+ ([ Tomaturf 12 )

Un tel résultat peut se voir comme une version semi-groupe de la caractérisation
de Littlewood-Paley des espaces de Lebesgue.

Démonstration. On donne une esquisse de la preuve (et renvoie a [Aus07, Chapitre
6, Théoreme 6.1] et [BBR12, Proposition 2.12] pour plus de détails, et ou il est
prouvé que de telles inégalités sont valables pour tout p appartenant a une plage
d’exposants dictée par le semi-groupe de la chaleur (e *#);5¢; qui est (1,00) ici).
On veut étudier la continuité de la fonctionnelle quadratique

v ([ Wt

T est une fonctionnelle carrée horizontale (ou une fonction g de Littlewood-Paley-
Stein), et sa continuité sur les L? est bien connu par la théorie du calcul fonctionnel
(voir [Ste70], [Med95] et les autres références du chapitre) lorsque le semi-groupe
est sous-markovien et conservatif.

On voudrait rapidement donner une autre approche (plus analytique) de cette
continuité, qui ne requiert pas d’étre sous-markovien ou conservatif, mais qui repose
par contre sur les estimations Gaussiennes (UE). On veut appliquer le théoreme
d’extrapolation [Aus07, Théoreme 1.1] ou de [BZ08] a T" avec py = 1. Pour garder
les méme notations que [Aus07] on rappelle que

Avi=Id—(Id—e ™M ot B,:=Id—A, = (Id—e "M,

avec M un entier assez grand. Tout d’abord, par le calcul fonctionnel holomorphe
L?, on sait que T est borné sur L? (voir [BBR12| par exemple). On doit maintenant
vérifier les deux hypothéses principales de [Aus07, Théoreme 1.1].

En développant, A, se comporte comme e H , au sens ou il admet un noyau
qui vérifie des estimations Gaussiennes a 1’échelle r. Notons B une boule de rayon
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r, et f une fonction supportée dans B. Pour tout j > 1 et tout = € Cj(B), on a

SIS [ e
1

S o a1

Si z désigne le centre de la boule B, alors par la propriété de doublement (2.2.1)
de la mesure, on a

|f()ldp(y)

d
) (1 1) uen),

de sorte que

olt on a utilisé que z € B et x € C;j(B) impliquent d(z,z) < 2/r. D’on

(MQLB)/ A, f] du) < 9()) /Ifl L,

avec g(j) < e~ 274 vérifiant

Z g(j)de < +00.

J

C’est la premiere hypothese de [Aus07, Théoréme 1.1]. On tient a faire remarquer
que l'on reproduira souvent ce genre de raisonnement en effectuant un découpage
de I'espace en couronnes dyadiques et en utilisant les estimations Gaussiennes du
noyau de la chaleur pour obtenir les estimations souhaitées.

La deuxiéme (et derniére) hypothese de [Aus07, Théoreme 1.1] a été affaiblie
dans [BZ08] et il suffit de vérifier que pour tout j > 2 :

On renvoie le lecteur a [Aus07, Etape 3, item 1, Théoreme 6.1] et aussi [CDLO3]
et [ACDHO04]|, ou de telles inégalités sont prouvées, et les arguments de la démons-
tration ne reposent que sur les inégalités de Davies-Gaffney (DG) pour i, ,(tH).

Ainsi, on peut appliquer [Aus07, Théoréme 1.1] et en déduire que la fonction-
nelle carrée T est bornée sur LP pour tout p € (1,2]. Pour p > 2, on doit appliquer
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[Aus07, Théoréme 1.2] et ce raisonnement est aussi détaillé dans [Aus07, Etape 2,
Théoreme 6.1]. Ainsi, si p € (1,00) alors

([ o)
0 S

Il reste a vérifier I'inégalité dans 'autre sens. On procede par dualité pour finir
la preuve. Puisque ¢(z) + fol Q/Jmm(ta:)% = Cm,n €st une constante indépendante de
x, alors :

SNz (2.2.3)
Lr

nnlo9) = A0 (H)g + [ inatHg )
dt

= (p(H)f,9) +/ U 3 () g 3 (tH)g) .

On devrait ici décomposer m = mj; + ms en somme de deux entiers mgy, ms

comparable a . Pour simplifier on prend m; = my = 7, on suppose que ce sont

des entiers. On laisse les modifications mineures éventuelles au lecteur. L’inégalité
. . _ ol dt :

de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (u,v) = [y u(t)v(t)$ donne :

(£ 9)

sl + [ ([ 1osstemsrd ) ([ wesem ) an
<tetlulall + | og e ) (e s Pdt)

Shot) lilalis + | [ 10560125 ) ol

p

N|=

/

Lp

ou % + ]% =1 et on a utilisé (2.2.3) pour p'.
Ainsi, par dualité :

[fllee = sup | < f,g> ]S [le(H)fllr +

1
2
([ wesemsr)
llgll <1
Cela conclu la preuve de la caractérisation des normes d’espaces de Lebesgue, via
les fonctionnelles carrées associées au semi-groupe de la chaleur.
En particulier pour g € [2,+00), I'inégalité généralisée de Minkowski montre
finalement que

r

d
s S ot e+ W) “)
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Nous allons aussi travailler avec des espaces de Sobolev inhomogéenes associés a
H, définis en termes d’espaces de type Bessel : pour s > 0 et p € (1,00), W;” que
I'on notera W*? est I'espace de Sobolev d’ordre s associé a/équipé de la norme

1 Fllwer = 111+ H)2 fllee = || fllo + [ H2 f] 2o

L’équivalence entre ces normes est une conséquence directe du calcul fonctionnel
LP holomorphe, appliqué aux fonctions

. . 1+ 2)3
ST am RO am G
14 22

)

qui sont holomoprhes et bornées dans une région conique au voisinage de (0, +00)
dans C, et ainsi engendrent des opérateurs bornés sur LP. D’apres le résultat
précédent, on a

—+o00 %
[ Flwes = lo(H) Fllon + (z 22k8|¢m,n<2—%ﬂ>f|2>

k=1

Lp

1 du) 2
= ot e+ ([ o oot

Lp

On renvoie le lecteur a [BBR12] pour plus de détails sur de tels espaces de
Sobolev. On peut passer du cas discret au cas continu de ces partitions de type
Littlewood-Paley en écrivant :

Z/ Dn(27 %0 2)\ 2/2 Yo (A0 )Ci“ —/ Yon(A0 )‘i”
= [ dnnwe = [ 0w

u

9—(k—1)

Remarque 2.2.9. L’intégrale du terme de gauche porte sur u € [1,2], donc on
peut passer des informations du cas discret aux mémes informations pour le cas
continu.

2.2.4 Espaces de Hardy et BMO

On définit maintenant les espaces de Hardy atomiques adaptés a notre situation
(c’est-a-dire dictés par un semi-groupe sur un espace doublant) en utilisant la
construction introduite dans [BZ08]. Soit Q la collection de toutes les boules de
X

Q:={B(z,r), € X, r>0}.
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On défini (Bg) une famille d’opérateurs par :

QeQ
VQ € Q, Bg:= (1 —67T2H)M,

otl 7 est le rayon de la boule @ et M est un entier assez grand (M > min(3 Tty 3d ,3)
est suffisant). Ces opérateurs sont bornés sur L? uniformément en r. En effet
en développant, B est une combinaison linéaire finie d’opérateurs e **H avec
k€ {0,...,M} et le Théoréeme 2.2.2 donne

le ™ || a2 < |l = €% poq,) < 1,

puisque H est positif.

Remarque 2.2.10. M >3 —I— = assure que % -2 > 1 donc il existe un entier
m & [g, %] On aura besom de cette propriété plus tard a la Section 2.35.

Définition 2.2.11. Une fonction a € L}, est un atome associé a la boule Q € Q
sl existe une fonction fg d support dans Q) telle que a = Bg(fg), et avec

Ifollz2@) < (m(Q))72.

Cette derniére condition nous permet de normaliser fo dans L'. En effet, par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

I follo < \folleeu(@)? < 1.

De plus, Bg est borné sur L' donc chaque atome est dans L' et ils sont aussi
normalisés dans L' :

sup |la||pr <1, (2.2.4)

ou on prend la borne supérieure sur tous les atomes. En effet, si on considere un
atome quelconque a = Bg(fg) = (1 — e " ")M f;, avec une fonction ad hoc fq
supportée dans la boule Q, la formule du bindme de Newton nous indique que Bg
se comporte comme e —kr?H . Ainsi, la Proposition 2.2.3 donne

el = 1Bl Z( )|-WHfQ||L1,s||fQ||L151.

On peut maintenant définir ’espace de Hardy par une décomposition atomique :

Définition 2.2.12. Une fonction mesurable h appartient a ’espace de Hardy ato-
mique HY, , que l'on notera H', s’il existe une décomposition

ato’
h = Z)\iai [ — D.D.

1€EN
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ot les a; sont des atomes et les \; des nombres réels tels que

ieN
On équipe l'espace H' de la norme :

1Pl =

l'lf Z|>\1|,

i
h=) ; Miai jcN
ot la borne inférieure est prise sur toutes les décompositions atomiques possibles.

Pour une définition plus générale et plus de propriétés sur ces espaces ato-
miques, on renvoie a [Berl0, BZ08]. De (2.2.4), on déduit :

Corollaire 2.2.13. L’espace de Hardy s’injecte continument dans L' :

Az S AL e

D’aprés [BZ08, Corollaire 7.2/, 'espace de Hardy H' est aussi un espace de Ba-
nach.

On renvoie le lecteur a [BZ08, Section 8|, pour plus de détails sur le probléeme
d’identifier 1’espace dual (H')* avec un espace BMO. Pour une fonction L>, on
définit la norme BMO par

Il = sup (f [Ba(HP )

ou la borne supérieure est prise sur toutes les boules. Si f € L alors Bg(f) est
aussi uniformément borné (par rapport a la boule @), car le semi-groupe de la
chaleur est uniformément borné sur L* (voir Proposition 2.2.3), donc || f||smo est
finie.

Définition 2.2.14. L’espace fonctionnel BMO est défini comme [’adhérence

BMO :={f € L>*+ L2, ||f|lsmo < oo}
pour la norme BMO.

Remarque 2.2.15. La caractérisation de la norme BMO suivante sera utile : si
f e L? alors

[ fll o = sup |(f,a)| (2.2.5)

a atom
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et f appartient a BMO si et seulement si le membre de droite est fini. En effet, si
f € L2, alors pour toute boule Q € Q :

w@Q) 72 Bo(Nllz@ = 1(@Q)F  sup | < Bo(f),g > |

g€L2(Q)
”gHL2(Q)S1
_1
= sup | < f,Bo(u(@Q) zg) >,
g€L2(Q)
gl 2 o)<t

ot on a utilisé que Bg est auto-adjoint. On peut vérifier que l'ensemble des atomes

correspond exactement a l’ensemble des fonctions du type BQ(M(Q)_%Q) avec g €
L*(Q) et |lgllz2 < 1.

En suivant [BZ08, Section 8|, on obtient que BMO s’injecte continument dans
'espace dual (H')* et qu’il contient L :

L>® < BMO — (H")*.
D’ou
1T sy S TN 2 mmio0, (2.2.6)

et
V0 € (0,1), (L% BMO)y < (L2 (H")"),. (2.2.7)

Le théoreme d’interpolation entre espace de Hardy et espace de Lebesgue sui-
vant est un des points clé de notre étude :

Théoréme 2.2.16. Pour tout 0 € (0,1), on considére les exposants p € (1,2) et
q=1p € (2,00) donnés par

1 1-—90 1 1—90
=" 49 et —=—,
P 2 q 2

Alors (en utilisant les notations de la théorie de l'interpolation),
(L*,HYg=L" et (L* (H")")y— L,
st l’espace ambiant X n’est pas borné, et
[P — L* 4+ (L* HYy et L*N (L% (HY))g — LY,

si X est borné.
Le méme résultat est valable en remplagant (H')* par BMO grace a (2.2.7).
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Démonstration. Le résultat découle directement de [Berl0, Théoremes 4 et 5] (et
on garde ses notations dans cette preuve). Pour s’assurer qu’il s’applique dans
notre contexte, on doit vérifier que H' < L' (ce que l'on sait par le Corollaire
2.2.13), et que la fonction maximale M, est majorée par M. On rappelle que

Moo(f)(x) = Sup [AG (Nl (@),
avec
Ag=1d— (Id— e’TZH)M est auto-adjoint et r désigne le rayon de Q.

La formule du binome de Newton montre que Ag est une combinaison linéaire finie
des opérateurs e **H# pour k € {1,..., M}. Ainsi le fait que M., est ponctuelle-
ment majorée par M est une conséquence directe de la Proposition 2.2.3. n

Dans le cas d’un espace borné (de mesure finie), I'interpolation est un peu plus
délicate puisque le résultat précédent ne fourni pas de caractérisation complete de
I’espace intermédiaire en tant qu'un espace de Lebesgue LP. On a cependant le
résultat suivant :

Théoréme 2.2.17. Supposons que l’espace X est borné (ou de fagcon équivalente
que (1(X) < 400) et considérons l'opérateur auto-adjoint T' vérifiant les continuités
sutvantes :

1T 22 S 1

[T\ sy S A < +00 :
IT||trsz2 S B < 400 pourp € (1,2)

alors T est borné de LP dans L* avec
11
| T o S B+ A? 7.
Le méme résultat reste valable en remplagant (H)* par BMO grice a (2.2.7).

Démonstration. Soit p € (1,2). On veut appliquer le Théoréme 2.2.16 & T. On
choisit 6 € (0,1) tel que 5% = 1—1. Alors § = > — . Soit f € L« L*+(L*, H"),.
On se donne une décomposition f = a + b avec a € L? et b € (L?, H')y telle que

lallz2 + 1l 2, a5 S 111l

Puisque T est auto-adjoint, 7" est borné de L? dans L” avec une norme d’au plus
B. Ainsi

ITall < Bllall 2
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De facon similaire, par le Théoreme 2.2.16 :
IT0ll S 1702 + [Tl 2 a1y, S Bllbllas + A5 [[Bll 22 1,
De plus H' < L' donc (L?, H')y < (L?, L)y = LP. Par conséquent
ITbll S (B + A5 ) [bll e,
D’ou

1 1
o o

TS S Bllallze + (B + A7 ) lbllnamy, S (B+ 457 ) 171

2.2.5 A propos de I’hypothése (H,,(A))

On veut dans cette section étudier le comportement de 'Hypothese (H,,,(A)) par
rapport aux parametres m et n.

On considere un opérateur fixé T', un réel A > 0, et on définit la propriété
(Hpmn(A)) pour m € Net n> 0 par :

||Twm,n(T2H) HLZ(BT)—>L2(E) S Au(B,)zu(B,)z, (Hm,n(A»

ou B, et B, sont deux boules quelconques de méme rayon r > 0.

Proposition 2.2.18. Pour tout entier m > 0 et tout n > 0 :
Démonstration. Supposons vraie la propriété (H,,1(A)). Puisque
Umn(x) =2™e™™ = (nz)"e ™ n™™ = n" "1 (nT),

alors

Tz/)m,n(rgH) = n_mT@Z)mJ(m“QH).

Sin > 1 alors B, C y/nB, et B, C \/ﬁgr Donc, par la propriété de doublement,
on a

T )y sy = 1T 0 ) g
< n_m“T"vZ)m,l(nTQH)||L2(\/EBT)%L2(\/5§:)
m 1 =1 1, =1
< Ap(AB) (B < Ap(B,) (B}
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

d d —
Sin <1 alors \/_B C B,. On recouvre B, par N ~ (fr) = n"2 boules B;

de rayon y/nr et B, par N boules By de rayon y/nr (recouvrement satisfaisant la
propriété de recouvrement borné). Ainsi

T W (P H) )] 2 5 <ZZIIT V(P H) f 1) 25

Finalement :
||T¢m,n<T2H)||L2 Br)—>L2 Br ZZTL_ ||T¢m 1(717’ H)HLZ Bk LQ(B)

<ZZ” ™ A(By)? u(B;)*

O

On pourra donc maintenant se contenter de travailler avec (H,,1(A)) et des
fonctions 1, 1 = ¥, plutot que de garder la dépendance en n.

Proposition 2.2.19. Sim’ > m > 0 sont deux entiers, alors
(Hm1(A)) = (Hyp 1 (A)).

Démonstration. Supposons que (H,,1(A)) est satisfaite. Alors, par la Proposition
2.2.18, (Hyn(A)) est aussi vraie pour tout n > 0. On remarque tout d’abord que

T 1 (rPH) = Ty, 1 (P H)yy 1 (r* H).
D’ou, en décomposant X en couronnes dyadiques autour de B, :
||T¢m/,1(r2H) ||L2(BT)~>L2(’B\:)

+o0
<D N s (P H) 26,8,y 12 3 [¥me—m, 3 (P H) 2280 220 (8-

Soit f € L*(B,). On traite le cas j = 0 avec la Proposition 2.2.3 et (H,

m

(4)) :

N

1
||T¢m,%(T2H>||L2(BT)_>L2(§:)||77Z)m’—m,%<T2H)||L2(Br)—>L2(Br) f§ AILL(B'I')ZI’L(BT> :

D=
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2.2. Définitions et préliminaires

On s’intéresse maintenant au cas j > 1. Siz € C;(B,), alors, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz implique :

1 d(zy)?
o1 (rPH < ——e T2 d
[Vt (CH) (@) < f B |f ()ldu(y)
—c22%7 1
€ p(B;)?
< — 2 .
= B e
Par (2.2.1), on a déja vu que pour tout x € C;(B,) :

w(B,) S 2 u(B(x, 1)),
ce qui entraine

9% o 1
V(PP H) f ()] S ™7 29u(B,) 2| fl 12 (s,)-
Donc, par la propriété de doublement,

0% o 3d
Wmum,%(TQH)fHL2(BT)_>L2(oj(BT)) < e o

(2.2.8)
Considérons (By)k=o

77777

& une collection de boules de rayon r qui recouvrent C;(B,)
(avec une propriété de recouvrement borné, ce qui implique que K < 2/¢). Par la

propriété de doublement : p(By) < 27¢u(B,). De (H, 1) on déduit

1
2

K
2 2
‘|T¢mé(7‘ H)|’L2(Cj(Br))—>L2(§;) < ZO |T¢m,%(r H)|’L2(Bk)—>L2(/B:)

(2.2.9)
Ainsi, en combinant (2.2.8) et (2.2.9), il vient
927 134 1, =1
HTwm’J(?gH)HLZ(BT)_>L2(§;) 5 (1 + Ze ? 23]d) A/’I/(BT)ZILL(BT>2
Jj=1
< Au(B.)Eu(B,)?,
ce qui acheve la preuve de la propriété (H,, 1(A)). O

On résume les Propositions 2.2.18 et 2.2.19 dans le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.20. Supposons (2.1.5). Pour tout entier m > 0, la Propriété
(Hpmn(A)) est indépendante de n > 0. On lappelle donc (H,,(A)). Elle est “crois-
sante en m”, dans le sens ot pour deux entiers m’ >m >0, on a

(Hin(A)) = (Hn(A)).
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

2.3 De la Propriété (H,,(A)) aux estimations de
dispersion

Le but de cette section est de montrer le Théoreme 2.1.1, plus précisément que la
Propriété (H,,(A)) implique des inégalités de dispersion H' — BMO et LP — L¥.
L’idée principale derriere ce résultat est de prouver la continuité voulue sur les
atomes, puis d’en déduire la continuité sur I'espace de Hardy H' tout entier, et
enfin d’interpoler avec la continuité L.

Dans toute cette section, on fixe un entier assez grand M > maX(S,% + %d),
ce qui nous permet de considérer la notion d’atomes et d’espace de Hardy H!,
construit avec ce parametre. Comme on I’a noté dans la Remarque 2.2.10, cela

d 4M

nous assure aussi que I'on peut trouver un entier m € [5, %37].

2.3.1 Continuité sur les atomes

Théoréme 2.3.1. Supposons (2.1.5) et (DUE). Soit T un opérateur borné sur
L%, qui commute avec H. Si T vérifie la Propriété (H,,(A)) pour un certain entier
m < %, alors on a

sup [(T'a, b)| < A,

a,b

ot la borne supérieure est prise sur l’ensemble des atomes a et b.

Démonstration. Soient a et b deux atomes. Par définition, il existe deux boules By
et By de rayons respectifs ry et ry, et f € L*(B;), g € L*(By), tels que

a=(1—eMMF avec || f|lr2ep) < u(Bi)~3
1
b=(1-e"3MMg avec ||g||r2(p,) < 1(Ba)"3

On remarque tout d’abord par (c) de la Proposition 2.2.5 que :

2 M 2 2
a= (/1H68Hd8> f:/1.../1HMe’(‘”*'“*SM)Hfdsl...dsM
0 0 0

Mrf M I
= / / dsy...dsy—1 | H"e " fdu.
0 S1+...+spy=u

0<s, Sr%

=Ip(u)
Comme s; > 0 pour tout ¢ € {1,..., M} avec s+ -+ sy =u,onal<s; <u.
D’ou
IM(U) < UM_I.
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2.3. De la Propriété (H,,(A)) aux estimations de dispersion

Ainsi

Mr2 Mr2 dv du
vy~ [ [T (0)(Tas (wH) 001 (VD) g) 57—

De plus ¢, est continue et H est auto-adjoint donc ¢y (uH) et ¢y (vH) sont
aussi auto-adjoints. En utilisant (a) et (b) de la Proposition 2.2.5 et le fait que T
commute avec H (et donc avec chaque opérateur ¢, ,(H)), on obtient :

|(Ta,b)| < /M / [(TYara(uH ) s 1 (WH )Y a1 (0H ) fr a1 (vh )g>|d£@

33 u v
% du dv
- // T ey aeallos DHYb L (0H)f Dy 3 (0h)g) |

Ici on a décomposé ps1 en trois termes impliquant ©a 1. On veut appliquer les
373

estimations Gaussiennes (2.2.2), qui ne sont valables que si % est un entier. On
devrait décomposer M = M; + M, + M3 avec trois entiers M;, My, M3 qui sont
comparables a M /3 (c’est pourquoi on a choisit M > 3). Pour simplifier on prend
My, = My = M3 = M/3 et on suppose que ce sont des entiers. On laisse les
modifications mineures au lecteurs si ce n’est pas le cas.

Sans perdre de généralité puisque le probleme est symétrique en u et v, on peut

I
supposer que u < v de sorte que 3 < u+ ¢ < %”. D’ou % ~ *. On recouvre
u+% 3

I'espace X par des boules B; et By, de rayon ,/u + 3. Le recouvrement satisfaisant
la propriété de recouvrement borné. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la

Propriété (H,,(A)) pour montrer :

[(Ta,b)| S
N v du dv
N //% (v) ’<]lBkT¢%,1((u+g)H)]lBjib%%(vH)f,]lqup%%(UH) >|E?
u\M "
S — aM — 1. 1Yum 1 5 .
~ //JZ,; (v) HT?/JTJ((u T 3)H) ij?,g(UH)fHL (Bg)
du dv
1 1 (i)l 230~
du dv

< //z() Ap(Bu(B,) |y (0H) Loy [6ag. 3 (0HDg sy~

oll on a utilisé que 1" vérifie la Propriété (Hyn/s). En effet, T vérifie la Propriété
(Hn(A)) pour m < 4M/3 (donc T vérifie aussi (Hypys) d’apres le Théoréme
2.2.20). Pour simplifier les notations, on note dans la suite de cette preuve 1) ML=

o1



CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

1. On fait une décomposition en couronnes dyadiques autour de Bj :

S B @I sy < 30 w8 Lo b0H) s,

jeJ jeJ =0

On étudie les termes [ = 0 et [ > 1 séparément.
D’une part quand [ =0 :

1
2

S (B)) Loy () 2, < <Zu 2 (z HnBlwvmfn%Z(Bj))
J

jedJ

Nl

B0} (S, 1 (0otetn) 0Pt

S M(Bl)5 [o(vH) fllLz2

D’autre part quand [ > 1, le nombre d’indices de J pour lesquels la somme est
non nulle est équivalent au nombre de boules de rayon ,/u + % dont on a besoin

d
. ek N ~ (2
pour recouvrir Cj(By), c’est-a-dire |J| ~ ( m> .

Maintenant, par la propriété de doublement de la mesure et (2.2.1), puisque

B; est une boule de rayon y/u + v/3 ~ /v, on déduit que pour = € B; N Cy(By)

w(B(e, /D) = u(By).
Par (2.2.2), on a

ZZM H]ICL Bi1) (UH>f||L2(BJ)

jeJ =1
“+o0 ) ]1 (.CE) 221 2
SIS w(By)E || B e f
jeJ I=1 7 (B, \/1_))) L2(B;)
“+o00 1 1 1 7221%
SYoD u(By)2u(B)) B
jeJ I=1 J

ou on a utilisé la normalisation de f qui nous assure que ||f||;1 < 1.
On renvoie ensuite le lecteur au Lemme calculatoire 2.3.2 pour estimer la somme
et obtenir

1
> ZN V2l Leymyr (vH) flli2(s,) S <\7;%> :

jedJ =1
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2.3. De la Propriété (H,,(A)) aux estimations de dispersion
D’ou

> (B2 [ (wH) flls,) < p(Br)?
jeJ

1 (%
A s+
De la méme fagon pour B, et la somme sur k£ € K

keK

> (B2 [ (0H)gll s, < #(Ba)? [[Wb(vH gl 2 to-

212" s

( (Bs)? vaH)guwf ) du dv

Ainsion a :

Vel (oH) e + Y2 )

1= Jf (5)

u(B) (B W) fl [0 (ool 2
1= [f () usiivem) L

= ff(5) v

d d
wamgupf udv

i

rLoTe U U
On distingue alors deux cas :

u v
On développe le produit qui nous conduit a I’étude des quatre termes suivants

Cas 1:0<u<wv<R=min(Mr}, Mr3).
L’item (d) de la Proposition 2.2.5 donne
1 1 du dv
r= [ L () B B ) s o)l
1 1 dv
~ (BB [ I @H) el H )l

< u(B1)?p(Bs)

d 2 +oo d 3
([ oz ) ([ wemel)
< (B2 flleap(B2)? e < 1

~Y Y
De la méme facon pour le second terme :

N
NI

11 =B [T v

1 R dp\* _Ri _ M
<uB)b il ([102) < < T

23




CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

Le troisieme terme se traite de facon similaire. Le quatrieme terme donne lieu a :

R < min(Mri, Mr3)

IV =— \/_\/_ < <1
S nr T fmin(r2,3)y/min(2, 3)
Donc pour ce premier cas on obtient
I+ I1T+1IT+1V <1. (2.3.1)
Cas 2 :0<u< Mri<v<Mra
De la méme fagon qu’au cas 1 on obtient :
1 1 MTQ du dv
r=pmsuet [ (Y e sl 2%
v= Mr1 v v
1 1 MTQ Mrl U’UM 1 du dv
< u(B)in(By)t [ v @) fll el (0 H ) gl 2~ =
v= T’l

(NI

= u(B)

M3 M d
Bt = r\¢<vH>f|rL2||w<vH>gHLz—“

1

1 1 9 1 Mr3 9 dv %
< (BB} swp ([T ) fh

vE[MT2 Mr2] v

1
Mr dv\? _ Mr?
Hyg|?.— | <—"L=1.
(/O e >gr|sz) <03

Pour le second terme, puisque r; < r9 :

\ Mr? Mr? dv 2 +oo 1 dv 2 r?
< ue ([ eemsiEt) (1Y) 5 <

Mr? UV U

Le troisieme terme est similaire :
1
1 Mr3 v dv +oo 1 duv\ 2
1< s [ el Y (140
Mr} v Mr2 VU
Finalement le dernier terme s’estime comme suit :
Mrs Myr2 /v /v dv r1 (Mr3 1 dv r r
IV < 21\/_\/_51/ 2:21ln<2>§1,
Mr% Vv 1 To v To Mr% v v T9 ™

car & — B2 est continue si z > 1, vaut 0 si # = 1, et tend vers 0 lorsque z tend

vers +00 ; donc est bornée uniformément en x > 1 (ici 2> 1).
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2.3. De la Propriété (H,,(A)) aux estimations de dispersion

Ainsi, dans le second cas, on conclut aussi
I+ I1T+1IT+1V <1. (2.3.2)

Comme u < v (ce qu’on avait supposé par symétrie), les cas 1 et 2 couvrent
toutes les situations possibles. En conséquence, on en déduit que pour tous atomes
a et b, on a

[(Ta, )| < A,

ou la constante implicite ne dépend pas des atomes (mais peut-étre des parametres
M et m). O

On a utilisé le Lemme suivant au cours de la preuve avec N =1 et x = ﬁ ;

Lemme 2.3.2. Soient x > 0 et d € N. Pour tout N € N*, il existe une constante
C = C(N) telle que :

“+oo
2:(2155)016_(21”)2 <Oz V.
1=0

Démonstration. On remarque que f22l1+1 % =1In (2;—?) =In2. Ainsi :
oo R 241 gt
Iyd, —(2z) _ - 1, N\d, —(2x)? L
> (2o g (20 L5

2l < t < 241 implique (2'2)? < (tx)? et e=(@)* > ¢=@"9)” Donc on a : e <
(tz)? .
e~ Diou

[oe} “+00 )2 —+o00
S @)t @ < [yt F L / (2uyte
1=0 1 t 3
+ —N7tee
<f[TEY-s] s
. ulh —N|.
2
pour tout N € N* aussi grand que 'on veut. O

2.3.2 Extension a la continuité sur ’espace de Hardy

Apres avoir prouvé que l'opérateur 7' (du Théoreme 2.1.1) est borné sur les atomes,
on souhaite maintenant montrer que 7" est borné de I’ensemble de ’espace de Hardy
H' vers son dual (H')* (et plus précisément vers BMO) avec une norme contrdlée
par A.
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

Si f € H! alors il existe une décomposition f = 3% \;a; ot les a; sont des
atomes et 3% [\i| < 2||f]| - On sait comment borner I'opérateur sur les atomes,
on voudrait étendre cette continuité en passant a la limite dans

N N
=0 =0

afin d’appliquer le Théoreme 2.3.1. Lorsque N tend vers l'infini, cette derniere
égalité peut ne pas étre vérifiée. En effet, on peut trouver dans [Bow05] un exemple
(dtt & Meyer) d’une forme linéaire bornée sur les atomes, et non bornée sur 1'espace
de Hardy tout entier. Donc, dans le but de vérifier rigoureusement cette étape, on
va avoir besoin d’utiliser les spécificités de notre situation. Pour ce faire nous allons
utiliser une approximation de l'identité bien adaptée a notre cadre de travail :
<6_8H>s>0-

On commence par montrer que T'e (la version régularisée de T') satisfait la
méme estimation que celle du Théoreme 2.3.1 :

—sH

Théoréme 2.3.3. Supposons (2.1.5) et (DUE). On considére un opérateur fizé
T, borné sur L?, qui commute avec H et qui vérifie la Propriété (H,,(A)) pour un
d 4M

certain entier m € [5, 57|. Alors, uniformément par rapport a s > 0, l'opérateur

Te=*H wérifie la Propriété (H,,(A)) et donc, par le Théoréme 2.5.1, 'estimation :

sup sup [(Te™""a,b)| < 4,

s>0  a,b
ot la borne supérieure est prise sur [’ensemble de tous les atomes a et b.

Démonstration. On pose U, := Te *H. 1l suffit de montrer que U, satisfait la
Propriété (H,,(A)) uniformément en s > 0, c’est-a-dire

1 1
VUt (P | ooy S A(By)F(By)3,

pour deux boules quelconques B, et B, de méme rayon r > 0. Tout d’abord on
remarque que

r2 \"
Uswml(rQH) = Te_SH(rzH)me_’”QH = Twm,1((7“2 +s)H) <r2 n 3> ;

de sorte que

7,2

r2+s

||U5¢m71(T2H)||L2(BT)HL2(B~T) = ( > ||T¢m,1((r2 + S)H)HLQ(BT)*)LQ(,B\:).
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2.3. De la Propriété (H,,(A)) aux estimations de dispersion

Comme 72 < r2+s5, les boules de rayon 7 sont incluses dans les boules concentriques

de rayon /72 + s notées B, 2 et B /o7, Ainsi (par la Propriété (H,,(A)) pour
T et la propriété de doublement de la mesure)

”Uswm 1 )HL2 (B,)—L2(B,)

<r2+s

(7,2 n S) Bm)%#(Bm)%

<r2+s

<4 ( " ) m&ﬁmﬁ )7 < Ap(B,)?u(B,)?,

|T77Z)m1 r +S> )||L2(Bm)~>L2(BN

<
[N}
+
Cn
ﬁ
N
[N
<
< N
|+
VA
[

ou la derniere inégalité vient du fait que m > g. Ceci acheve la preuve de la
Propriété (H,,(A)) pour 'opérateur Us; et toutes les estimations sont uniformes

par rapport a s > 0. O]

Afin de prouver que I'on peut passer a la limite quand N tend vers I'infini dans

Te 1 (i )\~a~> = i NTe q;
i=0 i=0

pour des atomes a;, on doit montrer une certaine continuité de I'opérateur Te=*

Théoréme 2.3.4. Si T est un opérateur borné sur L* qui commute avec H et si
Uespace ambiant X wvérifie le contrdle inférieur uniforme du volume (2.1.6), alors
pour tout s > 0 : Te " envoi L' vers L™ et

HTeisHHLl*)Loo 5 87%.

sH

Démonstration. Par commutativité on peut écrire Te 3 = e=3H/2Te=sH/2 Donc

|1Te™ e < Nle™ 22| T o rzlle™2 ™ [l o oe.

En utilisant les estimations Gaussiennes ponctuelles du noyau de la chaleur et
(2.1.6), on en déduit par un argument 7*7T" que

le™2 1T 2 = e lpisree

=supps(z,y) S s 2;
'Z,7ly

[V
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

et par dualité

le 2 )| piyre = [le 27 || o S 575,

Ce qui par conséquent nous donne l'estimation annoncée. O

Nous sommes maintenant capable d’établir le résultat sur I’espace de Hardy
H*' tout entier :

Théoréme 2.3.5. Supposons (2.1.5), (2.1.6) et (DUE). On considére un opérateur
T, borné sur L?, qui commute avec H et qui vérifie la Propriété (H,,(A)) pour un

certain entier m € [‘21, 49/[] Alors T et Te™*! pour tout s > 0, peuvent s’étendre

continument de H' dans BMO (et donc en particulier dans le dual (H)*) et on
a

\T|| = B0 + sug) |Te” st |lmisemo S A.
s>

Démonstration. Soit f € H' dont on donne une décomposition atomique. Les
atomes sont uniformément bornés dans L' donc la limite

+oo N
— 4= 1 0
f ; )\zaz N—1>I—Ii-100 ; )\2011

a lieu dans L.
De plus, a; € L implique que Te™*# (a;) € L*° d’aprés le Théoréme 2.3.4. Donc
la limite

N
2 : _ —sH E : o : 2 : . —sH(
Te (NEIEOO Ai al) N 1irJrrloo Te ( Ai az) o Nliriloo =0 )\ZTB <al)

=0

est valide et a lieu dans L pour tout s > 0 fixé. Ainsi
e H( Z NTe *H (a;) (2.3.3)

Pour f € H', il existe une décomposition f = 3=, \;a; avec des atomes a;, >_; | \i| <
+00, et 3 [Ni| < 2||f|lzr. On veut estimer

| Te " fllzmo = sup (Te™*" f,b)|

ou la borne supérieure est prise sur I’ensemble des atomes b (d’apres la Remarque
2.2.15). Par le Théoreme 2.3.3 et (2.3.3), on a :

_SHZA% |<ZI>\II e a;, b)]

<IN S Al
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2.3. De la Propriété (H,,(A)) aux estimations de dispersion

Donc
HTefsH lmsmvo S A

et la constante implicite est uniforme en s > 0.

Considérons maintenant la continuité pour l'opérateur 7. On sait que (voir
[BZ08] par exemple) H' N L? est dense dans H' (puisque tous les atomes sont
dans L?). De plus (e~*),5¢ est un semi-groupe fortement continu de £(L?) donc :

Ve L?, limle™ f ~ flz2 =0.
On se donne f € H* N L? de sorte que Tf € L? et un atome a. On a aussi
(Te 1 f = Tf  a)| < =T f = Tflalale =, 0.
Par conséquent, uniformément par rapport a ’atome a, on a
(Tf. o)l =lm (Te™"f, a)| < Allf]lm.
Donc, pour tout f € H' N L?:

1T fllvo S AllSf -

Comme BMO est un espace de Banach, T" admet une extension (que ’on notera
encore T') qui est bornée de H' dans BMO et de H' dans (H')* car BMO —
(HYY*. ]

2.3.3 Interpolation

Ayant obtenu une borne sur ’espace de Hardy, on veut maintenant interpoler cette
continuité pour conclure la preuve du Théoreme 2.1.1.

Preuve du Théoréme 2.1.1. On considére un opérateur 7' borné sur L2, qui com-

mute avec H, et qui vérifie la Propriété (H,,(A)) pour un certain m € [g, %]

Alors le Théoréme 2.3.5 montre que 7' admet une extension continue de H' dans
(H"')*. On veut donc faire I'interpolation entre les deux continuités suivantes :

1T 222 S 1

Fixons p € (1,2). Alors, en choisissant § = % —1€(0,1) et % =1- % (c’est-a-~dire
)

q=7p'), d’apres le Théoréme 2.2.16, si u(X) = +o0, on a
T: (L* H"Y)p=LF — (L* (H")*)g — L
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

Il s’en suit la continuité de 7' de L? dans L¥'. Plus précisément, si 'espace X n’est
pas borné alors

(VA PPy I e

Si 'espace X est borné, alors le Théoreme 2.2.17 donne

T, S A7 = 437

~

11
||T||L1’~>L1”/ S APV 4+ B,

si tant est que ||T'|| ooz S B. O

2.4 Application aux inégalités de Strichartz

Dans cette section, on veut tirer avantage des estimations obtenues précédemment
dans le cas particulier ou T est donné par le propagateur de Schrodinger, pour
en déduire des inégalités de Strichartz avec perte de dérivées, comme introduites
dans [BGT04b].

En particulier, on s’intéresse & des estimations dispersives LP — L avec une
borne polynomiale. Il est naturel de se placer dans le cas d’'une mesure Ahlfors
réguliére (en plus de la propriété de doublement). On rappelle que I’espace de type
homogene X est dit Ahlfors régulier s’il existe deux constantes positives ¢ et C'
telles que pour tout x € X et r > 0 :

cr® < u(B(z,r)) < Crt. (2.4.1)

A partir de maintenant, on supposera cette propriété.
Pour établir des inégalités de Strichartz a partir d’estimations de dispersion,
on va adapter le résultat de Keel et Tao de [KT98], & savoir :
Si on considére (U(t))ier une famille d’opérateurs uniformément borné sur L?,
c’est-a-dire :
sup U(8)] 1212 S 1 (2.4.2)
teR

et telle que pour un certain ¢ > 0
Vt# s e R |U(S)U) || prospee S E—s]77. (2.4.3)

Alors il est prouvé dans [KT98| que, pour toute paire admissible d’exposants (p, q),
c’est-a-dire qu’ils vérifient
1 N o o
p q 2
NU®) fllzeee SN lze-

En suivant exactement leur preuve, on a le résultat suivant :

on a
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Théoréme 2.4.1. Supposons que la famille (U(t))er vérifie (2.4.2) et pour un
certain o > 0

Vit # s € R|UGS)U@) | aromry St —s]77. (2.4.4)
Alors, pour toute paire d’exposants (p,q) vérifiant
Lo o
poq 2

avec q # +00, on a
U@ fllzzs S 11 f Nz,

ol on a supposé de plus que

o2
Vi s € R UV e S — o 7 2) (2.4.5)
dans le cas ou X est borné.

On ne donne pas de preuve de ce résultat puisque c’est exactement la méme
que dans [KT98] en remplacant I'espace L' par I'espace de Hardy H'. La preuve
repose sur l'interpolation entre les deux continuités (2.4.2) et (2.4.4), ce qui est
toujours possible avec I'espace de Hardy d’apres le Théoreme 2.2.16.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat suivant :

Théoréme 2.4.2. Supposons (2.4.1) et (DUE). On considére un entier £ > 0.
Si Uopérateur T,(H) = ey (h2H) satisfait la Propriété (Hy(|t|"2)) pour un
certain entier m > g pour tout t € [—1,1] non nul, alors pour toute paire (p,q)
vérifiant (2.1.1) avec q # +o0, on a

1
1 . P
([ e gaalB ) £t S oy (2D o
On a aussi une version “semi-classique” de cet énoncé, impliquant une perte de
dérivées :

Théoréme 2.4.3. Supposons (2.4.1) et (DUE). On considére un entier £ > 0.
Si pour certains hg > 0 et v € [0,2) (ou v € [1,2) si X est borné) l'opérateur
T,(H) := e"™ipoy(h*H) satisfait la Propriété (H,(|t|"%)) pour un certain m > 4
et tout t tel que

R < |t < A et h < ho,

alors pour toute paire (p,q) vérifiant (2.1.1) avec q # 400, on a
1 - .
([ N b2 ) 1) S 075 Ny (B2 H) ) o
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

Remarque 2.4.4. On tient a faire remarquer les deux points suivants :

1. D’aprés les arguments le la Proposition 2.2.19, si eHapyy(h?H) satisfait la
Propriété (Hy(|t|72)) pour un certain entier £ > 0 alors ¢ iy (h2H) sa-

tisfait aussi la Propriété (H(|t|"%)) pour tout entier ¢ > (.

2. Le cas v > 2 est facile (comme expliqué dans I’Introduction). Lorsque X
est borné, on ne peut pas espérer v = 0 a cause de ’exemple d’une donnée
initiale constante (voir la Section Introduction 2.1).

Preuve des Théoremes 2.4.2 et 2.4.53. On ne détaille que la preuve du Théoreme
2.4.3 qui est un peu plus technique, et on laisse les modifications mineures pour
prouver le Théoreme 2.4.2 au lecteur.

On fixe un intervalle J C [—1, 1] de longueur |.J| = h" et on considére

Ut) = ]1J(t)eitH¢é,%(h2H).

On veut appliquer le Théoréme 2.4.1 avec 0 = % et un entier adapté assez grand
M (qui permet de définir I’espace de Hardy). On fixe donc Uentier M > 377” assez
grand pour considérer les atomes et ’espace de Hardy associés a ce parametre ; et
on am €[4, 2] comme il est requis dans le Théoréme 2.3.5.

Puisque x — eit‘”w, 1 (x) € L*(R,) est uniformément bornée par rapport a t,

le Théoreme 2.2.2 montre alors que :
sup [[U(8)fllz2 = 1Ly 1 (WPH) fllz2 S 1 f]l 22

ce qui correspond a (2.4.2).
Vérifions maintenant (2.4.4). On a

UU(s)" = L)1y (s)e" by 1 (WH) (e o)y 1 (h* H))
= L,(0O1s(s)Tio(H),
ou on a utilisé que H est auto-adjoint et que |1, 1 |2 = 1bgp. Puisque J est de lon-
gueur h? alors U(t)U(s)* s’annule sauf lorsque |t —s| < h". Dans ce cas, U(t)U(s)*

satisfait la Propriété (H,,(|t — s|~%)) par hyptohese. Donc, d’apres le Théoréme
2.3.5, on en déduit

1
|t — 5]

IUOU () fllry- S 7l 1l

ce qui correspond a (2.4.4).
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2.4. Application aux inégalités de Strichartz

Vérifions enfin (2.4.5) dans le cas ou X serait borné. De la méme fagon puisque
le propagateur de Schrodinger est unitaire sur L2, on a

IUOU () w2 < 1R H) o 12
avec |t —s| < hY < 1. On rappelle que pour tout p’ € [1,2) :

1

e < h- G g

~J

Par un argument 77, on a
[ (h* H)ll o o po = (R H) |70, 2
Donc
_df1_1 _d(1_1 _df1_1
JOUE e <0 08 <o 568) <1 03)

des que v > 1.
Ainsi on peut appliquer le Théoreme 2.4.1. Pour toute paire (p,q) vérifiant
(2.1.1) avec g # 400, on a donc

([ 10@®gltiadt)” S lglse
C’est-a-dire )
([ e, 2 H)gllhade)” S gl
En prenant g = 1/1&%(h2H)f alors @DE,%(th)g = 1o (h?H) f donc

([ 1B adt) S 1y () (2:46)
N

On subdivise maintenant [—1,1] = | J Ji, ott les Jj, sont des intervalles disjoints
k=1

de longueur inférieure a h”. Le nombre total d’intervalles est donc N < h%
D’ou, par (2.4.6)

1 N .
| e a2 H) fdt S S [ € (02 H) flfdt S Nl (02 H)FIE
k=1""k
et ainsi

1 o1
(/1 HethwE(MH)inth) S Sy (PE)
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

On peut maintenant prouver le résultat principal de cette section, a savoir :
d
comment la Propriété (H,,(|t|”2)) implique des inégalités de Strichartz avec une
perte de % dérivées :

Théoréme 2.4.5. Supposons (2.4.1) et (DUE). On considére un entier £ > 0. Si
pour certains hg > 0 et v € [0,2) lopérateur Ty(H) := e™ipy,(h*H) satisfait la
Propriété (Ho,(|t|™2)) pour un certain m > 4 et tout t tel que

R2<|t| <R et h<h,

alors pour toute paire (p,q) vérifiant (2.1.1) avec q # +oo, toule solution u =
ey du probléeme
10w+ Hu=0
{ Ujg=0 = Uo
vérifie
[ull e (-1,00,00) S lluoll, 2.2

Remarque 2.4.6. On peut considérer des données initiales plus réguliére, au sens
ou si pour un certain 6 >0 :

d
S5
2 )

2 d
4 - =
q
alors on a
[ullzr—1,0,00) S lluoll, 5422

Démonstration. On applique le Théoréme 2.2.8 & u(t) = ey :

([ Wt mnuor )’

La fonction ¢ dépend aussi des parametres hg, £. On omet cette dépendance pour
plus de clarté. En prenant la norme LP([—1,1]) en temps de cette expression,
I'inégalité de Minkowski mene a

lu@l[ze S llp(H)u(®) o +

La

1

([ otz )
0 S

=I1

Nl 2o (=1,10.00) S lo(H )| zo(=1.1],09) +
=T

Lp([-1,1])

Alors (UE) et (2.4.1) implique que ¢(H) a un noyau vérifiant des estimations
Gaussiennes ponctuelles (2.2.2) a ’échelle 1 (ou plus précisément hy mais on ne
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tient pas compte de cette dépendance) donc en particulier est bornée de L? dans
L9 (car ¢ > 2) et donc

I <l uollpo-1,,22) < luollze < lluoll 2.2,

car le groupe de Schrodinger est une isométrie sur L2,
Puisque p > 2, l'inégalité de Minkowski généralisée et le Théoreme 2.4.3
donnent

S

1
ho 2y ds\?
([ Faemal )

1
ho 2y ds\ ?
([ s )

ol on a utilis¢ que £ > 1 (car £ > 1, v € [0,2) et p = 2) et le fait que

ho ds 3
1< ([ a0 )

<

~Y

< ol
L2

s 1 (SPH) =, 2 1 (sPH)H
b p?
d’apres le Théoreme 2.2.8. Finalement, on obtient

Nl o (-1,10,00) S HUOHW%J'

]

2.5 Estimations de dispersion pour l’opérateur
de Schrodinger a travers ’opérateur des
ondes

Cette partie a pour but de montrer sous quelles conditions on peut prouver I’'Hy-
pothese (H,,(A)). Plus précisément, on va montrer que sous de bonnes hypotheses
sur le propagateur des ondes associé a notre probleme, on est en mesure de montrer

(H(Jt]72)).

2.5.1 De la dispersion pour les ondes a la dispersion pour
Schrodinger

On rappelle que 'on veut obtenir
_d
T2 (H) || —Byo S [E2
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

ot Ty(H) = eHapy(h®H) pour t appartenant a un intervalle aussi grand que
possible. Grace a la section précédente, il suffit de vérifier que e®py,(h* H) satisfait
la. Propriété (H,,(|t|2)) (pour certains parametres £,m,, ho), qui peut s’écrire
avec (2.4.1) : pour toutes boules B,, B, de rayon r

2

d
i 7\’
||€tHw2K(h2H)wm(T2H)HL2 )*)LQ(BT < (|t‘) ‘ (251)
Nous voulons utiliser la formule d’Hadamard, qui décrit comment le propaga-
teur de Schrodinger peut étre construit a ’aide du propagateur des ondes. Rap-
pelons brievement comment on 'obtient : la formule de Cauchy donne pour tout
a € C tel que Re(a) >0 :

52

_1 _ & _1 _ _az?
a 2e 2 = (2m) 2/6 e da.
R

Par imparité, et en notant z = i, on a

_252 /—l—oo 5 52 ds
COS S
RV CVE

Puisque H est un opérateur auto-adjoint positif qui admet un calcul fonctionnel
L*°, on en déduit la formule de transmutation d’Hadamard :

\/_/ cos(svVH)e™ = jSZ (2.5.2)

On donne maintenant une condition acceptable sur le propagateur des ondes
sous laquelle (2.5.1) peut étre démontrée grace a (2.5.2).

Hypothese 2.5.1. Il existe r € (0,00] et un entier mq tels que pour tout s € (0, k)
on a : pour tout r > 0 et toutes boules B,, B, de méme rayon r, alors

d—1 -4
o\ 2 IL—sl\ *
I cos(s\/ﬁﬁ/)mo (TzH)||L2(B7»)—>L2(E) S ( ) (1 i ) |

s+r T
ot L = d(B,, B,).

On montrera dans la Section 2.6 des exemples ou l'on sait vérifier cette hy-
pothese. Elle n’est autre qu’'une version améliorée du principe de propagation a
vitesse finie pour 'opérateur des ondes. Plus précisément, on s’intéressera aux cas
de l'espace Euclidien et d'une variété Riemannienne lisse, ou l'on connait bien
I'opérateur des ondes.
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Remarque 2.5.2. En utilisant les mémes arguments que dans la Proposition
2.2.19, on peut montrer que si I’Hypothese 2.5.1 est vraie pour un entier mqg alors
elle est aussi vraie pour tout entier m > my.

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 2.5.3. Supposons (2.4.1), d > 1, (DUE) et I’Hypothése 2.5.1 pour
k = oo. Alors pour tout entier m > max(%,mg + [%b (ot mo est donné par
I’Hypothese 2.5.1) on a pour tout t € R* :

2\ 2
itH 2 r

ot la constante implicite dépend de m,m'. Par conséquent, e satisfait la Pro-
d
priété (H,,(|t|"2)) pour tout t € R*.

Théoréme 2.5.4. Supposons (2.4.1), d > 1, (DUE) et I’Hypothése 2.5.1 pour
k € (0,00). Alors pour tous e > 0 et 0 < h < 1 tels que h* < |t| < h'Te, et tous
entiers m’' > 0 et m > max(%, mo + [%b (avec mo donné par I’Hypothése 2.5.1),
on a

i r?\ 2
||€tme’<h2H)1/}m<T2H)||L2(BT)_>L2(’B5:) 5 <|t|> s (254)

ot la constante implicite dépend seulement de ¢ > 0, m, et m’. Par conséquent,
. d
eHap (W2 H) satisfait la Propriété (H,,(|t|™2)) pour tous h* < |t| < h'Te ete > 0.

Preuve des Théoréemes 2.5.3 et 2.5./. On prouve uniquement le Théoreme 2.5.4,
qui est plus difficile, et on laisse le lecteur vérifier que la méme preuve permet
d’obtenir le Théoréme 2.5.3; plus facile car la quantité I, (qui sera définie ulté-
rieurement dans la preuve) s’annule.

Etape 1 : Quelques réductions faciles.

On remarque que le cas r > y/|t| est facile par le calcul fonctionnel borné. En
effet

™ e (W2 H Yo (7 H) 2, 1235

d
< e P (B2 )i (7% ) | oy ST S (W) .

On peut donc se restreindre a montrer le théoréeme pour 72 < [t].
Supposons ensuite que (2.5.4) est prouvée pour chaque h € (0, 7]. On va montrer
qu’elle est alors aussi valable pour h > r. Fixons donc deux boules B, et B, de
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rayon r < h. On a

™ s (B H o (7 )| 25, 1237

7,,2m

S
(’12 + r2)m
h?

N h? 2
5 (h) ||€ I/Jm’(?HWW((? tr )H)HLQ(BP)_)LQ(E;)’

itH h2 h2 2
He wm’(?[—owm((? +r )H)||L2(Br)—>L2(§;)

ou p = «/%2 +72>7r, p~h et onnote B, = 2B, la boule dilatée et concentrique

(méme notation pour B,). En utilisant (2.5.4) a échelle p (car p > h/+/2) on
obtient

1 o (B2 H Yo (2 HD)| Al
m m L2(B)—12(B) ~ \ ]

ou on a utilisé que m > d/2 et

r2m hd d7,2m—d - 4
h2m =T thfd —

(puisque r < h).

Donc, dés que (2.5.4) sera prouvée pour h < r, alors l'autre cas s’en suivra
immédiatement.

On suppose donc que h < r et r? < |t|.

Pour un entier m’ # 0, on a

/

I EA 2
) ethe_h me’—km(TZH)'

S (W2 H o (12 H) = (
En utilisant h < r, il vient
i it—h?
e tme’(th)l/’m(rzH) ||L2(Br)—>L2(/§;) S ”e( e )me’+m<r2H) HL2(BT-)—>L2(J/3:)‘

Ainsi, si (2.5.4) est prouvée pour m’ = 0 et un certain entier m, alors d’apres
le Théoreme 2.2.20, elle sera aussi vraie pour m’ = 0 et n’importe quel entier
m” > m. Donc, d’aprés l'observation précédente, (2.5.4) sera valide pour tout

m =m"—m>0.
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Finalement, on peut se restreindre a montrer (2.5.4) pour m’ = 0, h < r et
r? < |t], ce que I'on suppose donc pour le reste de la preuve.
Etape 2 : Décomposition en trois régimes.

N c 1 i —_h2 _ .
On fixe le parametre h et on considere e*e=""H# = ¢=*H pour z = h? —it. Par

la représentation (2.5.2), on a

2

o0 2 ds
= — H)e = .
e /0 cos(sV H)e 1 N

On scinde cette intégrale en trois parties. Considérons la fonction lisse suivante :
0<x<1

x € C*(Ry) définie par x(x)=1size[0,]  avec de plus Vn € N,
X(x)=0sixz e [%,—i—oo]

n
I < ()"
On découpe l'intégrale comme suit :
" 2 ds

e M = /X(s) cos(s\/ﬁ)e_% \j% + ‘%l(l —x(s)) COS(S\/E)G_E Tz + 1(H),

ou I, =0 si k=00 et sinon

I.(H) := /:0(1 —x(9)) COS(S\/E)G_% \;l%

Etape 3 : Les deux derniers régimes.
Le second terme s’estime en utilisant I’'Hypothese 2.5.1 de la fagon suivante (on
rappelle que z = h? — it de sorte que |z| ~ |¢]) :

H/;(l —x(s)) COS(S\/E)@Dm(TQH)e_% jsz

L2(By)—L2(By)
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Le dernier terme I,(H) s’estime uniquement en par la continuité L? — L? du
propagateur des ondes :

||[H(H)¢m(r2H)HLz(BT)Hp(I{)
oo _s? Re(1y ds
5/ I Cos(svH)@bm(r?H)HLQ(BTHLQ(E)e - R (z)||
K z
+oo

< 6_u2 du
~ Jo/Re(2) /Re@)\/ﬁ

-1
+oo w2 N2Re(11;) 1

< 7 - 2 —

N(/o e du)e (,/Re <Z)\/|t|) :

Etant donné que Re(%) = % 2 %2 (puisque [t| > ?), on a

e (n)
5 2
|1 (H )t (1 H)HL2(BT)—>L2(E?7)’S h <]t|) ’

pour k > 0 aussi grand que I'on veut parce que 2% > 1 (en effet [t| < R < h).

t] ~

On remarque que la constante implicite peut dépendre de k.
Puisque l'on a réduit la situation a h < r, il vient
d
(7
t]

1 k d
[tz (1" ok
h h ~ It]
14+k+d 5+4

dés que [¢|2HFHE < pIHRH cest-a-dire [t| < b3S < B S ce qui est vrai
pour k assez grand puisque |t| < 1T

On a donc obtenu la borne souhaitée pour les deux dernier termes. Il reste a
traiter le premier et plus difficile.

AN

Etape 4 : Le premier régime.
On veut utiliser des intégrations par parties en s. Pour tout entier n > 0, et
tous s > 0 et z € C tel que Re(z) > 0, on a

w2 s s sn-213]
68 €| = 12 cnz—n—i—cn_lz +...+Cn72L%J7 ,

n—1 Zn—\_%]

ot les constantes numériques (c;); ne joue aucun réle pour 'estimation. En faisant
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2n intégrations par parties (tant que m >n), on a :

/0 * cos(sVH )b (r>H) x(s)e™ = ds
—/“C“*”@D¢mw%ﬂa?{m>e4{ds
_/ cos(s\/H)r2™ o (r2H) chx% B (5)0k <e 4z>d
- / cos(sV/H )2y (r2H).

o k) sk k—2| %] ;
n— 4z _ n|f—om—o—
ZX e Zk+"‘+cn—2L§J Zk—L§J s,

ou encore une fois les ¢; désignent des constantes numériques, pouvant changer de
valeurs de ligne en ligne, sans que cela n’impacte le résultat. Le comportement de
la somme sur k est gouverné par ses deux termes extrémaux (c’est-a-dire quand
k=0 et k= 2n). En ne gardant que ces termes extrémes pour estimer la somme,

puisque |z| ~ |¢|, on a

H/OJFOO cos(s@)¢m(r2ﬂ)x(s)e_% \(jSE

L2(By)—L2(B,)

o ltl

2n 2n
a ./ 2 om T S 1 ds
S e Yl 5 Km) +<|t|> +|t|"] ]

2 N |L — s - r\ " s\ 1| ds
< r 1 2n o 2 L
< G) (*‘ r ) ' Qﬂ) *(m) e

T
i
ot on a utilisé PHypothése 2.5.1 (ce qui est permis si m—n > my) et L := d(B,, B,).

Sin = [%1], alors premiérement

— _dtl n n
/23' < r )Clzl m |L — s 2 rj s < +w(1+u)7% rdu rj ?
0 s+ r |t] it| — Jo | \ ¢l

[0

card>1et2n—|—%2
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Pour le second terme, on a
_ _dt1 n
/'ﬁ( r >d21 1+]L—3| > (rs\" ds
0o \r+s r || It]
_ _dt1

piz o |L — s 5 on_d=1 ds
< o / 1+ s 7 —
[t[* o r i

ri7 () =5 o a1 Tdu 2\ #
5 2n <> / (1 + U’)_ 2 5 () )
I r 0 e =\l

car 2n — % > 0.
Enfin pour le dernier terme :

jia}

/r ( r )dzl < |L — s -5 r2" ds r2\" oo a1 rdu
1+ ) = < <> JANCE R
0 \r+s r |t\”\/m it| ) Jo \/m

2\ "3 2
<(w) =)
iz I

parce que n + % > g. Les termes intermédiaires dans I'intégration par partie ont
tous un comportement intermédiaire. On fait remarquer que ces derniers calculs
requierent m —n > mg ce qui est vrai puisque m > mqg+ [%W etn = [%1 Ainsi

[N]IsH

le™ 4 (r*H)

HLQ(BT)HLQ(,B:)
d
NE
ds < (r )2’
vz L2(B,)—L2(B,) |t]

ce qui conclut la preuve. O

/OJFOO cos(sx/ﬁ)@bm(7“2H)e_g

2.5.2 Une digression a propos de ces propriétés de disper-
sion et de la mesure spectrale

Supposons que "'Hypothese 2.5.1 est vérifiée pour k = 1.
En suivant le méme raisonnement qu’aux Sections 2.3 et 2.4, on en déduit que
I'inégalité que 1’on a supposée :

_d+1

d—1 2
T\ 2z [L—s[\ 7
I COS(S@)¢mo(T2H)||L2(B)—>L2(§) S < > <1 * ) ’

S+ r
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nous permet de prouver que cos(sv H) est borné de l'espace de Hardy H' dans
I'espace BMO (construits avec un parametre M assez grand) avec

d+1 d—1
| cos(sV/H ) (r*H) | mspno S 7% (s+1)7 T, Ws| < L.
Cela correspond a un équivalent H! — BMO d’une estimation de dispersion plus
classique L' — L°. En appliquant I'argument d’interpolation de Keel et Tao
(comme on 'a détaillé précédemment) pour le propagateur des ondes, cela nous
permet d’obtenir des estimations de Strichartz pour I’équation des ondes : pour

des exposants p, ¢ admissible pour les ondes et § > 0 vérifiant
1 d d
4= = 57
p oq 2

toute solution u = cos(tv H)uy du probleme

O2u+ Hu=0
Ujt=0 = Uo
8tu|t:0 =0
satisfait :
lullze=1,1,09) < lluollwsez. (2.5.5)

De telles inégalités de Strichartz pour I’équation des ondes nous permettent de
déduire des estimations L? — L4 précises pour le projecteur spectral (introduit par
Sogge [Sog88]), comme expliqué par Smith dans [Smi06]. Sans donner de détails,
on va juste donner l'esquisse de la preuve de [Smi06] pour vérifier qu’elle peut
s’adapter a notre cadre de travail général.

Considérons A > 0 et le projecteur spectral

H)\ = 1[A7A+1)<\/ﬁ).

On définit une fonction p par

1 .
pa(z) ::/ e~ cos(tx)dt

-1

dont un calcul direct nous permet d’écrire

sin(A — x sin(\ +
pA(T) = )E—x) )E+x)

On remarque alors que py(z) € [3,2] siz € [A, A+1). Ainsi, par le calcul fonctionnel
borné L2, on en déduit que pour f € L?

I\(f) = /_11 e~ cos(tVH) [px(\/ﬁ)_lﬂ)\f} dt,
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

avec px(v H)™ I, un opérateur uniformément borné sur L? (et aussi tout espace
de Sobolev basé sur L? puisqu’il commute avec H).

En appliquant (2.5.5), on obtient donc que pour g € [%, 00) :
Il < [Jeos@VE) [pa(VE) ]|,

S eV

S fllwswe S ANl 2z,

ou d(q) est donné par
1 d d

54‘525—5((]).

Si on suppose de plus les estimations dites des “fonctionnelles carrées” (voir
[Smi06]), alors par interpolation avec la borne triviale L? — L?, les inégalités de
Strichartz impliquent (comme expliqué dans [Smi06]) :

<

[V /[ERIIS

ai(ioty 4t
2 \27¢ 2 < g <28t
{ A p S e=d=2n (2.5.6)

Remarquons que si on suppose seulement I’'Hypothese 2.5.1 pour x = oo, alors
en combinant les Théoremes 2.4.5 et 2.5.3 on obtient gratuitement des estimations
de dispersion sans perte de dérivées : pour tout p € (1,2] on a

i < tG7)
e oy o S 1]

uniformément en par rapport a ¢t € R. Ainsi si opérateur H (ou v H) admet une
mesure spectrale avec une dérivée de Radon-Nicodym, en suivant [BO13, Corollaire
3.3], on sait que des estimées de Restriction sont valables, a savoir :

HdEH(A) < ARG
dN |
ou Fy (M) est la mesure spectrale de H et p € |1, %). On a aussi d’autres esti-

mations pour des dérivées d’ordre plus élevé, et on renvoie a [BO13] pour plus de
détails. De telles estimations donnent en particulier pour A > 1 :

dEH(S) ds

ds Lr—L?
(A+1)? g 1_1yds

/

(A +1)2

2

||H>\||LP—>LP/ 5//\

~ Ja2 S
< Ad(%_g)—l S A2d(%_%)_l' (257)
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2.6. Les cas Euclidien et Riemannien

Ainsi, 'Hypothese 2.5.1 seule nous permet de retrouver I'estimation (2.5.6) mais
pour une plage d’exposants ¢ = p’ plus petite (que celle que I'on obtient en suppo-
sant des estimations aux fonctionnelles carrées). En effet la plage d’exposant dans

(2.5.6) est donnée par 'exposant critique 1 < p < 2%.

2.6 Les cas Euclidien et Riemannien

Pour renforcer la légitimité de I'Hypothese 2.5.1, on vérifie sa validité pour l'opé-
rateur de Laplace-Beltrami H = —A dans les quatre situations suivantes :

« Despace Euclidien X = R? avec k = 00

e une variété Riemannienne lisse compacte de dimension d avec x donné par
le rayon d’injectivité;

e une variété Riemannienne lisse non compacte de dimension d avec une géo-
métrie Cp° et £ donné par la géométrie;

o une perturbation lisse de I'espace Euclidien X = R?: H = —%V-(AV-) (pour
une fonction p uniformément non dégénérée et une matrice A de dérivées
bornées) qui est un opérateur auto-adjoint sur R¢, équipé de la mesure du =
pdx, avec k < oo (dépendant de A et p).

Proposition 2.6.1. Dans les quatre situations précédentes, I’Hypothése 2.5.1 est
satisfaite.

La preuve se base sur la propriété suivante (qui est un raffinement de la pro-
pri¢té de propagation a vitesse finie pour 'opérateur des ondes) : pour B, B deux
boules de rayon r, en notant L = d(B, B), pour tout s € (0,x), on a :

e si L > s+ 2r alors la propriété de propagation a vitesse finie a lieu

|| COS(S\/F)HLQ(B)_JQ(E =0; (261)

)

e si L <s—10r alors

d—1 _g+l
ro\z |IL—s|\ ?
ooV oy ) S (o (1 ; ) (262

r+s T
On renvoie le lecteur a l'introduction pour plus de détails sur la propriété
de propagation a vitesse finie de I'opérateur des ondes; qui implique (2.6.1). La

propriété (2.6.2) est assez standard, voir par exemple [Bér77] pour le cas d’une
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE STRICHARTZ

variété Riemannienne compacte (ol une parametrix en temps court est explicitée)
et I’Appendice 2.7 ou on explique en détail les calculs dans le cas Euclidien.

En particulier, on recouvre partiellement les résultats de [BGT04b, ST02] (a
une perte € > 0 pres aussi petite que 'on veut). En effet, en combinant la Propo-
sition 2.6.1 avec les Théoremes 2.4.5 et 2.5.4 (pour v = 1 + ¢), on a le corollaire
suivant :

Corollaire 2.6.2. Toute variété Riemannienne lisse compacte ou non compacte
avec une géométrie Cp° (ou comme précédemment pour une perturbation lisse de
Pespace Euclidien avec des fonctions p et A) satisfait des inégalités de Strichartz
avec une perte de dérivées % + &, pour tout € > 0.

En conclusion, on a obtenu que des que 'on connait une bonne propriété de
dispersion L? — L? micro-localisée (en temps court) pour ’équation des ondes (Hy-
pothese 2.5.1) alors on peut obtenir des inégalités de Strichartz et des estimations
de dispersion pour I’équation de Schrodinger (avec une éventuelle perte de déri-
vées si k£ < 00). On souligne le fait que dans le cas d’un sous-ensemble convexe de
I’espace Euclidien avec un bord, alors I'opérateur des ondes pour le Laplacien de
Dirichlet ne vérifie pas 'Hypotheése 2.5.1 (& cause d'une perte, optimale, de 1/4
dans l'exposant principal dans ce contexte); voir [ILP14] d’Ivanovici, Lebeau et
Planchon.

Preuve de la Proposition 2.6.1. On détaille la preuve uniquement dans le cas Eu-
clidien avec kK = 00. On laisse le lecteur vérifier que le reste est valide (quitte
a changer quelques notations) pour une variété Riemannienne compacte avec k
donné par le rayon d’injectivité. En effet, la preuve repose sur (2.6.2) et une for-
mulation précise du noyau des ondes autour du cone de lumiere, qui est obtenue
par une parametrix de Hadamard, et a la méme forme que dans le cas Euclidien,
voir [Bér77]. Concentrons-nous donc sur la situation Euclidienne.

Premieérement, si s < 10r alors, par la propriété de propagation a vitesse finie
et les estimations de Davies-Gaflney, on a

_ d(B,10B)?2
H COS(S@)¢<T2H)”L2(B)_>L2(§) < "¢(T2H)||L2(B)_>L2(10§) 5 € 4r?
L oddl Can
T T

_ _d+1
) )
r—+s T

car s S r; ce qui est 'estimation souhaitée.
On se concentre maintenant sur le cas s > 10r et on consideére un recouvrement
borné de X par des boules (B ), de rayon r. Soit y g, une partition lisse de I'unité,
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2.6. Les cas Euclidien et Riemannien

adaptée au recouvrement : c’est-a-dire que xp, est supportée dans 2By, prend ses
valeurs dans [0, 1] et satisfait pour tout n € N

1
IV XB e < 2 (2.6.3)

On décompose

|| COS(S\/E)I/J(T2H)||L2(B)_>L2(§) < Z || COS(S\/E)(XBk‘qvb(TQH))HL2(B)_>L2(§)'
By,

Crace & (2.6.1), la somme est restreinte aux boules By, telles que d(By, B) < s+2r.

Etape 1 : Le cas d(By, B) < s — 10r.
En utilisant (2.6.2) et les estimations de Davies-Gaffney, il vient

> leos(sVH) (x| 2y 125

d(By,,B)<s—10r

S Z ||COS(S\/E)HLQ(Bk)*)LQ(g)||w(r2H)||L2(B)_>L2(Bk)

d(By,,B)<s—10r
d+1

da—1 D) T2 2
s Y () (Hs—d(Bk»m) oA
r+s

= r
d(Bg,B)<s—10r

Remarquons que s — d(By, B) > 10r > 0.
On peut évaluer la somme suivante

Y e <z 1 {k,
k

On distingue deux cas. Si s — d(B, By) > sls —d(B, B)| = s|s — L] alors

(B Bk)

+oo
~ 2SS e < oo, (26.4)

a+1

Z (r o <1+ s—d(Bk,E’)>2 e*d(i’gkﬂ
s

d(By, )<s 107
da+1

d—1 —ar-.
r\ =z |s — L| 2 d4(B,By)?
<> (1) (1+ ) o
— \s 2r
d

Si par contre s — d(B, By) < :ls —d(B, B)| alors
_ _ _ 1
A(B.By) > |d(By, B) — (B, B)| = |(s — L) — (s — (B, B)| > ¢s — LI
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D’ou

da+1

—1 ~ ——

(r = (1 L 3= d(Bk,B)> ? eid(igk)Q

d—1 d+1
r\ =z 10r\ ~ 2 _aB.BRp? _ d(B,By)?
5 — 1+ — e 2 g 812
S ~ r ———
d(Bk,B)SS—IOT _ |s—L|2
Se 1672

parce que pour tout z >0, e™*" < (1 +x)~* pour tout a > 1.

Etape 2 : Le cas s — 10r < d(Bj, f?) < 5+ 2r en dimension impaire d > 3.

Dans ce cas, on doit utiliser une expression précise du noyau du propagateur
des ondes. Il est connu que le comportement de ce noyau est différent selon la
parité de la dimension. On commence par le cas de la dimension impaire d > 3.
Dans le cas Euclidien, on a une représentation exacte du noyau (voir [Fol95] par
exemple) : pour tout s > 0 et toute fonction g suffisamment lisse :

cos(svVH)g(z) = 9, (i@) = <sd_2 /Iyll g(z + sy)dy)

d—1
=Y s [ (gl + sy)dy,
n=0 | 1

ou les ¢, sont des constantes numériques.
On considére g = xp ¥ (r*H)f qui satisfait alors Pestimation de régularité
suivante (avec un léger abus de notation) : pour tout entier n > 0

00 (i + s Y07 H) f + )| S Ko+ sy) DA + )

Eclairons ce point. En effet on peut controler les dérivées de XB, par (2.6.3). 11
reste & expliquer le comportement des dérivées de ¥ (r?H) f(z + sy). Le noyau du
semi-groupe de la chaleur dans R?, pour ¢ > 0, est

pilay) = ——e
NI ()8
Ainsi pour tout r > 0 :
1 _letsy—2? (x 4 sy — 2)y
85 r ) - r? .
(p 2(ZE + sy Z)) (4777~2)% e 4 5,2



2.6. Les cas Euclidien et Riemannien

D’ou

0s(pr2( + 5y, 2)| S —— 53¢ 7 |v+sy—2|

N
\

ce qui signifie, qu’a des constantes numériques pres, la n'*™m dérivée de ¢ (r?H) f (z+
1 2 s
sy) se comporte comme —1)(r*H) f(z 4 sy) au sens ol leur noyaux ont tous les
deux une décroissance Gaussienne similaire. Une telle propriété est aussi valable
sur une variété Riemannienne compacte.
Donc pour f € L*(B) une fonction supportée dans B :

Fcos(sV'H) (xa, (P H) )l 125

—1

(i) /|y|=1 X8, (@ + s9) 0 (r* H) £ (- + 59) | 125,y

B

A

n
d

S (3) [yl

ou S(0,1) est la sphere unité et A = %(Bk. — B). Ainsi, par la décroissance expo-

nentielle du noyau de 4 (r2H), on a

[l
= o

N

L2(By,) 4y,

d(B,

% s\ " e Bk)Q
Jcos(sV I (x40 ) ey S 2 (2) 150,00 Al 52 fllage
n=0

d—1

2 r d—1—n _ d(B,Bk)Q
Sl Y (5) e

n=0

T dBBy?
Sl (5) ©

ot on a utilisé que le volume (d—1)-dimensionnel de S(0, 1)NA = S(0, 1)ﬁ%(Bk—§)
d—1 d—1-n i
est équivalent a (g) et (%) < (g) > . Dong, il reste & évaluer la somme
d(B,B,)?
Yoo
s—10r<d(B,By)<s+2r
Puisque B B
d(B,By) > |d(B,B) —d(B, B)| — 2r > |L — s| — 4r,
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alors
|L — s> < 2(d(B, By)? + 167?)

c’est-a-dire

|L—sP

d(B, B)* > 1672,
2
Ainsi on en déduit
d(B,By,)> d(B,By,)> |L—s|2
Z e T 2 < Zeic 22 e ¢ 22
By By,

sflorgd(E,Bk)S.s«l»Qr

Finalement on a obtenu

> Il cos(sVH) (e (P H) )| 15

s—10r<d(B,By,)<s+2r
-1 |L | — 4
T 2 — S
s (%) (1 - ) 11122059
S r

qui est l'estimation souhaitée (pour la dimension impaire).

Etape 3 : Le cas s — 10r < d(Bj, B) < 5+ 2r en dimension paire d > 2.
Dans ce cas le propagateur des ondes est donné par

cos(S\/ﬁ)g(x) = 0 (185> kS (sdl /|y|<1 g(x + Sy)\/lciyw)

2 dy

= Lo [ 2ol o0)

pour des constantes numériques ¢,. Les mémes arguments qu’a I’étape 2 donnent

H COS(S\/E) (XB;C w(TQH)f) HL2(§)

2
_UBy,B) dy

d

2 s\ "
Sl 3 (2) e [ NP
1f1lz (B)nz:% r yeANB(0,1) /1 — |y|?
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2.7. Propagation des ondes dans l’espace Euclidien

ou A= 1(B, — B). De plus

1

dy / dy / dp
—_— —_—+ S(0,p) NA|l—
/AmB(o,l) /1 — |y|? ANBO.1-5) /1 — |y|? 1-r 1500, p) |\/1 — p?
1 d-1 1 d
Fuwo G) () S
ANB(0,1) \T S -2 y/1—0p
r\ 43 d—3
(5) )
S

> lcos(sVH) (xa, (P H) )l 25

s—10r<d(B,By,)<s+2r

d—1
r\ 2z _ .d(B,By)>
SS(Z) T T Wi
By,
d—1

s— L)\~

™\ 2 S —

(7 ()T Wi
S r

ce qui est I'estimation voulue.
i < T o : : :
On remarque que puisque r < s, on a ; S ;7 donc en toute dimension d > 1 :

IA

IN

A

Y
» |3
~

D

—_
[S—

|
o
,l_.,_.
@ |3
A
7 N
» |3

Donc

d—1 —4
ro\ 2z [L—s[\ 7
I COS(S\/ﬁ)wOaQH)HLQ(B)HLQ(g) S < ) (1 " ) .

r—+ s r

]

2.7 Propagation des ondes dans ’espace Eucli-
dien
Dans cet section, on souhaite vérifier (2.6.2) dans le cas Euclidien, a partir d'une

formule globale exacte pour 'opérateur des ondes. On considere ’espace Euclidien
X = RY, équipé de sa structure canonique H = —A.

Proposition 2.7.1. Pour toutes boules BT,E; de rayon r > 0 et tout s > 0, si
L:=d(B,,B,) <s—10r alors

ro\S |L — s -5
|| cos(svVH) < ) <1 + ) :

[P e ;
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Démonstration. Soit f € L*(B,). Si d > 3 est impaire, le propagateur des ondes
est donné par

cos(svVH)f( Z CnS /y , (f(z + sy)) dy,

pour des constantes numériques c¢,. Si z € B, et z + sy € B, alors y = HS% €
# donc
d(B,B) + 2r < s —8r
S o S
cos(sVH)f(x)=

Si d > 2 est paire, le propagateur des ondes est donné par

cos(sVH)f(z) = 8, (i@s) N (sd_l /|y|<1 [z + sy) \/%) .

ly| < <1 (2.7.1)

Ainsi

On pose
Ly = / flx+ sy)Lm2 dy.
lyl<1 (1—[yP)"
Puisque
1.\%
cos(sVH)f(zx) = d, <8$) (sd_lh 0) ,
s 2
on veut évaluer
Oslym = Vf(x+ sy)yLzm2 dy.
lyl<1 (1 —lyl)"

Par (2.7.1), le terme de bord dans la formule de Green est nul, et donc

f(z + sy) yly|*™
Oslyym = — V- dvy.
v /|| s a—wpr) "

Par conséquent, avec des constantes numérique o, y, Qp41m+1, il vient

1
as]n,m - ;(O‘n,mjn,m + an+1,m+1]n+1,m+1)'

On en déduit (ot on ne change pas la notation pour les coefficients pour simplifier
la lecture)

1
(Sas) (Sdiljn,m) = 5d73<an,m[n,m + an+1,m+lln+1,m+1)-
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1

En itérant cette formule, on obtient que pour n = setm=0

a—2
LoNZ [ aa d—1—(d—2
(Sas> € ]%,0) = 5t )(04%,0]%,0 +ot O‘%+%,%Ié+%7%)‘
Donc
cos(sVH)f(x)= aroligt -+ aan alen q,

ou les coefficients a,,,, sont des constantes numériques, qui peuvent changer de
valeurs de ligne en ligne sans impacter 1’estimation finale.
. 1
Puisque - > 1 et ly] <1, 0na

dy
| cos(svVH) fHLz H/| |W

Sy I VG s

L(By)
dy

P+ )= )=

ou A:=1(B, - B,) de sorte que |y| > w. De plus

I f(- +3y)||L2 ) S | fllz28,)-

Donc :
1
H COS(S\/ﬁ>HL2(B)—>L2(§) S <L2>d+1|B(O, 1) N A’
1 — L=2r) 2
L+2r\ "% /r\¢ s— L\ "F T
() () ) )
S S T S

- _d+1
()7 ()
T+ S T

ou la derniere inégalité est vraie si r < s. Dans le cas ou s < r on utilise alors

que |B(0,1) N A] < [B(0,1)| < 1 pour obtenir la méme inégalité avec 1 < -+ a la

place de *. O
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Estimations de dispersion faibles
et application a des inégalités de
Strichartz avec perte de dérivées

Dans ce chapitre, on se propose d’étendre les résultats du deuxiéme chapitre en
allégeant les hypothéses sur le propagateur des ondes. Plus précisément, les hypo-
theses du théoreme principal de cette partie encodent la dispersion pour I’équation
des ondes uniquement au bord du cone de lumiere. Dans de nombreuses situa-
tions, les phénomenes qui apparaissent pres du bord du cone de lumiere sont les
plus compliqués. On ne fait pas d’hypothese particulere a l'intérieur du cone (la
ou le comportement est le plus simple). La méthode que nous présentons ici per-
met en ce sens de considérer la pire des situations. On se propose de montrer
quelles propriétés subsistent par rapport au Chapitre 2. Le premier résultat de
ce chapitre montre comment obtenir une estimation de dispersion microlocalisée
L? — L? & partir d’hypotheéses faibles sur le propagateur des ondes. Dans la suite
on montre comment en déduire des inégalités de Strichartz avec pertes de dérivées.
Le cadre de travail dans lequel on se place est assez général pour nous permettre
d’appliquer ces résultats a une large variétés d’exemples (espaces métriques infinis,
variétés Riemanniennes avec une métrique non réguliere, certains groupes, ...) pour
lesquels notre manque de connaissance sur 1’équation des ondes est un obstacle a
la compréhension du phénomene de dispersion et nécessiterait, dans chaque cas, de
mener une étude précise du probleme a la fois pour les estimations de dispersion
et pour les inégalités de Strichartz.
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CHAPITRE 3. DISPERSION FAIBLE

3.1 Introduction

La famille des inégalités dites de Strichartz est un outil puissant pour étudier des
équations de Schrodinger non linéaires. Ces inégalités donnent un contréle de la
taille de la solution d’un probleme linéaire en fonction de la taille de la donnée
initiale. La notion de taille étant habituellement donnée par un espace fonctionnel
adapté LY LL. De telles inégalités furent initialement introduites par Strichartz dans
[Str77] pour des ondes dans l'espace Euclidien. Elles furent ensuite étendues par
Ginibre et Velo dans [GV92] et enfin Keel et Tao dans [KT98] pour le propagateur
associé a I’équation de Schrodinger linéaire dans R?. Ainsi pour une donnée initiale
ug, on s’intéresse au controle de la solution au temps t u(t, . ) = e®uy de I'équation
de Schrodinger linéaire suivante :

{ i+ Au =0

U|t:0 = Ug-

Il est bien connu aujourd’hui que le groupe unitaire (e¥2),cg vérifie les inégalités
de Strichartz suivantes :

HeitAUOHLPL‘I([*TvT]XRd) < Or|luoll 2 (re)

pour toute paire (p,q) d’exposants admissibles, c’est-a-dire : 2 < p,q < oo,

(p,q,d) # (2,00,2), et s 4
) + it (3.1.1)

Les inégalités des Strichartz se déduisent, via un argument 77*, de I'estimation
de dispersion L' — L>

; _d
€ || poo ey S [¢172 [|uo | 21 may- (3.1.2)

Sisup Cr < 400, on dira que les inégalités de Strichartz sont globales en temps.
>0
De telles inégalités globales en temps ont été prouvés par Strichartz pour le La-

placien usuel sur R? tandis que les inégalités locales en temps sont connues dans
plusieurs situations géométriques ou la variété est non piégeante (asymptotique-
ment Euclidienne, conique, ou hyperbolique) ou pour le groupe de Heisenberg par
exemple ; voir [BT07, Boull, HTW06, ST02, BGX00] ou [RZ05, Tat06] pour une
équation a coefficients variables.

Le cas des variétés compactes présente une nouvelle difficulté puisqu’en consi-
dérant la donnée initiale constante uy = 1 € L?(T) sur le tore, on aboutit & une
contradiction dans (3.1.2) lorsque t — +o0.

Burq, Gérard, et Tzvetkov [BGT04b] ainsi que Staffilani et Tataru [ST02] ont
prouvés que des inégalités de Strichartz étaient valables sur une variété compacte
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M pour un temps fini si on considére une donnée initiale réguliere uy, € W/P2,
Ces inégalités sont appelées “avec perte de dérivées” :

||€itAUO||LPLq([7T,T]><M) < C'T||U0||W1/p,2(M)-

Une question intéressante est de déterminer, dans une situation spécifique donnée,
quelle est la perte de dérivées optimale (voir par exemple le travail de Bourgain
[Bou93] sur le tore plat ou celui [TT01] de Takaoka et Tzvetkov). Par exemple,
la perte de % dérivées dans [BGT04b] est optimale pour ’équation posée sur une
sphere.

Une remarque importante est que, par injection de Sobolev, la perte de 2/p

dérivées est automatique. En effet, par injection de Sobolev W2 s L4 puisque

2—%:()—ddesorteque
p q

le"uollze < lle™uoll 2.2 < lluoll 2. (3.1.3)

et en prenant la norme LP([—T,T]) on obtient

le"uoll s < Crlluol] 2.
Ainsi les inégalités de Strichartz avec perte de dérivées sont intéressantes pour une
perte plus petite que 2/p.
Posons maintenant le cadre de travail de notre étude. On considere un espace
métrique mesuré (X, d, ) équipé d’une mesure de Borel positive et o-finie u. On
suppose de plus que p est de régularité Ahlfors, c’est-a-dire qu’il existe une di-
mension d, et deux constantes positives ¢ et C' telles que pour tous x € X et
r >0

cr® < u(B(z, 7)) < Ort, (3.1.4)

ou B(x,r) désigne la boule ouverte de centre z € X et de rayon 0 < r < diam(X).
Ainsi, nos résultats ont vocation a s’appliquer dans de nombreux cas d’espaces
métriques comme des ouverts de R?, des variétés lisses de dimension d, certains
ensembles fractaux, des groupes de Lie, le groupe de Heisenberg, ...

En gardant en téte 'exemple de 'opérateur Laplacien sur R : A = d1<j<d 8?,
nous serons plus général au sens suivant : on considere un opérateur positif auto-
adjoint H & domaine dense dans L? = L?(X, ), ce qui signifie que I'on suppose
que son domaine

D(H):={fe€L* Hf € L*}

est dense dans L2.
Une des motivations de ce chapitre est d’étudier les liens entre I'équation des
ondes et 1’équation de Schrodinger. On définit le propagateur des ondes au temps
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t cos(tv/H) de la facon suivante : pour tout f € L, u(t,.) :=t ~ cos(tv/H)f est
I'unique solution du probleme des ondes linéaire

OPu+ Hu=0
U|t:0 = f (315)
8tu|t:0 = 0.

On peut trouver des formulations explicites des solution a un tel probleme dans
[Fol95] pour le cas d'un espace Euclidien et dans [Bér77] pour le cas d'une variété
Riemannienne a travers des formulation précises du noyau de I'opérateur des ondes.
A notre connaissance, ces solutions explicites ne sont pas connues dans notre cadre
général de travail. Il serait tres intéressant d’étre capable de calculer explicitement
I’expression de la solution de 1’équation des ondes dans un cas si général.

La propriété remarquable de cet opérateur vient de sa propagation a vitesse
finie : pour deux ouverts disjoints Uy, Uy C X, et deux fonctions f; € L*(U;),
1 =1,2, alors

(cos(tV'H) f1, f2) = 0 (3.1.6)

pour tout 0 < t < d(Uy,Us). Si cos(tv H) est un opérateur intégral de noyau K,
alors (3.1.6) veut simplement dire que K; est supporté dans le cone de lumiere :

D, := {(x,y) € X?, d(z,y) < t}.

On suppose que H vérifie (3.1.6). Dans [CS08], Coulhon et Sikora ont prouvé que
cette propriété est équivalente aux estimations de Davies-Gaffney :

_d(E,F)?

||e_tH||L2(E)_>L2(F) 5 e 4t (3.1.7)

pour tous sous-ensembles F et F' de X, et £ > 0.

On sait que —H est le générateur d'une semi-groupe L?-holomorphe (e=*#);>
(voir [Dav97]). On supposera de plus que le semi-groupe de la chaleur (e7*7);5
vérifie les estimations diagonales typiques (pour un opérateur du second ordre) :
pour tout ¢t > 0, I'opérateur e~* admet un noyau p; tel que :

1
w(B(z, V1)
On sait que ces estimations sur la diagonale s’auto-améliorent en des estima-

tions Gaussiennes completes ponctuelles (voir [Gri97, Théoreme 1.1] ou [CS08,
Section 4.2] par exemple) :

Ipe(x, z)| S Vt>0,pp zeX. (DUE)

Ipe(z,9)| S Mexp <_cd(:v;y)> ., p.p-x,y € X. (UE)
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On a déja mentionné dans le chapitre 2 (voir aussi [BS14] et les autres références de
ce chapitre) des exemples pour lesquels les estimations précédentes sont valables.

Lorsque 'on traite de I’équation de Schrodinger sur une variété ou un espace
métrique plus général, l'estimation de dispersion L' — L> (3.1.2) semble hors
d’atteinte. Dans [BS14], les auteurs ont montré comment la remplacer par une
estimation H* —BMO, avec un espace de Hardy H' et un espace BMO (“Bounded
Mean Oscillations”) tous les deux adaptés au semi-groupe de la chaleur avec lequel
on travaille. On ne rappelle pas ici les définitions de ces espaces. On renvoie a [BS14]
pour plus de détails.

Pour un entier m > 0, on pose ¥,,(z) = 2™e~*. C’est une famille de fonctions
lisse ¥y, € C*°(R,) qui s’annulent en 0 (sauf pour m = 0) et a l'infini, ce qui nous
permet de considérer une partition lisse de I'unité, en utilisant le calcul fonctionnel
holomorphe (nécessitant un calcul fonctionnel C§°).

L’hypothese principale de ce travail est la suivante :

Hypothése 3.1.1. [l existe k € (0, 00] et un entier m tels que pour tout s € (0, k),
le propagateur des ondes cos(svV H) au temps s vérifie la propriété de dispersion
sutvante :

d—1
T 2
I cos(sVHor*H) oy 1oy S () (3.1.8)

pour toutes boules B, B de rayon r > 0.

Cette estimation est microlocalisée dans I’espace physique a travers les boules
B et B a léchelle r et en fréquence a l'échelle % par les opérateurs 1, (r*H),
respectant ainsi le principe d’incertitude de Heisenberg. Le parametre x est lié a
la géométrie de I'espace X (son rayon d’injectivité par exemple).

Dans Pespace Euclidien R%, le phénomeéne de dispersion L2(B) — L2(B) semble
ne dépendre que de la distance d(B, B) En effet, notre intuition est que, dans un
milieu isotrope, une onde se propage de la méme fagon dans toutes les directions.
C’est ce qui nous amene a penser que I'Hypothese 3.1.1 pourrait étre prouvée sans
utiliser de formule explicite ponctuelle pour le noyau de l'opérateur des ondes;
mais par une approche plus générale, utilisant uniquement des outils de calcul
fonctionnel, et qui pourrait donc s'étendre a des situations trés variées. A notre
connaissance, I’étude d’un tel comportement n’est pas connu, et serait une branche
intéressante a étudier.

On a mentionné que la propriété de propagation a vitesse finie (3.1.6) nous
donne l'intuition qu’apres un temps s, la solution au probléeme des ondes (3.1.5)
avec une donnée initiale supportée dans une boule de rayon r est supportée dans
une boule de rayon r + s. Etant donné qu’on peut supposer que r < s (sinon le
calcul fonctionnel borné donne directement I’'Hypothese 3.1.1) et qu’une onde se
propage de la méme fagon dans toutes les directions dans un milieu isotrope, si on
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d—1
recouvre la sphere de rayon r + s par N ~ (TT#) boules de rayon r et qu’on

d—1

utilise le Théoreme 3.2.1, on peut conjecturer que le terme (ri) > est le terme

naturel de dispersion que 'on peut espérer pour de telles ondes; si ’on cherche
une estimation uniforme (qui dépend seulement de r et s).
En effet, on insiste sur le fait que I’hypothese 3.1.1 est plus faible que celle de
[BS14], que I'on rappelle ici pour les comparer :
Il existe k € (0, 00| et un entier m tel que pour tout s € (0,x) on a :
d+1

Jcos(s\H o H) a5 1) S )() T Gy

r+s r+|s— L

ou L = d(B, B ). Cette hypothese décrit plus précisément la dispersion a l'intérieur
du cone de lumiere.

Cependant (3.1.9) peut s’avérer difficile & prouver dans un cadre général. C’est
pourquoi on s’intéresse a 'Hypothese 3.1.1 et qu’on cherche a prouver ce qu’elle
entraine en terme d’inégalité de Strichartz pour I’équation de Schrédinger. L’es-
timation (3.1.8) devrait en effet étre beaucoup plus facile & montrer dans des
exemples concrets.

Pour plus d’informations sur ’hypothese 3.1.1, on renvoie a la section 3.2.4.
Par conséquent, les résultats qui découleront de cette hypothése seront naturelle-
ment plus faibles. On rappelle le Théoréme 1.3 de [BS14] pour mettre en relief ses
différences avec le présent Théoreme 3.1.4.

Théoréme 3.1.2 ([BS14]). Supposons (3.1.4) pour d > 1, (DUE) et I’hypothése

(3.1.9) avec k € (0,00]. Alors pour tout entier m > max(%,mo + {%b on a :

e si Kk = 00, alors on obtient des inégalités de Strichartz sans perte de dérivées ;

o sik < 00, alors pour tout 0 < e <1, tout 0 < h <1 tels que h* < |t| < h'Te
et tout entier m’ > 0, on obtient des inégalités de Strichartz avec perte de
% dérivées.

La preuve de ce théoreme repose sur la réduction de ’estimation de dispersion
H' — BMO & une estimation microlocalisée L? — L?, puis sur la facon de relier
la dispersion pour le propagateur des ondes a la dispersion pour le groupe de
Schrodinger.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre premier théoréme.

Théoréme 3.1.3. Supposons (3.1.4) pour d > 2, m > f%}, (DUE) et que I’Hypo-
thése (3.1.1) est satisfaite, alors pour toutes boules B, B de méme rayon r > 0 et
pour tout 0 < h <1 :

d

e o (W2 H )y (r* H) | 123y, 125 (3.1.10)

S
1% h
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oum' >0et0<|t| <1 sik=+o0, et h? < |t| < h'Te sik < +o00.

Ce résultat montre comment la dispersion pour le propagateur des ondes im-
plique la dispersion pour le groupe de Schrédinger dans notre cas. L’outil principal
qui fait le lien entre ces deux opérateurs est la formule de transmutation d’Hada-
mard :

Vz € C, Re(z) >0, e = /+Oo COS(S\/E)G_% ds . (3.1.11)
0 NZE
On l'obtient a partir d’'un théoréeme de Cauchy d’analyse complexe et du calcul
fonctionnel holomorphe pour 'opérateur H.

Le second théoreme suit la méthode de [BS14] pour déduire des inégalités de

Strichartz & partir des estimations L? — L? précédentes.

Théoréme 3.1.4. Supposons (3.1.4) pour d > 2, (DUE), et I’'Hypothése 3.1.1.
Alors pour tous 2 < p < +00 et 2 < g < 00 vérifiant

2 d-2 d-2

p q 2

et toute solution u(t,.) = eHuy du probléme

10w+ Hu =0
Ult=0 = U0,
on a :

e si Kk =00, alors u satisfait des inégalités de Strichartz locales en temps avec
perte de dérivées
[ull o120 S Mol ac-1) 5 (3.1.12)

e stk < 00, alors pour tout € > 0, u satisfait des inégalités de Strichartz locales
en temps avec perte de dérivées

lellzo(-10,00) S Hluoll | tte 2120 (3.1.13)

On voudrait souligner le fait que la perte de dérivées triviale donnée par les
injections de Sobolev lorsque

2 d-—2 d—2
-t =
p q 2
est
2 2
Z4q1-==
p q
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Ainsi la perte est non triviale ici. Pour plus d’information sur la perte de dérivées,
on renvoie aux Remarques 3.3.7 et 3.3.8. Il est intéressant de voir comment une
telle propriété faible de dispersion implique une propriété de dispersion, donc des
inégalités de Strichartz, pour 1’équation de Schrédinger.

L’idée de la preuve est similaire & celle de [BS14]. Plus précisément, 'améliora-

tion principale est due a un suivi précis des constantes dans certaines estimations
clés (dans les résultats de [KT98] par exemple).
Le but de ce chapitre est de donner une meilleure compréhension du lien entre
la dispersion pour le propagateur des ondes et la dispersion qu’elle implique pour
I’équation de Schrodinger, ainsi que les inégalités de Strichartz qui en découlent,
dans certains contextes ou on ne connait pas d’estimations de dispersion précises
pour le propagateur des ondes. En d’autres termes, si on peut donner une infor-
mation méme imprécise sur le propagateur des ondes, dans un cadre tres général,
cela permettrait d’en déduire de l'information sur I’équation de Schrodinger dans
ce cadre.

L’organisation du chapitre est la suivante : Dans la Section 3.2 on pose les nota-
tions utilisées tout au long du chapitre et on rappelle quelques faits préliminaires
concernant le semi-groupe, les espaces de Hardy et BMO, ainsi que les motiva-
tions derriere I’'Hypothese 3.1.1. Ensuite, la Section 3.3 est dédiée aux preuves des
Théoremes 3.1.3 et 3.1.4.

3.2 Définitions et préliminaires

3.2.1 Notations

On note diam(X) := sup d(z,y) le diametre d'un espace métrique X. Pour B(z,r)
T, yeX

une boule ouverte de centre x € X et de rayon r > 0, et tout parametre A > 0,
on note AB(x,r) := B(z, Ar) la boue dilatée et concentrique. Une conséquence de
(3.1.4) est qu'une boule B(z, \r) peut étre recouverte par CA% boules de rayon
r, uniformément en x € X, r > 0 et A > 1 (C est une constante dépendant
uniquement de l’espace ambiant). Si aucune confusion n’est permise, on notera L?
a la place de LP(X, pu) pour p € [1,+00].

Pour s > 0 et p € [1,+00], on désigne par W*? 'espace de Sobolev d’ordre s basé
sur LP, équipé de la norme

| Fllwes = ||(L+ H)2 f| 15

On utilisera la notation u < v pour dire qu'il existe une constante C' (indépendante
des parametres importants) telle que v < Cv et w ~ v pour signifier qu’a la fois
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u<Svetwv <Swu. Sifest un ensemble, 1g est la fonction indicatrice de I'ensemble

), définie par
1size
Tg(x) = .
a(®) { Osiz ¢

tout au long de ce chapitre, sauf mention expresse du contraire, on supposera
que d > 2, (3.1.4), (DUE), (3.1.7), et 'Hypothese 3.1.1 sont vérifiées.

3.2.2 Le semi-groupe de la chaleur et le calcul fonctionnel
associé

On consideére un opérateur positif auto-adjoint H sur L? = L?(X,u) & domaine
dense. On rappelle le théoreme de calcul fonctionnel borné de [RS72] :

Théoreme 3.2.1. H admet un calcul fonctionnel L*°. C’est-a-dire, si f €
L>*(R.), alors on peut considérer l'opérateur f(H) comme un opérateur borné
sur L? et :

| f(H)|r2sre < || fllzee-

A partir des estimations Gaussiennes du noyau de la chaleur (UE) et de I'analy-
ticité du semi-groupe (voir [CCO02]) on peut montrer que pour tout entier m € N
et tout ¢ > 0, l'opérateur v, (tH) a un noyau p,,; vérifiant aussi les estimations
Gaussiennes :

|Dm (2, y)| S M exp (_cd(x;y)> ., pp -x,ye€X. (3.2.1)

On donne maintenant quelques résultats de base a propos du semi-groupe de
la chaleur sous nos hypotheses. Les preuves des ces résultats peuvent étre trouvées
a la Section 2 de [BS14].

Proposition 3.2.2. Sous les hypothéses (3.1.4) et (DUE), le semi-groupe de la
chaleur est uniformément borné sur tous les espaces LP pour p € [1,00]. Plus
précisément pour tout f € LP, on a :

sup [l flloe S |1 £l o

>0

De plus, pour m € N et t > 0, puisque P, (tH) vérifie aussi (DUE) on a :

sup ||Um(tH)||zo—rr < 1.
>0
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On définit maintenant quelques outils utiles a la théorie de Littlewood-Paley
dont nous auront besoin par la suite. Pour tout A > 0 on pose :

o) = [ @,

u

o0 = [ )™ = [N ).

Remarque 3.2.3. [l est a noter que ¢ est, par intégration par parties, une combi-
naison linéaire finie de fonctions vy pour k € {0,..,m}. De plus, pour tout A > 0 :

P(A) + o(A) = /0+OO u™ e du = T'(m).

Le théoreme suivant sera utile pour estimer les normes LP a travers le semi-
groupe de la chaleur.

Théoréme 3.2.4. Supposons (3.1.4) et (DUE). Pour tout entier m > 1 et tout
p€(l,00), ona:

1

I = Ve s+ | f omCut 7125 )

Lp

Donc, st q > 2,

1 b
17 5 et s+ ([ Tomta 13,2

Il faut comprendre un tel résultat comme une version “semi-groupe” de la
caractérisation de Littlewood-Paley des espaces de Lebesgue. Une preuve de ce
théoreme est donnée dans [BS14] (Théoreme 2.8).

3.2.3 Espaces de Hardy et BMO

On définit dans cette partie 'espace de Hardy adapté a notre situation (c¢’est-a-dire
a la structure de semi-groupe) en utilisant la construction atomique introduite dans
[BZ08]. Encore une fois nous résumons les définitions et propriétés qui nous seront
utiles par la suite, sans en donner de preuves. Celles-ci, ainsi qu'une explication
plus détaillée de la construction peut étre trouvée dans [BS14].

On note @ la collection de toutes les boules de X :

Q:={B(z,r), € X, r>0}.
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On définit une famille d’opérateurs (Byg) par

QEeQ
VQ e Q, By:=(1—e MM,

ou r désigne le rayon d’une boule @) et M est un entier technique (assez grand). Ces
opérateurs sont bornés sur L? uniformément en r > 0. En effet, en développant,
Bg est une combinaison linéaire finie d’opérateurs e F*H pour k € {0,..., M} et
le Théoreme 3.2.1 donne

e  l2nsre < o= €7 peey)y < 1,
puisque H est positif.

Définition 3.2.5. Une fonction a € L}, est un atome associé a la boule Q s’il

existe une fonction fo dont le support est inclus dans Q telle que a = Bg(fg),
avec

ol < (1(Q))~%.

Cette condition de taille nous permet de normaliser fo dans L'. En effet,
I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1
I follzr < I follr2@m(@)? < 1.

De plus, Bg est borné sur L' donc chaque atome est dans L'; et ils sont aussi
normalisés dans L' :
sup |lal|r <1, (3.2.2)
a

on ou prend la borne supérieure sur ’ensemble des atomes.
On donne donc la définition de I’espace de Hardy par décomposition atomique.

Définition 3.2.6. Une fonction mesurable h appartient a 'espace de Hardy H*
s’il existe une décomposition

h = Zx\iai = p.p.
ieN

ot les (a;); sont des atomes et les (N\;); des nombres réels vérifiant

Z ‘)\Z’ < +00.

ieN
On équipe l'espace H' de la norme

1Pl =

inf i
h=>" Nia; % [Adl

ot la borne inférieure est prise sur l’ensemble des décompositions atomiques.
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Pour une définition plus générale et des propriétés sur les espaces atomiques on
renvoie a [Ber10, BZ08], et les autres références du chapitre. De (3.2.2), on déduit :

Corollaire 3.2.7. L’espace de Hardy H' s’injecte continument dans L' :

1l S A1 e
Par [BZ08, Corollaire 7.2], 'espace de Hardy H" est aussi un espace de Banach.

On renvoie le lecteur a [BZ08, Section 8|, pour plus de détail sur le probleme
d’identification de I'espace dual (H')* avec 'espace BMO. Pour une fonction de
L°°, on définit la norme BMO par :

Ifllsio = sup (f 1Baln di)

ou la borne supérieure est prise sur toutes les boules. Si f € L*> alors Bg(f) est
aussi uniformément borné (par rapport a la boule @), puisque le semi-groupe de
la chaleur est uniformément borné sur L> (voir Proposition 3.2.2), donc || f||smo
est finie.

Définition 3.2.8. L’espace fonctionnel BMO est défini comme l'adhérence

BMO :={f € L>>+ L2, ||fllamo < oo}
pour la norme BMO.

En suivant [BZ08, Section 8], on montre que BMO s’injecte continument dans
'espace dual (H')* et contient L™ :

L — BMO — (HY)*.
D’ou
1Ty S TN 1m0, (3.2.3)
et on a le résultat d’interpolation suivant :

Vo € (0,1), (L* BMO)y < (L, (H")"),. (3.2.4)

Le théoreme d’interpolation entre espace de Hardy et espace de Lebesgue est
une des clés de votite de notre méthode.

Théoréme 3.2.9. Pour tout 0 € (0,1), on considére les exposants p € (1,2)
q=1p € (2,00) donnés par

1 1—-4 1 1—-46

L e A A e

p 2 q 2
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Alors (en utilisant les notation de la théorie de l’interpolation), on a :
(L HY)g=1LP et (L? (H")")g— LY,
si l'espace ambiant X est non borné et
LP— L+ (L} HYy et L*N (L% (HY))y — L,

si l'espace X est borné.
Le méme résultat est vrai en remplagant (H)* par BMO grace a (3.2.4).

Remarque 3.2.10. On ne fera pas mention du cas d’un espace X borné dans
les preuves qui suivent car l'interpolation est plus délicate dans ce cas. Le lecteur
intéressé pourra trouver le théoréme d’interpolation correspondant (Théoréme 2.17)
dans [BS14] et vérifier que les résultats s’appliquent aussi a ce cas.

3.2.4 Motivation de I’hypothese

Cette section est dédiée a l'explication des motivations de I’'Hypothese principale
3.1.1.

Comme on 'a dit en introduction de ce chapitre, I’'Hypothese 3.1.1 est plus
faible que I'hypothese de [BS14] sur la dispersion pour l'opérateur des ondes :

d+1

HCOS(S@)¢m(T2H)”LQ(B)HLQ(E) ,S < i >2 <r> 2 s (325)

r+s r+|s— L

ou L = d(B, B). Ainsi dans toutes les situation o1 (3.2.5) est satisfaite, on peut as-
surer que 'Hypothese 3.1.1 est automatiquement valide. Lorsque ’on a une bonne
connaissance de 'opérateur des ondes, on peut aussi montrer que I’'Hypothese 3.1.1
est vérifiée. Cest le cas grace & une parametrix donnée par [Bér77] dans les cas
suivants :

e L’espace Euclidien R? muni du Laplacien usuel H = —A = — Z;l:1 f :

e une variété Riemannienne compacte de dimension d munie de 'opérateur de
Laplace-Beltrami ;

e une variété Riemannienne lisse non compacte de dimension d avec une géo-
métrie bornée Cp° munie de 'opérateur de Laplace-Beltrami ;

« Despace Euclidien R? équipé de la mesure du = pdx et H = —%div(AV), ol
p est une fonction uniformément non dégénérée et A une matrice dont les
coefficients ont des dérivées bornées.
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De plus on peut vérifier que pour une variété non piégeante asymptotiquement
conique munie de H = —A 4+ V', 'hypothese est vraie. On retrouve ainsi, avec une
preuve différente, le résultat de [HZ16].

Néanmoins dans [ILP14], Ivanovici, Lebeau, et Planchon ont prouvé que pour
le Laplacien dans un domaine convexe de dimension d > 2 de RY, il y avait une
perte inévitable de s1 dans le terme de dispersion, a savoir :

d+1

T -1 T 2

ooV ontt* Wl S (725) T (o) - 629
Cette perte indique une difficulté lorsque ’on s’approche du bord d'un domaine.
Les auteurs ont utilisés des techniques d’intégrales oscillantes et une étude minu-
tieuse des réflections sur le bord du domaine pour montrer ce résultat.

Une remarque de J.-M. Bouclet pour contourner 'utilisation d'une parametrix
(inconnue dans de nombreux cas) nous a amené a étudier la méthode des champs
de vecteurs de Klainerman. Elle peut étre trouvée en détail dans [Kla01] et [Sog95].
Brievement, il s’agit d’obtenir une estimation de dispersion pour le propagateur des
ondes en utilisant les “symétries” du problemes a travers des champs de vecteurs
commutant avec I'opérateur des ondes. Si on peut trouver assez de champs de
vecteurs qui commutent avec le propagateur des ondes, en utilisant une version
des inégalités de Sobolev, aussi connues sous le nom d’inégalités de Klainerman-
Sobolev, on peut montrer (voir [Sog95, Remarque 1.4]) ce qui, avec nos notations,
donnerait la dispersion suivante :

ro\ T r :

”COS(S\/ﬁ)wm(T2H)||L2(B)_>L2(§) S (r+s> (r—l—|s—L!> ) (3.2.7)
Cette estimation est tres proche de notre hypothese 3.1.1, mais elle prend en
compte une part de la dispersion a l'intérieur du cone de lumiere. Dans ce sens,
cette estimation est intermédiaire entre notre Hypothese 3.1.1 et estimée (3.2.5).
Une question que nous aimerions poursuivre d’étudier est de trouver assez de
champs de vecteurs bien adaptés pour appliquer cette méthode dans un cadre
général. Les cadres de travail pour lesquels on espere vérifier (3.2.7) sont quand H
est un opérateur sous forme divergence, c’est-a-dire

H = —div(AV).

Lorsque A = I; est la matrice identité de taille d, H est le Laplacien usuel. Dans
ce cas, et lorsque A a des coefficients C™! (dérivables avec des premicres dérivées
lipschitziennes), Klainerman a obtenu dans [Kla01] une propriété de dispersion de
la forme (3.2.7). Ce n’est pas un résultat nouveau puisque Iestimation est déja
prouvée dans [Smi98]. La nouveauté dans [Kla0l] est de contourner l'utilisation
d’une parametrix, qui, on le rappelle, n’est connu qu’en de rares cas.
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3.3 Preuves des Théorémes

Cette section est consacrée aux preuves des résultats 3.1.3 et 3.1.4 annoncés. Le
premier théoréme montre quelle propriété de dispersion L? — L? on peut obtenir
grace a 'Hypothese 3.1.1. Le second résultat montre quelles inégalités de Strichartz
découlent de ces estimations de dispersion. On rappelle que notre but est de traiter
une hypothese assez faible de dispersion sur l'opérateur des ondes, pour savoir
quelles propriétés sur I'opérateur de Schrodinger en découlent.

3.3.1 Estimations de dispersion pour ’opérateur de Schro-
dinger
Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Théoréme 3.3.1. Si on suppose que d > 2, m > [4], et que I’Hypothése 5.1.1 est
vérifiée, alors pour toutes boules B, B de méme rayon r >0 et tout 0 < h <1 :

||€itH77/}m/(h2H)77Z)m(T2H)||L2(B)_>L2(§) 5 ‘t’?’ (331)

pour tout m’ >0 et ou 0 < |t| <1 si k= +oo et h? <|t| < h'Te sik < +o00.

Démonstration. Fixons deux boules B et B de rayon r > (0. On commence la
preuve en faisant quelques réductions élémentaires.

On remarque d’abord que 'on peut se restreindre a prouver le théoréme pour
h < r. En effet, si le théoreme est vrai pour A < r alors pour tout h > r,

itH
€™ 4y (h* H )y (r* )HLa ) L2(B)

2

h
” ZtH¢m ( H)wm’((i + TQ)H)H[Q(B)_)LQ(E)

(
(Zpp2)m
( ) thwm H) (( )H)HLZ(BP)—>L2(1§/1)

ol p = %2 +7r*>r, B,=LBet Ep = fé sont de rayon p. Puisque %2 +r2 >k

2 )
on obtient alors

; r 2m pd
€ o (B2 H Y () i 15 (h)

On conclut en utilisant que p < h et

2m1,d 2m—d
r<Mmh 7\ m
=" (h) <t
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CHAPITRE 3. DISPERSION FAIBLE

De plus on n’a besoin de prouver le théoréeme que pour m’ = 0. En effet, si on

montre que
d

||eitH¢0(h2H)¢m(T2H)||L2(B)%L2(§) S ’t|dz;2h2’

alors pour tout m’ > 0, on a

||€itH¢m’ (hQH)¢m(T2H) “LQ(B)—)LQ(E)

h 2m/ )
- () e ot )it (* H) 2 )12

r

U
car h <r.
Enfin, il suffit de considérer r? < t puisque si 72 > ¢, alors le calcul fonctionnel
borné montre que
a—2

; T‘Q T2 T‘d
Hetme/<h2H)wm(T2H)HL2(B —L2( B) § = (| ‘> S |t|%h2

En résumé, on fixe h <7, m' =0, et 72 < t.
Dans le but d’éviter des termes de bords non nuls dans les intégrations par
parties & venir, on introduit une fonction technique y € C*°(R,) telle que

0<x<1
X(x)zlsixe[(],m]
X(m)zOsixE[Qll +00]

De plus, on suppose : Vn € N, Vo € Ry, |x™ ()] < (ﬁ)n
On sépare I'intégrale (3.1.11) en deux :

G_ZH —

/(:oox(s)cos(sx/ﬁ)e_i ds —|—/+OO 1 — x(s)) cos(sVH)e~ =

W' (3.3.2)

On traite le premier par intégration par parties. En faisant 2n intégrations par
parties (avec n a déterminer plus tard) on obtient

/OOO COS(S\/EWWL(TQH)X(S)e‘%ds —

Zkf L%J

) @ k P 8k—2[§j
/0 cos(sx/_) T nrH ZX ne e~ = ckg+...+cn_2LgJ7 ds,
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pour des constantes numériques (¢;); ne jouant aucun role significatif. En ne gar-
dant que les termes extrémaux (un lorsque k& = 0 et deux quand k = 2n) on doit
estimer :

2n
21l (T 52" 1 ds
” COS(S\/_)wm n( 2H)||L2 (B)—L2( B)T’2 () + 1+2n + n )
a) e )
Par continuité de nos opérateurs
| COS(S\/E)@Dm—n(TQH)||L2(B)HL2(§) S
on peut estimer
2l 72\ g P2\ 22
P =@
/ B2 g < <T )n_2
o TP S\

En utilisant 'Hypothese 3.1.1 on a donc

Z/\

/Qi( r )dgl /Qlt Pl +on 2”—%d r2 5
_— S| —
0 \r+s 1t| \f |t[2n+2 I

Ainsi, le comportement des termes intermédiaires donnant le méme comportement,
pour n assez grand on a

d—2

=
L2(B)—L%(B) 2]
d—2

<T2>2 Td
_ < -
] = |t h2

Pour estimer le second terme de (3.3.2), on traite séparément les cas s < k et
5> K.

2 ds
NE

/Ooo cos(S\/ﬁ)@/}m(TQH)X( Je i

Puisque h < r

/om(l — \(s)) cos(sv/ e -2

N /ﬂ cos(sx/_)e =

=41,
Tz
ou

0 si k=400

I, = 52 , .
{ Jre cos(S\/_)e_E . s Kk<4oo
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CHAPITRE 3. DISPERSION FAIBLE

On utilise la décroissance exponentielle pour s > k. En notant z = h* — i|t],
et en utilisant le calcul fonctionnel borné pour lopérateur cos(sv H),,(r?H), si
K > +00 :

‘ /+OO cos(S\/ﬁ)zﬁm(TQH)e_% ds

</+°° P
L2(B)—L2%(B) ’Z‘

N/Q/Re ‘/|Z’R’ei
< oo fu2d ’t‘ 7'42h22
(s
h2\ Y /It]
12 “h

pour tout N > 1 aussi grand que l'on veut et ou on a utilisé que |z| ~ [t| et

Re = > 2’22 De plus

NE

.
<
N e

d 1

sz% hd d

. =21 NTET . o
dés que [¢|2N T2 < p2NFAL Cestoa-dire |¢] < h Yot . Ce qui est vrai puisque
d—1

’t‘ < hl-i—zs < h1+2N+%

pour N assez grand.

Remarque 3.3.2. On fait remarquer que c’est le seul moment de la preuve qui
utilise que |t| < h1*e. C’est pourquoi on n’en a pas besoin lorsque k = 400 et que la
perte de dérivées dans les inégalités de Strichartz de Théoréme 3.1.4 est meilleure
lorsque kK = +00.

On utilise I’'Hypothese 3.1.1 quand s < k. En effet elle implique

" 2 d E T e d
H/ﬂ cos(sv/H )i (r*H)e™ & SJoGm) T
0 V7 L2(B)—12(B) e NS

Lorsque &1 > 1 (i.e.d > 3) on a

/H< r >dal ds <r% /”S_azg <t\> ’t‘)
dhrts/ il Tl ”f ’
d-1

rd 2@ rd

Y
e N T
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car h? < 1
Lorsque %1 < 1 (ie. d < 3), puisque Re ! > 2 t2 on a
d—1
/” () ol ds 7T / Itlu STy,
W \r+s \/m b h
hd 3 o
S—= " | | / uw T e du
t 0
rd hEh? < rd
YR T T |t TR
car h <r.

Lorsqu’enfin &1 =1 (i.e. d = 3) on a

o
t (‘1“) e u2|i|dlt<7r L

/"@ r e_ﬁRe% ds _ T
res 0~ i

W\»

< <h>1_ o
TR AT R

Finalement, en sommant toutes les parties, on obtient :

d

i r

3.3.2 Inégalités de Strichartz

Pour obtenir des inégalités de Strichartz, on va utiliser le Théoreme 1.1 de [BS14],
que l'on rappelle ici avec une légere modification venant du fait que la mesure

vérifie (3.1.4) dans notre contexte :

Théoréme 3.3.3. Supposons (3.1.4) et (DUE). Considérons un opérateur T auto-

adjoint borné sur L* (avec ||T||p2—r2 < 1), qui commute avec H et vérifie

HTwm(T2H) HLQ(B,«)—>L2(§;) Sj A/JJ<BT)§M(BT)

[N

(Him(A))

pour un certain m > g. Alors T est borné de H' dans BMO et de LP dans L*

pour tout p € (1,2) avec

1

|||z B0 S A et 1Ty S AP

Jun
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st l’espace ambiant X n’est pas borné et
1

11
1T paso S max(A, 1) et [T S max(A» -+, B)

si X est borné; et ou, pour la derniére inégalité, on a supposé de plus que
1T r2 S B.

Comme nous 'avons mentionné précédemment, nous n’utiliserons pas lafz gartie
ou X est borné. On applique ce théoréme a T = eHe),(h*H) et A= |t|” 2 h™2
Au vue de (3.1.4) on peut reformuler (H,,(A)) (voir [BS14]) comme

d

Heitme’ (hQH)wm(TQH) “Lz(B)_)Lz('g N

3.3.3
e o

que nous venons de démontrer a la section précédente sous les hypotheses de ce
chapitre. On obtient donc

. _d=2_ _
Heltme’(hQH)‘|H1—>BMO 5 ’t‘ = h 27

et pour tout p € (1,2)

==
e

i — _d=2
€4 (B2 H) | g S [0

On rappelle maintenant une version légerement modifié d’un résultat de Keel et
Tao dans [KT98] :

Théoréme 3.3.4. Si (U(t))ier satisfait
sup [|U(8)[|p2—r2 $1
teR
et pour un certain o > 0
vt # s, [[UU(s)" |lm—pmo < Clt — s[77.

Alors, pour tous 2 < p < 400 et 2 < q < 400 vérifiant

on a

11
NU@) fllrre S C27 5| f]| 22

Démonstration. On résume juste brievement les principales étapes de la preuve de
[KT98] pour suivre la valeur particuliére d’une constante dans I’estimation.
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e Par symétrie et un argument 7*7, il suffit de montrer que

| AUy F(s). Uy Go)dsdt] < CPF| 0 1G]

'y
o En utilisant le Théoreme d’interpolation 3.2.9 on a
_2 2
IUOU ()| ypa S Calt — 577

e On conclut en utilisant les inégalités de Holder et Hardy-Littlewood-Sobolev.

]

d=2

On utilise ici ce théoreme avec C' = % et 0 = 22 pour obtenir le résultat

suivant.

Théoreme 3.3.5. Supposons que I’Hypothese 3.1.1 soit satisfaite. Si2 < p < 400
et 2 < q < +oo vérifient

etsifel?et0<h<1,ona

e si k=400, alors pour tout m' € N

1. 1
€™ 4 (W H) f || Lo -1.00,20) S pETEsy [0 (B2 H ) f| 22

o si Kk < —+00, alors pour tous 0 <e <1 etm’ €N

z. 1
e s (W2 H) f | 1o (1,1),00) S WHT%'(}LQH)JCHLZ-

1_
2

Démonstration. La preuve suivante est une légere modification de celles des Théo-
remes 4.2 et 4.3 de [BS14]. On la réécrit ici pour plus de lisibilité. On ne traite
que le cas k < 400 puisqu’il est un peu plus technique. On laisse les modifications
mineures pour obtenir le cas kK = 400 au lecteur.

On fixe un intervalle J C [—1, 1] de longueur |J| = h'*¢, m’ € N, et on considére
Ut) = 15(t)e e, (h*H).

On veut appliquer le Théoréme 3.3.4 avec C' = % et 0 = d;22. Par calcul fonction-
nel, on a

sup [[U(t)[|2-22 S 1.
teR
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L’estimation (3.3.3) que 'on a prouvé au Théoréme 3.3.1 va mener a la seconde
hypothese du Théoreme 3.3.4. D’une part

UU(s)" = L)1y (s)e™ oy (W H ) (" s (h* H)))"
= ]lj(t)]lJ(S)ei(t_s)Hl/ng/(2h2H)

parce que H est auto-adjoint. Puisque J est de longueur h'™¢ alors U(t)U(s)*
s’annule en dehors de |t — s| < A€, Ainsi par le Théoréme 3.3.1 on déduit

1 1
NU@U ()" | 1=y S th'

Quitte & changer 2m’ en m/, le Théoréme 3.3.4 (avec C' = h™? et 0 = (d — 2)/2)
montre alors que

1
([ 1602 ) < e

On subdivise [—1,1] en N ~ i intervalles J; de longueur A'* pour obtenir

p

1 .
[ e 2t < 3 [ e 2t < 3 (ot e

D'ow .
e (W2 H) fl| 2o (-1,11,00) S WH@% (W H) |2

]

Nous sommes a présent en mesure d’établir les inégalités de Strichartz avec
perte de dérivées annoncées.

Théoreme 3.3.6. Si [’Hypothése 3.1.1 est satisfaite. Alors, pour tous 2 < p < 400
et 2 < g < +oo vérifiant
2 d—2 d-2

p q 2

et toute solution u(t,.) = ey du probléme linéaire de Schridinger

{ 100w+ Hu=0

Ujt=0 = U0,

on a
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e si k = 400, alors u satisfait des inégalités de Strichartz locales en temps
avec perte de dérivées

[l oqrg.ze) S ol og-1).25 (3.3.4)

o si Kk < 400, alors pour tous 0 < e <1 et0 < h <1, u satisfait des inégalités
de Strichartz locales en temps avec perte de dérivées

HUHL”([*LH,L‘?) 5 HUOHW%-H(%—%),T (335)

Remarque 3.3.7. La perte de dérivées dans (3.3.5) est intéressante si elle est
plus petite que la perte donnée directement par injections de Sobolev. La relation

% + % = =2 donne l'injection

2

2
Wrth=a? sy 14,

Ainsi

||€itHu0||Lq 5 ||€itHU0||W%+1,%,2 S ||u0||W%+17%,2

et en prenant la norme LP([—1,1]) on obtient
le™ T uol| Lo —113,00) S HUOHW%H_%,T

Cest-a-dire, la perte de dérivées est intéressante lorsqu’elle est plus petite que
]% +1-— %. D’ot, pour tout ¢ € (0,1), la perte obtenue dans le Théoréme 3.3.6
est meilleure que la perte triviale. La perte de dérivées dans (3.3.4) est aussi non
triviale par le méme argument.

Remarque 3.3.8. On pourrait obtenir des estimations avec

2 d d

+ - =—.
p q 2

Pour ce faire, remarquons que dans (3.3.3) on pourrait écrire

d d
Td 7,,2 2 ¢ 7“2 2 ]
== \7) =T T
t5 h2 t h? t h
Alors, la perte de dérivées obtenue dans (3.3.5) serait % + l(% — %) que l'on doit
comparer avec la perte triviale pour cette relation entre p et q, a savoir %. Puisque
11

i dQ—p, la perte est plus petite que % st et seulement si

2

d> )
—1l—e
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C’est-a-dire, dés que d > 2, on peut trouver € € (0,1) tel que la perte soit non
triviale.

On a choisit de présenter la présente version du Théoréme puisqu’elle permet
d’obtenir une plage d’exposants q plus large. En effet, d’une part

c’est-a-dire

et pour tout d > 2,

C’est pourquot la relation
+
p q 2
donne une plus grande plage d’exposants q.

Démonstration. Encore une fois, on ne détaille que le cas plus compliqué k < +o00.
On applique le Théoréme 3.2.4 & u(t) = e*Huy. Cela nous amene a

lu(®)l|ze < lle(H ()2 + ( /01 |¢m'<52H>“<f>|2is>2

Y

La

avec m’ > 1.
En prenant la norme LP([—1, 1]) en temps de cette expression, d’apres I'inégalité
de Minkowski, on a

[w(®)] e (-11,L9)
1 o
([ Wtz )

Gréce aux estimations Gaussiennes ponctuelles de ¢(H), le premier terme s’estime
de la facon suivante :

Slle(H)u(t)| Lo((—1,1,20) +

Lp([-1,1])

le(H)u(t)log-1n.L0) S lle" voll o122 < lluollze < HUOHW%JrQ(%fé),T
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Puisque p > 2, le Théoreme 3.3.5 et l'inégalité de Minkowski généralisée nous
permettent de borner le second terme :

1 ds\ 2
H(/ (a0,
Lo([-1,1])
1 ds)\ 2
([ Wm0

I 14e 511
(Dl

1
2

2
< (/ s (P l2d5>
L2
Slluoll e od-1)2:

ol on a utilisé m’ > i[% +2(1 — %)] car m' > et = 4+ 2(1 — %) < 2 et le fait
que
1+e 1_1

______ 1 1_1
S 2 l1)|¢ ( )| _w ’_ 1[1+5+2(1 7)](8 H)H2[ ) +2(2 q)]‘

Finalement, on obtient :

[l (10,00 S Hluoll | tte 2120
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Estimations de dispersion
localisées sur la diagonale

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de donner des estimations de dispersion localisées autour
de la diagonale. Plus précisément on veut, pour une boule By fixée, obtenir des
estimations de dispersion LP(By) — L¥ (By) pour tout p € (1,2). Pour ce faire nous
définirons des espaces de Hardy et BMO adaptés a cette localisation “sur la diago-
nale”. Nous donnerons dans un premier temps un résultat d’interpolation entre ces
nouveaux espaces et les espaces de Lebesgue usuels. Ensuite, nous appliquerons ce
résultat pour montrer des estimations de dispersion H'—BMO et LP(By)—L¥ (By).
Enfin nous verrons qu'un bon choix pour la boule By (via son rayon) nous permet
de montrer qu’a l'instar des résultats du chapitre 2, une propriété relativement
faible de dispersion sur 'opérateur des ondes permet de prouver une estimation de
dispersion microlocalisée L?(B) — L?*(B) qui assure les estimations de dispersion
H' — BMO et LP(By) — L (By).

Posons maintenant le cadre de travail de notre étude. On considere un espace
métrique mesuré (X, d, u) équipé d’une mesure de Borel positive et o-finie u. On
suppose de plus que p est intérieurement réguliere, c¢’est-a-dire qu’on peut calculer
la mesure de tout sous-ensemble A C X de la fagon suivante :

n(A) = sup u(K),
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ou la borne supérieure porte sur tous les sous-ensembles compacts de A. On sup-
pose que u est Alfhors réguliere, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes positives
c et C telles que pour tous z € X et r > 0

cr® < u(B(z,r)) < Cr?, (4.1.1)

ou B(x,r) désigne la boule ouverte de centre z € X et de rayon 0 < r < diam(X).
Ainsi, nos résultats ont vocation a s’appliquer dans de nombreux cas d’espaces
métriques comme des ouverts de R?, des variétés lisses de dimension d, certains
ensembles fractaux, des groupes de Lie, le groupe de Heisenberg, ...

En gardant en téte 'exemple de I'opérateur Laplacien sur R? : A = d1<j<d 8]2,
nous serons plus général au sens suivant : on considere un opérateur positif auto-
adjoint H & domaine dense dans L? = L?(X, u), ce qui signifie que I'on suppose
que son domaine

D(H):={feL* Hf € L*}

est dense dans L2.
On définit le propagateur des ondes cos(tv/H) de la facon suivante : pour tout
f € L2 u(t,.) ==t s cos(tv/H)f est I'unique solution du probleme des ondes
linéaire suivant :
D?u+ Hu=0
Ut=0 = f (4.1.2)

8tu|t:0 = 0.

La propriété remarquable de cet opérateur vient de sa propagation a vitesse
finie. Pour deux ouverts disjoints Uy, Us C X, et deux fonctions f; € L*(U;),
1= 1,2, alors

(cos(tVH) f1, f2) = 0 (4.1.3)

pour tout 0 < ¢t < d(Uy,Us). Si cos(tv/H) est un opérateur intégral de noyau K,
alors (4.1.3) veut simplement dire que K; est supporté dans le cone de lumiere :
Dy := {(z,y) € X?, d(z,y) < t}. On suppose que H vérifie (4.1.3). Dans [CS08],
Coulhon et Sikora ont prouvé que cette propriété est équivalente aux estimations
de Davies-Gaffney :

d(E,F)?

le ™ || r2(mymr2r) S e (DG)

pour tous sous-ensembles F et ' de X, et £ > 0.

On sait que —H est le générateur d’un semi-groupe L2 -holomorphe (e >0
(voir [Dav97]). On supposera de plus que le semi-groupe de la chaleur (e )5
vérifie les estimations diagonales typiques (pour un opérateur du second degré) :
pour tout ¢ > 0, 'opérateur e~* admet un noyau p, tel que :

1
(2, 2)| S m,
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4.1. Introduction

On sait que ces estimations sur la diagonale s’auto-améliorent en des estima-
tions Gaussiennes completes ponctuelles (voir [Gri97, Théoreme 1.1] ou [CSO08,
Section 4.2] par exemple) :

1 d(z,y)?

Mexp<_c ; ), Vit>0,pp z,y € X. (UE)

Ipe(,y)| S

On peut trouver dans [BS14] et dans les autres références de ce chapitre des
exemples pour lesquelles les estimations précédentes sont valables.

Les trois résultats principaux de ce chapitre sont les Théoremes 4.4.3, 4.5.8, et
4.6.5. Le Théoreme 4.4.3 caractérise les espaces d’interpolation entre les nouveaux
espaces Hy et BMOg avec les espaces de Lebesgue usuels en terme d’espaces de
Lebesgue. Le Théoreme 4.5.8 montre quelles estimations de dispersion LP(By) —
L”(By) on peut obtenir & partir de l'estimation L? — L? microlocalisée (H,,).
Le Théoreme 4.6.5 montre cette estimation (H,,) a partir d’'une hypothese de
dispersion pour le propagateur des ondes 4.6.1. Si on résume ces trois résultats, ce
chapitre nous permet d’obtenir le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1. Soient d > 1, M assez grand, et m un entier dans [g, %] Sl

existe k € (0,400] tel que pour tout s > 0, le propagateur des ondes cos(sv' H)
admet un noyau K . /m vérifiant :

|Kcos(sx/ﬁ)‘ < Sid st d(l‘,y) < % et s<K
Alors, pour tous m' € N, et tout p € (1,2), on a :
itH 2 *%(Li,)
LBy o (W H) || 1oy 10 (B S TE 2N 77 (4.1.4)

ot By désigne une boule fizée de rayon v/t, et le temps t pour lequel ’estimation
précédente est valide est donné par :

o 8i k=400, alors on a (4.1.4) pour tout t # 0 ;

o sik < 400, alors on a (4.1.4) pour touse > 0,0 < h <1 et h* < |t| < hlte,

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la premiere partie 4.2, apres avoir
rappelé quelques notations utiles a ce chapitre, on donne les définitions des espaces
H} et BMOy particuliers & la boule By en vue des estimations localisées autour
de By. Dans la seconde partie 4.3, on montre une version d’inégalités aux bons
lambda a deux parametres qui nous servira pour démontrer le résultat d’interpo-
lation de la Section 4.4. La Section 4.5 montre les estimations de dispersion que
I'on peut déduire de Pestimation microlocalisée L*(B) — L?(B) (H,,). Enfin, nous
montrons en Section 4.6 comment prouver 'inégalité (H,,) a partir d’hypotheses
sur le propagateur des ondes.
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

4.2 Définitions et préliminaires

4.2.1 Notations

On rappelle tout d’abord les notations qui seront utilisées tout au long de ce
chapitre.

Pour une boule B dans X on désigne r(B) son rayon et ¢(B) son centre. Pour
toute boule B et tout parametre A > 0, AB désigne la boule de centre ¢(B) et de
rayon Ar(B). On pose Cy(B) := B et pour tout j > 1,

C;(B):=2'B\2"'B

la j™me couronne dyadique autour de B. Pour tout sous-ensemble A C X, on note
A€ son complémentaire dans X. 1,4 désigne la fonction indicatrice de I’ensemble

A, définie par
lsize A
1 = )
A(@) { Osizd A

Si A est de mesure finie, et si f est une fonction ad hoc, on note

fr= @ [ F)an().

On utilise les notations My, et My, . pour, respectivement, la fonction maximale
de Hardy-Littlewood usuelle et la fonction maximale centrée de Hardy-Littlewood,
définies par :

M f(e) = sup 4 |fldp et Mypof(x)= suwp £ |fldp.
B>z /B B

B, ¢(B)=x

les bornes supérieures étant prises sur I’ensemble des boules, respectivement, conte-
nant z et de centre x. On rappelle que ces deux opérateurs sont équivalents au
sens ou il existe une constante ¢ > 0 tel que

1
EMHL < Mg, < cMpyr.

On notera supp f le support d’une fonction f. On utilisera la notation u < v pour
dire qu'il existe une constante ¢ (indépendante des parametres importants) telle
que u < cv et u =~ v pour signifier qu’a la fois u < v et v < w. Si aucune confusion
n’est permise, on notera L? a la place de LP(X, ) pour p € [1,400]. De plus, pour
un sous-ensemble A C X, on définit

LP(A) = {f, suwpp £ < A, [fllweny = ([ 19Pdn)” < +oc}
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4.2. Définitions et préliminaires

On remarque que I'on peut tout de méme calculer la norme ||g||»(4) d'une fonction
g qui n’est pas nécessairement supportée sur g lorsque cela fait sens. Pour deux
sous-espaces vectoriels normés F' et G d'un espaces F, on dira

F—G

lorsque I'application identité id: F© — G est bien définie et continue. Pour une
fonction f, on notera aussi f l'opérateur de multiplication par f. On utilisera la
notation suivante lorsque 'on parle des espaces intermédiaires d’interpolation : si
A et B sont deux espaces fonctionnels et § € (0,1), on note (A, B)y = (A, B)g,p,

lorsque + = =2,
q Do 2

4.2.2 Espaces de Hardy et BMO

Pour x5 € X et t > 0 donnés, on fixe une boule By = B(x¢, vt) dans X. Pour une
certaine constante C' > 0, on définit

Op, = {B=B(z,7), 1€ X, 0<r<CVi, d(B,By) < CVt}.

On remarque que si B € Qp, alors B C KBy ou K ~ 1+ 2C. Nous allons
maintenant définir des espaces de Hardy et BMO associés a cette collection.

On rappelle que l'on travaille avec les opérateurs suivants : Pour une boule
Q € Qp, de rayon r on note

BQ = (1 — €7T2H>M et AQ =1- BQ.

L’entier M est un parameétre technique assez grand (M > max(3, 2,2 + 2) est
suffisant). En développant par la formule du binéme de Newton, on remarque
que Bg est une combinaison linéaire d’opérateurs de la forme e~k H pour k €

{0,..., M}. La méme chose se produit pour Ag avec k € {1,...,M}.

Remarque 4.2.1. On choisit M > % + % pour assurer lexistence d’un entier

m € [g, %], ce qui sera utile a la Section 4.5.

Définition 4.2.2. Une fonction a € Lj,. est un atome associé a la boule Q € Qp,
sl existe une fonction réelle fq telle que

a = Bg(fq),

avec
_1
supp fo C Q et | follzeg) < n(Q) 2.
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

Définition 4.2.3. Une fonction mesurable h est une fonction de l’espace de Hardy
H} s’il existe une décomposition

h=> Na; p-p.p.,
ieN

ou pour tout i € N, a; est un atome et (\;)ien est une suite réelle de I'(N). C’est-
a-dire

Z |>\Z| < +00.

ieN
On équipe H} de la norme

[Allgy == dnf > [A],
¢ h=)senNidi g

ot la borne inférieure est prise sur l’ensemble des décompositions.

On définit une fonction maximale dieése adaptée a nos opérateurs et a la col-
lection Qp, :

Vo € X, Mif(w) = swp (f [Ba(HPd)".
Q€EQp, Q
zeEQ

Définition 4.2.4. On définit la norme BMO, d’une fonction de L*> par

11l 53100 2= [IMF f| ox

L’espace BMOy est défini comme l'adhérence

BMOy == {f € L>*+ L?, || fllzmo, < +o0},
pour la norme ||. || Bmo, -

Propriété 4.2.5. Si f € L2, alors

[fllBrso, = sup [(f,a)l,

aatome

ot la borne supérieure est prise sur l’ensemble des atomes. De plus f appartient a
BMOy si et seulement si le membre de droite de ['égalité ci-dessus est fini.

Démonstration. Soit f € L?. Pour toute boule Q € Qp, :

(@) 2 Ba(f)llz@ = n(@)7 sup [(Ba(f),9)l
HggHeLI;(é?él

_1
= sup [(f, Bo(u(Q) 29))|
9€L?(Q)
loll 2y <1
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4.2. Définitions et préliminaires

On vérifie aisément que la collection des atomes correspond exactement a l’en-
1
semble des fonctions du type Bo(u(Q) 2g) avec g € L*(Q), |9l < 1, et

Q € 9p,. O
Propriété 4.2.6. BMO, contient L> et est continument inclus dans le dual
(Hg)"

L — BMOy — (H})*.
Démonstration. La premiere inclusion est directe :
Bg: L™ — L™

avec une norme < 1.
Pour la seconde, on prend ¢ € BMOg et f = 3, \ia; € H} ou pour tout i € N,
a; = Bo,(fo,), Qi € Qp,. Alors, pour tout entier N :

N N
(6, > M) = Z/\z/ Bq,(9) fo.dp.
i=0 i=0 Qi

D’ou :

N N
(0, > Niaa)] < DIl Ba, (@)l 2 n 1l 2200
1=0 =1

1
N

<STINIMA | e S (|l BMoos
=1

oil la constante implicite ne dépend pas de N. De plus (|(¢, SN, \ia;)|)ven est une
suite de Cauchy car ()\;); € I* donc converge. Ainsi, pour tout f € H} il existe une
constante C' = C(f) qui ne dépend pas de la décomposition atomique telle que

N
(6.1 =1 Jim (6,3 Niai)| < Clllsmog
=0

et ¢ € (H})*. O

Propriété 4.2.7. Pour tout Q € Qp,, l'opérateur Bg (défini sur L?) s’étend en un
opérateur agissant de (Hy)* vers Lj,.. En gardant la notation Bg pour 'extension,
pour tout f € (Hy)* on a :

1M fllzoe < 1| Fllargye-

Ainsi :
(H&)* — BMO.
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

Démonstration. Soient Q € Qp, et f € (H})*. Pour tout h € L*(Q) a support
dans @ et vérifiant ||h]|2() = 1, on pose ¢pg = 1(Q)"2h. Alors a = Bg(¢q) est
un atome associé a () et

(f, Ba(9Q)) < I fll(ap)-

Bo(¢Q) |y -

—_——
<1

Si h # 0 on pose h' =

h d .
——— de sorte que :
7,200, q

[(f, BoUW )| < 11 1l oy Q)%

Ainsi
(s Bo(h))| < (@)= f | gy 12l 22 @) -
On peut donc définir Bg(f) € L*(Q) par

(Bof h) = (f, Bq(h))

et
1Bo(Hllz2@ < m@)F N fll ez

c’est-a-dire
IMF fll oo < N1 f Wl gy

4.3 Inégalités aux bons lambdas

Nous allons suivre et adapter les preuves du Lemme 2.4 et de la Proposition 2.5 de
[Aus07] pour montrer des “inégalités aux bons lambdas” dans le but d’obtenir une
caractérisation pratique des espaces d’interpolation (voir Section 4.4) entre I'espace
de Hardy H] et les espaces de Lebesgue usuels. On trouve une démonstration
similaire dans [AMO7].

On travaille avec la fonction maximale M et la fonction maximale centrée M,
associées a la collection Qp,, définies en posant :

Mf(z) = sup |fldp et M.f(x) = sup | fldp.
QeQp, Q@ QEeQR, /Q
zeQ z=c(Q)

On montre tout d’abord le lemme de localisation suivant :
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4.3. Inégalités aux bons lambdas

Lemme 4.3.1. [ existe Ky > 0 dépendant uniquement de la constante de double-
ment tel que pour tout f € L} ., toute boule Q et tout X > 0 pour lequel il existe

locs

T €4Q tel que M f(z) <\, on a :
K
0

Remarque 4.3.2. Les constantes 4 et 8 qui apparaissent dans le lemme précédent
dépendent en fait de la constante de doublement. On choisit de laisser ces valeurs
(qui donnent une bonne intuition de ce qui se passe puisqu’elles sont correctes dans
R? par exemple) afin de ne pas nuire a la lisibilité.

Démonstration. On utilise le fait que M est comparable a la fonction maximale
centrée M, ; c’est-a-dire qu’il existe Ky dépendant uniquement de la constante de
doublement tel que

M < KyM..

Soit x € @ tel que M f(z) > KA. Alors M.f(x) > %A' On en déduit qu'’il existe
une boule B centrée en = et de rayon r > 0 telle que :

K
> — ).
1171 %

On a K% > 1, donc ﬁfB |fl > Xz ¢ B(x,r) puisque M f(z) < X\. De plus x € Q)
et T € 4Q, donc r < 2r(4Q). On en déduit donc que B(z,r) C 8Q). Ainsi :

K
?0)\ < 7{3 If| < ]g | flsq| < M(f1sq)(z).

]

On montre a présent un lemme de recouvrement (du type recouvrement de
Whitney) qui servira pour montrer le Théoreme 4.3 4.

Lemme 4.3.3. Soit F € L'. Pour tout A > \g := mHFHLl, on peut Tecouvrir
lensemble de niveau Eyx = {MF > A} par une collection de boules (Q;)icr telles
que :

1. Viel,8Q; € Qp, ;
2.Viel, 4Q;NES 40 ;

3. la famille (Q;)icr a la propriété de recouvrement borné, c’est-a-dire que tout
point de E\ n’appartient qu’a un nombre fini de boules Q);.
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

Démonstration. Soit x € FE,. Il existe donc une boule B, contenant x telle que

B, € QBO et
][ |F| > A
By

On va extraire le recouvrement souhaité du recouvrement trivial

E, C U Bx,

zeEE)

ce qui assure le premier point du lemme.
On sait que E) est de mesure finie car, en notant ¢; la borne de continuité
L' — LY de M on a :

c c
p(Ey) < XlnFHLl < %M(Bo)

puisque A > \g. Pour chaque x € F), on considere I’ensemble ordonné des boules
B, précédentes. Tout sous-ensemble totalement ordonné de cet ensemble admet
un majorant. Ainsi, d’apres le Lemme de Zorn, il existe une boule (), maximale

dans Qp, telle que z € Q, et
][ |F| > A
Qz

(). est maximale, donc quand on consideére la boule 4Q),, ou bien 4Q, ¢ Qp,, ou
bien z ¢ 4Q),, ou bien f,, |F| < A. D'une part z ¢ 4Q), est impossible. D’autre
part, si 4Q, ¢ Qgp,, alors :

4r(Q,) > CV/t.

En effet, on a nécessairement d(4Q,, By) < d(Q., By) < C+v/t. Donc il existe une
constante C’ > 0 telle que By C C'Q,. Alors on a :

Cr/d C/d )\0 C/d
FI| < ———||F||x < —u(By) < —\.
Jo 11 < gyl < g o Bo) < =
On choisit alors ¢ > 0 de sorte que %d <1dou
£ IR,
Qz
ce qui est impossible par définition de (),. Donc on a nécessairement
IRt
4Qq

avec 4Q), € Qp,. Ainsi 4Q, N ES # . Ce qui assure le deuxiéme point du lemme.
Il reste a prouver la propriété de recouvrement borné. Pour cela on se donne
un compact K dans F). En utilisant la méthode ci-dessus, on le recouvre par des
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4.3. Inégalités aux bons lambdas

boules qui vérifient les deux premiers points du lemme a prouver. Par compacité
on extrait de ce recouvrement un sous-recouvrement fini. D’apres le Lemme de re-
couvrement de Vitali ([Gra08, Lemme 2.1.5]), on peut extraire de ce recouvrement
fini un sous-recouvrement qui satisfait le dernier point du lemme. Les propriétés
du recouvrement étant vraies uniformément par rapport au compact K, on obtient
le résultat final en passant a la limite en approchant F\ par une suite de compacts
inclus dans FE,. C’est possible parce que la mesure j est intérieurement réguliere.
Le recouvrement obtenu vérifie donc les trois propriétés du lemme. O

Nous sommes a présent en mesure d’établir les “inégalités aux bons lambdas”
qui nous seront utiles :

Théoréme 4.3.4. Soit 1 < ¢ < +oo. Il eziste K| = K{(\,a) > 1 et C = C(q,d,a)
tels que : si F € L', G, et H sont des fonctions mesurables positives vérifiant pour
tout Q) € Qp, :

pp.x€Q, F<Gg+ Hp; (4.3.1)
Vo e Q, ][ Gody < G(z); (4.3.2)
Q
Va7 € O, (][Q Héd,u)q < MF(z) + H(%); (4.3.3)

alors pour tous A > Ao, K > K|, ety <1 :

p({MF > KX\, G+ H <~\})<C (;q + Z() p({MF > A}),

\ . 100ci||F|l 1
0t Ao 1= w(Bo)

l'opérateur M.

et ¢ désigne la borne de continuité du type faible (1,1) de

Remarque 4.3.5. 57 ¢ = 400, la moyenne en norme L? est a comprendre comme
un sup essentiel. Dans ce cas on pose % =0.

Démonstration. Cette preuve s’inspire de celle de [AMO7]. 11 suffit de considérer
le cas oit H = G. En effet si on note G = G + H, alors (4.3.2) est valable avec G &
la place de G et (4.3.3) est valable avec G & la place de H. On suppose donc que
G = H pour le reste de la preuve.

Pour A > )g, on note Ey, = {MF > A}. On suppose que c’est un sous-
ensemble non vide de X sinon il n’y a rien a montrer. On recouvre E) en utilisant
le Lemme 4.3.3. On dispose donc d’une famille de boules (Q;);er qui a la propriété
de recouvrement borné, telle que pour tout i € I, 8Q); € Qp,, telle que

E\ C Usz

il
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et avec 4(); qui contient au moins un point z; en dehors de E\ pour tout i € I,
c’est-a-dire :
MF(z;) < \.

On pose By = {MF > K\, 2G <~A}. Si K > 1 alors By C E), d’ou :
1w(By) <> (BN Q).

iel
Soit i € I. Si ByNQ; = () il n’y a rien a faire. Sinon, il existe y; € Q; tel que
2G(g;) < v
Par le Lemme de localisation 4.3.1 appliqué a F' sur );, si K > K, alors

H(Bs Q) < W(MF > KA} NQ) < w({M(Flig) > 7).

Comme on a, 8Q); € Qp,, on peut donc décomposer presque partout sur X
Flgg, < Gslsq; + Hsq1sq;-

On a alors

u(Br N Q) < n({M (G Lsa)) >~ A}) + s (M (Hg, 15,) >

K
oK, 2 M)

En utilisant le type faible (1,1) et (¢, ¢) de la fonction maximale avec les bornes
de continuité respectives c; et ¢;, on a d'une part :

K < 2K001

M (Ggo. 10, A d
n({M(Gsq,1sq,) > oK, } < Ko g, Cradt
2K061 _ 4[(Ocl
o uBQ:G(y:) < ———n(8Qi)7,
car i; € ); C 8Q;. D’autre part, si ¢ < +o00 :
K 2Koc,\?
M(Hso 150 ) > —— A1) < q)/qu
M({ ( 8Q: SQz) > 2K0 }) — ( KA 8Q; 8Q; I

< (225) wis@o ) < (220) s,

car x; € 40Q); C 8Q);.
Ainsi, en sommant sur ¢ € I on obtient :

u(B) £ 20 (g7 + 72 w8@) 5 (g7 + 76 (e
Si g = 400 alors pour tout ¢ € I :
1M (Hsq s~ < [[HsqLsqullLe < ME(z;) < A,
En choisissant K > 2K, on a donc {M (Hsg,1sg,) > %)\} = 0. O

122



4.3. Inégalités aux bons lambdas

Remarque 4.3.6. On aura besoin par la suite d’une estimation du volume de
By = {MF > K\, 2G < A} C {MF > KM\}. Avec les notations de la preuve
précédente on a :

w(By) S 5 IF e < (Bo)- (4.3.4)

Ao
~ K)\ SR
On peut maintenant prouver I’estimation suivante :

Théoreme 4.3.7. Sous les hypotheses et les notations du Théoreme 4.5.4, pour
tout p € (1,q), si F € L', alors :

_1
1E ooy S 1(Bo)  [|F N + 1 Glle + [1H || o
Démonstration. On découpe l'intégrale suivante en deux parties :
400 1 Ao 1 +oo n
/ PAPT (B )dA =/ pAP” M(BA)dAJr/ PAPT pu(By)dA.
0 0 Ao

On utilise le Théoreme 4.3.4 lorsque A > Ag :

+oo 1 ol
< p—1
/AO PAP(By)dA / A (K n K) 1(Ey)dA

1
< (Lt .0 p

Lorsque A < \g, d’apres (4.3.4) on a :

Ao 1 Ao _2)\0 P )\p
/0 AT (B )dA §/0 pA? ?M(Bo)d)\ = j?M(B 0)-
Ainsi :
[ o B <0 ) + (5 + L) M
0 K Ka
D’ou :

Lvre, - Laa H A B LYY mEpe
T IMFI = G + 1) S FoutBo) + (35 + 3 ) IMFIE,
C’est-a-dire :

KP
IMPI < K u(Bo) + K7 (5 + 72) IMF I, + (G + 1)

K1 K

On choisit K > 1 assez grand et v < 1 assez petit pour que K? (% + %) < 1-27P,
ce qui est possible car ¢ > p. On en déduit donc

IME[[ e < Aop(Bo)» + [|Gllee + (| H]|r-

[
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Si le membre de droite est infini, I’estimation précédente est triviale. Sinon, lorsque
|Gll»+ || H||zr < +00, on va montrer que cette inégalité a un sens dés que F' € L.
On pose pour A > 0 :

fN) =pNu({MF > A}).

On remarque que pour tout 0 < \g < A\ < +00,

A1 d\
AofwA

existe et est fini (car < ||MF|pr < || F||zr). On remarque que

p{MFEF > KA}) <
<u({MF > K\,G+ H >~y\}) + p({MF > K\,G+ H < y\})
<u({MF > KX\,G+ H > ~yA}) + p({G + H < yA}).

De plus

A1

R o )
/AO PX UG+ H > A== < (G + 1H11Z).

K

Par le Théoreme 4.3.4, et en utilisant que 2’\70( < %0, on a :

[ o= [F oy

K

1y f# A\ PKP
< Kp e — — / - pp H pp
<K (G + ) o TS+ S5 0GIE + 1H1E)
1 3 d\

ol on a choisi K > 1 assez grand et v assez petit et R = |G|}, + |H||}» < +o0
par hypothese. On prend \y = K™ et Ay = K™ pour n,m > 1 de sorte que
I’estimation précédente donne :

Km d\ K dx 1 K™ d\
Joo TS [ INT S5 [ IVT R
1 e d\ 1 KT d\
< 4= Py g
<3 fem IS H3 [ TN HR

D'ou :
N N d\
| INE [ NS 2R
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En utilisant le type faible (1,1) de M :

K d\
Jias SN S 1P,

2

ce qui ne dépend pas de m et n. On en déduit que

00 d\ Kl dA
P AN E on
IMFI, = [T NS = lim [T F)T < oo,
de sorte que MF € LP dés que F € L.
On remarque de plus par le Théoreme de différentiation de Lebesgue sur By

(on autorise toutes les petites boules autour de Ny dans la collection Qp,), que
1001 ||F| 1

(B ona finalement montré que :

puisque || F||Lr(sy) < ||MF||1r et Ao =

1l Lo30) S 1(Bo) 7 | F |l + I Gllze + [[H][ 1o

4.4 Interpolation

Le but de cette section est de montrer que I’on peut caractériser les espaces d’inter-
polations intermédiaires (L%, H}) et (L?, BMQy) en terme d’espaces de Lebesgue.
On rappelle que

BMOy = {f € L2+ L>, M*f € L>}.

Ainsi on a la continuité suivante :
M*: BMOg — L™.
De plus L2 € {f € L., M'f < (M(|f]?))z € L>*} d’ott on en déduit
M L? — L.
Ce qui implique que pour tout 6 € (0,1) :
M*: (L%, BMOyg)y — (L%, L>),.

Théoréme 4.4.1. Sil < q < +o0o et p € (1,q), alors pour tout f € L* on a :

_ 1
11l z2e(z0) < 1(Bo) ™ || fllz + | MF £l -
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

Démonstration. Nous allons appliquer le Théoréme 4.3.7 & F = |f|%. Pour toute
boule ) € Qp, et tout v € ), on a :

F(z) < Go(r) + Ho(x),

ou
GQ = 2|BQf|2 et HQ = 2|AQf|2

De plus pour toute boule () € Qp, et tout z € ) on a d’une part :
|, Gadn < 205(f)(2)? 1= G(a),

D’autre part :

£ H(%duf <2(f |AQ<f>|2qcm)3

Or d’apres les estimations Gaussiennes du semi-groupe de la chaleur et en utilisant
un découpage en couronnes dyadiques autour de @), pour tout 2’ € QQ on a :

4’ )?

Aol < z T )

?”))

9 mﬁ( y)|du(y)

> Lo *)) £ () ldu(y)

i>1k=1

<f u+ZZ ¢ L 1

k= 1]>1

< (firta) 2o (4, o)

k=1j>1

Puisque @) € Qp, on a alors

(£ 152am)" < My

De méme, si 2/Q € Qp,, alors

Z > e (]éjQ|f|2du)1N M)z

i>1
QJQEQBO
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4.4. Interpolation

Reste & étudier le cas 2/Q ¢ Qp,. On a d’une part d(2'Q, By) < d(Q, By) < Cv/t
donc 27Q ¢ Qp, implique que 7(27Q) > C/t. Ainsi

By C 827(Q).

Comme z € Q et QQ € Qp,, on a x € KBy (on rappelle que K ~ 1 + C). Donc
pour tout y € By :

kﬁ S et (1) S M)

Jj=1

21Q¢Qp,

D’ou

[un

(]é Héd@q < MF(z) + H(x),

ou H(z) := yingfO My (|f1)*(y)1 kg, (x). Ainsi le Théoréme 4.3.7 donne :

1
| E e (o) S (Bo) # [[Fllzr + |Gllo + | H | o
C’est-a-dire :
1
11720 (0) S 1(Bo) ™ 1 f 1172 + [IMFf[|720 + | H ]| Lo

De plus

1 2 1 _ 1
1Blir < u(Bo)¥ (f, Mias( 1)) < pu(Bo)s | Mas )2 S (Bo) 7 11

en utilisant le type fort (2,2) de la fonction maximale usuelle de Hardy-Littlewood
Mpygr,. D’ou estimation annoncée :

1Fllz2e(30) S 1(Bo) ™2 |[fllz2 + M fl 2.
0

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser l’espace intermédiaire
L?,BMQy) en terme d’espace de Lebesgue.
) 0

Théoréme 4.4.2. Pour tout s € (2,00), 'espace d’interpolation entre L* et BMO,
est déterminé de la facon suivante :

1pyid: L? N (L?, BMOy)g — L*(By),

pour tout 6 € (0,1) tel que 17_‘9 = %
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Démonstration. Pour tout 6 € (0,1), on a :
M*: (L?,BMOg)y — (L*>°, L™),.
On se donne @ tel que 12;9 = % Alors
(L*>, L)y = L*.

Ainsi
M*: (L?, BMOy)y — L,

c’est-a-dire
L*N (L3 BMOy)g — {f € L*, M*f € L*}.

On applique alors le Théoréme 4.4.1 avec ¢ = +o00, s =2p et f € {f € L?, MFf €
L*}, ce qui nous permet d’obtenir :

1,1
1l ooy S 1(Bo) ™25 || fll 2 + || MF f
Ainsi 1g,id: {f € L?, M*f € L*} — L*(By) et
1p,id: L* N (L*, BMOg)y — L*(By). (4.4.1)
O

LS.

Par dualité, nous pouvons maintenant caractériser l’espace intermédiaire
(L?, H}). En utilisant le Théoréme 4.4.2 et la Propriété 4.2.6 on a :

Vs € (2,+00), 30 € (0,1), 1p,id: LN (L% (HH)*)g — L*(Bo),

o4 L =1
On rappelle que si U'ensemble diagonal {(z,z), z € AN B} est fermé dans
A x B alors pour tout § € (0,1) et s € [1,400], on a :

((A7 B)G,s)* = (A*, B*)G,s’a
Ici L? N (HY)* est fermé dans L? x (H})*. D’ou
pyid: L¥(By) = L* + (L, Hy)g.s,. (4.4.2)
146

2
On récapitule (4.4.1) et (4.4.2) dans I’énoncé suivant :

On rappelle que ;- = 128 de sorte que & =
0

Théoréme 4.4.3. Pour tout 6 € (0,1), on considére les exposants p € (1,2) et
q=17p € (2,+00) donnés par

1 1+60 1 196

p 2 q 2
Alors, avec les notations de la théorie de l’interpolation, on a :

Tpyid: LP(By) < L* + (L* H})g, et 1p,id: L> N (L* BMOgy)s,y — L¥ (By).
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4.5. Estimations de dispersion pour le propagateur de Schrédinger

4.5 Estimations de dispersion pour le propaga-
teur de Schrodinger

Le but de cette section est de donner un analogue aux inégalités de dispersion
H' — BMO obtenues dans [BS14] pour le propagateur de Schrodinger dans le cas
particulier des espaces de Hardy et BMO définis a la Section 4.2. Dans cette partie,
on montre que l'on peut se ramener a prouver des estimations microlocalisées
L*(B) — L*(B) pour en déduire les inégalités Hi — BMOy. Par interpolation, on
pourra en déduire des estimations de dispersion LP(By) — L¥ (By).

Pour m € N on définit la propriété H,, par :

N

_d 1
T (P H )| 23y 12(5) S 1172 0(B)2(B)z, (Hm)

ol B et B sont deux boules de méme rayon 7 de la collection Qg,, ol ¥y, () =
ame ™ et T = eap(h*H), m" € N. De la méme facon que dans [BS14] on se
place dans le régime h? < [t| < h'™® pour tout € > 0.

La mesure étant Ahlfors réguliere on peut réécrire la propriété (H,,) :

r2\ 2
1T (P2 ) sy < (m) .

On montre d’abord I'équivalent du Théoreme 2.20 de [BS14].

Théoreme 4.5.1. Pourt > 0, on pose

2
B, = 1B =DB(x,r), 0 <7< \2_0\/%, d(B, By) < 6CV/t}.

Soient m > m' > 0 deuz entiers. Si (H,,) est satisfaite pour la collection Qfp ,
alors (Hy,) est satisfaite pour la collection Qp,.

Remarque 4.5.2. Le théoreme est a comprendre comme une certaine “croissance”
dans la propriété (Hy,) par rapport a m quitte d changer les constantes dans la
définition de la collection des boules sur lesquelles on travaille. Il faut retenir que
moralement :

Vm >m', (H,) = (H,).

Démonstration. On suppose que m > m/ > 0 et (H,,) est satisfaite pour la
collection ngo. Soit By et By deux boules de rayon r > 0 dans la collection Qp, .
Comme m > m’, on a

m r? r?
[T (P H) || L2(By)—12(B2) = 2 ’|Twm’(§H)¢m—m’(§H)||L2(31)HL2(32)'
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

On recouvre alors By par des boules (B;) e de rayon %, By par des boules (B;)er,

de rayon 75 et X par des boules (By)rex de rayon 7 On suppose que les trois
recouvrements vérifient la propriété de recouvrement borné. On a donc

|J|~1 et |L|~1.
Par contre, il peut y avoir une infinité de boules By. On a alors :

||T¢m(r2H) ||L2(Bl)—>L2(B2) <
2 2

. r r
> 2 |\T¢m’(§H)HL?(BkHLZ‘(Bz)||¢m—m’(§H)\|L2(Bj)aL2(Bk)~
7.kl

Pour tout [ € L, d’une part

D’autre part

d(By, By) < d(By, By) + d(Ba, Bo) + 21(Bs)
<04 OVE+20VE <60Vt
Donc pour tout [ € L,
Bl - Q,BO
D’apres les estimations de Davies-Gaffney pour le semi-groupe de la chaleur, on a

r? _Qd(Bj,Bk)Q
H/llbm_m/(EH)||L2(Bj)—>L2(Bk) S € r?
Deux cas de figure se produisent.
Premier cas : B, € Q.
Dans ce cas, d’apres I'hypothese (H,,), on a :

d
r2/2\? _,ds;B0°
HT%%(TQH)HL2(BI)—>L2(BQ) N Z( t/ ) e i .
7.kl

. . /
Deuxiéme cas : By ¢ Qf. .
On remarque que

r(Bp) = —= < \fC’\/E.

Sl -

Donc nécessairement

d(By, By) > 6C/t.
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4.5. Estimations de dispersion pour le propagateur de Schrédinger

Or, d’apres I'inégalité triangulaire renversée, vu que B; et B}, ont le méme rayon,
on a

d(Bj, Bk) > d(Bk, Bo) — d(Bo, BJ> — 27’<Bk)
> 60Vt — (d(Bo, By) + d(By, B;) + 2r(By)) — 2

> 6CVE— (04 CVE+2CVE) — V20Vt
(3 —V2)CV1,

oil (3—+/2)C = ¢ > 0. De sorte que, par le calcul fonctionnel borné et I'estimation
précédente :

Sl

Vv

d(Bj,By)>

z g oy g ot
||T¢m(7” H)HL?(BIHLQ(BQ) ~ Z € r e 3 Z € r 2 )
3.kl 3.kl

pour tout N > 1 entier aussi grand qu’on le veut. Lorsque N est assez grand, on a

d
t —N r2 2
() S t .
72 t
Ainsi, les sommes sur j et [ étant finie, il ne reste qu’a estimer uniformément en j
une somme de la forme :

d(B,,By,)* 5
Z e 2 < Z e " #{By, d(Bj, By) ~nr}
keK n>0
<> e n? < +o0.
n>0

Donc finalement :

7,,2 2
T 00?0 e % )

et la propriété (H,,) est montrée pour la collection Qp,. ]

On suit la démarche de [BS14] et établit donc tout d’abord la continuité voulue
sur ’ensemble des atomes.

Théoréme 4.5.3. Si T' vérifie la propriété (H,,) pour un certain m < % avec
M assez grand (M > max(%,3,2 4+ ¢)), alors on a :

_d
sup [(Ta, b)| < [t]”2,
a,b

ot la borne supérieure est prise sur tous les atomes a, b.
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

Remarque 4.5.4. On a choisit M assez grand pour assurer l’existence d’un entier

m e 2,43

Démonstration. On se donne deux atomes a et b. Par définition il existe deux
boules B; et By dans Qp, de rayons respectifs ry et 79, et f € L*(By), g € L*(By)
telles que

1 -

a =(1—eTMMf avec | fllram) < u(Bi)"2
b =(1—e Mg avec ||gllr2p,) < u(Ba)"2

Comme dans la preuve du Théoréme 3.1 de [BS14] on montre que, si u € [0, Mr}]
et v € [0, Mr3] avec u < v, en recouvrant I’espace X par des boules B; et By de

rayon ,/u + 3 < \/m, alors :

(T

o dud
< IS (5) vt Py ) il 0ol
—U+V,

ou U correspond a la somme lorsque les boules B; et By, sont dans la collection
9p,, et V correspond a la somme des que I'une des boules B; ou Bj au moins
n’est pas dans la collection Qp,. On traite U de la méme facon que dans [BS14]
et obtient :

sup [(Ta, b < J#]"2.
a,b
Il faut noter ici qu’on a besoin d’utiliser (H4M) On peut le faire puisqu’on a

supposé (H,,) vraie pour un m < 2 5 M quitte & Changer légerement les constantes
dans la définition de Qp, comme explicité au Théoreme 4.5.1.
Pour traiter V' on remarque que

(%
1T a ((w+ ) H)z2or2 $1

donc :
du d
VESL S (Y)Wt s Wons oM glogeny

Bj ou Br¢Qp,

En notant ¥u = 1, on estime le terme portant sur la somme en j
3
2 lv(wH) f|lz2(,)- D'une part si B; € Qp,, les estimations de Davies-Gaffney
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4.5. Estimations de dispersion pour le propagateur de Schrédinger

pour le semi-groupe de la chaleur montrent que :

S H) fllaey S e

(] Bg)?
1f1z2sy)

+o0o
SF e Y e 4, d(B), Bo) ~ vu2'}
=0

D’autre part si B; ¢ Qp, alors d(Bj, By) > C/|t| (quitte a changer encore une fois
les constantes dans la définition de Qp,, on peut supposer que c’est la condition
sur la distance que fait défaut). Un calcul similaire donne :

(Jo)

Y NwH) fll2s) S D€ 1 £l 22 (By)
J J
d(B;,Bg)>
< w(By) 2 Se v
J
t] 7d(Bj,Bo)2

SuB)EY e e m
J

d
([t ?
Szt (1))
On estime la somme sur & : 3 ||¥(vH)g| 12(p,) de la méme maniere. Ainsi :

) o (1 4

On s’intéresse d’abord au cas V; o 0 < u < v < R := min(Mr?, Mr3) :

N

a (B[]t T\’ dv
< 2 - — —_
~ ) /o () (m) v

R _d

[NJIsH
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Ensuite, pour le cas V5 ot 0 < u < Mr? < v < Mr :
Mr3 o eMr? g NM o _a _a (1?1 dudo
s ) 2 o
Mr2 Jo v v u v

/MT§ (MrHM 1 (v gdv
M2 M oM\ t]) v

e,

S (rre)”

2M +
< \*4 I - / mv%*M*Idv
(r1r2)§ Mr?
d

S G

~ (rima)2 ro/
puisque r; < ry et % — M — 1 < —1. Ainsi on obtient

VS
et on en déduit )
[(Ta,b)| < [t]2

uniformément par rapport aux atomes a et b. 0

Toujours en suivant la méme démarche que dans [BS14], on montre :

Théoréme 4.5.5. Si T vérifie la propriété (H,,) pour un certain m € [%, %],

alors, uniformément par rapport a s > 0, lopérateur Te " vérifie la propriété
(H,,) et le Théoréme 4.5.3 nous assure donc que :

supsup [(Te~*a,b)| < [t| 7%,
s>0 a,b

ot la borne supérieure est prise sur ’ensemble des atomes a et b.

Démonstration. On pose U, := Te *H. 11 suffit de montrer que U, vérifie la pro-
priété (H,,) uniformément en s < sg, avec sy a définir. C’est-a-dire

_d 1 1
Vst (P H)| 2128 S [H™20(B)2 (B2,

pour toutes boules B et B de rayon r dans Qp,. Premierement on remarque que

Usthm(r*H) = Te ! (F? H)™e ™" = T, ((r* + s)H) <T2i S) :

de sorte que

7,2

M) 1T (% + $)H) || 12(5)=12(8)-

VU H 20 205, = (
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4.5. Estimations de dispersion pour le propagateur de Schrédinger

Comme 72 < r? + s, les boules de rayons r sont incluses dans les boules de méme
centre et de rayon v/72 + s notées B, o et B ;o7 Ona d(B\/i, By) < d(B, By)
et d(Bm, By) < d(B, By). Donc les boules B o et Bm sont dans la col-

lection Qp, si et seulement si V72 + s < C'y/|t|. On suppose d’abord que c’est le
cas, et les deux boules sont dans la collection Qp,. Ainsi, par la propriété (H,,)
pour T' et la condition de doublement, on obtient :

|| Us'@zjm,l (TQH) ||L2(Br)~>L2(’B\:)

S( T ) 1T (% + ) H) | o 5

r2 4+ s

oy
vV r2+s)_)L (B 'r2+s)

r2 \" 4 1 1
< (i) M) B’

r2+s
d
r 4 r2+8 L r24+s?  ~
< () P (B

_d m_7 1 1 _
< [t (+) w(B,)u(B,)t < It

ol la derniere inégalité résulte du fait que m > g.

Si maintenant /7% 4 s > C'4/|t], et les boules B /> et B /21, ne sont donc
pas dans la collection Qp,, par calcul fonctionnel borné, on a :

H Uswml (T2H> HL2(BT)—>L2(§;)

o R T

.
7‘2 + S \/r2+s)_)L (B r2+s)

7’2 " T2 " d d d
< 1= tI= 2|t |t
() 1= () et

T2 m d 1
& <r2+s> [#172 1(B )2 1 Byss)

D=

et le méme calcul que précédemment montre le résultat. Ceci montre la propriété
(H,,) pour 'opérateur Uy et toutes les estimées sont uniformes en s > 0. O

La preuve du Théoréme 3.4 de [BS14] reste la méme (en supposant que s < sg)
donc :

Théoréme 4.5.6. Pour tout 0 < s < sq, Te ! est continu de L' dans L™ avec

ITe 7 || e < 575
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

Nous pouvons maintenant prouver la continuité sur ’espace de Hardy tout
entier.

Théoréme 4.5.7. Supposons que T vérifie la propriété (H,,) pour un certain

m € [g, %] Alors T et Te " pour tout 0 < s < sy, s’étendent en des opérateurs
continus de H} dans BMOy et, en gardant la méme notations pour les extensions,

on a :

_sH _d

17 HHMBMOO + sup ||Te™® ”HlﬁBMOO S Jt e

0 0
0<s<so

Démonstration. D’apres les Théoremes 4.5.3, 4.5.5, et 4.5.6, la preuve du Théoreme
3.5 de [BS14] s’applique. ]

Nous sommes donc en mesure de formuler une estimation de dispersion
LP(By) — L¥ (By) en utilisant le résultat d’interpolation 4.4.3 de la section pré-
cédente.

Théoréme 4.5.8. Si T vérifie (H,,) pour un certainm € [£, 2] et que T: L* —
L? avec borne de continuité < 1, alors pour tout p € (1,2) :

’ _del_ 1
15,T15,: LP(By) — L” (By) avec H]lBoT]lBoHLP(BO)—>LP’(BO) < |t 2Gw),

4.6 Dispersion pour Schrodinger a partir de
’opérateur des ondes

Le but de cette partie est de montrer comment déduire la propriété (H,,) a partir,
essentiellement, de la vitesse finie de propagation de I'opérateur des ondes. Puisque
H est un opérateur positif, si Re(z) > 0, on peut, d’apres la formule de Cauchy,
écrire : . p
00 2 ds
e :/ cos(sVH)e %= : (4.6.1)
0 LT
On veut montrer, en notant z = h? — it pour tout h €0, 1], que sous de bonnes
hypotheses :

r

2\ 2
e B sy S (5 )

pour un certain m € N. Comme le suggere la formule (4.6.1), nous montrerons ’es-
timation précédente grace a des hypotheses sur le propagateur des ondes cos(sv H).

Hypotheése 4.6.1. Il existe k € (0,+00] tel que pour tout s > 0, le propagateur
des ondes cos(sv H) admet un noyau K /) qui vérifie :

COos

et s < K.

NNV

|Kcos(5\/ﬁ)<$’y)| S S_d ) d([L’,y) S
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4.6. Dispersion pour Schrodinger a partir de I'opérateur des ondes

Remarque 4.6.2. 1. K est un paramétre qui dépend de la géométrie de [’espace
X. 1l est par exemple donné par le rayon d’injectivité lorsque X est une
variété Riemannienne.

2. Cette hypothése est motivée par la Propriété 27 de [Bér77].

3. Le Théoréme 3.4 de [CS08] montre que les estimations de Davies-Gaffney
pour le semi-groupe sont équivalentes a la condition suivante sur le support
du noyau :

SUPP Koo C {(2,9) € X7, d(z,y) < s}.

4. On fait une hypothése uniquement dans la région {(x,y) € X?, d(x,y) < 5}
c’est-a-dire a l'intérieur strictement du cone de lumiére. Ainsi on ne fait
aucune hypothése sur ce qui se passe prés du bord du cone de lumiére (o les
phénoménes les plus compliqués peuvent apparaitre).

Cette remarque nous améne a décomposer le propagateur des ondes en deux
parties :

cos(sVH) = I, + 11,

ou I et Il ont des noyaux respectifs K et Kjj. tels que :

o supp K7, C {(z,y) € X?, d(z,y) < 3}et Kp, = K os(sv) SUr le support de
Ky, ;

o supp K7, C {(z,y) € X?, § <d(z,y)}.

Remarque 4.6.3. 1. I, encode la dispersion loin du bord du cone de lumieére.
On fait 'hypothése qu’on connait bien la dispersion pour les ondes dans cette
région. Moralement c’est la région dans laquelle le comportement des ondes
est le plus simple.

2. 11, encode la dispersion pres du bord du cone de lumicre. On ne fait pas
d’hypothese particuliére sur la dispersion dans cette région. Comme le montre
la Proposition 4.6.4 suivante, on n'utilise qu une continuité L?>—L? avec borne
< 1 pour cet opérateur.

Pour mieux cerner les opérateurs en questions, on prouve d’abord la proposition
suivante :

Proposition 4.6.4. Pour tout 0 < s < k les opérateurs I, et I1; sont bornés de
L*(X) dans L*(X) uniformément en s.

137



CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

Démonstration. Par le calcul fonctionnel borné, pour tout s > 0 :
| cos(sVH)| 22 < || cos(sv/)||zem,) < 1.

Soit f € L? et 0 < s < k. La régularité Ahlfors de la mesure implique :

1Ll < | £ () du(y)

‘/{y€X7 d(zvy)gg} L%

fW)ldu(y)

- HM(B(% 504 B@s)
<M fllee S M1 re-
La deuxiéme continuité résulte du fait que :

L fllze = [ cos(sVH) f = L fllze S £l 2.

L3

Le théoreme principal de cette partie est le suivant :

Théoréme 4.6.5. Sid > 1, m > [%1, et si I’Hypothése (4.6.1) est vérifiée, alors
pour toutes boules (B, B) € Q% de rayon r et m' € N :

d
i r?\?
H@tme’(hQH)wm(TQH)HLQ(B)HLz(E) S (M) 5 (462)
ot on distingue deux cas :

e k=100 et l'estimation (4.6.2) est valide pour tout t # 0.

e Kk < 400 et lestimation (4.6.2) est valide pour tout e > 0, 0 < h < 1 et
h2 < |t| < h1+8.
Autrement dit, e, (h>H) vérifie l'estimation (H,,).
Démonstration. Premiére étape : Quelques simplifications.

On remarque tout d’abord que r < \/m puisque B et B sont deux boules de
la collection Qp, .

Supposons que (4.6.2) soit vraie pour tout h € (0,r]. On va prouver que (4.6.2)
est alors automatiquement vérifiée pour A > r. On fixe donc r < h. La structure
de semi-groupe nous permet d’écrire :

| e (W2 H o (r H) | . )

< 7” th h2
~ ﬁ” Uy ( )¢m(( )H)||L2(BT)~>L2(§:)
h2 2

h
2
2m
S (5) " N o o+ P iy
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4.6. Dispersion pour Schrodinger a partir de I'opérateur des ondes

ol p =4/ %2 +12>7r, p~het B, = LB, désigne la boule dilatée (méme notation
pour B,). Puisque h? < [t| on a p < y/|t| done, quitte & changer les constantes

dans la définition de la collection Qp,, B, et §p sont dans la collection Qp,. En
utilisant (4.6.2) & I'échelle p (car p > h/+/2) on obtient :

[SI[oH

| €™ 4y (R H )ty (12 H ) 223 S (

[N]isH

>
~

ou on a utilisé le fait que m > d/2, comme r < h) :

2m 2m—d
T r

d__ ,.d d

h2mh =r h2mfd S .

Ainsi, dés que (4.6.2) est prouvée pour h < r, on en déduit qu’elle est aussi vraie
pour h > r.

1l suffit donc de prouver le théoréme pour h < r et r? < |t|, ce qui est supposé
dans la suite.

Pour un entier m’ # 0, on a :

. R2\™
eltme/(h2H)wm(r2H) = (7‘2> eZtHe thwm’+m(r2H>'

Or h <r, donc :
% it—h2
||€ tH¢m’(h2H)wm(T2H)||L2(BT)%L2(§:) 5 ||6( e )H¢m’+m<T2H)||L2(BT)HL2(§:)~

Ainsi, si (4.6.2) est prouvée pour m’ = 0 et un certain entier m, alors par le
Théoreme 4.5.1, quitte a changer les constantes dans la définition de la collection
Qp,, l'estimation (4.6.2) est aussi vraie pour m’ = 0 et n’importe quel entier
m” > m. L’observation précédente montre qu’alors (4.6.2) sera satisfaite pour
tout m' = m” —m > 0.

En conclusion, on peut se restreindre a montrer (4.6.2) pour m’ = 0 avec h <r
et r? < |t|, ce que nous supposons donc pour le reste de la preuve.

Remarque 4.6.6. On s’autorise a changer les constantes dans la définition de
la collection Qp, puisque cela ne change pas la nature du résultat final. Le point
important est de ne changer ces constantes qu’un nombre fini de fois, pour ne pas
avoir la situation ou n’importe quelle boule serait dans Qp, .
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

Deuxiéme étape : Décomposition en deux régimes.
Fixons deux boules B et B de rayon r dans Qp,. On sait que d(B, By) < C \/m
et d(B, By) < Cy/|t]. On pose C" := 2(2 + 20).

Pour éviter les termes de bords (non nuls) dans les intégrations par parties a
venir, on introduit la fonction x € C*(R,) suivante :

o
IN

x<1
z)=1sixz€[0,C"/|t]]
r)=0siz€ [QC,m,—FOO]

X
X

P

On suppose aussi que : Vn € N, |X(")(x)| < <\/1m) '

On sépare donc l'intégrale suivante en deux :

e~ /O+OO COS(S\/E)E’%(l - X<S))j§ + ;Oo COS(S\/ﬁ)eix(s)j;

Pour le premier terme, on peut supposer sans perdre de généralité que x >
C"y/|t| puisque t est petit. Donc :

/0+OO cos(sVH)(1 — X(s))e_% jsz

+oo 1 d
< | cos(sV/H )|e~= Rel(dz) 22
v 2|

K ds +oo s2 1\ ds
< cos(svVH cos(sVH e~ Re(2) .
Jo g costs VD) Nl | leos(sVED) VE

Soit f € L*(B), alors

r 52 1 dS
7,2 —2 Re;
Jo il cossVEW ) e

||

K s2
L M) e e
t

" 9 ds
ﬁ/cw”sw H)f] Ay

2|
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4.6. Dispersion pour Schrodinger a partir de I'opérateur des ondes

D’une part :
ds

[ L2B [ 2Hf ngi
IO Dl ¢?f < [ BHLE I o
1 K _ 2 dS
guwwﬂwﬁdwvam¢M

00 4 ds

<>nfmkéwr 7
< (B2 u(B) |z It

N
5<H0 T,
puisque d > 1.

D’autre part, en faisant une décomposition de X en couronnes dyadiques autour

de B :

" 2 7£Rel ds
T (Y(rH) f)e™ a7z
1t ’Z‘ Lz(g)
" _sRel ds
I(Le,my 0 (r*H) f)e Thes
#1025

On utilise maintenant 'information sur le support de Kiy,.
Siz € Bety e Cj(B) alors d(x,y) < 2/r+d(B, B). De plus, comme B € Qp,
et B € Qp,,ona:

d(B, B) < d(B, Bo) + d(Bo, B) + 2,/|t] < (2C +2)/]t!.

Si 27r + (2C + 2)\/]7 < 3, alors Ky (2,y) = 0 car d(x,y) < 3. Donc, pour tous
r € B et 7 >0:

2

[ Lo vlaH) e 1t

||

min(2(27r+(2C+2)V/t),K) $2 1 ds
= ITI,(1c. gy (rPH x)e T Re:
o /T (Ley(m)-(r"H) f)(x)

On traite les cas ot 2(27r + (2C + 2)4/]t]) < K et 2(27r + (2C + 2)4/|t]) > &
simultanément en considérant les termes suivant :

/(2(2fr+(2c+2)\/ﬂ) %
+/ ,
T 2(297+(20+2)+/]t])

w =
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

ou la premiere intégrale est plus grande que celle que 'on obtient dans le cas
2(27r + (2C + 2)4/|t]) > K ; et ajoutée a la deuxieéme nous permet d’obtenir le cas

ol 2(27r + (2C + 2)\/m) < K.

Premiérement, si j est assez petit pour que 2(2/r +(2C'+2)4/[t|) < &, on utilise
la Proposition 4.6.4, pour en déduire :

2(2r+(20+2)/1tl ds
L (e, (P H) )l 23—
JZZ;) N (B)- L2(B) 2]
(2 r+(20+2)/1t] ds
<Z/, (> H) 2,
>0 2|

1(C;(B))? [ (r* H) fl| o= 0y ) ——

>0 Il 2|

(27r+(2C+2)4/1t] e
STl @]
’ yeB

2(2jr+(2c+2)\/\t_| 4o
<> 2r)2e "= fll sy ——=
aacavd ||
(27r+(2C+2)4/1t] ds

<z/, (22 || fll2)

>0 2|

(2 r+(20+2)\/t]
< Z / \/_ ds

_dw)?

ol

)

(y)ldu(y)

Or on rappelle que s < 277 + (2C' + 2),/t] et s > C”\/m, c’est-a-dire

1 j—
j o 28 (2C +2)4/|¢| . VIt .
r T

Ainsi
—d+1

r

e(

En sommant sur j, on obtient donc :

—d+1 d
4 2% T |t] r?\ 2
S 2225 | —— il HfHLa(B)§<t> £l 228
= \/m r t]

Deuxiémement, lorsque j est assez grand pour que 2(2/r + (2C + 2)4/|t]) > &,
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4.6. Dispersion pour Schrodinger a partir de I'opérateur des ondes

d’apres (4.6.3) il nous reste a traiter I'intégrale suivante :

ds

11,1 P2H) )| omye " =

Z/2JT+ (20+2)+/1t)) ML L,y 40 H) Dll 2.3 E
ds

< / 6—52Re(%)

Z 2(29r+(2C+2 \/_) |Z|

<Y AT ROFAVID® g )/ e—éRe(é)ﬁ7

; 2(297+(20+2)/Jt]) |2]

ou la premiere inégalité vient juste du calcul fonctionnel borné puisque s < k. On
effectue le changement de variable v = 7 Re( ) dans l'intégrale :

K o(L) ds oo 2 u 1
Lo = [T e
2(29r+(2C+2)/J1) \/|z\ Re(1) ™ \/I2|Re(1)

On rappelle que |z| ~ [t| et que Re(2) = o> % > 1 puisque h? < [t| < h.
Donc

Pour la somme en j on a :

2672(23‘7‘+(20+2)\/m)2 Re(1) _ Z o~ 2Re(2) (47724 (20+2)2|t] +227r( (20+2)/1tl)
J J

Or r? < |t| donc :

Z 6—2(2jr+(20+2)\/m)2 Re(1) < Z o~ 2Re(1)[47+(20+2)2 4227 2C+2))r?
J J
_ e—2Re(%)(2C+2)2r2 Z 6—2Re(%)[4j+2(20+2)2j]r2‘

J

De plus t et r sont petits et 277 est grand car on ne considére que les j tels que
2(27r 4+ (2C' + 2)4/|t|) >  donc :

T e 22ROV Re(}) ¢ pmeRe(2)r? §7 om2Re(HHIrt (G

J J
— 1y,.2 — J
<e cRe(3)r Ze c Re( )49 r?

Y

J
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CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

pour des constantes numériques ¢ > 0 et ¢ > 0. D’apres le Lemme 3.2 de [BS14],

on a donc pour tout N > 1 aussi grand que 'on veut :
, -N

3 —2(2r+(2042)/J)2 Re(L) < O (7“2 Re 1)

B z

J

_ h*
= P Donc
2N
)

2p2
Tz 2 o
(Itl

De plus r? Re(?1)
1., -N
(Reor?) 5

D= (el = ()

et
(5

ol

/ é \ .
dés que [t]*N T2 < BTN clest-a-dire

o < K
ce qui est vrai pour N assez grand puisque |t| < hlTe.
Finalement :
d
_2pe1 ds r?\?
memne g (8 1l
L*(B)

/
C/\/m
ds

De plus :
+oo 2 —22 Re(1)
| lcos(sVEUG2H) fl] e T
V12l
too du
S ) flle [ e —
e Re(D)/l2
rRe(L)
)
SJHme(B)/ e zdu
0 Re(3)y/[t]
R ?—;, on obtient :
2 ds

= w2
NZ

Etant donné que Re(?)
+00 s
[ leos(sVYG 2 H) o e

gz (r\TY
ST\ 1/ llz2(B),
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4.6. Dispersion pour Schrodinger a partir de I'opérateur des ondes

pour un entier N > 0 aussi grand que 'on veut puisque ‘% > 1 (en effet |t| <
h'*e < h vu que h € (0,1]).
Comme h < r, on a alors

S = () < ()

|t|g+N+g < pEAN+d

des que

c’est-a-dire

24+ N+d 1+ 3+95
S4N+d _ $4+nN+4¢
|t| S h?2 2 =h 2 2

ce qui est vrai pour N grand puisque |t < h!Te.

Pour le second terme nous allons procéder a des intégrations par parties comme
annonce.

En faisant 2n intégrations par parties (avec n a déterminer plus tard) on ob-
tient :

/OOO COS(Sﬁ)wm(TQH)X(s)e*£d3 _

0o 2n 2 sF sk—2L5]
/ cos(sVH )" Py (rPH) > X9 (s)e ™52 Ck—f T T Cn22) ds,
0 = z

EREY

ou les (¢;); sont des constantes numériques qui ne jouent pas de role significatif
dans cette preuve. On isole les termes extrémaux (pour k = 0 et k = 2n) de la
somme pour comprendre le comportement général de celle-ci vis-a-vis de ’estima-
tion voulue.

o $2 d
/ cos(sV H)wm(TZH)fX(S)e*E 5
’ V2l
QC,m \/ n 1 32” 1 ds
S /0 | cos(sV H)¥mn(r* H) fll 25y i i

Ji

Premierement, par continuité on a :
[ cos(sVH)umn(r*H) fll 23y < | fll12(3)-

145



CHAPITRE 4. DISPERSION LOCALISEE

On estime alors les termes restant.
r2\"
tl)

2001, (1 " ds N
b (w) Thlt
g G sl
o T\ i *\)
20"/t p2n (s N r2\"

FEm=()

En prenant n = 4] on a donc :

00 ) 2 ds r? 2
/ cos(S\/ﬁ)@bm(T H)x(s)e = <l=] .
0 \/E L2(B)—L2(B) |t|

Finalement, la propriété (H,,) est satisfaite sous I'Hypothese 4.6.1. O]
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Exemples

Les résultats des chapitres précédents donnent une fagon d’obtenir des estimations
de dispersion H' — BMO et L? — L”" ainsi que des inégalités de Strichartz dans un
cadre général sous des hypotheses sur le semi-groupe de la chaleur et le propagateur
des ondes associé. Ce chapitre a pour but de donner des exemples d’application
pour lesquels on peut effectivement vérifier les différentes hypotheses des théoremes
principaux de cette these, ainsi que quelques perspectives d’étude

5.1 Espaces de type homogene

On rappelle qu'un espace métrique (X, d) muni d’une mesure p est dit de type
homogene si p vérifie la propriété de doublement suivante : il existe une constante
C > 0 telle que pour tous x € X et r >0

w(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)).

Selon la définition de Coifman et Weiss, les espaces de type homogenes sont ceux
pour lesquels la théorie de Littlewood-Paley s’étend naturellement en analyse har-
monique.

Donnons quelques exemples d’espaces de type homogene :

1. L’espace Euclidien & d dimensions R? équipé de la distance Euclidienne
usuelle et de la mesure de Lebesgue.

2. Le bord d’un domaine Lipschitzien dans R pour la distance Euclidienne et
la mesure (surfacique) de Lebesgue.
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. N'importe quelle variété Riemannienne compacte lisse (C'*) équipée de la

distance et du volume Riemanniens.

. Un groupe de Lie nilpotent G équipé d’'une métrique Riemannienne inva-

riante a gauche et la mesure induite p.

. Pour un entier n > 1 et un réel d € (0,n], on considére £ C R"™ un sous-

ensemble fermé de mesure de Hausdorff (d-dimensionnelle) \;(E) finie et
positive. S'il existe ¢ > 0 tel que pour tout z € E et tout r > 0, ¢~ !r? <
MN(E N B(z,r)) < er? (ie. A\g est Ahlfors réguliere), alors E est de type
homogene (pour la distance Euclidienne et la mesure Ag).

. Soient © un ouvert de R? et X7, ..., X} des champs de vecteurs C™ sur €.

On suppose que (X;)ieq 1,5} Vvérifie la condition de Hérmander, c¢’est-a-dire
que les champs de vecteurs X; avec tous leurs commutateurs engendrent
'espace tangent & R? en tout € Q. On dit qu’une courbe Lipschitzienne
~v: [0,7] = Q est admissible si pour presque tout ¢,

ot 3, |¢i(t)]*> < 1. On définit d(z,y) comme la borne inférieur de 1’ensemble
des réel r pour lesquels il existe une courbe admissible v avec v(0) = z et
~v(r) = y. Alors (€2, d) muni de la mesure de Lebesgue est un espace de type
homogene.

Citons un exemple d’espace qui n’est pas de type homogene. On consideére

I’ensemble

1
XZ:{(IE,y)GR2, ZL’>0, OS?/S*}
€

On muni X de la distance Euclidienne et de la mesure de Lebesgue induite. Pour
tout (z,y) € X et r >0ona:

et

H(B((r,0),2)) < 20— =1,
w(B((z,y),2x)) > 4a7x +12x = ; > 1.

Ainsi X n’est pas de type homogéne.

Pour plus d’'informations et d’autres exemples on renvoie a [DH09], [CW77] ou

[Chr90].
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5.2 Estimations sur le semi-groupe

Dans cette section, on s’intéresse aux proprié¢tés que I’on suppose sur le semi-groupe
de la chaleur.

5.2.1 Estimations du noyau de la chaleur

Les estimations sur le noyau du semi-groupe jouent un rdle crucial dans notre
démarche. On rappelle que I'on suppose les estimations sur la diagonale

[pe(z, )| S p(Bla, V1)~ (DUE)

qui s’auto-améliorent en des estimations completes ponctuelles Gaussiennes

d(x,y)?

[pe(, y)| S p(Bla, V1) e (UE)

On peut montrer que (DUE) = (UE) grice a des théoremes de type Phragmén-
Lindelof (voir [CS08]) quitte & changer la constante 1/4 dans ’exponentielle ou
via une normalisation ad hoc de I'opérateur.

On sait vérifier (DUE) dans les cas suivants :

1. Pour l'opérateur Laplacien sur un domaine avec des conditions au bord (de
Dirichlet ou de Neumann) (voir [GSC11]).

2. Pour un semi-groupe engendré par un opérateur auto-adjoint elliptique H =
—div(AV) (ot A est une matrice elliptique et bornée sur R) (voir [AT98]).

3. Pour l'opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété Riemannienne (voir
[Gri97, CLY81, CGT82, Gus82, LY86] par exemple).

En plus des cas précédents, 'estimation (UE) est vérifiée dans les cas suivants :

1. Si H= -3, X, ou les X, sont des champs de vecteurs vérifiant la condition
de Hormander sur un groupe de Lie ou sur une variété Riemannienne a
géométrie bornée (voir par exemple [CRTNO1]).

2. Pour l'opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété Riemannienne (on ren-
voie a [Gri97] et les nombreuses références de cet article pour plus d’infor-
mations sur ce cas particulier).

Pour le lien entre les estimations (DG), (DUE) et (UE), on renvoie a [CS08] ou
les auteurs montrent les implications dans le cas général d’un espace métrique de
type homogene.
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5.2.2 Estimations de Davies-Gaffney

Pour deux sous-ensembles E et F de X, les estimations de Davies-Gaffney L? — L?
pour un opérateur du second ordre sont de la forme :

_d(B,F)?

HeitHHLQ(E)HLQ(F) 5 e a (DG)

La constante 4 dans l’estimation précédente ne joue pas de rdle dans notre
travail. Elle représente le facteur de normalisation que I’on obtient pour 'opérateur
Laplacien dans R? de sorte que l'opérateur des ondes associé propage & vitesse 1.

Comme (UE) = (DG), l'estimation (DG) est vérifiée dans les exemples de la
section précédente. Donnons quelques situations pour lesquelles les estimations de
Davies-Gaffney sont aussi satisfaites :

1. Dans l'espace euclidien R? pour 1'opérateur Laplacien usuel grace a une for-
mulation exacte du noyau de la chaleur.

2. Pour 'opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété Riemannienne complete
(voir [Dav92, Gri99]).

3. Pour un semi-groupe engendré par un opérateur de Schrodinger avec un
potentiel réel et un champ magnétique ([Sik97, CS08]).

4. Dans le cas d'un opérateur Laplacien agissant sur un fibré vectoriel (voir
[Sik04]).

5. Dans le cadre des formes locales de Dirichlet (voir [HR03, Stu95, Stu98)).

En résumé (DG) est vérifiée pour toute sorte d’opérateurs auto-adjoints elliptiques
du second ordre.

5.3 Hypotheses sur le propagateur des ondes

Les résultats de cette these reposent sur une bonne connaissance du propagateur
des ondes. En effet, d’apres les Théoremes A, B, et C, une connaissance d’estima-
tions de dispersion pour le propagateur des ondes permet d’obtenir des estimations
de dispersion et des inégalités de Strichartz pour le propagateur de Schrodinger.
On connait une parametrix pour I'opérateur des ondes dans les cas suivants :

1. L’espace Euclidien R? pour le Laplacien usuel (voir [Fol95]).

2. Les variétés Riemanniennes compactes avec des points conjugués et 'opéra-
teur de Laplace-Beltrami (voir [Bér77]).
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3. L’espace euclidien R? et l'opérateur H = —div(AV) lorsque A € CHH(RY)
c’est-a-dire que A est dérivable de premiere dérivée Lipschitzienne (voir
[Smi9s, Bla06)).

De plus, on trouve dans [Kla01] des estimations de dispersion que les résultats de
Smith [Smi98] et Blair [Bla06] donnent déja mais qui ont 'avantage de se passer de
I'usage d’une parametrix grace a la méthode des champs de vecteurs commutants.

Ainsi, comme on 'a déja explicité dans les Sections 2.6 et 2.7, I'hypothése du
Théoreme A est valide lorsque :

1. H = —A dans l'espace Euclidien R

2. L’opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété Riemannienne compacte
lisse.

3. L’opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété Riemannienne non compacte
lisse a géométrie bornée.

4. H = —%diV(AV) pour une fonction non dégénérée p et une matrice A a
dérivées bornées, dans R? pour la mesure du(z) = p(x)dz.

Cependant Ivanovici, Lebeau et Planchon ont obtenu dans [[LP14] une perte
inévitable d'un exposant 1/4 dans l'estimation de dispersion pour le Laplacien
sur un domaine convexe de dimension d > 2 de R?. Dans ce cas, on ne peut pas
appliquer le Théoreme A, mais en s’'inspirant du Théoréeme B, on peut espérer
montrer tout de méme certaines inégalités de Strichartz.

5.4 Inégalités de Strichartz

Comme on ’a annoncé dés 'introduction, ce sont les estimations de dispersion L' —
L du type du Lemme 1.2.1 qui ont motivé notre travail. Cependant I’estimation
L' — L™ semble faire défaut dans certaine situation & cause de paires de points
conjugués (voir [HWO05]). On trouve dans [Kla01] I'idée qu'une estimation H' —
BMO est aussi bien adapté pour montrer des inégalités de Strichartz. De plus une
telle estimation est plus facile & obtenir. On trouve dans [MT12] et [Tay09] des
estimations de dispersion H' — BMO, mais celles-ci font intervenir les espaces de
Hardy et BMO classiques, et non ceux qui sont adaptés a un semi-groupe de la
chaleur comme on le propose dans cette these.

On regroupe ici quelques références sur différents exemples de situations ou des
inégalités de Strichartz sont connues. On renvoie le lecteur intéressé aux références
des différents chapitre (notamment l'introduction du Chapitre 2).
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1. Pour le Laplacien usuel dans 'espace Euclidien R (voir [KT98] par exemple
pour des résultats optimaux).

\)

. Pour I’équation de Schrodinger associée a un opérateur elliptique du second
ordre & coefficients variables C? (voir [ST02]).

3. Dans le cas des variétés Riemanniennes compactes lisses dans [BGT04b)].
4. A Textérieur d’'un domaine compacte de R? dans [BGT04a).

5. Pour des variétés asymptotiquement hyperboliques dans [Boull].

6. Pour des variétés a bord (voir [BSS08]).

7. Dans le cas du groupe de Heisenberg (voir [BGX00]).

8. Pour les variétés asymptotiquement coniques.

En effet, Hassell et Zhang ont montré dans [HZ16] des inégalités de Strichartz
globales en temps sans perte de dérivées dans le cas des variétés Rieman-
nienne non compactes de dimension d > 2 asymptotiquement coniques. Ils
considerent I'opérateur de Laplace-Beltrami sur une telle variété M, possible-
ment perturbé par un potentiel C'*°. Leur méthode repose sur une estimation
de la mesure spectrale dF 7. On peut prouver que ces propriétés impliquent
les hypotheses du chapitre 2 sur le propagateur des ondes et nous permettent
donc d’obtenir une autre démonstration de leur résultat. Plus précisément,
la Proposition 3.3 de [Zhal5] montre que les estimations de dispersion de
I'Hypothese 2.1.2 sont valables. On rappelle, avec les notations de [Zhal5] :

Proposition 5.4.1. Soit Q(\) l'opérateur Q' ou Q?igh, construit comme
dans la Proposition 2.1 de [Zhal5] et supposons que ¢ € C°([1/2,2]) est a
valeurs dans [0,1]. Alors Uestimation

[ 02 N QNAE F(NQ (W) (2, #)dA| < CHEDI2(273 4 )02

0
(5.4.1)
est valable pour une constante C' indépendante de j € 7 et de z,2' € M.

On va utiliser une estimation légerement plus précise, que 1'on trouve dans
la preuve de cette proposition : pour tout entier N > 1, si Q est égal & QL
Qv ou QM on a

1 > 1

/0 T e 27N (QNAE 7 (NQ () (2, #)dA| < Cy2i(1 + 27[t) V.
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Lorsque @ est égal & Q' ou Q?igh pour ¢ > 2, on a

| €02 NQNAE (M@ ()2, ')

0
<CNPUL+ 20t —d(z, 2)) N (1 + 27d(z, 2)) @172,

Ainsi, on en déduit que le noyau du propagateur des ondes Kcos(sx/ﬁ)wmo (r2H)
vérifie

—d —d
r r
N < i
|Kcos(sx/H)¢m0(r2H)(Za Z )| ~> mmin ((1 i %>N7 (1 + \s—d(z,z/)|)N(1 + d(z,z/))d;1)

our~277.Dou

lcos(s V' H )ty (rPH) | 25y 125y S min(1, 1)

avec dod
r—%r
="
(142)
et
T,—dp/,d

d—1"

(14 V(I 4+ £)5
ou on rappelle que L = d(B, B) En prenant N = d, le premier terme se
majore par

d—1 d+1 d—1 %
r 2 r 2 T 2 T
=) G5 =0T e
r+s r+s r+s r+|L — s

puisque par propagation a vitesse finie on a L < s donc |L — s| < s. Pour le
deuxieéme terme, on distingue deux cas.
Premier cas : si L < s/2 alors en prenant N =d on a

d—1 da+1

r “oor \F r z r 2
1< ()" <) )
r+|L — s r+L r+|L — s r+|L — s

a1 o
<< T )2 T .
~\r+s r+|L — s

Deuxiéme cas : si L > s/2 alors N = 4! donne

d-1 a1 d—1 a1
H<( r )2 o <(7”)2 S B
“\r+1L r+|L— s ~A\r+s r+|L— s
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CHAPITRE 5. EXEMPLES

Donc enfin on obtient
dtl

| Cos(s\/ﬁ)wmo(TQH)HLQ(BH”(B) S ( ; >2 <r>

r4s r+|L — s

qui est 'estimation dans 'Hypothese 2.1.2. On remarque que cette estimation
est plus forte que (3.1.8) donc on peut aussi appliquer les résultats du chapitre
3 aux cas des variétés Riemannienne compacte asymptotiquement coniques.

5.5 Perspectives

Pour finir ce chapitre, on propose quelques pistes d’études qui pourraient suivre
les travaux de cette these.

Une préoccupation majeure dans cette these a été l'affaiblissement des hy-
pothéses sur le propagateur des ondes. En effet, c’est la partie la plus dé-
licate de la méthode. Dans l'espace Euclidien R? une étude de I'application
t = ||cos(tvVH)|| 12()12(5) Permet d’obtenir des estimations (peu précises) de dis-
persion. Dans un milieu isotrope, on peut conjecturer que |lcos(tv/H)| 125y 12(5)
ne dépend principalement que de la distance d(B, B). Ainsi, on espére quunique-
ment a l'aide d’outils abstraits d’analyse fonctionnelle on peut obtenir une certaine
propriété de dispersion L?(B) — L?(B) pour le propagateur des ondes et que les ré-
sultats de cette these permettent de I'exploiter pour en déduire, dans des situations
variées, des inégalités de Strichartz.

Une direction motivante est ’étude précise du lien entre la propagation a vi-
tesse finie de l'opérateur des ondes et les estimations de Davies-Gaffney pour le
semi-groupe de la chaleur. En effet le Théoreme 3.4 de [CS08] montre que ces
deux propriétés sont équivalentes. En s’inspirant des technique d’analyse com-
plexe (Théoremes de Phragmén-Lindelof et de Paley-Weiner) mis en jeu dans la
démonstration de ce résultat, on est en mesure d’essayer de prouver que les es-
timations gaussiennes pour le semi-groupe de la chaleur impliquent une certaine
propriété de dispersion pour le propagateur des ondes (en plus de la propagation
a vitesse finie).

Toujours en s’inspirant de cette preuve, on remarque que c’est ici la transformée
de Laplace qui fait le lien entre ’équation des ondes et I’équation de Schrédinger.
En étudiant la transformée de Laplace inverse, on peut donc espérer obtenir des
informations sur la dispersion pour le propagateur des ondes a partir de la dis-
persion pour l'opérateur de Schrodinger (résultat “réciproque” de ceux de cette
these en quelque sorte). La méthode est robuste, mais semble nécessiter de fortes
hypothéses sur le semi-groupe de la chaleur.

Dans le chapitre 4 de cette these, on a décomposé 'opérateur des ondes en une
somme de deux opérateurs. Un premier qui encode la dispersion loin du bord du
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5.5. Perspectives

cone de lumiere, dont on connait bien la décroissance; et un second qui contient
I'information de ce qui se passe au bord du cone de lumiere, sur lequel on ne
fait aucune hypothese. Cette décomposition semble naturelle d’un point de vue
de I'analyse fonctionnelle. En effet, si on remarque que la régularité d’un sym-
bole est équivalente a de la décroissance en fréquence, on espere pouvoir montrer
une estimation L' — L* localisée pour le propagateur des ondes. Il s’agit pour
cela de considérer le symbole x — cos(tz) dont la transformée de Fourier a un
bonne décroissance en dehors de |z| = ¢. En s’appuyant sur les techniques de mul-
tiplicateurs de Fourier de [KUI15], il est raisonnable de penser pouvoir montrer
de bonnes estimations pour le propagateur des ondes dans le cadre d’un espace
métrique doublant.

Un exemple d’opérateur qui semble convenir pour appliquer nos résultats est ce-
lui des opérateurs sous forme divergence. Pour une matrice A donnée, on considere
H = —div(AV). Le cas ou la matrice A est constante égale a I'identité correspond
a I'opérateur Laplacien usuel. Lorsque la matrice A est elliptique, on peut renvoyer
a [Aus07]. Pour une matrice réguliere, ces opérateurs sont déja largement étudiés,
et on peut citer la méthode des champs de vecteurs commutants de Klainerman
(voir [Kla01]) qui permet d’obtenir des estimations intéressantes. Dans un cadre
différentiel, cette méthode semble assez robuste, et permet de se passer d’une étude
explicite du noyau de l'opérateur des ondes associé. Un objectif motivant serait
de trouver assez de champs de vecteurs commutants avec le d’Alembertien pour
étudier le cas ou la matrice A n’est pas réguliere.

Enfin, Vodev a étudié dans [Vod06a, Vod06b] les estimations de dispersion pour
le propagateur des ondes et le propagateur de Schrodinger lorsque H est perturbé
par un potentiel régulier V. Pour prolonger ces travaux et montrer des inégalités
de Strichartz dans le cas d'un opérateur perturbé non nécessairement régulier, il
convient d’utiliser une bonne formule de perturbation. Les difficultés sont alors
de comprendre comment le potentiel modifie le cone de lumiere afin de pouvoir
découper I'espace en des régions “loin du bord du cone” et “pres du bord du cone”
pour lesquelles les informations sont tres différentes.
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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse aux propriétés du
semi-groupe de la chaleur qui assurent de retrouver
des inégalités de Strichartz dans un cadre général.
Plus précisément, on considére un espace métrique
muni d’'une mesure doublante et équipé d’'un
opérateur auto-adjoint positif qui engendre un
semi-groupe. Le semi-groupe est dit de la chaleur
puisqu’on suppose qu’il vérifie des estimations
Gaussiennes et de Davies-Gaffney typiques. Dans un
premier temps on définit des espaces de Hardy et
BMO associés au semi-groupe et on prouve que l'on
peut interpoler avec les espaces de Lebesgue usuels.
En adaptant les outils classiques de la théorie de
Littlewood-Paley au semi-groupe de la chaleur on
démontre des estimations de dispersion L? — L?" pour
p € (1,2) et des inégalités de Strichartz a partir
d’estimations de dispersion H' — BMO. On montre
ensuite que I'on peut ramener cette estimation

H' — BMO a une estimation microlocalisée L? — L2.
Une étude des phénomenes de dispersion pour le
propagateur des ondes selon les régions du cone de
lumiére permet de prouver ces estimations L? — L2.
Les différents résultats de ce travail mettent en
lumiére les liens entre la dispersion pour I'équation
des ondes et la dispersion pour I'équation de
Schrédinger. On donne ainsi une méthode unifiée
pour obtenir des estimations de dispersion et des
inégalités de Strichartz dans un cadre, associé au
semi-groupe de la chaleur, trés général.
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Abstract

In this PhD thesis, we are interested in properties of a
heat semigroup that ensure to recover Strichartz
estimates in a general framework. More precisely, we
consider a metric space with a doubling measure,
equipped with a nonnegative self-adjoint operator
generating a semigroup. The semigroup is said to be
a heat semigroup since we assume that it satisfies
typical Gaussian and Davies-Gaffney estimates.
Firstly we define Hardy and BMO spaces associated
with the semigroup and prove that we can interpolate
with the usual Lebesgue spaces. By an adaptation of
the classical tools of Littlewood-Paley theory to the
heat semigroup setting, we show L? — L?" dispersive
estimates for p € (1,2) and Strichartz inequalities from
a H' — BMO dispersive estimate. We then prove that
this estimate can be reduced to microlocalized

L? — I? one. A study of the dispersive phenomena for
the wave propagator according to the region of the
light cone allows to prove those L? — L? estimates.
The different results of this work highlight the
connections between dispersion for the wave equation
and dispersion for Schrédinger equation. Thus we
propose a new and unified way to prove dispersive
estimates and Strichartz inequalities in a very abstract
setting, adapted to a heat semigroup.
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Strichartz inequalities, dispersive estimates, heat
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