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Introduction

Il y a 125 ans Henri POINCARE publiait un ouvrage : Sur le probléme des trois corps et les
équations de la dynamique|76] qui était la version remaniée du mémoire lui ayant fait gagner le
concours de mathématiques international créé par le roi Oscar II de Suéde. Par ces travaux, Henri
POINCARE fut I'un des précurseurs de ce qui allait devenir le chaos dynamique. En effet, il a montré
que dans le probléme & trois corps il n’y a pas de solution analytique (sauf cas particuliers) mais
également qu’il se produisait une grande sensibilité aux conditions initiales autour de certains
points qui améne Pexistence d’orbites trés compliquées (aujourd’hui appelées orbites chaotiques).
Il pose ainsi le germe d’une nouvelle théorie dans I’étude des systémes dynamiques ot interviennent
ces sensibilités aux conditions initiales : la théorie du chaos, qui ne sera désignée sous ce nom que
bien plus tard. Dans sa thése |73], L. PETITGIRARD revient sur lorigine de la notion de chaos qui
par ses périgrinations historico-géographiques n’est pas simple a situer.

Les travaux de H. POINCARE ont provoqué un changement de vision dans la communauté
scientifique. En effet, en étudiant un apparent simple probléme & trois corps, il mit au jour une
complexité dynamique que I'on pensait précédemment réservée aux problémes avec un trés grand
nombre de degrés de liberté. Pendant de nombreuses années, les propriétés particuliéres de ces
systémes furent essentiellement étudiées par les mathématiciens, sans forcément prendre en consi-
dération un systéme physique, notons par exemple les noms des mathématiciens suivants : G.
BIRKHOFF, M. L. CARTWRIGHT, J. E. LITTLEWOOD, S. SMALE et beaucoup de noms de 1’école
Russe des années 60 en particulier A. N. KOLMOGOROV ou V. ARNOLD. Selon, E. OTT [68] 'une
des raisons de l'arrivée tardive de la physique dans ce développement est due a la complexité des
énoncés mathématiques difficilement pénétrables sans étre purement du domaine. Ce qui change
la donne est ’arrivée des premiers ordinateurs et la possibilité de calculer numériquement certains
de ces processus d’intéréts physiques.

La premiére expérience numérique est celle de FERMI-PASTA-ULAM-TSINGOU [32] réalisée entre
1953 et 1955. Il s’agissait de mesurer la thermalisation d’un systéme de N = 64 oscillateurs
couplés avec comme condition initiale une excitation uniquement sur un mode. Bien entendu,
quand le systéme est harmonique, il est intégrable, mais 1’idée de I’expérience ici était justement
d’introduire une petite anharmonicité et de vérifier si ’énergie se répartissait sur ’ensemble des
modes d’oscillations. Le systéme étant quasi-périodique, I’expérience répondit par la négative a
cette derniére question. Ce fut une grosse surprise a 1’époque ou l'on supposait que la théorie
ergodique s’appliquait aux systémes perturbés.

Une seconde expérience numérique fut celle réalisée par M. HENON et C. HEILES en 1961 [39].
Ils s’intéressaient alors & la dynamique d’une étoile dans une galaxie axisymétrique. Ils étaient
alors a la recherche d’une troisiéme intégrale du mouvement. Le résultat fut tout autre, M. HENON
et C. HEILES observérent un comportement erratique pour certains paramétres, qu’ils appelérent
“trajectoires ergodiques”. Ces types de trajectoires lorsque proches semblaient diverger exponen-
tiellement. Ils observérent aussi ainsi un régime mixte entre ces “trajectoires ergodiques” et des
trajectoires réguliéres. Nous parlerons briévement de ce modéle dans le chapitre 1 de cette thése.

En 1963 E. LORENZ publie un article important sur la prédictibilité des systémes [54]. II utilise
pour cela un “Toy model” visant & modéliser 'atmosphére. Plus tard en 1972, dans une communi-
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cation intitulée Predictability : Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil Set off a Tornado
in Texas ? |55] Edward LORENZ expose ses résultats sur la sensibilité aux conditions initiales d’un
systéme dynamique. Le titre de la conférence contribua trés certainement au retentissement que
“L’effet Papillon” a dans notre culture aujourd’hui, la théorie du chaos étant inextricablement liée
dans la mémoire collective a cet effet.

Dans cette thése nous allons aborder le cas du probléme & trois corps. Pour restreindre le
domaine d’étude, ce travail portera sur le probléme & trois corps restreint et sur les applications
que 'on peut en faire dans des cas de la dynamique céleste. Le probléme & trois corps restreint
constitue un systéme dynamique lié par la gravitation ou ’on ne s’intéresse qu’au mouvement d’un
seul des trois corps, les deux autres étant supposés connus et ne se modifiant pas sous ’action
gravitationnelle du corps auquel on s’intéresse. Pour cela, il faut que le troisiéme corps ne crée pas
de perturbation notable dans la dynamique des deux autres, sa masse que nous noterons ms se
doit donc d’étre faible par rapport aux deux autres masses M; et Ms. Ainsi, nous traiterons ici
typiquement du cas d’un corps de masse négligeable que nous appellerons “particule” soumise &
la gravitation de deux autres corps de masse bien plus grande. Les représentations de ce type de
dynamique sont trés nombreuses, par exemple, le cas d’une planéte en interaction avec un systéme
d’étoiles binaires, celui d’un satellite artificiel soumis & la gravitation conjuguée de la Terre et de
la Lune, ou encore celui d’une cométe en orbite dans le systéme solaire ot I’on ne prendrait en
considération que le Soleil et la planéte Jupiter...

Si nous diminuons la masse de I'un des deux corps principaux pour avoir mz < My < M;. Alors
la dynamique se comporte comme une perturbation du systéme & deux corps dont les solutions
sont analytiques. Dans cette thése nous évoquerons comment, par une théorie des perturbations,
nous pouvons réduire cette dynamique a l'itération d’une application symplectique connue sous le
nom d’application de KEPLER |75, |74, [20} |45, 47, |57, [88L [89], qui a aussi été utilisé pour étudier la
ionisation des atomes d’hydrogéne |10, |87] et 'autoionisation des états de RYDBERG de molécule
[30]. Cette simplification fait perdre la précision sur la dynamique telle qu’on pourrait ’attendre de
prédictions d’éphémérides par exemple. Cependant, d’un point de vue statistique, cette application
en conserve les propriétés principales : mer chaotique, courbes invariantes... De plus, elle permet
des interprétations plus simples de certains comportements de cette dynamique.

Nous avons choisi d’appliquer cette méthode symplectique & deux problémes; celui de la dy-
namique des cométes dans le systéme solaire et celui du probléme de la matiére noire dans la
galaxie. A priori, ces deux problémes semblent totalement étrangers. Pourtant dans le cadre que
nous venons de définir, la dynamique d’une cométe comme celle d'une particule de matiére noire
peut étre régie par I’application de KEPLER.

L’idée repose sur le fait qu’'une cométe a une orbite quasi-parabolique. Loin des autres corps
(Soleil et planéte) le systéme se comporte comme un probléme & deux corps analytique ou I’énergie
est constante. Lorsque la cométe passe a proximité du Soleil elle ressent une perturbation bréve
dans le temps qui modifie son orbite. Nous avons ici un processus itératif ot & chaque retour la
cométe voit son orbite légérement modifiée. Le méme processus se produit pour la capture, la
dynamique et I’éjection d’une particule de matiére noire.

Nous prendrons comme objet d’étude la dynamique de la cométe de HALLEY. En suivant le
chemin tracé par PETROSKY, CHIRIKOV et VESHESLAVOV |75, (74, |20] nous verrons comment ob-
tenir une fonction perturbatrice au systéme & deux corps dont nous étudierons la structure. Nous
montrerons que la méthode employée pour obtenir cette fonction correspond trés bien aux résul-
tats basés sur des observations/simulations utilisées dans |26]. Grace a ces résultats, nous serons
en mesure de déterminer certaines caractéristiques de la dynamique. Enfin nous opérerons & une
intégration numérique des équations du mouvement et nous verrons les limites de la technique mise
en ceuvre. Ces limites nous serons notamment imposées par l'existence d’événements non pris en
compte par le modéle. Par exemple, la possibilité pour la cométe d’effectuer des rencontres proches
avec les planétes.

De la méme fagon, si 'on suppose que la matiére noire est composée de particules non-
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baryoniques, interagissant seulement avec la gravité, on a alors des points matériels parfaits et
leurs dynamiques peuvent aussi étre décrites par I'application de KEPLER. Dans ce second cas
nous étudierons la capture, I’évolution puis I’éjection des particules de matiére noire dans des sys-
témes binaires. Notons que ce cas d’étude comporte une légitimité supplémentaire, en ce sens que
pour ces particules de matiére noire, on s’affranchit de tout autre force que celle de la gravité, dans
le cas des cométes il existe une dynamique interne, du dégazage, une pression de radiation solaire...
Notre travail fait écho aux travaux A. PETER et S. TREMAINE [69], A. PETER |70, 71, |72], I. B.
KRIPLOVITCH et D. L. SHEPELYANSKY [45], J. LAGES et D. L. SHEPELYANSKY [47| qui traitent de la
capture de matiére noire dans le systéme solaire, mais également de L.. BRAYEUR and P. TINYAKOV
[9] qui traitent de particules capturées par des étoiles binaires. Les travaux |69} (70l |71} |72l |9] sont
basés sur une intégration directe et massive des équations du mouvement. Ici nous suivrons l'ap-
proche par application symplectique développée par J. LAGES et D. L. SHEPELYANSKY [47] eux
mémes faisant suite aux travaux analytiques de I.B. KHRIPLOVICH et D. L. SHEPELYANSKY [45].

Dans un troisiéme temps nous étudierons 1’éjection de matiére par un systéme binaire dont
les deux masses sont comparables. Cette fois, nous intégrerons numériquement les équations du
mouvement et nous nous intéresserons a 'aspect fractal du répulseur étrange engendré par les
trajectoires de particules ionisées du systéme binaire. Dans ce cas de figure nous aurons affaire
4 un systéme & trois corps restreint o la particule est liée au départ et se retrouve éjectée au
bout d’un certain temps. Notons qu’il ne s’agit pas ici & proprement parlé de systéme hamiltonien,
mais de systéme ouvert par le fait méme que la particule peut étre ionisée du systéme. Ce type de
systémes ouverts fait partie de la classe des systémes chaotiques sur des échelles finies de temps
[1] et a notamment été étudié par J. NAGLER [65, [66] ot il s’intéresse a la perte des particules par
collision avec 'une des masses du systéme binaire. Dans le cas ot les deux masses sont identiques,
ce probléme est appelé PROBLEME DE COPENHAGUE. Dans notre cas, nous nous intéresserons au
repulseur étrange caractérisé par les trajectoires éjectées du systéme. Cette étude fera cette fois
écho a des travaux de D. L. SHEPELYANSKY dans le domaine du chaos quantique concernant la loi
de WEYL fractale [86].

Cette these se divise donc en 4 chapitres :

e Chapitre 1 : Notions de Mécanique Analytique. Nous ferons un bref apercu de mécanique
analytique ol nous reviendrons sur les principales méthodes utilisées pour caractériser la
dynamique classique.

e Chapitre 2 : La dynamique chaotique des cométes. Nous nous intéresserons a la dynamique
chaotique des cométes dans le systéme solaire par le biais de I’application de KEPLER. Nous
prendrons pour cas d’étude la cométe de HALLEY.

e Chapitre 3 : La dynamique chaotique de la matiére noire. Nous explorerons le probléme de
la capture-dynamique-éjection de particules de matiére noire par des systémes binaires en
rotation ultra rapide.

e Chapitre 4 : Dynamique fractale. Nous parlerons des propriétés fractales de la dynamique
des orbites éjectées d’un systéme binaire.

Enfin, dans la conclusion finale nous synthétiserons les résultats obtenus au cours de ce travail de
thése et nous parlerons des perspectives d’études envisageables.






Chapitre 1

Notions de Mécanique Analytique

Le savant n’étudie pas la nature parce que cela est
utile ; il ’étudie parce qu’il y prend plaisir et il y prend
plaisir parce qu’elle est belle.

Henri POINCARE, Science et méthode

1.1 Introduction

Depuis 'antiquité, on trouve trace de la volonté des hommes & comprendre et prédire les phéno-
ménes du monde qui les entoure. Ce besoin de compréhension trouve déja la marque d’une démarche
scientifique chez les présocratiques [25] dans leur volonté d’expliquer le monde par un enchainement
de causes et de conséquences. Dans les fragments de manuscrits restant de ces derniers, on peut
remarquer que tout le spectre des sciences est représenté : physique, chimie, météorologie, biologie
etc... Parmi ces disciplines, I'une d’elle tient une place importante, celle de la compréhension de
la dynamique des corps et du monde. On y trouve péle-méle des arguments sur le mouvement des
astres ou encore le sens physique des éclipses. Aprés les présocratiques, la quéte se poursuivra au
travers de philosophes antiques plus connus comme ARISTOTE.

L’étude de la mécanique des corps ne prendra vraiment la forme qu’on lui connait qu’a partir
du 17%m¢ siécle avec les travaux de JOHANNES KEPLER et de GALILEE. Au 18°™¢ les Philosophiae
naturalis principia mathematica d’ISAAC NEWTON, traduit en frangais par Madame EMILIE Du
CHATELET offriront une nouvelle vision du monde. A cette époque, les débats dans les milieux
scientifiques portent sur la Vis Viva (la force vive) proposée par GOTTFRIED LEIBNIZ. Le débat de
I’époque était de savoir quelles quantités physiques étaient conservées dans le mouvement. On voit
déja que la notion de quantité conservée prend de I'importance et elle sera cruciale par la suite.
En effet & chaque quantité conservée, correspond une symétrie du probléme, comme le montrera
EMMY NOETHER (voir annexes) bien plus tard. Les travaux de LAGRANGE et ceux de HAMILTON
ameéneront une autre formulation des équations du mouvement données par NEWTON.

En dynamique, on distingue deux types de systéme, les systémes dits intégrables et les systémes
dits non-intégrables. Un systéme intégrable se distingue par le fait que ses équations sont analyti-
quement solubles, c’est par exemple le cas du probléme a deux corps dont la solution est connue
depuis NEWTON qui donna une l’explication claire des lois de KEPLER. En revanche, le cas typique
du probléme & trois corps est un systéme non-intégrable. Son étude remonte au probléme de la
stabilité du systéme solaire, étudié par HENRI POINCARE [76] au 19°™¢ siécle. Outre le fait que
I’on ne peut résoudre les équations du mouvement analytiquement, ’étude de ces systémes a fait
naitre le concept de chaos qui caractérise la sensibilité aux conditions initiales. Dans ces systémes
des conditions initiales trés peu différentes méneront, a terme, & des trajectoires trés différentes.
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L’avénement de linformatique et des méthodes numériques de calcul ont permis au 20°™¢
siécle une étude massive de ces systémes. Ces études se poursuivent de nos jours et le contenu
de cette thése s’inscrit dans ce cadre. Une des découvertes majeure du domaine fut donnée par
lexpérience numérique de FERMI-PASTA-ULAM-TSINGOU [32] qui montra l'existence de trajec-
toires quasi-périodiques au milieu du chaos. Cette découverte sera expliquée par le théoréme de
KOLMOGOROV-ARNOLD-MOSER (théoréme KAM) [2]|. Des travaux d’importance capitales seront
aussi réalisés par BORIS CHIRIKOV [15] travaux que l'on utilisera tout au long de cette thése. Le
but de ce premier chapitre est de dresser un panorama un peu plus formel des concepts évoqués
précédemment. Ce chapitre n’est pas exhaustif mais tentera d’exposer les concepts de base exploités
dans cette thése.

1.2 Formalisme lagrangien

Dans cette section, nous allons aborder une notion de base de la mécanique. Nous parlerons
d’abord de la notion d’état d’un systéme puis, nous verrons que les équations qui régissent le
mouvement d’un point matériel peuvent découler d’un principe plus fondamental qui est le principe
de moindre action. Nous verrons qu’une fonction dite fonction lagrangienne découle de ce principe
et nous en décrirons la forme.

1.2.1 Etat du systéme

Pour paraphraser [48] “Une des notion fondamentales de la Mécanique est celle de point maté-
riel”. 1l s’agit d’'un concept ol 'objet étudié se limite & un point ; on peut négliger ses dimensions
propres. On sait que ’état d’un tel systéme & 'instant ¢ est totalement connu si ’on connait sa po-
sition désignée par les coordonnées x;, ot ¢ = 1, ..., N, mais aussi ses dérivés par rapport au temps.
Ce sont respectivement les coordonnées et les vitesses du systéme. Ici IV est appelé le nombre de
degrés de liberté. La connaissance de ces grandeurs nous donne ’ensemble de I'information néces-
saire & la connaissance de la dynamique passée et future. Les 2N informations des positions et
vitesses du point matériel évoluent dans le temps. Elles constituent une trajectoire dans un espace
a 2N dimensions donnant & chaque instant 1’état du point matériel.

Les équations du mouvement sont les équations qui lient les deux types de coordonnées, position
et vitesse, par l'intermédiaire de ’accélération &. Le second principe de NEWTON qui dans la
traduction des Philosophiae naturalis principia mathematica d’Emilie du CHATELET nous dit en
fangais moderne : Les changements qui arrivent dans le mouvement sont proportionnels a la force
motrice et se font dans la ligne droite dans laquelle cette force a été imprimée que 'on peut écrire
aujourd’hui p

p

i F (1.1)
ot dp/dt est la dérivée de la quantité de mouvement par rapport au temps, F' est la force s’exergant
sur ce point. Historiquement, c’est dans ce sens que les équations du mouvement ont été décrites
pour la premiére fois. Dans la suite du chapitre, nous allons cependant aborder le probléme avec
comme loi fondamentale le principe dit de moindre action [48].

1.2.2 Principe de moindre action

Selon le principe de moindre action, un systéme mécanique est généralement décrit par un la-
grangien L qui est une fonction des coordonnées généralisées {q; (), ..., qn (t)}, vitesses généralisées
{G1(t), ..., gn(t)} et du temps t. Le chemin C' effectivement suivi par le systéme entre les instants
ta, et tp, et défini par les N coordonnées {Gi(t),...,Gn(t)}, est tel que

tp

S(C) =/ L(@s oy s Gt s G, D)t (1.2)
t

A
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A(qa, ty)

q(t)+06q(1)

FIGURE 1.1 — Schéma du principe variationnel.

est extrémale. Imposons par conséquent que ([1.2) soit extrémale. Pour alléger 1’écriture nous no-
terons simplement ¢ pour les g; et ¢ pour les ¢;. On a

tp
55(0) =3 [ Lad.) =0 ba(t) (1.3)
ta
L’équation se réécrit
s (L oL
6q+,5q) dt=0 Voq(t 1.4
| (G5 () (1)

ol 0¢(t) est un déplacement virtuel infinitésimal de ¢(¢). En intégrant par partie et tenant compte
du fait que §¢ = %5(1, on obtient

7, ta ta L L
59 — 8—.&1 +/ <a _ da,) Sqdt =0 Voq(t) (1.5)
aq tp

tp
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Le premier terme est nul car on impose 6q(ta) = dq(tp) = 0 (voir Fig. [L.I)). Il reste alors les N

équations d’EULER-LAGRANGE
d oL OL
-7 =0 (1.6)
dt 9¢;  0gq; el N

=1,...,

dont la résolution donne la solution cherchée {G(t),...,Gn(t)} définissant la trajectoire C' effecti-
vement suivie par le systéme.

L’important dorénavant est de déterminer la forme du lagrangien. Dans le cadre de la mécanique
classique (non relativiste) nous pouvons prendre comme point de départ le cas d’une particule libre,
et donc par définition, soumise & aucune interaction. A partir du principe de relativité de GALILEE,
on peut tirer une forme valide de la forme du lagrangien pour ce type de systéme. Notons qu’on
peut montrer [48] que le lagrangien n’est déterminé qu’a une dérivée totale par rapport au temps
d’une fonction quelconque pres.

1.2.3 Forme du lagrangien

Nous allons traiter le cas d’'un point matériel de masse m en se plagant dans un référentiel
galiléen, qui est un référentiel ot une particule qui n’est soumise & aucune force se déplace avec
une vitesse constante. On comprend que la fonction de LAGRANGE, pour cette particule libre, ne
dépend ni du temps ni de la position (I’espace et le temps sont uniformes ici). Il ne reste plus que
la vitesse... Or, par isotropie de ’espace, sa direction n’a pas d’importance. Par conséquent il ne

reste que sa norme. En conséquence, si I’on note v le vecteur vitesse, v2 = v - v = v2, on a donc

L = L(v?) (1.7)

Par un changement de référentiel galiléen, une fonction de LAGRANGE se voit transformée comme
L(v?*) — L(v'?), ot v’ est la vitesse dans le second référentiel. Supposons que la différence entre
les vitesses soit faibles v’ = v + €. En négligeant les termes en € d’ordre supérieur a 1 on obtient

oL
L(v?) = L(v?) + 2€ - v 1.8
(1) = L(o?) + 2¢ v (18)
Le principe de relativité de Galilée requiert que la fonction L ne dépende pas du rérérentiel Ga-

liléen choisi et donc que le second terme du membre de droite de (1.8) peut s’écrire comme une

2
dérivée totale par rapport au temps % (e . magg}g )> si L o< v2. En choisissant la constante de

proportionalité on reconnait I’énergie cinétique d’un point matériel de masse m.

1
L= —muv? (1.9)

2
Pour un systéme général ot le point matériel est en interaction avec son environnement par le biais
d’une fonction scalaire de sa position (cas qui nous intéressera dans la suite), on ajoute une fonction
dépendante de la position et éventuellement du temps —U (x,t) a la fonction de LAGRANGE. On a

1
L= imv2 —Ul(z,t) (1.10)
En utilisant les équations de LAGRANGE (1.6)) avec la forme précédemment établie on trouve :
dv
— =-V,U 1.11
"t * (L11)
qui sont les équations de NEWTON avec F' = —V U ou U est désigné sous le terme d’énergie po-

tentielle. Les dérivées de la fonction de LAGRANGE par rapport aux vitesses généralisées ({1, ..., {n)

oL
;= — 1.12
{p 9q; }i—l,..‘ N ( :

)
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sont les moments canoniquement associés aux coordonnées généralisées et les dérivées par rapport
aux coordonnées généralisées (g, ..., gn)

() o
04 i=1,...,N

sont appelées les forces généralisées.

1.3 Formalisme hamiltonien

Nous venons de voir qu’il était possible de formuler les équations du mouvement au travers de
la fonction de LAGRANGE. Il est également possible de les formuler sous une autre forme appelée
formalisme hamiltonien. C’est cette forme que nous allons aborder dans cette section.

1.3.1 Les équations de HAMILTON

Nous souhaitons que les équations du mouvement établies précédemment ne dépendent plus
des coordonnées et vitesses généralisées (g;, ¢;) mais des coordonnées généralisées et des moments
conjugués qui leurs sont canoniquement associés (g;, p;). La trajectoire décrite par ces 2N variables
forme une trajectoire dans un espace dit espace des phases. Il nous faut établir une fonction
analogue a la fonction de LAGRANGE L(q;, ¢;,t) dépendant des ¢; et des p;. Cette fonction est
appelée le hamiltonien du systéme, on la notera H(g;, pi,t). On peut obtenir cette fonction par une
transformation de LEGENDRE du lagrangien L |35]

pzana szqz - quq.iat) (114)

A partir de cette égalité, nous allons déterminer les équations du mouvement appelées équations
de HAMILTON de la dynamique. En différenciant la fonction de LAGRANGE on a

= 1

En utilisant les équations de LAGRANGE (|1.6]) et la définition des moments canoniques (1.12]) on a
I’équation

dL(qs, i, t) szd(h + szdqz + —dt (1.16)

que 'on peut réécrire

N
d <Zpi(ji - L) szdqz + Z Gidp; — fdt (1.17)
=1

On reconnait la différentielle de H ((1.14]). Par identification, on obtient les équations de HAMILTON

. OH
T o 0L  OH
—_—=—— (1.18)
. B OH ot ot
b= 9q; i=1,...,N

aey

Ces équations sont les analogues des équations du mouvement (L.1) et (1.6)) sauf que l'on obtient
ici un systéme de 2N équations couplées du premier ordre au lieu de N équations du deuxiéme
ordre.
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1.3.2 Transformation canonique

Dans cette section, nous allons voir briévement la notion de transformation canonique [35].
En effet, les coordonnées (g;, p;) peuvent, en réalité, représenter n'importe quel type de grandeur
définissant de maniére univoque la trajectoire dans I’espace des phases. Il est donc toujours possible
de transformer les variables (g;,p;) en d’autres grandeurs (Q;, P;) susceptibles de simplifier les
équations de la dynamique. Ce changement de variable laissera inchangée la structure symplectique
des équations. On dira de ces transformations quelles sont canoniques. Cela signifie que les équations
de HAMILTON prendront la forme

OH'
or oL __oH
OH' ot ot

aQi i=1,...,N

O -

(1.19)
P =

oun H = H'(Q;, P;,t) est le nouvel hamiltonien. En vertu du principe de moindre action qui
s’applique aussi aux nouvelles variables, on doit avoir :

i | (z . H> i

N
5/<;PZ—Qi—H>dt

La seule solution pour que les équations de (|1.20]) soit vérifiées consiste & ce que les deux expressions
sous l'intégrale ne différent que de la dérivée totale d’une fonction quelconque par rapport au temps
%. La différentielle totale exacte de F est par conséquent

N N
Zpidql‘] - Z PdQ;
i=1 i=1

La fonction F' est appelée fonction génératrice de la transformation. Elle dépend d’un mélange
des anciennes et des nouvelles variables. En particulier, pour le cas ot la fonction F' a la forme
naturelle F' = Fi(q;, Qi,t) on peut écrire :

I
=

Il
=

(1.20)

dF = + (H' — H)dt (1.21)

N N
oOF, oF, ory
dF; = —di—i—g ——dQ; + — 1.22
1 2 Er q £ 90, Q ot ( )

et par identification avec ([1.21]

oF
i EX OF
H'(P;, Qi t) — H(piy gist) = —=- (1.23)
OF, ot
P o= -
0Qi Ji=1,..N

)

Il existe tout un jeu de fonctions génératrices, fonctions des anciennes et nouvelles variables. On
peut dénombrer 4 types de fonction génératrice Fy(g;, Qq,t), Fa(qi, P, t), F3(pi, Qi,t), Fa(p;, P;, t)
dont découlent des équations trés similaires. A titre d’exemple, pour Fy(g;, P;, t) on peut voir que
cette fonction est issue de la transformation de LEGENDRE [35] de F} grace a la seconde relation
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de (1.23). On a donc Fy(q;, BP;,t) = Zf\[:l Q;P; + Fi, on peut donc écrire sa différentielle sous la
forme

N N
oF, oF, oFy
dFy = —dg; —dP; + —=dt
2T Loge T Lagp T
N N
= > pidgi+ Y QidP;+ (H' — H)dt (1.24)
i=1 i=1
et donc
OFy
pi = 90
qi , OF,
ot
0 — 0Fy
Y 0OP i=1,..,N

Une transformation qui simplifierait grandement les équations du mouvement serait de choisir
H'(Q,P,t) = 0. En effet, dans ce cas 0H'/IQ; = P, =0et OH'/OP; = Q; = 0 les nouvelles
variables sont alors des constantes du mouvement et la résolution devient triviale. La question est
de trouver la fonction génératrice permettant cette manipulation. Plagons-nous dans le cas de la
fonction génératrice F; que nous notons S, notation usuelle dont on ne détaillera pas l'origine ici.

Nous avons alors d’apreés (1.23))
08 oS
. iy iat H iy o\ ivt 7t = 1.2
o .Qut) 4 H (a1 5o 00 @10 ) =0 (1.26)

qui est ’equation de HAMILTON-JACOBI dont la résolution nous donne les équations du mouvement.
On a une fois de plus changé ’approche de la résolution en transformant 2NV équations aux dérivées
partielles en une équation aux dérivées partielles. La résolution de cette équation n’est pas triviale,
il s’agit d’un probléme mathématique complexe, sauf dans le cas ou les variables sont séparables.

1.3.3 Crochets de PoOIssoN

Soit une fonction f(g;, p;,t), en utilisant les équation de HAMILTON, sa dérivée totale par rapport
au temps est

df _0f  N~(0F, , Of
= o +; Ja 0 T oo (1.27)
que l'on réécrit
d _of
2 -2 (1.28)

ol

N
_ 09 0f 99 0f
{97 f} B ; (3pi 0q; 0¢; 3pi> (1.29)

est ce que I’on appelle le crochet de POISSON. 1l s’en suit immédiatement que pour qu’'une grandeur
soit une constante du mouvement, elle ne doit pas explicitement dépendre du temps et son crochet
de POI1SSON avec le hamiltonien doit étre nul

{H,f}=0 (1.30)
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En particulier, on a les relations suivantes entre les crochets de POISSON des coordonnées généra-
lisées et des moments canoniquement associés

{ai,q5} = 0
{pi,pi} = 0 (1.31)
{pias} = b5 )i N

1.4 Trajectoire dans I’espace des phases

Dans cette section, nous allons aborder les caractéristiques de la trajectoire dans I’espace des
phases, notamment le critére d’intégrabilité d’un systéme. Nous verrons aussi une méthode permet-
tant d’effectuer une transformation amenant un hamiltonien, dont les variables sont périodiques,
a étre exprimé sous forme de variables appelées angle-action. Cette transformation simplifiera
I’analyse du mouvement dans le cas ot le systéme est quasi-intégrable.

1.4.1 Notion d’intégrabilité d’un systéme

Un systéme est dit intégrable si sa trajectoire dans l’espace des phases est analytiquement
soluble. La possibilité de résolution est limitée par certains critéres. Ces critéres sont donnés par
le théoréme de ARNOLD-LIOUVILLE |2] que nous ne démontrerons pas ici mais dont nous allons
seulement énoncer les conclusions.

Un systéme dynamique régit par un Hamiltonien H est dit intégrable s’il respecte les trois points
suivants [2] :

1. on peut définir N fonctions I; de 'espace des phases qui sont des intégrales du mouvement,
{H,I;} =0,

2. ces N intégrales du mouvement sont indépendantes les unes des autres,

3. ces N intégrales du mouvement sont en involution, chacune d’entre elles peut jouer le role
de hamiltonien du systéme, {I;,,[;} =0 Vi,j <N

1.4.2 Théoréme de LIOUVILLE

Le théoréme de LIOUVILLE (voir par exemple la démonstration dans |2]) assure que le flot
hamiltonien défini par

& =F (x) avec = (q1,...,9N,P1,---,0N) et F (x) = (0H/0q,—0H/Jp) (1.32)

déforme a volume constant n’importe quel domaine fini de ’espace des phases. Ainsi, I’ensemble
des points d’'un domaine fini de I’espace des phases peut étre considéré comme un fluide dont le

volume reste constant & mesure que le temps passe. En notant p la densité du fluide on a
dp dp .
0=— Hp}l=—+4+Vgp- 1.33
o Ty =50+ Vap - (1.33)

La structure symplectique des équations de Hamilton implique

N
0?’H 0’H
o= . - 1.34
Vad pt (3%‘31?1‘ apia%') 0 (1.34)
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autrement dit le fluide dont le flot est défini par est incompressible. Ainsi deux trajectoires
dans l’espace des phases possédant des conditions initiales différentes ne peuvent se croiser. On
comprend instinctivement que si c¢’était le cas, deux trajectoires dont les conditions initiales sont
différentes pourraient aboutir au méme résultat ou inversement que deux conditions initiales ri-
goureusement identiques pourraient aboutir & deux résultats différents. En utilisant la propriété
d’incompressibilité , il est alors possible d’écrire ’équation de continuité

ap .
v, 1.
o J (1.35)

ol j = p& est la densité de courant du fluide défini par le flot (1.32).

0=

1.4.3 Variables angle-action

FIGURE 1.2 — Schéma d’une représentation des variables angle-action. Le mouvement d’un systéme
dynamique & N = 2 degrés de liberté est confiné sur la surface d’un tore T2. La trajectoire dans
I’espace des phases est périodique.

Prenons l'exemple d’un systéme autonome (hamiltonien ne dépendant pas explicitement du
temps) & N = 1 degré liberté. Deux types de mouvements périodiques sont possibles pour ce sys-
téme (dont l'achétype est le pendule).

e Le mouvement de libration : la trajectoire dans ’espace des phases est fermée.
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e Le mouvement de rotation : la trajectoire dans ’espace des phases est périodique.

La notion de périodicité pour un systéme & N degrés de libertés est basée sur les notions de
périodicité d’un systéme & N = 1 degré de liberté. Ainsi on dira d’un systéme & N degrés de
liberté qu’il est périodique si la projection de la trajectoire sur les plans (g;, p;) est périodique. Elle
est dite simplement périodique si toutes les périodes pour les différents degrés de liberté sont les
mémes et multiplement périodiques ou quasi-périodique si elles ne sont pas les mémes. Ces types
de systémes étant périodiques, leurs hamiltoniens ne dépendent pas du temps et sont des intégrales
du mouvement.

Nous avons vu que les systémes intégrables & N degrés de liberté sont munis de IV intégrales du
mouvement. L’idée est de faire une transformation canonique dont les nouveaux moments conjugués
P; serons des fonctions arbitraires de ces constantes du mouvement. Les nouvelles coordonnées );
n’apparaitront pas dans le nouvel hamiltonien H’, on dira de ces coordonnées qu’elles sont cycliques.
Pour résumé nous aurons :

. OH'
P = — =
l 9Q; ~ "
H —H (1.36)
. OH'
@i = OP; = wilF) i=1,...,N

Il s’ensuit que Q; = w;t + §; ou B; est une constante. Rappelons que nous traitons d’un systéme
périodique donc les coordonnées (); ne peuvent croitre indéfiniment dans le temps. Il s’agit par
conséquent de variables de type “angle” 2w périodiques. Nous les noterons dorénavant 6,. Comme
w; = OH/OP; et que H est I'énergie du systéme (systéme autonome par construction), P;, que nous
noterons dorénavant J;, a la dimension de I’action. Ces nouvelles variables portent donc le nom
de variable angle-action. Avec ces nouvelles variables, le mouvement d’un systéme dynamique & N
degrés de liberté est confiné sur la surface d’un hyper-toreT™.

1.4.4 Théorie des perturbations et systémes presques intégrables

Nous venons d’évoquer un changement de variable transformant des coordonnées quelconques
de lespace des phases (p;,q;) en coordonnées du type angle action (J;, 6;). Cette transformation
fait clairement apparaitre, au travers des 0; = w;t + (3; les fréquences w; caractéristiques de la
dynamique. Ces fréquences auront un réle crucial dans I'apparition du chaos que nous verrons par
la suite. Les systémes que nous allons étudier ici sont typiquement des systémes périodiques (par
exemple un mouvement lié dans un champ de gravitation). Ces systémes sont donc particuliérement
adaptés au changement de variable angle-action. Cependant, les systémes que nous allons étudier
seront perturbés par la présence d’un corps supplémentaire. Cette perturbation peut étre modélisée
au sein de la théorie des perturbations que nous allons aborder ici. Dans ces conditions les hyper-
tores TV dont nous avons parlé se verront modifiés, déformés. Il s’agit en fait d’une part importante
de T'analyse de la dynamique des systémes complexes. Commengons par poser un hamiltonien
totalement intégrable, légérement modifié par la présence d’un autre hamiltonien perturbateur.
Nous avons alors la forme

H(J,0) = Hy(J)+eH 1 (J,0) (1.37)

ol Hy est 'hamiltonien totalement intégrable (il ne dépend donc que des J;) et H; est 'hamiltonien
perturbatif exprimé en fonction des J; et 6;, ¢ est quant & lui un paramétre perturbatif tel que
€ < 1. Pour résoudre le probléme, nous allons encore une fois utiliser une transformation canonique
qui vise a transformer 'hamiltonien H(J,#0) en un hamiltonien fonction de l'action transformée
J’ seulement. Il est bien évident que si cela était possible de fagon stricte, le probléme serait
totalement résolu. Or, cela n’étant pas le cas, nous allons donc agir par développement en série de
€.
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Pour 1 dimension

Commengons par un probléme & 1 dimension, nous généraliserons aux cas a N dimensions
ensuite. Développons la fonction génératrice de la transformation S(J’, 8), ainsi que ’hamiltonien
produit de cette transformation, en série de e.

S JO+ €Sy + ...
H' = H)+eH + .. (1.38)

En prenant en compte les 3 équations (1.22)) et en tenant compte du fait que ’on a un hamiltonien
autonome, on a en rassemblant les ordres en ¢

9S4 (J',0) OHo(J') 981 (J', ')
e (Jlﬂaa/ﬂ% = Ho(J) +e—7 o0’
, 851(J',0") 051(J',0")
“h <‘]“59/79/6w = (L) + (1.39)

En utilisant I’équation H'(J',0") = H(J(J',0"),0(J',0")) de (1.22) nous trouvons immeédiatement
en fonction des ordres

H, = Hy(J)
8S1(J",0")

H = w((J) 50

+ Hq(J',0") (1.40)

ot nous cherchons une solution telle que H' ne dépende que de J'. Pour ce faire, notons (H;) =
1 2m

Py d0'Hy(J',0') et Hy = Hy — (Hy) la partie oscillante (il s’agit d’objets périodiques dévelop-
T Jo

pables sous cette forme). En considérant que H' ne doit dépendre que de J’ on voit immédiatement
que

Hy = (H)
~ 051
et nous avons donc
H'(J') = Ho(J') + e(H (J',0)) + ... (1.42)

Nous venons de voir comment & 1 dimension il était possible de trouver une transformation cano-
nique telle qu’a ’ordre 1 nous obtenons un hamiltonien perturbé ne dépendant plus que de ’action.
Le méme processus (procédure de POINCARE-VON ZEIPEL) peut étre employé a des ordres plus
élevés, les équations sont simplement plus longues et compliquées. Nous allons maintenant voir
trés briévement le résultat du méme calcul mais pour un systéme & N dimensions. Nous verrons
que le résultat va nous placer face au probléme des petits diviseurs que nous rencontrerons dans la
suite de cette thése lorsque nous établirons 'application symplectique qui est la base d’une grande
partie de notre travail.

Pour 2N dimensions

En employant la méme procédure que précédemment pour 'hamiltonien H(J,0) = Ho(J) +
eHq(J,0) et en développant Hy(J,8) en série de FOURIER on arrive & une fonction génératrice de
la transformation de cette forme

1 o\ ot ’ . Hlm(‘],>
S(J,0)=J 0+ezzm.

———e im-0") + .. 1.43
= WO(J,) Xp{ } ( )
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olt i = v/—1, m est un vecteur dont les composantes sont des entiers, wg = OHy(J)/dJ est le
vecteur des fréquences du systéme non perturbé. Nous voyons clairement que le probléme des
petits diviseurs apparait. En effet ici, il est toujours possible que m - wo(J) = 0 il sagit des tores
résonnant du systéme non perturbé. Beaucoup de ces tores sont détruits par la présence de la
perturbation € # 0. Cest le théoréeme de KAM (pour KOLMOGOROV-ARNOLD-MOSER [2]|) qui
donne une explication & la persistance de ces tores. Il est important de noter qu’un autre probléme
se pose, il faut que la suite converge. Le théoréme KAM utilise une méthode plus sophistiquée
que le développement présenté ici, cela assure une convergence plus rapide. L’idée a retenir de ce
théoréme est que certains tores de I’hamiltonien non perturbé résistent. On parle de tores résistant
a la perturbation s’il existe des tores avec la relation w(e) = k(e)wp on k va continfiment vers
1 quand ¢ — 0 et ot w(e) est le nouveau vecteur de fréquence perturbé w = (wy,wa,...,wN)-
Nous avons alors wg; /wor = wj(€)/w1(€), les ratios entre fréquence composant le vecteur fréquence
non-perturbé et ceux composant le vecteur fréquence perturbé sont les mémes. Pour les zones non
occupées par ces tores c’est le chaos qui domine.

Le probléme des petits diviseurs est un probléme classique de la théorie des perturbations. Nous
verrons comment y faire face quand nous développerons 'obtention de ’application symplectique
utilisée dans nos travaux.

A travers cette section, nous venons de voir comment obtenir une solution (& un degré de
précision prés) pour des systémes faiblement perturbés qui ne s’éloignent pas trop de leur solution
intégrable. Nous allons & présent aborder des méthodes de caractérisation des trajectoires dans
I’espace des phases. Deux types de trajectoire seront évoqués : les trajectoires de type réguliére ou
prériodique et les trajectoires de type chaotique.

1.5 Outils d’analyse et de simplification

Dans cette section, nous allons aborder les outils permettant d’analyser les trajectoires com-
plexes de la dynamique d’un systéme. Nous verrons tout d’abord deux outils d’analyse qui per-
mettent de caractériser et de se représenter les trajectoires. La premiére technique que nous verrons
utilise le calcul des exposants de LYAPUNOV de la trajectoire, ils nous diront si la trajectoire est
chaotique ou réguliére. La seconde technique d’analyse consiste & réduire un espace & 2N dimen-
sions & une section & 2 dimensions qui conserve toute les subtilités de la dynamique, & savoir le
comportement régulier ou chaotique dans certaines portions de I’espace des phases. Ensuite nous
aborderons la notion d’application symplectique qui permet (entres autres) de simplifier des dyna-
miques complexes en passant a un temps discret et en diminuant les degrés de liberté a observer
dans le méme temps. Enfin nous parlerons de I’approche diffusive des trajectoires chaotiques qui
offre une autre vision de la dynamique.

1.5.1 Exposant de LYAPUNOV

La caractérisation de la trajectoire est donnée par les valeurs de ses exposants de LYAPUNOV. En
effet, étudions la divergence entre deux trajectoires dont les conditions initiales sont trés proches.
Si la distance entre ces deux trajectoires croit avec un taux exponentiel alors la trajectoire est dite
chaotique. Ces taux de divergence sont les exposants de LYAPUNOV notés A; avec i = 1,...,2N.
Une des méthodes employée pour déterminer cette divergence est de calculer le jacobien d’une
trajectoire test. En effet, pour un systéme différentiel de la forme z = V(z) et si nous appelons
w = Az le vecteur entre deux points proches, alors nous avons

W= J(2(t) w (1.44)

ou J est la matrice jacobienne de V par rapport & z. Nous avons ainsi 1’équation d’évolution de
la divergence entre deux trajectoires proches. On comprend que la solution d’une telle équation
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x(ty) + Ax(t,)

x(t;) + Ax(t)

FIGURE 1.3 — Schéma de la divergence de deux trajectoires dont les conditions initiales sont trés
proches.

sera de forme exponentielle et que les valeurs propres de la matrice J constitueront les taux de
divergence dans chacune des directions relatives au vecteur propre de cette méme matrice.

La divergence finit toujours par tendre vers la direction ou ’exposant de LYAPUNOV \; est le
plus fort, nous allons chercher & quantifier uniquement cet exposant. C’est lui qui sera l'indica-
teur du chaos. Pour trouver 'exposant de LYAPUNOV le plus fort, il suffira d’intégrer ’équation
. Cependant un probléme apparait avec l'intégration numérique, la divergence étant expo-
nentielle dans le cas du chaos, il conviendra de renormaliser le résultat réguliérement pour éviter
une explosion numérique des valeurs. La solution quant a elle sera donnée par [52]

1 &
Amae = lim 7ZIH(|’UJZ|) (145)
i=1

n—-+oo NT

oll n est le nombre de renormalisation et ot 7 est le temps entre chaque renormalisation. Ici w;
est le vecteur w renormalisé ¢ fois. Si nous itérons un grand nombre de fois 1’équation , la
solution converge vers I’exposant de LYAPUNOV le plus fort que nous avons appelé ici Apqz-

Nous allons maintenant aborder une méthode d’analyse des systémes non-intégrables appelée
section de POINCARE. Cette maniére de visualiser la dynamique d’un systéme complexe nous
ameénera ensuite naturellement a la notion d’application symplectique ol la dynamique est calculée
selon un temps discret sans intégration direct des équations du mouvement mais avec une série
d’itérations.

1.5.2 Section de POINCARE

Si nous prenons en considération un systéme a N degrés de liberté, nous comprenons bien que
I’espace des phases dans lequel va se dérouler la dynamique sera & 2N dimensions. Il est impossible
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FIGURE 1.4 — a) Représentation schématique d’une trajectoire dans un espace des phases a 4
dimensions. Le mouvement se faisant & énergie constante la trajectoire se trouve sur une surface a
3 dimensions (surface bleue) b) Section de POINCARE (p1,¢1) (plan vert). La trajectoire perce la
section de POINCARE en les points 1, 2, 3, ...

de visualiser mentalement la forme que peut avoir la trajectoire si le nombre de dimensions dépasse
3. Une méthode intéressante consiste & sectionner cet espace par un plan en 2 dimensions et a
observer les points laissés par la trajectoire lorsque celle-ci coupe le plan. C’est ce que 'on appelle
une section de POINCARE (Fig. . Toutes les caractéristiques de la dynamique restent conservées
dans ce schéma. Des trajectoires réguliéres sur le tore laisseront apparaitre des points suivant une
courbe réguliére alors que des trajectoires chaotiques provoqueront un remplissage stochastique de
toute la région considérée.

A titre d’exemple nous allons observer une des sections de POINCARE d’un systéme hamiltonien
connu sous le nom de modéle de HENON-HEILES. Ce modéle a été développé par M. HENON et C.
HEILES [39] pour décrire le comportement d’une étoile dans une galaxie axisymétrique. Ce modéle
est intéressant car, bien que simple, il peut montrer un comportement chaotique des trajectoires.
L’hamiltonien de HENON-HEILES a la forme

H= 3@ +m) + 5 (@ +a) +eldda - 3a) = B (1.46)
il s’agit d’un hamiltonien de la forme H = Hy + eHy ot Hy = % (p+p3) + & (6§ +43) et
eHy = e(¢ig2 — 5¢3). Ce hamiltonien est & 4 dimensions mais comme il est autonome, il est bien
évident que n’importe quelle variable (g1, g2, p1,p2) peut s’exprimer en fonction des trois autres.
La trajectoire se déplace donc sur une surface & 3 dimensions d’énergie constante. Pour observer
son comportement, nous pouvons effectuer une section de POINCARE de la dynamique dans le plan
(py,y) (Fig. pour un paramétre F = %) Clairement nous voyons deux types de trajectoire dans
I’espace des phases :

e Des trajectoires réguliéres qui dessinent des courbes pleines car il n’y a pas de résonance
entre les différentes fréquences du mouvement. Ces trajectoires réguliéres sont piégées a
I'intérieur d’ilots de stabilité.
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FIGURE 1.5 — a) Section de POINCARE du modéle de HENON-HEILES ([1.46)). Les courbes bleues et
rouges sont les orbites réguliéres, les points noirs les orbites chaotiques. b) Exposant de LYAPUNOV
pour les deux types de trajectoires : réguliéres (bleu et rouge) et chaotiques (noire).

e Des trajectoires totalement irréguliéres ot les points apparaissent de maniére totalement
stochastique, il s’agit des zones ou la dynamique est chaotique.

Typiquement, la différence entre les trajectoires réguliéres et irréguliéres est bien montrée par les
exposants de Lyapunov (Fig. ) L’exposant de LYAPUNOV correspondant & une trajectoire
réguliére ne sature jamais. Concrétement le taux de divergence des trajectoires est plus faible
qu’une divergence exponentielle et elle tend vers 0. La courbe qui sature converge bien vers un
exposant de LYAPUNOV témoin de la divergence exponentielle de la trajectoire. Nous voyons donc
bien que I’étude d’un systéme hamiltonien peut passer par ’analyse de ses sections de POINCARE.
Nous utiliserons cette méthode dans la suite.

Une chose importante est & noter ici; la présence des courbes invariantes. Il s’agit de I'un des
résultat le plus important des deux siécles passés. Une des premiére expérience numérique ayant eu
un impact majeur dans le domaine est ’expérience numérique de FERMI-PASTA-ULAM-TSINGOU
[32]. Celle-ci montra pour la premiére fois qu’il existe ce type de comportement régulier au sein du
chaos. Ces trajectoires réguliéres évoluent sur un tore que nous appelons tore invariant de KAM.

Intéressons-nous a un concept proche dans sa structure aux sections de POINCARE. Ce concept
est la notion d’applications symplectiques (symplectic map en anglais).

1.5.3 Les applications symplectiques

Abordons le probléme de maniére physique. Imaginons que nous ayons a faire face & un sys-
téme physique intégrable, dont on connait les équations mais qu’a certains moments, ce systéme
se trouve perturbé de maniére bréve dans le temps. Il en résulterait un systéme qui ne serait plus
nécessairement intégrable mais dont la trajectoire connue dans I’espace des phases se verrait modi-
fie de maniére périodique et bréve. La est le coeur de 'utilisation que nous ferons des applications
symplectiques. On peut imaginer un grand nombre de systémes répondant & ce type de critére.
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FIGURE 1.6 — Sections de POINCARE pour 'application standard (1.50) @) pour K = 0, b) Pour
K =1.928, ¢) Pour K = 7.

En guise d’exemple, prenons une balle qui rebondit entre deux murs. Jusque-la rien de trés
compliqué si I’on se place d’un point de vue purement théorique, en négligeant les frottements et en
supposant des chocs parfaitement élastiques, nous imaginons bien cette balle rebondir indéfiniment
entre les deux murs. Si maintenant nous introduisons une fonction perturbatrice bréve dans le temps
en supposant que 'un des deux murs oscille légérement la balle se retrouve alors a gagner ou a
perdre de I’énergie et sa dynamique peut étre représentée par une application symplectique & 2
dimensions. Ce systéme est ’application de FERMI qui s’écrit de fagon simplifiée sous la
forme

Un+1 = Un+f(an)
27 M

Upy = U, + L (1.47)
Un+1

ol u est relatif a Pénergie de la particule (il s’agit de sa vitesse), ¥ a la “phase” du mur oscil-
lant, f (U,) est la fonction caractérisant le choc (fonction perturbatrice) et M est un parameétre
représendant la distance moyenne entre les deux murs. L’indice n représente la niéme itération
de Papplication (ici le nombre de chocs avec le mur mouvant). On a construit ici une application
symplectique.

Symplectique signifie que nous conservons certaines propriétés de la structure hamiltonienne
du probléme dans la transformation qui nous fait passer des valeurs n vers les valeurs & n+ 1. Nous
pouvons détailler cela de la fagon suivante, soit T'(u, ¢) la transformation, alors on peut montrer
qu’une transformation est symplectique si

JTJ' =T (1.48)
ot J est la matrice jacobienne de la transformation T'(u, ¢) et I' = (_O]I g) ol 1 est la matrice
identité. De plus on a

det (JTJ") = det (J) det (J*) = det (J) =1 (1.49)

On en conclut qu'une application symplectique conserve le volume dans I’espace des phases et aussi
les crochets de PoOIssoON. 1l existe une multitude d’application de ce type, nous en construirons une
dans cette thése pour notre étude de la dynamique de la cométe de HALLEY que nous réexploiterons
dans notre étude de la dynamique des particules de matiére noire. Parmi I’ensemble de ces applica-
tions, 'une d’entre elle tient une importance capitale ; il s’agit de application standard (standard
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FIGURE 1.7 - Sections de POINCARE pour 'application standard (L.50). a) Pour K = 0.8, en rouge,
le chaos reste localisé sur la séparatrice autour des deux résonances. b) Pour K = 1.2, en rouge, le
chaos a envahi toute la zone suite au recouvrement des résonances autour de K ~ 1, c’est le chaos
généralisé.

map) établie par BORIS CHIRIKOV . Cette application prend parti d’étudier un rotateur rigide
frappé réguliérement par une perturbation extérieure.

L’utilisation de cette application est trés répandue depuis I’étude des particules frappées au
sein d’un accélérateur de particules [42] ou encore dans les problémes de particules chargées dans
un piége mangétique . Elle est aussi utilisée pour décrire des objets quantiques frappés
comme des atomes perturbés par un champ électrique .

Beaucoup d’applications peuvent localement par linéarisation se réduire a ’application stan-
dard. Le critére de recouvrement des résonances de CHIRIKOV est alors directement applicable.
On peut par conséquent savoir pour quelle valeurs des paramétres une résonance va céder au chaos.
L’application standard prend la forme suivante

Iny1i = I,+ Ksin(6,)
9n+1 = gn + InJrl (HlOd 271') (150)

ou K est le paramétre qui va régir le passage au chaos, on le voit bien sur la Fig. [T.6] o trois types
de comportements sont montrés

e Le comportement intégrable pour K = 0.

e Le comportement mixte ou l'on retrouve du chaos et des courbes invariantes (K = 1.928

pour Fig[T.6p).
e Le comportement totalement chaotique (K = 7 pour Fig).
Un critére, développé par CHIRIKOV , prédit pour quelle valeur de K le chaos est généralisé.

Cela se produit lorsque deux séparatrices (analogue aux séparatrices d’un pendule) entre deux
résonances primaires de 'application standard se rencontrent. On voit sur la Fig[l.7z que pour
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K = 0.8 les deux séparatrices ne se sont pas encore rencontrées, la trajectoire montrée en rouge,
bien que chaotique reste localisée autour d’une résonance (ici on a décalé Papplication de 7 en I).
En revanche pour K = 1.2 (Fig) on voit que la trajectoire est libre de sauter chaotiquement
entre les deux résonances, c’est le chaos généralisé. CHIRIKOV a montré que le recouvrement des
resonances se produisait lorsque K ~ 1. Pour K = 7 (Fig) nous voyons un comportement
complétement chaotique.

1.5.4 Approche diffusive

Nous l'avons vu, sur les sections des applications symplectiques, que lorsque la trajectoire
est chaotique, celle-ci prend un aspect totalement stochastique. Il est possible de traiter cette
trajectoire comme relevant d’un processus Markovien et ainsi de voir un “paquet” de trajectoire
suivre une équation de diffusion.

Prenons par exemple le cas de Papplication symplectique (1.47). Dans le cadre de 'approxima-
tion des phases aléatoires, en 'occurence ¥ dans (1.47), la variable dynamique u,, est régie par un
processus de Markov. La valeur u,1 & l'itération n + 1 ne dépend que de la valeur u,, a I'itération
n. On peut définir [52] une probabilité P(u,n) d’obtenir la valeur u & litération n obéissant a
I’équation aux dérivées partielles

op 0 1 0°
5 = 5, (BP) + 55.5(DP) (1.51)

2 Ou?

ol B est le coefficient dit de dérive, il rend compte de la tendance qu’ont les probabilités de présence
& aller dans un certain sens. Le coefficient de diffusion D rend compte de la vitesse d’étalement des
probabilités. Cette équation est appelée équation de FOKKER-PLANCK. Dans le cas d’un systéme
hamiltonien on peut montrer [52| que B = %% ce qui fait que nous pouvons simplifier I’équation
(1.51)) en

oP 0 (DOoP

or _ 9 (Lor (1.52)

on  Ou \ 2 Ou
qui est une équation de diffusion qui se met sous sa forme isotrope quand D ne dépend pas de
u et qui est dite anisotropique quand D dépend de u. Ce type d’équation est facilement soluble
analytiquement quand D ne dépend pas de u mais peut étre plus délicate a résoudre lorsque le
coefficient de diffusion comporte une dépendance en u. Une des méthodes numériques pour la
résoudre est la méthode de CRANK-NICOLSON [22].

Dans le cas des applications symplectiques, on peut considérer pour certaines zones de la section
de POINCARE, que la phase se comporte de maniére aléatoire, elle apparait non corrélée d’une
iteration a la suivante. On peut alors faire la moyenne sur toutes les phases pour obtenir le coefficient
de diffusion associé & une région chaotique et on a

2

D(u) = i/ AV (Au)? (1.53)
2 Jo

ol Au = Upy1 — Uy. Cette formulation offre une autre fagon de définir la dynamique dans I'espace

des phases. Cependant cette méthode diffusive ne peut étre employée que dans les zones ou le

chaos est généralisé. Il faut que les ilots de KAM dans ces régions soient de volume nul. En effet,

la description markovienne ne convient plus lorsque la trajectoire est engluée autour des ilots de

stabilité.

1.6 Conclusion du chapitre

Voila qui achéve notre chapitre d’introduction sur les notions de mécaniques analytiques utiles
a la lecture de cette thése. Nous allons & présent entrer dans le vif du sujet et étudier des systémes
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réels ou supposés I’étre, matiére noire (chapitre 3), avec les outils que nous venons de décrire. Dans
un premier temps nous allons nous intéresser a la dynamique chaotique de la cométe de HALLEY
(chapitre 2), pour ce faire nous emploierons une application symplectique dont la construction sera
détaillée dans la partie théorique. Nous verrons ensuite quels résultats nous pouvons tirer de cette
utilisation.






Chapitre 2

La dynamique chaotique des cométes

[-..] Je suis un peu couvert d’éther. J'ai voyagé!

J’ai les yeux tout remplis de poudre d’astres. J’ai
Aux éperons, encor, quelques poils de planétes!
Tenez, sur mon pourpoint, un cheveu de cométe! [...|

Edmond Rostand, Cyrano de Bergerac,
Acte 3 Scéne XIII

2.1 Introduction

Notre étude des systémes dynamiques complexes va porter sur la dynamique des systémes a
trois corps. Par ailleurs, nous allons nous limiter dans cette thése a la dynamique du probléme &
trois corps restreint. Dans ce type de probléme, nous considérons la dynamique d’un point matériel
dans le potentiel de deux masses. Le point matériel sera de masse négligeable par rapport aux deux
corps principaux, si bien que sa présence ne modifiera en rien leurs dynamiques. Une des dynamique
qui répond a ce critére est le comportement des cométes dans un systéme planétaire. En effet, si
nous prenons ’exemple du systéme solaire, une cométe en orbite autour de celui-ci ne modifiera
en rien la dynamique des autres corps en présence : Soleil ou planéte. Il s’agit donc d’un systéme
réel trés intéressant pour développer notre modéle avec les outils du chapitre précédent.

Les cométes ont de tout temps fasciné les hommes. Ils voyaient parfois leur présence dans le ciel
comme un bon ou un mauvais présage, par exemple on trouve déja la cométe de HALLEY représentée
au XI®™e siécle sur la tapisserie de Bayeux. L’é¢tude de leurs dynamiques et la prédiction de leurs
retours peuvent déja étre calculés avec les lois de KEPLER. Ces lois trouvent leurs sources dans
les équations de NEWTON. Cependant, ces calculs ne sont qu’approximatifs, ils ne peuvent étre
exécutés de fagon exacte qu’en ne considérant que deux corps, la cométe et le Soleil; la présence
des autres corps étant négligée. Considérer ne serait-ce qu'un corps supplémentaire rend le systéme
intraitable de fagon analytique. En effet, le systéme a trois corps a été étudié par H. POINCARE
[76] qui démontrera, il y a plus de 125 ans maintenant, qu’il s’agit d’un probléme non intégrable.

Dans la suite nous allons tenter de décrire la majeure partie du comportement de la dynamique
du probléme & trois corps restreint en opérant certaines simplifications. Il est important de no-
ter, comme le montre la Fig[2.1] que 'orbite des comeétes est extrémement excentrique. Une des
simplification qui vient instinctivement & l’esprit est de partir des équations ou la perturbation
due au second corps M ne se fait sentir qu’au voisinage de M;. Nous aurons alors un probléme
similaire & I’application symplectique du chapitre 1. Nous verrons que l'utilisation d’une théorie
des perturbations sur ce type de systéme méne a ce résultat.
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FIGURE 2.1 — Schéma de la trajectoire typique des cométes (ici pour la cométe de HALLEY). Sur
les deux figures la trajectoire rouge est celle de la cométe pour 3 passages & 'aphélie. Les autres
trajectoires de couleurs sont celles des 8 planétes du systéme solaire. a) Point de vue arbitraire. b)
Projection de 'orbite sur le plan de I’écliptique.

2.2 Application symplectique

Dans cette section nous allons voir deux méthodes qui ménent a réduire la dynamique des
cométes a la simple itération d’une application symplectique.

La premiére méthode est celle développée par PETROSKY et BROUCK |[75]. Ils utilisent une
théorie des perturbations sur le hamiltonien du probléme. Nous verrons que cette technique nous
ménera face au probléme des petits diviseurs que nous avons mentionnés au chapitre 1. La seconde
méthode a été développée par LiU et SUN [53, |96]. Celle-ci est basée sur 'intégration numérique
du travail de la force perturbatrice. Ce travail est alors calculé le long d’un chemin constitué de la
trajectoire non perturbée (orbite osculatrice). Commengons par établir les équations du mouvement
relatives au probléme.

2.2.1 Hamiltonien de la dynamique

Le probléme Fig. @est donc constitué de deux masses M7 et Ms. Dans les calculs qui suivent,
nous nous intéressons au probléme & trois corps restreint circulaire. En conséquence, M; et Moy
seront en rotation circulaire autour du centre de masse. Le systéme est également composé d’une
particule de masse mg négligeable devant M; et Ms. Nous considérons uniquement le cas 2D ou la
dynamique est restreinte au plan (¢, ¢y ), la généralisation & trois dimensions est simple & obtenir.
Le hamiltonien a 2D d’un point matériel dans le potentiel créé par deux masses est le suivant

1
H= 5(1?3 +12) 4 V(qe, ay: t) (2.1)

ot V(¢z,qy) = —(1 — p)/R1 — p/Ra. Ici nous adimensionnons le probléme de telle facon que la
masse totale M = M; + My = 1 et donc u = My/(M; + M) est la masse du second corps
M> relativement a cette convention. Nous fixons la constante de gravitation G = 1 et prenons
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4 4
0, ’

M;

FIGURE 2.2 — Schéma du probléme & trois corps restreint en 2D. Ici g, g, sont les coordonnées
dans le repére du centre de masse (repére sidéral). Q,, @, sont les coordonnées dans le repére
tournant (repére synodique).

pour référence de longueur la distance entre les corps de masse M; et Ms. A chaque fois que
nous ferons mention de variables réduites, nous nous référerons & ces conventions. Le potentiel
V(gz,qy,t) dépend du temps par le biais de Ri, Ro, respectivement la distance aux corps de
masse M, Ms, ceux-ci étant en rotation autour du centre de masse. Nous avons donc affaire a
un hamiltonien non-autonome, H n’est pas une constante du mouvement a contrario du probléme
& deux corps. L’énergie de la particule de masse mg, dans le repére sidéral, va donc varier. En
conséquence, la particule est susceptible de sombrer dans le puits de potentiel de la masse principale
en obtenant une énergie négative et ainsi de se retrouver capturée. Inversement, elle pourra étre
éjectée du systéme en obtenant une énergie positive. Il existe une transformation canonique telle
que le nouvel hamiltonien H soit conservé. On aura alors apparition de la constante de JACOBI
définie comme C; = —2H. Cette transformation canonique fait passer le probléme dans le repére
tournant ou repére synodique. Pour cela, nous utilisons une transformation canonique dont la
fonction génératrice est la suivante

F = *pthtQ (22)

ot p = (pz, py) et P = (¢z, gy) sont respectivement le vecteur quantité de mouvement et le vecteur

position dans le repére sidéral et P = (P,, Py) et Q = (Q4,Q,) sont respectivement le vecteur
cgs(wt) - sm(wt)) ost 1

sin(wt)  cos(wt)

matrice de rotation d’un angle wt. Dans notre systéme d’unité, la fréquence de rotation du binaire

est w = 1. En utilisant les équations des transformations canoniques du chapitre 1 (section 1.3.2)

pour une fonction génératrice F3(p;, Q;,t) et en remarquant que g2 + qZ =Q2+ Qz2/ et p2 + pz =

moment et le vecteur position dans le repére synodique, M, = (
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FIGURE 2.3 — Schéma du probléme dans le repére sidéral. Les masses M; et My sont les masses du
binaire, g est 'argument du périhélie, m3 est la cométe enfin ¢ est la position du périhélie.

P2 + P2 nous obtenons le nouvel hamiltonien suivant

ﬁ:

N |

(P24 P2) + 0 (P,Qy — P,Q.) — (1];“ + é) (2.3)

ol 0 = *1 en fonction du sens de rotation de la particule par rapport au binaire (prograde ou
1 1

rétrograde), Ry = [(Qz + u)2 + Qﬂ et Ry = {(Qm + - 1)2 + Qﬂ *, en écrivant cet hamiltonien

en coordonnées polaires nous avons

~ 1 P? 1—
H:2<Pf+7§)—ape—< R1”+]§2) (2.4)

1 1
ici Ry = [r? — 2ur cos(6) + p?]? et Ry = [r? + 2(1 — p)rcos(6) + (1 — p)?] . On peut développer
une théorie des perturbations dans le cas ou pu < 1.

2.2.2 Meéthode perturbative

Les orbites des cométes du type de HALLEY ont une excentricité trés grande, ainsi qu’un demi-
grand axe important ce qui implique une énergie trés faible (Fig. Typiquement pour la cométe
de HALLEY & notre époque : le demi-grand axe est a ~ 17.941 ua et 'excentricité e ~ 0.967.
Leurs orbites, bien qu’étant des ellipses liées dans le puits de potentiel du Soleil, se rapprochent
d’une orbite parabolique. L’idée est donc d’étudier ’hamiltonien , pour un ratio de masse
faible, par exemple p ~ 1/1000 dans le cas du couple Jupiter-Soleil. En utilisant une transformation
canonique pour exprimer le hamiltonien en variable angle-action. PETROSKY et BROUCKE |75]
obtiennent

P
Hp =5 = oG+ pV (2.5)

ou les variables sont proches des variables de DELAUNAY connues des mécaniciens célestes [63].
Le couple (g,G) sont les variables de DELAUNAY classiques, ol g est argument du périhélie et



La dynamique chaotique des cométes p- 41

G est le moment angulaire. Le second couple de variables est (@, P) ou P est 'énergie et Q
est la variable angle conjuguée. On voit clairement que I’hamiltonien s’exprime comme la
somme d’un hamiltonien intégrable Hy = P/2 — cG et d’une perturbation. Dans le cas ellip-
tique, on peut exprimer cette perturbation en série de FOURIER sur les angles Q et g : uV =
PAED Vi ks (P G ) expli (k1Q + k2g) } ot Ak = 2(—P)? est la fréquence de rotation de
la particule sans perturbation. Ici @ a la période 7/ (—P)g/ % sans perturbation et g a la période

2. Une théorie des perturbations peut s’appliquer au probléme avec la fonction génératrice Fj
suivante

ZVkl,kg P G )
kiwi + kowo

Fi(Q,9,P,G) = Ak Z exp{i (k1Q + k29)} (2:6)

otll nous ne traitons la perturbation qu’a Pordre 1 en p, k1 = nAk avec n un entier € [—oo; +00],
ko est un entier € [—oo;+00]. On a aussi Q(t) = wq(t — tp) qui est Pangle associé a la rotation
de ms et g(t) = w1 (t — to) + go qui est 'angle associé a la rotation des corps de masse My et Mo
autour du centre de masse. Le temps au périastre (au plus proche du corps principal du binaire)
est tg.

Pour obtenir ce résultat PETROSKY n’a pas utilisé une méthode de POINCARE-VON ZIEPEL
comme vu au chapitre 1 mais une transformation utilisant des opérateurs de LIE. La démarche
est relativement similaire, elle utilise un formalisme opératoriel basé sur les crochets de POIssoN
[52]. Une fois cette fonction génératrice obtenue, nous sommes confrontés au probléme des petits
diviseurs. Ce probléme est récurrent en théorie des perturbations. En effet, une résonance entre
les fréquences de 'angle @ et 'angle g entraine inéluctablement une divergence de la fonction
génératrice, on aurait kiwq + kowe = 0. Pour pallier & ce probléme, PETROSKY utilise une méthode
d’analyse complexe.

En nous plagant dans le cas parabolique, la période tend vers l'infini et on a Ak — 0. On a donc
un spectre en fréquence continue. La somme sur k; se transforme en une intégrale. Au final, cela
se rameéne & une intégrale de CAUCHY dans le plan complexe. On peut outrepasser le probléme de
la résonance au dénominateur, qui rend l'intégrale impropre, en ajoutant une petite contribution
complexe €i et en imposant € — 0. On suppose également que P — Py pour ¢ — +00 ou P, est la
valeur non perturbée. Cela a un sens dans la mesure ou loin des deux corps la perturbation tend
a disparaitre. En utilisant la fonction génératrice, on trouve asymptotiquement

ook Vi, k, (P, G;0)

PE(t) =Py — dy A E Rt (k1 Q(t) + kag(t 2.7

O=F-pX [ ang s T en(i 4@ the)) (2D
c2

On peut utiliser ici le théoréme de SOKHOTSKI-PLEMELJ [64], il stipule que le dénominateur peut

se mettre sous la forme

k1w + kowo

ou v.p. désigne la valeur principale de CAUCHY en analyse complexe et ¢ est la distribution de
DirAc. Le dénominateur se divise donc en deux parties. La contribution § ne dépendant pas du
temps, elle “sélectionne” le moment résonnant kjw; + kows = 0. La valeur principale donnera une
valeur oscillante au temps court wy (t —tg) < 1. Au temps long en revanche, wq (t —tg) > 1 on aura
uniquement la contribution autour de kiw; + kows = 0. L’oscillation trés rapide avec ky détruisant
le reste. On en conclut qu’au temps court proche de ¢y on observe une oscillation de P* qui est
relative & ’énergie de la cométe. Ce fait est visible sur la Fig. Les calculs visent ensuite a
estimer la différence asymptotique de I’énergie apres le passage au périhélie. Il convient pour cela
d’estimer les valeurs des coefficients de FOURIER relatifs & Vi, x,. Sans entrer dans les détails de
calculs assez longs, PETROSKY obtient

p(l)imﬁhm+bm) (2.8)

P,s = Py +20p Z Ajsin(jgo) (2.9)

j=1
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FIGURE 2.4 — Valeurs de I’énergie dans le repére sidéral pour u = 0.01 en fonction du temps. De
larges oscillations sont observables en raison de la résonance entre les deux fréquences.

ou A est une fonction des coefficients de FOURIER du potentiel relatif a ’angle go. On ne les écrit
pas ici, mais on peut simplement dire qu’ils sont proportionnels & exp {—Aq3/ 2} ou A est une
constante et ¢ est la valeur du périastre. Cette information sera importante pour la suite. Notons
que la procédure utilisée est proche de I'ajout de friction ou de viscosité dans les équations de
Hamilton. Cet ajout a des solutions appelées “weak solutions” [29] qui sont délicates & obtenir.

Au final I'énergie se voit donc modifiée asymptotiquement d’une grandeur proportionnelle &
p mais aussi proportionnelle & exp{—Aq3/2} et fonction de I'angle go. En appliquant ce résultat
au cas elliptique avec une énergie faible, proche de l'orbite parabolique, ce changement ayant lieu
aux temps courts (proche de ty), la cométe voit une bréve impulsion en énergie a chacun de ses
passages. On dira de cette dynamique qu’elle est frappée. Asymptotiquement ’énergie tend vers
la valeur non perturbée. L’utilisation de la troisiéme loi de KEPLER nous donne le temps de retour
et donc la phase du binaire a cet instant. On obtient une application symplectique de la forme

Poi1 = Py+20u Z Aqsin(jgn)
j=1
2o
In+1 = Gnt ———3 (2.10)
(_Pn+1)%

oll n est le label numérotant le passage au périastre, P, est I’énergie de la cométe au passage n,
gn la phase du second corps au passage n et 27ra/(—Pn+1)3/2 est la troisiéme loi de KEPLER. On
peut vérifier que cette application est symplectique via le critére du chapitre 1. Notons qu’on
considére que g ne change pas de valeur a chaque passage de la comeéte au périastre. Cela peut
étre étayé en étudiant le méme changement mais avec G : le moment angulaire. On montre alors
que ce changement est aussi proportionnel & p ce qui implique une variation de la distance du
périhélie en p2. En accord avec la théorie des perturbations développée au premier ordre en , les
variations de ¢ sont négligées. L’application précédemment définie a été baptisée par PETROSKY et
BROUCKE : application de KEPLER (Kepler map en anglais) étudiée ou utilisée par de nombreux
auteurs [45, (47, 57 [88], 189].

Nous venons de voir comment, par le biais du formalisme hamiltonien et de la théorie des
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perturbations, nous arrivions & décrire la dynamique d’un systéme & trois corps restreint sous la
forme d’un temps discret (temps pris & chaque périastre), ce qui engendre une application sym-
plectique. La formulation que nous venons de voir est cependant un peu lourde, notamment en ce
qui concerne la fonction perturbatrice de ’énergie. Historiquement c’est ainsi que cette approche
s’est construite. Pour simplifier celle-ci, nous allons dans la prochaine section, voir une autre mé-
thode menant au méme résultat. Cette approche permettra de maniére trés rapide, numériquement
parlant, d’obtenir la forme de la fonction perturbatrice.

2.2.3 Travail sur la séparatrice

La méthode présentée ici consiste a calculer la variation d’énergie en suivant un chemin qui
est la séparatrice entre 1'état lié et I'état libre du systéme : la parabole. Autrement dit, nous
allons calculer ’énergie nécessaire pour que la cométe suive l'orbite parabolique tout en étant
soumise au potentiel gravitationnel du binaire. Cette énergie est fonction de la phase du binaire
lorsque la cométe passe au periastre. Nous pouvons mettre le hamiltonien du systéme sous la forme
H = Hy + pH; ot Hy est un hamiltonien & 2 corps ot toute la masse M7 4+ M est concentrée au
centre du repére. On ne se préoccupe pas de la forme du hamiltonien perturbatif pH;. Par souci
de cohérence avec la suite nous allons poser dés maintenant la formulation que nous utilisons.

o 257”4

= = — 2.11
v a GMgm, ( )

ol w est en fait I’énergie adimentionnée ou a est le demi-grand axe de Dellipse/parabole dans le
cas non perturbé (probléme a deux corps), G est la constante gravitationnelle, rq est le rayon
de l'orbite de Jupiter, £ est ’énergie de la cométe correspondant au hamiltonien & 2 corps, Mg,
est la masse du Soleil enfin m, celle de la cométe. Comme précédemment, lorsque nous parlons
d’unités réduites nous choisissons les unités telles que Mq) + My ~ Mg =1, G =1 et 7o =1 cela
implique que la vitesse de Jupiter vy = 1 et donc que w = —2& /m.. Dorénavant, nous appellerons
w énergie. La différence d’énergie, aprés un passage, en obligeant la cométe a avoir une trajectoire
parabolique est la suivante, en employant w en unité réduite

_Aw
2

+oo

—0o0

AE =

—+oo

u/ p-V (H — Hy)dt (2.12)
—0o0

ou p est le vecteur quantité de mouvement de la cométe dans le repére sidéral. Comme l'intégrale

— fj;: p- VHy =0, la force dérivant du potentiel ne travaillant pas, on a alors :

3 400
Aw = dmpy / Gidida (2.13)
i=17 7>

ol z est la phase de rotation du binaire (x = t/27). Les ¢; sont les vitesses sur l'orbite osculatrice.
Les §; sont les accélérations ressenties suite a la présence du binaire (les seules forces qui travaillent).
Au final, nous calculons le travail de la force engendrée par le binaire en forcant la trajectoire sur
une orbite a deux corps et donc, la quantité d’énergie que la cométe, venant de U'infinie, a recu ou
perdu & cause de la structure formée par le binaire.

En intégrant cette formule numériquement, nous pouvons construire la fonction perturbatrice en
fonction de cette phase. Nous regarderons par la suite s’il existe une différence entre deux orbites
osculatrices : la parabole et 'ellipse de forte excentricité. Nous pouvons noter que ce calcul est
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similaire & une intégrale dite de MELNIKOV |53} [L5] |52] sur la séparatrice. L’intégrale de MELNIKOV
est utilisée a proximité de la séparatrice pour obtenir le changement en énergie du pendule soumis &
une perturbation périodique. Nous pouvons constater que I'utilisation d’une orbite fermée elliptique
ou d’une orbite parabolique pour le calcul donne le méme résultat (Fig. A terme, il émerge
une application symplectique de la forme :

Wn41 = Wy + F (J)n)
Tpi1 = Tp+ w;ﬁQ (2.14)

Cette application est la méme que ’application de PETROSKY et BROUCKE elle est simplement
mise sous la forme que nous utiliserons tout au long de cette these. Ici les résultats sont exprimés
en unité adimensionnée mais nous pouvons remarquer que F'(z,) o< p = Maq_ /M. Si nous nous
référons a la définition de w (2.11), F(x,) oc vj_ en unité standard, en effet, GMg /re, = v3 .

La fonction perturbatrice F'(z,,) est obtenue par le calcul successif des Aw de I’équation (2.13)).
Pour cela il nous faut connaitre les équations donnant les positions et les vitesses sur une parabole
et sur une ellipse.

Parabole en 2D :

Soit E = tan (f/2) ou f est 'anomalie vraie (I’angle polaire) et E est appelé anomalie excen-
trique. Alors I’équation équivalente de I’équation de KEPLER pour le cas parabolique, est appelée
équation de BAKER. Elle s’écrit :

2
2F + §E3 = V2¢73%(t — to) (2.15)

ou ¢ est la distance au périhélie. Contrairement & I’équation de KEPLER, cette équation n’est pas
transcendantale, on peut la résoudre et la solution nous donne (ici nous avons pris le temps au
périhélie tg = 0)

(9121843 . 1/3 [9t218¢3 . —1/3
I I (2.16)

E(q,t) = 23/2 ¢ 23/2 ¢3/2 o 23/2 ¢ + 23/2 ¢3/2

Les équations de la position et de la vitesse sur la parabole sont données par

o = q(1-E?

@ = 2F

Gi = —2qFF

G = 2qFE (2.17)

Nous allons a présent aborder le cas de ellipse.

Ellipse en 2D :

Dans le cas de 'orbite elliptique c’est ’équation de KEPLER qui régit la position et la vitesse
sur l’ellipse, nous aurons

E —esin(E) = a®? (t — to) (2.18)
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C’est une équation transcendantale. Il faut utiliser une méthode numeérique pour avoir une valeur
approchée de la solution E. Les équations de la position et de la vitesse sont les suivantes

g1 = af(cos(E)—e)
g2 = aV1—e%sin(F)
W o= sin (E)

a(l—ecos(E))
V1 —e2cos(E)

G2 = Vva(l—ecos(F)) (2.19)

Passage a la 3D :

FIGURE 2.5 — Schéma des éléments orbitaux. ¢ est l'inclinaison, w est argument du périhélie, €2
est la longitude du noeud ascendant, M est ’anomalie moyenne, ¢ est la position du périhélie et
enfin 7 est la direction du point vernal.

Pour passer en 3D a partir des coordonnées et vitesse dans le plan de la parabole/ellipse on
peut utiliser une matrice basée sur les angles d’EULER. En mécanique céleste, ces angles sont les
éléments orbitaux (4,2, w) o ¢ est U'inclinaison de Porbite, Q2 est la longitude du noeud ascendant
et w est argument du périastre [63]. Ces éléments sont résumés dans la Fig. Ils permettent
d’écrire

gs3p = Meo'q2D
q3D = Meo'éZD (2.20)
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avec

coscosw —sinQcosisinw —cosQsinw —sinf2cosicosw  sinsini
M., = [ sinQcosw +cosQcosisinw —sin{)sinw + coscosicosw — cosflsini
sin 7 sin w sin i cosw cos 1

Une fois calculée la fonction perturbatrice, nous pourrons itérer I’application et tirer des
informations sur la dynamique de la cométe. C’est ce que nous verrons dans la section associée
a nos résultats. Avant cela, nous allons nous pencher briévement sur les méthodes numeériques
employées pour réaliser notre étude.

2.3 Meéthodes numériques employées

Nous allons ici détailler rapidement les méthodes numériques utilisées pour effectuer nos simu-
lations. Tous nos programmes ont été rédigés en FORTRAN 77/90 et du code PYTHON a parfois
été rédigé pour traiter les données. Nos calculs sont effectués sur un cluster de calcul Linux de 21
noeuds Xeon pour un total de 160 coeurs. Nous allons voir dans un premier temps les méthodes
d’intégrations employées : la méthode d’intégration de la dynamique et la méthode d’intégration
utilisée pour obtenir la fonction perturbatrice. Dans un deuxiéme temps nous nous pencherons sur
la structure du programme utilisé pour itérer I’application.

2.3.1 L’intégration

Dans ces études concernant les cométes nous avons eu recours & des méthodes d’intégrations
numériques tout a fait standard. Pour I'intégration numérique des équations du mouvement, nous
avons employé une méthode RUNGE-KUTTA d’ordre 4 (RK4).

Méthode RUNGE-KUTTA

Soit un systéme d’équation du type probléme de CAUCHY. Pour plus de simplicité nous écrirons
le systéme avec une unique équation y(¢) mais le raisonnement serait en tout point identique avec
un systéme de N équations différentielles.

g =fy1t) (2.21)

En effectuant une discrétisation du temps, il est possible d’approcher la valeur de la fonction y(t)
au temps ¢,,41 en utilisant un développement de TAYLOR.

Y(tnt1) = y(tn) + 7f(y,1) (2.22)

ou 7 est le pas de discrétisation du probléme. On obtient ainsi une méthode d’intégration de la
fonction y(t) appelée méthode d’EULER qui est d’ordre 1 en 7.

La méthode RUNGE-KUTTA vise & améliorer l'ordre d’intégration en effectuant des pas inter-
médiaires & l'intérieur du pas 7. Ici nous nous intéressons a la méthode RK4 qui nous donne une
méthode d’intégration a l'ordre 4 en 7. L’obtention de la formule analogue a I’équation est un
peu fastidieuse, nous écrirons seulement le résultat

1
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avec

ki = 7f(tn,y(tn))

ky = 71f 1t+1 (t)+1k

2 - T n 2T,y n 2 1
1 1

ks = Tf<tn+7_ay(tn)+k2)
2 2

ks = 7f(tn+7,y(tn) + k3)

On peut justifier 'emploi de cette méthode par le fait que nous sommes intéressés 4 un temps
relativement court. Pour les temps d’intégration plus longs, une méthode symplectique est requise.
Avec la méthode RK4 ’énergie a tendance a subir une dérive numérique due a ’accumulation des
erreurs. Notons simplement que certain type d’intégrateur évite ce probléme. Par exemle, au cours
d’autres études que nous n’évoquerons pas dans cette thése, nous avons utilisé des intégrateurs de
type symplectique. Citons par exemple 'intégrateur a l'ordre 6 de YOSHIDA [95].

Pour l'intégration de la fonction perturbatrice, lorsque nous prenons pour orbite osculatrice une
ellipse, nous devons déterminer ’anomalie excentrique E dans I’équation de KEPLER . Cette
équation étant transcendantale nous avons employé une méthode de NEWTON-RAPHSON pour la
résoudre.

Méthode de NEWTON-RAPHSON

La méthode de NEWTON-RAPHSON se base sur un développement de TAYLOR & l'ordre 1 de
la fonction y(x) dont on cherche la racine. Pour ce faire, on choisit un point zy de départ et on
effectue le développement de TAYLOR & 'ordre 1 autour de ce point, on obtient

y(x) = y(zo) + %(x — ) (2.24)

qui n’est autre que la tangente de la fonction au point zg. On cherche ensuite y(x) = 0. Une fois ce
point trouvé, on lappellera x;. On réitére le processus avec pour point de départ le point ;. En
itérant ce processus n fois, le point x,, convergera vers la racine de la fonction y(x). Le processus
itératif prendra donc la forme

y(zn)
T =Ty — 2.25
R ) (2:25)
ou y'(x,) = Z# s—z, - Dans notre cas I'équation a évaluer pour le cas elliptique sera a/?t — F +

esin(E) = 0 ou a est le demi-grand axe de Dellipse.

Apres avoir effectué la méthode NEWTON-RAPHSON (ou utilisé ’équation pour le cas
parabolique) afin d’obtenir la position et la vitesse de la particule sur son orbite osculatrice, nous
avons intégré numériquement 1’équation avec une méthode de SIMPSON.

Méthode de SIMPSON

L’intégrale d’une fonction peut étre réalisée numériquement par la méthode des trapézes. Cette
méthode permet, en choisissant un pas d’intégration h, de réaliser une intégrale entre deux points
proches de la fonction en assimilant I’aire sous la courbe & 'aire d’un trapéze.

[ e = [guten) + guten)| + 002) (2.26)

La somme de I’ensemble des trapézes nous donne l'intégrale de la fonction sur la plage de x désirée.
Cette méthode comporte I'inconvénient d’avoir une erreur d’ordre 3 en h. La méthode de SIMPSON
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suit simplement une autre régle d’intégration & trois points de la forme

T3
[ itz = | gatn) + ot + guten)| + 00) (2.27)
o 3 3 3

ou cette fois l'erreur est d’ordre 5 en h. En fait cet algorithme peut étre vu comme une succession
d’application de la méthode du trapéze. Pour plus de détails voir [77].

Les deux techniques d’intégrations précédentes nous permettent d’obtenir la fonction F(x) par
deux méthodes différentes. Ces deux méthodes seront détaillées dans la section concernant nos
résultats numériques. La méthode RUNGE-KUTTA nous permet aussi d’obtenir une simulation au
temps court de la dynamique de la cométe. Cela montrera les limites de la méthode d’itération de
I’application symplectique. L’intégration dévoile en effet des phénomeénes non pris en compte dans
la fonction perturbatrice qui encode l'interaction a trois corps.

2.3.2 L’itération

Pour réaliser la méthode d’itération, les résultats obtenus par intégration numérique ont été
ajustés. Pour cela nous avons ajusté F(z), obtenue en utilisant une méthode des moindres carrés
avec une série de FOURIER. La fonction perturbatrice doit étre périodique. En effet, lorsque le
binaire retourne a sa position d’origine aprés une rotation, la fonction F'(x) est identique. L’ajus-
tement par une série de FOURIER semble, par conséquent, tout & fait adéquat. Pour ce faire, nous
avons réalisé un script SCILAB pour ajuster la courbe.

Nous avons ensuite itéré 'application dont les résultats nous ont révélé la section de POINCARE
en énergie en phase de rotation du couple Soleil-Jupiter. Le pseudo-code du programme utilisé est
visible sur la Figure[2.6] Plusieurs conditions initiales sont injectées dans la section, en prenant soin
de toujours rester en deca de la derniére courbe invariante de KAM ainsi qu’a I'extérieur des ilots de
stabilité. Les conditions initiales de la cométe (wy, z¢) sont par conséquent toujours injectées dans
la mer chaotique. Une injection dans I'un des ilots de KAM ou au dessus de la courbe invariante
de KAM aurait un comportement périodique qui empécherait toute sortie. Nous laissons ensuite
le programme itérer un nouveau w, et un nouveau z,. Nous considérons que la cométe est éjectée
du systéme lorsque w < 0. En effet, dans ces conditions son énergie £ est positive et la cométe
passe d’une orbite elliptique a une orbite hyperbolique. Ceci constitue 'arrét de la dynamique et
I’injection d’une nouvelle particule.

2.4 Reésultats et analyse

Dans cette section nous allons traiter des résultats obtenus en mettant en application les mé-
thodes numériques précédentes. Comme stipulé plus avant, la cométe de HALLEY sera notre objet
d’étude. Les résultats obtenus feront écho aux travaux réalisés par CHIRIKOV et VECHESLAVOV
[20], DvORAK et KRIBBEL [26]. Nous commencerons par nous intéresser au cas o Jupiter seul est
présent dans le systéme solaire. Ce cas nous raméne au probléme & trois corps discuté plus haut.
Par la suite, nous verrons que les équations pour le systéme solaire et ses 8 planétes peuvent se
mettre sous la forme d’une somme de fonctions perturbatrices & trois corps Soleil-planéte-cométe.

2.4.1 Etude de la fonction perturbatrice de Jupiter

Jupiter est la planéte la plus massive du systéme solaire. Sa masse est de My = 1898.6 x 10%
kg. Cette planéte a une orbite quasiment circulaire, son excentricité n’étant que de e = 0.04850.
Le Soleil, quant & lui, a une masse de Mg = 1988900 x 10%* kg. Relativement & nos conventions,
My
M®+Mr7+
notre approche. Les éléments orbitaux de la cométe de HALLEY pour lorbite actuelle (9 février

nous avons p = ~ 9.54 x 10* ~ 1073. Ce systéme constitue donc un exemple type pour
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Injection
> particule p
avec (w;, X;)

Wpe =W, + F(xn)

- — 3/2
Xns1 = Wy + wn+1

enregistrement

(Was X,)
0

non

oui

non

p>N

oui

fin programme

FIGURE 2.6 — Pseudo-code du programme d’itération de l'application symplectique pour les co-
meétes.
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FIGURE 2.7 — a) Fonction perturbant ’énergie de la cométe de HALLEY quand celle-ci suit une
trajectoire parabolique (croix noires) ou l'orbite elliptique osculatrice actuelle (croix rouges) b) En
noir, l'orbite de la cométe en projection sur le plan de I’écliptique. Les points rouges font référence
aux phases de Jupiter ou la cométe gagne de I’énergie, les points bleus aux phases ou la cométe
perd de I’énergie. Les fleches indiquent les sens de rotation des corps en présences.

1986, 2456600.5 JJ) sont les suivants [41]

a >~ 17.9412369 ua e~ 0.9672763 q ~ 0.5871033 ua
1~ 162.2422326° w ~ 111.8656445" ) ~ 58,8600456°

Dans les unité réduites, la longueur de référence utilisée est le rayon de l'orbite de Jupiter rq =
5.202603 wa. Dans ce systéme de référence, nous avons ¢ ~ 0.1128 et w ~ 0.29. Nous pouvons
constater sur la Fig que la fonction perturbatrice F(z) ressentie par la cométe de HALLEY a
son passage au périhélie différe trés peu si I'orbite osculatrice est I'orbite elliptique actuelle de la
cométe ou si nous regardons le cas idéal d’une orbite parabolique.

La Fig a été obtenue en employant 1’équation pour deux orbites osculatrices diffé-
rentes. La premiére orbite osculatrice est une parabole avec les angles i, w, {2 associés aux angles ac-
tuels de 'orbite de la cométe de HALLEY, la seconde utilise I’orbite osculatrice actuelle de la cométe.
Nous pouvons voir que le résultat est sensiblement le méme, avec une petite différence au niveau
de 'amplitude atteinte. L’orbite parabolique fait apparaitre une amplitude de Jp, ~ 7.4024 x 1073
alors que l'orbite réelle a une amplitude J,; ~ 6.7043 x 1073 soit 9% de différence. Bien que la théo-
rie développée plus haut 'ait été dans le cas idéal de 'orbite parabolique, nous pouvons constater
que cette méthode peut s’appliquer aux cométes ou objets célestes réels en orbites liées, a partir
du moment ou ceux-ci possédent une faible énergie et une forte excentricité.

La Fig nous montre les configurations ot la cométe subit un accroissement de son éner-
gie lors de son passage au périhélie (en rouge) ainsi que les configurations ou celle-ci subit un
abaissement de son énergie (en bleu). Nous constatons que les zéros de la fonction perturbatrice
correspondent aux phases ou Jupiter se trouve suivant le demi-grand axe de la cométe (en pro-
jection). La cométe gagne en w quand les deux corps ont tendance a étre dans une phase de
rapprochement I'un de autre (elle tombe donc dans le puits de potentiel). Inversement, elle perd
en w quand ils ont tendance & étre dans une phase d’éloignement (la cométe se rapproche de
Pénergie £ = 0).
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n  année date de passage (JJ) Phase de Jupiter X,

1 1986 2446470.9518 0

2 1910 2418781.6777 6.39083584
45 —1333 1234416.0059 279.748908
46  —1403 1208900.1811 285.638100

TABLE 2.1 — Tableau de données des passages de la cométe de HALLEY a son périhélie, X, est la
phase de Jupiter & ce moment.

Nous allons & présent comparer les résultats obtenus avec ceux résultant des travaux de CHIRIKOV
et VECHESLAVOV [20]. La méthode employée par ces auteurs pour obtenir la fonction perturba-
trice est différente; ils ont utilisé des données d’éphémérides réalisées par YEOMAN et al. [94]. Il
s’agit d’une compilation d’observations et de résultats de calculs numériques. Ces données com-
pilées se présentent sous la forme du Tab. ot X, est la phase de Jupiter au moment du
passage au périhélie. Il s’agit en fait du nombre de tour qu’a effectué Jupiter entre chaque pas-
sage avec pour référence la date du 9 février 1986. Ce nombre de tours peut évidement étre ra-

mené & un angle. Nous avons X,, = %= ou t, est la date du n'®™® passage au périhélie et Pj

B
est la période de Jupiter effective en ré'—onsidéraunt son orbite comme circulaire. Ici nous avons
Wy, = (Pn/P%)ﬂ/S = (X, — Xn,1)72/3 = —2&/mpy, P, est la pseudo-période de la comeéte au
ni®me passage, £ est I'énergie de la cométe et mpy sa masse. La fonction perturbatrice est alors
d’apreés F(zp) = Wpy1 — wy o0 2, = X, (mod 1). Il est donc facile de déterminer cette
fonction a partir des données du tableau. Sur la Fig 2.8 nous voyons la fonction F'(x) obtenue par
CHIRIKOV et VECHESLAVOV [20] pour la planéte Jupiter seule (croix bleues). Cette fonction est
issue de lanalyse des données brutes du Tab. 2.1] Il apparait également la fonction perturbatrice
obtenue & l'aide de sur une orbite osculatrice elliptique. La phase des deux fonctions a été
ajustée aprés coup d’une valeur Az = 0.25 pour la superposition. Cette valeur a été établie en
déterminant les zéros des deux fonctions. Nous voyons également la fonction obtenue par intégra-
tion des équations du mouvement réalisée par nos soins. Dans ce dernier cas, nous avons utilisé
les positions réelles de Jupiter et intégré 145 passages de la cométe en avant depuis 1986 et 145
passages de la cométe en arriére. Cette fonction a été ajustée en phase sur celle de CHIRIKOV et
VECHESLAVOV [20] aprés coup d’une valeur Az = 0.022.

Dans le premier cas, les données sont ajustées en terme de phase, car ici nous usons d’une orbite
purement circulaire pour Jupiter. Les phases sur une orbite planétaire réelle sont donc sensiblement
différentes. Conscients de ce fait, nous n’avons pas prété attention a la phase initiale pour calculer
F(x), c’est pourquoi les zéros sont ajustés aprés coup.

Dans le cas de l'intégration réelle, nous voyons que l'ajustement est trés faible. En effet, ici
nous avons positionné Jupiter précisément a sa position de 1986 et nous avons usé de son orbite
réelle. On pourrait cependant s’étonner de ne pas retrouver les mémes phases que CHIRIKOV et
VECHESLAVOV. Cela peut étre expliqué par le fait que notre méthode d’intégration est sommaire
comparée a la méthode utilisée par YEOMAN et al. [94] qui produit les données utilisées dans cet
article. De plus les effets de forces non gravitationnelles |[60] dus au dégazage de la cométe a chacune
de ses approches du Soleil ne sont pas ici implémentées. Ces deux points expliquent probablement
la différence de phase trouvée. Bien entendu, ici nous visons une vérification sommaire de nos
résultats et non une précision extréme. Nous constatons que l'intégration RK4 donne malgré tout
des résultats convaincants en ce qui concerne cette fonction perturbatrice.

Malgré les différences de phases, les trois courbes sont toutes en bon accord et conservent une
forme et une amplitude relativement proche. On a : Joy ~ 5.5468 x 1073, Jpg ~ 6.7413 x 1073
et Jg =~ 5.8145 x 1073 ot Joy est 'amplitude déterminée par CHIRIKOV et VECHESLAVOV [20],
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FIGURE 2.8 — a)Les points bleus représentent la fonction perturbatrice avec les points obtenus par
CHIRIKOV et VECHESLAVOV [20]. Les croix noires représentent cette méme fonction obtenue avec
avec comme orbite osculatrice une orbite elliptique. Les carrés rouges représentent la fonction
perturbatrice obtenue par intégration des équations du mouvement en prenant les positions réelles
de Jupiter. b) Ajustement de la fonction perturbatrice, en rouge avec 5 coefficients de FOURIER,
en vert avec 10 coeflicients et en bleu avec 40 coeflicients.

Jrs est amplitude déterminée par le travail sur la séparatrice avec et amplitude Jg;
est déterminée par la simulation avec intégration des équations du mouvement. Chacune de ces
amplitudes a un écart de moins de 18% avec les deux autres.

La courbe de F'(x) a été ajustée par une méthode des moindres carrés pour avoir une fonction
utilisable dans notre programme itératif. Le choix de la fonction pour ’ajustement s’est porté sur
une série de FOURIER. Nous avons donc ajusté les points obtenus précédemment par la formule
suivante

N
F(x) = Z ap, cos(2mnz) + by, sin(2wnx) (2.28)

n=1

ot le coefficient ag est nul, I'intégrale de cette fonction devant étre nulle pour qu’il n’y ait pas de sens
de diffusion privilégié en itérant application. Les résultats obtenus sont visibles sur la Fig. [2.8p.
Nous pouvons constater qu’il faut au minimum 40 coefficients pour reproduire fidélement la fonction
perturbatrice et éviter toutes oscillations. Ces oscillations peuvent entrainer une différence dans la
détermination du seuil du chaos dont nous parlerons par la suite.

2.4.2 Etude de la dynamique en présence de Jupiter

Nous pouvons & présent itérer l'application symplectique pour simuler la dynamique de la
cométe de HALLEY. Il serait légitime de remettre en question la méthode utilisée en stipulant que
la dynamique réelle est trés simplifiée, signalons cependant que nous ne visons pas ici une grande
précision sur la trajectoire de la cométe, comme on pourrait I'attendre de calculs d’éphémérides.
Nous recherchons une réalité statistique de temps de survie du troisiéme corps dans le systéme
binaire. L’itération de cette application permet de produire une section de POINCARE (w, x) pour
une valeur du perihélie ¢ considérée comme constante pour les raisons évoquées plus haut (théorie
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FIGURE 2.9 — a) Section de POINCARE de la dynamique de la cométe de HALLEY en présence
de Jupiter. Les courbes noires sont une illustration de la dynamique périodique au sein des ilots
inaccessibles & la cométe. La croix noire représente la position de la cométe de HALLEY lors de son
passage a son périhélie en 1986. En rouge la section calculée avec F(x) réelle, en gris foncé 1'ap-
proximation par une fonction en dent de scie. b) En rouge la fonction réelle, en vert ’approximation

par une fonction en dent de scie. ¢) Zoom sur le panneau a) affichant les résonances primaires.
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Jupiter réel approx dent de scie  CHIRIKOV et VECHESLAVOV [20]

tmaz (années)  ~ 1 x 109 ~ 4 x 107 /
tmin (années)  ~ 5 x 10° ~1x108
t (années) ~1x 107 ~ 4 x 107 ~ 6 x 107
Nimaz ~1x10° ~ 7 x 107 /
Nomin ~1x103 ~5x103 /
n ~ 4 x 104 ~ 4 x 10° ~ 6 x 10°

TABLE 2.2 — Tableau de données des statistiques de temps et itérations de survie de la cométe en
présence de Jupiter.

des perturbations a l'ordre 1 en u). La Fig. [2.90 nous montre que la dynamique de la cométe est
totalement chaotique en dessous d’une énergie w =~ 0.125. Pour des énergies supérieures, le régime
mixte chaos/stabilité prend place. Le bord du chaos généralisé se situe a w =~ 0.5. La dynamique ne
peut dépasser cette barriére. Cela peut s’expliquer par le critére de recouvrement des résonances
de CHIRIKOV [20] vu au chapitre précédent. La présence de Jupiter crée une perturbation qui vient
détruire les invariants de KAM par recouvrement des résonances. La limite observée & w =~ 0.5
témoigne de I'amplitude de la perturbation mais aussi de sa forme.

Pour évaluer la différence pouvant émerger de l'utilisation de fonction de formes différentes,
méme proche, nous avons approximé la fonction perturbatrice de Jupiter par une courbe en dent
de scie Fig. de la méme fagon que CHIRIKOV et VECHESLAVOV dans leur article [20]. Nous
pouvons constater que bien que trés proche, la section issue de I'utilisation d’une fonction en dent
de scie laisse apparaitre plus d’illots de KAM que la section issue de 'utilisation de la fonction
perturbatrice réelle Fig. et c. Nous verrons que nous allons attribuer a cette particularité, une
différence notable dans la durée du temps de vie de la cométe.

Pour la fonction réelle, au dela de la limite w = 0.5, les résonances ne se sont pas recouvertes,
le chaos n’est pas généralisé et reste localisé autour de chacune d’entre elles. La dynamique au sein
des ilots présente un comportement périodique (Fig. ilots blancs), mais la trajectoire entre
les résonances est accessible (chaos généralisé). Nous pouvons constater que 'ensemble des points
correspondant au régime chaotique sont les endroits accessibles a la dynamique de la cométe. Les
zones stables sont & jamais inaccessibles. Sur la Fig. 2.0p les résonances primaires sont annotées
p : noi pest le nombre de rotations de la cométe de HALLEY et n le nombre de rotations de Jupiter
dans le méme temps. C’est autour de chaque résonance que se forment les ilots inaccessibles. Le
calcul de ces résonances est possible en considérant I’application en ’absence de perturbation
(F(x,) = 0), alors nous obtenons pour un méme w des résonances telles que w, = (p/n)fz/3
et n sont des entiers.

En prenant N = 1000 conditions initiales (x;,w;), dans une région ellipsoide de demi-grand
axe Az =5 x 1073 et demi-petit axe Aw = 5 x 10~° autour de la derniére position de la cométe
de HALLEY a son périhélie (w ~ 0.29 croix noire sur la Fig. ) et en itérant I’application, nous
obtenons les résultats numériques du Tab. Nous pouvons remarquer que les résultats de temps
moyen et du nombre d’itération moyen respectivement # et 7 que nous obtenons sont globalement
inférieurs & ceux obtenus par CHIRIKOV et VECHESLAVOV, sauf lorsque nous approximons notre
fonction perturbatrice par une fonction en dent de scie. Dans ce cas de figure les résultats sont plus
proches.

La Fig. montre une plus grande richesse d’ilots dans le cas d’une fonction perturbatrice
en dent de scie. Nous pouvons en conclure que les ilots supplémentaires agissent comme un frein
a la dynamique, cela empéche la cométe de s’échapper du systéme. Nos simulations utilisant la
fonction perturbatrice réelle confirment I'importance de la forme de la fonction perturbatrice sur
les temps de vie de la cométe. Avec nos résultats nous obtenons un temps de vie plus faible de la
cométe au sein du systéme.

ou p



La dynamique chaotique des cométes p- 55

Nous pouvons cependant remarquer une grande différence dans les minima et maxima de ces
valeurs. Ces chiffres sont peu signifiants car ils dépendent beaucoup du nombre de particules
injectées. En effet dans leur article CHIRIKOV et VECHESLAVOV lancent seulement 40 trajectoires.
On peut donc conclure que parmi nos 1000 trajectoires injectées, I'une d’elle a pu “se perdre” a
proximité d’un des ilots de stabilité ou la dynamique est beaucoup plus lente. Elle a pu y rester
piégée un grand laps de temps et d’itération, ce qui contribue & une valeur extrémale importante.

Nous pouvons finalement effectuer une étude par processus de diffusion. Nous avons vu au cha-
pitre 1 qu’il était possible d’exprimer un coefficient de diffusion & partir de la fonction perturbatrice
en faisant ’hypothése de phase aléatoire a chaque retour de la cométe. Nous avons alors

D(w) = /01 F(z)%dr = 1.46 x 107° (2.29)

Ce coefficient de diffusion est proche de celui obtenu par approximation d’une fonction en dent de
scie de CHIRIKOV et VECHESLAVOV (1.3 x 107°). Maintenant si nous considérons que la cométe
diffuse depuis sa position actuelle w ~ 0.29 vers le bas de la section pour finir par étre éjectée
nous avons alors : D = w? /i = 5.8 x 107%. Nous pouvons remarquer qu’il y a un facteur 10 entre
la détermination de ces deux coeflicients. Nous pouvons poser I’hypothése que cette différence est
due & la présence d’ilots de KAM de volume non nul dans la partie supérieure de la section de
POINCARE. En effet, le coefficient déterminé par se situe dans le régime purement stochas-
tique. Dans le second cas, nous utilisons la durée de vie moyenne qui est tributaire des particules
ayant visité la proximité des ilots ou elles restent “collées” plus longuement. Avec ce raisonnement
il est compréhensible que la diffusion soit plus rapide dans le premier cas.

Nous allons & présent utiliser la méme méthode pour traiter la perturbation de chacune des
planétes du systéme solaire. En effet, nous montrerons qu’il est possible de découpler la fonction
F(x) totale comme la somme des systémes a trois corps Soleil-planéte-cométe.

2.4.3 Etude de la fonction perturbatrice du Systéme Solaire

Nous nous placons en unité réduite et considérons les 8 planétes du systéme solaire avec leurs
masses ; avec ¢ = 1,...,8 et le Soleil dont la masse vaut 1 — y = 1 — 2?21 wi- La masse du
systéme solaire est donc égale & 1 et la masse des planétes u < 1 constitue la perturbation a la
dynamique & deux corps cométe-Soleil. Comme précédemment Jupiter est pris pour référence avec
son demi-grand axe as = 1 et sa vitesse vs = 1. Suite a la présence de ces masses, la position du
Soleil dans le référentiel barycentrique suit la loi : (1 — p)re = — Z?:l mu;r;. Le potentiel ®(r)
ressenti par la cométe est donc

8

B(r) = _i_z Hi

r—rol —lr—ri

8
T 7
1 Y R I
+;M( r? +|7°7"z‘>

ot &y = —1/r est le potentiel gravitationnel en considérant toute la masse du systéme solaire sur
le barycentre. Les termes suivants sont les termes perturbatifs développés au premier ordre en pu.
En utilisant la méthode du travail sur la séparatrice, que nous appellons Cy nous obtenons

8
r-r; 1
AE(z1, .., x8) =~ Z’“?ﬁ V( e ||1°—r'||>.dr
i=1 0 '

8
Z AE; (z;) (2.31)
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ot nous voyons que la fonction perturbatrice du systéme solaire correspond a la somme des fonc-
tions perturbatrices des différentes planétes lorsque la cométe passe au périhélie. Cette fonction
perturbatrice est multivaluée. En effet, pour une phase de Jupiter donnée s, une infinité de va-
riations d’énergie est possible due & la phase des autres planétes. Bien entendu, ces variations se
produisent autour de la valeur correspondant au F(z) de Jupiter, qui de par sa masse conséquente,
forme la “fonction perturbatrice porteuse”. Nous pouvons également remarquer que la fonction
perturbatrice est composée de deux contributions, une partie correspondant au potentiel keplerien
o 1/r mais également un terme de type dipolaire oc 1/7% qui est dii au mouvement du Soleil par
rapport au barycentre. Le calcul de la fonction perturbatrice pour les différentes planétes est visible
sur la Fig[2.10] Sur cette figure nous pouvons remarquer que les fonctions perturbatrices de Venus,
de la Terre et de Mars sont essentiellement dominées par la contribution keplerienne. Pour Jupiter
et Saturne, le terme dipolaire joue un role important dans la forme totale de la fonction. Enfin,
nous constatons que, plus I'orbite de la planéte a un rayon important par rapport a la distance du
périhélie de la cométe, plus la contribution keplerienne perd de sa valeur et c’est le terme dipolaire
qui domine. Sur la Figl2.1Tjs nous avons considéré l'orbite osculatrice de la cométe de HALLEY et
nous avons fait varier la distance au périhélie ¢q. Nous avons enfin tracé le maximum de F(z) en
fonction de ¢ (normalisé par rapport au demi-grand axe de la planéte). Nous remarquons des pics
caractéristiques de rencontres proches pour un ¢ compris entre 0 et le demi-grand axe de la planéte.
Ensuite les deux contributions tombent avec une décroissance exponentielle « exp {—2.7¢/a} ce
qui est en bon accord avec les calculs théoriques de PETROSKY et BROUCK [75] dans le modéle 2D.

Sur la Fig[2.1Tp nous regardons la valeur maximale de gain ou de perte d’énergie en fonction de
la configuration du systéme solaire. En effet, comme nous ’avons déja dit, la fonction perturbatrice
est multivaluée, elle est cependant bornée par une valeur maximale et minimale correspondant &
des configurations différentes du systéme solaire. Nous constatons que les valeurs d’éphémérides
et de simulations utilisées par CHIRIKOV et VECHESLAVOV s’inscrivent bien dans la fenétre tracée
par ces valeurs.

A présent, nous allons aborder I'é¢tude de la dynamique itérée de la cométe de HALLEY en
présence des différentes planétes du systéme solaire.

2.4.4 Etude de la dynamique en présence d’autres planétes

La présence d’au moins un corps supplémentaire provoque une multivaluation de la fonction
perturbatrice. Il faudrait des fréquences de rotation purement rationnelles entre elles pour conserver
une fonction F'(x) parfaitement périodique, ce n’est évidement pas le cas. La Fig. nous montre
la trajectoire d’une particule en présence de Jupiter et de Saturne (L’étude pour le systéme solaire
complet, peu différente est disponible dans I'article |78|). Nous y voyons aussi la section engendrée
par Jupiter seul. Nous constatons que la dynamique en présence de Saturne (points noirs) a une
caractéristique intéressante. Dans la mesure ou les ilots dus a Jupiter restent en partie présents, ils
deviennent accessibles. En effet, & la faveur d’une configuration particuliére du systéme la comeéte
peut entrer dans les structures de KAM associées & Jupiter seul. La cométe se retrouvera donc
piégée pendant un certain temps dans ces ilots jusqu’a ce qu’une autre configuration du systéme l’en
extirpe. Les ilots de KAM ne sont désormais plus interdits & la dynamique, ils constituent méme
des piéges a celle-ci. Comme évoqué dans [20] nous pouvons noter que 'ajout de la perturbation
de Saturne revient & utiliser une dimension supplémentaire & I’application. En effet, ici la phase de
Saturne joue aussi un role. La représentation Fig. [2.12| (points noirs) constitue donc une projection
sur 'espace & 2 dimension (w,z) d’une trajectoire dans un espace de dimension supérieure. En
prenant N = 1000 conditions initiales (z;,w;), dans une région ellipsoide de demi-grand axe Az =
5 x 1073 et demi-petit axe Aw = 5 x 10~° autour de la derniére position de la cométe de HALLEY
a son périhélie soit w ~ 0.29 et x = 0 et en itérant I'application nous obtenons les résultats
numériques du Tab. 2.3]

Nous observons donc que la présence de Saturne, par rapport & un systéme avec Jupiter seul,
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FIGURE 2.10 — Fonctions F'(z) pour les 8 planétes du systéme solaire. En noir la fonction perturba-
trice totale, en pointillé bleu la contribution dipolaire, en pointillé rouge la contribution keplerienne
de la planéte considérée. Pour Jupiter et Saturne les points rouges sont les résultats obtenus par

CHIRIKOV et VECHESLAVOV [20].
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FIGURE 2.11 — a) Evolution du maximum normalisé de la fonction perturbatrice avec la variation
de ¢g. Dans cette figure nous utilisons 'orbite osculatrice de la cométe de HALLEY ot nous faisons
évoluer ¢ la distance au périhélie. b) Présentation de la fonction perturbatrice de Jupiter avec
I’encadrement donné par les contributions maximales et minimales des autres planétes. Les points
rouges représentent la fonction perturbatrice totale évaluée par CHIRIKOV et VECHESLAVOV [20)].

conserve l'ordre de grandeur du temps de survie de la comeéte. Une légére diminution du temps
et du nombre d’itérations est cependant notable. Comme CHIRIKOV et VECHESLAVOV |20] nous
pouvons conclure que cela est dii au piégeage de la cométe dans des ilots de haute énergie et
donc de courte période. Cependant gardons & l'esprit que nous avons montré que des différences
notables peuvent apparaitre en fonction de la forme de la fonction perturbatrice (Tab. . Cela
pourrait expliquer que les différences relevées par CHIRIKOV et VECHESLAVOV [20] lors de l’ajout

de la présence de Saturne sont d’une plus grande amplitude que celles relevées dans nos calculs ou
nous utilisons des fonctions perturbatrices plus précises.

Jupiter + Saturne  Jupiter  CHIRIKOV et VECHESLAVOV [20]

tmas (années) ~ 6 x 108 ~1x 107 ~ 2 x 107
tmin (années) ~ 3 x 10° ~ 5 x 10° ~ 5 x 10°
t (années) ~ 9 x 108 ~1x 107 ~ 4 x 108
Nmaz ~1x107 ~1x108 ~1x10°
Nomin ~ 6 x 102 ~1x103 ~1x103
nl ~ 9 x 10% ~ 3 x 10% ~ 2 x 10%

TABLE 2.3 — Tableau de données des statistiques de temps et itérations de survie de la cométe en

présence de Jupiter seul, de Jupiter et Saturne et les résultats de CHIRIKOV et VECHESLAVOV |20)]
pour Jupiter et Saturne.
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FIGURE 2.12 — Section de POINCARE pour une orbite en présence de Jupiter et Saturne, principale
perturbation secondaire (points noirs). En rouge, la section accessible a la cométe en présence de
Jupiter seul. Pour la trajectoire noire nous avons représenté un point toute les 5 itérations pour
plus de clarté.
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FIGURE 2.13 — A gauche a — ¢ — e fonctions perturbatrices calculées par intégration numérique des
équations du mouvement./Evolution de w, ¢ et | a) Toutes les planétes du systéme solaire sur des
orbites planes et circulaires. ¢) Jupiter seul sur son orbite réelle. e) Toutes les planétes du systéme
solaire sur leurs orbites réelles. La coloration en gradient des points, noir & vert clair, témoigne du
temps ol ces points sont tracés. A droite b—d— f évolution de w en rouge, g en noir planétaires des
panneaux a — ¢ — e. Les courbes grises rendent compte du calcul [2/2 ot [ est le moment cinétique.
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2.4.5 Robustesse de 'utilisation de I’application symplectique

Il serait, & présent, intéressant de tester la validité et la robustesse de cette approche. Il est en
particulier d’un grand intérét de vérifier I’allure de la fonction perturbatrice réelle en simulant la
dynamique de la cométe par intégration numérique des équations du mouvement.

La Fig. [2.13|nous montre a gauche Pallure de la fonction perturbatrice en présence des 8 planétes
du systéme solaire sur des orbites circulaires (panneau a). Le panneau b de la Fig. donne
I’évolution de ¢ la distance au périhélie de la cométe en noir et de w ’énergie en rouge. La courbe
grise est 'évolution de [?/2 o [ est le moment cinétique. Sa grande ressemblance avec I'évolution de
q témoigne que l'orbite est proche d’une parabole car dans le cas parabolique ¢ = [2/2. Les 4 autres
figures ont les mémes caractéristiques sauf qu’il s’agit de Jupiter seul sur son orbite réelle en ¢ et d
et des 8 planétes du systéme solaire sur leurs orbites réelles en e et f. La simulation est réalisée a
partir de la position réelle de la cométe en ’an 2000 et nous effectuons une intégration numérique
de 145 rotations de Jupiter en avant et en arriére. Les fonctions perturbatrices sont quant a elles
obtenues en utilisant la méthode de calcul mise en oeuvre par CHIRIKOV et VECHESLAVOV a
partir des temps de passage au périhélie. Il est important de noter que seuls les points de F'(x)
supérieurs & —0.008 et inférieurs a 0.008 sont représentés. Sur le graphique a nous voyons que F(x)

0.28

2 0.26

0.24

1 0 I I |

0 H[m

400 450 500 550 600
t/P;

FIGURE 2.14 — a) Variation en énergie de la cométe au cours du temps. Zoom sur le panneau f de
la Fig. Pour les sauts importants nous avons matérialisé le maximum de F'(x) accessible par
des traits pointillés noirs. b) Evolution de la distance cométe de HALLEY-Jupiter 7_ ; en fonction
du temps. Les fléches noires indiquent des rencontre proches correspondant aux sauts importants
du panneau a.
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conserve sa forme durant toute la simulation et qu’elle reste globalement dans la zone maximale et
minimale de F'(x) décrite plus haut. On constate également sur b que dans la durée des éphémeérides
étudiée par CHIRIKOV et VECHESLAVOV la valeur d’énergie subit des sauts mais reste globalement
stable. On observe cependant de grands sauts supérieurs a ’amplitude de F'(x) qui témoignent de
phénomeénes autres qu’une situation frappée classiquement. Il s’agit en fait de rencontres proches
comme en témoigne la Fig. 2.14] Nous observons a chaque saut en énergie plus important que le
maximum de F'(x) une rencontre proche avec une planéte. Dans ce cas précis, il s’agit de Jupiter.
Ces rencontres proches se produisent suite au changement des éléments orbitaux qui, a terme,
contribuent & un rapprochement de l'orbite de la cométe avec celle des planétes, en particulier de
Jupiter. L’application ne prend pas en compte ce type de phénoménes, elle est construite pour des
cas ol ¢ évolue trés peu.

Sur le graphique ¢ nous constatons que l'utilisation d’orbites réelles pour Jupiter rompt la
symeétrie du probléme. A terme, F(x) subit une “dérive”. Le gradient de couleur noir a vert clair
témoigne du temps écoulé au moment de enregistrement des points. On remarque que F(x) dans
les premiéres années reste stable dans les bornes fixées sur la Fig. Elle est également proche
de la fonction utilisées par CHIRIKOV et VECHESLAVOV. En revanche, avec le temps, la fonction
perturbatrice subit cette dérive. Avec les 8 planétes, F'(z) subit une dérive encore plus importante.
Sur les figures d et f la présence de rencontres proches est également a souligner. Cette dérive
est attribuée a la perte de symétrie du systéme. En effet, lorsque les orbites sont circulaires, peu
importe que la cométe subisse une précession, elle verra globalement a chacun de ses retours une
fonction F'(x) identique. En revanche si les orbites des planétes sont réelles, alors la nature elliptique
de ces orbites vient rompre cette symétrie au cours de la précession.

Nous pouvons tirer de ces résultats que l'utilisation de ’application symplectique de maniére
brute, telle que nous ’avons appliquée, ne peut se faire que sur un temps de présence dans le systéme
relativement court. Elle témoigne donc de la dynamique localisée dans le temps. Ensuite, des
phénomeénes tels que les rencontres proches sont susceptibles de venir perturber le comportement
frappé de la cométe. De plus, nous arrivons également & la conclusion que la perte de symétrie de
Porbite de lobjet perturbateur a aussi un role dans la dérive de F(x). Cette dérive est le témoin
de la précession de I'orbite de la cométe.

2.5 Conclusion du chapitre

Au travers de ce chapitre, nous avons montré qu'une technique basée sur l'utilisation d’une
application symplectique était susceptible de donner dans les grandes lignes et, au moins d’un
point de vue statistique, le comportement d’objets prisonniers formant un systéme a trois corps
restreint. Ces résultats nous seront d’un grand apport dans notre étude concernant les particules
de matiére noire capturées par les systémes binaires que nous verrons au chapitre suivant.

Bien que séduisante, car rapide et peu cotiiteuse en ressources numériques, cette technique
comporte tout de méme des limites dans son utilisation. Elle ne vise qu’une premiére approche d’un
systéme complexe et dans une zone localisée de ses paramétres, en particulier si nous cherchons a
déterminer des grandeurs statistiques. La présence d’autres phénomeénes entrant en ligne de compte,
dont les rencontres proches, peut en effet conduire a une destruction de la fonction perturbatrice
telle qu’on la connait.

Tout en ayant conscience de ces faiblesses, nous pouvons noter que les principaux résultats du
comportement d’une cométe en présence d’une perturbation ressortent de l'utilisation de 'appli-
cation. L’un des exemples est ’évolution de son énergie sous forme de sauts qui est trés similaire
aux évolutions d’énergie obtenues a l'aide d’intégration complexe [96]. De plus, le piégeage des
trajectoires dans les structures de KAM engendré par un corps perturbateur principal et par 'in-
termédiaire d’un corps perturbateur secondaire, émerge bien de nos simulations. Ce type de pié-
geage a bien été montré par des simulations numeériques plus lourdes [26]. On peut ajouter qu’une
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application symplectique de degré plus élevé, qui prend en compte, par exemple, une équation
régissant la variation du moment cinétique, serait certainement plus précise.

Ce travail effectué sur les comeétes est I'un de nos point de départ pour le chapitre suivant
ou nous voulons traiter un flux de plusieurs centaines de milliards de particules de matiére noire
traversant un systéme binaire.






Chapitre 3

La dynamique chaotique de la
matiére noire

Anaximéne disait que la substance des astres est ig-
née, mais que certains corps terreux les entourent et
sont entrainés dans leur rotation, tout en demeurant
invisibles.

Aétius, Opinions 11, XIII,10

3.1 Introduction

Le concept de matiére noire a une longue histoire [84]. Le développement de cette théorie
débute en 1933 lorsque 'astronome suisse F. ZWICKY postule la présence de matiére supplémentaire
non visible au sein de ’amas de Coma [97]. Cette hypothése répond a la nécessité de rendre cet
amas stable. Les vitesses radiales des galaxies en présence, comparées a leurs masses visibles,
apparaissaient & ZWICKY beaucoup trop élevées pour que ’amas ait pu survivre au temps. Il
aurait di s’étre disloqué depuis bien longtemps. En employant le théoréme du viriel ZWICKY
estima une masse dynamique de 3 x 104 Mg ou Mg est la masse du Soleil. Or ses observations
ne dévoilaient que 102 Mg et ZWICKY de conclure “Falls sich dies bewahrheiten sollte, wiirde
sich also das iiberraschende Resultat ergeben, das dunkle Materie in sehr viel grosserer Dichte
vorhanden ist als leuchtende Materie.” (“Si cet excés de masse est confirmé, nous en arriverons a
la surprenante conclusion que de la matiére noire est présente avec une densité bien plus grande
que la matiére lumineuse”). Par la suite, ZWICKY 98] analysa & nouveau ce systéme et arriva a la
méme conclusion. Il évoquera alors plusieurs possibilités : si ’amas n’est pas stable, le théoréme du
viriel ne s’applique pas; soit ’amas est dominé par 1’énergie cinétique, alors il aurait da se dissiper,
soit il est dominé par son énergie potentielle, alors la masse présente est encore plus grande.

Durant les 30 années qui suivirent le premier article de ZWICKY, seuls quelques articles spo-
radiques évoquérent confirmations et réfutations de la présence de masse invisible [90} (3| [85].
Cependant, durant les années suivantes, la possibilité de relevé observationnel nouveau vit le jour :
les courbes de rotation des galaxies. Les courbes de rotation donnent les vitesses de rotation de la
substance galactique autour de son centre. Les premiéres courbes basées sur la vitesse de rotation
des étoiles visibles commencérent & montrer une anomalie. On peut en voir un exemple sur la
Fig (points noirs). Il s’agit de la courbe de UGC 2885 optiquement observée par V. C. RUBIN,
W. K. FORD JR et N. THONNARD |[81]. Ce graphique est normalisé en rayon a Rgs qui est la limite
ou la brillance de surface d’une galaxie atteint 25 magnitude par seconde d’arc au carré. Nous
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FIGURE 3.1 — a) Courbe de rotation de galaxie normalisée & Ro5, limite ou la brillance de surface
d’une galaxie atteint 25 magnitude par seconde d’arc au carré. En noire la courbe de UGC 2885
extraite des données [81], en rouge NGC 2403 extraite des données [5]. b) Illustration d’un halo de
matiére noire (en bleu) englobant une galaxie.

considérons cette distance comme la limite optique du disque galactique. Cette courbe semble lais-
ser apparaitre une vitesse de rotation constante aprés une certaine distance. Cela est contraire au
principe qui voudrait que la vitesse décroisse de maniére keplerienne avec R. Bien que troublante,
les courbes optiques ne permettent pas de totalement statuer sur une présence de masse invisible.
En effet, celles-ci sont limitées par le faible rayon de galaxie optiquement accessible. Il a été montré
[44] qu’il n’était en rien étonnant de trouver une courbe plate dans le disque visible en ajustant la
masse dans ce disque (approximation du disque maximum).

La courbe de rotation basée sur la raie de 21em de 'hydrogéne neutre changeat la donne. 11
s’agit ici de mesurer la raie d’émission associée a la différence d’énergie entre le spin up et le spin
down d’un électron dans I’atome d’hydrogéne. L’atome d’hydrogéne étant massivement présent
dans le milieu galactique, cela permit d’effectuer des mesures de vitesses bien au dela du disque
visible des galaxies. On en voit également un exemple sur la Fig. (points rouges). Il s’agit ici
de la courbe de rotation de NGC' 2403 mesurée par K. G. BEGEMAN |[5]. Ces courbes de rotation
exhibent un caractére “plat” bien au delad du disque visible. Ce n’est pas toujours aussi criant que
sur la Fig. [3.Is. Cela étant, dans tout les cas, la décroissance keplerienne que l'on attend pour la
vitesse de rotation “loin” du disque visible n’est pas présente. Il s’agit encore une fois d’un indice
pouvant indiquer la présence de matiére sombre au sein méme des galaxies.

Un autre élément troublant, cette fois théorique, vient étayer la thése de la masse manquante.
Les années 60 furent propice aux calculs sur ordinateur et aux premiéres simulations numériques.
Parmi celles-ci, les dynamiciens simulérent les galaxies au travers de 'intégration de processus & N
corps. Le systéme tout entier était, au méme titre que les galaxies réelles, en rotation autour de son
centre, la force centrifuge agissant comme force compensatoire a la gravité. L’enseignement de ces
simulations est l'instabilité d’une telle structure. La “galaxie numérique” commence d’abord par
ressembler & une galaxie réelle, mais sa structure ne se conserve pas. En fait, dans ces simulations,
les particules sont d’abord dans un état d’équilibre en rotation circulaire puis se mettent & avoir
des trajectoires de plus en plus allongées. Les galaxies ne sont pas constituées uniquement d’étoiles,
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le gaz présent est susceptible d’entrer en collision et de perdre de I’énergie. Pour simuler ce fait, on
effectua des “expériences numériques” qui consistaient en la diminution de la température des par-
ticules simulant le gaz. Les bras spiraux caractéristiques des galaxies apparaissent alors, cependant
cela ne change rien du point de vue des étoiles...

C’est & ce moment, en 1973, que J. OSTRIKER et J. PEEBLES, émirent I’hypothése qu’une sphére
de matiére invisible, s’étendant bien au large des galaxies, pourrait soutenir cette structure [67].
C’est alors que vint le concept de matiére noire tel qu’on le connait aujourd’hui. Ce concept est
illustré sur la Fig. ol 'on voit un vaste halo de matiére noire sphérique englober la galaxie
avec un rayon plusieurs fois supérieur a celui de cette derniére.

Pour terminer cette section introductive, nous notons que R. H. SANDERS [84] cite le 100° sym-
posium de I’Union Astronomique Internationale organisé & Besangon, lieu méme ou s’est effectué ce
présent travail de thése. Il voit ce colloque comme étant ’endroit ot le concept des halos de matiére
noire était en voie de devenir le “paradigme central sur la structure dynamique des galaxies”.

C’est dans le contexte que nous venons de briévement introduire que se place ’étude que nous
avons réalisée. Supposons que les galaxies sont enchassées dans un halo sphérique de matiére noire
|7, 134, 62]. Supposons maintenant que cette matiére noire soit composée de particules non baryo-
niques n’interagissant pas avec le champ électromagnétique mais uniquement avec la gravitation.
Dans ces circonstances, les aspects dynamiques que nous avons abordés dans les chapitres précé-
dents sont totalement valides. Mieux, la particule n’interagissant qu’avec le champ gravitationnel
elle est un point matériel parfait !

Notre travail fait suite aux travaux de A. PETER et S. TREMAINE [69], A. PETER |70} |71, (72|, I.
B. KRIPLOVITCH et D. L. SHEPELYANSKY [45], J. LAGES et D. L. SHEPELYANSKY [47] qui traitent de
la capture de matiére noire dans le systéme solaire, mais également aux travaux de de L. BRAYEUR
et P. TINYAKOV [9] qui traitent de particules capturées par des étoiles binaires.

Dans la suite, nous chercherons & déterminer comment cette matiére noire est susceptible d’étre
capturée par des systémes binaires. En effet, au méme titre que les cométes vu précédemment, ces
particules exotiques sont susceptible d’étre capturées, d’évoluer et d’étre éjectées du binaire que
I’on considére. Leur dynamique sera par conséquent chaotique. Nous chercherons ici a traiter un
trés grand nombre de particules pouvant avoir des orbites trés excentriques et ce sur un temps long.
Cela impliquerait des temps d’intégration trés longs. On comprend bien immédiatement l'intérét de
I’approche de 'application symplectique que nous avons vu plus haut. Qui plus est, cette approche
permet des interprétations simples, voir analytiques des résultats obtenus.

Il est important de faire remarquer que la matiére noire n’est pas la seule solution au probléme
de la “masse manquante”. Une théorie concurrente basée sur la modification des lois de NEWTON,
que nous n’aborderons pas dans cette thése, est également encline & expliquer les courbes de
rotations plates. Cette théorie porte le nom de théorie MoND (Modified Newtonian Dynamics).
Soulignons également que les courbes de rotations plates des galaxies ne sont pas le seul élément en
faveur de I'existence de matiére noire. Nous avons vu avec ZWICKY que les structures plus grandes
peuvent étre affectées par sa présence. Les modéles cosmologiques ont aussi besoin de cette brique
élémentaire pour fonctionner, par exemple I'explication de la formation des galaxies nécessite sa
présence. Cette introduction n’a donc rien d’exhaustive, elle vise simplement & mettre en avant les
processus dynamiques que nous allons étudier.

3.2 L’application sombre (“Dark Map”)

Avant d’aborder notre modéle, revenons sur les propriétées de celui déja employé par J. LAGES
et D. L. SHEPELYANSKY [47] pour traiter de la matiére noire capturée gravitationnellement dans
le systéme solaire. Situons d’abord le probléme, nous supposons un vaste halo de matiére noire
englobant la Galaxie. Les particules de matiére noire évoluant dans ce halo sont susceptibles de
rencontrer les divers composants de la Galaxie, parmi ceux-ci, le Soleil et sa cohorte de planétes.
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FIGURE 3.2 — a) Exemple d’un processus de capture-évolution-¢jection d’une particules par un
binaire avec p = 0.01. Le centre de masse du binaire, ici non représenté, est en x = 0 y = 0. b)
Angles utilisés pour lapplication “dark map” [47].

Les particules venant de l'infini et rencontrant un corps unique comme une étoile sont sim-
plement diffusées par celui-ci. En effet, ’énergie w (voir conventions utilisées chapitre 2, section
2.2.3) est conservée dans le probléme & deux corps, la particule avec w < 0 subit simplement une
diffusion que l'on pourrait qualifier de diffusion RUTHERFORD gravitationnelle. Dés lors, aucune
capture n’est possible. En revanche, si une planéte ou un corps massif secondaire (de masse faible
par rapport au corps massif primaire) se trouve en orbite autour de ce corps primaire, alors la
dynamique & trois corps s’applique et I’énergie w n’est plus conservée. La particule, via I'effet du
corps secondaire, est susceptible de plonger dans le puits de potentiel du corps primaire et de se
retrouver piégée (w > 0). Par la suite, la diffusion en énergie va se poursuivre jusqu’a ce que la
particule retrouve une énergie w négative et une orbite hyperbolique. Ce processus est fidéle a
Iimage du processus itéré de 'application de KEPLER dont nous avons déja parlé (chapitre 2) .
C’est cette séquence compléte, capture-évolution-éjection qui nous intéresse ici. Elle est illustrée
sur la Fig. 322 ou la particule arrive avec une orbite parabolique puis se voit capturée par le
binaire, elle décrit ensuite une série d’orbite elliptique avant d’étre éjectée.

L’idée d’utiliser une application symplectique pour calculer la masse de matiére noire dans le
systéme solaire prend racine dans les travaux réalisés en 2009 par I. K. KRIPLOVITCH et D. L.
SHEPELYANSKY [47]. Ces travaux analytiques déterminent une estimation de la section efficace de
capture et par conséquent une estimation de la masse capturée. Ces travaux montrent également
qu’en unité réduite 'amplitude de la fonction perturbatrice est donnée par 5M;v3 /My oit M est la
masse du corps principal du binaire, M» est la masse du corps secondaire et vy la vitesse de rotation
de ce corps. Dans les travaux de J. LAGES et D. L. SHEPELYANSKY [47] I’application de KEPLER
est utilisée avec des fonctions perturbatrices adaptées & chaque type d’orbite. Cette application est
baptisée I’application sombre ou “dark map”. Ici c’est Jupiter qui fait office de corps secondaire, les
autres planétes étant négligées. La particule démarre de 'infini avec une énergie w < 0, son orbite
hyperbolique est donc quasi-parabolique. Les auteurs ont déterminé leurs fonctions perturbatrices
a l'aide d’une intégration numérique RK4 des équations du mouvement et ce pour des orbites
elliptiques quasi-parabolique avec w > 0 proche de 0. Ils ont ainsi constitué une bibliothéque
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de fonction perturbatrice suivant une grille composée des éléments 0, ¢, q. Ces éléments sont
représentés pour une ellipse sur la Fig. : 0 est 'angle d’inclinaison de 'orbite parabolique de
départ, ¢ est 'angle de rotation par rapport au demi-grand axe, enfin q est la distance au périhélie.
Il est important de noter qu’ici les éléments cités ne sont pas les éléments orbitaux traditionnels.

Par la suite, on choisit une fonction perturbatrice dans cette bibliothéque et on lance la dy-
namique frappée. En effectuant cela un trés grand nombre de fois, nous obtenons le nombre de
particules capturées par le systéme solaire, mais également leur distribution en w. Rappelons que
dans I’hypothése de 'application de KEPLER, les éléments g, 6, ¢ ne changent pas, seul w subit
une diffusion. Il est ainsi possible de reconstruire une densité de particule dans I’espace. 11 suffit de
choisir un laps de temps At et de positionner les particules sur leurs ellipses dans ce laps de temps
via la loi de KEPLER. Nous verrons en détail comment procéder lorsque nous évoquerons notre
propre modele. Suite a ce travail, J. LAGES et D. L. SHEPELYANSKY [47] ont évalué une section
efficace de capture, une masse de matiére noire capturée par le systéme solaire et également un
profil de densité radiale et volumique. Ces résultats seront comparés & ceux de notre modéle par
la suite.

Il convient ici de faire remarquer que, comme nous ’avons vu au chapitre 2, I’amplitude de la
fonction perturbatrice est tributaire du ratio de masse, mais également de la vitesse de rotation
du corps secondaire. La limite concernant la masse est assez rigide a notre analyse. En effet,
I’application sombre comme ’application de KEPLER est basée sur une théorie des perturbations.
Elle suppose la masse du second corps faible par rapport a la masse du corps primaire. Nous ne
modifierons, par conséquent que trés peu ce parameétre (p ~ 0.001 pour le couple Soleil-Jupiter).
En revanche, la vitesse de rotation est un paramétre modifiable sans probléme. Dans le cas du
systéme solaire, la vitesse de Jupiter est relativement lente (~ 12 km/s) par rapport a la vitesse
moyenne des particule de matiére noire du halo (u = 220 km/s). Si nous envisageons un autre
systéme, par exemple du type trou noir-étoile, alors la vitesse de rotation de ’étoile atteint une
valeur intéressante pour un rayon d’orbite faible. Elle pourrait s’élever jusque 2 & 3% de ¢, la vitesse
de la lumiére dans le vide. Comme nous ’avons vu au chapitre 2 la vitesse du corps secondaire
agit sur amplitude de la fonction perturbatrice, par conséquent, ce type de systéme en rotation
rapide est un véritable aspirateur & matiére noire! Dans notre modéle nous allons traiter toute la
plage des vitesses allant de celle de Jupiter a celle de ces systémes en rotation ultra rapide, mais
en simplifiant la forme de la fonction F(x).

Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que lorsque nous parlons de variables réduites
nous utilisons les conventions précédemment établies G = 1, M1 + My ~ M7 = 1, ce qui implique
vg = 1, ol G est la constante gravitationnelle, M; la masse du corps principal du binaire, M la
masse secondaire du binaire enfin vy est la vitesse de rotation du second corps du binaire. A défaut
de cette indication, les variables seront traitées de maniére standard.

3.3 Le modéle utilisé

3.3.1 Modéle simplifié

Le modéle que nous allons utiliser va faire ’économie des angles 6 et ¢ de I’application sombre.
Notre modéle se résume donc & un modéle & une dimension effective oui la fonction perturbatrice
est réduite & une simple fonction F(z) = A(g) sin(27rz). La Fig. [3.3pcd montre la comparaison entre
différent F'(x) réels et ceux que nous utiliserons. Ici, il s’agit, encore moins qu’avant, de traiter les
orbites des particules de maniére exacte. Nous souhaitons simplement déterminer statistiquement
un taux de capture. Nous verrons que malgré la différence dans la forme des fonctions F(z) la
masse de matiére capturée, ainsi que les profils de densité volumique, seront proches de ceux
donnés dans [47]. De plus, le choix d’une fonction de cette forme n’est pas aberrant dans la mesure
ou T. PETROSKY et R. BROUCKE [75] ol encore I. SHEVCHENKO|88] ont montré que pour g >> ro
la fonction perturbatrice adopte un régime sinusoidale dont I’amplitude décroit exponentiellement
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FIGURE 3.3 — a) Variation de l'amplitude de la fonction perturbatrice sinusoidale avec ¢
en échelle semi — log. b) Comparaison pour ¢ = 1.5 entre la fonction perturbatrice F, g 4(z)
obtenue pour une orbite quasi parabolique de paramétres § = 0, ¢ = 0 (croix rouges) et la fonction
perturbatrice F(z) sinusoidale dont 'amplitude est donnée par (courbe noire). ¢) Idem pour
g = 2. d) Idem pour ¢ = 2.5.

avec q. Au final, application symplectique utilisée sera de la forme :

Wpy1 = Wy + A(q)sin (27x,)
Tpp1 = Tp+ w;i/f (3.1)
olt comme vu au chapitre 2, w,, = —2ry/(GM;ms3) est I'énergie de la particule au ni®™¢ passage

au périastre. La variable x,, est la phase du second corps du binaire exprimée en nombre de tour
et enfin nous avons :

) J sig < qo
Alg) = { Jexp{a(g —qo)}  siqo < ¢ < Gman (3:2)

Ici le taux de décroissance exponentielle o a été déterminé a partir des résultats d’évolution du
maximum de la fonction perturbatrice construite par J. Lages et D. L. Shepelyansky [47]. Ce taux
a ~ —2.5 (valeur que nous conserverons dans ce chapitre) est peu sensible aux paramétres 6 et ¢.
En particulier pour le cas de la cométe de HALLEY (Chapitre 2), on retrouve la méme valeur pour ce
taux « associé aux amplitudes des fonctions pertubatrices engendrées par les différentes planétes
du systéme solaire. Ainsi le profil de l'amplitude A(q) représenté a la Fig schématise
le profil réél donné par exemple au Chapitre 2 Figl2.11] La valeur go détermine le paramétre de
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“rupture” de la ccourbe c’est-a-dire ’endroit ot la fonction perturbatrice commence & décroitre de
fagon exponentielle. Il sera fixé a go = 1.5r9, valeur éstimée a partir des données de [47]. Enfin
Gmaz €st le paramétre au dela duquel la fonction F'(z) est si faible qu’aucune capture significative
n’est possible, nous choisissons ¢, = 4r2. La Fig. résume tous ces parameétres.

3.3.2 Paramétres du halo de matiére noire

Maintenant que l'interaction particule-binaire est établie, penchons nous sur le comportement
du halo de matiére noire & une distance infinie de ce binaire. Supposons que la vitesse & I'infini dans
la région du Soleil suive une distribution vectorielle de MAWXELL-BOLTZMAN. Cette supposition
peut étre étayée par le fait qu’il y a une correspondance entre un gaz parfait et une sphére isotherme
auto-gravitante [8].

La probabilité de trouver une particule dont la vitesse est comprise dans un volume donné d>v
est )

f(v)d®v o exp {—|U|} d>v (3.3)
2¢2
ou € est la dispersion des vitesses. Cette distribution est couramment utilisée pour décrire la
distribution des vitesses locales du halo de matiére noire de la galaxie [8, 4]|. Cependant, il est
important de noter que ce type de profil, supposant une distribution isotropique des vitesses pour
les halos, est improbable [4]. Ce n’est pas notre propos ici et nous employons cette distribution
pour plus de simplicité. La distribution du module du vecteur vitesse est par isotropie

F(v)dv o v* exp {—”2} dv (3.4)

2e2

Nous voudrions a présent déterminer la constante € de la dispersion des vitesses. Pour cela calculons
la vitesse quadratique moyenne

. IS v f(v)dv B o Jo atexp {—a?} da R —\{f o
<0t >= = 2”20 =2 =3e (3.5)
Jo flv)dv Jo z?exp{—2?}dx %

Nous voyons grice & cette derniére équation que nous avons Vpm,s = V3¢ ou Urms €St la racine
de la moyenne quadratique. C’est un élément caractéristique de la distribution. Finalement la

distribution en vitesse est
/54 v? 302

ot on choisit u ~ 220 km/s = Uyms la vitesse donnée par la courbe de rotation a r = re dans la
Galaxie. En vérité, si I'on suit une distribution de masse auto-gravitante isotherme pour le halo,
on a plutét u = MUQ ~ 270 km/s [8] . Cependant, nous nous sommes placés dans la suite
des travaux de I. B. KHRIPLOVICH et D. L. SHEPELYANSKY [45] qui utilisent la premiére valeur.
Cependant, cela ne modifie pas significativement nos résultats finaux.

3.3.3 Section efficace de capture

Supposons un flux de particules venant de l'infini. Ce flux suit une loi de distribution maxwel-
lienne de vitesse comme nous ’avons vu précédemment. A I'infini, la particule peut étre considérée
comme libre par rapport au binaire, son énergie est uniquement cinétique, nous avons € = 1/2mszv2,
et par conséquent, ws, = v2, /v en effet GM; = v3ry. Nous avons alors affaire a4 un principe de
diffusion gravitationnelle sur un foyer de masse M, ici une diffusion & deux corps ou le deuxiéme
corps effectif & la masse M = M; + M>. L’ensemble de l'interaction se produit dans un plan, c’est
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FIGURE 3.4 — Schéma d’un processus de diffusion & deux corps entre la particule et la masse
M = M; + Ms avec p le paramétre d’impact et ¢¢ l'angle polaire au moment du passage au
périhélie ¢ ol nous considérons qu’intervient ponctuellement la fonction perturbatrice.

ce qui est illustré sur la Fig. Au moment du périhélie, la fonction perturbatrice rendra compte
de l'interaction a 3 corps. Nous avons pour le moment cinétique

L = m3veop (3.7)

ou mg est la masse de la particule et p est est appelé le paramétre d’impact. La section efficace de
diffusion pour une particule est par définition 48] :

do = 2npdp = wdp? (3.8)

Exprimons (3.8)) en fonction de ¢. Nous avons d’aprés (3.7) p = L/m3vs. Si nous considérons le
cas général de I’hyperbole pour I'état d’arrivée diffusif non lié nous avons les relations suivantes

ey =ale—1) (3.9)

olt a est le “demi-grand axe” de I'hyperbole, e son excentricité et ot p = L?/(G(M; + My)m3) ~
L?/(GMyms3) avec G la constante gravitationnelle, M; et M, sont respectivement la masse du
corps principal et secondaire du binaire. Il vient naturellement de ces relations que

GM]TTLg GMl

@ = 26 o2
p = q(gﬁlJr?)
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Il suit que la section efficace de diffusion est la suivante

a=dre 29G M 8T G M
0’=7T/ d<q2—|— q 5 1) = 167rr§+%7“2 (3.11)
q=0 V5o V5%

ol nous nous intéressons a la diffusion pour g € [0; 4rz]. Afin d’avoir une idée des énergies et vitesses
mises en jeu, effectuons une bréve estimation. Considérons que la masse principale du binaire M;
est celle du Soleil Mg ~ 1.9 x 103° kg et que le corps secondaire est Jupiter ro ~ 7.8 x 108
km. L’énergie w caractéristique des particules capturables correspond au maximum de ’amplitude
de la fonction perturbatrice. Cette amplitude est proportionnelle & la vitesse du second corps au
carré. Dans le cas de Jupiter, nous avons Fy,q. o~ 6 X 10‘311%. Ainsi, les particules effectivement

capturables ont une vitesse a I'infini v, de I'ordre de veap ~ v Fmae ~ 1 km.s~ 1. Ce résultat est en
accord avec |72|. Par conséquent, le second terme de est largement prépondérant devant le
premier, si bien que I'on peut négliger ce dernier. Le constat serait le méme avec une masse M; de
type trou-noir et une étoile hyperveloce gravitant autour. En effet, cela se voit bien en passant aux
variables réduites. Nous obtenons alors une amplitude pour la fonction perturbatrice ne changeant
pas. En revanche, le paramétre u de la distribution maxwellienne va devenir faible. Cela implique
de facto que ’ensemble des vitesses de la distribution est accessible au maximum de 'amplitude
et donc a la capture.

Nous concluons de ce qui précéde que les particules capturables dans notre systéme ont un
comportement quasi-parabolique w < 0. Si nous avions traité directement le cas avec des or-
bites quasi-paraboliques, en utilisant la relation ¢ = p/2, le résultat précédent aurait bien été de
8mGMiry/v2,. Finalement, dans les unités réduites nous avons donc

87
= — 3.12
o] (3.12)
olt Wee = —v2% . Définissons & présent la section efficace de capture
2 q2
Ocap = 77 qu(woovq) (313)
|w00| q1

oll 0gqp est la section efficace de capture d’une particule dont 'orbite initiale quasi-parabolique a
un périastre ¢ compris entre q; et ga, P(weo,q) est la probabilité de capturer une particule dont
I’énergie est wy, et passant au périastre g. Il nous faut définir cette probabilité. La probabilité
de capture P(w,q) est la mesure de 'ensemble {z|we + F(x) > 0}. On comprend donc que les

particules dont I’énergie wo est telle que we + m[ax](F(x)) = We + A(g) < 0 ne peuvent étre
z€(0,1

capturées, P(ws,q) = 0. Le calcul analytique de P(weo, ¢) nous donne pour we, < 0

0 sl weo < —A(q)

P(wes,q) = { ‘1 (3.14)

3 + L arcsin (%)‘ st wee > —A(q)

Nous pouvons a présent calculer la section efficace de capture en intégrant (3.14]).

1 ™ . [ Weo 3 2 [t arcsin ()
Ocap = m (3 (5 + arcsin (7)) +m <Qmam - 2) + a /woo/Jd"}/’y (315)

ol v = weo K exp{aq}/J avec K = exp{—3a/2}. L’intégrale ne peut se réduire en termes simples
[37] elle sera déterminée numériquement. La Fig. expose la section efficace de capture pré-
cédemment calculée en rouge et et la section efficace de capture issue de la “dark map” en noir
[47]. Nous observons que les deux courbes exhibent une décroissance caractéristique oc w=! pour
W < Weqp- Icl nous avons pris weqp = 0.001 qui est du méme ordre que J = 0.005 amplitude
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FIGURE 3.5 — a) Section efficace de capture en fonction de 1'énergie w = |wy| de la particule. Ici
Weap = 0.001 et les parametres sont : J = 0.005, gimqe = 4 et @ = —2.5. b) Distribution différentielle
en énergie dN/dw du nombre de particules capturables normalisée par Ny le nombre de particules
venant de l'infini qui traversent le systéme. Les paramétres ont les méme que pour le panneau a).

typique de la fonction perturbant ’énergie de la cométe de HALLEY. Pour notre modéle, la section
efficace tombe brutalement & 0 pour w/weqp = 0.005 ce qui correspond au maximum de la fonction
perturbatrice J utilisée ici. Ce n’est pas le cas pour la “dark map”. En effet, des fonctions pertur-
batrices de plus grandes amplitudes peuvent étre présentes. Ce sont les fonctions perturbatrices
associées aux orbites approchant les masses du systéme binaire, dans certains cas ces fonctions
peuvent méme diverger pour une phase donnée du binaire (rencontre proche, voir par exemple les
deux pics Fig chapitre 2). Nous pouvons cependant remarquer sur les courbes noires de la
Fig. que la section efficace de capture tombe plus rapidement aprés cette limite. Dans [47] il
est indiqué que, aprés weqp, la section efficace de capture 0.4y est proportionelle a 1/w?. Ce fait
indique que la probabilité de capture des énergies hautes nécessitant une rencontre proche est trés
faible. Ce dernier constat nous conforte dans I'idée de négliger ce type de capture. La distribution
différentielle en énergie des particules capturables entre w et w + dw, normalisée par le nombre de
particules Ny passant dans un rayon ro = 1, est visible sur la Fig. [3.5p. Ici aussi nous constatons
un comportement similaire entre les deux approches.

3.3.4 Densité et masse capturée

Dans cette section nous allons aborder les calculs qui nous permettront, a terme, de déterminer
une masse et une densité de matiére noire capturée. Le nombre de particule dN passant dans le
systéme binaire durant un temps dt est

dN = ngo(v)vf(v)dvdt (3.16)

ol ng est la densité volumique réelle de particules, o(v) est la section efficace de diffusion, v la
vitesse des particules, f(v) est la distribution de particule a l'infini. En utilisant (3.4]), en posant
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W = |Weo|, €t en considérant v = y/wvs on a

[27 1 —3wvj
dN = n 8mrivy 3 3 OXP {2;021)2} dwdt (3.17)

En intégrant (3.17)) sur une durée Ti, et entre deux énergies [wq, ws] nous obtenons
861 Tyotnyravs —3wv3 —3wav3

Ce qui implique que le nombre total N, et la masse totale M;,; de particules ayant traversé le
systéme pendant le temps T},; sont les suivants

8v 61T}, 202
Niot = No—oo = T tutngr2v2
8v67T; 202

Mo = SV tohg 52 tztpgTQUQ (3.19)

ot py est la densité volumique de masse locale de matiére noire. Déterminons & présent le ratio
k = Niot/No—j entre le nombre de particules traversant le systéme et le nombre de particules
potentiellement capturables. Cette estimation nous sera utile pour I'analyse de nos résultats.

T, 2,2 B 2
No_y = Y6 Ttorngr3vs <1exp{ 3Jvz}> (3.20)

U 2u?

Ici No_; est le nombre de particules que nous injecterons dans nos simulations. En effet, il est
inutile d’injecter des particules qui n’ont aucune chance d’accéder a la capture. Finalement nous

avons
1

1 —exp{_;{fg}
Nous voyons ici une implication immédiate, si Jv3 < u comme c’est le cas pour le systéme Soleil-
Jupiter alors k ~ 2u?/(3Jv3) et le nombre de particules du flux traversant le systéme est trés
grand par rapport au nombre de particules capturables. En revanche si Jv3 ~ u alors k ~ 1 ici
toutes les particules sont des particules capturables. Ce constat vient du fait que plus la rotation du
binaire est rapide, plus le flux de particules entrant est susceptible d’étre aspiré dans le systéme.
Nous comprenons que les parameétres responsables de ce comportement sont vy et u. Dans nos
simulations nous employons les variables réduites si bien que la variation de w sera reliée a la
variation de vitesse du binaire.

Notons N, le nombre de particules injectées dans la simulation avec une énergie entre [—J, 0].
Le nombre total de particules injectées pour reproduire le bon ratio non-capturable/capturable est
donc N;s = kN;s. Le ratio entre le nombre de particules capturées dans la simulation notée Nac
et le nombre total de particules injectées est nac = Nac/Nis. Nous allons déterminer la densité
moyenne pour un rayon r; donné (avec i = 0.2r9, 19, 6r2). Nous avons enfin le ratio 1,1 = N,1/Nac
ot N,1 est le nombre de particules compris dans la sphére r < r; et Nac le nombre total de
particules capturées, ces deux nombres se référant & la simulation. Pour finir nous avons une masse
dans la sphére de rayon r < r; pour le systéme réel de

(3.21)

KR =

My, = nr;nacMiot (3.22)

3.4 Méthode numérique employée

La méthode d’itération est la méme que celle utilisée dans le chapitre précédent & la différence
que la fonction perturbatrice utilisée est un sinus et que nous ajoutons un flux de particules constant
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Injection particule p (wi, xi)
- w; : distribution maxwellienne
} (méthode du rejet)

- x; : aléatoire homogéne dans [0 : 1]
- q; : aléatoire homogéne dans [0 : 4r,]
- t; : aléatoire homogéne dans [0: T,,]

Y
Wst = W, + A(q)sin(27x,)
>
Xpel = Xp + wn+13/2
non
enregistrement W< W,
+1 particule dans [x;, x;]
A
oui
non
p>N
non
A oui
oui
Y
enregitrement fin
Wy Gns t; programme

FIGURE 3.6 — Pseudo-code de l'algorithme utilisé pour suivre la capture, I’évolution et 1’éjection
équivalente & ~ 10'6 particules dans le systéme binaire. Ici, wey: est I'énergie en deca de laquelle
la particule est considérée éjectée, w;, x;, ¢; et t; sont les parametres initiaux, a t = tepap > ts o0
enregistre les parameétres des particules présentes.
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dans le temps entrant dans le systéme. Dans l'algorithme Figl3.6] nous injectons une particule a
un temps de départ aléatoire ¢ € [0; Tyor] o0t Tyor est le temps de simulation total. Nous prendrons
Tior = 4.5x 10° ans, ’age approximatif du systéme solaire, ce qui correspond & 3.8 x 10® révolutions
actuelles de Jupiter. Nous garderons ce nombre total de révolutions pour tous les systémes binaires
que nous considérerons. La date t; de départ de la particule est choisie aléatoirement entre [0 : Tyot]
elle définira aussi la phase de départ ;.

La particule est lancée dans une gamme d’énergie —J < w < 0 en suivant la distribution max-
wellienne caractérisée par u, la particule se trouve étre capturée ou non par la premiére rencontre
avec le systéme binaire. Par la suite, son évolution frappée est itérée et la particule ressort du
systéme avec un temps ou phase finale £y que nous mémorisons. Ce temps permet de réaliser un
histogramme du nombre de particule présent en fonction du temps ¢. Le nombre de particules
entrant et sortant du systéme finit par s’équilibrer au cours du temps, 'instant ou cela se produit
sera noté t,. L’énergie w ainsi que la valeur du périastre ¢ au moment ¢4 sont également conservés
pour permettre de réaliser un histogramme de la distribution des énergies et des périastres.

Les particules n’interagissant pas entre elles la simulation est découplée entre chacune et nous
les simulons séparément. Aprés la sortie d’une particule nous itérons le processus avec une nou-
velle particule. Un critére de sortie est ajouté. Nous considérons la particule éjectée pour un wey:
particulier dont nous verrons plusieurs exemples par la suite.

3.5 Reésultats et analyses

3.5.1 Section de POINCARE pour le modéle simplifié

Sur la Fig. 37 la section de POINCARE est celle d’une orbite dont les caractéristiques sont celles
de la cométe de HALLEY. Elle nous montre une plus grande richesse d’ilots intégrables comparée
a la section de POINCARE de notre modéle avec la valeur J = 0.007. Nous remarquons également
que le dernier invariant de KAM est différent entre les deux applications. Cela est bien cohérent
avec 'idée que nous avons mis en exergue dans le chapitre 2 concernant les différences dues a
la forme de la fonction perturbatrice. Hormis ces deux différences, nous constatons que les deux
applications fournissent une structure similaire de 1’espace des phases, c’est-a-dire une succession
d’ilots intégrables de plus en plus volumineux avec 'augmentation de w. Ces ilots sont susceptibles
de stopper la dynamique ou de la ralentir. Nous allons & présent aborder les propriétés des particules
capturées.

3.5.2 Propriétées des particules capturées

Dans cette sous section nous analysons les résultats de simulation associés a la capture. Sur
la Fig. 3-8z nous voyons I'évolution du nombre de particules capturées en fonction du temps. Ici
4x 10! particules sont injectées. Le paramétre de distribution est v = 17, ce paramétre correspond,
en unité réduite, a la vitesse v,,,s du halo de matiére noir. Nous constatons que malgré ’apparente
simplicité de notre modéle, les résultats sont similaires & ceux obtenus avec la "dark map" [47]. Les
différentes courbes présentées le sont pour wey: = 0 pour la courbe noire, wey,: = 4 x 107° pour la
courbe rouge et we,; = 1/20 pour la courbe bleue. Ils correspondent respectivement & une orbite
parabolique pour la premiére, un demi-grand axe correspondant a la moitié de la distance Soleil-
Alpha Centauri pour la seconde et d’une distance a = 100 U A pour la troisiéme. Sur la courbe
noire il n’y a pas de phénoméne de saturation du nombre de particule, cela s’explique par le fait
que des orbites avec un demi-grand axe infiniment grand peuvent étre présentes. Pour les courbes
rouges et bleues, il y a d’abord une augmentation de N¢q,(t) puis une saturation correspondant
une compensation entre les particules entrantes et sortantes du systéme. A partir de ce moment
nous sommes dans le régime stationnaire du systéme, nous indicerons les variables correspondantes
a ce régime avec les initiales AC. Le temps de saturation arrive approximativement a t, = 107
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FIGURE 3.7 — Section de POINCARE caractéristique. a) Section de POINCARE associée a la fonc-
tion perturbatrice réelle de la cométe de HALLEY. b) Section de POINCARE associée & la fonction
perturbatrice de notre modéle J sin(27x) avec J = 0.007.

années. Ce temps de saturation est exactement le temps de diffusion moyen ¢4 = 107 calculé dans
avec la KEPLER map pour une fonction perturbatrice en dent de scies. Ce temps de diffusion
étant le temps de vie moyen de la cométe de HALLEY dans le systéme solaire. C’est également ce
temps ce temps que nous avons calculé au chapitre 2. Le temps de diffusion dans la section de
POINCARE est donc le paramétre caractéristique qui régit la saturation de capture d’un systéme
binaire traversé par un flux de particule.

La Fig. [3.8p montre la distribution en énergie p(w) des particules aprés saturation pour un
temps ¢t > ts. La partie supérieure de la figure montre la distribution normalisée a fooo pdw =1
oll nous pouvons constater qu’elle suit une loi proportionnelle & w=3/2. Le temps de séjour d’une
particule sur une orbite unique de paramétre w est, d’aprés les lois de KEPLER, égal & w—3/2, nous
pouvons en conclure que I’hypothése ergodique est vérifiée. En effet, la densité des millions de
particules présentes est proportionnelle & leurs temps de séjour sur une orbite. La partie inférieure
de la Fig. 3.8 montre la section de POINCARE associée a la fonction perturbatrice d’amplitude
J. Nous constatons que les ilots de stabilité viennent perturber la distribution en énergie. Celle-ci
subit des oscillations & ’endroit méme ol sont présents ces ilots alors qu’elle est trés réguliére en
dega de w = 0.15 ou la dynamique est totalement chaotique. Nous pouvons également remarquer
que la distribution stoppe pour une valeur de w., = 0.3. Cette valeur peut s’interpréter grace au
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FIGURE 3.8 — a) Nombre de particules capturées N, en fonction du temps. En noir, les particules
sont considérées éjectées quand w < 0, en rouge quand w < 4 x 107°% c’est-a-dire quand le demi
grand axe de 'orbite osculatrice des particules devient comparable a la distance Soleil-Alpha Cen-
tauri, en bleu quand w < 1/20 c’est-a~dire quand le demi-axe de I'orbite osculatrice des particules
devient supérieur 4 100 AU. Durant cette simulation N = 4 x 10'! particules sont injectées avec un
paramétre pour la distribution des vitesses de u = 17 (systéme solaire). b) Distribution des énergies
apreés la saturation des courbes présentées au panneau a). La partie supérieure du panneau montre
la méme figure mais en échelle log — log, en pointillé rouge la droite oc w=3/2,

critére de recouvrement des résonances de CHIRIKOV [14]. En effet, en utilisant Papplication :

Wpy1 = w,+ Jsin(X,)
Xp1 = X+ 21w, 27 (3.23)

ou X, est ici la phase représentée par un angle et non par le nombre de tours z,. En linéarisant
autour d’une résonance nous avons w,4+1 = W, + Aw,11 avec w, I'énergie correspondant & une
résonance alors :

Iny1

Xpi1 = X, —3mw 2 Aw, iy (3.24)

5/2 (Awy,41 — Aw,), nous avons donc la nouvelle
(S —

Par conséquent : Al = 1,41 — I, = —3mw,
Jsin(X,,)
application linéarisée suivante :
Iy = I+ Ksin(X,)
Xpi1 = Xo+ It (3.25)

qui n’est autre que Papplication standard de CHIRIKOV avec K = 3nJ /wf/ 2 (le signe —
provoquant simplement un déphasage du sinus). Selon le critére de recouvrement des résonances de
CHIRIKOV le chaos généralisé se produit pour K ~ 1. La derniére résonance affectée par ce
processus est donc we, = (37J )2/ 5 ~ 0.29. Cela explique donc bien qu’il n’y ait aucune particule
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FIGURE 3.9 — a) Densité radiale p(r) associée a une distribution homogéne en anomalie moyenne
sur une demi-ellipse de demi-axe a = 5 et d’excentricité e = 0.8 (courbe noire), e = 0.85 (courbe
rouge), e = 0.96 (courbe bleue). b) Densité radiale p(r) obtenue avec la méthode 2 (courbe rouge), a
savoir en sommant les densités radiales du type de celles présentées au panneau a) et correspondant
aux Nyco particules présentes dans le systéme aprés la date t;. Sur ce panneau nous avons aussi la
densité radiale p(r) obtenue avec la méthode 1 (en noir). Pour les deux panneaux p(r) est normalisé

tel que f0200 p(r)dr = 1.

au dessus de cette limite ou le chaos généralisé ne régne pas. A présent, nous allons inspecter la
densité radiale et volumique des particules capturées.

3.5.3 Densité des particules capturées

Une fois la simulation terminée, comme nous venons de le voir, nous disposons des énergies
présentes pour t > t; dont nous allons reconstruire les orbites elliptiques réelles associées. Pour
cela, deux méthodes sont possibles :

e Méthode 1 : La premiére est la méthode employée par J. LAGES et D. L. SHEPELYANSKY
[47]. Elle consiste a considérer les Ny particules présentes dans le systéme durant un laps
de temps At < t, autour de la date t5. A chacune de ces particules est associée une énergie
w qui correspond, ¢ étant fixé, & une orbite elliptique. On distribue ensuite 1000 particules
sur chacune de ces orbites elliptiques de fagon homogéne en anomalie moyenne (homogénéité
dans le temps). Cette étape s’effectue en utilisant ’équation de KEPLER.

e Méthode 2 (méthode ergodique) : La seconde méthode consiste & supposer que toutes le
orbites associées aux N 4¢ particules sont peuplées homogénement dans le laps de temps At
et a calculer analytiquement la densité de particules présentes. Nous cherchons & obtenir la
distribution radiale p(r). Soit 5(E) la distribution angulaire ou E est ’anomalie excentrique
de l'orbite. Nous avons alors pour dP la probabilité de trouver une particule dans 'intervalle
[E; E 4+ dE] :

dP = p(E)dE = C1dt = Cadx (3.26)

ou Cj est une constante et Cy = 27xC, en vertu de de = dt/2r. Comme dx/dE =



La dynamique chaotique de la matiére noire p- 81

0. 6 T T T T T ““ T

p(r)

0o 10 2 30 40 50 1
r/r,

FIGURE 3.10 — a) Densité radiale p(r) obtenue pour u = 17 (courbe noire) et u = 0.035 (courbe
rouge). La densité radiale calculée a 'aide de la "dark map" est présentée pour u = 17 (courbe en
pointillés bleue) et pour u = 0.035 (courbe en pointillés verte). b) Densité volumique en fonction

du rayon obtenue ici en tracant p(r)/r2. La droite pointillée grise est oc r—2.

(1 — ecos(E))a’?/2m ot e est 'excentricité de lorbite et a son demi-grand axe. Gréace
a Péquation de KEPLER : t(F) = (E — esin(E))a®/? nous avons aprés normalisation de la
distribution entre E € [0 : 27] :

1
p(E)=— (1 —ecos(E)) (3.27)
2m
En utilisant la relation » = a (1 —ecos(E)) et E = arccos((a — r)/ae) nous obtenons la
distribution radiale suivante :

plr) = d (3.28)

2ma?eq /1 — ()2

cette distribution radiale est définie pour une demi-ellipse et posséde deux divergences en
a(l —e) et (1 + e) respectivement le périastre et 'apoastre. Trois exemples de cette distri-

. .. . . b / Nac i
bution sont visibles sur la Fig. . Sur la Fig. nous voyons le résultat » . p*(r)
avec les parameétres collectés & un temps tenap > ts. Nous obtenons bien la méme den-
sité radiale qu’avec la méthode précédente (en noire) ce qui prouve lergodicité impliquant
p(r)dr = w3/2dt/2r pour t > t,.

Nous pouvons voir sur la Fig. [3.10 (courbe rouge et noire), que la variation de u change peu
les résultats. En effet, pour u = 17 (vitesse de rotation de Jupiter) et pour u = 0.035 (binaire
en rotation rapide) les profils de densité radiale normalisée p(r) sont quasiment identiques. Nous
observons en revanche une grande différence avec les profils de densité obtenue avec la “dark map”
(courbe bleue et verte). Alors que dans le premier cas la densité radiale posséde un accroissement
maximum caractéristique pour un r,,,, donné, le second cas semble présenter un accroissement
continu de densité radiale. Nous avons vérifié numériquement que pour notre modéle 7,4, est lié
a wep, par la relation 7,4, ~ 2/wey. Dans le cas de la “dark map” w,, n’est pas fixe en raison
des nombreuses formes des fonctions perturbatrices en présence. Nous comprenons donc pourquoi
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FIGURE 3.11 — Densité de matiére noire capturée au temps tspqp/To ~ 4 X 108 (T est la période
du systéme binaire) générée par Iapplication sombre pour g = 0.001 et v = 0.035. Panneaux du
haut : & gauche : densité surfacique de matiére noire capturée dN/drsdz dans le plan (O,y, z)
perpendiculaire au plan contenant l'orbite du systéme binaire (ici s = /22 +y?). A droite :
densité surfacique de matiére noire capturée dN/dxdy dans le plan (O, x,y) contenant l'orbite du
systéme binaire. Sur les deux paneaux du haut seule la région |r| < 6 est représentée. Panneaux
du bas : densité volumique de matiére noire capturée dN/dxdydz dans le plan (O, y, z) (& gauche)
et dans le plan (0,z,y) (a droite). Sur les panneaux du bas seule la région |r| < 2 est représentée.
La couleur est associée aux valeurs des densités, la couleur jaune représentant le maximum et la
couleur noir représentant une densité nulle.

I

Tmaz €St trés différent d’'un modéle a l'autre. La forme de la densité volumique p/?ﬂ2 Fig. [3.10p
dans notre modéle & symétrie sphérique est proche de la densité volumique obtenue avec la “dark
map”. Nous obtenons un ajustement de cette courbe de la forme oc 1/7% avec 8 ~ 2.25 + 0.003
pour notre modéle alors qu’il était de S ~ 1.52 + 0.002 pour la “dark map”, nous attribuons cette
différence au plus grand nombre d’illots de KAM présents pour la fonction perturbatrice réelle.
Pour une itération, les particules évoluent au maximum de +J, ce saut a pour longueur associée
typique r ~ 1/J = 200.

Dans notre modéle nous avons éliminé les angle 6 et ¢ nous avons par conséquent perdu toutes
les structures spatiales visibles dans [47], notre modéle est isotrope dans l'espace. C’est le tribut
que nous avons choisi de payer dés le départ lorque nous avons décidé de ne pas prendre en compte
ces angles. Afin d’analyser I’évolution des structure spatiales de [47] pour u = 0.035 nous avons
effectué une simulation en utilisant la “dark map” a t > t; avec u = 0.035. Le résultat est visible
sur la Fig. Nous pouvons constater que comme pour p(r) la distribution spatiale n’est pas
modifiée significativement par rapport aux résultats obtenues avec u = 17 dans [47](Fig.5). On
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peut l'expliquer par le fait que p(r) est déterminé par la dynamique des particules pour w > 0 qui
est pratiquement insensible a la distribution des particules d’énergie —J < w < 0 capturées par
une itération de 'application.

3.5.4 Accroissement de densité
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FIGURE 3.12 — Facteurs, ¢ et (4, d’accroissement de la densité de matiére noire en fonction de
J et u/vs. a) ¢ en fonction de J pour le paramétre u/vy = 17 calculé dans pour une sphére de
rayon r = 0.2ry (couleur bleue), r = r3 (couleur noir), et r = 673 (couleur rouge). Les points de
couleur correspondent a notre modéle simplifié alors que les croix correspondent a la “dark map”.
b) (4 en fonction de u/vy calculé & r = ry. Les points noires correspondent & notre modéle alors
que les croix noires correspondent a la “dark map”. La ligne en pointillé bleue est o< u 3. La ligne
en pointillé rouge est o u~!. ¢) ¢, en fonction de J pour le paramétre u = 17. Les points noires
correspondent au modéle simplifié alors que les croix noires correspondent & la “dark map”. d) ¢,
en fonction de J pour le paramétre u = 0.035. Les points noirs correspondent a notre modéle alors
que les croix noires correspondent a la “dark map”. Pour les 4 graphiques la courbe en pointillé
verte est la courbe théorique établie .
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Nous arrivons a présent aux résultats les plus intéressants issus de cette étude. Ils montrent que
la densité de matiére noire capturée a proximité d’un systéme binaire en rotation ultrarapide est
grandement accrue. Pour obtenir ce résultat nous avons calculé la fraction 7,; = N, /(1000N s¢)
pour 7; = 0.2r9; r9; 675. Il s’agit du rapport entre le nombre de particules présentes dans un volume
de rayon r < r; par rapport au nombre de particules présentes dans le systéme pour un temps de
saturation ¢ > t,. Le nombre N,, est obtenu par intégration de la courbe de la Fig. B:I0k. Cest
la premiére méthode de reconstruction des orbites qui a été choisie. Le facteur 1000 provient du
fait que nous avons distribué 1000 particules sur chaque orbite. Comme mentionné plus haut, nous
avons également calculé le rapport Nac/Nis avec Nis = kN;s oit N;5 est le nombre de particules
injectées dans la simulation avec une énergie —J < w < 0. La masse réelle moyenne dans un rayon
r < r; est donnée par . Il est également intéressant de calculer les facteurs d’accroissement de
densité. Nous notons ces facteurs ¢ = p,, /pgs et Cg = pr./pg 00 py, = M, /(47rd /3) est la densité

moyenne de matiére dans une sphére de rayon r;, pg5 = pg foﬁ f(v)dv avec pg = 4 x 1072% g.em™3

[47, 145] est la densité moyenne de particules dans le halo pour une gamme d’énergie capturable.

Pour voir comment nous avons procédé, présentons deux exemples complémentaires celui d’'une
vitesse caractéristique pour les particules du halo v,.,,s > v, en unités réduites nous prendrons
u = 17 (cas du systéme solaire) et celui d’une vitesse caractéristique pour les particules du halo
VUrms <€ V2 en unités réduites nous prendrons u = 0.035.

eu = 17, J = 0.005 cas du systéme solaire. Nous injectons N;; = 4 x 10! particules
entre —J < w < 0 durant ~ 3.8 x 10® rotations de M. Cela correspond & l'injection
de Ny, = 1.54 x 10'6 particules traversant le systéme toutes énergies confondues. Nous ré-
coltons respectivement N,,, = 58.759, N,, = 2837.06 et N,, = 107708.351 particules. La
masse totale traversant le systéme est de Mo = 4.62 x 10~ 7 M;. La masse capturée dans un
rayon 71 est donc M,, = 8.51 x 10720M; ce qui implique ¢ = 2140 et (g =2.14 % 10~%. Par
conséquent, selon ces calculs il y a une densité 2000 fois plus importante de particules dans
la gamme capturable que dans le halo moyen pour cette méme gamme. Ces résultats sont
du méme ordre de grandeur que ceux calculés pour le systéme solaire avec la “dark map” ou
nous avions (yy ~ 4 x 103 [47]. Le facteur ¢, correspondant a toute les gammes en énergie
est négligeable. On peut noter, dans ce régime, que le passage ¢ vers (, peut s’effectuer en

utilisant la relation p,; = py1/6/7(v3/u)J3/? et donc ¢ = \/7/6(u®/v3)/ T3/

e u = 0.035, J = 0.005, cas d’un systéme en rotation ultra rapide. Nous injectons N;, = 4 x 10?
particules durant ~ 3.8 x 108 rotations de M>. Cela correspond & I'injection de Ny, = 4 x 10°
(k = 1) particules traversant le systéme toutes énergies confondues. Avec ce paramétre w,
toutes les particules sont candidates & la capture. Nous récoltons respectivement N,,, =
1.094, N,, = 48.789 et N,, = 2457.311 particules. La masse totale traversant le systéme est
de My, = 1.82 x 10729M;. Nous obtenons alors ¢ = (g = 6918. Nous avons donc ici un
accroissement de I'ordre de 7 x 10% de la densité de matiére noire dans le rayon r;. C'est
un fait remarquable car le facteur ¢ correspond bien a toute la gamme d’énergie présente
dans le halo et c’est la densité moyenne galactique qui se voit localement grandement accrue.

Dans la suite nous avons fait évoluer les paramétres u et J pour étudier la variation des facteurs
¢ et (4 en fonction de ceux-ci, ces résultats sont résumés sur la Fig. m

Pour (u/v2)? > J nous constatons que ¢ > 1 et ¢, < 1. Dans ces conditions, seules les
particules dans une zone d’énergie réduite sont accumulées dans le systéme. Par conséquent, seul
¢ est important et la densité totale capturée par rapport a la densité du halo reste faible. Pour
u/ve = 17 les ajustements donnent une dépendance en 1/J (1/J% avec o = 1.04 + 0.01) pour ¢ et
en .J (J* avec aw = 0.46 £ 0.1 pour (4). Les croix noires montrent que les résultats du calcul en
utilisant la “dark map” donnent approximativement la méme dépendance. On peut remarquer qu’en
ce qui concerne la “dark map” les croix bleues et noires se superposent quasiment. Cela s’explique
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FIGURE 3.13 — Fonction établie dans (3.29) pour J et u/vy en échelle log;, — logo. Le point noir
annoté SS correspond aux paramétres du systéme solaire. Le point noir annoté SBH a ceux d’une
étoile gravitant autour d’un trou noir super massif.

par le fait que pour les valeurs r < 1 la “dark map” donne une densité volumique quasi-constante.
En ce qui concerne la dépendance avec (u/vq) la ligne bleue nous montre une dépendance en 1/u?
alors que la ligne rouge nous montre une dépendance en 1/u et ce pour une valeur de J = const.
Ces résultats peuvent s’exprimer fidélement sous la forme de la formule suivante

_ AVI(2) 590

14+ BT () (329)
u

avec A ~ 15.5 et B ~ 0.7 obtenue par ajustement. L’équation assure bien la transition
entre le régime (va/u)? > J et (vo/u)? < J. Nous pouvons expliquer cette tendance par quelques
arguments simples : M., est accumulé durant le temps de diffusion ¢4 = 5, avec une énergie
de l'ordre de Jv3, il est proportionnel & M, qui traverse le systéme durant le temps Tj.;. Par
conséquent nous avons Mgy, ~ J vgthtot / mu?Tyr en omettant tout les coefficients numeériques (m
ici fait référence a la partie de l'espace des phases capturables en une itération de application). En
remplacant M;,; par son expression , nous obtenons Mgy ~ pgJ Ta(v3 /u)rs ot 74 = tq/ T
avec Tb la période du systéme binaire. La masse s’accumule dans un rayon caractéristique r.qp ~
1/J, la densité volumique dans cet espace est donc p,(r = 1/J) ~ Meap /13, ~ pgJ?w?), (vp/u)® ~
ngJl/wah ~ ngJl'?’, ot on utilise la relation 74 ~ wep,/J? ~ J=6/5 qui est une approximation
du temps de diffusion depuis w,p, jusqu'a w < 0 (nous avons effectué les calculs pour la capture
avec le temps compté en nombre d’itérations et nous obtenons bien un temps de diffusion qui
varie comme J~5/% pour les petits .J ). En utilisant le profil de densité empirique obtenu Fig,
qui donnait p, o 1/r% avec B = 2.25 & 0.003, nous obtenons ¢ ~ 1/J%% ce qui est proche de
¢ ~ 1/J et nous avons (;, ~ JY2/(u/v2)?® de l'équation pour u? > J. Pour le régime
(u/v9)? < J la totalité du flux de particule traversant le systéme est capturée par une itération
de l'application et M., est accru d'un facteur (u/v2)?/J, ce qui conduit & un accroissement de ¢,
d’un méme facteur, et nous avons ¢, x va/ (u\/J) conformément & Le facteur d’accroissement
(g de I'équation est visible en fonction des deux paramétres u et J sur la Fig. Nous
nous sommes également intéressés a la distribution du périastre des orbites présentes & un instant
de saturation t = tsnqp > ts. Dans les deux régimes u/vy = 17 et u/vy, = 0.035 nous pouvons
constater des propriétés complexes pour les distributions en ¢. Pour le cas u/vy = 17 Fig
nous avons une chute relativement douce de la distribution pour ¢ > 1.5r3. En revanche, dans le
cas de la Fig ot u/ve = 0.04 il y a un accroissement d’un facteur 3 de la distribution autour
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FIGURE 3.14 — Distribution en valeur de périastre aprés saturation de la capture. a) pour le
parameétre v = 17. b) pour le paramétre u = 0.035. Les deux courbes sont normalisées tel que 1’on

. pdr
al [y *dgp(q) = 1.

de g = 2.5ry par rapport a la distribution entre ¢ < 0 < 1.5. Nous attribuons ce résultat au fait
que pour u/ve = 17, seules les particules de faible énergie peuvent étre capturées et extraites de
la distribution en une seule itération. En revanche dans le cas u/ve = 0.04 toutes les particules
deviennent capturables et éjectables en une itération. La forme de la distribution doit alors jouer
un role dans la distribution en g des orbites en présence a t = t,. Il est & noter également que les
particules diffusent plus lentement quand ¢ augmente (la fonction perturbatrice est de plus faible
amplitude). Les effets conjoints de la distribution d’entrée non-homogeéne en w et de différent temps
de diffusion doit donc jouer un role de sélection des grandes valeurs de ¢ restantes dans le systéme.
Cet effet de sélection doit aussi étre présent pour u/ve > 1 il n’est cependant pas visible en raison
de la distribution en w qui est ici comme en g homogéne.

3.5.5 Systémes multiples

Pour terminer cette étude nous avons choisi de décrire l'effet de ’ajout d’autres corps dans
le systéme. Pour cela nous avons construit une fonction perturbatrice a 8 corps avec les valeurs
d’amplitude J; o< (m;/M)(v;/vs)? oil vs est la vitesse que nous employons depuis le début du
chapitre et qui est prise comme référence (vitesse de Jupiter). Nous avons alors envoyé N =
2.8 x 1019 particules pour les cas u/vs = 17 et u/vs = 0.035 dans un systéme ot les amplitudes
des fonctions perturbatrices provoquées par les 8 corps sont J; = 2.5 x 1074, J, = 5 x 1074,
J3=T5x107% J,=x1073, J5 =25 x 1073, Js =6.5 x 1074, J; =5 x 1074, Jg = 1.25 x 107
L’idée de cette simulation est de modéliser de maniére trés simplifiée 8 étoiles en orbite autour d’un
trou noir central, le tout dans les conditions r;/r5 du systéme solaire. Pour u/vy = 17 le modéle
simule dans les conditions d’un systéme planétaire de type systéme solaire et pour u = 0.035
celle d’un systéme ol régne un trou noir super massif [38] entouré de 8 étoiles. Les distributions
radiales p et volumiques p/r? des particules capturées sont visibles sur la Fig Cette figure
nous montre des résultats sensiblement proches de ceux dont nous avons déja discuté ol seulement
un corps perturbateur est présent. Nous notons tout de méme une légére modification de la densité
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FIGURE 3.15 — Densité radiale et volumique pour un modéle a 8 corps perturbateurs. a) Courbe
rouge : densité radiale pour le paramétre v = 17 et courbe noire : densité radiale pour le paramétre
u = 0.035. b) Courbe rouge : densité volumique pour le paramétre w = 17 et courbe noire : densité
radiale pour le paramétre u = 0.0035.

volumique de particules qui tend vers une sphére de densité radiale homogéne, I'ajustement est
o 1/78 avec B = 2.08 & 0.002. Pour le systéme planétaire ¢ = 3 x 10% alors que pour le systéme
galactique nous avons (; = 3 x 10*. Nous remarquons donc que I’essentiel de la dynamique des
particules capturées dans un systéme multiple, avec un ratio de masse de 1000 entre ’objet central
et les corps perturbateurs, est décrit par un simple systéme & trois corps.

3.6 Conclusion du chapitre

Au travers de ce chapitre nous nous sommes intéressés a la capture de matiére dans les systémes
binaires. Plus particuliérement, nous nous sommes penchés sur le probléme de la matiére noire
susceptible d’étre capturée par ces systémes. Afin de simplifier notre analyse, nous avons choisi
de simuler la capture des particules par le biais d’une application symplectique qui reproduit en
grande partie le comportement de la dynamique du probléme & trois corps restreint. Nous avons
de plus simplifié le probléme en supposant une fonction perturbatrice périodique sinusoidale dans
toutes les directions. Grace a cette méthode nous avons montré un accroissement de densité locale
de matiére noire au sein des systémes binaires. Notons ici que ce résultat est trés différent des
précédentes analyses ot il est affirmé par des arguments analytiques qu’'un tel accroissement de
matiére n’est pas possible |36, |56]. La raison évoquée est le théoréme de LIOUVILLE. Comme nous
I’avons vu au chapitre 1 ce théoréme stipule que dans un systéme Hamiltonien, le volume dans
I’espace des phases est conservé. Il faut cependant noter que les systémes étudiés sont des systémes
ouverts. Des particules peuvent étre capturées et éjectées a I'infini. L’analyse montre que pour des
périastres long ¢ > 1 les particules ne peuvent étre capturées. Cependant, si les périastres sont
plus courts ¢ ~ 1 ils le sont sans la nécessité de rencontres proches. Par diffusion, ces particules
pénétrent des zones énergétiques liées qui leur sont normalement inaccessibles et elles y restent
piégées durant un certain temps. Ce temps de piégeage entraine un accroissement de la densité
locale de matiére noire par effet de capture cumulatif dans une région sphérique dont le rayon
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caractéristique est r ~ 1/J ou J est 'amplitude de la fonction perturbatrice.

Cette étude confirme des résultats déja établis dans les articles |47] concernant le systéme
solaire, en particulier ’augmentation locale de densité des particules de matiére noire dans une
gamme d’énergie capturable. Le résultat important qui ressort de notre étude est le suivant : dans
le cas dans le cas de systéme en rotation trés rapide de type étoile-étoile, étoile-trou noir ou trou
noir-trou noir ayant pour ratio de masse 1/1000, la densité de matiére noire du halo se voit accrue
d'un facteur ~ 10%. Nous avons également montré que pour un systéme multiple, de type étoiles
gravitant autour d’un trou noir hyper-massif, les profils de densité sont trés proches de ceux que
I’on observe en ne considérant qu’un corps. Qui plus est, nous notons la similitude des profils
obtenus en 1/7% ou 8 = 2.25 avec ceux des profils de densité des halos de matiére noire autour des
galaxies ou 2.25 < § < 2.5 [62]. Les résultats et les analyses que nous venons de développer sont
disponibles dans [79].

Ajoutons que le procédé utilisé dans cette étude est complétement générique. Il peut tout a fait
étre exploité pour étudier la capture de matiére ordinaire en s’assurant qu’aucune force autre que
la gravité n’entre en jeu. Il peut étre également utilisé pour étudier le comportement des échanges
de matiére entre les systémes. Notons qu’il existe 60% de systéme binaire dans la Galaxie. Ce type
de formulation peut étre employé dans le cadre de la théorie de la panspermie [6], pour étudier
statistiquement les processus d’échange de matiére entre ces différents systémes.



Chapitre 4

Dynamique fractale

Nothing is too wonderful to be true, if it
be consistent with the laws of nature.

Michael Faraday

4.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre nous allons traiter la dynamique du probléme & trois corps restreint
en intégrant de fagon numeérique les équations du mouvement. Nous nous intéresserons aux carac-
téristiques géométriques fractales de répulseur étrange engendré par les orbites éjectées du systéme
binaire. Par analogie avec la mécanique quantique, nous parlerons parfois d’orbites ionisées. Le
répulseur étrange est ’analogue de l'attracteur étrange 68| sauf que contrairement & celui-ci, il
repousse les orbites au lieu de les attirer. La notion d’attracteur peut étre comprise en considérant
un systéme ot les trajectoires dans l'espace des phases tendent a se diriger vers un point fixe.

La Fig. montre un portrait de phase du pendule classique qui est un systéme hamiltonien
ou le théoréeme de LIOUVILLE est respecté. Ce systéme est fermé, le volume dans ’espace des
phase reste constant. Trois types de trajectoire a énergie constante sont visible : les mouvements
de libration (en noir), le mouvement sur la séparatrice (en rouge) et les mouvements de rotation
(en vert). Ce systéme ne comporte pas d’attracteur, seulement des points fixes stables en (0,0) et
instables en (—1,0) et (1,0). Sur la Fig. [4.2p on voit le portrait de phase du pendule amorti. Cette
dynamique tend vers le point fixe situé en (0,0). Ce systéme dynamique n’est pas hamiltonien,
le systéme est ouvert. Il échange de ’énergie avec l’environnement par frottement visqueux et le
volume dans I’espace des phases n’est pas conservé. Le point fixe (0, 0) constitue donc un attracteur.
Le pendant de ces points attracteurs sont les points qui repoussent les trajectoires, on parlera de
répulseur. Comme le suggére ces exemples, les attracteurs apparaissent seulement dans les systémes
ouverts.

Il existe d’autres types d’attracteurs (ou répulseurs) que les points fixes dans les systémes
ouverts, c’est le cas des cycles limites. Les cycles limites sont définis comme une zone attractive
(ou répulsive) autour de laquelle s’enroule la dynamique. Nous en voyons un exemple sur la Fig.
qui représente la dynamique de l'oscillateur de VAN DER PoOL. Indépendamment de leurs conditions
initiales les trajectoires convergent vers un cycle limite (voir courbes noire et rouge Fig).

Dans les précédents exemples que nous venons d’aborder, nous avons uniquement parlé de
systéme non chaotique. Dans le cas ou le systéme est chaotique, on peut avoir affaire & un type
d’attracteur appelé attracteur étrange. Cet attracteur a été mis en évidence par E. LORENZ dans un
modeéle météorologique simplifié [54, 55]. Le modéle de LORENZ est un modéle & trois dimensions.
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FIGURE 4.1 — 4 exemples de dynamique dans Iespace des phases. a) Portrait de phase du pendule
simple. Les lignes noires représentent les mouvements de librations pour trois énergies différentes,
la ligne rouge est la séparatrice, les lignes vertes sont les mouvements de rotation. b) Portrait de
phases du pendule simple amorti en bleu. Les lignes noires sont le portrait de phase du pendule
simple non amorti. ¢) Portrait de phase de l'oscillateur de VAN DER PoOL. La ligne rouge montre
une trajectoire dont les coordonnées initiales sont & l'intérieur du cycle limite, la ligne noire a
Vextérieur. d) Trajectoire de l'attracteur étrange de LORENZ en trois dimensions selon les trois
variables le caractérisant.

Nous avons représenté un exemple de trajectoire sur la FiglI.T{. Ce modéle est chaotique au sens ou
les conditions initiales importent sur ’évolution différente de deux trajectoires proches. Cependant,
statistiquement nous pouvons voir que les trajectoires s’enroulent aléatoirement autour de I’'un ou
I’autre de ses points fixes. Ces systémes ouverts possédent des orbites dont la géométrie est fractale.

La géométrie fractale est le propre d’objets auto-similaires a différentes échelles. Elle a été
décrite pour la premiére fois par B. MANDELBROT [59] dans sa théorie de la rugosité. Nous verrons
dans la partie théorique de ce chapitre comment caractériser cette géométrie.

4.2 La théorie

4.2.1 Hamiltonien de JACOBI

Dans ce chapitre, nous traitons d’une masse négligeable m3 soumise au potentiel d’un systéme
binaire de masse respective M; et My. Nous sommes donc dans un systéme en tout point identique
avec celui traité dans les deux chapitres précédents. Nous traiterons ici le probléme & trois corps
restreint et plan. Comme nous 'avons déja écrit au chapitre 2, le hamiltonien autonome de ce
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systéme dans le référentiel synodique est le suivant

1
H =3 (03 +7}) +ype — pyo = V(z,p) (4.1)

-

1
ou V(x,y) = 1}%" + 4 avec Ry = {(m — )+ yQ} “et Ry = [(x +(1—p)*+2|". Nous n’avons
pas écrit les équations du mouvement de ce hamiltonien dans les chapitres précédents car nous ne
comptions pas les résoudre numériquement. L’objectif de ce chapitre est d’intégrer numériquement
ces équations pour déterminer la structure fractale des trajectoires restant aux temps longs a

proximité du systéme binaire et évoluant sur le répulseur étrange. Ces équations sont les suivantes

T = Pzt Y
S Py —
b = py H 81‘ R1 M(’)x RQ
o 9 (1 9 (1
Py = —pat(1- M)a*y <R1> + “ay <R2> (4.2)

Ce systéme étant & quatre dimensions nous calculerons des sections de POINCARE afin de simplifier
la visualisation de la dynamique tout en conservant sa richesse.

Avant d’étudier la structure fractale & proprement parler, penchons nous sur certaines caracté-
ristiques du hamiltonien qui nous intéresse ici et que nous n’avons pas encore développé dans les
chapitres précédents.

Points de LAGRANGE

Commengons par étudier les points fixes de ce hamiltonien. Pour ce faire nous imposons que
les équations (4.2 soient nulles. Il arrive immédiatement p, = —y et p, = x. Par suite nous avons
le couple d’équations suivant

xr =

(w—p)—p)  pletl-p)
R R

L—p  p
_ i 4.3
y y( I +—R§> (4.3)

Deux cas sont alors possibles :

e si y = 0 : Nous avons seulement la premiére équation. Cette équation est un polynome
de degré 5, mais seulement 3 solutions sont physiquement pertinentes. En effet, R? et R3
se doivent d’étre positifs. En fonction de la position le long de I'axe x nous avons trois
équations valables

1—u o .

T — — = 0sip<x
@—p? (w+l-pp? g
1—p o .

T+ — = 0s1—(1-— <z <
Gw? @il pp A-p)<z<p
1—p %

x + Osiz < —(1—p)

+
(—p)? (r+1-p)?
Ces équations ne peuvent étre résolues analytiquement mais leurs solutions peuvent étre
obtenues numériquement par une méthode de NEWTON-RAPHSON par exemple. Ce sont les
points notés Lq, Lo et Ls.
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FIGURE 4.2 — En rouge les zones ou les vitesses sont interdites ici pour 4 = 0.1. a) E = —1.45, )

E=-15,¢) E=-1.575,d) E = —1.85. L’étoile rouge (*) est la masse M, I’étoile bleue (x) la
masse M.

e si 0 : Nous avons un polynome de degré 2 couplé a la premiére équation (4.3) qui nous
Y poly g p p q q

donnelessolutions:L4:x:uf%,y:+§ etL5Z$:ﬂ7%,y:*§.

Ici Ly, Lo, L3, Ly et Ly sont appelés les points de LAGRANGE du systéme & trois corps restreint
. Nous ne recalculerons pas ici la stabilité de ces points, nous admettrons simplement que les
points L1, Lo et L3 sont qualifiés d’instables alors que les points L4 et L5 sont qualifiés de stables.
Notons que ces points ne sont pas anodins en physique spatiale puisque les astéroides nommeés
troyens occupent les points Ly et Ly du systéme Soleil-Jupiter. Le point Ly du systéme Terre-Lune

est quant a lui occupé par certains satellites artificiels & visée d’observation astronomique afin
d’économiser I’énergie nécessaire a leur maintien sur orbite.

Zone de vitesses interdites

Nous l’avons dit au chapitre 2, ce hamiltonien est autonome, son énergie FE est donc une
constante du mouvement . En utilisant le fait que p, +y = & et p, — x = ¥ le hamiltonien
s’écrit

H=_(#*+79%) - % (2® +y?) = V(z,y) (4.4)

[N
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FIGURE 4.3 — Schéma des zones de régularisation. En rouge, 'algorithme régularisera les potentiels
sur My, en bleu sur M. La limite entre les deux régularisations est fixée & z = p — 1/2.

ot le terme &2 + ¢ n’est autre que le carré de la vitesse dans le repére synodique. Ce terme se doit
d’étre toujours positif ce qui restreint spatialement la dynamique. En réarrangeant les termes de

(4.4) nous avons

=i+ =2+ 2V - Oy (4.5)

ol v est la vitesse dans le repére synodique et C; = —2H = —2F est appelé constante de JACOBI.
En tracant les zones de vitesses interdites, c’est-a-dire les zones pour lesquelles 22 + 52 < 0, pour
une méme valeur de 4 et plusieurs valeurs de E, nous obtenons les résultats de la Fig[4.2]

Nous voyons qu’avec la diminution de E et donc 'augmentation de Cj, des zones interdites
se développent. Nous avons d’abord des zones interdites qui se développent autour des points Ly
et Ly puis qui se joignent autour de Lj3. Finalement, cette zone devient unique et empéche le
passage entre M7 et Ms, la dynamique est alors soit localisée autour de I'une des deux masses soit
a lextérieur de la zone interdite.

Nous allons & présent voir comment intégrer les équations du mouvement numériquement. Les
équations du mouvement associées & ce hamiltonien divergent sur la position des deux masses en
(x =—1+4p,y =0)eten (z = p,y = 0). Nous allons donc effectuer une régularisation des potentiels
connue sous le nom de régularisation de LEVI-CIvVITA . Ce type de régulatisation a
notamment été utilisé dans pour I'étude des rencontres proches dans le probléme & trois corps
restreint.

4.2.2 Reégularisation

La régularisation des potentiels s’effectue selon le schéma de la Fig. Lorsque la particule
est du coté de la zone rouge, nous régularisons sur la masse M7, lorsqu’elle est du coté de la zone
bleue, nous régularisons sur la masse Ms. Pour cela, il faut considérer la transformation canonique
Pz, Py, T, y) = (Py, Py, X,Y) dont la fonction génératrice W(pg,py, X,Y) est

W (pa, py, X, Y) = po f(X,Y) + pyg(X,Y) (4.6)
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avec pour une régularisation sur M : f(X,Y) = X2 — Y2 + s et g(X,Y) = 2XY avec us = p et
pour une régularisation sur My : f(X,Y) = X2 -Y? -y et g(X,Y) =2XY avec 3 =1 —p. On
a alors

oW
- — f(X.Y
’ Opa JXY)
oW
- 2 _uxy
Y s g9(X,Y)
oW af dg
Pe = aX_p‘”aXeran 2pe X+ 2pyY

ow _ of 0
oy  Pray TPvgy T

A Tlaide des équations (4.7), on montre facilement que P2 + Py2 =D (pi + p?/) et que
1 0
P,—
2D { Y
ot D = 4(X? + X?). Le hamiltonien (4.1 s’écrit alors

P, = =—2p,Y +2p, X (4.7)

YDz — Dy (f*+9%) _PyaiX (f2+92)]

2 2 9 (g2 2 1
(PP X.Y) = o= [P v R ()R —l—g)] PXY)  (48)
avec V(X,Y) = V(f(X,Y),g(X,Y)). Du hamiltonien (4.8) découlent les équations du mouvement

suivantes

X = 22 [ZP +£,(f2+g2)}

Vo= oo {2p +8(f2+g)]

aﬁg

P, = —Z—I; (4.9)

Nous allons travailler dans l'espace des phases étendu [35] ot nous considérons H et t comme des
variables dynamiques conjuguées a part entiére, ici —H sera noté T" variable conjuguée de t. Dans
I’espace des phases étendu, le hamiltonien devient

r=74 - P2+P2+P—(f2 9?) —

2D — (fP+d)| - V(X)) (4.10)

Nous allons maintenant introduire un temps fictif noté s dont la relation avec le temps réel est
dt = Dds. Ce temps fictif permettra d’éviter la divergence de la vitesse lorsque la trajectoire du
petit corps passera trés prés d’une des deux masses. Nous avons donc

5. 0 _dQds 1dQ
9P ds dt D ds

. or dP ds 1 dP

P=50"4sdi " Dds (4.11)

ol Q est le vecteur (X,Y"), P est le vecteur (P, Py). Ce qui nous permet de définir I'* = DT le
hamiltonien associé a la nouvelle base de temps s. Nous avons alors

I* =Dl = DT+ P2+P2+P—|<I>| |®*| — DV (X,Y) (4.12)

yay
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en posant ®(X,Y) = f(X,Y) +ig(X,Y) ou i = v/—1 les nouvelles équations du mouvement sont
alors

;o 10 &0
X' = Pt 5|9
b op 19 oo
Yio= B-gax ol
t = D
oD 1| 9%|9] 9% | o .
/ —_— — e — J— PR
Poo= Tox — o\ Poxay Doy | Tax (D V)
oD 1| _ 8% |®) 9% o 0 [ .~
p - 22 _Lip _p 9 (p
Y 2 Y VoY axX +ay< V)
T~ 0 (4.13)

ou ’ désigne la dérivée par rapport au temps fictif s. Nous ne le démontrerons pas ici mais ces
nouvelles équations du mouvement ne possédent plus de divergences. Pour une démonstration
compléte voir [77]. Nous possédons donc de nouvelles équations du mouvement régularisées sur
I’une ou l'autre des deux masses.

Notons qu'’il est possible de régulariser sur les deux masses en méme temps, cependant pour
le probléme qui nous intéresse ici cela n’est pas nécessaire. En effet, la particule n’est jamais a la
fois proche des deux corps. Ce type de régularisation globale serait intéressant dans le cadre d’une
intégration numérique de trois corps de méme masse qui influent I'un sur l'autre et ol une triple
collision est possible. Ici dans le cadre du probléme restreint nous nous en dispenserons.

Nous allons dans la section suivante donner une définition de la dimension fractale dans le cadre
de la dynamique chaotique.

4.2.3 Dimension fractale

Une des maniéres de caractériser un attracteur est d’en étudier sa dimension. Par dimension,
nous entendons ’espace qu’occupe un attracteur. Par exemple, I’attracteur dans le cas du pendule
amorti est un point, sa dimension sera donc naturellement 0. Autre exemple, 'attracteur formé
par le cycle limite dans l'oscillateur de VAN DER POL est une ligne, sa dimension sera donc 1. La
notion de fractalité d’un objet a été introduite par B. MANDELBROT dans son étude de la rugosité
[59]. Les objets manufacturés par ’homme ont presque toujours des dimensions entiéres, un disque
sera de dimension 2, une boule de dimension 3 etc... Si I'on effectue des trous dans ces objets la
dimension sera aussi conservé, ’exemple classique est un tore.

En revanche les objets de la nature : arbres, rochers, rythme cardiaque... ne peuvent étre décrits
par ces courbes lisses et la notion de dimension n’est plus caractérisée par un entier. Un exemple
célebre est celui du calcul de la dimension de la cote ouest de la Grande-Bretagne (D =~ 1.25)
[58]. Un attracteur de type chaotique sera également caractérisé par une forme de type fractal. La
structure compliquée de ce type d’objet se repliant sur lui méme indéfiniment est auto-similaire.

Il existe un grand nombre de définitions de la dimension (dimension de HAUSDORFF, de co-
réllation, ...). Parmi celles-ci, nous choisirons la dimension dite de MINKOWSKI-BOULIGAND, ol
“Box-Counting”, qui est la plus commune mais aussi une des plus simple & calculer numériquement.
Il s’agit de compter le nombre de “boite” qu’occupe un objet en diminuant la taille de la boite a
chaque itération du processus. Nous verrons comment procéder dans la section suivante. Dans la
limite ou la taille de la boite tend vers 0, le logarithme du nombre de boites occupées par ’objet
divisé par le logarithme de 'inverse de la taille linéaire d’une boite tend vers la dimension de 1’objet

(4.14)
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ot D est la dimension de I'objet, b est ’échelle de découpage des boites tel que la taille linéaire d’une
boite dl = bdly avec dly la taille linéaire de la boite initiale. Enfin nous avons N (b) le nombre de
boites nécessaires pour couvrir le motif dessiné par 1’objet pour un b donné. Avec ce processus, les
points, les lignes ou les objets pleins donneront des valeurs de dimension entiéres respectivement 0,
1 et 2 ou 3. Pour des objets “rugueux” en revanche, les dimensions seront non entiéres et qualifiées
de fractales. C’est ce procédé que nous allons utiliser dans le calcul de la dimension fractale du
répulseur étrange du probléme & trois corps restreint.

4.3 Méthodes numériques employées

L’objectif de cette section, comme dans les chapitres précédents, est d’aborder les méthodes
numériques que nous avons employées.

4.3.1 L’intégration

Pour l'intégration des équations du mouvement , nous avons employé un algorithme RK4
& pas variable. Pour gérer la modification du pas nous avons employé la méthode présentée dans
[77] (avec les routines rkgs, rkck et odein). Dans le cadre du probléme de CAUCHY présenté dans
le chapitre 2, il s’agit de déterminer Iestimation de y* (¢ + h) donnée a l'ordre 4 puis 'estimation
de y(t + h) donnée a l'ordre 5. Nous avons pour un systéme a N équations différentielles

Yni1 = Yn +ciky + coko 4 csks + caka + csks + cokg + O(hC)
Yrin = Yn+ ik + ko + ks + cika + chks + ik + O(R°) (4.15)

ot les coefficients ki, ko, ks, k4, k5 et kg sont donnés dans |77, les coefficients c;, ¢, c3, c4, cs,
c et i, ¢, i, ch, ¢k, ¢ ont été déterminés par J. R. CasH et A. H. KARP [11]. L’estimation de
Ierreur A entre les deux méthodes est donc

6
A=ypi—yp = (ci—c))ki (4.16)

i=1

Ce que nous souhaitons c’est que cette erreur reste dans une limite bornée. Par conséquent, en plus
de I'obtention d’une valeur sur ’erreur commise, cette estimation donne la modification qu’il faut
apporter au pas. Grace aux équations nous savons que l’erreur évolue en h®. Si nous prenons
un pas h; qui génére une erreur A alors le pas hg qui aurait donné une autre valeur d’erreur Aq
peut étre estimé par [.17]

Ao 1/5

Aq
Par conséquent, il suffit de prendre Ay comme étant la précision souhaitée. Si A; > Ag alors
on réduit le pas a linverse si A; < Ag on l'augmente. Ce mécanisme permet de ne pas user
énormément de ressources numériques lorsque l'intégration ne nécessite pas de pas trop petits.

Dans la suite, nous calculons ainsi la trajectoire des particules et dans le méme temps, nous
effectuons des sections de POINCARE suivant le plan (p,, ) et (z,y). Nous décrirons les propriétés
de ces sections dans la partie consacrée a nos résultats. Le pseudo-code du programme de simulation
est montré sur la Fig.

Nous injectons N particule avec Ry < r < Ry ou r est le module du vecteur position dans
le repére synodique, R; est le rayon intérieur de 'anneau d’injection et R le rayon extérieur.
Pour cette injection nous tirons aléatoirement x et y avec —Ry < © < Ry et —Ry < y < Ry et
utilisons une méthode de rejet tel que Ry < /22 + y2 < Rs. Les coordonnées z, y, p, sont choisies
aléatoirement tandis que la coordonnée p,, est choisie de telle facon & avoir une constante de JACOBI
identique pour toutes les particules injectées. Nous testons ensuite le c6té ot se trouve la particule

ho = hy (4.17)
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Début
programme

Injection particule p
p=p+1
Conditions initiales
Xi> Yi, Pxi> Pyi

aléatoires dans
[Xins Xmaxl €€
[Ymin > Ymaxl

Routine
intégration
sur M,

Conditions
de
S-P(x,y)

oui

Enregistr

P

données (x, y)

Condition\ non

x<u-1/2

oui

!

Routine
intégration
sur M,

non Conditions
de

S-P(x,y)

oui

Enregistrement
données (x, y)

non

Enregistrement
données (p,., x)

Enregistrement
données (p,., x)

non

non

Sortie
fichiers

Fin
programme

FIGURE 4.4 — Pseudo-code de 'algorithme d’intégration utilisé dans cette étude.
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(coté de M7 ou de My). Nous langons alors la sous-routine d’intégration avec les équations du
mouvement associées au coté résultant de ce test. A chaque pas, nous testons si I'orbite n’a pas
traversé 1'une ou l'autre des sections de POINCARE souhaitées (p,, ) ou (z,y). Ensuite, nous testons
la ionisation de la particule et donc si » > R,. Dans 'affirmative, le processus recommence avec
une nouvelle particule, dans la négative nous testons le coté ou se trouve la particule et relangons
le code en fonction de la réponse.

4.3.2 Méthode du “Box-Counting”

1 1 T T L] T
0.5 0.5 .
0 0 .
-0.5 -0.5 -
e
-1 -1 \ .
\
-1.5 -1.5 \\ -
S
2 2t C LSS -
-2.5 -2.5 1
-1.5-1-0.5 0051 15 2 -1.5-1-05 0051 15 2
X
1 T 1 | —— T
0.5 0.5 .
0 0 .
-0.5 -0.5 ! .
> ‘
-1+ -1+ -
-1.5 -1.5 7]
g
2T b 2T d =2
2.5 1 2.5 L
-1.5-1-0.5 0 051 15 2 -1.5-1-0.5 0051 15 2
X X

FIGURE 4.5 — Illustration de la méthode du box-counting appliquée a l'attracteur fractal d’IKEDA.
En rouge l'attracteur, en noir les différentes tailles de boites utilisées au cours de 'algorithme. En
notant b = dl/dly ou dl est la taille d’'une boite et dly la taille linéaire de la boite de départ : a) La
division de la boite de départ est telle que b = 1/21. b) La division de la boite de départ est telle
que b = 1/22. ¢) La division de la boite de départ est telle que b = 1/23. d) La division de la boite
de départ est telle que b = 1/25.

Dans cette sous section, nous allons voir comment calculer la dimension fractale des sections de
POINCARE obtenues par intégration numérique. La méthode que nous allons utiliser est la méthode
du box-counting. La méthode est simple, elle consiste en la division de la section obtenue en petites
boites de méme taille. On commence par diviser la section en 4 boites de méme taille et 'on compte
le nombre des boites occupées par des points de la section de POINCARE. D’aprés cela donne
la dimension de I'objet pour une taille de boite donnée.
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FIGURE 4.6 — Calcul de la dimension fractale. a) D en fonction de In(b) ou b est la définition
donnée dans la Fig. La droite rouge pointillée représente la valeur D = 1.6927. b) In N, en
fonction de In(1/b) ot N, est le nombre de boites contenant au moins 1 point de l'attracteur. La
droite rouge pointillée est la régression linéaire en excluant les deux premiers points des données,
elle vaut : In(Np) = D1n(1/b) + const avec D = 1.6927 + 0.0081.

On recommence ensuite 'opération le plus grand nombre de fois possible. Dans ce processus,
nous sommes limités en nombre d’itérations par le nombre de points obtenus dans la section. En
effet, au bout d’un certain nombre d’itérations la taille des boites atteint la granularité de notre
image. Il est inutile alors de continuer. Il faut donc qu’avant cette limite, la dimension D de I'objet
ait convergé. La Fig. montre une représentation de la méthode du box-counting appliquée a
lattracteur étrange d’IKEDA|40].

Avec cette méthode, nous obtenons les deux tracés visibles sur la Fig. Sur le panneau
Fig. il s’agit de la représentation de la dimension de D en fonction de ln(b) ou b est 1’échelle de
découpage des boites ot la boite initiale a la taille linéaire dly. Sur Fig. c’est une représentation
de la droite In(N(b)) (le nombre de boites qui contiennent au moins un point) en fonction de
In(1/b). Le coefficient directeur de cette droite nous donne une estimation de la dimension fractale
de D'attracteur. Nous avons trouvé 1.6927 4+ 0.0081 ce qui coincide & la valeur de convergence
obtenue a la Fig. [1.6jz. La valeur numérique estimée dans la littérature est de D = 1.7. Nous avons
par conséquent un bon accord comprit dans les barres d’erreurs.

4.4 Reésultats et analyses

4.4.1 Sections de POINCARE

Nous avons injecté les particules dans un anneau de rayon intérieur Ry = 1.3 et de rayon
extérieur Ry = 2.5 afin de rester dans les zones chaotiques et éviter les zones stables autour des
deux masses. Toutes ces particules sont injectées a énergie constante F. Elles sont disposées dans
I’anneau avec x et y aléatoirement déterminés par méthode de rejet. Dans le repére synodique,
nous choisissons pour condition de vitesse radiale initiale 7 = 0, en terme d’orbite elliptique cela
serait un périastre ou apoastre local.
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FIGURE 4.7 — Section de POINCARE (z, y) engendrée par les particules n’ayant pas quitté le systéme
(n’ayant pas franchi la limite r = Ry = 10) & t = 10 (en noir). L’étoiles rouges (x) représentent
la masse My = 1 — p et I'étoiles bleue (x) la masse My = pu. Les zones rouges sont interdites, les
lignes bleues sont les courbes invariantes de KAM. a) p = 0.3, E = —1.5 pour —10 < z < 10 et
—10 < y < 10. b) idem agrandissement sur —2 < z < 2 et —2 < y < 2. ¢) idem agrandissement sur
0<z<let—-05<y<05d p=05F=—-15pour —2<z<2et—-2<y<2.

Les sections de POINCARE que nous avons réalisées sont d’abord des sections en (z,y) lorsque
7 = 0 et la vitesse angulaire ¢ < 0 (représentation similaire a [65, 66]). Nous nous intéressons
aux particules non encore ionisées du systéme (de taille » = R, = 10). Nous obtenons alors pour
deux parameétres p différents la Fig. [I.7] Sur ces sections nous remarquons les comportements
dynamiques que nous avons déja abordés tout au long de cette thése, zones chaotiques et zones
stables en régime mixte. Nous remarquons en plus un enroulement spirale des points qui a une
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7.5

FIGURE 4.8 — Section de POINCARE (p,, x) engendrée par les particules n’ayant pas quitté le systéme
(n’ayant pas franchi la limite » = R; = 10) & ¢ = 10 (en noir). L’étoiles rouges (*) représentent
la masse My = 1 — p et Pétoiles bleue (x) la masse Ms = p. Les lignes bleues sont les courbes
invariantes de KAM. Ici p = 0.3, FE = —15a) -1 <2 < 10 et —5 < p, < 5. b) agrandissement sur
—“l<z<2et —2<p, <2

nature fractale. Il s’agit du répulseur étrange du systéme. Cette nature est d’ailleurs confirmée
lorsque l'on regarde le systéme a différentes échelles Fig. [4.7,b,c. Pour E = —1.5 et u = 0.3 ou
u = 0.5, le systéme exhibe deux larges zones interdites (Fig,b et d) dont nous avons évoqué
la nature précédemment. Nous notons également des ilots de stabilité particuliérement visibles sur
la Figlf.7c. A Tintérieur de ces ilots la dynamique est soit réguliére sur les courbes invariantes de
KAM soit chaotique entre celles-ci. Nous avons déja rencontré ce type de dynamique au chapitre
2 et 3 lorsque que nous avons étudié 'application de KEPLER et ’application sombre.

Nous nous sommes également intéressés a la section de POINCARE (p,,r) engendrée par ces
méme particules. Nous obtenons alors la Fig. Nous pouvons constater sur les deux panneaux
de la Fig. , b que |p| reste borné aux alentours de 1 sur quasiment ’ensemble de la section
de POINCARE sauf & proximité des deux masses en £ = 1 — pu et © = —pu. En effet, rappelons
que & = p, + y, suite aux rencontres proches avec les masses la vitesse dans le repére synodique
augmente ce qui explique ce phénoméne. Ces sections exhibent également des ilots de stabilité a
proximité des deux masses.

Voyons a présent comment évolue le répulseur étrange lorsque ’on modifie I’énergie des parti-
cules (ou la constante de JACOBI). Sur la Fig. I’énergie F augmente au fil des panneaux a, b,
¢, d, e, f pour passer progressivement de £ = —1.3 & £ = —2. Nous pouvons remarquer que la
zone chaotique constituant le répulseur étrange (en noir) est progressivement isolée de 'immeédiate
proximité des deux masses et que de larges zones stables (en bleu) apparaissent. Pour les panneaux
a, b, ¢, d, c’est le répulseur qui domine, pour e et f sa présence est bien moins importante. Cela a un
effet sur la structure fractale de I’'objet que nous étudions. Nous verrons par la suite ’évolution de
cette dimension fractale avec E. On a également une augmentation importante des zones interdites
qui viennent isoler les deux masses de I'extérieur. Cela aura son importance lorsque nous traiterons
des probabilités de survie des particules.
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FIGURE 4.9 — Section de POINCARE (z, y) engendrée par les particules n’ayant pas quitté le systéme
(n’ayant pas franchi la limite r = R, = 10) & ¢ = 10 (en noir). L’étoiles rouges (*) représentent
la masse M7 = 1 — p et Détoiles bleue (k) la masse My = u. Les zones rouges sont interdites, les
lignes bleues sont les courbes invariantes de KAM. Ici 4 = 0.3 et la section centrée en —2 < z < 2
et 2<y<2.a)E=-13.b) E=-15.¢) E=-16.d) E=-17.¢) E=-18. f) E=2.
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4.4.2 Analyse fractale
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FIGURE 4.10 — Nombre de boites N, occupées par le répulseur en fonction de la taille de ces boites
en échelle log, —log,. Pour les 4 panneaux, les croix noires représentent les points dessinant le
répulseur pour t > 3, les carrés rouges pour t > 10, les ronds verts pour ¢t > 30 et les triangles
bleus pour ¢t > 50. La droite pointillée noire est un exemple d’ajustement réalisé sur les points
a t > 3. Le coefficient directeur de la droite nous donne la dimension fractale de l'objet. Le
calcul est réalis¢ pour Ry = 10. a) p = 0.3, E = —1.5, D = 1.8711 £+ 0.0100 (¢ > 10) (D =
1.87324+0.0105)(t > 3) b)) u =04, E = —1.5, D = 1.8657+0.0117 (D = 1.8690+0.0129) ¢) u = 0.3,
E=-1.3,D=1.8700£0.0077 (D = 1.8722+0.0084) d) x = 0.3, E = —1.7, D = 1.8349 4 0.0484
(D = 1.8464 %+ 0.0436). Pour ces simulations, nous avons utilis¢ N = 108 particules initialement
positionnées dans 'anneau de départ comme décrit au début de la section 1.4.1. Les nombres de
points présents dans les sections sont : (a) Nis3 = 39526570, N¢s10 = 9933333, Nis3p = 768282,
Nis50 = 83290 points, (b) Nys3 = 26743797, Nys10 = 6550163, Nysgo = 372871, Nys50 = 25037
points, (¢) Nys3 = 37610948, Nis10 = 8721338, Ny~30 = 419296, Nis50 = 39891 points, (d)
Nis3 = 8569720, Nys19 = 5447406, Nis30 = 2245927, Nis50 = 1083887 points.

Dans cette partie, nous nous intéressons a ’analyse fractale des sections de POINCARE présentées
plus avant. Pour réaliser cette analyse dans I’espace (z,y) nous avons appliqué la méthode du box-
counting sur un anneau carré dont le carré principal a les dimensions —3.9 < z,y < 3.9 et le
trou carré central a les dimensions —1.3 < x,y < 1.3. Le trou central est imposé pour empécher
d’effectuer I'analyse fractale sur les ilots de stabilités. Avec cette configuration nous disposons
donc de 8 carrés de coté dly = 1.3 entourant le carré central de méme dimension mais laissé vide.
L’algorithme consiste a découper & chaque échelle b = 1,1/2,1/4... chacun des 8 carrés en 1/b?
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FIGURE 4.11 — Nombre de boites N, occupées par répulseur en fonction de la taille de ces boites
en échelle log, —log,. Pour les 4 panneaux, les croix noires représentent les points dessinant le
répulseur pour t > 3, les carrés rouges pour ¢ > 10, les ronds verts pour ¢t > 30 et les triangles
bleus pour ¢ > 50. La droite pointillée noire est I’ajustement réalisé sur les points a ¢t > 3. Le
calcul est réalisé pour un Ry = 100. a) p = 0.3, E = —1.5, Dy~3 = 1.8908 + 0.00876, D;~19 =
1.8900 4 0.00858, Dy~30 = 1.8874 + 0.00754, Di~50 = 1.8799 £ 0.00480 et b) u = 0.4, E = —1.3,
Dy~3 =1.8916 +0.0129, Dy~ 19 = 1.8911 +0.0127, Dy~30 = 1.8869 = 0.0110, Dy~ 501.8786 £ 0.0086.
Les nombres de points présents dans les sections sont : a) N;s3 = 38090345, Ny~10 = 18470667,
Nis30 = 7588914, Niss59 = 4574705 b) Nys3 = 27206778, Nis19 = 14259496, Nis30 = 6542192,
Nis50 = 4286763.

cases de coté dl = bdly. Si l'on teste cet algorithme sur un anneau carré plein, le nombre de cases
occupées a I’échelle b est N, = 8x (1/b)? et la dimension vaut D =In(Ny)/In(1/b) =In(8)/In(1/b)+2
qui est donc supérieur & 2. Evidemment, quand b — 0 cette dimension tend bien vers 2 mais trés
lentement. En effet, pour que l'erreur sur la dimension In(8)/In(1/b) soit inférieure & 1%, il faut que
log1(1/b) > 100xlog1(8) ~ 90.3 soit 1/b > 10% ce qui améne un nombre de cases ahurissant. Pour
pallier ce probléme nous avons choisi de retrancher Uerreur in(8)/in(1/b) a chaque détermination
de D. Cela revient a diviser N, par 8 & chaque étape de division des boites dans le calcul. Les
résultats des calculs effectués sur les sections de POINCARE en (z,y) sont visibles sur la Fig

Sur la Fig[4.10] nous pouvons voir que la dimension fractale du repulseur étrange reste sensible-
ment la méme pour les trajectoires survivantes aprés ¢ > 3 et aprés ¢ > 10. La dimension fractale
du répulseur pour des temps supérieurs est difficile & mettre en ceuvre, car il faudrait beaucoup
plus de points que ceux restant dans la section de POINCARE et par conséquent des simulations
plus longues. Cependant, nous pouvons remarquer sur les 4 panneaux de la Figl4.10] que pour les
points restant a ¢t > 30 et ¢t > 50 la tendance de la droite semble étre la méme que celle dessinée par
les points ¢ > 3 et ¢ > 10. La chute des droites (ronds verts et triangles bleus) que nous observons
est due & ce manque de points. Les ajustements réalisés sont effectués pour log,(1/b) € [4,8], en
effet nous évitons ainsi les premiéres valeurs ou toutes les cases sont remplies ainsi que les derniéres
ou le nombre de points fait défaut.

Globalement, nous pouvons en conclure que le répulseur étrange est déja formé en totalité pour
les temps courts (t > 3) et que sa dimension fractale est comprise entre 1.8 et 1.9. Si nous effectuons
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le méme calcul mais pour un rayon de ionisation Rs; = 100 nous obtenons les mémes résultats que
pour Ry = 10. Ces calculs sont visibles sur la Figlf.TT] Le nombre de points étant supérieur, un
ajustement des courbes sur tous les temps est possible.

Ces ajustements semblent montrer qu’il y a une légére diminution de la dimension fractale
lorsque t augmente. Cependant la variation est trop faible pour pouvoir conclure qu’il s’agit d’un
phénomeéne significatif et pas simplement d’une erreur d’ajustement liée au nombre de points
disponibles. Nous arrivons donc aux mémes conclusions que pour Rs; = 10, c’est-a-dire que la
structure fractale est établie trés vite (¢ > 3) et perdure dans le temps pour une valeur comprise
entre D = 1.85 — 1.90. La relation connue pour les attracteurs étranges fractals (voir [68]) indique
que la dimension fractale Dy du repulseur invariant constitué des orbites qui ne sortent jamais ni
dans le passé ni dans le futur est Dy = 2(D — 1). Pour une valeur typique mesurée ici de D = 1.87
nous obtenons Dy = 1.74.

Des études concernant ce type de probléme avaient déja été effectuées dans |65 [66]. Bien
que les trajectoires associées au répulseur étrange étaient présente dans ces travaux, la dimension
fractale de celui-ci n’avait pas été analysée. En effet, dans ces travaux |65} 66] Pauteur s’intéresse
en particulier aux probabilités de survie des particules avant le crash sur 'un des membres du
binaire. Afin de confirmer nos simulations, nous avons adopté les mémes paramétres que ceux
utilisés dans un exemple de [65], c’est-a-dire un rayon pour les masses composant le binaire de
7, = 1072, une masse p = 0.5 et une énergie £ = —0.5. Nous avons enfin observé les structures
créées par les bassins de crash. Les résultats sont visibles sur la Fig[d.12] On constate bien des
figures trés similaires a celles mises au jour par J. NAGLER dans [65], les bassins de crash sont en
tout point identique. Encore une fois, nous constatons que la structure fractale est établie trés vite
t ~ 1. Nous remarquons également que dans le cas représenté ici pour r, = 1072, qu'une grosse
partie des orbites figurant sur le répulseur constituent les orbites de crash. Dans les exemples que
nous avons présentés auparavant, Fig les rayons des masses valent 7, valaient 1075, les
crashs participaient donc faiblement a la perte des particules. A titre d’exemple, le méme type de
figure mais pour les paramétres caractéristiques de notre étude p = 0.3 et £ = —1.5 est visible sur
la Fig[.13] ot les mémes conclusions peuvent étre tirées.

Nous allons & présent aborder la notion de probabilité de survie des particules au sein du
systéme & trois corps restreint.
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FIGURE 4.12 — Section de POINCARE (z,y) pour les paramétres : u = 0.5, E = —0.5 (voir 4°m¢
panneau de la Fig.5 de [65]) avec un rayon matériel 7, = 1072 des masses M; et M. En rouge,
les bassins de crash sur la masse M, en bleu sur la masse Ms. a) orbites n’ayant pas été éjectées
at = 0 b) orbites n’ayant pas été éjectées a ¢ = 0.01 ¢) orbites n’ayant pas été éjectées a t = 1
d) orbites n’ayant pas été éjectées a t = 10. Les nuances de gris donnent les temps de survie des
particules.
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FIGURE 4.13 — Section de POINCARE (z, y) pour les paramétres : y = 0.3, E = —1.5 avec un rayon
matériel 7, = 10~2 des masses M; et My. En rouge, les bassins de crash sur la masse M, en bleu
sur la masse M. a) orbites n’ayant pas été éjectées a t = 0 b) orbites n’ayant pas été éjectées a
t = 0.01 ¢) orbites n’ayant pas été éjectées a t = 1 d) orbites n’ayant pas été éjectées a ¢ = 10. Les
nuances de gris donnent les temps de survie des particules.
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4.4.3 Probabilité de survie
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FIGURE 4.14 — Probabilité de survie des particules en fonction du temps compté en nombre de
rotation du binaire t/27 et en fonction du nombre d’apparitions n sur la section (z,y). La courbe
noire est pour p = 0.3, la courbe rouge pour p = 0.4, et la courbe bleue pour p = 0.5. L’énergie est
E = —1.5. a) décroissance exponentielle en fonction du temps P(t) o {—t/75} avec 1/74 = 0.13.
b) décroissance algébrique en fonction du temps P(t) o 1/t avec 8 = 1.82. ¢) décroissance
exponentielle P(n) o {—n/7,} avec 1/7, = 0.07. d) décroissance algébrique P(n) oc 1/n” avec
B = 1.49. Le rayon de ionisation est R; = 10.

Dans cette section nous nous intéressons aux probabilités de survie des particules dessinant
le répulseur. Soit P(t) = N;/N la probabilité pour une particule d’étre dans un rayon inférieur
a Ry = 10 au temps t. Cette probabilité est alors proportionnelle & la probabilité intégrée des
récurrences de POINCARE [19]. Sur la Fig nous voyons I’évolution des temps de survie en
fonction du temps pour trois types de parameétre de masse p = 0.3 (noir), p = 0.4 (rouge) et
i = 0.5 (bleu) et pour une énergie £ = 1.5. Le temps est compté en nombre de rotation du systéme
binaire de période 27 (panneaux a et b) mais aussi en nombre d’apparition de la trajectoire sur la
section de POINCARE, nous notons ce nombre n (panneaux c et d).

Nous constatons que les probabilités de survie ont sensiblement la méme évolution quelque
soit . Nous notons en temps réel une décroissance exponentielle aux temps courts (¢/27 < 100)
tel que P oc exp {—t/7.} avec 1/7, = 0.13 et une décroissance algébrique tel que P o 1/t% au
temps long (t/2m 2 100) avec § = 1.82. Avec n le nombre d’apparition sur la section, nous avons
P(n) o exp {—n/7s} avec 1/7, = 0.07 pour n < 100 et P(t) o< 1/t# au temps long (n > 100) avec
B =1.49.
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FIGURE 4.15 — Section de POINCARE (z,y) pour 77 = 0 et ¢ < 0 pour a) p =03, E=—-15cet
b) w = 0.4, E = —1.5. Les zones rouges représentent les zones ou les modules des vitesses sont
imaginaires (zones interdites) et les lignes bleus sont les trajectoires périodiques invariantes. Les
points verts représentent la localisation des particules sur la section pour ¢ > 100.

La nature exponentielle de la décroissance avec un temps caractéristique de 'ordre de 75 ~ 10
est typique des objets de type attracteur étrange |18]. En revanche, pour les temps plus longs, la
décroissance algébrique vient de la décroissance des probabilités des récurrences de POINCARE (voir
[19, [23] |33]). Lorsque le temps est compté en nombre d’apparition sur la section, nous avons une
décroissance algébrique typique de 5 = 1.49 qui est trés proche de la valeur 8 = 1.5 usuellement
trouvée dans 1’étude des applications symplectiques. Lorsque le temps est mesuré en nombre de
rotation du binaire, cette valeur est accrue (8 = 1.82). Ces temps de décroissances algébriques
s’expliquent par la présence de particules restant “collées” aux ilots de KAM. Nous pouvons le
constater sur la Fig[f.15] ot nous avons représenté en vert les points de la section occupé par les
particules a t/27 > 100 pour p = 0.3 (panneau a), p = 0.4 (panneau b) et E = —1.5 (panneaux a et
b). Nous constatons bien que ces points se concentrent autour des ilots de stabilités. Ce mécanisme
de maintien des particules autour des ilots durant un laps de temps important est responsable de
la décroissance algébrique des probabilités de survie. Notons que les processus exacts a ’origine de
ce mécanisme sont encore non totalement compris [61].

Pour comprendre pourquoi la décroissance algébrique en temps réel ¢/2r (8 = 1.82) et la
décroissance algébrique en nombre d’apparition sur la section n (8 = 1.49) sont différentes, on peut
réaliser une simulation pour un rayon d’éjection Ry = 100. Nous constatons alors une décroissance
exponentielle pour P(t) dont le coefficient est 1/75 = 0.012 aux temps courts (t/27 < 1000) et
une décroissance algébrique caractéristique avec = 1.11 au temps longs (¢/27 2 1000). En ce qui
concerne le temps compté en nombre d’apparitions sur la section, nous avons un P(n) qui subit
une décroissance exponentielle caractérisée par 1/7; = 0.062 aux temps courts (t/27 < 1000) et
une décroissance algébrique caractérisée par 8 = 1.40 aux temps longs (t/27 2> 1000). Dans ce
cas de figure le coefficient S est plus petit que pour Ry = 10. Les résultats de ces calculs sont
visibles sur la Fig[f.16] Cela s’explique par le fait que les temps de présence sont déterminés par la
période keplerienne d’une orbite. En effet, plus R est grand, plus des orbites de grande taille avec
de grande période peuvent dominer et donc modifier le temps de survie dans la section. Comme
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FIGURE 4.16 — Probabilité de survie des particules en fonction du temps compté en nombre de rota-
tion du binaire t/27 et en fonction du nombre d’apparitions n sur la section (z,y). Les paramétres
sont = 0.3 et E = —1.5. a) décroissance exponentielle en fonction du temps P(t) x {—t/7s} avec
1/7s = 0.012. b) décroissance algébrique en fonction du temps P(t) oc 1/t% avec 8 = 1.11. ¢) dé-
croissance exponentielle P(n) o< {—n/7,} avec 1/7, = 0.062. d) décroissance algébrique P(n)1/n?
avec 8 = 1.40. Le rayon de ionisation est R, = 100.

discuté dans [28] on peut s’attendre & 8 = 2/3. En revanche, pour ce qui concerne P(n) les taux de
décroissances restent sensiblement identiques. Le nombre de retour sur la section n’est pas affecté
par les processus dont nous venons de parler et donc 8 = 1.5. Notons que de récentes études
concernant la probabilité de survie dans le probléme & trois corps restreint arrivent également a
B =~ 1.5 |46]. Nous avons également fait varier la valeur des énergies des particules pour voir les
variations induites sur la probabilité de survie. Sur la Figld.I7) nous voyons les probabilités de
survie P(t) aux temps courts (¢/2m < 50) (panneau a) et aux temps longs (t/27 > 50) (panneau
b) ainsi que les probabilités de survie P(n) aux temps courts (n < 50) (panneau c¢) et aux temps
longs (n > 50) (panneau d), pour les paramétres p = 0.3, E = —1.3 (noir), £ = —1.5 (rouge)
et £ = —1.7 (bleu). Nous remarquons alors que la variation de la probabilité de survie ne subit
pas de changement majeur pour les énergies plus faibles F = —1.3 et £ = —1.5. Nous avons
toujours les deux types de comportements, une décroissance exponentielle et algébrique. En temps
réel 1/75 = 0.14 et 8 = 1.87. Nous avons aussi P(n) qui varie exponentiellement avec 1/75, = 0.09
aux temps courts et algébriquement avec 8 = 1.6 pour les temps longs. Ces résultats peuvent
s’expliquer avec les arguments que nous avons déja donnés précédemment pour la variation de
P(t) et P(n) avec la masse p. En revanche, le cas E = —1.7 fournit un nouveau comportement.
Nous constatons qu'’il subit une décroissance presque uniquement exponentielle avec 1/7, = 0.04.
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FIGURE 4.17 — Probabilité de survie des particules en fonction du temps compté en nombre de
rotation du binaire ¢/27 et en fonction nombre d’apparitions n sur la section (z,y). La courbe noire
est pour £ = —1.3, la courbe rouge pour £ = —1.5, et la courbe bleue pour F = —1.7. Le paramétre
de masse est ici p = 0.3. a) décroissance exponentielle en fonction du temps P(t) « {—t/74} avec
1/7s = 0.13. b) décroissance algébrique en fonction du temps P(t) o 1/t7 avec B = 1.82. ¢)
décroissance exponentielle P(n) o {—n/7} avec 1/75 = 0.07. d) décroissance algébrique P(n)1/n?
avec # = 1.49. Le rayon de ionisation est Ry = 10.

Nous pouvons expliquer ce résultat par la rédiction de la composante chaotique de 'attracteur pour
les hautes valeurs d’énergie Fig[l.9d ou elle forme quasiment un anneau. Il est donc naturel que le
changement dans la structure de I'attracteur induise un changement radical du comportement des
probabilités de survie, en particulier de la composante algébrique provoquée par la présence des
ilots de KAM.

4.5 Densité de présence dans ’espace réel

Il est intéressant d’observer si la nature fractale en spirale, visible sur les sections de POINCARE,
influe sur la densité de présence des particules dans l’espace réel. Pour ce faire, nous avons réalisé
un cliché de la position des particules pour un temps t/27 = 10 et nous avons tracé la densité des
points présents, le résultat est visible sur la Fig[.18]

Nous pouvons constater sur la Fig[.18|que la structure bien visible sur les sections de POINCARE
conserve sa nature spiralée dans I'espace réel. En effet, sur les zones de densité plus élevées
montrent bien une structure en forme de spirale a deux bras. Bien entendu, cette structure est
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FIGURE 4.18 — Densité de présence des particules dans l'espace réel & t = 10 pour p = 0.3 et
E = —1.5. Le nombre de particules initialements injectées dans I’anneau d’injection est N = 10%
particules. A ¢t = 10, N; = 13302225 particules sont restées dans le systéme. a) et b) la barre de
couleur montre la proportion de ces N; particules présentes dans ces panneaux. ¢) évolution de la
densité linéaire p(r) = dN/dr avec r. d) densité de surface moyennée sur ’angle polaire p(r)/r. La
ligne pointillée grise est o 1/ r3/2

trés brouillée par rapport aux sections de POINCARE ou seules les particules dont les variables
7 = 0 et ¢ < 0 sont tracées. Il n’en reste pas moins que la structure conserve certaines de ces
caractéristiques.



Dynamique fractale p. 113

La Fig@b et ¢ montre la densité radiale et surfacique du systéme pour a t/27 = 10. La droite
pointillée grise @ld est proportionnelle & 1/ r3/2, ces résultats sont en adéquation avec les résultats
obtenus pour la capture de matiére noire avec utilisation d’applications symplectiques dont nous
avons parlé dans le chapitres précédent (chapitre 3 [47, [79]).

4.6 Conclusion du chapitre

Au travers de ce chapitre, nous avons exploré le probléme & trois corps restreint en considérant
le systéme ouvert. Les propriétés émergentes d’un tel systéme montrent dans un premier temps la
présence d’un répulseur étrange engendré par les particules restant dans le systéme sur des trajec-
toires chaotiques. Nous avons constaté que ce répulseur est fractal et avons établi une dimension
de Dy ~ 1.74 pour cet objet dans le cas d’énergies typiques de 'ordre de £ = 1.5.

Nous avons également constaté que la nature spiralée de ces structures persistent dans ’espace
réel. Une nature spiralée a déja été trouvée dans [24], dans la méme optique une analyse géométrique
de la forme des spirales trouvées serait intéressante. Notons que les structures des galaxies donnent
une dimension fractale en spirale D, ~ 1.3—1.7 |27,,/82, 83|. Nous n’excluons pas qu'il puisse y avoir
un lien entre le répulseur étrange mis au jour dans le systéme & trois corps restreint et la nature
des bras spiraux des galaxies elles-mémes. Bien entendu, cela nécessiterait des investigations plus
poussées concernant a la fois la structure des galaxies mais aussi la nature du répulseur, notamment
dans I'espace a trois dimensions. L’existence de ce lien pourait étre établi en étudiant la structure
invariante dans des modéles utilisant les potentiels de galaxie barrée par exemple. Ceux-ci laissent
émerger une forme spiralée |21} [93].

Les variations des probabilités de survie des particules ont également été établies pour les
différents paramétres de masses et d’énergies. Pour faire le lien avec les chapitres précédents de la
thése, il est important de noter que de nombreuses caractéristiques observées ici peuvent également
I’étre avec 'utilisation des applications symplectiques, notamment la décroissance algébrique en
1/n” avec B ~ 1.5 due a la présence des ilots de KAM. Signalons ici que 1’étude des récurrences
de POINCARE dans le cas de la “standard map” et de la “separatrix map” a été traitée dans [17].
Cette étude montre notamment que la décroissance exponentielle des temps de récurrences de
POINCARE constitue la jonction entre deux décroissances algébriques. Notons cependant que dans
les cas classiques ou 'on utilise I'application de KEPLER p < 1 les particules en présence sont
faiblement liées et ont des temps de séjours extrémement longs. Notons également que ’analyse
fractale n’est pas adaptée a ces cas, car la dimension est Dy = D = 2 |68, [50].






Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons abordé le probléme a trois corps restreint sous deux angles diffé-
rents. [’étude par utilisation d’une application symplectique et I’étude par intégration directe des
équations du mouvement. Au cours de ce travail, nous avons abordé trois étapes de la dynamique
d’une particule de faible masse par rapport aux masses composant le systéme binaire. Le schéma
d’étude capture-évolution-éjection a alors été suivi.

Dans le premier chapitre, nous avons posé les bases de la construction d’une application sym-
plectique. Cette application est le fruit de plusieurs travaux |74l |75l |53] |96] visant a étudier le
comportement des comeétes en présence du Soleil et de la planéte Jupiter, le principal pertur-
bateur. Nous avons vu que la dynamique des cométes est une dynamique frappée en tout point
similaire & I’application de FERMI qui vise ’étude de particules frappées. La différence réside dans
le second terme de l'application qui suit la loi de KEPLER.

Nous avons vu qu’avec le modéle simplifié de la dynamique des cométes qu’est 'application de
KEPLER, les principales caractéristiques de la dynamique sont trés bien rendues. L’ensemble du
processus capture-évolution-éjection peut y étre étudié d’un point de vue statistique. L’application
de KEPLER rend un grand service quand & la description des phénomeénes mis en jeu dans ce
type de dynamique. En effet, la nature des orbites : chaotique, invariante, ou mixe des deux y est
représentée de fagon fidéle.

Dans notre étude, nous avons utilisé I’application de KEPLER pour décrire le mouvement de la
comeéte de HALLEY [78]. Cette étude a fait suite aux travaux de [20]. La différence et le caractére
original de ces travaux résident dans l’utilisation de la fonction perturbatrice réelle de Jupiter et
de toutes les planétes du systéme solaire alors que jusque la, dans ce type d’étude, une fonction
perturbatrice simplifiée en dent de scie avait été utilisée. Nous avons également employé une mé-
thode numérique basée sur le calcul du travail de la force pour calculer numériquement la forme
de cette fonction perturbatrice. Ce dernier élément nous a permis :

e de calculer trés précisément la forme de ’ensemble des fonctions perturbatrices du systéme
solaire et de montrer que la perturbation globale d’une cométe réside dans la somme de ces
fonctions.

e de démontrer que cette fonction perturbatrice est composée de deux termes : un terme
keplerien en 1/r et un terme dipolaire en 1/r2. Le premier terme correspond & la perturbation
de la planéte, le second au mouvement du Soleil par rapport au centre de masse du systéme.

Il a également été possible de montrer de fagon trés simple que le piégeage dynamique de la cométe
au sein des ilots de stabilité de la perturbation engendrée par Jupiter était possible. Il suffit pour
cela simplement d’ajouter un autre élément perturbateur au systéme (Saturne) pour obtenir des
phénomenes déja mis en avant avec des simulations numériques plus lourdes [26]. Un autre élément
est 'importance de la forme de la fonction perturbatrice sur la structure de la section de POINCARE
engendrée par I'application. En effet, nous avons pu voir qu’une fonction perturbatrice en dent de
scie tend a laisser plus d’ilots invariants de KAM dans la section qu’une fonction plus lisse. Elle a
aussi une importance dans la hauteur du dernier invariant de KAM.

Fort de I'expérience acquise dans I’étude de ’application de KEPLER, nous ’avons utilisée pour
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simuler un flux de plusieurs milliards de particules de matiére noire traversant un systéme double
[79]. Ce travail était centré sur la capture de matiére par des systémes binaires, il fait suite aux
travaux réalisées par I. I. KHRIPLOVICH et D. L. SHEPELYANSKY [45] ainsi que ceux de J. LAGES
et D. L. SHEPELYANSKY |47], I'idée étant de déterminer un taux de particules de matiére noire
capturées au sein des systémes binaires. Nous avons pu montrer que la distribution des énergies
des particules capturées suivait une loi en 1 /w*3/ 2 caractéristique d’une distribution ergodique
de ces particules, ce fait ayant déja été souligné dans [47]. Les études antérieures, qu’elles soient
basées sur 'utilisation de Papplication symplectique |45} /47|, sur des arguments analytiques |36, [45]
ou sur Uintégration directe des équations du mouvement [70, (71}, |72] montraient qu’il n’était en
général pas possible de capturer une masse importante de matiére noire autour de systéme binaire
avec une faible vitesse de rotation du type Soleil-Jupiter. Notre étude a montré, via certaines
simplifications, que le phénoméne de capture est majeur pour les systémes binaires rapides. En
effet, I’accroissement local de la densité de matiére noire de la Galaxie peut atteindre un facteur
10 pour ces systémes! Nous avons de plus estimé ce facteur pour différentes valeurs de vitesses de
rotations ainsi que de rapports de masse. Un autre élément important est la forme de la densité
volumique que produisent les halos capturés que nous avons générés par nos simulations. Nous
notons qu’ils ont un comportement compatible avec la forme des halos de matiére noire des galaxies
eux-mémes et n’excluons pas la possibilité d’un lien entre la dynamique a trois corps que nous avons
décrite numériquement et la forme des halos réels de matiére noire.

Dans un troisiéme temps, nous avons étudié 1’é¢jection de particules en intéraction dans un
systéme a trois corps restreint. Cette fois nous n’avons pas procédé a la simplification usant de
Papplication symplectique mais intégré directement les équations du mouvement [80]. Ici, plus
aucune restriction sur le rapport de masse entre les éléments du binaire n’est imposée. Pour éviter
tout probléme de divergence sur les masses du systéme binaire nous avons employé un régularisation
de type LEVI-C1vITA |51} (13} [12] et avons intégré massivement les équations du mouvement de 108
particules avec un cluster de calcul. En considérant un rayon limite & partir duquel la particule
est ionisée, le systéme devient un systéme ouvert et nous avons pu étudier la nature du repulseur
étrange généré dans la section de POINCARE (z, y) par les particules restant dans le systéme. Ce type
de répulseur était déja visible dans certaines études |65 66] mais n’avait pas encore fait ’'objet d’une
étude systématique. Nous avons pu montrer une nature fractale dont la dimension est Dy ~ 1.74
pour ce repulseur pour des paramétres de masse et d’énergie caractéristique p = 0.3, £ = —1.5.
Nous avons également pu voir que la probabilité de survie de ces particules suivait, pour les temps
longs, une loi algébrique universelle [19, 23, ]33] en ~ 1/n!-5 ou n est le nombre d’apparitions sur la
section, déja établie pour les applications symplectiques. Nous avons également montré des profils
de densité surfacique proches de ceux obtenus dans 1’étude de la capture des particules de matiére
noire [47, [79]. Nous avons également remarqué le caractére spiralé de ces structures et n’excluons
pas un lien avec la nature en spirale des structures des galaxies elles-mémes.

A ce jour, de nombreuses perspectives peuvent émerger de ces travaux. Par exemple, I"utilisation
de l'application symplectique pour étudier les mécanismes de transfert de matiére entre différents
systémes de nature double pourrait étre trés intéressante et permettrait de raffiner certaines études
récentes concernant la panspermie [6]. Une autre approche viserait a ajouter certains paramétres a
I’application symplectique de KEPLER pour, par exemple prendre en compte ’évolution du moment
cinétique de la particule. Notons, que de récents calculs effectués par nos soins tendent & montrer
que la fonction perturbatrice subit une décroissance non négligeable de son amplitude au cours de
la dynamique. Cela pourrait avoir pour effet de considérablement diminuer la hauteur en énergie du
dernier invariant de KAM. Une autre perspective, sans doute liée & cette derniére, serait d’étudier
la dynamique en prenant en considération une équation de type FOKKER-PLANCK qui est valable
lorsque la dynamique est purement chaotique. Ce type de formalisme serait sans doute susceptible
de fournir plus de résultats analytiques que les simulations réalisées dans cette thése.
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Publications

Symplectic map description of Halley’s comet dynamics

G. Rollin, P. Haag, J. Lages, Phys. Letters A, 379 :14-15 (2015).

Abstract : We determine the two-dimensional symplectic map describing 1P /Halley chaotic dynamics. We compute
the Solar system kick function, i.e. the energy transfer to 1P/Halley along one passage through the Solar system.
Each planet contribution to the Solar system kick function appears to be the sum of a Keplerian potential and of a
rotating gravitational dipole potential due to the Sun movement around Solar system barycenter. The Halley map
gives a reliable description of comet dynamics on time scales of 104 yr while on a larger scales the parameters of the

map are slowly changing due to slow oscillations of orbital momentum.

Chaotic enhancement of dark matter density in binary systems

G. Rollin, J. Lages, and D. L. Shepelyansky, Astron. Astrophys., 576, A40 (2015).

Abstract : We study the capture of galactic dark matter particles (DMP) in two-body and few-body systems with
a symplectic map description. This approach allows modeling the scattering of 1016 DMPs after following the time
evolution of the captured particle on about 109 orbital periods of the binary system. We obtain the DMP density
distribution inside such systems and determine the enhancement factor of their density in a center vicinity compared
to its galactic value as a function of the mass ratio of the bodies and the ratio of the body velocity to the velocity

of the galactic DMP wind. We find that the enhancement factor can be on the order of tens of thousands.

Fractal structures for the Jacobi Hamiltonian of restricted
three-body problem

G. Rollin, J. Lages and D. L. Shepelyansky, arXiv :1509.07638 (2015)

Abstract : We study the dynamical chaos and integrable motion in the planar circular restricted three-body
problem and determine the fractal dimension of the spiral strange repeller set of non-escaping orbits at different
values of mass ratio of binary bodies and of Jacobi integral of motion. We find that the spiral fractal structure of the
Poincaré section leads to a spiral density distribution of particles remaining in the system. We also show that the
initial exponential drop of survival probability with time is followed by the algebraic decay related to the universal

algebraic statistics of Poincaré recurrences in generic symplectic maps.






Annexe B

Femmes et Physique

Cheéres conquérantes de terres inconnues — et non encore com-
plétement conquises —, reposez en paix. Vos filles ne vous ou-
blieront pas [...|

Elisabeth Badinter
Emilie, Emilie : ’ambition féminine au XVIII®™® siécle

Souvent éclipsées, maltraitées par I’histoire ou parfois méme non citées sur certaines publications
scientifiques malgré leurs contributions, j’ai eu envie d’écrire une annexe a cette thése dédiée a
quelques femmes physiciennes ou mathématiciennes. Ces femmes ont toutes eu un lien important

avec les développements et/ou les perspectives liés & ce présent travail de thése.

Enseignement Supérieur CNRS 2
MdC Prof  Section CNU CR DR institut
Math et inf. 264 % 145% $25-s27 13.8% 153 % INM
Phys. mat. 280% 128 % $28+s30 231 % 16,7 % INP
Phys. part. élém. | 23.5 % 8.8 % s29 27.0% 16.7% IN2P3

TABLE B.1 - Pourcentage de femmes dans le millieu de la recherche frangaise ® (Données gracieuse-

ment fournies par Véronique PIERRON-BOHNES, Présidente de la Commission Femmes et Physique
de la SFP).

Il y a 2 ans, pour la premiére fois, le prix Henri POINCARE était décerné & deux femmes :
Mesdames Nalini ANANTHARAMAN et Sylvia SERFATY pour leurs travaux en mathématiques. En
2014, 'irano-américaine Maryam MIRZAKHANI était la premiére femme a recevoir la médaille Fields.
La proximité de ces événements — qui montrent la possibilité de tels actes pionniers au XXIeme
siécle — tend a dévoiler 'existence de certaines frictions sur le parcours des femmes semblant géner
leur dynamique. Cela peut d’ailleurs étre confirmé, pour le cas de la France, par le tableau des
pourcentages de femmes présentes dans le milieu de la Recherche Tab[B:1]

Essayer de rendre hommage & quelques noms parfois oubliés était, je le crois, important. La
suite de cette annexe comporte le portrait de 6 femmes ayant marqué ’histoire des idées.

1. Source : Enseignants-chercheurs : répartition par discipline, région et sexe :
http://sd-2.archive-host.com/membres/up/38164215153597045/ Stat CNU _Sexuee IDF Regions.pdf

2. Source : la parité dans les métiers du CNRS 2008/09 :
http://www.cnrs.fr/mpdf/IMG /pdf/livretparite20082009 bd.pdf.pdf

3. Source : Femmes et Physique, la commission reprend du service :
http://www.refletsdelaphysique.fr/articles /refdp/pdf/2011,/05 /refdp201127p32.pdf


http://sd-2.archive-host.com/membres/up/38164215153597045/_Stat_CNU_Sexuee_IDF_Regions.pdf
http://www.cnrs.fr/mpdf/IMG/pdf/livretparite20082009_bd.pdf.pdf
http://www.refletsdelaphysique.fr/articles/refdp/pdf/2011/05/refdp201127p32.pdf
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Emilie DU CHATELET[]

On associe trop souvent de maniére rapide le nom d’Emilie du CHATELET & celui de VOLTAIRE
avec qui elle a vécu une histoire d’amour passionnée. On en oublie ainsi toute la personnalité et
I'importance de ses travaux scientifiques. Née le 17 décembre 1706 & Paris, fille de Louis Nicolas LE
TONNELIER DE BRETEUIL et de Gabrielle Anne DE FROULAY, Madame du CHATELET tire parti de
sa naissance dans la noblesse. C’est ce statut social qui lui permettra de devenir la savante qu’elle
sera. Cependant, il serait rapide de limiter son futur a ce simple état de fait.

Durant son enfance Emilie sera toujours poussée en avant par des parents, en particulier un
pére, qui a une passion dévorante pour les connaissances. Aucun savoir ne sera interdit & Emilie.
A la maison, 3 piéces seront “sacrifiées” pour y loger une bibliothéque. Assez vite, elle pourra
participer aux salons que tient son pére entouré des plus grand esprits de I’époque. A un peu plus
de 10 ans elle parlait déja physique et astronomie avec FONTENELLE. Ces faits sont rares pour
I’époque ol les connaissances étaient plutot réservées aux fils de la famille. Toute sa vie elle restera
une insoumise et une anticonformiste. Magré tout, elle sera mariée & Florent Claude, marquis DU
CHATELET (choix de son pére), ce qui lui confére son titre de marquise et le nom qu’on lui connait.

A 17 ans elle a requ une éducation dans tous les domaines et a assez de connaissances en
langue pour lire le philosophe John LOCKE dans le texte. Son pére lui fera donner des cours de
métaphysique et de mathématique, domaines dans lesquels se porte le plus son appétit. L’'un de
ses précepteur sera MAUPERTUIS.

Son ambition de I’époque est de devenir la premiére femme savante de 'histoire. C’est un
bourreau de travail qui ne dort que 2 heures par nuit ! Emilie a tous les traits de caractére que ’on
donne parfois aux hommes ambitieux. Elle est extrémement colérique, possessive et tyrannique.
Anecdote amusante ; lors de son histoire passionnée avec VOLTAIRE, elle met sous clef certain des
ouvrages en construction de 'auteur estimant qu’il perdait son temps avec la poésie et qu’il ferait
mieux de se concentrer sur les oeuvres de NEWTON! Ce dernier obtempére...

En 1738, elle choisira la physique définitivement comme sujet d’étude. Epicurienne, elle voit
dans cette science une maniére de mieux étre. Il n’y a pas chez elle une volonté de vérité absolue,
mais une véritable jouissance au décryptage du monde. Cette année est aussi ’année de sa premiére
publication. Il s’agit d’un mémoire sur le feu pour le prix de ’Académie des Sciences. VOLTAIRE,
protecteur de toujours, demandera que le mémoire soit publié en précisant bien qu’il s’agit de
I’ceuvre d’une femme.

A cette époque la science n’est pas qu'une occupation de spécialistes, elle est hautement poli-
tique et il y a débats entre les partisans de LEIBNIZ et ceux des nouvelles idées de NEWTON. Le
premier nous parle de la conservation des forces vives (vis-vivas) qui en terme moderne corres-
pond au double de I’énergie cinétique d’un systéme. Le second, associé aux idées de DESCARTES
est partisan de la conservation de la quantité de mouvement. Dans son ouvrage Les Institutions
de Physique FEmilie se placera du coté des théories leibniziennes. A cette époque, pour des rai-
sons philosophiques et sans entrer dans le détail des conclusions de LEIBNIZ, c’est un sacrilége
pour beaucoup en particulier pour VOLTAIRE. La polémique enfle en rappelant que Madame du
CHATELET s’était plutot montrée newtonnienne dans son mémoire sur le feu. Ce dernier élément
fait douter de son sérieux. Emilie ne prendra jamais totalement partie pour I'une ou l'autre des
deux visions. Elle tentera cependant toute sa vie de concilier les deux. L’histoire lui donnera raison.

En 1745 elle relira NEWTON et sa décision sera prise de traduire les Philosophiae naturalis
principia mathematica, travail auquel elle s’adonnera jusqu’a la toute fin de sa vie. Elle rendra un
immense service a la communauté scientifique de I’époque en effectuant ces traductions, c’est ce qui
la fera entrer dans I’histoire. Elle meurt le 9 septembre 1749. Plus tard, la femme de lettre Louise
COLLET rappellera 'importance de Madame Emilie du CHATELET pour le milieu scientifique mais
aussi pour la diffusion des sciences en France au XVIII®™® siécle.

1. Emilie, Emilie : ’ambition féminine au XVIII®™® siécle, Elisabeth Badinter
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Sofia KOVALEVSKATAPF

Sofia KOVALEVSKAIA est née le 15 janvier 1850 & Moscou. Elle est issue d’une famille aristo-
cratique. Son pére est le Général Vasily Vassilievitch KORVIN-KRUKOVSKY et sa mére Elisabeth
SHUBERT. Quelque temps aprés, la famille part vivre a la campagne. A cette époque Sofia se voit
devenir poéte. Elle écrit des poémes mais ne les conserve que dans sa mémoire, cette activité étant
plutét mal vu par son institutrice. Elle lit beaucoup également.

Les deux personnes qui ’a feront basculer dans ’amour des activités intellectuelles sont sans
conteste ses deux oncles Pierre Vassilievitch KORVIN-KRUKOVSKY et Théodor SCHUBERT. Le pre-
mier est un étre trés particulier, excentrique mais d’une grande culture. Sa venue est toujours la
promesse de grands débats a la maison. Il parle notamment de mathématiques dont il a quelques
notions. Le second discute également beaucoup avec Sofia de science. Autre origine de fascination
scientifique : le papier peint venant & manquer dans la chambres des enfants, les murs étaient
couverts d’anciens cours de calcul intégral et différentiel d’OSTROGRADSKY. La jeune Sofia ne
comprendra rien & ces écritures mais les observera longtemps, essayant de rapiécer les différentes
parties éparpillées sur le mur. Elle raconte que cela ’a aidé lors de ses premiers cours de calcul
différentiel car rien ne lui était étranger.

Entre 1860 et 1870 se produit une scission des générations en Russie. De nouvelles idées venues
des villes inondent les campagnes. Les filles cherchent alors & se libérer du joug patriarcal. C’est
dans ce cadre que sa sceur Aniouta, se met a écrire. C’est ainsi qu’aprés une forte réticence, son pére
accepte qu’Aniouta rencontre DOSTOIEVSKI qui trouve son travail intéressant. Sofia fera partie du
voyage, cela nourrira sans nul doute sa curiosité littéraire.

Convaincu par un ami de la famille qui a remarqué les dons de Sofia, Vasily Vassilievitch laisse sa
fille faire des études en sciences. En 1868 elle se marie & un jeune géologue Voldmar KOVALEVSKY.
Il s’agit d’'un mariage blanc contracté afin d’obtenir son indépendance. Elle restera cependant
trés proche de cet homme. En 1869 ils partent tous les deux & HEIDELBERG ou elle étudiera les
mathématiques. En 1870 elle part & Berlin suivre les cours de WEIERSTRASS. L’Université est alors
interdite aux femmes et elle demandera des cours particuliers au pére de I’analyse. Il I’a mettra a
I’épreuve et avant de I’accepter comme éléve, lui soumettra quelques problémes difficiles. En une
semaine Sofia a réussi & les résoudre aussi bien que les meilleurs éléves de WEIERSTRASS.

Elle obtiendra son doctorat en 1874, grace notamment & un travail : Sur la théorie des équations
auzx différences partielles, et ce sans se présenter en personne. Elle exprime ses motivations a ne
pas passer ’examen oral dans une lettre adressée au Doyen de la faculté de GOTTINGEN; il y est
question de manque d’assurance & 'oral et d’une faible maitrise de la langue allemande. La valeur
de ses dissertations ainsi que les excellentes recommandations dont elle dispose lui feront obtenir
cette rare dispense. Ce manque d’assurance ainsi qu’une inaptitude totale a toute activité d’ordre
pratique marqueront son caractére durant toute sa vie.

Aprés un retour en Russie et I'arrét de son activité scientifique, le professeur Gosta MITTAG-
LEFFLER, militant pour ’égalité homme-femme lui obtient le droit de donner des conférences
privées & STOCKHOLM. Ce droit se muera d’abord en un poste de professeur pour une durée de 5
ans puis en un poste permanent. A cette méme époque, il était encore interdit a Sofia de simplement
suivre des cours & BERLIN. Elle reprend alors un travail scientifique et en paralléle commence une
collaboration littéraire avec Anne-Charlotte LEFFER la sceur de Gosta.

En 1888 elle regoit le prix BRODIN dont le sujet était : Perfectionner en un point important
la théorie du mouvement d’un corps solide. Elle meurt en 1891 d’une infection pulmonaire. Anne-
Charlotte LEFFER écrira d’elle : “[...] elle a vécu avec intensité, bu & la coupe du bonheur et de
la tristesse, nourri son intelligence aux sources de la science, gravi des hauteurs ou l'imagination
seule peut élever |[...]".

2. Sophie Kovalewsky, Souvenirs d’enfance, écrit par elle-méme et suivis de sa biographie par A.-Ch. LefHer,
Librairie Hachette et C'¢, 1895
3. Sophie Kovalevskaia : https://lmb.univ-fcomte.fr/spip.php?article341


https://lmb.univ-fcomte.fr/spip.php?article341
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Emmy NoOETHER[]]

Emmy NOETHER est née le 23 mars 1882 & ERLANGEN en BAVIERE. Elle est la fille de Max
NOETHER et de Ida KAUFMANN. Son environnement intellectuel durant son enfance était plutot
privilégié. En effet, son pére était un mathématicien ayant remporté le prix STEINER en 1882.

Au départ, Emmy s’oriente vers I’étude des langues et réussit un examen lui permettant d’en-
seigner 'anglais et le francais dans un établissement féminin. Alors qu’elle s’inscrit & 'université
en tant qu’auditrice, les registres de ’époque évoquent, une auditrice et 984 étudiants! Elle y
suivra des cours de langue et d’histoire. Cependant, en 1904 les universités s’ouvrent vraiment
totalement aux femmes, elle s’y inscrit & ERLAGEN aprés avoir suivi des cours & GOTTINGEN au-
prés de K. SCHWARZCHILD, F. KLEIN et D. HILBERT. Cette fois elle se consacre uniquement aux
mathématiques.

Poursuivant ses études, c’est sous la direction de P. GORDON qu’elle effectue sa thése. Il sem-
blerait que ce ne fiit pas une expérience trés agréable pour elle. En parlant de cette thése elle dira :
“... qu’il valait mieux ne pas en parler...”. Elle travaillera ensuite bénévolement en mathématique
4 ERLANGEN pour aider son pére a la santé fragile.

En 1915, elle est invitée & GOTTINGEN par F. KLEIN et D. HILBERT. Du coté de la physique,
le trio résoudra le probléme de ’apparente non-conservation de ’énergie de la théorie des champs
classiques qu’est la Relativité Générale. La solution est issue des théorémes qui seront nommeés
d’un commun accord Théoréeme de NOTHER. C’est essentiellement ce qui reste d’elle a I'esprit du
physicien moderne. A cette époque EINSTEIN écrivit & HILBERT pour lui dire le plus grand bien
qu’il pensait des travaux de Emmy. Il est vrai que ce théoréme joue un grand role dans la mécanique
aussi bien classique que quantique. Dans ce présent travail de thése, il est passé sous silence mais il
est une pierre angulaire de la compréhension des quantités conservées dans un systéme dynamique
et de leurs rapports aux symétries d’'un systéme. D’un point de vue purement mathématiques les
développements d’Emmy semblent, d’aprés P. DUBREUIL, bien plus importants. Elle est, pour lui,
la véritable mére de toute ’algébre moderne. Le mathématicien lira avec profit les pages qu'il a
dédiées a ces developpements mathématiques que l'on peut retrouver dans I'un des Cahiers de
sémanaires d’histoire des mathématiques®.

Il est important de faire remarquer que durant un gros laps de temps, Madame NOETHER publia
et travailla & GOTTINGEN sans salaire et sans poste parce qu’elle était une femme. Cela mit trés
en colére HILBERT. On raconte qu’il aurait déclaré en pleine séance du conseil de I'Université : “Je
ne vois pas en quoi le sexe d'un candidat est un argument contre son admission. Aprés tout nous
sommes une Université pas un bain publique!”. En 1919 on lui accordera son habilitation & donner
des conférences et & étre payée pour cela.

En 1933 elle sera & nouveau interdite d’exercer, parce que juive mais aussi parce que femme,
ainsi le veut le Reich naissant : “Kirche, Kinder, Kiirche” pour la gente féminine.

Elle immigrera alors en Pennsylvanie en 1934 ou elle travaillera dans un collége pour filles a
BrYN MAWR. Elle sera assez dépaysée par cet environnement, loin de la recherche de pointe. Elle
effectuera quand méme des conférences & PRINCETON. Elle meurt brutalement le 14 avril 1935 des
suites d’une complication post-opératoire. Elle n’aura jamais bénéficié d’'un poste & PRINCETON
ou elle se sentait bien plus dans son élément. La prestigieuse Université lui préférera un homme,
R. BRAUER, pour son groupe d’algébre. H. WEYL dira d’elle : “Elle fut un grand mathématicien
[...] Mais elle fut aussi une femme de grande classe”.

4. Women in Physics in Fermi’s Time, Nina Bayers (Proceedings of the International Conference “Enrico Fermi
and the Universe of Physics”, Rome, September 29 — October 2, 2001)
5. Emmy Noether, Paul Dubreil, Cahier de séminaire d’histoire des mathématiques, tome 7 (1986) : 15-27.
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Phyllis NicoLSON [

Phyllis NICOLSON est née en 1917 sous le nom de jeune fille LOCKETT. Elle recoit un doctorat
de physique de I'Université de MANCHESTER en 1946. Durant cette période, elle sera membre du
groupe de recherche dirigé par D. HARTREE.

Sa contribution majeure fat faite avec J. CRANK dans leur article de 1947 A pratical method
for numerical evaluation of solution of partial différential equation of the heat-conduction type.
Cette méthode de résolution est d’importance majeure dans l'une des perspectives des travaux
présentés dans cette thése. Elle permet en effet de résoudre numériquement des équations aux
dérivées partielles paraboliques du type

OP(xz,t) 0 (k(x);P(:ﬂ, t))

cette équation décrivant la diffusion de la chaleur de fagon anisotrope, aussi bien que la diffusion
d’une particule dans Papplication de KEPLER (cas de l'approximation des phases aléatoires loin
des ilots de KAM).

Phyllis NICOLSON meurt en 1968. Bien que sa méthode de résolution développée avec J. CRANK
reste célébre et trés utilisée aujourd’hui, il y a malheureusement peu de biographie exhaustive
concernant Madame NICOLSON.

o oz

Mary TSINGOU]

Née le 14 octobre 1928 dans le WISCONSIN, Mary TSINGOU passe son enfance aux Etat-Unis.
Elle déménage ensuite en Europe ou son pére posséde une propriété, elle sera assez vite de retour
au USA chassée par la guerre.

En 1952 son diplome de mathématiques (BS) en poche elle rentre au Los Alamos National
Laboratory, elle obtiendra un autre diplome en mathématiques (MS) en 1955. A cette époque, les
femmes ne sont pas vraiment écouragées a poursuivre dans la voie mathématique, elle bénéficiera
des postes laissés vacants par les hommes partis pour la guerre de Corée.

Elle travaille alors sur le nouvel ordinateur MANTAC I, bien qu’étant utilisé pour des questions
d’armement, de temps a autre (surtout les week-ends), les chercheurs du laboratoire utilisent les
performances de la machine pour réaliser des programmes d’échecs ou résoudre des problémes de
physique. C’est dans cet environnement que Mary entrera en contact avec PASTA, ULAM et dans
une moindre mesure avec FERMI. C’est ce dernier qui aura I’idée d’utiliser I'ordinateur pour réaliser
des expériences numériques.

La celébre expérience de FERMI-PASTA-ULAM (FPU), dont nous avons parlée dans cette thése
et dont le résultat concernant les systémes presque intégrables sera tant surprenant, est aussi en
partie 'oeuvre de Mary. Bien que le rapport de I’époque n’évoque son nom que dans deux lignes
de remerciements, c’est elle qui sera a l'origine de la programmation, non triviale & I’époque, de
cette expérience.

Par la suite, Mary travaillera toujours avec des ordinateurs sur des expériences numériques en
lien avec I’équation de SCHRODINGER ot encore avec John VON NEUMANN sur la mécanique des
fluides. Elle deviendra une spécialiste du langage FORTRAN créé pas IBM et aujourd’hui massive-
ment utilisé.

Elle part en retraite en 1991 et vit de nos jours & LOoS ALAMOS non loin de 'endroit ou a été
réalisée la fameuse expérience FPU. Aujourd’hui, des physiciens comme Thierry DAUXOIS militent
pour que la dite expérience porte le nom FERMI-PASTA-ULAM-TSINGOU.

6. History of Mathematics at Manchester :
http://www.maths.manchester.ac.uk/about-us/history /phyllis-nicolson/

7. Phyllis Nicolson : | http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Nicolson.html

8. Thierry Dauxois, Fermi, Pasta, Ulam, and a mysterious lady, Physics Today, Janvier 2008 p. 55-57


http://www.maths.manchester.ac.uk/about-us/history/phyllis-nicolson/
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Nicolson.html

Vera Rusin[[O2

Vera RUBIN est née le 23 juillet 1928 en PENNSYLVANIE et a grandi & WASHINGTON D.C.
C’est son peére qui ’encouragea & poursuivre dans la voie de la recherche scientifique. Il ’aidera
notamment a construire son propre télescope (son pére était ingénieur). Elle suivit des cours au
Vessar College en particulier parce qu’a 1’époque c’était une des seules institutions enseignant
I’astronomie qui acceptait des femmes. Quand elle postula & PRINCETON elle fut refusée avec la
mention : “we do not accept woman”. Elle obtient un doctorat de I’Université de GEORGETOWN
sous la direction de George GAMOW. Elle a ensuite enseigné & GEORGETOWN et au County Junior
College.

Plus tard elle rejoignit W. Kent FORD Jr. 'un des auteurs du celébre article écrit avec N.
THONNARD : Rotational properties of 21 SC galazies with a large range luminositis and radii, from
NGC 4405 (R = 4 kpc) to UGC 2885 (R = 122 kpc). W. Kent FORD Jr. est 'inventeur d’un tube
spectrographe pour étudier et mesurer les courbes de rotations des galaxies dont nous avons parlé
dans I'introduction du chapitre 3 de cette thése.

Les études qu’elle a menées sont ['une des origine du concept de halo de matiére noire tel qu’on
le connait & ’heure actuelle. Vera RUBIN sera, dans les années 60, la premiére femme & utiliser le
télescope du Mont PALOMAR légalement. A I'époque, 'utilisation du télescope est interdite aux
femmes et les équipes de recherches étaient exclusivement composées d’hommes. Ce qui valait au
quartier d’habitation du télescope le surnom de “Monastére”.

Aujourd’hui Vera RUBIN est membre émérite du Département de Magnétisme Terrestre de la
Carnegie Institution de WASHINGTON. C’est une militante pour ’encouragement des femmes et
des minorités a la poursuite de leurs ambitions scientifiques.

Elle a remporté la Médaille BRUCE en 2003.

9. The Bruce Medalist : http://www.phys-astro.sonoma.edu/brucemedalists/rubin/

10. Page perso : https://home.dtm.ciw.edu/users/rubin/

11. Mount Wilson and Palomar :
http://apps.carleton.edu/campus,/observatory /research/cindystudents/1998mn/history /mtwilson/

12. Reprint du Mercury Magazine, Astronomical Society of the Pacific, Women in Astronomy par Sally Stephen
ed. 1992 http://w.astro.berkeley.edu/ gmarcy/women/history.html


http://www.phys-astro.sonoma.edu/brucemedalists/rubin/
https://home.dtm.ciw.edu/users/rubin/
http://apps.carleton.edu/campus/observatory/research/cindystudents/1998mn/history/mtwilson/
http://w.astro.berkeley.edu/~gmarcy/women/history.html
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Chaos dynamique dans le probleme a trois corps restreint

Résumé

Nous nous intéressons au probléeme a trois corps restreint et en particulier au processus de capture-évolution-
éjection de particules par des systémes binaires (étoile-plantte, étoile binaire, étoile-trou noir supermassif, trou
noir binaire, ...).

Dans une premiere partie, en utilisant une généralisation de I'application de KEPLER, nous décrivons, au
travers du cas de 1P/HALLEY, la dynamique chaotique des cométes dans le systéme solaire. Le systéme binaire,
alors considéré, est composé du Soleil et de Jupiter. L’application symplectique utilisée permet de rendre compte
des différentes caractéristiques de la dynamique : trajectoires chaotiques, ilots invariants de KAM associés aux
résonances avec le mouvement orbital de Jupiter, ... Nous avons déterminé de fagcon exacte et semi-analytique
Pénergie échangée (fonction kick) entre le systéme solaire et la comete de Halley a chaque passage au périhélie.
Cette fonction kick est la somme des contributions des problemes a trois corps Soleil-planete-comete associés
aux 8 planetes du systeme solaire. Nous avons montré que chacune de ces contributions peut étre décomposée
en un terme keplerien associé au potentiel gravitationnel de la planéte et un terme dipolaire dii au mouvement
du Soleil autour du centre de masse du systéme solaire.

Dans une deuxieme partie, nous avons utilisé la généralisation de l'application de KEPLER pour étudier la
capture de particules de matiere noire au sein des systeémes binaires. La section efficace de capture a été calculée
et montre que la capture a longue portée est bien plus efficace que la capture due aux rencontres proches. Nous
montrons également I'importance de la vitesse de rotation du systéme binaire dans le processus de capture.
Notamment, un systéme binaire en rotation ultrarapide accumulera en son sein une densité de matiere jusqu’a
10% fois celle du flot de matiere le traversant.

Dans la derniere partie, en intégrant les équations du mouvement du probléme a trois corps restreint plan,
nous avons étudié I'éjection des particules capturées par un systeme binaire. Dans le cas d’un systeme binaire
dont les deux corps sont de masses comparables, alors que la majorité des particules sont éjectées immédiatement,
nous montrons, sur les sections de POINCARE, que la trace des particules restant indéfiniment aux abords
du systeme binaire forme une structure fractale caractéristique d’un répulseur étrange associé a un systeme
chaotique ouvert. Cette structure fractale, également présente dans ’espace réel, a une forme de spirale a deux
bras partageant des similitudes avec les structures spiralées des galaxies comme la notre.

Mots clés : probleme a trois corps, chaos, application de KEPLER, comeéte, comete de Halley, matiére noire,
répulseur étrange, récurrences de POINCARE, intégration numérique, régularisation

Dynamical chaos in the restricted three body problem

Abstract

This work is devoted to the study of the restricted 3-body problem and particularly to the capture-evolution-
ejection process of particles by binary systems (star-planet, binary star, star-supermassive black hole, binary
black hole, ... ).

First, using a generalized KEPLER map, we describe, through the case of 1P/HALLEY, the chaotic dynamics
of comets in the Solar System. The here considered binary system is the couple Sun-Jupiter. The symplectic
application we use allows us to depict the main characteristics of the dynamics: chaotic trajectories, KAM
islands associated to resonances with Jupiter orbital motion, ... We determine exactly and semi-analytically
the exchange of energy (kick function) between the Solar System and 1P/HALLEY at its passage at perihelion.
This kick function is the sum of the contributions of 3-body problems Sun-planet-comet associated to the eight
planets. We show that each one of these contributions can be split in a keplerian term associated to the planet
gravitational potential and a dipolar term due to the Sun movement around Solar System center of mass.

We also use the generalized KEPLER map to study the capture of dark matter particles by binary systems. We
derive the capture cross section showing that long range capture is far more efficient than close encounter induced
capture. We show the importance of the rotation velocity of the binary in the capture process. Particularly, a
binary system with an ultrafast rotation velocity accumulates a density of captured matter up to 10% times the
density of the incoming flow of matter.

Finally, by direct integration of the planar restricted 3-body problem equations of motion, we study the
ejection of particles initially captured by a binary system. In the case of a binary with two components of
comparable masses, although almost all the particles are immediately ejected, we show, on POINCARE sections,
that the trace of remaining particles in the vicinity of the binary form a fractal structure associated to a strange
repeller associated to chaotic open systems. This fractal structure, also present in real space, has a shape of
two arm spiral sharing similarities with spiral structures observed in galaxies such as the Milky Way.

Keywords : three body problem, chaos, KEPLER map, comet, Halley’s comet, dark matter, strange repeller,
POINCARE recurrences, numerical integration, regularization
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