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Introduction

Cette these a pour objet ’étude de problemes de diffusion inverse a énergie fixée. Lorsque
I'on s’intéresse a ce genre de questions on commence par considérer des champs se
propageant dans une certaine géométrie ou un certain milieu dépendant de parametres
physiques et satisfaisant une certaine équation d’évolution. Selon le probléme étudié,
cette équation peut étre, par exemple, I’équation de Schrédinger (diffusion quantique),
I’équation des ondes scalaire (diffusion acoustique) ou encore les équations de Maxwell
(diffusion électromagnétique). La théorie de la diffusion directe consiste alors a étudier la
propagation de ces champs et leur comportement asymptotique en temps. Plus précisé-
ment, on s’intéresse a la partie de ces champs qui “diffuse”, c’est-a-dire a la partie qui ne
reste pas confinée dans un compact mais qui s’échappe dans des régions asymptotiques.
L’idée de la théorie de la diffusion est alors basée sur le fait que, dans un passé ou un
futur lointain, les ondes diffusées seront localisées dans ces régions asymptotiques ou les
équations (ou la géométrie) deviennent souvent plus simples. Le but de cette théorie est
alors de caractériser ces équations simplifiées, et ainsi de comparer les données d’un passé
lointain avec celles d’un futur lointain, en utilisant les parametres physiques du systeme.
La théorie de la diffusion inverse consiste quant a elle & identifier la géométrie ou les
parametres physiques du systéeme a partir des données de diffusion, c’est-a-dire, a partir
de la connaissance du comportement des ondes dans les régions asymptotiques. Cette
question est au coeur de notre vie de tous les jours puisque notre cerveau lui-méme
utilise cette méthode afin de nous fournir une image en trois dimensions du monde qui
nous entoure a partir de la mesure des rayons lumineux diffusés qui atteignent notre
rétine. De plus, nous ne sommes pas les seuls étres vivants a y avoir recours puisque les
dauphins et les chauves-souris sont quant a eux capable d’obtenir une représentation
de leur environnement en analysant la diffusion d’ondes acoustiques. Mais ce n’est pas
tout. En effet, la diffusion inverse constitue également le moyen grace auquel nous avons
obtenu la plupart de nos connaissances sur le monde dans lequel nous vivons. Nous

avons par exemple obtenu des informations sur la structure de la Terre en mesurant le
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INTRODUCTION

temps de trajet des ondes sismiques. Nous avons également découvert la structure en
hélice de ’ADN en étudiant la diffusion de rayons X ou encore celle d’un atome et ses
constituants a partir de ’étude de la diffusion de particules bombardées sur ce dernier. La
compréhension des phénomenes de diffusion inverse est en outre un enjeu technologique
de premier plan : si leur étude a, par exemple, joué un role majeur durant la seconde
guerre mondiale dans le développement du radar, elle reste une question d’un trés grand
intérét de nos jours. En effet, les techniques d’imagerie médicale actuelles utilisent la
diffusion de rayons X, d’ondes ultrasons et d’ondes électromagnétiques pour obtenir des
images du corps humain qui sont d’une grande aide dans 'obtention de diagnostiques
médicaux. L’industrie du pétrole utilise quant a elle la réflexion des ondes sismiques pour
mettre en évidence la présence de pétrole et ainsi éviter un forage a ’aveugle. Enfin, la
diffusion inverse propose également une méthode non destructive pour trouver des fuites
ou détecter la présence de corrosion dans des tuyaux souterrains.

En résumé, le but de la théorie de la diffusion directe est de déterminer la relation entre
les ondes entrantes et les ondes sortantes a ’aide de la connaissance de la géométrie et
des parametres physiques du systeme. Le but de la théorie de la diffusion inverse est, a
Iinverse, de déterminer la géométrie et les parametres physiques du systéme en supposant
connu le lien entre ces ondes. Lorsque 'on travaille sur des variétés compactes a bord
I’objet essentiel de ’étude du probleme inverse est 'opérateur de Dirichlet-Neumann. Cet
opérateur encode le lien entre les données entrantes et les données sortantes mesurées
sur le bord. En revanche pour des variétés non compactes a bouts, I’objet qui encode le
lien entre la dynamique des ondes entrantes et celle des ondes sortantes est ’opérateur
de diffusion S, qui dépend de la géométrie du probléme et donc d’une métrique g. La
restriction de 'opérateur de diffusion aux ondes d’énergie A € R nous permet alors de
définir la matrice de diffusion Sy(A). Dans le domaine des problemes inverses plusieurs
questions se posent alors. Etant donné une énergie fixée A € R, nous sommes par exemple

intéressés par les questions suivantes :
o Unicité : Si Sg(\) = Sz(N\) est-ce-que g =g ?
o Stabilité : Si Sg(A) = Sz(\) + erreur est-ce que g = § + erreur ?

 Reconstruction : Existe-t-il une procédure pour reconstruire g a partir de Sg(X\) 2

.....

fixée pour différents types de géométries ayant plus ou moins de symétries. Les questions
de diffusion inverse & énergie fixée sont d’une grande importance dans le domaine des

problemes inverses car elles sont étroitement liées a la résolution du probléme de Calderén
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anisotrope pour des variétés riemanniennes compactes a bord. Rappelons briévement
I’historique de ce probléme. Dans les années 40, A. P. Calderén était un ingénieur
argentin travaillant pour I’entreprise Yacimientos Petroliferos Fiscales et intéressé par la
prospection de pétrole. Ceci ’a amené, dans les années 80, a énoncé dans I'article [Cal80)

intitulé “On an inverse boundary value problem” la question suivante :
Peut-on déterminer les propriétés électriques d’un milieu par des mesures sur son bord ?

Pour tenter de répondre a cette question on excite le milieu, ici un ouvert borné de
R", & ’aide d’une donnée de Dirichlet sur son bord et on mesure la dérivée normale au
bord de la solution de '’équation de conductivité correspondante (donnée de Neumann).
On définit alors 'opérateur de Dirichlet-Neumann comme étant 1’objet encodant cette

opération. Le probleme de Calderén peut alors étre reformulé de la facon suivante :

Peut-on déterminer la conductivité v du milieu a partir de la connaissance de 'opérateur
de Dirichlet-Neumann A, ¢

Plus généralement, on est amené & considérer des probléemes inverses anisotropes ou le
milieu est une variété riemannienne compacte a bord munie d’'une métrique g qui modélise

une conductivité anisotrope. Le probléeme de Calderén anisotrope s’énonce alors :

Peut-on déterminer la métrique g d’une variété riemannienne compacte a bord da partir

de la connaissance de l'opérateur de Dirichlet-Neumann Ay ?

Cette question a été largement étudiée depuis les années 80 mais reste a ce jour ouverte.
En effet, elle est résolue en dimension deux mais sa solution n’est pour 'instant connue
en dimensions supérieures que pour des métriques analytiques réelles, des variétés de type
Einstein et des variétés possédant une certaine structure de produit tordu. On renvoie a
[GT13, IK14, KKL01, KS14, Sall3, Uhl09] pour un état de I’art sur ce probléme. Cette
question est de premier intérét en imagerie médicale car elle fournit, par exemple, un
moyen de déceler la présence de tumeurs (qui ont une conductivité différente de celle des
tissus sains) a partir de mesures non invasives (quelques mA).

Le premier travail de cette these concerne I'obtention d’un résultat d’unicité locale a
énergie fixée pour des Variétés Asymptotiquement Hyperboliques et & Symétrie Sphérique
(notées VAHSS). Une VAHSS est décrite par I’ensemble

N =R, xS,
équipé de la métrique riemannienne
o =dz? + a(z) " 2dw?,
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INTRODUCTION

ot dw? = df? + sin?(#)dy? est la métrique euclidienne sur la sphére de dimension deux

S%. On fait les hypotheses suivantes sur la fonction a(z) :
acC?*R), a>0,

et

a(r) = ase T+ 0(3+T),  x — oo,

Jar >0, kp <0, Kk >0, , 3
A(5) = awraeh® 4 O(ET), 1 oo

Sous ces hypotheses, (3, o) est une variété riemannienne & symétrie sphérique ayant deux
bouts asymptotiquement hyperboliques {z = +c0}. On note en effet que la métrique o

est asymptotiquement une petite perturbation des métriques hyperboliques
_ 2 —2Kk+x 7, 2
or =dr“+e dwy, = — too,

ot dw? = 1/(a?)dw? sont des métriques sur S?. On remarque ainsi que la courbure
sectionnelle de o tend vers la constante négative —(x+)? au bout correspondant {x = +o0o}.
D’ou le nom de variété “asymptotiquement hyperbolique” pour ce type de géométrie. On
note que l'on autorise k_ et ky & prendre des valeurs différentes ce qui donne lieu a des
courbures sectionnelles différentes aux deux bouts.

Sur la variété (X, o), on est alors intéressé par ’étude de la propagation d’ondes (scalaires,
électromagnétiques, de Dirac, ...) et de leur diffusion en temps longs afin de répondre a

la question suivante :

Peut-on déterminer la métrique en observant ces ondes da l'infini (dans notre modéle les
deuzx bouts {x = +oo})?

On étudie ainsi comment des champs de Dirac non massifs et non chargés se propageant et
sont diffusés dans les deux bouts asymptotiquement hyperboliques. Ces champs satisfont
I’équation d’évolution

i0ph = Do,

ou D, désigne une représentation de l'opérateur de Dirac sur (X,0) et le 2-spineur
solution v appartient & L?(X; C?). Nous montrerons qu’il existe un lien trés simple entre

D, et la fonction a(x) apparaissant dans la métrique o. Plus précisément,
D, = I''D, + a(z)Ds2,
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ot Dg2 désigne 'opérateur de Dirac intrinseque sur S?, représenté ici par 1’expression

icot 6 1
Dg: =12 (D *—>D
s ( ot ) e
ou D, = —i0;, Dy = —i0p, D, = —i0, et ou les matrices 2 x 2 de Dirac r,r2rs

vérifient les relations d’anti-commutativité habituelles
T + VT = 25;5.

En raison de la symétrie sphérique du probléme et de I'existence d’harmoniques sphériques
généralisées {Yy;} qui “diagonalisent” Dg2, on peut décomposer I'espace de Hilbert des
énergies H = L?(3;C?) en une somme hilbertienne d’espaces de Hilbert partiels Hy,
qui soient invariants sous l’action de l'opérateur de Dirac D,. Plus précisément, si I’on
introduit ’ensemble des indices I ={k € 1/2+Z, 1 € 1/2+ N, |k| <}, on a

H=PHu Hwu=L*R;C*)® Yy,
kl
et
DY =Dy py,, =T'Dy — (14 1/2)a(z)I

On note que les opérateurs de Dirac partiels ]Df;l dépendent uniquement du moment
angulaire [ +1/2 € N* = N\ {0}. Pour simplifier, on désignera [ + £ par n (ce nouveau

parameétre parcourant l’ensemble des entiers non nuls N*) et on désignera par
D" =TI''D, — na(z)I'?,

les opérateurs de Dirac partiels sur les harmoniques sphériques généralisées Yz;. On
est ainsi amené a considérer la restriction de ’équation de Dirac sur chaque espace de
Hilbert partiel Hj; séparément et a étudier les propriétés de la famille des hamiltoniens

de Dirac unidimensionnels D"

" n € N*, pour obtenir des résultats d’analyse spectrale

et de diffusion directe et inverse pour le hamiltonien de Dirac complet D,. Ceci a été
fait dans [DN11] dans un contexte trés similaire (voir aussi [AKvdMO00, Daul0, DN10]).
Notons que les modeles étudiés dans [DN11] viennent de la Relativité Générale comme
nous le verrons plus en détails a la fin du premier chapitre puis dans le deuxieéme.

Le hamiltonien de Dirac D, est autoadjoint sur I’espace de Hilbert H = L?(%;C?) et a un
spectre absolument continu. En particulier, le spectre purement ponctuel de D, est vide.

Par conséquent, les champs de Dirac non-massifs diffusent vers les bouts asymptotiques
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{z = oo} de la variété ¥ en temps longs. On établit alors une théorie de la diffusion
directe compléte pour D, sur (X, 0). Pour toute énergie A € R, on note la matrice de
diffusion & I'énergie A par S()). C’est un opérateur unitaire sur L?(S?; C?) qui possede

une structure de matrice 2 x 2, i.e.

S() = Tr(A)  R(A)
L) Tr(\) )’

ou 17, Tr sont les opérateurs de transmission et R, L sont les opérateurs de réflexion.
Les premiers mesurent la partie d’un signal d’énergie A\ transmise d’un bout a l'autre
dans une expérience de diffusion alors que les derniers mesurent la partie d’un signal
d’énergie \ réfléchie d’un bout sur lui-méme ({x = —oc} pour L et {z = 400} pour R).
En raison de la symétrie sphérique du modele, I'opérateur de diffusion laisse invariant
tous les espaces de Hilbert partiels Hj; et peut étre décomposé en une somme hilbertienne

d’opérateurs unitaires agissant sur C2. On écrit alors

S()\) = Z Skl()\>, Skl(A) = S<)‘)|'sz
(kD)el

Puisque les opérateurs de Dirac unidimensionnels D dépendent uniquement de n € N*,
les matrices de diffusion partielles Si;(A) dépendent également uniquement de n. On

utilisera donc la notation

On insiste sur le fait que, pour tout n € N*, les matrices de diffusion partielles S(\,n)
sont des matrices unitaires qui encodent la diffusion stationnaire a une énergie fixée
A sur une harmonique sphérique généralisée donnée Hy; avec n = [ + 1/2. De plus, la
connaissance de la matrice de diffusion S(\) est équivalente a la connaissance des matrices
de diffusion partielles S(A, n) pour tout n € N*. Comme précédemment les coefficients de
transmission T'(A,n) correspondent a la partie du signal transmise d’un bout & 'autre
alors que les coefficients de réflexion a gauche L(\,n) et a droite R(A,n) correspondent &
la partie du signal réfléchie d’un bout sur lui-méme.

Dans [DN11], Daudé et Nicoleau posent alors la question suivante :

Est-il possible de déterminer de facon unique la métrique o a partir de la connaissance
de L(\) ou R(\) a une énergie fitée X\ # 0 %
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Ils montrent alors que la connaissance de L(A,n) ou R(A,n) a une énergie fixée A # 0 et
pour des moments angulaires n parcourant un sous-ensemble £ de N* satisfaisant une
condition de Miintz }°,, ¢, % = +00, détermine de fagon unique la fonction a(z) (et ainsi
la métrique o) & un sous-ensemble discret de translation pres.

Les résultats de diffusion inverse de notre premier chapitre, reprenant ceux de l'article
[DGN13], constituent une version locale de ce dernier résultat et sont dans I'esprit des
travaux [Ben01, GS00, Sim99, Tes09]. En effet, au lieu de supposer la connaissance exacte
d’un des opérateurs de réflexion, on suppose que I'un d’eux est connu a une erreur pres.
On montre alors que, étant données deux VAHSS (X, 0) et (X,5) et une constante B
telle que 0 < B < min(A4, A), ott

A:/Ra(x)d:c et A:/RZL(aj)dx,

la connaissance & une énergie fixée A # 0 des coefficients de réflexion partiels L(A,n) & une
erreur de taille O(e=2"B) prés, lorsque n — +o00, détermine de facon unique la fonction
a(x) (et donc la métrique) dans un voisinage du bout {x = —oco} dont la taille dépend de
la taille de I’erreur B. De facon symétrique, on montre que la connaissance a une énergie
fixée X # 0 des coefficients de réflexion partiels R(\,n) & une erreur de taille O(e=2"5)
pres, lorsque n — 400, détermine de fagon unique la fonction a(z) (et donc la métrique)
dans un voisinage du bout {z = 400}. Ces résultats montrent donc que la connaissance
d’un des coefficients de réflexion a une erreur pres détermine de fagon unique la métrique
o dans un voisinage du bout correspondant. On propose une interprétation possible de ce
résultat d’unicité locale. Considérons par exemple les coefficients de réflexion L(A,n) et
rappelons qu’ils encodent 'expérience de diffusion suivante : une onde ayant une énergie
A est envoyée du bout {x = —oo} et évolue sur une VAHSS. Alors L(\A, n) mesure la
partie de cette onde qui est réfléchie sur le méme bout {x = —co} dans un futur lointain.
Notre résultat affirme que si 'on connait L(),n) & une erreur pres de la forme O(e=2"5),
alors la métrique est déterminée de fagon unique dans un voisinage de {x = —oc}, la
taille du voisinage dépendant de la constante B définissant le terme d’erreur. On peut
alors en déduire que, sous nos hypotheses, 'onde envoyée de {x = —oo} n’a pas le temps
de voyager dans toute la variété avant d’étre mesurée a nouveau dans le bout {z = —oo}.
Ceci explique de facon heuristique pourquoi la connaissance partielle des coefficients de
réflexion L(\,n), dans le sens précis donné dans nos hypothéses, n’est pas suffisante pour
déterminer entierement la métrique.

On montrera également que si le terme d’erreur est suffisamment petit on obtient 'unicité

globale de la métrique.
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Enfin, on cherche a utiliser le coefficient de transmission comme point de départ de notre
probléme inverse. On obtient alors un résultat de nature différente de celui obtenu pour
les coefficients de réflexion. Tout d’abord, on doit supposer en plus de la connaissance
du coefficient de transmission & une erreur pres, la connaissance d’un nombre fini (mais
suffisamment grand) de coefficients de réflexion. En ajoutant également une hypothese
technique sur les courbures sectionnelles x4 on obtient alors un résultat d’unicité globale.

On montre ainsi que, si & une énergie fixée A # 0, pour un certain B > min(A4, A),
T(\,n)=T\n)+ O (672"3) , n — +00,

si

L\ k) = L(\ k),

pour un nombre fini mais suffisamment grand (qui dépend des métriques o et 5) d’indices
k € N et si
1 1 1 1
— 4+ — <0 et —+—<0,
KR4 K— K4 K_—

alors, il existe une constante o € R telle que
a(zr) = a(z + a).

Par conséquent, les deux VAHSS (X, 0) et (X, &) coincident a une isométrie pres. On peut
fournir une raison heuristique pour laquelle nous n’obtenons pas un résultat d’unicité
locale lorsque ’on suppose la connaissance des coefficients de transmission & une erreur
pres. En effet, ces coefficients, par définition, mesurent la partie d’une onde transmise
d’un bout, disons {r = —oo}, a l'autre bout {x = 4o00}. Dans notre cas, quand les
VAHSS ont seulement deux bouts, I'onde transmise a ainsi le temps de se propager dans
toute la variété. Il est donc naturel que les coefficients de transmission encodent toute
Pinformation de la VAHSS.

On note que les VAHSS que nous considérons sont des cas trés particuliers d’une classe
beaucoup plus large de variétés. Pour des Variétés Asymptotiquement Hyperboliques
(notées VAH) sans symétries particulieres, des résultats de diffusion directe et inverse
pour des ondes scalaires ont été prouvés par Joshi et S& Barreto dans [JSB00], par S&
Barreto dans [SB05], par Guillarmou et Sa Barreto dans [GSB08, GSB09] et par Isozaki
et Kurylev dans [IK14]. Dans [JSB00], il est montré que les asymptotiques de la métrique
d’une VAH sont déterminées de fagon unique (& isométrie pres) par la matrice de diffusion

S(A) & une énergie fixée A\ en dehors d’un sous-ensemble discret de R. Dans [SB05], il
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est prouvé que la métrique d'une VAH est déterminée de facon unique (& isométrie pres)
par la matrice de diffusion S(A) pour tout A € R en dehors d’un certain sous-espace. Des
résultats similaires ont été obtenus récemment dans [IK14] pour une classe encore plus
générale de VAH. Dans [GSB09] il est prouvé que pour des variétés de type Einstein
connexes conformément compactes de dimension paire n + 1 la matrice de diffusion a
I’énergie n sur un sous-ensemble ouvert de son bord conforme détermine de fagon unique
la variété a isométrie pres. On mentionne également le travail [Mar09] de Marazzi dans
lequel I'auteur étudie le probleme de diffusion inverse pour I’équation de Schrédinger
stationnaire sur une variété conformément compacte ayant pour courbure sectionnelle
—a? au bord avec un potentiel régulier ne s’annulant pas sur ce bord. L’auteur montre
alors que la connaissance de la matrice de diffusion a deux énergies fixées A1 et Ag,
A1 # Ao, dans un bon sous-ensemble de C, détermine de fagcon unique « ainsi que les
séries de Taylor du potentiel et de la métrique au bord. Enfin, mentionnons également
[BP11] dans lequel un probléme inverse a partir des résonances est étudié dans une
certaine sous-classe de VAH.

Le deuxieme travail de cette these concerne la résolution d’un probleme de diffusion
inverse a énergie fixée pour des géométries de type trou noir. Intuitivement, un trou
noir est un objet tellement dense que son attraction gravitationnelle est si forte que 'on
ne peut s’en échapper si I’on ne se déplace pas plus vite que la vitesse de la lumiere.
L’existence de tels objets est prédite par la théorie de la Relativité Générale introduite
par Albert Einstein en 1915. Le postulat de base de la théorie de la Relativité Générale
réside dans le fait que la vitesse de la lumiere ne peut étre dépassée. Les implications de
ce postulat sont nombreuses, en particulier les notions d’espace et de temps sont en fait
étroitement liées et ne forment qu'une seule entité de dimension quatre, 'espace-temps.
De plus, la géométrie de cet espace-temps, c’est-a-dire la fagon de mesurer les distances
entre deux événements, n’est pas euclidienne mais lorentzienne. Pour rendre compte des
effets de la gravitation dans ce cadre relativiste, I'idée d’Einstein a été de considérer la
gravitation non plus comme une force mais comme une manifestation de la courbure
de 'espace-temps. Plus précisément, I'espace-temps de la Relativité Générale est décrit
par un couple (M,g), ou M est une variété différentielle de dimension quatre et g
une métrique lorentzienne sur M, c¢’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique réelle de
signature (+— ——). A lorigine de la courbure de Iespace-temps il y a la présence de

masse dans 'univers. Ce lien est traduit par les équations d’Einstein

G = 8nT),,
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ot G, représente le tenseur d’Einstein (formé a partir du tenseur de courbure, lui-méme
formé a partir de la métrique et de ses dérivées premieres et secondes) et T},, est le tenseur
énergie-impulsion. Le membre de gauche décrit la géométrie de I'espace-temps alors que le
membre de droite décrit la distribution d’énergie dans I'univers. Ces équations indiquent
donc que la géométrie et la distribution d’énergie de 'espace-temps interagissent de
maniere complexe.

Les trous noirs sont des objets extrémement complexes a étudier d’un point de vue
astrophysique puisqu’ils sont par essence invisibles. On ne peut donc étudier leur propriétés
que par des moyens indirects. En particulier, on peut obtenir des informations en étudiant
comment les ondes entrantes sont diffusées par le trou noir. En revanche, d’un point
de vue mathématique ce sont des objets plutét simples puisqu’ils ne dépendent que de
quatre parametres : la masse M > 0, la charge électrique @ € R et le moment angulaire
a € R (trou noir en rotation) du trou noir ainsi que la constante cosmologique de 'univers
A € R. La théorie de la diffusion pour des géométries de type trou noir est un sujet de
grand intérét. La diffusion directe pour des trous noirs de type Schwarzschild (statiques,
non chargés et a symétrie sphérique), de type Reissner-Nordstrom-(de Sitter) (statiques,
chargés et a symétrie sphérique) et de type Kerr (non chargés et en rotation) a par
exemple été étudiée par Bachelot, Dimock, Kay, Nicolas, Jin, Melnik et Héifner dans
[Bac91, Bac94, Dim85, DK86, Nic95, Jin98, Mel00, Mel03, Haf03, HNO4]. Entre autres
raisons, ces études ont été motivées par la découverte de phénomenes inattendus tels que
I’effet Hawking et le phénomeéne de superradiance. On renvoie par exemple aux travaux
de Bachelot [Bac97, Bac99], Hafner [Haf09] et Melnyk [Mel04] pour une application des
résultats de diffusion a l'effet Hawking. Concernant la diffusion inverse dans des trous
noirs de type Reissner-Nordstrom-(de Sitter), qui sont des solutions & symétrie sphérique
et électriquement chargées des équations d’Einstein dans le vide, notre étude est dans
lignée des articles de Daudé et Nicoleau [DN08, DN09, DN10, DN11].

Dans I’étude de la théorie de la diffusion dans un trou noir nous devons composer avec
deux régions asymptotiques appelées des horizons. En effet, on adopte le point de vue
d’un observateur situé loin de I’horizon cosmologique et de I'horizon des événements et
statique par rapport a ces horizons. Un tel observateur pergoit alors les horizons comme
des régions asymptotiques. Ainsi, nous devons voir les trous noirs de type RN-dS comme
des ensembles a symétrie sphérique avec deux bouts (I’horizon cosmologique et 1’horizon
des événements) ayant une géométrie asymptotiquement hyperbolique. La question que

nous posons est alors la suivante :

Eziste-t-il un moyen de caractériser de facon unique les paramétres du trou noir, du
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point de vue de l’observateur statique, par une expérience de diffusion inverse ¢

Pour reformuler notre problématique on introduit les opérateurs d’ondes associés a des
champs de Dirac massifs et chargés évoluant dans la région extérieure du trou noir. On

désigne par W(f les opérateurs d’ondes correspondant a la partie des champs de Dirac

oo)
massifs et chargés qui diffuse vers ’horizon des événements et par W(ioo) les opérateurs
d’ondes correspondant a la partie de ces champs qui diffuse vers I’horizon cosmologique.
Grace a [Daul0, Mel04] on sait que les opérateurs d’ondes globaux qui sont définis par
+ + +

W= =Weo) ®Wiioo):

existent et sont asymptotiquement complets sur 'espace de Hilbert des données de

diffusion. Ceci permet de définir I'opérateur de diffusion global S par la formule usuelle
S=WHtyw-.

L’opérateur de diffusion est 'objet important de ce chapitre. Il contient toutes les
informations de diffusion pour un observateur vivant loin des horizons d’un trou noir de
type RN-dS. On définit alors la matrice de diffusion S(\) comme étant la restriction de
lopérateur de diffusion S & un niveau d’énergie A € R. Gréace a cette définition, on peut

reformuler notre question principale :

Est-ce-que la connaissance de S(\) d une énergie A € R fixée est une information

suffisante pour caractériser de facon unique les paramétres du trou noir ?

Donnons a présent explicitement le cadre que 1’on étudiera dans ce deuxiéme chapitre.
Dans les coordonnées de Schwarzschild, la région extérieure d’un trou noir de type RN-dS

est décrite par la variété de dimension quatre
2
M =Ryx|r_, r[»xSZ,
équipée de la métrique lorentzienne

g = gudatds” = F(r)dt? — F(r) tdr? — r?dw?,

roor2 3
ott dw? = df? + sin(6)2dp? est la métrique euclidienne sur la spheére S2. La constante M

peut étre interprétée comme la masse du trou noir, la constante () comme étant sa charge
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alors que A > 0 désigne la constante cosmologique de 1'univers. Les horizons {r =r_} et
{r = r4} sont respectivement appelés I’horizon des événements et I’horizon cosmologique.
Au lieu de travailler avec la variable radiale r, on décrit la région extérieure du trou noir
en utilisant la variable radiale de Regge-Wheeler (RW), x, qui est définie explicitement

par

1 1 1
x = PR In(r —r,) + o In(r —r.) + C In(r —r_)+ T In(r —ry)+C,

ou C est une constante d’intégration et les quantités x;, j = n,c, —, + sont définies par

1 1 1 1
Kp = iF’(m), Ke = §F/(Tc)a k- = §F,(T—), Ky = §F/("”+)-

On remarque que les horizons {r = r1 } sont envoyés aux infinis {x = +o00} par la variable
de RW, z.

On s’intéresse alors a la propagation et la diffusion de champs de Dirac massifs et chargés
dans un tel trou noir. Les champs de Dirac massifs et chargés considérés sont représentés

par des spineurs a quatre composantes 1) appartenant a l’espace de Hilbert
L*(R x S%;CY),
qui satisfont ’équation d’évolution
i) = (' Dy + a(2)Dg2 + b(x)T° + c(z))1p.

Le symbole D, désigne —id, alors que Dg: désigne I'opérateur de Dirac sur S?. Les

potentiels a, b et ¢ sont des fonctions scalaires lisses données en termes de la métrique par

a(z) = F(T), b(x) =my\/F(r) et c(x)= ﬁ,

r r

ou m et g désignent respectivement la masse et la charge des champs de Dirac. Enfin,
les matrices I'', T2, I'® et T'0 apparaissant dans ces équations sont les matrices de Dirac

4 x 4 qui vérifient les relations d’anti-commutativité
T + T9T = 26,514, Vi, j=0,1,2,3.

On montrera qu’il existe des constantes ay, by, c1 et ¢/, telles que les potentiels a, b et ¢

posseédent les asymptotiques suivantes lorsque z — +o0 :
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a(m) = aienix + O(eSKix), a/(w) _ aj:/ij:eﬁix + O(eg,&%)7
b(x) = bpe™** + 0(63/@[90)’ B (x) = byrype™T + O(egﬁim)’

o(x) = cx + L™ 4 0(e™+7),  (x) = 2dpre®™T 4 O(e+T),

_ 9@ _qQ
c_ = — et cy = —.
T_ 7’+

On remarque donc que les potentiels a et b sont de courte portée lorsque x — +oo alors
que ¢ — c_ et ¢ — ¢4 sont respectivement de courte portée lorsque x — —o0 et © — +o0.
Ainsi, la dynamique de comparaison que 1’on choisit a ’horizon des événements est celle
générée par le hamiltonien H_ = T''D, + c_ alors qu’a ’horizon cosmologique on choisit
la dynamique asymptotique générée par le hamiltonien Hy = I''D, + c,.

On définit alors la matrice de diffusion S(\) & une énergie A € R. De plus, comme dans
le premier chapitre, grace a la symétrie sphérique on utilise la décomposition sur les
harmoniques sphériques généralisées pour se ramener & un probléme unidimensionnel et
ainsi définir les matrices de diffusion partielles S(A,n), ou n € N* désigne a nouveau le
moment angulaire. Le but de ce deuxiéme chapitre est alors de montrer que la connaissance
des coefficients de réflexion partiels L(\,n) ou R(A,n) pour une énergie fixée A € R
et pour n € L, ou L est un sous-ensemble de N* satisfaisant la condition de Miintz
Y oner % = 400, détermine de facon unique la métrique g du trou noir.

Dans le dernier chapitre de cette thése nous étudierons un probléeme de diffusion
inverse a énergie fixée sur des variétés de Stéckel de dimension trois ayant la topologie
d’un cylindre torique, satisfaisant la condition de Robertson et possédant une structure
asymptotiquement hyperbolique. Les variétés de Stéckel ont été introduite en 1891 par
Stéckel dans [Sta91] et sont d’un grand intérét dans la théorie de séparation des variables.
En effet, il est connu que la séparabilité additive de 1’équation de Hamilton-Jacobi pour
le flot géodésique sur une variété riemannienne est équivalente au fait que la métrique
soit sous forme de Stéckel. Cependant, pour obtenir la séparabilité multiplicative de
I’équation de Helmholtz qui nous intéresse ici on doit également supposer que la condition
de Robertson est satisfaite. Comme nous le verrons dans ce chapitre, il existe également
des caractérisations intrinséques de la séparabilité des équations de Hamilton-Jacobi
et de Helmholtz en termes de tenseurs de Killing (qui correspondent & des symétries
faibles) ou d’opérateurs de symétries pour l'opérateur de Laplace-Beltrami. On renvoie a
[BCR02a, BCR02b, CR06, Eis34, Eis97, KM82, KM80, KM84, St493] pour d’importantes

contributions dans ce domaine et a [Benl5, Mil88] pour un état de l’art sur ces questions.
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On insiste sur le fait que la description des variétés riemanniennes donnée par Stéckel
est locale. On obtient une description globale de ces variétés en choisissant un systéme
de coordonnées global ce qui justifie 'appelation “variétés de Stéckel” dans notre étude.
On choisit de travailler avec des variétés de Stéickel (M, g) ayant la topologie d’un
cylindre torique. Pour pouvoir définir 'opérateur de diffusion sur ces variétés, on ajoute
alors une structure asymptotiquement hyperbolique, introduite dans [IK14] (voir aussi
[GSB09, JSB00, SB05]), aux deux bouts radiaux de notre cylindre. On peut alors définir
I'opérateur de diffusion S, et ainsi la matrice de diffusion Sy(A) & une énergie fixée A # 0
associée a 1’équation de Helmholtz sur (M, g) qui est 'objet principal de ce travail. La

question que nous posons est alors la suivante :

Est-ce-que la matrice de diffusion Sg(\) a une énergie firée X # 0 détermine de fagon

unique la métrique g de la variété de Stdckel ?

On rappelle que les problemes de diffusion inverse a énergie fixée sur des variétés asymp-
totiquement hyperboliques sont étroitement reliés au probléme de Calderén anisotrope
pour des variétés riemanniennes compactes a bord. L’un des buts de ce chapitre est ainsi
de donner des exemples de variétés pour lesquelles nous sommes en mesure de résoudre le
probléme de diffusion inverse a énergie fixée mais qui ne possédent pas I'une des structures
particulieres pour lesquelles la question de 'unicité pour le probleme Calderén anisotrope
sur des variétés riemanniennes compactes a bord est résolue. On note que le résultat que
nous prouvons ici est un résultat d’unicité. On est également intéressé par I'obtention de
résultats de stabilité c’est-a-dire par I’étude de la continuité de I’application g — Sg(\).
Cette question pourra faire I’objet d’un travail futur.

Plus précisément, on considere des variétés ayant la topologie d’un cylindre torique avec

deux bouts munies d’une carte globale
M= (0,A4),1 x 7-:;22,3537

ou 7;22 L3 = T2 désigne le tore de dimension deux. La variable 2! est la variable radiale
alors que (z2,23) désigne les variables angulaires. On introduit alors une matrice de
Stéckel de taille 3 x 3 de la forme

su(al) sip(a!)  siz(ah)

) sao(z?) sas(z?) |,

) 532(333) 833(903)

[\

S = so1(x

S31 (l‘d
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ou les coefficients s;; sont des fonctions lisses. On munit ainsi M de la métrique rieman-

nienne
g = Hi(dr')? + H3(da?)? + H}(da)?,
avec det(S)
2 _ de .
H’i - gil 7 Vi € {17273}7

ot s'! est le mineur (avec signe) associé au coefficient s;; pour tout i € {1,2,3}. On
remarque que la métrique g est riemannienne si et seulement si le déterminant de la

1521 et 531 ont le méme signe. On note également

matrice de Stéckel S et les mineurs s
que l'application S — g n’est pas injective. Cela nous permettra de choisir n’importe
quel représentant dans la classe d’équivalence décrite par ces invariances de la métrique
et ainsi de faire des hypotheses sur les coefficients de la matrice de Stéckel sans perte de
généralité.

Sur la variété de Stackel (M, g) on est intéressé par I’étude de ’équation de Helmholtz
—A f = N f.

Comme nous ’avons déja mentionné la structure de Stéckel est suffisante pour obtenir
la séparabilité additive de ’équation de Hamilton-Jacobi pour le flot géodésique mais
ne suffit pas pour obtenir la séparabilité multiplicative de I’équation de Helmholtz. En
effet, nous devons également supposer que la condition de Robertson est satisfaite. Cette

condition peut étre définie de la fagon suivante : il existe trois fonctions f;(z'), i € {1, 2, 3},

chacune fonction seulement de la variable z?, telles que

511821831

“aet(S) fifaf3.

Cette condition a également un sens géométrique. En effet, comme cela a été montré par
Einsenhart (voir [Eis34]), la condition de Robertson est satisfaite si et seulement si le
tenseur de Ricci est diagonal :

R;j =0, Vi#j.

Afin de définir la matrice de diffusion a une énergie X\ # 0 fixée associée a 1’équation de
Helmholtz comme dans [IK14], on ajoute une structure asymptotiquement hyperbolique
aux deux bouts radiaux de notre cylindre de Stéckel {z! = 0} et {z! = A}. On rappelle,
qu’une variété riemannienne (M, g) & bord OM est dite asymptotiquement hyperbolique
si sa courbure sectionnelle tend vers —1 au bord. Afin d’obtenir cette structure on ajoute

des conditions sur les composantes de la matrice de Stéckel. La classe des variétés de
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Stéackel que nous étudierons est donc définie par les propriétés suivantes :
e H? >0 pouric€ {1,2,3} (Métrique riemannienne).

o 525(0) = 52;(B), 55;(0) = s5;(B), 53;(0) = 53;(C) et s3;(0) = s3;(C) pour j €
{1,2,3} (Conditions périodiques en les variables angulaires).

« Structure asymptotiquement hyperbolique aux bouts {z! = 0} et {2! = A} (&

l'ordre zéro) :
— En {z! =0} : il existe ¢y > 0 tel que
(@)?s11(2) = [y, s12(2’) = [ et s13(a’) = e,
ou,
[Ley =1+ O((1 + [log(ah)]) 7).
— En {z! = A} : il existe ¢; > 0 tel que
(A—a')sii(z!) = [e, swa(e!) =[Ue et siz(z) = [1e,
ou,
[ey =1+ O((1 +[log(A —z"))779).

On note que 'on doit également ajouter des conditions sur les dérivées des fonctions s1;,
j €{1,2,3}, pour étre dans le cadre de [IK14]. On remarque que sous ces conditions on

peut écrire la métrique ¢ dans un voisinage du bout {z! = 0}, sous la forme

- (dz')? + dQ%-Q + P(x!, 2% 23, dot, da?, da?)
g - (231)2 ’

ou
11 11

S S

A%, = ———(dz?)? +

———(da®)?,
S32 — 833 523 — 522

est une métrique riemannienne sur le 2-tore 72 et P est un terme de reste qui est petit

lorsque ' — 0. Ainsi, & la limite 2! — 0, on voit que

oe (da")? + dO2,
(@)

c’est-a-dire que g est une petite perturbation d’une métrique de type hyperbolique.

Grace a cette structure asymptotiquement hyperbolique on peut suivre la construction
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de la matrice de diffusion a une énergie fixée X\ # 0 associée a 1’équation de Helmholtz,
Sg(A), donnée dans [IK14]. L’objet de ce troisieme chapitre est alors de démontrer que la
connaissance de la matrice de diffusion & une énergie fixée détermine de facon unique la

métrique de la variété de Stéckel considérée (aux obstructions naturelles pres).

Plan de la theése

Chaque chapitre de cette thése a donné lieu a des publications [DGN13, Gob15] et a une
prépublication [Gobl6]. Ces chapitres peuvent étre lus indépendamment et contiennent

leur propre introduction.

Premier chapitre : Probleme inverse local a énergie fixée

Dans le premier chapitre de cette these nous allons étudier un probléeme inverse local a
énergie fixée pour des Variétés Asymptotiquement Hyperboliques et & Symétrie Sphérique.
Le but de ce chapitre sera en effet de démontrer que la connaissance partielle d’un des
coefficients de réflexion a une erreur prés détermine de facon unique la métrique d’une
VAHSS dans un voisinage du bout correspondant au coefficient de réflexion considéré.
De plus, nous montrerons également que si le terme d’erreur est suffisamment petit
nous pouvons méme récupérer la métrique sur toute la variété. Dans un second temps,
nous montrerons que la connaissance partielle du coefficient de transmission & une
certaine erreur pres associée a la connaissance d’un nombre fini mais suffisamment
grand de coefficients de réflexion partiels et a une hypothese technique sur les courbures
sectionnelles permet de déterminer de facon unique la métrique sur toute la VAHSS. Enfin,
nous appliquerons ces résultats au cadre de la Relativité Générale et plus précisément
aux trous noirs de type Reissner-Nordstrom-de Sitter. Les résultats énoncés dans ce
chapitre sont nouveaux puisqu’ils constituent les premiers résultats inverses locaux pour
des problemes inverses métriques.

Le premier point de notre preuve consiste a utiliser la symétrie sphérique du modele afin
de procéder a une décomposition sur une base d’harmoniques sphériques dans le but
de nous ramener & un probléme de dimension un. Etant donnée une énergie A # 0, on
peut ainsi décomposer la matrice de diffusion S(\) en une somme directe de matrices de
diffusion partielles S(\, n) indexée par le moment angulaire n € N*. L’idée fondamentale
de notre preuve réside alors dans 'utilisation d’une méthode de Complexification du
Moment Angulaire. L’idée générale de considérer un moment angulaire complexe prend

sa source dans un travail de Regge (voir [Regh9]) concernant 1’étude de la matrice de
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diffusion pour des opérateurs de Schrédinger dans R? ayant des potentiels & symétrie
sphérique. On renvoie également a [dARG5, New02] pour des ouvrages traitant de cette
méthode. Cet outil a déja été utilisé dans le domaine des problemes inverses pour un
moment angulaire dans [DKN14, DKN15, DN13, DN11, DN15, Ram99] et ’on note qu’il
est également utilisé en physique & hautes énergies (voir [Col77]). Le but de cette méthode
est d’obtenir & partir d’un régime discret de données un régime continu d’informations.
Pour ce faire on procede en trois étapes. On commence par autoriser le moment angulaire a
prendre des valeurs complexes. On étudie alors les propriétés d’analyticité des coefficients
de réflexion L(), z) et R()\, z) par rapport au moment angulaire complexe z := n. Enfin,
égalité sur le plan complexe. La principale nouveauté de ce chapitre par rapport au travail
[DN11], dont nous améliorons le résultat ici, est 'adaptation du célebre Théoreme de
Borg-Marchenko local, connu dans le cadre des problemes inverses pour ’équation de

Schrédinger unidimensionnel, au cadre des problemes inverses avec métriques.

Deuxieme chapitre : Probleme inverse dans des trous noirs

Le deuxiéme chapitre de cette these concerne la résolution d’un probléme de diffusion
inverse a énergie fixée pour des champs de Dirac massifs et chargés dans le cas d’une
géométrie de type trou noir. Plus précisément, le but de ce chapitre est de montrer que la
connaissance partielle d'un des coefficients de réflexion a une énergie fixée détermine de
fagon unique les parametres d’un trou noir de type Reissner-Nordstrom-de Sitter. Ceci
constitue un résultat nouveau par rapport & [DN11] car nous avons ajouté les termes de
masse et de charge et également par rapport & [DN10] (qui traite le cas avec masse et
charge) car nous avons besoin de la connaissance de 'opérateur de diffusion seulement a
une énergie fixée et non pas sur un intervalle d’énergies.

Dans notre preuve, nous utilisons, comme dans [DN11], la symétrie sphérique et la
décomposition sur une base d’harmoniques sphériques pour pouvoir appliquer une méthode
de Complexification du Moment Angulaire & ’aide de résultats d’unicité pour la classe
de Nevanlinna. Plusieurs difficultés se posent lorsque ’on ajoute les termes de masse et
de charge dans I’équation de Dirac. Tout d’abord, il convient de noter que le terme de
charge est & longue portée ce qui oblige a conjuguer 'opérateur (ce qui avait déja été fait
dans [DN10]) pour pouvoir étre dans le cadre de [AKvdMO00] et ainsi définir 'opérateur
de diffusion de fagon stationnaire a ’aide des fonctions de Jost. Dans un second temps,
on cherche & obtenir des asymptotiques en z grand des solutions de Jost (z étant le

complexifié du moment angulaire) mais contrairement & [DN11] ces solutions ne possedent

28



Introduction

pas de développement en série en la variable z. Par conséquent, pour montrer que ces
solutions sont des perturbations de fonctions de Bessel et obtenir les asymptotiques
voulues nous devons utiliser un argument de perturbation ainsi que de bonnes estimations
du noyau de Green. Notons enfin que dans le cas massif, les données de diffusion ne
possedent pas les propriétés de symétries utilisées dans [DN11]. Cette absence de symétrie

a de nombreuses répercussions techniques dans notre preuve.

Troisiéme chapitre : Probléeme inverse a énergie fixée : variétés de Stiackel

Dans le troisiéme chapitre de cette thése nous démontrerons que la connaissance de la
matrice de diffusion a une énergie fixée sur une variété de Stéckel de dimension trois ayant
la topologie d’un cylindre torique, satisfaisant la condition de Robertson et munie d’une
structure asymptotiquement hyperbolique détermine de fagon unique sa métrique. Ce tra-
vail est une généralisation de l'article [DKN14] de Daudé, Kamran et Nicoleau dans lequel
les auteurs répondent a la méme question pour des surfaces de Liouville qui correspondent
aux variétés de Stéckel en dimension deux. Ce cadre est plus complexe géométriquement
que les précédents puisque malgré la présence de symétrie faible (tenseurs de Killing
dont l'existence est équivalente & la séparation des variables) il n’y a pas, a priori, de
symétries fortes (champs de Killing). On rappelle que les problemes de diffusion inverse a
énergie fixée sur des variétés asymptotiquement hyperboliques sont étroitement reliés au
probléme de Calderén anisotrope pour des variétés riemanniennes compactes a bord. L’un
des buts de ce chapitre est ainsi de donner des exemples de variétés pour lesquelles nous
sommes capables de résoudre le probleme de diffusion inverse a énergie fixée mais qui ne
possedent pas I'une des structures particulieres pour lesquelles la question de 'unicité
pour le probléeme de Calderén anisotrope sur des variétés riemanniennes compactes a
bord est résolue.

La clé de ce chapitre consiste a utiliser une nouvelle version de la méthode de Complexifi-
cation du Moment Angulaire qui est cette fois multivariable. En effet, grace a la structure
de variété de Stéckel satisfaisant la condition de Robertson, 1’équation de Helmholtz se
sépare en un systeme de trois équations différentielles ordinaires : une équation radiale
et deux équations angulaires. Ainsi, la matrice de diffusion & énergie fixée peut étre
décomposée en un ensemble de coefficients de diffusion indexé par un ensemble discret
formé de deux moments angulaires qui correspondent aux deuz constantes de séparation.
Dans notre étude on utilise alors une nouvelle version (car multivariable) de la méthode
de Complexification du Moment Angulaire pour deuzr moments angulaires. On insiste

sur le fait que l'on est obligé d’utiliser cette version multivariable (non connue a ce
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jour) car ces deux moments angulaires (qui correspondent également au spectre couplé
d’opérateurs qui commutent) ne sont pas indépendants et ne peuvent pas étre considérés
séparément. On utilise ainsi cette méthode combinée & des résultats d’unicité pour des
fonctions holomorphes de deux variables pour nous permettre d’utiliser le théoreéme de

Borg-Marchenko et ainsi conclure a 'unicité de la métrique.

Liste de publications

Plusieurs publications sont issues de ce travail : un article accepté pour publication dans

une revue internationale :

e T. Daudé, D. Gobin, F. Nicoleau, Local inverse scattering results at fized energy in
spherically symmetric asymptotically hyperbolic manifolds, accepté pour publication

dans Inverse Problems and Imaging, (2016),
un article publié dans une revue internationale :

e D. Gobin, Inverse scattering at fixed energy for massive charged Dirac fields in de
Sitter-Reissner-Nordstrom black holes, Inverse Problems, 31 (5), (2015),

et un article soumis :

e D. Gobin, Inverse scattering at fixed energy on three-dimensional asymptotically
hyperbolic Stickel manifolds, (2016).
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Probleme inverse local a énergie

fixée

Dans ce chapitre reprenant larticle [DGN13], on adapte le célebre résultat d’unicité
locale de Borg-Marchenko, connu dans le cadre des problémes inverses pour I’équation de
Schrodinger unidimensionnelle, afin d’obtenir des résultats d’unicité locale dans le cadre
des problémes inverses métriques. Plus précisément, on considere une classe de variétés a
symétrie sphérique ayant deux bouts asymptotiquement hyperboliques et on étudie les
propriétés de diffusion de champs de Dirac se propageant dans de telles variétés. Grace a
la symétrie sphérique du modele, on sait que la diffusion stationnaire est encodée par une
famille dénombrable d’équations de Dirac unidimensionnelles. Ceci nous permet de définir
les coefficients de transmission T'(\, n) et les coefficients de réflexion L(\,n) et R(\,n)
des champs de Dirac ayant une énergie A et un moment angulaire n. Le résultat principal
de ce chapitre est alors un résultat d’unicité locale. Plus précisément, on prouve qu’a une
énergie fixée A # 0, la connaissance des coefficients de réflexion L(A,n) (respectivement
R(A\,n)) - & une erreur de la forme O(e=2"B) avec B > 0 prés - détermine de facon
unique la métrique dans un voisinage du bout de gauche (respectivement de droite). De
plus, la taille du voisinage dépend de la taille du terme d’erreur. Notre preuve repose
essentiellement sur I'utilisation de la méthode de Complexification du Moment Angulaire

et de résultats d’unicité pour la transformée de Laplace. Dans une derniére partie, nous
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CHAPITRE 1. PROBLEME INVERSE LOCAL A ENERGIE FIXEE

appliquerons ces résultats au cadre de la Relativité Générale et plus précisément aux

trous noirs de type Reissner-Nordstrom-de Sitter.

1.1 Introduction et présentation des résultats

Le but de ce chapitre est d’étendre les résultats d’unicité inverse locale de type Borg-
Marchenko, connus pour I’équation de Schrodinger unidimensionnelle et d’abord obtenus
dans [Sim99] puis améliorés dans [Ben01, GS00, Tes09], au cadre des problémes inverses
métriques. Pour rappel, le Théoreme de Borg-Marchenko peut formellement étre énoncé
de la fagon suivante. On considére deux équations de Schrodinger stationnaires sur R
ayant pour potentiels g; et g et a chacune de ces équations on associe une fonction
de Weyl-Titchmarsh a l’aide de systémes fondamentaux de solutions. Le Théoreéme de
Borg-Marchenko énonce alors que si ces fonctions de Weyl-Titchmarsh coincident les
potentiels sont égaux. Simon a obtenu dans [Sim99] une version locale de ce résultat
qui énonce que les potentiels g1 et go coincident sur |0, af si et seulement si les fonctions
de Weyl-Titchmarsh sont égales a une erreur exponentielle pres dépendante de a. Une
nouvelle preuve élégante de ce résultat a ensuite été donnée par Bennewitz dans [Ben01].
Pour plus de détails sur la définition de ces objets on renvoie le lecteur a la discussion
précédent le Théoreme 1.1.5. Notre but est ainsi ici d’adapter cette derniere preuve dans
le cadre des problemes inverses métriques. Plus précisément, on 1'utilise sur des variétés
courbes de dimension trois ou quatre pour lesquelles I'inconnue - i.e. ’objet que 'on
cherche a déterminer en observant des ondes a 'infini - est la métrique (riemannienne
ou lorentzienne) elle-méme. Nous considérons une classe tres spécifique et simple de
variétés riemanniennes de dimension trois que I’on nomme Variétés Asymptotiquement
Hyperboliques a Symétrie Sphérique, notée VAHSS. Précisément, ces variétés sont décrites
par ’ensemble
=Ry XS5,

équipé de la métrique riemannienne
o =dz* + a(z) % dw?,

ol dw? = (dG2 +sin’ @ dgp2) est la métrique euclidienne sur la sphére de dimension deux

S%. Les hypothéses sur la fonction a(z) - qui détermine entiérement la métrique - sont :

acC*R), a>0, (1.1.1)
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et

a(r) = apeT 4+ 0(e3+T), x — oo,
d(z) = axree™® +0(e37), 1 — Foo.
(1.1.2)

Sous ces hypotheses, (X, 0) est une variété riemannienne a symétrie sphérique avec deux

Jay >0, ky <0, ko >0,

bouts asymptotiquement hyperboliques {z = +oc0}. On note en effet que la métrique o

est alors asymptotiquement une petite perturbation des métriques hyperboliques
_ 2 —2k4x 7, 2
or =dz“+e dwi, x— %00,

ot dw? = 1/(a2%)dw? sont des métriques sur S2. Ainsi, on remarque que la courbure
sectionnelle de o tend vers la constante négative —(r+)? au bout correspondant {x = +oo}.
D’otul le nom de variétés “asymptotiquement hyperboliques” pour ce type de géométrie.
On note que 'on autorise x_ et ky a prendre des valeurs différentes ce qui donne lieu a
des courbures sectionnelles différentes aux deux bouts. On insiste enfin sur le fait que les
VAHSS sont des cas trés particuliers (a cause de ’hypotheése de symétrie sphérique) de la
classe plus vaste des Variétés Asymptotiquement Hyperboliques décrites par exemple
dans [IK14, JSB00, SB05].

Sur la variété (X, 0), on est intéressé par ’étude de la propagation d’ondes (scalaires,
électromagnétiques, de Dirac, ...) et de leur diffusion en temps longs afin de tenter de

répondre & la question suivante :

Peut-on déterminer la métrique en observant ces ondes da l'infini (dans notre modéle les
deuz bouts {x = too})?

On étudie donc comment des champs de Dirac non massifs se propagent et sont diffusés
dans les deux bouts asymptotiquement hyperboliques. On note que 'on s’attend a ce que
nos résultats soient également vrais si I’on remplace I’équation de Dirac par une équation

des ondes. Plus précisément, on considere I’équation de Dirac non-massive

i0p) = Dy, (1.1.3)

ou D, désigne une représentation de l'opérateur de Dirac sur (X,0) et le 2-spineur
solution v appartient & L?(%;C?). Nous allons montrer dans la Section 1.2 qu'il existe
un lien treés simple entre D, et la fonction a(z) apparaissant dans la métrique o. Plus
précisément,

D, = ' D, + a(z)Dg2, (1.1.4)
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CHAPITRE 1. PROBLEME INVERSE LOCAL A ENERGIE FIXEE

ot Dg2 désigne I'opérateur de Dirac intrinseque sur S?, représenté ici par 1’expression

icotf 1
Dg: =12 (D —D 1.1.5
S2 < 6 + 2 ) + SiIl9 ©> ( )
avec Dy = —i0;, Dy = —i0p, D, = —i0, et ol les matrices 2 x 2 de Dirac r,r2rs

vérifient les relations d’anti-commutativité habituelles
I'TY 4+ T = 25;5. (1.1.6)

En raison de la symétrie sphérique du modele et de 'existence d’harmoniques sphériques
généralisées {Yy;} qui “diagonalisent” Dg2, on peut décomposer I'espace de Hilbert des
énergies H = L%(¥; C?) en une somme hilbertienne d’espaces de Hilbert partiels Hy; tels
que les Hy,; soient invariants sous I'action de l'opérateur de Dirac (1.1.4). Plus précisément,
si l'on introduit 'ensemble des indices I = {k € 1/2+Z, l € 1/2+ N, |k| <[}, on a

H= P Hu, Hu=LR;C?® Y,
(k,l)el

et
DY =Dy py,, =T'Dy — (14 1/2)a(2)I.

On note que les opérateurs de Dirac partiels ]D)lgl dépendent uniquement du moment
angulaire 1 +1/2 € N* = N\ {0}. Pour simplifier, on désignera [ + J par n (ce nouveau

parameétre n parcourant I’ensemble des entiers non nuls N*) et on notera
D" =T'D, — na(z)T?, (1.1.7)

pour les opérateurs de Dirac partiels sur les harmoniques sphériques généralisées Yz;. On
est ainsi amené a considérer la restriction de I’équation de Dirac (1.1.3) sur chaque espace
de Hilbert partiel Hy; séparément et a étudier les propriétés de la famille des hamiltoniens
de Dirac unidimensionnels D7, n € N*  pour obtenir des résultats d’analyse spectrale et
de diffusion directe et inverse pour le hamiltonien de Dirac complet D,. Ceci a été fait
dans [DN11] dans un contexte tres similaire (voir également [AKvdMO00, Daul0, DN10]).
On note que les modeles étudiés dans [DN11] (voir aussi [Daul0, DN10]) viennent de la
Relativité Générale. Plus précisément, dans ce travail est étudiée la théorie de la diffusion
directe et inverse pour des champs de Dirac se propageant dans la région extérieure de
trous noirs de type Reissner-Nordstrom-de Sitter. Il s’avere que ces modeéles relativistes

et ceux présentés dans ce chapitre sont équivalents. Ceci est mentionné rapidement dans

34



1.1. Introduction et présentation des résultats

[DN11] et montré rigoureusement dans la Section 1.2. Rappelons brievement les résultats
de théorie spectrale et de diffusion directe et inverse qui nous intéressent. On renvoie a la
Section 1.3 pour plus de détails.

Premierement, le hamiltonien de Dirac D, est autoadjoint sur ’espace de Hilbert H =
L?(%2;C?) et a un spectre absolument continue. En particulier, le spectre purement
ponctuel de D, est vide. Par conséquent, 1’énergie des champs de Dirac non-massifs
ne peut rester emprisonnée dans un sous-ensemble compact de X, i.e. que pour tout

sous-ensemble compact K C R,
. —itDo || —
im 1 (z)e Y| = 0.

En d’autres termes, les champs de Dirac non-massifs diffusent vers les bouts asymptotiques
{x = £oo} de la variété ¥ en temps longs.

Dans un second temps, on établit une théorie de la diffusion directe complete pour D,
sur (3, 0). Pour toute énergie A € R, on désigne la matrice de diffusion a I’énergie A

par S()). Il s’agit d'un opérateur unitaire sur L?(S?; C?) qui posséde une structure de

sy (TN R s
L) Ta(n) ) .

matrice 2 x 2, i.e.

ou 17, Tr sont les opérateurs de transmission et R, L sont les opérateurs de réflexion.
Les premiers mesurent la partie d’un signal d’énergie A\ transmise d’un bout a I'autre
dans une expérience de diffusion alors que les derniers mesurent la partie d’un signal
d’énergie \ réfléchie d’un bout sur lui-méme ({x = —oc} pour L et {z = 400} pour R).
En raison de la symétrie sphérique du modele, 'opérateur de diffusion laisse invariant
tous les espaces de Hilbert partiels Hjy; et peut donc étre décomposé en une somme

hilbertienne d’opérateurs unitaires agissant sur C2. On écrit ainsi

(kl)el
Puisque les opérateurs de Dirac unidimensionnels (1.1.7) dépendent uniquement de
n = 1+ 1/2 € N* les matrices de diffusion partielles Si;(\) dépendent également

uniquement de n. On utilisera ainsi la notation

T(\n) R(A\n
L\n) T(\n) )’

~—

S\ n) = ( (1.1.9)
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Pour tout n € N*, on insiste sur le fait que la matrice de diffusion partielle S(\,n) est
une matrice unitaire qui encode la diffusion stationnaire & une énergie fixée A # 0 sur une
harmonique sphérique généralisée donnée Hy; avec n =1 + 1/2. Comme précédemment
les coefficients de transmission T'(\,n) correspondent & la partie du signal transmise d’un
bout a l'autre alors que les coefficients de réflexion a gauche L(\,n) et a droite R(A,n)
correspondent a la partie du signal réfléchie d’un bout sur lui-méme.

Dans [DN11], Daudé et Nicoleau posent la question de savoir s’il est possible de
déterminer de fagon unique la métrique a partir de la connaissance d’un des opérateurs de
réflexion L(A) ou R(A) & une énergie fixée A # 0. En utilisant essentiellement la méthode
de Complexification du Moment Angulaire (voir [Regh9] pour la premiére apparition de
cette méthode et [Ram99] pour une application a un probléeme de diffusion inverse pour
l'opérateur de Schrodinger), les auteurs répondent positivement a cette question sous des
hypotheses plus faibles. Plus précisément, on énonce ici le résultat de diffusion inverse
prouvé dans [DN11].

Théoreme 1.1.1 (T. Daudé, F. Nicoleau (2011)). Soit ¥ = R x S? une VAHSS équipée

de la métrique riemannienne
o = dz* + a(x)"2dw?,

ot la fonction a(z) vérifie les hypothéses (1.1.1)-(1.1.2). Soit D, = T''D, + a(z)Ds2 une
expression de l’opérateur de Dirac non-massif associé a (3,0). On associe da l'équation
d’évolution i0p) = Dy, ot p € H = L*(2;C?), la famille dénombrable de matrices de
diffusion partielles S(A\,n), ou A € R et n € N*, comme précédemment. On considére

également un sous-ensemble L de N* satisfaisant une condition de Miintz

vl
neLl n
Alors la connaissance de R(A,n) ou L(\,n) pour une énergie firée X # 0 et pour tout

n € L détermine de fagon unique la fonction a(z) (et donc la métrique o) a translation

pres.

Remarque 1.1.2. Notons pour commencer que le résultat précédent n’est pas vrai si A = 0
(voir [DN11], Remark 3.7). Dans [DN11], Theorem 1.1, il est dit que la connaissance des
coefficients de transmission T (A, n) pour une énergie fixée X # 0 et pour tout n € L permet
également de déterminer de fagon unique la fonction a(x) da translation prés. L’ingrédient
principal de la preuve peut étre trouvé dans la Proposition 3.13 de [DN11] qui énonce que
si T(\,n) = T(\,n) pour tout n € L, alors les coefficients de réflexion L(\,n) et L(\,n)
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(respectivement R(\,n) et R(\,n)) coincident d une constante multiplicative prés. La
preuve de ce résultat donnée dans [DN11] est malheureusement incompléte. Ce dernier
point n’est donc pas si clair et pourrait méme étre fauz. Cependant, dans ce chapitre,
voir Proposition 1.7.5, Section 1.7, on prouve que la connaissance des coefficients de
réflexion T'(A\,n) pour tout n € L associée a la connaissance des coefficients de réflexion
L(\, k) pour un nombre fini d’entiers k (dépendant de la taille de a(x)) et a une hypothése
technique sur la courbure sectionnelle aux bouts, détermine de facon unique la fonction
a(x) a translation prés (voir les commentaires avant le Théoréme 1.1.5 et les détails dans
la Section 1.4). La question de savoir si ces hypothéses supplémentaires sont nécessaires

reste @ ce jour ouverte.

Pour des Variétés Asymptotiquement Hyperboliques (notées VAH) sans symétries
particulieres, des résultats de diffusion directe et inverse pour des ondes scalaires ont été
prouvés par Joshi et S& Barreto dans [JSB0O0], par S& Barreto dans [SB05], par Guillarmou
et S& Barreto dans [GSB08, GSB09] et par Isozaki et Kurylev dans [IK14]. Dans [JSB00],
il est montré que les asymptotiques de la métrique d’une VAH sont déterminées de fagon
unique (a isométrie pres) par la matrice de diffusion S(\) & une énergie fixée X\ en dehors
d’un sous-ensemble discret de R. Dans [SB05], il est prouvé que la métrique d’'une VAH
est déterminée de fagon unique (& isométrie pres) par la matrice de diffusion S(A) pour
tout A € R en dehors d’un certain sous-espace. Des résultats similaires ont été obtenus
récemment dans [IK14] pour une classe encore plus générale de VAH. Dans [GSB09] il
est prouvé que pour des variétés de type Einstein connexes conformément compactes
de dimension paire n + 1 la matrice de diffusion a I’énergie n sur un sous-ensemble
ouvert de son bord conforme détermine de fagon unique la variété a isométrie pres.
On mentionne également le travail [Mar09] de Marazzi dans lequel 'auteur étudie le
probleme de diffusion inverse pour I’équation de Schrédinger stationnaire sur une variété
conformément compacte ayant pour courbure sectionnelle —a? au bord avec un potentiel
régulier ne s’annulant pas sur ce bord. L’auteur montre alors que la connaissance de la
matrice de diffusion a deux énergies fixées A1 et A, A1 # A2, dans un bon sous-ensemble
de C, détermine de fagon unique « ainsi que les séries de Taylor du potentiel et de la
métrique au bord. Enfin, mentionnons également [BP11] dans lequel un probléme inverse
a partir des résonances est étudié dans une certaine sous-classe de VAH.

Les résultats de diffusion inverse de ce chapitre sont locaux par nature et dans le
méme esprit que les travaux [Ben01, GS00, Sim99, Tes09]. En effet, au lieu de supposer
la connaissance exacte d’un des opérateurs de réflexion, on suppose que I'un d’eux est

connu a une erreur pres (voir ci-dessous). En utilisant les propriétés d’analyticité des
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coefficients de réflexion L(\, z) et R(\, z) par rapport au moment angulaire complexe
z et quelques résultats d’analyticité bien connus sur la transformée de Laplace (voir

[Horll, Sim99]), on est en mesure d’obtenir 'amélioration suivante du résultat précédent.

Théoreme 1.1.3. Soient (X,0) et (X,5) deur VAHSS. On note a(x) et a(x) les deux

fonctions radiales définissant les métriques o et 6. On définit

A:/Ra(x)dx et A:/Rd(x)dx,

ainsi que les difféeomorphismes

g: R — (0,4) g: R — (0,4)
r g(x):[ma(s)ds ¢t x — gz :[md(s)ds'

On note également h =g~ : (0,A) - R et h =g~ :(0,A) = R leur difféomorphismes
réciproques. Comme précédemment, on définit S(\,n) et S(\,n) les matrices de diffusion
partielles correspondantes. Soient X\ # 0 une énergie fixée et 0 < B < min (A4, fl). Alors

les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L) =Ln) +0(e2F), n— +oo. (1.1.10)
(i) TkeZ, alw)=a (x + 'T) Vo < h(B) = h(B) - ""7”

De facon symétrique, les assertions suivantes sont également équivalentes :

(i) R(\n)=R(An)+0 (), n— oo, (1.1.11)
(iv) 3k€Z, a(x) :a(:wT), Vr > h(A — B) :B(A—B)—%”.

Les résultats précédents énoncent que la connaissance partielle des coefficients de réflexion
dans le sens de (1.1.10) ou (1.1.11) permet de déterminer de fagon unique la métrique
o dans des voisinages des deux bouts {x = +oo}. La taille des voisinages dépend de
la taille des termes d’erreurs dans (1.1.10) - (1.1.11). Bien stir, h(B) (respectivement
h(A — B)) dépend de la métrique a(x) qui est a priori inconnue, mais il n’est pas difficile
de prouver en utilisant (1.1.2) que h(B) ~ -LlogB quand B — 0 et de méme que
h(A— B) ~ —ﬁ log(A — B) lorsque B — A. On insiste également sur le fait que les
“gravités de surface” x4 peuvent étre explicitement retrouvée a partir des asymptotiques
de L(A\,n) ou R(A\,n), n — +oo (voir [DN11], Theorem 4.22).
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Comme conséquence du résultat précédent, on obtient immédiatement le résultat
d’unicité globale suivant pour la métrique d’'une VAHSS. Ce résultat améliore le résultat

obtenu dans [DN11] et énoncé dans le Théoreme 1.1.1.

Corollaire 1.1.4. Supposons que pour un C' > min(A, A) donné et A # 0 une énergie

fixée, l'une des assertions suivantes soit vérifiée :

(i) LOn) =LAn)+0(e72C), n— too.

(i) R(\n)=R(\n)+0 (), n— +oo.
Alors, il existe k € Z tel que a(x) = a (:U + ky”) pour tout x € R.

Démonstration. Traitons par exemple le cas (i) et supposons que A < A. D’aprés notre

hypothese, pour tout B < A, on a
LA n) =L\ n) +0 (7).

Ainsi le Théoréme 1.1.3 implique que a(z) = a (:U + %’T), pour tout < h(B). Le résultat
suit alors en faisant tendre B vers A et en utilisant que )%imA h(X) = 400. On note que
N

l'on obtient également que A = A. O

On propose une interprétation possible du résultat d’unicité locale énoncé dans le
Théoreme 1.1.3. Considérons par exemple les coefficients de réflexion L(\,n) et rappelons
qu’ils encodent ’expérience de diffusion suivante : une onde avec une énergie \ est envoyée
d’'un bout {x = —oo} et évolue sur une VAHSS. L(A,n) mesure alors la partie de cette
onde qui est réfléchie sur le méme bout {x = —oco} dans un futur lointain. Notre résultat

_Q”B), alors la

affirme que si 'on connait L(\,n) & une erreur pres de la forme O (e
métrique est déterminée de fagon unique dans un voisinage de {x = —oo}, la taille du
voisinage dépendant de la constante B définissant le terme d’erreur. On peut alors en
déduire que, sous nos hypothéses, 'onde envoyée de {x = —oo} n’a pas le temps de
voyager dans toute la variété avant d’étre mesurée & nouveau dans le bout {z = —c0}.
Ceci explique de facon heuristique pourquoi la connaissance partielle des coefficients de
réflexion L(A,n), dans le sens précis donné par nos hypothéses, n’est pas suffisant pour
déterminer entierement la métrique.

Enfin, lorsque I'on utilise les coefficients de transmission comme point de départ de
notre probléeme inverse, on obtient un résultat différent par nature de celui obtenu avec

les coefficients de réflexion. En effet, on obtient un résultat d’unicité globale. Notons que -
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comme mentionné dans la Remarque 1.1.2 - on ne suppose pas seulement la connaissance
des coefficients de transmission & une erreur pres, mais également que les coeflficients de
réflexion L(\, k) et L(\, k) sont égaux pour un nombre fini (dépendant de la taille des
deux métriques qui sont a priori inconnues) d’entiers k et que les courbures sectionnelles
K+ vérifient une hypothese technique, pour obtenir ce résultat d’unicité globale.

Expliquons pourquoi cette condition d’égalité des coefficients de réflexion pour un nombre
fini d’entiers est vraiment nécessaire. On renvoie le lecteur a [F'Y05] pour plus de détails
sur les notions de fonctions caractéristiques et de Weyl-Titchmarsh pour un probleme
de Sturm-Liouville singulier utilisées ci-dessous. Dans la Section 1.3, nous montrerons
que U'inverse du coefficient de transmission T'(A, z), (on autorise le moment angulaire n a
étre un nombre complexe z ici), n’est rien d’autre que la fonction caractéristique d(X, z)

associée a I’équation de Sturm-Liouville singuliere sur (0, A) :

Y+ q(X)y = 22y, (1.1.12)
ou \2 /(2)
a \x
X) = A
et

X:/_g;a(t)dt et A:/Ra(a:)dac,

avec certaines conditions de bords singulieres. On note en passant que la connaissance
du potentiel ¢(X) est équivalente & la connaissance de la métrique a(z) & un certain
changement de variable pres. Il est bien connu (voir [F'Y05], Theorem 3.6) que la fonction
caractéristique d(\, z) (et ainsi de fagon équivalente les coefficients de transmission 7T'(A, z))
ne contient pas assez d’informations pour déterminer de fagon unique le potentiel g(X).
Pour avoir un espoir de déterminer de fagcon unique le potentiel, on suppose en général
qu'une seconde fonction caractéristique A(), z) associée a ’équation de Sturm-Liouville
singuliere (1.1.12) avec des conditions de bords singulieres différentes est connue. Cette

seconde fonction caractéristique est donnée ici (avec nos notations) par :
A(N z) = —izars(\, 2). (1.1.13)

Le quotient de ces deux fonctions caractéristiques définie (au signe pres) ce que 'on
appelle la fonction de Weyl-Titchmarsh généralisée (WT), M (), z), associée a (1.1.12) :
d(\, 2) 1ari(A 2) 1

M@, z) = AN 2) T iz ars3(A, z) iz L(\ 2) (1.1.14)
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Un résultat de type Borg-Marchenko a alors été prouvé dans [FY05], Theorem 3.3. Ce
résultat affirme que la connaissance de la fonction de WT, M (), z), pour tout z € C
permet de déterminer de fagon unique le potentiel ¢(X). En réalité, grace a la méthode
de Complexification du Moment Angulaire, il suffit de connaitre M (A, n) pour tout n
parcourant un ensemble infini d’entiers satisfaisant une condition de Miintz (voir [DN11],
Theorem 1.1). Il est également montré dans [FY05], Theorem 3.6, qu’il est suffisant de
connaitre deux suites infinies de zéros des fonctions caractéristiques d(\, z) et A(), z)
(qui correspondent a deux spectres différents pour (1.1.12)) pour déterminer le potentiel.
On insiste sur le fait que le Théoréme suivant est en réalité une amélioration des résultats
inverses spectraux précédents. On montre en effet qu’il est suffisant de connaitre d(\,n)
pour n grand (a une erreur pres) et A(\, k) seulement pour un nombre fini d’entiers,
(respectivement de connaitre T'(A,n) pour n grand a une erreur pres et L(A, k) pour un
nombre fini d’entiers k) afin de déterminer de fagon unique le potentiel ¢ (respectivement
la métrique a). On note que, ce nombre fini d’entiers peut dépendre de la métrique que

I’on cherche a déterminer et qui est donc a priori inconnue.

Théoreme 1.1.5. Soient (X,0) et (X,5) deux VAHSS. Supposons que

1 1 1 1
—+ — <0 et —+ — <0,
R4 K_— R4 KR_—

et que pour une énergie fivée A # 0 et un certain B > max (A, [l),
T(\n)=T(\n)+0 (e_Q"B) ,  n— +oo. (1.1.15)

Supposons également que
LK) = L)\ k), (1.1.16)

pour un nombre fini mais suffisamment grand (dépendant des métriques o et &) d’indices

k € N. Alors il existe une constante o € R telle que
a(z) = a(r + a).
Par conséquent, les deur VAHSS (3,0) et (X,5) coincident a une isométrie preés.

Faisons quelques commentaires sur ce résultat. Pour commencer, fournissons une
raison heuristique pour laquelle nous n’obtenons pas un résultat d’unicité locale lorsque
I’on suppose connus les coefficients de transmission & une erreur prés. Ces coefficients

mesurent - par définition - la partie d’une onde transmise d’un bout, disons {z = —c0},
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a lautre bout {x = +o00}. Dans notre cas, quand les VAHSS ont seulement deux bouts,
I’onde transmise a ainsi le temps de se propager dans toute la variété. Il est donc naturel
que les coefficients de transmission encodent foute I'information de la VAHSS.
Dans un second temps, on rappelle que les asymptotiques des coefficients de transmission
lorsque n tend vers l'infini ont été calculées dans [DN11]. Précisément, on a, lorsque
n — 400,

| T\ n) |~ C e, | T(A\n)|~C e

Ainsi, la condition sur B dans le Théoreme 1.1.5 ne peut pas étre plus faible que
B> %max(A, [1) On note alors que l'assertion (1.1.15) implique immédiatement que
A = A grace aux asymptotiques précédentes. On insiste enfin sur le fait que 1’obtention
d’un résultat d’unicité globale dans le cas olt 1 max(4, A) < B < max(A, A) reste une
question encore ouverte.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la Section 1.2, on rappelle comment
obtenir I’équation de Dirac sur une variété courbe et on utilise ce formalisme pour obtenir
une représentation de I'opérateur de Dirac non-massif sur une VAHSS. Dans la Section
1.3, on rappelle les principaux résultats de [DN11] ot une description complete de la
diffusion stationnaire correspondant aux champs de Dirac non-massifs évoluant sur une
VAHSS a été obtenue. Dans la Section 1.4, on prouve nos principaux résultats a savoir
le Théoréeme 1.1.3 et le Théoreme 1.1.5. Dans la Section 1.5 on propose une application
de nos résultats d’unicité locale sur les VAHSS dans le contexte des trous noirs de
type Reissner-Nordstrom-de Sitter. Dans la Section 1.6 on donne une reformulation
des hypotheses (1.1.10), (1.1.11) et (1.1.15), n’utilisant pas la décomposition sur les
harmoniques sphériques généralisées, en termes d’estimations sur les opérateurs de
réflexion et de transmission globaux vus comme des opérateurs sur L2(S?). Enfin, dans

la Section 1.7 on propose un Addendum a propos du coeflicient de transmission.

1.2 Modele

Puisque I’équation de Dirac est une équation relativiste, on préfere travailler directement

sur une variété lorentzienne de dimension quatre (M, ) définie par
M =R; x X,

et munie de la métrique

T:dt2—a,
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ou (X, 0) est la VAHSS que 'on souhaite étudier. On rappelle ci-dessous comment établir
I’équation de Dirac non-massive sur de telles variétés de dimension quatre et on obtient

une représentation de cette équation que ’on met sous la forme hamiltonienne générique

i0pp = Drap.

Nous verrons dans la Remarque 1.2.1 que cette procédure fournit une forme équivalente

de I’équation de Dirac sans masse

Zat¢ = DO’¢7

que 'on aurait obtenue est travaillant sur la variété riemannienne de dimension trois
(X,0). En d’autres termes, les opérateurs de Dirac D, et D, que I'on obtient avec ces
deux formalismes sont unitairement équivalents. On préfere cependant travailler du point
de vue relativiste puisque 1’on est également intéressé par ’application de nos résultats a
des espaces-temps venant de la Relativité Générale et plus précisément a des trous noirs

comme nous le verrons dans la Section 1.5.

1.2.1 Formalisme pour I’équation de Dirac sans masse

Pour établir ’équation de Dirac sans masse dans un espace-temps courbe de dimension
quatre M équipé d’une métrique lorentzienne 7 de signature (1, —1, —1, —1), on utilise le
formalisme de base orthonormale de Cartan comme expliqué par exemple dans [CP82]
ou dans un cadre plus relativiste dans [Nic95]. On note {e4}a—0,1,2,3 une base de Lorentz
locale, i.e. un ensemble de champs de vecteurs satisfaisant 7(e4,ep) = nap oU Nap =
diag(1,—1,—1,—1) est la métrique de Lorentz plate. On note également {eA}A:(),l,Zg
Pensemble des 1-formes duales de la base {e4}. Les lettres latines A, B désignent dans
ce qui suit les indices correspondant a la base de Lorentz locale, alors que les lettres
grecques p, v désignent les indices des coordonnées de ’espace-temps de dimension quatre.

L’équation de Dirac sans masse prend alors la forme générique suivante
D¢ = 4404 +Ta)p =0. (1.2.1)
Ici, les 44 sont les matrices de Dirac qui satisfont les relations d’anti-commutativité
{74, 78} = y49P + 4844 = 298, (1.2.2)
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Les opérateurs différentiels 04 sont donnés en termes d’opérateurs différentiels locaux par
0a = e’j‘f)u et les I' 4 sont les composantes de la connexion spinorielle I' = T° a6t = I'dxt
dans la base locale de Lorentz. Pour dériver ces dernieres, on commence par calculer
la 1-forme wap = wapudz* = fa pce® alaide de la premiére équation structurelle de

Cartan et de la condition d’anti-symétrie
de? + wAB nNeBP =0, wip= T}ACWCB = —WRA. (1.2.3)

On se sert ici de la convention de sommation d’Einstein et on utilise la métrique plate
nap ou son inverse n*8 pour monter ou descendre les indices latins. Avec cette définition,

la connexion spinorielle I' est définie par

1 1 1
I = sy lwas = 7'y wap = 949" fapoe®. (1.2.4)

1.2.2 Equation de Dirac sur une VAHSS

On utilise a présent le formalisme précédent pour établir ’équation de Dirac sans masse

sur la variété lorentzienne (M, 7) donnée par
M =Ry x Ry x S,

et
T =dt? —da? — a(z) 72 (d92 + sin? 9dcp2> ,

ou
acC*R), a>0.

La symétrie sphérique de la métrique nous ameéne & un choix naturel de base de Lorentz

locale ()
a(x
e0 =0, e =0, ex=ua(x)dy, e3= sin@aw' (1.2.5)
Les 1-formes duales sont alors données par
sin 0

e =dt, el =dz, e =a(x)lds, = de, (1.2.6)

a(x)

A

et les dérivées extérieures des e sont

d ()

a(x)

de® =0, de' =0, de*= e Nel, ded = eSnel —a(z)cotfed A e
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En utilisant (1.2.3), on obtient alors

d'(z) a'(z)
W =wh =% =0 wh= a(2) e, wh= a(2) e, w’h = —a(x)cothe?,
ou de fagon équivalente
!/ /
wp1 = wo2 = wo3z = 0, wu:_a(x)e , w13:_a($)e ., wyg = a(x)cotfed.
(x) a(z)
On en déduit que
1 4B ( a'(z) 4 2) 2 ( a'(z) 1 3, a(x)cotld , 3) 3
F = — = — e — _
17 wan 20 )T T T T )
= Tael (1.2.7)

L’équation de Dirac sans masse 74(94 +T'4)¢ = 0 sur (M, 7) prend ainsi la forme

[7”& + '8y ++2 (a(x)&c) - ;;((i)) 7172)

3 (a(z) a'(r) 4 5, a(@)cott o 4 _
T (sin&aw_Qa(a:)’yfy +277>]¢_0’

ou, en utilisant (1.2.2),

!
Y00 + 410, + a(x) ((39 - Cow) 7+ Lo 73> - a(x)vl] ¢ = 0.

2 sinf a(x)

On peut se débarrasser de certains potentiels en considérant des spineurs a poids

Y = a(z) Lo (1.2.8)

En effet, ¢ satisfait alors ’équation

0 1 _ Cow) 2 1 3)} _
v 0+ é?z—i—a(w)((ag 5 )7 —|—Sin98¢fy P = 0.

On met finalement cette équation sous forme hamiltonienne. Le spineur ¢ satisfait alors

Zaﬂ/’ = ID)¢7
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ou l'opérateur de Dirac D est donné par

icot 6 1
D =+°y'D, + a(z) KDH + ) Y°v* + —D"?|,
2 sin 0

et
D, = —i0y, Dy=—idy, Dy=—id,.

Introduisons maintenant quelques notations. On note

A partir de (1.2.2), il est clair que les matrices de Dirac I'',I'2, T' satisfont les relations

d’anti-commutativité habituelles
(T, 19} = 26,5, Vi, j=1,2,3. (1.2.9)

On choisit les représentations suivantes pour les matrices de Dirac

1 1 :
F1:<0 01>, F2:<(1)0>, r3:<0,é>. (1.2.10)
— —i

On note également

i cot 0 1
Dg» = T2 <D9+ZCO )+r3

1.2.11
sing ¥’ ( )

qui est une expression de 'opérateur de Dirac intrinseque sur S?. Avec ces notations,

I’équation de Dirac sans masse sur (M, 7) prend la forme hamiltonienne suivante

i0pp =Dy, ot D=T'D, + a(x)Dg. (1.2.12)

Remarque 1.2.1. Considérons la variété riemannienne ¥ = Ry X Sgw équipée de la
métrique o = dr®+a(x) " 2dw? ou dw? désigne la métrique euclidienne sur S®. En utilisant
le formalisme de base orthogonale de Cartan décrit précédemment, on peut associer a

(3, 0) un opérateur de Dirac D, et considérer ’équation de Dirac associée
10 = Dgap, (1.2.13)

ot 1 est donné par (1.2.8).
L’équation de Dirac (1.2.13) est celle obtenue si l’on adopte le point de vue de Schrodinger,

c’est-a-dire si l’on considere ’évolution de champs de Dirac sur la variété riemannienne

46



1.3. Diffusion stationnaire

(X,0). D’un autre coté, l’équation de Dirac (1.2.12) est celle que l’on obtient si l’on
adopte le point de vue relativiste, c’est-a-dire qu’elle est l’équation de Dirac naturelle
associée d la variété lorentzienne de dimension quatre (M =Ry x X, 7 = dt* — 7). Ces
deuz points de vue sont équivalents en ce sens que les opérateurs de Dirac correspondants
D et D, sont unitairement équivalents. Ceci peut également étre vu par un calcul direct.

A chaque point de (X, 0), on associe la base orthonormale locale

a(z)
sinf *

e1=20;, ey=ua(x)dy, e3=

On note que les champs de vecteurs {ea}a=123 vérifient o(ea,ep) = dap 0 dap =
diag(1,1,1) est la métrique riemannienne plate en dimension trois. On suit a présent la
méme procédure que précédemment (en introduisant toujours le spineur d poids (1.2.8))

et on obtient alors ’équation de Dirac suivante

0w =DY, D=1, +aw) [? (Do+ 57 ) 40P,
2 sin 0
ot les matrices de Dirac v',v2,v> vérifient la formule d’anti-commutativité (1.2.9). On
conclut ainsi que les équations de Dirac (1.2.12) et (1.2.13) différent uniquement d’un
choix de représentations équivalentes des matrices de Dirac satisfaisant (1.2.9). 1l est
cependant connu que ces deux choix de représentations meénent a des opérateurs de Dirac

unitairement équivalents.

1.3 Diffusion stationnaire

Dans cette Section, on rappelle la construction stationnaire des matrices de diffusion
S(A,n) pour une énergie fixée A € R et pour des moments angulaires n € N* (on renvoie
a [AKvdMOO] et [DN11] pour plus de détails). On commence par considérer les solutions
stationnaires de ’'Equation (1.2.12) restreinte a chaque harmonique sphérique spinorielle

a poids, i.e. les solutions de
[T'D, —na(x)T?Y = X\, Vn € N*. (1.3.1)

Pour A € R, on définit la solution de Jost a gauche Fr(x, A, n) et la solution de Jost

a droite Fr(x, A\,n) comme étant les matrices 2 x 2 solutions de (1.3.1) satisfaisant les
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asymptotiques suivantes

Fr(z, A\n) = T (I, +0(1), z— +oo, (1.3.2)
Fr(z,An) = ¢TIy +0(1), z— —oc. (1.3.3)

De (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3), il est facile de déduire que ces solutions (si elles existent)

doivent satisfaire les équations intégrales

) +oo .
Fr(x,\,n) = el inFl/ e_zrl’\(y_z)a(y)FQFL(y,)\,n)dy, (1.3.4)
Fr(x,\,n) = ™A 4! / e_iﬂ)‘(y_x)a(y)FQFR(y, A, n)dy. (1.3.5)

Puisque le potentiel a appartient & L!'(R), on peut montrer par récurrence que les

équations intégrales (1.3.4) et (1.3.5) ont une unique solution et que
+oo z
IFue dm)l < 7O et Faa A m) < e O,

Puisque les solutions de Jost sont des matrices fondamentales de (1.3.1), il existe une
matrice 2 x 2 notée Ar (A, n) telle que Fr(z,A\,n) = Fr(z,A\,n) A(A\,n). De (1.3.3) et

(1.3.4), on déduit 'expression suivante de Ar (A, n)

Ar(\n) =1, — infl/ e_irlAya(y)FQFL(y7 A, n)dy. (1.3.6)
R

De plus, la matrice A (X, n) vérifie 'égalité suivante (voir [AKvdMO00], Proposition 2.2)
A (A, n)TYAL (A n) =T, VAeR, VneNl. (1.3.7)

On note que, en utilisant la notation

(1.3.8)

AL()\,TL) _ < aLl(/\,n) GLQ()\,TL) ) ’

arz(A,n) ara(A,n
Pégalité (1.3.7) peut étre réécrite en composantes sous la forme

a1 (A, n)? = larz(A,n)|? 1
|GL4()\,TL)’2 — ]aLg(/\,n)\Q = 1, (1.3.9)
0

ar1(A,n)arz(A,n) —arz(A,n)ars(A,n) =

)
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Les matrices Az (X, n) encodent toute information de diffusion de 'Equation (1.3.1). En

particulier, il est montré dans [AKvdMO00] que la matrice de diffusion S(A,n) possede la

représentation
soun) = [ LA EQ.n) (1.3.10)
’ L(\n) T(\n) )’ o
. 1 n) = _CLLQ()\,TL) n) — aLg(/\,n)
T(\n) = 7@131()\’”), R(\,n) = 76%1()\,71)’ L(\,n) 7aL1()\,n)' (1.3.11)

Remarque 1.3.1. On déduit de (1.3.4) que si l'on introduit le nouveau potentiel a(x) =

a(x + ¢) alors les solutions de Jost associées satisfont
Fr(z, \n) = Fp(z+ ¢\, n)e*irlk. (1.3.12)
Ainsi, il suit de (1.3.6) que
Ap(\n) = eirl’\cAL(A,n)e_ipl)‘c, (1.3.13)
et done, en utilisant (1.8.10) et (1.3.11), on conclut que
S\, n) = TG\, n)e A, (1.3.14)

Ainsi,

( T(\n) R(An) ) _ < T(An) e R(An) ) (1.3.15)

L(\n) T(\n) e~ 2XL(\n)  T(\n)

Les coefficients de transmission T'(\,n) sont donc invariants par translations radiales du
potentiel a, alors que les coefficients de réflexion L(\,n) et R(\,n) sont invariants par
lensemble des translations radiales définies par a(z) = a (x + ky”) oukeZetXA#0.

En suivant une idée originale due a Regge [Regh9], nous autorisons le moment angulaire
n € N a prendre des valeurs complexes z et nous étudions les propriétés d’analyticité
des données de diffusion par rapport a cette variable z € C. Plus précisément, il est
montré dans [DN11] que l'on peut définir pour z € C, les solutions de Jost Ff(z, A, z) et

Fgr(x, A, z) qui sont les uniques solutions de I’équation stationnaire
T'D, — za(2)?]Y = \p, 2z €C, (1.3.16)
satisfaisant respectivement les asymptotiques (1.3.2) et (1.3.3). De méme, on peut définir
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la matrice Ar (A, z) pour tout z € C. Toutes ces fonctions a valeurs matricielles sont
analytiques en la variable complexe z € C. On résume leurs propriétés dans le Lemme

suivant.

Lemme 1.3.2. (i) Soit A = / a(x)dx. Alors
R

lar1(A, 2)|, lara(A, z)|] < cosh(Alz]), VzeC, (1.3.17)
laza(X, 2)|, |ars(A, 2)| < sinh(A|z]), VzeC. (1.3.18)

(ii) Les fonctions arp1(\, z) et aps(X, z) sont entiéres et paires en z alors que les fonctions

ara(\, z) et aps(\, z) sont entiéres et impaires en z. De plus, elles satisfont les symétries

aLl()\,z) = CLL4(>\,Z), vz eC, (1.3.19)
CLLQ()\,Z) = CLL3(>\,2), Vz € C. (1.3.20)

(iii) Les relations suivantes sont vérifiées pour tout z € C

aLl()\,z)aLl()\,E) —aL3(/\,Z)aL3()\, 5) = 1, (1.3.21)
ara(\, 2)apa(N 2) —ara (N, 2)ar2 (N, z2) = 1. (1.3.22)
Pour le moment, on a montré que les composantes de la matrice Ar (), z) sont des

fonctions entieéres et de type exponentiel en la variable z. Plus précisément, de (1.3.17) et
(1.3.18), on déduit que

lar;(\ 2)| < el vzec, j=1,..,4. (1.3.23)

En utilisant les relations (1.3.21)-(1.3.22) et les propriétés de parité des ar;(X, z), on peut
améliorer ces estimations en utilisant le Théoréme de Phragmén-Lindel6f (voir [DN11],
Lemma 3.4.).

Lemme 1.3.3. Soit A € R fizée. Alors, pour tout z € C,
laz; (A, 2)] < eMFGI G =1, 4, (1.3.24)

Il suit du Lemme 1.3.3 que les fonctions z — ar;(A,2) appartiennent a la classe de
Nevanlinna N(2) sur le demi-plan de droite 2 = {z € C, Re(z) > 0}. On insiste sur le
fait que cette propriété est un des points clés de la preuve du Théoréme 1.1.1 donnée

dans [DN11]. On rappelle ici la définition de cet ensemble de fonctions (voir par exemple
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[Rud87)).

Définition 1.3.1. La classe de Nevanlinna N(Q) est définie comme étant ’ensemble

des fonctions analytiques f(z) sur Q satisfaisant l’estimation

s 1— i
sup / In" |f e’
o<r<1J—n 1+ reww

ot InT(z) = In(x) siln(x) >0 et InT(x) =0 si In(z) < 0.

dy < 00,

On peut alors utiliser le résultat suivant, prouvé implicitement dans [Ram99], pour

obtenir que les applications z — ar;(A, z) appartiennent a la classe de Nevanlinna.

Proposition 1.3.4. Soit f € H() une fonction holomorphe sur Q satisfaisant
f(2)] < CetBel®) vz e,

ou A et C sont deux constantes. Alors f € N(§2).

De facon similaire, si ’on utilise les notations
)

Fr(z, )\, z) = ( fra(@, A 2)  fra(a, A, 2) >

fL3(x7>\72) fL4($7)\7Z)

FR<1',)\, Z) _ ( le(CU,)\,Z) ng(x,/\, z) > 7

fR3(xa)\7'z) fR4($a)\>z)
on obtient les estimations correspondantes pour les solutions de Jost fr;(z, A, 2) et
frj(x, A\, z) pour j =1,...,4.

Lemme 1.3.5. Pour tout j = 1,..,4 et pour tout x € R,

f1i (@, A, 2)| < C elFe@N )T alo)ds (1.3.25)
(@, A, 2)] < €PN ol (1.3.26)

Enfin, nous aurons besoin plus tard d’un développement asymptotique des données
de diffusion lorsque le moment angulaire z — 400, z réel. Le point clé pour obtenir
ces asymptotiques facilement consiste en un changement de variable X = g(z), appelé

transformation de Liouville, qui est précisé ici. Définissons

X = g(z) = / alt) dt. (1.3.27)

—0o0

51



CHAPITRE 1. PROBLEME INVERSE LOCAL A ENERGIE FIXEE

Clairement, puisque a est strictement positive et continue, g : R —]0, A[ est un C'-

difféomorphisme ou

A:/Ra(t) dt. (1.3.28)

Dans ce qui suit, on désigne par h = ¢! le difféomorphisme inverse de g et on utilise la

0
notation f'(X) / (X). On définit également pour j = 1,...,4, et pour X €]0, A,

T X
Fi(X, A 2) = fri(h(X), ), 2), (1.3.29)

9;(X, N, 2) = fri(RM(X), A, 2). (1.3.30)

On observe enfin que, dans la variable X, le Lemme 1.3.5 peut étre écrit de la fagon

suivante : il existe une constante C' > 0 telle que
V2> 0, [fi(X,\2)] <CefUY) et gi(X, A\ 2)| < Ce*X. (1.3.31)

L’intérét d’introduire la variable X réside dans le fait que les composantes f;(X, A, z) et
9 (X, A, z) des solutions de Jost satisfont des équations différentielles de Sturm-Liouville
singuliéres en cette variable. Dans ces équations le moment angulaire complexe z joue le

role de parameétre spectral. Précisément, on peut démontrer le Lemme suivant.

Lemme 1.3.6. Pour j = 1,2, fj(X, ), 2) et g;(X, A, z) satisfont sur |0, A] I’équation de
Sturm-Liouville
Y+ a(X)y = 2%y, (1.3.32)

alors que, pour j = 3,4, f;(X,\, z) et g;(X, A, 2) satisfont sur |0, A Uéquation de Sturm-

Liouville

y' +a(X)y = 2°y, (1.3.33)

ot le potentiel

)\2 /
g(X) = N2H(X)? — iAn(X) = L)
a=\T a

posseéde les asymptotiques

w_ A2 A
X)——=0(1), X—=0 bl wWwo = — +i— 1.3.34
0X) =5 =00), X 50, o wo= i (1334
Wy . )\2 . >\
X)— =0(1), X—>A = — —. 1.3.35
q( ) (A — X)z ( ) ’ - y oUWy ’63_ + Z/ﬁl.,. ( )

Le Lemme 1.3.6 suggere que les solutions de Jost f; et g; peuvent étre construite comme
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des perturbations de fonctions de Bessel modifiées I,,(2(A — X)) et I,(2X) pour u et v
bien choisis. Ceci est fait en détails dans [DN11]. En utilisant cette construction ainsi
que le développement asymptotique bien connu des fonctions de Bessel modifiées, les
asymptotiques pour z grand des données de diffusion ar;(A, z) ont été calculées dans

[DN11]. Plus précisément, on obtient les asymptotiques suivantes.

Théoreme 1.3.7. On pose
vy =——i— et pu_=_-+i—. (1.3.36)
K

1. Pour X €]0,A[ fizé et z € Sy ou Sy = {2 € C, |arg(z)| < 0} pour un 0 < 6 < 3
donné, les solutions de Jost f1(X, A, z) et ga2(X, A, z) vérifient

i\

277+ H+>n+ .
X, A, = e I'(1 - it
fl( Z) \/% ( at ( U+)Z

x e*(A=X) (1 +0 C)) , (1.3.37)

C2TH RO\ TR k2N
QQ(X, )‘7 Z) = 1 \/% (CL> F(l 7#*) z"=

1
x e X (1 +0 (z>) . (1.3.38)
2. Pour les données de diffusion ar1(\, z) et arz(A, z), on a

v+ () ) G- 2r(e)
LA = on a a_ 2 K- 2 Ky
' 1

i = & (2 (121
» @_M('jﬁﬂl) ~ (1v0(2)).
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3. Pour les coefficients de diffusion T(\, z) et L(\, z), on a

Nous allons préciser dans le Lemme 1.7.3 "asymptotique (1.3.39) sur tout le plan complexe
C en utilisant les résultats obtenus par Freiling et Yurko dans [FY05]. En effet, notre
Equation (1.3.32) entre exactement dans le cadre de leur travail dans lequel une fonction
de Weyl-Titchmarsh généralisée est construite pour de telles équations singulieres. Nous
rappelons ici brievement quelques fait basiques & ce propos et pour simplifier la lecture
nous commengons par établir un dictionnaire entre les notations de [F'Y05] et notre cadre.
Dans [FY05], Equation (2.1), Freiling et Yurko consideérent I’équation différentielle

suivante :

—y"(z) + Q(x)y(x) = M\y(x), =€ (0,T), (1.3.41)
ou le potentiel Q(x) possede des singularités quadratiques aux bouts de U'intervalle :

w1

Q(x)wﬂ x—0 et Q(x)wm,

— T. 1.3.42
: (13.42)

On remarque alors que ’Equation (1.3.32) entre exactement dans ce cadre ou A dans
(1.3.41) doit étre remplacé par —z2, x € (0,T) par X € (0, A) et Q(z) par —g(X). On en
déduit alors que wy = —w_ et wy; = wy. Ainsi, les parametres j;, qui apparaissent dans

[FY05] sont donnés dans notre cadre par :

iA A A A
K_ K_ R4 R4

et les fonctions Sj,, définies dans [F'Y05] sont ici données par :

S o= @Az, Sn = (X \2),

Si o= A(XAz), S» = éfg(X,)\,z). (1.3.44)
En utilisant ([DN11], Lemma 4.2), on voit que la paire (S19, S2), (respectivement la
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paire (S11,.521)), forme un systéme fondamental de solutions de I'Equation (1.3.32).
Leur Wronskien vérifient W (S, S20) = 1 et W(S11,.521) = 1. En suivant [FY05], Egs
(3.2)-(3.3) avec a; = az = 0, la premiére fonction caractéristique A(A, z) est alors définie
par

AN z) =W (S11,510) = W(f1,01) = —iz ars(A, 2), (1.3.45)

ol on a utilisé [DN11], page 39, pour obtenir la derniére égalité. De méme, 'autre fonction
caractéristique d(\, z), (voir [FY05], pages 1564-1566) est définie par :

d(), ) = W (Sh1, Sao) = éW(fl,gg) — ari (M 2). (1.3.46)

Finalement la fonction de WT généralisée est définie par

M), z) = — = — . (1.3.47)

En conclusion, la connaissance du coefficient de réflexion L (respectivement du coefficient
de transmission T') dans notre cadre est équivalente a la connaissance de la fonction de

Weyl-Titchmarsh (respectivement de la fonction caractéristique) dans le cadre de [F'Y05].

1.4 Preuves des résultats principaux

1.4.1 Preuve du Théoréme 1.1.3, (i) = (ii).

On suppose que
L(An) =L\ n)+0 (e7F), 1 — too.

La premieére étape consiste a étendre ces asymptotiques (valides pour n entier tendant
vers +00) aux z — +00 (z réel et positif). Pour ce faire nous allons utiliser des résultats
d’unicité bien connus sur la transformée de Laplace donnés dans [Horll, Sim99].

On commence par rappeler un résultat élémentaire pour des fonctions de la variable
complexe appartenant a la classe de Hardy. Pour rappel (voir par exemple [Lev96],
Lecture 19) la classe de Hardy H_% est I’ensemble des fonctions analytiques F' sur le
demi-plan de droite 2 = {z € C, Re(z) > 0}, satisfaisant la condition

sup/ |F(z + iy)|* dy < oo, (1.4.1)
x>0 JR
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et équipé de la norme

%
17l = (sup [ | F@+in) P dy)”. (1.4.2)

Le Théoreme de Paley-Wiener affirme qu'une fonction F' appartient a ’espace de Hardy

H? si et seulement si il existe une fonction f € L?(0,+00) telle que

1 o0
F :—/ TRf)dt, VzeQ. 1.4.3
()= | e swar, v (1.43)
De plus, on a
IE = [1f1£2(0,00)- (1.4.4)

On rappelle également un résultat d’unicité pour la transformée de Laplace donné dans

[Hor11], Prop. 2.4. (voir aussi [Sim99] pour une version continue) :

Proposition 1.4.1. Soit f € L'(0,a). Si pour tout € > 0,

/ ) dt = O(e™ ™17 p— +oo,
0

alors f =0 p.p.
On utilise alors les résultats précédents pour démontrer la Proposition suivante.

Proposition 1.4.2. Soit F' une fonction dans la classe de Hardy H?r Supposons que
pour un certain B >0, on ait F(n) = O (e‘B"), n — 400, (n entier). Alors,

|F(z)| < _IEL e PR vy e Q. (1.4.5)

V4mRe(2)

Démonstration. D’aprés le Théoreme de Paley-Wiener, il existe une fonction f apparte-
nant a L%(0,+00) telle que

F(z) = L /+oo e Ff(t)dt, YzeQ.
V2 Jo

Etant donné n € N, on a donc

/ Y et p (1)t = 3RF(n) - / T et byt
0

B
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De plus, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

+o00
/ e " f(t)dt <

oo —2nt %
([ etat) il
B B
1

e—2nB
N 2n

—nB 1

\/7”f”L2(0 +00)*

= e

On a donc obtenu que

/+Oo
B

e " f(t)dt =

2
) 1l 22(0,400)

O ().

Finalement, en utilisant notre hypothese on obtient,

B
/ e " f(t)dt =
0

VarF(n) — /

e " f(t) dt
B

= V2rF(n)+0 (67"3) =0 <67"B>

et a fortiori, pour tout € > 0, on a

B
/ e F()dt =
0

@) (e_”B(l_e)) )

Ainsi d’apres la Proposition 1.4.1, f = 0 presque partout que (0, B). En utilisant a

nouveau (1.4.3), I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis (1.4.4) on obtient pour tout z € €,

1

[F(2)| = f

IN

IN

7= (b

1 ( ¢—2BRe(2)

[ ”f()’
N / o—tRe(2)

1
_QtRe(Z)dt> Hf||L2(U:+°°)

f(t)|dt

5
) 1 £1 2 (0,4-00)
—_——

V2T QRG(Z)
=[|F||
1
= e ||
47TR

qui est bien l'inégalité (1.4.5) recherchée.

O]

On énonce a présent une conséquence immédiate (pouvant certainement étre améliorée)

o7



CHAPITRE 1. PROBLEME INVERSE LOCAL A ENERGIE FIXEE

du résultat précédent qui nous permet de passer du régime discret au régime continue.
Plus précisément, ce résultat nous permet de passer des asymptotiques pour n entier

tendant vers +oo aux asymptotiques pour z réel tendant vers +oo.

Proposition 1.4.3. Supposons que les coefficients de réflexion L(\,n) et L(\, n) satisfont
pour un certain 0 < B < min(A4, A),

L(\,n)=L\n)+0 (672RB) , n— 400, n entier.

Alors
LA\ z)=L(\2)+0 (\/Ee_2zB) , z— 400, z réel (1.4.6)

Démonstration. Pour commencer rappelons que

. aLg()\,n) o = n) — &L3()"n)
LOwn) = (A et Lwn) = 22, (1.4.7)

En utilisant le premier point du Lemme 1.3.2, on obtient, par hypothese, que si I’on pose
G(n) = lags(A\,n)ar1(\,n) —ars(A,n)ari(A,n)l,

alors il existe une constante C' telle que

ar3(A,n) ars(A,n)

Gn) = lapit(A,n)ari(An -
() = la(man(hm) (2200 - ST
< C|aL1()\,n)&L1(A,n)|e*2”B
< CenA 6nA672nB
— Cen(AJrAfQB).
Autrement dit,
arz(A,n)ari (A, n) —ars(A,n)ari(A,n) =0 (en(AJrA_QB)) : (1.4.8)

Pour z € €, on pose

aLg()\, Z)dLl()\, Z) — &Lg(/\, z)aLl ()\, Z) e—Z(A-i—A)

Fz) = z+1

(1.4.9)

La fonction F est alors holomorphe sur 2 d’apres le Lemme 1.3.2 et, d’aprés le Lemme
1.3.3, 0on a

(1.4.10)
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Ainsi, pour tout z > 0,

4
F(z+iy)’dy < /—,d
[P riplay < [ oy

4
= [ —— 4
/R(a:+1)2+y2y

4

d .
/Rl_i_y2y<oo

On en déduit que F € H_% et de plus, d’apres 'estimation (1.4.8), il existe une constante

C telle que
e A+A-2B) _
|Pxn)|§ CLAAAAAAAAE—n@LhM < Cv€—2nB7
n+1

c’est-a-dire que F(n) = O (6*2”3).

Ainsi, en utilisant & présent la Proposition 1.4.2, on obtient que
F(z)=0 (Z_%G_ZZB) ,  z— +oo.
Finalement, pour z > 0, on remarque que

(z 4+ l)eZ(AJFA)
aLl(A,Z)dLl(A,Z)

L\ z)— L\ 2) = (1.4.11)

et 'on conclut en utilisant ’asymptotique (1.3.39). O

Ceci conclut la premiere étape de notre preuve du Théoreme 1.1.3, (i) = (i7). La seconde
étape consiste en une adaptation de la stratégie utilisée pour prouver le Théoreme de Borg-
Marchenko local dans [Sim99, Ben01] pour les opérateurs de Schrodinger unidimensionnels
a notre cadre d’opérateurs de Dirac sur une VAHSS. Cette stratégie est relativement
proche de celle utilisée dans [DN11] pour prouver le Théoréme 1.1, elle-méme inspirée
par [FY05]. On introduit pour X €]0, B[ la matrice

P(X.A2) = ( Pi(X, )\ z2) Pa(X, A z2) >

Ps(X,\,z) Pi(X,\ z)

définie par
P(X, )\, z) Fr(h(X),\,z) = Fr(h(X),\, 2), (1.4.12)

ou Fr = (frk) et Fr=( ka) sont les solutions de Jost & droite associées respectivement

a a(x) et a(z).
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Notre but est a présent de montrer que les applications z — Pj(X, A, 2), j € {1,2,3,4},
sont constantes sur le plan complexe. Pour simplifier les notations, pour £ = 1,...,4, on

pose comme précédemment :

En utilisant le fait que det(Fg) = 1 et det(Fg) = 1, on obtient les égalités suivantes

(pour alléger les notations on omet volontairement le nom des variables) :

{ Pi(X,\z) =  g1G1— 92 33 (1.4.13)

P2(X7)‘72) = — 01 §2+ 9291-

De (1.4.13) et des propriétés d’analyticité des fonctions de Jost, on déduit que, pour
J = 1,2, les applications z — P;(X, A, z) sont analytiques sur C et de type exponentiel
d’apres le Lemme 1.3.5. De plus, toujours d’apres le Lemme 1.3.5, ces applications sont
bornées sur I’axe imaginaire pur iR.

L’objectif est maintenant de montrer que, pour j = 1, ..., 4, les applications z — P;(X, A, 2)
sont également bornées sur I’axe réel. Notons que, par symétrie, il est suffisant de montrer
que les applications z — P;j(X, A, z) sont bornées pour j = 1 et j = 2. Pour ce faire,
nous allons commencer par procéder & des transformations algébriques élémentaires sur
P;(X, A, z). Puisque

Fr(x,\ z) = Fr(x,\,2)AL(), 2)

et
FL(:U, A\ z) = FR(:U, A, z)[lL()\, z),

on a pour z > 0 :

fi = giar1 + gears,

fz = gsar1 — gaars.

On obtient alors facilement pour z > 0 :

g1 = fl _L()‘7Z)g27
a£,1

B o= - L\
ari
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Ainsi,

Pl(X7 )‘7 Z) = glg4 792._{]‘3
= (fl - (/\7 2)92) §4 — g2 <~f3 - z/()‘7 Z)§4>
ari ari

= (LA 2) = L(A, 2))g290 + (flg“ - f392> .

arl ar1

On sait, d’apres le Lemme 1.3.5, que, pour j = 1, ..., 4, il existe une constante réelle C tel

que pour tout z réel strictement positif

Ifi(X, A 2)] < Ce*(A=X),
HX N 2)] < Certd=X),
9;(X, N, 2)] < Ce*¥,
3;(X, X, 2)] < CeX

De plus, d’apres le Théoreme 1.3.7, si z est réel assez grand il existe également une
constante C telle que
laza(\, 2)| = Ce?®

ainsi qu'une constante C' telle que
lara(\, 2)| = Ce.
De ceci ’'on déduit que les applications

Z'_>f194 ot Z|_>]i392’

ari ari

sont bornées sur RT et ceci pour tout X €]0, B[ fixé. De plus, d’apres le Lemme 1.3.5,

I’hypothese et la Proposition 1.4.3, il existe une constante C telle que l'on a
(LA, 2) — LA, 2)) g2(X, X, 2)3a(X, N, 2)| < Cy/ze 22 (B=X), (1.4.14)

Ainsi, ce terme est borné lorsque z — 400 pour tout X €]0, B[. Finalement on a montré

que, pour tout X €]0, BJ fixé, I'application z — Py (X, \, z) est bornée sur R*.
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De méme, on a

(1.4.15)
ari ari

By(X,A,2) = (LA 2) = L(%,2)) g2 + (@” - fg) ,

et en utilisant les mémes arguments que précédemment, on obtient que pour tout X €]0, B
fixé, 2 — P»(X, ), 2) est bornée sur RT.

Nous allons & présent conclure en suivant le raisonnement de [DN11]. Tout d’abord par
parité/imparité on obtient que, pour j = 1,...,4, les applications z — P;(X, A, z) sont
bornées sur R pour tout X €]0, B[. En rappelant que ces applications sont également
bornées sur ’axe imaginaire pur iR et qu’elles sont de type exponentiel, nous pouvons
appliquer le Théoréme de Phragmén-Lindel6f (voir [Boa54], Thm 1.4.2.) sur chaque cadran
du plan complexe. Ceci nous permet de conclure que, pour j = 1,...,4, les applications
z +— P;j(X, A, z) sont bornées sur chacun de ces cadrans et donc sur C pour tout X €]0, B.
Ainsi, d’apres le Théoreme de Liouville et grace & un argument de continuité en la variable

X, on obtient que
Pij(X, )\ z) =Pj(X,)\0), VzeC, VX €0,B]. (1.4.16)

Revenons a présent a la définition de P(X, A, z) pour z = 0. On commence par remarquer,
par définition des fonctions de Jost, que Fr(z, A,0) = e ot de méme que FR(JJ, A 0) =

e Ainsi, on déduit de (1.4.12) que, pour tout X €]0, B],
P(X,\,0) = eABE)=h(X), (1.4.17)
Ainsi, en injectant (1.4.16) et (1.4.17) dans (1.4.12) on obtient pour tout X €]0, B] :

{ BXAz) = NP (X ) 2), L)

73X, A\, 2) = ei)‘(i‘(X)_h(X))gg(X,)\,z).

D’apres le Lemme 4.2 de [DN11], W(g1,g92) = W (g1, g2) = iz. Ainsi, un calcul simple

donne :
e2ZAWX)=h(X)) — 1. (1.4.19)

Donc, par un argument standard de continuité et connexité, on obtient qu’il existe k € Z
tel que
VX €]o, B]. (1.4.20)

Notons que, dans le cas particulier X = B, on obtient h(B) = h(B) + kT” En dérivant
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(1.4.20) par rapport a X, on obtient

1 1
Zhx) ey "X E0Bl (1.4.21)

et, en utilisant a nouveau (1.4.20), on obtient Iexistence de k € Z tel que

k
a(zx) =a (:1: + ;) , V€] — oo, h(B)]. (1.4.22)
Ceci acheve de démontrer I'implication (i) = (i7) du Théoreme 1.1.3. O

1.4.2 Preuve du Théoréme 1.1.3, (ii) = (i).

Supposons qu’il existe k € Z tel que a(z) = a (w + %”), Vz < h(B). Il découle alors

. N k
immédiatement de la définition des difféomorphismes h et h, que h(B) = h(B) + 777 De
plus, si 'on pose a(z) = a (ac + k{), Vx € R, en utilisant (1.3.15), on voit que,

L\ n) = e 235 L\, n) = L\ n). (1.4.23)

Ainsi, il suffit de prouver I'implication (i) = (i) dans le cas kK = 0. Commengons par un

Lemme évident.

Lemme 1.4.4. Supposons que a(z) = a(z), Yz < h(B) = h(B). Alors

a_ =a- et K- =Fk_ (1.4.24)
et
gi(X, N 2)=g;(X,\2), VX<B, Vj=1,...,4. (1.4.25)
Démonstration. 1. Ce résultat est immédiat d’apres I'égalité (1.1.2).

2. On utilise, en plus de 'hypothese, 'unicité de la solution de ’équation différentielle
(1.3.5) vérifiant les asymptotiques fournies par les fonctions de Jost.
O

Etant donné que
Fr(z,\,n) = Fr(z,\,n)Ar(\,n),

on a en particulier
fl (X) )‘7 Z) = aLl()\v Z)gl (X7 )‘7 Z) + U’L3()\7 Z)QQ(Xv )‘7 Z)
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et ainsi par définition de L(\,2) = %,
X, A
XA 2) =g (X, A\, 2) + L(\, 2)g2(X, A, 2). (1.4.26)
a'Ll()‘a Z)

De méme, en utilisant le (1.4.25), on obtient pour tout X €]0, B],

fl(X, )\, Z)

- =g (X, \2) +l~}()\, 2)g2(X, A, z). (1.4.27)
ari(\, z)

D’apres 'asymptotique (1.3.38), pour z > 0 assez grand, g2(X, A, z) # 0. Ainsi, pour de
tels z et pour X €]0, B], on obtient

L2 — L) = & (fl - fl) .

g2 \ar1 ar

A présent, en utilisant le Théoréme 1.3.7, on obtient facilement 1’existence d’une constante
C telle que :

ez(AfX) ez(AfX) Coux

- + yi =2Ce .

621

|L(\, 2) — L(\, 2)| < Ce™*X (

eZ
On a donc montré que
L(A\2) = L(\2) =0 (e7#X), vX €0, B].

On acheve alors la preuve en prenant X = B. O

1.4.3 Preuve du Théoréme 1.1.3, (iii) < (iv).

Le résultat d’unicité locale pour le coefficient de réflexion R(\,n) est une conséquence
du résultat obtenu pour le coefficient de réflexion L(\,n) apres avoir effectué le bon
changement de potentiel. Etant donné un potentiel a, on considére le potentiel défini
pour tout z € R par a*(x) = a(—=x). En utilisant les équations intégrales (1.3.4) et (1.3.5)

et les asymptotiques prescrites a l’infini des fonctions de Jost on obtient :

{F,;@,A,n) = Fr(- (1.4.28)

Z, _)\7 _n)7
Ff(z,\,n) = Fr(—x,—\,—n).
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Or, nous savons que Fr(z,\,n) = Fr(x,\,n)Ar(\,n) et de méme que Ff(z,\,n) =
Fr(xz, A, n)Aj (A, n), donc en utilisant (1.4.28) on a

Fi(e, A m)Aj(\n) = Ff

Ainsi, A% (\,n) = A1 (=), —n), c’est-a-dire

( aj (A n) ajqy(An) ) _ < ars(—X\,—n)  —apa(—X,—n) )

ajz(A,n)  ajs(An) —ar3(—A,—n) apri(—=A,—n)

On peut alors obtenir, en utilisant cette égalité et le Lemme 1.3.2, le coefficient de
réflexion a droite correspondant au potentiel a* en fonction du coefficient de réflexion a

gauche correspondant au potentiel a par le calcul suivant :

R*(A\,n) = ——2==—_"—~

Rappelons que, dans le Théoréme 1.1.3, étant donné B €]0, min(A, A)[, nous avons

montré I’équivalence des assertions suivantes :
(i) LOun)=L(\n)+ O (7).

_km

(i) Fkez, a(:c):d($+), Vo <h(B)=h(B) -

En posant comme on 'a fait a*(z) = a(—z), pour tout z € R, d’aprés notre calcul
précédent, on a L(\,n) = —R*(=\,n) et de méme L(\,n) = —R*(—\,n). On obtient
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alors I’équivalence

L(\n) = L(\n) + 0 (e72)
& RY(=A\n) =R (-\n)+0(eF). (1.4.29)

D’autre part, puisque a*(xz) = a(—z) pour tout x € R, on a, si a(z) = a (a: + %”) sur

| — 00, b], pour tout = < b :

a*(—z) = a(x)

Ainsi, en changeant x en —z dans a*, on obtient I’équivalence suivante :

donc, en appliquant A* on obtient —b = h*(A — ¢(b)) et en prenant b = h(B) on a

—h(B) = h*(A — B). On obtient alors les équivalences suivantes :

a(x)=d<:v+k/\7r>, v:cgh(B):iL(B)_’%“
& a*(r) =a" <x— k;), Ve > —h(B) = —h(B)+k77T

Finalement, en utilisant cette derniére équivalence, ’équivalence (1.4.29) ainsi que I’équi-

valence (i) < (i7), on obtient :
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R(—)\,n) = R(—)\’ n) +0 (e—QnB>

s3keZ, al)=a(o- ), Yoz h(4-B) =h(A-B)- .
Enfin, en changeant A en son opposé, on obtient bien I’équivalence (iii) < (iv). O

1.4.4 Preuve du Théoréme 1.1.5.

Supposons que
T(A,n) =T(\n)+0 (e2F),

avec B > max(A,fl). D’apres les asymptotiques données par le Théoreme 1.3.7 cette
hypothese implique que A = A. Ainsi, en utilisant cette égalité, le Théoreme 1.3.7 et

notre hypotheése on obtient

ari(An) —api(An) = api(An)ari(A,n) (dm 1%”) “ )

= 0 (e_Qn(B_A)) )

Considérons a présent pour z € €, ’application

ari(A, z) —ari(A, Z)G_ZA

F(z) = P

Comme nous ’avons vu précédemment, F' est dans l’espace de Hardy H_% et F(n) =
0] (e_(QB_A)”). D’apres la Proposition 1.4.2, on a de plus

IF —@B-ar
|F(2)] < ————e( ¢z Vze Q. (1.4.30)
v4rRez

Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout z > 0,
lari (X, 2) — a1 (\, 2)| = |F(2)]]2 + 1]e*4 < Cy/ze B4,

L’application z — f(2) := ar1()\,2) — ar1(A, 2) est donc bornée sur R et par parité
des applications z — ari(\, 2) et z +— ar1(A, z) elle est en réalité bornée sur R. De plus,
cette application est de type exponentiel (voir Théoréeme 1.3.7) et bornée sur iR (voir

Lemme 1.3.3). Le Théoréme de Phragmén-Lindelof, appliqué dans chacun des quatre

67



CHAPITRE 1. PROBLEME INVERSE LOCAL A ENERGIE FIXEE

cadrans du plan complexe, implique alors que f est bornée sur C. Ainsi, d’apres le
Théoreme de Liouville, f(z) = f(0) = 0 pour tout z € C, autrement dit pour tout
z€C,ar1(N z) =ar1(A, z). On conclut alors la preuve du Théoréme 1.1.5 en utilisant
la Proposition 1.7.5. O

1.5 Application aux trous noirs de type RN-dS

Dans cette Section, on adapte le résultat d’unicité local précédent au cadre de la Relativité
Générale et plus précisément a des trous noirs de type Reissner-Nordstrém-de Sitter.
On rappelle que le lien entre de tels trous noirs et les VAHSS a déja été donné dans
[DN11]. En considérant la diffusion de champs de Dirac non-massifs évoluant dans la
région extérieure d’un trou noir de type RN-dS, nous allons montrer que la connaissance
partielle d'un des coefficients de réflexion (1.1.10) - (1.1.11) correspondant ne détermine
pas seulement la métrique du trou noir dans un voisinage de I’horizon des événements ou
de I’horizon cosmologique (voir les définitions plus bas), mais détermine en réalité toute
la métrique. Ceci est di au fait que la métrique d’un trou noir de type RN-dS ne dépend
uniquement que de trois parametres - la masse et la charge électrique du trou noir ainsi
que la constante cosmologique positive de I'univers - qui peuvent étre déduit de la forme

explicite de la métrique dans les voisinages des horizons.

1.5.1 Trous noirs de type Reissner-Nordstrom-de Sitter

On renvoie le lecteur au livre de Wald [Wal84] pour plus de détails au sujet des trous noirs.
Nous rappelons ici les faits essentiels donnés dans [DN10, DN11] concernant les trous
noirs de type Reissner-Nordstrom-de Sitter (RN-dS). On note que ces trous noirs feront
également 1’objet du chapitre suivant et que leur description y sera largement rappelée.
Tout d’abord, les trous noirs de type RN-dS sont des solutions a symétrie sphérique et
électriquement chargées des équations de Einstein-Maxwell. Dans les coordonnées de
Schwarzschild, la région extérieure d’un trou noir de type RN-dS est décrite par la variété

de dimension quatre M = Ry x|r_,r4 [rng,cp équipée de la métrique lorentzienne
7= F(r)dt* — F(r)"tdr? — r*(d6* + sin® 0 dp?), (1.5.1)

ou

(1.5.2)



1.5. Application aux trous noirs de type RN-dS

Les constantes M > 0 et ) € R apparaissant dans (1.5.2) sont respectivement interprétées
comme étant la masse et la charge électrique du trou noir alors que A > 0 désigne la
constante cosmologique de I'univers. On suppose ici que la fonction F'(r) possede trois
racines positives simples 0 < r, < r— < r4 et une racine négative r, < 0. Ceci est
toujours vrai si 'on suppose par exemple que Q2 < %M 2 et que AM? est assez petit
(voir [Lak79]). La spheére {r = r.} est appelée I'horizon de Cauchy alors que les spheres
{r =r_} et {r = ry} désignent respectivement I’horizon des événements et I’horizon
cosmologique. Ces horizons apparaissant comme des singularités de la métrique (1.5.1)
sont en réalité dues a notre choix de coordonnées. En d’autres termes, en utilisant un
systéme de coordonnées approprié, ces horizons peuvent étre vue comme des hypersurfaces
régulieres qui peuvent étre traversées dans un sens mais requiert une vitesse plus grande
que la vitesse de la lumiére pour étre traversées dans 'autre sens. C’est pourquoi elle
sont nommées des horizons.

Dans ce qui suit, nous allons considérer la région extérieure du trou noir, c’est-a-dire la
région {r_ < r < ry} située entre 'horizon des événements et I’horizon cosmologique.
On note que la fonction F est positive dans cette région. Le point de vue implicitement
adopté ici est celui d’un observateur statique situé loin des horizons du trou noir.
On pense typiquement & un télescope situé sur Terre visant le trou noir ou ’horizon
cosmologique. On voit ces observateurs comme vivant sur des lignes d’univers {r = ro}
avec r_ << rg << ry. La variable ¢t correspond alors a la vraie perception du temps.
Du point de vue de nos observateurs statiques, les horizons sont vus comme les limites
observables de I'univers. Ceci peut étre plus facilement compris si I’on remarque que
les horizons ne peuvent jamais étre traversés en un temps fini ¢ par des géodésiques
rentrantes ou sortantes, ces géodésiques étant les trajectoires des rayons lumineux émis
radialement par rapport au trou noir ou a I’horizon cosmologique. Ces deux horizons
sont donc percus comme des régions asymptotiques par nos observateurs statiques.
Plut6t que de travailler avec la variable radiale r nous faisons le choix de décrire la région
extérieure du trou noir a ’aide de la variable radiale de Regge-Wheeler (RW) qui est
plus naturelle lorsque 'on étudie des propriétés de diffusion de champs. La variable de

RW, z, est définie implicitement par fil—f = F~1(r), ou explicitement par

1
x:mln(r—rn)—i-

1 1
In(r —re) + 5—In(r—r_) + —1n(ry —r) + ¢, (1.5.3)

2K, 2K_ 2K

ou c est une constante d’intégration et les quantités x;, j = n,c, —, + sont définies par
1 / 1 / 1 / 1 /
K = §F (rn), Ke= §F (re), ko = §F (r-), Ky = §F (ry). (1.5.4)
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Les constantes k_ > 0 et k4 < 0 sont respectivement appelées les gravités de surfaces de
I’horizon des événements et de I’horizon cosmologique. On note grace a (1.5.3) que les
horizons {r = r4} sont envoyés aux infinis {x = +oo} par la variable de RW. On note
également que les géodésiques radiales entrantes et sortantes deviennent des lignes droites
{z = £t} dans ce nouveau systéme de coordonnées. Ceci fournit une fagon naturelle
de définir les données de diffusion simplement en suivant les définitions usuelles dans

I’espace-temps de Minkowski.

1.5.2 Equation de Dirac dans un trou noir de type RN-dS

Nous considérons des champs de Dirac non-massifs se propageant dans la région extérieure
d’un trou noir de type RN-dS. On renvoie a [Mel03, Nic95] pour une étude détaillée de
cette équation dans ce contexte incluant une théorie complete de la diffusion dépendante
du temps. Nous allons utiliser I’expression de cette équation utilisée dans ces travaux
comme point de départ de notre étude. Ainsi, les champs de Dirac non-massifs considérés
sont représentés par des spineurs 1 a deux composantes appartenant a ’espace de Hilbert

L?(R x S?; C?) et satisfaisant 1’équation d’évolution
B = (rlpgg + a(x)]D)Sz)w. (1.5.5)

Le symbole D, représente —i0, alors que Dg2 désigne I'opérateur de Dirac sur S? qui, en
coordonnées sphériques, prend la forme (1.2.11). Le potentiel a est une fonction scalaire

lisse donnée en termes de la métrique (1.5.1)-(1.5.2) par
a(x) = ——, (1.5.6)

ou r(z) est le diffomorphisme inverse de (1.5.3). Il est montré dans [DN11] que le potentiel
a vérifie les hypotheses (1.1.2). Enfin, les matrices I'!, T'? et '3 apparaissant dans (1.5.5)
et (1.2.11) sont les matrices de Dirac 2 x 2 usuelles qui satisfont les relations d’anti-
commutativité (1.2.9). Comme précédemment, nous allons travailler avec la représentation

suivante de ces matrices

F1:10 F2:01 r3:0i.
0o -1 )’ 1 0)° —i 0

L’équation de Dirac sans masse dans la région extérieure d’un trou noir de type RN-dS

peut ainsi étre mise sous la méme forme que I’équation de Dirac sans masse sur une
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VAHSS étudiée dans les Sections précédentes. On peut donc définir les coefficients de
transmission T'(\,n) et les coefficients de réflexion L(\,n) et R(A,n) pour une énergie
fixée A € R et pour tout moment angulaire n € N* comme précédemment. De plus, le
Théoreme 1.1.3 reste valide dans ce nouveau cadre. En utilisant la forme particuliere du
potentiel a donnée dans (1.5.6), on peut cependant légérement améliorer ces résultats

dans ce cas.

1.5.3 Unicité des parametres

Théoreme 1.5.1. En utilisant les notations du Théoréme 1.1.5, les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) LOn) =L\ n)+ O ().

(i) R(\n)=R(O\n)+ O ().

(i) M=M, Q*=Q* et A=A,
. . km
(iv) JkeZ, alz)=a x+7 , VxzekR
Démonstration. La premier point de la preuve consiste a montrer que la connaissance du
potentiel a sur | — 0o, b], o1 b € R, nous permet de déterminer M, Q2 et A en utilisant la
méthode de [DN11] p. 43-44. On rappelle que
F(r) 1 2M  @Q* A

a*(x) =

r

ou r = r(x) est I'inverse du difféomorphisme de Regge-Wheeler. Pour démontrer le

résultat voulu on introduit I'opérateur différentiel B suivant :

1 d  ,d

B = — = _—
a’(x) dx "

dr’

car g—; = F(r). En utilisant la notation B2 = B o B, etc..., un calcul immédiat donne

2 6M 4Q?

B(a?) = -Z _
(a”) 7“+ r2 r3
12M 12 Q?
B*? = 2- 1.5.8
(a?) e (1.5.8)
24 Q?
B3(a?) = 12 M — Q, (1.5.9)
T
BY(a?®) = 24 Q% (1.5.10)
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On pose a présent T = x + %’r et on utilise (1.4.22). On remarque alors que pour tout

x €] —00,b] :

On applique cet opérateur différentiel a I'égalité @(%)? = a(x)?, pour tout x €] — oo, b].
Pour simplifier les notations on pose 7 = 7(Z) et » = r(x). En utilisant (1.5.10) et (1.5.9),

on obtient successivement, pour tout x €] — 0o, b] :

Q2

0?
M- M

= —— :=F.
2092

<=
I
S =

En utilisant (1.5.8), on obtient alors

M+ M . M — M + 2Q°E
LE:(M—EQQ)E: 2

0. 1.5.11
2 T ( )

On déduit donc de (1.5.11) que E = 0, puisque M, M > 0. On a ainsi montré que M = M
et r = 7 sur | — oo, b]. En utilisant & présent (1.5.7), on obtient A = A. Ceci achéve le
premier point de notre preuve. On remarque qu’il est clair que si ’on suppose connu le
potentiel a sur une demi-droite de la forme [b, +00o[ le calcul précédent nous permet &
nouveau de retrouver les parametres du trou noir.

On est a présent en mesure d’achever la preuve du Théoreme 1.5.1. On commence par
utiliser le Théoréme 1.1.3 pour obtenir 1’égalité des potentiels a et a sur la demi-droite
] — 00, b1] (respectivement [ba, +00[), by < ba € R. Alors, d’apres notre calcul précédent,
on obtient que ces informations sont suffisantes pour obtenir 'unicité de la masse M,
du carré de la charge Q? et de la constante cosmologique A. Finalement, puisque les
parametres du trou noir détermine sa métrique de maniére unique, on obtient 1’égalité

des potentiels a et a sur R (a une translation prés comme énoncé dans (iv)). O

1.6 Reformulation des résultats principaux

Dans cette Section, on se propose de reformuler le Théoréme 1.1.3 en un sens plus général
en évitant d’utiliser une décomposition sur des harmoniques sphériques généralisées. Plus
précisément, on remplace les hypothéses principales (1.1.10) et (1.1.11) par des conditions
sur les normes des opérateurs de réflexion globaux en tant qu’opérateurs sur L?(S?). On

commence par rappeler la définition et les propriétés essentielles de ces opérateurs.
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1.6. Reformulation des résultats principaux

Proposition 1.6.1. Pour tout (n,k) € I oI ={n e N*, k € 1/2+Z, |k| <n— 1},
on utilise la notation Yy, = (Ykln,Yan) pour les harmoniques sphériques généralisées
correspondantes.

1) Les familles {Ykln}(mk)éf et {Yan}(n,k)GI forment des bases hilbertiennes de | =

L?(S?;C). Plus précisément, pour tout 1 € I, on peut décomposer 1 sous la forme

b= > WY, j=1.2,

(n,k)el

avec .
=5 > [l”
(n,k)el
2) Soit A\ € R une énergie fixée. Alors, les opérateurs de transmission Tr,(X) et Tr(\) sont

définis en tant qu’opérateurs de | dans | comme suit. Pour tout ¢ =3, rcr winYkJn el

TL<A>w:TL(A>( > winYﬁnm) = > (TOn)wk,) Vi),

(n,k)el (n,k)el

(n,k)el (n,k)el

ot les T'(A\,n) sont les coefficients de transmission définis dans (1.5.10) - (1.3.11).

Autrement dit, on écrit
TL()‘)Ykln = T(Aa n>Ykln7 TR(A)Ylgn = T()‘a n)Yk2n7 v(”? k) S I,

et ainsi les opérateurs Tr () (respectivement Tr(\)) sont diagonalisables sur la base
hilbertienne de fonctions propres (Ykln)(k,n)el (respectivement (Yk2n)(k,n)el) associée aux
valeurs propres T(\,n) (dans les deuz cas).

3) Soit A € R une énergie fixée. Alors, les opérateurs de réflexion L(N\) et R(\) sont
définis en tant qu’opérateurs de | dans [ comme suit. Pour tout ¢ = Z(n’k)el winYk]ﬁ el

R(A)sz(A)( > winYﬁn<A>) = 3 (ROnYE,) kO,

(n,k)el (n,k)el

L<A>w:L<A>( > winYk1n<A>) = > (zOunmwk,) V2O,

(n,k)el (n,k)erl
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ot les R(A\,n) et L(A\,n) sont définis dans (1.3.10)-(1.8.11). Autrement dit, on écrit
R()‘)Yk2n = R()‘vn)ykl'm L()‘)Ykln = L()‘an)yk2na \V/(TL, k;) €l

Il est facile a partir des définitions précédentes d’exprimer les normes des opérateurs
de transmission T7(\) et Tr(\) et des opérateurs de réflexion L(A) et R(\) en tant
qu'opérateurs de L2(S?) en termes des coefficients T'(\,n), L(\,n) et R(\,n). Pour un
A €Rfixé, on a

1T (M)l
LAl

ITrMI =T 1)l
LA M)l IRV = R, 7)o (1.6.1)

Pour reformuler les hypotheses (1.1.10) et (1.1.11) en termes de conditions sur des
normes L?(S?) d’opérateurs, on observe que I'opérateur auto-adjoint |Dg2| agit comme une
multiplication par n sur chaque harmonique sphérique généralisée Yy,, de la décomposition
hilbertienne L*(S?, C?) = @, 4)e1C? ® Yip. On note & nouveau |[Dgz| la restriction de
cet opérateur. Ainsi, |Dg2| agit comme une multiplication par n sur chaque harmonique
sphérique généralisée Ykln ou Yan des deux décompositions hilbertiennes [ = @, 1)e;C ®
Yy =12

Soient A € R et 0 < B < min(A, A). Alors, en utilisant (1.6.1), les hypotheses (1.1.10) et

(1.1.11) pour les coefficients de réflexion peuvent étre réécrites sous la forme
2B|D.s | 7 _
(L1.10) <= He 2 (L) - L) HB(O o(1),

et
(L1.11) <= HeQBmS?'(R()\)—R(A))HB([):O(D.

De méme, soit B > max (A, A). Alors, 'hypotheése (1.1.15) sur le coefficient de transmission

peut étre réécrite sous la forme

(L1.15) < H&Blm’sﬂ(TL(A)—TL(A))HB([):()(1),

2Pl (Tr()) - Ta(V)) HB([) =0(1).

1.7 Addendum : les coefficients de transmission

Dans [DN11], Theorem 1.1, il est dit que la connaissance des coefficients de transmission

T(A\,n) pour une énergie fixée X\ # 0 et pour tout n € £ ou L est un sous-ensemble de
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1.7. Addendum : les coefficients de transmission

N* satisfaisant la condition de Miintz

1
— = +00

détermine de fagon unique la fonction a(z) a translations pres. L’ingrédient principal de

la preuve se trouve dans la Proposition 3.13 de [DN11] qui énonce que

"Si T(A\,n) = T(\,n) pour tout n € £, alors les coefficients de réflexion correspondants
L(\,n) et L(\n) (respectivement R(\,n) et R(\,n)) coincident & une constante

multiplicative pres".

La preuve de ce résultat donnée dans [DN11] est malheureusement incompléte. En réalité,
ce dernier point n’est pas si clair et pourrait méme étre faux. Nous allons donner dans cet
Addendum quelques idées de ce qui se passe lorsque 'on essaie de déterminer la métrique
a partir du coefficient de transmission 7'(A,n). On commence par donner une version

correcte du résultat précédent qui est plus faible que celle énoncée dans la Proposition
3.13 de [DN11].

Proposition 1.7.1. Soient (X,0) et (3,5) deux VAHSS dont les métriques dépendent
des fonctions a(x) et a(x) satisfaisant les hypothéses (1.1.1) - (1.1.2). Pour une énergie
A # 0 fizée, on considére les familles dénombrables de coefficients de transmission T'(\,n)

et T()\,n), n € N*, correspondantes. On considére également un sous-ensemble L de N*

satisfaisant une condition de Muintz Z — = 00. Supposons que
nel

T(\,n)=T(\n), VYnecL.

Alors
T\ z2)=T(\z2), VYzeC.

Supposons de plus que i + H% < 0.
o Si i + ;%_ < 0, il existe une fraction rationnelle g(z) telle que
L\, 2) =g(2)L()\ z), VzeC.

NS NS
e Si ﬁ +-L>0et (a—_) = (a—f) "=, il existe une fraction rationnelle h(z) telle

R— a4
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que
L\ z) =h(2)R(\, 2), VzeC.

Démonstration. Par définition des coefficients de transmission et en utilisant [DN11],

Corollary 3.9 et Theorem 3.10, notre hypothese implique immédiatement que
T\ z)=T(\z), VzeC,

ou de fagon équivalente
ar1(N, z) =ar1(A 2), VzeC. (1.7.1)

On pose alors f(z) = a3\ 2)

. En remarquant que ar3(\,0) = 0, on voit que f(z) est une
fonction entiere paire d’ordre 1 grace au Lemme 1.3.2. Ainsi, on peut écrire f(z) = g(2?)
ou g est une fonction entiere d’ordre % En utilisant le Théoreme de factorisation de

Hadamard, on obtient I'expression suivante de f

f(z) =G2*™ ]O'O[ (1 - j) , (1.7.2)
n=1 n

ou 2m est la multiplicité de 0, G est une constante et les z,, sont les zéros de f appartenant
aCt ={z€C, Im(2) >0 oulIm(z) =0 et Re(z) > 0} comptés avec multiplicité. De
(1.7.1) et du Lemme 1.3.2, (iii), on déduit que

F)IE) = f(2)f(2),

x ars(A, z)

oit f(z) =

o= B-5)0-9)-er = 10-5)-5)

On en déduit que | G |=| G |, m = i et

. Ainsi,

2n = X3, ou z,==x%, VneN~ (1.7.3)

Remarque 1.7.2. 1. C’est dans I’Equation (1.7.3) que se trouve Uerreur dans [DN11],

Proposition 8.13., puisque les auteurs affirment que
Zn = Zn, Vn e N*,

76



1.7. Addendum : les coefficients de transmission

2. Si Im(z,) > 0, alors on doit avoir
Zpn = Zp OU 2y = —Z,, Vn € N*, (1.7.4)

Ainsi, les zéros z, et Z, ayant une partie imaginaire positive coincident a une

conjugaison complexe "-" pres.

D’un autre coté, si Im(z,) =0 et Re(z,) > 0, alors l’égalité
20 = En, (1.7.5)

reste vrate.

Dans certains cas, on peut montrer que les grand zéros z, et Z, coincident en utilisant
les asymptotiques de ar3(A, z) pour z grand dans le plan complexe que I'on rappelle dans

le Lemme suivant.

Lemme 1.7.3. Pour |z| grand dans le plan complexe, on a

o= & (-2) (52) Fra-vr - )" )
(o) e ) (1o ().

ars(A\,2) = o (_'&)% (a;)% (1 — v )01 —v) (S)_M(’”‘l
x [ e (1 +0 (%)) + e—ersg(Im(Z))iw(1+i>\<i+i)

ot sg est la fonction signe.

Démonstration. La preuve de ce Lemme est une conséquence immédiate de (1.3.45) et
(1.3.46) d’apres les asymptotiques obtenues dans [FY05], Egs (3.13)-(3.23). O

On déduit du Lemme 1.7.3 les asymptotiques des grand zéros z, ayant une partie

imaginaire positive.

Corollaire 1.7.4. Il existe p € Z tel que pour n grand, on a
T Ar (1 1 1
zn—zA(n+p)—2A(K++K> O<n>

Démonstration. En utilisant (1.3.45), on voit que les z, sont les zéros de la fonction
caractéristique A(A, z). Le résultat découle alors de [F'Y05], Theorem 3.2. O
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On déduit du Corollaire 1.7.4 et de la Remarque précédente qu’il existe N € N suffisam-

ment grand tel que pour tout n > N, on a

Zn = Zn OU  Zn = —Zp.

1
Kt
zéros de ars(\, z) ayant une partie imaginaire positive sont localisés dans le cadran

Supposons & partir de maintenant que + ,%_ < 0. On en déduit que les grands

I ={z € C, Re(z) >0, Im(z) > 0}. Par parité, les zéros ayant une partie imaginaire
négative sont localisés dans le cadran 111 = {z € C, Re(z) <0, Im(z) < 0}. Puisque les
Z, ayant une partie imaginaire positive vérifient les asymptotiques du Corollaire 1.7.4,

on obtient la dichotomie suivante.

e Si i + r% < 0, alors les zéros Z,, ayant une partie imaginaire positive sont localisés

dans le cadran I. Ainsi, en utilisant (1.7.4), on obtient I’existence de N € N tel que
Zn = Zn, VYn>N. (1.7.6)

En utilisant (1.7.1), le Lemme 1.7.3 et le Corollaire 1.7.4, on obtient dans ce cas

ce qui donne
Ainsi, on utilise (1.7.2) et (1.7.6) pour obtenir

N (1-2
£(2) = g 11 El;)f(z). (1.7.7)

Finalement, on note Exy = {n € {1,...,N}, z, # Z, et z, # —Z,}. On déduit alors
de (1.7.7) que

1- 25
=211 ((Z”))f(z). (1.7.8)




1.7. Addendum : les coefficients de transmission

et on obtient finalement
arz(A, z) = g(z)ars(A, z),

et ainsi

~

L\ z) = g(2)L(\, 2).

e Si i + ;ﬁ > 0, alors les zéros Z,, ayant une partie imaginaire positive sont localisés
dans le cadran II = {z € C, Re(z) <0, Im(z) > 0}. Ainsi, en utilisant (1.7.4), on
obtient 'existence de N € N tel que

Zn = —Zn, Yn>N. (1.7.9)

En utilisant (1.7.1), le Lemme 1.7.3 et le Corollaire 1.7.4, on obtient dans ce cas

1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1
- = e - - =
R— Ry K- kg R Ry K— Ky
ce qui donne
K_ = — K4, I%_;_ = —K_—

En utilisant & nouveau (1.7.1) ainsi que les asymptotiques de ar1(A, z) données

dans le Lemme 1.7.3, on obtient alors la condition nécessaire
L A N
A-\w _ (G
() -G
Ainsi, on utilise (1.7.2) et (1.7.9) pour obtenir
2
y (1-%)

fa)== ][] ——f(2). (1.7.10)
n=1

(1-&%)

Finalement, on note Fy = {n € {1,..., N}, 2, # Zp et 2, # —Z,}. On déduit alors
de (1.7.10) que

QIlQ

¢ o (1-%)

En désignant par h(z) la fonction rationnelle

f(z) = f(2). (1.7.11)
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(-

h(z) = = ngN (1 -

N3 Nz‘l\z
SRRV N
N

QllQ

ISt
3
—
)
N—

(

on obtient finalement
aLg()\, Z) = h(Z)fLLg()\, Z) = h(Z)dLQ(/\, Z),

et donc
L(\, 2) = —h(2)R(\, 2).

Ceci achéve notre preuve de la Proposition. ]

Méme dans le cas oil les coefficients de réflexion L(\, z) et L(\, z) (respectivement R(), 2)
et R(\, z)) coincident & une fraction rationnelle prés dans la variable z, on ne peut pas
conclure au résultat énoncé dans [DN11], c’est-a-dire a I’égalité des fonctions a(x) et a(x)
a une translation pres. Cette question reste & ce jour ouverte et on peut conjecturer que
la réponse est négative. On renvoie & la derniére Section de [DKN14] pour plus de détails
sur ce point dans un modeéle similaire et plus général. On peut malgré tout démontrer le

résultat plus faible suivant.

Proposition 1.7.5. Soient (X,0) et (X,6) deur VAHSS. Supposons que

1 1 1 1
— 4+ — <0 et —+4+—<0.
R4 K_— R4 K_—

1
Soit L un sous-ensemble de N tel que Z — = 00. Supposons que
n
nel

T(\n)=T(\n), VnecL.

Supposons également que
L\ k) = L(\ k), (1.7.12)

pour un nombre fini mais assez grand (nombre qui dépend des métriques o et &) d’indices

k € N. Alors il existe une constante o € R telle que
a(zr) = a(z + «).
Par conséquent, les deur VAHSS (X,0) et (X,8) coincident a isométrie preés.
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Démonstration. D’apres la Proposition 1.7.1, on sait qu’il existe une fonction rationnelle
g(z) telle que
L\ 2) = g(=) L0\, 2).

De (1.7.12), on déduit que g(z) = 1 pour tout z € C et on achéve donc la preuve de la
Proposition en utilisant [DN11], Theorem 1.1. O
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Probleme inverse dans des trous

noirs

Dans ce chapitre reprenant 'article [Gob15], on considére des champs de Dirac massifs et
chargés se propageant dans la région extérieure d’un trou noir de type Reissner-Nordstrom-
de Sitter. On montre alors que les parametres d’un tel trou noir sont déterminés de fagon
unique par la connaissance partielle de la matrice de diffusion correspondante S(A) a
une énergie fixée \. Plus précisément, on considere les matrices de diffusion partielles
S(A\,n), ou A € R est I'énergie et n € N* désigne le moment angulaire, comme étant les
restrictions de la matrice de diffusion totale sur une base bien choisie d’harmoniques
sphériques. On prouve alors que la connaissance des matrices de diffusion partielles
S(A,n), pour tout n € L, ou L est un sous-ensemble de N* satisfaisant la condition de
Miintz ), <, % = +00, nous permet de retrouver la masse et la charge du trou noir ainsi
que la constante cosmologique de 'univers. L’argument principal de la preuve consiste a
complexifier le moment angulaire n et & étudier les propriétés d’analyticité des données

de diffusion - qui n’ont plus de sens physique - en la variable complexe z.
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CHAPITRE 2. PROBLEME INVERSE DANS DES TROUS NOIRS

2.1 Introduction et résultat principal

La Relativité Générale a été introduite par Albert Einstein en 1915 et est I'une des
plus belles et des plus importantes théories du vingtiéme siecle. Cette théorie prédit
Iexistence des trous noirs qui font 'objet de ce chapitre. Bien qu’ils soient des objets
difficiles a étudier d’un point de vue astrophysique, ils sont en réalité assez simples a
étudier en théorie. En effet, ils dépendent seulement de quelques parameétres (voir par
exemple [Heu96] et [LR10] pour des trous noirs a symétrie sphérique et [Wal84] pour des
trous noirs en rotation) : leur masse, leur charge électrique, leur moment angulaire et
potentiellement la constante cosmologique de I'univers. La théorie de la diffusion directe
et inverse dans les trous noirs est un sujet de premier intérét. La diffusion directe pour des
trous noirs de type Schwarzschild (statiques, non chargés et a symétrie sphérique), de type
Reissner-Nordstrom-(de Sitter) (statiques, chargés et & symétrie sphérique) et de type
Kerr (non chargés et en rotation) a été étudiée par exemple par Bachelot, Dimock, Kay,
Nicolas, Jin, Melnik et Héfner dans [Bac91, Bac94, Dim85, DK86, Nic95, Jin98, Mel00,
Mel03, Haf03, HNO4]. Entre autres raisons, ces études ont été motivées par la découverte
de phénomenes inattendus tels que l'effet Hawking et le phénomene de superradiance. On
renvoie par exemple aux travaux de Bachelot [Bac97, Bac99], Héfner [H4f09] et Melnyk
[Mel04] pour une application des résultats de diffusion a 'effet Hawking. Concernant la
diffusion inverse dans des trous noirs de type Reissner-Nordstrom-(de Sitter), notre étude
est dans lignée des articles de Daudé et Nicoleau [DN08, DN09, DN10, DN11].
Ce travail est donc une suite des contributions [DN08, DN09, DN10, DN11] et traite
des trous noirs de type Reissner-Nordstrom-de Sitter. Ces trous noirs sont des solutions
électriquement chargées et a symétrie sphérique des équations de Einstein-Maxwell qui
sont completement caractérisées par trois parametres : la masse M > 0 et la charge
électrique Q € R du trou noir ainsi que la constante cosmologique de 'univers A > 0.
L’objet de ce chapitre est I’étude d’un probléme de diffusion inverse dans un trou noir de
type RN-dS dont les parametres sont les inconnues. En réalité, nous allons montrer au
cours de la preuve que nous sommes capables de retrouver plus que ces parametres.
Dans I’étude de la théorie de la diffusion dans un trou noir nous devons composer
avec deux régions asymptotiques. En effet, on adopte le point de vue d’un observateur
situé loin de I’horizon cosmologique et de I’horizon des événements et statique par
rapport & ces horizons. Il est connu qu’un tel observateur percoit les horizons comme des
régions asymptotiques. Ainsi, nous devons voir les trous noirs de type RN-dS comme des
ensembles & symétrie sphérique avec deux bouts ayant une géométrie asymptotiquement

hyperbolique (I’horizon cosmologique et I’horizon des événements). La question que nous
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posons est alors la suivante :

Eziste-t-il un moyen de caractériser de facon unique les paramétres du trou noir par une

expérience de diffusion inverse du point de vue de l'observateur statique ¢

Pour reformuler notre problématique on introduit les opérateurs d’ondes associés a des
champs de Dirac massifs et chargés évoluant dans la région extérieure du trou noir. On

désigne par W(ji les opérateurs d’ondes correspondant a la partie des champs de Dirac

o0)
massifs et chargés qui diffusent vers ’horizon des événements et par W= _ | les opérateurs

(400)
d’ondes correspondant & la partie de ces champs qui diffusent vers ’horizon cosmologique.
Gréace a [Daul0, Mel04] on sait que les opérateurs d’ondes globaux qui sont définis par
wt = wt

(—o0

)& WE ooy (2.1.1)

existent et sont asymptotiquement complets sur 'espace de Hilbert des données de

diffusion. Ceci permet de définir I'opérateur de diffusion global S par la formule usuelle
S=(WHyw-.

L’opérateur de diffusion est 1’objet principal de ce chapitre. Il contient toutes les in-
formations de diffusion pour un observateur vivant loin des horizons d’un trou noir de
type RN-dS. On définit alors la matrice de diffusion S(\) comme étant la restriction de
lopérateur de diffusion S & un niveau d’énergie A € R. Grace a cette définition, on peut

reformuler notre question principale :

Est-ce-que la connaissance de S(X) d une énergie A € R fixée est une information

suffisante pour caractériser de facon unique les paramétres du trou noir ¢

Le but de ce chapitre est donc de montrer que les parametres M, () et A sont caractérisés
de fagon unique par la connaissance de la matrice de diffusion & une énergie fixée et plus
précisément, par la connaissance d’un des coeflicients de réflexion a une énergie fixée.
Dans les faits, on récupeére plus que les parametres du trou noir puisque ’on montre
I'unicité (& un certain difféomorphisme pres) de certaines fonctions scalaires apparaissant
dans ’équation de Dirac. Notons enfin que, contrairement & [DN10], on n’a pas besoin
de la connaissance de la matrice de diffusion sur un intervalle d’énergie mais seulement a
une énergie firée pour retrouver la métrique du trou noir. Notre résultat est ainsi une
adaptation au cas des champs de Dirac massifs et chargés du résultat similaire donné dans
[DN11] et rappelé dans le Théoreme 1.1.1 pour des champs de Dirac non massifs et non

chargés. Nous verrons que ’ajout, physiquement intéressant, d’'un terme de masse rend
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plus difficile la définition de la matrice de diffusion et ajoute des difficultés techniques

dans la preuve de notre Théoreme.

2.1.1 Trous noirs de type Reissner-Nordstrom-de Sitter

Dans les coordonnées de Schwarzschild, la région extérieure d’un trou noir de type RN-dS

est décrite par la variété de dimension quatre
M =Ryx]r_,ri[xS?,

équipée de la métrique lorentzienne

g = gudztds” = F(T)dt2 — F(T)fldr2 — r2dw?, (2.1.2)
o M Q* Ar?
2 r

Fry=1-—+—5 - — 2.1.3

(r) i (2.1.3)

et dw? = df? + sin(0)2dp? est la métrique euclidienne sur la spheére S2. Les trous noirs de
type Reissner-Nordstrom-de Sitter (RN-dS) sont des solutions électriquement chargées et

a symétrie sphérique des équations d’Einstein
G = 8nTy,,,

ou G, est le tenseur d’Einstein, T}, est le tenseur énergie-impulsion,

1

T, = —
P

(FuF2 = 0 Fpe ™)

ou F),, est la 2-forme électromagnétique, solution des équations de Maxwell V¥ F, , = 0,
V. Fyp = 0 et donnée ici en termes du potentiel électromagnétique par F,, = V[, A4,
A dxy = —%dt. Les quantités M et () sont interprétées comme étant la masse et la
charge du trou noir de type RN-dS alors que A > 0 désigne la constante cosmologique
de 'univers. Ces quantités seront les inconnues que ’on cherchera & déterminer lors de
notre probleme inverse.

Etudions les singularités de la métrique g. Pour commencer, F' est singuliére au point
{r = 0}. Il s’agit d’une singularité de courbure ce qui veut dire que la contraction du
tenseur de Riemann explose lorsque r — 0. Ensuite, les spheres dont les rayons sont
les racines de F' sont également des singularités de la métrique g (le coefficient F~! de

la métrique g explose dans ce cas). On suppose ici que la fonction F'(r) possede trois
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racines positives simples 0 < r. < r_ < r4 et une négative r, < 0. Ceci est toujours vrai
si I’'on suppose, par exemple, que Q? < %M 2 et que AM? est assez petit (voir [Lak79]).
L’hypersurface {r = r.} est appelée I'horizon de Cauchy alors que les hypersurfaces
{r=r_} et {r = ry} désignent, respectivement, 1’horizon des événements et I’horizon
cosmologique. On considérera uniquement la région extérieure du trou noir, i.e. la région
{r_ < r < ri} se situant entre I’horizon des événements et I’horizon cosmologique (la
fonction F' est positive dans cette région). En réalité, I'horizon des événements et ’horizon
cosmologique qui apparaissent comme étant des singularités de la métrique (2.1.2) sont
dues a notre mauvais choix de systéeme de coordonnées. En utilisant des coordonnées
appropriées, ces horizons peuvent étre vues comme des hypersurfaces régulieres qui
peuvent étre traversés en un sens mais requiert une vitesse plus grande que la vitesse de
la lumiére pour étre traversées dans ’autre sens.

Comme mentionné précédemment, le point de vue implicitement adopté dans ce travail
est celui d’observateurs statiques situés loin de I'horizon des événements et de I'horizon
cosmologique du trou noir. On pense typiquement a un télescope situé sur Terre dirigé
vers le trou noir ou vers 1’horizon cosmologique. On voit ces observateurs comme vivant
sur les lignes d'univers {r = rg} avec r_ < rg < ry. La variable ¢ des coordonnées de
Schwarzschild correspond & leur temps propre. Du point de vue de nos observateurs, il est
important de comprendre que I’horizon des événements et ’horizon cosmologique sont les
frontiéres du monde observable. Ceci peut étre plus facilement compris en notant que ces
horizons ne peuvent en réalité pas étre traversés en un temps fini ¢ par des géodésiques
radiales entrantes et sortantes qui sont les trajectoires suivies par les rayons lumineux
se déplacant radialement par rapport au trou noir et a I’horizon cosmologique. Ces
deux horizons sont ainsi percus comme des régions asymptotiques par nos observateurs
statiques. En résumé, on peut moralement se représenter un trou noir par le schéma

suivant :

Horizon cosmologique

Horizon des événements

FiGURE 2.1 — Trou noir

87



CHAPITRE 2. PROBLEME INVERSE DANS DES TROUS NOIRS

Au lieu de travailler avec la variable radiale r, on décrit la région extérieure du trou noir
en utilisant la variable radiale de Regge-Wheeler (RW). La variable de RW, z, est définie
implicitement par

dx

— =F Yr

TP,
ou explicitement par

1 1 1
T=g - In(r —r,) + p In(r —re) + o In(r —r_) + G In(ry —r)+C, (2.1.4)

ou C est une constante d’intégration et les quantités x;, j = n,c, —, + sont définies par
1 / 1 / 1 / 1 /
Kp = §F (rn),  FKe= §F (re), kK- = §F (ro), kg= §F (re). (2.1.5)

Les constantes k_ > 0 et k4 < 0 sont appelées les gravités de surfaces respectivement de
I’horizon des événements et de I’horizon cosmologique. On remarque sur (2.1.4) que les
horizons {r = r1} sont envoyés aux infinis {x = +oo} par la variable de RW, z. De plus,
on peut montrer que, dans ce nouveau systéme de coordonnées, les géodésiques radiales
deviennent des lignes droites {x = £t} dans le plan ¢t — . Ainsi, la variable radiale de
RW traduit en pratique le fait que ’horizon des événements et I'horizon cosmologique
soient percus comme des régions asymptotiques par nos observateurs.

Enfin, on insiste sur la présence d’une constante d’intégration C' dans la définition de x.
L’importance d’une telle constante est expliquée dans [DN13], Section 4.1.5, Proposition
4.12. Dans cette Proposition, il est montré qu’il y a une dépendance de la matrice
de diffusion par rapport au choix de la constante d’intégration C. Puisque la région
extérieure d’'un trou noir de type RN-dS peut étre décrite de fagon unique par n’importe
quel choix de la variable de Regge-Wheeler x, on devrait donner toutes les formes possibles
des matrices de diffusion dans notre résultat principal. Cependant, dans un soucis de
simplicité, on prend C' = 0 dans notre étude (le cas C' # 0 peut étre traité de la méme
fagon en utilisant la dépendance explicite en C' de la matrice de diffusion donnée dans
[DN13]).

2.1.2 Matrice de diffusion et présentation du résultat

Comme dans [DN10], on considére des champs de Dirac massifs et chargés se propageant
dans la région extérieure d’un trou noir de type RN-dS. La théorie de la diffusion pour
de tels champs a fait I'objet des articles [Daul0, Mel04]. Nous allons utiliser la forme de

I’équation de Dirac obtenue dans ces travaux comme point de départ de notre étude. On
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renvoie a la Section 2.2 pour plus de détails.
Les champs de Dirac massifs et chargés considérés sont représentés par des spineurs a

quatre composantes 1 appartenant a l’espace de Hilbert
L3R x S%;CY),
qui satisfont 1’équation d’évolution
10 = (T D, + a(2)Dg2 + b(x)T° + c(z)). (2.1.6)

Le symbole D, désigne —id, alors que Dg2 désigne I'opérateur de Dirac sur S? qui, en

coordonnées sphériques, prend la forme,

2 Cot(H))_ i s
Dg2 = —il’ <69+ 2 Sin(a)l“ Oy (2.1.7)

Les potentiels a, b et ¢ sont des fonctions scalaires lisses données en termes de la métrique

(2.1.2) par
a(z) = F(r)) b(x) =my\/F(r) et c(z)= g, (2.1.8)

r

ou m et ¢ désignent respectivement la masse et la charge des champs de Dirac. On
insiste sur le fait que les quantités m et ¢ sont connues. En effet, les quantités que I'on
cherche a déterminer lors de notre probléme inverse et qui sont donc a priori inconnues
sont M, @ et A. Enfin, les matrices I'!, T'?, T'® et 'Y apparaissant dans (2.1.6) et (2.1.7)
sont les matrices de Dirac 4 x 4 qui vérifient des relations d’anti-commutativité (voir
(2.2.3)). L’Equation (2.1.6) est & symétrie sphérique et peut par conséquent étre séparée
en un systeme d’équations différentielles ordinaires. Nous allons montrer que la diffusion
stationnaire est gouvernée par une famille dénombrable d’équations de Dirac stationnaires

unidimensionnelles qui prennent la forme :

<ﬂDf—O+;)M@W+ﬁ@ﬂﬂ+d@>¢@JJ%:MMLLD, (2.1.9)

et qui sont les restrictions de I’équation compléte sur une base d’harmoniques sphériques

13
20 20

complete. Ici A désigne I’énergie des ondes considérées et n :=1 + % € N* est appelé le

spinorielles & poids bien choisies (indexée par | = .) et invariantes pour I’équation

moment angulaire.

Concernant les potentiels, on sait d’aprés [DN10] que a(z), b(x), o’ (x), b/'(z) = O(e"+%),
c(z) = O(1) et d(x) = O(e*+%) lorsque x — +oo (voir le Lemme 2.2.1 pour des asymp-
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totiques précises). Faisons quelques remarques a propos de ces asymptotiques. D’un coté,
bien que les champs de Dirac soient massifs, ils se propagent asymptotiquement comme
dans le cas sans masse puisque b(x) — 0 lorsque z — +o00. Ceci est dii aux effets de
I’intense gravitation au voisinage de ’horizon des événements et de ’horizon cosmolo-
gique du trou noir. D’un autre c6té, il subsiste dans les asymptotiques une influence
de l'interaction entre les charges électriques ¢ et @ puisque le potentiel ¢(x) satisfait
¢(z) — ¢+ quand z — £oo. En réalité, nous allons montrer plus tard que 1’on peut se
ramener au cas usuel d’une équation de Dirac unidimensionnelle avec un potentiel L' &
I’aide d’une transformation unitaire.

Comme nous I'avons déja dit dans I'introduction, I’existence et la complétude asymp-
totique des opérateurs d’ondes globaux associés a (2.1.9) définis pour tout moment
angulaire n € N* par

Wi =Wi oWy

TL,(*OO n, +OO)’

prouvées dans [Daul0, Mel04], permettent de définir 'opérateur de diffusion S(n) sur

chaque harmonique sphérique par la formule usuelle
S(n) = (W)W,

De plus, cet opérateur peut étre décomposé sous la forme

S(n) = Tr(n) R(n)
L(n) Tgr(n))"

ol les deux premiers termes Tr(n) et Tr(n) sont des opérateurs de transmission alors
que les deux derniers L(n) et R(n) sont des opérateurs de réflexion.

Comme nous le verrons dans la Section 2.3.1, on peut obtenir une représentation sta-
tionnaire de l'opérateur de diffusion S(n) en une somme directe de matrices de diffusion
partielles S(A, n). Puisque l'on sépare I’équation de Dirac compléte en une famille dénom-
brable d’équations de Dirac stationnaires unidimensionnelles qui sont les restrictions de
I’équation complete sur une base d’harmoniques sphériques bien choisie, on peut définir

la matrice de diffusion globale par

SA) = & S(\n),

neN*

S(um) = (TL(A,n) R(A,n))
’ L(\n) Tr(\n))’
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De plus, il est important d’avoir a I’esprit que la connaissance de la matrice de diffusion
S(A) est équivalente a la connaissance des matrices de diffusion partielles S(A, n) pour
tout n € N*.

Moralement, le résultat principal de ce chapitre énonce que la connaissance de la
matrice de diffusion S(\) & une énergie fixée \ € R détermine de fagon unique la masse
M et la charge Q du trou noir ainsi que la constante cosmologique de I'univers A. Plus
précisément, il suffit de connaitre un des opérateurs de réflexion partiels L(A,n), R(A,n)
a une énergie fixée A sur un sous-ensemble £ C N* satisfaisant la condition de Mintz
Y onerl % = oo pour obtenir I'unicité des parametres M, () et A. Le résultat principal de

ce chapitre est ainsi le suivant :

Théoreme 2.1.1. Soient (M,Q,A) et (M,Q,[N\) les paramétres de deux trous noirs
de type RN-dS. On désigne par S(\,n) et S(\,n) les matrices de diffusion partielles
correspondantes & une énergie fitée X € R. On considére un sous-ensemble L de N*
satisfaisant la condition de Miintz Zn@ﬁ% = 00 et on suppose qu’d une énergie firée

A € R l'une des assertions suivantes est satisfaite,

(i) L(A\,n)=L(\n), VYnecL,

(i) R(\n)=R(\n), VYneL

Alors, il existe un difféomorphisme ¢ : R — R tel que

Remarque 2.1.2. 1. La différence entre ce modéle et celui de la Section 1.5 réside
dans Uajout des termes de masse et de charge. Le présence de ces termes a, comme
nous le verrons dans les différentes Remarques de la Section 2.1.8, de nombreuses
répercutions techniques dans notre preuve. En effet, bien que l’idée de notre preuve
soit trés proche de celle donnée dans [DN11] nous devrons composer avec plusieurs

difficultés dues d la masse et la charge.

2. La question de déterminer les parametres M, QQ et A da partir du coefficient de

transmission a une énergie fizée est toujours ouverte.
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3. Il est suffisant pour prouver notre résultat d’unicité de supposer que les coefficients
de réflexion sont connus d une erreur O(e=>"B), pour un B €]0, min(A, A)[, prés.
En effet, on peut utiliser l’idée de [DGN13], qui a fait l’objet de notre premier
chapitre, dans lequel on a prouvé un résultat de diffusion inverse local a énergie

fixée pour des variétés asymptotiquement hyperboliques et a symétrie sphérique.

4. Il est également suffisant pour prouver notre résultat de supposer que les coefficients
de réflexion sont connus d une matrice unitaire constante pres. En effet, dans
la preuwve du résultat d’unicité sous la connaissance du coefficient de réfliexion R
(voir la Section 2.6.3), on se raméne d ce cas et on conclut d 'aide d’une légére

modification technique.

5. On insiste sur le fait que, dans la preuve de notre Théoréme, on commence par
obtenir, sans utiliser la forme explicite des potentiels, les égalités
c—A cC— A = b
(h(X)) = (M(X)), —(h(X)) =

a a a

(voir la Section suivante pour la définition de la variable de Liouville X et des
difféomorphismes h et ﬁ) Alors, grace a la définition explicite des potentiels, on
obtient I’égalité des parameétres. On observe également que, si I'on suppose I’égalité
des matrices de diffusion partielles a4 deux énergies fizées (potentiellement pour des
ensembles de Miintz différents), on peut conclure a l'unicité des potentiels a, b et ¢

a un certain difféeomorphisme prés sans utiliser leur définitions explicites.

6. Contrairement a [DN11], le cas de l’énergie nulle n’est pas une obstruction pour
notre probléme inverse si on suppose que la charge électrique des champs de Dirac

n’est pas nulle.

7. Contrairement au cas sans masse et sans charge, on détermine exactement la charge
et non pas le carré de la charge. Ceci est di a la présence du potentiel de type

électrique c.

2.1.3 Apercgu de la preuve

La preuve du Théoreme 2.1.1 est constituée de trois étapes que nous allons décrire ici.
La premiere étape de la preuve consiste a obtenir une représentation stationnaire

des matrices de diffusion partielles en suivant l’analyse de [AKvdMO0O0]. Pour ce faire,

on commence par se débarrasser du potentiel a longue portée ¢ dans ’expression des

opérateurs de Dirac stationnaires unidimensionnels (2.1.7) dans le but d’obtenir un
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nouvel opérateur de Dirac avec un potentiel a courte portée. Ce nouvel opérateur entre
alors dans le cadre usuel de la théorie de diffusion inverse pour les opérateurs de Dirac
unidimensionnels étudiés dans [AKvdMO00]. On conjugue donc l'opérateur autoadjoint
unidimensionnel

H =T'D, — na(z)I'* + b(z)I'° + ¢(z),

par un opérateur unitaire bien choisi U défini par

U=e 0 @) C™(z) = / (c(s) —c—)ds+ c_m.
On considere ainsi,

A=U*HU,

qui peut étre écrit comme

A= Fle + W({L‘),

W(z) = ™ ¢ @ (na(z)T2? + b(z)[0)e T @),

Grace aux asymptotiques des potentiels, on voit que W est exponentiellement décroissant
prés des horizons et appartient donc & L'(R). Ainsi, ce nouvel opérateur A entre dans
le cadre de l'article [AKvdMO00] et on peut donc définir de fagon simple les données
de diffusion correspondantes. En suivant [AKvdMO00], on obtient que les matrices de
diffusion partielles S (A\,n) sont définies en termes de solutions stationnaires ayant des
asymptotiques prescrites a ’'infini, appelées les fonctions de Jost. On introduit donc les

matrices 4 X 4, F T, et F 'r solutions de I’équation

Ap(z, A\,n) = Mp(z, A\, n), (2.1.10)

et ayant les asymptotiques
EFp(z, A n) =T (I, 4+ 0(1)), z— 400, (2.1.11)
Frlz, A n) =T (I, +0(1), x— —o0, (2.1.12)

ol I4 désigne la matrice identité. Les solutions de Jost forment un systéme fondamental
de solutions de (2.1.10). Par conséquent, il existe une matrice 4 x 4, Az (\,n), dépendant

uniquement de I’énergie et du moment angulaire n telle que les solutions de Jost soient
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reliées par
Fr(z,\,n) = Fr(z,\,n)AL(\,n). (2.1.13)

De facon similaire, on définit la matrice 4 x 4, A r(A,n), par
Fr(z, A\, n)Ar(\n) = Fr(z, A\, n). (2.1.14)

Les coefficients des matrices Ay, et Ar contiennent toutes les informations de diffusion

de ’'Equation (2.1.10). En particulier, en utilisant les notations
. Ari(A Apa(A . Ar1(\ Apra(\
Ar(\n) = (}1( ) A ’”)>, Ar(\n) = (J‘“( ) Ara( ’”)>, (2.1.15)
( (A,n) ( (A,n)

ou les blocs ALj et A Rrj sont des matrices 2 x 2, les matrices de diffusion partielles S (A, n)

sont alors définies par

S\ n) = (TAL(A’H) {%(A’n)> : (2.1.16)
L(/\,TL) TR()‘an)
ou (voir [AKvdMO00], egs. (3.6)-(3.7))
Tr(An)=Api(An)"Y,  Tr(\n)=Ags(\,n)"L, (2.1.17)
L(An) = Ars(\n)Ai(\,n)~" = —Aga(A,n) " Ags(A, n) (2.1.18)
et
R\ n)=—Ap (A n)YAa(\ n) = Apa(\,n)Ars(\,n) 7. (2.1.19)

Remarque 2.1.3. On insiste sur le fait que les champs de Dirac étudiés dans ce chapitre
sont massifs et électriquement chargés. Ceci entraine des complications techniques par
rapport au cas des champs de Dirac étudiés dans [DN11]. Pour commencer, les données
de diffusion ALj()\, n), dans le cas sans masse et sans charge, sont des nombres complezes
et non pas des matrices 2 x 2. De méme, les fonctions de Jost sont des matrices 2 X 2
et non pas des matrices 4 x 4. Ceci est di au fait que l'ajout du terme de masse nous
empéche d’utiliser les spineurs a deuzx composantes pour décrire les champs de Dirac.
Cependant, si l'on prend m = q = 0 dans notre étude, on peut découpler les quatre
composantes de nos spineurs de Dirac en deux spineurs de Dirac a deux composantes
satisfaisant ’équation de Dirac sans masse de [DN11], Equation (1.7). Nous allons ainsi

retrouver les résultats de [DN11] comme cas particuliers de notre résultat.
La seconde étape de la preuve est la plus importante. En effet, comme dans [DN11],
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I’idée principale de ce chapitre est de complexifier le moment angulaire n = [ + % et
d’étudier les propriétés d’analyticité des données de diffusion correspondantes (qui n’ont
pas de sens physique) par rapport a la variable z = n € C. L’idée générale de considérer
un moment angulaire complexe provient d’un travail de Regge [Regh9] dans lequel 'auteur
analyse la matrice de diffusion d’opérateurs de Schrodinger dans R? ayant des potentiels
a symétrie sphérique (voir aussi [New02, CM69] pour une description détaillée de cette
approche). Pour pouvoir appliquer des résultats d’unicité, valident pour certaines classes
de fonctions analytiques, aux données de diffusion, on a besoin de bonnes asymptotiques

des fonctions de Jost lorsque le moment angulaire z devient grand.

Remarque 2.1.4. Nous n’avons en réalité pas besoin des asymptotiques pour z grand
dans tout le plan complexe. En effet, il est suffisant pour prouver le Théoréme 2.1.1
d’avoir de bonnes estimations sur l'aze réel et I’axe imaginaire pur. Cependant, il n’est pas
beaucoup plus dur d’obtenir des asymptotiques sur tout C. On espére que ces asymptotiques

pourront étre utiles dans des travauz futurs.

Remarque 2.1.5. La présence du terme de masse a une conséquence fondamentale dans
létude des asymptotiques des composantes des matrices de Jost. Plus précisément, il est
montré dans le cas sans masse (voir [DN11]) que les composantes des matrices de Jost
possédent un développement en série en la variable z et vérifient des EDOs découplées. A
partir de ces EDOQOs, il est facile de montrer que ce sont des perturbations de fonctions
de Bessel modifiées dont on connait les asymptotiques. Dans le cas massif et chargé que
nous étudions ici, les composantes des matrices de Jost satisfont des systemes d’EDOQOs
ce qui rend l'analyse plus complexe. Néanmoins, en utilisant un argument perturbatif
et de bonnes estimations du noyau de Green, on peut montrer que les composantes des
matrices de Jost sont encore des perturbations des fonctions de Bessel modifiées a partir
desquelles on obtient les asymptotiques recherchées.

La présence du terme de masse a également des conséquences sur les symétries des
données de diffusion. En effet, comme cela est montré dans [DN11] dans le cas sans
masse (voir Lemma 3.1 et Lemma 3.3), les composantes des matrices de Faddeev (voir la
Section 2.3 pour la définition) sont paires ou impaires en la variable z et il y a une relation
de conjugaison entre la premiére et la quatriéme composantes, et entre la seconde et la
troisieme composantes. De telles propriétés sont également vraies pour les coefficients de
la matrice des données de diffusion. Ces symétries ne sont plus vraies dans le cas des
champs de Dirac massifs et chargés. Par conséquent, nous allons régulicrement devoir
recourir a des stratégies différentes pour prouver les résultats correspondants a ceux de

[DN11]. Cependant, puisque pour z grand, le terme principal du potentiel est za(x), la
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masse n'a pas d’influence dans ce régime. On s’attend donc a retrouver les symétries

données dans [DN11] dans les asymptotiques des données de diffusion lorsque |z| — oco.

Comme énoncé dans la Remarque précédente, la premiere étape pour obtenir les asympto-
tiques consiste a montrer que les composantes des fonctions de Jost sont des perturbations
de fonctions de Bessel modifiées. Pour ce faire, il est pratique d’introduire une nouvelle

variable radiale X définie par une transformation de Liouville

X = g() :/ a(s) ds. (2.1.20)
—c0
On note que g est un difféomorphisme de R sur ]0, A[ ot A = [ a(s) ds. On désigne alors
par h l'inverse de cette transformation. La raison pour laquelle on introduit une telle
variable réside dans le fait que I’on peut montrer que les composantes Fr; j(h(X), A, 2)
et Fr;j(h(X), A, 2) des matrices de Jost satisfont dans cette variable des systemes

d’équations différentielles du second ordre de la forme
F(X) + a(X)F(X) = 2F(X) +7(X), X €]0, AL (2.1.21)

Dans cette équation, le potentiel ¢(X) possede des singularités quadratiques aux bords
0 et A alors que r(X) est le terme de couplage entre les composantes des fonctions
de Jost et est borné aux bords. On note que le moment angulaire (ou la constante de
couplage) z = [ + % est devenu le parametre spectral de la partie découplée de cette
nouvelle équation. En utilisant un argument perturbatif, on peut alors montrer que les
composantes des fonctions de Jost sont des perturbations de fonctions de Bessel modifiées
bien choisies et ainsi obtenir leur asymptotiques. Finalement, on obtient des estimations

sur les composantes des fonctions de Jost du type |Fr; /g j(X, A, 2)| < CelRez)|X

Remarque 2.1.6. Cette derniére étape est une conséquence de la différence fondamentale
avec le cas sans masse. En effet, grice aux symétries, il n’est pas difficile dans [DN11]

de prouver que les composantes des fonctions de Jost sont majorées par eMe(@IX

(voir
Lemma 3.4). Cependant, dans notre étude il n’y a pas de symétrie (a cause du terme
de masse) et il est plus difficile d’obtenir ces estimations. Malgré tout, il est plutot
simple de prouver que les composantes des fonctions de Jost sont majorées par e/?X. De
plus, en utilisant une formule de Duhamel généralisée et des estimations précises des
fonctions de Bessel modifiées, on peut prouver que les composantes des fonctions de Jost
sont bornées sur iR. Ces informations nous permettent alors, a l'aide du Théoréme de

Phragmén-Lindelof (voir [Boabj], Theorem 1.4.2), d’obtenir les estimations voulues.

Grace a ces estimations, on obtient que ces composantes appartiennent a une classe de
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fonctions analytiques appelée classe de Nevanlinna. On définit la classe de Nevanlinna
N(IT*) comme étant I'ensemble des fonctions analytiques f(z) sur le demi-plan de droite
0" = {z € C: Re(z) > 0} satisfaisant

™
sup/ In*
o<r<1J—m

ot In*(z) = In(x) si In(x) > 0 et In™(x) = 0 si In(x) < 0. On utilise ce type de fonctions

1+ ret®

1—re
f(re )‘dso<oo7

car elles sont déterminées de fagon unique par leurs valeurs sur n’importe quel sous-
ensemble £ C N* satisfaisant la condition de Miintz 3_,c, £ = oo (voir par exemple
[Ram99] et [Rud87]). Ainsi, avec un peu de travail, on conclut alors que ’égalité entre
les coefficients de réflexion n’est pas seulement vraie pour les entiers n € N*, mais en
réalité pour presque tout z dans le plan complexe (exceptés les poles des coefficients
de réflexion). On élargit ainsi considérablement I'information a notre disposition pour
déterminer la métrique du trou noir.

La derniere étape pour conclure la preuve du Théoreme 2.1.1 s’appuie sur une idée
empruntée a [FY05]. Considérons deux trous noirs ayant respectivement pour parametres
M, Q, Aet M,Q, A. On ajoute un signe “~” aux quantités correspondant au trou noir
ayant pour parameétres M, Q et A. En utilisant les asymptotiques des composantes de la

matrice Az (A, z), on commence par prouver que

A:/Ra(s)ds:/R(z(s)d:;:A.

On définit ainsi, pour X €]0, A[, une fonction a valeurs matricielles P(X, A, z) faisant le

lien entre les fonctions de Jost pour le premier et le second trou noir :
P(X, ), 2)Fr(h(X), A, z) = Fr(h(X), ), 2).

En utilisant les asymptotiques précédentes et ’égalité entre les coefficients de réflexion

sur C, on montre alors que la matrice P est (au signe pres) la matrice identité.

Remarque 2.1.7. Dans cette étape apparait une derniére conséquence de la présence
du terme de masse dans notre probléme. Dans le cas sans masse, on peut effectuer des
calculs explicites pour les données de diffusion dans le cas z = 0 car lopérateur de Dirac
unidimensionnel est alors simplement I''D,. Ces expressions explicites des données de
diffusion sont utilisées pour montrer que P est (au signe prés) l'identité une fois que l’on
a montré que P est constante en la variable z. A cause du terme de masse, on ne peut

pas procéder a des calculs explicites dans le cas massif et chargé et l'on doit donc utiliser
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une stratégie différente pour obtenir le résultat voulu.

Les fonctions de Jost des deux trous noirs étant si fortement liées, on conclut facilement

que
CTAnx) = ARx)), 2nx) =

a a a a

U S

(h(X)), VX €]0, Al

Finalement, grace a ces égalités et en utilisant la forme explicite des potentiels a, b et c,
on conclut que
M=DM, Q=Q, A=A

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la Section 2.2 on rappelle les
résultats de diffusion directes de [Daul0, Mel04] utiles pour notre analyse future. Dans la
Section 2.3 on commence par montrer comment notre modele peut étre transformé afin
de rentrer dans le cadre étudié dans [AKvdMO00] et on trouve des systemes d’équations
différentielles de second ordre satisfaits par les composantes des fonctions de Jost en
la variable x. Dans la Section 2.4 on introduit la variable de Liouville X pour réécrire
les équations précédentes comme des perturbations d’équations de Bessel modifiées en
cette variable. On utilise ensuite des estimations du noyau de Green des fonctions de
Bessel modifiées et des estimations des composantes des fonctions de Jost pour obtenir
des asymptotiques précises des composantes des fonctions de Jost et de la matrice Ap
pour z grand dans le plan complexe. Dans la Section 2.5 on utilise un résultat d’unicité
pour les fonctions de la classe de Nevanlinna afin d’étendre notre hypotheése a presque

tout le plan complexe. Finalement, dans la Section 2.6, on prouve notre Théoreme 2.1.1.

2.2 Probléme de diffusion directe

Dans cette Section, on rappelle I’expression de I’équation de Dirac dans les trous noirs
de type RN-dS ainsi que la théorie de la diffusion directe obtenue dans [Daul0, Mel04].
Comme expliqué dans la Section 2.1.1, on décrit la région extérieure d’un trou noir de
type RN-dS en utilisant la variable de Regge-Wheeler x définie par (2.1.4). On travaille

ainsi sur la variété B =R; x ¥ avec ¥ = R, X 5’3’@, équipée de la métrique
g = F(r)(dt? — dz?) — r?dw?,
ot F' est donnée par (2.1.3) et dw? = df? + sin?(0)dp? est la métrique euclidienne sur S2.
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2.2.1 Equation de Dirac et les résultats de diffusion directe

La théorie de la diffusion pour des champs de Dirac massifs et chargés dans ’espace-
temps B a fait 'objet des articles [Daul0, Mel04]. On rappelle brievement ici les résultats
principaux de ces travaux. En particulier, on utilise la forme de ’équation de Dirac qui y
est obtenue.

On commence par écrire ’équation d’évolution satisfaite par les champs de Dirac

massifs et chargés dans B sous la forme hamiltonienne
10 = Hap, (2.2.1)
ou Y est un spineur a quatre composantes appartenant a 1’espace de Hilbert
H = L*(R x S%;CY),
et le hamiltonien H est donné par
H =T'D, + a(z)Ds2 4 b(z)T° + c(x). (2.2.2)

Le symbole D, désigne —id, alors que Dg2 désigne I'opérateur de Dirac sur S? qui, en
coordonnées sphériques, prend la forme donnée dans (2.1.7). Les potentiels a, b et ¢ sont
des fonctions scalaires lisses données en termes de la métrique (2.1.2) par (2.1.8). Enfin,
les matrices I'', T2, T'3 et T'° apparaissant dans (2.2.2) et (2.1.7) sont les matrices 4 x 4

de Dirac usuelles satisfaisant les relations d’anti-commutativité
I'TY 4+ TV = 26;;1d, Vi,j=0,1,2,3. (2.2.3)

On utilise a présent la symétrie sphérique de 1’équation pour simplifier 1’expression
du hamiltonien H. On peut diagonaliser I'opérateur de Dirac sur S? en une somme
infinie d’opérateurs a valeurs matricielles en le décomposant sur une base d’harmoniques
sphériques spinorielles & poids (voir [GS56]). Plus précisément, il existe une famille
de spineurs F}, ayant pour indices les couples (/,k) appartenant & l'ensemble 7 =
{(l,k), l — 3 €N, | — |k| € N}, formant une base hilbertienne de L?(S* C?) et ayant la
propriété suivante. L’espace de Hilbert H peut étre décomposé en une somme directe
infinie
H= & (L*RaCH@F)= @ Hy,
(Lk)eZ (Lk)eZ
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ott Hy, = L*(R,; C*) ® F}. est identifié¢ avec L?(R;C*) et, plus important, on obtient une

décomposition orthogonale du hamiltonien H

H = @ Hlk,
(Lk)eT
avec
H'™ := Hppy,, = T'Dy + ay(2)0? + b(2)I° + c(x), (2.2.4)
et qi(z) = — (l + %) a(x). On note que l'opérateur de Dirac Dg2 a été remplacé dans

I’expression de H' par — (l + %) I'? grace aux bonnes propriétés des harmoniques
sphériques spinorielles a poids F,i L’opérateur H"* est un opérateur autoadjoint sur
Hyj, ayant pour domaine D(H'*) = H'(R; C*). Finalement, on utilise la représentation

suivante des matrices de Dirac I'!, T'? et TV apparaissant dans (2.2.4)

10 0 0 0 0 1 0 0 —i 0
01 0 0 0 ~1 0 0 0 0 i

rl— , 2= , 0= | “I. 225
00 -1 0 0 -1 0 0 0 0
00 0 -1 1 0 0 0 0 —i 0 0

Dans un soucis de clarté, on écrira dans ce qui suit, pour tout n € N*, H,, au lieu de H'*,
oun=I1+ %

On rappelle maintenant les résultats de diffusion directe obtenus dans [Daul0, Mel04]
pour les hamiltoniens H,,, restrictions de H sur les harmoniques sphériques spinorielles
a poids. En utilisant essentiellement la théorie de Mourre (voir [Mou81]), il est montré
dans [Daul0, Mel04] que

UPP(HH) = Q)v Using(Hn) — @

En d’autres termes, le spectre de H,, est purement absolument continue. Ainsi, sur chaque
harmonique sphérique, les champs de Dirac massifs et chargés diffusent vers les deux
régions asymptotiques en temps long et on s’attend a ce qu’ils vérifient des équations plus
simples dans ces zones. C’est I'une des informations principales encodées par la notion
d’opérateurs d’ondes que 'on introduit maintenant.

Pour commencer, nous avons besoin de calculer les asymptotiques des potentiels dans ces
régions asymptotiques. D’apres (2.1.3) et (2.1.4), les potentiels a, b et ¢ possédent les
asymptotiques suivantes lorsque = — foo (voir [DN13] Equations (3.17) et (3.18)).

100



2.2. Probléme de diffusion directe

Lemme 2.2.1. I existe des constantes a4, by, cx et ¢y telles que, lorsque © — %00,
a($) = aie“:ﬁ:w + O(e?miz)’ a/(x) — aiﬁieﬁiw + 0(63’{:‘:1),

b(I) = bieﬁix + O(e?mj:x)’ b/(.’L‘) — bilﬂ}ieﬁix + 0(63'“:"”),

clx) =cy + C;:(j?ni:c + 0(64@:1), Cl($) _ QCI:tHieri:c + 0(64@:9:)’

_qQ _qQ
c_ = — et cy = —.
T_— T4+

Démonstration. Donnons, par exemple, la preuve pour le potentiel a. On commence par

donner les asymptotiques de la variable de RW, x, lorsque » — . De (2.1.4) on déduit,

1
r=—In(lr—re)) + Co + O(|r —rsl), 1 —ry,
2Kk
ol
_1 1 1
Cs =t ((rs =) (rs = r) 2y = )% ).
Ainsi,

@08 — |r i |+ O(r —r1])), r— 7,

et en prenant la racine carré on obtient

e+ @0 = S (1 O(Ir — 74])), 7 — T

De plus, un calcul simple donne,

ofe) = YU = VP Ol = raff), v

Le résultat se déduit alors, pour le potentiel a, de ces derniéres estimations. De méme on

a'(z) = F(?")i (F(r)) = /@i:iimc\/V —re|+O(r —ri|%), T — T

r

O]

Ainsi, les potentiels a et b sont de courte portée lorsque r — 400 et ¢ —c_ et ¢ — ¢4
sont respectivement de courte portée lorsque * — —oco et x — +00. La dynamique de

comparaison que 1’on choisit a 'horizon des événements est donc celle générée par le
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hamiltonien H_ = I'' D, + ¢_ alors qu’a ’horizon cosmologique on choisit la dynamique
asymptotique générée par le hamiltonien H, = I'' D, + ¢, . Les hamiltoniens H_ et H,
sont des opérateurs autoadjoints sur H et leur spectre est exactement la droite réelle,
i.e 0(H_) = 0(H+) = R. L’opérateur de vitesse asymptotique associé aux hamiltoniens
asymptotiques Hy est simplement I''. On désigne les projections sur le spectre positif et

le spectre négatif de 'opérateur de vitesse asymptotique I'! par
Py = 1p=(T1).

Comme cela est montré dans [Daul0], on peut utiliser ces projections pour séparer la
partie des champs de Dirac qui diffusent vers I'horizon des événements et la partie de ces
champs qui diffusent vers ’horizon cosmologique.

On est maintenant en mesure d’introduire les opérateurs d’ondes. On définit a 1’horizon
des événements,

+ e Tin SitHp —itH_
W ooy =5 tllimooe e P (2.2.6)

et a I'horizon cosmologique,

Wohoe) = 8 = Jim e!ne e Py (2.2.7)

Finalement, les opérateurs d’ondes globaux sont donnés par

Wﬂ:zwﬂ:

n n,(—oo

)+Wi

o) (2.2.8)

Le résultat principal de [Daul0, Mel04] est le suivant :

Théoreme 2.2.2. Les opérateurs d’ondes Wni(_oo), T/an[(_i_OO

De plus, les opérateurs globauz Wni sont des isométries sur Hy.. En particulier, ils sont

) et Wﬁt existent sur Hyy.

asymptotiquement complets, i.e. ImWE = Hyy.
Grace au Théoreme 2.2.2; on peut définir 'opérateur de diffusion par
S(n) = (W,[ )W,

qui est un opérateur unitaire sur H;. Comme mentionné dans la Section 2.1.2, cet

opérateur peut étre décomposé sous la forme

Sy — (el RO
L(n) Ta(n))’
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N

ou,

Tr(n) = (Wi o) W, Tr(n) = (Wi _ )Wy,

n,—oo?’ n,+oo

et
R(n) = (W, o) Wy

n,+0oo

et L(n)= (W;_OO)*W,;_OO.

A partir de nos définitions des opérateurs d’ondes (2.2.6) et (2.2.7), on remarque que les
quantités précédentes peuvent étre interprétées en termes d’opérateurs de transmission
et de réflexion entre I’horizon des événements {x = —oo} et I’horizon cosmologique
{z = 400} du trou noir. Par exemple, Tr(n) correspond & la partie du signal transmise
de {x = 400} & {x = —oo} dans une expérience de diffusion alors que le terme T7,(n)
correspond a la partie du signal transmise de {x = —oo} & {& = +oo}. Ainsi, Tg(n)
désigne la “transmission a droite” et T7(n) désigne la “transmission a gauche”. D’un
autre coté, L(n) correspond a la partie d’un signal réfléchie de {x = —o0} & {x = —o0}
dans une expérience de diffusion alors que le terme R(n) correspond a la partie du signal
réfléchie de {x = +oo} & {x = +oo}.

2.3 Réduction du modele et premiere analyse

Dans cette Section on commence par suivre une idée de [DN10]. Ainsi, par une série de
simplifications de notre modele, qui se réduit finalement au cadre étudié dans [AKvdMO00],
on rappelle la définition de la représentation stationnaire de 'opérateur de diffusion
S(n) exprimée en termes des coefficients (ici matriciels) de transmission et de réflexion.
Dans un second temps, en utilisant [AKvdMO00], on obtient un systéme d’équations
différentielles d’ordre deux satisfaites par les composantes des fonctions de Jost de notre

modele original.

2.3.1 Premieéres simplifications

On suit ici le travail de [DN10], Section 4.2. On rappelle que opérateur de diffusion S(n)
est défini par
S(n) = (W))W, ,
ot les opérateurs d’ondes globaux W, sont donnés par (2.2.6)-(2.2.8). On introduit la
transformation unitaire U sur Hx
xT

U=e ™0 @, C (x) = / (c(s) —c_)ds+c_x,

—00
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et les opérateurs autoadjoints sur H
Ay=T'D, et A,=U*HU =T'D, +W(z,n). (2.3.1)
On désigne par S (A, Ap) Vopérateur de diffusion associé aux opérateurs A, et Ay, i.e.
S(An, 40) = (W (An, 40)" W™ (An, Ao),
ou les opérateurs d’ondes sont définis, comme dans [Daul0, DvdMO08, Mel04], par

WE(A,, Ag) =5 — lim eitAnemitdo,
t—too

Le couple d’opérateurs (A,, Ap), agissant sur H, est dans le cadre étudié dans
[AKvdMO00]. En effet, ils sont donnés par A9 = I''D, et A, = Ay + W(z,n) ou le
potentiel

W(z,n) = '™ (@) (na(x)T? + b(x)I‘O)e_irlci(‘”)

est la fonction & valeurs dans ’ensemble des matrices 4 x 4 donnée par

o) = 0 k(z,n) o) = O (@) —ib(z) na(x)
Wiz,n) = (k(x,n)* 0 )’ kla,n) = (—na(m) ib(a:))’

oun =1+ % Ici, k(z,n)* désigne la transposée conjuguée de k(z,n). De plus, les
entrées de W (.,n) sont dans L'(R) (on note que notre potentiel W est meilleur puisqu’il
est exponentiellement décroissant aux deux bouts © — +00). Ainsi, on peut utiliser la
représentation stationnaire de S(A,, Ag), donnée dans [AKvdMO00], suivante. On introduit

la transformation unitaire F sur H;; définie par
1 -
F )\:—/ —iltzA dz, 2.3.2
V) = = [T de (232)
alors on a (voir [AKvdMO00] p. 143)
S(A,, Ag) = F*So(\,n)F,

ot la matrice de diffusion Sy(A,n) prend la forme
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Ici T (A, n) et Tr(A,n) sont des matrices 2 x 2 correspondant aux coefficients de trans-
mission de S alors que ﬁ(/\,n) et f%()\,n) sont des matrices 2 x 2 correspondant aux

coefficients de réflexion de S.

La définition de SQ(A, n) obtenue jusqu’ici découle d’une approche dépendante du
temps de la théorie de la diffusion pour (A,, Ap). Comme mentionné dans la Section
2.1.3 il existe une définition alternative mais équivalente de 5’0()\, n) qui sera plus simple
a manipuler et qui provient d’une approche stationnaire de la théorie de la diffusion pour
(An, Ap). On rappelle ainsi que les coefficients de transmission et de réflexion peuvent
étre exprimés en termes des fonctions de Jost qui sont des solutions de (2.1.10) ayant des
asymptotiques spécifiques & l'infini données par (2.1.11) et (2.1.12). Dans la suite, on a
besoin de quelques relations reliant les différentes quantités de I’approche stationnaire que
'on rappelle ici. A propos des fonctions de Jost, la relation suivante peut étre prouvée
(voir [AKvdMO0] eq. (2.5))

Fr(x, A\, n) T Fr(z,A\,n) =T (2.3.3)

En utilisant les notations introduites dans (2.1.15) on a également des relations utiles
obtenues dans [AKvdMO00] sur les matrices Ay, et Ap définies par (2.1.13) et (2.1.14). En
effet, pour A € R et pour tout n € N*|

Fr(z, \,n) T EL (2, A\, n) = Ag(\,n)* Tt =TT AL (A, n)*, (2.3.4)
Aro(\,n) = Ars(\,n)*,  Agrs(\,n) = —Ara(\,n)*, (2.3.5)
Api(\n) = Api(\,n)*, Aps(\n) = Aps(\,n)*, (2.3.6)
Api(0n)*Api(\n) = Io + Aps(A,n)*Ars(\,n), (2.3.7)

[2 = flLl(/\,n)AR
= flRl()\,n)flL

>
3
+
b
h
[\
> >
3
>
oy
w
>
3

(2.3.8)

2
_l_
b
oy
N
3
oY
h
w
3

Finalement, on fait le lien entre la représentation stationnaire S(A,n) de Popérateur de

diffusion S' et la matrice de diffusion So(X,n). On définit deux transformations unitaires
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Fy sur ‘H par

elet 0 1 e iwAtici 0
Fww:f( ; ) v = [ ( . A) Y()de (239)

et

eic_x 0 1 efi:r)\Jric_z 0
F—¢(A) = f( 0 e—ic+x> 7/’(/\) = \/ﬁ/R ( 0 6iw)\—ic+x> ¢(x) d.’I,',

et on rappelle la Proposition suivante donnée dans [DN10].

Proposition 2.3.1. L’opérateur de diffusion S(n) posséde la représentation stationnaire

sutvante. Si Fy sont les transformations unitaires définies dans (2.3.9) et (2.3.10), alors
S(n) = FiS(\,n)F_,
ot la matrice de diffusion 4 x 4, S(\,n), est donnée par

SOun) e BT\ n) e 2PR(\ n)
yn) = 2 J S )
L(\n) e PTr(A\, n)

0 00
ﬂz/oo(c(s)—c)ds+/0+ (c(s) — c1) ds, (2.3.11)

et les quantités TL, TR, L et R sont les matrices 2 x 2 correspondant aux coefficients de
transmission et de réflexion de la paire (An, Ag) et définies dans (2.1.17)-(2.1.19).

Dans la Section suivante on utilise une représentation intégrale des blocs de la matrice

de Faddeev a droite définie par
Mp(z, A, n) = FR(ac, A, n)e_irl)‘x.
I est facile de voir & partir de (2.1.10) que Mg(z, A, n) satisfait I’équation intégrale

~ +oo ~ )
Mpg(z,\,n) = I +iT? / e_ZFIA(y_m)W(y, n)Mg(y, A, n)edﬂ)‘(y_x) dy.  (2.3.12)

xT
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En utilisant la notation par blocs 2 x 2,

i (2. A ) MRl(x, A, n) MRg(x,/\,n)
z,\n)=| . . ,
f Mpgs(z,A\;n) Mpa(z,A,n)

et en itérant (2.3.12) une fois, on obtient un systéme d’équations intégrales découplées

pour les blocs MRi(af, A n), i€ {1,2,3,4}. Par exemple,

N z y o N
Mpgi(z, A\ n) = I + / ( / 2Nk (y, n)k(t, n)* Mgy (t, A, n) dt) dy  (2.3.13)
et
Mpo(z,\,n) = z/ ATV L (y, n) dy (2.3.14)
T n . ~
+ </ NV ke (y, n)k(t, n)* Mpa(t, A, n) dt) dy.
Des résultats similaires sont vrais pour la matrice de Faddeev a gauche My, qui est définie

par
Mg (z,\,n) = Fr(z, ), n)e*irl)‘m.

L’Equation (2.3.13) est une équation intégrale de type Volterra et peut étre résolue par

itération. De plus, on peut déduire de cette méthode des estimations importantes.

Lemme 2.3.2. Pour tout xg € R, il existe une constante C € R telle que pour tout

r €R, pour toutn €N, on a

xT

| Vra(e, A, )| < Cexp (n /

—00

a(s) ds) , Vie{l,2,3,4},

et

—+00

25 A n)|| < Cexp <n/ als) ds), vic {1,2,3,4).

Démonstration. Prouvons par exemple le Lemme 2.3.2 pour Mm (z, A\, n) puisque les
preuves pour les autres blocs sont similaires. Pour obtenir ’estimation voulue on utilise une
méthode itérative. On part de I'équation intégrale (2.3.13) et on définit M9, (x,\,n) = I
et

ori+1 ’ v 2iA(t—y) * Vrd )
My (2, A, n) :/ / e VEk(y,n)k(t,n) Mz, (t,\,n)dt | dy, Vj e N.

— 00 — 00

107



CHAPITRE 2. PROBLEME INVERSE DANS DES TROUS NOIRS

On peut prouver par récurrence que

. 1 x 27 .
Ity (@) < gy ([ IhGsimas) "L vien

Ainsi, on peut écrire,

+o0 .
Mpi(z,\n) = > My (2, A, n) (2.3.15)
j=0

et on obtient

It Al < exo ([ bt ds )

On rappelle que

k(x Tl) — 622’0’(3&) <—Zb(.’13) na’(x)) )
’ —na(x) ib(x)

Donc ||k(x,n)|| = na(x) + b(z) (on choisit ||.|| = ||.||1) et

R +oo T

|Mpgi(xz,\,n)| <exp (/ b(s) ds) exp (n/ a(s) ds)
et 'estimation du Lemme 2.3.2 résulte de cette inégalité. Concernant le bloc M ra(z, A\, n)
on pose,
Mpo(z,A,n) = Z MéQ(x,)\,n)
§=0
ou .
My (2, A, n) = Z/ AV (y,m) dy

et

€T

i o) = [

—00

Y . N
2ANE=Y () (t, n)* Mo (£, \,n)dt ) dy, Vj € N.
y: ’ R2(7 I y? ]
—00

et on procéde la méme facon. O

2.3.2 Equations différentielles d’ordre deux pour les fonctions de Jost

Le but de cette Section est de trouver un systeme d’équations différentielles d’ordre
deux satisfait par les composantes des fonctions de Jost. Pour ce faire, on commence par
donner des équations différentielles satisfaites par les blocs des matrices de Faddeev en
utilisant les équations intégrales (2.13) — (2.16) et (2.18) — (2.21) de [AKvdMO00]. Ensuite,
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2.3. Réduction du modéle et premiére analyse

en utilisant le lien entre les matrices de Faddeev pour 'opérateur réduit A et les fonctions
de Jost pour le hamiltonien H, on obtient des équations différentielles d’ordre deux pour

les fonctions de Jost associées a ce dernier. On commence par prouver la Proposition
suivante.

Proposition 2.3.3. Les blocs des matrices de Faddeev vérifient les équations différen-
tielles suivantes en la variable x.

1. Les blocs Mri(.,\,n) et Mpi(., A\, n) vérifient 'équation différentielle

A"z, A n) + (2N — K (z,n)k(z,n) YA (z,\,n)
— k(xz,n)k(z,n)*A(x,\,n) = 0. (2.3.16)

2. Les blocs Mpa(., A\, n) et Mpa(., \,n) vérifient

A"z, A\ n) — (2N + K (x,n)k(z,n) YA (z,\,n)
+ (200K (z,n)k(z,n) "t — k(z,n)k(z,n)*)A(z, \,n) = 0.

3. Les blocs ML3<.,)\,TL) et Mps(., \,n) vérifient

A"z, \n) + (2N — K (z,n)* (k(z,n)*) YA (z,\,n)
— (200K (z,n)* (k(x,n)*) "t 4 k(z,n)*k(x,n))A(z, \,n) = 0.

4. Les blocs MM(.,)\,n) et Mpa(., \,n) vérifient

A"z, \n) — (2o + K (z,n)* (k(z,n)*) DA (z,\,n)
— k(x,n)*k(x,n)A(x,\,n) = 0.

Remarque 2.3.4. 1. L’analyse est la méme pour les fonctions de Jost a droite et a

gauche. On se limitera donc a Uétude des fonctions de Jost a droite.

2. Il y a une analogie entre les équations différentielles pour les blocs Mpi et Mpa.
En effet, les équations intégrales correspondantes sont les mémes quitte d changer A
en —X\ et k en k*. Ainsi, dans la suite, on donnera seulement les résultats pour le
bloc ]\me. La méme analogie étant vraie pour les blocs MRQ et MRg on ne donnera

également par la suite les résultats que pour le bloc Mps.
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En utilisant la Proposition 2.3.3, on obtient facilement des équations différentielles
d’ordre deux pour les coefficients des matrices de Faddeev. On utilise alors le lien entre
ces matrices de Faddeev et les fonctions de Jost correspondant au hamiltonien H. La

fonction de Jost a droite pour le hamiltonien A est donnée par

A

Fr(z,A\,n) = Mpg(z, A, n)ei)‘rlx.
On rappelle que
H — efiFIC_(x)AeiFlC_(x).

Ainsi, la fonction de Jost & droite pour le hamiltonien H est définie par

Fr(xz,\,n) = efiFlC_(I)MR(x, A, n)ei)‘rlx (2.3.17)
et de fagon similaire la fonction de Jost a gauche du hamiltonien H est définie par

Fr(z,A\,n) = eiiFlCi(I)ML(x, A, n)ei)‘rlx. (2.3.18)
On utilise la notation

FR1($,>\7H) FRQ(QQ‘,)\,TL)
FR3(£7A7n> FR4($7)‘7n) ’

ou

Fri A, Fr; A,
FRiu,A,n):( Ria (2, An) Fria(e n)>7

FR’L,3($7 A7 n) FRi,4($a )\7 TL)

et la notation correspondante pour la fonction de Jost a gauche. En utilisant les égalités

précédentes et la Proposition 2.3.3 on obtient la Proposition suivante.

Proposition 2.3.5. Les coefficients des fonctions de Jost vérifient les équations couplées

en la variable T suivantes.

1. Pour i € {1,2} et (j,k) € {(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} il existe une fonction
fiik(z,A,n) telle que la composante Fg;; de la fonction de Jost a droite et la
composante Fr; ; de la fonction de Jost a gauche vérifient I’équation différentielle

couplée

UN(JJ, )‘7 TL) - aal((xx)) ul(x7 )\7 n) + Q(ﬂf, )\a n)u(:v, )\7 n) = fi,j,k(xa )\a n)7
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o1,

a' ()

a(x)

gz, A ) = (z‘a’(z) T (efx) = N2 — ie(x) - N (n2a(a)? + b<x>2>) ,

et

fi,j,k = Cl7i7jF}/%i,j (xv A n) + CQ,i,kFII%i,k(x7 A, n)

+c3,i.iFRij(x, A\, n) + caipFrik(z, A\, n),
avec,

1
crit(z,An) =0 <n> , n—oo, Vre{l,2,3,4} et te{jk}.

2. Pour i € {3,4} et (j,k) € {(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} il existe une fonction
fijre(x, A,n) telle que la composante Fg;j de la fonction de Jost a droite et la

composante Fp; ; de la fonction de Jost a gauche vérifient I’équation différentielle

couplée
" a(z) , ——
u' (z,A\,n) — @ u' (z, A, n) + q(z, A\, n)u(z, \,n) = fijr(x, A n),
a(x
o1,
fijk = crijFrij(@ A\ n)+coinFpp(z, A n)
+c3,iiFRij(x, A\, n) + caipFrik(x, A, n),
avec,

1
crit(z, An) =0 <n> , n—oo, Vre{l,2,3,4} et te{jk}

Démonstration. Pour prouver ce résultat, par exemple pour le coefficient Fr; 1, on utilise
I’égalité
Mgy (z,\,n) = e"(ci(”"”)_M)Fm(:ﬁ, A, n)

et I’équation différentielle obtenue pour le premier bloc de la matrice de Faddeev dans la
Proposition 2.3.3. On obtient

a(x
@A) — SO e A )+ gl@ A ) Fraae, A n) = fuas(e An),

a(x)
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fiis(z, An) = cl(z, )\,n)FI’ﬂ’l(az, A n) + cox, )\,n)Fél’3(:c, An) o (2.3.19)
+ez(x, A\, n)Fria(z, A\, n) + ca(x, \,n)Fri3(z, A\, n)
et
_a(z)?b(2)V (z) — d (z)a(x)b(z)?
ci(z,\,n) = | (n2a(2)? 1 b(@)D)alz)? (2.3.20)

a(z)?b(2)V (z) — d' (x)a(x)b(z)?
cz(x,\,n) = i(c(w)—A)( (2) b(w)b'(z) (z)a(2)b(z) > (2.3.22)

calman) = () —N) (”(_‘L(”’)b/(m i“l v b(“””))) (2.3.23)

n?a(x)

On prouve la Proposition pour les autres composantes des fonctions de Jost de fagon

similaire. On note par exemple que

fizi(z,\n) = cfx, )\,n)FZ’%Lg(x, A,n) + cox, )\,n)Fllle’l(x, A, n)
+c3(z, A\, n)Fris(xz, A, n) + ca(z, A\, n)Frii(x, A, n).
]

Remarque 2.3.6. 1. Sib = c = 0 on obtient que Fr;; et Fr;j, ou i € {1,2} et
J €{1,2,3,4}, vérifient I’équation différentielle découplée

! —al(m)u’:r: n 2 ial(x)—n2a:n2 u(z,\,n) =
(o hm) = S )+ (22 A (@)?) (e A.m) =0,

alors que Fp; j et Fr;;, oui € {3,4} et j € {1,2,3,4}, vérifient ’équation différen-
tielle

" —al(w)u'x n 2 a,(x)—n2ax2 u(z,\,n) =
u’(xz, A, n) o(2) (x, A\, )—i—()\ )\a(:c) ()) (x,A\,n) =0.

Ce sont les Equations (3.21) et (3.22) obtenues dans le cas sans masse et sans
charge étudié dans [DN11].

2. 1l est important de noter que dans le cas massif les fonctions de Jost satisfont des

équations différentielles couplées deux a deux alors que dans le cas sans masse ces
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composantes vérifient des équations différentielles ordinaires indépendantes. Cette

structure sera fondamentale dans la Section 2.4.4.

2.4 Asymptotiques en le moment angulaire

Dans cette Section, on autorise le moment angulaire a prendre des valeurs complexes.
Comme dans la Section 4 de [DN11], nous allons alors obtenir des asymptotiques des
fonctions de Jost et de la matrice Af (X, z) lorsque |z| — oo, z € C. Pour ce faire, nous
allons utiliser la décroissance exponentielle des potentiels a(x) et b(z) aux deux horizons
et ainsi la nature asymptotiquement hyperbolique de la géométrie. D’un point de vue
technique nous utiliserons pour obtenir les asymptotiques recherchées un changement de

variable de Liouville et un argument perturbatif.

2.4.1 Variable de Liouville et équations de Bessel

On suit ici la stratégie de [CKM92, CM69, DN11]. On considére les équations différentielles
données dans la Proposition 2.3.5 et on utilise une transformation de Liouville, i.e. un
changement de variable X = g(z), qui transforme ces équations en des équations de
Sturm-Liouville singulieres dans lesquelles le moment angulaire complexe z est devenu le

parametre spectral. Plus précisément la transformation de Liouville est définie par

Il est clair que g = R —]0, A[ est un C'-difféomorphisme ot

A= /R a(t) dt.

Dans un soucis de simplicité, on désigne par h = g~! le difféomorphisme inverse de g et
on utilise les notations f/(X) = g—)];(X), Fr(X, )\ z) = Fp(h(X), A, z) et Fr(X,\ 2) =
Fr(h(X), A, 2).

On commence par un Lemme élémentaire qui énonce que, dans la variable X, les fonctions
de Jost satisfont des équations de Sturm-Liouville avec des potentiels ayant des singularités

quadratiques aux bords.

Lemme 2.4.1. Pouri e {1,2} et (j, k) € {(1,3),(3,1),(2,4), (4,2)} la composante Fg; ;

de la fonction de Jost a droite et la composante Fp; ; de la fonction de Jost a gauche
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vérifient ’équation différentielle couplée

fi,j,k(Xa )‘7 Z)

.2
WX, 2) + g0 Nu(X, A, 2) = 22X 0, 2) + SR

alors que pour i € {3,4} et (5,k) € {(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} la composante Fr;; de la
fonction de Jost a droite et la composante Fr; ; de la fonction de Jost a gauche vérifient

l’équation différentielle couplée

fi,j,k(Xa )‘7 Z)

—_— .2
WX 2) + d(X (X, 2) = 2Pu(X A 2) + S8

. X)L (e(X) =N

d(X)  b(X)?
a(x2 T a(x)

— i) = N~ o

g X,\) =i

Ici les fonctions f; jr sont celles apparaissant dans la Proposition 2.3.5. De plus, lorsque
X — 0,

L wo (== N2 (- =)
q(X,\) = X2 +q¢-(X,N), avec w_ = P (2.4.1)
et
—(X,A)=0(1), X —0.
De méme, lorsque X — A,
o wy R I CTEpY.
q(X,\) = A-x) +q+(X,N), avec wyq = Z i o (2.4.2)

et

Remarque 2.4.2. Dans le cas b = c = 0 on obtient que les fonctions de Jost Fr; j(X, X, 2)
et Fr;j(X,\z2), ouie{l,2} et je{1,2,3,4}, vérifient ’équation de Sturm-Liouville
découplée
A2 "(X
L
a(X)? " a(X)

u' (X, )\ 2) + < ;>u(X,)\,z)222u(X,/\,z)

alors que F; (X, A, z) et Fr; j(X,\, 2), oui € {3,4} et j € {1,2,3,4}, vérifient ’équation
de Sturm-Liouville

2 /
u"(X,\, 2) + ( At

a(X)? a(X)3> u(X, X, z) = 22u(X, X, 2).
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Ce sont les équations (4.5) et (4.6) obtenues dans le Lemme 4.1 de [DN11]. De plus, on

obtient que

A A
w_ 2 +ZZ
et
A A
Wy = +’Li
/€+ K4

ce qui correspond auz Equations (4.7) et (4.8) de ce méme Lemme.

Démonstration. Puisque les preuves sont les mémes pour les autres composantes, on
prouve la Proposition 2.4.1 seulement pour Fgy . En utilisant une transformation de
Liouville et les notations a(X) = a(h(X)), b(X) = b(h(X)) et ¢(X) = ¢(h(X)), on obtient

que FRry 1 satisfait ’équation de Sturm-Liouville :

2 f1,1,3(X7A7z)
W (XN, 2) + (X, u(X, N, 2) = 27u(X, A\, 2) + LX)

o a(X) b(X)?

(X)) (e(X) =N N
a(X)3  a(X)?

IEN =T

et (en omettant les variables pour les fonctions de Jost)

2 / a a
fiis(X A 2) = <( s )bX())Q(> (X(ig))@(())?))b( )>FR11
X) (X)b’(X) a'(X)a(X)b(X)? F
(X)2+b(X)2)a X)Q R1,1
(a0 (X) + o (XBX))a(X)
2CL(X) ( )2 o

2(—a(X)V'(X) + a'(X)b(X))
22q (X) —i—b(X) (C(X)_)\)FRI,&

3

Pour montrer que le potentiel ¢ possede des singularités quadratiques données par (2.4.1)

on utilise le Lemme suivant :

Lemme 2.4.3. Lorsque X — 0, les potentiels vérifient :
a(X)=rk_ X +0(X?), d(X)=r2X+0(X?),

(X%, ¥(X) = =X+ o(x,

b(X) =
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/ /2
X2 L 0xY), dX) =S

o(X)=c_+ X2+ 0(x%).

Démonstration. On sait que

X = / a(t)dt = %e“*x + O(e?=7).

Ainsi, €% = O(X) et d’apres le Lemme 2.2.1, lorsque X — 0,
a(X) =r_X 4+ O(X3).

De méme, on obtient
d(X)=r1X +0(X?).
En utilisant ces asymptotiques et le Lemme 2.2.1, on obtient de méme les résultats pour

les potentiels b et c. O

Finalement, en utilisant le Lemme 2.4.3, on obtient facilement que, lorsque X — 0,

X)) (eX) - d(X)  b(X)?

M ey - 02

X
e S EATo9 a(XP  a(X)?
o (e— = A —i(e- = N) 4+ O(X?)
} (<-X + O(X2))?
w_
= ﬁ +q- (X, )\)
La preuve est la méme lorsque X — A. O

Dans ce qui suit, nous allons résoudre les équations données dans le Lemme 2.4.1 par
un argument perturbatif. On a d’abord besoin du Lemme suivant pour donner un sens
aux termes de reste et pour calculer les asymptotiques des fonctions de Jost a droite

(respectivement & gauche) lorsque X — 0 (respectivement X — A).

Lemme 2.4.4. Pour tout z € C fizé, pouri € {1,2} et pour (j,k) € {(1,3), (2,4), (3,1),
(4,2)},

,J Xv)‘a
hije(X, A, 2) = f’J’Z((X)QZ) =0(1), lorsque X —0 et X — A

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 2.4.3 et du fait que les composantes

des fonctions de Jost sont bornées lorsque X — 0 et X — A. 0
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L’intérét des équations différentielles obtenues dans le Lemme 2.4.1 réside dans le fait
que les parties homogeénes de ces équations sont des équations de Bessel modifiées (voir
5.4.11 dans [Leb65])

1-9 2 2.2
TRV <(/3,YX71)2 e PO
En effet, dans notre cas les équations homogenes sont

w_
u” + —=u = zQU

X2
et L
u”—i—ﬁu—zzu,
ou )
_—=A _—A
PCCL)ENCES)

Ainsi, on choisit o = %, y=1, 8 =iz et

pour la premiere équation et

pour la seconde.

Remarque 2.4.5. Sib=c =0 on obtient

1 A
Vo= — —i—
2 K_
et
1+,>\
_=—=+1—
a 2 K_

qui sont les choiz faits dans [DN11].

Comme nous allons le voir dans la Section suivante ces équations ont été largement
étudiées et en particulier les asymptotiques des solutions de ces équations sont bien

connues.
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2.4.2 Estimations du noyau de Green et des fonctions de Jost

Les équations de Sturm-Liouville singulieres comme celles de la Proposition 2.4.1 ont été
étudiées dans [FY05] par Freiling et Yurko. On suit l'esprit de [DN11] mais, puisque 1'on
n’a pas de développement en séries des fonctions de Jost, notre preuve est légerement
différente. On utilise le fait que les fonctions de Bessel modifiées forment un systeme

fondamental de solutions de 1’équation

" w 2
u + ﬁu = z"u,
les asymptotiques connues de ces fonctions données dans [Leb65] ainsi que de bonnes
estimations du noyau de Green pour obtenir les asymptotiques des fonctions de Jost
lorsque |z| — oco. On rappelle la définition des fonctions de Bessel modifiées donnée dans

[Leb65] :

) (%)I/+2k
I,(z) = — |z]| < o0, |arg(z w, veCQC, 2.4.3
O=% v <o lasEl<n ve (243)
K,(z) = EM, larg(z)| <m, v ¢Z. (2.4.4)

2 sin v

Le but de cette Section est de démontrer le Théoréme suivant :

Théoreme 2.4.6. On pose

et

2 a_

o) = (5) ("“‘)im) (- o).

Pour z grand dans le plan complexe (voir la remarque suivante), les fonctions de Jost a
droite vérifient les asymptotiques suivantes, uniformément pour chaque sous-ensemble

compact de 10, A[,

e\Re(z)|X
Fri(X,\ 2) —ar(z)VXI_, (2X) ((1) ?) |' =0 () )

2|

0 1 elRe(2)[X
Fra(X, )\ 2) — iBr(2)VXI, (2X) (_1 0) H -0 (M) ,
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e|Re 2)| X
Fr3(X, )\, 2) —iBr(z )\ﬁl (zX) < )H < ),

elRe(2)[ X
Fra(X,\, 2) —ar(Z)VXI_, (2X) ( >|| ( )

Remarque 2.4.7. On doit étre prudent dans la définition de nos asymptotiques sur tout
le plan complexe. On rappelle l'asymptotique donnée dans [Leb65] : pour z grand tel que
larg(z)| <7 =48, 6 >0,

2 —z+sg(Im(z))im(v_+1)
V?(z):( 6)1 (1+O<i)>+e s - (1+O<i)). (2.4.5)
272)2 2mz)2

ot sg est la fonction signe définie par sg(x) =1 six > 0,0 siz =0 et —1 si x < 0.

Ainsi, cette estimation est vraie sur le plan complexe excepté au voisinage de l’axe
R~. Cependant, puisque application z — ar(2)v/'XI_,_(2X) est entiére et paire (voir
(2.4.3)) on peut étendre les asymptotiques a tout le plan compleze. Ceci est également
vrai pour Fro, Frs et Fry.

On observe également que, dans les asymptotiques pour z grand dans le plan complexe,

on a
FRl(X, /\, Z) ~ FR4(X,)\,§)*

et
FR2<X7 A, Z) ~ FRg(X, A,?)*.

Ce sont les symétries données dans [DN11] et qui ne sont pas vraies en général ici d
cause de la masse m des champs de Dirac. On s’attendait da trouver ces symétries pour z
grand puisque le terme le plus important dans le potentiel pour de tel z est za(z), et le

terme de masse b n’a donc pas d’influence dans ce régime.

En utilisant 'asymptotique (2.4.5), on peut prouver le Théoréme suivant pour les

asymptotiques des fonctions de Jost pour z — +oo, z réel.

Théoreme 2.4.8. Les fonctions de Jost a droite vérifient les asymptotiques suivantes

pour z — 400, z réel, uniformément sur chaque sous-ensemble compact de |0, A,

(A—c_)

—v_ 7 . (A—c_ 1
Fuxaz) = (B2) 7 ram s T e 031) 09 1.

119



CHAPITRE 2. PROBLEME INVERSE DANS DES TROUS NOIRS

ol

[1]Z=1+O<1>.

z

Remarque 2.4.9. Les asymptotiques correspondantes sont également vraies pour z —

—00 par parité/imparité.

On commence la preuve du Théoréme 2.4.6 par une estimation des noyaux de Green
des équations homogenes associées aux équations satisfaites par les fonctions de Jost
données dans le Lemme 2.4.1. Celle-ci est obtenue a l'aide d’estimations des fonctions de
Bessel modifiées données dans [Leb65]. On sait, grace au Lemme 2.4.1, que les composantes

des fonctions Jost F'g; ; vérifient les équations différentielles couplées
(X, 2) + q( X, Nu(X, N, 2) = 22u(X, )\, 2) + hijr(X, A 2), (2.4.6)

ou lorsque X — 0,

w_ (c. =XM% (c. =)\
X = 5 — X _ = —
G =55+ (X0, avee wo =2 IS
et
q-(X,A) =0(1).
De plus,
fljk(Xa)‘7Z)
(X — IR T
hz,],k( a)\v'Z) a(X)Q
satisfait

hijrk(X, A, 2) =0(1), quand X — 0.

On commence par étudier ’équation homogene

u” + %u =22 (2.4.7)
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2.4. Asymptotiques en le moment angulaire

qui est une équation de Bessel. On choisit un systéme fondamental de solutions de (2.4.7)
dépendant du bloc que 'on étudie. Pour le bloc Fr; on choisit (I, ,K_, ) alors que

pour le bloc Fry on choisit (1,_, K,_). Ainsi, pour Fgy j, j € {1,2}, on pose
wi(X) = o VXTI, (2X)+ By VXK_, (2X), (2.4.8)
alors que pour Fgo j, j € {1,2}, on pose
up2j(X) = agiVXIL, (2X)+ Po VXK, (2X). (2.4.9)

On résout alors 'Equation (2.4.6) par perturbation. On réécrit cette équation sous la
forme

u’+ %“ — 22u = —q_ (X, \u+ hiji(X, A, 2).

Le noyau de Green pour le bloc Fry est défini par
Gi(t, X,2) = VIX(I_,_(z)K_,_(2X) = I_,_(2X)K_,_(2t)),
alors que le noyau de Green pour le bloc Fgrs est défini par
Go(t, X, 2) = VIX(I, (2t)K, (2X) -1, (2X)K,_(zt)).

La solution générale de (2.4.6) est alors

X
w(X, N 2) = o (X, N, 2) + / Gilt, X, 2) (a— (8, Nult, A 2) + it A, 2)) dt, (2.4.10)
0

ou le terme intégral a un sens grace au Lemme 2.4.4. Pour prouver le Théoréme 2.4.6
on a besoin des estimations des noyaux de Green GG1 et Gy suivantes. La preuve de ces
estimations est basée sur de bonnes estimations des fonctions de Bessel modifiées et
de leur dérivées (voir [Iso04] eq. (2.17) ou [DKN14] Proposition 3.1 pour une preuve
semblable).

Proposition 2.4.10. Si |z| > 1, pour i € {1,2}, pour tout X €]0, A[ et pour tout
t €]0, X|,
CeRe(2)|[(X—t)

|Gi(t7sz)| < 1 NN
(14 |2X]2)(1 + |2t]2)

Remarque 2.4.11. II suffit de prouver la Proposition 2.4.10 pour les z tels que Re(z) > 0.
En effet, en utilisant la définition des fonctions de Bessel modifiées (2.4.3) et (2.4.4) on
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sait que

Go(t, X,2) = mm_(ztmV_(zX)_JV_(zX))
—I,_(2X)(I_,_(2t) — I,_(21))]
TVitX

2sin(v_)

(I,_(2t)I_y_(2X) =1, (2X)I_,_(2t)).

Ainsi, en utilisant la définition de I, donnée précédemment dans (2.4.3), on obtient
que Uapplication z — Go(t, X, z) est paire en la variable z € C. De méme, lapplication
z— G1(t, X, z) est paire en z € C.

Démonstration. On prouve la Proposition 2.4.10 seulement pour G puisque la preuve
pour (G1 est semblable. De plus, en utilisant la remarque précédente on a seulement

besoin de faire la preuve pour z tel que Re(z) > 0. On rappelle que
Go(t, X, 2z) = VtX(I, (2t)K, (2X)—1, (:X)K, (zt)),

ou . \
L, o1 (A—e)
2 K

Pour obtenir I'estimation de la Proposition 2.4.10 on va utiliser les asymptotiques, données

dans [Leb65], (2.4.5) et
K, (¢) = (%)é e ¢ (1 +0 (2)) : (2.4.11)

lorsque ¢ — oo et |[Arg(¢)| <7 — 4, 6 > 0. Pour prouver la Proposition 2.4.10 il suffit de

prouver le Lemme suivant (et d’échanger les roles de ¢t et X pour obtenir le second).

Lemme 2.4.12. SiRe(z) > 0 et |z| > 1, alors pour tout X €]0, A[ et pour tout t €0, X]|,

Ce—Re(z)(X—t)

(1+ |2X[2)(1+ |2t]2)

VXL, (20K, (2X)] <

Lemme 2.4.13. SiRe(z) > 0 et |z| > 1, alors pour tout X €]0, A[ et pour tout t €]0, X,

CeRe(z)(X—t)

VIX|L,_(2X)K,_(zt)] < ; —.
(1+]2X|2)(1 + |2t]2)

Démonstration. On prouve le Lemme 2.4.12 en découpant le plan en différents secteurs :
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2.4. Asymptotiques en le moment angulaire

o Sifzt|<let|zX|<1:

1

VX |, (2K, (:X)| = ﬂ|tz|%|tX\%|I,,7(zt)K,,7(zX)|
z
C
S N
2]

car |I, (zt)K, (zX)| est borné sur un ensemble compact.

o Sizt] > 1 et [2X]| <1: Ce secteur est interdit puisque ¢t < X.

o Sizt| <1let|zX]|>1: On sait que |I, (zt)] < C car on est sur un ensemble

compact et en utilisant estimation (2.4.11) on obtient

K, (2X)| < ﬁle—ﬁe@x.
|z X2

Ainsi,

VXL, (2K, (2X)] < CVt|I,_(2t)K,_ (2X)| car X <A
v (zX
< cpetin, () B2
— L
<C
Ce—Re(z)X
27 |2X]2

o Sizt] > 1 et |2X]|>1: En utilisant les estimations (2.4.5) et (2.4.11) on a

|1, (2t)] < ileRe(Z)t

=tz
et o
1K, (2X)| < _e Re(2) X
|z X2
Ainsi,

ViX|IL, 2)K, (zX)] < C|I,_ (2t)K, (2X)|
e—Re(2)(X—t)

Cﬁ'
2t]3|=X]
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O

2.4.3 Asymptotiques des fonctions de Jost a droite lorsque X — 0

Pour prouver le Théoreme 2.4.6 on a besoin des asymptotiques des fonctions de Jost a
droite lorsque la variable de Liouville X tend vers 0. Ces asymptotiques nous permettent
dans un second temps de trouver explicitement le terme principal des composantes
des fonctions de Jost en termes des fonctions de Bessel modifiées. Pour obtenir ces
asymptotiques on utilise le fait que 1'on peut écrire les blocs de Faddeev comme des séries
et on utilise le lien entre les matrices de Faddeev et les fonctions de Jost. On procede

pour commencer a ’analyse du bloc Fg;.

Lemme 2.4.14. Lorsque X — 0, pour tout z € C fizé,

Fri(X,\2) = ((’f—>(_—) () +0(X2)) ( 0(;2) O(x?) )

a 1

Démonstration. Grace & (2.3.15) on sait que

T 2
I3tz 0, 2) = Mfy (A 2)]| = O (( s, as) ) .

On rappelle que

]{Z(l’ Z) — 621'6'_(:)3) ( —Zb(ﬂ?) za(az) ) ]
’ —za(x) ib(x)

De plus, d’apres les asymptotiques données dans le Lemme 2.2.1, on a b(z) = O(a(x))

lorsque x — —oo. Ainsi, ||k(z)|| < Ca(z) pour z — —oo. Donc, puisque M]%I(ZL', A z) = I,
| Mp1 (2, A, 2) — || = O(X?), X —0.

Concernant Fry, on sait que
Fri(z, A\ 2) = ei()‘z_c_(x))MRl(x, A 2),

ainsi
|Fri(z, A, 2) — Fpy (2,0, 2)| = O(X?), X =0, (2.4.12)

ou
FY (x,\, 2) = Qo= C" @D, (2.4.13)
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2.4. Asymptotiques en le moment angulaire

De plus,
i\
. o 2N
SN(X) _ <’”v) X" +0(X?), X —0. (2.4.14)

a—

En effet, grace aux asymptotiques du potentiel a, données dans le Lemme 2.2.1,

X =g(x) = / a(t)dt = e O(e*~7), & — —o0,

—co K_

donc,

GIAR(X)

De plus,
/ _)ds+c_z
/ e =5 + 0(e™*))ds + c_x
c_x+0(X?), X =0
Ainsi,
GORX)=CT(h(X)) (X)) L O(x?2)

_ (’L>(A_)X<A_) +O(X?), X 0.

a_

Ceci achéve notre preuve grace aux égalités (2.4.12) et (2.4.13). O

Gréce a ces estimations on peut trouver le terme principal des fonctions de Jost en termes
des fonctions de Bessel modifiées. Concernant le coefficient F'ry 1, on doit d’abord trouver
les constantes a1 et 511 définies dans (2.4.8) pour que la solution uj; de I’Equation
(2.4.10)

X
ull(Xv )‘7 Z) = U0711(X, )‘a Z) + / Gl (ta Xa Z)(q* (tv )‘)ull(t’ )‘a Z) + h1,173(t7 )‘7 Z)) dt
0
soit F'g1,1. Concernant Fgi2 on doit trouver ajo et B12 pour que la solution uip de
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(2.4.10)

X
ulQ(Xv )" Z) = ’LL0712(X7 >‘a Z) + / Gl (t? X? Z)(q* (t’ )‘)u12 (t7 >‘a Z) + h1,2:4(t’ >‘a Z)) dt
0

soit F'r1 2. En utilisant les asymptotiques de Fry1(X, A, 2) et Fri2(X, A, 2) lorsque X — 0

on prouve la Proposition suivante.

Proposition 2.4.15. Pour tout z fixé, pour tout X €]0, AJ,
FRl,l(X7 )\, Z) = F§171(X, )\, Z)
X
+ / Gl (t7 X7 Z)(q— (t7 )\)FRl,l(tv A7 Z) + h1,1,3(t7 >\7 Z)) dt7
0
o,

Fp (XA 2) = = (“)(> (1 - v WXL, (2X).

2= \a_

De méme,

X
FRLQ (Xa )‘7 Z) = /0 Gl (t7 X? Z)(Q— (tv )‘)FRLQ(ta )\7 Z) + h1,274(t7 )‘7 Z)) dt.

Démonstration. On cherche aq1 et 11 tels que

FRl,l(X) )\, Z) = F]ng(X, )\, Z)

X
+ / G1 (tv X7 Z)(q— (ta )‘)FRl,l(tv A? Z) + h1,1,3(t7 >\7 Z)) dta
0

ou

F§1,1(X» A z) = anVXI_, (2X) + BnﬁK,l,_(zX).

On rappelle que (voir [Leb65] egs (5.7.1) et (5.7.2)),

VXTI, (2X)~ LXZ'(AZ?)

r(1—v_)2- » X =0, (2.4.15)
et N
BVXK_, (:X) ~ 57 - () X — 0. (2.4.16)

X
2sin(v_m) I'(1 4+ v_)2v- ’
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2.4. Asymptotiques en le moment angulaire

Ainsi, pour tout z € C fixé, lorsque X — 0,

Gi(t,X,z) = VIX(I_, (:)K_, (2X)—1_,_ (2X)K_,_(2t))
= VitI_, (2)WXK_, (2X)—VXI_, zX)VtK_, (zt)

o () () Gy

ou
-7

Cr = sin(v_mI(1 — v )[(1+v_)

Finalement, grace au Lemme 2.4.4,

X
/ Gl(ta Xa Z) (q,(t)Flel(t, )‘a Z) + h171»3(t7 )\7 Z)) dt = O(XQ)v X —0.
0

=0(1)

De plus, grace au Lemme 2.4.14,

K

Frii(X,\,2) = (“)<_‘) (5=, O(X?), X 0.

Ceci nous permet de conclure, en utilisant a nouveau (2.4.15) et (2.4.16), que

a1l = 2 (K_)Z< ;i_) F(l — I/_) et 511 =0.

2= \a_

En utilisant le méme argument on prouve également que

a1 =0 et 512 = 0.

On procede a la méme analyse pour le bloc Fgs.

Lemme 2.4.16. Lorsque X — 0,

Froa(X,\,2) = —= (”)( " )XH( = )+O(X3)

2a_v_

et

[ A—c_ L
FRQQ(X, A, Z) = ’in (g:) _’( - ) Xl_i(%) + O(X3).
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Démonstration. Comme dans le cas du bloc Fry, on obtient

1FR2(, A, 2) = Fia(, A, 2) || = O(X?),

ou
Fio(@, A, z) = ie” OO (@) / * Mk (y, 2) dy,

Ainsi, on sait que

Frai(z, A, 2) = ei(’\xfc_(x))/ T W=Mp(y) dy + O(X3), X — 0.

—00

Donc, en utilisant 'asymptotique (2.4.14), en la variable X, lorsque X — 0,

. - X . _ B b(}/)
Froa(X, A, 2) I AR(X)=C ™ (h(X)) / 2i(C (h(Y))=Ah(Y))

3
i o) 0,

b_ P —z(%) 1 A;c_
A ) (a_> 05 o,

De méme, on obtient

Froao(z, A\ 2) = izei()“_ci(w))/ WM (y)dy + O(X?), X —0.

Ainsi, en la variable X, lorsque X — 0,

I?RZQ()(7A7Z)

. —_ X . —
i 2ol (AR(X)—C (h(X)))/ 2NN gy 1 0(X3),
0

A—c_

gt () ) o

La méthode que 'on utilise maintenant est la méme que celle utilisée précédemment

pour le bloc Fri. On commence donc par trouver as; et 891 tels que la solution wuo; de
I'Equation (2.4.10)

u21(X) = up21(X) + /OX Ga(t, X, 2)(q—(t)u21(t) + ho(t, A, 2)) dt

soit Fro1 et g et Bag tels que la solution ugy de I'Equation (2.4.10)
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2.4. Asymptotiques en le moment angulaire

u22<X) = u()’22<X) + /OX Gao(t, X, z)(q- (t)UQQ(t) + h272(t, A, z))dt

soit Fro 2. L’analogue de la Proposition 2.4.15 pour le second bloc est alors la Proposition

suivante.

Proposition 2.4.17. Pour tout z fixé et pour tout X €]0, A[,

FRQ’l(X7 )\, Z) = F§271(X, )\, Z)

X
+ / GQ(tv X7 Z)(q— (t7 )\)FRQ,l(ta A: Z) + h2,1,3(t7 )\7 Z)) dtv
0

ot .
Fr (XA 2) = 2= <z>_y (’f‘>_i( “)F(l— WXI, (2X)
R2,1 y Ay &) = 20 \ 2 a_ Hn— v_\Z .
De méme,
FRQ’Q(X7)\,Z) = F§272(X,>\,Z)
X
+/ Ga(t, X, 2)(q—(t, \) Fra2(t, A, 2) + ha2.4(t, A, 2)) dt,
0
ot .
; (v ey )
Fryo(X, X 2) =i 5 — I(1—p WXI, (2X).

Démonstration. On commence par traiter Frs 1. Comme dans la preuve de la Proposition
2.4.15,

X
/ Galt, X, 2)(q— () Fra (b, A, 2) + hoa (8, A, 2)) dt = O(X?), X — 0.
0

Ainsi, en utilisant le Lemme 2.4.16 et les estimations,

az’- 17i<A_°*)
VXTI, (2X)~ =————X ~ ), X =0,

et

BVXEK, (:X) ~ pr =" Xi(ti_>, X =0,

on conclut que

et 521 =0.

T2 \2
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De méme, on trouve que

i) () T

On achéve finalement la preuve en utilisant la relation I'(1 + v_) = v_T'(v_) et Pégalité
vo=1—p_. O

2.4.4 Amélioration des estimations des fonctions de Jost

Pour obtenir les asymptotiques des fonctions de Jost a droite (respectivement & gauche)
pour z grand dans le plan complexe (voir la partie suivante) on a besoin d’estimations

sur ces fonctions de la forme
|FRi,j(Xa >\a Z)| S Ce|Re(Z)‘Xa |FLi,j(Xa >\a Z)| S Ce|Re(z)\(A—X),

pour tout (i, ) € {1,2,3,4}? et pour tout z € C uniformément pour X €]0, X1[ (respec-
tivement X €)X, A[), X7 €]0, A] étant fixé. Pour le moment, grace au Lemme 2.3.2 et
au lien entre les matrices de Faddeev et les fonctions de Jost données par (2.3.17), on

sait que,
[Frij (XA 2)| < CePX P (XA 2)] < ClIAY (i, ) € {1,2,3,4)%,

pour tout z € C uniformément pour X €0, X;[ (respectivement X €]Xi, A[). Ces
estimations ne sont cependant pas suffisantes pour notre propos. En utilisant le Théoréme
de Phragmén-Lindel6f, on observe qu’il est suffisant de montrer que les composantes des
fonctions de Jost sont bornées sur iR pour obtenir les estimations voulues a partir de
ces dernieres. Nous allons maintenant prouver ce fait. On commence par noter que les
équations scalaires obtenues sur les composantes des fonctions de Jost en la variable X
dans le Lemme 2.4.1 sont couplées a cause de la forme du reste h; ;. On transforme
ainsi chacune de ces équations scalaires couplées en une équation vectorielle et on les

étudie par perturbation en utilisant une méthode itérative.

Lemme 2.4.18. Pour tout (i,j) € {1,2,3,4}? et pour tout X; €0, A[ la fonction
z = Frij(X,\ 2) est bornée sur iR uniformément pour X €]0, X[ et la fonction
2+ Fr; (X, A, 2) est bornée sur iR uniformément pour X €)Xy, Al.

Démonstration. Puisque les preuves sont similaires dans les autres cas, on donne seulement

la preuve pour le couple (Fri1,Fri3). On part des équations scalaires d’ordre deux
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données dans le Lemme 2.4.1 :
Fpi1 (XN, 2) + ¢(X, M) Friji (@, A 2) = 22 Fri i (X, A, 2) + hiag(X, 0, 2),

Fglﬁ(X’ )‘7 Z) + q(Xa )\)FRLQ,(.’L‘, )‘7 Z) - ZQFRL?)(X) >‘7 Z) + h173,1(X) )‘7 Z)u

ot (voir les Lemmes 2.3.5 et 2.4.1, 'Equation (2.3.19) et le Lemme 2.4.4)
hais(X, A z) = (X, z)F;%Ll(X, A\ z) + ca( X, A, z)F]/%Lg(X, A, z)
+03(X, >\7 Z)FRl,l(X7 )\7 Z) + C4(X) )‘7 Z)FR1,3(X7 )‘> Z))
hisi(X, A 2) = (X, Z)F&173(X, A, z) + (X, A, z)F]’%Ll(X, A, 2)
+C3(Xa >‘7 Z)FRI,?)(Xa )‘a Z) + C4(X7 )‘a Z)FRLI(X7 )‘7 Z)?

et les fonctions ¢; sont données dans la preuve du Lemme 2.3.5 (voir (2.3.20)). On sait

que, lorsque X — 0,
(X, \2)=0(X), Vie{l,2}, (X, \z2)=0(1), Vie{3,4}, (2.4.17)
et lorsque z — oo dans le plan complexe
G(X, N 2) =0 (i)  Vie{1,2,3,4). (2.4.18)

On transforme a présent cette paire d’équations scalaires du second ordre en une équation

vectorielle du premier ordre. On pose,
UX, A\ z2) =

et on obtient

U'(X, ) 2) = A(X,\, 2)U(X, \, 2) + B(X, A, 2)U(X, A, 2),
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ou
0 0 1 0
0 0 01
A(X, N\ 2) = 0w
z %z 0 0 0
0 22—% 0 0
et
0 0 0
0 0 0 O
B(X,\, z) =
€3 — q— 4 1 C2
C4 3 —q- C2 (1
On utilise la notation
Ul(Xa)‘7Z)
Us(X, A
Uz = | AR
UB(Xa)‘7Z)
U4(X7)\7Z)

et on commence par étudier I’équation homogene
U'(X,\z2)=AX,\2)U(X, )\ 2).
On note que cette équation est équivalente a la paire d’équations de Bessel modifiées

UY(X, A 2) + 2

ﬁUl(X, A\ z2) = 22U1(X, ), 2),

w_
U3 (X, A\, 2) + V(XA 2) = 2U3(X, M, 2).
Comme base de 'espace de solutions de ces équations scalaires on choisit

(VXL (:X),VXI, (:X)), (v_¢Z).

Dans la suite de la preuve on pose, dans un soucis de clarté, f, = VXI, (zX) et

gy = VXI_, (2X). On peut ainsi choisir la base formée des quatre vecteurs

Jv 0 9v 0
0 fv 0 9v
‘/1 = L ; Vv2 = 0 s VE’) = gl// ) V2 = 0
0 f 0 9,

et on désigne par C(X, A, z) la matrice dont la i-éme colonne est V;. En utilisant les

132



2.4. Asymptotiques en le moment angulaire

propriétés du Wronskien de deux fonctions de Bessel modifiées (voir [Leb65]), on peut

prouver le Lemme suivant.
Lemme 2.4.19.

o4 sin(vmr)?

5 =: A.

det(C(X, A, 2)) = W (L, g)

™

On étudie maintenant 1’équation inhomogene. On écrit la solution de I’équation homogeéne

sous la forme
alfl/ + ﬁlgu

a?)fzz + /3391/
a1 f], + Big,
asf, + B39,

UO(Xa )\7 Z) =

ou «; et B4, i € {1,3} sont choisis de telle sorte que les fonctions de Jost vérifient les
asymptotiques prescrites lorsque X — 0. On utilise a présente la formule de Duhamel

généralisée
X
UXA2) = Uo(X A 2) + [ RIXEAD)BEA U (A )
0

ou R(X,t, A, z) est la résolvante du probléeme homogene pour ¢ €]0, X|[. On peut écrire
R(X,t,\,2) = C(X,\2)C(t,\, 2z)"! et on obtient

U(X,)\,Z) = Uo(X,)\,Z)
X
HFO(X, A, 2) / Ct A 2) Bt 2)U(E A, 2)dE. (2.4.19)
0

Le terme intégral a du sens grace aux asymptotiques connues des fonctions de Jost a
droite et de leur dérivées lorsque X — 0, aux bonnes estimations des fonctions ¢; données
par (2.4.17) et a la formule (2.4.3). Nous allons utiliser une méthode itérative pour

résoudre cette équation intégrale. On définit
UO(Xv A7 Z) = UO(X7 )\a Z)a
et, pour tout k € N,
X
UMYX, N\ 2) = C(X, A, z)/ C(t, N, 2) ' B(t,\, 2)U(t, \, 2) dt. (2.4.20)
0

Notre but est maintenant de prouver le Lemme suivant.
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Lemme 2.4.20. Pour tout Xy €]0, A[ il existe une constante C € R telle que pour tout

X €]0, X1[ et pour de grands nombres complezes z imaginaires purs on a

5kc3k+1

k
[Us (X, A, 2) < AT

X% ie{1,2},

5k03k+1|2’

k
UF(X <
‘ z( ,)\,Z)’_Oék |2’k

XL e (3,4},

1 1
=1 et = vk € N.
(&%) € Ak+1 (2k+1 + 2]€+2> Ak, , €

Démonstration. On commence la preuve par le cas k = 0. Grace a 'estimation (2.4.5) et
a la formule (2.4.3) on sait que pour tout Xy €]0, A[ il existe une constante C' € R telle
que pour tout X €]0, X[ et pour de grands z =iy, y € R :

CcX C
(XN 2) < —1, |gu(X A 2)] < —, (2.4.21)
z|2 |z|2
Cl|?
FXA2)| SO, g (XA 2)] < = (2.4.22)

On rappelle que

arfy + Bigy
asfu + Bsgu
arf, + pig,
asf, + B39,

On sait que les constantes «; et 5; ne dépendent pas de X mais dépendent de z. En effet,

UY(X, )\ z) =

grace au Lemme 2.4.15, on a

A—c

ap=az3=p3=0, [ = (Z>V_ <K>1(H_) L(1—v-).

2 a_
Ainsi, en utilisant les estimations (2.4.21) et (2.4.22), on obtient la preuve du Lemme
2.4.20 dans le cas k = 0.
On suppose maintenant que le résultat est vrai pour un entier k et on prouve le Lemme

seulement pour les premieére et troisieme composantes car I’étude est la méme pour les

deux autres. Grace a (2.4.20) on sait que (dans un soucis de simplicité on omet les
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parametres des fonctions),

X
UfH(X,)\,z)A = —f,,/ gv((c3 —q,)Uf“' —|—C4U§ —}—clU?]f —{—CQUf)dt
0
X B k k k k
+gV 0 f,,((c;; q—)Ul +C4U2 +CIU3 +02U4)dt
et
X
USXA DA = £, [ gulles = g )US + callf + iU + U de
0
;X _ k k k k
+g, . f,/((Cg q_)U1 +C4U2 +61U3 +CQU4)dt.

En utilisant I’hypothése de récurrence, on peut estimer les termes intégrales. En effet,

5k C3k+1 X2k+1

2
S ST v

X
‘/ g,,(((:g — q_)Uf —|-C4U£€ +01U3]f —i—CQUf) dt
0

et

5k03k+1 X2k’+2
AR 2k +2

X
UﬂﬂWyﬂJW+Qw+q@+@wwt§w%k
0

Ainsi, en utilisant les estimations (2.4.21) et (2.4.22), on obtient que :

k+13(k4+1)+1
‘A’U{C—Fl(Xv )‘7 Z) S 5 ?A‘k Oék+1X2(k+1)
et k+13(k4+1)+1
IA|UFFL(X, A, 2) < 5 C’|Ak ’Z’ak+1X2(k+1)—1.
Ceci acheve la preuve du Lemme. O

Pour utiliser une méthode itérative on doit obtenir un résultat de sommabilité sur le

terme 5k (3k+1
NG ap X2k
qui est donné par le Lemme suivant.
Lemme 2.4.21.
3k
ap < @k -1

ot (2k — 1)!! est le produit des entiers impairs inférieurs a 2k — 1.
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Démonstration. 11 suffit de noter que

k . k k k
45— 1 ( 2 1 ) 3 3
o = I | 0 < I | - + — < I | - = .
et 25(25 — 1) i 2j—1 (25 —1)2 i 2j—1  (2k—1)!

Gréace aux Lemmes 2.4.20 et 2.4.21 on obtient que pour tout X; €]0, A, il existe une
constante C' € R telle que pour tout X €]0, X[ et pour de grands nombres complexes

imaginaires purs z on a, pour i € {1,2},

k
ZUkXAz <20¢k 2k§2(lﬁl) - < 400
E>0 £>0 k>0 (2k — !
et, pour i € {3,4},
15 3k+1 2k—1
) CF Pzl X
ST UFXA, 2) <Z(A> - < +cc.
k>0 k>0 (2k — 1!

On pose alors

UX,\z2)=> UMX,\z2),
k>0

qui est la solution de I’équation intégrale. On rappelle que
Ul(Xa )\a Z) = FRl,l(Xa )‘7 Z)7 U2(Xa >\7 Z) = FRI,?)(Xa )\7 Z),

et on note que 'on a montré que pour tout X; €]0, A, les fonctions Fry 1 et Fgy 3 sont
bornées pour z € iR grand, uniformément en X €]0, X;[. Puisque les fonctions de Jost
sont continues en z, on conclut que Fry 1 et Fry 3 sont bornées sur ¢{R uniformément en

X E]O,Xl[. ]

Théoreme 2.4.22. Pour tout X; €]0, A[, il existe une constante C telle que pour tout

X €]0, X1] et pour tout z dans le plan compleze, pour tout (i,j) € {1,2,3,4}2,
C
|FRi,j(X, )" Z)| < Ce\Re(z)|X’ |F1,21,3(X7>\; )’ < ;‘ |Re(z

Pour tout X €]0, A[, il existe une constante C telle que pour tout X €]X;, A| et pour
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tout z dans le plan complexe, pour tout (i,5) € {1,2,3,4}2,

By (X0, )] < R, | (x )] < CEL i)

Démonstration. Concernant les fonctions de Jost a droite, grace au Lemme 2.3.2, on sait
que
|Frij (XA 2)| < CeP¥ (i, j) € {1,2,3,4)".

De plus, grace au Lemme 2.4.18 on sait que
|Frij(X,\,2)| <C, VzeidR, ¥(ij)€ {1,234}

Ainsi, les fonctions de Jost étant entieres (voir Section 2.5), en utilisant le Théoreme de
Phragmén-Lindel6f (voir [Boa54], Theorem 1.4.2) on conclut que la premiére estimation
du Théoreme 2.4.22 est vérifiée. La méme preuve est valide pour les fonctions de Jost a
gauche.

Pour prouver 'estimation sur les dérivées des fonctions de Jost on rappelle simplement
que ces fonctions vérifient I'Equation (2.3.3) et on conclut en utilisant les estimations

obtenues précédemment sur les fonctions de Jost. ]

Corollaire 2.4.23. Pour tout X; €)0, A[, il existe une constante C telle que pour tout
X €0, X4 et pour tout z dans le plan complexe, pour tout i € {1,2,3,4},

|hi7j7k3(X’ A, Z)| < Ce|Re(z)\X’ V(], k) € {(L 3)7 (2’ 4)’ (37 1)a (43 2)}

Démonstration. On prouve seulement que hi13(X, A, z) vérifie Pestimation voulue

puisque les autres cas sont similaires. On rappelle que

hi13(X, 0, 2) = (X, 2)Fpi1(X, A 2) + ca(X, A, 2) Fpy 3(X, A, 2)
+C3(X7 )\7 z)FRl,l(Xa >\7 Z) + C4(X7 >\7 Z)FR1,3(X> >‘7 Z)?

ou les fonctions ¢; satisfont (2.4.17) et (2.4.18). Donc, grace au Théoreme 2.4.22, on

obtient ’estimation voulue. O
2.4.5 Asymptotiques des fonctions de Jost a droite pour z grand dans
le plan complexe

On commence par étudier le premier bloc. Puisque les autres coefficients peuvent étre

traité en utilisant le méme argument, on donne seulement la preuve du Théoreme 2.4.6
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pour les coefficients Fry 1 et Fri2. On prouve ainsi la Proposition suivante.

Proposition 2.4.24. Pour tout X; €]0, A|, il existe une constante C telle que pour z
grand dans le plan complezxe et pour tout X €]0, X1[,

¢[Re(2)| X

|Frii(X,\2) —anVXI_, (2X)|<C "

oRe(:)|X
}GQLQ()(,A7Z) ::() ‘Agﬂgrgf .

Remarque 2.4.25. Puisque

0 (5)V+2k
Iy == 2—
* ,;)F(k+y+1)k;!’ 2] <oo, |arg(z)| <m

et

a1 = = (’LY(ANC ) (1 —v),

2= \a_

il n’y a pas de probléme pour étendre la fonction z — a1V X1_, (2X) a R™ par symétrie
puisque cette fonction est paire. On s’attendait a obtenir ces symétries pour z grand

puisque dans le cas sans masse la premiére fonction de Jost a droite est paire.

Démonstration. Grace a la Proposition 2.4.15, on sait que

Fria(X,\2) = anVXI_, (2X)

X
+ / Gl(t7 X7 Z)(q— (tu A)F1R1,1(‘X'7 A: Z) + h1,1,3(t7 )\7 Z)) dtv
0

ou

S A—c_
_z”-(v—)@(n- N S G
Oz11—2y7 0 _ € 7—2 1 o .

En utilisant la Proposition 2.4.10 et le Théoréme 2.4.22 on obtient que pour tout X; €]0, 4|

il existe une constante C' telle que pour z grand dans le plan complexe et pour tout
X 6]07 X1[7

6\Re(z)|X X 1
c : / _at
L+ [zX]2 70 1+ |zt]2

elRe()|X

X
| Galt X, )0 (4N Fraa (XA, 2) e
0

IN

E
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Ainsi, pour tout X; €]0, A[ il existe une constante C' telle que pour z grand dans le plan
complexe et pour tout X €]0, X1,

e[Re(2)1X

X
FRLI(Xa /\, Z) — Oén\/iffl,_ (ZX) — / Gl(t, X, Z)h171’3(t, )\, Z) dt § C |Z’
0

De plus, grace a la Proposition 2.4.10 et au Corollaire 2.4.23 on sait que, pour z grand

dans le plan complexe

[Re(2)|X
<ot

. VX €]0, X4
]

X
/ Gl(t,X, Z)hl’lyg(t,)\,z) dt
0

On conclut alors que, pour tout X; €]0, A[, il existe une constante C' telle que pour z
grand dans le plan complexe,

¢|Re(2)[X

|Frii(X, )\ 2) —anVXI, (2X) < C . VX €]0, X4[.

||
Par le méme argument on obtient que pour tout X; €]0, A il existe une constante C'
telle que pour z grand dans le plan complexe,

[Re(2)|X

|FR1,2(Xa A Z)| < Ce’T

, VX E}O, Xl[
Concernant le second bloc on démontre la Proposition suivante.

Proposition 2.4.26. Pour tout X; €]0, A[ il existe une constante C telle que pour z

grand dans le plan compleze

elRe(2)|X
|FR271(X,A,Z)| :CT, VX E]O,Xl[
et
elRe(2)|X
|Froo(X, A, 2) — aoV X1, (2X)| < CT’ VX €]0, X1[.

Remarque 2.4.27. Puisque

%) (§)V+2k
II/ - 2—7 9 9
(2) kz::olj(kﬁLqul)k:! |z| < oo, |arg(z)| <
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) </~e—)—i(nf) M1+ v)

a2 = 2a_ \ 2 a_ v_
et
o A—c_
2 (z)”— </@)l< " ) r'1+wv-)
a9 = i— | = — _
2\ 2 a_ v_

il n’y a pas de probléme pour étendre les fonctions z — VX1, (2X) et z —
anVXI, (2X) a R™ par symétrie puisque ces fonctions ont des propriétés de pari-
tés. On note que la fonction z — aoaV/ X1, (2X) est impaire. On pouvait s’attendre d
obtenir cette symétrie pour z grand puisque dans le cas sans masse, la seconde composante

de la fonction de Jost a droite est impaire.

Démonstration. Grace a la Proposition 2.4.17 on sait que,

Froi(X,\,2) = anVXI, (2X)

X
[ Galt Xo2) g (0 Fraa (XA 2) + haa (1.0, 2)
0

az = 5 (2) B (li_) _Z(Tj> FA—p-) et vo= 1_ze)

2a_

En procédant comme dans la preuve de la Proposition 2.4.24, on obtient alors, grace
a la Proposition 2.4.10, a Pasymptotique (2.4.5) et au Corollaire 2.4.23, que pour tout
X1 €]0, AJ, il existe une constante C telle que pour z grand dans le plan complexe et

pour tout X €]0, X1,
e|Re(z)|X
[Fr21 (X, A, 2)| < O

2|

Concernant F'ro 2, on sait, grace a la Proposition 2.4.17, que

FR272(X, )\, Z) = 0422\/)711,7 (ZX)

X
+ / GQ(tv X, Z)(q— (t)FRQ,Z(X) A, Z) + h2,2(t7 A, Z)) dt,
0

ou

=i (5 () vy iz

Ainsi, toujours en suivant la méme méthode, on obtient que pour tout X; €]0, A, il existe
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une constante C' telle que pour z grand dans le plan complexe et pour tout X €]0, X[,

[Re(2)| X

<ot ——
2|

X
FRQ,Q(X, )\, Z) — 0422\/)?ny (ZX) — / Gg(t, X, Z)]’LQ’Q(t, )\,Z) dt
0

De plus, grace au Corollaire 2.4.23, on sait que pour tout X; €]0, A[ il existe une constante
C telle que, pour z grand dans le plan complexe et pour tout X €]0, X[,

¢[Re(2)| X

X
/ Galt, X, 2)haa(t, A, 2) dt| < €
0

2|

On conclut ainsi que, pour tout X; €]0, A[, il existe une constante C' telle que pour z
grand dans le plan complexe

o|Re(2)|X

|Froo(X, )\, 2) — anVXI, (2X)|<C . VX €]0, X4].

2]

2.4.6 Asymptotiques des fonctions de Jost a gauche pour z grand dans

le plan complexe

Comme pour les fonctions de Jost & droite on peut prouver que les fonctions de Jost a

gauche vérifient les estimations suivantes.

Théoreme 2.4.28. On pose

= (3 () v
et
Bu(z) = (;)M (—ZI)_i( K++) .

Pour z grand dans le plan complexe (voir la remarque suivante), les fonctions de Jost
a gauche vérifient les estimations suivantes uniformément sur chaque sous-ensemble
compact de 10, A],

I

2]

1 0 elRe(2)|(A-X)
Fri(X,\z) —ap(2)VA—-XI1_,, (2(A - X)) <0 1>H =0 () ,
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Fro(X, N 2) +iBr()VA = X1, (2(A — X)) ( 0 1) 0 (

o/Re(2)|(A-X)
-1 0 ’

2]

EESY 0 1 elRe(2)|(A-X)
Fr3(X, A\ 2) + iBL(z)MIM(z(A - X)) (_1 O) -0 (\z|> ’

Remarque 2.4.29. Comme lors de l’étude de la fonction de Jost & droite on doit faire

- 10 ([Re(2)|(A-X)
Fra(X,\ 2) —ap()VA = X1, (2(A - X)) (O 1) H =0 () .

E

attention car les asymptotiques des fonctions de Bessel modifiées sont données dans tout
le plan complexe excepté au voisinage de 'axe R™. Cependant, en utilisant des propriétés
de parité/imparité (provenant de la définition de ar(z) et Br(z)) on peut étendre les

asymptotiques da tout le plan compleze.

Par conséquent, en utilisant ’asymptotique (2.4.5), on obtient les asymptotiques suivantes

des fonctions de Jost a gauche pour z — +o00, 2z réel.

Théoreme 2.4.30. Les fonctions de Jost a gauche vérifient les asymptotiques suivantes

pour z — 400, z réel, uniformément sur chaque sous-ensemble compact de |0, A,

2—V+ K/+ Z()\;ij?—) 77:()\—c+)
Fri(X, A\ = - 'l — Ry
Ll( ’ 72) m( 6L+> ( V+)Z
1 o2
XeZ(A_X) (O 1 <Z)) [HZa
(:) 1
,(Afc+)
Fro(X, M\ z) = —i - I'(1-— z  +
(Xh2) = - (<2 (1= 1)
oL 1
w ¢ (A=X) (2> 1.,
1 o(g)
,()\—c+)
F X7>‘7 = - — I'(1 — k4
3( z) Z\/ﬂ< 0 (1-vy)z

« e#(A=X) (O (%) 1 )> [1]Z,

-1 0!
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i (A—cy)

2_H«+ K K '7(>\_C+)
FL4(X7>‘7'Z) = \/% <_ajrr> ! F(]- _IU’+)Zl o

oA (A=X) ( 1 0 (i)) [1].,
@

(t) 1

" w=10(L).

Remarque 2.4.31. Les asymptotiques correspondantes sont également vraies pour z —

—00 par parité/imparité.

2.4.7 Asymptotiques de la matrice des données de diffusion

On rappelle que la matrice AL()\, z) est définie par
Fr(z, )\ z) = Fr(x, A, 2)Ap(\, 2),
et, grace a I'Equation (2.3.4), on voit que
Ap(\,2) =T ER(z, A, 2) THEL (2, ), 2).
De plus,
Fr(x,\ z) = e_irlc_(m)ﬁR(L A\ z) et Fr(x, )\ z) = e_irlc_(:’:)ﬁ’L(x,)\, z),

donc,
Ap(\, 2) =T Fgr(z, A, 2) THFL (2, )\, 2).

Ainsi, les blocs de la matrice A (A, z) vérifient, pour tout X €]0, A], les relations

Api(\ 2) = Fri(X, X, 2)* Fri(X, X, 2) — Frs(X, A, 2)*Fi3(X, A, 2)
Ara(\ 2) = Fri(X, N, 2)* Fra(X, A\, 2) — Frs(X, A\, 2)*Fra(X, A, 2)
Ars(\, 2) = —Fro(X, N\, 2 Fri(X, \, 2) + Fra(X, \, 2)*Fr3(X, A, 2)
Aps(\, 2) = —Fro(X, M\, 2)* Fra(X, \, 2) + Fra(X, X\, 2)*Fra(X, A, 2)

Remarque 2.4.32. On voit immédiatement, grace aux symétries des asymptotiques
des fonctions de Jost, que pour z assez grand dans le plan complexe on a flm()\,z) ~
Aps(\ 2)* et Apa(\, 2) ~ Aps(\, 2)*. Ce sont les symétries vraies pour tout z dans le cas
sans masse étudié dans [DN11].
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Grace aux Théoremes 2.4.6 et 2.4.28 on obtient que si I’on pose

o= () ) (2 ra o ()
et
= ()5 () ()

les blocs de la matrice A;, vérifient les asymptotiques suivantes pour z grand dans le plan

complexe :
[ALa(x 2) = a(2) /X (A= X)L (X)L, (2(A - X))

1 0 elRe(2)|4
1, (2X)1,, (2(A - X))] (o 1) H: 0) ( ) ,

Ef

[Aza(r 2) +i8(2)y X (A = X)L (2X) Ly, (2(A = X))

0 1 6\Re(z)\A
+Lu@XMM4A—XM(AJH=O< |Z,);

|Ars(r,2) + iBE)Y X(A = X) (T (=X)L (3(A = X))

0 1 elRe(2)]4
+1 (ZX)IM+(Z(A - X))) <_1 0> H: 0 ( H > )

A

Aga(A2) = al@) X (A = X)Ly (X)L, (2(A - X))

elRe()|A
+I, (2X)I,, (2(A — X)) <(1) ?) |=0 ( ) .

2|

A présent, en utilisant les asymptotiques des fonctions de Bessel modifiées données par
(2.4.5), on obtient les asymptotiques de la matrice A L(A, z) pour z grand dans le plan

complexe (on peut étendre ces asymptotiques sur la demi-droite R~ par parité).

Théoreme 2.4.33. Les blocs de la matrice Ap, vérifient les estimations suitvantes pour z
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grand dans le plan compleze :

[O—cs) (el

A2 = & (-2) 7 (=) Ta-v)1-p)
Z,((/\—c,)_()\—@r)) _Sg(lm(z))ﬂ_(/\—c+_>\—c,>
x (%) " Ky <€zA+€—er Kt " )Iz[l]z,
. _Oen) Qe
Az = Z(-52) % (=) % ra-p)r(-p)
S (A=c_) | (A—cy) se(Tm( ) ey  A—co
X(%)( " " )<6ZA s (= ))Jz[l]z,
JO—ep) JOe)
Apsn2) = F(-2) % (=)~ ra-v)r1-v)
i (A=c_) | (A=cy) s (Im(2)) 7 A—cy | A—c_
X(%) w t+ m oPA _ p—2A, g(Im(z)) ( "y o >>Jz[1]za
_Z(A7c+) Z(Afc,)
Az = & (-52) 7 (=) % T -p)r(-v)
(

ou

oy D) L ) # et

z

Remarque 2.4.34. Pour z grand dans R* on obtient 'analogue des asymptotiques

données dans [DN11], Theorem 4.19, dans le cas sans masse.

Démonstration. On commence par rappeler que la matrice des données de diffusion Ap
est définie par
FL(:E7 >\a 2) = FR($7 >\a Z)AL()V Z)‘

Pour prouver le Théoreme 2.4.33 on utilise notre connaissance des asymptotiques des

fonctions de Jost a droite et & gauche données par les Théoremes 2.4.6 et 2.4.28. On pose

.(A—c_)

ar(z) = (;)V (Z:)Z " I(1—v )VXI_, (2X)
et L
Br(z) = (;)M <Z’:> 5 >F(l —p WX, (2X).

Ainsi, par définition des fonctions de Bessel modifiées (2.4.3) on obtient facilement que
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la fonction z — ap(z) est paire alors que la fonction z — Sr(z) est impaire sur le plan

complexe. De méme, si ’on pose

ap(z) = (;)+ (’:)N”f) T(1-v VXTI, (2X)
et s
s = (3) (I)H P(1L = i VXD, (2X),

on obtient que la fonction z — a(z) est paire alors que la fonction z — B (2) est impaire
sur le plan complexe. Ainsi, il est suffisant de prouver le Théoreme 2.4.33 pour z grand
tel que Re(z) > 0.

De plus, pour de tels z, en utilisant I’asymptotique (2.4.5), on sait que pour z grand,

c(A—c_)

an(z) = (””‘) T r(l-v)z i e

a_

[\]
|
N

I

N

)= () - 1+o< )

=2 () 0w (10 (1),
et Aoy .

= L (52) 7 ram e (10 (1),

Ainsi, en posant

V21 \a-
ot (A—c_)
2 H— [k \ Tt — [ (A—e)
R i
2) = _— T(1—p_ )2 |
AN <a) t=n)
le Théoréme 2.4.6 montre que, en utilisant les notations oft := of*(2), g := p(2),

al := aR(z) et BR := BR(Z), la matrice F est équivalente pour z grand & la matrice
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aft 0 0 Bk
SO AN P
0 iR aR 0
—iBR 0 0 aof

R=

dont I'inverse est (puisque det(R) = e**¥ (|ag|? + |8r|*)? = 1 car det(Fg) = 1) :

a0 0 —igk
0 aft it 0 X
0 —ipR ot 0
iBE 0 0 of

R~ =

On note que l'on peut aussi utiliser la formule de l'inverse donnée dans [AKvdMO00],

Equation (2.5), que l'on utilisera plus tard. De méme, en posant

.()\*C_'_)
92— V+ K 1 7,()\7C+>
=7 <‘+) TT(l—vy)
2T a4
et
. (A—cy)

i(A—ch)

2 H+ K 1
L + T
= - I'(1-— z
B o ( a+> (1—py)

le Théoreme 2.4.28 montre que, en utilisant les notations correspondantes, la matrice Fp,

est équivalente, pour z grand dans le plan complexe tel que Re(z) > 0, a la matrice

al 0 0 —ipk
0 af gt 0 HA=X)
0 —ipl ol 0
iBE 0 0 ol

Ainsi, la matrice Aj est équivalente, pour z grand dans le plan complexe, a la matrice

R™'L qui est donnée par

afal + gRBL 0 0 —iafigl —igRal
0 aflal + BEBL jaRBL 4 ifRaL 0 A
0 —ifRal —iafipL  BRBL 4 ofial 0 c
iBRal + iafipL 0 0 BRBL 4 aftal
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De plus,
) JQ—ep) Qo)
afal 46750 = o (5 ()T r - vr - )
27 a4 a_
[ (A=c)  (A—cy)
x(2>l( e “++>
2
et
) e e
“EBpL 4 gRoL — - (_F+ " ”‘) (= (1 —
R e e (1= g1 — o)
((A—c ) | (A—cy)
)
2
Ceci acheve la preuve du Théoreme 2.4.33. ]

2.5 Complexification du Moment Angulaire

Dans cette Section, on suit la Section 3 de [DN11] et on utilise la méthode de Com-
plexification du Moment Angulaire. Pour commencer, on note que les fonctions de Jost
Fr(x, )\ z) et Fr(x, A, z) sont analytiques en la variable z € C puis on utilise les résultats
d’unicité mentionnés en introduction en se servant des asymptotiques trouvées dans la
Section 2.4.

2.5.1 Propriétés d’analyticité des fonctions de Jost et de la matrice
des données de diffusion

Le but de cette Section est de prouver I'analyticité des fonctions de Jost et des coefficients

de la matrice flL()\, z) afin de pouvoir utiliser la classe de Nevanlinna par la suite.

Lemme 2.5.1. Les applications z — Fr(x, A\, z) et z — Fr(x,\, z) sont analytiques sur

le plan compleze C.

Démonstration. On prouve ce Lemme pour les fonctions de Jost & droite puisque la
preuve est la méme pour les fonctions de Jost a gauche. On rappelle que le lien entre la
fonction de Jost a droite du hamiltonien H et la matrice de Faddeev du hamiltonien A
est donné par

Fr(xz,\ z2) = e_irlc_(x)MR(az, A, z)ei)‘rlx.
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2.5. Complexification du Moment Angulaire

Ainsi, Panalyticité de la fonction de Jost & droite est équivalente & 'analyticité de la
matrice de Faddeev a droite. En utilisant (2.3.15) on obtient, par exemple, 'analyticité
du bloc Mgy puisque les termes de la série sont polynomiaux en la variable z. La preuve

est la méme pour les blocs M R, M R3 et M RA.- ]

Lemme 2.5.2. L’application z — AL()\, z) est analytique sur le plan complexe C.

Démonstration. Par définition
FL(x7 A, Z) - FR(x7 A, Z)AL()H Z)

Puisque det(Fg) = 1, les coefficients de la matrice Az (), z) sont des combinaisons des
composantes des fonctions de Jost. Ainsi les coefficients sont analytiques en la variable z

d’apres le Lemme précédent. O

2.5.2 Classe de Nevanlinna et résultat d’unicité

On prouve maintenant que les coefficients A Li,j de la matrice Ap appartiennent a la classe
de Nevanlinna lorsqu’on les restreint au demi-plan IT" = {z € C, Re(z) > 0}. Ceci nous
permettra d’utiliser les résultats d’unicité mentionnés en introduction. On commence
par rappeler que la classe de Nevanlinna N (IT") est définie comme étant 1’ensemble des

fonctions analytiques h sur IIT satisfaisant I’estimation

™ 1— i
sup / Int |h <Te>‘ dp < o0,
O<r<1J—m

1+ ret®
ott InT(z) = In(z) si In(x) > 0 et 0 si In(z) < 0. Nous allons utiliser le résultat suivant

prouvé dans [Ram99].

Lemme 2.5.3. Soit h € H(II") une fonction holomorphe sur II't satisfaisant
|h(z)] < CeARe) vz e ITH,

ou A et C sont deuz constantes. Alors h € N(IT1).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que C' > 1. Ainsi en utilisant
'estimation sur h et le fait que In*(ab) < In*(a) + In™(b) pour a,b > 0, on a

1 —re¥ 1 —re 1—r?
h{———— ]| <InC+ARe| — | <InC+ A .
<1+Tew>’ = e<1+rew> = et 1+ 72 4 2rcos(p)

In*
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On utilise alors la formule ff 1-r? dp = 27 qui nous conduit au résultat. O

T 1472427 cos(p)

Comme conséquence du Lemme 2.5.3 et du Théoréme 2.4.33, on obtient ainsi le résultat

suivant.

Corollaire 2.5.4. Pour chaque A € R fixé, les applications z — ALi,j()\,Z)|n+ appar-
tiennent a N(IT) pour (i,j) € {1,2,3,4}>%.

On rappelle maintenant le résultat suivant prouvé dans [Ram99], Theorem 1.3.

Théoreme 2.5.5 ([Ram99], Thm. 1.3). Soit h € N(IT") satisfaisant h(n) = 0 pour tout
neL ouLCN avec Y,cp 2 =o00. Alors h=0 dans N(ITT).

On déduit alors du Corollaire 2.5.4 et du Théoréme 2.5.5 le résultat suivant.

Corollaire 2.5.6. On considére deux trous noirs de type RN-dS et on désigne par flLi,j
et fle- les coefficients correspondants des matrices AL et flL. Soit L C N* satisfaisant
2%5% = 00. Supposons que pour i € {1,2,3,4} et j € {1,2,3,4}

ALZ'J'(A,TL) = jLLj()\v TL), Vn € L.

Alors, .
AL’i,j()\a Z) = AALZ'J‘()\, Z), Vz € C.

Démonstration. On applique le Théoreme 2.5.5 aux fonctions flLi’j()\, z)— ALM()\, z) qui
appartiennent a N (IIT) d’apres le Corollaire 2.5.4. O

En d’autres termes, grace au Corollaire 2.5.4 et au Théoréme 2.5.5, les données de
diffusion A Li,j(A, z) sont déterminées de facon unique en tant que fonctions de z € C par
leur valeurs sur un sous-ensemble £ de ’ensemble des entiers satisfaisant la condition
de Miintz ), o L% = 00. Dans notre preuve du Théoreme principal on aura besoin du

résultat suivant.

Corollaire 2.5.7. On considére deuz trous noirs de type RN-dS et on désigne par f/, R et
L, R les coefficients de réflexion correspondants. Soit £ C N* satisfaisant Zneﬁ% = 0.

Supposons que
ﬁ(z\,ﬂ) = I:/(/\,n), Vn € L (respectivement ﬁi()\, n) = ]:%()\, n), Vnée€L).

Alors, si on désigne par P ’ensemble des poles de L (respectivement @ 1’ensemble des

poles de R) on a,

A A

L\ z2) = I:L(/\, z), V2z€ C\ P (respectivement R(\,z)= ]:%()\, z), VzeC\Q).
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Démonstration. Puisque la preuve est similaire pour R, on montre le résultat seulement

pour le coefficient de réflexion L. On rappelle (voir (2.1.18)) que
L\ n) =Ars(\n)Ari(A\n)"t = —Ars(\,n) "t Ags(\, n).
Ainsi, grace a notre hypotheése, on obtient
Aps(\n)Ars(\,n) = —Aps(\,n)Api(\,n), Vn e L.
En utilisant le Corollaire 2.5.4 et le Théoreme 2.5.5, on déduit de cette égalité que
A\ 2)Ars(0, 2) = —Ags(h, 2)Ap (N, 2), ¥z e C.

Finalement, pour tout z € C\ P (on note que grace a I'égalité précédente P = P, ou P

est ’ensemble des poles de Ii),

LN 2) = Apa(\ 2) A1 (N, 2) 7 = —Apa(\, 2) MARrs(\, 2) = L(), 2).

2.6 Preuve du Théoreme principal

Le but de cette Section est de prouver le Théoréme 2.1.1. On commence par supposer que
lassertion (i) est satisfaite. Nous devons alors prouver I'unicité des parametres (M, @, A)
d’un trou noir de type RN-dS a partir de la connaissance des coefficients de réflexion
L(\,n) des matrices de diffusion partielles, pour une énergie fixée A € R et pour tout
n € £ C N* satisfaisant la condition de Miintz 3°,,c, = = <.

Considérons donc deux trous noirs de type RN-dS ayant respectivement pour parametres
(M,Q,A) et (M,Q,A). On désigne par a(z), b(x) et ¢(z) et a(z), b(x) et &(x) les potentiels
apparaissant dans ’équation de Dirac (2.1.6) correspondante et définis par (2.1.8). On
suppose que

L(\,n)=L(\n), VnecL.

Ainsi (voir Proposition 2.3.1),

L\ n) = i()\,n), Vn € L.
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Lemme 2.6.1. Supposons que
L,n) =L(\n), ¥necL

Alors

A= Ra(t)dt:/Ra(t)dt — A

Démonstration. On rappelle que (voir (2.3.7) et (2.1.18)),
L(A\n) = Ars(A\,n)Ari(A,n)~"

et
Apy(\n)*Api(\n) = I + Aps(\, n)*Ars(\, n).

On note que, grace a leur asymptotiques données dans le Théoreme 2.4.33, les blocs
flLi()\,n), i € {1,2,3,4}, de la matrice AL()\,n), sont inversibles pour n assez grand.

Ainsi, pour n assez grand,

Apy(n)* = Ap(

Donc,
(A7) TAL, — (Afs) TALL = (AL)TAT — (Af) AL

De plus, I’hypothese implique que,

i.e.
(A1)t A%, = (Afs) A7,

Ainsi,
ix y—14-1 Ax =141
(A73) " Ay = (A73) " ALy
Finalement, en utilisant les asymptotiques données dans le Théoreme 2.4.33, on obtient

que A = A. O
Ainsi, on peut définir les difféomorphismes h, h :]0, A[— R comme étant respectivement
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2.6. Preuve du Théoréme principal

les inverses des transformations de Liouville g et § dans lesquelles on utilise respectivement
les potentiels a(x) et a(z). A présent, comme dans [DN11], on suit la stratégie inspirée
de [F'Y05]. On introduit ainsi, pour X €]0, A[, la matrice 4 x 4

Pl(Xa)‘vz) P2(X7)"Z)

P(X, )\ z) = <p3(X,)\,z) Py(X, X, 2)

) , Pi(X A\ z) € Ma(C), je{l,2,3,4},
définie par
P(X,)\,Z)FR(iL(X),)\,Z) = FR(h(X),)\,Z)

On commence par prouver que la matrice P(X, A, z) est constante et égale a +I4 en
utilisant le Théoreme de Phragmén-Lindelo6f et le Théoreme de Liouville grace a de bonnes
estimations sur les coefficients de la matrice P(X, \, z) ainsi qu’a leur analyticité en la
variable z. Aprés ceci, on obtient deux égalités sur des fonctions scalaires dépendantes
des potentiels et on déduit de la forme explicite des potentiels I'unicité de M, @Q et A.

2.6.1 Etude de la matrice P

On commence par rappeler que
Fr(xz,\ z2) = eiirlc_(x)ﬁ’pg(x, A, 2).
Ainsi,

P(X,\2) = Fr(h(X),\ 2)EFr(h(X),\, 2)"!

Ainsi,
P(X,\z) = e_lTlc_(h(X))ﬁR(h(X)7 A, Z)FII%R(B(X), A, Z)*Fleirl(?—(h(x))
_ irien FRIZ?% - FR21?}*12 —FRI@% + FR21?1*%4 Jinlel
Fralfy — Fraly —Fr3Fhg+ FraFpy
_ (Fmﬁ,*ﬂ — FroF}y —FriFhs + FRQF,§4>
FR3F]§1 _FR4F}§2 _FR3F§3+FR4F§4
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Lemme 2.6.2. Pour tout (i,j) € {1,2,3,4}?%, les applications z — P; j(X,\,z) sont
analytiques sur C et de type exponentiel (i.e. qu’il existe des constantes c et C telles que
|P; (X, A 2)] < ceCl?l).

Démonstration. Puisque les fonctions de Jost sont analytiques sur le plan complexe, le
premier point du Lemme est une conséquence immédiate de I'égalité précédente. Le fait
que les composantes P; j(X, A, z) soient de type exponentiel est une conséquence des
Théoremes 2.4.6, 2.4.28 et 2.4.33. O

On étudie seulement P; et P, puisque I'étude de P53 et Py est similaire. On sait que
P1 (X, )\, Z) = FR1F]§1 — FRQFEQ

et
Py(X, )\, 2) = —FriFfs + FroE}y.
On utilise maintenant

FL(I’,)\,Z) = FR(x’)‘aZ)AL(sz)

(melm + FroArs FriAps + FRZAL4>
FraAr1 + FraArs Fr3Ars + FraArpa

Ainsi, puisque
Fri = FriApy + FroAps,

on obtient

et, grace a
Fro = FriArs + FroApa,

on obtient également que
Fry = (Fro — FriApa) A7} = FroA7)l — FpiApa A7)

On note que, grace aux asymptotiques des matrices Ar; et Ag;, pour i € {1,2,3,4}, ces

matrices sont inversibles pour z réel assez grand. Ainsi, pour z assez grand,

Fﬁm = (AZi)*Fﬂ - (Aii)* 7:2F1§1'
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De plus, grace aux Equations (2.3.5) et (2.3.6),

~

(/Ari)* T2 = *AIB}LAR?) = L.
Finalement,
Pi(X, )\ 2) = FRIFﬁ1 - FR2F1§2
= (Fdpl — Fral(\, 2)) Ffy — Fro((AL)) Fip — L(A, 2)FFyy)
= FpA[{Ffy — Fro(ALL)*Fly + Fra(L(X, 2) — L(\, 2)) Ffyy.
Or, puisque L et I:/ n’ont pas de singularité sur R, le Corollaire 2.5.7 montre que

L(\, z) = L(\, 2) pour tout z € R. Ainsi, on obtient que pour tout z € R et pour tout
X €]0, A],

Pi(X, )\, 2) = FLi A7 Ef) — Fro(ALN) Frs. (2.6.1)

Pour P, on sait que
Py(X,\, z) = —FpiFfs + FroFy.

On a déja vu que
Fri = Fr1 A7l — FroL(), 2).

De plus, comme dans le cas de Fro, on montre facilement que
Fhy = (AL Fia— L 2) P,
Ainsi,
Py(X.A2) = —(Fudyl = Fral(\ 2)Fis + Fra(AL})" iy = L 2)Fig)

~

= —Fp A Ffy 4 Fro(ALN) Fry + Fra(L(N, 2) — L(X, 2)) Ffis.

En utilisant & nouveau que L(), z) = L(), z) pour tout z € R, on obtient finalement que

pour de tels z
Py(X, N\, 2) = —Fri AL g + Fro(AL D) FFy. (2.6.2)

Ainsi, les Théorémes 2.4.6, 2.4.28 et 2.4.33 ainsi que la Section 2.4.4, montrent que

ces applications sont bornées sur R et ¢R. Finalement, en appliquant le Théoreme de
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Phragmén-Lindel6f (voir [Boa54], Theorem 1.4.2) sur chaque cadran du plan complexe, on
en déduit que les applications z — P; j(X, A, z) sont bornées sur C. D’apres le Théoreme
de Liouville on obtient donc que ces applications sont constantes sur C. Contrairement
a [DN11] nous ne pouvons pas utiliser I’évaluation en z = 0 car on ne possede pas
de formule explicite pour P(X, \,0). Pour obtenir que P(X,\, z) = +1I4 on utilise les

asymptotiques des fonctions de Jost. Pour commencer, par définition
P(X, N Fr(h(X),\,z) = Fr(h(X), A, 2),
donc
Pi(X, N Fri(R(X), A, 2) + Po(X, \) Fra(h(X),\, 2) = Fri(h(X), \, 2) (2.6.3)
et
PL(X, N Era(h(X), \, 2) + Pa(X, \) Fra(h(X), \, 2) = Fro(h(X), A, 2). (2.6.4)

Gréce au Théoréme 2.4.8, on sait que pour tout X €]0, A[ fixé, pour z réel grand,

—v— (A=) (A—c_ 1
Fra(hX), 2 2) = 2¢% (5) © ra- SO (o El ’ (Z)> 1.

et

—v_ z’M (A—c_ 1
Frs(h(X),\, 2) = i2 (“‘) ora- V,)z_l( = >er (0_(11) o 21)) 1],

V2r

ou

Ainsi, en posant
(A—c_) (A—2_)

o= 2\/# (Z:)Z“m—y) ot &= z\/i (Z:) T T,

on obtient, en utilisant (2.6.3) et en gardant seulement les termes principaux, que pour

tout X €]0, A[, pour z réel grand,
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<dP1(X,/\)12+idP2(X,)\)< 10

On en déduit que

et donc que
vo=v_ et p_=p_.
Ainsi,
9T sr N i
a = =) T ora-o
V2T (d) ( )
5 [
(/1_ a_ A
= (8% _—
a_ K_

Alors, pour tout X €]0, 4],

.(A—c_)

<P1(X,>\)+iP2(X,/\) <_01 ;)) (Z_Z_) =_

De méme, on rappelle que, grace au Théoréme 2.4.6, on sait que

FRQ(h(X),)\,z)—iQ\;%T (’1)_ R VG

et

Frs(h(X). . 2) — 2\;;% (Z_) T (1 —po)2 = X (O (1)

Ainsi, en posant
.(A—c_)

5= (=) 7 ra-w,

.(A—c_) 1
(A—c_ =
i )er (O (Z>

(2.6.5)

(2.6.6)

(2.6.7)

on obtient, en utilisant (2.6.4) et en gardant seulement les termes principaux, que pour

tout X €]0, A[ et pour z réel grand
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<¢Bp1(x, ) ( 0 é) + BPs(X, A)) A%_ =) . iB ( ! 1) :

Comme pour « on a

N 0
~ K_ a_ R_
G=5 (
a_ K_
Ainsi
1 Foa\ o 0 1
Py (X, A + Py(X, A <> Y
donc

-1 0 a_ K_

<P1(X, A) +iP (X, A) < 0 1)) ('%_a‘yl T = b (2.6.8)

On en déduit, en utilisant les Equations (2.6.7) et (2.6.8), que

. ) . Q=)
('f‘“) B <'f‘a‘> 1 (2.6.9)
a_ K— a_ K—

En utilisant (2.6.5), (2.6.6) et (2.6.9) ainsi que (2.6.1) et (2.6.2) on obtient alors grace

aux asymptotiques des fonctions de Jost que

Pl(X,)\,Z)::l:IQ et PQ(X,)\,Z):O.
De méme, on montre que
Py(X,\2)=0 et Py(X, )\ z) = £1s.

De plus,

.(A=c_)

Pi(X, )\ 2) = <’f“> " L= Py(X, ) 2).

a_ K—

Finalement, nous avons donc montré que pour tout z € C et pour tout X €]0, A],

P(X,\,2) = +14.

2.6.2 Preuve du Théoréme 2.1.1 sous ’hypothese (i)

On rappelle que 'on travaille avec I'opérateur
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H =T'D, + za(z)T? + b(z)T® + c(z).

Puisque 'on travaille avec la variable de Liouville X, on introduit ’opérateur

L =a(X)T'Dx + 2a(X)T? + b(X)T? + ¢(X)

ou on utilise les notations a(X) = a(h(X)), b(X) = b(h(X)) et ¢(X) = ¢(h(X)). On note

que
& LF(h(X),\ z) = AF(h(X), \, 2).

HF(xz,\ z) = AF(x, )\, 2)

Ainsi, par définition des fonctions de Jost,

b(X) o e(X) , A >FR(h(X),>\7Z)

Fle(FR(h(X):)HZ)) = <_ZF2 - a(X) a(X)  a(X)

et de méme

' Dy (Fr(h(X), )\, 2)) = <—zF2 - ZE))?) o — Zg; - a(i{)) Fr(h(X), ), 2).

De plus, dans la Section 2.6.1, on a montré que
Fr(h(X), ), 2) = +FR(h(X), ), 2), VX €]0,A[.

Alors, pour tout X €]0, 4],

b(X) b(X)\ 0, [(8X) X) 11 _
((a(x) a<X>>F+<a<X) a<X>>“(a<X> d<X>>>FR_O'

Grace a la définition de la matrice

on obtient facilement que

(((S—Z)H(i—é))b (2—220 ))b)FRWX),A,z):o.

e ()

Puisque la fonction de Jost a droite Fr est inversible on en déduit que,

1

TN
o~
=

Qn
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"2 0(x) = AR, VX €0, 4]
et
b - b
5@(){)) = 5(h(X)), VX €]0, Al

Il s’agit de la premiere affirmation du Théoréme 2.1.1. On utilise maintenant la forme

explicite des potentiels. On rappelle que, en utilisant la notation r = r(h(X)),

a(z) = F(r)’ b(x) =my/F(r), c(x)= @

r

Ainsi, ’'Equation (2.6.11) nous donne que

F(h(X)) = r(h(X)).
De plus, en utilisant ’'Equation (2.6.10),

Fr(hX))) _  F(r(h(X))

(qQ = Ar(h(X)))* (4@ — Ar(h(X)))?

Ainsi,
F(r)(qQ — Ar)? = F(r)(qQ — Ar)*.

Finalement, en utilisant la définition de F',

A A
200 —= = 20qQ—
qQ3 qQ3

et
IAGQ + 2MN% = 22qQ + 2M N2
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Si A # 0, ces égalités nous permettent de conclure que,
M=M, Q=0Q, A=A.

SiA=0,g#0,0na

Alors,
F(r) = F(r),

et en utilisant (2.6.10) on obtient ainsi que Q = Q.

Ceci acheve la preuve du Théoreme 2.1.1. O

2.6.3 Preuve du Théoréme 2.1.1 sous ’hypotheése (i7)

Le but de cette Section est de prouver le Théoréme 2.1.1 si 'assertion (ii) est satisfaite,
i.e. de prouver l'unicité des parametres (M, @, A) d’'un trou noir de type RN-dS a partir
de la connaissance des coefficients de réflexion R(\,n) des matrices de diffusion partielles,
pour une énergie A € R fixée et pour tout n € £ C N* satisfaisant la condition de
Miintz » % = o00. La stratégie est exactement celle utilisée précédemment, la seule
différence venant du fait que 1’égalité R(A\,n) = R()\, n) n’implique pas exactement que
R(\,n) = R(\,n).

On considére ainsi deux trous noirs de type RN-dS ayant pour parameétres respectifs

(M,Q,A) et (M,Q,]X) On suppose que
R(\,n)=R(\n), VneccL.

Ainsi, en utilisant le lien entre la matrice de diffusion S()) et la matrice de diffusion S(\)

donné dans la Proposition 2.3.1 on déduit de cette égalité que
R\, n)e %8 = R(), n)e_%B, Vn € L,
ou 3 est la constante définie dans (2.3.11).
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Lemme 2.6.3. Supposons que
R(\,n)e 2 = ]%(A,n)e_mﬁ, Vn € L.

Alors
A::/Ra(t)dt:/Rd(t)dt = A

Démonstration. La preuve de ce Lemme est la méme que celle du Lemme 2.6.1. On
utilise les Equations (2.1.19), (2.3.5), (2.3.6) et (2.3.8) pour obtenir que

]%(/\, n) = —ALl()\, n)_lzziLQ()\, TL)

et
Api(\n)Ap (A, n)* — Ao\, n)Ara(\, n)* = I.
Ainsi,
Api(\n)* = Api(\n)"'— RO\ n)Ara(\,n)*
= Api(\n)"t = 2P R n)ALy(\, n)*
= Apl + D) (A — AL (Af) ) Al
Donc,

ie.
~ P %(B—3) & e 1
a(Afp) T = HITD A (A7)
Ainsi, ) )
Api(Afy) ™t = 2D AN (Agy)
Finalement, en utilisant les asymptotiques données dans le Théoréme 2.4.33, on obtient
que A = A. O

Ainsi, comme dans la partie précédente, on peut introduire la matrice P(X, A, z) pour

X €]0, A[. Cependant, a cause de la présence du terme eQi(ﬁ_B), la, définition de cette
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matrice est 1égerement différente (mais est celle donnée dans la Section 5 de [DN11] si
'on pose ¢ =  — f3). En effet, on définit P(X, ), z) par

P(X,\ 2)Fr(R(X),\, 2) = Fp(h(X), X, 2)e'P=AT"

La stratégie est a présent exactement la méme que celle utilisée précédemment : on doit
montrer que la matrice P(X, )\, z) est constante égale a +14. Apres quelques calculs on

obtient que
Pi(X, ), 2) = €00 Fry ARl Fpy — e_i(B_B)FLz(jﬁé)*Fﬁl

et

PQ(X, A, Z) = —ei(ﬁ_B)FRQAE%FES + e_l(ﬁ_B)FLQ(AI_%;)*F}%S
Gréace a ces égalités et aux asymptotiques données dans les Théoremes 2.4.6, 2.4.28 et
2.4.33, on peut appliquer le Théoreme de Phragmén-Lindel6f et le Théoréme de Liouville
pour obtenir que z — P(X, ), 2) est constante sur C. Ainsi, comme précédemment,
on utilise les asymptotiques des fonctions de Jost sur la droite réelle données dans les

Théorémes 2.4.8, 2.4.30 et 2.4.33, pour obtenir que
P(X, )\ z) =+l

Finalement, pour achever la preuve du Théoréme 2.1.1 dans le cas (i7), on utilise la méme

procédure que celle utilisée dans la Section 2.6.2. g
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Probleme inverse a énergie fixée :

variétés de Stackel

Dans ce chapitre reprenant I’article [Gob16] on étudie un probléme de diffusion inverse
a énergie fixée sur des variétés de Stéckel de dimension trois ayant la topologie d'un
cylindre torique, satisfaisant la condition de Robertson et possédant une structure
asymptotiquement hyperbolique. Sur ces variétés I’équation de Helmholtz peut étre
séparée en un systeme constitué d’une équation différentielle ordinaire radiale et de deux
équations différentielles ordinaires angulaires. On peut ainsi décomposer 'opérateur de
diffusion complet sur des harmoniques généralisées et les matrices de diffusion partielles
ainsi obtenues consistent alors en un ensemble dénombrable de matrices 2 x 2 dont les
coefficients sont les célebres coefficients de transmission et de réflexion. Nous montrerons
que ces coeflicients de réflexion ne sont en réalité rien d’autres que des fonctions de
Weyl-Titchmarsh généralisées associées a 'EDO radiale. En utilisant une nouvelle version
multivariable de la méthode de Complexification du Moment Angulaire, on montre alors
que la connaissance de l'opérateur de diffusion a une énergie fixée non nulle est suffisante
pour déterminer de fagon unique la métrique de la variété de Stéckel aux obstructions

naturelles pres.
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CHAPITRE 3. PROBLEME INVERSE A ENERGIE FIXEE : VARIETES DE STACKEL

3.1 Introduction et présentation du résultat

Dans ce travail on est intéressé par I’étude d’un probléme de diffusion inverse & énergie
fixée pour I’équation de Helmholtz sur une variété de Stéckel de dimension trois satisfaisant
la condition de Robertson. Les variétés de Stéckel ont été introduites en 1891 par Stéckel
dans [Std91] et sont d’un grand intérét dans la théorie de séparation des variables. En
effet, il est connu que la séparabilité additive de I’équation de Hamilton-Jacobi pour
le flot géodésique sur une variété riemannienne est équivalente au fait que la métrique
soit sous forme de Stéckel. Cependant, pour obtenir la séparabilité multiplicative de
I’équation de Helmholtz on doit également supposer que la condition de Robertson est
satisfaite. Comme nous allons le voir dans un bref résumé de la théorie de séparation
des variables, il existe également des caractérisations intrinseques de la séparabilité
des équations de Hamilton-Jacobi et de Helmholtz en termes de tenseurs de Killing
(qui correspondent a des symétries faibles) ou d’opérateurs de symétries. On renvoie a
[BCR02a, BCR02b, CR06, Eis34, Eis97, KM82, KM80, KM84, St493] pour d’importantes
contributions dans ce domaine et a [Benl5, Mil88] pour un état de l’art sur ces questions.
On insiste sur le fait que la description des variétés riemanniennes donnée par Stéckel est
locale. On obtient une description globale de ces variétés en choisissant un systéme de
coordonnées global ce qui justifie appellation “variétés de Stéckel” dans notre étude.
On choisit de travailler avec des variétés de Stéckel (M, g) ayant la topologie d’un
cylindre torique. Pour pouvoir définir I'opérateur de diffusion sur ces variétés, on ajoute
de plus une structure asymptotiquement hyperbolique, introduite dans [IK14] (voir aussi
[GSB09, JSB00, SB05]), aux deux bouts radiaux de notre cylindre. On peut alors définir
I'opérateur de diffusion S, et ainsi la matrice de diffusion S;(A) a une énergie fixée A # 0
associée a 1’équation de Helmholtz sur (M, g) qui est 'objet principal de ce chapitre. La

question que nous posons est alors la suivante :

Est-ce-que la matrice de diffusion Sg(\) d une énergie fizée X # 0 détermine de fagcon

unique la métrique g de la variété de Stickel ?

On rappelle que les problemes de diffusion inverse a énergie fixée sur des varié-
tés asymptotiquement hyperboliques sont étroitement reliés au probleme de Cal-
derén anisotrope pour des variétés riemanniennes compactes a bord. On renvoie a
[GT13, IK14, KKL0O1, KS14, Sal13, Uhl09] pour un état de 'art concernant cette ques-
tion. L’un des buts de ce chapitre est ainsi de donner des exemples de variétés pour
lesquelles nous sommes capables de résoudre le probleme de diffusion inverse a énergie
fixée mais qui ne possedent pas I'une des structures particulieres pour lesquelles la ques-

tion de I'unicité pour le probléeme de Calderén anisotrope sur des variétés compactes a

166



3.1. Introduction et présentation du résultat

bord est résolue. On note que le résultat que nous prouvons ici est un résultat d’unicité.
Nous sommes également intéressé par 'obtention d’un résultat de stabilité c’est-a-dire
par I’étude de la continuité de I'application g — Sg4(\). Cette question pourra faire I'objet
d’un travail futur.

L’outil principal de ce chapitre consiste a complexifier les moments angulaires cou-
plés apparaissant lors de la procédure de séparation des variables. En effet, grace a la
séparation des variables, la matrice de diffusion a énergie fixée peut étre décomposée
en un ensemble de coefficients de diffusion indexé par un ensemble discret formé de
deuzr moments angulaires qui correspondent aux deux constantes de séparation. Morale-
ment, le but de la méthode de Complexification du Moment Angulaire est le suivant :
a partir d’'un ensemble discret d’informations (ici 1’égalité des coefficients de réflexion
sur le spectre couplé) on veut obtenir un régime continu d’informations (ici 1’égalité
de ces fonctions sur C?). Cette méthode est composée de trois étapes. On commence
par autoriser le moment angulaire a prendre des valeurs complexes. On utilise alors des
résultats d’unicité d’analyse complexe pour des fonctions appartenant a certaines classes
de fonctions holomorphes afin d’obtenir I’égalité des données correspondantes (qui n’ont
plus de sens physique) sur le plan complexe. Enfin, on utilise cette nouvelle informa-
tion pour résoudre notre probleme inverse a I’aide du Théoréme de Borg-Marchenko.
L’idée générale de considérer un moment angulaire complexe prend sa source dans un
travail de Regge (voir [Regh9]) concernant 1’étude de la matrice de diffusion pour des
opérateurs de Schrodinger dans R? ayant des potentiels & symétrie sphérique. On renvoie
également a [dARG5, New02] pour des ouvrages traitant de cette méthode. Cet outil
a déja été utilisé dans le domaine des problémes inverses pour un moment angulaire
dans [DGN13, DKN14, DKN15, DN13, DN11, DN15, Gob15, Ram99] et ’on note qu’il
est également utilisé en physique a hautes énergies (voir [Col77]). Dans ce travail on
utilise une nouvelle version (car multivariable) de la méthode de Complexification du
Moment Angulaire pour deuxr moments angulaires qui correspondent aux constantes de
séparation pour 1’équation de Helmholtz. On note que 'on est obligé d’utiliser cette
version multivariable car ces deux moments angulaires (qui correspondent également
au spectre couplé d’opérateurs qui commutent) ne sont pas indépendant et ne peuvent
pas étre considérés séparément. Ce travail est un prolongement de l’article [DKN14] de
Daudé, Kamran et Nicoleau dans lequel les auteurs traitent la méme question pour les

surfaces de Liouville qui correspondent aux variétés de Stickel en deux dimensions.
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CHAPITRE 3. PROBLEME INVERSE A ENERGIE FIXEE : VARIETES DE STACKEL

3.1.1 Rappels sur la théorie de séparation des variables

Dans cette partie on propose un bref rappel de la théorie de séparation des variables
et des principaux résultats connus dans ce domaine. On renvoie a [Benl5, Mil88] et a
I'introduction de [BCR02a] pour un état de I’art concernant ce domaine. Soit (M, g) une
variété riemannienne de dimension n. Sur (M, g), nous sommes intéressés par I’équation
de Hamilton-Jacobi

VW.YW = E, (3.1.1)

ou F est un parametre constant et V est I'opérateur gradient
(VW)! = g0; W,

ou 'on a utilisé la convention de sommation d’Einstein. On est également intéressé par
I’équation de Helmholtz
— Agp = Ev. (3.1.2)

ou Ay est I'opérateur de Laplace-Beltrami
Ay = g7V, V jih,

ou V; désigne la dérivée covariante par rapport a la connexion de Levi-Civita. On note
que, comme ceci est montré dans [BCR02a], on peut ajouter un potentiel V' satisfaisant
de bonnes conditions & ces équations sans plus de complications dans la théorie que
nous décrivons ici. Il est connu que, dans beaucoup de cas intéressants, ces équations

admettent des solutions locales séparées de la forme

pour I’équation de Helmholtz, oit z = {z'} est un systéme de coordonnées adapté sur
M et ¢ désigne un ensemble de parameétres constants dont le nombre dépend d’une
bonne définition de la séparation (voir ci-dessous). La raison pour laquelle nous sommes
intéressés par de telles solutions réside dans le fait qu’il arrive que pour des solutions de

ce type, les Equations (3.1.1)-(3.1.2) deviennent équivalentes & des systémes d’équations
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3.1. Introduction et présentation du résultat

différentielles ordinaires séparées, chacune agissant sur une seule coordonnée. Dans ce
travail nous étudions le cas particulier de la séparation orthogonale, i.e. lorsque g =0
pour ¢ # j. On rappelle a présent la définition de la séparation des variables pour les

équations de Hamilton-Jacobi et de Helmholtz.

Définition 3.1.1 ([BCRO02a]). L’équation de Hamilton-Jacobi est séparable dans les

coordonnées x = {x'} si elle admet une solution séparée compléte, i.e. une solution du

type

dépendant de n paramétres ¢ = (c;) satisfaisant la condition de complétude

det (gﬁ’;) #0, ou p;=0OW.

Définition 3.1.2 ([BCR02a], Définition 4.1). L’équation de Helmholtz est séparable en
les coordonnées x = {x'} si elle admet une solution séparée compléte, i.e. une solution

de la forme

dépendant de 2n parameétres ¢ = (cj) satisfaisant la condition de complétude

8ui

/

dc; N (&

det asz #£0, ol wu; = j
aCj L

Yy
et v, =—.
(45

On rappelle maintenant les résultats prouvés par Stdckel, Robertson et Eisenhart a la fin

du dix-huitieme siécle et au début du dix-neuvieéme siecle qui :

1. Caractérisent les variétés riemanniennes admettant une séparation des variables

orthogonale.

2. Font le lien entre la séparation des variables pour les équations de Hamilton-Jacobi
et de Helmholtz.

Définition 3.1.3 (Matrice de Stéckel). Une matrice de Stickel est une matrice n x n
réguliere S(z) = (sij(x?)) dont les composantes s;j(z') sont des fonctions dépendant

uniquement de la variable correspondant au numéro de ligne.

Théoreme 3.1.1 (Stdckel 1893, [Sta93]). L’équation de Hamilton-Jacobi est séparable
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dans des coordonnées orthogonales x si et seulement si la métrique g est de la forme

g = Hi(de')? + H}(da®)? + H3(da*),

o2 det(S)

v gl

Vi e {1,2,3},
ou ' est le mineur associé au coefficient s;1, pour tout i € {1,2,3}.

Théoreme 3.1.2 (Robertson 1927, [Rob28]). L’équation de Helmholtz est séparable dans
des coordonnées orthogonales x si et seulement si dans ces coordonnées l’équation de

Hamilton-Jacobi est séparable et de plus la condition suivante est satisfaite

det(9)? det H filo

3.1.3
|g| H2 ( )

ou les fi(z') sont des fonctions arbitraires dépendant uniquement de la coordonnée

correspondante et |g| est le déterminant de la métrique g.

Gréce a cet énoncé on voit qu'une bonne compréhension du mécanisme de séparation des
variables pour I’équation de Helmholtz dépend d’une bonne compréhension du probléme
correspondant pour 1’équation de Hamilton-Jacobi et ’on note que la séparabilité de
I’'Helmholtz est plus exigeante. La condition supplémentaire (3.1.3) dans le Théoreme
3.1.2 est appelée condition de Robertson. Cette condition a un sens géométrique donnée

par la caractérisation suivante due a Einsenhart.

Théoreme 3.1.3 (Eisenhart 1934, [Eis34]). La condition de Robertson (3.1.3) est satis-
faite si et seulement si dans un systéme de coordonnées orthogonal x le tenseur de Ricci

est diagonal :
Ri; =0, Vi#j.

Remarque 3.1.4. On note que la condition de Robertson est satisfaite par les variétés
de type Einstein. En effet, une variété de type Einstein est une variété riemannienne
dont le tenseur de Ricci est proportionnel au tenseur métrique qui est diagonal dans le

cas orthogonal que nous étudions.

Comme cela & été montré par Einsenhart dans [Eis34, Eis97] et par Kalnins et Miller
dans [KM80] la séparabilité de 1’équation de Hamilton-Jacobi pour le flot géodésique est
reliée a 'existence de tenseurs de Killing d’ordre deux dont la présence traduit I'existence

de symétries cachées. On suit ainsi [Benl5, KM80] dans le but d’étudier cette relation.
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3.1. Introduction et présentation du résultat

On utilise la structure symplectique naturelle sur le fibré cotangent T M de la variété
(M, g). Soit {x'} un systéme de coordonnées locales sur M et {z¢, p;} les coordonnées
associées sur T* M. Soit

H = g7 pip;,
le hamiltonien géodésique sur T*M. L’équation de Hamilton-Jacobi peut alors étre écrite

comine

H(z', 0;W)=E.

Gréace a ce formalisme, une autre condition nécessaire et suffisante pour la séparabilité
de ’équation de Hamilton-Jacobi a été obtenue par Levi-Civita. On énonce ici la version

donnée dans [Benl5].

Théoreme 3.1.5 (Levi-Civita 1904, [LCO04]). L’équation de Hamilton-Jacobi
H(z',o;W) = E,

admet une solution séparée si et seulement si les équations différentielles suivantes,

connues comme étant les équations de séparabilité de Levi-Civita,
Lij(H) == 0;HO;HO'O’H + 0'HY 0;0;H — 0; HY HO'O;H — 0'HO; HO;0' H = 0,

o)

ol 0; = 777 el ot = 8%1-’ sont identiquement satisfaites.

Remarque 3.1.6. Ce Théoreme nous donne une maniére simple de tester si un systéme
de coordonnées est séparable ou non. De plus, il fournit également une base pour une

caractérisation géométrique (i.e. intrinséque) de la séparation.

Puisque nous sommes intéressés par une caractérisation de la séparabilité de I’équation
de Hamilton-Jacobi utilisant des tenseurs de Killing, nous rappelons ici quelques propriétés
élémentaires de ces objets en suivant la deuxieme Section de [Benl5]. On commence
par rappeler que les tenseurs symétriques contravariants K = (K*/) sur M sont en

correspondance biunivoque avec les polynéomes homogenes sur T*M par la relation,
Px = P(K) = K“p;..p;.

Exemple 3.1.1. Le hamiltonien H correspond au tenseur métrique contravariant G.

L’espace de ces fonctions polynomiales est fermé par rapport au crochet de Poisson
canonique

{A,B} := 0'A9;B — 0'BO; A.
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On définit alors la structure d’algebre de Lie [.,.] sur 'espace des tenseurs symétriques

contravariants en posant,
P([K1,Ko]) = {P(Ky), P(K2)}.

Définition 3.1.4. Soit G un tenseur métrique. On dit que K est un tenseur de Killing
st P(K) est en involution avec Pg = P(G) = H, i.e.

{P(K),P(G)} =0.
Cette équation est, par définition, équivalente a I’équation de Killing,
K,G] =0.
Remarque 3.1.7. 1. Ceci veut dire que si K est un tenseur de Killing, P(K) est
une intégrale premicre du flot géodésique.

2. Un champ de vecteurs X est un champ de Killing, i.e. [X, G| =0, si et seulement

st son flot est préservé par la métrique.

On considere a présent le cas d’un 2-tenseur symétrique K. Gréace a la présence d’un
tenseur métrique, K peut étre représenté en composantes comme étant un tenseur de
type (2,0), (1,1) ou (0,2), et est alors respectivement noté K = (K7) = (K}) = (Kj;).
En tant que tenseur symétrique de type (1, 1), K définit un endomorphisme de 1’espace
x(M) des champs de vecteurs sur M ainsi qu’un endomorphisme de I'espace ®!(M) des
1-formes sur M. On désigne par KX le champ de vecteurs image de X € y(M) par K
et par K¢ la 1-forme image de ¢ € ®!(M) par K. En d’autres termes,

KX =KIX9; et Ko¢=Kpida'.

Le 2-tenseur K posséde alors des valeurs propres, des fonctions propres et des formes
propres définies par les équations KX = pX et K¢ = p¢. Finalement, on désigne par
K K5 le produit des deux endomorphismes K7 et Ko dont I’expression en composantes

est (K1Kg) =K {thh. Le commutateur algébrique de deux tenseurs est alors défini par
[[Kl, KQ]] = K1K2 — KQKl.

La premier lien entre la séparation des variables pour 1’équation de Hamilton-Jacobi

et I'existence de tenseurs de Killing est alors donné par la Proposition suivante.
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3.1. Introduction et présentation du résultat

Proposition 3.1.8 ([BF80, KM80, Koo80]). A tout systéme de coordonnées orthogonal
{2} permettant la séparation des variables pour I’équation de Hamilton-Jacobi, il corres-
pond n — 1 tenseurs de Killing d’ordre 2, K1,...,K,_1, en involution, i.e. [K;, K;] =0,

et tels que {H, Px,, ..., Pk, _,} est linéairement indépendant. Les solutions séparables

w (k) (3:"“)
1

W =
k

n

sont caractérisées par les relations
H(z',p;))=FE et PKl(xi,pi) =X, ou l=1,...,n—1 et p;=0,W,

0l A1,...,An—1 sont les constantes de séparation.

Remarque 3.1.9. Dans le langage de la mécanique hamiltonienne, les tenseurs de
Killing correspondent a des intégrales premieres du systeme. Le lien mentionné dans la
Proposition précédente énonce donc que, si l’équation de Hamilton-Jacobi est séparable,

alors le systéme hamiltonien correspondant est complétement intégrable (voir [Arn13]).

Bien qu’a tout systeme séparable il corresponde une famille de n — 1 tenseurs de Killing
en involution, il existe également des familles de tenseurs de Killing en involution qui
ne sont pas liées a des systemes séparables. On a donc besoin de trouver des conditions
supplémentaires pour caractériser les familles admissibles de tenseurs de Killing. De telles

conditions sont données par les deux Théorémes suivants.

Théoreme 3.1.10 ([BCR02a] Théoreme 7.15). L’équation de Hamilton-Jacobi est or-
thogonalement séparable si et seulement si il existe n tenseurs de Killing indépendants
(K;) commutant deux d deuz en tant qu’opérateurs linéaires, i.e. [K;, K;] =0, pour tout

i # j, et en involution, i.e. [K;, K;| =0, pour tout i # j.

Théoreme 3.1.11 ([BCR02a] Théoreme 7.16). L’équation de Helmholtz est orthogo-
nalement séparable si et seulement si il existe n tenseurs de Killing indépendants (K;)
commutant deuz a deux en tant qu’opérateurs linéaires, en involution et commutant avec

le tenseur de Ricci (condition de Robertson).

Comme cela est montré dans [BCR02a, BCR02b, KM80] et rappelé dans [Benl5] il
existe des reformulations équivalentes du Théoréme 3.1.10. On commence par rappeler la

définition d’un champ de vecteurs normal.

Définition 3.1.5. Un champ de vecteurs X sur une variété riemannienne M est dit
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normal s’il est orthogonalement intégrable, i.e. s’il est orthogonal a un feuilletage de M

par des hypersurfaces.

Théoreme 3.1.12 ([KMS80, Ben93, Benl5]). L’équation géodésique de Hamilton-Jacobi
est séparable dans des coordonnées orthogonales si et seulement si il existe un 2-tenseur

de Killing ayant des valeurs propres simples et des vecteurs propres normauz.

Définition 3.1.6. Un tenseur de Killing possédant ces propriétés est dit tenseur de

Killing caractéristique.

On peut montrer qu'un tenseur de Killing caractéristique engendre un espace de Killing-
Stéckel, i.e. un espace vectoriel de dimension n de 2-tenseurs de Killing dont les éléments
commutent en tant qu’opérateurs linéaires et sont en involution. Ainsi, le Théoréme
3.1.10 est une conséquence immédiate du Théoreme 3.1.12.

On conclut cette Section par une caractérisation intrinseque de la séparabilité de
I’équation de Helmholtz utilisant des opérateurs de symétries donnée dans [KM84]. On
commence par rappeler la correspondance biunivoque entre les opérateurs du second ordre
et les 2-tenseur de Killing. Nous avons déja vu que les tenseurs symétriques contravariants
sont en correspondance biunivoque avec les polynémes homogenes sur T* M. De plus,

I’opérateur Pk correspondant a un polynéme homogene de degré deux
Pk = K"p;p;
associé au 2-tenseur symétrique contravariant K sur M est définie par
Pty = —Agy) = —Vi(KYV;0)).

On note que, si K = G est le tenseur métrique contravariant, on obtient ’opérateur de

Laplace-Beltrami A, = Pg.

Définition 3.1.7 ([KM84]). On dit qu'un opérateur de symétrie de second ordre P est

sous forme auto-adjointe s’il peut s’exprimer sous la forme
A 1 .
P = Nir > o, («/]g]a’jaj) +c,
/l:hj

ot |g| est le déterminant de la métrique, a¥ = a’*, pour tout (i,7) € {1,...,n}?, et c est

une constante réelle.

Remarque 3.1.13. Si P estun opérateur de second ordre autoadjoint on peut lui associer

une forme quadratique sur T*M définie par P = aijpipj.
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3.1. Introduction et présentation du résultat

Théoreme 3.1.14 ([KM84] Théoreme 3). Il existe un systéme de coordonnées orthogonal
séparable {x'} pour l’équation de Helmholtz si et seulement si il existe un ensemble
linéairement indépendant {ﬁl = Ay, ]52, - Pn} d’opérateurs différentiels du second ordre

sur M tel que :
1. [Pl,lf’j] = ]31]% — ﬁjﬁl =0, pour tout 1 <i,j <n.
2. Chaque P; est sous forme auto-adjointe.
8. 1l existe une base {w(;), 1 < j < n} de formes propres communes pour {P;}.

4. (Condition de Robertson) Les 2-tenseurs de Killing associés (K;) commutent avec

le tenseur de Ricci.

Si ces conditions sont satisfaites alors il existe des fonctions g'(x) telles que w(j)gjdacj,

pour 3 =1,...,n.

Dans notre travail nous donnerons explicitement les opérateurs ]51 = Ay, f’g et f’g
correspondant a notre étude. On note enfin qu’il existe une notion plus générale de
séparabilité appelée la R-séparation (voir par exemple [KM84, BCR02a, BCR02b)).
Notre notion de séparabilité correspond au cas R = 1. L’étude de la R-séparabilité dans

notre cadre de travail pourra faire ’objet d’un travail futur.

3.1.2 Description du modele

Le but de cette Section est d’introduire le cadre de travail de ce chapitre. Plus précisément,
on donne la définition des variétés de Stéckel que 'on considére et on montre que 1’on
peut faire, sans perte de généralité, certaines hypotheses sur les variétés de Stéckel que
I’on étudie.

On commence cette Section par la définition de la structure de Stéckel et la description
des variétés que 'on considere. On commence par rappeler que la description des variétés
riemanniennes donnée par Stéckel est locale. On obtient une description globale de
ces variétés en choisissant un systeme de coordonnées de Stéckel global ce qui justifie
I’appellation “variétés de Stéckel”. On considere ainsi des variétés ayant la topologie d'un

cylindre torique avec deux bouts munies d’une carte globale
M = (O, A)xl X 7;22,$37

ou 7;22 L3 = T? désigne le tore de dimension deux. La variable x! est la variable radiale

alors que (22, 23) désigne les variables angulaires. On insiste sur le fait que nous avons
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choisi de travailler avec des variables angulaires vivant dans le tore de dimension deux
mais il est également possible de choisir d’autres topologies. Par exemple, le cas de
variables angulaires vivant dans une 2-sphere pourra faire 'objet d’un travail futur. On

définit une matrice de Stackel de taille 3 x 3 de la forme

811(1,‘1) 312($1) 813($1)
S =|sa(a?) sp(x?) sa(z?) |,

831 (x3) $39 ($3) $33 (x?’)

ol les coefficients s;; sont des fonctions lisses. On munit M de la métrique riemannienne

g = Hi(dz")? + H3(dz?)? + Hz(d2?)?, (3.1.4)
avec det(S)
€ .
H? = —ir Vi€ {1,2,3},

ot1 5! est le mineur (avec signe) associé au coefficient s;; pour tout i € {1,2,3}.

Remarque 3.1.15. La métrique g est riemannienne si et seulement si le déterminant

11) 821 et 831

de la matrice de Stickel S et les mineurs s ont le méme signe. De plus,

st l’on développe le déterminant par rapport a la premiére colonne, on note que si l'on

suppose que S11, S21 et s31 sont des fonctions positives et si les mineurs st 21 et §31

ont le méme signe, alors le déterminant de S est nécessairement du méme signe que ces

mineurs.

On insiste sur le fait que 'application S — ¢ n’est pas injective. En effet, on décrit ici
deux invariances de la métrique qui seront utiles dans la résolution de notre probléeme

inverse.
Proposition 3.1.16 (Invariances de la métrique). Soit S une matrice de Stackel.

1. Soit G une matrice 2 X 2 constante. La matrice de Stackel

s11(zt) S1a(xl)  B13(2h)
S: 821($2) §22($2) §23($2) 5

831 (xg) 839 (z3) 333 (x3)

satisfaisant
(Sig Sig) = (§12 §13) G, Vie {1, 2,3}

posséde la méme métrique que S.
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2. La matrice de Stdckel

s11(z')  sia(zl)  sis(ah)
S = 821(x?) sp(2?) sa3(2?) |,
§31(x3) 832(.%'3> 833(1'3)

avec,
511(2h) = s11(2t) + Crsia(al) + Casiz(at)
821(2?) = s21(2?) + Crsaa(2?) 4 Casaz(a?) (3.1.5)

331(23) = s31(23) + Cys32(x?) + Coszz(2?)

ou Cy et Cy sont des constantes réelles, posséde le méme métrique que S.

Démonstration. On rappelle que

3
; det(S
g = ZHZ»Q(da:Z)2 avec H? = Si(l )

i=1

Vi e {1,2,3}.

1. Le résultat est une conséquence immédiate des égalités,

st =det(@)8", Vie{1,2,3}, et det(S) = det(G)det(S).

2. Le résultat provient des égalités,

st =81 Vie{1,2,3}, et det(S)=det(S).

Puisque nous sommes seulement intéressés par la récupération de la métrique g de la
variété de Stéckel, on peut choisir n’importe quel représentant dans la classe d’équivalence
décrite par les invariances de la Proposition précédente. Ceci nous autorise a faire quelques
hypotheses sur la matrice de Stéckel que I'on considére comme nous pouvons le voir dans

la Proposition suivante.

Proposition 3.1.17. Soit S une matrice de Stdckel ayant pour métrique gs. Alors il

existe une matrice de Stickel S telle que gg = gs et
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§12($1) >0 et §13($1) >0 Vol
§22(£C2) <0 et §23(£C2) > 0, V2
§32(:L'3) >0 et §33(:L'3) <0 Va3
I 1 = i =1
Ay sle) = i sis(e)

Démonstration. Voir Section 3.6.1.

O

Remarque 3.1.18. La condition (C) posséde des conséquences intéressantes qui seront

utiles pour notre analyse.

1. On note que si la condition (C) est satisfaite, s*' = 513533 — 5125833 et §31 =

$12823 — S13822 sont strictement positifs. Ainsi, puisque la métrique g doit étre

riemannienne on doit également avoir det(S) > 0 et s'! > 0.

2. On remarque que, puisque S22, S33 < 0 et Soz, s30 > 0,

11 522

s >0 <& 599833 > 893833 & — <

523

Nous utiliserons ces relations plus tard au cours de notre étude du spectre couplé des

opérateurs H et L qui correspondent aux opérateurs de symétries de A4 introduit

dans la Section 3.1.1.

A partir de maintenant, et sans perte de généralité, nous supposons que la matrice de

Stéckel S satisfait la condition (C).

Sur la variété de Stéckel (M, g) on est intéressé par I’étude de I'équation de Helmholtz

—A,f = NS,

Comme nous 'avons vu dans la Section 3.1.1 la structure de Stéckel n’est pas suffisante

pour obtenir la séparabilité multiplicative de I’équation de Helmholtz. En effet, nous

devons également supposer que la condition de Robertson est satisfaite. On rappelle que

cette condition peut étre définie de la facon suivante.

Définition 3.1.8 (Condition de Robertson). Pour tout i € {1,2,3}, il emiste f;(z%),

fonction seulement de x*, telles que

811821831

det(S) fifafs.
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On peut facilement reformuler cette condition sous la forme

det(S)?

= . 3.1.7

Remarque 3.1.19. On note que les fonctions f;, i € {1,2,3}, sont définies d des
constantes multiplicatives de produit égal a 1 prés. Dans la suite nous choisirons donc,

sans perte de généralité, ces constantes égales da 1.

3.1.3 Structure asymptotiquement hyperbolique et exemples

Le but de cette Section est de définir la structure asymptotiquement hyperbolique que
nous mettons sur les variétés de Stéckel définies précédemment et de donner trois exemples
qui illustrent la diversité des variétés que nous considérons.

On dit qu’une variété riemannienne (M, g) a bord M est asymptotiquement hyper-
bolique si sa courbure sectionnelle tend vers —1 au bord. Dans ce travail, on ajoute une
structure asymptotiquement hyperbolique aux deux bouts radiaux de notre cylindre de
Stiickel dans le sens donné par Isozaki et Kurylev dans [IK14] (Section 3.2)!. On donne

maintenant la définition de cette structure pour notre cadre.

Définition 3.1.9 (Variétés de Stéckel asymptotiquement hyperboliques). Une variété
de Stackel ayant la topologie d’un cylindre torique avec deuzx bouts asymptotiquement
hyperboliques est une variété de Stickel (M, g) dont la matrice de Stickel S satisfait la

condition (C), munie d’une carte globale
M == (O,A)xl X 7;22713,

ot 2! € (0, A),1 est une fonction distance au bord pour les deux bouts asymptotiquement
hyperboliques {x' = 0} et {x! = A} et (2%,23) € [0, B],2 x [0,C],s sont les variables

angulaires vivant dans le 2-tore 7;22@3’ et satisfaisant les conditions suivantes.
1. La métrique de Stickel g est de la forme (3.1.4).
2. Les fonctions si;, (i,7) € {1, 2, 3}2, de la matrice de Stickel sont lisses.
3. Les coefficients de la matrice de Stickel satisfont :

(a) H? >0 pouri € {1,2,3} (Métrique riemannienne).

'On note que la structure asymptotiquement hyperbolique introduite dans [TK14] est légérement plus
générale que celle utilisée par Melrose, Guillarmou, Joshi et S& Barreto dans [GSB09, JSB00, Mel04, SB05].
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(b) $2j(0) = 52;(B), 55;(0) = s5;(B), 53;5(0) = s3;(C) et 55;(0) = s3;(C) pour
j €{1,2,3} (Conditions périodiques en les variables angulaires).

(c) Structure asymptotiquement hyperbolique auz bouts {x' = 0} et {x! = A} :

i. En {z' =0} : il existe ¢g > 0 et § > 0 tels que Vn € N il existe Cy, > 0
tel que : Vo' € (0,4 —9),

1(z'0,)" ((2")*s11(a!) = DI < Cal1lso,

(2 0,1)" (s12(2") = D)II < Cu[L]410,
(2 01)" (s13(2") = DI < Cal1] 310,

ou
[a1_o = (1 + | log(z!)])~min(nD)-1-e0,

ii. En {z' = A} : il existe g > 0 et § > 0 tels que Vn € N il existe C,, > 0
tel que : Va' € (6, A),

1((A = 21)8,1)"((A = 2")?s11(2") = | < Cull]yi—a,

1((A = 21)251)" (s12(2") = DI < Cal1]z14,
1((A = 21)2,1)"(s13(2") = DI < Cal1]y1=a,

ot
[1]p1-4 = (14 |log((A — x1>)’>*min(n71)71,€1.

Remarque 3.1.20. On sait que, grice a la condition (C), s12 et si13 tendent vers 1
quand x' tend vers 0. Cependant, au bout {x* = A}, on peut seulement dire qu’il existe
deuz constantes positives a et B telles que s1o et s13 tendent respectivement vers o et 3.

Ainsi, au bout {x* = A}, on devrait supposer que
(A - 1'1)2511(551) = [1]617 512<$1) - 04[1]61 et 313(-%'1) = 6[”61)
o,
[, =14+ 0((1+ [log(A — z))~179).

Cependant, on peut montrer que (voir le dernier point de la Remarque 3.1.22), si s92 ou

s33 n'est pas une fonction constante, alors o = = 1.

On se propose de donner une explication du sens de la structure asymptotiquement
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hyperbolique pour les variétés de Stéckel que I'on consideére ici. Puisque I'étude du bout
{x! = A} est similaire on se contente d’étudier le bout {z! = 0}. On commence par

écrire la métrique (3.1.4) dans un voisinage du bout {z! = 0} sous la forme

233(961)QHE(dﬂci)2

3
20 702 _ i=1
9= ZHz (da')” = (z1)2
i=1

Par définition,

12 13
(I1)2H12 = (1'1)2811 + (1'1)2 (Slzzﬁ + Sw%)
11

(z1)2H2 = (21)2s1; s + (z1)2 (312 s12 s13 )

+s
532513533512 532513533512 13 532513533512

(212 HE = (212511 et + 00? (s + M)

$23512—522513 $23512—522513 S$12 823812—522513

(3.1.8)
Comme ceci est montré dans [MMS87], on sait qu’au bout {z! = 0}, la courbure sectionnelle

de g tend vers —|dx!|, ol
3

h=> (a")H}(da")*.
=1

En d’autres termes, 1'opposé de la courbure sectionnelle au bout {z! = 0} est équivalente

1\2 772 142 142 s'? s
(z")°Hi = (z7)"s11 + (27) 812ﬁ+$1385 .

Ainsi, puisque la structure asymptotiquement hyperbolique correspond & une courbure
sectionnelle tendant vers —1, on veut que cette quantité tende vers 1. Ceci est assuré par

la troisiéme hypothese de la Définition 3.1.9 qui entraine que (pour n = 0) :

(@)s1(e") = [y s122") = [y et s13(2") = [Uey, (3.1.9)

[eo =1+ O((1+ [ log(a)[) 7' 7).

On remarque également que, sous ces conditions on peut écrire, grace a (3.1.8), la métrique

g dans un voisinage de {z! = 0}, sous la forme

_ (dzt)? + dQ%ﬂ + Pz, 22, 23, dot, da?, da?)
g - (331)2 )

(3.1.10)

20n renvoie & [IK14], Section 3 p.99-101, pour une justification de I’appelation “asymptotiquement
hyperbolique”.

181



CHAPITRE 3. PROBLEME INVERSE A ENERGIE FIXEE : VARIETES DE STACKEL

11 s11
(dz*)? + ———(dz?)?,
832 — S33 523 — S22

02, = —>

1621 et s31 ont le méme

est une métrique riemannienne sur le 2-tore 72 (puisque s
signe) et P est un terme de reste qui est, moralement, petit lorsque x! — 0. Ainsi, & la

limite ' — 0, on voit que
(da')? + dO3
(@h)? 7

c’est-a-dire que g est une petite perturbation d’'une métrique de type hyperbolique.

~

Remarque 3.1.21. 1. D’apres la Définition précédente, on a également besoin des

conditions sur les dérivées des fonctions si5, j € {1,2,3}, pour étre dans le cadre

de [IK14].
2. Par symétrie, on peut faire la méme analyse au bout {x' = A}.

A partir des conditions (3.1.9) et de la condition de Robertson (3.1.6) on peut obtenir

plus d’informations sur les fonctions f1, fo et f3. On commence par remarquer que

811821831

det(S)

11
s (513532 — 512533) (512523 — 513522)
811811 + 812512 + 813813

fifafs

Ainsi, en utilisant les conditions (3.1.9), on obtient que

fifafs ~ (x1)?(s93 — s22)(s32 — s33), quand ' — 0.

Par conséquent, on peut affirmer qu’il existe trois constantes positives c1, co et c3 telles

que cicacs =1 et
fl(xl) = Cl(xl)Q[l]eov f2($2) = co(s23 — S22) et fg(xs) = c3(s32 — s33).  (3.1.11)

On note que les fonctions f;, i € {1,2, 3}, sont définies & des constantes multiplicatives
c1, ¢ et cg telles que cicoc3 = 1 pres. Cependant, comme nous ’avons mentionné
précédemment, on peut choisir ces constantes égales a 1. Bien sfir, le résultat correspondant

sur f; au bout {z! = A} est également vrai.

Remarque 3.1.22. L’analyse précédente nous permet de simplifier la condition de

Robertson et ainsi l'expression de la métrique riemannienne sur le 2-tore.
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1. On commence par noter que, si l'on procéde a un changement de variable de

Liouville en la i-éme variable,

Xt — /Oml \/ gi(s) ds, (3.1.12)

ot g; est une fonction positive de la variable x*, le coefficient de la métrique
correspondant H? est divisé par g;(x%). La méme modification de la métrique a lieu
lorsque ’on divise la i-éme ligne de la matrice de Stickel par la fonction g;. Ainsi,
procéder d un changement de variable de Liouville est équivalent a diviser la i-éme

ligne de la matrice de Stickel par la fonction correspondante.

2. On note a présent que, si l'on divise la i-éme ligne de la matrice de Stdckel par

une fonction g; de la variable z*, la quantité

811521831

det(.S)

est divisée par g;. Ainsi, dans la condition de Robertson (3.1.6), on peut toujours
supposer que fo = f3 = 1 en choisissant un systeme de coordonnées approprié
sur T2. Cependant, on ne divise pas la premiére ligne par fy car cela change la
description de la structure hyperbolique (i.e. la condition (3.1.9)). Néanmoins,
il reste un degré de liberté sur la premiére ligne. On peut par exemple diviser
la premiére ligne par sia ou s13 et on obtient alors que la partie radiale dépend
uniquement des deux fonctions scalaires Z% et % Comme nous allons le voir a la
fin de la Section 3.4, ces quotients sont en réalité exactement les fonctions scalaires
que ’on retrouve lors de notre étude de la partie radiale. Cependant, puisque cela

ne simplifie pas notre travail nous n’utilisons pas cette réduction.

3. A partir de maintenant, fo =1 et f3 = 1 et on peut ainsi réécrire (8.1.11) sous la
forme

So3 — S0 =1 et s39—s33=1.

Grace a ces égalités, on peut également écrire
A% = s'((dz?)? + (dz*)?),
pour la métrique induite sur le bord compactifié {z' = 0}.

4. En toute généralité, nous savons que s1o et si3 tendent vers 1 lorsque z' tend vers
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0 mais on ne sait pas que ces limites sont encore valables lorsque x' tend vers
A. Cependant, la structure de Stickel nous permet de montrer que la structure
asymptotiquement hyperbolique doit étre la méme aux deux bouts (sous une légére
hypothése supplémentaire). En effet, supposons que le comportement de la premiére

ligne aux deuz bouts soit le suivant : au bout {x' =0}
(@)?s11(2") = (e, s12(2!) =[Uey et s13(2") = [,
et au bout {x! = A}
(A=a")?sn(@') =[], sw@')=afl]l, e siz(@') =61,
o1,
[ey =1+ O((1+[log(a")])77°) et [Le, =1+ O((1+[log(A —z"))717)

et a et B sont des constantes strictement positives. En utilisant la condition de
Robertson au bout {x' = 0} et au bout {x' = A} on obtient

1 = fo = s23 — S22 = ¥s23 — BS99,

et

1 = f3 = 532 — 533 = 532 — (vs33.

Ainsi, en utilisant le fait que so3 = 1 + S99 et 830 = 1 + s33, on obtient que
(a—PB)sge=1—a et (B—a)ssz=1—7.

Par conséquent, si l’on suppose que sa2 ou S33 me sont pas des fonctions constantes,

on obtient que o = = 1.

On acheve cette Section par trois exemples de variétés de Stéckel.

Exemple 3.1.2. On donne ici trois exemples de variétés de Stickel illustrant la diversité

des variétés que nous considérons.

1. On commence par choisir la matrice de Stickel

si(at)  sip(z!)  siz(a?)
S = a b c
d e f
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ou S11, S12 et s13 sont des fonctions lisses de la variable z' et a, b, ¢, d, e et f sont

des constantes réelles. La métrique g est alors donnée par

3
g = ZHE(dxi)zv

i=1
ot les HZZ, pour i € {1,2,3}, sont des fonctions seulement de la variable x'. Elle
satisfait alors de facon triviale la condition de Robertson et on peut ajouter la
structure asymptotiquement hyperboliqgue donnée dans la Définition 3.1.9. On note
que, comme cela a été expliqué dans la Remarque précédente, g dépend uniquement
de deuz fonctions arbitraires (aprés un changement de variable en la variable x').
De plus, on peut montrer que 0,2 et O 3 sont des champs de vecteurs de Killing.
L’existence de ces champs de Killing traduit la présence de symétries par rapport

auzx translations en les variables 2 et z3.

2. On peut également choisir la matrice de Stdckel

511(951) 512(331) 0512(531)
S = 0 822(962) sa3(z%) |,
0 ss2(x%)  s33(a?)

ou s11 et s12 sont des fonctions lisses de la variable z', sog et so3 sont des fonctions
lisses de la variable 22, s3o et s33 sont des fonctions lisses de la variable x3
et a est une constante réelle. On peut alors munir la variété d’une structure
asymptotiquement hyperbolique dans le sens donné dans la Définition 3.1.9 et la

métrique g peut étre écrite sous la forme

1,2 , S11 st 212 st 312
g=su(da)2+ 2 [ (@a?)?+ —  (da®)?).
S12 \ aS32 — S33 S23 — S22

Elle satisfait alors la condition de Robertson. On note que, aprés avoir procédé
a des changements de variables de Liouville en les trois variables, la métrique g

dépend de trois fonctions arbitraires. De plus, grace a la transformation de Liouville

.731
Xt :/0 \/s11(s) ds,

on voit qu’il existe un systeme de coordonnées pour lequel la métrique g est de la
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forme
g = (dz')* + f(z")go,

ol go est une métrique sur le 2-tore T2. En d’autres termes g est un produit
tordu. En particulier, g est conforme a une métrique qui peut étre écrite comme
la somme directe d’une direction euclidienne et d’une métrique sur une variété
compacte. On rappelle que dans ce cas, sous certaines hypothéses supplémentaires
sur la partie compacte, l'unicité pour le probleme de Calderon anisotrope sur une
variété compacte a bord a été démontrée dans [DSFKSU09, DSFKLS13].

. Enfin, on peut choisir la matrice de Stickel

sp(x!)? —si(zt) 1
S =|[—sa(2?)? s9(2?) —11,
s3(23)? —s3(z?) 1

ot 51 est une fonction lisse en la variable x', so est une fonction lisse en la
variable 2% et s3 est une fonction lisse en la variable 23. Ce modéle été étudié dans
[Benl15, BM15] et est d’un grand intérét dans l’étude des variétés riemanniennes
géodésiquement équivalentes, i.e. des variétés qui partagent les mémes géodésiques
(voir [BM15]). La métrique associée

g = (51— s2)(s1 — s3)(dz")? + (s2 — s3)(51 — 52)(da®)® + (s3 — $2) (53 — 51)(da”)?,

satisfait la condition de Robertson et n’a, a priori, pas de symétrie, n’est pas un
produit tordu et dépend de trois fonctions arbitraires satisfaisant s; > so > s3. Pour
munir cette variété d’une structure asymptotiquement hyperbolique dans le sens de
la Définition 3.1.9 on commence par multiplier les deuxiéme et troisiéme colonnes

de la matrice de Stdckel par la droite par la matrice inversible

-1 -1
G= ,
0 -1
puisque cette opération ne change pas la métrique. On obtient ainsi la nouvelle

matrice de Stackel

sp(xh)? sp(al)  sp(al) -1
—59(22)?  —s9(2?) —so(z!) +1
s3(2®)?  s3(2®)  sa(a!) -1
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Dans un second temps, on utilise un changement de variable de Liouville en la

Xlz/oxl\/@ds,

et on obtient la matrice de Stackel

premiére variable

Sl(Xl) 1 1-— ﬁﬁ(l)
S = —s2(z?)? —so(z?) —so(z!)+1

s3(23)? s3(z3) s3(zlt) — 1

Finalement, on ajoute la structure asymptotiquement hyperbolique sur la premiére

ligne en supposant que

s1(X1) = X11)2(1+O((1—|—llog(Xl)])_l_eo)), quand X' — 0

—~

et

s1(Xh) = 5(1+0((1+ [log(A' — XH])™179),  quand X' — A,

AT —x1e

ou Al = fOA V/s1(s) ds.

3.1.4 Opérateur de diffusion et présentation du résultat

On rappelle ici la construction de 'opérateur de diffusion donnée dans [IK14, IKL14]
pour des variétés asymptotiquement hyperboliques. Cette construction a déja été utilisée
dans [DKN14] dans le cas de surfaces de Liouville asymptotiquement hyperboliques.
Moralement, dans un voisinage d’un bout asymptotiquement hyperbolique on peut
comparer la dynamique globale avec une dynamique de comparaison plus simple, i.e. que
I’on peut établir 'existence et la complétude asymptotique des opérateurs d’ondes

Wi =5 —lim eitHJke_itHg,
ol Ji est une fonction de troncature qui isole le k-éme bout asymptotiquement hyperbo-

lique et Hé“ est un hamiltonien plus simple qui gouverne la dynamique libre des ondes

dans ce bout. L’opérateur de diffusion S, est alors défini par
Sg=WHW=, ou W*==> W
k
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Cet opérateur fait le lien entre les données asymptotiques (dites de diffusion) dans le
passé et les données asymptotiques dans le futur. La matrice de diffusion Sy () est alors
la restriction de 'opérateur de diffusion S; a un niveau d’énergie A\2. Ceci correspond
a 'approche dépendante du temps de la théorie de la diffusion. Il existe également une
définition stationnaire équivalente. Pour définir la matrice de diffusion par une approche
stationnaire, on applique la transformée de Fourier par rapport a ¢ a I’équation des ondes
OFu — Agu =0, et au lieu d’étudier le comportement asymptotique de u(t,z) en temps
grand, on étudie le comportement asymptotique en espace des solutions de I’équation de
Helmholtz —A,u = A\?u lorsque |x| — co. On obtient ainsi une définition équivalente de
la matrice de diffusion & 1’énergie A% (voir le Théoréme 3.1.24).
Notre modele particulier possede deux bouts et on introduit donc deux fonctions de
troncature xo et x1, lisses sur R, définies par
xo=1 sur (O, Zl) , x1=1 sur (if,A) , Xo+tx1=1 sur (0,A4),
(3.1.13)

pour pouvoir séparer les deux bouts. On considere I’équation de Helmholtz décalée
—(Ag +1)f = N,

oll A2 # 0 est une énergie fixée, qui est étudiée de facon usuelle sur les variétés asymp-
totiquement hyperboliques (voir [Bor07, IK14, IKL14, JSB00]). En effet, il est connu
(voir [IKL14]) que le spectre essentiel de —Ag est [1,+00) et on a ainsi décalé le bas du
spectre essentiel en 0. Il est connu que I'opérateur —A, — 1 n’a pas de valeurs propres
plongées dans le spectre essentiel [0, +00) (voir [Boul3, IK14, IKL14]). De plus, il est

montré dans [IKL14] que les solutions de 1’équation stationnaire décalée
—(Ag +1)f = N*f,

sont uniques lorsque 'on impose sur f des conditions de radiations a l'infini. Plus
précisément, comme dans [DKN14], on définit des espaces de Besov qui encodent ces
conditions de radiations & I'infini comme suit. Pour motiver nos définitions, on rappelle

que les bords compactifiés {z! = 0} et {z! = A} sont munis de la métrique induite

A% = s'((dz?)? + (dz?)?).

Définition 3.1.10. Soit Hy» = L?(T?, s' dx?dx3). On décompose les intervalles (0, +00)
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et (—oo, A) sous la forme

(0,+00) = Upezly et (—o00,A) = UrezJr,

ot
(exp(e" ™), exp(e)] i k>1
In=1q(ele] si k=0
(exp(—elf), exp(—e-1)]  si k< -1
et

(A —exp(eF=1), A —exp(eF)] si k>1
Jr=S(A—e L A—e] si k=0
(A —exp(—elfl), A —exp(—elfl=1)] si k< -1

On définit les espaces de Besov By = Bo(H2) et Bi = Bi(Hrz2) comme étant les espaces

de Banach des fonctions a valeurs dans Hy2 satisfaisant respectivement
L] da\ 2
L} 2 X\ 2
1918 =3 e ([ 1@, 5 )" <o
keZ I z

et

s, = e ([ 1@l (A‘f)Q) <.

keZ

Les espaces duauz Bf et BT sont alors identifiés avec les espaces équipés des normes

1
1 R 5 dr\?
17115 = (?;;Izbg@ INICLS x) < o0

et

[un

1 A ) dv  \?
ks = (30 g - 1960 1 2) <

Remarque 3.1.23. Comme ceci est montré dans [IK1/], on peut comparer les espaces
de Besov By et By a des espaces L? a poids. En effet, si l'on définit Lg’s(((), +00), Hy2),
pour s € R, par

o= ([ pos@D® 1@, %) <o,

T2

189



CHAPITRE 3. PROBLEME INVERSE A ENERGIE FIXEE : VARIETES DE STACKEL

alors pour s > %,
I3 CByCcL* CIZCI>®cByc I
1l existe un résultat similaire pour les espaces de Besov By et B .

Définition 3.1.11. On définit les espaces de Besov B et B* comme étant les espaces de

Banach de fonctions a valeurs dans Hyz sur (0, A) munis des normes

1£1ls = lIxof 5o + Ix1fll5:

et
1 flls+ = lIxof s + lIx1flls:-

On définit également ’espace de Hilbert des données de diffusion
Hoo = Hy2 @ C* ~ Hopo @ Hro.
Dans [IK14] (voir Theorem 3.15) le résultat suivant est démontré.

Théoreme 3.1.24. On donne ici une construction stationnaire de la matrice de diffusion.

1. Pour toute solution f € B* de l’équation de Helmholtz décalée a une énergie

non-nulle \2
— (A, +1)f = \?f, (3.1.14)

il existe un unique &) = ( éi), w%i)) € Hoo tel que

Farwo ) (xo @)FPT) 4+ xa (A -2t tirelT)
—wi (M) (XO @)z 2P +xp (A - xl)%ﬂ“wﬁ)) , (3.1.15)

ol
T

wt(A) = ) 1 N
(2Asinh(7A))z0(1 FiA)

(3.1.16)

2. Pour tout ") € Hoo, il existe un unique ') € Hy et f € B* satisfaisant (3.1.14)
pour lesquels la décomposition (3.1.15) est valide. Ceci définit de fagon unique la
matrice de diffusion Sy(\) comme étant Uopérateur a valeurs dans Hoo tel que pour
tout () € Hoo,

Pt =S, (N (3.1.17)
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3. La matrice de diffusion Sg(\) est unitaire sur Hoo.

On note que dans notre cadre avec deux bouts asymptotiquement hyperboliques la
matrice de diffusion a la structure d’une matrice 2 x 2 dont les composantes sont des

opérateurs a valeurs dans Hs2. Plus précisément, on écrit

L(N) TRO‘))
T(A) R(\) )’

Sg()‘) = (

ou Tr(A) et Tr(A) sont des opérateurs de transmission alors que L(A) et R(A) sont des
opérateurs de réflexion respectivement a droite et a gauche. Les opérateurs de transmission
mesurent la partie du signal qui est transmise d’'un bout a ’autre dans une expérience
de diffusion alors que les opérateurs de réflexion mesurent la partie du signal qui est
réfléchie d’un bout sur lui-méme.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoreme 3.1.25. Soient (M, g) et (M, g), ot M = (0, A),1 X 7;22@37 deux cylindre
torique de Stickel, i.e. munit des métriques g et g définies respectivement par (3.1.4). On
suppose que ces variétés satisfont la condition de Robertson et sont munies de structures
asymptotiquement hyperboliques auz deuz bouts {x! = 0} et {x! = A} définies dans la
Définition 3.1.9. On désigne par Sy(X\) et Sz(\) les matrices de diffusion correspondantes
d une énergie fizée A # 0 définies par le Théoréme 3.1.24. On suppose que

Sy(N) = S5().

Alors il existe un difféomorphisme W : M — M, égal a l'identité sur les bords compactifiés

{x! =0} et {x' = A}, tel que § soit le tiré en arriére de g par ¥, i.e.
g="g.

Pour des Variétés Asymptotiquement Hyperboliques (notées VAH) sans symétries
particulieres, des résultats de diffusion directe et inverse pour des ondes scalaires ont été
prouvés par Joshi et S& Barreto dans [JSB00], par S& Barreto dans [SB05], par Guillarmou
et S& Barreto dans [GSB08, GSB09] et par Isozaki et Kurylev dans [IK14]. Dans [JSB00],
il est montré que les asymptotiques de la métrique d’une VAH sont déterminées de facon
unique (a isométrie pres) par la matrice de diffusion S(\) & une énergie fixée A\ en dehors
d’un sous-ensemble discret de R. Dans [SB05], il est prouvé que la métrique d’'une VAH

est déterminée de fagon unique (& isométrie pres) par la matrice de diffusion S(A) pour
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tout A € R en dehors d’un certain sous-espace. Des résultats similaires ont été obtenus
récemment dans [[K14] pour une classe encore plus générale de VAH. Dans [GSB09] il
est prouvé que pour des variétés de type Einstein connexes conformément compactes
de dimension paire n + 1 la matrice de diffusion a I’énergie n sur un sous-ensemble
ouvert de son bord conforme détermine de facon unique la variété a isométrie pres.
On mentionne également le travail [Mar09] de Marazzi dans lequel 'auteur étudie le
probleme de diffusion inverse pour I’équation de Schrédinger stationnaire sur une variété
conformément compacte ayant pour courbure sectionnelle —a? au bord avec un potentiel
régulier ne s’annulant pas sur ce bord. L’auteur montre alors que la connaissance de la
matrice de diffusion a deux énergies fixées A1 et A2, A1 # A2, dans un bon sous-ensemble
de C, détermine de fagon unique « ainsi que les séries de Taylor du potentiel et de la
métrique au bord. Enfin, mentionnons également [BP11] dans lequel un probléme inverse
a partir des résonances est étudié dans une certaine sous-classe de VAH.

Ce travail doit également étre mis en perspective avec le probleme de Calderén
anisotrope sur des variétés riemanniennes compactes a bord. On rappelle ici la définition
de ce probleme. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte ayant un bord lisse M.
On désigne par —A, l'opérateur de Laplace-Beltrami sur (M, g) et on rappelle que cet
opérateur associé a des conditions de Dirichlet au bord est autoadjoint sur L*(M, dVol,)

et a un spectre purement ponctuel {)\?}1-21. On est intéressé par les solutions u de

—Agu:)\zu, sur M,
w=1, sur OM.

(3.1.18)

Il est connu (voir par exemple [Sall3]) que pour tout v € H %(8/\/1) il existe une
unique solution faible u € H'(M) de (3.1.18) lorsque A\? n’appartient pas au spectre de
Dirichlet {\?};>1 de —A,. Ceci nous permet de définir I'opérateur de Dirichlet-Neumann
(DN) comme étant 'opérateur Ay(A\?) de H%((?./\/l) sur H_%(GM) défini pour tout
e H? (OM) par

Ay (@) = (8ou) jom5

olt u est I'unique solution de (3.1.18) et (J,u)grq désigne sa dérivée par rapport au
vecteur normal unitaire sortant v sur M. Le probleme de Calderén peut alors étre

énoncé de la facon suivante :

Est-ce-que la connaissance de l'opérateur de DN, Ag()\2), a une fréquence \* détermine

de facon unique la métrique g ?

On renvoie par exemple a [DSFKSU09, DSFKLS13, GSB08, GT11, KS13, LTU03, LUO01,
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LUR9] pour d’importantes contributions dans ce domaine et a [GT13, KS14, Sal13, Uhl09]
pour un état de ’art sur cette question.

En dimension deux, le probléme de Calderén anisotrope avec A2 = 0 a été résolu
pour des surfaces riemanniennes connexes dans [LUO1, LU89]. Une réponse positive a
été apportée pour la fréquence A2 = 0 en dimension trois ou plus pour des variétés
riemanniennes compactes connexes avec une métrique analytique réelle d’abord dans
[LUR9] sous certaines hypotheses topologiques relaxées plus tard dans [LTU03, LUO1].
Une réponse positive a également été fournies pour des variétés de type Einstein compactes
et connexes a bord dans [GSB08]. Pour le reste, le probleme de Calderén anisotrope
en dimension au moins trois reste un probleme largement ouvert. Des résultats ont été
obtenus dans [DSFKSU09, DSFKLS13] pour certaines classes de variétés riemanniennes
compactes a bord qui sont conformément transversalement anisotrope, i.e. pour des

variétés riemanniennes telles que
MCCRx My, g=cledg),

ou (Mo, go) est une variété riemannienne compacte lisse a bord de dimension n — 1, e est
la métrique euclidienne sur la droite réelle et ¢ est une fonction positive sur le cylindre
R x My. Sous certaines hypotheses sur la variété transverse (Mo, go) (simplicité), la
variété riemannienne (M, g) est dite admissible. Dans ce cadre, les auteurs de [DSFKSU09,
DSFKLS13] arrivent a déterminer de fagon unique le facteur conforme c & partir de la
connaissance de I'opérateur de DN & la fréquence A\? = 0. L’un des buts de ce chapitre est
ainsi de donner un exemple de variétés sur lesquelles on arrive a résoudre le probléeme de
diffusion inverse & énergie fixée mais qui ne possedent pas I'une des structures particulieres
que ’on vient de décrire et pour lesquelles la question de 1'unicité pour le probléeme de
Calderén anisotrope sur des variétés riemanniennes compactes a bord est résolue (voir
Exemple 3.1.2, 3)).

3.1.5 Apercgu de la preuve

La preuve du Théoreme 3.1.25 se divise en quatre étapes que nous allons décrire ici.

Etape 1 : La premiére étape de la preuve consiste a étudier le probléme de diffusion directe.
C’est ce que nous ferons dans la Section 3.2. Dans cette Section nous commencerons
par utiliser la structure de variété de Stéckel satisfaisant la condition de Robertson pour

procéder a la séparation des variables de ’équation de Helmholtz. On obtient ainsi que
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I’équation de Helmholtz décalée
—(Ag +1)f = N2f,
peut étre réécrite sous la forme
Arf +sielf +sisHf =0,

o A; est un opérateur différentiel seulement en la variable z! et L et H sont des
opérateurs autoadjoints, elliptiques et semi-bornés qui commutent sur L?(72, s''dz?dz?)
dépendant uniquement des variables 2 et 2. Puisque les opérateurs L et H commutent
il existe une base hilbertienne commune de fonctions propres pour L et H. De plus,
Iellipticité de ces opérateurs sur une variété compacte nous assure que le spectre est
discret et le caractere autoadjoint montre que le spectre est réel. On consideére alors des
harmoniques généralisées {Y;;, }m>1 formant une base hilbertienne de L?(772, s'tdx?dz?)

associée au spectre joint (u2,,v2) de (H, L). On décompose les solutions

f(zh, 22 23) = Z U (1) Yy (22, 22°)
m>1
de I'équation de Helmholtz sur la base commune d’harmoniques {Y};, },>1 et on obtient
alors que I’équation de Helmholtz se sépare en un systéme de trois équations différentielles

ordinaires :

—ull, + Sog(f1))'uly, + [~ (N2 + D)s11 + 2,512 + 1v2,513)tm = 0
—vpr, + [~ (N + 1)sa1 + p 592 + V823U = 0 ’

—wy, + [—(A2 4+ 1)s31 + pi2, 532 + v, s33]wm = 0

oll fi est la fonction apparaissant dans la condition de Robertson et Y,(z2, z3) =
Vm (22)wy, (22). Dans ce systéme d’EDOs il y a une EDO radiale en la variable x! et deux
EDOs angulaires en les variables 2 et 2. On insiste sur le fait que les deux moments
angulaires p2, et 12, qui sont les constantes de séparation correspondent également au
spectre couplé des deux opérateurs angulaires H et L. Le fait que les moments angulaires
(p2,,v2) soient couplés a des conséquences importantes dans 1'utilisation de la méthode
de Complexification du Moment Angulaire. En effet, on ne peut pas travailler séparément
avec un seul moment angulaire ce qui nous oblige a utiliser une version multivariable de

cette méthode.
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Dans un second temps, on définit la fonction caractéristique et la fonction de Weyl-
Titchmarsh en suivant la construction donnée dans [DKN14, FY05, KST12]. On rappelle
brievement ici la définition de ces objets et la raison pour laquelle on les utilise. En utilisant
un changement de variable de Liouville X! = g(z!), X! € (0, A') ot A' = f64 g(zt)da?,

on peut écrire ’équation radiale sous la forme
~U+4q2U=—puU, (3.1.19)
ot —u2, est maintenant le paramétre spectral et q,2, satisfait au bout {X 1 =0},

Mg
qu,%L(le A) = —(Xil)él + qO,VTQH(X17)\)7
ot X'qg 2 (X1, \) est intégrable au bout {X' = 0} (le potentiel g,2 posséde également
les mémes propriétés a l'autre bout). On est ainsi dans le cadre de [F'Y05]. On peut
donc définir la fonction caractéristique et la fonction de Weyl-Titchmarsh associées
a cette équation de Schrodinger non-autoadjointe singuliere. Pour ce faire, on suit la

méthode donnée dans [DKN14]. On définit ainsi deux systémes fondamentaux de solutions
{5107 SQ()} et {511, 321} définis par :

1. Lorsque X! — 0,

1

o (xLy3Hix
ia X

Si0(XY p2,v2) ~ (XHE et Sp(XY, 2, 02) ~
et lorsque X! — AL,

) 1 .
Su (X' 207 ~ (AN = X1 et Sy (X707 v — (AT - X

2. W(S1n,S2n) = 1 pour n € {0,1}.

3. Pour tout X! € (0, A1), u+— Sjn (X1, 4%, %) est une fonction entiére pour j € {1,2}
et n € {0,1}.

On ajoute alors des conditions de bord singuliéres aux deux bouts (voir (3.2.24)) et on
consideére la nouvelle équation radiale comme un probléeme aux valeurs propres. Enfin, on
définit les deux fonctions caractéristiques de cette équation radiale comme des Wronskiens

de fonctions des systemes fondamentaux de solutions :

Ay, (p2,) = W(Si1, Sio)
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et
8q » (1) = W (S11, S20)

et on définit également la fonction de Weyl-Titchmarsh par :

b0 (12)

= tm (3.1.20)
vm Aq,szn (M%n)

La définition précédente généralise la définition usuelle des fonctions de Weyl-Titchmarsh
classiques pour des opérateurs différentiels de Sturm-Liouville réguliers. On renvoie a
[KST12] pour la théorie des opérateurs de Sturm-Liouville autoadjoints singuliers ainsi
que la définition et les principales propriétés des fonctions de Weyl-Titchmarsh. Dans notre
cas les conditions de bord rendent I’équation de Sturm-Liouville non-autoadjointe. La
fonction de Weyl-Titchmarsh généralisée peut malgré tout étre définie en utilisant la méme
recette comme cela a été montré dans [DKN14, FY05] et rappelé ci-dessus. Notre intérét
dans le fait de considérer la fonction de Weyl-Titchmarsh généralisée M, , (p2,) vient du
fait qu’il s’agit d’'un outil puissant pour obtenir des résultats d’unicité dz;nns le cadre des
problemes inverses unidimensionnels. En effet, le Théoreme de Borg-Marchenko énonce
(voir [KST12]) que si M, et My sont deux fonctions de Weyl-Titchmarsh généralisées

respectivement associées aux équations
—u +qx)u=—p*u et —u" +Gx)u=—pu,
ol ¢ et ¢ ont les singularités quadratiques décrites précédemment aux deux bouts, alors si
M, (4?) = My(p?), € C\ {poles}, (3.1.21)

alors
q=14q. (3.1.22)

On renvoie a [Ben01, GS00, Tes09] pour des résultats dans le cas des fonctions de Weyl-
Titchmarsh régulieres et aux résultats récents [F'Y05, KST12] dans le cas des fonctions
de Weyl-Titchmarsh singulieres pour des équations éventuellement non-autoadjointes.
On note que les fonctions caractéristiques et les fonctions de Weyl-Titchmarsh géné-
ralisées définies pour chaque équation unidimensionnelle (3.1.19) peuvent étre sommées

sur ’espace engendré par les harmoniques Y;,, m > 1, pour définir des opérateurs de
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L2(T?, s dx?dx?) sur lui-méme. Plus précisément, en rappelant que

LX(T?, s dx?dx?) = @(Ym>,

m>1

on définit :

Définition 3.1.12. Soit X\ # 0 une énergie fixée. L’opérateur caractéristique A(N) et
Vopérateur de Weyl-Titchmarsh généralisée M (\) sont définis comme des opérateurs de
L2(T?, st dx?dx®) sur lui-méme qui sont diagonalisables sur une base hilbertienne de
fonctions propres {Yy, }m>1 associées respectivement auz valeurs propres Ag , (u2) et
MQV%I (u2,). Plus précisément, tout v € L*(T?, st dx?dx3) peut étre décompos% sous la
forme

v = Z VmYm, Um € C,

m>1
et
AN)v = Z A, (12 )oY et M(MNv = Z qugn (12U Yo

m>1 m m>1

On insiste sur le fait que la séparation des variables nous permet de “diagonaliser” les
opérateurs de réflexion et de transmission en une famille dénombrable d’opérateurs de
multiplication par les scalaires Ry(\, pu2,,v2,), Ly(A, u2,,v2) et Ty(\, p2,,v2) appelés
respectivement les coefficients de réflexion et de transmission. On montrera (voir Equa-
tions (3.2.34)-(3.2.36)) que les fonctions caractéristiques et de Weyl-Titchmarsh ne sont
respectivement rien d’autres que les coefficients de transmission et de réflexion. Le but
de cette identification est d’utiliser le Théoreme de Borg-Marchenko a partir de I’égalité
des matrices de diffusion a énergie fixée.

Etape 2 : La seconde étape de la preuve consiste & résoudre le probléme inverse pour la
partie angulaire de la matrice de Stéckel. On commence notre preuve par une premiere

réduction du probleme. En effet, notre hypothese principale est

et ces opérateurs agissent respectivement sur L?(7?2, s''dz?dz?) et L2(T?2, 5 da?dx?).
On a donc

Gl — gl

197



CHAPITRE 3. PROBLEME INVERSE A ENERGIE FIXEE : VARIETES DE STACKEL

Gréace a cette égalité et au choix de jauge fo = f3 = 1, on montre facilement que

S22 823 S92 893
=1 _ ~ G,
832 833 832 S33
ou G est une matrice constante de déterminant 1. Comme nous ’avons mentionné dans

I'Introduction, la présence de la matrice G est due a une invariance de la métrique g par

rapport a la définition de la matrice de Stédckel S. On peut donc supposer que G = I et

<522 823> _ (522 §23> (3.1.23)
532 533 S32  S33

Dans un second temps on veut montrer que s3; = 3§21 et s31 = §31. En utilisant la

on obtient ainsi que

structure particuliere des opérateurs H et L, on peut facilement montrer que

(‘3% (B o= H 2 521
(8%) a <833 832> (L) +(AT+1) <$31> . (3.1.24)

On applique alors 'Equation (3.1.24) & un vecteur d’harmoniques sphériques

Yo

Yin)
On utilise la décomposition sur les harmoniques généralisées pour écrire Yy, = - cp cpf;,
m > 1, sur la base hilbertienne des harmoniques généralisées {Y,}m>1 et on identifie

pour chaque p € E,, le coefficient de I’harmonique }7}). Ainsi, on obtient, grace a (3.1.23),

que pour tout p € E,,

2 ~2 z
S S S S S S
—(23 22) (“’2”>+(/\2+1)<21>:_<23 22) (‘f§>+(/\2+1) <~21>.
833 832 Um 531 5§33 832 Vp 531

On passe a gauche les termes constants par rapport aux variables 22 et 2 et & droite les

autres termes. On obtient ainsi que

s91(22) = 891 (22) — Cy593(2%) — Ca899(x?)

s31(x3) = 331 (23) — C1s33(23) — Cas32(2?)

9

ou (' et Cy sont des constantes réelles. On note que, comme nous l’avons déja mentionné,

ces égalités décrivent une invariance de la métrique g par rapport a la définition de la
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matrice de Stéckel S et on peut donc choisir C; = Cy = 0. Ainsi, on obtient

<821> B <§21>
S31 S31
On conclut la Section 3.3 en notant que, grace & ces résultats, H = H et L = L. Par

conséquent, puisque les harmoniques généralisées dépendent uniquement de H et L, on

2 ~2

Hin Hin
< 2) = <~2>, Vm > 1.
Vm Vm

On insiste sur le fait que le choix des harmoniques généralisées n’est pas définies de facon

peut choisir Y, = Y,, et

unique dans chaque espace propre associé a une valeur propre de multiplicité au moins
deux. Cependant, la matrice de diffusion ne dépend pas du choix des Y,,, dans chaque
espace propre.

Etape 3 : Dans un troisitme temps on résout dans la Section 3.4 le probléme inverse pour
la partie radiale de la matrice de Stackel. L’outil principal de cette Section est une version
multivariable de la méthode de Complexification du Moment Angulaire. I’hypotheése

principale du Théoréme 3.1.25 implique que,
M(M%n?”?n) = M(U?m Vzn)7 vm > 1.

Moralement, le but de la méthode de Complexification du Moment Angulaire est le
suivant : a partir d'un ensemble discret d’informations (ici ’égalité des fonctions de Weyl-
Titchmarsh sur le spectre couplé) on veut obtenir un régime continu d’informations (ici
I’égalité de ces fonctions sur C2). En d’autres termes, on veut étendre ’égalité précédente

sur C?, i.e. que l'on veut montrer que
M(u2ay2):M(”2ay2)a V(MaV)G(CQ\Pa

olt P est I’ensemble des points (u,r) € C? tels que les fonctions de Weyl-Titchmarsh
n’existent pas en (u?,?), i.e. tels que les dénominateurs s’annulent. On procéde comme
suit. En rappelant que la fonction de Weyl-Titchmarsh est définie par (3.1.20), on

considere I'application

@

P o C?

_
(,v) =

A(/ﬂa V2)5(,LL2, Vz) - A(:uzv V2)S(:u27 Vz)
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et on veut montrer que 1 est identiquement nulle sur C2. Pour obtenir cette propriété
on utilise un résultat d’unicité pour des fonctions holomorphes multivariable donné
dans [Blo90] qui énonce, moralement, qu’'une fonction holomorphe satisfaisant de bonnes
estimations dans un certain cone et qui possede suffisamment de zéros dans ce cone est
identiquement nulle. On commence ainsi par montrer que la fonction v est holomorphe
et de type exponentiel par rapport aux variables p et v, i.e. que 'on peut trouver trois
constantes positives A, B et C telles que [¢)(u,v)| soit inférieur & Cexp(A|Re(u)| +
B|Re(v)|). A une correction exponentielle prés, on obtient alors que 1 est holomorphe
et bornée dans un certain coéne de (R*)2. Enfin, on quantifie le nombre de zéros de 3
dans ce cone en utilisant la connaissance de la distribution du spectre joint (sur lequel la
fonction 1 s’annule) donnée par les travaux de Colin de Verdiere [CAV79, CdV80]. On

peut alors conclure que ¥ = 0, i.e.

M(p?,v?) = M(p*,v%), V(p,v) € C*\ P,
et par définition, on déduit de cette égalité que

Mg, (1) = Mg ,(i*), V(u,v) € C*\ P.

Etape 4 : On utilise le célebre Théoréme de Borg-Marchenko (voir [DKN14, FY05]) pour
obtenir

a2, = gV%? Vm > 1.

Puisque cette égalité est valable pour tout m > 1, on peut “découpler” le potentiel

. 2 .
1 1
Q2 :—()\z—i-l)sl—l-u,znsﬁ—l—— (log (ﬁ)) —(log (fl>)
m 512 s12 16 512 4 512

et on obtient ainsi 'unicité du quotient

513
512
ainsi qu’une EDO sur les quotients
i h 511 dn
S, 2 et —, -
S12° S12 S12° S12

On réécrit alors cette derniéere EDO comme une EDO non-linéaire sur la fonction
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we (P2 f)
fi512) 7

1 N -
o’ + §(log(h))'u’ + (A2 + 1)h(ls32 — s33) (593 — ls99) (u® — u) = 0, (3.1.25)

[

donnée par

p= a2 2B

)

512 f 512

De plus, u satisfait les conditions de Cauchy aux bouts 0 et A donnée par
w0) =u(A)=1 et u/'(0)=u'(A)=0.

On note que u = 1 est une solution de ce systéme et par unicité du probléme de Cauchy
on conclut que v = 1. On a donc montré que

ho_h

s12 S12
Enfin, en utilisant la condition de Robertson, on conclut que

S11

511 511 811
et =

512 S12 513 513

Ceci acheve la preuve de la quatrieme étape de notre preuve et ainsi, avec les étapes
précédentes, la preuve du Théoreme 3.1.25. On insiste sur le fait que 'on a transformé
le probleme non-linéaire implicite consistant & déterminer la métrique a partir de la
connaissance de la matrice de diffusion a une énergie fixée en un probléme non-linéaire
explicite consistant a résoudre le probleme de Cauchy associé a 'EDO non-linéaire
(3.1.25).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la Section 3.2 on résout le probléme direct.
Dans cette Section on étudie la séparation des variables pour ’équation de Helmholtz, on
définit la fonction caractéristique et la fonction de Weyl-Titchmarsh pour différents choix
de parametres spectraux et on fait le lien entre ces différentes fonctions et les coefficients
de diffusion. Dans la Section 3.3 on résout le probleme inverse pour la partie angulaire
de la matrice de Stéckel. Dans la Section 3.4 on résout le probleme inverse pour la partie
radiale de la matrice de Stéckel en utilisant une version multivariable de la méthode de

Complexification du Moment Angulaire. Enfin, dans la Section 3.5, on achéve la preuve
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de notre Théoreme 3.1.25.

3.2 Probléme direct

Dans cette Section nous allons étudier le probléme de diffusion directe pour ’équation de
Helmholtz (3.2.1). On commence par procéder a la séparation des variables pour cette
équation. Dans un second temps on définit plusieurs fonctions caractéristiques et fonctions
de Weyl-Titchmarsh associées a des équations de Schrodinger unidimensionnelles en la
variable radiale correspondant a différents choix de parametres spectraux et on étudie
le lien entre ces différentes fonctions et la matrice de diffusion associé a ’équation de
Helmbholtz.

3.2.1 Séparation des variables pour I’équation de Helmholtz

On considere I'équation de Helmholtz stationnaire décalée
—(Ag+1)f = N, (3.2.1)

ou A # 0 est une énergie fixée, qui est étudiée de fagon usuelle sur les variétés asymptoti-
quement hyperboliques (voir [Bor07, IK14, TKL.14, JSB00]). En effet, il est connu (voir
[IKL14]) que le spectre essentiel de —A, est [1,+00) et on décale ainsi le bas du spectre
essentiel en 0. Il est connu que 'opérateur —A, — 1 n’a pas de valeur propre plongée
dans le spectre essentiel [0, +00) (voir [Boul3, IK14, IKL14]). On sait qu’il existe un
systéme de coordonnées séparable pour I’équation de Helmholtz (3.2.1) si et seulement si
la métrique (3.1.4) est sous forme de Stéckel et si de plus la condition de Robertson (3.1.6)
est satisfaite. On insiste d’ailleurs sur le fait que contrairement au cas de la dimension
deux étudié dans [DKN14], il est vraiment nécessaire en dimension trois que la condition

de Robertson soit satisfaite.

Lemme 3.2.1. L’équation de Helmholtz (3.2.1) peut étre réécrite sous la forme

Alf 4+ s1oLf +s13Hf =0, (3.2.2)
o, )
A= 07 + 5& (log(fi) 9 — (A2 + 1)s;1, pour i€ {1,2,3}, (3.2.3)
et
L= —%Az + %Ag et H= %AQ - %Ag. (3.2.4)
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Démonstration. On rappelle que I'opérateur de Laplace-Beltrami est donné dans le

systéme de coordonnées global (z);—1 2,3 par

1 ..
Ay = az \/ gg”a' )
g \/H ( ’ ’ ])

ot |g| est le déterminant de la métrique et (g¥/) est I'inverse de la métrique (g;;). En

utilisant le fait que )
gii =2 Vv lg| = HiH2Hs,

7

et la condition de Robertson (3.1.7), on montre facilement que
1 1
Ag=3 2 (312 — 50 (log(fi)) 3z'> : (3.2.5)
i=1 "4

Remarque 3.2.2. On note que la condition de Robertson est équivalente d ’existence

de trois fonctions f; = f;(x°) telles que
H4

Cette égalité est intéressante puisqu’elle nous donne une expression de la condition de

Robertson directement en termes des coefficients H? de g.

Ainsi, de (3.2.5) on déduit immédiatement que 1’équation de Helmholtz (3.2.1) peut étre

écrite sous la forme
3

1
> Al =0+, (3.2.6)
i=1 "1
ol )
AY =97 + 581' (log(fi)) 0, pour i€ {1,2,3}. (3.2.7)

Si on multiplie I'Equation (3.2.6) par H? et si on utilise que

2 $21 S HE 2 s
1—311+5218T+83lsﬁa e et o s
on obtient
$21 $31
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Enfin, en utilisant les égalités

21 31
S 533 532 S 523

522

7 = —S127 Ts13 Ty et oy = S127 —S13 ¢
o1l 1 o1l o1l g1l ST

sl

on déduit de (3.2.8) ’équation
Arf +sieLf +si3Hf =0,

ou les opérateurs H et L sont donnés par (3.2.4).

O]

Remarque 3.2.3. Puisque l'on a supposé que fo et f3 sont constantes égales a 1 (voir

la Remarque 3.1.22) on a
AY =03 et AY=-02

Remarque 3.2.4. On peut faire le lien entre les opérateurs angulaires H et L et les

opérateurs Py et Py reliés a Uexistence de 2-tenseurs de Killing vus dans le Théoréme

3.1.14. Pour ce faire, on suit la construction donnée dans [KM8/]. On considére ainsi,
d’apres ’Equation (2.21) de [KMS84], pour i € {1,2,3}, les opérateurs

Jj=1

. 7t
P =
Z det(.S)

En d’autres termes,

Py AY
Pyl =-5"114Y],
Py AY

ou AV a été défini dans (3.2.7). On note que

3 1 3
S o B 2 Lo tos(£0; ) — 1(2_1. AA)_
Py _]Z:ldet(S) (81 2‘93 log(f])@) —Jz:l ]2 9; 2‘93 log(fj)9; | = Ay
Puisque,
AY b2
Ag =-5 p? )
A3 Py

on voit que
<A8> L (522 st) <P2> B <521P1
Aj s32 s33) \Ps s31P1
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3.2. Probléme direct

Appliqués a des solutions de l'équation de Helmholtz (3.2.1) ces opérateurs coincident

avec .
AS— (A2 +1)so1\  (s22 so3) (P2
(Ag — (A + 1)531> o (832 533) (ﬁ’3> .
Puisque
(Ag A2+»1sﬂ> <A2>
Ag A2 +1 831 As
il suit que

En d’autres termes, appliqués a des solutions de (3.2.1), on a
R s s A s S
Py = %@ %&et&—w@—ﬂ&,

ou
Py=L et Py=H.

On insiste sur le fait que les opérateurs L et H et les opérateurs Py et Py coincident
respectivement seulement sur les solutions de l’équation de Helmholtz (3.2.1). De plus,
grace a [KM8/] on sait que []52,]53} = 0. Ainsi, les opérateurs L et H commutent. Enfin,
les valeurs propres couplées des opérateurs L et H correspondent aux constantes de

séparation de I’équation de Helmholtz.

Les opérateurs L et H sont d’un grand intérét dans notre étude. Nous allons en particulier
montrer qu’ils sont des opérateurs elliptiques dans le sens de la définition donnée dans
[KKLO1] que I'on rappelle maintenant. Soit a(y, D) un opérateur différentiel donné en

coordonnées locales par

(aly, D) f)(y) = —a?*(y)9;0.f (y) — V¥ ()0; f (y) — c(y) f(v),

oy = (z%,23), 9; = %, j € {2,3}, les coefficients sont réels et (a’*) est une matrice

symétrique. L’opérateur différentiel a(y, D) est alors dit elliptique si la matrice (a’*) est

définie positive. On démontre alors le Lemme suivant.

Lemme 3.2.5. Les opérateurs L et H satisfont les propriétés suivantes :

1. LH=HL.

2. L et H sont des opérateurs elliptiques.
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3. L et H sont des opérateurs autoadjoints sur lespace L*(T?, s' dx?dx?).
4. L et H sont des opérateurs semi-bornés.

Démonstration. 1. La preuve de la commutativité des opérateurs L et H est plutot
simple puisque As et A3 sont des opérateurs qui commutent et soo et so3 dépendent
uniquement de 22 alors que s3o et s33 dépendent uniquement de z3. On note que,
puisque Py=Let Py=H , on savait déja que ces opérateurs commutent grice a
[KM84].

2. D’apres la définition des opérateurs L et H donnée dans (3.2.4), on sait que L est

un opérateur elliptique si et seulement si la matrice

__ 833
Sit 0
523
0 sl

est définie positive alors que H est un opérateur elliptique si et seulement si la

532
(SH : )
__ S22
0 Sil

est définie positive. On rappelle que s22, s33 < 0 et s93, s32 > 0 (voir la condition
(C) dans la Proposition 3.1.17) et que s'' > 0 (voir la Remarque (3.1.18)). On peut

matrice

ainsi conclure que L et H sont des opérateurs elliptiques.

3. On étudie seulement 'opérateur L puisque la preuve est la méme pour 'opérateur
H. On commence par noter que, pour trouver le poids s'' on peut utiliser I'exercice

2.19 de [KKLO1] qui énonce qu’un opérateur A défini par

(Af)(y) = (aly, D) f)(y) = —a?*(y)0;0k f () + ¥ (1)0; f (y) + c(y) f (),

est autoadjoint sur L2(Ty2, mg%dy) si et seulement si

aly, D)f = ——— 0 (mg?a0, ) + af.

mg?
On rappelle que
L= %822 — %8% + q(z?%, ).
Alinsi,
(Lu,v) = <Z:ﬁ’822u,v> + <—zﬁ’8§u, v> + (qu,v) .
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De plus,
533 2 _ 2 273 2 2,3
<51182u,v> = /T2 S33 (82u> vdx“dz® = /T2 S33U (821)) dx“dz”,

puisque les termes de bord s’annulent par périodicité et que la fonction ss3 ne

dépend pas de x2. Ainsi,

Les deuxiéme et troisiéme termes peuvent étre traités en suivant la méme procédure.

Finalement, on a bien montré que L est autoadjoint sur 'espace L%(T2, s''dz?dz?).

4. Puisque la preuve est la méme pour 'opérateur H on donne seulement la preuve

pour 'opérateur L.

533 $23
(Luyuy = <<_511A2 + 511’43) u,u>
533 42 523 42 2 533521 — 523831
= <5H82u,u> + <—81183u,u> + (A +1) <811u,u> )
On étudie maintenant chacun de ces termes.
533 o9 _ 533 (92 11 4.2 7.3
<81182u,u> = /7“2 S (82u) us dx“dx
_ /T sa (0Bu) wdiPds®
= [s33(O2u) u) +/ (—533)(0ou)? da’da?
— T2
=0 par périodicité

> 0,
puisque s33 < 0. De méme,
523 42
<—81133u,u> Z 0.
Enfin, puisque s;; € C*(T?) pour i € {2,3} et j € {1,2,3}, il existe m € R tel que
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Remarque 3.2.6. Puisque les opérateurs H et L commutent, il existe une base hilber-
tienne commune de fonctions propres de H et L. De plus, Uellipticité sur une variété
compacte nous permet d’affirmer que le spectre est discret et le caractére autoadjoint
prouve que le spectre est réel. Les harmoniques généralisées {Yo, }m>1, associées au spectre
joint (u2,,v2,) pour (H, L), forment une base hilbertienne de L*(T?, s''dxz%dz?), i.e.

HY,, = p2 Y, et LYy, =1v2Y,, VYm>1, (3.2.9)

et
LX(T?, s" da?da®) = @ (Yin).

m>1

On ordonne le spectre couplé (u2,,v2,) de la fagcon suivante

1. En comptant la multiplicité :

2 2 2 2 2
pl<py <pz<pg<..<p, <..-—o00.

2. En partant de n = 1 et par récurrence sur n, pour chaque n > 1 tel que p2 est
de multiplicité k, i.e. u2 = ,u%H = .= ,uflJrk_l, on ordonne les (ij)ngjgnJrkfl

correspondants de facon croissante, i.e., en comptant la multiplicité,

2 2 2
Vp SVUpi1 < e S VUi

La topologie de cylindre torique implique que les conditions de bord sont compatibles
avec la décomposition sur les harmoniques communes {Y;, };,>1 de H et L. On cherche

ainsi des solutions de (3.2.1) sous la forme

fzt, 2% 23) = Z U (1) Yy (22, 23). (3.2.10)

m>1

On utilise (3.2.10) dans (3.2.2) et on obtient que w,, satisfait, pour tout m > 1,
1
—u" + i(log(fl))/u/ + {—()\2 +1)s11 + p2,512 + Vislg} u=0.
Finalement, en inversant (3.2.9), on obtient

AsYy, = — (8022, + s23V2,) Yo, (3.2.11)

A3Y,, = —(sgop2, + s3302,) Yo
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Remarque 3.2.7. Chaque harmonique Yy, (2%, 23), m > 1, peut étre écrite comme un
produit d’une fonction de la variable 2% et d’une fonction de la variable 3. En effet, soient
(f2,92) et (fs,g3) des systéemes fondamentaux périodiques de solutions respectivement

associés aux opérateurs As et As. On peut ainsi écrire Yo, (22, 23) sous la forme
Yo (22, 2%) = a(2®) fo(2) + b(27)g2(2?).
On applique alors l'opérateur As a cette égalité et on obtient que
A3(Yn) (2, 2°) = Az(a)(2®) fo(2?) + A3(0) (2°) g2(2?).

Ainsi, en utilisant que A3Yy, = —(s3ap2, +53302,)Ym et le fait que (f2, go) soit un systéme

fondamental de solutions on obtient que
You(2?,2%) = afo(a?) fa(2) + bfa(2%)g3(2%) + cga(a?) f3(2®) + dgo(2?)g3(z?),

ot a, b, c et d sont des constantes réelles. Ainsi, pour chaque valeur propre couplée
(u2,,v2), m > 1, lespace propre correspondant pour le couple d’opérateurs (H,L) est
au plus de dimension quatre. Cependant, la diagonalisation de la matrice de diffusion
Sg(X) ne dépend pas du choix des harmoniques dans chaque espace propre associé d une
valeur propre du spectre couplé (,u?n, 1/72,1) et on peut ainsi choisir comme harmoniques
Y = fofs, Y = f293, Yim = gof3 et Yo, = gags. On peut donc supposer que Yo, (22, x3)

est le produit d’une fonction de la variable z> et d’une fonction de la variable 3.

Lemme 3.2.8. Toute solution u € H' (M) de —(A, + 1)u = Nu, peut étre écrite sous

la forme
u= Z U (1) Yy (22, 22),

m>1

ot Yo (22, 23) = vy (22w (23) et

—y + 3008(1)) ufy + [0 + D1+ p,510 + ¥ sz]um = 0
— 0l + [=(A2 + 1)s91 + 2,590 + 12,5230 = 0

—wh, 4 [—(A? + 1)s31 + p2, 832 + V7533w, = 0

Du Lemme 3.2.8 on peut déduire des informations sur les valeurs propres (u2,)m>1 et

(v2)m>1. En effet, on peut prouver le Lemme suivant qui sera utile par la suite.
Lemme 3.2.9. [l existe des constantes réelles C1, Cy, D1 et Dy telles que pour tout
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m>1,
Cipg, + D1 < v2, < Copily + Dy,

ol

C1 = min <—832> >0 et C9=—min (322) > 0.
523

Démonstration. On commence par rappeler les équations angulaires du Lemme 3.2.8 :
—0"(2?) + [~ (O + D)sar(2?) + iy s02(2?) + vy s23(a?) | w(a?) = 0 (3.2.12)
et
—w"(z®) + [—(/\2 + 1)s31(2%) + p2,s52(2°) + 1/,2,1333(:133)} w(z?) = 0. (3.2.13)

On utilise un changement de variable de Liouville dans (3.2.12) pour transformer cette
équation en une équation de Schréodinger dans laquelle —v2, est le parametre spectral.

Ainsi, on introduit le difféomorphisme

X2 = gy(a?) = /OI2 V/s23(t) dt

et on définit
U(X2Hu72n77/3n) = U(hQ(XQ)’M?—mVQ ),

m

ou hy = gy L est linverse de la fonction go. On introduit également un poids pour faire

disparaitre le terme d’ordre 1. On définit ainsi

VOt dt) = (o) e i),

Apres calculs, on obtient que V(X?2, u2,,12,) satisfait, en la variable X2, I’équation de

m

Schrodinger

o V(X27:u72na VrQn) +py$n,2(X2v )\)V(XQ,/.L?,Z, V2 ) = _V2 V(X2 /’L2 V2 )7 (3214)

m m »YEMY Tm

ou,
s91(X?) b s22(X?)
s93(X2) M 593(X?2)’

avec 821(X2) = Sgl(hQ(XQ)), 822(X2) = SQQ(hQ(XQ)) et 523(X2) = 823(h2(X2)). On

Puz (X% 0) = —(A*+1) (3.2.15)
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suit la méme procédure pour (3.2.13) en posant

X? = g3(a?) = /013 \/ —s33(t) dt

et

1
1 1
WO ) = (S ) (X, 42, 02)

ha(X?))

et on obtient que W (X?3) satisfait, en la variable X3, I'équation de Schrédinger

— WX, i, vi) + Pz, 3 (X2, WX, i, v) = v, W(X2, i vmy), (3.2.16)

m m T m

o 50 e, (X)) sa(XP)
P2 3(X70) = (A" + 1)833(X3) Mm533(X3)’ (3.2.17)
avec 831(X3) = Sgl(hg(X?’)), 832(X3) = 832(h3(X3)) et 833(X3) = Sgg(hg(Xg)). On

suppose maintenant que p2, est fixé et on regarde (3.2.14) et (3.2.16) comme des problémes

aux valeurs propres en +v2,. On suppose que p2, a pour multiplicité & > 1 et on utilise

les notations données dans la Remarque 3.2.6, i.e. que 'on veut montrer que
Cipz, + Do SV‘?SCQ'LL?R—FDQ? Vm<j<m+k—1,

ol 1/]2 < V]2+1 pour tout j € {m,...,m + k — 1}. On sait que le spectre des opérateurs

d? d?

P = —m +pugm2 et P3= —m +pM3n73

sont respectivement inclus dans
[min(p,u,gn,?)v +OO) et [min(p,u,gn,?))a +OO)

La premieére condition nous donne que

—I/]? > —Cguzn — Dy, ou —Cy=min (822) et — Dy= ()\2 + 1) min (—821)
523 523

alors que la seconde nous donne que

V? > Cyp2, + Dy, ou O =min (_332) et D; = (A +1)min <831> )
533 S33
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Puisque (l/jz)mgjgm_;,_k»_l est 'ensemble des valeurs propres de (3.2.12) et (3.2.13), pour

un p2, fixé avec multiplicité k on obtient & partir de ces estimations que
Cupig, + D1 < vF < Copiyy + Do, ¥m<j<m+k—1

En d’autres termes, grace a notre numération du spectre joint expliquée dans la Remarque
3.2.6,
Crp, + Dy S P, < Coply + Doy, Vm > 1.

O
Remarque 3.2.10. 1. Grace a la condition donnée dans la Remarque 3.1.18,
C1 = min (—832> < —min <822> = (h.
533 523

2. Le Lemme précédent affirme que le spectre joint {(u2,,v2,), m > 1} appartient d un

cone contenu dans le quadrant (R1)? (a un décalage éventuel prés di d la présence
des constantes D1 et D). De plus, puisque la multiplicité de u2, est finie pour tout
m > 1, il existe un nombre fini de points du spectre joint sur chaque ligne verticale.

On peut résumer ces faits par la figure générique suivante :

FIGURE 3.1 — Spectre joint

3. La loi de Weyl (voir [KKL01] Theorem 2.21) qui affirme (en dimension deuz) qu’il
existe une constante C' telle que les valeurs propres soient équivalentes pour m
grand a Cm, est satisfaite par les valeurs propres {u2 Ym et {v2}m mais nous
devons ordonner ces suites de fagon croissante pour pouvoir l'utiliser. Or, nous
avons ordonné le spectre joint de telle sorte que la suite (v2,) n'est pas forcément

croissante.
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4. Une valeur propre du spectre joint (u2,,v2,) est de multiplicité au plus quatre comme

cela a été mentionné dans la Remarque 3.2.7.

Exemple 3.2.1. On peut illustrer la notion de spectre couplé sur les exemples donnés
dans ’Ezemple 3.1.2.

1. On définit la matrice de Stéickel

si(zl)  sip(z!)  siz(a?)

S1 = 0 1 0
0 1
Dans ce cas H = —03 et L = —03 et on note que ces opérateurs peuvent

étre obtenus par dérivation des champs de vecteurs de Killing Js et OJ3. Le
spectre couplé de ces opérateurs est {(m%,n?), (m,n) € Z?} et on peut dé-
composer lespace L*(T?,s'tdx?dx3) sur la base des harmoniques généralisées
Yyn (22, 23) = eime®+ine® O pote que le spectre couplé n’est pas inclus dans
un cone strictement contenu dans (R*)? mais il n’y a pas de contradiction avec
le Lemme 3.2.9 puisque la matrice de Stickel S1 ne satisfait pas la condition (C).
Cependant, on peut utiliser les invariances décrites dans la Proposition 3.1.16
pour se ramener d notre cadre de travail (cette transformation modifiant le spectre

couplé). En effet, on peut obtenir la matrice de Stickel

811(1’1) 812(%’1) 813($1)
Sy a b c ,

e f

1

ot S11, S12 et s13 sont des fonctions lisses de x* et a, b, ¢, d, e et f sont des

constantes réelles telles que b, f < 0 et c,e > 0. Dans le cas de la matrice Sy on a

H=-2p2 2 ¢ 52, 0 4
3112+3113 bf—062+bf—ce3
et f
833 02 523 92 2 ¢ 2
L="8g Bg_ 2 — a2,
sI72 G178 7 pf e 2 bf —ce °

Ainsi, le spectre couplé des opérateurs H et L peut étre calculé en utilisant la méme

procédure que celle utilisée pour St.

On insiste sur le fait que dans le cas de la matrice de Stdckel Sy le spectre joint

est en réalité découplé. On peut ainsi geler un moment angulaire et laisser 'autre
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parcourir l’ensemble des entiers. Aprés lutilisation de l'invariance pour se ramener
d notre cadre ces demi-droites verticales ou horizontales sont transformées en des
demi-droites contenues dans notre cone de (R*)2. Ceci nous permet d’utiliser la
méthode de Complexification du Moment Angulaire usuelle sur une demi-droite

contenue dans notre cone.

. On définit la matrice de Stdickel

811($1) 512(331) a512(951)
S = 0 soa?) sa3(z?) |,
)

0 532(:E3) 833(35'3

ou s11 et s12 sont des fonctions lisses de la variable x', sog et so3 sont des fonctions
lisses de 22, s39 et s33 sont des fonctions lisses de 23 et a est une constante réelle.

Dans ce cas, Uéquation de Helmholtz (3.2.1) peut étre réécrite sous la forme
Aif+si2(L+aH)f =0.

Ainsi, la séparation des variables ne dépend que d’un seul opérateur angulaire
donné par L + aH dont les propriétés peuvent étre facilement déduites de celles

démontrées pour H et L. En particulier, l’ensemble des moments angulaires est

2

2 = pu2, + vk, m>1, et peut étre utilisé pour appliquer une méthode de

donné par w
Complexification du Moment Angulaire. On note que, méme si les spectres (u2,,v2,)

sont couplés, seul le spectre w2, apparait dans I'équation radiale séparée.

. Dans le cas de la matrice de Stdckel

si(x1)? —si(zt) 1
S =1 -s2(z?)? so(2?) —-1],
s3(2%)?  —s3(2®) 1

ou s est une fonction lisse de la variable ', sy est une fonction lisse de z° et s3
est une fonction lisse de x3, il n’y a pas de symétrie triviale. On est ainsi dans le

cas général et l'on est obligé d’utiliser la méthode générale décrite ici.
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3.2.2 Premieére construction de la fonction caractéristique et de la fonc-
tion de Weyl-Titchmarsh

Le but de cette Section est de définir la fonction caractéristique et la fonction de Weyl-
Titchmarsh associées a ’équation radiale en choisissant —u2, comme paramétre spectral.

On rappelle que ’équation radiale est
1
— 4 S (log(f1)"u + [~ (N + sur + sz + vpysis| u =0, (3.2.18)

oil les fonctions dépendent uniquement de la variable z'. On choisit —u? := —u2, comme
parametre spectral. Pour ce faire, comme nous I’avons mentionné dans l'introduction, on

utilise un changement de variable de Liouville :

X' = g(a!) = /OI1 VVs12(t) dt

et on définit
u(X*, 12, v%) = u(h(X"), 5%, 12),

L est l'inverse de la fonction g; et v? := v/2,. Dans un second temps, pour

ouh =g~
supprimer le terme d’ordre un résultant de cette transformation et ainsi obtenir une

équation de Schrodinger, on introduit un poids. Précisément, on définit

ST

U(X", 12, 07) = (i(h(Xl))>_ w(h(XY), 12, 12). (3.2.19)

Apres calculs, on obtient que U(X?, u?,v?) satisfait, en la variable X!, ’équation de

Schrédinger
—UXY p2 ) + qe (XL VU XY, 12, 0% = —p2U (XY p?, v?), (3.2.20)
ou,
X" s13(X")
(XN ) = _pzpiuld)

oo (e () ~2(on (BER))- oo

avec f = 25, (XY = fi(ha (X)), s11(XY) == s11(ha(XD)), s12(X1) := s12(ha (X))
et 813(X1) = Slg(hl(Xl)).
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Lemme 3.2.11. Le potentiel q,2 satisfait, au bout {X' = 0},

A+
g,2(X1,\) = —(Tl);‘ + qO,I/2(X1’)\)7

ot X'qy,2(X1, ) € L (O, ‘%1) avec A' = g(A). De méme, au bout { X' = Al},

A+ g

g,2(X1,\) = —m +qa1 2

(X17 )\)7

ot (A = XY)g 1,2 (X1, N) € L1 (4, A1),

L' 5 0on

Démonstration. On commence par noter que puisque sja(x!) ~ 1 lorsque z
obtient par définition de X' que X! ~ z!, lorsque ' — 0. Ainsi, on peut utiliser les
conditions d’hyperbolicité (3.1.9) directement en la variable X'. Le Lemme est alors une

conséquence de ces conditions. ]

On suit maintenant le I'article [DKN14] afin de définir la fonction caractéristique et la
fonction de Weyl-Titchmarsh associées & 'Equation (3.2.20). Pour ce faire, on introduit

deux systemes fondamentaux de solutions Sy, j € {1,2} et n € {0,1}, définis par

1. Lorsque X! — 0,

L, 1 1.,
SlO(Xl,,LL2’I/2) ~ (Xl)i_M et 520(X17'u2’y2) ~ ﬁ(Xl)i—H)\ (3.2'22)
et lorsque X! — AL,
i 1 )
S (X" 2 02) ~ (A= XNE et Su(XT 207 ~ - (AT - X
i

(3.2.23)
2. W(Sin, Son) = 1 pour n € {0,1}.

3. Pour tout X! € (0, A1), u+— Sjn (X1, 42, %) est une fonction entieére pour j € {1,2}
et n € {0,1}.

Comme dans [DKN14, FY05], on ajoute des conditions de bord singuliéres aux bouts
{X! =0} et {X! = A'} et on consideére (3.2.20) comme un probléme aux valeurs propres.

Plus précisément, on consideére les conditions
U(u) = W(Slo,u)p@:o =0 et V(u) = W(Sll,u)|X1:A1 == O, (3224)
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3.2. Probléme direct

ou W(f,g) est le Wronskien de f et g. Finalement, on peut définir les fonctions caracté-
ristiques
Ao (1?) = W(S11,510) et 8 ,(u*) = W (S, Sao) (3.2.25)

et la fonction de Weyl-Titchmarsh

W (Si1, S20) 8q,» (1?)
M, ,(1?) = — = : 2.2
q,2 (/’1/ ) W(Sll, SIO) Aqu (M2> (3 6)

Remarque 3.2.12. La fonction de Weyl-Titchmarsh est l'unique fonction telle que la
solution de (3.2.20) donnée par

(I)(X1nu27 VQ) = SlO(Xla M27 VQ) + Mql,z (NQ)SIO(XIHLLQ? V2)7
satisfait la condition de bord au bout { X1 = A'}.

Une conséquence immédiate de la troisieme condition de la définition des systéemes

fondamentaux de solutions est donnée par le Lemme suivant.

Lemme 3.2.13. Pour tout v fixé, les applications

po Dy, (1) et s 8q (1)
sont entieres.

Dans la suite (voir les Sections 3.2.4 et 3.2.5), on définira d’autres fonctions carac-
téristiques et de Weyl-Titchmarsh qui correspondent a d’autres choix de parametres

spectraux, a savoir —v2, et —(u2, + v2,). On étudie ici 'influence de ces différents choix.

Proposition 3.2.14. Soient X! = g(zb) un changement de variable et p un poids, alors

1.2 2y _ p(h(Xl)) T((8 o 1y 2 2
; h(xY)
1 .2 2y _ ~ o 1y 2 2
V(X 7/«4 77/ ) - ]3 E(Xl )V((g h)(X ),}L 9 )a
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et
V(X 2, 0%) = p((X ) o(h(X), 42, %)
De plus, )
1
Wy (U, V) = (iEZE;”)> 031 (510 W)X )W (U, 7)

Corollaire 3.2.15. Soient X! et X! deux changements de variable de Liouville définis

par
x! . x!
Xlzg(ml):/o () dt et Xlzg(xl):/o Jraza()dt,
ot 2 1 2 1
o) o B £ )
) //L +I/
et soient p et p deux poids définis par
1 _1
L h o fi2, o10) * R foys !
BN = (L) T e B = (R
513 ’r’u27,j2

Soient U et V définis par

et U etV définis par

Alors,

Remarque 3.2.16. On utilisera X1 et p dans la Section 3.2./4 pour obtenir des propriétés
d’holomorphie ainsi que de bonnes estimations en la variable v*. Dans un second temps,
on utilisera X! et p dans la Section 3.2.5 pour montrer que les fonctions caractéristiques
sont bornées pour (u,v) € (iR)2.
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3.2.3 Lien entre les coefficients de diffusion et les fonctions caractéris-
tique et de Weyl-Titchmarsh

Dans cette Section, on suit [DKN14], Section 3.3, et on fait le lien entre les coefficients de
transmission et de réflexion, correspondant & la restriction des opérateurs de transmission
et de réflexion sur chaque harmonique généralisée, et les fonctions caractéristiques et
de Weyl-Titchmarsh définies dans la Section 3.2.2. Pour commencer on observe que
Popérateur de diffusion défini dans le Théoréme 3.1.24 laisse invariant chaque espace
engendré par les harmoniques généralisées Y,,,. Ainsi, il suffit de calculer la matrice de
diffusion sur chaque espace engendré par les Y,,,. Pour ce faire, on rappelle que, comme nous
I’avons vu dans le Théoréme 3.1.24, étant donnée une solution f = wu,, (z")Y;, (22, 23) € B*

de (3.2.1), il existe un unique vecteur w,(ﬁt) = (Y, Stn)) € C? tel que

Liin (= 1y (=
um(@) 2w (V) (xo(a") T+ xa(A - ah) Tt ))
1 1
—wr (V) (xo(@h) T2 + xa (A — 2! Pel)), (3.:227)
ou les wy sont donnés par (3.1.16) et les fonctions troncatures xo et x; sont définies par
(3.1.13). Comme dans [DKN14], on veut appliquer ce résultat aux systémes fondamentaux
de solutions {Sj,, 7 = 1, 2, n = 0, 1}. Cependant, on rappelle que les S}, sont des
solutions de I’Equation (3.2.20) et cette équation de Schrodinger a été obtenue & partir

de I’équation de Helmholtz (3.2.1) par un changement de variable et I'introduction d’un

poids (voir (3.2.19)). On applique ainsi le résultat précédent aux fonctions

I

512(x1))4sj (9@, 12 0?), je{l,2}), ne{0,1}. (3.2.28)

ujn(xl’/j’zv V2) = <

On commence par étudier le comportement du poids aux deux bouts dans le Lemme

suivant.

Lemme 3.2.17. Lorsque x' — 0,

(L) = e,

512

(e =1+ O((1 + [log(z"))7'7).
Le résultat correspondant au bout {x' = A} est également vras.

Démonstration. On commence par diviser la condition de Robertson (3.1.6) par si2 et
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on obtient que

n_ (52

On utilise les conditions d’hyperbolicité données dans (3.1.8)-(3.1.9) et la Remarque
3.1.22 pour obtenir que

dztl(f) = (;1;2 [1]60
5 = el
H22 = (;%2 [1]60
H2 = (;1;2 [1]60
Le Lemme est alors une conséquence directe de ces estimations. O

Grace a (3.2.22)-(3.2.23), (3.2.28) et au Lemme 3.2.17, on obtient que lorsque 2 — 0,

1—iX

9

1 )
ot U20($1,M2,l/2) ~ 7(%1)1—“/\

ulO(xlauzaV2) ~ (wl) 2i\

et lorsque z! — A,
. 1 .
upy (2t 1%, 0?) ~ (A — 217 et ugy (2!, g2 0?) ~ ——< (A — )AL (3.2.29)

On désigne par ¢(7) = (wé_),wg_)) et p(H) = (w(()+), ¢§+)) les constantes apparaissant
dans le Théoréme 3.1.24 correspondant & uyg. Puisque u1g ~ (z1)!=" lorsque ' — 0, on

obtient que .

wi(A)

On écrit a présent Si9p comme une combinaison linéaire de Sq1 et S, i.e.

S1o = a1 (p2,,v2)S11 + bi(p2,, v2)So1,

ou
a1 (s Vi) = W(S10,S21) et bi(piy, vi) = W(S11, S10)-

Ainsi, grace a (3.2.28),
w10 = a1 (piy, v ) uan + b1ty v usi.
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On obtient alors, grace a (3.2.29), que

w(—) _ bl (IU’%na Vrgn) ot w(-‘r) - a1 (Mgn,v Vzn)
! 2idw_(\) ! wi(A)
Finalement, on a montré que ujq satisfait la décomposition du Théoréme 3.1.24 avec
0 —om
VO = iz | et v = aGa |- (8.2.30)
2idw— (A) w4 (A)
On suit la méme procédure pour uy; et on obtient les vecteurs correspondants
bo (113, _ao(Wiy V)
¢(—) — 21/\w07(/\) ot ¢(+) - _w+1(>\) ’ (3.2.31)
w4 (A)

ott ag(u2,,v2) = W(S11, Sa0) et bo(u2,,v2) = W (S0, S11). On rappelle maintenant que
pour tout 1/17({ ) € €2 il existe un unique vecteur wﬁ ) € C2? et Um ()Y, € B* satisfaisant
(3.2.1) pour lesquels le développement (3.1.15) est vérifié. Ceci définit la matrice de

diffusion Sg(A, p2,,v2) comme étant la matrice 2 x 2 telle que pour tout zﬁ?(n_ ) e ?

U5 = Se(\ p2, v2 ). (3.2.32)
En utilisant la notation

L Aa“%naygn TL )\nu%naVTZn
Sg<A,u;,u;>:< ( ) Tl ).

TR()HM?n?VrQn) R()‘nu’?naygn)

et, en utilisant la Définition (3.2.32) de la matrice de diffusion partielle ainsi que (3.2.30)-
(3.2.31), on obtient

_Qi)\w;\()\) ao(uzn,ugn) Qi)\w;\()\) 21 ,

2 2 w bo(p2,,v2, w b WV,

Sg(As tims Vin) = _2iAZ(,()A) i) S O elzri) | (3.2.33)
wi(A) bolpiva)  wr(N) ba(ud, vz

Dans cette expression de la matrice de diffusion partielle, on reconnait les coefficients

de transmission Tp (A, u2,,v2,) et Tr(A, u2,,v2,) ainsi que les coefficients de réflexion
L\, p2,,v2) et R(\, p2,,v2,) respectivement & gauche et & droite usuels. Puisqu’ils sont
écrits en termes de Wronskiens des Sj,, 7 =1, 2, n =0, 1, on peut faire le lien avec la

fonction caractéristique (3.2.25) et la fonction de Weyl-Titchmarsh généralisée (3.2.26)
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comme suit. En notant que,

2 2 .2 2 2 2 GO(M%szz)
Af],,?ﬂ (ium) = bl(iu“mv Vm) = _bo(:un’w l/m) et Mql,gn (Nm) = b(](/.tz 2 ) ’
my»Ym

on obtient,

MMq L (2) (3.2.34)

L()‘a:u?na VTQn) == w+()\) w2, \NFm

et

2idw_(A) 1

()‘ Mm? m) TL()‘ Mm? m) TR()\ :um? Erz) - .
or() By, ()

(3.2.35)

Enfin, en utilisant le fait que la matrice de diffusion est unitaire (voir le Théoreme 3.1.24)

on obtient comme dans [DKN14] I’égalité

2ido_ (N) Dap (R
wi () A, , (12 )qugn(ﬂgn)- (3.2.36)

V

R(A, i, V) =

3.2.4 Deuxieme construction des fonctions caractéristique et de Weyl-
Titchmarsh

Dans la Section 3.2.2 on a défini les fonctions caractéristique et de Weyl-Titchmarsh
lorsque —p2, est le parametre spectral. On peut également définir ces fonctions lorsque 'on
2

choisit —v;, comme parametre spectral. On rappelle que I’équation radiale est donnée par

(3.2.18). Pour choisir —v? := —v2, comme paramétre spectral on procéde au changement

R

(X" 12, v%) = u(h(X1), 4, %),

ot h=g"et p? = p2,. Comme dans la Section 3.3.1 on introduit un poids et on définit

de variable de Liouville :

||
Q>

et on définit

O 202) = (L) a2 02).

Apres calculs, on obtient que U (X L u2,v?) satisfait, en la variable X L TI’équation de

Schrédinger
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UK 120%) + 42 (XU XY 12 0%) = 20X 1%, 0%), (3.2.37)
ou,
1 2
N X1 X1 1 b
qA#Q(Xl,)\) — ()\2+1)311(A1) +H2812(A1) + = IOg fl( Al)
s13(X s13(X1) 16 813(X )

-
1 X
{10 A (3.2.38)
s13(X )
Comme dans la Section 3.2.2 on peut prouver le Lemme suivant.

Lemme 3.2.18. Le potentiel §,,2 satisfait, au bout {Xl =0},

DL N
(Xl);l + qo,uz(Xla A),

QMQ<X17A) - =

ot Xl(jonuz(Xl,)\) erL! (0, ATI) avec A' = G(A). De méme, au bout {X* = A'},

1 A2+% 1
q/ﬂ(X ,)\) = —m +QA17“2(X ,A),

A A

ot (Al = XNy (X1, 0) € L (4, AL).

On peut a présent suivre la procédure de la Section 3.2.2 pour définir les fonctions carac-
téristique et de Weyl-Titchmarsh correspondant & 'Equation (3.2.37) en utilisant deux
systemes fondamentaux de solutions. Ainsi, on peut définir les fonctions caractéristiques

A(iﬂz (1/2) = W(SH, glO) et 8@ 2 (VQ) = W(SH, SQ()) (3.2.39)

"

ainsi que la fonction de Weyl-Titchmarsh

A N 2
A~ v
W) = W (11, 50) _ (%)

54
12 e L (3.2.40)
a W (511, 510) AQHQ(V )

Grace au Corollaire 3.2.15 on obtient immédiatement le Lemme suivant.
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Lemme 3.2.19.

m L2,

2 A 2 2 v 2
Aqygn (Hm) = Aﬁugn (Vi) et M, (Hm) = Mffugn (Vi) Ym > 1.
Comme dans la Section 3.2.2 les fonctions caractéristiques satisfont le Lemme suivant.

Lemme 3.2.20. Pour tout p fizé les applications

v Ag (V%) = Dy, (12) et v 8, (V%) = 6g, (1°)

o v

sont entieres.

3.2.5 Troisieme construction des fonctions caractéristique et de Weyl-

Titchmarsh et application

Le but de cette Section est de montrer que, si 'on autorise les moments angulaires a
étre complexe, les fonctions caractéristiques A et § sont bornées sur (iR)2. Ainsi, dans
cette Section p,, et v, sont supposés appartenir a iR. Dans les Sections 3.2.2 et 3.2.4 on
a défini les fonctions caractéristique et de Weyl-Titchmarsh avec —u2, et —v2, comme
parametres spectraux. On fait maintenant un troisiéme choix de parametre spectral. On

rappelle que I’équation radiale est donnée par (3.2.18) et on la réécrit sous la forme

2 2
Uy S12 + V;y, 813 U
2 2
Hin, Tt Vi

—u” + %(log(ﬁ))'d — (A +1)spu= _(Mgn + y%) (

On pose, pour (y,y') € R2,
(= i =1y, Vi=vgm =1ty W=+

et
_ u2s1o(zh) + v2s13(2t)

/’L2+V2

T2 2 (xl) :

Remarque 3.2.21. II existe deux constantes positives ci et co telles que pour tout
(n,v) € (IR)? et ' € (0, A4),

0<c < rﬂgyz(xl) < ey < +o00.

2

Pour choisir —w*® comme parametre spectral on procede & un changement de variable de
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3.2. Probléme direct

Liouville (qui dépend de 12 et v2 et est une sorte de moyenne des deux précédents) :

1
€T
Xli27’/2 = §H27V2($1) = /0 \/Tu27,j2(t) dt.
Dans un soucis de simplicité, on pose
gl w1 <1 . 1
X =X, et g(z):=gue,e().

On définit
(XY 2, 02) = u(h(XY), 12,02),

ot h = §g~'. Comme dans la Section 3.3.1, on introduit un poids et on définit

U()?l,u?,f):( h <h<5<1>>> u(h(X1), 42, 17).

Apres calculs, on obtient que U ()v( L p?,v?) satisfait, en la variable X L Péquation de

Schrodinger

v N N

—UXY 12, 0%) + G2 (XY, MU (XY, 52, 0?) = —02U(X, 12, v?), (3.2.41)

ou,
v : Vl
~ Xl 1 X
Gen (XN =~y L[ &)
’ ru2,e(X1) 16 roa (X))

-
_i (1Og (rfl()({)l)))' (3.2.42)

Lemme 3.2.22. Le potentiel 4,2 2 satisfail, au bout {Xl =0},

- A2 41 o1
(\]/M27V2 (X ,A) = _(Xil);l + 470#27,/2 (X ,)\),
ol X'lqvo’#z,,,z (X1, \) e IL! (0, %1) avec A = §(A) et o202 est uniformément borné
pour (u,v) € (iR)2. De méme, au bout {X* = A'},
y A2+ 1 y

(X0 = =2y + e (0L
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ot (Al —X1)6A1 202 (X', \) e Lt (“g , fll> avec A' = §(A) et dj1 2,2 est uniformément
borné pour (u,v) € (iR)2.

Remarque 3.2.23. Grace a la Remarque 3.2.21, on obtient immédiatement qu’il existe

deuz constantes positives A~ et AT telles que pour tout (u,v) € (iR)?,

Un fois de plus on suit la procédure de la Section 3.2.2 pour définir les fonctions carac-
téristique et de Weyl-Titchmarsh correspondant & 'Equation (3.2.41) en utilisant deux
systemes fondamentaux de solutions {S'jo}j:m et {S'jl}jzl’g satisfaisant les asympto-
tiques (3.2.22)-(3.2.23). Ainsi, on définit la fonction caractéristique

Ag 5 0 (W?) =W (S, Sho), (3.2.43)

w2

et la fonction de Weyl-Titchmarsh

M, L (w?) = _W(gllngO) . 04,2 2 («?) (3.2.44)
i W(Si,810) By, . (@?) B

v

Comme dans la Section 3.2.4, Lemme 3.2.19, on peut utiliser le Corollaire 3.2.15 pour

prouver le Lemme suivant.

Lemme 3.2.24.

~

Aq,,z (/’L2) = Aduz’,jz (w2) et Mq,,z (M2) = Mtfu;yz (CUQ), V(M, v) € (ZR)Q

On acheve cette Section en suivant la preuve de la Proposition 3.2 de [DKN14] et en

prouvant la Proposition suivante.

Proposition 3.2.25. Pour w =iy, ot ty > 0, lorsque |w| — oo,

X D(1—iA)? 0in 4ar ,
Aja,e (W?) = sz 22T cosh (wAl F )\7r) [1]e,
< [(1—iAND(1+4N) .
0,2 2 (W) = e 2 cosh (wAl) [1].,
. o2 X1
Mq (w2) _ 71’\(1 + Z)\)Qe:‘:/\ 92 )\w_%)\ cosh (LUA ) [1]6
12,2 2iAT(1 —i)) cosh (wjll - )\7T>

ot [1]e =0 (m) lorsque |w| — 0o avec € = min(ep, €1).
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3.3. Probléme inverse a énergie fixée pour les équations angulaires

Démonstration. La seule différence avec la Proposition 3.2 de [DKN14] réside dans le
fait que le potentiel g,2 ,2 dépend des moments angulaires u? et v2. Cependant, puisque
o2 2 est uniformément borné pour (p,v) € (iR)?, on obtient la Proposition 3.2.25 sans

complications supplémentaires. ]

Corollaire 3.2.26. Il existe C > 0 telle que pour tout (u,v) € (iR)?,

et
164, (u?)] =

Démonstration. Ce Corollaire est une conséquence immédiate de la Proposition 3.2.25,
de la Remarque 3.2.23 et de la définition de w? = p? + 2 < 0 lorsque (u,v) € (iR)2. O

3.3 Probleme inverse a énergie fixée pour les équations

angulaires

Le but de cette Section est de montrer 'unicité de la partie angulaire de la matrice de

Stéckel i.e. des deuxiéme et troisiéme lignes. On commence par prouver que le bloc

<522 823>
832 833
est déterminé de fagon unique par la connaissance de la matrice de diffusion a une énergie
fixée en utilisant le fait que les matrices de diffusion agissent sur le méme espace et
la premiére invariance décrite dans la Proposition 3.1.16. Dans un second temps, on
utilise la décomposition sur les harmoniques généralisées et la seconde invariance de la

Proposition 3.1.16 pour prouver 'unicité des coefficients ss1 et s31. On montre finalement

I'unicité du spectre joint qui sera utile dans notre étude de la partie radiale.

3.3.1 Premieéere réduction et premier résultat d’unicité
On commence par rappeler que (voir (3.1.10)),

_ (dot)? + ng-Q + P2, 22 23, dot, da?, dad)
- (a1)?
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et
_ (dz')? + dh%—z + P(z', 22, 2%, dzt, dz?, dz®)
- (a1)? |

Notre hypothese principale est

Sg(A) = 55(N),

en tant qu’opérateurs agissant sur L?(7?2, dVOldQT2 ; C?) avec
dVolaa , = det(dQ%_Q).

Ainsi,
det(d02,) = \/det(d25-),

puisque ces opérateurs doivent agir sur le méme espace. Puisque,
~ 2 -
dQQTQ = st ((dz?)? + (d2*)?) et dQ = 51 ((dz?)? + (dz?)?),
cette égalité implique que
st =3l (3.3.1)

En utilisant la Remarque 3.1.22; on peut obtenir plus d’informations a partir de cette

égalité. En effet, on commence par noter que,

11
S = 522533 — 523532

= 522533 — (1 + s22)(1 + s33)

= —1— 599 — s33.
Ainsi, ’égalité (3.3.1), nous permet d’obtenir
S92 — S99 = S33 — S33.

Puisque le coté de gauche ne dépend que de la variable 22 et que le coté de droite ne
dépend que de la variable 23, on déduit de cette égalité qu’il existe une constante ¢ € R
telle que

899 — 899 = € = 533 — 533.

En utilisant & nouveau la Remarque 3.1.22, on peut ainsi écrire
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3.3. Probléme inverse a énergie fixée pour les équations angulaires
S22 S23 S22 So3 1 1
= _ _ + C s
$32  $33 S32 833 -1 -1
ou de fagon équivalente,
S22 S23 S92 S23
=1 _ ~ G’
832 833 532 833

G_(l—c —c)7
c 1+c¢

est une matrice constante de déterminant 1. De plus, comme ceci a été mentionné dans

la Proposition 3.1.16, si S est une seconde matrice de Stéickel telle que
(3i2 5i3> = (§i2 §i3) G, Vie{l,2,3},

alors

puisque

st =31 Vie{1,2,3}.

La présence de la matrice G est donc due a une invariance de la métrique g. On peut

ainsi supposer que G = I. On conclut donc que
S s S S
( 22 23) _ <~22 ~23) . (3.3.2)
532 533 532 533
3.3.2 Fin du probléme inverse pour la partie angulaire

Le but de cette Section est de montrer 'unicité des coefficients so1 et s31. Tout d’abord,
puisque {Yy, }m>1 est une base hilbertienne de L?(72, s''dz?dz?), on sait que, pour tout
m € N\ {0}, il existe un sous-ensemble E,, C N\ {0} tel que

Y, = Z cpf/p.
pPEEmM

On rappelle que, grace a (3.2.4),

HY 1 [s3 —sxn) (A
L) s"\-s33 503 ) \43)°
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ou les A;, j € {2,3}, ont été définis dans (3.2.3). Il est clair que,

A H
( 2) = T( > : (3.3.3)
As L
T _ (st 822) '
533 832
P (%23 %22) T
533 532
On déduit finalement de (3.3.3) que

03 H
03 L S31
et on obtient alors que

T <H> 211 (‘921) - T(
L 531

Lemme 3.3.1. Pour tout m > 1,

ou

On rappelle que

e '::z

) + (A2 +1) (:1) . (3.3.4)

i ( ) Y) Y fi(Y) e I ( > Y) S Gl
pEEm, pEEM pEEm,

Démonstration. On rappelle que H est autoadjoint. Ainsi 'opérateur (H +14)~" est borné.

De méme, 'opérateur (H + i)' H est également borné. Ainsi,

(H+4)'H ( > cpffp) = > p(H+i)'H(Y,)

PEEM

En multipliant par (H + ) & gauche on obtient le résultat de notre Lemme. On note que
la somme 3 cp cplf[ (17;0) est finie car les coefficients ¢, sont suffisamment décroissants.
En effet, on note que ¢, = (Y,,,,Y),) et on peut utiliser des intégrations par partie a I’aide

de l'opérateur H et la loi de Weyl sur les valeurs propres pour obtenir la décroissance
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3.3. Probléme inverse a énergie fixée pour les équations angulaires

voulue. 0

Remarque 3.3.2. Siles E,,,, m € N\{0}, sont finis alors le Lemme 3.3.1 est évident. En
réalité, en suivant l’idée de [DKN14] Proposition 4.1, on peut montrer que ces ensembles

sont finis en utilisant les asymptotiques de la fonction de Weyl-Titchmarsh.

En appliquant (3.3.4) au vecteur d’harmoniques généralisées

Ym ZpEEm CPY;’

on obtient, grace au Lemme 3.3.1 et a (3.2.9), que

() oo (@) Gr) = (2 () reeen () ()

et

(D)) Gr) = 3ol (f{) coren () ()

AlnSl,
pEEm Z/HL 31 p
p Em v

Puisque {Yp}pzl est une base hilbertienne on déduit de cette égalité que pour tout m > 1,

pour tout p € E,y,

T (“%1> (241 (821> T (ﬂ?’> F(A241) (521> (3.3.5)
v2, sa) 53 531) o
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On déduit de (3.3.5) que
iy — ps _1 (821 — 821
P =+ 7! .
Vp — I/m 8§31 — S31
Puisque le c6té de droite est indépendant de m et p, on peut déduire de cette égalité
qu’il existe un vecteur constant
tel que

591 591 1 c1
= + —T . 3.3.6
(531> (531> A+ 1 <C2> (336)

De (3.3.6), on déduit immédiatement que

W

{321(1‘2) = 391 (2?) — Crs23(2?) — Cosaa(2?) : (3.3.7)

s31(2) = 331(23) — C1s33(2®) — Cassa(z3)

Ci

ou C; = 57 pour i € {1,2}. On rappelle que

det(.S)
il

3
g= ZHf(dxl)2 avec H? =
i=1

vi € {1,2,3}.

Puisque les mineurs s' dépendent uniquement de la seconde et la troisiéme colonnes,
ils ne changent pas sous la transformation décrite par (3.3.7). Ainsi, comme mentionné
dans I'Introduction, Proposition 3.1.16, les égalités (3.3.7) décrivent une invariance de la
métrique g par rapport a la définition de la matrice de Stéckel S. On peut donc choisir

C;=0,1i€{1,2}, i.e. ¢ = ca = 0. Finalement, on a montré que

<821> - <f21> . (3.3.8)
531 531
De la définition des opérateurs L et H donnée par (3.2.4), on déduit de (3.3.2) et (3.3.8)

que
H=H e L=1L.
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3.4. Probléme inverse a énergie fixée pour I’équation radiale

Ces opérateurs ont donc les méme fonctions propres, i.e. que I'on peut choisir

Y =Y, VYm>1, (3.3.9)
et le méme spectre joint
1 i
()= (%), . a0
Vm Vm

3.4 Probleme inverse a énergie fixée pour I’équation ra-

diale

Le but de cette Section est de montrer que la partie radiale de la matrice de Stéckel, i.e.
la premiere ligne est déterminée de fagon unique par la connaissance de la matrice de
diffusion a une énergie fixée. On commence par utiliser une version multivariable de la
méthode de Complexification du Moment Angulaire pour étendre 1’égalité des fonctions
de Weyl-Titchmarsh (valide sur le spectre couplé) aux moments angulaires complexes.
Dans un second temps on utilise le Théoréme de Borg-Marchenko (voir par exemple
[FY05, KST12]) pour obtenir l'unicité des quotients

S11 S11
— et —.
S12 513

3.4.1 Complexification des moments angulaires

On rappelle que, grace a notre hypothese dans le Théoreme 3.1.25, (3.3.9)-(3.3.10) et
(3.2.34), on sait que,

M2, ) = M2, 02), Wm > 1, (3.4.1)
ol

M2, v2) = My, (1) = My, (v2)
et

M (pi, vim) = Mg, (i) = Mz, (7).

m

Le but de cette Section est de montrer que
M (%, V%) = M(u%,v?), Y(p,v) € C?\ P, (3.4.2)

oil P est I'ensemble des points (u, ) € C? tel que (u?, %) soit un pole de M et M, ou de

facon équivalente un zéro de A et A.De facon usuelle, dans la méthode de Complexification
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du Moment Angulaire il n’y a qu’un moment angulaire que 1’on complexifie. Dans [DKN15],
il y a deux moments angulaires indépendants et les auteurs peuvent utiliser une méthode
de Complexification du Moment Angulaire pour seulement un moment angulaire. Ici,
on ne peut pas fixer un moment angulaire et laisser 'autre parcourir C car ils ne sont
pas indépendants (voir le Lemme 3.2.9). On doit ainsi complexifier les deux moments
angulaires simultanément et on a donc besoin d’utiliser des résultats d’unicité pour des
fonctions holomorphes de plusieurs variables. Ainsi, pour obtenir (3.4.2) on va utiliser le

résultat suivant donné dans [Ber78, Blo90].

Théoreme 3.4.1. Soit K un cone ouvert dans R? ayant pour sommet lorigine et
T(K) = {z € C% Re(z) € K}. Supposons que f est une fonction bornée et analytique
sur T(K). Soit E un sous-ensemble discret de K tel qu’il existe une constante h > 0 tel
que |e; — ea| > h, pour tout (e1,e2) € E. Soit n(r) = #E N B(0,r). Supposons que f
s’annule sur E. Alors f est identiquement nulle si

n(r)

HT>O’ r — 4o00.
T

On commence par introduire la fonction

Y - C?
avec,

ot &y , (1?) et 5%2 (v?) ont été définies dans (3.2.25) et

A(p?,v%) = Bg 5 (10%) = Dg , (%),

o

ouly, (u?) et Aun (v?) ont été définies dans (3.2.39). Notre objectif est donc de montrer

que v est identiquement nulle.

Lemme 3.4.2. L’application i est entiére comme une fonction de deux variables com-

plexes.

Démonstration. On utilise le Théoréme de Hartogs (voir par exemple [Hor73]) qui énonce
qu’une fonction de deux variables complexes est holomorphe si et seulement si elle est
holomorphe par rapport a chacune des variables séparément. En effet, grace aux Lemmes

3.2.13 et 3.2.20, on peut alors conclure immédiatement. O
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3.4. Probléme inverse a énergie fixée pour I’équation radiale

Pour utiliser le Théoréme 3.4.1 on a besoin des estimations suivantes sur la fonction .

Lemme 3.4.3. Il existe des constantes positives C, A et B telles que

()| < CeARMITBIRWI =)y 1) € C2.

Démonstration. La preuve du Lemme consiste en quatre étapes.
Etape 1 : On montre que pour tout v € C fixé il existe une constante C(v) telle que

pour tout u € C
[, v)| < Cr(w)eiRetl,

Pour obtenir cette estimation on étudie les solutions Sjg et S;1 définies dans la Section
3.2.2. Pour commencer, on montre que pour tout j € {1,2},

[Re(p)| X*
1Sjo(Xt, p?v?)| < C(V)eil

I

]2

[Sj0(X", 12, 02)| < C ()|l elR=IX,

|Re(u)|(A'—X1)
15;1(X 7, 42, 0%)| < C () ———

9

1
ZE
(S (X 12, 12)] < C() | 2R,

Comme dans [DKN14], on peut montrer par récurrence que
X\ X tlgo,2(0)
40,2
Sio(XY, 2 )| <O —s eRe(IXT oy / ——dt]. 3.4.3

On rappelle maintenant que, grace a la structure asymptotiquement hyperbolique, on a
pour tout X! € (0, X}), ot X} € (0, A1) est fixé,

C(1+v?)
1+ [log(t)]) <0

tlqo2(8)] < I Vvt e (0, X).

Ainsi, comme cela est montré dans la Section 3.1 de [DKN14],

/X1 tlgo2 ()]
0

Tl dt < (1+v%)0 (1) : (3.4.4)

(log())ce
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On peut alors conclure que

|Re(p)| X!
1S50(X ", 12, 1%)| < C(v) —1—

1
1] 2

Le résultat sur S}O(X L u?,v?) est obtenu de facon similaire en utilisant I’estimation sur la
dérivée du noyau de Green donnée dans la Proposition 3.1 de [DKN14]. Par symétrie, on
obtient également les estimations correspondantes sur S (X L2, v?) et S;l(X L2 v?).

On peut alors conclure que
A(p?,v?) = Ay, (1?) = W(S11, S10)

et
3(u*,v%) = 4,5 (1) = W(S11, Sa),

satisfont
AP )] < L)W et 5%, 0%)] < CL(p)e Wl Y(,p) € C2.
Finalement, on a montré que
()] < Cr(w)e™e®l v, v) € C2.

Etape 2 : On peut également montrer que pour tout p € C fixé il existe une constante

Cy(p) telle que pour tout v € C

(1, )| < Cop)edBe),

Pour obtenir cette estimation on utilise la stratégie de la premiére étape sur I’Equation
(3.2.37) avec le potentiel (3.2.38) introduit dans le Section 3.2.4.
Etape 3 : Grace au Corollaire 3.2.26, il existe une constante C' telle que pour tout
(,y') € R?,

[ (iy.iy')| < C. (3.4.5)

Etape 4 : On achéve la preuve du Lemme par 1'utilisation du Théoréme de Phragmén-
Lindelof (voir [Boa54] Theorem 1.4.3). On commence par fixer v € iR. Alors, Papplication

= (p, v) satisfait
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3.4. Probléme inverse a énergie fixée pour I’équation radiale

()| < CL ARG, Yue €, (Brape 1)
(V)| <C, Vu€iR, (Etape 3)

Grace au Théoréme de Phragmén-Lindelof, on déduit de ces égalités que
[ (p,v)| < CetBeWI T y(p,v) € C xR

On fixe a présent u € C, alors lapplication v +— ¢(u, v) satisfait

()| < Co(u)eBReWl, e, (Etape 1)
9 v)] < CARWI vy € R

Ainsi, en utilisant le Théoréme de Phragmén-Lindel6f, on obtient

[, v)| < CeARMITBIRWI gy 1) € €2,

On applique le Théoreme 3.4.1 avec
K=R")? et F(u,v)=1(p,v)e P
Lemme 3.4.4. L’application F' est bornée et holomorphe sur
T((R*)?) = {(n,v) € C*, (Re(u),Re(v)) € R* x R}

Démonstration. Ce Lemme est une conséquence immédiate des Lemmes 3.4.2 et 3.4.3. [

On rappelle & présent que (u2,,12,), m > 1, désigne le spectre joint des opérateurs H et
L. On note que p2, et v2, tendent vers +oo, lorsque m — +o0o. Ainsi, il existe M > 1 tel

que p2, > 0 et v2, > 0 pour tout m > M. On pose alors
Ex = A{(lpml, [vml), m = M}.
Grace 'Equation (3.4.1), on note que Papplication F satisfait
F(um,vm) =0, ¥Ym> M,
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puisque
V(lms Vm) =0, VYm > M. (3.4.6)

De plus, puisque les fonctions caractéristiques sont, par définition, paires par rapport a
et v, on obtient que

17(|1‘WJ7|L@n’) = 17(/i7n,an) =0, Ym>M
i.e. que F' s’annule sur Ej;.

Remarque 3.4.5. On insiste sur le fait que Ey; désigne [’ensemble des valeurs propres
comptées avec multiplicité (qui est au plus 4). Puisque l’on a besoin d’une propriété de
séparation donnée dans le Lemme suivant pour pouvoir appliquer le Théoréme de Bloom,
on doit en réalité considérer un nouvel ensemble, également noté Eys, qui correspond a
I’ensemble précédent des valeurs propres mais cette fois comptées sans multiplicité. Pour
obtenir cette propriété de séparation sur le spectre nous devons également restreindre

notre analyse a un cone bien choisi donné dans le Lemme suivant.

Lemme 3.4.6. On pose

C={(u% 0%, c1+e<0*<cy—¢}, 0<e<<l, (3.4.7)

( 832 > . ( 822)
c1 =max | ——— et co=min|———|.
533 523

Alors, il existe h > 0 tel que |e; — ea| > h pour tout (e1,ea) € (Ear NC)?%, e1 # ea.

ol

Démonstration. Voir Section 3.6.2. O

Remarque 3.4.7. On note que, comme nous l’avons montré dans le Lemme 3.2.9, on

sait qu’il existe des constantes réelles Cq, Co, D1 et Do telles que pour tout m > 1,
C1p2, + Dy < V2 < Cou2, + Do,

C1 = min (—832> >0 et Cy=—min <322) > 0.
533 523

On obtient alors facilement que
0<Ci < <eg <O,
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Lemme 3.4.8. On pose
n(r) = #Ey N B(0,r)NC,

ou C a été défini dans (3.4.7), alors

E@>O, r — +00.
r

Démonstration. Voir Section 3.6.3.

O]

Remarque 3.4.9. On insiste sur le fait que le nombre de points du spectre couplé n(r)

que l’on utilise pour appliquer le Théoréme de Bloom n’est pas exactement celui que ’'on

calcule dans le cadre de Colin de Verdiére. En effet, Colin de Verdiére calcule le nombre

de points du spectre couplé en comptant la multiplicité alors que n(r) désigne le nombre

de points du spectre couplé sans compter la multiplicité. Cependant, comme nous l’avons

déja vu (voir la Remarque 3.2.7) la multiplicité des valeurs propres couplées est au plus

4. Ainsi, n(r) est supérieur ou égal au quart du nombre calculé dans les travaux de Colin

de Verdiére et est ainsi toujours d’ordre r2.

On peut alors utiliser le Théoréme 3.4.1 pour conclure que
F(May):07 V(M?V)GCQ'

De cette égalité on déduit immédiatement que

M(p?,v%) = M(p*,v%), V(u,v) € C*\ P,

ot P est 'ensemble des points (i,v) € C? tels que (u?,v?) est un zéro des fonctions

caractéristiques A et A.

3.4.2 Probléme inverse pour la partie radiale

A Daide d’une version multivariable de la méthode de Complexification du Moment

Angulaire on a montré que

M(p,v%) = M(p*,v%), V(u,v) € C*\ P,

ot P est 'ensemble des points (i, ) € C2 tels que (u2,?) est un zéro de la fonction

caractéristique A. Par définition, ceci veut dire que

Mql,z (H2) = Mg 2(:“’2)7 V(p,v) € C? \ P,

v
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ou My , (u2) est définie dans (3.2.26). On peut ainsi utiliser le célebre Théoréme de Borg-
Marchenko sous sa forme donnée dans [DKN14, FY05] et rappelée dans I'Introduction
(voir (3.1.21)-(3.1.22)) pour obtenir que

G2 (X1 A) =Gz (X' ), vYm>1, vX'e(0,A").
Grace a (3.2.21), et puisque 1’égalité précédente est vraie pour tout m > 1, on a alors,

pour tout X! € (0, AY),

si3(X1) _ s13(XY) (3.4.8)

812(X1) §12(X1)

0t I g <<1°g (il;(<§ll)>>>>2 - (s (ii((f;)))) (349)

' ) .
_ su(xh) 1 F) : A1)
ey () ()

On souhaite réécrire cette équation sous forme d’un probléme de Cauchy pour une

VAN

et

équation différentielle non-linéaire du second ordre avec des conditions de bord au bout

{X! = 0}. Pour ce faire, on pose

1

S11 S12 S13 7 h\

=—, h=—/ l=—7=1 et u:(N) .
/ S12 fi S12 h

On peut alors réécrire (3.4.9) sous la forme
1 = -
u + §(log(h))'u’ + (AN +1)(f = flu=0. (3.4.10)

En utilisant la condition de Robertson (3.1.6), on peut écrire

s11 512 313

51 =f= _Sﬁ — ZST + h(ngQ - 833)(823 - 1822). (3.4.11)

Remarque 3.4.10. Grice d (3.4.11), on voit que ’on peut écrire % comme une fonction

s13 o J1 g
de s et o, e

S _ g <513 f1> et SA =0 (513 fl) , (3.4.12)

) )~
512 S12 512 S12 512



3.4. Probléme inverse a énergie fixée pour I’équation radiale

ot
812 313 1
@(X,Y) = _ST — XST + ?(X(Sgg — 833)(523 — XSQQ).
Ainsi, pour montrer que _
su _ S
=,
S12 512

il est suffisant d’aprés (3.4.8) de montrer que

ho_h

512 812

De (3.4.11) on déduit que

f=F = (h—h)(Iss2 — s33)(s23 — ls22)
= FL(U4 - )(l832 — 833)(823 — 1822).

Finalement, en utilisant cette derniére égalité, on peut réécrire (3.4.10) sous la forme
1 - -
u’ + §(log(h))'u’ + (A2 + 1)h(ls32 — s33) (593 — l590) (u® — u) = 0. (3.4.13)

Lemme 3.4.11. La fonction u définie par

satisfait

Démonstration. 1l s’agit d’'une conséquence du fait que la structure asymptotiquement
hyperbolique donnée par le troisiéme point de la Définition 3.1.9 est la méme sur les deux

variétés. O

On étudie ainsi le probléme de Cauchy

{u// + 2(log(h))u’ + (A2 + 1)h(Is32 — s33) (823 — Is22)(u® — u) = 0 (3.4.14)

w(0)=1 et u/(0)=0
On note immédiatement que u = 1 est une solution de (3.4.14). Par unicité du probléme
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de Cauchy pour 'EDO (3.4.14) on conclut donc que v = 1. On a donc montré que

5N h

S12 812

et, en utilisant (3.4.8) et (3.4.12), on peut conclure que

S11 S11 S11 811
== et — =,

p (3.4.15)
S192 S192 813 513

3.5 Résolution du probléme inverse

On peut maintenant achever la résolution de notre probléme inverse. On commence par
noter que
3
2( 7.0\2
9= Hi(dz')* =9y,
i=1

ou )
/:Hl

p~ (dX1)? + H3(de?)? + H3(dx®)?,

g

ou ¢ est le difféomorphisme correspondant au changement de variable de Liouville en la

x1— /O‘rl s12(s) ds.

premiere variable

De méme,
g=>Y_ H(da")? =7,
=1
ou N
HZ
"= ZL(dXY)? 4+ H2(dz?)? + H3(d2?)?,

ou ¢ est le difféomorphisme correspondant au méme changement de variable de Liouville
en la premiere variable pour la seconde variété. On remarque que, grace au Théoréme de

Borg-Marchenko, on peut identifier
Al = AL
On note maintenant que, grace a (3.4.15),

H?  det(S) s11 s'?  s;3st H?
S1o TR s B E Vi
S S S 5192

512 512 512 512
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S11 11 12 513 13
H22 _ det(S) — 5128 +s°+ 8128 — ﬁ22
T
5?1 2532 — S33

512

et
o det(S) %811 +5% + %513 2
Hy = —4 =H
s

S
523 = 5522

On peut alors déduire de ces égalités que
g =

Finalement, on a montré qu’il existe un difféomorphisme ¥ := 1/1_11; tel que
g="vy,

ot ¥ est lidentité aux deux bouts (car A = Al).

3.6 Appendices

3.6.1 Preuve de la Proposition 3.1.17

Le but de cette Section est de prouver la Proposition 3.1.17 que ’on rappelle ici.

Proposition 3.6.1. Soit S une matrice de Stickel ayant pour métrique gs. Alors il

existe une matrice de Stickel S telle que gg =gs et

812(zh) >0 et (x Va!

S13 ) >0
§22(.%'2) <0 et §23(.%'2) > 0, V:B2
S33 3) <0 Va3

832(2%) >0 et (x

lim sio(2l) = lim sy3(zt) =1
z1—=0 12( ) 1 =0 13( )

Démonstration. La preuve de cette Proposition consiste en trois étapes et utilise la
structure riemannienne et les invariances de la métrique décrites dans la Proposition
3.1.16. On commence par montrer que les coefficients des deuxieéme et troisieme colonnes
sont supérieurs ou égaux a 0 ou inférieurs ou égaux a 0. Dans un second temps, on
montre que I’on peut supposer que ces coefficients sont strictement positifs ou strictement
négatifs. Enfin, on montre que l'on peut trouver une matrice de Stackel ayant la méme
métrique associée et satisfaisant la condition (C).

Etape 1 : On montre que, pour tout (i,;) € {1,2,3} x {2,3}, s;; > 0 ou s;; < 0. Puisque
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la preuve est similaire pour la troisieme colonne on donne simplement la preuve pour la
deuxieme. Pour commencer, si 'une des fonctions s19, S99 et s39 est identiquement nulle
les deux autres ne peuvent pas s’annuler sur leur intervalles de définition car les mineurs
s, s2! et s3! ne peuvent pas s’annuler. Ainsi, dans ce cas on obtient immédiatement que
si2 > 0 ou s;5 < 0 pour tout ¢ € {1,2,3}. On peut ainsi supposer qu’il existe un triplet
(zd, 23, 23) tel que sio(xd) # 0, sa2(zd) # 0 et s32(x3) # 0. Sans perte de généralité, on
suppose que det(S) > 0 et s'* > 0 pour tout i € {1,2,3}. De la positivité des mineurs on

peut déduire que, selon le signe des quantités si2(z(), s22(23) et sza(zd), on a :

e Sispa(xd) >0, sea(x3) > 0 et s32(23) > 0 : Ce cas n'est pas possible puisque les
1121 of g3

mineurs s ne peuvent pas étre tous positifs.

o Sispa(x}) >0, sea(x3) <0 et sza(xd) >0

3 9 1
533(xg) < 523(1'2) < 813($(1)) ) (361)
ssa(xg)  s22(xg)  s12(zp)

o Sispa(x}) >0, sea(x3) > 0 et s32(xd) <0 :

1 3 2
s13(70) _ saa(@o)  s2(3p) (3.6.2)
s12(wg)  ssa(wg)  s2a(7p)

o Sispa(xd) >0, sea(x3) <0 et s3a(xd) >0

2 1 3
823(962) - 813(1’(1)) - 833(3/2). (3.6.3)
soa(wg)  sia(wg)  ssa(p)

Puisque les quatre cas correspondant & s12(x3) < 0 sont similaires, on traite seulement
les quatre cas précédents. Supposons, par exemple, qu'il existe a3 tel que saa(a) = 0.
On veut montrer que S92 ne change pas de signe. On désigne par I U'intervalle maximal
(potentiellement réduit & a3) contenant o tel que saa(x2?) = 0 pour tout 22 € I. Puisque
les mineurs s'! et s?! ne s’annulent pas, les fonctions s12 et s3o ne peuvent pas s’annuler.

Ainsi, il existe deux constantes réelles c; et ¢y telles que

s s
a < 213 <cg et c1 < 233 < ¢, (3.6.4)
812 832

i.e. que ces quotients sont bornés. De plus, sa3(22) # 0 pour tout z2 € I et par continuité
il existe donc un intervalle J tel que I C J et sa3(2%) # 0 pour tout 22 € J. Si on suppose

que s99 change de signe dans un voisinage de I on obtient que pour tout € > 0 il existe
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y2 € J et y? € J tel que
0<smd) <e et —e<sm(y?)<0.
Ainsi, pour tout M > 0 il existe y3 € J et y? € J tels que

523(y5) oM et s23(y1) <M
s22(y5) s22(y7)

On obtient donc une contradiction entre (3.6.4) et chacune des égalités (3.6.1), (3.6.2) et
(3.6.3). On peut alors conclure que so2(2?) > 0 ou so2(2?) < 0. La preuve est la méme
pour si2 et S32.

Etape 2 : On montre, grace a la premiére invariance donnée dans la Proposition 3.1.16,
qu’il existe une matrice de Stéackel ayant la méme métrique associée que S et telle que
pour tout (,j) € {1,2,3} x {2,3}, s;5 > 0 ou s;; < 0. On rappelle qu’il y a au plus une
fonction s;;, (4,7) € {1,2,3} x {2,3}, qui s’annule par colonne puisque les mineurs s'!,
5?1 et s31 sont des quantités ne s’annulant pas. On suppose qu'un des coefficients de la
deuxieéme colonne s’annule. Par symétrie, on peut supposer qu’il s’agit de si2, i.e. que
s12(2}) = 0 en un point 2. On commence par supposer que s23 et s33 ne s’annulent pas.

Dans ce cas, il existe un réel a > 1 tel que
|823‘ < a|522| et ‘833| < CL|832‘

et un réel b > 1 tel que
|822| < b‘823| et |832‘ < b|833‘.

On cherche a présent une matrice inversible constante 2 x 2, GG, telle que les coefficients
de la nouvelle matrice de Stéckel obtenue par la transformation donnée dans le premier

point de la Proposition 3.1.16, soient strictement positifs ou négatifs. Par exemple, si s1o

(1)

et on obtient alors une nouvelle matrice de Stackel dont les deuxiéme et troisiéme colonnes

et s13 ont le méme signe, on pose

sont
asi2 + 513 s12 + bsi3

asoy + 523 S22 + bsa3
as32 + 533 S32 + bs33
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On peut facilement montrer que ces six composantes sont strictement positives ou
négatives (on rappelle que s12 et s13 ne peuvent pas s’annuler simultanément). En

revanche, si s12 et s13 ont des signes différents, on pose

-4 )
-1 b

et on obtient ainsi des composantes strictement positives ou négatives. Si so3 ou s33
s’annule on doit simplement choisir des constantes a et b adaptées en utilisant le fait
qu’il y a au plus une fonction s’annulant dans la troisiéme colonne.
Etape 3 : Finalement, on montre, grace a la premiere invariance décrite dans la Proposition
3.1.16 et la structure riemannienne, qu’il existe une matrice de Stackel ayant la méme
métrique associée que S et satisfaisant la condition (C). On rappelle que grace a la
deuxiéme étape on peut supposer que la matrice de Stackel S satisfait s;; > 0 ou
sij < 0 pour tout (4,7) € {1,2,3} x {2,3}. On rappelle également que la métrique g est

121 et s31 ont le méme signe. Sans perte de

riemannienne si et seulement si det(S), s
généralité, on suppose que toutes ces quantités sont positives. On rappelle que selon
le signe des fonctions sio2, S22 et s3o les inégalités (3.6.1)-(3.6.3) sont satisfaites. On
commence par obtenir les conditions de signe de (C). Puisque la preuve est similaire dans

les autres cas, on la donne seulement dans le cas
s12 >0, s29 <0 et s30>0.

On donne alors, dans chaque cas, la matrice G € GLy(R) telle que la transformation
donnée dans la premiere invariance de la Proposition 3.1.16 nous fournisse les signes

voulus.

e Sisyg >0, s93 <0etsgg>0:On pose

513 523 533
ob< 2 22
512 522 532

et on obtient les signes voulus. En effet, les deuxieéme et troisieme colonnes de la
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nouvelle matrice de Stéckel sont données par

s12  —S12 + bs13
S92 —822 + bsag
532 —832 + bs33

et les coefficients ont les signes voulus grace a notre choix de la constante b.

e Sisiz >0, s93>0et s33<0: On poseG=1Is.

e Sisy3>0, 593 <0etszz<0:On pose

Comme précédemment, le cas s13 < 0 est similaire et on omet donc sa preuve. A ce stade

de la preuve on a montré que ’on peut supposer que

312(951) >0 et 813(:01) >0, Vz!
822($2) <0 et 823(562) >0, Vz? . (365)
s32(2®) >0 et s33(23) <0, Va?

Finalement, on utilise juste une fois de plus l'invariance par rapport a la multiplication

des deuxiéme et troisieme colonnes par une matrice constante inversible 2 x 2, G, pour

obtenir que 'on peut supposer que

lim si2(z') = lim si3(z!) = 1.
10 12( ) 10 13( )

En effet, on a simplement & choisir

1
= 0
G=|¢ E
B
ou,
a= lim spp(z') >0 et A= lim sy3(z') > 0.
z1—0 z1—0

Le résultat suit alors. ]
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3.6.2 Preuve du Lemme 3.4.6

Le but de cette Section est de démontrer le Lemme 3.4.6 que ’on rappelle ici.

Lemme 3.6.2. On pose

Enr = {(lpml; [vml), m = M}

et
C={(p 01, c1+e<@*<c+e}, 0<e<<l,

532 . 522
c1 =max | ——— et co=min|——"—|.
533 523

Alors, il existe h > 0 tel que |e1 — ea| > h pour tout (e1,e2) € (Ey NC)%, e1 # es.

ol

Démonstration. On rappelle que le spectre couplé a été défini dans la Remarque 3.2.6
par
HY,, = 2 Y et LY, =1v2Yn, VYm>1, (3.6.6)

ou H et L sont des opérateurs autoadjoints et elliptiques d’ordre deux qui commutent.

En écrivant Y, (22, 23) = vy, (22)w, (23), on obtient que (3.6.6) est équivalent &

— o (%) + {—()3 + 1)s01(2?) + p2, 590 (2%) + 1/3,1323(952)} vm(2%) =0, (3.6.7)
et

— (@) + [~ (O + Dsan(2) + i sa(a®) + v s33(2%) | wn(2) = 0, (3.6.8)

ou v, et w,, sont des fonctions périodiques, i.e.

{vm(o) =vn(B) et v;,(0) = v},(B) (3.6.9)

wm(0) = wn(C) et wy,(0) =wy, (C)
On commence par considérer I'Equation (3.6.7) qui peut étre réécrite sous la forme

—" — ()\2 + 1)so1v = w2 {—522 — 92323} v,

2.V
=
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Par la suite nous allons considérer des équations de Schrodinger associés aux Equations
(3.6.7)-(3.6.8) ou le parameétre spectral qui est u? tend vers +oco. De plus, ces équations
dépendent du parametre #2 qui lui reste borné dans un céne adapté que ’on introduit
maintenant. On rappelle que, comme nous I’avons montré dans le Lemme 3.2.9, il existe

des constantes réelles C1, Cy, D1 et D telles que pour tout m > 1,

Cyp2, + Dy < V2, < Cop?, + Do,

s s
(1 = min (—32> >0 et C9=—min (22) > 0.
533 523

Soit € > 0 fixé, on considere alors 62 tel que

D D
61+721+6§92§62+f22—6, (3.6.10)
o 2

S32 . 522
cp =max | ——— et co=min|{——].
533 523

0<C1§61<62§CQ.

On note que

Ceci implique que, pour 2 suffissamment grand, il existe § > 0 tel que

D
— 899 — 92823 > (6 — 22) So3 > 0>0 (3.6.11)
1
et
2 Dy
— 839 — 07833 > [ e+ -3 (—833) >6>0. (3.6.12)
1

Pour de tels que 62, on peut procéder & un changement de variable de Liouville

X2 = /0 \/—Szg(t) — 92823(t) dt,

dans 'Equation (3.6.7). Cette nouvelle variable satisfait X2 € [0, B(6?)], ot

B(6?) = /0 7 V=s2a(t) — 02s35(t) dt. (3.6.13)
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Enfin, on pose
VX?) = [—sm(@?(XD) - o (X2)]* 0(@?(X?)).
Cette nouvelle fonction satisfait alors, en la variable X2, ’équation de Schrédinger
—V2(X?) 4+ Qe (X)V(X?) = u2V (X?), (3.6.14)

ot 112 joue le role du parameétre spectral, Qg2(X?) est uniformément borné par rapport
aux 02 satisfaisant (3.6.10) et pour de tels 62,

Qp2(X?) = O(1).

On cherche & présent les couples (12, 62) tels que (3.6.14) admette des solutions périodiques.
On définit les systeémes fondamentaux de solutions usuels {Cp, So} et {C1, 51} de (3.6.14),
ie.

Co(0) =1, Cp(0)=0, Su(0)=0 et Sp(0)=1,

et
Cl(B) = 1, Cl(B) = O, Sl(B) =0 et Sl(é) =1.

On rappelle que ces fonctions sont analytiques et paires par rapport a p. On écrit les

solutions V' de (3.6.14) sous la forme
V =aCy + Sy = vC1 + 451,
ou a, 3, v et 0 sont des constantes réelles. Ainsi,

V(0)=a, V(0)=0, V(B)=v et V(B)=56.

VO)=V(B) & a=+ & W(V,S)=W(V,S)

et
V0)=V(B) & B=6 & W(CyV)=W(C,V),

ou W(f,g) = fg’' — f'g désigne le Wronskien des deux fonctions f et g. En d’autres
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termes, V' est une solution périodique de (3.6.14) si et seulement si
W(V,Sy—S51) =W(Cy—C1,V) =0. (3.6.15)

On ajoute ainsi & 'Equation (3.6.14) les conditions de bord (3.6.15) et on définit les

fonctions caractéristiques correspondantes. En d’autres termes, on définit
A1 (p?,60%) = W(Co — C1,S0 — S1) =2 — W(Co, S1) — W(C1, Sp).

On insiste sur le fait que Aj(u?,6?) s’annule si et seulement si il existe une solution
périodique de (3.6.14) pour (u?,6?). Les asymptotiques de W (Co, S1) et W(C1,Sp) sont
bien connues (voir par exemple [DKN15, FY01]). En effet, on sait que

W(Cy, S1) = cos (,LLB(@Q)) X (1 +0 <;>) (3.6.16)
et
W(Cy, Sp) = cos (,LLB(¢92)) X (1 +0 (;)) , (3.6.17)

ol u = /p? (nous n’avons pas besoin de préciser le signe de p puisque les fonctions

caractéristiques sont paires). On obtient ainsi que

~ 1
A(p,60*) =0 <  2—2cos (MB(Gz)) +0 () =0. (3.6.18)
L
En utilisant le Théoréeme de Rouché (voir par exemple [FYO01]) on peut en déduire que
les couples (1?2, 6?) satisfaisant (3.6.18) sont proches pour p grand des couples (2, 6?)
satisfaisant
2 —2cos (uB(92)) =0 <& cos (MB(92)> = 1.

Les solutions de cette derniere équation sont

_ 2mm
"= B2y

pour #? satisfaisant (3.6.10) et m suffisamment grand. Enfin, on rappelle que B(62) est

donné par (3.6.13). Ainsi, puisque s23 est une fonction strictement positive, la fonction
1

B(62)

donc strictement croissante. On peut résumer ces propriétés sur la figure suivante :

B est strictement décroissante par rapport a 62 € [c1 + €, c2 — €]. La fonction est
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Hm

FIGURE 3.2 — Premiere approximation du spectre couplé

On procéde & la méme analyse sur "Equation (3.6.8). On rappelle que si 62 satisfait
(3.6.10) alors I'inégalité (3.6.12) est satisfaite pour p? suffisamment grand. On peut ainsi

poser

X3 = /0"”3 \/—Sgg(t) — 92833(t) dt.

Cette nouvelle variable vérifie X* € [0, C(62)], o

B c
O(62) = / V—saa(t) — 02s3a(t) dt. (3.6.19)
0
On pose
1
W(X?) = [=s5(a® (X)) = 0s35(2* (X)) | w(a®(XP)).
Cette fonction satisfait alors, en la variable X3, I’équation de Schrédinger

—W2(X?) + Qpe(XPW(X?) = 2W(X?), ot Qpr(X?) =0(1), (3.6.20)

pour #? satisfaisant (3.6.10) et p? suffisamment grand. Comme précédemment, on obtient

que (3.6.20) posseéde une solution périodique si et seulement si
Ao(p?,6%) =2 —W(Cy, S1) — W(C4, Sp) = 0.
Gréce aux asymptotiques (3.6.16)-(3.6.17) on obtient que

Ap(p%,0*) =0 < 2—2cos (ué(02)> +0 (;) =0.

En utilisant & nouveau le Théoréme de Rouché, on obtient que les couples (u?,6?)
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satisfaisant 1’égalité précédente sont proches pour u grand des couples satisfaisant

2rk
C(62)’

cos (ué’(6’2)) =1, ie p*=

ol k est suffisamment grand et 62 satisfait 'Equation (3.6.10). On rappelle que C(#?) est

donné par (3.6.19). Ainsi, puisque s33 est une fonction strictement négative, la fonction C
1
C(6?)
décroissante. On peut résumer ces propriétés sur la figure suivante :

est strictement croissante pour 62 € [c; + ¢, ca — €]. La fonction est donc strictement

S

i

FIGURE 3.3 — Seconde approximation du spectre couplé

Le spectre couplé A = {(u2,,v>

<), m > 1}, ou de fagon équivalente le spectre couplé

(u2,,62,), est alors donné par
A = {2 (42,6%) = 0} N {As(u?, 6) = 0},

puisque pour tout (u2,, 2

=) € A, il existe simultanément une solution périodique de

(3.6.14) et une solution périodique de (3.6.20). En utilisant les deux figures précédentes
on obtient la suivante sur laquelle le spectre couplé correspond aux intersections entre les

courbes précédentes :

FIGURE 3.4 — Spectre couplé
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On veut a présent utiliser cette structure particuliere du spectre couplé pour prouver le

Lemme 3.4.6. On travaille sur le plan (u, ) et on pose v = Opu, avec 0 < a; < 6 < g, ol

ar =y/cd+e et az=1/c3—¢,

avec € > 0. On rappelle que pour m grand u,, peut étre approché par

- 2mm
T Bery

ou

B(6?) = /0 ? \=s22(t) — 02s35(t) d.

On commence par montrer que les courbes tracées sur la premiere figure sont séparées de
fagon uniforme. En d’autres termes, on montre qu’il existe 4 > 0 tel que la distance entre
deux courbes successives est toujours plus grande que 6. Précisément, on veut montrer

qu’il existe 6 > 0 tel que pour m grand et pour tout (61, 602) € [ay, as)?,

[m41(02) = pm (01)] + |02ptm1(02) — O114m (61)] = 0. (3.6.21)

Si on note,

d = |ptmy1(02) — pm(61)],

on obtient immédiatement que (3.6.21) est équivalent a

d+ \d92 + (92 — el)um(el)‘ > 4. (3.6.22)
On applique a présent le Théoreme des accroissements finis a ’application ﬁ et on
obtient ainsi
1 1

ou -
B'(&)

e({) - _B(§2)2 > U,

avec £ € (01, 02). En réalité, on peut montrer qu'il existe deux constantes positives ey et
eo telles que
0<e; <e(l) <er, VEE] o,z
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On obtient alors facilement que

21

d=|= 3 —|—2(m—|—1)7re(£)(91+02)(91—02) .

B(67)

En utilisant I'inégalité triangulaire on obtient ainsi que

2
2(m+ Dme(§)(01 + 62)|01 — 02| > ——- —d
B(67)
On doit donc étudier différents cas.
Cas1:Si 0
d> -
~ B(6})

on obtient facilement

|tm41(02) — pm (01)] + |02p0m+1(02) — 0110 (01)] > d >

Cas 2 : Si
d< 27
B(6?)’
alors (3.6.23) nous donne
21 — dB(6?
‘01—92‘> il (1) =~ o
2(m + 1)me(£)(01 + 02) B(67)
Ainsi,
2mm
pm(01)|01 — 02 = =—5[01 — 0y
B(6%)

m 2w — dB(6%)

> —
m+1e(&) (61 + 62) B(67)?
21 — dB(a?)
> 7~22-
desaaB(og)
On note que
21 — dB(a?) 27
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Si
2

(40262(12&(0&%) + 1)';(04%) ’

d>

alors comme dans le premier cas, on obtient facilement

|tm+1(02) = pn (01)| + 102ptm+1(02) — 0146 (01)] > d > 6.

Si
2

d< ~ ~ ,
(49262@23(@%) + 1)B(a%)

on obtient alors

|tm+1(02) — pm (01)] + |02 ptm1(02) — 01 p0m (01)]
= d+|dOz + (02 — 01) 1 (01)]

= d+ |02 — 01|pm(01) — dbs
2 — dB(a?)

= — dbs
desan B(a?)?

> d+

T 1
2ea09 B(a?)? < desca B(a?) 2)

On note alors qu’il existe dy > 0 tel que pour tout d < dy,

1 ™
dl|l————— 03| >——————.
( 4esas B(a?) 2) 4esaa B(a?)?
Ainsi, pour tout d < dy, on obtient immédiatement

™

m41(02) — pm (01)] + |02ptm+41(02) — O1p40 (01)] > ———=——= > 6.
m1(82) = i (80) Bt 11(62) = B (O0)] 2 o

De plus, si d > dy on conclut comme dans le premier cas.

Nous avons ainsi montré que les courbes de la premieére figure sont uniformément séparées.
Puisque la méme analyse est valide pour la deuxiéme figure nous avons donc démontrer
le Lemme 3.4.6. 0

3.6.3 Preuve du Lemme 3.4.8
Le but de cette Section est de prouver le Lemme 3.4.8 que nous rappelons ici.
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Lemme 3.6.3. On pose
n(r) = #Ey N B(0,r)NC,

ot le cone C a été défini dans (3.4.7) et
Ey = {(|ml, [vm]), m > 1},

Alors
n(r)

HT>O, r — 4o00.
T

Démonstration. Pour prouver le Lemme on utilise les travaux de Colin de Verdiere sur le
spectre joint d’opérateurs pseudodifférentiels qui commutent (voir [CAV79, CdV80]). On
rappelle que les opérateurs L et H sont définis par (3.2.4) et satisfont (3.2.9). Puisque
I’on a prouvé dans le Lemme 3.2.5 que H et L sont des opérateurs semi-bornés, on peut
affirmer qu’il existe M € R tel que L + M et H + M soient des opérateurs positifs. On
pose alors

PL=VL+M et Po=+vH+ M.

Les opérateurs P; et P» sont des opérateurs pseudodifférentiels autoadjoints d’ordre 1
qui commutent tels que P? + P§ soit un opérateur elliptique. Ces opérateurs entrent
donc dans le cadre de travail de [CdV79]. Les symboles principaux de P; et P» sont

respectivement donnés par

S33 S23 532 522
pi(z,§) = \/_3115% + Sﬁfg et pa(z,§) = ﬁfg - ﬁﬁ%- (3.6.24)

On pose
p(x,f) = (pl(x7§)7p2($7€))7

ot x := (22, 23), & := (£2,&3) et (x,€) est un point du fibré cotangent de T2, i.e. T*T2.
On va utiliser le Théoreme 0.7 de [CAV79] & Py et P,. On rappelle ici ce résultat adapté

a notre cadre.

Théoreme 3.6.4. Soit C un cone de R? =R?\ {(0,0)}, d bord C* tel que 9C NW = ),

ot OC' est le bord de C et W est l’ensemble des valeurs critiques de p. On a alors
1
#{AeCNA A <r} = Hvol (p7H(C N B(O,r)) +O(r),

ou A est le spectre joint de Py et Py et Q = dz? A dx® A déy A dEs.

Ainsi, pour utiliser le Théoréeme 3.6.4, on doit déterminer I’ensemble W des valeurs
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critiques de p. On doit donc commencer par déterminer les points critiques de p, i.e. les
points pour lesquels la différentielle de p n’est pas surjective. La différentielle Dp(z, &) de

p est donnée par (on omet les variables)

1( ()6 -0 ()& () o) 8 2me —28%53)

dpip2 \ —0s (¢ 2)52+a2(822)§3 —83(:%) +0 (22)53 —256 256

On calcule les six mineurs 2 x 2 de cette matrice et on cherche les points (z, &) pour
lesquels tous ces mineurs s’annulent. Apres calculs, on obtient que (z,£) est un point

critique de p si et seulement si les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

§283 =10

£30(522) (€3 +€3) = 0
£203(s33) (63 +€3) = 0
D2 (522)05(s33) (€5 + €3)* = 0

Ainsi, il y a quatre cas a étudier selon 'annulation de 0a(s22) et 03(s33). On obtient

finalement que

(0,0) if Oa(s22) #0 et O3(s33) #0
Dy si Oo(s22) =0 et 03(s33) #0

Dy si Oa(s22) #0 et 0O3(s33) =0
D1UDy si Oa(s22) =0 et 0O3(s33) =0

D, = {t(\/g, vV —822), t> 0} et Dy = {t(\/ —83 ,\/@), t> O},

ou S92, S23 = So9 + 1, s33 et s320 = s33 + 1 sont des fonctions constantes selon le cas que
I’on étudie. On rappelle maintenant que dans le Théoréeme 3.6.4, on doit choisir un céne
C tel que 9C NW = () et on veut étudier I'ensemble

“HCnB(0,7) =p HC)NpH(B(0,r)).

Soit 7 > 0, on commence par étudier 'ensemble p~!(B(0,7)). On rappelle qu’il existe

une constante ¢; > 0 telle que

max 833 523 832 522 <ec
— 22222 <.
gll? g117 117 (11
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Ainsi, si (£2,&3) € B (0, \/%?1) et (z2,23) € T2, alors

Ip(a. Ol = \/p1(2,€) +pa(,€) < \/2e1(63 +€3) <

On déduit de ceci que

T%x B (0, ) c p Y(B(0,r)). (3.6.25)

r
\/261
On étudie maintenant 1’ensemble p~!(C). On doit séparer notre étude en quatre cas
comme nous ’avons vu précédemment.

Cas 1 : 02(s22) # 0 et 05(s33) # 0. Dans ce cas on doit seulement éviter le point {(0,0)}.

On considere le cone

C={(z,y) eR¥*tel que e <z, e<y}, €>0.

FIGURE 3.5 — Cas 1

Par définition

pil(c) - {(a:,{) € T2 X RQ: €< pl(x7§)a €< pg(&?,f)}
et puisqu’il existe co > 0 tel que

. 533 823 S32 522
co < min | — ,

gll? g117 g117 (11

il existe n > 0 tel que
T2 x (R*\ B(0,m)) C p~(C).

Cas 2 : 02(s22) = 0 et 03(s33) # 0. On doit éviter la demi-droite D; qui a pour pente
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b1 = % On considere le cone

C={(z,y) eR?*tel que e <z, e<y < Prz—¢€}, €>0.

FIGURE 3.6 — Cas 2

Comme dans le premier cas, il existe n > 0 tel que
pi(.€) =€ V(&) € T x (R*\ B(0,7))

et
p2(,8) =€, V() € T? x (R*\ B(0,7)).

La derniere condition peut étre réécrite sous la forme

532 .9 522 .9 —522 833 .9 |, 523 .9
P <Am@o-c o [ hg-Rg< [T /[ g g

532 2 522 2 522533 2 522 2
-2 < g-Hg-e
\/311 27 G11s3 = 93511 27 13

On rappelle que, grace a la condition donnée dans la Remarque 3.1.18,

522533
523

> S$32.
Ainsi, il existe € > 0 assez petit tel que
p2(z,8) < Bip1(z,€) —e, Y(z,6) € T? x R2.
Finalement, on a montré que pour un tel ¢, il existe n > 0 tel que
T2 x (R*\ B(0,)) € p~H(C).
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Cas 3 : 02(s22) # 0 et 93(s33) = 0. On doit dans ce cas éviter la demi-droite Dy qui a

pour pente 8y = ,/—232. On considére le cone

C={(z,y) eR*tel que e <z, Pox+e <y}, €>0,

T

FI1GURE 3.7 — Cas 3

et on montre, comme dans le deuxieme cas, que pour € > 0 assez petit il existe n > 0 tel
que
T2 x (R*\ B(0,m)) € p~"(C).

Cas 4 : 02(s22) = 0 et 03(s33) = 0. On doit alors éviter 'ensemble D; U Dy. On consideére
le cone
C={(z,y) eR?’tel que e <z, foxr+e<y<pPix—e}, €>0.

x

FIGURE 3.8 — Cas 4

Comme dans le premier cas, il existe n > 0 tel que

pi(e,€) 2 e, V(z,€) € T2 x (R*\ B(0,n))
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et, comme dans les deuxiéme et troisiéme cas, il existe € > 0 assez petit tel que

po(x, &) < Bipi(z,€) —e, V(z,6) € T? x R?

et
Bopr(x,€) + € < pa(w,8), V(z,6) € T x R”.

Ainsi, pour € > 0 assez petit, il existe n > 0 tel que
T2 x (R*\ B(0,n)) C p~'(O).
En conclusion, on a montré que dans tous les cas il existe n > 0 tel que
T2 x (R2\ B(0,7)) c p~H(O). (3.6.26)

De plus, dans chaque cas le cone C défini dans (3.4.7) est, par définition, inclu dans le
cone C' que nous avons considéré. On peut ainsi appliquer le Théoréeme 3.6.4 a ce cone.

Ainsi, grace a (3.6.25)-(3.6.26) on a ainsi montré que pour r > 0 suffisamment grand

T2 % (B (0, m) \B(O,n)> Cp1C) N p L (B(0,7) = pL(C N BO,7). (3.6.27)

De P'inclusion (3.6.27) on peut déduire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

cr? < ﬁvolg (B (0, \/ng> \B(O,n)) < ﬁvolg (p_l(C N B(O,r))) :

Grace au Théoreme 3.6.4, on peut alors conclure qu’il existe ¢ > 0 tel que
#{heCnA, |N<r}>erk

Finalement, on rappelle que

A={(Jud + M,\Jv2, + M), m>1)

et on note que, puisque ,u%n — 400 et 1/T2n — +00, lorsque m — +oo,

V2, + M~ | et vk + M ~|vy|, m— oo.

On rappelle enfin que
n(r) =#{A€CNEy, [A[ <1},
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sans compter la multiplicité, alors que le résultat obtenu ici a été calculé en comptant la
multiplicité. Cependant, la multiplicité des valeurs propres couplées est au plus 4 (voir la
Remarque 3.2.7). Ainsi, quitte a diviser par 4, on peut bien conclure que

n(r)

H—Q>O, r — +00.
T
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Etude de problémes de diffusion inverse a énergie fixée pour des variétés

asymptotiquement hyperboliques

Inverse scattering problems at fixed energy in asymptotically hyperbolic

manifolds

Résumé

On étudie des problemes de diffusion inverse a énergie fixée
pour différents types de géométries ayant plus ou moins de
symétries. On commence par obtenir un résultat de diffusion
inverse local a énergie fixée pour I'équation de Dirac sans
masse et sans charge sur des variétés asymptotiquement
hyperboliques et a symétrie sphérique. Dans un second
chapitre on s’intéresse aux trous noirs de type
Reissner-Nordstrém-de Sitter qui sont des solutions a
symétrie sphérique et électriquement chargées de I'équation
d’Einstein. On obtient alors un résultat de diffusion inverse a
énergie fixée pour I'équation de Dirac massive et chargée.
Enfin, on s’intéresse a des variétés de Stackel de dimension
trois ayant la topologie d’'un cylindre torique, satisfaisant la
condition de Robertson et munies d’'une structure
asymptotiquement hyperbolique. Sur ces variétés on utilise
la théorie de séparation des variables pour I'équation de
Helmholtz et une version multivariable de la méthode de
Complexification du Moment Angulaire afin d’obtenir un
résultat de diffusion inverse a énergie fixée.
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Abstract

We study inverse scattering problems at fixed energy for
different geometries with more or less symmetries. First, we
obtain a local inverse scattering result at fixed energy for the
massless and chargeless Dirac equation on asymptotically
hyperbolic manifolds with spherical symmetry. In a second
chapter, we are interested in Reissner-Nordstrém-de Sitter
black holes which are spherically symmetric and electrically
charged solutions of the Einstein equation. We then obtain
an inverse scattering result at fixed energy for the massive
and charged Dirac equation. Finally, we are interested in
Stackel manifolds of dimension three with the topology of a
toric cylinder, satisfying the Robertson condition and
endowed with an asymptotically hyperbolic structure. On
these manifolds we use the variable separation theory for
the Helmholtz equation and a multivariable version of the
method of Complexification of the Angular Momentum in
order to obtain an inverse scattering result at fixed energy.

Key Words

Inverse scattering, CAM method, asymptotically
hyperbolic manifolds, spherical symmetry, Dirac
equation, black holes, Stackel manifolds,
Helmholtz equation, variable separation,
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