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l N T R 0 DUC T ION

•

La ma.gnUohycilLodyYl.Cf.mique (l\1.H.V.), don:t l'objet. eAt t'étude de6

).,n;téAac;ti.,OYL6 entlte tu écoulemeYLt6 de 6~d-u Ue.cXJtoc.onduc:te.L1Jt6 e.t tu c.hamp~

ma.gnWqueA qt.Li teuJt ~ont appUqué6, JtepJté6eVLte un.e. ciUupüne ex,ûtê.mement

VMte. quA, 6eLLt beauc.oup piu6 que._ Jtec.ouv/UJt ta. mécet.YU.que deA 6tuJ..du et

t'û-e.cXJtomagnéwme-. En. e66et, eUe. rte. peut we. Jtédud.e ni à. ta. mécet.YU.que.

du ütuJ..d~ en ptté6enc.e. de. 6oJtce.-6 UecXJtomagrtéuqueA, vvt al' Ue.cXJtomagnUiAme

de-6 ütuJ..d~ en mouvement, pLL-L6que. lct jux:ta.po~mOYl. de. c.e6 ciU c<,PUYLU 6aU.
appaJta..Uïte. d~ phénomène-6 quA.. nt ont aucun éqe.uvalent YL-L ci.a.n6 l' une, yU, da.n6

t' au.tJte.. LeA 0 nde-6 d' M6ven. e.n. -60nt {' exempte. le:. piLL6 c.onYLu. L' eYL6 e.mbte. de;~

phénomè-neA de coY'l.-t/'tôte. Ue.cXJtomagnê.tique deA J.SuJtüac.eo LtbJte-6 de. mé:tau.x nondU-6,

obje.t de. c.e. mémo~e, e.n eAt un au.tJte. exempte. Le C.a6 ~e. de6 6Jtéquenc.e6 ao~ez

Ue.véeA poU/t que ta. pJto ôonde.uJt de. péné..tJult),on du champ ma.gnétique. et de.;~ c.oWta.YLt6

de Fouc.ctULt ;,)oft beauco.up piLL6 petite que tocd.e,,6 ieo aLLbte6 éc..helie6 de. iongueuJt

eA t tlLèA lwni..n.e.!L6 e à. ce. pJtopo~. On. e6t a1..OM en pJté6 enc.e d' un pftObtème ").,ntéftie.Wt"

(daYL6 te 6fui.de ) de mé c.et.YU.que. d{!./~ ôtLUdeA, et d'un. pJtobtème "eué-:UeuJL"

(hoJt.6 du 6~de.) d' Ue.cXJtoma.gnéwme, c.ouptu pM {U C.Ortc/"Ltio~ à l' ).,"n.te.Jt6ac.e.

Le. /~ e.ul 6eLLt que. c.~e. - c."L ;,) 0ft {a. ~ LUt6a.c.e. Ubtte. d' UJ1 6tu-Lde. con.duc:teuJL Jtend

non :t/U.,VA.-a.1., i' un et l'au.tJte., U empê.c.he qu' ili p~~ent ê:t/te. aboJtdû da.J!i6 te.

c.ad!te de6 deux ciUupunu J.S épaJtée.~ .

LeA équaUort.6 m,we6 e.n. jeu ~oYLt i' eYL6e.mbte. de6 équaUoYL;,) de. MaXLVeU,

de. {a. tOA.- d 1 Ohm, de6 équa;t{,o YL6 de N~VA.-e.Jt-S;to k.e6 e.:t de. t' êq uaXJ.,o n. de. c.ontinud.é•

VaJ'l.;,S c.e. dorna-Ln.e. tJtù VM:te. {e;~ gtta.n.de6 c.ht6~e.-6 de pJtobtèmu ;,)e. tiUtJ-ngue.nt t-u

MU deA aLLbtu pM t~.s oJtefAu de. gJLande.uJt deA pevtamètJte-6 acüme.YL6).,onrtW c.aJta.c.­

t~tiqUeA de. t' ~UnpoJLta.nc.e. fte.f-a;t{,ve. deJ.S cü.ve.M méc.a.n"L,.smu phy~A.-que,;~ ;'mpuquû.

No:ta.mme.nt, deux paJutmètlte.-6 c.ond.LU.6 en:t de. 6a.çon. ûa.i.!te. à. wte. cU66éJte.nua;t{,oYL deA



- 2 -

pfLobtèmeA : le. nombfLe de. Reynold6 magn.étiqLLe Rm e;t urt pMamUfte c.OYL6:t/uU.t de.

ücu;on toUÂ, a 6cU.:t pCVtCl.LtUe. R . Ce. defLYÛeJL, à. c.a.u6 e de -6 on pCL6-6 é. Vtè6 Jtéc.e.n.t,
w

n' a. pM te..e.çu encoJte de. dénorrr,[n.a.tioYl. c.onoa.cJtée. pM l' Mage : nOM l' a.ppeUeJtoYL6

"paJtamèVte. d' éeJta.n" .

Cu paltamUfteA appaJtCLiA-6ent -6hnuLtanément daYL6 t'équation d'évo!ut-ton

du. champ magnéti4ue. VaYL6 un rnil),e.u éleC:tJtocon.duc:tewr.. de d<,m.e..~Â.,on c.aJtactéJr.JA­

~que. L, de. c.onductivLté étectnique cr et de pe~éa.b~é magnétique. ~ ,

-6ujet à. un écoulement dont l' écheUe typÂ.,que e.-6t V, eLee. -6' éC!l.Â-:t :

R ab = ~b + Rm Rot (~ A b)
w at

.+ -+
où u et b d~~Â.,gnent la. vÂ.,;teA-6e e.;t le champ ma.gnétique Jutppolttû à. te~

vale~ tljpÂ.,queA Jt~pectiveA

- t te. tempo Jte.ndu a.cf,.[me.JU~on.ne.t a.vec. te. temp~ T c.aJta.ctétvL6tique. de.

t' évo-ÛLUon deA phénornèneA dctn6 te JtepèJte. c.o VL6Â.,défté l'

! e.t Ro1 teA opétta..te~ a.cümen6~on.ne.l6 M-60ué6 a -ft écheLee L'

a.vec Rm j.L cr V L

R = jl aL2/T
w

Veux gJtande6 ÛM-6e.6 de pJtobtème..6 /.)e ôont joUll. à. ce vUvea.u : c.eUe

pouJt Ûlque.Ue te temp.6 c.aJta.déJUA:Uque. d'évoluZi..oYt du c.hamp ma.gnétique. e6t

hnpo,,~ée. pM deo c.on.cUtiOYL,6 e.x:téJtA.,euJteA (C.M deA c.hamp~ magnétique-6 aLte/tnati6-6
l

de pu.t6atiOYL W ; T rv w- ) et celle pOf.1Jt ÛlqueLee. te temp-6 c.aJta.c:tét0A~qLLe T

eA:t Lm temp~ de. :t:1r..aJtlAd deA pafLtic!Lte,6 6UUd~ da.n.6 te domcUne c.oYL6idéJté

( T rv L/V ) •

~) Cas des champs magnétiques continus

LoMqUe. T rv LI V , le paILamè.t!Le R pete..d -6a. ~Â.,grU..6Â.,c.ation et 1.) eu,[
W

le paJtamèVte Rm, auquel il rut égal, ut peJ1-U.nent pOUlt le ~Y-6.:tème. daYL6

le.quel b ~:t Jtég~ p~ t'équ~on
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SÂ.. tu éc.helleA du -6lj-6tème -6on:t gltandeA, le nomblte de ReynotcU

magnétique. ~t gJtand dev~ t'UJ1Â.,:té. AU1:J-6Â.. tou:t e66e.t de. cün6~Â..on du champ

magnétiqae.pe.ut-~ ~e nég~9é devant teo e66~ de convection p~ te champ

de. V~,6e qLU -6on..t domi.,YLcc.n..t/~ (c.e quJ, jLV~:tL6Â..e CL po-6téJ1.J.,oJt.Â., T 'V L/V). L' équa.­

tion de. l'Â..nduction -6'é~

LeA UgneA de c.hamp magnétiqu.e. -6on:t ai-oM du Ugnu meLtéJt.Â.,e.UeA

toujOUJL6 COYlÂti:tuéeo du mê.meo paJLticu.!e.6 6luJ..deô : elleA" -6e dépla.c.eYLt avec. te

6li.Ude e:t -6 e compoJt:te.YLt c.omme -6Â.. eUe-6 é:tcUeYLt en peJtmane.nc.e. a:ttac.héeA à tuJ., :

c.' eAt c.e qu.' Ae.6ven expJr.i,me.. e.n eU6a.YLt que. champ magnétique. et c.hamp de. vJ.;te/~-6e

-6oYLt n geté~ e.Memblelt (1). Cee{. -6e. pltoclu.Lt c/.a.n,6 te6 phénomèneA Mt/tophY-6Â..queA

où êehelleo de longueuJt et de. vJ.;teA~e -6On.t gÂ..g~e6qUeA. Le.-6 n.ombltu de

Re.ljnold6 magné.t-i..quu leA pf..LL6 Ue.vé.6 que. t' Ort PuAA/~e. Jten.con.t/teJt à ,t' éc.heUe

hwncU..ne I~ ont de. t' oltcVte de. 10 ; .J.h~ CoJtftupon.den.:t à t' éVLOJtme. c.uve.. de I~ ocüum

uq LUde. deo Jtéac;te.UJL6 nuûé.cUJte.-6 -6 uJtgén.éJta.:te.uJt;6 ( 2) .

-+ -+
~b = 0

Q) Cas des champs magnétiques al tematifs

A l'éehe.Ue du ûtboJta;toÂJte., ~ eA:t pO-6~Â..bte d' ,{,mpO-6"e.Jt un c.hamp

ma.gnétique. e.x:téftie.Wt aLte.Jtna.-U.6 a:ttac.hé a une. éc.helle. de te.mp/~ T 'V W- 1. V~

:tou;t mi..L{,eu éle..UJtoc.onducte.uJt, c.e. champ ma.gnétique. ~t JtégÂ.. pM un méc.CU'Lt-6me.

de. cU66lL6A..on t!ta.cl.uJ.;t pM t'éqUa.-U.OVL de. ,t',{,nduc.ti.on JtéduA,te à. :

R Il cr W L2
W

ave.c.

A l'échelle. du taboJta.:toÂJte.., ou. à. celle.. de.-6 ,{,yt,6~a;UOYL6 ,{,YLdU6i:JvLe.t­

ie-6, ave.c. te.6 métaux 6on.dlL6 c1.M~Â..queo, te. YLomblte. de Re.ynold6 ma.gnétiqu.e e,6t

toujOUÂA 6~ble devant l'unité (Rm ~ 70- 7) et tout e66et de eonvection du

c.hamp ma.gnétique. peut êtJte négligé. Le. c.hamp ma.gnétique e,,:,t donc. C.ÛLÛ" qLÛ

e.~,te}tcU;t ~ ta mê.me. géoméi:JvLe.. ~Â., le mLUe.u éle.UJtoc.onducteuJt é:tcU:t Vnmob~e. ..

L'éqUCLt-i..o'n de i' ,(,Ylduc.ti.on ~e. JtédiLU ctioM à :
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Ceci ~plique néc~~~ement que l'échelle de longue~ 8 a6Jociée

au champ magnétique ne peu:t ê.t!te quelconque ma-W véJu:6,te :

AJ.,mA.. le..ô ·vevUa.:t<-OM du cltamp magné.tique ~oYLt loc..a..tL,oée6 c1.a.n6 une c.ouche

dt ê.pa-W~euJt 0 Jiluée à. la. pélÛphéJu:e du domcUne-6 électJtoc.on.du.c:teUJr.,6 :

la peau électromagnétique.

Un avGtfl.,{:age A..mpoJt:tan;t de. la M.H.V. avec'champ magnétique aLteltna.:t<-6

VA.A a vÂA de ÛllvI.H.V • .avec. champ mt;lgnéU-que continu appa/taLt ,tu, gJtâ.ce à. Ûl

plt~e.n.c.e. de. Ûl puL6mon c1.a.n6 le paltamètAe d'éCJtM R
w

• Un. deglté. de.

Ube/tzé ~upplémen.tcUJte, C'e.-6,t à CÜAe une po/~~J.,bÂ.LUé de. c.oYLtJtôle eué.Jt-teuJt, ~~.t

J.,1UJtodu,U q~ n' a. pa,,~ I~OYL éqi.Uva..len.:t a.ve.c. lu c.hamp~ magnétiqueA C.OYl..tiYl~ pOuA

tuqueà Rm eA,t 6J.,x.é pM te. /~tj~;tème !rU-même. AtMJ." même a.vec. deA cltamp~

magYLmque;~ peu J.,n.:teYL-6~ u deA conduc;UvUû éle.c.tJvtqu.u modéJtéeo, il eAt

po~~~ble d'obte.~ d~ e.66~ électJtoma.9nétiqu~ ~rnpo~~ en augmentant

ta pLLt6mon w • Cee{ ut ûuJt ~,t l'on compaJte. lt oJtMe de gJu:tndeuJt d~
-+

nOJtCe-6 étec.tJwmagnétiquu F qu.'il e,6;t pO~/~,tble d' obte~ a.vec teA deux tYPeA

de cltamp~ rnagnétiqueA poCVt un ~y~.tèmedonné. et une ht.:ten6Ué B0 du champ

magnétique i.mpo~ée.. POLUt un champ magnétique aLteJtYl.mû

Bo
j rv ­

Jl8

B Z
o

JlO

POLUt W'l. champ magn.ê.,tique. c.onUnu.

ou. ~), le. couJtant j e-6t ~po~é. pM cOYl.ducUon :o

F = F' rv J B
c. 0 0

F
w

p-
C.

F
w

r c.

1
rv V

Cha.cun de. ce-6 Jta.ppalt-to, p!tapailianne1. à. wl / z, pe.u..t ébte. !te.ndu btè6 gJta.nd pa/t

~~pte augme~oYl. de w , doYLt ta mocü'û).,cmoYl. ÇJ~:t 6a~e, e.t quJ.., de. pUL6,

oü6~e. une. plage de. vani~OYl. beau~oup p~ éte.ndue que. V, i o ou. Bo p~qu'un

Jta.ppa~ 10
6

pe.u..t e.XÂA -te.!t e.1UJte. teo puL~mano 6cibte-6 e.-t le-6 puL!Jmano 6a.tt-te..6 • .
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La M. H. V. en. pltÛ enc.e de c.hamp~ ma.gnétiqUe-6 atte!tYl.ati.6.6, qLL-L peuX.

êtlte. M/~oc{.ée Cl.LL pevtamU/te. d'éeJta.n R ,~,t Vtè6 jeune. c.on:tlta1Jteme.n.t a ta
w

M. H. V. pouJt laqueUe. te. paJta.mU/te pe.~Yl.ent eA,t Rm quJ., pO-6.6 ède aujouJtd' hui

un. c.e~ c.aJta.ctèJte cla.6.6~ue U ncû:tt'obje.,t de. cU.,ve.JL6 ma.n.uw. En e6nu, c.e

-6 0 YlÂ. pJU.n.upa1.eme.nt. te6 é:tudeo Jteto.,U,veA à. c.e.tte deJrJUèlte qu{, .6 e. .6 0 YLt

développée/.. "[rU;üa1.ement., (dè-6 le xrime .o,,[ède) (3), de 6a.ç.on palta1.i..Ue à.

l'éc.heUe du taboJta..toÂ.Jte (Rm« 1), a.ve.c. pM exemple tu :tM.vctUx -6U1t tu
éc.ouleme.nt6 en c.ond.uU.e6 (4) (5), e.:t en a6tltophlJ~).,que (Rm >> 1), où t~~

pO.6~),b~û, de. pJté.6e.nc.e d'e.66e.,t dynamo notamme.nt (6) J oYLt tltè6 tô,t ~MUté

W1. tltè-ô v),6 ).,JtU:.êJtU. Cet ).,ntéftU a. tdujOuJL6 é:té en:tlte.,te.nu pM l' e.x1-6tenc.e

d' e.n 6et6 UectJtomagnétiqu~~ tltèc ).,nt.e.Y1Ae6 à. Ca.lL6 e du. 6a,{): que teo éche.Ue.-6

MtltOn.OmtqUe6 peJtme.:tte.n:t de. compeno e/t la 6cUble6-6 e. de. ta. coytdudLv~é éle.c.tJU.que.

e.t de-6 c.hamp~ ma.gnétiqu~~ appUquû (7). Cette /~~u.a;tLon e..6t toLd à. 6a,{):
pcvr.a.llUe. a celle. obte.n.ue aVec. d~ champ.6 ma.gnétiquet-s atte.fU1ati.6>~ ou ce.:t:te.

c.ompe.Mation peut ê.tlte e.66e.ctu.ée. pM une. a.ugme.~on. de. w (R » 1).
w

L~~ é.:tudeA Jte.1..a:tLve.t6 aux c.hamp.6 magnétiqu.eA at-te.JtVLati.6.6 vt 1 oYLt, e.n.

c.ompCVl.cU-6oVL, c.onnu CULCW1 développeme.nt d' hnpoJt.taJ1c.e. équA..vCLte.nt.e ; eUe-6 ont

,toLd au plu6 donné ue.u à. queJ4ue.o é.tudu tltè.6 ponctu.e.Lte-6 t-LéeA :tJtèA cU/te.C-te.­

me.n:t a deo appUc.o.,U,oVLÔ ).,nd.u.6~e.te.eA (pompa.ge., tév).,ta;t{,on), toLdeA appCUtUeA

apJtè6 la de.uu ème. 9ue.JtJte. ma n.cUCLte. •

Si te..6 étudeA théoJtÂ...queÂ c.onc.e/tna.nt te.-6 gfLanc/;~ nombtteo de. RetjVLo-ed6

magnétiqueA V1.' 0 n..t j amcU-6 coVl.n.u de. déc.LUt (8), teA .tJtavaux Jte..ta.:ti. 6.6 à ta M. H. v.
al' éc..he.te.e. du -eaboJta..to.-Ute. en pJtMe.nc.e. de. cltamp~ magY1.étiqu~~ tontiY1.~, btù

nombJte.ux dLl.JtCtnt le.-6 a.nnée.-6 1950 à 1970, ont c.onnu pM ta /!:JLU.,;te. une bcU-6-6e.

d' ~nt.éJtêt tlt~~ ne.:t:te. • C' e-6:t c.eLee.- c{. qtU a. motivé t' oJtga.ni6 ati.oVl. e.n 19J6 du

pJte.nKeJt c.oUoque. ~uJt ta. M.H.O. (EuJtome.c.h JO CNRS COUOqLÛMt - V,LUaJtd de. La.Yl/.S)

(9). Al' hLc.eJt.;tUude. ex.pJvi..mée. cla.ri6 ta. phJtcLo e. d' ouveJr..:tuJc..e. du c.oUoque. : "Où va

.ta M. H. V. ?" J a. .6u.c.c.édé une. JtéeUe. p~e. de. C.OVL6 uenc.e. du vcv~:te. c.hamp d'a.ppu­

c..ation ,tnd.u.6~e.l, mé.tcLUwtgÂ...que. vtotamme.YLt, ouve/T..t à ÛL M. H. V., qLÛ peJtme.:tta.,U.

à. ta 60AA d'e.xptoileJt le.-6 Jté-6u1;l:a;tA 'du :tJtctvaux a.ntéJUe.~ e;t quJ." J!:JUJttoLLt,

P0-6cU:t deA pJtoblèrnM nouveaux e.t JU..cJteA. Ve. cette. nLL6ion. ~e. e.n:tIte. Jte.c.he.Jtc.he.

60Vl.dame.YLtale e,t Jtec..he.Jtc.he. appUquée., btop J!:Jouven.:t mL6u en oppo~Â...tiovt, !'sont

appaJtUe6 deo voÂ.,e,,!::J n.ouve.UeA j ugée,,6 "molte. woJLthwWe. than do:ttLng the. )., 7 -6

and CJto!'s/~ing :dIe. t ' !.S 0 n tiLe. ptte.vÂ.,Of.L;~ ge.ne./ta.U..oVL 06 M. H. v. pttoble.rna, !.Suc..h M

~YLaJt du.c;t ôioUJ6 wÂ-th C.OJlt.6.:tan..t magneti.c. ,bie.lcU". 'La. M. H. V. a.ve.c. c.hamp~ magné­

tiqUeA a.U:eJtVl.ati6/~ :tJtctç.cU:t à. eUe. /~eu1.e un. a.x.e. de Jte.c.he.Jtc.he bLè,;.) pJtome.:t:te.uJt
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daYL-6 ce:tte nouvelle. géné.JteLt.i..oYl. de pfLoblème..6 : non -6 e.u.le.me.n..:t a.u. rU.vea.u. deô

appuca.tÂ..oyu ),n.duAbrJ-e.lleA, UéeA notamment au contltôle de..o écoule.me.n.t6, au.

bJta.6~a.9e., a ta. puJU6;'c.a.tÂ..on deA mé.:ta.u.x 6ondM, mCLW a.LL6~), au MVe.a.u. deA

é-tudeA :thé.oJU,qUeA conce.Jtna.n.t pM e;x.e.mpte te6 e.6ne.~ du cltamp~ magné.:t<..queA

gW~a.n.t ou puL6a.n:t -6u/[' teA éc.oulemeYLtô, teA Jtec.,{Ac.cda.tÂ..oM qLL'~ ),n~e.n..:t,

ou teA pltobtème.o de ~uJtna.c.e6 Ublte,.6 lte.nc.on.ZJté.6 dan6 te. c.on.ZJtôle, -6a.n6 pCVtOA-,

de ta. noltme. d' éq~bJte. d'un voR..ume. mé.taLUque. LLqu,ide.

DeA butvaux. Â.,mpoJr..tctnt6 é.mi..en..:t déjà e.ngag~ dan6 c.e:tte. vo;'e a
l' ItU,tUu,t de. Méc.arUque. de. GJr..enob.te qui ouJte.n..:t ex.po~û a c.e colloque, c.omme. te.

c.on6~Yl.e.ment "éte.~omagnétique., t'action d~ c.hamp~ magn.étiqueA g~~ ou

:toLLlLna.nZ6 -6uJt le6 mé.:ta.u.x. UqLUde.o (la) ou te. bJta.6~age. éle.~omctgYl.é.tique en

cJLe.U6U (11). L' )'n..:téfLê.:t Yl.CLW~a.n.t ai,oM u:t aU,é gJta.Yl.cU.6/~a.n.t e.:t .6' e6:t c.on.CJtéü~é

d t'échelle na.,t{,ona.!e en 1978 paJt ta. cJtéa.tÂ..on du Gltoupeme.n..:t d' In,téJtêt S&enti6~­

Que Jv{AVYLAA4 (Magné:todyna.mtque deA UqiUdeA. AppucatioM a ta. Mé:ta.e.lu.ltg~e.)

.6 oute.n.u.e. paJtte C.N.R.S., Le ~.tèJte de.o UMve/v.s.u.é.~ e.;t te j\UYL-iAtèJte. de.

i' IndU6bU..e. SM le. plan J.,n;te.fLna.tÂ..on.a.R.. d -6' u:t mctYlA,6eAté peut W1e. de.mande. de.

c.oYL6élte.Yl.c~ géné.ltale6 -6uJt t~ a.ppucmon-6 mé:taLe.wr.g~quM de. ta M. H. D. a.vec.

c.ha.mp~ magnétiqu~ aLte.JtYl.ati6~ (12) (13).

No:Ote. br.avcUi- eA:t pM6~e.me.YLt c.e.n.ZJté ~ uA ce. thè.me. don:t il 0ublie.

voioYlÉ1.JJte.men..:t te.o (Lt~pect6 Jtûa.tÂ..6~ au bJtcv~-6a.ge CL6yncJvtone pltocJ.u,U, paJt leA

c.hamp.6 magné.tiqueA mon.ophMé,;~ da.n6 t"e6 CJte.tv,Se...a chau66é-6 pM unductioYL (14),

poU/t n.e Jte:ten.Ut QUe. .te.-6 pltoblèm~ po~é-6 pM R..a pltcuen.c"e. de c.hamp-6 ma.gnétique6

aLte.ltnati6-6 hnpO.6ê.-6 au. vo~.sJ..na.ge .de. la -6uJt6ac.e LtbJte. d'un domtUne. mé.ta.LUqu.e.

tiqu-i..de. • L1 Â.,n.:téJtaction ·oorJ:,e. e.n.:tJte. te.o appuc..atio rus mé..:ta.U.uttg;'qUeA e.:t i~

é-tudeA théoJvtq ue6 do nne. une. :tebt.tLute CL6-6 ez pevr.:ti..c.!LUèJte. à. ce. br.avcUi- q~ /s e

c..oncJtéwe. non. -6eu1,eme.n..:t pM de.o pubUc..a.tÂ..OM -6ue.n:tL6iqu.et> mCLW égai.eme.nt. paJt

de.o bJte.ve~.s de. cUAp0.6,{,;t{,6/~ e.x.plo~ l~ e.66e..t/.s é.1..ectJtomagnétiqu.~ Â.,ndLL0t6 da.n6

un mé..ta.l UqLÛde poU/t amé.uoJteJt ou Jte.mpta.c.e.Jt te6 tec..hrUquu> br.acUUonn.eU~~.

Va.n6 ta. pJte.m{,èJte. pevr.:ti..e de ce mémo,{Ae -6on:t déve.1.,oppû t~ Mpe.ct6

e.o~e.ntiw du c.on.:tJtôte de.o .6uJt6a.c.eA UbJteA à. -e.' aide. de. champ-6 magné.tique-6

aLte.JtnCLtiü/~ de. c..on.üÂ..guJta.tioYW c.on.venabteme.ru. cho~A..~, /Sl.L6 c.e.p:Ublu de 6aJ.Jte.

a.ppCVta2.bte. dan.o W1 domaJ..YLe mé.tcLLUque Uqf.1.Â..de deA 00ltce-o c.a.pableA de. -6LLb.6~eJr..
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teUlt ac..t{.oYl. à. ceil.e du y:JCVLO;...o. Le6 pOf.Jf.J.-tb)L{;té-6 d' h'npof.JeJt de naç.on. -6.:tctbte

une ~ec..t{.on MoUe UltcLLtaJ.Jr..e, cJtuun0Jtme ou a..UoYl.gée -60UO no/tme d'une lame

de na).,ble épcûA-6euJt, à. une vune m.é:ta.LUque LtbJte ~on;t analY-6éeA et démoYLtttée-6

expé!u'meYl.ttûemeYLt. Une appUcation pCVLticu1J..èJte de l'awoVl. de c.hamp~ magnétique-6

mobile-6 engendlté,6 pM de-6 ,(,ndu.c.te~ à. cU.ma.vz.,t6 peJtma.n.ent6 e-6t éga,tement exp0f.Jée

qui peJtmet de /té6ou~e un pJtobtème déi,{,cat po~é danô l'étaboJtatioVl. en coulée

con:ti..nue.. d' ébCULc.he6 mé.taf.Li..que6 CJteUt6 e..-6 •

Le c.on.6.-tneme.nt éted'tomagnétique.. quA." paIL le cOvt:tltôie de la -6 ewoYL

dJtoUe d'un jet de mé:ta.l UquJ.,de.., /téa.1ÂAe un. véJT.Ltabie /tobhte:t éle..c.tlLoma.gné.tiC[ue..

-6~ pCVto.-t 6ait l'objet de ta deuxième pCVLtie.

Vl1.YL6 wte bto~;'ème pCVLtie -6on.t ancû'Y-6û. .t~ eJU.,;tèJtu, de -6-tctb~é

de.6 .6uJt6aceA tibJtu c.oYLtttôlée-6 paIL du, champ~ magné.tiC[u.e,;.s a.tteJtnatio/.) de

nJtéquence élevée.

Va.n6 la deJtrUèJte pa.JtÜe eA;t :t.JtaA-:tée une qu~;Uo Vl. toLLt à. ·6cU.:t ê.:t!Lan­

gè-Jte aux pJtéoc.c.upmoVLI.S du tJtoJApJtemi.,èJteA. Lo.-tn deA pftoblèmu de.. coYLtttôte

éiec.:t/tomagné.:tLque deA ~uJt6ac~.) ubJt~ à l' cU..de de cJtamp~ a.tte/Lnm'6~, eil.e e;.s;t

c.e.rU/tée /~uJt .e.' uyte du, qUeAUOM demeuJtéeô e.nc..oJte tJr..è.",.s ou..ve/r..:te-6 daYlA te domMne

de ta. M. H•V. avec. c.hamp magnétique toVLUn.u. I.e. /.) 1 agU, dl1.YL6 te c.a.dJte du di..ve!L6

pJtoblème6 de tunbulenc.e M.H.V., d'une tentative théo!u'que ['JOUit c.ompJte.n~e

c.omment -6' exe/Lc.e l' ;,.n6lu.enc..e d' un champ ma.gnétique UYl.i6oltme et peJtmanent -6 U!L

une ~butenc..e homogène /tendue -6:tationnaiJte p~ une.. ,{,YLjec..t{.on d' éneJtgie... La.

te.c..hYÛqu..e LVttU.sée., le. GJtoupe de Re.noJtma.i.i,ômoYL, é:tcU-:t expioUé.e a.vec. un. Jtéel

~LLC.C.U dl1.YL6 i' CU1a.ly~e du t!ta.it6;'UOYl.-6 de phCL6e e:t de.-6 phénomène;~ cJ'U.,;t{,qu.~~ (15)

e..:t venait d' we. .tJtaJtt6po/~ée a .e.' étude deA pJtop!u'é.:té~ de ta. tLutbul.,enc..e à gJta.n.de

éc..heUe. (16). E:ta.n:t donné l'e6·6oJtt h'npoJt:tant enga.gé pM no:t!Le éqi.Upe ~uJL ta.

~bLLte.nce. M.H.V. al.L6/~~ b~en JSLUt le pian. expé4Lmen..ta1, que. J~uJt le piaYL théoJc.ique,

il eAJ:. a.ppa.Jtu. Vl.éc.u/~aiJte d'Â.,nveA,t,{A dl1.YL6 c.e.tte vo~e Vl.ouveil.e. Ma c.on:tJri..bLLtion

pe.M 0 nneUe. à. c.eUe é:tu.de, quA.. dema.ndcU.:t penda.n.:t W1e du/tée UJnLtée un ta.beuJt

appJto6oncü', témoigne. dM c.OUaboJta:ti..oM qu.-i eU6J:.e.n:t au .-6UYl. d'une équipe c.omme

la. nô:t!Le.
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CHA PIT REl

LEe 0 NT R 0 LED E FOR ME

1. Position du problème

Le problème posé par le contrôle, à l'aide de champs magnétiques
alternatifs, de la forme et de la position de la surface libre d'un milieu
métallique liquide peut se formuler de deux façons:

Tout d'abord le problèmel~nvers~~ c'est à dire tel que le formulerait
l'utilisateur éventuel d1un procédé é.lectromagnétique permettant de substituer
son action à celles des parois: étant donné un domaine métallique liquide de
volume fixé, quelles sont les caractéristiques du champ magnétique à produire,
.et par conséquent celles de l'inducteur à réaliser, qui permettent d'imposer
à la surface extérieure du domaine une géométrie précise, fixée par avance. Dans
le cas d1une géométrie tridimensionnelle les difficultés posées par la détermi­
nation du champ magnétique à partir de l'équilibre, connu en tout point de·
l'interface, entre les forces électromagnétiques, assimilables en première
approximation (O(R -1/2) à une pression, les forces de tension superficielle,

w
la gravité ou les forces d'inertie semblent difficilement surmontables. Il
nlexiste à notre connaissance qu'une réalisation illustrant une solution de ce
problème dans un cas tridimensionnel: il s'agit de la lévitation dlun volume
d1aluminium liquide, sous la forme d'une sphère, obtenue par SAGARDIA (1974) (1).

Ce:sont des considérations intuitives, fortement étayées par une théorie,
recherchant avant tout les critères de stabilité du domaine liquide lévité, qui
ont permis de définir les caractéristiques géométriques et électriques de
l'inducteur capable de fournir en chaque point de la surface du liquide des
forces capables d1équilibrer la gravité. Dans une géométrie essentiellement bidi­
mensionnelle, il existe des solutions à ce problème, dans certains cas particuliers,
que nous développons dans les paragraphes suivants.

Le problèmelldirect~ ensuite, qui consiste à déterminer la géométrie
d1équilibre d'un domaine métallique liquide de volume fixé lorsqu'il est soumis
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au champ magnétique engendré par un inducteur de configuration géométrique et
de caractéristiques électriques données. En géométrie tridimensionnelle les mêmes
difficultés que dans le cas du problême direct apparaissent. Aucune méthode
analytique ne semble pouvoir permettre d'atteindre le résultat souhaité; seules
des méthodes numériques avec processus itératifs pourraient permettre d'obtenir
la solution du problême posé. Cependant ces méthodes ne doivent pas exploiter
la recherche d'équilibres locaux de l'interface mais être basées sur l'utilisation
de principes variationnels, comme il est fait dans certains cas en géométrie
bidimensionnelle (SNEYD, MOFFATT (1981) (2), BRANCHER, SERO GUILLAUME (1981) (3)).
Avec certaines·hypothèses restrictives, ce problème reçoit cependant des solu­
tions analytiques en géométrie bidimensionnelle (SHERCLIFF 1980) (4).

De façon commune à ces deux problèmes, se pose 1a question de la stabi­
lité de la forme de l'interface contrôlée par le champ magnétique (stabilité
locale) et de la stabilité de la position du volume de métal liquide (stabilité
globale) qulil est indispensable d'assurer.

2. Le problème inverse

Nous nous limitons au cas de la géométrie bidimensionnelle. Même
dans une telle géométrie, la prise en compte de la diffusion du champ magnétique
dans le métal liquide, par l'existence d'une épaisseur de peau non nulle, rend
le problème généralement insoluble sauf dans des cas très particuliers comme
le contrôle d'une surface libre plane horizontale ou celui d'une surface
cylindrique circulaire d'axe vertical (5).

L'hypothèse d'une épaisseur de peau nulle permet de poser le problème
mathématiquement de façon simple. Puisque le champ magnétique ne pénètre pas
dans le métal liquide, la surface libre est une surface de champ. L1équilibre
local permet de déterminer, en tout point de la surface dléquation connue, la
pression magnétique et donc la valeur de la composante tangentielle du champ
magnétique. Celui-ci, harmonique dans tout l'espace entourant le domaine métal­
lique liquide, possédant une composante tangentielle connue et une composante
normale nulle, en tout point de la surface libre, nul à l'infini, peut être
théoriquement déterminé par son potentiel vecteur, qui se réduit à une fonction
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de courant. Celle-ci est nécessairement singulière en un nombre fini ou infini
de points: c'est la détermination de la position de ces singularités, isolées
ou réparties, et de leur nature qui permet de définir l'inducteur géométriquement
et électriquement. Une simplification de la géométrie d'étude peut être introduite
par l'utilisation des transformations conformes qui est légitime à cause du
caractère harmonique du champ magnétique: l'extérieur du domaine métallique,
dans son ensemble, ou pour fraction seulement dans le cas 00 il existe des
symétries, peut se transformer en un demi-plan dans l'espace d1une variable
complexe reliée à la variable physique. La transformation de Scwarz-Christoffel
généralisée, par exemple, qui assimile la surface libre inconnue à un polygone
de côtés infiniment petits en nombre infini, permet d10btenir ce résultat. Il
nlexiste pas, à notre connaissance, d'exemples. où le problème posé de cette

façon ait été résolu.

Si, toutefois, il semble que le problème posé puisse être résolu
dans le cas où auèune attention n'est accordée à la stabilité de la surface
libre considérée, les chances de trouver une solution, dans le cas où des
conditions sont imposées sur ce point, deviennent pratiquement nul1~s par des
voies purement mathématiques. Ceci est tout à fait clair en ce qui concerne
le contrôle d'une surface libre horizontale. Posé mathématiquement, le problème
conduit de façon très simple à la solution, ne présentant aucune singularité
à distance finie, d1un champ magnétique alternatif uniforme parallèle à la
surface libre considérée. Un tel champ magnétique ne peut cependant pas assurer
la stabilité de l'équilibre souhaité. En ce qui concerne l'équilibre local de la
surface libre, les perturbations associées à des vecteurs d'onde perpendiculaires
au champ magnétique appliqué peuvent se développer en toute liberté sans subir
aucun effet d'amortissement de la part du champ magnétique (cf. chapitre III ).
Pour ce qui est de la stabilité globale du domaine métallique aucun effet
favorable du champ magnétique ne peut être espéré. L'équilibre, considérant une
surface libre infinie, est indifférent pour toute translation de l'interface
parallèlement à elle-même. Ainsi un champ magnétique alternatif uniforme, qui
répond mathématiquement aux conditions imposées par le contrôle d'une surface
libre horizontale, ne fournit pas de solution physiquement acceptable. L'exigence
imposée par la stabilité conduit à des champs magnétiques de configurations
beaucoup plus complexes.
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La stabilité globale de l léquilibre ne peut être assurée que si la
géométrie du champ est telle qu1elle puisse faire apparaître, au sein du métal
liquide, des forces de rappel capables de ramener, en cas d'écart, la surface
libre dans sa position initiale. De telles forces ne peuvent exister que si le
champ magnétique est fortement croissant à partir de 11interface. A cause du
caractère harmonique du champ magnétique, un gradient normal à la surface libre
nlapparait que slil est forcé au niveau de 'finducteur lui-même: l'échelle
caractéristique de variation spatiale du champ magnétique dans le milieu
isolant est ,Iéchelle caractéristique de l'enroulement inducteur (lorsque
celui-ci est conçu pour interdire l'uniformité du champ magnétique, c1est à

dire présentant des courants électriques en opposition de phase dans deux
conducteurs voisins). Cependant, ce gradient, souhaité dans une direction, existe
obligatoirement dans la direction perpendiculaire, c1est à dire parallèlement à

l'interface: ';1 en résulte donc une variation de la pression magnétique à

la surface du métal liquide qui ne peut être maintenue plane et qui adopte une
configuration périodique de même longueur d'onde que l'inducteur. Cette configu­
ration est connue sous le nom de UPicket Fence" dans le cas des plasmas (6) .

Pour rendre compatible l'existence de forces de rappel et de surfaces
libres stables de géométrie plane, il faut user d'artifices reposant sur le fait
que le métal liquide ne peut répondre à des sollicitations pulsant à fréquence
élevée, a cause de son inertie et de sa viscosité. Ainsi en utilisant les champs
magnétiques caractérisés plus haut, en leur imposant de plus d'être mobiles, il
est possible d'obtenir un phénomène de lissage de la pression magnétique dont le
liquide électroconducteur ne ressent que la partie moyenne. Une telle possibilité
est exploitée pour contrôler des surfaces libres cylindriques circulaires
(cf. page 29 IIConfinement, centrage et guidage électromagnétique d·un jet de
métal liquide'l) (7) comme des surfaces libres planes maintenues en équilibre
à l'encontre des forces de pesanteur (GARNIER (1978), BIASSE (1981) (8) (9))

(cf. annexe IlProcédé et dispositif électromagnétique pour faciliter la soudure").
Il est à noter que dans ces deux types de géométrie une simplification importante
apparaît puisque la tension superficielle peut être négligée: dJeffet nul dans
le cas dlune surface plane, elle conduit à une pression uniforme dans le cas d'une
surface circulaire.



- 16 -

Les champs magnétiques mobiles présentent, relativement aux effets
qu'ils induisent dans le métal liquide, une particularité qui permet non seulement
de déduire la forme d'équilibre de la surface libre qu'ils contrôlent, mais aussi,
les caractéristiques du champ de vitesse et du champ de pression qui ils engendrent
dans le liquide, même dans le cas d'une profondeur de pénétration non nulle
(MOFFATT 1978) (la). Ce caractère spécifique apparaît en géométrie bidimension­
nelle, comme le montre l'analyse suivante.

Soit un repêre local, attaché a la surface supposée cylindrique du
métal liquide, définissant les coordonnées x et y respectivement normale et
tangentielle. Les champs magnétiques mobiles considérés sont la superposition de
plusieurs champs magnétiques élémentaires qui s'écrivent sous la forme:

avec a. = wt + ky

étant la pulsation du champ magnétique de longueur d'onde À = 2TI/k et
de vitesse de déplacement _Vc=w/k . Il est à noter que malgré 11 interaction non
linéaire des divers champs magnétiques appliqués introduite par la force de

Laplace, la superposition demeure au niveau des effets mécaniques produits pourvu
que les pulsations des divers champs magnétiques soient, comme les différences
entre deux pulsations quelconques, suffisamment élevées (cf. Chapitre III)

(BIASSE 1981) (11). Puisque le champ magnétique est bidimensionnel, le
potentiel vecteur A dont il dérive nia qu·une seule composante non nulle,
de plus il est affecté de la même variation spatiale et temporelle que le
courant inducteur:

-+ ia.
A = (0,0, f(x)e )

et les courants induits
00 f est une· fonction complexe. Le champ magnétique

qui en résultent dans le milieu conducteur

* /. k f ia. - fi eia., 0)/j :: \ 1 e
. -+

~ aA ( . f e ia )J = - cr at :: 0, 0, - 1 cr w

fil = i ~ cr w f

où fi

régi t

af
désigne ax

8" :
et f vérifie, a cause du mécanisme de diffusion qui
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-+
La force de Laplace F qui en résulte prend la forme

~ _ l (J + J *) A (8 + g*)
r - 4

si f~ désigne la fonction complexe conjuguée de f ,soit

o

qui peut encore s'écrire

-+ -+ -+
F = F + F.r 1

avec

-+ ;aw -+ e2i a,
2 .

F. = -2- grad (f2 - f*2 .e- la)
1

-+

W [ (f* fi - fl*f), ~ 2 k f f*, 0 ]Fr = cr i

Ainsi de.tels champs magnétiques mobiles donnent naissance à des
forces dont la partie rotationnelle, indépendante du temps, engendre dans le métal
liquide un écoulement permanent résultant de la source de vorticité :

~ = Rot F = [ 0, O awk
, 2

a
ax (f f*) J

De plus la pulsation w du champ magnétique appliqué étant choisie
suffisamment grande pour que le métal ne puisse répondre aux sollicitations
pulsant à 2w ,seule la partie moyenne des forces a une influence sur le
liquide. Ce point est important: en effet, puisque le (ou les) champ magnétique
appliqué se présente sous forme d1une onde mobile, il est impossible de dissocier
la périodicité spatiale de la périodicité temporelle. Ainsi moyenner dans le
temps revient à moyenner dans l'espace et toute périodicité spatiale échappe au
mé ta 1 1i qui de.
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Cette particularité tient à deux conditions

- la configuration bidimensionnelle

- l'association de la périodicité spatiale avec la périodicité temporelle

sous forme d'une onde progressive.

Le phénomène de lissage, vis à vis de la périodicité spatiale imposée
par le champ magnétique, se produit donc. Le contrôle stable des surfaces libres
est ainsi possible, avec des champs magnétiques dont les caractéristiques sont
fort éloignées de celles des champs magnétiques alternatifs uniformes.

3. Le problème direct

La résolution de ce problème procède d'une démarche classique,
par comparaison avec le cas précédent: les conditions aux limites sur le champ
magnétique sont parfaitement connues, au niveau de l'inducteur de caractéris­
'tiques fixées, à l~infini et a la surface libre dont l'équation est à déterminer.
Il est toujours possible de résoudre le problème e~périmentalement : l'expérience
à faire est tout à fait claire. Ceci constitue un avantage très important vis
à vi s ·du prob1ème inverse pour 1eque1, " imagi na ti on et l'; ntui ti on peuvent
seules préciser les conditions expérimentales qui ne présentent jamais le même
caractère d'unicité. La difficulté de résolution mathématique est plus ou moins
importante suivant la nature de l'équilibre régissant la forme de la surface
libre: elle va croissante depuis le cas magnétostatique pur, jusqu'à celui où
est prise en compte l'influence du mouvement induit dans le métal liquide, en
passant par l'introduction de contraintes extérieures imposées par exemple par
la tension superficielle ou la gravité.

Dans le cas magnétostatique pur, en géométrie bidimensionnelle, sans
pénétration du champ magnétique dans le milieu conducteur, les transformations
conformes conduisent à des solutions analytiques. La condition à la frontière
libre se prête à ce genre de traitement puisquJelle traduit la constance de la
pression magnétique B2/2~ ,donc la constance de B. Le problème posé est tout
à fait analogue à celui de la détermination de lléquation des lignes de jet en
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hydrodynamique, obtenue grâce à l'utilisation de méthodes hodographiques (12).
La configuration dans l'espace physique où la position et la nature des
singularités (inducteur) est connue et la forme de la surface libre inconnue
peut être transposée dans un espace où la forme de la surface libre est connue
et la position des singularités initialement inconnue. La relation de correspon­
dance entre les coordonnées spatiales des deux espaces permet de localiser ces
singularités, ce qui par transformation inverse et retour à l'espace physique
conduit à la forme de la surface libre (SHERCLIFF (1979) (4).

L'introduction de la tension superficielle rend la condition aux
limites à la surface libre plus complexe puisqu1elle impose une relation entre
le champ magnétique et le rayon de courbure local. Si l'exploitation des
transformations conformes permet une simplification de la géométrie, elle ne
peut conduire à l'équation de la surface libre qui nlest obtenue que par mise
en oeuvre de méthodes numériques itératives (SHERCLIFF 1981) (12).

Ces diverses études sont au centre des travaux de Jacqueline ETAY
qui a fait la démonstration expérimentale des possibilités de contrôle électro­
magnétique des surfaces libres. Les résultats obtenus, dont quelques exemples
sont illustrés dans ilLe contrôle électromagnétique des surfaces métalliques
liquideset ses applications" (cf. page 59 ) feront l'objet de sa thèse
de Docteur-Ingénieur (Juin 1982).

En ce qui concerne les applications industrielles, quatre brevets
ont été déposés qui concernent des procédés nouveaux fondés sur 1 ·ensemble de
ce travai 1 (9) (13) (14) (15)

- "PJtoc.édé e;t c:üAP0-6J.,;t{,O '(.JOUIt ôa~eJt ta. .6oudUJte"

- Pftoc.édé e;t c:üApO.6J.,;t{,O de type élec.btomagnétiqu.e pouJt te nOftmage. deA mé.:taux"

- Pftoc.édé. et c:üAp0.6J.,;t{,6 élec.btomagnétiqueA d'élaboftation de Jtub~ e.t de tôte-6
mé..:tcLtUque-6 de OMble. épcUA.6 e.uJt"

PJtocé.dé e:t ~pO-6J.,;t{,O ['JOuA diJt,[ge.Jt, e.n l'ab-6e.nc.e de '(.JCVLoJA, d~ vune6

mé.:tcLtUque,6 LtqLLide6, YLO .:ta.mment pouJL le-6 c.e.YLt!Lett, le.-6 9uide.ft 0u contltôte/t

leM oOJune cUtCJ.LtcUJte.".
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4. Une application particulière des champs magnétiques mobiles au contrôle de

la fonne d'une surface libre à l'encontre des forces de pesanteur.

Position du problème

La coulée continue centrifuge est une technique d'élaboration
d'ébauches creuses destinées à la fabrication de tubes, utilisée par la
Société VALLOUREC (16). Le procédé actuel consiste à alimenter en continu
une lingotière annulaire en cuivre formée de deux cylindres coaxiaux refroidis.
L1ensemble de ces deux cylindres est mis en rotation ( ~ l tour/seconde) ; le
cylindre intérieur est de plus animé d'un mouvement oscillatoire de faible
amplitude pour éviter toute adhérence du métal au cours de la solidification. La
rotation présente un certain nombre d'avantages: le plus intéressant réside
dans la formation d1une surface libre parabolique qui permet de rassembler le
laitier, surmontant le métal fondu, au voisinage du mandrin central (fig. 1).

Ceci permet d1éviter tout entraînement de laitier entre la lingotière extérieure
et le métal en cours de solidification et d1assurer à l'ébauche une "peau ll

extérieure sans dêfaut~ Malheureusement le laitier rassemblé autour du mandrin
intérieur peut être convecté par le métal, et la peau. intérieure, très délicate
à rectifier par la suite, est de mauvaise qualité. le problème de contrôle de
forme posé est alors le suivant: imaginer et réaliser un dispositif électroma­
gnétique permettant de faire remonter le métal liquide au voisinage du mandrin
central de façon à créer, entre les deux cylindres, une dépression sur la surface
libre où le laitier puisse se rassembler loin des cylindres intérieur et extérieur
de façon à assurer une peau de bonne qualité sur toute l'ébauche métallique
(fig. 2 ). Les conditions imposées sont 11absence de contact entre la surface
libre et une paroi quelconque,. l'obligation de loger le dispositif en question
à 1Jintérieur du mandrin de cuivre, l'interdiction de véhiculer des courants
importants ou de faire apparaître des différences de potentiel élevées à

proximité du métal liquide.

§Q!~!!2~_~Q2r!~~

L'idée de base consiste à exploiter l'effet d'un champ magnétique
glissant dans la direction axiale du mandrin capable de communiquer une vitesse
ascensionnelle du métal liquide. L'effet produit est double: d'une part la
remontée de la surface libre au voisinage du mandrin central (par simple
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transformation d'énergie cinétique en énergie potentielle) est assurée d'autre
part le courant ascendant créé dans le liquide permet de ramener en surface les
inclusions qui auraient été éventuellement convectêes par le métal et de les
pièger dans le laitie'r. La contrainte sévère élimînant toute possibilité
d'utilisation de courants électriques d'intensité élevée a conduit a imaginer une
solution utilisant des aimants permanents.

Un cylindre dJacier doux, mobile autour de son axe confondu avec
l'axe du mandrin central est logé à l'intérieur de ce dernier. Ce cylindre
comporte, sur sa surface latérale, deux hélices aimantées de polarités différentes
(fig. 3 ). Lorsque le cylindre est mis en rotation, un observateur immobile
voit un champ magnétique mobile ayant une composante azimutale tournante et
une composante verticale ascendante ou descendante suivant le sens de rotation
du cylindre. Pour échapper aux variations de flux, dont il est le siège lorsque
le tylindre tourne, le métal liquide tend à -se déplacer à la même vitesse que le
champ magnétique: il acquiert donc, au voisinage du mandrin central, un mouve­
ment vertical et un mouvement de rotation. Ce dernier inutile, voire gênant,
peut être éliminé par mise en rotation inverse de la lingotière extérieure.

Le mandrin intérieur en cuivre constitue, à cause de l'effet de peau,
un écran pour le champ magnétique. Aussi la vitesse de rotation w du cylindre
doit-elle être suffisamment faible pour que le mandrin soit perméable au champ
magnétique; soit si e désigne l'épaisseur du mandrin de conductivité
électrique cr:

(<5 ~ e)

La vitesse de glissement du champ magnétique est égale a

Vs = w À/2ïT

si À désigne la longueur d'onde du champ magnétique, c1est à dire le pas des
hélices aimantées. Pour avoir un effet moteur important, il est bon d'augmenter
Vs ,ce qui conduit à accroître À puisque west limitée supérieurement à

cause de la présence du mandrin de cuivre. Cependant pour un cylindre de rayon
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donné, augmenter À revient à accroître l'angle d'inclinaison des hélices par
rapport à la direction horizontale et donc à favoriser la composante tournante
du champ magnétique, aux dépens de sa composante verticale glissante. Un
compromis existe donc qui conduit à un optimum pour À.

Le calcul du champ magnétique, loin de la surface libre du métal
liquide, dans une géométrie axisymétrique où le mécanisme dominant est une
diffusion bidirectionnelle, est aisé. Il est semblable à celui exposé dans (7)

qui conduit très simplement à une décomposition entre partie rotationnelle et
partie irrotationnelle des forces induites dans le liquide et à la détermination
des caractéristiques du champ de vitesse dans cette région.

Le problème de frontière libre posé ici est très complexe puisque
l'équation de la surface libre résulte d'un équilibre entre les forces électro­
magnétiques, les forces d'inertie, les forces de gravité et les forces de
tension superficielles. De plus, la présence au niveau ~e la surface libre des
trois milieux de conductivités électriques différentes (l'atmosphère isolant,
le métal liquide, le mandrin de cuivre) rend les difficultés de résolution
analytique du problème délicates à surmonter.

L'expression du maximum V de la vitesse axiale du métal liquide
est donné par :

v s
=V; 1+6

avec 2
BI cr

S = __o--:-~

p \) k2
4/1 + aL (1 + .; + a 2 )

B'O amplitude du champ magnétique à la frontière du métal liquide

cr conductivité électrique du métal liquide

p masse volumique du métal liquide

v viscosité du métal liquide

k = 2ïT/À nombre d'onde associé au champ magnétique

paramètre dJécran construit avec la vitesse de rotation ~ du
cylindre inducteur
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L'écoulement produit dans le métal liquide est fortement turbulent et
la viscosité moléculaire v , non pertinente, doit être remplacée par une
viscosité turbulente déterminée par les expériences.

Un prototype expérimental a été dimensionné et réalisé qui est
représenté sur la photo 1. La photo 2 montre quelques types de rotors munis d'hé­
lices en caoutchouc aimanté que nous avons expérimentés. Ils diffèrent les uns
des autres par la qualité et 1lépaisseur des bandes aimantés utilisées. Le métal
de simulation utilisé est le mercure. Le rotor est entraîné en rotation, à des
vitesses pouvant atteindre 3000 t/mn, à l'aide d'un moteur de 800 W. L1effet
produit est illustré sur la photo 3. Les vitesses de recirculation obtenues
dans le mercure sont de 25 cm/s et la remontée de la surface libre par rapport
à la position plane initiale est de 6 mm pour une vitesse de rotation du rotor
aimanté de 3000 tours/mn. Ceci correspond à une viscosité turbulente de
27510-6 m2/s.

La description détaillée.du prototype de laboratoire et les résultats
expérimentaux figurent dans le rapport final dU.contrat signé entre VALLOUREC
et MADYLAM (17). Le 'dispositif et son adaptation à une installation industrielle
de coul ée conti nue ont fa i t l' objet de deux brevets (18) (19) :

"PJtoc.édé de ôa.bJt..i..cCLtion de baJtJtu CJte~e,6 pM coulée. continue à. i' aJ.,de. d'un

c..hamp magnétique. et dJ.Ap0,6w.,6 de mL6e e.n. oe..uvJte du pltocédé".

e~ "Ro.toJt ma.gn.étique, pouJt la. 6abJt..i..cCLtion. de COltp,6 CJte.ux pM cou1:e.e, continue".
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Confinement,. centrage et guidage électromagnétiques

d'un jet de métal liquide

Electromagnetic confining, centering
and guiding of liquid metais

par

M. GARNIER*

RÉSUMÉ. - Cette étude illustre la possibilité de supprimer totalement les parois

habituellement nécessaires pour réaliser les opérations de centrage et de guidage d'une veine de

métal liquide ou pour maintenir la forme circulaire de sa section, en leur substituant l'action de
champs magnétiques alternaiifs de fréquence élevée. Des considérations intuitives sur les effets

induits par de tels champs dans un métal liquide amènent à utiliser la configuration du « trou de

potentiel» tournant pour assurer les fonctions souhaitées. Une justification théorique est donnée
par l'analyse des champs de pression et de vitesse engendrés dans le métal liquide par des« trous
de potentiel» tournant de façon continue ou réversible.

ABSTRACT. - This study illustrates how to suppress the walls usually necessary to center and

to guide a molten metaI Uow or to maintain the circular shape of its section, by substituting to

them the action of high frequency magnetic fields. Sorne intuitive considerations about the

effects induced in a liquid metal by such fields lead to use the configuration of a rotating

quadrupole field to achieve the desired functions. A theorical justification is given with the.. .
analysis of the pressure and velocity fields generated by quadrupole tÏelds rotating in a
continuous or in a reversible way.

1. Introduction

Dans les techniques traditionnelles de fonderie, le contact entre le métal
fondu et les parois destinées à le contenir, à le mettre en forme ou à le guider,
est à l'origine de nombreuses difficultés technologiques qui limitent la
productivité des installations industrielles, et conduisent à une augmentation

* Institut de Mécanique de Grenoble, B. P. n° 53, Centre de Tri, 38041 Grenoble Cedex.
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du prix de revient des produits élaborés. Ce contact produit, en effet, une
double pollution du métal liquide à partir des parois :

- une pollution chimique, tout d'abord, due à une réaction entre le métal
et les matériaux réfractaires constituant les parois, souvent favorisée par
l'érosion et l'entraînement dans la masse métallique de fragments de ces
matériaux;

- une pollution physique du métal dont les qualités mécaniques se
trouvent amoindries dans les régions qui se trouvaient proches des parois lors
de la coulée.

Il en résulte que le lingot brut de coulée n'est pas directement utilisable. En
particulier, il doit subir, le plus souvent, l'opération très coûteuse du
« scalpage » qui consiste à éliminer la couche superficielle de métal qui a
souffert du contact métal-paroi. En outre l'érosion physicochimique opérée
par le métal sur les parois réfractaires, constituant par exemple les busettes de
coulée, conduit non seulement à limiter les vitesses de coulée, mais aussi à
remplacer fréquemment, généralement après chaque coulée, ces busettes d'un
prix très élevé.

Actuellement un effort particulier est entrepris en métallurgie pour tenter
de résoudre ce délicat problème. La solution magnétohydrodynamique, qui
consiste à éliminer purement et simplement les parois en leur substituant un
système de forces d'origine électromagnétique équivalent, est sans nul doute
la solution la plus élégante et surtout la plus absolue. Getselev et coll. [1] ont
fourni les premiers en 1966 la preuve concrète de la possibilité de remplacer
les parois par un système adapté de forces électromagnétiques avec la mise au
point d'un dispositif de coulée continue de l'aluminium dans lequel la
lingotière traditionnelle est totalement supprimée et remplacée par les lignes
de force d'un champ magnétique alternatif. De même Okress et coll. [2] et
Sagardia [3] parviennent à soustraire à l'action de la pesanteur une masse
importante de métal liquide en réalisant un « creuset» électromagnétique
sans parois. Parallèlement Garnier et Moreau [4] confinent au moyen d'un
champ magnétique une veine de métal liquide dont il est possible de faire
varier à volonté le diamètre ou le débit.

Les possibilités d'application de la magnétodynamique des liquides avec
champs magnétiques alternatifs dépassent très largement le cadre de ces
quelques exemples. Il est très facile, en effet, d'engendrer des forces au sein
même d'un métal liquide en utilisant des champs magnétiques non
permanents: tout métal liquide situé à proximité d'un inducteur, voire d'un
simple conducteur, parcouru par un courant électrique alternatif est le siège
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de variations de flux importantes et par conséquent se trouve parcouru par
des courants de Foucault qui s'opposent à ces variations de flux. Ces courants
électriques interagissent avec le champ magnétique créé par l'inducteur et
donnent naissance à des forces dans chaque élément de volume du fluide
conducteur: de l'énergie peut alors être transférée de l'inducteur dans le
métal liquide sans qu'il soit nécessaire d'établir un contact entre eux. Le
problème consiste alors à imaginer, pour chaque cas particulier, pour chaque
application, la forme des inducteurs qui donneront aux champs magnétiques
et aux courants induits les caractéristiques indispensables pour engendrer les
forces électromagnétiques produisant en tout point du métal liquide l'effet
mécanique désiré.

Dans ce contexte, nous nous proposons de démontrer la possibilité de
réaliser, grâce à l'utilisation de champs magnétiques alternatifs, les
opérations de centrage, de guidage et de correction de forme d'une veine de
métal liquide en évitant toujours le contact entre le métal et une quelconque
paroi (5]. La première partie de notre étùde consiste en un examen qualitatif
des effets mécaniques produits par un champ magnétique de fréquence élevée
sur un écoulement de métal liquide. La notion de « trou de potentiel» y est
introduite qui définit un champ magnétique dont la configuration est très
voisine de la configuration optimale relativem-ent aux fonctions à assurer.
Cependant le champ magnétique associé à un trou de potentiel possède
nécessairement des singularités qui ne permettent pas de créer sur toute la
périphérie de la veine de métal liquide le système de forces uniforme
indispensable au maintien de la forme circulaire de la section métallique. Il
n'est pas· possible d'éliminer ces singularités et il faut avoir recours à un
certain nombre d'artifices, basés sur l'utilisation combinée de plusieurs trous
de potentiel alimentés séparément, pour que ces singularités, toujours
présentes, deviennent imperceptibles au métal liquide. Une deuxième partie
est consacrée à la justification théorique des résultats acquis de façon intuitive
dans le premier paragraphe. L'analyse porte sur la détermination des effets
produits dans une veine de métal liquide en mouvement par plusieurs trous de
potentiel associés dans le but de faire tourner la configuration du champ
magnétique de façon continue ou de façon réversible. Dans le premier cas, il
est montré que la veine de métal liquide se trouve animée d'une rotation en
masse; cependant, le glissement, écart relatif entre la vitesse de rotation du
champ magnétique et du métal liquide est très important. La pression
résultant du mouvement du fluide et de la partie irrotationnelle des forces
électromagnétiques est telle que le seul équilibre possible correspond à une
veine métallique de section droite -parfaitement circulaire. Dans le cas d'une
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2. Les « trous de potentiel ») et leur réalisation

rotation réversible du champ magnétique, la rotation en masse du métal
liquide disparaît au profit de cellules de recirculation bien individualisées,
dans lesquelles la vitesse du fluide est extrêmement faible. Le calcul de la
pression au sein du métal conduit également à la conclusion que seule la
section droite de forme circulaire correspond à un juste équilibre entre les
diverses sollicitations présentes dans le fluide conducteur. Le dernier
paragraphe regroupe, en" conclusion, quelques remarques de portée générale.

Tout liquide électroconducteur soumis à un champ magnétique alternatif
est le siège de courants électriques induits de géométrie semblable et de phase
opposée à celle des courants inducteurs générateurs du champ magnétique. Si
la fréquence de ce champ est élevée, les courants induits ne peuvent exister
qu'à la périphérie du domaine liquide. Dans cette « peau» superficielle, qui
est d'autant plus mince que la fréquence est plus élevée, l'interaction des
courants induits et du champ magnétique croisés donne naissance à des forces
de Laplace toujours dirigées vers l'intérieur du milieu fluide. Le module de ces
forces est proportionnel au carré de l'intensité du champ magnétique existant
à la surface libre du métal liquide. C'est de ce résultat important que découle
la possibilité de réaliser, sans l'aide d'aucune paroi, le centrage ou le guidage
d'un écoulement métallique.

M. GARNIER264

Pour contraindre une veine de métal liquide à ne pas s'écarter d'une
position déterminée, il suffit de créer un système de forces de rappel qui
tendent à la ramener dans la position choisie lorsqu'elle s'en éloigne, c'est-à­
dire un ensemble de forces centripètes dont le module est d'autant plus grand
que l'on s'éloigne davantage de cette position. Cela revient, par conséquent, à
réaliser un champ magnétique dont l'amplitude, et par suite le carré de
l'amplitude, augmente fortement à partir d'une ligne singulière le long de
laquelle il est minimal: tout déplacement qui aurait tendance à éloigner l'axe
d'une veine métallique de cette ligne singulière serait alors fortement
contrarié par l'action des forces électromagnétiques. Si cette ligne singulière
est rectiligne, un centrage est réalisé. Pour obtenir un guidage, il suffit de
donner à la ligne singulière la forme que l'on veut voir épouser par l'axe de la
veine métallique. La région dans laquelle le champ magnétique croît
fortement à partir d'une ligne singulière est appelée « trou de potentiel ».
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Fig. 1. - ConfIguration du champ magnétique dans un « trou de potentiel ».

Fig. 1. - IV[agnetic field configuration in a quadrupole.
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2.1. RÉALISATION DU TROU DE POTENTIEL ÉLÉMENTAIRE

Considérons le système formé de quatre conducteurs rectilignes disposés
suivant les arêtes d'un prisme de base carrée et parcourus par dés courants
alternatifs de fréquence élevée en opposition de phase dans deux conducteurs
successifs. Le champ magnétique (dont les lignes de forces sont représentées
sur la figure 1) qui résulte de la présence de ces conducteurs est nul, par

symétrie, le long de l'axe du cylindre et croît fortement à mesure que l'on
s'approche de l'un quelconque de ces conducteurs, donc que l'on s'éloigne de
cette ligne singulière. Soit une veine de métal liquide s'écoulant à l'intérieur
du trou de potentiel ainsi réalisé: si l'axe du domaine liquide ne correspond
pas à celui du trou de potentiel, la résultante des forces électromagnétiques
qui s'exercent dans la peau électromagnétique n'est pas nulle et tend à
ramener les deux axes en coïncidence, réalisant ainsi le centrage désiré. Tout
se passe comme si la veine métallique était prisonnière d'une enveloppe (la
peau électromagnétique) s'opposant à tout déplacement et à toute
déformation qui détruirait la symétrie par rapport à l'axe de trou de potentiel.
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L'association de quatre nouveaux conducteurs, semblables à ceux
constituant le trou de potentiel élémentaire, dont ils se déduisent,
géométriquement par une rotation de 45° autour de l'axe du cylindre initial et
électriquement par un déphasage d'un quart de période permet la mise en
rotation du trou de potentiel. Ceci a pour effet de substituer deux fois par
période les régions où les forces de rappel sont maximales à celles où elles sont
inexistantes (fig. 2). Compte tenu de l'inertie du fluide et de la fréquence
élevée des courants inducteurs, l'excursion très rapide des lignes singulières à
la surface du métal liquide revient à créer en tout point de cette surface une
force de rappel constante en moyenne, susceptible de préserver la forme
cylindrique circulaire de la section métallique. Ce dispositif permet non
seulement de réaliser un centrage ou un guidage mais présente également
l'avantage de pouvoir corriger, grâce au jeu des forces différentielles de ce
système de rappel, les éventuels défauts de surface qui se présentent comme
des écarts par rapport à la position circulaire centrée sur l'axe de rotation du

Cependant, il ressort clairement du simple examen de la configuration du
champ magnétique engendré par les quatre conducteurs que la symétrie
axiale imposée par le trou de potentiel ne peut pas être de révolution. En effet,
en plus de l'axe du cylindre quatre autres lignes singulières correspondant à
l'intersection de la surface libre du métal liquide avec les plans médiateurs des
faces du prisme apparaissent à la périphérie de la veine métallique. Le long de
ces lignes, les forces électromagnétiques ne peuvent, à cause de leur faiblesse
relative, s'opposer à un éventuel déplacement du fluide. Il s'ensuit que dans
l'état d'équilibre la veine métallique abandonne la forme cylindrique
circulaire pour adopter une section cruciforme afin que sa surface libre
coïncide avec les lignes d'égale valeur de B2

, si B désigne l'intensité locale du
champ magnétique. Il est impossible de faire disparaître les singularités liées à
la configuration du champ magnétique et responsables de la déformation non
circulaire de la veine métallique. Cependant l'association de plusieurs trous
de potentiel élémentaires, permet de créer un système de sollicitations tel qu'il
soit perçu par le métal liquide comme un système parfaitement uniforme sur
toute la périphérie du domaine fluide de section circulaire. Les trous de
potentiel, dotés de rotation réversible ou non, ainsi constitués permettent de
préserver la forme circulaire de l'écoulement métallique tout en assurant les
fonctions'de centrage et de guidage.

1

-1
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o COURANT ASCENDANT

(2) COURANT DESCENDANT

• ABSCENCE DE COURANT

CD "LIGNE SINGULIERE DU CH,l\~1P '1AGr~ETIQUE
T PER IODE DES COURMHS INDUCTEURS

Fig. 2. - « Trou de potentiel» tournant.

Fig. 2. - Rotating quadrupole field.

trou de potentiel (fig. 3). Vis-à-vis des écoulements métalliques de faible
vitesse axiale, le trou de potentiel tournant présente cependant un
inconvénient puisqu'il peut engendrer un phénomène de mise en rotation du
métal liquide qui se comporte comme un rotor dans le stator constitué par les
huit conducteurs. Cet effet parasite peut être supprimé en réalisant un trou de
potentiel à rotation réversible.
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Fig. 3. - Action d'un « trou de potentiel» : (a) dans le cas d'une absence de centrage
de la veine métallique; (b) dans le cas d'un manque de circularité de la section droite.

Fig. 3. - Effect of a quadrupole field: (a) upon a decentered liquid metal jlow;
(b) upon a non circular cross section.

2.3. TROU DE POTENTIEL A ROTATION RÉVERSIBLE

Imaginons que l'on inverse périodiquement le sens de rotation du trou de
potentiel à une fréquence telle que le temps de maintien de la rotation dans un
sens déterminé soit inférieur au temps indispensable à la mise en mouvement
de la masse métallique. Il devient alors impossible au métal liquide de
répondre aux sollicitations tangentielles pulsantes dont il ne perçoit que la
moyenne nulle. La mise en rotation de la veine métallique ne peut donc plus se
produire et cependant le déplacement, par rotation. des lignes singulières du
champ magnétique demeure. Il est tout à fait possible de réaliser par des voies
purement mécaniques l'inversion rapide du sens de rotation du champ
magnétique en communiquant, par exemple, le mouvement désiré à
l'inducteur d'un trou de potentiel élémentaire. Une telle solution entraîne
obligatoirement une dépense d'énergie supplémentaire, l'existence de
contacts électriques mobiles et bien entendu une durée de vie limitée au
dispositif à cause de l'usure des pièces mobiles mises en jeu. Il est par
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conséquent à la fois plus économique et plus élégant de s'orienter vers des
solutions électromagnétiques susceptibles de produire un effet identique avec
un inducteur parfaitement immobile. La rotation réversible de la
configuration du champ magnétique peut être .obtenue simplement en
alimentant chacun des deux systèmes, utilisés pour créer un champ
magnétique tournant, à des fréquences peu différentes fI et f2 (avec par
exemple f2 > fI)' les courants inducteurs ayant même amplitude. Dans un
repère lié au champ magnétique de fréquence fI, (fig. 4), nous voyons que la
fréquence d'inversion du sens d.e rotation du champ est j~ = 2 (f2 - id = liT,.

Fig. 4. - « Trou de potentiel» à rotation réversible.

Fig. 4. - Quadrupole field rotating in a reversible way.

Dans un tel repère, 1/8 de tour est effectué pendant le temps T,/2. Par suite
dans un repère fixe le nombre n de tours effectués dans un sens de rotation
déterminé avant inversion est:
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Un choix convenable des fréquencesfl etf2 permet d'une part d'avoir un effet
de peau fortement marqué, d'autre part de fixer la valeur de n. Par exemple, si
les fréquences choisies sont fl = 15000 Hz, f2 == 25000 Hz, la fréquence
d'inversion J,. est 20000 Hz, le nombre de tours effectués entre chaque
inversion est n = 1/2 et l'épaisseur de peau 8 pour un acier courant, à l'état
liquide, est de 5 mm (8 = (JlO'ro) -1/2, § 3).

Dans chacun des cas précédemment envisagés, le trou de potentiel initial
est constitué de quatre conducteurs parallèles équidistants. Il est concevable
que, pour des veines métalliques de diamètres importants, un tel système ne
puisse remplir parfaitement les fonctions de centrage, de guidage ou de
correction de forme, du fait de l'éloignement obligé des conducteurs. L'effet
produit sur un jet initialement circulaire serait l'adoption d'une configuration
voisine de celle des lignes de champ et donc l'évolution vers une section droite
proche d'un carré dans le cas d'un système formé de quatre conducteurs et
d'un octogone dans le cas de deux systèmes associés. Il est souhaitable alors
de multiplier le nombre de conducteurs nécessaires à la réalisation du trou de
potentiel: la seule condition à respecter est l'opposition de phase des
courants dans deux conducteurs successifs. En outre, pour un système initial
de 2 N conducteurs une rotation du trou de potentiel, réversible ou non peut
être obtenue par l'association d'un système identique au premier, déduit de
celui-ci par une rotation d'angle 1t /2 N autour de l'axe du trou de potentiel. .
L'alimentation déphasée ou de fréquence différente de ces systèmes permet
d'obtenir la rotation des singularités du champ (fig. 5).

3. Détermination analytique des effets électromagnétiques produits dans un
métal liquide par un trou de potentiel

Dans les installations expérimentales de laboratoire ou dans les
installations industrielles utilisant les métaux fond~s classiques, le nombre de
Reynolds magnétique Rm : ~cr VL reste toujours faible devant l'unité (j.l, cr,
V, L désignent respectivement la perméabilité magnétique, la conductivité,
une vitesse et une longueur typiques du métal liquide). Il en résulte que les
courants induits par le mouvement des particules fluides à travers les lignes de
champ sont très faibles et ne modifient pas de façon sensible le champ
magnétique appliqué. Sur le plan analytique, ceci introduit une simplification
importante puisque les équations électromagnétiques sont alors totalement
découplées des équations hydrodynamiques et le champ magnétique peut être
déterminé indépendamment du mouvement du fluide.

VOLUME 3 - 1979 - N° 3

l
1



- 39 -

CONFINEMENT ÉLECTROMAGNÉTIQUE D'UN JET DE MÉTAL LIQUIDE 271

o

o

o

o

/'

o

Fig. 5. - « Trou de potentiel » adapté au guidage
ou au centrage d'une veine métallique de diamètre important.

Fig. 5. - Multipole field used in the guiding

or in the centering of large diameter liquid metal jlow.

Si le champ magnétique est non permanent (alternatif, tournant ou
glissant) un nouveau paramètre Rro apparaît. Ce paramètre est construit
comme un nombre de Reynolds magnétique dan~ lequel la vitesse
caractéristique prise en compte est formée avec la pulsation û) du champ
magnétique et la longueur typique L de l'écoulement:

(1) Rro=J.l(j'û) L2
.

Ce paramètre caractérise l'importance de l'effet de peau. On peut en effet
l'interpréter comme le rapport L2 /82 où 8 désigne la profondeur de
pénétration du champ magnétique (J.l(j'co82 ~ 1). Si Rro ~ 1 les courants
induits au voisinage de la surface du métal liquide sont assez forts pour
annuler complètement l'influence des courants inducteurs et le champ
magnétique; dans ce cas l'induction magnétique ne pénètre pas au-delà d'une

JOURNAL DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE



272

- 40 -

M. GARNIER

distance de l'ordre de 8. Si Rro ~ Ile courant induit est très faible par rapport
au courant inducteur et ne peut pas annuler l'induction magnétique sur une
distance de l'ordre de L.

L'effet produit sur un écoulement de métal liquide par un champ
magnétique tournant a été étudié par Alemany et Moreau [6] dans le cas où la
fréquence des courants inducteurs est faible (Rro ~ 1) et par MofIatt [7] dans le
cas où celle-ci est grande (Rro ~ 1). La première de ces deux études ne
correspond pas au problème des trous de potentiel qui sont caractérisés, par
nature, par des fréquences élevées (Rro ~ 1). La seconde, qui se situe bien dans
le domaine de fréquence envisagé,. est limitée à une configuration
électromagnétique bipolaire et à un écoulement en conduite. L'analyse de
l'écoulement d'un jet de métal liquide en présence d'un trou de potentiel
tournant (réversible ou non) demeure donc entièrement originale.

Dans toute sa g~néralité, le problème est complexe. En effet, nous avons
souligné que la condition Rm ~ 1 avait pour conséquence un découplage
entre les équations du mouvement et les équations électromagnétiques. Il faut
cependant préciser que ceci n'est vrai que lorsque les frontières du domaine
fluide sont des parois solides indéformables. Cette simplification disparaît
lorsque la frontière du métal liquide est une surface libre dont la position et la
forme dépendent du champ magnétique, qui, lui-même, dépend de cette
position et de cette forme par l'intermédiaire des conditions de continuité à
travers la surface libre.

Notre approche va consister à oublier momentanément que cette frontière
libre est inconnue et à la supposer au contraire fixée (comme si la veine de
métal liquide était limitée par des parois). Nous montrerons a posteriori que la
surface choisie pour résoudre le problème électromagnétique est bien celle qui
vérifie la condition de surface libre. Les trous de potentiel tournants et les
trous de potentiel à rotation réversible seront envisagés successivement.

3.1. EFFET PRODUIT PAR UN TROU DE POTENTIEL TOURNANT FORMÉ DE 2 P
CONDUCTEURS

La configuration que nous nous proposons d'étudier est la suivante:

- le métal liquide est entouré d'une atmosphère isolante dont il est séparé
par une surface cylindrique circulaire de rayon intérieur a, coaxiale au trou de
potentiel;

- cette atmosphère isolante contient 2 p conducteurs équidistants
parallèles à l'axe de la veine métallique;
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les 2 p conducteurs sont tangents extérieurement à un cylindre de rayon
b > a coaxial à l'ensemble;

- un conducteur d'angle polaire 9, (9 = k (Trip); kEN) est parcouru par un
courant 1=10 cos (ID t+p8) (fig. 6).

Fig. 6. - DéfInition de la géométrie d'étude.

Fig. 6. - Definition of the geometry of the problem.

Nous allons schématiser cette répartition discrète de conducteurs autour
du cylindre de rayon b en la remplaçant par une répartition continue de
conducteurs· infiniment minces telle que l'intensité l du courant dans une
génératrice du cylindre d'angle polaire esoit:

(2) 1= 10 cos (ID t + p8).

La répartition du courant à la périphérie du cylindre de rayon b, et par
conséquent le champ magnétique qui prend naissance à son voisinage
immédiat, sont bien sûr différents de ceux relatifs au trou de potentiel initial.
Cependant, dès que l'on s'éloigne de ce cylindre inducteur, le champ
magnétique engendré par la distribution surfacique continue des courants
devient très vite identique à celui créé par les 2 p conducteurs seuls, si bien
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que pour la veine de métal liquide de rayon a< b les deux répartitions sont
pratiquement équivalentes. L'un des intérêts de cette répartition continue
réside dans la grande commodité introduite au niveau du traitement
analytique du problème puisque la condition limite imposée au champ
magnétique s'exprime simplement sous la forme:

(3) r=b, B= Bo cos (0) t + pa).

Dans l'atmosphère isolante a~r~b, le champ magnétique solénoïdal et
irrotationnel est harmonique :

(4)

Puisque la fréquence des courants inducteurs est élevée (Roo ~ 1), c'est un
mécanisme de diffusion pure qui régit le champ magnétique dans le métal
liquide:

(5)
aB 1
~ = -. Rot (Rot B),
ut Jlcr

r~a.

Compte tenu: de la valeur imposée de Ba pour r = b; de la continuité de B à

la frontière des deux milieux (r = a); de la valeur finie de B au centre de la veine
métallique; le champ magnétique B et son potentiel vecteur .A. =(0, 0, A) sont
donnés dans chacun des milieux par les expressions :

Milieu conducteur r~a :

B = - 2 i Bo 1p(ar) ei(rot+ p9)
r d ar '

(6) B - 2 Bo J; (ar) i (rot + p9)
a- d-p-e ·

A= -2 Bo l p(ar) ei (rot+p9).
d pa

lV! ilieu isolant a~ r~ b :

\

B = -î Bo[Jp(aa) ( r
P

-
1 + a

P
.+

1 )+ J;(Cta) ( r
P

-
1

_ a
P

+
1
)~ei«(Ot+P9)

r d a a aP- l rP+ 1 P aP- 1 r P+ 1 ~ ,

(7) B [J (Cta) (r
p
- 1 aP+ 1 ) J' (aa) (r

p
-

1
aP+ 1 J~ .Ba = ~ _P_- __ - __ + _P__ __ + __ eL (<ot+ p9)

~
d Ct a aP - 1 rP+ 1 P aP- l rP + 1 '

A= _ Bo[Jp(aa) (~+ a
p

+
1

) + J~(aa) (~+ a
P

+
1
)~ei(O>t+P6)

pd a a aP - 1 r P p aP - 1 r P U '
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cr. a = ..J T (i-l);

Jp =fonction de Bessel d'ordre p,

d= Jp (Ct a) (bP
- 1 _ aP+ 1 ) + J~ (ex a) (a

p
+ 1 + bP

- 1 ).

a. a aP- 1 bP+ 1 P bP + 1 aP - 1
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avec

Puisque nous sommes dans le cas précis où les fréquences élevées choisies
donnent des valeurs élevées de R{J) (donc de a.a) et des épaisseurs de peau 8
tout à fait réduites (51 a'"" R~ 1/2), nous pouvons simplifier les expressions (6)
en ne retenant que le comportement asymptotique des fonctions de Bessel.
Celles-ci s'écrivent:

(8)

\ Jp (z) =acos ( Z - P21t - i ).
1J~(z)=- J:Z sin(z-P; -i} ZEe, IIzll~1.

Physiquement cette approximation est tout à fait claire. En effet la
dimension caractéristique associée à la variation spatiale des grandeurs
électromagnétiques est l'épaisseur de peau 8, très faible devant le rayon a du
cylindre électroconducteur. Par conséquent, à son échelle, le champ
magnétique ne perçoit pas la courbure de la surface de séparation entre les
milieux isolant et conducteur et il diffuse dans ce dernier milieu comme il le
ferait à partir d'une surface plane. Au niveau analytique ceci se· traduit
naturellement par la substitution aux fonctions de Bessel, typiques de la
géométrie cylindrique, des fonctions exponentielles adaptées à la diffusion en
géométrie plane.

Quelle que soit la parité de p, les expressions (8) conduisent à la valeur
suivante du potentiel vecteur A du champ magnétique :

A
__ 2 Bo ae jR•J2 ((r/a)-l) cos [JR ro /2 ((r1a) -1) +co t +pa -(rc/4)]

(9)
((aP+l/bP+1)+(bP-l/aP-l))A .

Dans l'établissement de cette expression il a été tenu compte de la faible

valeur de 8 devant a et les expressions de la forme (air) e R"J2 ((r/a)- 1) ont été

remplacées par ejR.. / 2 ((rla)-l). Ceci est tout à fait légitime puisque la

décroissance imposée par l'exponentielle est très forte .et se manifeste bien
avant que la croissance de la fonction air puisse apparaître.
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Les deux conditions Rm ~ 1 et Rro ~ 1 impliquent que les courants induits
dans le métal liquide résultent du caractère instationnaire du champ
magnétique. La densité de courant j s'écrit donc:

(10)

ce qui conduit à

. BA
J= -cr­

8t
avec j =(0, 0, j),

. 2Bo Rro

(11) }= - ~a ((aP + 1 / bP + 1) + (bP - 1 / aP- 1))

x e
jR

•
/2

{(rlal-ll sin [J~'" (~ -1) +ül t+ pa - ~J
Les forces électromagnétiques par unité de volume F = j 1\ B qui

apparaissent dans le fluide conducteur s'en déduisent directement

(12)

(13)

où

B= 2BoJR: .
a ((aP+ l / bP+ 1) + (bP - 1 / aP - l )) ,

Dans l'expression de F, nous avons séparé les parties moyennes F et
instationnaire f. Il est intéressant de remarquer que seule la partie moyenne
de Fest rotationnelle et peut engendrer un mouvement dans le fluide. Ce
mouvement sera par conséquent permanent. La partie instationnaire f sera
équilibrée par un gradient de pression qui aura par suite le même caractère

instationnaire. Nous avons:

(14) Rot F=(O, 0, _ 4pB2~ eJ2R.((rlal-ll) = Rot F.
2 ~a-
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(15)

avec

f= -grad cp,

B2

(16) <p = 4 J.l ((aP+! /bP+ 1) +(br! / ar! ))2

x eJ2 R,.«rla)-1) COS [ J2 R", (~-1 )+2Cilt+2 peJ
Les forces électromagnétiques sont localisées dans une mince couche

pariétale d'où seule, la viscosité peut faire diffuser le mouvement jusqu'au
cœur de la veine de métal liquide. Autrement dit, le «moteur» de
l'écoulement est confiné à la périphérie du domaine métallique liquide dans la
peau électromagnétique. Par conséquent, si la fréquence des courants
inducteurs, et par suite Rco , augmente, la zone d'efficacité de ce moteur
devient très réduite de même que l'effet d'entraînement du métal par le champ
magnétique tournant. A la limite, pour des fréquences infiniment grandes, le
métal liquide se comporte comme un fluide parfaitement conducteur
s'opposant à toute pénétration du champ magnétique dont l'effet est alors
réduit à néant. Il est donc à prévoir que la vitesse radiale v communiquée au
fluide sera inversement prqportionnelle à R~ (avec n> 0). Par contre, si pour
une fréquence donnée, l'amplitude du champ magnétique, et donc le nombre
de Hartmann M=Bo a(cr/pv)l i 2 s'accroît, l'efficacité du moteur augmente et
l'on peut s'attendre à ce que v soit proportionnel à Mm (avec m> 0). Ainsi,
a priori, la composante orthoradiale de la vitesse du métal liquide peut être
estimée de l'ordre de ((Mm /R~J ü> a. Si le mouvement demeure, pour
l'essentiel, limité au voisinage de l'épaisseur de peau (ceci signifie que 8 est
l'échelle de longueur caractéristique de champ de vitesse), on peut préciser les
exposants m et n en leur imposant de correspondre à un équilibre local des
forces de viscosité et des forces électromagnétiques. On trouve alors m = 2,
n = 2 de telle sorte que:

(17)

(18)

On peut expliciter complètement cette distribution de vitesse. Considérons
l'équation du tourbillon qui, en négligeant les termes convectifs, s'écrit en
termes de fonction de courant 0/ :

v V4 \jI = _ 4PB6 JR: eJ2R. «rla)-1).

Jlp.j2a2 ((aP + 1 /bP+ 1)+(bP - 1 /aP - 1))2
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Le deuxième membre de cette équation, source de vorticité de l'écoulement,
uniquement fonction de la coordonnée radiale, impose que la fonction de
courant ~ ne présente qu'une variation dans cette seule direction. Or,
puisque:

(19)
1 8~

U=--
r ae et

ô~
v=--

ôr '

l'écoulement résultant est purement orthoradial V =(0, v(r), 0). Il en résulte
que les forces d'inertie, jusque-là considérées comme négligeables, sont
rigoureusement nulles dans le métal liquide, à l'exception toutefois de la force
associée à l'accélération centripète - V2 Ir dont nous montrerons, plus loin, le
rôle tout à fait négligeable.

La condition de rion glissement à la paroi (r= a), qui n'a de sens que dans la
mesure où la surface de la veine est une vraie paroi, permet de déterminer v :

(20)

ou, en introduisant le nombre de Hartmann et le nombre adimensionnel
Rn =}lcrna2 analogue à Rro mais formé avec la vitesse angulaire n=co/p
du champ magnétique appliquée :

(21) M
2

(') r)v= -- na e.J-R",((r/a)-I) __

R~d2 a

Le cœur de la veine métallique est donc animé d'une rotation en masse de
vitesse angulaire ne :

(22)

On pourrait penser, d'après l'expression (22), qu'il est possible en
augmentant l'amplitude du champ magnétique appliqué (M) d'accroître à
volonté la vitesse angulaire du métal liquide, voire de dépasser la vitesse de
synchronisme Q. Il n'en est rien. En effet la théorie développée ici repose sur
l'hypothèse fondamentale que le mouvement du fluide, par l'intermédiaire des
courants induits qu'il engendre, ne modifie pas le champ magnétique
résultant de la diffusion dans le milieu conducteur du champ magnétique
extérieur.
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Ceci impose

(23)-

ou

(24)

Cette condition fixe les limites, supérieure de l'intensité du champ magnétique
appliqué et inférieure de la fréquence, au-delà desquelles les résultats déduits
de cette analyse ne seraient plus valables.

Les équations permettant d'accéder au champ de pression se réduisent à :

(25)
1 a V2 Fr
- - (P + <p) = - + - ,
p ar r p

l' a Fe ae v
- - (P+<p)= - +v -.- =:0.
Pr ae p or2

(28)

où C est une constante vraie et où N = M2 1Re =crB~1pro désigne le paramètre
d'interaction.

A la périphérie du domaine liquide la pression est donnée par :

_ ( 3 M4
p2 M4 p2) 2 2 N 2 2

(27) P - - 2d4 R~/2 + 2d4 R~ pro a - d2 pro a

N
+ dl R pro2

al cos(2cot+2p8)+C.
co

Les valeurs élevées de RO>I ainsi que la condition M2 IRa d2 ~ 1 permettent de
négliger le premier terme d'origine inertielle devant le second d'origine
électromagnétique, ce qui justifie l'équilibre initialement supposé et conduit à
l'expression suivante pour la différence de pression entre les régions centrales
de la veine liquide (r1a~ 1) et sa périphérie (r = a) :

B2

P(O)-P(a)= dO" [-1 +cos2(cot+pe)].
Jl -
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Ainsi le champ magnétique a pour effet essentiel d'engendrer une
surpression dans la majeure partie de la veine fluide. Celle-ci se compose de
deux termes, l'un permanent, l'autre de moyenne nulle et pulsant à deux fois la
fréquence des courants inducteurs. Cette fréquence étant très élevée
(104 Hz sont souvent nécessaires avec les métaux courants) le fluide ne peut
pas, à cause de son inertie, suivre la pulsation de la pression (voir [6] pour la
justification de cette affirmation); d'un point de vue mécanique, tout se passe
comme s'il ne ressentait que la surpression moyenne:

(29)
- - BÔ
P(O)-P(a)= J.1d2 '

Il ressort de cette expression que la surface extérieure du liquide est une
surface isobare. Notre analyse, dans le but de s'affranchir des difficultés
posées par la détermination de la position et de la forme d'une surface libre
a priori inconnue, a supposé le fluide limité par une surface circulaire. Puisque
cette surface extérieure du fluide est isobare, cette « pseudo-paroi » peut être
supprimée sans que la forme de la veine de métal liquide ne soit perturbée.
Notons que la présence d'une paroi réelle modifierait le champ de vitesse
puisqu'elle imposerait l'existence d'une couche limite superficielle.
Cependant grâce à la condition Rm ~ 1, ce champ de vitesse demeurerait sans
effet sur la pression au sein du fluide. Il est donc tout à fait clair que la section
circulaire est tout à fait cohérente avec le champ magnétique tournant
envisagé. Il est également très clair que tout défaut de circularité (fig. 3) serait
résorbé rapidement.

Le calcul de la vitesse, en l'absence de paroi, c'est-à-dire en imposant un
frottement nul sur toute la périphérie du liquide au lieu de la condition de non
glissement, conduit à :

(30)

Si l'on exclut le domaine tout à fait réduit correspondant à la peau
électromagnétique, la veine métallique est tout entière animée d'une rotation
en masse de vitesse angulaire Qm :

(31)
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Il s'ensuit fInalement que les résultats de notre analyse sont valables dans la
mesure où la condition suivante est réalisée :

(32)

Ainsi, le trou de potentiel tournant, formé par l'association
de 2 p conducteurs rectilignes parallèles, permet, par rotation des lignes de
champ singulières existant à la surface du métal liquide, d'éviter la formation
d'une section droite présentant des pointes. Il permet de conserver, si celle-ci
existe déjà, ou sinon de rétablir, une section circulaire de même axe que lui.
Les fonctions de centrage, de guidage et de correction de forme peuvent donc
être assurées par un trou de potentiel tournant, avec cependant l'inconvénient
d'une mise en rotation de la veine métallique liquide. En outre, il résulte du
calcul qu'une surpression interne· ÔP apparaît au sein du liquide soumis au
champ magnétique créé par l'inducteur du trou de potentiel tournant. Un tel
inducteur associé à un écran de 'cuivre destiné à annuler brusquement cette
surpression peut donc être substitué à l'inducteur du dispositif appelé
« busette électromagnétique » [4] dont l'effet est de contracter une veine de
métal liquide et de faire varier à volonté son débit. Centrage, guidage et
rétablissement de la section circulaire de la veine métallique sont ainsi assurés
avant la contraction. La valeur de la surpression induite dans le métal par le
trou de potentiel est :

(33)

si B est la valeur efficace du champ magnétique. Cette valeur de ~p doit être
substituée dans le chiffrage des performances de cette nouvelle busette
électromagnétique à la valeur B2 /211 relative à la surpression induite par un
solénoïde classique.

3.2. EFFET PRODUIT PAR UN TROU DE POTENTIEL À ROTATION RÉVERSIBLE

Le trou de potentiel ainsi défini doit permettre, comme nous l'avons déjà
indiqué dans le paragraphe précédent, d'éviter la mise en rotation de la veine
de métal liquide tout en préservant les fonctions de centrage, de guidage et de
correction de forme. Il est difficile de limiter la vitesse de rotation
communiquée au métal liquide par le trou de potentiel tournant: en effet il est
important de conserver une fréquence élevée et, dans ce cas, diminuer la
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vitesse de rotation nécessiterait de diminuer l'intensité Bo du champ
magnétique ce qui conduirait naturellement à une baisse d'efficacité du trou
de potentiel vis-à-vis de ses fonctions essentielles. En outre, une rotation
semblable à celle engendrée par le trou de potentiel tournant présente peu
d'intérêt pour les métallurgistes qui recherchent surtout des écoulements
donnant lieu à des cisaillements susceptibles de casser les dendrites qui se
forment lors de la solidification de la veine de métal. L'analyse suivante va
montrer la capacité du trou de potentiel à rotation réversible à annuler la
rotation en masse du métal liquide et à faire apparaître des écoulements
cisaillés au sein du liquide.

La géométrie retenue pour cette étude est identique à celle défInie pour
l'étude précédente. Nous pouvons dès à présent éliminer la paroi isolante de
rayon a, qui, comme précédemment, se révèlera parfaitement inutile.

Nous envisageons à nouveau une distribution continue de conducteurs à la
périphérie du cylindre de rayon b. Pour la veine de métal liquide, le cha.mp
magnétique créé par un trou de potentiel' à rotation réversible constitué de
huit conducteurs parallèles est identique à celui engendré par la répartition
électrique continue suivante :

(34) 1=lo[sin(29+0)1 t)+sin(29-co1 t)

+cos (28 +o)z t) +cos (28 - COz t)],

où 0)1 et COz désignent les pulsations des courants inducteurs relatifs à chacun
des deux trous de potentiel élémentaires formé de quatre conducteurs.

Cette répartition est la superposition de quatre systèmes électriques.
A chacun d'eux, puis individuellement, est associé un champ magnétique
d'amplitude Bo à la périphérie du cylindre de rayon b et par conséquent à un
potentiel vecteur défini de la façon suivante dans le métal liquide:

Il =10 sin (2 e+COl t),

2BoaeJR",/2((rla)-1)sin(JRwl/2 ((r/a)-l)+col t+28-(n/4)]
(35) Al = - dR '

W1

Iz=Iosin(28-col t)

(36) A
z
= _ 2 Ba ae R:!î«r/al-I) sin [- JR:ï2 ((r / a) -1) - COl t+ 2e+(7t/4)]

dRwl

13=10cos(28+coz t),
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2 Bo aeJR.,./2((rla)-1) cos [JROO2/2 ((ria) -1) +(02 t + 2e-(rt/4)]
(37) A 3 = - dR '

001

14 =10 cos (2 e- (02 t),

2 Bo aeJR
./

2
«rla)-l) cos [- JR002/2 ((r1a) -1) - (02 t +2 e+ (1t14)]

(38) A4 = - dR '
002

avec:

a3 b
ROOJ=J.lcrooJ

o a2
~ 1, d= - +-

b3 a
Ces diverses expressions sont obtenues à partir des mêmes équations et

avec les mêmes approximations que dans l'étude précédente.

Les équations électromagnétiques étant parfaitement linéaires le potentiel
vecteur A résultant de la superposition des quatre systèmes électriques sera
donné par la somme algébrique des quatre potentiels vecteurs élémentaires :

(39)

Soit :

(40)

et

(41) j = - cr àA = _ 2 C2 [RCl) y1 sin BI sin 2e+ Roo y2 sin ~2 cos 2 elat J.l a 1 2

avec:

(42)

Yj=eJR.,./2((r1a)-1)A,

Fa=O,

Les composantes des forces électromagnétiques qui apparaissent par unité
de volume de métal liquide sont données par les expressions suivantes dans

- -
lesquelles nous avons distingué les parties moyennes Fret Fa et les parties
instationnaires f,. et fa :

Fr=:: 8BÔ [JR:sin22ee~((rla)-1)
J.la((a3 Ib3)+(bI1)2 J2 oot

+ JR cos2 2 eeJ2R182«rla)-1)]
Y.l'.002 '

(43) 1
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1, - 2J2 BÔ {3/2 2 . 2? e(' 2 A 2 A )
r- fl a ((a3 /b3) + (b/a))2 RCJ)l YI SIn - s~n !J1 +cos !J1

+ R~~2 Y~ cos22 e(sin 2 ~2 +cos 2 ~2)

+ (RCJ)l RCJ))1/ 2 Y1 Y2 cos 4 e[R;:2 sin ~1 (cos ~2 - sin ~2)

+R;;2 sin ~2 (cos ~1 - sin ~d] },

fa = 8 B5 [(RCJ)l YI sin 2 ~1 - RCJ)~ Y~ sin 2 ~2) sin 4 e
fl a ((a3 /b 3)+(b/a))2 .

(45)

+ Yl
4
Y2 (Rro, sin P2 cos Pl cos22 S- Rro , sin Pl cos P2 sin2 2 S)J­

Un premier résultat de ce calcul est la nullité de la partie moyenne de la

composante orthoradiale de la force électromagnétique F9, principale
responsable de l'éventuelle mise en rotation du métal liquide. La partie

moyenne de la composante radiale Fr présente quant à elle une variation
suivant ece qui lui confère un caractère rotationnel et introduit une source de
vorticité dans le fluide. Cependant la périodicité en e exclut totalement la
possibilité d'une rotation globale de la veine métallique, au profit. de la

formation de cellules individualisées, de même périodicité que Fr.

Comme dans le problème précédent, les valeurs élevées des pulsations CDl et
CD2 font que le métal liquide ne peut répondre aux sollicitations de
pulsations 2 CDl et 2 CD2; il ne perçoit, en fait, que la partie moyenne des forces
électromagnétiques. Les vitesses induites dans la veine métallique seront à
nouveau très faibles; sans aucun doute plus faibles que dans le cas du trou de
potentiel tournant, à cause de la périodicité spatiale des forces motrices. Par
conséquent, il est encore légitime de négliger les forces d'inertie devant les
forces électromagnétiques et les forces de frottement visqueux.

La fonction de courant ~ est alors déterminée par l'équation du tourbillon,
qui s'écrit:

\74 8J2 B5 .
v ~= PJla2((a 3 /b 3)+(b/a))2

x [.JR:e~ ((r/a)-l) -.JR: eJ2RQ)2 ((r/a)-l)] sin 4 e

et par conditions aux limites qui fixent :
- la nullité de la vitesse en r = a dans le cas d'une veine métallique

contenue par une paroi;
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- la nullité du frottement et de la composante radiale de la vitesse en r =a,

dans le cas d'une veine libre.

Soit, en présence d'une paroi :

2)2 M 2
2

W= ((a3 Ib3) + (b1a))2 R; ID a

x [eJïR.;"((rlal-ll _ eJÏÏÇ(((rlal-1l +(_1 1_)(~ __r_6_)
R3 /2 R3/ 2 R R M2 4 M2 6
- 001 002 COl 002 V .4. a V k. a

en l'absence de paroi:

(47) ,1,_ 2)2 M
2

2

't' - ((a3 Ib3) + (b1a))2 R~ ID a

[
eJ~«r/a)-l) _ eJÏÏÇ«rla)-l) ~(_1 1 1_) (5r4

_ 2r6 )

x R3/ 2 R3/ 2 + 3 R3/2 R3/ 2 R3/2 a4 a6
COI C02 C02 001 001

1(1 1) (r
6

r
4 )J+9 R~;2 - R~:2 a6 - a4 sin48

si

Dans chacun des deux cas l'écoulement est constitué de cellules
indépendantes localisées dans des secteurs d'angle au centre 1t/4. La vitesse
tangentielle à la surface d'une veine de métal libre est égale à :

(48)

avec

Compte tenu de la valeur élevée de Roo cette vitesse est très faible. Les forces
d'inertie associées à cet écoulement sont très petites et ne peuvent donc
modifier de façon sensible l'équilibre existant entre les forces électromagnéti­
ques et les forces de viscosité. De même le champ de pression sera peu affecté­
par l'écoulement et sera uniquement imposé par la partie irrotationnelle des
forces électromagnétiques.
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(49)

Il convient de vérifier que le champ de pression engendré par la forme très
particulière du champ magnétique est tout à fait compatible avec l'apparition
d'une surface isobare sur toute la périphérie du cylindre de métal liquide.
C'est à cette condition seulement que le trou de potentiel à rotation réversible
peut remplir efficacement les fonctions· que nous souhaitons réaliser.

La pression P est déterminée par les équations suivantes :

~ 8P = ~Fr +2(V2 u- ~ ov _.!!..),
p ôr p r2 ôS r2

1 ap (2 2 au v )
Pr as = 2 V v+ r2 as - r2 '

qui se réduisent à :

(50)

(52)

b

et conduisent à la valeur suivante de la pression :

Puisque R(J)l et R(J)2 ~ 1 et r / a ~ 1 la deuxième partie de cette expression,
directement liée au champ de vitesse, est négligeable devant la première qui
trouve son origine dans la partie irrotationnelle des forces électromagnéti­
ques. Ainsi la pression à l'intérieur du métal liquide est donnée par:

p= _. 4B~
Jl((a3 /b 3)+(b/a))2

x (e~«r/a)-l sin2 2 e+e~«r/a)-l cos2 28)+ C.

Il ressort clairement de cette expression que la surface extérieure (r == a) du
cylindre métallique liquide est une surface isobare. Ceci confIrme que le trou
de potentiel à rotation réversible permet de maintenir la circularité de la
section d'une veine métallique liquide en mouvement, sans l'aide d'aucune

VOLUME 3 - 1979 - N° 3



- 55 -

CONFINEMENT ÉLECTROMAGNÉTIQUE D'UN JET DE MÉTAL LIQUIDE 287

paroi. Dans ce cas la pression atmosphérique s'exerce sur la surface libre et la
pression au sein de la veine métallique est donnée par:

4B
2

( - )(53) P = 0 1- eJR::"((r/a)-l sin2 2e- eJR:';((r/a)-l cos2 2e .
Jl (a 3 /b 3

) +(b/a))2

Le profil de pression se présente ainsi sous la forme d'un palier central
bordé d'une zone superficielle, correspondant à la peau électromagnétique,
dans laquelle la pression tombe rapidement à sa valeur dans l'atmosphère
ambiante. Le trou de potentiel à rotation réversible, capable de faire
apparaître à l'intérieur du métal liquide une surpression

4B2
~p= 0

Jl (a3/ b3) +(b / a))2 '

substitué à l'inducteur d'une « busette électromagnétique » et assurer le
centrage, le guidage ou le rétablissement de"la forme circulaire de la veine
métallique liquide que l'on désire contracter ou dont on veut réguler le débit.

Les figures 7 et 8 précisent la forme des lignes de courant de l'écoulement
dans une section droite, dans le cas particulier R

OO1
= 10, R

OO1
= 8. L'écoulement

Fig. 7. - Écoulement produit dans une veine métallique

par un « trou de potentiel» à rotation réversible (vue de détail).

Fig. 7. - Flow induced by a quadrupole field rotating
in a reversible way (detailed view).
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Fig. 8. - Écoulement produit dans une veine métallique
par un « trou de potentiel» à rotation réversible (vue d'ensemble).

Fig. 8. - Flow induced by aquadrupole field rotating
in a reversible way (view of the cross section).

cellulaire induit est constitué de seize vortex. Les diverses cellules sont
limitées par les plans contenant les axes des conducteurs symétriques par
rapport à l'axe du trou de potentiel.

4. Conclusion

Cette étude a permis de fournir une nouvelle preuve qu'il est possible, grâce
à l'utilisation de champs magnétiques alternatifs, de résoudre des problèmes
technologiques liés au contact du métal liquide avec des parois. Par rapport à
tout autre procédé, les procédés magnétohydrodynamiques possèdent
l'énorme avantage de ne pas se limiter à apporter une solution à un problème
donné, mais de supprimer totalement le problème en question. Ainsi notre
dispositif électromagnétique de centrage, de guidage et de correction de forme
de veines métalliques liquides, fait beaucoup plus que réduire les effets
néfastes du contact métal liquide-paroi, puisqu'il conduit à leur parfaite
suppression en remplaçant la paroi habituellement indispensable par une
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paroi immatérielle constituée par des lignes de champ magnétique incapables,
pour leur part, d'engendrer la moindre pollution.

La rentabilité d'un tel dispositif est indéniable: le coût de l'énergie
nécessaire pour entretenir le champ magnétique n'égalera jamais le montant
des frais de fonctionnement des -installations traditionnelles de coulée
occasionnés par le bouchage, le remplacement fréquent et inévitable des
busettes de coulée, le scalpage et autres problèmes semblables qui ont une
origine commune: la présence des parois. En outre, la durée de vie d'un
dispositif électromagnétique qui, par nature, ne comporte aucune pièce
mobile soumise à l'usure, est pratiquement ill~mitée.

Bien que ce travail se soit limité à définir et à étudier un dispositif
permettant le contrôle de la forme circulaire d'une veine métallique liquide,
on peut certainement penser qu'il est possible de réaliser des inducteurs
alimentés en courant alternatif susceptibles d'engendrer des champs
magnétiques capables d'imposer et de contrôler des sections droites de formes
beaucoup plus complexes et plus variées. Nul doute que dans un avenir
proche, des dispositifs électromagnétiques verront lejour qui permettront, en
l'absence de paroi, la fabrication de tubes, de profilés ou d'ébauches de
profIlés.

Il existe une relation étroite bien mise en évidence ([8], [9]) tout en n'ayant
pas encore fait l'objet d'une explication complète [10], entre le brassage
produit dans un métal liquide (par des sollicitations électromagnetiques ou
mécaniques) et la séparation d'inclusions se trouvant dans ce métal. Notre
dispositif utilisant un trou de potentiel à rotation réversible provoque à
l'intérieur du métal liquide un brassage important dans chacune des cellules
de recirculation. Il nous semble par conséquent souhaitable de poursuivre
cette étude analytiquement ou expérimentalement dans le but d'évaluer et
d'analyser la faculté supplémentaire probable de ce dispositif qui consisterait
à concentrer les inclusions, crasses ou autres suspensions, soit au centre, soit à
la périphérie de la veine liquide.
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LE CONTROLE ELECTRO~~GNETIQUE DES SURFACES

METALLIQUES LIQUIDES ET SES APPLICATIONS

Jacqueline ETAY* - Marcel GARNIER*

RESU~1E

Nous étudions expérimentalement les possibilités d'imposer une

fùrme d'équilibre, choisie par avance, à une veine de métal liquide

sans l'aide d'aucune paroi, en utilisant uniquement les effets induits

par des champs magnétiques alternatifs de fréquence élevée. L'analyse

des mécanismes àe base, reposant sur l'effet de peau électromagnétique,

permet de dégager les conditions d'obtention du résultat. Celui-ci est

mis en ~vidence dans deux rêalisations exp~rimentales permettant d'im­

poser une section droite cruciforme, ou étirée sous forme d'une lame

de faible épaisseur, à une veine métallique initialement circulaire.

Les résultats expérimentaux sont confrontés à des prévisions théori-

ques.

* GIS }1ADYLl~~1 - BP 53X - 38041 GRENOBLE CEDEX.
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2 - INTRODUCTION

Pour contenir un volume donné de matière, il n'est pas toujours

possible de recourir à la solution la plus simple qui consiste en l'uti­

lisation de parois matérielles. C'est le cas en particulier lorsque la

matière considérée est un plasma à très haute température qui réagit

vivement avec la plupart des matériaux. Très tôt, la solution consistant

à utiliser des forces électromagnétiques pour confiner des volumes consé­

quents de plasma a été retenue et exploitée, notamment dans les expérien­

ces de fusion thermonucléaire contrôlée (tokamak). Dans l'industrie

métallurgique, la présence des parois implique des contingences de maî­

trise malaisée. n'une part, les matériaux réfractaires utilisés réagissent

chimiquement avec les métaux fondus qui souffrent de pollution. D'autre

part, afin de limiter l'érosion des parois, les vitesses de coulée du

métal sont réduites et la productivité des installations atteint très

vite un maximum.

L'utilisation de champs magnétiques alternatifs apporte dans certains

cas une solution élégante à ces problèmes en supprimant les parois et en

les remplaçant par un système de forces électromagnétiques équivalent. C'est

~ maintien de la stabilité des surfaces libres ainsi contrôlées qui limite

principalement le procédé. Néanmoins, le creuset électromagnétique permet

d'obtenir la lévitation de masses importantes de métal fondu maintenues

en équilibre à l'encontre des forces de pesanteur, et à l'abri de toute

pollution sous atmosphère contrôlée [1][2][3]. La lingotière matérielle

peut également être supprimée dans la coulée continue de l'aluminium et

remplacée par des forces électromagnétiques centripètes capables de conte­

nir le métal jusqu'à solidification. Cette application est cependant

limitée à la fabrication de oillettes pleines ou creuses de géométrie

circulaire [4][5].

Nous nous proposons de montrer qu'il est possible d'imposer à une

colonne de métal, lors de l'élaboration de celui-ci par coulée continue

et lorsqu'il est encore dans sa phase liquide, une forme différente d'un
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cylindre circulaire sans qu'il y ait contact entre le métal et une paroi,

en utilisant l'action de champs magnétiques alternatifs de fréquence

élevée (400 KHz ). Les applications pratiques 'de cette étude sont clai­

res : des économies d'énergie importantes seront réalisées, lorsque le

sidérurgiste solidifiera le métal dans la forme que lui aura imposée la

géométrie du champ magnétique appliqué, grâce à l'élimination des pre­

miers passages du métal en laminoir et du réchauffage correspondant.

Pour d'autres métaux, comme le titane, très avides d'oxygène, la suppres­

sion des parois, source de pollution, améliorera leur pureté. Sur un

plan fondamental, le problème posé est vaste et riche, puisqu'il englobe

non seulement les questions de frontière libre soulevées par la détermi­

nation de la forme d'équilibre de la surface métallique liquide condition­

nee par la répartition des forces électromagnétiques, elle-même fonction

de la position de cette surface, mais aussi l'analyse des conditions de

stabilité de l'équilibre obtenu [6][7].

Les principaux mécanismes physiques mis en jeu dans le formage élec­

tromagnétique sont rappelés dans une première partie. La seconde partie

est consacrée à la description de l'installation expérimentale qui a

permis de démontrer la possibilité d'obtenir en continu, directement à

partir du métal liquide, des ébauches de profilés. La puissance du procédé

est illustrée par deux réalisations particulières: l'élaboration de pro­

filés cruciformes et de lames minces. Dans une dernière partie les formes

d'équilibre obtenues expérimentalement sont confrontées aux géométries

prédites par une analyse théorique [8].
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.~2 - L'EFFET DE PEAU ELECTROMAGNETIQUE ET SES IMPLICATIONS

L'équation d'évolution du champ magnétique dans un milieu électro­

conducteur de dimension caractéristique L, de conductivité électrique cr

et de perméabilité magnétique ~, sujet à un écoulement dont l'échelle

caractéristique de vitesse est V s'écrit

où

Rw

-+-ab
dt

-+- -+ -+-+
= ~ b + R Ro t (u Ab)

m

-+0 -+
- u et b désignent la vitesse et le champ magnétique rapportés à leurs

valeurs typiques respectives.

- t le temps rendu adimensionnel avec le temps caractéristique T

d'évolution du champ magnétique (T=2~w-l)dans le cas d'un champ

magnétique alternatif de pulsation w).
+. 4

â et Rot les opérateurs adimensionnels associés à l'échelle L.·

avec R = 1.1 cr L2 /Tw et R = lJ cr VL.m

Au laboratoire, ou à l'échelle industrielle, avec les métaux liqui­

des habituels, le nombre de Reynolds magnétique Rm est toujo~rs faible

devant l'unité (R < 10- 1
) et tout effet de convection du champ magnéti­

m
que par le champ de vitesse peut être négligé. L'équation de l'induction

se réduit alors à une équation de diffusion

Rw

-+
db

dt

essentiellement dominée par l'effet de peau. Elle impose, lorsque l'échel­

le de temps T est fixée par la pulsation w des courants inducteurs,

l'échelle de longueur caractéristique:

L ô o~ ô = ( 2

l.1cr(ù
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Dans cette épaisseur de peau ê le champ magnétique s'annule en don­

nant naissance à des courants de Foucault (j ~ B/~ê) qui interagissent

avec lui pour engendrer une force de Lorentz T/\ B (fig. 1). Lorsque ,'ô « ~

il est élêmentaire de décomposer cette force en une partie irrotationnalle
IF. t l de l'ordre de B2/2~ê et une partie rotationnelle IF 1 de
~rro rot

l'ordre de B2/~~si i désigne l'échelle typique de variation du champ

magnétique de valeur efficace B le long de la surface du milieu conduc­

teur. Ainsi :

IFirrotl·

IFrotl

~ 1/2 1/2
- (ll cr w ) ~ - R

Ô w

Par suite, lorsque l'effet de peau est bien marqué (R »1) law
force électromagnétique qui s'exerce sur le milieu électroconducteur se

réduit essentiellement à une pression B2 /2 ~. Ceci est d'autant plus

vrai que la conductivité électrique du milieu considéré ou que la fré­

quence du champ magnétique appliqué est plus élevée. Un liquide conduc­

teur verra donc sa surface soumise à ~ne pression inégalement' répartie.

c'est en exploitant cette possibilité que nous pouvons lui imposer

des configurations géométriques variées. L'équilibre de la surface libre

du liquide résulte de la compétition entre les forces de pression magné­

tique et les forces de tension superficielle qui tendent à imposer une

forme circulaire.
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3 - ETUDE EXPERIMENTALE

L'installation expérimentale (fig. 2) est constituée d'une boucle

hydraulique dans laquelle circule le mercure,- métal liquide de simulation,

comprenant en série un réservoir, une pompe, une cuve à niveau constant

de hauteur variable et une section d'essais dans laquelle le mercure

s'écoule en jet libre sous l'action de la gravité. A l'entrée de la

section d'essais un nid d'abeille et un convergent amovible ont été pla­

cés de façon à obtenir un jet de bonne qualité géométrique et de section

initiale d'aire et de formes variées.

Le jet libre est soumis au champ magnétique engendré par un induc­

teur branché en parallèle aux bornes d'un ensemble de condensateurs de

façon à constituer un circuit oscillant. Ce circuit est alimenté par un

générateur de type apériodique qui a la particularité de toujours fonc-'

tionner à la fréquence de résonnance du circuit oscillant quelle que soit

l'évolution des caractéristiques de celui-ci. Le générateur fournit la

puissance ~lectrique nécessaire à l'entretien des oscillations dans le

circuit inducteur dans une gamme de fréquence s'étendant à 0,5 KHz à

400 KHz. Les inducteurs sont réalisés en tube de cuivre parcourus par

une circulation d'eau de façon à éliminer les calories produites par

effet Joule. A une géométrie d'inducteur correspond une configuration du

champ magnétique et une forme d'équilibre possible du jet de mercure.

Les expériences ont été réalisées avec deux types d'inducteurs:

le premier, inducteur quadripolaire, permet d'imposer une section cruci­

forme à la veine de mercure initialement circulaire, le second, induc­

teur multispire, lui impose de s'étirer sous la forme d'une lame mince.
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3.1. L'inducteur quadripolaire

Il est constitué (fig. 3) de quatre conducteurs rectilignes dispo­

sés de telle façon que la trace de leurs axes dessine les sommets d'un

carré dans une section horizontale. Le courant qui parcourt un conducteur

est de même intensité et de sens opposé aux courants qui parcourent ses

deux voisins immédiats. Le champ magnétique engendré par cet inducteur

présente des gradients importants: en particulier, sur la surface d'un

jet métallique circulaire, il est intense au voisinage de chacun des con­

ducteurs et, pour des raisons de symétrie, il est nul en tout point situé

à égale distance de deux conducteurs. Soumis aux forces de pression non

uniformément réparties sur sa périphérie, le métal liquide fuit les

régions proches des conducteurs et gagne les régions de champ magnétique

faible (fig. 4). Dans ces régions, l'effet de la tension superficielle

est prédominant et impose le rayon de courbure de la surface qui prend

la forme d'une hypocycloïde émoussée. En l'absence de tension superfi­

cielle la forme d'équilibre est rigoureusement une hypocycloïde obtenue

de façon classique avec les plasmas [ 9].

Les formes d'équilibre obtenues pour différentes valeurs de l'inten­

sité dans l'inducteur, pour un, débit de 100 cm3/set un diamètre initial

de 10 mm sont représentées sur la figure 5. Le système de mesure de la

position de la surface libre est un circuit électrique constitué d'un

fil de tungstène de 8/100 mm placé dans un tube de verre effilé, monté

sur une table de déplacement XY et relié à une borne d'un générateur de

courant continu dont l'autre borne est reliée au mercure par l'intermé­

diaire d'un voltmètre. Malgré de faibles oscillations dues aux vibrations

de la pompe, la dispersion des points de mesure n'excède pas 2/10 mm.

Les surfaces d'équilibre sont déterminées point par point avec un pas de

1/10 mm.

Le coefficient de formage : rapport entre la plus grande et la plus

faible distance entre l'axe de la veine métallique et un point de la surface

libre atteint au maximum la valeur 2 pour
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un diamètre initial (2 R) de 9 mm, une fréquence de 200 KHz (ô/R - 0,25),

une intensité efficace de 3 000 A, une ddp efficace aux bornes de l'in­

ducteur de 700 V, et un débit de 100 cm 3 /s.

Pour obtenir la meilleure efficacité du champ magnétique et des

formes d'équilibre très stables, nous avons dû avoir recours à deux

artifices :

- Lorsque le mercure s'écoule dans la section d'essais, il s'accélère

sous l'effet de la pesanteur. Il se produit donc une diminution de section

du jet dont la surface tend à s'éloigner des conducteurs et donc à échap­

per aux régions de champ magnétique fort. Pour compenser cet effet, une

légère convergence a été donnée à l'inducteur: pour un jet de diamètre

10 mm, la distance séparant deux conducteurs diamétralement opposés est

Il mm à la partie supérieure de l'inducteur, de longueur 325 mm, et

8 mm à la partie inférieure.

- Il n'est pas possible à cause des connexions reliant l'inducteur

aux condensateurs d'avoir un champ magnétique quadripolaire sur toute la

longueur de l'inducteur. Le champ magnétique créé par ces connexions

engendre des perturbations importantes dans le jet de mercure, dès son

entrée dans l'inducteur, qui sont convec~es par le métal et nuisent au

formagec Pour éliminer l'influence parasite des connexions, nous les

avons placées entre deux plaques de cuivre refroidies, d'épaisseur supé­

rieure à la profondeur de pénétration du champ magnétique à la fréquence

utilisée. Des courants induits se développent dans ces "écrans" en oppo­

sition de phase avec les courants dans les connexions ; le champ magnéti­

que résultant est nul entre les deux écrans. Les phqtos 1 et 2 illustrent

le formage d'une croix. Sur la photo 1 le champ magnétique est nul; le

mercure adopte une forme circulaire. Sur la photo 2, on peut voir que le

mercure situé entre les écrans conserve une géométrie circulaire alors

que celui citué au-dessous des écrans adopte la géométrie cruciforme que

lui imposerait un inducteur quadripolaire de longueur infinie ; seules

deux des branches de la croix sont visibles.
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L'inducteur quadripolaire peut également être utilisé pour réaliser

le guidage d'un jet de métal liquide. En effet, le champ magnétique créé

par un inducteur quadripolaire est faible, voire nul, dans la zone centrale

de cet inducteur. Lorsqu'un jet de métal liqu~de de faible diamètre coule

sous l'effet de la gravité au centre de l'inducteur placé verticalement,

il ne subit pratiquement aucune force électromagnétique. Mais dès qu'il

s'écarte de la zone centrale de l'inducteur, les forces de Lorentz, qui

résultent de la présence de mercure dans une zone de champ fort, l'obligent

à se recentrer. C'est le même phénomène qui, lorsque l'inducteur est

incliné par rapport à la verticale, force le jet à garder son axe en

coincidence avec l'axe de l'inducteur. (photos 3 et 4).

3.2. L'inducteur multispire

Il permet d'imposer une forme de lame mince à un jet métallique de

section initialement circulaire. L'întérêt industriel d'une telle géomé­

trie nous paraît résider notamment dans la fabrication de matériaux

amorphes [10]. Certains alliages métalliques subissant un refroidis-

sement très rapide, ou ultratrempe, peuvent se solidifier en échappant

à la cristallisation, et garder à l'état solide, la structure qu'ils

avaient à l'état liquide. Cet état, dit amorphe, est obtenu généralement

à partir de lames minces brutalement solidifiées au contact d'un disque

refroidi. La fabrication de telles lames à partir de fentes matérielles

est problématique. ,D'une part la tension superficielle a un effet desta­

bilisant qui tend à déchirer la lame en plusieurs jets circulaires pa­

rallèles ; ceci oblige les métallurgistes à placer le disque de trempe

très près (moins de 2 mm) de la fente de coulée. D'autre part, la fente

délicate à réaliser en matériaux réfractaires se bouche très facilemen~,

s'érode très vite ce qui entraîne une évolution constante de l'épaisseur

de la lame et une pollution du métal. Le dispositif électromagnétique

permet d'éliminer tous ces problèmes en supprimant la fente de coulée.
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Pour imposer une forme de lame à une veine de métal liquide

initialement circulaire, il suffit de la soumettre à un champ magné­

tique alternatif intense parallèle (fig. 6). Les forces qui apparais­

sent dans la peau électromagnétique ont pour effet d'étirer le jet

métallique dans la direction des lignes de champ de façon à ce que la

configuration du champ magnétique soit aussi voisine que possible de

ce qu'elle serait en l'absence de métal. La présence du champ magnéti­

que possède un grand avantage puisqu'elle s'accompagne d'un effet for­

tement stabilisant qui retarde considérablement l'apparition des insta­

bilités capables de déchirer la lame : plusieurs centimètres de lame

stable sont couramment obtenus.

t'inducteur utilisé est formé de deux bobines coaxiales (fig. 7)

branchées en parallèle aux bornes des condensateurs d'accord: le

courant circulant dans le même sens dans chacune des bobines, le champ

magnétique engendré est quasi unidirectionnel, parallèle à l'axe des

bobines. De façon à augmenter l'amplitude du champ magnétique, pour une

intensité donnée du courant dans les bobines, un élément de ferrite

refroidi, en forme de U est placé dans chaque bobine (fig. 8). La flculasse

magnétique" ainsi formée canalise les lignes de champ et les concentre

dans la région où elles sont nécessaires : à puissance donnée, la présen­

ce des ferrites permet de doubler le champ magnétique. Dans les expérien­

ces, les bobines étaient constituées de six spires (0 intérieur 25 mm)

réparties en deux couches superposées.

/

Une approximation simple de la géométrie de la lame permet de trouver

l'ordre de grandeur du champ magnétique à fournir pour obtenir une épais­

seur e. La forme de la surface libre du métal résulte de la compétition

entre, les furces électromagnétiques et les forces dues 'à' la tension super­

ficielle T. Dans la partie plane de la lame, le rayon de courbure étant

nul, seul le champ magnétique agit, alors qu'à ses extrémités un point d'ar­

rit du champ magnétique apparait où seul l'effet de la tension superfi­

cielle existe. De l'uniformité de la pression dans une section transversale

du fluide il résulte :
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1/2
soit B - 2 (~ T/e)

Par exemple, pour obtenir une lame d'épaisseur 1 mm avec du mercure,

on est conduit à utiliser un champ magnétique de l'ordre de 500 gauss.

Cette estimation de B n'est valable que si le rapport ôte reste

petit devant l'unité. Dans le cas contraire, le champ magnétique à pro­

duire, et par suite la puissance à fournir, peuvent être très supérieurs

à cette valeur. n'une part, la partie rotationnelle des forces électro­

magnétiques devient alors importante et une fraction non négligeable de

la puissance fournie sert à mettre le liquide en mouvement. D'autre part,

le champ magnétique cesse 4'être nul sur l'axe de la lame dès que 8 - e

l'efficacité de la partie irrotationnelle des forces électromagnétiques

s'amoindrit La condition ô/e« 1 est donc primordiale; la valeur

minimale de l'épaisseur qu'il est possible d'atteindre pour une fréquence

donnée est e = ô. Pour dépasser cette limite, il faut augmenter très for­

tement l~intensité du champ magnétique et par suite la puissance à

fournir. L'élaboration de lames minces nécessite généralement des fré­

quences élevées c'est ainsi que des courants pulsant à MHz sont

nécessair 1

Les photos 5 et 6 montrent un exemple de réalisation de lames de

mercure. En raison de l'effet convectif de l'écoulement, la lame n'atteint

pas son maximum de largeur au voisinage de l'entrée de l'inducteur. Le jet

métallique formé se présente sous forme de fuseaux successifs dont la

longueur augmente avec la vitesse d'écoulement du métal. A cause de la

tension superficielle qui agit seule à la sortie de .l'inducteur et tend

à redonner une section circulaire à la veine métallique, deux fuseaux suc­

cessifs sont situés dans des plans verticaux perpendiculaires. Ce phéno­

mène est tout à fait analogue à celui observé avec des jets issus de fentes

matérielles [11]. Ce phénomène est illustré par la photo 7.
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4 - COMPARAISON ENTRE LES RESULTATS EXPERIMENTAUX

ET LES RESULTATS THEORIQUES

Des formes d'équilibre obtenues avec un champ magnétique quadri­

polaire ont été calculées par SHERCLIFF à l'a1de d'une analyse théorique

utilisant de façon complémentaire les variables complexes et les méthodes

numériques [8]. L'introduction de ces dernières est liée à la difficulté

d'échapper à un processus itératif lorsque la tension superficielle est

prise en compte. Cette analyse repose sur un certain nombre d'hypothèses

- une profondeur de pénétration nulle du champ magnétique dans le

métal liquide (ce qui rend légitime l'utilisation des potentiels comple­

xes dans la détermination du champ magnétique ext~rieur harmonique).

- une géométrie bidimensionnell~ qui ignore les effets dus à la

gravité et à la longueur finie de l'inducteur.

- des conducteurs électriques filiformes.

Le calcul effectué est basé sur la possibilité de transformer de

façon univoque un quart de plan physique dans lequel l'équation de la

surface libre est inconnue, en un demi-plan de l'espace d'une variable

complexe, à la frontière duquel la surface libre est transformée en un

segment de droite de longueur 2 a-a devenant un paramètre du problème,

prenant en compte l'aire de la section de métal à former par rapport à

l'aire du carré fermé par les quatre conducteurs'-et dans lequel le

champ magnétique est uniforme. La principale transformation conforme

utilisée est la transformation de Schwarz Christoffel généralisée qui

assimile la surface libre inconnue à un polygone ayant une infinité de

côtés de longueur infiniment petite. Cette transformation est particu­

lièrement bien adaptée à la prise. en compte de la tension superficielle

puisqu'elle introduit le rayon de courbure local comme variable. L'ité­

ration numérique se fait en ajustant les paramètres a et a (rapport entre
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la pression magnétique B2 /2 1.1 et la pression totale dans le fluide p

de façon à ce que la condition aux limites traduisant l'équilibre local

entre la pression magnétique et les forces de tension superficielle soit

assuré.

Cette théorie prédit deux types de configuration suivant la valeur

initiale du paramètre Œ.

4·.1. Lorsque a est inférieur à une valeur critique a et lorsque le champ
c

magnétique tend vers l'infini, la surface d'une section de métal devient

un; hypocycloide. C'est la forme qu'adopte la surface lorsque sa tension

superficielle est négligeable.

4.2~ Lorsque a est supérieur à a , il apparaît des protubérances de
c

métal liquide aux quatre coins de l'hypocycloïde lorsque le champ magné-

tique devient grand. Deux séries de courbes calculées sont représentées

en [8] pour diverses valeurs de a, paramètre peu commode d'accès expéri­

mentalement, en raison de la prise en compte de la pression intérieure p

du fluide, l'une pour une valeur initiale de a inférieure à a , l'autre
c

pour une valeur supérieure.

Lors de nos expériences nous sommes limités par l'intensité du champ

magnétique et nous devons faire en sorte que le mercu.re soit le plus près

possible des conducteurs. Nous nous situons donc dans le cas a>a . Nous
c

n'avons pas mis en évidence l'existence des protubérances. Cette absence

s'explique par les faits que les conducteurs employés ne sont pas filifor­

mes mais ont, pour des nécessités de refroidissement, une section droite

d'aire importante devant celle de la veine métallique et que, l'épaisseur

de peau expérimentale devient, dans les coins, de l'ordre de grandeur de



- 72 -

la longueur caract€ristique 1. Si malgr€ ceci les protub€rances exis­

tent, le volume des conducteurs nous en a empêch€ la mesure. Ces remar­

ques permettent de mieux comprendre la forme de la courbe U = 770 V de

la figure 5, très €loignée des formes calculées. Une comparaison entre

une courbe calculée (a = 100) et une courbe exp€rimentale (a ~ 75) est

représentée sur la figure 9. L'accord entre ces deux courbes est satis­

faisant. Outre le fait déjà signalé de la forme des conducteurs, les

écarts qui apparaissent entre les deux courbes sont dus à la difficulté

d'obtenir une bonne sym€trie géométrique et électrique de l'inducteur.

5 - CONCL·USrON

Les expériences réalisées ont clairement mis en évidence la propriété

que possèdent les champs magnétiques alternatifs de fréquences élevées de

pouvoir imposér et contrôler de façon stable la forme d'un domaine métal­

lique liquide. De nombreuses applications métallurgiques en découlent

comme la fabrication en continu d'ébauches de profilés, ou l'élaboration

de matériaux amorphes sous champ magnétique, actuellement en cours d'ex­

périmentation. Sur un plan fondamental, le sujet abordé est très riche ;

il est à replacer dans le cadre plus général de l'étude des comportements

de frontière libre en présence de champs harmoniques: jet, cavitation,

ondes de surface ... La résolution de ces problèmes exige généralement une

géométrie bidimensionnelle. Cependant des méthodes basées sur des formula­

tions globales utilisant des principes variationnels d'énergie pourraient

permettre d'oublier cette contrainte géométrique et de prendre en compte

la diffusion du champ magnétique dans le domaine métallique et rapproche­

rait la théorie et les expériences.
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Des analogies intéressantes existent entre le comportement d'un

métal liquide en présence d'un champ magnétique alternatif de très

haute fréquence et celui d'un ferrofluide placé dans un champ magnéti­

que continu de même géométrie [12]. L'effet de répulsion observé sur

un métal liquide est l'homologue de l'effet d'attraction éprouvé par

le ferrofluide. Ainsi les formes obtenues avec une veine métallique

liquide placée dans un inducteur apparaissent complémentaires des

formes créées pour un ferrofluide par des conducteurs de même géométrie.

Les auteurs remercient le Professeur Shercliff pour l'intérêt qu'il a

porté à ce travail.
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Le conducteur parcouru par le courant l = l sin wt,
o

crèe des forces de Lorenz, dans l'épaisseur de peau

du métal liquide.

schéma de l'installation expérimentale.

dessin de l'inducteur quadripolaire et des écrans.

un inducteur quadripolaire impose une forme de croix à

une surface de métal liquide initialement circulaire.

formes de croix mesurées. Le diamètre du jet circulaire

correspondant est de 9 mm.

un inducteur créant un champ magnétique parallèle impose

au métal liquide une forme de lame.

schéma de l'inducteur multispire.

ferrite percée. Elle est placée dans chaque bobine de

l'inducteur mul tispire pour- évi ter les fui tes de champ

magnétique.

comparaison entre une surface mesurée - en pointillé ­
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photo 1

Photo 2

Photo 3

Photo 4

Photo 5

Photo 6

Photo 7

Une veine de mercure coule dans l'inducteur quadripolaire dont

3 des 4 conducteurs sont visibles. L'intensité du courant dans

l'inducteur est nulle.

Un courant de 2000 A efficace sous une tension de 600 Volts

efficace parcourt l'inducteur. Deux des quatre branches de la

croix formée apparaissent. Entre les écrans la veine de mercure

n'es t pas déf·ormée.

L'inducteur quadripolaire est incliné de 6 0 par rapport à la

verticale. Aucun courant ne circule dans l'inducteur.

Lorsqu'un courant suffisant circule dans l'inducteur l'axe du

jet de mercure s'incline lui aussi d'un angel de 6 0 par rapport

à la verticale.

Un jet de mercure de 5 mm de diamètre coule entre les deux

bobines de l'inducteur dans lequel aucun courant ne circule.

Lorsqu'un courant suffisant circule dans l'inducteur le

mercure s'étire sous forme de lame.

La tension superficielle engendre une succession de fuseaux

perpendiculaires les uns aux autres.
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figure 4.



a
:.1

0
O

c
c/

s

u=
50

0V
1

=
2

0
0

0
A

-
u

=
63

0V
1

=
2

4
0

0
A

--
-

u=
7

7
0

V
1=

2
9

0
0

A

~

2
..

3

76

4---
\ ,

5
\
" , \ "

\ • \ • \ • \ , \ \.

"'-

fi
g

u
re

5
l'

6
,
,
:

;J
4

2
10

1
2

3
4'

.1
6

7
'

9
0

0

9
li

7
3

1
R

fT
l"

N

:
J

1
'

"
/

,
""

",
,"

L
.-

-
-
-
-
-
-
.
.
"
,
.
,
-
~

~
-
-
-
-
-
-
-
-
,

/"
"

"
2

1
~,
.,
-.
",
.

1
~

~

,
3

1 ,
4

1

)



- 83 -

incl uete ur mul t ispi .r e

~vers le coffret.... - ..........
.;..

.... circul<1tion d/et1u

figure 7

ferrite-coupe'

,
,

fC?rrite- vue de dessus

figure 8



1

-
-
-
-
-
..

-
-
-
-
..

-
-
-..

...
.

.

B

B

--
-. B

lB 1 1 , 1

Tl
L ....

....
..

F

T
su

rf
a

c
in

i
ti

al
e

·B 1JI

II

-
-
-

.....
.

1
\

)

, 1 .
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
--

--
-..-

--
r-

--
--

-..-
-

su
rf

a
ce

'1

cl
1
é

CI
u
il

ib
r

e
1



"

0
0

tn

'T
l

m
7a
>

a
c

6

1

-
-
t
h

e
o

r
ie

ë
l
:
~
=
1
0
0

2p
p

k
=

1.
/2

'-
..

, "
"

" , , , 1 ,
4

3

A
,

,
,

,
"

~
"

/
"

'
"

/
"

/
'"

/
"

'
C

.,
,
~
.

"
,

'
t:

:\
"

,
,
~

"
,~

'"
~

"
"

"
"

"
'

"
"

"
"

,
'

"
'

"
"

,
"

"
"

,
'

"
"

'.
"

, "
"

, "
"

,
,

,
,

~
,

,
,

~
,

,
,

,
~

,
,

,
,

,
~

~
,

~
,

,
~

,
/

,
,

,
~

/

<,
C

G
---

--
e,

{p
.é

ri
e

n
c

e
,

.
,
-

"
,

,.
,Q

=1
0

0
c

c
/s

""
~/

U
=S

b
5

V
"
,

/
1

=2
15

SA
,

~
,

,
,

,
,

,
,

,
,

,
v

2

, , , , .\ , '" '
-

.....
..

9

1 , •, 1 1 1

--
"
"
,'

632o24 3

fi
g

u
re

2

~
"

I
~

"1 1 , 1 ,
~'

;'
,
~

-
.

....
...
_..

_--
.... ",

\
\ \ , \ \ , \ \

4.

c ·0~
/
"
,
, "

"
"

"
, ,

',
) , ,

~
~ , ,

~
~

~
~ , , , ,

~ , , , , , ,
/ ,

/

~
;
.

,
,
~

"tI
"

~
'

",
;'

,
~

, ,
,; , , , ,

6
\ , ,

"
.....

..--
--

7

., "
, ,

, ,
.

"
"

"
"

"
"

"
"
,

"
"

c
')

",
0
~
'

"
,

G
~
'

,
~

,
,

"
,

,
,

"
"

,
,

,
,

,
,

,
~

"
"

"
,

,
,

,
i

,

,
1

,

'
~
,

/ , , , ,
/ , , , , , , ", , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

/ , , ,



- 86 -

Photo 1 Photo 2



ii ...

- 87 -

Photo 3 Photo 4



- 88 -

PHOTO 5

PHOTO 6



.. 89 -

PHOTO 7
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CHA PIT R E II

CONFINEMENT ELEC1ROMAGNETIQUE

DE VEINES METALLIQUES LIQUIDES

Le sujet du travail exposé dans cette partie est né en 1973 d'une analyse
des possibilités d'applications de procédés électromagnétiques en métallurgie, faite
à l'occasion de tables rondes organisées sous les auspices de la Société Française
de Métallurgie et de la Délégation Générale à la Recherche Scientifique et
Technique (D.G.R.S.T.). L'objectif retenu, pour ce qui nous concerne, a été l'étude
de la mise au point d'un dispositif susceptible de s'adapter sans modifications
importantes à une installation industrielle existante, et permettant de faire
décoller des parois une veine de métal liquide (1) . Un premier dispositif
a été imaginé et étudié (2) que nous avons qualifié de dispositif de confinement
"haute fréquence ll pour des raisons qui apparaîtront clairement par la suite. De cette
première étude et de l'analyse de l'influence du paramètre fréquence est apparue
la possibilité intéressante d'obtenir des effets semblables sur le métal liquide
avec des fréquences relativement basses, concrétisée par l'expérimentation du
dispositif dit IIbasse fréquence".

1.) Le dispositif de confinement électromagnétique "haute fréquence"

~ Il est composé (figure 1) d'une bobine inductrice cylindrique (2) et
d'un écran de cuivre (3). Tous deux sont coaxiaux et'placés, également de façon
coaxiale, autour de la veine de métal liquide (9) , initialement contenue par
une paroi (7). L'écran de cuivre, refroidi par une circulation d'eau, est d'une
épaisseur e inférieure à l'épaisseur de peau électromagnétique dans ce matériau à

la fréquence d'utilisation du dispositif soit

si Oc désigne la conductivité électrique du cuivre et ~ la pulsation des courants
circulant dans la bobine. Dans ces conditions, l'écran de cuivre se comporte comme
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tel puisqu'il sépare une reg10n extérieure 00 l'intensité du champ magnétique est
imposée par l'inducteur, d'une région intérieure 00 le champ magnétique est nul. La
fréquence d'utilisation doit être choisie de telle façon que l'épaisseur de peau
dans le métal liquide de conductivité cr soit faible devant le rayon initial R,
c'est à dire:

~ cr W R2 » 1

Dans ces condition$, les lignes de champ magnétique localisées, à 1 1 amont de
l'écran, à la périphérie du métal liquide doivent traverser la surface du métal
pour pénétrer dans l'écran au niveau de l'arête supérieure (8) . Avant de subir
l'effet de l'écran, le métal liquide est soumis, à l'intérieur de la bobine, à un
système de forces électromagnétiques centripètes qui ont essentiellement pour effet
de faire apparaître une surpression B2/2~ dans la veine métallique (B désigne
la valeur efficace du champ magnétique appliqué mesurée à la surface du métal liquide).
Sur une ligne de courant, entre un point situé à l'amont de l'écran et un point
situé à l'intérieur de l lécran la quantité P + B~/2~ + pV 2 /2 se conserve
( P désigne la pression dans le fluide de masse volumique p et de vitesse V ).
Puisque les particules fluides ressentent brusquement l'annulation de la pression
magnétique lorsqu'elles pénètrent· à l'intérieur de l'écran, elles doivent accroître
leur vitesse, ce qui, à cause de l'invariance du débit, se traduit par une réduction
de la section droite: la veine de métal liquide doit donc décoller des parois.
Si d désigne le diamètre de la veine de métal liquide à l'intérieur de l'écran,
le coefficient de contraction a: d/O est donné par·:

a :

où V est la vitesse du fluide à l'aval du point de décollement. Cette vitesse
est totalement indépendante du champ magnétique; elle est fixée par la charge H
de métal au-dessus du point de décollement qui se situe au niveau de l'arête
supérieure de l'écran. Ainsi, le coefficient de contraction peut s'écrire:
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La position du point de décollement est stable. En effet si ce point
remonte au-dessus de l'arête supérieure de l'écran, les particules fluides qui
transitent dans la région située entre le point de décollement et l'écran ressentent
l'effet du champ magnétique; elles voient donc toujours la même pression, ce qui
les obligent à conserver leur vitesse et contraint la veine métallique à revenir
au contact des parois. Si, par contre, le point de décollement descend, immédiatement
à llaval de l'arête supérieure de l'écran, les particules fluides ressentent une
diminution de pression qui les accelère et réduit la section droite de la veine
métallique: ceci rétablit le décollement à sa position initiale.

La formule donnant le coefficient de contraction a nlest pas valable
lorsque a devient très faible; en particulier, il n'existe aucune valeur de B
comme le laisserait supposer la formule, pour laquelle a ,c1est à dire d,
s'annule (B = (2~ p 9 H)1/2 ). Ceci correspondrait à un blocage complet de
l'écoulement, irréalisable avec un tel dispositif. Supposons, en effet, le métal
liquide maintenu à l'arrêt grâce aux forces électromagnétiques. Pour de simples
raisons de symétrie, qui sont à l lorigine des limites de certains dispositifs de
lévitation électromagnétique (3) , le champ magnétique est nul â l'intersection
de l'axe de l'inducteur avec la surface libre du métal. En ce point aucune force
électromagnétique nlapparait qui puisse supporter le métal liquide; seules les
forces de tension superficielle seraient capables de pallier cette déficience pour
des valeurs de H extrêmement faibles (4) .

Les applications possibles du dispositif de confinement électromagnétique
Ilhaute fréquence ll (figure 2) sont exposées dans les brev~ts (S) (6) destinés à

le protéger. Elles concernent en particulier la possibilité d'augmenter la durée
de vie des busettes matérielles très coûteuses, usinées dans des matériaux réfrac­
taires, en réduisant les surfaces de contact avec le métal liquide très agressif.
En outre, le contrôle de la valeur du coefficient de contraction a par l'inter­
médiaire de B, donc du courant dans l'inducteur, permet le contrôle du débit
de métal liquide puisque la vitesse est maintenue .constante dans une section droite
dont l'aire peut être imposée de l'extérieur. La réversibilité du phénomène de
décollement peut être exploitée pour réaliser (figure 2) la jonction, sans aucun
risque de fuite, entre deux conduits non jointifs véhiculant du métal liquide.
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Au cours de l'expérimentation effectuée en laboratoire avec du mercure (7),

des essais ont été réalisés dans le but de préciser la valeur à adopter pour la
fréquence des courants inducteurs, dont la plage de variation, seulement limitée
par des conditions portant sur les paramètres d'écran, reste très vaste. De l'analyse
qui a été faite est apparue la possibilité d'obtenir le décollement contrôlé de
la veine de métal liquide sans avoir recours à un écran de cuivre, en choisissant
la fréquence de façon judicieuse. Celle-ci doit être telle que 1lépaisseur de peau
dans le métal liquide soit comparable au rayon de la veine métallique avant
décollement. Les fréquences utilisées sont donc beaucoup pl~s basses que les
fréquences nécessaires à 11 obtention du décollement avec le dispositif précédent
ceci justifie les dénominations respectives de ces deux dispositifs.

3,,) Le dispositif de confinement électromagnétique "basse fréquence"

Il est très simple sur le plan technologique puisqu'il est constitué d'un
inducteur seul, simple enroulement en spirale de tube de cuivre (photo 1) (8) .

Cette géométrie dl inducteur que nous avons expérimentée avec succès n'est sans
doute pas la géométrie optimale pour atteindre l lobjectif souhaité: elle a permis
de montrer la faisabilité du procédé, mais il ne nous est pas possible, actuellement,
d'affirmer que cette géométrie conduit au meilleur effet avec une puissance
électrique minimale. Nous reviendrons plus loin sur cette notion d·optimum et sur
les difficultés de sa recherche.

2.1. 1~~_2Q~~EY~!!Qg~_~~~r1@~g!~1~~

Les expériences ont été réalisées avec une veine de mercure s'écoulant
verticalement dans un tube de verre de 20 mm de diamètre intérieur et 25 mm
de diamètre extérieur. La spire intérieure de 1-inducteur, qui en comporte cinq, est
directement au contact du tube de verre. L'inducteur est placé horizontalement
de façon telle que son plan inférieur soit au voisinage de l'extrémité du tube
de verre. Les condensateurs d'accord du circuit oscillant sont adaptés pour fixer
la fréquence de résonance à 3K Hz ( ô/R = 0,9 ). Le champ magnétique maximal
obtenu grâce au générateur de 40 Kw qui alimente l'inducteur a une valeur efficace
maximal e de 2000 .Gauss.
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L'observation du confinement est très facile avec des charges de métal
liquide faibles (quelques cms) conduisant avec les champs magnétiques que nous
pouvons produire a des contractions im~rtantes (a~ ~ ). Le phénomène se
produit de la façon suivante: la veine métallique libre formée à la sortie du
tube de verre est la première affectée par la présence du champ magnétique. Lorsque
l'intensité du courant électrique dans l'inducteur croit à partir de zéro, le
diamètre de la veine se réduit mais le contact entre le mercure et la paroi de verre
demeure. Ensuite le décollement se produit, la surface libre remonte à llintérieur
de la bobine inductrice et la ligne de décollement s'immobilise au niveau du plan
supérieur de celle-ci (photos 2 et 3). La veine de métal liquide est alors parfai­
tement centrée (photo 4). La position de la ligne de décollement et la forme
d1équilibre de la veine métallique sont très stables comme nous avons pu le cons­
tater en superposant une pulsation à 1 lécoulement moyen: ceci entraînait une oscil­
lation de la ligne de décollement autour de sa position d'équilibre mais ne forçait
pas la veine métallique à recoller aux parois. Nous avons aussi testé la stabilité
en effectuant une succession de translations rapides de l'inducteur parallèlement à

lui-même sur une amplitude de l'ordre du centimètre. Au cours de ces translations,
la ligne de décollement accompagnait l'inducteur de façon à ce que leur position
relative demeure inchangée. Ainsi avec des charges faibles conduisant à un effet
de confinement très marqué, la configuration obtenue est très stable. Cependant les
conditions d'obtention du décollement, directement liées à des conditions de sta­
bilité de la veine métallique, soumise à l'action du champ magnétique sont complexes
nous tenterons de les cerner dans le paragraphe suivant.

De même qu'avec le dispositif précédent, la vitesse dans la zone contractée
de la veine métallique est indépendante du champ magnétique et ne dépend que de la
hauteur de métal liquide qui surmonte cette zone. La régulation de débit, par le
contrôle du coefficient de contraction a , est donc également possible. La
valeur de a , exprimée en fonction de la valeur efficace du champ magnétique,
précédemment calculée ne peut être retenue dans le cas présent puisque l'épaisseur
de peau n'est plus très faible devant le rayon de la veine de métal et puisque
la pression magnétique n'est plus quasi uniforme dans une section droite. D'un
bilan global, par tranche, prenant en compte la pression moyenne dans chaque section
droite, on peut déduire la valeur du coefficient de contraction

B2 1/4
a = (1 - Cf )

2~ p 9 H
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Cf étant un coefficient dépendant de la fréquence, prenant en compte la répar­
tition de pression dans une section droite, Cf peut être approché, par la
formule:

avec R = J.J cr W R2
W

Lorsque l'épaisseur de peau ô est très faible devant le rayon R de
la veine de métal liquide (Rw » 1 ), quelles que soient les variations de R
le champ magnétique reste nul au centre de la veine métallique et la pression .magné­
tique qui y règne demeure inchangée. Par contre lorsque ô est du même ordre de
grandeur que R , toute perturbation qui affecte la surface du métal modi'fie la
valeur du champ magnétique sur l'axe de la veine métallique. Dans ce cas toute
réduction de section réduit la différence existant entre les champs magnétiques
sur l'axe et a la surface de la veine et diminue la pression magnéti·que moyenne
dans la section: à la limite, lorsque R devient petit devant ô ,le métal
liquide ne ressent plus le ·champ magnétique auquel il devient transparent.

Considérons la veine métallique libre qui s'écoule à partir de l'extrémité
du tube de verre. Les particules fluides voient le champ magnétique dé'croître
lorsqu'elles s'éloignent de l'inducteur. Elles doivent en conséquence adapter à

chaque instant leur vitesse de telle façon que la charge totale demeure constante
dans le liquide malgré la décroissance de la pression magnétique. Entre le rayon
d'une section droite située à l'aval de l'inducteur 00 le champ magnétique est nul,
et celui d'une section droite située dans l'inducteur il doit y avoir un rapport
fixé par l'intensité du champ magnétique appliqué et la charge du métal liquide
considéré. Ce rapport est nécessairement plus faible que celui correspondant à la
contraction résultant de l'accélération du jet sous l'effet d la pesanteur. Une
réduction de section se produit donc qui se propage sur toute la hauteur de la
veine libre dans laquelle la peau électromagnétique devient localement plus grande
que le rayon. Il en résulte une augmentation du champ magnétique sur 1'axe.et donc
une diminution de la pression magnétique dans le métal liquide. Le phénomène de
contraction se poursuit ainsi jusqu'à ce que la constance de la charge soit obtenue
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dans chaque section. La contraction gagne l 'extrêmité du tube de verre où le
décollement, retardé par les forces de tension superficielle, se produit très
brusquement. La perturbation induite alors sur la surface libre est alors si vive
que la ligne de décollement remonte à l'intérieur de la bobine où aucune position
stable n'existe puisque tous les plans horizontaux sont équivalents et correspondent
à des positions possibles. Seul le voisinage du plan supérieur de l'inducteur permet
à la ligne de décollement de s'immobiliser: dans toute position plus en amont,
les forces électromagnétiques plus faibles à cause de la décroissance du champ
magnétique hors de la bobine, seraient incapables d'assurer 1léquilibre de la
surface libre du métal liquide qui reviendrait au contact de la paroi.

l) Considérations sur la stabilité du phénomène de confinement électromagnétique

basse fréquence.

Les paramètres qui régissent le confinement électromagnétique sont très
nombreux: par exemple la charge de métal liquide, le diamètre de ll orifice, la
géométrie de l'inducteur, la fréquence des courants électriques qui l'alimente ...
Il importe donc de s'interroger pour savoir si, dans l'espace des paramètres, le
domaine de stabilité du confinement électromagnétique recouvre entièrement le domaine
de définition de ces paramètres, ou si pour certaines valeurs de ceux-ci le
phénomène est difficile, ou impossible, à obtenir. L1 analyse précise des conditions
de stabilité, faite de façon classique, est délicate puisqu'elle repose sur la
détermination de l'équation de la surface libre d'équilibre de la veine métallique
liquide. Le problème de frontière libre rencontré ici présente un maximum de
complexité: en effet, l'épaisseur de peau électromagnétique nlest pas petite devant
le rayon de la veine métallique; de plus, les forces électromagnétiques sont en
compétition avec la gravité, les forces d'inertie et les forces de tension super­
ficielle. La présence d'une paroi et l'existence d'un point de décollement, dont
la position est à déterminer, autour duquel les conditions aux limites sur la
pression sont de nature différente ajoute encore à la difficulté du problème. Nous
allons donc nous attacher à dégager un critère de stabilité au moyen d'une analyse
très globale ignorant les détails de la géométrie de la veine métallique confinée,
aussi bien que les caractéristiques précises de l'inducteur.

Considérons le schéma suivant: une paroi infinie dans laquelle est
ménagée un orifice de rayon R est surmontée d'une hauteur H de métal liquide.
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Une bobine inductrice de rayon intérieur Ra est placée sous la paroi, à une
distance d de celle-ci, de façon concent~ique à 1'orifice circulaire. Le
champ magnétique engendré par cet inducteur est tel qu'il crée localement une
pression P à l'intérieur de la veine libre issue de l'orifice. Si P désigne
la pression magnétique moyenne dans une section droite, le rayon lt de la veine
métallique à une cote z fixée, comptée à partir de la surface libre, est tel que

( )
pQ2 _

Pz ~pgz + 21T2ïtI+-O

si Q désigne le débit de métal liquide qui traverse l'orifice.

De façon intuitive, comme le confirmera une analyse de stabilité locàle
effectuée dans une géométrie beaucoup plus simple (cf. chapitre III), ce sont
les perturbations j~ la surface libre de petite longueur d'onde qui ressentent
le plus l'effet du champ magnétique appliqué, à cause du flux magnétique intercepté
par les ondulations formées sur la surface. Les courants induits associés à ce flux
sont à l'origine de forces de rappel qui tendent à éliminer la cause qui les a pro­
duits, c'est à dire la perturbation. Par contre les vagues de grande longueur d'onde
qui peuvent se former sur la surface libre, assimilables à des translations
d'ensemble de la surface, ne donnent pas lieu, lorsque leur amplitude reste faible,
à des modifications importantes du flux magnétique et sont par conséquent celles
qui peuvent être à l'origine d'une instabilité de la veine métallique confinée.
Nous allons donc porter notre attention sur ce type de perturbations et les
considérer comme des déplacements en bloc de la surface suivant sa normale.
Soient oZ et olt l'écart entre la position d'équilibre et la position après
perturbation d'un point donné de la surface libre. Il résulte de cet écart une
variation de la pression interne (ou hydraulique) de la veine métallique

oP* = 0 (p g z - pQ2) = P 9 0 z + 20Q2 d~
2TI2~4 TI2~4

Il en résulte également une variation oP de la pression magnétique qui doit,
pour assurer la stabilité, pouvoir contrer oP* . La condition de stabilité s'écrit
donc :

oZ
pg olt
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Pour les perturbations prises en compte cZ
az/a~ )eq. de l'équation z = z

o
libre à l'équilibre par:

et o~ sont reliés à la dérivée
d'une méridienne de la surface

az (~) = --1
a~ ait eq.

La condition de stabilité prend alors la forme

- pg / (~) +
2p Q2

~
oP

a~ eq. ~ o~

De façon cohérente avec le type de perturbations retenues, qui ne ressentent que
faiblement l'effet du champ magnétique, cette condition est remplacée par une
condition plus sévère qui consiste à admettre ~~ = 0, soit

pg

ou encore

"'z 'TT'2 g k
S

( ~) Il _ /l.

a~ ~ 2Q2'
eq.

Puisque (dZ/d~ )eq. décroît constamment depuis l'orifice (~= R )
lorsque z augmente, c'est précisément à 1'orifice que cette condition sera la
plus difficile à remplir. Ainsi la règle pratique pour l'obtention d'un confinement
stable est la suivante

Puisque, à l'équilibre Pz = - +pg

=
1

pg
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si (~) désigne la dérivée prise sur la surface; la condition à vérifier s'écrit
3ft s

donc :

_1 (~)
pg 3Jt Jt=R

L' él imination du débit Q exprimé en fonction de H et de P1 ' pression au
niveau de l'orifice, conduit à :

_1 (~)
pg 3ft Jt=R

P1
~ 4 (H - -)R pg

+
R

P14(H - -)pg

Le coefficient de contraction a ,rapport entre le rayon de la veine métallique
à l'aval de l'inducteur, dans une reglon où l'effet du champ magnétique s'annule,
et 1e rayon de l' ori fi ce est lié à P1 par

Aussi la condition de stabilité s'exprime-t-elle simplement sous la forme

4H a 4 R
~ -R- + 4Ffa4

reste inférieur au minimum du membre de droite considéré

obtenue pour tout coefficient de contraction a e [0,1]

a Deux cas se présentent alors (figure 4)

- le cas des fortes charges R < 1
4Ff

la valeur minimum du deuxiême membre es~ alors égale à 2 obtenue pour

R 1/4
a = (4H) La condition de stabilité se réduit alors à

La stabilité peut être
1 aP

si pg (aJt)Jt=R

comme une fonction de

1 aP(-) ~ 2pg aJt Jt=R
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R- le cas des faibles charges 4H > 1

dans l'intervalle de variation du coefficient de contraction, le deuxième

membre est strictement décroissant et atteint son minimum (= ~H + 4~ )
pour a = 1. La valeur de ce minimum est d'autant plus élevée que la charge H
est plus faible. La condition de stabilité s'écrit dans ce {cas:

avec
4H R
R + 4H

4H R
~ R + 4H

> 2

La stabilité du confinement est très facilement assurée si la contrainte
imposée à (~~) Jt=Rest faible, c'est-à-dire si la plage de variation qui est
accordée à ce paramètre est large. Ainsi il apparaît nettement que le confinement
est plus stable, et dont plus facile à réaliser, avec des faibles charges. Dans
ce cas, la stabilitë est d'autant meilleure que le confinement est important (forte
contraction), c'est donc l'amorce du décollement de la veine métallique qui risque
alors d'être problématique. Dans le cas de fortes charges le confinement le moins
stable correspond à un coefficient de contraction a =(~)1/4. Ce résultat est en
accord avec les observations expérimentales : les difficultés pour obtenir et
maintenir le décollement d'une veine de mercure avec des charges importantes ont
toujours été grandes, alors qu'avec de faibles charges le confinement a toujours
été aisèment obtenu et maintenu, même lorsque la veine métallique était soumise
à des perturbations importantes (écoulement pulsé, translations de 1 linducteu~).

Dans toutes les installations industrielles qui peuvent faire l'objet d1une
application du confinement électromagnétique (régulation du débit à la sortie d'une
poche de coulée par exemple), la charge de métal liquide est toujours grande
devant le rayon des busettes de coulée (R/4H ~ 1/50 ). Nous sommes donc
dans le cas défavorable vis à vis de la stabilité de la veine métallique.
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±) Les perspectives d'applications industrielles

La grande simplicité sur le plan technologique du dispositif de
confinement électromagnétique "basse fréquence Jl

, la facilité de son insertion
sans modification importante dans une installation industrielle existante,
ainsi que la démonstration expérimentale du phénomène effectuée en laboratoire
a suscité l'intérêt de plusieurs industriels métallurgistes. La régulation du
débit d'une veine de métal fondu, envisageable grâce à la possiblité d'asservir
à une consigne donnée l'intensité du courant électrique dans l'inducteur, est,
de toutes les applications possibles du dispositif, la plus séduisante. Des
possibilités de développement en site industriel du procédé électromagnétique
pour cette application particulière sont actuellement étudiées, notamment en
collaboration avec lII.R.S.I.O. (Institut de Recherche de la Sidérurgie) et
avec le Centre de Recherche de Pont à Mousson (9) (10) .

Le transfert dans le secteur aval, du dispositif électromagnétique
dont la faisabilité a été prouvée en laboratoire, ne peut être accompli qu'au prix
d'un certain nombre dlétudes complémentaires. Il est clair que c'est 1 1 inducteur,
et lui seul, qui doit faire 1'objet d'une optimisation, au sens le plus large du
terme. Tout d'abord -il importe de déterminer quelle est la géométrie optimale de
l 1 inducteur capable de produire un champ magnétique d'intensité fixée, dans une
région précise·, en consommant le minimum possible de puissance active. Ce premier
problème est complexe: les spires d'un inducteur interagissent électriquement
les unes avec les autres et la distribution de courant dans celles-ci s'écartent
de la distribution uniforme (11) ; prédire, pour une fréquence donnée, la
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résistance d'un inducteur comportant plusieurs spires n'est donc pas chose aisée.
Le refroidissement des conducteurs véhiculant généralement des intensités de
l'ordre du kiloampère est indispensable et le problème se pose de répartir
astucieusement dans l'espace, circuit électrique et circuit de refroidissement
associés pour obtenir la meilleure disposition vis à vis de l'intensité du
champ magnétique et de la puissance à fournir. L'expérimentation d'inducteurs
menée en parallèle avec le calcul de la distribution du courant dans les spires
en exploitant des méthodes numériques doit pouvoir permettre de définir une
géométrie voisine de la géométrie optimale. Cependant, cette géométrie, optimisée
vis à vis de la puissance à fournir, peut ne pas permettre de vérifier la condition
impérative de stabilité de la veine métallique, contrôlée électromagnétiquement,
selon laquelle la variation radiale de la pression magnétique induite dans la
veine métallique au voisinage du point de décollement ne doit pas excéder une va­
leur limite. Cette condition beaucoup plus délicate à appréhender est à prendre
en compte avant toutes les autres dans la définition géométrique des inducteurs.
La pression magnétique induite dans le métal liquide au voisinage du point de
décollement est étroitement liée à la forme de la surface libre dans cette
région. Localement, ce sont essentiellement les forces de tension superficielle
qui imposent la forme de la surface libre au point de raccordement entre le
métal liquide, l'atmosphère ambiant et la busette matérielle: ainsi la nature
même de ces trois milieux en présence peut elle avoir une influence non négligeable,
voire importante, sur l'obtention de la condit~on de stabilité et il importe
de ne pas ignorer ce dernier point dans la recherche de l'optimisation du
procédé.
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CHA PIT R E III

STABILITE DES SURFACES LIBRES DE METAUX LIQUIDES
CON1ROLEES PAR DES CHAMPS rvIAGNETIQUES ALTERNATIFS

Les études entreprises afin de comprendre , 1influence des champs magné­
tiq.ues coYLti.~ sur la stabilité des écoulements de fluides électroconducteurs
sont nombreuses. Ces êtudes, a caractère purement fondamental a l·origine, ont
consisté a reprendre les configurations classiques donnant lieu a des instabilités
(Rayleigh -Taylor, Kelvin-Helmoltz, Couette, Bénard ... ) avec des fluides
électroconducteurs en rajoutant 1 leffet d1un champ magnétique uniforme et station­
naire appliqué de llextérieur. Une synthèse de tous ces travaux a été faite
par CHANDRASEKHAR (1961). L'intérêt, d1un point de vue strictement physique,
d1utiliser des champs magnétiques continuo réside dans le fait que les courants
induits qui apparaissent dans le milieu électroconducteur en mouvement introduisent
une dissipation d'énergie supplémentaire qui présente l'originalité d'être
anisotrope puisqu1elle privilégie la direction du champ magnétique appliqué.
Grâce a la possibilité de dissiper par effet Joule l'énergie cinétique d'éventuelles
perturbations les champs magnétiques continus ont en général une influence
stabilisante.

Plus récemment, le développement des recherches sur la fusion thermonu­
cléaire contrôlée et la construction des Tokamaks et de dispositifs permettant le
confinement des plasmas a été a llorigine de nombreux travaux théortques et expé­
rimentaux sur les instabilités MHD dans lesquels le plasma était généralement
considéré comme un ~eu ~n6~nlment eonducte~ : les prpceedings de la deuxième
conférence internationale sur ,Iutilisation pacifique de llénergie nucléaire
(Genève 1958) constitue une excellente revue de ces questions notamment avec les
travaux de BERKOVITZ, GRAD, RUBIN, FRIEDRICHS, GOERTZEL. Une synthèse des divers
problèmes liés aux instabilités dans les plasmas a été effectuée récemment par
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BATEMAN (1978). Le caractère dominant de ces situations tient à la fois à la haute
conductivité du fluide et à la durée extrêmement courte de llexpérience envisagée
(de l·ordre de l microseconde) ; il interdit toute pénétration du champ magnétique
dans le plasma. Dans le cadre de cette approximation le plasma ne ressent la
présence du champ magnétique que par l'intermédiaire de la pression magnétique

exercée sur sa surface.

L'influence des champs magnétiques ~nati6~ sur la stabilité des
écoulemerits de métaux liquides a été analysée beaucoup plus tard avec des moti­
vations beaucoup plus appliquées liées à llutilisation croissante de tels champs
dans 1lindustrie métallurgique par exemple pour le pompage des métaux liquides,
la fusion par induction ou encore la lévitation (GAILITIS, LIELAUSIS, NAIDENOV,

GETSELEV/ SCHAFFER, MELCHER, SAGARDIA, MOFFATT). Dans la plupart de ces études de
stabilité, le métal liquide est considéré comme infiniment conducteur, ce qui
exclut encore toute pénétration du champ magnétique et ouvre une grande analogie
entre ces problèmes et les études de stabilité des plas~as confinés· par des
champs magnétiques. Lléffet du champ magnétique est trouvé stabilisant dans des
conditions géométriques tout à fait analogues à celles déduites des études avec
champ magnétique continu. Mais, cet effet stabilisant, lié aux forces de surface
~ngendrées par le champ magnétique, et absolument indépendant du mouvement du
fluide (il ne dépend que de la déformation de la surface), nlest ni comparable
ni analogue à l leffet stabilisant dlun champ magnétique continu.

·1. L' hyPothèse de profondeur de pénétratian nulle

Les courants de Foucault, responsables de l'annulation brutale du champ
magnétique à la traversée de la surface libre se présentent sous la forme d'une
nappe de courant sur laquelle, champ magnétique et courants induits sont ortho­
gonaux. Llintéraction qui en résulte donne naissance à une force de Laplace normale
en tout point à la surface libre et qui est, par conséquent, assimilable à une
pression ( B2/2~). Le.problème de la stabilité de la surface libre peut être ainsi
abordé dans un esprit particulier en examinant uniquement si l'effet électromagné­
tique engendré par une déformation de l'interface est, en lui-même, et indépendam­
ment de la nature du matériau, stabilisant ou déstabilisant. Il est alors commode
d'oublier totalement qu~ le milieu conducteur est liquide et de le remplacer par un
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solide dont la surface extérieure présente une ondulation sinusoïdale caractérisée
par un vecteur d'onde k. L'écart ~ entre les valeurs de la pression magnétique
à la surface dans llétat perturbé Pp et dans llétat de référence P~ ,rapporté
à cette dernière, fournit alors un critère simple de stabilité : t'~nte~6ace n'eo~

.ô ta.ble. que..ô1.. t:,. = (PP- P~ '/P~ e..o.t en pha.o e. a.ve.c.. l' ancJ.u1.a.;tJ..on hnpo.ô é.e. (1 a pertur-
bation de la pression magnétique tend alors à réduire l'amplitude de la déformation
de la surface). La détermination du champ magnétique B existant dans le milieu
isolant et de la pression B2/2u qui slexerce sur l'interface est très simple. Ce
champ magnétique est en effet harmonique et bidimensionnel dans un milieu semi­
infini limité par une frontière sinusoïdale à laquelle il est tangent. C'est dans
ce contexte très préei s qu'a été entrepri se l'étude de SAGARDIA, dans le but de
déterminer les caractéristiques des champs magnétiques susceptibles de permettre
la lévitation d'une masse importante de métal liquide.

Le résultat principal mis en évidence par SAGARDIA coincide avec le
résultat que nous avons trouvé nous-mêmes dans une analyse s'affranchissant de
l'hypothèse d'une épaisseur de peau non nulle. Ce résultat est conforme à celui
qui dicterait l'intuition basée sur les conclusions des études semblables avec
des champs magnétiques continus: ·1 'effet du champ magnétique est stabilisant vis
à vis des perturbations associées à des vecteurs d'onde qui lui sont parallèles
et neutre vis à vis des perturbations associées à des vecteurs d10nde qui lui
sont perpendiculaires. En outre, cet effet stabilisant est d'autant plus fort que
le nombre d'onde de la perturbation est plus grand. Cependant les mécanismes mis
en jeu sont totalement différents et nous reviendrons sur les analogies et
les différences entre les champs magnétiques alternatifs et continus.

2. Analyse de la stabilité d'une interface. soumise à l'action d'un champ magnétique

alternatif uniforme. Limites de l'hypothèse ô = o.
Cette analyse est développée dans l l article "Stability of an interface

submitted to an alternating magnetic field ll (cf. page 141 ). La conductivité du
métal liquide est supposée finie de même que la pulsation du champ magnétique
appliqué. Cette dernière est cependant choisie suffisamment 'élevée pour que le
métal liquide ne puisse répondre aux sollicitations électromagnétiques pulsant à

2 w , à cause de son inertie d'une part, de sa viscosité d'autre part (celle-ci
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nlest cependant pas prise en compte dans notre analyse). Ainsi le rapport o/w

entre la conductivité électrique du métal liquide et la pulsation du champ
magnétique est choisi de telle façon que

1/2
N = (~)o w

~p V
«

Une deuxième contrainte est imposée a ce rapport qui doit rester
suffisamment faible pour que les effets résultant de la convection du champ
magnétique par le champ de vitesse soient négligeables devant les effets
correspondants dus au caractère alternatif du champ magnétique:

Rm = (~)1/2 ~ V «o w

Cette dernière contrainte est bien sOr toujours vérifiée a l'échelle du laboratoire
ou des applications industrielles.

Le problème posé en ces termes est beaucou~ plus complexe que celui
formulé dans le cadre de l'hypothèse 8 = 0 , a cause de la prise en compte de la
diffusion du champ magnétique dans le milieu conducteur et du couplage existant
entre les champs magnétiques de part et d'autre de l'interface par le biais des
conditions aux limites.

Cependant, le caractère "géométrique ll de l'instabilité considérée,
qui apparaissait de façon évidente dans l'étude de SAGARDIA, demeure, et la géomé­
trie de 1 1 interface est encore le paramètre fondamental de notre analyse. Ceci
entraîne deux conséquences: d'une part il y a un découplage total entre le
champ magnétique et le champ de vitesse, d'autre part l'équation de dispersion
obtenue ignore les détails du champ de vitesse et les propriétés mécaniques du
milieu conducteur. Ainsi les résultats valent pour des milieux très variés comme

~ des milieux élastiques ou des fluides non newtoniens.

Ce caractère géométrique commun excepté, des différences importantes,
qui mettent en lumière les limites de l'hypothèse 0 = 0 , apparaissent entre
les deux analyses.

Transposée dans la géométrie de notre problème, 1'hypothèse de SAGARDIA
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conduit à la condition de stabilité suivante
2

p P
1 2

P + p
1 2

2

B k2 COS 2 6ok2 (U - U) COS 2 e + 9 k (p - p ) + Tk 3 + -----------
l 2 1 1 2 2U

~ 0

Dans le cas d'une épaisseur de peau finie, cette même condition s'écrit:

p P
1 2

P + p
1 2

k2 (U - u ) cos 2 e
12 1

2
B k2 cos 2 eo

+ g k (p -p ) + Tk 3 + -----------
1 2 2u

F(x) ~ 0

avec
[ ]

1/2 [ _ x
2
J1/2

(x '+ +4) 1/2 + X2 + (1 - x) (X '+ +4 ) 1/ 2
F( x) =-=-"::":":'-~-_"':"--=--_-----'::_"""7?\-----------n (x 4 + 4)1/2

"ou x = ka

Si ces deux conditions coïncident lorsque a -+ 0 (F(x)-+ 1) l'hypothèse
de pénétration nulle sous-estime le champ magnétique capable de stabiliser une
longueur d10nde dans une. configuration donnée (de type Rayleigh-Taylor par exemple.)
et ceci d'autant plus que le nombre d'onde adimensionnel x=ka devient plus
grand avec a . Si Po désigne la puissance déduite de l'analyse 0 = 0 à
fournir pour produire le champ magnétique nécessaire pour stabiliser une longueur
d' onde Ào donnée ( Po rv B~/2u ), 1a pri se en compte de l' épa i sseur de peau
finie conduit à la puissance P~ = Po/F(x) ; (P~ ~ B~/2~F(x)). Des erreurs impor­
tantes peuvent donc résulter des estimations faites à partir de l'analyse
asymptotique: ainsi pour x = 0,1 ,F(x)rvlO et c'est une erreur d'un ordre de
grandeur qui est commise sur l'évaluation de la puissance à fournir: la correction

. apportée est donc d'une grande importance du point de vue des perspectives
d'applications métallurgiques.

L'origine des erreurs revient autant à l'hypothèse 8 = 0 qu'à l'appro­
ximation "solide" qui lui est naturellement associée. En effet, nous avons pu
montrer que le mouvement induit dans le métal liquide par la partie rotationnelle
des forces électromagnétiques possède un caractère déstabilisant pour l'interface.
Ce mouvement vient donc amoindrir l'effet stabilisant qui résulte de la seule
prise en compte de la partie irrotationnelle des forces électromagnétiques.
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Il convient de s'arrêter sur l'approximation "solide" et de s'interroger
sur sa légitimité lorsque l'hypothèse 8 = 0 est retenue. En effet, la partie
rotationnelle des forces électromagnétiques ne tend pas vers zéro lorsque
l'épaisseur de peau s'annule. Bien que, dans ce cas limite, les forces électro­
magnétiques soient en tout point perpendiculaires à l'interface, elles ne se
réduisent pas uniquement à une pression et un mouvement peut être induit dans
le métal liquide.

Les composantes de la force électromagnétique résultant d'une perturbation
sinusoïdale de "intetface initialement plane z = 0) sous la forme

i(st + k.Jt) ... .
Z = E = Ea e s'ecrlvent :

2

BoE eaz a*Z
f =

2~82
kx (y+k + ~*+k)x

2

f = i
BoE 8ky (1 ') aZ (1') a*Z

y ~ 2 -1 e + +1 e

2

B
=~E: {[ 'K

2 +yk l' ~ ] rk
2

+y*k l' ~ ~ * ~f j" A L. - .....::2. ~ (k 2 - k) eaz y - --=2. ~(k2 - *k) "a Z
Z 2].lo ~ 2 k X Y + _ k{y*+k) 2 k X Y , e

avec y2 = k2 + 2;/8 2 et a = y + (1-i)/8
Afin de déterminer l'importance de la partie rotationnelle des forces électro-"
magnétiques lorsque l'épaisseur de peau tend vers zéro, introduisons le vecteur r

-+
T = 'J Zolim

_00

Rot f dz

dont les composantes déduites de l'expression de f s'écrivent:

"x = ; ky :~:2 [Re[~(~r::~) 1;; %(k~-yk) J ~

T =y ~
k

2
+yk. ~"R 1 1 1+1 8 k2 k

e [Y+k -;- kty+k) - 2" k ( X - Y )

1 )
a(y+k) J



avec : 2 R (z) = z + z*e
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Lorsque les composantes de + s'écriventê + 0 L

. k~ ky B2 e:a
LX = - , ---r-

~

k3 82 8
X 0

L = k 41y

T = 0z
Ainsi quand ô tend vers zéro

'1 Zo Rot f dz = Rot F
_00

avec

Il est donc bien -clair que lorsque 1 lépaisseur de peau devient nulle
la nappe de courant superficielle réagit avec le champ magnétique appliqué pour
engendrer à la fois des forces de pression et des forces rotationnelles qui se
réduisent à une contrainte tangentielle tout à fait capable de mettre le métal
en mouvement si celui-ci est fluide; dans ce cas limite, le mouvement ne
pourra,it cependant être analysé que par la prise en compte de la viscosité.

Un dernier résultat obtenu grâce à l'analyse asymptotique ô = 0 est
éga l ement- à remettre en ques.ti on et à modérer dans 1es situat ions phys i ques où
l'épaisseur de peau est finie: il concerne la possibilité d'obtenir une stabjli­
sation uniforme de tous les vecteurs d'onde quelle que soit leur orientation,
grâce à l'utilisation de deux champs magnétiques alternatifs de même intensité
appliqués dans des directions perpendiculaires. La condition, énoncée par SAGARDIA,

à respecter pour obtenir un tel effet est l'utilisation de deux fréquences diffé­
rentes pour chacun des champs magnétiques. Dans ce cas, en effet, les seules
forces électromagnétiques de moyenne non nulle qui apparaissent résultent de
1 'intéraction de chaque champ magnétique avec ses propres courants indu.its. Les
intéractions croisées donnent naissance à des forces pulsantes de moyenne nulle.
Il n1y a donc pas intéraction mais superpos.ition ("superimposabilityll) des effets
électromagnétiques. Le terme d'origine électromagnétique qui apparaît dans
l'équation de dispersion et dans la condition de stabilité est la somme des termes
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relatifs à chacun des champs magnétiques orthogonaux soit

Toute dépendance en e disparaît ainsi et l'anisotropie de l'effet stabilisant

est supprimée.

Ce résultat est attaché à 1'hypothèse "solide" (0 = 0 et fluide
non visqueux) et ne peut être atteint lorsque l'épaisseur de peau est finie.

Soient, en effet, deux champs magnétiques d'amplitudes Bo et B~

orientés perpendiculairement l'un à l'autre et ayant pour pulsations respectives
w et w' . La conductivité électrique du métal liquide, dont on veut stabiliser

la surface libre, connue, w et w' doivent être choisis de façon que

1/2
N-t' = (~)

u lJw
et

Be 2

N-t' l' = ( cr) _0_«
u ~ pV

ainsi que

1/2
Rô = ('fl

w
O ) V« 1 et

Dans ce cas le terme électromagnétique qui apparaît dans la condition de
stabilité de 11 interface s'écrit

En outre, pour obtenir la superposition, et non la composition, des effets
électromagnétiques il faut que le métal liquide ne puisse répondre à l'action
des forces électromagnétiques résultant de 1 'intéraction des deux champs magné-
ti ques. Ces forces, de moyenne null e, pul sent à w+w 1 et 1 w - w' l , i 1 faut donc
que la condition suivante soit également vérifiée:

B'2 k2

+ ~ F(x') sin2 e

« 1
pV

sup (B2 8 12 )
0' 0

1/2
N = (\.il~ -wIJ)

B2 k2

~~ F(x) cos 2 e



avec x = kô Xl = kô'
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et

Pui sque 1w - w' 1 n' est pas peti t, pour une va1eur de k fi xée, x et x' sont
très différents, de même que F(x) et F(x'). Il en résulte que l'isotropie ne
peut être assurée que pour un, et un seul, nombre d'onde k : celui pour lequel
B~F(x) = ~~f(X') . L'anisotropie de l'effet stabilisant ne peut donc être
supprimée tota1ement lorsque w et w 1 sont fi ni s. L1 uti l i sati on de deux. champs
magnétiques perpendiculaires permet seulement de réduire cette anisotropie en ne
laissant aucun vecteur d'onde non affecté· par le champ magnétique; cependant
l'effet stabilisant ne peut être rendu uniforme sur tout vecteur d'onde de module
fixé.

" 3.. Comparaison des critères de stabilité des surfaces libres soumises à des

champs magnétiques alternatifs et· à des champs magnétiques continus.

L'analyse de la stabilité de la surface libre d'un liquide électro­
conducteur soumis a l'action d'un champ magnétique continu est, comme dans le
cas d'un champ magnétique alternatif, fortement simplifiée lorsque 1 'hypothèse
d'une conductivité électrique infinie est retenue. Dans ce cas, le champ
magnétique ne peut diffuser dans le milieu conducteur et il obéit à une équation
de convection par le champ de vitesse. Les lignes de champ magnétique sont alors
des lignes matérielles,. toujours constituées des mêmes éléments; elles se
déplacent avec le fluide comme une substance passive et tout se passe comme si
elles étaient, en permanence, attachées à lui.

Dans une configuration géométrique semblable a celle définie dans
l'analyse de la stabilité en présence d'un champ magnétique alternatif, la condition
de stabilité s'écrit:

p p
_ _ 1__2

P + P
1 2

282 k2

k2 (U -U )2 cos 2 e + 9 k(p -p ) + Tk 3 + 0___
1 2 l l 2 J.J

~ 0
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où 8 représente l'intensité du champ magnétique continu appliqué. Llanalogie entre
o

cette condition et celle déduite de la théorie de SAGARDIA (cf. page 123 ) est
frappante. Dans les deux cas, 1 1 effet du champ magnétique est stabilisant et cette
influence stabilisante se répartit de la même façon suivant llorientation et le
module des vecteurs dlonde, bien que les mécanismes mis en jeu soient totalement
différents. Dans les deux cas, on peut définir une tension de surface équivalente
qui rend compte de l'effet du champ magnétique; elle s'écrit:

28 2

- Te =~ cos 2 e

8'2
_. Tl

e =~ cos 2 e

pour un champ magnétique continu d'intensité Bo

pour un champ magnêtique alternatif de valeur
effi cace B'.

o

Cette tension est anisotrope par sa dépendance en e et son intensité est
variable avec le nombre d'onde. Elle a pour origine la tension de Maxwell
( ~ B2/2~ qui étire les lignes de champ, sloppose à leur déformation,
et freine ainsi les déformations de la surface libre.

L'examen des termes dlorigine électromagnétique dans les conditions
BI2 k2 B2 k2

de stabilité (~COS2 e pour un champ magnétique alternatif et 2~ cos 2 e

pour un champ magnétique continu, fait apparaître un rapport 2 et tendrait à

prouver qu'un champ magnétique continu possède un pouvoir stabilisant plus grand
qulun champ magnétique alternatif de même valeur efficace (B = B' ).

o 0
Cependant, ce résultat ne vaut qu'autant que 1'hypothèse dlune conductivité
électrique infinie est retenue. Cette hypothèse nlest pas justifiable au même
titre dans l~s deux cas.

Afin de préciser ce point, comparons les ordres de grandeur des
courants induits associés à une perturbation de l'interface dans les deux cas.
Ce sont en effet les courants- induits par la perturbation qui, par la dissipation"
Joule (j2/a qui ils introduisent, ont la possibilité de dissiper llénergie
de la perturbation.
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Une prem1ere différence importante apparaît entre les courants induits
dans chacun des cas. En présence d'un champ magnétique alternatif, les courants
induits existent, même lorsque le fluide est au repos, dès que la géométrie de
l 1 interface s'écarte de la géométrie de référence. Il est aisément concevable
que dès qui une protubérance, dont la dimension caractéristique n'est pas très
grande devant l'épaisseur de peau, apparaît sur la surfac~ libre, elle est traversée
par le champ magnétique alternatif et se trouve soumise a des variations de flux
qui font apparaître des cour&nts et des forces qui tendent â réduire la protubérancè
et par conséquent les variations de flux dont elle est le siège. L'action du
champ magnétique est donc directe et s'exerce dès qu'une modification géométrique
apparaît par rapport â la géométrie initiale.

Avec un champ magnétique continu, il en est autrement. En effet le
champ électromoteur (~V A B responsable de la présence des courants induits
ne peut exister que si le fluide est animé dlune vitesse. Une interface déformée,
mais statique, ne subit donc aucun effet de la part du champ magnétique continu
appliqué. L.laction d'un champ magnétique continu est donc indirecte puisqu'elle
se fait sentir sur l'évolution de la géométrie de l'interface par le biais de
1 1 écoulement qui en résulte dans le fluide et non par la géométrie elle-même.
C'est la cinématique et non la géométrie qui régit l'action d'un champ magnétique
continu sur une surface libre. C'est pourquoi la définition, par pure analogie,
d'une tension de surface d'origine magnétique pour décrire les effets dlun champ
magnétique continu nlest pas très justifiée avec ce type de champ.

Elle 1 lest beaucoup mieux avec les champs magnétiques alternatifs,
puisqu'alors, comme pour la tension superficielle, une cause géométrique suffit
â engendrer un effet. Néanmoins, dans ce cas, la cinématique engendre elle aussi
un effet électromagnétique. Mais les intensités de courants induits, associés
respectivement aux effets géométriques et aux effets cinématiques, qui agissent
sur la stabilité d'une interface soumise â un champ magnétique alternatif, sont
très différentes.

Soit une perturbation d'une telle interface, de longueur dlonde À=2TI/k
-+

et d1amplitude E qui introduit une perturbation b du champ magnétique
-+ -+ +

appliqué B et une perturbation U du champ de vitesse U ,l'ordre de
+

grandeur de la perturbation b ,proportionnelle à E et attachée à 1 léchelle ô
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est donné par
B e:

b 'V _0_
o

Ce sont les conditions aux limites à l'interface et l'équation de continuité qui
donne l'ordre de grandeur de la perturbation u . En effet l'égalité de la
composante w de la vitesse de perturbation et de la vitesse de déplacement
de l'interface conduit à :

ce qui fixe, par continuité, l •ordre de grandeur des deux autres composantes de
la vitesse u et v

U 'V V 'V W À/ô 'VUe:/ô

Les courants induits résultant d1une part du caractère alternatif du champ
magnétique appliqué (j1) ,d'autre part, de l'écoulement provoqué par}a -+

déformation de " interface en présence du champ magnétique extérieur (J 2 et j3 )
ont pour ordre de grandeur respectifs :

~ = inf (o,À)



- 131 -

. Le nombre de Reynolds magnétique Rê est toujours très petit devant l'unité et
peut être rendu aussi petit que l'on veut en réduisant ê , c'est à dire en aug-
mentant la fréquence du ~hamp magnétique appliqué. Ainsi c'est le courant 11
associé au caractère alternatif du champ magnétique appliqué et à la déformation
de 1 1interface qui domine 12 et 13 . L10rdre de grandeur de ces derniers est
totalement indépendant du caractère alternatif du champ magnétique et serait
inchangé si le champ magnétique était continu (à l'exception près que l'échelle 8

serait remplacée par À dans 13 ).

La coexistence dans une même configuration des courants induits
représentatifs des champs magnétiques alternatifs et des courants induits représen­
tatifs des champs magnétiques continus, permet de conclure, grâce à l'analyse
d10rdre de grandeur précédente, qulen réalité un champ magnétique alternatif a

un pouvoir stabilisant plus important qu'un champ magnétique continu, lorsque
la conductivité électrique ntest pas supposée infinie. En outre, si avec un champ
magnétique continu, une fois fixées l'intensité du champ magnétique, la géométrie
et les caractéristiques physiques des milieux en présence, l'intensité des courants
induits est déterminé, il est possible, avec un champ magnétique alternatif,
d1accroître l'intensité des courants induits en augmentant la fréquence. L'effet
stabilisant associé à la présence des courants induits peut ainsi être accru. La
possibilité d1augmenter la fréquence permet de remédier aux effets néfaste5de
conductivités électriques faibles, puisque c'est le groupement aw qui est
pertinent. Une telle possibilité nlexiste pas avec les champs magnétiques continus.

4. Possibilités d'application, à des situations concrètes, des résultats de la

théorie précédente. Effet de la non-uniformité du champ magnétique

Les conditions retenues, qui imposent notamment une valeur fixée de
l'amplitude du champ magnétique alternatif appliqué et une géométrie uniforme
peuvent para,tre académiques à cause des différences' qui elles présentent avec
les situations concrètes dans lesquelles l'effet du champ magnétique est utilisé
pour stabiliser une interfacé de géométrie fixée par ailleurs ou pour imposer
de façon stable la géométrie dlune interface. Deux différences principales sont
à souligner:
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~) ce nlest pas l'amplitude du champ magnétique lointain qui est imposée de
l'extérieur, mais l'intensité du courant dans l'inducteur, ou encore la tension aux
bornes de celui-ci. Cependant, pour les études de stabilité locales, pour lesquelles
l'amplitude de la perturbation, supposée sinusoïdale, reste faible devant la
distance entre la surface libre et l'inducteur, il n'y a pas de variations de
flux significatives dans l'espace isolant oa est situé l'inducteur: il est alors
équivalent de supposer constante l'intensité du courant dans l'inducteur ou la
valeur de l'amplitude en son voisinage. Par contre, dans le cas oa le milieu
métallique liquide peut subir des déplacements en bloc (contexte des études de
stabilité globale) les variations de flux sont importantes dans le milieu isolant
l'amplitude du champ magnétique ne peut donc être supposée fixe si l'intensité du
courant dans l'inducteur est imposée. Llinvariance du courant dans l'inducteur
est alors une condition déterminante dans la recherche des critères de stabilité
de l'interface (SNEYD - MOFFATT 1981).

b) un champ magnétique alternatif uniforme est incapable d'imposer la forme
et de fixer la position de la surface libre d'un milieu métallique liquide, puisqu'il
ne permet pas de faire apparaître des forces électromagnétiques de rappel capables,
en cas d'écart, de ramener la surface libre dans la position initiale désirée.
Pour obtenir de telles forces de rappel, il faut créer dans l lespace isolant
environnant la surface libre des gradients de champ magnétique importants. Le
caractère harmonique du champ magnétique dans le milieu isolant est tout à fait
défavorable à .la création de tels gradients qui doivent donc être forcés au
niveau de l'inducteur où l'échelle caractéristique de variation spatiale du champ
magnétique peut être imposée. LI inducteur est dans ce but, constitué généralement
de deux systèmes de conducteurs parallèles distincts, intercalés et alimentés
par des courants alternatifs déphasés ou de fréquences différentes : .dans le
premier cas, le champ magnétique obtenu est glissant ou tournant, dans le second
cas, il est oscillant ou animé d1une rotation réversible. L'échelle caractéristique
de l'enroulement inducteur, généralement appelée pas polaire, qui est la distance
la plus courte entre deux conducteurs appartenant chacun à un système est alors
l'échelle caractéristique des gradients de champ magnétique dans le milieu
isolant.

L'analyse de la stabilité d'une interface plane ou cylindrique soumise à

l'action d'un tel champ magnétique montre que l'étude précédente prenant en compte
un champ magnétique uniforme reste pertinente. En effet, considérons (figure 1)

un inducteur formé d'une nappe de deux familles de conducteurs parallèles
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intercalées et alimentées par des courants alternatifs déphasés d'un quart de
période. Le champ magnétique engendré qui présente une périodicité spatiale et
temporelle est animé d'un mouvement de translation à la vitesse V = Àf , si

f est la fréquence d'alimentation et À la longueur d'onde commune des
enroulements de chacune des familles de conducteurs.

Considérons le cas concret des fréquences élevées pour lesquelles
l'épaisseur de peau 8 dans le métal liquide est três faible devant la longueur
d'onde À du champ magnétique glissant:

O/À « 1

Le champ magnétique harmonique dans le milieu isolant

mécanisme de diffusion dans le milieu conducteur 2

= B sh (2TIz/À) sin (wt + 2TIx/À)
o

= B eZ/
o cos (wt + z/o + 2nx/À)o

= -Bo/2 i ez/e cos (wt + 2TIx/À + z/ô + n/4
À

et régi par un

est donné par :

si Bodésigne l'amplitude du champ magnétique à l'interface métal liquide -
milieu isolant. Bo est relié à l'amplitude Bi du champ magnétique me?uré le long
de l'inducteur de (z=a) par:

A cause de 1'hypothèse ô/À« 1 , le champ magnétique dans le milieu
conducteur est fortement dominé par l'effet de peau et est quasi parallèle à

l'interface supposée initialement plane:
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De plus
aB Bxx

rv -az ô

aBz Bz Bx 8)2 B

a; rv - rv -(- « 2-
À ô À ô

Les courants induits dans le métal liquide résultent donc essentiel­
lement de la diffusion dans le milieu conducteur de la composante parallèle à
11interface :

J = (0 1., JJ

Le caractère bidimensionnel du champ magnétique dominé par un mécanisme
de diffusion dans le métal liquide, permet d1écrire la force électromagnétique
sous la forme (cf. chapitre 1) :

F = - grad ~ + F
ft

avec B2 2 /8 8
2

2 /8
~ = a e z + 0 e z cos 2(wt + Z/8 + 2nx/À)4iJ 4iJ

La partie rotationnelle de la force électromagnétique est donc indé­
pendante du temps et conduit à un écoulement parallèle et permanent du métal
liquide. De plus, si la fréquence est choisie suffisamment élevée pour que le
paramètre d1interaction N = (__0__)1/2~ soit petit devant l ·unité, le

8 Il w pv

métal liquide ne ressent pas les effets de la pression électromagnétique périodique
dont il ne perçoit que la valeur moyenne. Ainsi le plan z = 0 correspond à une
valeur constante pour 0 et le champ magnétique glissant considéré est capable
de contrôler une interface plane.
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De 11hypothèse ô/À« , il résulte donc que clest essentiel-
lement la composante Bx du champ magnétique qui gouverne la dynamique du
système. Ainsi, il est possible d'isoler la partie lIefficace" du champ magnétique
vis à vis du contrôle de la surface libre horizontale, en ne retenant que la
composante du champ magnétique qui lui est parallèle et en ignorant la périodicité
spatiale que le métal liquide ne ~essent pas, soit:

B2 =[Bo ch(21TZ/À) cos wt, 0 ]

81= [Bo eZ/Ô COS(wt + z/ô), oJ

en supposant que l'écoulement produit par la partie rotationnelle des forces
électromagnétiques, qui disparaît avec ce schéma, est imposé et mai"ntenu par
une cause extérieure, indépendante du champ magnétique qui vient dlêtre défini ..
Ainsi dans ce schéma, au voisinage de 11interface, le champ magnétique est
équivalent à un champ magnétique uniforme puisque:

Si un tel schéma et une telle équivalence sont acceptables et justifiés
dans 1 létat d'équilibre de référence, il convient d'être prudent avant d1affirmer
qul;l en est de même en ce qui concerne les critêres de stabilité de l'interface.
Pour que les résultats de l lanalyse menée avec· un champ magnétique uniforme soient
applicables au cas présent, il importe de vérifier que la composante du champ
magnétique perpendiculaire à l 1 interface nlest pas à l lorigine de forces non
négligeables (devant les forces homologues induites par la présence de Bx ) dans
l'état perturbé.

Outre la différence d10rdre de grandeur qui apparaît dans le milieu
conducteur entre Bx et Bz ,une différence fondamentale existe entre les
deux composantes, lors de la traversée de l'interface, qui a une importance
capitale dans l'étude de la stabilité. En effet, le champ magnétique dans les
milieux isolant et conducteur slécrit :



- J 37 -

Aussi l'équation de continuité impose-t-elle pour B
aB aBx z----ax- + az- = 0

soit

et

B2X
À

aB2z
= 2Tr a z

BIX
À

aB Iz
= 2Tr az

ce qui implique, puisque les deux composantes de ~ sont continues a la traversée
de l 1 interface (les matériaux en présence étant non magnétiques et de conductivité
fi ni e) :

soit

aB zPar suite a la traversée de , 1 interface ~
discontinu .

aB xest continu alors que ~ est

.Dans l'état perturbé où l'équation de l'interface slécrit

z = So ei(st + k.t) = Zo ' les conditions aux limites, qui imposent la continuité
~ t"du champ magnétique à la traversée de l'interface, relient ~ et la perturbation u

de la façon suivante
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Cette condition est tout à fait semblable à celle rencontrée dans le cas d'un
champ magnétique alternatif uniforme. En ce qui concerne la composante verticale
du champ magnétique :

aB 2z aB 1z E2

= (B2Z - B1Z ) 0 + zo(-az- - -az-) + O~~)

2
= 0 + o(.~)

ô2

Donc à l'ordre le plus bas en E/Ô ,c'est à dire vis à vis des per-
turbations de faible amplitude justifiant une analyse linéaire (s/ô« 1 ),
la composante verticale du champ magnétique ne subit aucune modification et, comme
dans le cas d'un champ magnétique uniforme horizontal, seule la composante Bx
introduit une perturbation tridimensionnelle du champ magnétique et des courants
induits. Il en résulte que dans l'état perturbé Bz n'intervient que par son inter­
action avec les courants induits parallêles qui résultent de la présence de Bx
Les intéractions se produisent donc de la façon suivante :

B b Bzx
~>

-t-
modifié parJ J non

état non perturbé la perturbation
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+ +
Puisque FB et FS résultent respectivement de l'interaction de

x z +
B (~B ) et J(~B /~ô) avec les perturbations b et J pour la premièrex 0 0

et de B (~~ B) avec les mêmes perturbations pour la seconde, l'ordre de
ZAO

grandeur du rapport de ces deux forces s'écrit:

~ Q «
À

Compte-tenu de ce résultat il est possible d'affirmer maintenant que
vis à vis des perturbations de faible amplitude ( s/ô « 1 un champ
magnétique glissant de fréquence élevée (ô/À «1 ) se comporte, pour ce
qui concerne la stabilité des surfaces libres, comme un champ magnétique alternatif
uniforme. Les résultats de l 'analyse) précédente sont donc tout à fait applicables
aux champs magnétiques glissants ou tournants dans les possibilités de contrôle
des surfaces libres planes ou cylindriques. Pour ces dernières; cependant, contrôlées
par des champs magnétiques tournants, la validité de l'étude est soumise à une
condition supplémentaire: l'épaisseur de peau ô doit être faible devant le
rayon caractéristique du domaine métallique cylindrique pour que tout effet de
courbure de la surface libre puisse être négligé.

VI. Conclusion

Bien que les mécanismes fonqamentaux mis en jeu soient différents, les
champs magnétiques alternatifs possèdent le même caractè"re stabilisant que les
champs magnétiques continus. Quelle que soit la nature du champ magnétique
appliqué, l'influence stabilisante se répartit de la même façon anisotrope sur les
vecteurs d'onde: l'effet est maximum pour les vecteurs d'onde parallèles au champ
magnétique et nul pour les vecteurs d'onde qui lui sont perpendiculaires.

~cet effet est, de plus, croissant avec k

Les champs magnétiques alternatifs possèdent un pouvoir stabilisant
plus important que les champs magnétiques continus. En outre, pour une configuration
géométrique et une intensité du champ magnétique données, il est possible d'ac­
croître l'effet stabilisant du champ en augmentant la fréquence. Ce degré de
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liberté supplémentaire permet d'obtenir des effets significatifs avec des
champs magnétiques alternatifs dans des cas 00 les champs magnétiques continus,

d'intensité réaliste, seraient totalement inefficaces: c·1est le cas en particulier------II

avec les milieux très faiblement électroconducteurs. C'est le produit crw qui
est pertinent vis à vis de la stabilité des interfaces (par l'intermédiaire du
paramètre RÀ = ~ cr W À2

), aussi toute faiblesse de cr peut être compensée
par des valeurs impo~tantes de w

Il faut se garder d'attribuer une valeur univer~elle aux résultats
des analyses reposant sur 1 'hypothèse d'une conductivité électrique infinie.
Cette hypothèse très forte marque profondément les résultats qui ne peuvent être
extrapollés : ainsi sur le plan quantitatif des erreurs importantes (d'un ordre
de grandeur) peuvent être faites dans l'estimation de la puissance à fournir à

l'inducteur destiné ~ stabitiser une longueur dl nde donnée rlans une configuration

fixée. Sur le plan qualitatif des inexactitudes apparaissent également: il nlest,
par exemple, pas possible avec des valeurs réalistes de la conductivité électrique,
de faire disparaître totalement l'anisotropie de l'effet stabilisant du champ
magnétique; cette possibilité existe cependant avec des matéri~ux infiniment
conducteurs.
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STABILITY OF AN INTERFACE SUBMITTED TO AN

ALTERNATING MAGNETIC FIELD

* *Marcel GARNIER - René MOREAU

ABSTRACT

The stability of an interface between a liquid metal and an

insulating atmosphere, in which an inductor generates a uniform alternating

magnetic field, is investigated with a particular attention given to the

influence of the electrical conductivity of the liquide In a range of high

frequencies, a quasi steady approximation is justified, ln which the pulsa­

tion of the electromagnetic forces is negligible compared with their mean part,

and the unsteadiness of the magnetic field only appears through the skin

effect. By means of a linear analysis, the influence of the alternating

magnetic field on a perturbation of the interface is found to be neutral

for wavevectors perpendicular to the magnetic field, and stabilizing for

any other orientation. The stabilizing effect lS the largest when the angle

between the wavevector and"the magnetic-field lS the smallest and, when the

wavenumber is the largest. This effect, maximum for an infinitely conducting

medium is quickly decreasing with the electrical conductivity.

* GIS MADYLAM - BP 53 X - 38041 - GRENOBLE CEDEX - France
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1. INTRODUCTION

To be able to melt, purify, alloy or shape a metal without having

resort to any wall, crucible or mould is an old dream of metallurgists.

Sorne recent processes using alternating magnetic fields suggest this dream

is not completely fanciful and might become actual before long ; Okress et al.

(1952) and Sagardia (1977) achieve the levitation melting of important

loads of metal ; Getselev et al. (1966 - 1971) suppress the ingot mould of

usual continuous casting of aluminium devices ; Etay (1981) uses high

frequency fields to shape liquid metal columns. In aIl these patented tech­

niques, the undesirable and sometimes prohibitive contact between liquid metal

and walls is suppressed and chemical or physical contamination of the melt from

the crucible is avoided. The equilibrium between the applied electromagnetic

forces, the gravity and the fictitious inertial forces determines the position

of the l~quid metal-atmosphere interface. The stability of this interface,

whose shape will give by coo~ing and solidifying the desired shape of the

final ingot, is a basic requirement in order to achieve successful industrial

electromagnetic devices. Through the new mechanisms it involves, the unsteadi­

ness and the inhomogeneity of the applied magnetic field bring an original

character to this stability problem.

The maln results concerning the effect of a steady uniform magnetic

field on the stability of an interface (Chandrasekhar, 1961) are quite indepen­

dent of the problem we are interested in. They concern the generally stabili­

zing influence of such fields because of the Joule dissipation. In our case,

the geometrical deformation of the interface between an insulating atmosphere

and an electrically conducting liquid leads, by means of a mutual influence

mechanism, to a perturbation of the induced currents and of the electromagnetic

forces in the thin layer near the interface where they are applied. Such an

interaction between the position of the interface and an external inductor

is specifie ta alternating magnetic fields and does not appear with steady

fields. Likewise, the results established by Roberts (1973) about the effect

of steady magnetic field on Kelvin-Helmoltz instability concern unsteady

flows and are independent of the subject of this paper.
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General equations for the stability of unsteady parallel flows of

a viscous electrically conducting fluid in an unsteady magnetic field were

first derived by Drazin (1967). The Joule and viscous dissipation, the

mechanisms connected with the pulsation of the magnetic field and with

the unsteadiness of the flow, which coexist and interact, are taken into

account in this problem which then becomes highly complex ta analyse and

mathematically intractable. Ta get more than meager results by means of

general considerations, such as the power equation which shows the destabi­

lizing effect of the pulsation, Drazin is led ta make restrictive approxima­

tions and only considers the particular case of a non dissipative vortex

sheet in an alternating magnetic field. In a range of moderate frequencies

where the magnetic field may be considered ·as uniform over a w~velength,

the influence of the field is found to be destabilizing. However, neglecting

aIl dissipative mechanisms prevents the drawing of general conclusions since

dissipation may considerably modify the parametric stability.

On the contrary, to clear up the e·ffect of the unsteadiness of

the magnetic field, our study considers the range of high frequencies w such

that :

1/2
R = (~cr) V « 1

ê w
(a)

1/2cr
N = (-)

ê JlW
« 1 (b)

where Rê and Nô are respectively the magnetic Reynolds'number and the

interaction parameter built with the skin depth ê = (Jl cr w/2)-1/2. Here Jl

denotes the magnetic permeability of the fluid, cr its electrical conductivity

and p its density. B denotes the amplitude of the applied magnetic field

and V a typical velocity.

These two conditions define a particular class of MHD problems in

which the magnetic field is substantially independent of the motion of the

fluid (a) which is driven by the mean part of the given electromagnetic forces,
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the unsteady part of which it cannot feel (b). Condition (a) is classical

and implies that the currents induced by the motion of an electrically

conducting fluid particle across the magnetic field lines are very small

compared with the currents induced by the insteadiness of the magnetic

field, responsible for the skin effect. Condition (b) justifies an impor­

tant quasi-steady approximation similar to that introduced by Alemany and

Moreau in an other contexte If w is high enough it is easy to show that the

inertia of fluid prevents it from following electromagnetic oscillations

pulsating with frequency 2w. Indeed the variation ~V of velocity of a fluid

particle submitted during ~t to such quickly pulsating forces is given by :

~V + + B2
p ~t 'V Il J x B Il 'V ~ô

During an alternation of given sign (~t 'V w- 1), the relative velocity

increment 1.S

~V

V

B2
'V -----

P ~ a V w
cr B2 Ô

pV
=

Thus No characterizes the degree of sensitivity of the fluid to pulsating

forces. If Nô « 1, i.e. if w is high enough, the liquid metal is insen­

sitive ta the unsteady part of the electromagnetic forces and the pulsation

of the magnetic field only appears through the skin effect. This explains why

high frequency magnetic fields can lead to steady motions and stationary free

surfaces as it is observed in the studies of Getselev, Szekely, Evans and

Tarapore.

In such a context it is very tempting to consider infinitely high

frequencies which prevent any penetration of the magnetic field in the liquid

metal which may then be assumed to be perfectly conducting and submitted ta a

steady magnetic field with intensity equal ta the r.m.s. value of the corres­

ponding unsteady field. Sagardia studied the stability problem we are interes­

ted in, by using this schema. He found a stabilizing effect of the magnetic
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field upon disturbances whose wavevector is parallel to the magnetic field,

and a neutral effect upon disturbances whose wavevector is perpendicular to

the magnetic field : this effect is closely analogous to the stabilising

effect of a d.c. field at the boundary of a perfectly conducting fluid

which is weIl known from the studies of instabilities of plasma confinement

(see Bateman, 1978).

But, is such a schema quite realistic and representative of high

frequency fields as those used in metallurgy where the skin depth does not

rëduce to a current sheet ? Does the conclusion hold for disturbances whose

wave length is shorter than the skin depth ? What is the influence of the

perturbation of the electromagnet~c forces which is not reducible to a

magnetic pressure as in Sagardia's assumption (see Moreau, 1978) ? It is the

aim of this paper to answer these questions by examining this stability
. . f -C' • 3 5problem ln the domaln 0 .Lrequencles of 10 - 10 Hz often encountered ln

industrial devices. In this domain the order of magnitude of Ro and No is

often less than 10-2 , and conditions (a) and (b) are valid and prevail upon

those considered by Drazin.

The initial equilibrium state and the stability problem are preci­

sely formulated in the following section. In' the third section the equations

of the motion linearized with respect to the small amplitude of the distur­

bance lead to a dispersion relation similar to the dispersion relation

obtained in the classical Rayleigh-Taylor or Kelvin-Helmoltz problems, but

with a new term in the expression of the external forces which caracterizes

the influence of the alternating magnetic field on the perturbation of the

·interface. This new term keeps a constant sign, whatever the values of the

parameters may be, which leads to a stabilizing or neutral effect of the

magnetic. field.

2. FORMULATION OF THE PROBLEM

Let two inviscid fluids of densities p., (j = 1,2) , be separated
J

by an horizontal boundary at z = O. The subscripts 1 and 2 distinguish

respectively the lower and the upper fluide The two fluids may be at rest or

flowing in the same direction ~ with unifarm velocities D.. An alternating
~ + J

magnetic field B2 = (Bo cos wt, 0,0), directed alang Ox, (figure 1) is

applied in the insulating fluid 2 • According ta the condition
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the resulting magnetic field in the fluid , of finite electrical conducti-

vity 0, governed by a pure diffusion mechanism satisfies :

(2)

-+
a-B

1
at

1
IJ.O'

\]2J3
1

and is given, ln the basic state, by

z/ô .
[Boe cos(wt + z/6), 0,0]

Let us introduce a perturbation which may be expanded in terms

of normal modes. In the perturbed state the equation of the interface becomes

(4 ) Z = E(t)
o

-+-+
l k.r.

e

-+ -+ ' ist
where k is a real vector k =( k k" 0) and where E ( t) = E exf. y 0

(s is a complex increment) is the local displacement of the interface; because

of the quasi steady approximation, at any time the magnetic field is independent

of the motion of the fluid and is only governed by the interface geometry.

Then, to determine the magnetic field it is convenient to consider s as a

constant.

The skin effect, through the mutual influence phenomena it introduces,

plays a fundamental part in the stability problem. Hence, to lighten these

phenomena, the skin depth ô, however small it may be, must be taken as the

typical length scale of the problem. Thus the amplitude E of the perturbation

is assumed to be small compared with ô to enable the linearization of the

equations with respect to the small parameter s!ô.

The magnetic field, the velocity and the pressure are affected by

the perturbation of the interface and may be written :



Then in the perturbed state, a discontinuity appears in the x component of

the basic magnetic field which must be resorbed by the corresponding compo­

nents of the maghetic field distu·rbance :

Dealing with the magnetic field, the assumption that the permeability ~ of

the two fluids is the same imposes the boundary condition across the perturbed

interface between the two fluids of finite electrical conductivity

(8
1

) =. (:8
2

)
z=o z=z

o

(b - b) =
1x 2x z=z

o

(b - b) = 0
1y . 2y z=zo'

. ( -+ +)
( )

J. st + k.rg z e(6 )
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B. + +
(5 ) = B. + b.

J J J

v. +
+ u.= u.

J J J

P. = P. + p.
J J J

where the small leters denote the perturbations of the different variables.

The boundary conditions, and especially the cont inuity across the interface of

the pressure and of the normal component of the velocity, lead to seek these

variables in the form :

(7)

(8 )

Bince the disturbance s is assumed to be small compared with ô,

it is possible to linearize the condition upon the x components with

respect to s/ô

with

( 10)

B s
(e i81 _ e i82 )(b 1 - b

2
) i 0=x x z l2ô0

( (s + w)t + -+ 'Tf
8 1 = + k.r "4j

\ (s - w)t +
-+ -+ 'Tf

l
8

2 = k.r + 4"
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Because of relation (9) it ~s natural to seek the magnetic field disturbance

in the form :

( 11 )
+
g. (z)

J

The Laplace equation for the upper fluid and the diffusion equation

for the lower one, with the condition which imposes that aIl disturbances must

vanish far from the interface, lead to the following expression for the

perturbed solenoidal magnetic field

i8 1
-kz i8

2
-kz

+ + +
b

2
= A e + C e

( 12) eS
1

+ yz i8 +y*z
-+ + + 2b

1
= M e + N e

-+ + -+ -+
where A, C, M, N are constant vectors and

and where y* denotes the complex conjugate of y.

Finally the components of the magnetic field disturbance ln the insulating

and in the conducting fluid read :

i8
1

e

-
__1_ e i82 ...J

i

y*+k

-kz
e

( 14)

BOE [1 i8 1--k --e
12 ô x y+k



In the asymptotic case of very short wavelength disturbances

(k8 ~ 00), this functian reduces, to the lowest arder in (kô)-1, ta :

( 16)

~ =

when (kô)-1 ~ 0 the streamfunction coincidés with the stream function in

the basic state : the magnet.ic field lines remain parallel ta 0 and cross
x

the peaks of the perturbed interface which are then submitted to flux varia-

tions inducing a restoring force whose effect is to flatten the free surface.

A stabilizing effect arises then in this case.

Interesting informations can be deduced from expressions (14)

giving the perturbed magnetic field in the insulating fluide Let us consider

a disturbance whose wavevector is paraIlel to the magnetic field (k = 0 ;
y

k = k). In this particular case, the magnetic field B~ lS two dimensionnaIx c
and may be derived from a stream function W given by :
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B E: [ k
2

+yk
ie 1+y z k 2 +y*k e

i02+Y*Z]
b

1x
. 0 y e y

=
-1 12 Ô k(y+k) k(y*+k)

B E [k k i8
1
+yz k k . /02+Y*Z]

( 15 ) b 1y i 0 x y x y
= e

128
k( y+k) k(y*+k)

B E [ k i8
1
+yz k

e
i

02+Y*Z]b 1z
0 x x=--- e

12" 8 y+k y*+k

In the asymptotic case of very long wave length disturbances

(kô ~ 0) the stream function reduces ta :

( 18 ) ~ =
iwt

e -iwt), Ba (i(s+w)t i(s-w)t) ikx -kz
+ e + 2 So e .+ e e e

which, using equation (4), may equivalently be written
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B
-.2. z
2 C

· iwt -iwt ) Bo. .( iwt -iwt )
e + e + ~ Zo e + e

-kz
e

Since ks «1, along the interface z = z
o 0

The perturbed interface rema~ns a magnetic field surface from

which the magnetic field diffuses exactly as it did in the basic state

and the induced electromagnetic forces are not modified. A neutral effect

of the magnetic field is therefore to be expected. The case where the

wavevector is perpendicular to the applied magnetic field leads obviously

to the same conclusion.

It is to be noticed that these resuIts, closely analogous to those

relating to Sagardia's analysis, does not need' any consideration for the

mechanical properties of the two media : the stability problem is only

governed by the interface geometry. The specifie influence of the magnetic

field ignores the mechanical properties of the two superposed media and the

above conclusions hold for various media, elastic solids or non newtonian

fluids for example. This fact is confirmed by the detailed analysis of

Chapter 3.

2
tJl = 0 + O(ks )o

(20)

• . • -t' • -+
Ampere's law eas~ly g~ves the current denslty J relatlng to b.

This induced current J = a~ originates only from the deformation of the

interface which introduces the mutual influencephenomena between the conduc­

tion fluid and the external inductor. Other currents induced by the perturbed

flow across the basic magnetic field lines and by the basic flow across those

of the magnetic field disturbance are small because of the assumption that the

magnetic Reynolds number is small. It is possible to precise this assertion

by distinguishing three complementary parts of the actual perturbation of

the current density

-r -+
J

1
= cr e

1
induced by the deformation of the interface and independent of

any fluid velocity.

-+ -+ -+ B)j2 = cr(e2 + u x induced by the perturbed flow ln the presence of the

basic magnetic field.

-t" -+ -+ b)J 3 = a(e
3

+ U x induced by the basic flow ln the presence of the magnetic

field disturbance.
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Among the two possible length scales <5 and À 'V 1/k, .it is always the smaller

(which we will denote ~) which governs the spatial variation of the magnetic

field disturbance. Thus :

The vertical component of the velocity perturbation, (and, through the

continuity equation, each component of the velocity perturbation) is related

ta the displacement of the interface :

B E;
j 1 'V __0_

~ ô ~

UE;
W 'V-

À

(21 )

(22)

which leads ta

(23)
J 2

'V R
ô

j3
'V R ~

,
j1 ô ô() J

Therefore, j2 and J 3 are negligible compared with j1.

The linearized expressions for the perturbation of the electromagne-

tic forces, in which the suffix is suppressed, because only the conducting

fluid is submitted to such forces, read :

(24)
-+

(J jz - j B )f = b B - J bz x x y x

where

B E; k 2 - yk i6 1+yz k 2 - y*k i62+y*z
jy i a ( x. x= e e )

12~ 8
k k

(25)
B E; i6

1
+yz i62+y*z

jz
0 (e= k - e )

12 JJ. <5 Y
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The condition Nô « 1 implies, as we demonstrated in section 1, that the

conducting fluid cannot follow oscillating forces with frequency 2w, and
-1

that only the average component (with respect to time scale w ) of electro-

magnetic forces is ta be retained. The forces are therefore given by :

f x = i
dz a*z

(~+k + ~*+k)
-+ -+

l k.r
e

(26) f =y

B2 E: k
o y

41J. <5

CLZ
e CL*ZJ- (1 +i) e

-+ -+
~ k.r

e

where

CL = y + (1-i)/<5

1. DISPERSION RELATION AND ANALYTICAL RESULTS

The equatians of motion of the two incompressible and inviscid

fluids subjected to electromagnetic forces are :

-+ -+
VP. + F.

J J

-+ -+
\l.V. = 0

J

After introduction of perturbations (defined in (5)) proportionnaI to
.( -+ +)
~ st + k.r . . .. /-r.. .

€ = € e and l~nearlzatlon wlth respect to € u, the ellmlnat~on
o a

of the pressure leads to a second order differential equation for the amplitude

of the vertical component of the velocity disturbance w.(z) :
J

(28) p. (s + k.U.) (D2 - k 2 )w.
J J J

= i k 2 fJ." - D(k.r.)
Z J
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The boundary conditions on w. demand that it vanishes far from the interface
J

in the two fluids :

w (z +-(0) + 0
1

w (z -+ + (0) -+ 0
2

and that the displacement of any point of the interface be unique and

compatible with expression (4) for z (x,y,t) (see Chandrasekhar, 1961)
o

(30 )
-+ -+

S + k.U
1

w (z )
= _----.2_0 - =

-+ +
S + k.U

2

i E:
o

-+ +
i (st + k.r)

e

Then the dispersion realtion follows from the condition of continuity of the

shear stress normal to the interface which can be written :

if T stands for the surface tension.

After sorne algebra the expression of w
1

(z) and w
2

(z) which satisfy

(22),(23) and (24) read to the first order in € :

(
kz -+ -+

W 1(z) = € e i( S·.+ k. U1 ) W(0) + w (z)}
0 0

(32 )

w2(z) i s(s + k:.U
2

) -kz
= e

where w (z) represents the contribution of the particular solution of (28)
o

with expressions (26) for the electromagnetic forces :

- - -----------w (z)
o

i B
2

k2
o x

2 -+-+
2~ 0 P1(S + k.U 1)

c.z
( e
y(y+k) +

c.*z
e

y*( y*+k) )
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Taking the divergence of the equations of motion leads to the equation for

the perturbation of pressure

-+ -+ -+-+
+ k.U.) Dw. + k.f.

J J J

In the unperturbed state the pressure verifies

2 2B
1

(Z) B
1

(O)
= .P1 + P1 gz + < ----- > - < ----- >

2~ 2~

This expression lS deduced from the hydrostatic equilibrium of the insulating

fluid and from the magnetostatic equilibrium of the canducting one ; the

brackets < > mean that we only retain the mean value over a period according

ta our quasi-steady approximation.

Subst ituting (35) in (31) gives the condition at the interface for

the perturbation of pressure :

(36)
B

2 z
- (p - P ) gz + ~ ~ + Tk2z

2 1 a 2~ 0 0
= 0

Here the linearized expression of the magnetic pressure difference

z
o
o

has been taken into account and introduces in equation (36) the influence of

the basic electromagnetic forces on the deformation of the interface. The

dispersion relation is deduced from equations (34) and (36) :
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This relation is quite similar to its homologue ~n classical hydrodynamics,

but a new term appears which is the net result of the electromagnetic effects

This function can be expressed in terms of the dimensionless wavenumber

x = k8 and of the angle e between the applied magnetic field and the

wavevector

(40 )

where

(41 )

B
2

k
2

cos2e
F(k,e) = -o----2-~------ F(x)

4 1/2 2 1/2 4 1/2 2 1/2
F ( x ) = ---.;.-((.-.x_+4_)___.._"+_x___.)__+ (_1_-x.....,;,)--.(.....( x_+_4.-,.)__- _x )__

/2. (x4+4)1/2

A parallel may be drawn between the electromagnetic term and the

term relating to surface tension : both are independent of the velocity field

because they only depend on the geometry of the interface and are therefare

independent of the mechanical properties of the fluids.

Sagardia's assumption which only considers an infinitely conducting

fluid leads to the following corresponding electromagnetic term :

(42 )
2~

This is in perfect agreement with our analysis since F(x) tends ta

unitY when x tends to zero with 8 (see figure 2).

The increment s is determined by a quadratic equation which has

always two complex roots one leads ta an amplification, the other to a

damping down. Renee, to prevent any perturbation form being amplified it lS

necessary that the discriminant of equation (38) be positive or zero to

insure that s be a real root :
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P 1P2 2 2 2 3
+ k (U

1
-U

2
) cos 8

1
+ gk (p-P2 ) + Tk + F(k,e) ~ 0

P 1 P2 1

+ +
where 8

1
denotes the angle (U 1 ,k)

The influence of each of the four terms involved ~n relation (36)

upon the evolution of a disturbance is to be specified :

- Whatever the values of U1 , U2 , °
1

, P2' 81 , the first term is always

negative and therefore has a destabilizing effect. This term is responsible

for the Kelvin-Helmholtz instability.

-The second term, whose sign lS given by the difference P1- P2' expresses

the stabilizing or destabilizing effect of gravity according as 01 is superior

or inferior to P2 4 This term is responsible for the Rayleigh-Taylor instability.

- The third term 1S always positive. Then the surface tension, which

opposes a.restoring force to any displacement of the interface which tends to

bend it, has a stabilizing effect. The stronger is the local curvature of the

interface, the stronger is the stabilizing effect. Such an effect is specifie

to the plane geometry and it becomes destabilizing in an axisymmetric geometry

for symmetric varicose deformations with wavelengths exceeding the circumference

of the cylinder (CHANDRASEKHAR, 1961)

- The last term characterizes the presence of the electromagnetic field

whose influence appears to be always stabilizing (F~) ~ 0 and F(x) ~ x- 1 when x

tends to infinity) except in the limit of very large wavelengths (x + 0 with k)

and of wavevectors perpendicular to the magnetic field (e =~) for which F(k,e)

is zero. This effect is maximum when the skin depth is zero and is quickly

decreasing when the skin depth increases (Fig. 2).

It is to be noticed that, if the effect predicted by the analysis suppo­

sing a zero skin depth is qualitatively good, from a quantitative point of view

important corrections are to be made when physical.ly realistic cases of finite

electrical conductivities are considered. In particularone order of magnitude

difference may appear between the two cases for the power to be provided to obtain

the stabilization of the given wavelength À. This is illustrated, for example, by

the case a = 1,6 cm and À = 2n/k = 1 cm (ka ~ 10 and F(x) ~ 0,1) : the power

predicted by Sagardia's theory is Po (~ B2/~) but the influence of the finite
o

electrical conductivity leads to 10 Po (~ B2/~ F(x)) •
o
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4. CONCLUSION

The effect of a uniform alternating magnetic field on the stability

of a plane interface between a conducting liquid and an insulating atmosphere

has been investigated with a particular attention given to the analysis of

the influence of the electrical conductivity of the liquide This effect lS

always stabilizing except for large wavelength disturbances of the interface

and for disturbances whose wavevectors are perpendicular ta the applied

magnetic field. For a given wavelength, this effect is maximum when the skin

depth is zero (infinite electrical conductivity) and rapidly decreases when

the skin depth increases. Differences appear then between the intensities of

the alternating magnetic fields able ta stabilize a given configuration deduced

from theories assuming a zero skin depth and the theory taking skin effect

înto account. In sorne cases these differencies may be 50 important that the

order of magnitude of the power necessary ta generate the magnetic field, whose

intensity is deduced from the asymptotic theory, is wrong.

Though the analysis is limited ta plane interfaces, the results are

valuable ln any cylindrical geometries if the skin depth ê remains small

compared to the typical radius R of the conducting medium. This study can be

extended to the general case of liquid metal jets for any values of the

parameter ô/Re In cylindrical geometry surface tension tends to increase

the local curvature of the perturbed interface and can compete with the

stabilizing effect of the magnetic field.

In the scope of industrial application it is interesting to estimate

the difference between a.c. devices and d"c~ devices with regard to their res­

pective stabilizing influences. The effect of an axial magnetic field on the

capillary instability of a liquid metal jet gives a good example. Chandrasekhar's

analysis conclusion for d.c. magnetic field is that "for experiments with mercury,
. . 4.

magnet~c flelds of the order of 10 Gauss wlll be needed to demonstrate the

stabilizing effect of an axial magnetic field" and 3105 Gauss, a really enormous

field,is necessary "to overcome significantly the paramount effects of finite

resistivity". With a d.c. axial magnetic field and mercury only 103 Gauss are

sufficient ta obtain a good stabilization. This illustrates the advantage of

a.c. fields upon d.c. fields. Bascically the difference is clear : the typical

parameter of d.c. field effects is the magnetic Reynolds number R which is
m

always small, whereas a.c. magnetic field effects are governed by the parameter

R = ~ cr W L2 which may be large since high frequencies can compensate smallw
conductivities.
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ABSTRACT. - We investigate the properties of the very large scales ofrandomly stirred MHD
turbulence at low magnetic Reynolds number in the presence of a unifonn background magnetic
fIeld. Fo'r a suitable choice of the random for?ing, the problem is solved by a singular
perturbation technique, which is the fluid analog of the Renormalization Group calculation of
critical dynamical phenomena. For any external magnetic fIeld, large scales ar~ quasi-two­
dimensional and the non linear effects, when relevant, reduce to two eddy viscosities acting in the
directions parallel and perpendicular to the magnetic fIeld. A universal value is found for the
ratio of these eddy viscosities. The convection of a passive scalar is also considered and a
universal Prandtl number is obtained. The kinetic energy spectrum exponents are calculated
and recovered by a phenomenological argument.

RÉSUMÉ. - Nous étudions l'effet d'un champ magnétique extérieur uniforme sur les plus
grandes échelles d'une turbulence MHD à faible nombre de Reynolds magnétique, entretenue
par des forces aléatoires. Pour un choix convenable de ces forces, le problème est résolu par une
méthode de perturbation singulière qui est l'analogue de la méthode du Groupe de
Renormalisation utilisée pour les phénomènes critiques dyn.amiques. Quelle que soit l'intensité
du champ magnétique extérieur, les plus grandes échelles présentent un caractère quasi­
bidimensionnel et les effets non linéaires, lorsqu'ils sont pertinents, peuvent être décrits par deux
viscosités turbulentes agissant dans les directions parallèle et perpendiculaire au champ
magnétique. Une valeur universelle est obtenue pour le rapport de ces viscosités turbulentes.
L'advection d'un scalaire passif par cette turbulence est également analysée et un nombre de
Prandtl universel est mis en évidence. L'exposant du spectre d 'énergie cinétique est <.:a1culé et
retrouvé par un argument phénoménologique.
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Table of notstion

Bo,

Rm,

M,
Ào,

À,
u(x, t),

P(x, t),

Po,

Va'
cr,
k, p, q, a,
k, p, q, a,
A,
1 (k),
E (k),
f,
-E,

Db/2
,

8, 8p, 8q, Sa,
r:J.., B, y,

~, 1, Tl,

V.1' V/l'

X_,

external uniform magnetic fIeld;
magnetic Reynolds number;
Hartmann number;
coupling constant;
reduced coupling constant;
velocity fIeld;
pressure;
density;
viscosity;
electrical conductivity;
wavenumbers;
wavevectors;
ultraviolet eut-off for wavenumbers;
turn over time;
radial energy spectrum;
stirring force;
spectral exponent of the stirring forces;
intensity of the random forcing;
angles between k, p, q, a and Bo;

internaI angles of the (k, p, q) triangle;
scaling factors;
components of the eddy viscosities;

inverse Prandtl number;
ratio of parallel to transverse viscosity.

1. Introduction

Electrically conducting incompressible flows, as described by the MHD
equations, can be divided into two main classes according to the magnitude of
the magnetic Reynolds number Rm • This dimensionless parameter which
measures the relative importance of the advection of the magnetic fleld when
compared to its diffusion is very large in most astrophysical objects, leading
to the dynamo effect (magnetic fIeld generation by hydrodynamic
turbulence). In liqui~ metals in the laboratory conditions, in contrast, Rm is
generally small and the induced magnetic fIeld is weak compared to the
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external fIeld. Magnetic Reynolds numbers of order ten or more can
however be expected in sorne. large scale industrial equipments, such as the
liquid coolant of nuclear breeder reactors. This can lead ta possible
technical problems linked to the dynamo effect [1].

At low magnetic Reynolds number, an external magnetic fIeld Bo produces
a scale independent anisotropic damping of the velocity fIeld which tends to
eliminate velocity gradients in the Bo direction. In duct flows in
electromagnetic gaps, this effect is often concealed by instabilities due to M­
shaped velocity profIles ([2] ·and references therein). An experimental
investigation of the specifIc influence of the magnetic damping on
homogeneous grid turbulence is discussed in [3]. Existing theories deal with

. the free evolution of turbulence in the presence ofa strong magnetic fIeld. As
confIrmed by direct numerical simulations [4], there is at flrst a linear phase of
decay dominated by the anisotropic magnetic damping at the end of which
turbulence has reached a quasi-two-dimensional confIguration [5]. The
subsequent dynamics can be viewed as a comptetition be~ween magnetic
damping and non linear transfer, when the kinematic Reynolds number is
large enough (3].

A strong magnetic damping ean also be obtained with a moderate magpetic
.fIeld by considering sufflciently large seales. This is suggested by eomparing
the eddy turnover time -c(k)=[k3 E(k)]-1/2 at scale·k- 1 , where E(k) denotes
the energy spectrum, to the (scale independent) magnetic damping time
(cr B~ Po 1 cos2 e) - 1 .

The latter will dominate.for small enough wavectors k (which are not quasi
transverse ta the magnetic fIeld), provided the energy speetrum is shallower
than k - 3 . The large scale properties of steady state turbulence can be
investigated using the Renormalization Group (RG), a systematic technique
introduced by Wilson in the context of phase transition and critical
phenomena. It has been implemented in turbulence by Forster, Nelson and
Stephen [6]. This technique requires the existence of a "crossover" for a
specifIc parameter (the space dimension for critical phenomena) on one side of
which the non linear effects are irrelevant (trivial case). The RG provides a
method to calculate on the non trivial side, perturbatively in powers of the
crossover parameter ([7], [8]). In turbulence, the crossover is more
eonveniently expressed in terms of the spectral exponent of the stirring force
([9], [10]). In this formulation, the RG has been applied ta the study of
isotropie MHD turbulence at fInite magnetic Reynolds number [11] and ta
helieal turbulence [12] which is deftned in three dimensions only. The results
of references [6] and [10] are recovered by a fIeld theoretical approach in [13].
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In Chapter 2, we exhibit a crossover for low magnetic Reynolds number
turbulence in the large scale limit. Chapter 3 is concerned with the
description of the RG procedure and its implementation to compute eddy
viscosities and energy spectra. In Chapter 4, results are summarized and
interpreted phenomenologically.

2. Existence of a crossover

This chapter exhibits a crossover for the relevance of the non linear effects
in large scale low magnetic Reynolds number turbulence imbedded in a
uniform magnetic fIeld. The equation for the velocity tIeld v (x~ t) reads:

(1)

1
av ( 1) O"'B2 a2

v~ +À-o v. Vv+ -Vp =vo~v-__0 ~-1_
2

+f,
ot Po Po 8z

V.v=o.

The operator ~ -1 denotes the inverse Laplacian which arises in the "quasi­
static approximation" where the advection of the induced magnetic fIeld is
neglected ([14], p. 136). The coeffIcient 0" is the electric conductivity, Po the
(uniform) density, Vo the kinematic viscosity; z denotes the coordinate in the
direction of the external magnetic fIeld. The coupling constant À-o, taken
equal to unity will play the role of a formaI expansion parameter in the RG
procedure. The modifIed pressure p includes the irrotationnal part of the
Lorentz force .. The stirring force fis assumed to be a zero-mean GaussÏan
random function whose Fourier transform has a correlation given by:

with a large scale (0 ~ k ~ 1\) power law behaviour:

(3)

A fInite limit is assumed for ~ij (k) when the angle ebetween the wavevector k
and the external fIeld Bo approaches 1t /2. This corresponds to an injection
spectrum per wavenumber which behaves like k2

-E when k~ o.
Using the fol1owing tilde dimensionless variables (Jl> 0):

f(x, t)=D~/2v~/2(J.1Ap-·)/21(x,A
(4) v(x, t)=D~/2V01/2Ü1AY1-E)/2V(X,'t),

1 -1 1 - E~. - -- p(x, t)=Do VO (J.lA) p (x, t),
Po
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equation (1) reads:

- 2-
av - - - - - -- 2 - _ 1 a v l'-+R(v.Vv+Vp) =dv+M d ô-2 +1,
ôt " Z

V.V=o,

with:

In equation (5):

237

(7) {
M =Bo(J.lA)-l (cr/Po VO)1/2,

R = À-o D6/2 va 3/2 (~1\) -(1 +r.)/2,

are respectively the Hartmann number and the Reynolds number.

The usuai deflnition of the Reynolds number can be recovered when the
rate of energy input at scale (JlA)-1 is es:timated in terms of Do and
~ A. Notice that for any Band Bo, the local Hartmann number becomes
intlnite in the lirnit' of very large scale (~ -+ 0). For wavevectors which are
not quasi-transverse to the external fIeld, the magnetic damping will
dominate"the non linear effects for M2 /R~ 1 (or equivalently B< 3) leading to
a quasi-two-dimensionai turbulence. This suggests the scaling:

(8) z=MZ,

(9)

with in addition:

1

- - -1/' 1 - - ~

F(~.L' z, ~=M -1/:- (~.L'~' ~),
V (xl.' z, t)=M V (xl.' Z, t),

P(Xl.' Z, r)= M- 1p (xl.' z, i).

The subscript ..L(resp. / /) refers to the direction perpendicular (resp. parallel)
to the magnetic fIeld. When the limit of very large scales (Jl -. 0) is taken, we
obtain:

(10) Vl.OVl.=o,

av// - - - - _1 a2 v//ar +À- Vl..Vl. V//=dl. VI/+dl. az2 +FI/~
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where:

(11 ) À. D l/2( )1/4i=R/M l /2=_O_o_o_ ~ (A)-&/2
V5/4 cr B2 ~ .

o °
Note that in this quasi-two-dimensional1imit, parallel and transverse velocity
components are decoupled and flows in different transverse planes interact

only through the magnetic damping. The parameter À. measures the relative
importance of the non linear terms versus the dissipative terms for
wavenumbers of order ~ A. A crossover thus arises at ê =°for the relevance
of the non linear terms in the large scale limit. For ê < 0, the coupling

coeffIcient À. tends to zero and the equation of motion reduces to a linear
Langevin equation; for ê > 0, in contrast, the non linear terms predominate
and we have to cope with a singular perturbation problem that the RG
procedure intends to solve.

3. Renormalization group procedure

3.1. The method

The equation of motion is written in Fourier space with wavenumbers
extending from°to an ultraviolet cut off A (say the Kolmogorov scale). The
Fourier modes of the velocity and forcing are separated into two
groups. The ftrst group for which the wavenumber k faIls into the range
A e -1 ~ k ~ 1\ (l is a positive parameter) is labelled by the subscript >, and the
second one (0 ~ k ~ A e - 1) by <. Without any approximation, reference to
velocity Fourier components y> can in principle be suppressed by the
following procedure: using the equation ofmotion, v> is written in terms ofy<
and of the stirring forces f> . The expression- for y> is then substituted into
the equation for'v< and the small scale forcing is averaged over. New
couplings are generated by this procedure. ln the resulting equation, the
variables are then rescaled, in particular to restate the problem in the original
wavenumber range [0, A]. The above procedure is useful if there exists a
crossover: after iteration of the RG transformation, the non linear terms
become essentially negligible on one side of the cfossover; on the other side
and sufflciently close to it, they will be smal!. This justifIes the elimination of
the smaIl scales perturbatively in powers of the renormalized coupling
constant, at least if it is small in the original equation. The proce­
dure is in fact extended ta any value of the coupling constant thanks ta a
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universality hYP9thesis for its asymptotic behaviour. In addition, most of
the new couplings generated by the "small scale elimination turn out to be
negligible in the iteration.

3.2. Elimination of the small scales

After space and time Fourier transformation, equation (1) reads:

(12)

The linear Green function G(O) (where the projector on the space ofdivergence
free functions which are statistically axisymetric about the axis n = Bo/Bo is
included) and the correlation <Il of the external forcing are conveniently
expressed in the local basis ([15], [16]):

(13)

. where:

(14)

Note that:

(15)

{
Cl (k) =el (k)@e1(k),

C2 (k) =e2 (k)@e2 (k),

{
el (k) =k x n/ 1k x ni,

e2 (k) = k x el (k) / 1 k x el (~) 1 .

[ IJP 1. (k1.) j 0
Cl (k) = ...__.. 10 ,

000

where 1. denotes the component perpendicular to the external fIeld. For
quasi-transverse wavevector k, the only non zero component of $2 (k) is:

(16)
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In the S-basis:

(17)

with:

(18)

2

ff (k) = L <PCl (k) sa (k),
Cl=!

2

G(O) (k, (0) = L g~O) (k, (0) SCl (k),
Cl= 1

{
g~O)(k, ro)=[ =-iro+B~cos2e+vok2]-1,

B~=cr B~/ Po.

As in Chapter 1, we cho9se:

(19) <p~O) (k) = k - g 0/ (8),

The elimination procedure of the modes v> l'rom equation (12) is

where we have assumed that \(J (8) tends to unityas e~ 1t 12 to keep the non
linear effects fIni te.

conveniently done using the following diagramatic representation:

(20)

With these notations, equation (12) reads:

"(LI)
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After elimination of v>, the equation for v< modes reads at the lowest non

trivial order in Ào when only the possibly relevant terms are retained:

(22) ~-4 =-<+-<

+-<:(+8 +4

The crossed lines indicate that the corresponding wavenumber belongs
to the shell [A e-- L

, A] and is consequently integrated over. In the following,
A will be taken equal to unity . The left hand side of eq uation (22) is linear in
the velocity field and al the lowest order the new diagram contributes to the
renormalization of the· viscosity which becomes a tensor with components in
the <C-basis given by:

(23)

It will be seen that 8vet has a flnite limite as k --+ O. Note that the magnetic
fIeld is not renormalized. On the right hand side of (22), the new diagrams
correspond respectively to a renormalization of the stirring force and of the
non linear coupling (vertex).

The diagram which renormalizes the viscosity gives:

(24) Tr(~Àkïk28vÀ= L _DOÀ~J d3qPlmn(k)<C~m,(q)~'~ï(q)<ff/ï(-q)
ct, ~, '/, b p, q</\

=1,2 p+q=k

X Pn'iS (p) <C%n' (p) <ct (k)

f + 00 q - E ~ (eq) dO

x _ 00 {[ _ iQ +B6 cos2 Bq +v" q2] (i Q ~B6 cos2 Bq + Vy q2]}

x[ -i(û)-O)+B~cos2ep+Vôp2]
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where 9, 8p , 9q denote the angles of wavevectors k, p, q with the external fIeld
(Fig. 1). As indicated in Chapter 2, the Hartmann number at scale 1/k is
expected to increase as k ~ O. This suggests to calculate the right hand side

of(25) perturbatively in powers of the inverse Hartmann number vb/2 /Bo and
to check a posteriori the consistency of the procedure. The argument is
similar to that which justifIes the expansion in powers of the reduced coupling

constant. To the leading order and for cos 8 ~ 0, equation (24) reduces to:

kI8vtCk.L)=DoÀ.~ r d3q f+00 dO
Je-'<p,q<l -<X>

p+q=k

X q-S

(25) [02 + (B6cos~9q+V! q2)2] [-i(co-Q)+B6coS29p+V1P2] '

kf 8v2 (k.L) = Do À.~ r,<p, q< 1 d
3

qf:: dO

p+q=k

In this limit, the components 1 and 2 of the viscosity tensor act on the velocity
mode respectively perpendicular and parallel to the magnetic
field. Subscripts 1 (resp. 2) will thus be replaced in the following by J..
(resp. 1 1). After simple algebra, equations (25) become (q = k/2 + a;
p=k/2-a):

(26)
_ 2 a- S B6 cos 8 cos 8a cos ~ sin2 ~} d3 a,

[v.L a2 + B6 cos2 8J3

'VOLUME 20 - 1981 - N°2
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where X= v;1 Iv J.. is the ratio of the ViScosltles acting on the velocity
components parallel and perpendicular to the magnetic fIeld.

The diagram which renormalizes the force correlation a::=::c>
is 0 (k 2

) when k ~ 0 and does not diverge when e~ O. The internai
forcing in the large scales (eddy noise) [17] due to the small-scale beating is
th us negligible for E> - 2 when compared to the external forcing.

Notation.

where Sa denotes the angle ofa with Ho and ~ the internaI angle of the (k, p, q)­

triangle opposed to the p-side (Fig.). L1is the domain {e-l~a~l;

o~ ~ ~ 1t }. Computation of integrals (26) leads to:

~
= v~ -e) [À~Do _l_J 1-eel

8vl. 256 5/2 - ,
1t V J.. Bo e

!8V =.:!.J.L _1 (l-J 2 )[À~ Do _1Jl-esl

Il 161t X- 1 X+ 1 Vi/2 Boe '

(27)
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The diagrams which renormalize the vertex appear to be negligible when
compared to the "bare" vertex in the limit k --+- O. This is actually a
consequence of Galilean invariance ([6], [13]).

3 . 3. Rescaling of variables

The second step of the RG procedure consists in rescaling the
wavenumbers'l frequency and remaining velocity modes. Turbulence
being quasi..two dimensional in the large s(,;ales, different rescaling are
expected for the wavevector components perpendicular and parallel to the

magnetic fIeld:

(28)

k~ =e1k.L' k;,=kllexP[f~ (l+E,(l'))dIJ

(0' = (0 exp[L 1'] (1') dlJ

v'=vexp [ - f~ 't(I')dIJ f'=fexP[f~(1'] (l')-'t (l')) dl]. .

The scaling factors ç, 11 and tare to be determined later. Equation (28) in
turn implies the following rescaling:

(29)

v~=v"exP[f~ (1']-2)dIJ <1.=(1,2),

D' = Do exp[f~ (31'] -2 't+ 3 +e+E,)dIJ

Â.' =Â.oexp [f~ ('t -4 - E,) dlJ

B' =Bo exp [ f~ (1']/2-E,) dl' J.
The combination of elimination of small scales and rescaling of the variables
deflnes the RG transformation.

3 .4. Iteration of the RG transformation: the recursion relations

The next step of the procedure consists in iterating the RG
transformation. This is conveniently done by resorting to a differential
forme Equations (28) and (29) lead to the following recursion relations

VOLUME 20 - 1981 - N°2
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-describing the evolution of the relevant parameters (viscosities, forcing
intensity, coupling constant and magnetic fIeld) as the infinitesimal RG
transformation is iterated:

(30)

(31)

with:

dv -
dt =v.l [11- 2+\fJl (À)],

dV/I -
dl =vII [11- 2+~2 (À, X)],

dD
"dl =D [311-2 t + 3+ê+~],

dÀ
"dl =À[t -4 -ç],

dB -
dl =B [11/2-Ç],

(32)

Note that the small scale elimination contributes only to the renormalization
of the viscosities. The other coeffIcients are modilied solely through the
rescaling. This will remain so as long as ê> - 2. When E~ - 2, snlall scale
elimination also renormalizes the forcing but this happens on the trivial
(linear) side of the crossover.

One can suppress all reference to the scaling factors by writing recursion

relations for the reduced parameters i and X defined in equation (32):

(33)
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As was expected from the analysis ofChapter 2, the tirst equation (33) exhibits

a crossover at e=°for the behaviour of the reduced coupling constant À in the

limit 1~ 00. For e< 0, i tends to zero and the problem is "asymptotically

free" (linear) in the large scales. In contrast, for e> 0, i tends to a non trivial
flxed point:

(34)
_ (5127t )1/2
A*= --e .

5

Note that in equation (33), a Taylor expansion near the fixed point
indicates that Xapproaches its asymptotic value as e -Il::! for 8 # 0 and as j- 1 i 2

for 8=0.

For small positive E, the non linear coupling is weak: the RG procedure has
thus transformed a strongly non linear problem into a weakly non-linear one
which can be solved perturbatively. Note that the procedure bootstraps

since the smallness of A* close to the crossover justifIes, at least
asymptotically, a perturbative elimination of the small scales.

We now determine the scaling factors. We can choose them in such a way
that in the asymptotic equation (1 ~ (0), the transverse viscosity, the forcing
intensity and the coupling constant keep their original values:

(35) I
II (1) =2 - \!f 1 [A (1)],

L (/) = 5+E - 3 0/1 [~ (/)],

ç(1) =1+ E - 3 \!f 1 [A (1)].

This choice clearly shows that for 8> 0 the Hartmann number:

B(l)/vî/2 (l) =AoD6/2 Vü3/4 i (1) -1/2,

becomes of order E- 1
/
4 for'l ~ O. This justifies the expansion in terms of its

inverse. On the trivial side of the crossover (e <0), À*=0 and z ~ 2. When

8 =0, the reduced coupling constant i tends to zero as (5127t/51)1/2Ieading to
logarithmic corrections in the energy spectra (see below). On the non trivial
side of the crossover (e > 0), the stable flxed point~ corresponds ta:

(36) ~ 1 (A *) =2e15,

which determines the scaling factors. Note that the scaling factors are thus
independent of the detailed calculation of the diagrams. Indeed one has
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only to know that (i) there exists a non trivial fIxed point; (ii) there is no smal1
scale contribution ta the renormalization of magnetic fIeld and forcing
intensity (this is insured by the k-dependence of the Navier Stokes vertex); (iii)

the vertex is not renormalized. The Wilson RG approach shows it
perturbatively ta lowest arder but does not seem to be able to yield this result
ta aH orders [6]. However, a non perturbative proof of the vanishing of
vertex.corrections· is provided by the fIeld theory formalism using a Ward
Takahashi identity linked to Galilean invariance [13]. This insures the
validity of the results beyond the proximity of the trossover, provided new
couplings do not become relevant.

3.5. The effective equations

For negative or small positive B, we can discard the non linear terms in the
asymptotic equation. When we return to the unscaled variables, we obtain
effective equations valid in the limit of (quasi-two-dimensional) large scales,
which read:

(37)
{

[- i co + Vol (kol) ki +B~ cos2 e] Vol (k, co) =D~/2 fol (k, co),

[-ico+vII(kol)k~ +136 cos2 e] vll(k, co) =D~/2f/l(k, co),

where the renormalized viscosities have a k-dependence given by:

(38) Vol (k) '" vi / (k)cx:: k~ -Tl.

The scaling factor Tl has been determined in Section 3.4. On the trivial
side, the renormalized viscosities are, as expected, independent of
wavenumber whereas for 8>0 they behave like:

(39)

For 8 =0, the renormalized viscosities display logarithmic corrections:

(40) Vol (k) '" vII (k) celn2
/
5 (1/k).

From the linear Langevin equations (37), one easily deduces the statistical
properties of the velocity fIeld and in particular the radial energy spectra of the
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velocity components perpendicular and parallel to the external fIeld:

1

kl-f. e<O,

(41) E.L (k),... El! (k) ce k In1/
5
(;/k), e =0,

k1 -(4/S) S, e> O.

These results obtained by a systematic technique will be recovered by a
phenomenological argument in Chapter 4.

Finally, we note that the recursion relation for the parameter Xgives at the
non trivial fIxed point:

(42) x* =2.57 + 1.64 e+O (e 2
).

The tixed point is approached exponentially,. as is the case for A. This
indicates that for e> 0, the ratio of the eddy viscosities acting on the velocity
components parallel and perpendicular to the magnetic fIeld has a weIl
deflned value X* independent of the molecular viscosity.

We can also consider the convection of a passive scalar (say the
temperature) by low magnetic Reynolds number turbùlence. In the quasi­
two-dimensional limit, computations are similar to those performed on the
velocity component parallel ta the magnetic fIeld, except that the Green
function of the passive scalar does not contain the magnetic damping. We
fInd that for e> 0, in the large scale limit, the ratio of the turbulent diffusivity
to the eddy viscosity acting on the transverse velocity component (inverse
Prandtl number) is given by:

(43) x* =2.79+ 1.73 e+O(e2
).

Recall that when the passive scalar is advected by two dimensional Navier­
Stokes turbulence, on the non trivial side of the crossover the ratio of the
renormalized diffusivity to the renormalized viscosity is aiso found to be
greater than unity [6]. Such an etTect is possibly related to the pressure; il
disappears on Burgers equation.

Keeping in rnind experimental feasibility, a forcing spectrum confIned to a
narrow band of wavenumbers may appear more appropriate. This case is
also amenable to the RG technique. After one step of the renormalization
procedure, the large scale input is dominated by the eddy noise whose
correlation function behaves like k2 for k ~ O. The renormalized coupling
thus tends exponentially to zero making the Prandtl number and the ratio of
the two components of the viscosity tensor non universal. The velocity fIeld
results from a balance between the eddy noise whose spectrum is proportional
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to k4 and the dissipation due to (non renormalized) viscosity and Joule effect:
the energy spectrum reads:

This contrasts with the k2-absolute equilibrium spectrum obtained with the
same forcing in non magnetic turbulence [6].

4. Concluding remarks

Large scale steady state properties of low magnetic Reynolds number
turbulence imbedded in a uniform fIeld have been investigated with the
Renormalization Group. Assuming that for wavevectors quasi-transverse
to the magnetic fIeld, the correlation of the forcing behaves like k -s as k ~ 0,
we fInd that a stable non trivial fIxed point appears -above g=O. For any
external magnetic fIeld, large scales are quasi-two-dimensional and the non
linear effects can be described for g >° by two eddy viscosities
v.L(k),,-,v//(k),,-,k- 2E

/
5 acting respectively on the velocity components

perpendicular and parallel to the magnetic fIeld. Their ratio tends to a fInit
limit:

X*= v//(k) =2 57+164g~O(g2)
V.L (k) .. ,

which is independent of the molecular viscosity. The energy spectrum is
then easily obtained.

The form of the eddy viscosities and energy spectrum can be recovered by a
simple phenomenological argument. Let the eddy viscosity acting on eddies
of size 1/k be expressed in terms of the typical velocity (k E (k)).1/2 of these
eddies as: .
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Assuming that the strirring force equilibrates the magnetic damping and the
energy transfer, the following expression is obtained for the radial energy
spectrum:

(44)

(45)
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where cp=1t/2-8. Combining (44) and (45), the results of Chapter 3 are
recovered, namely:

(46)

Notice that the main contribution to the radial energy spectrum [equation
(45)] cornes from wavevectors such that: .

(47) cp < cp* (k) '" (~à/5 ) k1-siS.
Bg/5

This contrasts with the linear problem for which <p*(k)"'k/B o. For
suffIciently small k, the energy containing region is thus enlarged by the non
linear transfer.

The situation which seems the most amenable to experimental verifIcation
corresponds to a turbulence maintained by a forcing acting in a narrow band
of wave-numbers. RG calculations preq.ict in the large scales a k3 energy
spectrum which can be viewed as resulting from an equilibrium between
injection due to the beating of energetic eddies, and dissipation by Joule
damping and viscosity. A flow ofmercury, where turbulence is created by a
grid with a small enough mesh, may have such a dynamics in the largest
scales. One ma)! also envisage direct numerical simulations of equation (1)
using for example a spectral method. Flexibility in the choice of the forcing
spectrum would lead easier comparison with the RG results.

Finally, it is interesting to notice that in aU the cases, the anisotropie Joule
dissipation makes the correlation functions of the velocity and vorticity fIelds
not differentiable with respect to the wavector components in the limit
k ~ O. As a consequence the behaviour at small wavenumbers cannot be
predicted by kinematic analysis analogous to those given by Batchelor [18]
and Saffman [19]. The Renormalization Group provides a procedure to
deal with such singularities at small wavenumbers.

REFERENCES

[1] LEORAT J., POUQUET A. and FRISCH U., Turbulence M.H.D. développée et génération de
champs magnétiques [J. Phys., VoL 41, (C3), 1980, p. 359-369]. Fully Developped MHD
Turbulence Near Critical Magnetic Reynolds Number (J. Fluid Mech., Vol. 104, 1981,
p.419-443).

VOLUME 20 - 1981 - N°2



JOURNAL DE MÉCANIQUE

(Manuscrit reçu le 4 janvier 1980,

révisé le 10 oelobre 1980.)

251TURBULENCE

- 185 -

[2] BRANOVER H. and GERSHON P., Experimental Investigation of the Origine of Residual

Disturbances in Turbulence MHD Flows ajler Laminarization (J. Fluid Mech., Vol. 94,

1979, p. 629).
[3] ALEMANY A., MOREAU R., SULEM P. L. and FRISCH U., Injluence ofan External Magnetic

Field on Homogeneous MHD Turbulence (J. Méc.~ Vol. 18, 1979, p. 277).
[4] SCHUMAj\jN U., Numerical Simulation of the ]ransition from Three to Two Dimension

Turbulence under a Unijorm Magnetie Field. (J. Fluid Mech., Vol. 74, 1976, p. 31).

[5] MOFFATT H. K., On the Suppression of Turbulence by a Uniform Magnetic Field (J. Fluid

Mech., Vol. 28, 1977, p. 571).

[6] FORSTER D., NELSON D. R. and STEPHEN M. J.~ Long-Time Tails and the Large-Eddy
Behaviour ofa Randomly Stirred Fluid (Phys. Rev. Lett., Vol. 36, 1976, p. 867); Large­

Distance and Long-Time Properties ofa Randomly Stirred Fluid (Phys. Rev., A Vol. 16,
1977, p. 732). .

[7] MA S., Modern Theory of Critical Phenomena, Frontiers in Physics, Benjamin Ine., 1976.

(8] MA S. and MAZENKO G. F., Critical Dynamics of Ferromagnets in 6-ê Dimensions: rt'eneral

Discussion and Detailed Calculation (Phys. Rev., Vol., BU, 1975, p. 4077).

[9] FOURNIER J.-D., Quelques méthodes systématiques d'approximation en turbulence homogène

(Thèse de Je cycle, Université de Nice~ 1977).

[10] SULEM P. L., FOURNIER J. D. and POUQUET A., Fufly Developed Turbulence and

Renormalization Groulb 'in' Dynamical' Criticai Phenomena and Related topics

[Proceedings, Geneva 1979, p. 321 (Lecture Notes in Physics, Vol. 104, Springer-Verlag,
1979)].

[11] FOURNIER J.-D., POUQUET A. and SULEM P. L., lnfrared Properties of Forced 1\1HD
Turbulence, Submitted to J. Phys., A, 1980.

[12] POUQUET A., FOURNIER J. D. and SULEM P. L., Is Helicity Relevantfor Large Scafe Steady

State Three-Dimensional Turbulence? (J. Phys. Le:ttres, Vol. 39, 1978, p. 199).

(13] DE DOMINICIS C. and MARTIN P. C., Energy Spectra of Certain Randomly Stirred Fluids

(Phys. Rev., Vol. Al 9, 1979, p. 419).

[14] ROBERTS P. H., An Introduction to Magnetohydrodynamics~ Longmans, Green and Co Ltd.~

1967.

[15] HERRING J. R., Approach ofAxisymmetric Turbulence to Isotropy (Phys. Fluids, Vol. 17,

1974, p. 859).

[16] SCHUMANN U. and HERRING J. R., Axisymmetric Homogeneous Turbulence: a Comparison

ofDirect Spectral Simulations-with the Direct Interaction Approximation (J. Fluid, Mech.,
Vol. 76, 1976, p. 775).

[17] ROSE H. A., Eddy Diffusivity, Eddy iVoise' and Subgridscale Modeling (J. Fluid Mech.,
Vol. 81, 1977, p. 719).

[18] BATCHELüR G. K., The Theory ofHomogeneous Turbulence, University Press~ Cambridge,
1967.

[19] SAFFMAN P. G., The Large-Scafe Structure of Homogeneous Turbulence (J. Fluid Mech.,
Vol. 27, 1967, p. 581).





- 185 -

TURBULENCE 251

[2] BRANOVER H. and GERSHON P., Experimental Investigation of the Origine of Residual

Disturbances in Turbulence MHD Flows ajter Laminarization (J. Fluid Mech., Vol. 94,

1979, p. 629).
[3] ALEMANY A., MOREAU R., SULEM P. L. and FRISCH U., Injluence ofan External Magnetic

Field on Homogeneous MHD Turbulence (J. Mée., Vol. 18, 1979, p. 277).

[4] SCHUMA~N U., Numerical Simulation of the 7ransition .lrom Three to Two Dimension

Turbulence under a Unijorm Magnetle Field. (J. Fluid Mech., Vol. 74, 1976, p. 31).

[5] MOFFATT H. K., On the Suppression of Turbulence bya Uniform Magnetic Field (J. Fluid

Mech., Vol. 28, 1977, p. 571).

[6] FORSTER D., NELSON D. R. and STEPHEN M. J., Long-Time Tails and the Large-Eddy

Behaviour of a Randomly Stirred Fluid (Phys. Rev. Lett., Vol. 36, 1976, p. 867); Large­

Distance and Long-Time Properties ofa Randomly Stirred Flu~d (Phys. Rev., A Vol. 16,

1977, p. 732).

[7] MA S., Modern Theory of Critical Phenomena, Frontiers in Physics, Benjamin Ine., 1976.

[8] MA S. and MAZENKO G. F., Critical Dynamics ofFerromagnets in 6-e Dimensions: General

Discussion and Detailed Calcu/ation (Phys. Rev., Vol., BU, 1975, p. 4077).

[9] FOURNIER J;-D., Quelques méthodes systématiques d'approximation en turbulence homogène

(Thèse de 3e cycle, Université de Nice, 1977).

[10] SULEM P. L., FOURNIER J. D. and POUQUET A., Fully Developed Turbulence and

Renormalization Grou~ 'in' Dynamicar Critical Phenomena and Related topics

[Proceedings, Geneva 1979, p. 321 (Lecture Notes in Physics, Vol. 104, Springer-Verlag,
1979)].

[11] FOURNIER J.-D., POUQUET A. and SULEM P. L., Infrared Properties of Forced M HD
Turbulence, Submitted ta J. Phys., A, 1980.

[12] POUQUET A., FOURNIER J. D. and SULEM P. L., Is Heficity Relevantfor Large Scale Steady

State TJiree-Dimensional Turbulence? (J. Phys. Le.ttres, Vol. 39, 1978, p. 199).

[13] DE DOMINICIS C. and MARTIN P. C., Energy Spectra of Certain Randomly Stirred Fluids

(Phys. Rev., Vol. Al 9, 1979, p. 419).

[14J ROBERTS P. H., An introduction ta Magnetohydrodynamics, Longmans, Green and Co Ltd.,
1967.

[15] HERRING J. R., Approach ofAxisymmetric Turbulence to Isotropy (Phys. Fluids, Vol. 17,

1974, p. 859).

[16] SCHUMANN U. and HERRING J. R., Axisymmetric Homageneaus Turbulence: a Comparison

ofDirect Spectral Simulations'with the Direct Interaction Approximation (J. Fluid, Mech.,

Vol. 76, 1976, p. 775).

[17] ROSE H. A., Eddy Dijfusivity, Eddy lVoise' and Subgridscale Modefing (J. Fluid Mech.,

Vol. 81, 1977, p. 719).

[18] BATCHELOR G. K., The Theory ofHomogeneous Turbulence, University Press, Cambridge,
1967.

[19] SAFFMAN P. G., The Large-Scale Structure of Homogeneous Turbulence (J. Fluid Mech.,

Vol. 27, 1967, p. 581).

(Manuscrit reçu le 4 janvier 1980,

révisé le 10 oelobre 1980.)

JOURNAL DE MÉCANIQUE



- 187 - .

CONCLUSION



•



· l .

La Magnétodynamique des liquides avec champs magnétiques alternatifs est
une discipline qui présente l'avantage rare d'être à la fois très jeune et très
riche. L'une de ses richesses revient au degré de liberté supplémentaire, par rapport
à la M.H.D. avec champs magnétiques continus, introduit par le paramètre fréquence;
non seulement l'intensité et la géométrie du champ magnétique appliqué sont,
comme en M.H.D. tlassique", suceptibles d'être modifiés, mais, en plus, la fréquence
des courants inducteurs' peut être contrôlée de l'extérieur et varier dans une plage
beaucoup plus large que celle des autres paramètres s'étendant du Hertz au Mégahertz.
Aussi, dans chacun des domaines, qui se distinguent les uns des autres par l ·ordre
Je grandeur du rapport entre la dimension caractéristique du domaine métallique
liquide et l'épaisseur de peau, caractérisé par l'ordre de grandeur du paramètre
d'écran Rw ,se posent des problèmes tout à fait spécifiques. Dans les hautes
fréquences (Rw »1) les effets électromagnétiques sont principalement des effets
de surface et les forces induites dans le métal liquide peuvent être assimilées à

des forces de pression; dans les fréquences moyennes (Rw ~ 1) le champ magnétique
pénètre dans le milieu métallique, les forces rotationnelles prennent de l'importance
et créent des courants de recirculation ; dans les basses fréquences (R« 1) lew .
champ magnétique traverse le domaine métallique et certains caractères spécifiques
de l'action des champs magnétiques continus se retrouvent; cependant, la pulsation
des forces électromagnétiques généralement lente dans ce cas, peut avoir une influence
sur la dynamique du milieu métallique et exciter certains modes pri.vilégiés. Cette
diversité qui concerne principalement les champs magnétiques pulsants (ou monophasés),
s'enrichit grâce à la possibilité d'utiliser des champs magnétiques polyphasés
(glissants ou tournants) qui favorisent, contrairement aux précédents, la partie
rotationnelle des forces électromagnétiques aux dépens de la partie irrotationnelle
et permettent d'imposer et de contrôler le mouvement du métal liquide.

Le problème de contrôle des surfaces libres, dont certains aspects avaient
déjà été abordés dans ma thèse de Docteur-Ingénieur, constitue dans ce contexte
un axe privilégié. Le cas asymptotique des fréquences infiniment grandes pour lesquel­
les la profondeur de pénétration du champ magnétique est nulle, met en lumière
l ·originalité du problème: la frontière du métal liquide sépare deux régions



· II .

concernées, l lune par la mécanique des fluides (intérieur du milieu métallique,
l lautre par l'électromagnétisme. Clest par le couplage au niveau des conditions
aux limites à l 1 interface, sur la pression notamment que s'introduit toute la
difficulté mais aussi tout l'intérêt de la question posée par la détermination
des caractéristiques géométriques de la surface libre d'équilibre et de
l'écoulement induit dans le milieu métallique liquide.

Mes travaux dans ce domaine, accomplis en collaboration avec
Jacqueline ETAY et Jean-Marc BIASSE, et effectués dans le cadre de l'opération de
recherche "contrôle de surfaces libres" ont permis de dégager et de préciser les
idées fondamentales et les mécanismes de bases dans l'étude des équilibres complexes
des interfaces dont la géométrie résulte de la compétition entre les forces électro­
magnétiques, la tension superficielle (cas du formage des jets), la gravité (cas
de la lévitation), les forces d'inertie (cas du confinement). L'étude de la stabilité
de ces équilibres accomplie dans des conditions réalistes de fréquence et de conduc­
tivité électrique finie, a conduit à l'explication de l'effet stabilisant du
champ magnétique et à la correction des critères de stabilité déduits de l'analyse
reposant sur l 'hypothèse d'une profondeur de peau nulle.

Nombreuses sont les applications industrielles possibles de la Magnéto­
dynamique des liquides qui sont apparues parallèlement à ces études théoriques
et ont fait l'objet de brevets protégeant des dispositifs nouveaux et des techniques
nouvelles mis au point en laboratoire. Ceci est également un avantage de la
discipline dans laquelle les travaux ont été menés. Il faudrait cependant se
garder- de ne retenir que cet aspect très positif de la ~1agnétodynamique des
liquides, en oubliant la richesse si grande qui est la sienne sur un plan purement
scientifique.
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