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INTRODUCTION,

La Conception Assisté&e par Ordinateur (C.A.0.) est une
discipline dont le domaine d'application recouvre désormais
toute la plage des sciences physiques de 1l'ingénieur. Mais
ses liaisons avec la physique théorique sont souvent occultées
par un carcan informatique qui rend difficilement accessibles
modéles et hypothéses.

‘La méthodologie de la Conception Assistée par Ordina-
teur est immuable :

= le modéle d'une classe d'objets 3 concevoir a é&té
pensé par le concepteur du systéme ;

- 1l'informatique lui a permis de matérialiser ce modéle

sous forme de programmes ;

- l'utilisateur du systéme va pouvoir construire sa
propre réalisation dans le cadre générique de ce
modéle : en décrivant l'objet particulier qu'il veut
étudier ;

- le systéme prend alors 3 sa charge les vérifications
nécessaires pour déterminer si la description de
l'objet & &tudier est compléte et cohérente vis-3-vis
du modéle ; puis il effectue la simulation du fonction-
nement de cet objet dans des conditions d'essais fixées
par l'utilisateur.

La modélisation est le fondement de toute approche
mettant en oeuvre la Conception Assistée par Ordinateur. Or,
1' apanage du physicien est justement de modéliser cette réalité _
qu'il observe 3 travers le filtrede ses expériences. Nous
devons conclure ce syllogisme par "donc le physicien doit &tre
le véritable concepteur des modéles utilisés en CAO".




Ce gqui tombe sous le coup de la logique peut &tre per-
turbé& par des impératifs d'ordre bassement technique. En effet,
la "matérialisation informatique d'un mod&le" ne va pas sans
contraintes dues aux limites imposées par les outils informa-
tiques dont dispose le constructeur de systémes deC.A.O.

Les modéles souples et &volutifs pensé&s par le physicien
devront s'adapter aux techniques qui vont les matérialiser :
de nombreux degrés de liberté& vont &tre ainsi figés au point
que, de toutes les variantes envisageables,une seule peut gé&né-
ralement &tre retenue. Au cours de cette phase, toujours plus
ou moins douloureuse, il arrive gquelquefois que le contact
&tabli entre physicien et informaticien se rompe au détriment
de la qualité du produit. i
Car le physicien ne peut pas &tre le seul concepteur
du modéle, il faut lui associer un mathématicien appliqué pos-
sédant la malitrise des techniques informatiques, 2 moins gque
lui-méme ne se forme 3 ces méthodes. Cette derniére solution
le conduit hélas souvent 3 délaisser sa discipline d'origine
pour voir peu 3 peu consommer son temps par la dé&vorante tethni-
que informatigque.

Ce sont ces problémes, quotidiennement vé&cus dans bien
des laboratoires, qui nous ont conduit 3 mener le travail que
nous présentons ci-dessous.

- Le fond : &tudier le processus de maté&rialisation
informatique d'un modéle physique, dans le cadre de
la méthode des é&léments finis.

- Le but : dégager une méthodologie qui assouplisse
les contraintes apportées par l'informatique,afin
que les modéles utilisés dans les outils de C.A.O.
puissent &tre é&volutifs et congus par les physiciens
eux-mémes.



- La démarche : proposer des exemples concrets de
modéles physiques, généraliser 3 partir de ces cas
afin de définir de nouveaux concepts, matérialiser
ces concepts par des outils informatiques généraux.

- Les résultats : une méthodologie de construction de
systéme de C.A.O.,
un systéme informatique mettant
cette méthodologie en application dans le cadre de la
méthode des &léments finis.

- Un espoinr enfin, celui d'avoir peut &tre contribué
4 la création d'outils informatiques plus souples et
mieux adaptés aux besoins des concepteurs de modéles.

Notre mémoire a &té structuré en trois parties qui il-
lustrent la démarche inductive que nous avons suivie.

La premidre partie présente les méthodes numériques
classiques généralement utilisé&es pour traiter les é&quations
aux dérivées partielles. Nous donnons é&galement trois exemples
concrets d'application dans les domaines magnétodynamique,
thermodynamique et hydrodynamique.

La deuxiéme partie expose les outils conceptuels que
nous avons é&laboré&s afin de proposer une méthodologie gé&nérale
de construction de systéme qui permette une description conver-
sationnelle simple des équations aux dérivées partielles usuel-
les. Nous montrons comment un syst@me générateur peut &tre mis
d la disposition du physicien afin gu'il décrive aisément ses
modéles d'équations aux dérivées partielles. Nous détaillons
les méthodes de résolution de problémes qui permettent de con-
cevoir un programme général capable de résoudre tout probléme
concret posé dans le cadre générigue d'un modéle décrit a
l'aide du générateur.
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La troisiéme partie expose enfin les caractéristiques
du syst@me FLUX-EXPERT que nous avons congu selon ces principes.
Nous dé&crivons en d&tail la structure informatique de ce sys-
t&me, et nous donnons en exemple trois utilisations de ce pro-
gramme pour décrire des égquations aux dérivées partielles
choisies parmi les centres d'intér&t que nous avons présentés
‘au cours de la premidre partie : magnétigue, thermique et hydrau-
lique.

Dans un document sé&paré&, fourni en annexe, nous pré&-
sentons la résolution de quelques probl2mes concrets 3 l'aide
de ces trois syst@mes construits dynamiquement par notre
générateur.



1ERE PARTIE

DEs MODELES PHYSIQUES AUX MODELES NUMERIQUES :
ETUDE DE CAS







A.T METHODOLOGIE ET CHOIX DES EXEMPLES .-

A.1.1 DOMAINE D'ANALYSE ET CHOIX METHODOLOGIQUE

C'est une démarche inductive gue nous avons suivie pour
notre &tude : nous avons analysé& la modélisation d'un domaine
de la physique, la magnéto-hydro-thermodynamique, qui nous a
fourni les exemples 3 partir desquels nous avons &laboré une
méthodologie générale. En effet, les équations de la MHD nous
offrent un terrain d'é&tude suffisamment vaste et complexe pré-
sentant une grande variété de problémes de modélisation :
divers types de non linéarité& dansles &quations,des caracté-
ristiques de matériaux variées, des conditions aux limites trés
complétes, et surtout la nécessité& de coupler des équations
mettant en jeu des ph&noménes transitoires qui dé&pendent de
constantes de temps trés différentes. Nous présenterons tout
d'abord chacun des probl2mes magnétigque , thermique , hydrauli-
que , de fagon séparée en dégageant les caractéristiques qui
‘leur sont propres, buis nﬁﬁs étudierons les difficultés posées
par le couplage entre ces é&quations.

Nous avons tenté de ne conserver dans cette présenta-

tion que les points caractéristiques qui nous ont conduit a
prendre des décisions.

A.1.2 cHOIX DE LA METHODE NUMERIQUE

Pour traiter les problémes d'équations aux dérivées
partielles,dans des domaines aux formes compliquées,trois mé&-
thodes sont généralement utilisables : Différences-finies,
Eléments-finis, Intégrales de frontiéres. Notre propos n'est pas
de dresser ici une analyse EQmparative de ces trois méthodes,
ceci 3 dé&ja &té fait et nous conduirait hors du cadre de ce
travail [17], [29].




La grande souplesse d'adaptation de la mé&thode des
&léments finis 3 modé&liser des phénomé@nes complexes dans des
géométries &laborées, a conduit 2 la généralisation de son
utilisation dans presque tous les probl@mes aux dérivées par-
tielles. C'est pourquoi notre &tude sera menée dans ce cadre
général, mais la méthode des différences finies sera é&galement
utilisée par notre systéme pour le traitement des phénomé&nes
d'évolution temporelle [37]. Quant 34 la méthode inté&grale,son
domiine de prédilection demeure toujours le traitement des pro-
bl2mes linéaires [26]. Bien que les phé&énom&nes analysés soient
pour la plupart non linéaires, de grandes parties des domaines
étudiés ont souvent des caractéristiques linéaires. Nous n'avons-
donc pas exclu un couplage entre la méthode des &léments finis
et la méthode inté&grale, dans ces cas particuliers, a i'aida
de macro-é&léments ; mais nous n'avons pas approfondi ce probléme
difficile sur lequel beaucoup d'&tudes sont en cours [40], [78],
[86].

A.I1 MODELISATION NUMERIQUE PAR ELEMENTS FINIS .-

D'excellents ouvrades généraux ont &té &crits sur la
méthode des &lé&ments finis, [18]1 ([19] [24] ([31] [39], c'est
pourquoi, dans ce chapitre, nous ne présenterons bridvement gue
les notions dont nous aurons besoin dans la suite de ce mémoire.
Les références bibliographiques permettront au lecteur de con-
sulter en détail chaque théme abordé.

Nous rappelons gue notre propos n'est pas d'élaborer
une nouvelle méthode de traitement des é&quations aux dérivées
partielles,mais d'analyser le processus de modélisation numéri-
que de phénoménes physiques trés généraux 3 l'aide de méthodes
déja classiques.



A.II.1 MINIMISATION DE FONCTIONNELLE ET METHODES PROJECTIVES

La méthode des &léments finis repose sur la recherche
d'une fonction globale représentant les phénomé&nes &tudiés en
tout point du domaine analysé&. Ce domaine doit &tre dé&composé
au préalable en parties finies, adjacentes, appelées les &lé&-
ments finis. La fonction globale recherchée sera construite
par parties sur chacun de ces &lé&ments.

L'inconnue ainsi &laboré&e devra vérifier globalement
les é&quations aux dérivées partielles, les conditions aux li-
mites associées et les propri&tés de continuité requises par
les phénom&nes &tudiés, cela sur chacun des &léments comme sur
l'ensemble du domaine. Selon les &quations traitées,on peut
généralement démontrer que,si la taille de chaque &l&ment tend
vers zéro (le nombre d'éléments tendant vers l'infini), les
E&quations aux dérivées partielles sont alors vérifies en tout
point du domaine.

Les &léments finis utilisé&s pour discrétiser le domaine
étudié sont généralement regroupés par familles topologiques :
segments, triangles, guadrilatéres, tétraddres, parallé&lépi-
pédes, prismes, etc... L'ensemble des &léments qui reconstituent
le domaine est d&nommé le découpage ou la discrétisation géo-
métrique.

A l'intérieur d'un é&lé&ment la fonction qui modé&lise le
phénoméne est définie par une interpolation polyndmiale en
fonction des valeurs de l'inconnue en chacun des sommets (ou
noeuds) de cet &l&ment.

Le principe de la méthode consiste 3 trouver la répar-
tition de valeurs nodales qui entraine la vérification de
l'équation aux dérivées partielles du phénomé&ne &tudié eﬂ qui
remplisse ses conditions aux limites.

Deux approches peuvent alors &tre suivies : la méthode
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variationnelle ou une méthode projective.

METHODE VARIATIONNELLE DE RITZ RAYLEIGH.

Elle consiste 34 minimiser l'expression :

®  E. H[:(z,‘,,;,, ’%’%’% - .)Jd-,‘lrﬂri:(:,,,;.i)dr

ol F et ¢ sont des fonctionnelles supposées connues et I,
%%, %%, %% ... respectivement l'inconnue et ses dérivées.

L'équation d'Euler appliquée 3 ce probléme fournit le
probléme différentiel &gquivalent :

(2) %% - V.V = 0 en tout point du domaine J1L

avec comme condition aux limites :

g

(3) 37 + V-n = 0 en tout point de la surface r
ol V est le vecteur ayant pour composantes
aF aF aF

3D T dh T @D

S1i on approche la fonction inconnue I par une famille
de fonctions :
fm(x, Yr 2, Il' 12 .....In} oll les termes I1 12 PSR In sont
des paramétres (en fait les valeurs de l'inconnue aux noeuds du
découpage en &léments finis), les fonctionnelles F et ¢ de-
viennent de simples fonctions de x,y,z,Il, Iz,.....,In ; et
l'intégrale E devient une fonction des seules valeurs Iyelysees
I La minimisation de cette quantité conduit alors au systéme
d'équations :



- 11 -

On choisit les fonctions fmde telle sorte que

n
.21 )=1L a (x,y,z)I ol les fonctions

I tx;er}=f (J’CrY;Z;I
m m 1 j=1 mj

a (x,v.z) vérifient les nJ conditions aux

limites et le degré& de continuit& nécessaire. Dans ce cas le
syst@me d'éguations (4) fournit un syst@me algébrique linéaire

(5) L Pf[] I = 1;{

Les termes de la matrice }'H. et du vectaurrR. étant
totalement déterminés par des intégrales de volume et de sur-
face mettant en oeuvre les fonctions %& et.leurs dérivées, qui
ne dépenden§ que de la géométrie du domaine &tudié.

Cette méthode n'est donc applicable que si on connait
une fonctionnelle &quivalente au probléme différentiel que l'on
veut résoudre. Or, dans bien des cas on ne peut pas trouver de
fonctionnelle [19] notamment en ce qui concerne les phénom&nes
variant dans le temps et les &gquations associant des termes
dérivés d'ordre pair et impair simultanément (cas des &gua-—
tions de Navier- Staokes avec V.VV et V.nWv).

METHODES PROJECTIVES, METHODE DE GALERKINE.

Elles traitent directement 1'é&guation aux dérivées
partielles que 1l'on veut résoudre.

(6) . .
:z) (:7‘#’3 7 I,}%E;JQEE PR ) — ®]

Comme dans la mé&thode de Ritz on va approcher les
fonctigns inconnues par des familles de fonctions de la forme

I = I o (x,y;2)I.. Si on choisit pour I:; une répartition
" ge1 m 3 ’

quelcongue on aura ) )(x, .....)#0

Cette derniére valeur, non nulle lorsque les valeurs Ij
ne vérifient pas 1'égquation, est appelée le résidu.

La méthode consiste 3 projeter ce ré&sidu sur une
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famille de fonctions W
scalaire adéquat :

Q) )’ﬂ.o.D w; da

Les fonctions W; engendrent un espace dans lequel pou;'que:) soit
nul i1 est nécessaire qu'il soit simultanément orthogonal a

yindépendantes,d l'aide d'un produit

tous les vecteurs de base. De plus, comme la valeur deJ) ne

dépend que des constantes I., I, <+« I, nous disposons de n

3 ¥
degrés de liberté&, ce qui fixe donc le nombre des fonctions Wi

et en -conségquence le nombre d'é&gquations.

La méthode de Galerkine conduit souvent 3 prendre comme
fonctions de projection les fonctions oy elles-mémes. Ceci
conduit généralement alors au méme syst@me que celui que fournit
la méthode de Ritz (quand une fonctionnelle existe) [39] mais
d'autres fonctions peuvent &tre &galement choisies, comme nous
le verrons pour les problémes axisymétriques ou dans des cas
d'inconnues vectorielles possédant des composantes interpolées
par des polyndmes dedegrés différents. (On consultera 1l'ouvrage
de Finlayson [20] pour approfondir la théorie de ces méthodes).

L'avantage de la méthode de Galerkine réside donc dans
le fait qu'elle ne nécessite pas la connaissance d'un principe
variationnel associé 3 1l'é&quation aux dérivées partielles
traitée.

Dans les cas ol un principe variationnel existe, on
aura toujours intéré&t 2 l'utiliser car d'une part il conduit
directement 3 une forme symétrigue des équations et d'autre
part son interprétation &nergétique est fort utile pour. le
calcul de grandeurs intégrales comme :

- les énergies stockées dans les dispositifs é&tudiés,
= les forces,

- les couples,
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- et beaucoup de grandeurs globales que l'on peut sou-
vent ainsi obtenir plus directement [74], [75].

Dans ce qui précéde nous n'avons abordé& que des problémes
d'égquations aux dérivées partielles par rapport a8 1l'espace,
dans le cas oll les &gquations dépendent du temps (&quations de
type parabolique ou hyperbolique) 11 faut envisager de nouvelles
méthodes. '

A.I1.2 TRAITEMENT DES OPERATEURS TEMPORELS

Ce sont les techniques trés classiques de résolution
des syst@mes d'&quations différentielles qui sont utilisées pour
traiter les phénoménes transitoires ou périodiques.

En effet, la mé&thode de Galerkine peut &tre appliquée
4 une équation dépendant du temps :

| B L5 | L |
o D(r,%}g;y‘ 7= )‘ﬁ!)

sans aucune difficulté particuliére.

Elle nous conduit alors 3 deux types de systémes dif-
férentiels suivant la nature de 1l'équation.

Pour les é&guations paraboliques on obtient un systéme
de la forme :

3 5
o L5+l =R
Alors que pour les é&quations hyperboliques on arrive 3 :
(10) [L]%*‘[H’i]l =R

Les méthodes les plus couramment utilisé&es pour résoudre
les &quations différentielles de ce type sont :
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° = 1'utilisation des nombres complexes,

- les méthodes de différences finies :
. les mé&thodes 3 pas séparés
. les méthodes 3 pas liés
. les méthodes de prédiction-correction.

Nous allons bri&vement discuter 1l'adéquation de chacune
aux problémes é&léments-finis et nous ne détaillerons gue les
méthodes les plus adaptées a4 ces problémes.

Leur utilisation est limit&e aux &quations dont la
matrice [M{ ] est obtenue par la discré&tisation d'un probl2me
elliptique linéaire (AI) et dont la matrice [L.] est constante.
Alors, si les sources sont de formes sinusoidales’{=Rejlwt+¢),
la solution peut &tre recherchée sous la forme d'un nombre
complexe pour lequel
(11) jwI représente %% et -0 T représente %i% ce qui
raméne le probl2me 3 : €

an (4ol MH])T =R .-

(13) (D‘H]— Xy [L}) I = ’_F_{

Dans le cas oll l'é&quation traitée permet leur utilisa-
tion, les nombres complexes fournissent donc une méthode extré-
mement efficace qui sera préférée 3 toutes les autres.

,Pour les problémes linéaires périodiques non sinusol-
daux, la décomposition en séries de Fourier permet de ramener
le probl2me général 3 la résolution des équations (12) ou (13)
pour chague harmonigue.
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A.II.2.2 Les différences finies

Elles consistent 3 décomposer en série de Taylor les
phénoménes dépendant du temps et 4 ne conserver qu'un nombre
restreint de termes.

2
31 131 2
I =iy ¥ (rtln__lgwﬂ—iat Y\ ST

Ces méthodes sont tr@sutilisées car elles allient une
grande simplicit& d la possibilité d'obtenir plusieurs schémas
de discrétisation selon la précision ou la stabilité désirée.

. La méthode de Runge-Kutia

Elle met en oeuvre une discrétisation généralement
d'ordre 4 gui impligque de pouvoir expliciter les valeurs %%,
ce qui impose alors d'inverser la matrice [|]. Ceci est quel-
quefols possible directement, mais de nombreux phé&noménes
physiques conduisent 3 des probl2mes ol [|.] est une matrice
singuligre. Dans ces cas délicats il faut alors é&valuer la res-
triction de[lhlqui est régulidre et ne traiter que le sous-
probléme ainsi dé&fini. D'autre part, cette mé&thode 3 un rayon
de stabilité assez faible (f=2,8),ce qui risque d‘imposer des
pas de temps faibles. En conséquence de ces problémes, cette
méthode n'est généralement pas utilis&e, bien que dans certains
cas particuliers elle puisse fournir de tr@s bons résultats et
cela de fagon trés éco‘nomique [121].

Les méthodes d'ordre 1 ou 2 a4 pas séparnis

On développe en série de Taylor 1l'inconnue I au voi-
sinage de la solution :
z . 3
(14) I,,: I“1+é\.'(2_.) + At (21_:) +-.A! (ﬂ_{ ez
ot i

=
I
2! EYT
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ce qui fournit une approximation pour %E'
2?1
. Pour obtenir une approximation de [——?} i1 faut exé-
cuter un développement supplémentaiis qui lie les
valeurs In et In+1.

Nous supposerons que l'équation différentielle 3 ré-
soudre est Etudiée 2 l1l'instant n¢ pris é&gal a tn_1+JEt avec
0(5}1 et nous définirons ces valeurs intermé&diaires (15) comme
la moyenne pondérée I3 -K;En_l+(1-§irn;ceci conduit aux ap-
proximations suivantes :

(16) [QI - In" Iv\--!.

Oths At
et

2

(17) 9 I - Int-: - ZIn +Iﬂ.4

oty At?
ce qui,reporté dans les &quations respectives,conduit aux sys*
témes :

.Cas parabolique :

“*”@LL Ak (49) [H'[])Iﬁ AE(JR,‘:{"'J){R,\)*{P-]; AJ["HDIn-_i
(19) W_J + akz(«J) [)’H]] I At =
MR, )R)- [2L)s 2t T, - [L] 7.

Remargues :
* Dans ce gqui préc@de nous avons supposé gque les matrices
[Lj et [ H{] ne dépendaient pas de l'inconnue I.
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. D'une manidre gé&nérale, pour les &quations paraboliques,
les méthodes implicites : J;D, et Crank-Nicholson :

J;%. sont inconditionnellement stables alors que la
méthode explicite J;l; fait intervenir une condition de
stabilité en JH% ol éx est le "pas" de la discrétisation
spaciale [19]."."'x Cette condition impose généralement
des pas de temps beaucoup trop faibles,c'est pourquoi

les méthodes§’=0 et 3;1/2, sont presque toujours pré-
férées.

. Dans le cas d'une équation hyperbolique'Le schéma
explicite J;l est &galement conditionnellement stable
mais fait intervenir un terme moins défavorable aux
grands pas de temps car la stabilité d&pend alors du
rapport %& [381.

Dans le cas non linéaire ol la matriceDTﬂdépend de
1l'inconnue I les formules obtenuss deviennent plus complexes.

Nous ne les dé&taillerons que pour le cas parabolique :

20 To= I, + at (5@%)"-1 * @FJ) (%;E)n)

qui multiplié& par L atrice indépendante de I conduit & :
av [L)Tn < [0Toes o ar(3[LT) pyea)[LJRE
or [BE) = R.., - 1, ” _(3 )
L3 - R, - [M]T,

ce qui fournit :

(L] v ab3) ) T (L 4t J0) T (R, 5 05)R)
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. Enfin dans le cas ol iJ est une matrice é&galement
dépendante de I la méthode centrée ne permet plus de

séparer les termes en In et I sans inverser la ma-

n-1 :
trice . Nous revenons alors ad un schéma purement impli-

cite :

D_.I) - Ir\-In—'i
6{: n - Al

et [J_J(‘g__f)hz R“_[}H"] Ih d'apres (3)

-ce  qui donne

e L) (T -T) caE[H] T, - &R,

(23)

. Les méthodes & pas Lils

Elles permettent d'obtenir une trés bonne précision
mais imposent le stockage des valeurs sur un grand nombre de
pas et conduisent 38 des systémes 3 résoudre qui sont souvent
prohibitifs vu le trés grand nombre d'équations 3 traiter.

Le domaine d'utilisation de ces méthodes demeure les
problémes diffé&rentiels mettant en oceuvre quelques dizaines
d'équations simultanées

. MEthodes pridietion cornection

Devant le grand nombre d'itérations que peut demander
la résolution d'un probl2me non linéaire par une mé&thode impli-
cite, on doit chercher 2 minimiser les calculs 3 effectuer.

A chaque pas de temps,on doit &valuer l'inconnue au
temps suivant 3 l'aide d'une méthode itérative. Les performan-
ces de ces méthodes, que nous verrons au prochain chapitre,
dépendent bien sfir de la proximité de la valeur de départ
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qu'on doit leur fournir, par rapport 34 la solution escomptée.
On peut certes leur fournir comme valeur celle de 1'inconnue au
pas précédent.mais on améliorera cela en approcﬁant la valeur
de départ 3 l'aide d'une méthode directe.

Ce principe est celui de la mé&thode pfédictinn correc-
tion qui se déroule donc en deux temps, :

- &valuation d'une valeur de départ aussi proche que
possible de la solution (par une mé&thode peu onéreuse
si possible),

= calcul de la solution par une mé&thode implicite qui
assure alors la stabllité du schéma.

Les techniques de prédiction sont gé&néralement fondées
sur des mé&thodes directes explicites.

Prenons le cas d'une méthode d'ordre deux : on développe

en série la solution au voisinage du pas n.
2 3
25) T4 = Tp + AL (")I] _x}_t_n(é’__I) éli_: 9___; 4xenes
ot 2 ot n 3! a#’ n

de mé@me au pas précédent
aofZ) - [22) -t L ) At 3_35
ot In-4 |3t "ot 2 \o¢?

ce gqui conduit a ) (DI) —(-a_]':)
(27) In+¢= I, + Atn __:%) + At \3E/n " GE /n-

n 2 Z&t h_i

avec une erreur de troncature :

2
8 " At'n Atn_,’_ i AI.' a n“"Irn- In+
(28) e ( L, - J z 3 "1 exa:
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Ceci fournit donc un moyen d'obtenir la valeur prédite

pn+l”

Le schéma implicite d&j3 rencontré (24) fournira alors

la valeur corrigée I . Cela nécessite la mémorisation sup-

ArL” or a1
plémentaire des dérivées {itjn et (3€)n_1, et le calcul de:

(29) (E) = 2'(In+1-I,,) B @_{.‘)
nid At Ot/n

mais les calculs de (27) et de (29) sont tra@s peu cofteux par
rapport au nombre d'itérations qu'ils font &conomiser dans la
résolution de la mé&thode implicite directe. L'é&quation non
linéaire (24) devient alors :

(30) [);" (Tpma) (Im-;I_\);A%[J'Hn(‘ ;:P,m)] T . oxiFR
S T

Les mntricesl~ et f{{_qui dépendent de I+ sont alors
calculées avec la valeur prédite IHH+1'
Dans l'équation (30) on peut &galement é&valuer l'erreur
due 3 la troncature de la série,ce qui donne (en tenant compte
de (26)) :
E (o
A
(31) En.: sl (O b ~ :l:,n,L
ca

12 |ot%n

I“;le' ~ e b

Les deux &valuations séparées (28) et (31) permettent

d'approcher directement e, car le calcul nous fournit IBn+1

et In+1 ce qui donne :
—
:[? ; = ,l_ +-
(32) En= net i

3 (4 + bins
' At, )
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On voit donc que cette méthode permet trés simplement
d'é&valuer l'erreur commise 3 chaque pas par (32), et donc en
utilisant (31) d'en déduire une valeur optimale du pas de temps
suivant :

Si € représente l'erreur que l'on accepte pour 1'Etude
en cours on obtient :

3
(33) Atn&‘l - Akn i
En

Dans le cas oll cette formule conduit 3 un pas atn+1
nettement plus petit que 6tn il est alors prudent de reprendre
les calculs 3 1'itération précédente en divisant alors At par

2.

A.I1.3 cAs DES PIECES EN MOUVEMENT

L'étude de phénomé&nes physiques dans des ensembles com-
portant des piéces fixes et des pidces en mouvement conduit 2
considérer les dérivées temporelles comme gE = %E + V.V, o V
est la vitesse des solides ou des liquides en mouvement par

rapport'au repére fixe.

La méthode de Galerkine est encore valable pour l'opé-
rateur V.V mais les &tudes en différences finies [33] [36]
ont montré que les schémas de discrétisation symétrique (diffé-
rences centrées) &taient instables. Dans la méthode des diffé&-
rences finies,le choix d'un schéma décentré amont permet
de remédier 3 ce probléme. ’

Dans la mé&thode des &léments=finis,un phénoméne simi=-
laire peut &tre mis en &vidence : avec des fonctions de projec-
tion &gales aux fonctions d'interpolation, on remarque une
oscillation des résultats selon la discrétisation choisie. Le
phé&nomé&ne est moins 'sensible qu'avec les différences finies
(ol 1'on fencontrait une divergence importante) mais justifie
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des é&tudes particuliéres qui ont conduit 3 l'utilisation de
fonctions de projection mieux adaptées [105] 0061,

A. 11,4 RESOLUTION DES SYSTEMES NON LINEAIRES

Dans les paragraphes pré&cédants nous avons vu que de
nombreuses discrétisations conduisaient 3 des systémes d4'é&qua-
tions algébriques non linéaires.

Il semble que ce soit la méthode de Newton-Raphson qui
conduise le plus efficacement aux ré&sultats. Le principe de
cette méthode consiste 3 développer en série la valeur du résidu
au voisinage de la solution.

Si nous notons I la variable vectorielle représentant
l'ensemble des vdleurs nodales de l'inconnue, le systéme
d'&quations non linéaires 3 résoudre peut s'é&crire F(I) = 0.
Soit Ig la solution recherchée. Il est possible de dé&velopper
F(I) au voisinage de I  par : ‘

DF (T.)]
T J

AT, ~0O

350 F(zr) = F(To) +[

tk+4) th

d'ott L = I & AT™

(k)
(36) bF(I ) AIM = - F(I“ﬂ)

5T ™

ou [%%] représente la matrice Jacobienne du systéme F(I)=0.

Cet algorithme ne converge généralement que si la
valeur de départ choisie n'est pas trop &loignée de la solution.
C'est pourquoi une grande précaution doit &tre prise pour
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€élaborer ces valeurs de démarrage, ce qui justifie gquelquefois
d'utiliser des techniques de prédiction peu coflteuses mais trés
efficaces. Dans des cas délicats on peut avoir recours a3 des
méthodes incrémentielles qui construisent artificiellement une
suite de probl2mes voisins partant d'un &tat connu unifdrme pour
parvenir aux conditions particuli@res de 1'é&tude. Ainsi, chaque
solution précédente fournit un "bon" point de départ pour 1l'ap-
proche suivante. C'est un véritable régime transitoire artificiel
qui est ainsi reconstitué&. (Dans les cas ol plusieurs solutions
peuvent exister c'est une technique qui est pratiquement indis-
pensable : cas des équations de Navier - Stokes) .

A.I1.5 DISCRETISATION D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Il est toujours périlleux de vouloir proposer un guide
méthodologique qui aspire 3 la généralité&, mais l'analyse de
nombreux cas particuliers nous a conduit 3 d&gager un cadre
trés général au sein duguel la plupart des &tudes de discrétisation
d*&quations aux dérivées partielles pourront &tre menées 3 bien.

Quatre &tapes sont généralement nécessaires pour trans-
former une &quation fournie par la physique en un ensemble de
systémes algébriques liné&aires traitables par un ordinateur.

a) Projection du résidu des équations a résoudre sur
une famille de fonctions Bi par la méthode de Galerkine.

On dispose alors d'un systéme d'équations aux dérivées
partielles de la forme =

an @ F(=,E, .- 57, )=0



- 24 -

b) Prise en compte des conditions aux limites.

- les conditions de type Dirichlet (variable connue

sur la limite) conduisent simplement i diminuer le nombre
de degrés de liberté dans le choix des fonctions By et
sont traitées par la suppression des é&gquations corres-
pondantes.

- les conditions naturelles sont obtenues par inté&gra-
tion par partie des termes dérivés d'ordre le plus
&levé dans l'é&quation (37). Les termes obtenus sont
alors transformés 3 l'aide du thé&or@2me d'Ostrogradski
(en 3 dimenéions} ou de Stokes (en 2 dimensions) pour
conduire 3 des expressions dont la structure est géné-

ralement : ﬂr‘ (3*- z/ .n dr (en 3D)
ou J ﬁi'f"n Al (en2D)
L

qui modélisent les &changes entre le domaine é&tudié et
l'extérieur.

.t étant un vecteur dépendant du probléme 3 traiter
(8ventuellement fonction de 1'inconnue)

n &tant la normale extérieure 3 la surface du domaine.

c) Discrétisation des opérateurs de dérivation temporel-
le (s'ils existent dans 1l'é&quation) 3 l'aide d'un schéma aux
différences finies.

Le choix de la méthode de discrétisation sera fortement
dépendant de l'é&quation traitée,mais on peut dégager les cri-
t2res généraux suivants :

. S1 les systémes obtenus peuvent se mettre sous une
forme matricielle 3 coefficients ipA&pendants de 1'in-
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connue, (probléme linéaire) les méthodes de type Crank-
Nicholson assureront une précigion correcte et une bonne
stabilita.

. S5i lescoeffiéiEntsdépendent de l'inconnue, les mé&-
thodes implicites seront alors préférées, malgré leur
précision plus faible et "l'effet de lissage" qu'elles
présentent.

. Dans le cas de fortes non linéarité&s,des méthodes de
prédiction pourront &tre mises en oeuvre afin d'accélérer
les convergences des proceésus de résolution des sys-
t2@mes non-linéaires.

d) Discrétisation des inconnues 3 l'aide des polyndmes
d'interpolation et lin&arisation.

Cette &tape transforme alors les systémes d'é&quations
obtenus en syst@mes algébriques. Si ces systémes sont linéaires
on peut alors considérer gque l'é&tude mathé&matique est achevée.
Dans le cas non linéaire, généralement, on linéarise le systéme
obtenu & 1'aide de la méthode de Newton-Raphson. Il faut donc
évaluer l'expression littérale de la matrice Jacobienne du sys-
téme 3 traiter, en dérivant chacune des &gquations par rapport
4 chacune des variables (ce qui conduit souvent 3 l'apparition
de nombreux termes nouveaux, produits par les dérivations par-
tielles nécessaires).

e) Enfin les conditions initiales devront &tre &tudiées
en détail.

Elle seront généralement fournies pour les problémes
d'évolution temporelle, mais dans les cas non linéaires statiques
il faudra le plus souvent prévoir une analyse spéciale qui four-
nisse des valeurs initiales au procédé de résolution itératif.
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Dans les chapitres qui suivent nous présentons de nom-
breux exemples concrets d'application de cette démarche dans
les domaines magnétiques thermiques et hydrauliques.

A.IIT MODELES DES PHENOMENES MAGNETIQUES

Si nous négligeons les courants de dé&placement (%%} les
&quations de Maxwell s'é&crivent :

(1) UXE = - D22 ; UxH = I ; V.B =0 ; V.D = p
avec D=¢E et B = yH + Br
ol € et yu sont des tenseurﬁ.

Si nous ajoutons 3 ces é&quations la loi d4'Ohm,
(2) I = 0F

tous les modéles classiques en découlent par le biais d'hypo-
théses simplificatrices successives.

Nous allons considérer quelques mod@les parmi les plus
utilisés. Nous ne détaillerons que les caractéristiques dont

nous devrons tenir compte lors de la modé&lisation numérique.

A.III.1 LES MODELES SIMPLIFIES STATIQUES-

- Le modéle de conduction &lectrigue :

La loi de conservation du courant &lectrique dans un
conducteur s'écrit V.I=0. D'oll, compte-tenu de VxE=0, on ob=-
tient :

(3) V.(oVé) = 0 en ayant pcsé- E = =V9.

.La formule variationnelle é&quivalente s'écrit :

(4) min (/g % I.E + [ I.n @)
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ol I.n est la composante de I normale & la surface TI.
Cette &quation est la plus simple car elle est dépourvue
de terme source et de plus, les conditions aux limites les plus

couramment rencontr&es dans les cas concrets sont tr2s simples :

. ® potentiel &lectrique connu sur une section du con-
ducteur d'arrivée de courant,

. I.n=0 sur la limite exté&rieure d'un conducteur.

. De plus o est généralement indépendant de ¢, ce qui
conduit au probléme A®=0.

Le modéle Electrostatique :

L'absence de terme d'é&volution (:%%-D) découple les
égquations de Maxwell et conduit 2

(5) VXE =0 ; V.D =op . donc E = =Vé
d'ol V.(eV®) = =p

avec la formulation variationnelle'équivalente :
(6) min(an.dE - pd + fanWJ [ 61]

les conditions aux limites naturelles s'expriment en fonction
de grandeurs physiques facilement accessibles

. Potentiel électrique connu sur la limite T ;
. Condition de symétrie oll la composante normale de D
est nulle : IFD.n=U

Cette &quation (6) est la plus classique, elle est
traitée par de nombreux codes [70] [73] [154] ... généralement
en limitant les problémes de conditions aux limites & @r=f[x,y,z)
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ou IrD.n=0 et en supposant que la valeur de € est indépendante
de E (matériau linéaire).

- Les mod@les magnétostatiques :

Eg.-

pg=0 découple les &quations de Maxwell qui

La éncore
se réduisent.a :

(n V.B=0 ; VxH =1
Dans les portions de matériaux dépourvues de sources,
on obtient VxH=0, d'ol 1l'on d&duit que le champ H dérive d'un
potentiel scalaire Y. Par ailleurs, le champ produit par les
courants peut &tre calculé isolément par la loi de Biot et
Savart, ce qui permet de ré&duire considérablement le nombre
d'inconnues par rapport 3 l'utilisation d'un potentiel vecteur.
En présence de courant c'est alors l'équation :
(8) VxvixA = I

avec V.A=0 qu'il faut résoudre.

Dans ces deux cas une approche variationnelle peut &tre
utilisée :

. Pour le potentiel scalaire la fonctionnelle est :
H o
(9) SIS B.AR] + [ Bny ou H=H_-Ty
. Alors que dans le cas du potentiel vecteur on obtient

-

(10) S11/28dB-1A)
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Tous ces modé&les statiques simplifié&s peuvent &tre
traités de fagon trés classique et sont caractérisés par la
présence d'un terme du 28me ordre : soitV.k(V I) soit ?xk?xﬂ
dans lesquels k est une propriété dépendant é&ventuellement de
l'inconnue I. Cette non linéarité est généralement traitée par
la méthode de Mewton-Raphson dont la matrice Jacobienne com-
porte alors deux termes distincts :
3k

JIxV8, Vo, + JJ

j (vesvr)

5

la grandeur %%— n'a généralement pas de sens physique direct et il
est nécessaire de passer par l'intermédiaire des dérivations
partielles auxiliaires. Prenons l'exemple du terme V.uVé :

on remarque que p est une fonction du gradient de 1'inconnue
principale : u=f(H)=£f(V®);les perméabilités &tant généralement
mesur&es au laboratoire en fonction du module du champ H,ce

sont les courbes p=f(H.H) dont on peut disposer,ce qui conduit

a:

(11) gT?. = 3 o ondM

(=
r
&

.

Suivant la formule (11) les inté&grants deviennent :
R0
(12) S8 vay) + !J’Z;Flvsi.w){vuj.v@]

Nous insistons sur ce type de probléme car dans les é&quations
thermiques ou hydrauliques des termes qui peuvent paraitre si-
milaires seront rgncontréa ; mais nous montrerons que le
traitement des non-linéarités des propriétés conduit 3 des
expressions totalement différentes.

Remarque :

La prise en compte de l'anisotropie linéaire de cer-
tains matériaux ne pose pas de probléme et nous avons facile-
ment implanté leur traitement dans notre logiciel. Par contre,
dans le cas de matériaux anisotropes non linéaires, l'élaba=
ration des tenseurs p ou v est trés délicate car la physique
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ne nous fournit pas pour l'instant des mod&les macroscopiques
acceptables pour ces phénomé@nes. Une recherche devrait &tre
développée dans ce sens.

A.111.2 LES MODELES SIMPLIFIES DYNAMIQUES B IDIMENSIONNELS

Les problémes dynamiques imposent l'utilisation du
potentiel vecteur.

Si on utilise la jauge de Coulomb V.A=0, on peut alors
découpler les &quations en A et ¢ et ne conserver gue le sys-
téme :

r% + VxuUxa) = Iex
(13)
V.A =0

Dans une hypothé&se bidimensionnelle le vecteur A n'a
qu‘une composante (perpendiculaire au plan d'étude) ce qui
réduit considérablement le colt de résolution et assure V.A-0.

Cas Linainre :
Si la permé&abilité magné&tique ne dépend pas de B, l'uti-
lisation des nombres complexes permet alors de traiter la
A

dérivation temporelle en représentant a 3¢ par juah ol A est

un nombre complexe. L'&gquation (13) devient :
(14) judh + VxpVxA)= Tex
w &tant la pulsation des sources sinusoidales.
Cette approche limite le domaine de 1'é&tude aux phéno-

ménes périodiques sinusoidaux (ou décomposés en séries de
Fourier) .
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L'effet de peau constitue une difficulté supplémentaire
qui conduit souvent & des découpages trés fins ‘et donc trés
cofiteux.

Cas non £iniaire :
L'utilisation des nombres complexes n'est plus compa-
tible avec le terme Vx{y (B) B) ce qui impose alors l'utilisation

de méthodes de traitement en pas 3 pas sur le temps.

Les méthodes de type Crank-Nicholson avec prédiction-
correction conduisent 3 des formulations assez simples d'au-
tant que le terme a est _généralement indépendant de A. Prenons
pour exemple le traitement de 1l'éE&quation:

DAz

(15) apps + Txbxa ) - I =0

par une mé&thode de Galerkine.

Projetons le ré&sidu sur la base des fonctions Bi:
Dnz
(16)  SlaB, Ft + [/B, Ux(WxA ) - [/B, I =0
or ?.{BibexAJJ = (viAz}.(?xBi)—ﬁi Vx[viAz)

donc (16) devient ;
th
(17) IIﬂBiﬁE«+II(v?xAz}.(VxBiJ—IF(Bix[vvaz].n—IIBIex=U

dans lequel il faut détailler les formules des termes du 2&me

ordre selon que v est un scalaire ou un tenseur:

(18) ff(vvxaz).(VxSi) =

3A 3Az B 3A an 331

Z Z
ITOxxsy Wysx 13y - Vyay  Wydx ) Bx

ou bien si v est un scalaire:
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3A_ 9B 3A_ 3B
z i 2 i
ffv(§§— Iy * Ix 5§-)

(19) [, (B,XbVxA).ndl =

th aAz th QAz
frﬁi(vyyii—-uyx§§—)cos{n,x} + Bi(“xxgg““xyig")costnrY)

ou bien si v est un scalaire:

3A A
Irv{Bi 3;3 cos (nyx) + B, 3;5 cos(n,y))

Dans le cas ol 1l'&tude est conduite en présence de
pigces en mouvement, animées de la vitesse V, nous devons détail-
ler le terme %E’ ce gui conduit a :

Daz BAZ
(20) [faB, 5 = [faBy 3¢ + [/aB;(V.VA))
Choisissons des fonctions @y interpolant l'inconnue

sur chaque é&lément :

(21) A_ = i Oy Azk

]

Bkzk

(22) k 3t

Q.

| @
38

L
k
1'&quation (17) compte tenu de (18) (19) (20) (21) (22) peut
&tre é&crite :

A
(23) Ll + Ma, = K
avec Rl
(24) )'fj =/l « Bay

25) M = srasv.vag)+ 15 (vxay) . (9x8,)
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26) K =/rg 1, + /8 xH.n

On applique alors la méthode de Crank-Nicholson 2
1'&quation (23) ce qui fournit :

28) (i) + 48 (e, - aefSoslKay o)y 8

le deuxiéme membre de l'é&quation (28) n'est composé que de
termes indépendants de l'inconnue A,,, par contre les termes

des matrices L.et H en dépendent. Le systéme obtenu (28) est
donc non linéaire. On .applique alors la mé&thode de Newton-Raphson
4 ce systéme.

La matrice Jacobienne de (28) est :
(29) &l = Ifcsiaj frcafv Vaj)+

55 17 (vVxay) . (VxBy) + 55 17 3-jtvxn ) 78,

le dernier terme de (29) doit &tre développé en effet %%— n'est
pas directement calculable. On va donc procéder aux dérivdtions
partielles intermé&diaires classiques dé&j3 présentées (on pose:

B=Vxa),

v v JB
(30) I 55 (VxA ) vxB) = S ‘Tﬁ?ﬁﬁzs'iingxﬁz)'(vxﬁi) =

: . 3A_ 3a, 9A_ 3B, IA_ 38
Tk ey Bt (IR i (o i SR LRy kg |
2 [yt 3y 3y Bx o ‘i oy )

le terme %%E*ET pouvant &tre &valué 3 partir de la courbe

v(B.B) relevée au Laboratoire (dans le cas ol v est un scalaire).
Il ne reste donc plus qu'a résoudre le syst2me non
linéaire (28) en appliquant la méthode de Newton-Raphson pour

chaque pas de temps AT.

Dans le cas de fortes saturations, 3 chaque pas de
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temps il faudra de nombreuses boucles pour résoudre le sys-
téme non linéaire obtenu, ce qui peut justifier alors l'utili-
sation d'une prédé&termination de la valeur de an grédce a

une méthode de pré&diction. On peut notamment utiliser :

aﬂ ﬁﬁ? aﬁh—nz _ aHM*EE_
(®) n-ljz n-1). 3t . at

(31) AL = At Aﬁn_” "t $ 6ﬁh-2} ]

' 3 3
qui nécessite de mémoriser —9%—33— ' —;%—EE et la valeur

du pas aﬁn_m.

Dans le cas précé&dent l'effet de peau vient bien sfr
toujours imposer un découpage trés fin sur le bord des piéces
conductrices.

A.I11.3 INFLUENCE DU SYSTEME DE COORDONNEES

Jusqu'ad présent nous avons présenté& tous nos exemples
dans le systé&me Cartésien. Le syst@me axisymétrique permet
tréds souvent de simplifier. considérablement les cas &tudiés :

. soit en ramenant un probl2me tridimensionnel 3 un
probléme bidimensionnel (cas des systémes ol A =hA_=0.
ét ou seul Ag est 4 prendre en compte,

soit en simplifiant des formulations notamment en
tridimensionnel.

De trés nombreux changements de variables ont &té pro-
posés, soit pour permettre l'utilisation d'intégrations ana-
lytiques, soit pour simplifier les formules obtenues [61],
[65]; [66]. Nous avons pu conduire diverses expériencés de
formulations avec le logiciel FLUX2D et nous avons montré gque
le changement de variable J{=rka conduisait d'une part 3 une
grande simplification dans les é&quations et d'autre part 3 une
tréds grande facilit& d'écriture des conditions aux limites
qui s'expriment en effet souvent en fonction du flux.
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J.L. COULOMB a montré [61] que ce méme changement de variable
conduisait 3 une formulation beaucoup plus simple en tridi-

mensionnel.

Dans tous les cas, quelles que soient les fonctions
inconnues utilisées, les intégrants mis en oeuvre en coordonnées
axisymétriques différent toujours des termes obtenus en Car-
tésien ce qui vient alourdir encore 1l'écriture d'un logiciel
qui se voudrait général.

Exemple

Formulfation d'un probféme maghétodynamique Liniaire en
axe de symétnie meitant en oeuvre Le changement de vanrdiabfe

.R.-rnAa.

L'application de la méthode de Galerkine conduit '3
1'équation :

(32) Ifoﬁi% rdrdz + [ 8; (Vx (VWxA))rdrdz = T By I rdrdz

dont la discrétisation directe conduit 3 1l'expression :

B, ag B.A
1ok 3 Eé-’t-)rdrdz + JIv —i‘_-drdz

9A .
(33) floB 3t rdrdz + ffv(ﬁ 3 iz Bz

28
+ I1viEa + 8,3 drdz = J/8,Trdrdz + [ vV (rA).jdr

dans laguelle on peut remarguer que les conditions aux limités
ont &t& Ecrites en terme de VI(rA) qui est colinéaire 3 B et
non en terme de V(A) qui n'est pas colinéaire 3 B.

La formulation obtenue comporte malgré tout beaucoup
de nouveaux termes par rapport 3 l'expression en coordonnées
cartésiennes. Le changement de variablexﬁﬁra associé aux fonc-
tions de projection B=% va considérablement simplifier i'ex—
pression qui devient :
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(34)  Jloay -gﬂ'ﬂidz + ffv (_.__3‘_8‘ 'é_i JB drdz =

dar
ffa, Idrdz + [pva, (WA n)

dans laquelle on remarque que les conditions aux limites sont
naturellement exprimées en fonction de ﬁ; =rA donc colinéaires

a B, car :

dr.
(35) fpvay (V'.H.n)—rw;.rr. @, Hy dr

En utllisant la notation des nombres complexes on ob-

tient finalement :

"36) {4 uaiuj.r"idz + [1v (Vo vajzdf’ﬁ A

Ifailr drdz + Iruiﬂ.rrdl' +d{““111drdz - Iruiﬂ,ndl‘}
ol Is= Ir + f Ii

et ﬁ'r"a'rr*'d"ﬂ'nt

L'&guation (36) est un systéme linfaire symétrigue que
l'on peut alors résoudre par les méthodes classiques.
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A.IV MODELE DES PHENOMENES THERMODYNAMIQUES .-

Nous supposerons que la capacité& calorifique pC est
modélisée par un scalaire dépehdant de la température, et que
la conductibilité thermique k est un tenseur symé&trique non dia-
gonal qui dépend &galement de la température.

Q est la densité de source de chaleur, fonction du temps
et de 1'espace,supposée connue en tout point,

V la vitesse des piéces ou des fluides en mouvement.
(fonction de 1l'espace,supposée connue),

p la masse volumique supposé&e constante ,

h le coefficient d'é&change convectif caractérisant une
paroi (fonction de la température),

€ l'émissivité modelisant les propriétés de rayonnement
des parois sur les limites.

Le bilan énergétique s'écrit

(1) pC % + V.(-k #VT) - g =0 (# produit tensoriel)

Une projection de Galerkine sur l'espace des fonctions
Bi conduit au systéme d'éguations :

DT =
(2) J'J'.fBiDCB*E- J'J'fﬁiv.tk#?'x')— fffBiq=0

On intégre par parties le terme de conduction qui, sur
un volume 2 limité par une surface ', conduit & :

(3) JITQB . (kK 4IT) = [[[ V. (B KHIT) - [/ VB u(k £4YT)
qui par le théoréme d'Ostrogradski nous donne :

(4) fffneiv.{k#v'rl = JI.B (k4VT).n - IIIQ?Bf(k:E?T]
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oll n est la normale extérieure de T.

Or les conditions aux limites sont données par ailleurs
par divers types d'é&quations:

(5) " (K#4YT).n = 0 pas d'échange avec l'extérieur
(61 (K #9T).n = -F1(t) flux de chaleur &changé connu
(71 (k #9T) .n = -h(T-T,) flux enlevé par convection sur une

surface baignant dans un fluide de
température ambiante connue To

(8) k4Vn = -eO(T‘-T:) flux émis pér rayonnement (o cons-
tante de Bolstzmann)

L'inté&grale Ifrﬂi(kJ#VT),npeut donc s'exprimer 3 l'aide
de l'une gquelconque des formules 5,6,7,8 ou méme leur combi-
naison (cas de 7 et 8). L'&quation 2 devient alors :

+fffﬂﬁipc + 11 vﬁi.(k4ivT) - IIIQBiq

4 4
(9) +III.Bih(T—TD} + HPBiea{T —To} =0
que l'on peut réé&crire en regroupant les valeurs constantes (a
1'instant t) dans le deuxié&me membre, et en développant

D 3
T (3E + V.Y).
(10) [118,0C 3T + 18, pCW.VT) + /11 V8 (K4IT)

4 4
+ [f.8,hT + [/ B eaT" = SSf B, q + Ny BNT  + [/ B 0T
En appliquant une interpolation ﬁolyncmiale classique
T =1L ak k! Rnous obtenons un systéme 4'é&quations non linéaires

en deans lequel il faut de plus traitér le terme 3~

Choisissons une méthode de différences finies implicite
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du premier ordre

Ce choix nous fournit un systéme non linéaire dans lequel pC,
k, h, €0 sont des fonctions de la température.

(11} J11gBy oC(T )T =S[[oB, oC(T )T _, + [f[qB; pC(T )V.VT At .
+ I1QU8, . (R(T ) 49T )At+/f B h(T )T At+[/ 8 e0(T )ToAL

- 4
- fffgﬂiqat+ffr31h(Tn]Toat+IIrBiEO{Tn}Toﬁt

Appligquons la méthode de Newton-Raphson 3 ce systéme et
calculons pour cela sa matrice Jacobienne.

Les modéles des propriétés physiques des matériaux mis

en oceuvre nous fournissent les valeurs :

3(pC)
(pC)n P ¢ 3T )n valeurs scalaires
(k) IEEJ termes tensoriels
n' '9T'n
(h) (EEJ valeurs scalaires
n' '9T'n
(eo) (EEEJ valeurs scalaires
n ! MaT™'m

La dérivation partielle de l'é&quation (11) par rapport a
T. nous fournit : (en remarquant que %%fl = %% %%; = %% uj}

) ¥ ~ 3 (pC)
(12) rTnj(IIIQBipC(TnJTn) = [I1q(pC) (B g+ ST, (G B0y
2 _ 3(pC)
(13) _‘a'rnj””nﬂﬂc"‘-'n)'fn-;’" TI QT e ) nB19y

: YEaeh,
(14) gT—j(UrQsipc (T VT ) = IIIQ{DC)nBiV.vaf!Uf}v.VTrl)(aT(. c’ﬂ)ﬁf_t]
n
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3 = ="
(15) iﬁ;;tfffﬂvai'(k[Tn)#an): fffﬂvﬂio[k{Tn)'¢FVaj]

+ IIIQI(%}#an}.in]uj

16) %T;l;‘”r“ih""n”’n’: FIp(h) Biay + 71T (3R 8,0

a7y %m‘”rsiw(’rn”':’ = [ipdle) 128,y + S1yTR3E 8,0,
a8y -—gT—nj(Hre hi(T)T,) = : 1107 ) 1By 0y
as) 2 j{IIPBiea{Tn}T:}‘ 15755152k 8,0,

La matrice Jacobienne est la somme de tous les termes
matriciels ainsi calculés (12)a(19) dans lesgquels toutes les
valeurs de l'inconnue au pas n-1 sont connues et toutes les
valeurs au pas de temps n sont approchées par les valeurs ob-
tenues 3 l'itération (m-1) précédente du processus de Newton
Raphson (nous ne les avons pas notées ‘I‘n m-1 POUr éviter de
surcharger des expressions déja bien fournies).

Pour toute autre méthode de traitement temporel (Crank
Nicholson ou implicite ...) on pourrait de mé&me obtenir les
termes du systéme linéarisé correspondant.

Nous remarquerons seulement les termes caractéristiques
des phénoménes thermiques :

a) un grand nombre de termes supplémentaires dans la
matrice Jacobienne dfls aux variations des termes de propriétés
en fonction de la tempé&rature.

b) Toutes les variations de propri&tés s'expriment
directement en fonction de 1'inconnue principale (et non de son
gradient ou de son rotationnel comme c'est le cas en magné-
tique).
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c) La matrice Jacobienne ne peut jamais &tre symétrisée,
en effet le terme de transport conduit 3 une valeur IIIpCB%V Va }
intrinséquement dissymétrigue comme d'autre part le terme
f.v"f({( ) ‘6@?'1‘ ) vB)u.

d) Une non lin&arité trés forte apparait a cause du
rayonnement (IIGEUTﬁBiaj) qui risque de perturber le condition-
nement de la matrice Jacobienne si ce terme est localement
trés important.

La modé&lisation que nous venons de proposer pour le
rayoﬁnement n'est valable que pour une &tude aux limites pour
lesquelles l'on suppose aucun effet de réflexions. Dans le cas
d'un rayonnement mutuel entre des parois internes au dispositif
étudié i1 faudrait prendre en compte les effets de réflexions
3 1'aide de macro-&léments appropriés.

e) Si on ne met pas en oeuvre des techniques particu-
lidres (décentrage géométrique, intégration décal&e ou &léments
sur-paramétriques [105]1, [106], [1071, le terme de transport v.VT
traité par des E&léments isoparamétriques imposera un dé&coupage

en accord avec le nombre de Peclet caractérisant 1'é&tude
2k

h‘pclvl‘

En conclusion de cette bréve &tude nous pouvons remarquer
que 1'approche mathématique n'est pas tré&s complexe mais con-
duit 3 un grand nombre de termes inté&grants qu'il est assez
fastidieux de manipuler. Nous montrerons que les concepts dé-
finis dans la deuxiéme partie viennent non seulement simplifier
considérablement l'implantation informatique d'un tel problé&me,
mais fournissent &galement une notation plus claire,beaucoup
plus simple 3 manipuler.
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A.V MODELISATION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Pour un fluide compressible 1'é&quation de Navier-Stokes
s'écrit :

PR + U.VU = OF-VP-37(n7.0) + V. (nv0) + 7. (nd)

dans laquelle nous avons noté :

u
U la vitesse - v
w

Yu

VU un vecteur ayant pour composante Vv

Tw

F les densités de forces de volume appliquées au fluide

U le tenseur des dérivées premidres de U

3u  3v 3w
X ax 3x
u v 2w
Ay ay Ay
3u  3v 2w
9z 9z 2z

Si le fluide est supposé incompressible,la loi de con-
servation de masse nous donne V.U=0 ce qui simplifie 1'é&qua-
tion qui devient alors :

3u -
P 3¢ + U.VU pF + [

dans laguelle f{ est le tenseur 7. (nVU) + v.(n0) - vp

Pour conserver plus de généralit& 3 notre Etude nous
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supposerons que la viscosit& n n'est pas constante (ce qui peut
8tre important dans la modélisation de procédés mettant en
oeuvre des métaux en cours de solidification).

De nombreuses formulations de ces &quations peuvent
8tre obtenues. Il n'est pas possible de conduire ici une &tude
exhaustive des diverses approches qui s'offrent au chercheur,
nous n'avons retenu que les plus souvent utilisées en modé&li-
sation numérique.

Nous, présenterons tout d'abord bri&vement les modéles
statiques mettant en oeuvre des fonctions de potentiel ou de
courant, puis nous conduirons l'étude compl2te du modele direct
en (u,v,w,p). Ce travail théorique sera conduit dans l'espace
tridimensionnel, le cas bidimensionnel (beaucoup plus réaliste
sur le plan pratique) pourra en 2tre déduit trés simplement
comme cas particulier.

Enfin, nous présenterons les mé&thodes bidimensionnelles
mettant en oeuvre des fonctions de courant Yy et de vorticité

we.

A.V.1 FLUIDES NON VISQUEUX EN REGIME STATIONNAIRE

re

Ondoit alors vérifier 1'é&quation d'incompressibilité V.U=0.

En cholsissant une fonction de potentiel ¢, telle que

- 3¢ - 20 ‘
u === et v 3y cette équation devient :

220 , 2% _ ,
52 "2

‘De mé&me pour les flots irrotationnels, VxU=0 peﬁt s'exprimer :
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w
[
@
L]
=
)
>

=0 en posant U =
ay
X

Y &tant alors la fonction de courant.

o
"
+
@
4

Dans les systé@mes de coordonnées 3 axe de symétrie,
on obtient :

2 2

379 3°% 1 3%
.._2.4-_2.4-_5_-0
9z 3z L Sex

pour la fonction de potentiel et pour la fonction de courant :

2
1323 13 1 3
vxu= <224 E_g' ;!?5'“

dz ir
U = -.]-'-.a_q’.
r r 3z
avec
u =13¥
'z r ar

Une projection de type Galerkine sur ces &quations con-
duit classiquement aux expressions ¥

N

fftg;- 5% + —ﬂ)rdzdz +2 sy 3 araz = /Ny (99.n) ar
Iri N ° + 3—3 —2}rdrdz = [ N (Vd.n) dr
3‘“ 3z 9z r .

La forme de ces &quations &tant extr@mement classique
nous ne détaillerons pas leur traitement qui est donc rigou-
reusement similaire aux cas déja rencontrés en magnétigque et
en thermique [19].

A.V.2 ETUDE TRIDIMENSIONNELLE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
DANS LA FORMULATION U.V.W.P POUR UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE

L'8guation 3 ré&soudre s'écrit :

(1) o %% = pF = VP +V. (nVU) + V. (n0)
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Pour la composante x l'équation (1) devient ;

(2) p(g—:-+u%+vg—;+w-g—g)=ﬂf'x
2 du _ 3 (., 3 .3 o odu, 3w
+ 3% (2n =% ,P)+3Y(n y"'"x)'"az{“ =t o)
Pour la composante y :

(3) P+ u v Pawdh = or,
Do Wi 5 00 B e 99 FXRISNE |
toax Mgty *ag @y —B) +3z Mgz +ngy
Et pour la composante en z :
ow W aw aw, _

(4) (-EE-l-uﬁ-'l-ng--i-Wﬁ] sz
3 Iw du 3 w . v ] Iw _
"'ﬁ"”ﬁ"'ﬁ”"’ﬁm‘ﬁ'*ﬁ +-a';(21'la—z~ P)

3 ces équations il faut ajouter la condition d'incompressibi-
1ité :

(5) St + =0
Il faut donc résoudre simultanément les é&guations (2),
(3), (4), (5). Soient N, des fonctions de projection pour la

méthode de Galerkine.

Aprés projection et intégration par partie des termes
du 228me ordre on obtient :

. Pour la lare composante :

(6) srro Ny 38+ oo Ny (oS + w38 4+ Wi
aN aN aN aN
i 3u _ i i 3u i av
AR PEEU vl Sl PP o S P PP 3y oyt Ifin 3y ax +

2N aN
+ 100 5= B84 prpn gt B - spNg By o+ 1IN Ten




- 46 -

. Pour la 22me composante :

) 11508y FE + 10ron, (a3 + w3+ w3
aN aIN 3N aN
L v 13 1 3v i
# LI wr wpk Sl g 5y v I0An eran = L) e P
aN aN
iav i 3w
+IJ‘-J’TIF'="“3"' frin W—yszfui FY+III'N1 Ty'n

. Et pour la 3&me composante :

aw W aw
(8) I1roNy Bt + [IIoN, (ugs + v§§ + w3

Wy gy

aN an 9N
S gt R s gt 3w s 5 B e siin 5 B

3z
3N1 aN i
#0sron 5t 3 - pp R P o= fSN) B, + [N, T,.n
et l'&quation d'incompressibilité& devient avec les fonctions
de projection Mi 2

3u v Iw
(9) IIIM T T IIIHi FX7 + fffMi 5% - =0

Dans les &quations (6), (7), (8),
tent 1es'lignes X,y.2 du tenseur :

Tx! Ty’ Tz représen-

I
du _ du _ 3v 3u | 3w
Mx~F | “‘ay ) "Gzt
v , 2u v _ | v, aw
nigg + ay)|2n s -» | nigg + &
(2 4 29y 2w, 2, l an ¥ - p
n Z | n 3; z | n 3z

Nous reviendrons en fin de chapitre sur la signification de
ces conditions aux limites.
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Nous avons donc le systéme (6), (7), (8), (9) & r&-
soudre. Dans ce cas encore on peut &crire le systéme
sous la forme générale déja rencontrée.

91 _
(11) (Ll 3¢ + M1 I = R
les termes de la matrice [L] &tant indé&pendants de I, on peut
envisager toutes les formes de discrétisation du terme [L] %%

présentées au chapitre A.II.

On peut remarquer que la matrice [L] est dépourvue de
couplage entre inconnues et s'&crit :

g I11pNay 0 0 0 | -g-%
0 II1oNay 0 0 B
0 0 [fioNgay 0 -
0 0 0 o] @

Par contre, la matrice [M] présente de nombreux termes
de couplages qui vont conduire 3 une matrice Jacobienne pres-
que pleine. Si nous choisissons un schéma de discrétisation
temporelle de type Crank-Nicholson on doit résoudre :

Kn+Kn—1 At 1
e

At = - At
M ]I =4t + L= M

(12) [L + -2— T 5

n-1

Nous considé&rons la matrice Jacobienne construite par
blocs sous la forme :

Juu Juv Juw Jup
Ivu Ivv TIvw Ivp
JIwu ¢w§ JIww Iwp
Ipu Ipv Ipw Ipp



(13)

uu

uv

uw

Myp =

Myv
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On utilisera les notations suivantes :

(2] = L 1 + 5% ((m] + [DMI)

Luu = Lvv = Lww = [f[p N,a j

Llm = 0 si l=met Lpp =0
aN

I1soNag 33+

@
=z

(¥
Lo
Q

25 SIin

ffpriuj 3y

@ @
Z
"

[
ar
=]

ITfpN a + ff/n

8]

i j az

3Ni
Irr % Bj

r
=
-

- v
IIIpN}a1 3%t Irin

a
2 4

SIfoN s 32 4 [ffn

(=%

A

s

r o ar ar
MRNLR'{H

ijay

v
fIToN e j 3z +

aN

ar
[

N
Ifin

ar
L]

= 115t 8y

Irin

IrroN g 35+ £1im

+
-
—
‘-q

Iw
IIInNiaj = ¥ Ifin T

L"‘
- o @ o w el w
— NL_Q NL‘I NLFI
—
=

[
@ Q| @
| & %2

i
Irr 37

3a
i3y

Bj Mpu

]
—
—
—
=

IIIM

-
ar
]

et pour la matrice DM :

+ S//2n

(-]

N [

.ON, da gy ] i

Ja, -
[rren 52 gt + S 5§l 3;1 + S0 5t

N, da aN, 3Ja
__i.a—i-t- S o=t

Yy Yy 3z z
3N, 3a 3a
_i.ri Hy 08y
3y 7 + [/[2n 3z 3z

Mpp=0
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dn
v + fffpui 3—1 w

da a
DM = DM, = DM, = [//foN; ki JIToNy Wi z

v ax

et
DHlm =0 sil#m
et DMPP =0
La matrice Jacobienne I est donc ainsi définie totale-
ment.

On peut remarquer qu'elle n'est pas symétrique et
qu'elle comporte un trés grand nombre d'inté&grants.

L'intégration d'un probléme hydraulique tridimensionnel
sera donc trés collteuse, mais il nous a paru important de con-
duire l1l'analyse de ce probl2me complet, bien gque nous n'envi-
sagions pas pour l'instant de trailter des probl2mes concrets
avec cette mé&thode. En effet, cette &tude nous fournit un
exemple idéal de test pour &valuer les outils de description
d'équations que nous avons congus.Au chapitre suivant, nous
montrerons qu'il est tout-a-fait possible de décrire cette
équation avec la méthode opérationnelle proposée.

Le traitement de 1l'&quation (12) par la mé&thode de
Newton-Raphson impose donc pour chague pas de temps, la réso-
lution d'un syst@me non lin&aire. Afin de ré&duire le coft de
résolution, la prédétermination d'une valeur Uﬁ proche de la
solution peut &tre effectuée 3 l1l'aide de l'algorithme de pré-
diction d&ja rencontré.

- Etude des conditions aux limites dans cette formu-
lation :

Nous avons montré& que les conditions aux limites natu-
relles de ces équations s'expriment en fonction du tenseur T.




- G

aw

du du . 3v 1 du
P-2n 33 I_H(W+ﬁ> I -n (37 * 3%
— I AR
ey e | v, aw
X T 3y 17 "%z T3y
—_— — — l___
- (aw + au] | (aw + P -2 aw
Tax * 9z | "By T3 | "oz

On ne peut donc en aucun cas fixer la valeur de la
pression comme condition aux limites. En effet, la pression
est une variable implicite qul est assujettie 3 la contrainte
V.U=0 ; si on fixe la pression en un point, V.U n'est plus
annulée par l'effet de la pression, il faut alors ne plus tenir
compte de cette &quation dans le systéme (qui serait
surabondant) ; mais si on fait cela l'é&quation d'incompressi-
bilité& n'est plus vérifiée et la conservation de la masse ne
sera vérifiée ni localement ni globalement [109.

a) Cas des euceiﬁxea totalement closes

Les conditions sont fournies sous forme de dirichlet
exclusivement. La pression n'intervenant que par son gradient
il faut fixer sa valeur en un seul point. Il faut alors sup-
primer 1'équation correspondante dans V.U=0.

Remarque ;-
Les valeurs des vitesses fournies aux parois doivent
bien entendu toujours vérifier ///V.U=0 c'est-ia-dire

rfrﬁ.ﬁ.dr-o.

b) Cas des sorties de chenal

Si le terme de transport domine (Re®l) la condition
1=0 convient. (Re : nombre de Reynolds).
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Si on veut imposer un mouvement unidirectionnel au
fluide i1 faut alors imposer T =0, 'ut-o. Si on veut imposer
la pression il faut alors l'approcher par la condition sur le
tenseur T, car si Re>>1, 2n %% est faible devant -P mais ceci

demeure une approximation [109.

c) Cas des Lignes de syméirnie

La condition un=n s'impose et &galement Tt=0 sur la
ligne de symétrie.

En conclusion de cette &tude on peut remarquer que les
difficultés rencontrées sont d'ordre trés divers :

- C'est le terme U.VU qui pose le probléme le plus
crucial en effet il est 3 la fois fortement non liné-
aire et non symétrique et provoque de plus des insta-
bilités numériques.

- La non lin&arité& de n entraine deux types de problémes :
. 81 n ne dépend que deé coordonnées (par exemple
par l'effet d'une dépendance avec la température) le
probléme n'est gu2re plus complexe que dans le cas
oll n est supposée constante.

Mais si n dépend directement de la vitesse (en
fonction du module de celle-ci) alors le nombre de
termes a4 calculer devient trés grand.

- Les conditions aux limites influent au plus haut
degré sur le thoix d'une formulation. Nous montrerons
les grandes difficultés que l'on peut rencontrer dans
certains cas.

- Le terme de pression VP coupl& a 1'é&quation d'incom-
pressibilité V.U=0 contribue 3 mal conditionner la
matrice générale. Cela doit &tre atténué par le choix
de fonctions de projection M de degré inférieur aux
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fonctions d'interpolations.

- Enfin compte-tenu de tous les probl@mes précé&demment
cités, des é&tudes tridimensionnelles sont trés déli-
cates et chaque fois que cela est possible une analyse
bidimensionnelle permet de simplifier non seulement le
nombre de termes 3 calculer mais &galement de choisir
des formulations souvent plus adaptées.

A.V.3 FORMULATION EN TERMES DE VORTICITE ET DE COURANT EN
COORDONNEES CARTESIENNES

L'équation générale s'écrit :

(14) 0 g% = pF - VP + V. (nVU) + V. 0)

on développe :
DU u v L, 1
(15) & - Q? + U.V0 = 5% + 3 V(U.0) - Ux(VxU)

d'on :

(16) g—" + 1 V(U.0) - UX(VxU) = pF - VP + V.(nVU) + V.n 0)
Si on prend le rotationnel des deux membres, tous les
gradients vont disparaltre, c'est-a-dire Vx(V(U.U))=0 et
Vx(VP)=0 ; il reste alors, en notant {=VXU :
N

(17) 3t - VX(UxQ) = pVxXF + Ux(V.{nV0)+ V.l )

On développe le terme Vx(UxQ) :
(18) 7x(UxQ) = 0(v.Q) - @(v.0) - U0.va + Q.VU "~

or V.Q'= 0 car Q= VxU
et v.u =0 incompressibilité
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d'od :
Ux(UxQ) = - U.Vg + Q.VU
d'oll 1'équation globale :

(19) 28 ., (U.7)A= 0.VU + pUXF + ¥x (V.nVU)+ 940 O))

ar

Si l'étude est conduite en deux dimensions ou en axe
de symétrie Q est perpendiculaire au plan de 1'&tude et
N.VU0 = 0.

Premidre remarque

L'utilisation de la vortic¢ité& n'a d'inté&rat que dans
une &tude en deux dimensions ou en axe de symétrie. Dans ce
cas on obtient un syst@me dont l'inconnue n'a qu'une composante
(Rz; ou (). En 3 dimensions cette repré&sentation offre beau-
coup moins d'inté&rét par rapport & la représentation én (U,P).

L'équation se ré&duit donc & :

(20) p + U.V Q = pUxF + Vx (V.nVU + V.n 0)

=38

nous sommes donc amenés 3 prendre le rotationnel du tenseur de
contraintes. Si nous développons ces dérivations en tenant
compte de la variation de n on peut montrer qu'il est impos-
sible d'éliminer totalement la vitesse U en fonction de Q dans
le terme Vx(V.nVU + V.n 0U).

Deuxi@me remarque

Le changement de variable Q=VxU n'est utilisable effi-
cacement que dans le cas ol n = constante. Car alors
Vx(V.nh 0)) = 0 et V.vR)= nAQ.

L'&quation 3 résoudre s'é&crit donc :
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(21) P -g-% + U.V0 = nAQ = pVxF
il reste 3 déterminer la pression et la vitesse.

Pour déterminer la pression, prenons la divergence de
1'équation de Navier-Stokes

(22) V.p (%% + U.VU) + V. (VP) - V.nAU)= V. (pF)
ce qui donne :

(23) o 3¢ (V.0) + V. (U.7)U + 4P - V{nAU)= V. (oF)

d'ol 1l'&quation donnant la pression :
(24) AP + pV.(U.V U)= V. (pF)
On retrouve une é&quation de Poisson classique.

Il nous reste 3 &tablir l'expression de la vitesse U.
On introduit la fonction de courant y telle que :

3y
y
O =
- 2%
ax
2%y _ 2%
dans ce cas VxU devient - ——% - —% qui est é&gal 3 Q.
ax Ay

Dans le cas ol n = constante on obtient les trois é&qua-

tions :
(25) o 3+ u.va - nan = pvxr
(26) AP + p¥.(U.9U) = V. (pF)

(27) Ay = =Q
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Dans ce syst2me seules les &gquations (25) et (27) sont
couplées alors que 1'§quation[25)peut &tre résolue séparément.

Les &quations (25)et (27)une fois développées,deviennent :

2 2
3 , 2y 29 _ 3y a8 2 a2q
=+ - 22 - - = pVXF
(28)  pl3g + 5 33 - 92 3y n{j e
2 2
(29) 24 +24 =
aIx 3y

En utilisant une projection de type Galerkine sur 1l'en-
semble des fonctions N, et M, on obtient :

i i
2 2
) 3y a0 3y 3 3‘q 3
(30) ””"é'i:"i*'é‘““’yé'i'ni —ﬁa—;’—ni) - n—z-Nax § = n—nﬂayz 4y = [ dvxn,
32 22
(31) Ir M, + M, &= Hfmi
X Yy

Considérons la premi2re éguation que l'on inté&gre par
partie. Le terme Laplacien donne classiquement :

2 aN

2% a & T i 8 3 20
-nff m Ny Sl 3% % o5 (ax N,)

32 g aN

LA _ am Ny 3_ 0
=nSl Yz N, +n/f 3y 37 nff 3y ‘ay Ny)

et
aQ = 30

-ﬂffV.(§§ Ni)_—n IrNi n dar

le terme de transport peut &tre &galement traité par partie
en : !

N
W AR . _ _ .2 i W 3
s —‘an BNy rr lay Q=+ /s —‘an (o)
= W 3 w , N ap 3
Q. _ ¥ 1
I T A ERNIE Xy 2 SNy
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et
3% 3 3y 3 _ ay
3y W) < 4 5 53'8) = Uy T Wyeng - o 5E Ay
n. et n_, étant les cosinus directeura de la normale a T.

X ¥
Considérons l'équation[31)que l'on peut &galement
traiter par partie, on cbtient :

2 2 M
9 3 3 i
B o ;g“x*?yg“i -1 _a'x_% 3y r”‘ﬁ%’*w““iﬂ‘:’

M
L./ wd
- ‘”313:: tRtrmE =i

On obtient alors le systéme en QY :

aN,
an
(33) rrony 32 - s10 ,é-\l! ax + [0 72-5—

aN aN .
SRILE B RN ILE Rt i

3 3 9
+ frui ar - P 5¥ nﬂi'nx + Ir 5% ﬂNi.n
nx et nY &tant les cosinus directeurs de la normale’

My 3
(34) H?Yx+u ya_ rrsga o+ s 3R

que Ton peut mettre sous la forme :

3
(35) (L] 52+ Ml X = R
Q
v

avec X =

Si on envisage un traitement par une méthode de type
Crank-Nicholson, on retrouve 1'é&quation classique :

K_+K

At n n-l1 At
.(36) [L* + e Hn]xn = At it L - 5— ]x
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dont on peut &valuer facilement la matrice Jacobienne :

I=1+55 M+ 0N
Des difficultés supplémentaires proviennent des condi-

tions aux limites. En effet :

. Les conditions aux limites de l'&quation (34) ne
posent aucun probléme, car %% s'exprime directement en
fonction de U donc les conditions naturelles sont géné-
ralement connues physiquement pour cette &quation
(y=constante ou %%=0).

. Ce n'est pas le cas de l'&quation (33) dont les con-

ditions aux limites s'écrivent en fonction de %% et Q

qui ne s'expriment pas simplement en fonction de U.

. Sur une limite dépourvue de paroi (entrée ou sortie
de chenal) on peut fixer §%=0 et %%= -

Il en est autrement sur les parois fixes qui sont

sources de vorticité&. Il faut alors calculer la valeur des in-
an L _ 3

tégrales eri 7 et Ir F Q2 N, n, IF a% 1] Ni nY

nulles (n, et ny &tant les cosinus directeurs de la normale).

L]

= On peut utiliser la mé&thode classique suivagte [109] :

4 la paroi %% est nul donc 1'égquation % :ng - -q
que l'on peut intégrer (dans lesquelles t et n repré-

@ |o
ey

sentent la tangente et la normale).

= On peut é&galement approcher 1la variation de I en
fonction de la géomé&trie sur la paroi (variation
linéaire par exemple) et intégrer cette &quation ana-
lytiquement si la limite est simple (numériquement si
non). Cela conduit alors 3 une relation linéaire sup-
plémentaire entre les vorticité&s aux noeuds de la paroi
et les fonctions de courant supposées connues.
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- Une autre mé&thode consiste 3 discrétiser localement
1'&lément en un maillage plus fin pour é&valuer plus
exactement la valeur de %% et calculer la contribution
de l'inté&grale correspondante. Cette technigque bien
adaptée aux différences finies est délicate 3 mettre
en ceuvre avec les &lZments finis.

Dans tous les cas on peut remarquer que,si la paroi
présente un angle, la.normale aura en ce point une double défi-
nition ce'qui conduit 3 de nouvelles difficultés (généralement
résolues en prenant la moyenne).

A.V.4- FOéMULATION EN TERMES. DE VORTICITE ET DE COURANT EN COOR-
DONNEES AXISYMETRIQUES

Nous ne d&taillerons pas le traitement de cette formu-
lation qui suit la m&me démarche que l'analyse en coordonnées
Cartésiennes. Nous ne fournissons ici que les résultats de cette
discrétisation.

Rappel
Définition de La fonction de courant en axisymiéinique
SREE 2

(37) VB =0
%F i

On projéte sur le champ de polynomes Ni' on obtient
alors :
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aBj auk . asj aak
(39) -pf!Ni ET ¢j = drdz + p!INi T Wj 3z drdz
ani auk aNi aak
/35" 57 * 53 33 ) rdrdz = pSIN, (VxEjrdrdz
+/ N 24a cos(n,r)rdrdz + S_N 1 cos (n,z)rdrdz
i B d r'i 3z .

Ce dernier terme de conditions aux limites peut #irectement
s'exprimer en terme de 2 3 l'aide des diverses techniques, pré-
sentées dans 1'é&tude en coordonnées cartésiennes,qui peuvent
2tre facilement transposées.

D'autre part le terme :

-y %3
(40) oI (=N, az ar N, F‘E )drdz

peut &tre intégré& par partie et fouxnit alors les termes :

(41)  °sf -—(-u —'Pﬂ) + —ﬂmi giﬁmmz
aN
13y _ _!Ii
+ fr (ar 3z TR )erdz

et donc 3 un nouveau terme de conditions aux limites :
a - ﬂ
(42) I8y 3L 2 cos(n,x) ar+/ N, 3¢ a cos(n,z) dr

Enfin, l'E&gquation de définition de @ s'&crit VxV=0 ce
qui conduit 2 : '

aN aN
(43) 1ot 2, = e | 3—2}1:&: + ff-—— Varaz

ar

= L} kL)
= ff Ni Q rdrdz + Ir Ni ] cos(n,r)dr + fr Ni 3z cos (n,z)dar

dont les conditions aux limites peuvent s'é&crire en fonction de V.
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Quant 3 1l'expression de l'&quation donnant la pression
elle devient alors :

(44) rwg 2 3R 4

3 9P
T 3z (a—z') lrdrdz

13 3
- Ifﬂi [? 5?(r V.V V) + 5;( V.V vz}]rdrdz
= [[p NL(V.F)rdrdz

ce qui fournit aprés intégration par partie :

ani 3p 3N1 3“1 aN

(45) + e 3R 4 5y 28)raraz + [ V.9 vt vee v,) rdrdz

- [IoN (9. Brdrdz + [N, 32+ v.9 v_)cos (n,r) rdr

+ IrNi (%E + V.V vzlcos(n,z}rdr

CONCLUSION

Quelle que soit la formulation que l'on choisisse les
équations de Navier- Stokes conduisent 3 un syst@me non linéaire
dont les inconnues ont plusieurs composantes (w,y,P) ou bien
(u,v,P en 2 dimensions) ou bien (u,v,w,p dans le cas tridimen-
sionnel). Le couplage entre ces composantes st toujours trés
fort ce qui conduit a4 un syst2me matriciel assez volumineux.

La non linéarité due essentiellement au terme de
transport U.Vu est trds importante et conduit 3 des problémes

numériques délicats d&s que le nombre de Reynolds devient trop
grand.

Les probl2mes posé&s par la turbulence ne semblent pas
pouvoir &tre pris en compte dans le détail avec les modéles
gue nous avons présentés. =

Enfin, nous avons rappelé@ gque 'es formulations en terme
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de vorticité& peuvent conduire a3 des problémes délicats pour
l'expression des conditions aux limites, c'est pourgquoi il semble
gue les formulations en terme de u,v,w,p leur soient gé&nérale-
ment préférées.

A.VI ETUDE DES EQUATIONS COUPLEES

Jusqu'3 présent nous avons considéré isolément chacun
des phé&noménes que nous avons &tudiés.Or,dans de nombreux dis-
positifs ,les grandeurs magnétiques, thermiques et hydrauliques
interagissent é&troitement.

Il est tout-a-fait envisageable de pouvoir &tudier
simultané&ment ces ph&nom@nes en considérant une inconnue géné-
ralisée dont les composantes seront dans le cas bidimensionnel
par exemple :

u| vitesse des fluides

p pression des fluides
t température des corps
A champ magnétique

La mé&thode de Galerkine peut alors &tre appliquée au
systéme obtenu et les opérateurs temporels peuvent &galement
2tre discrétisés par des méthodes de type Crank-Nicholson. Les
difficultés rencontrées sembleraient donc, au premier abord,
n'édtre dues qu'au grand nombre de composantes de 1'inconnue
généralisée. En fait, le probl@me est beaucoup plus complexe
et 3 écueils majeurs, doivent &tre &vités. ’

A.VI.1 DOMAINES D'ETUDE INCOMPATIB LES

Si on veut pouvoir résoudre simultanément les é&quations
des phénom@nes couplés, il faut gue chacune des Equations prise
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séparément soit définie sur le domaine complet de 1l'&tude.

Cela n'est quelquefois pas le cas. Prenons pour exemple

l'étude d'un probl2me de brassage &lectromagnétique de métaux
fondus (99], D13]l, (134

LLEL

1L

74

wal.u.wl' MJ-M&M

Figure |1 Schéma de principe d'un creuset

L'&tude des phé&nomé@nes magnétiques doit &tre conduite
dans le domaine I,alors que les probl2mes thermiques peuvent

8tre réduits 3 la zone II,et,pour les problémes hydrauliques,
c'est la zone III seule qui doit &tre é&tudiée.

Il est donc impossible de résoudre simultanément les
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problémes couplé&s complets dans le domaine I puisque, notamment,
1'&quation hydraulique n'y est pas partout définie.

Le domaine d'é&tude implique donc quelquefois de dé-

coupler les &quations en plusieurs syst@mes séparés qui seront
résolus tout a tour. b

A.VI.2 TEMPS DE REPONSE

Dans l'é&tude des problémes de propagation ou de diffu-
sion les temps caractéristiques de chacun des phé&nom&nes sont
généralement trés divers.

51 nous reprenons l'exemple concret d&ja abordé& au
paragraphe précédent nous pouvons remarquer que :

. les phénom2nes magn&tiques sont caractérisés par un
temps de réponse trés bref de l'ordre de quelques milli-
secondes,

. les phénomé&nes hydrauliques sont beaucoup plus lents
et atteignent la seconde,

. et les phénomé&nes thermiques sont pour leur part

\

encore plus lents. ‘~

Si on envisage une résolution simultanée des trois é&qua-
tions magnéto-hydro-thermodynamiques,la discrétisation des termes
© en %E va conduire i choisir un pas de temps nécessairement
compatible avec le ph&nom@ne le plus rapide (le probléme magné-
tique), ce quil va conduire 3 réaliser un tré@s grand nombre de
calculs inutiles pour les problémes hydrothermiques et donc
augmentera inutilement le budget de 1'é&tude.

Cette remarque conduit donc é&galement 3 aborder les
problémes de couplage & l'aide de systé&mes distincts qui-ne se
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"synchronisent” que lorsque le temps de réponse caractéristique
de chacun le nécessite.

A.VI.3 NATURE MATHEMATIQUE DE LA VARIABLE

Enfin, on doit considérer &galement des cas oll la nature
de chacune des é&quations conduit 2 choisir des variables de type
mathématiquesdifférents pour les composantes de 1l'inconnue.

Dans l'exemple que nous avons dé&ja cité&, 1l'équation
des phénomé&nes magnétiques est une &quation linéaire (car les
propriétés des matériaux mis en ceuvre v et ¢ sont des cons-
tantes). Leg sources de courants d'excitation &tant souvent
sinusoldales, l'utilisation des nombres complexes s'impose pour
modéliser la variable A potentiel vecteur. Or, les &quations
thermiques et hydrauliques demeurent intrins2quement non liné-
aires et imposent donc l'utilisation de nombres réels.

Malgré de nombreuses tentatives,il nous a semblé& im-
possible de concevoir une mé&thode qui permette de traiter simul-
tanément une inconnue globale dont certaines composantes
seraient réelles et d‘'autres seraient de type complexe.

L3 encore il faut envisager le traitement de chacune
des éguations séparément.

A.VI.4 TRAITEMENTS SIMULTANES ET TRAITEMENTS PARALLELES

Nous avons donc envisagé le traitement des couﬁlaqes
suivant deux mé&thodes trés distinctes.

METHODE DU TRAITEMENT SIMULTANE

Dans cette mé&thode l'inconnue est alors considérée
comme une variable vectorielle dont toutes les composantes
doivent &tre de méme type : REELLES ou COMPLEXES.
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Les algorithmes de traitement des dérivées temporelles
sont appliqués simultanément a toutes les composantes de 1'in-
connue, 3 savoir : '

. méme pas de temps dans le cas des composantes de type
réel,

. méme pulsation dans le cas des composantes de type
complexe. '

Chacune des composantes doit &tre dé&finie sur tout le
domaine de 1'é&tude. y ’

METHODE DE TRAITEMENTS PARALLELES

Dans cette approche chaque phénoméne est traité sépa-
rément, et conduit 3 un syst2me autonome (qui peut,bien entendu,
concerner une variable vectorielle).

Dans un tel cas,chaque syst&me peut mettre en oeuvre
une variable de type mathématique différent (R&el, Complexe)
des constantes de temps ou des pulsations distinctes et divers
domaines d'é&tude.

On peut alors envisager un traitement multiprocesseur
.ou monoprocesseur pour lequel il devra y avoir d'une part un
partage des résultats de tous les syst@mes (afin de pouvoir

mettre 3 jour les termes de couplage) et d'autre part un programme

superviseur assurant la synchronisation de l'ensemble des ré&so-
lutions suivant une strat&gie compatible avec les divers temps
de réponse de chacun des syst@mes physiques.
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A.VIT CONCLUSION

Tout au long de cette premigre partie nous avons montré
sur de nombreux exemples comment la mé&thode des &lé&ments finis
pouvait modéliser divers phé&noménes physiques,représentés par.
leurs équations aux dérivées partielles.

Au terme de chacune des &tudes que nous avons dé&tail-
lées, nous avons obtenu un syst2@me d'&quations algébriques linéaire
ou  non linéaire 3 résoudre. Il serait idéal que l'essentiel
du travail du chercheur consiste 3 &tablir les formules théo-
riques qui constituent ces &quations discrétisées.

En fait d'une maniére générale, une fois que l'on a
obtenu les formules des &quations discrétisées 3 résoudre, 1l
faut se plonger dans une phase de programmation extr&mement
longue et fastidieuse et qui demande de tré&s bonnes conaais-
sances en informatique.

Nous nous sommes donné comme but de concevolr un systé@me
tnformatique qui permette au chercheur de dé&crire conversation-
nellement les &quations discrétisé&es 3 résoudre. Toute la
technique informatique sera priée en charge par le systéme ain-
si congu.

Nous allons montrer, dans la deuxi@me partie de ce
mémoire , comment une telle description est possible et surtout
comment un programme général peut résoudre n'importe quel pro-
bléme concret selon n'importe quels jeux d'é&gquations descripti-
bles par notré'systéme.
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Afin que le fruit de notre travail ne soit pas seulement
d'ordre théorique nous avons tenté de concevoir un systéme suf-
fisamment &laboré pour pouvoir prendre en compte chacun des
modéles numériques que nous avons donnés en exemple dans cette
premidre partie.

Nous tiendrons compte donc de la grande variété de
modéles de propriété&s physiques,de conditions aux limites et de
sources pouvant intervenir dans des &tudes concré@tes. Les phé&no-
ménes transitoires devront pouvoir &tre traités par des mod2les
divers (implicites, explicites, Crank-Nicholson, prédiction-
correction, nombres complexes). Les non-lin&arités seront prises
en compte avec une utilisation gé&néralisée de la mé&thode Newton-
Raphson. Les &quations vectorielles pourront &tre décrites dans
le cas de systémes simultanément couplés.

Plusieurs syst@mes d'équations seront descriptibles
isolément et pourront donner lieu a des strat&gies de ré&solu-
tions complexes tenant compte des couplages que l'on pourra
réaliser entre ces systémes.

Enfin, nous essaierons de tenir compte de la grande
diversité& que peut présenter la méthode des &léments finis en
laissant une grande souplesse dans le choix des polyndmes

(de degrés variables et de types gquelconques) ou dans les mé&thodes
de résolution de syst@mes linéaires.

L'&tude nous avons conduite est indépendante de la
dimension de l'espace d'&tude choisi. Nos programmes seront
donc utilisables pour des probl2mes en 1. 2 ou 3 dimensions,
en coordonn&es cartésiennes ou axisymétriques.
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FONDEMENTS CONCEPTUELS D'UN SYSTEME GENERATEUR
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INTRODUCTION .-

Beaucoup de travail a &té fait pour fournir aux ingé-
nieurs des outils de Conception Assistée par Ordinateur qui les
libérent. presque totalement de l'emprise de la technigue informatique
Aucune connaissance pousséedans ce domaine n'est désormais
nécessaire pour utiliser les grands logiciels interactifs.

Par contre, le physicien concepteur d'un logiciel aux
éléments finis et l'ingéﬁieur de laboratoire qui veut adapter
un programme 3 ses propres besoins, doivent se "plonger" dans
cette informatique dévoreuse de tempssl0 % de physigque, 90 %
de programmation.

L'adaptation d'un logiciel 3 un nouveau domaine d'hypo-
théses peut paraitre plus aisé. Mais bien souvent la documenta-
tion fait cruellement dé&faut, et l'expérience montre qu'il est
parfois plus rapide de construire un nouvel outil.piutdt que de
tenter de modifier un logiciel mal documenté.

Notre but est d'alléger au maximum le travail de pro-
grammation d'un nouveau systéme et &galement de rendre ce dernier
le plus é&volutif possible afin de pouvoir 1l'adapter aux besoins
de chaque concepteur.

Les technigues de résolution de problémes et de cons-
truction assistéede syst2mes permettent 4 1l'heure actuelle de
surmonter ces difficultés. Nous allons &tudier en détail les
diverses é&tapes d'un tel ﬁrocessus,en nous appuyant sur les ex-
périences que nous avons pu réaliser.

Enfin, lorsque l'on peut disposer d'outils d'aide 3 la
construction de systéme, il faut se poser la question : gqu'elle
peut &tre la structure globalela mieux adaptée aux besoins ac-
tuels de la CAO utilisant les &lé&ments finis ? C'est sur cette
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structure que nous conclurons en montrant quelques exemples
de réalisation.

Avant de détailler la méthodologie que nous préconisons
il nous a semblé indispensable de situer notre travail parmi
les diverses approches qui s'offraient 3 nous et de justifier
les options gue nous avons prises.

B.I DIVERSES APPROCHES POSSIBLES

Difféfentes &coles se sont amployées 4 résoudre le
probléme posé& par.l'adaptation de la m&thode des Elé&ments finis
au traitement d'équations multiples;

LES GRANDS LOGICIELS : tels NASTRAN, ASKA ..... ces éxands codes
traitent de fagon relativement monolithique diverses &gquations.
De par leur taille, ils offrent un choix qui peut permettre au

physicien de trouver,parmi l'ensemble des possiblités de ces
systémes,un modéle numérique qui corresponde & ses besoins.

Mais ,dans le cas oll aucun des mod2les ne peut convenir, il est
pratiquement impossible 3 l'utilisateur de pouvoir intervenir
pour adapter ces grands codes 3 son probléme. Seule l'&quipe qui
a congu le logiciel peut entreprendre des modifications, et
méme dans ce cas, la complexité& de ces programmes ré&duit &normé-
ment les possibilités d‘extensibnq: La taille critique une fois
atteinte, un tel syst@me ne peut p{ts continuer 3 se développer
sans poser de gros problémes de fiabilité&. Ces systé@mes sont
donc pratiquement figés mais ils ont une efficacité& optimale dans
leur domaine d'utilisation : les tré@s gros problémes.

LES SYSTEMES BIBLIOTHEQUES : le plus caractéristique de ces sys-
témes est certainement MODULEF. Par essence, ces syst@mes se
veulent é&volutifs, car composés de modules que l'on peut pro-
grammer séparément et que l'on peut assembler en respectant des

régles strictes. L'aspect documentaire devient dans ce cas pri-
mordial et la gestion d'un tel syst2me est assez délicate. Mais
les progrés sont assez considérables ; en effet, le concepteur
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d'un nouveau systéme va trouver tout programmés un grand nombre
des algorithmes dont il a besoin. Les &léments manquants devront
dtre réalisés au format standard. L'aide est donc appréciable

au point de vue de la programmation mais elle est beaucoup moins
efficace au niveau de l'architecture de systéme. Enfin, il peut
&tre particulidrement difficile de se pionger dans toute la
documentation nécessaire afin de pouvoir dé&gager les piéces utiles
4 une nouvelle création. L'utilisation de tels systémes n'est
donc pas 3 la'portée des chercheurs qui ne possadent pas d'une
part une solide formation informatique et d'autre part une trés
bonne connaissance du contenu'des bibliothéques.

LES SYSTEMES UTILISANT DES MACHINES ABSTRAITES

Le principe de tels syst&mes ré&side dans la création
d'une machine virtuelle adaptée au traitement des informations
trés particularisées qui sont mises en oceuvre dans la méthode
des &lé&ments finis. Des macro-instructions permettent de traiter
1'information,des programmes utilitaires gérent automatiquement
les données et les entrées-sorties.

La programmation d'un programmé 8léments finis doit
alors &tre effectuée dans un langage de haut.niveau,géré par la
machine virtuelle. Un interpréteur traite alors l'exécution du
systéme ainsi construit. Cette approche, caractéristique des
travaux de Schrem [175 [172], est dans la droite ligne des sys-
té@mes de CAO biatis sur le mod2le de ICES dans le domaine [173]
[174] du génie civil. Dans une recherche antérieure nous avons
8té amenés 3 travailler sur de tels syst@mes (ESPACE, CASCADE)
qui ne mettaient pas en oeuvfe la technique des &léments finis
mais dont la base reposait sur le principe d'une machine abs-
traite [58], [162Z, [167]. Le travail nous a permis de mettre
en évidence les avantages,nais &galement les inconvénients,que
peut présenter ce type d'approche.

L'aide méthodologique est considérable car la structure
du systéme devient beaucoup plus simple grdce 3 la machine

~
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abstraite qui accepte un langage de trés haut niveau. Toute la
partie algorithmique s'en trouve donc simplifiée. Sur le plan
de 1l'é&criture de systéme,cette.méthode est certainement la plus
performante.

Les problémes concrets se rencontrent généralement en
trois points cruciaux.-

- 5i les langages mis en oceuvre sont idéaux pour 1l'al-
gorithmique, ils sont par contre généralement assez
lourds et surtout assez peu performants pour le calcul
mnumérique (compilations puis interprétation sur la
machine abstraite). Or,malgré les progrés technologiques,
la méthode des éléments finis met encorfe en oeuvre des
problémes dont la taille peut entrainer des cofits pro-
hibitifs. On est alors tent& de faire réaliser les cal-
culs par des modules FORTRAN qui posent & leur tour de
délicats problémes lorsque l'on manipule des données de
taille wvariable .

- La construction d'un systéme aux &léments finis avec

ce type d'approche demande 3 1l'auteur un degré& d'abstrac-
tion (et de formation) trés poussé& ce qui 1'Eloigne
encore plus de la physique et des math&matiques appli-
quées.

- Enfin,contrairement aux syst2mes bibliothaques, la
programmation demeure totalement 3 la charge du concep-
teur et cela peut &tre fastidieux. En effet, la mé&thode
dés éléments finis met en oeuvre des traitements immuables
inhérents 3 cette technique, dont les degrés de liberté
sont bien délimités et pour lesquels une aide a3 la pro-
grammation pourrait &tre apportée au concepteur.

En conclusion des ces diverses approches, nous pouvons
constater cue la méthode idéale n'existe pas et il n'est nas de
notre prétention de vouloir la créer. Ce que nous allons proposer
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se veut pragmatique, gardant présent 3 l'esprit le but qué nous
nous sommes fixé&s au départ de cette recherche : faciliter la
tache du concepteur d'un systéme d'&léments finis afin qu'il
puisse consacrer la plus grande partie de son &nergie 3 la modé-
lisation physico-mathématigque de son probléme.

Nous avions donc,dés le début de notre travail,pris des
options bien déterminées (que nous avons justififes dans des
publications prospectives [158 [168].

PRINCIPE D'!UN SYSTEME GENERATEUR

L'aide que nous avons choisie d'épporter au concepteur
d'un syst2me va &tre concrétisé&e tout d‘'abord par un programme
général ,dénommé "générateur”, qui va permettre la description con-
versationnelle assistée des &quations 3 ré&soudre et des méthodes
utilisées pour les résoudre.

Nous appelerons systéme objet tout systéme ainsi décrit
4 l'aide de notre générateur. Chaque syst@me objet sera autonome
et pourra &tre mis en oceuvre comme un systéme aux &léments finis
classique sans qu'aucune connaissance du générateur ne soit
demandée 3 son utilisateur.

On pourra donc sur chaque systéme objet :

1. découper un sujet en &léments finis

2. affecter propriétés et conditions aux limites
3. faire résoudre le probl2me ré&el ainsi décrit
-4. présenter les résultats.

) La partie la plus complexe 3 décrire est bien sQr la
résolution de probléme qui dépend é&troitement des é&quations
et des méthodes choisies. Le dé&coupage en &léments finis et la
définition des propriétés et conditions aux limites peuvent
8tre généralisées 3 partir des informations fournies pour dé-
crire &gquations et méthodes. Les &tapes 1,2 et 4 pourront &tre
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abstraite qui accepte un langage de trés haut niveau. Toute la
partie algorithmique s'en trouve donc simplifiée. Sur le plan
de 1l'é&criture de systéme,cetté méthode est certainement la plus
performante.

Les problémes concrets se rencontrent généralement en
trois points cruciaux.-

- Si les lancages mis en oeuvre sont id&aux pour 1l'al-
gorithmique, ils sont par contre généralement assez
lourds et surtout assez peu performants pour le calcul
mumérique (compilations puis interprétation sur la
machine abstraite). Or,malgré les progrés technologiques,
la mé&thode des &léments finis met encore en oeuvre des
problémes dont la taille peut entrainer des cofits pro-
hibitifs. On est alors tent& de faire réaliser les cal-
culs par des modules FORTRAN qui posent d leur tour de
délicats problémes lorsque l'on manipule des données de
taille wvariable .

- La construction d'un systéme aux &léments finis avec

ce type d'approche demande 3 l1l'auteur un degré& d'abstrac-
tion (et de formation) trés poussé ce qui l'&loigne
encore plus de la physique et des mathé&matiques appli-
quées.

- Enfin,contrairement aux syst2mes biblioth&ques, la
programmation demeure totalement 3 la charge du concep-
teur et cela peut &tre fastidieux. En effet, la mé&thode
des éléments finis met en oeuvre des traitements immuables
inhérents & cette technique, dont les degrés de liberté
sont bien dé&limités et pour lesquels une aide 3 la pro-
grammation pourrait &tre apportée au concepteqr.

En conclusion des ces diverses approches, nous pouvons
constater gue la mé&thode idéale n'existe pas et il n'est nas de
notre prétention de vouloir la créer. Ce que nous allons proposer
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se veut pragmatique, gardant présent 4 l'esprit le but gué nous
nous sommes fixés au dé&part de cette recherche : faciliter la
tache du concepteur d'un systéme d'él&ments finis afin qu'il
puisse consacrer la plus grande partie de son &nergie 2 la modé-
lisation physico-mathématique de son probléme.

Nous avions donc,d&s le début de notre travail,pris des
options bien déterminées (que nous avons justifiées dans des
publications prospectives [15d [168].

PRINCIPE D'UN SYSTEME GENERATEUR

L'aide que nous avons choisie d'apporter au concepteur
d'un syst@me va &tre concrétisée tout d'abord par un programme
général ,dénommé "générateur”, qui va permettre la description con-
versationnelle assistée des &quations 3 ré&soudre et des méthodes
utilisées pour les résoudre.

Nous appelerons systé2me objet tout syst2me ainsi décrit
4 l'aide de notre générateur. Chaque syst@me objet sera autonome
et pourra &tre mis en oeuvre comme un syst@me aux &léments finis
classique sans qu'aucune connaissance du générateur ne soit
demandée 3 son utilisateur.

On pourra donc sur chaque syst2me objet :

1. découper un sujet en &léments finis

2. affecter propriétés et conditions aux limites
3. faire résoudre le problé&me ré&el ainsi décrit
4. présenter les résultats.

La partie la plus cdmplexe 3 décrire est bien sfr la
résolution de probléme qui dépend &troitement des &quations
et des méthodes choisies. Le découpage en &léments finis et la
définition des propriétés et conditions aux limites.peuvent
&tre généralisées 3 partir des informations fournies pour dé-
crire &quations et méthodes. Les &tapes 1,2 et 4 pourront &tre
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Figure 2 Génirateur et systime objet.

traitées par des programmes généraux,programmés par nos soins
et s'adaptant automatiquement 3 la description fournie pour
1'&tape 3 qui constituera donc l'essentiel du travail d'un con-
cepteur de systéme.

Nous n'avons pas retenu le principe de la machine abs-
traite pour l'ensemble de notre approche, en effet nous montre-
rons que le traitement de l'information é&lé&ments finis peut
2tre dissocié& en deux niveaux hiérarchiques bien distincts gréice
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aux concepts de stratégie de résolution et problames potentiels
&lémentaires que nous dé&finirons au chapitre suivant. L'idée
de base de cette approche est de séparer l'algorithmique clas-
sique que 1'On rencontre dans tout problame d'une part, de la
technique trés particulidre aux &léments finis d'autre part.

Nous exposerons ensuite comment la description de pro-
blémes & 1'aide d'un graphe d'enchainement d'opérateurs permet
de définir 3 la fois les &quations 3 résoudre et la structure du
systé@me &lé&ments finis qui les traitera. Grdce 3 cette approche
1'utilisation de biblioth2ques d'opérateurs assouplit considéra-
blement la t@che du concepteur d'un-syst2me objet.

L'aide apportée sur le plan de la programmation est
donc presque totale puisque le concepteur n'aura généralement
qu'ad choisir ses opérateurs dans les biblioth&ques congues 3 cet
effet. Sur le plan de l'algorithmique, il recevra une aide per-
manente puisque l'outil de description de probl2mes le guidera
pas 24 paé suivant une méthodologie rigoureuse contr8lée par le
générateur.

On peut donc considérer que notre systame repose essen-—
tiellement sur une méthode de description/ré&solution de problémes
qui met en oeuvre des bibliothéques d'opérateurs.

Né&anmoins, nous montrerons que le traitement de sujets
complexes (non linéaires, dépendants du temps,syst2mes couplés,
etc...) ne peut pas &tre ramené a la ré&solution d'un seul type
de probléme mais 3 l'enchainement de plusieurs traitements
successifs. C'est dans ce domaine (la stratégie de résolution)
que l'approche mettant en oeuvre une machine abstraite peut
porter des fruits de fagon performante.

Le langage de programmation choisi, le FORTRAN, permet
de traiter avec une grande efficacité& d'exécution tous les cal-
culs nécessaires ; ce qui garantit des temps de ré&ponse accep-
tables pour les systémes objets généré&s. Seuls des modules de
traitement numériques (les opérateurs) devront &tre programmés
dans ce langage. En dehors de cette derniére tdche tout le



= T = .

travail d'un concepteur de syst@me objet sera géré& par le géné-
rateur de fagon totalement conversationnelle et assistée.

Le point de vue de l'utilisateur d'un syst2me objet ne
doit pas non plus &tre laissé de cbté& car il ne faut pas oublier
que le but final n'est pas la construction d'un syst2me mais son
utilisation ; et cela bien sfir par une autre personne que le con-
cepteur lui-m&me. Dans' ce domaine nous avons bé&né&ficié& de 1l'ex-
périence que nous a apportée l'utilisation industrielle du logi-
ciel FLUX [58]1, 054], D56]. Les outils que nous avons implantés
ont &té& réalisés sur ces bases (en apportant quelques améliora-
tions par rapport a3 la version diffusé&e aujourd'hui). Cela ga-
rantit une qualité d'interactivité&, gue nous espérons suffisante,
pour chacun des systé@mes objets construits par notre générateur.

Enfin, nous montrerons comment la documentation interne
et externe d'un tel syst@me a &té r&alisée afin que la plupart
des documents nécessaires puissent &tre &laborés automatique-
ment, facilitant ainsi la mise au point et la maintenance selon
des normes industrielles.
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B.II LES CONCEPTS DE BASE .-

Si nous considérons les diverses discrétisations que
nous avons p;ésentées dans la premidre partie, nous pouvons
mettre en é&vidence deux niveaux bien distincts dans le traitement
d'une &quation par la méthode des &léments finis.

B.II.1 STRATEGIES ET PROBLEMES POTENTIELS

La stratégie de résolution : elle peut &tre concrétisée :

. par l'algorithme de Newton-Raphson, de Newton-
Kantorovitch, etc..., pour un systéme non linéaire ;

- par les méthodes classiques : implicite, Crank-
Nicholson, Prédiction correction, etc..., pour le
traitement des variables temporelles ;

. par des bouclages entre &quations couplées, traitées
par des syst@mes d'é&quations distincts: ou résolues
par des traitements simultanés.

Les problémes &lémentaires : ils doivent &tre ré&solus
successivement au cours de la mise en oeuvre d'une stratégie.

Par exemple La méthode Newion-Raphson va demander Le
traitement de deux Zypes de problimes d'ELEments findis.

- nésolution de L'Equation Lindanisée pan une méthode
directe pour obienin Les valeurs initiales approchies
des inconnues,

- nBsolutions itiries de L'Equation Jacobienne du sys-
teme non Lintaine.

La méthode prédiction correction nécessite Le traitement
de 3 types de problimes :
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- utilisation d'une discrnétisation implicite pour démarn-
nen Le processus (efle-méme composie des deux types. de
problemes utilists parn La mEthode de Newton-Raphson).

- nésofution iténde de La discrétisation de Crank-Nichofson
non Linéainre.

Nous constatons que le traitement d'une mé&me &quation
peut donc &tre effectué. par diverses stratégies et qu'au sein
d'une mé&me stratégie plusieurs types de probl@mes &l&mentaires
doivent &tre successivement résolus.

D'autre part, la stratégie de résolution met en oeuvre ,
des algorithmes gé&néraux qui sont totalement ind&pendants de la
méthode des &lé&ments finis, alors que c'est la construction de
chaque probiéme €lémentaire qui utilise cette technique.

C'est pourquol nous traiterons de fagon totalement dif-
férente ces deux niveaux. Nous allons tout d'abord analyser les
méthodes de résolution des divers probl2mes &lémentaires qui
peuvent 8tre obtenus 3 partir 4'é&quations gquelconques puis nous
reviendrons sur le traitement des stratégies & la fin de ce
volume.

PROBLEME REEL ET PROBLEME POTENTIEL ELEMENTAIRE

Un probl2me &l&mentaire 3 résoudre dépend d'une part,
de l'équation caractérisant le ph&nom&ne physique &tudi#& mais
bien entendu aussi de l'objet &tudié&. Comme nous l'avons vu dans
le principe d'un générateur permettant la construction d'un
"systéme objet", ce dernier pourra servir 3 la ré&solution d'une
infinité de probleémes concrets (dans lesquels les formes et les
matériaux pourront varier).

., Au sein d'un mé&me systéme objet, l'ensemble de tous
les probl&mes réels &lé&mentaires, que l'on peut construire en
décrivant divers sujets d'é&tude, forme une classe d'é&quivalence.
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C'est cette classe d'é&quivalence gque nous d&nommons
PROBLEME POTENTIEL et qui nous permet de faire abstraction des
dé&coupaaes concreéets traités et des matériaux réels les consti-
tuant, pour ne prendre en compte que les aspects de mé&thode de
résolution de probl2mes et de description d'équations.

B.I1.2 nNoTioN D'OPERATEUR ELEMENTAIRE

Détaillons les diverses &tapes qui composent la réso-
lution d'un probl2me &l&mentaire : il est toujours constitué
par la construction et la ré&solution d'un syst@me lin€aire (prin-
cipe intrinséque de la discrétisation). Le syst@me linéaire est
obtenu par assemblage de la sous-matrice et du sous-vecteur
second-membre correspondant 3 chacun des &l&ments. ;

Chaque sous-matrice ou sous-vecteur est donné par la
formule de 1'&quation discrétisée, & laquelle on a appliqué une
méthode de linéarisation.

Citons quelques exemples que nous avons d&ja détaillés

-dans la premiére partie :

—

Cas du probléme de diffusion thermique non linéaire (cf lére
partie ch. IV ) ; aprés une discrétisation temporelle implicite,
1'&quation 3 résoudre s'écrit : (equ.(11) Ch.A.IV p.39)

e FETffpe sCTow [ pC VETTAY [ O (R 7T, )

. 3 A
L] BATL A o peea T abeff g ats [ AT ateffp ecla

dont nous avons montré que la matrice Jacobienne &tait composée
des termes matriciels suivants. : (equ.(12) & (19) Ch.A.IV p.40)
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Cas de l'é&quation de Navier -Stokes en 2 dimensions 3 viscosité

constante (simplification de 1°étude générale conduite au chapitre v de
la lére Partie Equations (6) a (8) pp.45, 46)

(3). ﬂj’“ u""ﬂf” w 1+Atjf“ﬂjU Vu+ Ak n é;:a;:. i:‘aag

-AEJ]% P:AtﬂN.i ;+Al‘jN T..N
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HM oun JJ” Vo —

Dans ce cas nous sommes en présence d'un systéme
d'équations intrinséquement non liné&aires de par la présence des
termes en;U.Vu et U.Vv.

Parmi les é&quations, caractéristiques des phé&noménes
classiquas.de conduction-convection-diffusion-rayonnement, on
peut remarquer que les formules obtenues dépendent d'une part
de l1l'&quation de départ 3 ré&soudre, d'autre part de la méthode
utilisée pour séparer les variables d'espace et de temps et pour
linéariser les problémes obtenus.

Or ces méthodes mettent en oeuvre des opérateurs trés
simples :
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. combinaisons linéaires de matrices pour la discrétisa-
tion des dérivées temporelles par la mé&éthode des diffé-

rences finies,

. dérivation des systémes matriciels non linéaires pour
les mé&thodes de traitement des non-lin&atités.

Si nous généralisons les &quations précé&demment &tudiées
nous pouvons obtenir la formulation suivante :

(6) (L] (3} + M1 {1} = (xS} + (xV)
dans laquelle :

. [L] et [M] sont des matrices dont les termes peuvent
éventuellement dépendre des inconnues,

. {KS} le vecteur des sources (ou de leurs &quivalents)

indé&pendantes du temps.
. {RV} le vecteur des sources &volutives.

L'ensemble des méthodes de construction de systémes
linéarisésque nous avons &tudié peut &tre obtenu 3 1l'aide de
simples combinaisons d'expressions matricielles,mettant en oeuvre
les matrices d&j3 rencontrées (en divers instants de discréti-
sation temporelle) et les dérivées de ces expressions par rap-
port 3 l'inconnue I, lorsque ces &guations sont non linéaires.

Pour toutes les équations ocue nous avons traitées, on
peut remarcuer aqu'elles mettent en oeuvre les matrices suivantes :
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On peut certainement envisager des méthodes de traite-
ment qul fassent intervenir d'autres types de matrices mais, dans
tous les cas,les matrices mises en jeu: seront toujours peu nom-
breuses et directement dé&finies 3 partir des matrices constituant
1l'équation de départ.

L'ensemble des matrices qui permettent de mettre en
oeuvre les diverses mé&thodes de résolution sont dé&nommées
"MATRICES CONSTITUTIVES".

La farmuia qui permet de construire un syst@me discrétisé
linéarisé 3 l'aide de ces matrices est appelée "OPERATEUR DE

CONSTRUCTION".

Nous pouvons reprendre les. axemnles d'é&quations dé&ja
citées en leur appliquant les concepts que nous venons de dé&finir.

L'équation de. la diffusion thermique non liné&aire
8'écrit alors :

wfl] T, - L] T, o« TMIT at o (ks +Kv,)at
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(13)

(14)

(15)

(16)

an

(18)

(19)

(20)

dont la matrice Jacobienne s'Scrit :
[Ln] + tnnn] - [Dnn-ll + At t[Hn] + [Dun]}

oll les matrices constitutives ont pour formule :

Ll = (L., = (Mt Cheay]
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P =Y

'[DL].._, WL ”(ar) ;l
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Dans le cas de 1l'Egquation de Navier-Stokes d&j3 pré&-
sentée,la formulation de l'&quation globale demeure identique :

[Ln]In-[Ln_l]In_1+[H]In&t = (KS + KVn}dt

mais 1l'inconnue est alors vectorielle et les matrices sont dé&-
finies par bloec.

u
Soit 2 o ; jon détermine alors,pour la matrice M ,par exemple :
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Dans les exemples que nous venons de citer nous pouvons
remarquer que chague matrice constitutive est la somme de plu-
sieurs sous matrices. Dans le cas ol l'inconnue I est vectorielle
(cf &quation de Navier-Stokes par exemple) les matrices consti-
tutives doivent &tre dé&finies par "bloc".

Les matrices qui composent (par bloc) chague matrice
constitutive sont appelées les "matrices intégrantes”.

L'action de combinaison des matrices inté&grantes pour
ocbtenir les matrices constitutives est dénommée "opératéur de
constitution"”.

Donnons 3 nouveau quelques exemples de matrices inté-
grantes rencontrées.
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TEij = IJ'J;L’)C Biaj terme principal de stockage

TEI, ;= IHaT aj terme jacobien de stockage

GRSy
SECij= I!lesi.ﬂE)JFVuj) terme principal de conduction anisotrope
SECI, .= !Igu )AWVTJ Vsiuj terme jacobien de conduction anisotrope

SEFij = Hﬁtj’c)nﬂf"' ?ujl terme principal de convection forcée

- 3 (pc 2 :
SEFCij ff.‘f‘W. ?Tn)( )nBi j !:e:r.:me jacobien de convection forcée

VES, = Iffggiqs sources statiques

YEDi = Iffnﬂi (qv)n sources dynamiques

VEC, = IIrBith}nTan flux convectif entrant

NECij = ffr(hn)ﬁiuj terme principal de convection libre
NECIij= .ff i BT) Bi 3 terme jacobien de convection libre
“ERij _= Ir I.{Eo)nT';B 1%5 terme principal de rayonnement

etc: silus

On peut remarquer que tous les inté&grants sont composés
d'expressions polyndmiales (projection et interpolation) des
dérivées de ces expressions, et des propriété&s physiques provenant
soit des matériaux qui constituent 1'&lément (p,v,k...) soit
des propriétés qui caractérisent les conditions aux limites de
Neumann non homogéne ( A, h, hT_,, ...). Pour la plupart, ces
valeurs ne sont pas constantea sur un &lé&ment. Ceci justifie 2
priori une intégration par méthode numérique qui s'impose &gale-
ment si on utilise des E&lé&ments curvilignes.

Nous dénommerons "calcul d'intégrant" l'opé&rateur
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permettant d'é&valuer une matrice intégrante.

Pour pouvoir effectuer son travail, cet opérateur impose
le calcul préliminaire des propriétés intervenant dans la formule
derla matrice intégrante, ce qui doit &tre réalisé a l'aide de
l'opérateur "calcul de propriété&". Il en est de méme pour les
polynomes é&valués par l'opérateur "calcul de polynome”.

Enfin, le choix des formules d'intégration au sein de
1'&lément("abscisses et poids’)compte tenu des géométries curvis
Iignes yconstitue le dernier degré de liberté& concr&tisé par
1l'opérateur "formule d'inté&gration”.

Nous venons de montrer que la ré&solution de tout probl2me
€lémentaire peut &tre effectufe par l'enchainement des huit
classes d'opérateurs suivants :

1 . Formules d'intégration
Coordonnées & poids d'inté&grations

2 . Ccalcul des polyndmes
Valeurs des polyndmes et dé&rivées aux points d'intégration

3 . Calcul des propriétés
"Valeurs des propriétés

4 . Calcul des intégrants
A
Sous-matrices et sous-vecteurs inté&grants

5 . Constitution
Sous-matrices et sous-vecteurs constitutifs

6 . Contruction du systéme linéarisé
Sous-matrice et sous-vecteur d'assemblage

7 . Assemblage
Matrice et deuxi2me membre du systéme

8 . Résolution du syst2me linéaire algébrique
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B.III DESCRIPTION D’UN PROBLEME POTENTIEL .-

Pour décrire un probl2me potentiel nous avons 3 notre
disposition les opérateurs qui ont &té& définis au paragraphe pré-
cédent. Il faut ajouter la notion de variable (traitée par ces

opérateurs) pour que le langage de description que nous proposons
soit complet.

B.III.1 TYPES DES VARIABLES

Deux types de variables doivent &tre considérés: :

. celles qui dépendent de l'équation ou des mé&thodes de
éraitement :

. celles qui sont immuables et qui ne dé&pendent que de
la technique des &lé&ments finis.

. Ces derniéres constitueront les variables prédéfinieé,
implicitement connues par le syst2me et dont la définition ne
sera pas 3 la charge du concepteur d'un systdme objet. L'analyse
de l'ensemble des opé&rateurs utilisé&s par notre méthode conduit
3 pré&dé&finir les variables suivantes :

t : temps

At : pas de temps

w : pulsation des sources

MA : matrice assemblée

KA : deuxi2me membre assemblé&
sMAi : sous-matrices d'assemblage
SKA

n sous-vecteurs d'assemblage

auxquelles nous devons ajouter les sous matrices constitutives
dé&ja rencontrées :

e

: 1n termes temporels 3 l'instant n

LO : ln-lﬂ. termes temporels 3 l'instant n-1




DL

DLO

g™

DMO

Ks
KV
Kvo

n-1
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dérivée partielle das termes temporels, partie non
linéaire 3 l'instant n

dérivée partielle des termes temporels, partie non
linéaire 3 l'instant n-1

termes d'espace 3 l'instant n

termes d'espace 3 1l'instant n-1

dérivée partielle des termes d'espace,partie non
linéaire 4 l'instant n

dérivée partielle des termes d'espace,partie non
linéaire 3 l1l'instant n-1

termes sources statiques

termes sources &volutives 3 l'instant n

termes sources é&volutives a 1'instant w1

Remarque : Vu la grande généralité des matrices constitutives,
nous n'avons pas choisi de laisser au concepteur la possibilité
de les définir lui-méme.

Dans le cas ol une méthode de traitement mettrait en

oeuvre d'autres matrices constitutives, c'est au gestionnaire du
systéme générateur qu'il revient de modifier ces variables pré-

définies.

(Cette action est tout-3a-fait compatible avec les

techniques dé traitement mises en oeuvre qui sont toutes indé&-

pendantes du nombre et du type des matrices constitutives choisies).

Les variables qui doivent &tre dé&finies par le concep-
teur d'un syst2me objet sont les suivantes :

. L'inconnue principale (nom de chacune des composantesL

. Chacune des matrices intégrantes (on ne prend en compie
que ded vandiables de type ndel, mais qui peuvent Etre
des scalainres, des vecteurs ou des tableaux queleon-
ques (Lenseunrs), Les propriliés de type complexe
dodivent Eine décnites sous forme d'un couple de deux
néels a,b ou n,8).

type réel ou complexe
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. Chacune des matrices inté&grantes, qui sont toutes du
type réel et peuvent &tre constituées soit d'un vec-
teur (homog&ne 2 une source) soit d'une matrice carrée
dont la symé&trie ou la dissymétrie dé&pend de l'opéra-
teur qui 1l'évalue.

A ces déclarations préliminaires il convient d'ajouter
le choix des options globales qui d&finissent :

*La dimension de 1l'espace d'&tude 1D, 2D ou 3D

*Le degré des polyndmes d'interpolation: et de projec-
tion (on a prévu de pouvoir traiter les degrés 1,2,4).

B.III1.2 DECLARATION DES OPERATEURS

Tous les opé&rateurs gue nous avons pré&sentés précédem—
" ment sont géré&s par le systéme gé&nérateur.

Les opérateurs prédé&clarés

Dans chacune des classes d'opérateurs gque nous avons
présentées, l'opérateur"vide'paut 2tre utile. Il est donc pré-
déclaré par le systéme générateur.

Tous les opérateurs déclarés lors d'utilisations précé-
dentes au cours de laconstruction de systémes objets peuvent
gtre mémorisés. Cette ta3che assez fastidieuse ne sera donc pas
3 la charge du descripteur d'un nouveau systéme.

C'est donc seulement les nouveaux opérateurs que le con-
cepteur d'un syst2me objet devra déclarer de la mé&me maniére que
les variables.

Le langage de description est alors complet et permet
la définition de chaque probléme potentiel.
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B.III.3 DESCRIPTION OPERATIONNELLE D’UN PROBLEME POTENTIEL

Par dé&finition,la résolution d'un probléme potentiel
s'achéve immuablement par : l'assemblage du systéme linéaire
global et la résolution de ce systéme.

Le seul degré de liberté& de ces deux &tapes est 1ié
au choix de l'opérateur de résolution qui définit :
ymétrique

£
. la structure de la matrice ou
issymétrique

. son mode de stockage

“Ce qui est intrinsdquement caractéristique d'un problame
potentiel est donc le choix :

. de l'opérateur de construction

. de la liste de matrices inté&grantes composant chacune

des matrices constitutives mises en oeuvre par l'opéra-

teur de construction.

Ces deux é&tapes trés simples définissent en effet tota-
lement l'é&guation 3 traiter et la méthode mise en oeuvre pour
la résoudre. Illustrons ceci par un exemple simple.:

Dans le cas de l'équation thermodynamique dé&ja é&tudiée,
nous aurons décrit totalement 1l'é&guation si nous choisissons
comme opérateur de construction :

[L]II - [LO]JIO + At [M]I = At (KS + KV)

dont la matrice Jacobienne est :

[L] + [DL] - [DLO] +At([M] + [DM])

et si nous dé&finissons chacune des sous-matrices constitutives
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3 1l'aide des inté&grants qui les composent.

Par exemple la matrice M sera composée de :

IIIQIPCanV.?uj] int&grant nommé& SEF
+ .

IIIQ?Bi.ﬂkLFuj} intégrant nommé SEC
+

Ifr(h)nsiuj inté&grant nommé& NEC
+ -

IIFEGTgBiGj int&grant nomm&. NER

En pratique la description d'un probléme potentiel &lé&-
mentaire peut &tre facilement ré&alis&e de fagon interactive,
uneé fois que les opérateurs mis en oeuvre ont &t& décrits et
lorsque les variables concernées ont &t& définies.

. Le concepteur d'un syst2me objet doit tout d'abord
choisir 1'opérateur de construction de syst@mes corres-
pondant, (parmi l'ensemble des opérateurs de ce type
présents en bibliothéque).

. Le programme générateur a alors accés & la liste des
matrices constitutives utilisées par 1l'opérateur choisi;
il peut alors demander au concepteur, pour chacﬁng;des
matrices constitutives nécessaires, la liste des matri-
ces intégrantes qui les composent.

Le générateur dispose alors de toutes les informations
nécessaires 3 la construction d'un probléme objet potentiel.

Lorsque l'utilisateur d'un systéme objet va demander la
résolution d'un probléme réel, l'outil gé&néral de ré&solution va
consulter d'une part le probl@me potentiel préalablement décrit
et d'autre part_les données concrétes qui définissent le probléme
réel (topologie du dé&coupage,coordonnées des points, valeur des
propriétés physiques). Nous allons décrire le principe de
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fonctionnement de cet algorithme.

B.IV. TRAITEMENT D'UN PROBLEME REEL

Le mode de traitement d'un probléme réel repose sur le
principe suivant : pour chaque probl2me l'algorithme construit
un graphe de décision qui va définir les opérateurs et les varia-
bles nécessaires i sa résolution.

Figure 4 La construction du graphe de rdsofution.
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B.IV.l STRUCTURE GENERALE DU GRAPHE

Rappelons briévement l'enchainement des opérateurs qui
composent un probléme potentiel &lé&mentaire.
'1. calcul des formules d'inté&gration
2. calcul des polyndSmes
intégrationd 3. calcul des propgiétés
4. calcul des sous-matrices inté&grantes
5. calcul des sous-matrices constitutives

L6. construction du sous-syst@me linéaire
résolution {T‘ assenblags ) ’ ;

8. résolution du systé2me ;1n6aire
L'étape de résolution d¥ syst@me est autonome et succéde
a l'assemblage qui est constitu& d'une boucle classique sur
l'ensemble des &lé&ments. En outre, on suppose que les sous-matrices
d'assemblage ont &t& stockées au préalable sur disque ; les
phases 7 et 8 sont dé&nommées phase de résolution. Les phases 1
4 6 composent ce que nous dénommerons la phase globale d'inté&gra-
tion. Nous avons pris l'option de traiter la succession de ces
&tapes pour chaque Elé&ment de fiqon totalement indé&pendante (ce
qui est particuli@rement bien adapté& 2 des structures de calcu-
lateurs multiprocesseurs parall2les). Nous allons détailler, pour
un &l&ment quelconque,comment le programme de ré&solution de pro-
bl2mespeut calculer les matrices d'assemblages correspondant 2
1'équation décrite dans le probléme potentiel.

Pour chaque é&lé&ment,l'algorithme procgde en deux temps :

. Analyse du graphe de dé&cision qui permet de dé&finir
les variables et les opérateurs nécessaires au calcul
de la sous-matrice d'assemblage et le sous-vecteur.

. Calcul de ces valeurs 3 l'aide des opérateurs définis
par le graphe suivant l'ordre donné par ses niveaux suc-
cessifs.
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B.IV.2 "CONSTRUCTION DU GRAPHE DE DECISION D'UN PROBLEME REEL

Deux sources d'information sont utilisées par l'algo-
rithme.

. La description du probléme potentiel : (fournie par
le concepteur d'un syst2me objet 3 l'aide du gé&nérateur).

. Le probléme réel : le découpage du domaine et la dé-
finition de ses propriétés (fournis par l'utilisateur
du systéme objet).

Noeud décisionnel I

A chaque probl2me potentiel est associé& un seul opéra-
teur de construction. L'algorithme en déduit la liste des matrices
constitutives qu'il faudra calculer. '

Noeud_décisionnel II

Pour chaque matrice constitutive sélectionnée par le
niveau précédent lualgorithma trouve dans le probléme potentiel
la liste des matrices inté&grantes gqui les composent.

Noeud_décisionnel III

Pour chaque matrice intégrante plusieurs opérateurs de
calculs peuvent &tre mis en oeuvre pour les é&valuer (selon le
type de la propriété discriminante, cf § B.V.4) ; 1l'algorithme
consulte alors la description de la matrice intégrante dans le
problédme potentiel : il y trouve le nom de la proprié&té discri-
minante. Il scrute alors les données du probléme réel pour déter-
miner le type de la propriété discriminante de 1'&l&ment en cours
de traitement. Cela permet donc de sélectionner l'opé&rateur de
calcul de matrice intégrante nécessaire.

Noeud_décisionnel IV

Le probléhe potentiel fournit pour chaque opérateur de
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matrice inté&grante la liste des propriétés nécessaires 3 son
calcul.

Noeud décisionnel V

Le probléme réel (notamment les propriétés de 1'é&lément
en cours de calcul) permet de déterminer l'opé&rateur que l'on '
doit utiliser pour calculer chague propriété.

Noeud_décisionnel VI

Quand un opérateur de calcul de propri&t& a besoin 2 son
tour d'une autre propriété,le probl@me potentiel décrit la liste
des propri&té&s nécessaires.

Ces deux dernigres phases sont donc ré&currentes jusqu'a
ce que toutes les propriétés nécessaires soient fournies par des
modéles ne nécessitant pas le calcul de nouvelles propriétés
(aucune récursivité n'est bien sfir permise 3 ce niveau).

Noeud décisionnel VII

Il s'agit alors de déterminer,selon le type d'é&lément,
les opérateurs de calcul de polyndmes nécessaires. C'est le
probléme ré&el qui fournit cette information.

Noeud_décisionnel VIII

Le type d'élément permet &galement le choix de l'opéra-
teur formule d4d'intégration. ‘

B.IV.3 EXECUTION DU GRAPHE

Lorsque l'algorithme d'analyse de probléme réel a cons-
-truit le graphe, il dispose de la liste de toutes les informations
3 calculer eE de tous les opérateurs nécessaires. Il lui suffit
alors d'enchainer le calcul de ces opérateurs. Deux piles peuvent
servir 3 cet enchafinement, d'une ﬁart la liste des opérateurs
et d'autre part celle de leurs interfaces d'entrée. Grace au mode
d'analyse du graphe,un opérateur trouvera toujours dans la pile
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d'interface les informations qui lui sont nécessaires et qui
auront &t& automatiquement calculé&es au préalable.

Nous ne dé&taillerons pas plus le traitement technique
de ces informations mais il est é&vident que l'on peut 1‘adapter
aisément 3 une machine multiprocesseur (en construisant plusieurs
piles) et que l'on peut optimiser le nombre d'opé&rateurs utiles
en détectant d'&ventuelles répétitions.

B.IV.4 ENCHAINEMENT DYNAMIQUE DES OPERATEURS

Afin de pouvoir concevoir un programme général capable
de traiter tous lés problémes potentiels descriptibles par le
générateur et tous les probl2mes réels posés par les utilisateurs
de chaque syst2me objet, il faut disposer :

- d'une gestion dynamique de mémoire au sein de bases
de données qui concrétisent probl2me potentiel et pro-
bléme réel.

- de la possibilité d'appeler dynamiquement 1l'un quel-
conque des opérateurs d'une mé@me classe.

Cette dernidre particularité&, beaucoup moins claséiéue, impose

la création d'outils informatiques spé&cialement congus pour notre
systéme, (Appel dynamique de sous-programmes 3 l1l'exé&cution sans
que ceux-ci n'aient &t& dé&finis lors de la compilation). En

effet, nous voulons que l'algorithme proposé puisse &tre programmé
et compilé une fois pour toutes sans que le concepteur 4'un
syst2me objet n'ait 3 le modifier. Nous exposerons dans la 3éme
partie la réalisation technique d'un tel outil.

B.V DESCRIPTION DES OPERATEURS ELEMENTAIRES .-

Nous venons de m>nter comment il est possible de décrire
la résolutionde tout probléme potentiel 3 l'aide d'un enchalinement
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d'ovérateurs.

Dans ce chapitre nous allons détailler chacun des opéra-
teurs en caractérisant les applications qu'ils concrétisent
ailnsi que leurs ensembles de départ et d'arrivée.

De plus pour chaque cas nous délimiterons ce qui est
immuable (et donc peut &tre programmé une fois pour toutes) de
ce qui est Evolutif et doit &tre laissé& au choix du concepteur
d'un systéme objet.

B.V.1] OPERATEUR FORMULES D' INTEGRATION

Toutes les formules d'inté&gration numérique envisagées
ici sont de la forme :

!nfdn = E-Pi £ (Vi)
x
ol vi est le vecteur |y des coordonnées des points
z

(dits points d'intégrations) et Pi les poids associé&s 3 chacun
de ces points.

Gé&néralement ces valeurs sont calculables une fois
pour toutes sur des &l&ments réguliers normés.

. linéiques g 8l o

Le4

. surfaciques =%

-1 L +1

. volumiques

« etCeeees Y L
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Les mé&thodes de Gauss sont les plus employées ; elles
utilisent en général peu de points dans chaque direction (maxi-
mum 10) , mais d'autres formules peuvent &tre employées (notam-
ment pour les triangles, prismes et té&traédres). Pour des raisons
de précision il faut &viter d'utiliser des points d'intégration
dont les poids associés seraient de signes différents ou de
valeurs trop disparates. '

Dans le cas d'é&léments non réguliers ou curvilignes on
peut toujours trouver un changement de coordonné&es qui raméne
l'intégration dans les bornes -1 ; +1 [25]. Il est alors néces-
saire de corriger les poids d'intégration Py, en les multipliant
par le déterminant de la transformation utilisée. Ceci peut &tre
effectué par un programme standard,indépendant des formules
d'intégration choisies.

'Le concepteur d'un systdme doit donc uniquement choisir
pour chaque type d'é&lément mis en oeuvre dans” son projet, une
ou plusieurs formules d'intégration . L'opérateur "formule 4'in-
tégration” réalisera donc l'application suivante :

- TYPE D'ELEMENT REGULIER "

Y
NOMBRE DE POINTS, COORDONNEES DES POINTS, VALEURS DES POIDS.

B.V.2 OPERATEURS CALCULS DE POLYNOMES

Le choix des polyndmes d'interpolation dépend de trois
facteurs : .

- le type de l'équation trait@e (doit-on assurer uni-
quément la continuité& de la variable ou &galement celle
des dérivées ?). Ceci va déterminer la formule mathéma-
tigque des polyndmes nécessaires (pour les équations
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données en exemple. les polyndmes de Lagrange conviennent)

- Le degré de l'interpolation choisie: On rappélle (cf
Navier-Stokes) que divers degrés d'interpolation peuvent
coexister dans un mé@me systéme.

- La forme de 1'&l&ment interpolé&.

Chaque opérateur "calcul de polynéme” doit donc concrégi—
ser l'application suivante :

., TYPE DE L'ELEMENT, COORDONNEES DES NOEUDS, COORDONNEES
D'UN POINT ()

N
VALEUR DES POLYNOMES, VALEURS DES DERIVEES

Remarque : L3 encore les polyndmes peuvent &tre d&finis directe-
ment sur des &lé&ments réquliers normé&s, le passage 3 1l'&lé&ment
fini curviligne é&tant effectué par un opérateur programmé une
fois pour toutes,applicable 3 tous les opérateurs calcul de po-
lynéme (calcul des dérivées en coordonnées curvilignes).

B.V.3 OPERATEURS CALCULS DE PROPRIETES

C'est dans ce domaine que la physique nous apporte la
plus grande variété& de possibilités. Il est donc absolument im-
possible de concevoir un seul opérateur Qui puisse modéliser

toutes les proprié&tés. Une tré@s grande souplesse doit donc &tre
préservée.

Avant de passer 3 des opérateurs é&laboré&s nous pouvons
déja traiter gquelgues cas simples..

. Proprié&té nulle
. Propriété constante
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Ces opérateurs devront donc faire partie du systé@me et ne seront
pas 4 la charge d'un concepteur.

Pour les problé&mes traités par couplage,il est fort
utile de pouvoir utiliser des propriétés qui ont &té& calculées
au préalable par un syst2me aux &léments finis. Les polyn@Bmes
(que l'on a d&ja présentés) peuvent donc fournir un moyen efficace
d'interpoler ces valeurs nodales. Ce type d'opérateur peut &gale-
ment &tre pré-programmé pour ne pas &tre 4 la charge du concep-
teur.

Il reste donc 3 définir la structure générale des opé-
rateurs que le concepteur devra créer pour modéliser ses pro-
priétés. Nous avons prévu de fournir 3 ces opérateurs les infor-
mations suivantes :

- les coordonnées des points oll 1'on doit calculer la
proprié&té XYz

- la valeur du temps t .

- la valeur de la variable principale aux points de cal-
cul (chaque composante dans le cas vectoriel) I

- la valeur du gradient ou du rotationnel de la variable
principale (ou de ses composantes) VI, VXIi

- la valeur d'une premidre proprié&té& auxiliaire (ou de
son gradient ou de son rotationnel)

- la valeur d'une seconde propriété auxiliaire (ou de
son gradient ou de son rotationnel)

- une table quelconque définie par l'utilisateur qui
contiendra une liste de nombres réels (ce qui peut
servir 3 définir, des coefficients variables, pour des
formules analytiques, des coordonnées de points lors-
que les opérateurs modélisent des relevés expérimen-
taux, etc...)

- le nombre de valeurs de la table précé&dente.
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L'opérateur le plus général gque nous proposons peut &tre
noté :

1 V4 V2 L
$[:z:113;t; ‘?I- ) ‘7\{1 ) V sz }.Thlﬂe) ﬂL Jlﬂé&ﬂﬂt
VxI v xVv4 VxV2

parmi toutes les expériences que nous avons ré&alisées ou seule-
ment envisagges,cet opérateur nous a paru largement suffisant.

12 permet de modéfisen des castrds complexes comme un cycle d'hys-
tenésis qud dépend du temps de La température, de La pression,

du notationnef de L'inconnue principafe, et que £'on définiraii
par des néseaux de counbes- interpolies pan des fonctions splines.

Remarque : L'opérateur caleul de propriétl sera mis en oeuvre
dans notre sysiime pour caleuler quatre types distinets de
valeuns

. Les proprnidtés classiques de matiriaux (p,v,n, ,0,.)
valeurs de type volumique.

Des varniables auxifiaines (souvent effes-mémes caleu-
L8es au préalable par ELEments finis dans Les sysiimes
couplés) (Températunre ,Champ de Vitesse ...).

. Des conditions aux Limites de Neumann non homogine :
valeur d'un fLux connu sur une parod [k %%l, (v %%J ou
bien des propriltts caractérisant L'Echange des panrois
(h), (AT ), (ces vateurs Etant alors de type sunfaci-
que) .

. Des conditions aux Limites de tuve Dirnichlet Lonrnsque
celles-ci dépendent du temps (valeur de Zype sunfacique).

)
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B.V.4 OPERATEUR DE CALCULS D?INTESRANTS

Les exemples que nous avons dé&jd cités montrent la
grande diversité& des formules que l'on doit prendre en compte.
Une nouvelle notion va nous permettre de déterminer le type d'un
int&grant d'aprés la nature de l'une de ses proprié&tés : la pro-
priété discriminante.

Nous avons vu que,suivant les phénomé@nes physiques modé&-
lisés,un mé&me intégrant pouvait &tre &valué& par divers types de
formules qui tiennent compte des différents mod2les des proprié-
tés. Un exemple caractéristique de ce probléme est donné par le
terme V.kVT dans lequel k est soit un tenseur (conductibilité
anisotrope) soit un scalaire (conductibilité& isotrope), il con-
duit ,comme nous l'avons montré dans la premi2re partie, 3 deux
manidres distinctes de calculer l'inté&grant correspondant.

SE = Iffkﬁai.vaj produits scalaires
ou bien
SE = fffvui.kifVaj produits tensoriels

Certes,il est mathématiquement possible de considérer
un scalaire comme un tenseur diagonal &quivalent (k 0 0) mais
le cofit d'une telle généralisation est prohibi- Eg 5 ﬁg
tif sur le plan informatique. Le mode de chaque intégrant sera
donc associé 3 une propriété (appelé&e propriété& discriminante :
conductibilité k dans l'exemple proposé&) dont le type (réel,
vecteur, tenseur) permettra de sélectionner 1l'opé&rateur de
calcul de matrice intégrante correspondant respectivement a
chacun de ces cas.

D'autre part, si on considére la mé&me &quation mais
dans des systémes de coordonnées distincts (cartésien ou axisy-
métrigque) et avec des inconnues pouvant avoir subi des change-
ments de variables (changement de variableJt = rA trés utile
en axisymétrique), le nombre de formules de calculs.d'intégrants
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devient extrémement &levé. Si on prévoit un seul type d'opérateur
pour traiter le calcul d'un intégrant on voit qu'il faudra que

le concepteur d'un syst2me programme chacun des cas né&cessaires
ce gqul peut conduire 3 un travail fastidieux.

Mais beaucoup de ces inté&grants ont des structures simi-
laires :

HV Vol . Vel dn) fft’ Va; Vaj zda }ﬂv Vd; Vi Q{g

C'est pourquoi on propose de décomposer le calcul en deux é&tapes :

- &valuation d'un &lément différentiel gé&néralisé du
type :
dan
udf, uprdn, Ve eee = dG
par un opérateur noté Pds

- et calcul de l'expression proprement dite :
Ir ?ﬁi.vajdc...)IIIBiajdG)IIIBidG esene

par un opérateur noté& Exi

On obtient gface & la combinaison de ces deux opérateurs
un nombre de programmes beaucoup plus restreint.

L'opérateur de calcul d'intégrant sera donc noté Pdse Exi

structure la plus générale que nous proposons est :

o | d lene Pi leme PQ
dG} d'mPolynamt (5 9. Pe!rnﬁmc P irorrié}e’ VH. 2. PraPrié{'e, VPZ
W W WA UxP2

P e
E-:fm.u&wn 'ﬂné’?wnfc Exi
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dans laquelle dG a &té &valué par un opérateur quelconque réa-
lisant une application du type Pds représentable par :

oids P3 PY
P J.&LMM B opnickd (VP3| Hommicke {VPY
G&mvi'él’me 7xP3 VxP4
(Rids GLW ) P
N

dG

Dans laquelle P le poids différentiel géométrique est la valeur
évaluée par l'opérateur calculant les formules d'inté&grations
(corrigée par le changement de coordonnées curvilignes déja
expliqué). ’

Donnons quelques exemples de décomposition de calcul
de matrice inté&grante 3 l'aide de ces opérateurs.

Supposons de les opérateurs suivants soient disponibles.

Exi = [/ Pl ?ai.Vuj daG

Pdsl = dxdy ; Pds2 = rdrdz ; Pds3 = Qfgg

alors dans un tel cas

Pdsl @ Exi (u) calcule : ffu Va, Vuj dxdy ,

Pds2 @ Exi (k) calcule : [fk Ya, ?uj rdrdz,

Pds3 @ Exi (v) calcule : '[fv vui.vqj didz 3

etcC...
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B.V.5 CONSTITUTION DES SOUS-MATRICES CONSTITUTIVES

Nous avons vu que cet opérateur est unique et effectue
la sommation des matrices inté&grantes pour reconstituer les ma-
trices constitutives. Il peut donc &tre programmé au niveau du
syst@me une fois pour toutes. Il ne sera donc pas 3 la charge
d'un concepteur.

Compte-tenu de la liste des matrices constitutives
préalablement dé&clarée et de la liste des matrices inté&grantes
nécessaires 2 la reconstitution de chaque matrice cet opérateur
trés simple réalise les sommations né&cessaires.

Mé&me lorsque 1l'inconnue est un nombre complexe (c'est '
le cas d'une discrétisation du type [jwL + MI{I}={Kr + jKi})

les matrices constitutives sont toujours de type réel.

B.V.6 CONSTRUCTION DE LA SOHS-MATRICE D'ASSEMBLAGE ET DU SECOND

MEMBRE
C'est 3 ce niveau qu'intervient la mé&thode choisie pour,
d'une part séparer temps et espace, et d'autre part linéariser
les &ventuels systémes non linéaires obtenus.

Nous pouvons citer quelques méthodes d&ja rencontrées
dans la l2re partie et que nous avons reformilées ¥ l'aide des
notations déja introduites.

. Cas linéaire (nombres réels)
[M]II = KsS

. Cas non linéaire Newton-Raphson (nombres réels)
R = [M]JI-KS , [T] = [M]+ [DM]
. Cas linéaire (nombres complexes)

{[M] + jw[L]}I = KS + j.KV

. Cas linéaire dynamigque implicite
{[L] + at[M1}I = [L]I_ + dt {KS + KV}
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. Cas non linéaire dynamique implicite ﬁewton-Raphson
R=[L] (I-Io)+dt {[M]I-KS-KV}
[T]= [L] + [DL] - [DLO] + 4t {[M] + [DM]}

. Crank Nicholson linéaire
{[L]+dt.x.[M]}I = [L]IO - dt {s[M]IO-KS-sKVO-r.KV}

. Crank Nicﬁolson-non linéaire méthode de Newton-Raphson
R = [L](I-10)+dt{r[M]I + s[MO]IO - rKV
[7] = (L] + dt.xr.{[M] + [DM]}

L'opérateur général correspondant r&alise une application
dont la structure est :

At, Liste des matrices constitutives réelles‘

(

A
‘Sous-matrice et sous vecteur d'assemblage
(réels)

Remarguons que dans le cas ol les valeurs congtituant ces matrices
obtenues sont des nombres complexes, l'opérateur & la structure :

W, Liste des matrices constitutives réelles,
~

0 )

‘Sous-matrice et sous vecteur d'assemblage

(complexes)

Nous distinguerons donc entre deux types d'opérateurs de cons-
truction (ré&el et complexe).
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B.V.7 ASSEMBLAGE DU SYSTEME LINEARISE

Aprés l'application 3 tous les &l&ments de 1l'opé&rateur
de construction,on dispose de la sous-matrice et du sous vecteur
deuxiéme membre pour chacun des &lé&ments.

La phase d'assemblage est trés technique et il nous a
semblé important de ne pas la laisser & la charge du concepteur
d'un syst@me. Nous avons donc construit un opérateur d'assemblage
apte 3 traiter une grande vari&té de problémes.

. Parmi les probl2mes 3 assembler on distingue tout
d'abord deux classes :
- les problémes ol l'on doit assembler seulement le
deuxidme membre (problémes linfaires multisources,
méthode de Newton-Kantorovitech ...)
- les probl2mes o la matrice et le deuxi2me membre
doivent &tre traités.
. On doit é&galement aborder différemment :
- les cas traitant des nombres réels
- les cas mettant en oeuvre des nombres complexes.

. La structure de la matrice 3 construire (symétrie
gventuelle, mode de stockage) influe &galement sur
l'algorithme.
- Deux cas sont donc envisagés : sym&trique et non
symétrique :
- L'algorithme peut s'adapter 3 divers modes de sto-
ckage (parmi ceux qui seront choisis pour 1l'opé&rateur
de résolution de systémes).

. Le traitement des conditions aux limites constitue le
dernier degré de liberté de l'opérateur d'assemblage.

il

Remarquons tout d'abord cue les conditions de type
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Neumann non homogénes sont traduites au sein des é&guations par
des matrices intégrantes (/[ v %% Gy ffr h aa, .....) et n'in-
terviennent donc pas explicitement au niveau de l'assemblage
puisqu'elles participent 4 1'&laboration des matrices constituti-
ves. Il suffit donc de traiter & ce niveau les conditions de

type Dirichlet et les conditions topologiques. Nous avons prévu

3 cet effet de prendre en compte .des conditions de types :

Cycliques I1 - ZI:-s
Anticylciques I, = =T
Translations I1 = Ij + ¢

[}

qui ont &té l;rgement utilisées dans le syst@me FLUX et permet=
tent tr@s souvent de diminuer considé&rablement les domaines &
étudier. D'autres types de conditions pourraient &tre ajoutés
aisément.

Nous pensons que l'opérateur général ainsi congu permet
de traiter un large &ventail de problé&mes qui ne devraient pas
restreindre les degrés de libert& des syst@mes objets congus a
1l'aide de notre générateur. Le concepteur gera ainsi déchargé de
ce problame souvent délicat : concevoir un programme d'assemblage
et réaliser ce dernier.

B.V.8 RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

Notre recherche n'a pas porté sur ce domaine (au demeu-
rant trés important), nous avons simplement prévu que le con-
cépteur nous fournirait un opérateur de résolution de syst2mes
linéaires @ontlﬁs deg;éa de liberté& sont :

- Type de la variable Réelle.Complexe
- Structure de la matrice Symétrique. Disasymétxrique

- Mode de stockage

Des recherches conduites par ailleurs ont pu tester
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l'efficacité de certains opérateurs [61]

. ICCG pour les matrices symétriques d&finies positives

. gradient biconjugué pour les matrices dissymétriques

et cela dans un mode de stockage adapté& 3 la structure trés
creuse des matrices (stockage par matrice symbolique). Les opéra-
teurs correspondants sont, bien sfir, programmés et & la disposition
des utilisateurs qui ne voudraient pas mettre en oeuvre leur
propre méthode.

B.V.9 DEGRE DE LIBERTE D'UN PROBLEME POTENTIEL ELEMENTAIRE

Dans les paragraphes pré&cé&dents, nous avons mis en &vi-
dence les divers opérateurs de traitement de l'information carac-
téristiques de la résolution d'un probléme aux &l&ments finis.
Nous avons montré& qu'un certain nombre de taches &taient immuables
et pouvaient &tre prises en compte par le syst@me ou par des
opérateurs généraux,programmés une fois pour toutes. Le concep-
teur doit donc déterminer les opé&rateurs qui lul sont nécessaires

parmi seulement chacune des 6 classes suivantes :

. formules d'inté&gration

. calcul des polynCmes

. &valuation des propriétés

. calculldas inté&grants

. construction d'un sous-systéme
. résolution du systéme linéaire

Bien entendu, dans la partie "biblioth&que" de notre
systéme 1lé conc¢epteur pourra trouver un grand nombre de ces opé&-
rateurs d&ja disponibles et il n'aura 3 sa charge que la réali-
sation de guelques opérateurs supplé&mentaires qui lui feraient
défaut pour la constuction d'un systéme objet, et gui viendront
grossir le nombre des possibilités offertes dans la bibliothéque.

La plus grande part du travail du concepteur d'un sys-
téme objet ne sera donc pas constitu&e par la programmation des
opératenrs que l'on vient de présenter mais elle se limitera
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essentiellement 3 la description des problémes potentiels a l'aide
des opérateurs pré&alablement dé&finis.

B.VI STRATEGIES GENERALES ET MACHINE ABSTRAITE

Dans le cas d'une &guation statique linéaire un seul
probléme potentiel permet de traiter le sujet gqui se compose donc
d'un seul probléme réel. Mais dans le cas d'une &quation plus
complexe (probl2mes &volutifs ou probl2mes non linéaires) il faut
utiliser des méthodes itératives HNewton-Raphson, Newton-Kanto-
rovitch, Crank-Nicholson, prédiction correction, ete...) qui
mettent en oeuvre plusieurs types de problémes (plusieurs pro-
blémes potentiels) et,pour chacun,négessitent la résolution de
plusieurs problémes réels successifs.

Nous avons dénommé "Stratégie générale de résolution”
l'algorithme qui traduit ce type de traitement.
.

Deux mé&thodes informatiques peuvent &tre envisagées
pour matérialiser les diverses stratégies utilisables : la mé&thode
opérationnelle ou la mise en ceuvre d'une machine abstraite.

B.VI.l TRAITEMENT OPERATIONNEL DES.STRATEGIES

Cette approche peut &tre &tayée par la remarque suivan-
te : le nombre de stratégies que l'on peut envisager est relati-
vement faible. Il est donc possible de préprogrammer les stratégies
les plus classiques et ainsi de concevoir une bibliothé&que d'opé-
rateurs. trds généraux capables de traiter n'importe quel sujet
- sur n'importe quel syst2me objet. Cela revient 3 utiliser pour
les stratégies la m@me méthode de traitement que pour les pro-
blémes objets.

-

Avantages de cette solution

- Les stratégies préprogrammées ne sont pas 3 la charge
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du concepteur d'un syst@me objet, ce qui allége considé-
rablement son travail qui se limitera alors 3 la descrip-
tion de chacun des probl@mes potentiels mis en oeuvre

par les stratégies existantes.

= L'utilisateur d'un systéme objet pourra choisir une
stratégie adaptée 3 son sujet d'é&tude. Il lui suffira
de spécifier au programme général de résolution le nom
de l'opérateur de stratégie choisi.

= Chaque opérateur de stratégie peut &tre programmé en
Fortran ce gqui garantit une bonne rapidité d'exé&cution.

Inconvénients

- 51 le concepteur d'un syst2me objet ne trouve pas,
parmi les opé&rateurs de stratégie,un cas qui conviennent
4 ses équations, il lui faudra €crire un nouvel épéra-
teur. Mais la conception d'un tel programme demande des
connaissances en informatique qui ne sont gé&néralement
pas du ressort du physicien concepteur d'un systé@me
objet.

- Le langage choisi pour cette programmation n'est pas
trégs bien adapté au traitement algorithmique dynamigque.
Une bonne connaissance des outils du syst2me est néces-
saire pour assurer la compatibilité avec 1'utilisation
de 1'outil de résolution de problémes .

Nous conclurons de cette analyse, que le traitement
opérationnel des stratégies doit &tre limité au cas ol l'intro-
duction d'une nouvelle stratégie dans le systéme, reste l'apanage
du gestionnaire du générateur et n'est pas 2 la charge du con-
cepteur d'un systéme objet.
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B.VI.2 TRAITEMENT DES STRATEGIES PAR MACHINE ABSTRAITE

Une telle méthode est utilisable si on peut dégager,au

sein de l'ensemble des stratégies envisageables,des phases de
traitement de l'information.suffisamment générales pour pouvoir
8tre concrétisées par des macro-instructions de la machine abs-

traite.

sont des

On peut vérifier aisément que les stratégies dé&ja citées
algorithmes trés classiques mettant en oeuvre :

- des opérations vectorielles classiques

- la résolution d'un systéme linéaire (prise en compte
par l'outil de résolution du probl2me qui constitue par
lui-méme l'une des macro-instructions envisagées)

- les instructions classiques du traitement algorithmi-
que (tarnit que, jusqu'3 ce que, choix multiple, ...)

- des entrées-sorties conversationnelles qui peuvent &tre
gérées par des macro-instructions (choix dans un menu,
lecture de données ....)

- des déclarations de variables compatibles avec l'outil
de résolution du probléme et la gestion des bases de
données (mais indé&pendantes de la 1ogique interne de ces
programmes) .

Les avantages de cette approche :
- la stratégie peut 8tre décrite dans un langage algori-
thmique de haut niveau, beaucoup plus agréable 3 manipuler

que le fortran par exemple.

- La programmation d'ﬁna stratégie peut &tre réalisée
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par une personne qui n'est pas au courant des outils
informatiques mis en oeuvre dans le reste du systéme
(contrairement 3 la solution précé&dente).

- La possibilité& de conserver les stratégies déja pro-
grammées demeure.

L'inconvénient principal de cette m&thode est le temps
de réponse qui est nécessairement grevé par les techniques d'in-
terprétation utilis&es par la machine abstraite.

D'autre part les outils informatiques mis en oceuvre par
une machine abstraite sont relativement lourds & réaliser et
viennent encore augmenter la taille et la complexit& d'un systéme
nécessairement déj3 bien volumineux.

B.VI.3 CcHOIX DE LA METHODE IMPLANTEE DANS NOTRE PROTOTYPE

Dans le prototype que nous avons construit,c'est le
traitement opérationnel des stratégies que nous avons mis en
ceuvre, pour des raisons d'efficacité d'exécution mais surtout
parce que c'é&tait la solution la plus simple et donc la plus facile
3 mettre au point. On pourra envisager d'implanter un traitement
par machine abstraite ultérieurement,lorsque les concepts mis en
oeuvre dans notre syst@me auront &té& validé&s par une utilisation

plus dense que les tests que nous avons pu réaliser.

Nous présentons en conclusion de ce chapitre la struc-
ture générale de notre systé@me 3 l'aide d'un sché&ma global dans
lequel on retrouvera l'ensemble des &l&ments que nous avons pré-

sentés :

- le générateur permettant la description de 1a stratégie
gt de chaque .probléme potentiel ;

- 1l'outil d'analyse de probléme gui parcourt le.graphe
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des décisions selon les indications combinées du pro-
blame potentiel et du probl@me réel

- l'outil de résolution qui résout le probl3me précédem-
ment construit.

Nous avons omis sur ce schéma les outils de description
du problame réel et les outils de visualisation des résultats qui
peuvent 8tre totalement autonomes et n'interviennent donc pas
directement au cours de la résolution d'un probléme réel.

B
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Figure & Le systlme génédrateunr.
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Figure 7 Construction du p&éb.’.!m: néel.
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Figune 8 REsolution du problime ndel.




Figqure 9 Structure globafe du systime.
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C.I INTRODUCTION -

L'écriture d'un systéme expert est une vaste entre-
prise. Avant de démarrer cette tiche nous en avons é&valué
l'ampleur, et, devant la difficulté&, nous avons décidé de
forger une mé&thode de travail et des outils généraux qu} per-
mettent la construction d'un syst2me fiable, facile 3 mettre
au point puis 3 maintenir.

Le découpage logique en programmes indé&pendants dont
chacun correspond 3 une phase du travail de l'utilisateur est
apparu comme une nécessité essentielle.

En effet, les phases ainsi bien délimitées ont des caracté-
ristiques informatiques (temps d'unité& centrale et taille de
la mé&moire utilisée) trés disparates, de m@me les interactions
homme-machine sont tr2s particularisées : certaines téches
utilisent avant tout le graphique (découpage) d'autres exclu-
sivement l'alphanumérique (gé&nérateur), d'autres enfin peu,
voire pas, d'interaction (ré&solution). Toutes les parties de
notre systéme sont donc autonomes au point de pouvoir &tre
&ventuellement traitfes par des machines totalement différentes :
a titre d'exemple,6les programmes générateurs ont &té &crits

et testés sur miniordinateur, alors que les autres parties
l'ont &té sur grosse machine.

Cette totale indépendance nous a conduit 3 définir
des structures de bases de données assez particuliéres, sur
lesquelles nous reviendrons en détail. De méme, les outils
généraux que tous ces programmes utilisent ont &t& congus en
fonction de la portabilité imposée par umet: implahtation sur
plusieurs machines.

Malgré la multiplicité& des phases de travail, une
unité de mode d'interaction &tait nécessaire afin que
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l'utilisateur ait besoin d'un minimum de connaissance du systéme
pour l'utiliser et pour que l'apprentissage réalisé& au cours
d'une phase soit utile lqrs des suivantes. C'est pourquoi les
structures des dialogues et des langages sont communes i

toutes les phases et toute interaction est auto-documentée.

Les proqfammes gqui ont &té& &crits ont une structure
tréds modulaire. L'outil de base du fonctionnement de ce sys-
téme est la notion de bibliothéque d'algorithmes opérateurs ;
c'est pourquoi beaucoup de travail a &té ré&alisé dans la gestion
des bibliothéques. Ceci nous a imposé&.une programma— _~°- -
tion tré@s structurée avec un syst@me de documentation et
d'aide 3 la mise au point automatique qui s'est avéré bien
utile.

Le systéme a &té programmé en FORTRAN 3 cause de la
grande efficacité de ce langage 3 l'exécution et &galement a
cause de sa trds large diffusion qui en fait un langage pres-
que universellement supporté& par les machines. Certes de nom-
breux outils ont &té& nécessaires pour augmenter la souplesse
de programmation (réservation dynamique de variables, appels
dynamiques de programmes, gestion de textes, ...) nous re-
viendrons sur ces aspects techniques dans les prochains
chapitres.

Bien sOr un langage tel que ADA aurait résolu par
lui-mé&me de nombreux problémes de réalisation auxquels nous
nous sommes heurtés, mais d'une part ce langage n'existait
pas lors du démarrage de ce projet et, d'autre part, 3 1l'heure
actuelle, les compilateurs ADA sont si peu nombreux qu'il
nous aurait &té impossible de mener'a bien la construction
de ce prototype.
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C.IT STRUCTURE GENERALE DU SYSTEME .-

Nous allons décrire le systéme suivant deux é&clairages
distincts.

Tout d'abord celui de 1'utilisateur,cé qui nous per-
mettra de présenter bridvement le mode d'emploi de notre sys-
téme.

Dans un deuxiéme temps, nous analyserons la structure
des programmes qui le constituent. ’

C.II.1 LES PHASES AUTONOMES DU SYSTEME

Phases destinées aux concepteurs de systémes objets

Le sfstéme expert est composé& de six taches corres-
pondant chacune 3 un programme indépendant. La t&che génération
qui permet la description des &quations 3 résoudre et le choix
des techniques de traitement de ces é&quations.

La t8che de discré&tisation géométrique qui traite la
description de l'objet & &tudier et permet son découpage en
éléments finis.

La t3che de modélisation des propriétés qui prend a
sa charge la description des modéles des proprié&tés physiques
des matériaux qui peuvent constituer tous les objets 3 &tudier.

La tache de définition d'un probléme qui affecte 2 un
dé&coupage les conditions aux limites et les mod2les des pro=

priétés des matériaux composant l'objet 3 &tudier.

La t8che de résolution qui calcule les valeurs nodales
des inconnues.
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La t8che d'exploitation qui é&value les grandeurs ponc-
tuelles ou inté&grales 3 partir des valeurs nodales et présente
les résultats 3 l'utilisateur.

Chacune de ces phases est autonome et peut &tre implantée
sur une machine gqui luili est propre. Une base de donnéas mémo-
rise le travail achevé dans chaque phase ce qui permet de cons-
tituer ainsi des bases de savoir faire utilisables par toutes
les autres. parties du systéme. Il est possible d'interrompre
une t3che 3 tout instant et de la poursuivre ultérieurement,
mais:-seul un travail achevé par une phase peut &tre traité par
13?‘su1vantes.

Dans l'utilisation de chaque phase on peut mettre en
_&@vidence des &tapes logiques de travail dont nous allons pré-
senter le dé&tail :
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Figure 10 Les ZFtapes du systime.
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C.I1.2 LES ETAPES SUCCESSIVES DE LA CONSTRUCTION D'UN SYSTEME

C.I1.2.1 Les &tapes de la phase générateur

- Etape 1

Elle consiste en la description des algorithmes dyna-
miques du systéme. Chacun de ces algorithmes constitue la
matérialisation des opérateurs gue nous avons présentés dans
la deuxigme partie :

. Calcul des abscisses et poids d'inté&gration
. Calcul des interpolations polyndmiales

. Calcul des propriétés

. Calcul des intégrants

. Constitution des matrices

. Construction du systéme

. Résolution de systéme linéaire

Réunis dans une méme biblioth&que, tous les programmes
travaillant sur une méme classe d'opérateurs possédent la méme
structure d'interface d'entrée-sortie. Le nombre de programmes
de chaque groupe est indéterminé : le concepteur d'un systéme
peut programmer autant de nouveaux opérateurs qu'il le désire.
Il lui suffit de se conformer 3 la structure de l'interface
d'entrée assocife. Le programme générateur permet la gestion
conversationnelle de toutes les classes d'opérateurs. Chaque
programme d‘'une classe doit &tre é&crit en fortran absolument
classique sans aucune contrainte ; 1l doit &tre compilé sépa-
rément du reste du systéme gqui demeure totalement inchangé.
C'est le superviseur de résolution qui se chargera de 1'appel
dynamique d'un opérateur particulier qu'il aura sélectionné.

Au cours de cette phase de description, l'utilisateur
doit répondre aux quéstions posées par le systéme afin de
définir chacun des opérateurs utilisés. Ce mode de travail
limite le risque d'erreur lors de la déclaration d'une interface.
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Le générateur analyse autant que possible la cohérence des
paramétres qui lui sont fournis et indique le résultat de ses
tests .Le travail réalisé peut &tre visuaalisé&, modifié&, sauve-
gardé 3 tout instant.

Les résultats de cette description constituent une
base de données dynamigues appelée "NOYAU-OPERATEURS"i

Ce travail est effectué une fois pour toutes et lors
de la construction d'un syst2me objet, il n'est généralement
pas 3 reprendre. Seuls des compléments peuvent &tre ajouté&s si un
opérateur nécessaire 3 un probléme n'a.pas encore &té créé
dans la base Noyau-Opérateurs.

- Etape 2

Elle consiste en la description de toutes les variables
physiques utilisables par tous les systé2mes que 1l'on envisage
d'écrire a3 1'aide du générateur.

Cette phase globale de déclarat10p de variables permet
d'éviter des homonymies lors de couplages entre systémes.

L'ensemble de ces variables constitue la base de
données "NOYAU-VARIABLES". Comme pour la base Noyau-Opérateurs
seuls quelgques compléments seront 3 lui apporter lors de la
construction d'un syst@me mettant en ceuvre des variables
non encore utilisé&es par les systémes précé&dents.

Remar q ues

C'est 3 l'aide des variables et des opérateurs définis
dans le noyau que l'utilisateur va pouvoir décrire le systéme
qu'il veut construire.

Les étapes 1 et 2 sont totalement disjointes. Le con-
cepteur peut les aborder dans l'ordre de son choix ou m&me
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les imbriquer. Lors des phases suivantes, 11 ne pourra reprendre

les &tapes

1 ou 2 gue pour ajouter des déclarations qu'il

aurait oubliées, car toute modification ou suppression dans le

noyau annule les travaux réalisés dans les phases suivantes.

El

Etape 3

le consiste en la déclaration des variables utili-

sées par le systéme objet en cours de construction.

Ce

s variables doivent déja appartenir 3 la base de

données "Noyau-variables”.

De plus l'utilisateur -va devoir dé&finir :

Ce
fagons de c
types de co

exemple :

les inconnues de son syst@me objet,
la dimension de l'espace &tudié (1, 2 ou 3),
le type de coordonnées utilisées,6 carté&siennes ou
axisymétriques
le type de polyndmes d'interpolation (degré des
approximations pour les variables),
enfin, pour chacune des propriétés dont il aura
besoin pour décrire ses é&quations,l'utilisateur
doit définir les types de mod&les qu'il sera pos-
sible d'utiliser pour résoudre les divers problémes :
- valeurs constantes -
- valeurs tabulées globales
- valeurs tabulées par &lément
= valeurs tabulé&es par région
- valeurs calculées par un opérateur de la classe

des calculs de propriétés.

tte dernidre possibilité permet de fixer diverses
alculer une méme propriété : en effet, plusieurs
urbes peuvent modéliser un méme phénoméne. Par
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. une formule analytique
. une interpolation par splines

une approximétion par moindres carrés
. etec...

L'ensemble de ces déclarations forme une base de
données appelée : "OBJET-VARIABLES".

- Etape 4

Aprés les é&tapes précédemment décrites toutes les
variables nécessaires pour définir les &quations sont disponi-
bles. Le concepteur devra tout d'abord déclarer chacun des
intégrants &lémentaires en lui donnant un nom et en choisissant
1'opérateur associé& 3 chacun des cas de calcul. Nous rappelons
gu'un mé@me intégrant peut &tre calculé par des opérateurs dif-
férents selon le type de la propriété discriminante qui la
caractérise (cf § B.V.4, ?éma Partie).

Enfin, il lui faudra fournir la composition de chacune
des matrices constitutives nécessaires aux méthodes de cons-
truction qu'il aura choisies. En effet,la connaissance d'un
opérateur de construction et la constitution de chacune des
matrices de cet opérateur dé&finissent totalement 1'&quation 3 ré-
soudre.

Cette phase est donc particuligrement simple, mais
elle est trés &loignée de 1l'Ecriture usuelle d'une é&quation
discrétisée sous forme d'une formule mettant en oceuvre la no-
tation classique : fffAi.Aj sigma dxdydz + ... + ... = [[f...
C'est pourquoi ,une fois la description formelle achevée,
1'utilisateur peut faire visualiser par le systéme 1'&quation
qu'il a décrite : un programme spécial de mise au format re-
construit la formule de'1'&quation dans la notation classique.
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Remarque
> il *
Une fois les .&tapes 1,2,3,4 achevées par le concepteur, l'utilisateur

dispose d'un "systéme objet" complet qu'il va pouvoir activer
La base de données "OBJET-SYSTEME" est la réunion des 4 bases :
NOYAU-OPERATEURS, NOYAU-VARIABLES, OBJET-VARIABLES, OBJET-
EQUATION.

C.II.2.2 La tache de discrétisation géomé&trique

Nous ne détaillerons pas ici les phases internes d'un
découpage en &léments finis. En effet, notre travail de re-
cherche n‘a pas du tout porté sur ce domaine qui est presque
totalement indépendant des &quations qui vont traiter la dis-
crétisation géométrique et topologique obtenue. Seul le degré
des polyncmes et le type des &léments fournis par la discréti-
sation doivent &tre compatibles avec les options choisies
pour le systéme objet.

Afin de pouvoir connecter divers programmes de dé&cou-
page 3 notre systé@me, nous avons défini avec précision la
structure de la base de données dont notre programme a besoin
pour pouvolr travailler : ("PROBLEME-GEOMETRIE").

Remargue

Outrne Les informations géoméiniques (coondonnies des
noeuds) ei topologioues classiques (numéro des noeuds de chaque
Lément) notre sysitlme doit pouvoin avoin acc@s a4 La notion de
négion.

Une négion est un ensemble d'@LEments (non nécessainre-
ment connexe ) qudi possddent Les mémes propriltés physiques.
Cette définition est valable pour des ELEments gindis Lindiques
surfaciques el volumiques.

Cette notion de réaion esi uiilisée a La fois dans Le
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caleul des intigrants et dans L'ElLaboration des condifions aux
Limites.

Nous disposions d'un découpeur 2 Dimensions dé&ja
opérationnel (le systéme ENTREE de FLUX2D) c'est pourquoi nous
avons &crit les programmes assurant la compatibilité& avec notre
systéme et ce découpeur. D&s gue nous pourrons disposer d'un
découpeur 3 Dimensions, nous serons en mesure de tester notre
syst@me sur cette nouvelle classe de problémes avec plus de
souplesse.

C.I1TI.2.3 La tiche de mod&lisation des propriétés

Une seule &tape constitue cette phase. Elle correspond
au besoin suivant : lorsqu'un systéme objet vient d'étre cons-
truit,il peut &tre utilisé pour &tudier une trés grande diver-
sité de problémes ; mais assez souvent les problémes traités
peuvent &tre regroupés par classes de similitude (par exemple
lors de 1l'analyse d'un nouveau prototype industriel).

Plusieurs problé@mes concrets similaires vont donc
souvent &tre traités successivement. Il serait fastidieux de
devoir redéfinir,pour chague probléme,des données immuables
telles les propriétés physiques des matériaux disponibles pour
la construction de ces prototypes.

Notre programme permet de définir tous leg modéles
dont on peut avoir besoin au cours des problémes d'une méme
classe, exemples :

- Courbe de saturation magnétique des aciers classi-
ques

- Variation de la capacité calorifique du cuivre en
fonction de la tempé&rature

- Valeur de la perméabilité magnétique du vide

- atl ..



=132 -

L'utilisateur devra déclarer tous les mod@les dont il
pourra avoir besoin, en leur donnant un nom et en précisant la
fagon dont ils seront calculés.

~ Le mod@le "valeur nulle" est prédé&fini.

- Dans le cas de valeurs tabulfes (globales,6 élémen-
taires ou régionales) l'utilisateur doit fournir le
nom du fichier contenant ces valeurs. Lorsque plusieurs
syst2mes objets sont couplés,c'est le traitement d'un
probl2me précédent qui doit avoir construit ces
fichiers.

- Dans le cas de valeurs calculées par les opérateurs
de "calculs de propri&tés™ 1'utilisateur doit fournir
pour chacun des modéles, le nom de l'opérateur gqui
calcule la propriété et l'interface nécessaire 3 cette
fonction (paramétre des formules analytiques, coor-
données des points d'interpolation pour les courbes,
etc ...). On peut remargquer qu'une méme fonction peut
servir pour des modéles différents.

L'ensemble des mod&les dé&finis constitue une base de
données appel&e "MODELES-MATERIAUX" qui peut &tre sauvegardée,

restaurée, augment&e, visualis&e 3 volonté.

C.II.2.4 La tache de définition d'un probla2me réel

Les étapes accomplies pré&cédemment permettent de dis-
poser d'un systéme objet complet, d'une bangque de modéles de
propriétés de divers maté&riaux, et d‘un sujet d'é&tude découpé
en &léments finis. Tout est prét pour décrire le probléme a
résoudre. o !

- Etape 7
Elle permet dfaffecter les conditions aux limites.
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Seules les conditions de *type Dirichlet doivent &tre dé&finies 2a
ce niveau ; en effet, les conditions de Neumann non homogé&nes
sont prises en compte dans l'&quation elle-m&me (inté&grales
linéIques en 2D ou de surface en 3D).

Sur chacune des régions de la frontiére (surfacique ou
linéIque) l'utilisateur doit choisir le type de conditions aux
limites parmi les possibilité&s suivantes :

= Cycliques conditions topologiques

= Anticyliques

- Translations (topologie + wvaleur numérigue)
= Dirichlet (valeurs numériques)

Pour les conditions qui né&cessitent une valeur numé&ri-
que (translation et Dirichlet) si cette grandeur est constante
(indépendante du temps), l'utilisateur doit fournir la valeur
correspondante, qais dans le cas oll les conditions aux limites
dépendent du temps c'est le nom du mod2le qul les calcule gui
doit &tre fourni. Ce mod2le doit bien sfir avoir &té& défini au
préalable dans la banque "Mod2le-Matériaux".

- Etape 8

Pour chacune des ré&gions, l'utilisateur doit fournir
le mod@le décrivant chacune des propriétés du mat&riau gqui
la constitue. Ceci doit &tre r&alisé& aussi bien pour les régioms
internes que pour les régions aux limites comportant des con-
ditions de Neumann non homogénes.

Une fois les &tapes 7 et 8 achevées, l'utilisateur
dispose de deux bases de données globales qui résument son
travail :

. la base OBJET-SYSTEME dé&ja décrite
. la base PROBLEME qui est composée
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de la réunion des informations suivantes :

: PROBLEME-GEOMETRIE

: MODELE-MATERIAUX

: CONDITIONS AUX LIMITES
: NATURE DES REGIONS

C.II.2.5 Etape de la tiche de ré&solution

Une seule &tape constitue cette phase 3 laquelle il
suffit de transmettre les deux bases OBJET-SYSTEME et PROBLEME
pour gu'elle dispose de toutes les informations nécessaires a
la résolution du probléme réel.

L'utilisateur de ce niveau a seulement la charge de
contrdler la bonne marche de la ré&solution :

- choix de la stratégie

- choix des pas nécessaires

- choix des précisions souhaitées

Les programmes de ce niveau rajoutent aux deux bases -
de données précédentes la base "RESULTAT-NODAUX" ce qui permet
ainsi un traitement différé& par le dernier niveau.

C.II.2.6 Etapes de la phase d'exploitation

Disposant de la solution et de toutes les informations
précédentes, les programmes de ce niveau ont pour charge de
présenter les résultats 34 l'utilisateur.

On doit distinguer deux classes d'informations :
. les grandeurs directes qui sont constituées par les

valeurs nodales des inconnues et leurs interpolations
polyndmiales (de méme pour les dérivées de ces valeurs)
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. Les grandeurs nécessitant un calcul supplémentaire
(valeurs inté&grales notamment). Cette phase de cal-
cul supplémentaire devrait &tre configurable selon
l'équatién traitée donc devrait pouvoir é&tre décrite
au sein du "systéme OBJET". Nous n'avons pas eu le
temps nécessaire pour aborder ce probl2me fort inté-
ressant gul constitue un sujet de recherche dans le
prolongement logique de notre travail. Dans notre
prototype, seuls les programmes de visualisation de
résultats bruts ont &té& réalisés (pour des g&ométries
bidimensionnelles) .

La phase de traitement comporte deux &tapes logigues.

- Etape 10

Elle consiste en la visualisation des résultats ; pour
l'instant les valeurs de chague composante de l'inconnue peuvent
étre présentées en tout point du sujet &tudié ; les lignes iso-
valeurs peuvent &tre tracées, les valeurs maximales localisées.

Si le probléme dépend du temps, l'utilisateur doit
sélectionner au préalable 1l'é&chantillon de temps ol il veut
visualiser les résultats.

- Etape 11

Cette dernidre phase est optionnelle et ne sert qu'aux
problémes couplé&s,résolus par des systé@mes objets distincts.

Les valeurs nodales calcul&es sont,dans ce cas, néces-
saires 3 un autre systéme objet, soit sous forme de valeurs

tabulées globales, soit régionales, soit &lé&mentaires.

L'utilisateur doit alors extraire les valeurs néces-
saires et constituer les fichiers correspondants.

Ces fichiers seront lus lors de l'&tape (6) de définition
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des modales du probl2me couplé correspondant [qudi poatera done
nécessainement sun Le méme découpage & moins que £'uiilisateun
ait Lui-méme néalist Les interpolations multi-grnilles cornes-
pondantes. 1L sena possdible d'ajouter d notne systime Les ouidils
nécesdainres au traitemenit automaiique des interpolations
multi-gnilles).

C.II.3 STRUCTURE DES INTERACTIONS UTILISATEUR-SYSTEME

Afin de simplifier l'utilisation de nos programmes, la
structure des interactions est homogé@ne tout au long des &tapes
que nous avons présentées.

Seule l'étape de découpage é&chappe 3 cette régle car
elle est totalement indépendante de notre systéme.

Pour chacune des phases,la structure du dialogue est
arborescente : 3 chaque branche de l°'arbre le menu des branches

inférieures est proposé.

Une clef particuliére permet de remonter au niveau de
conversation de son choix,ceci qu'elle que soit 1'interaction
en cours.

La structure des dialogues n'est pas &volutive mais
tous les mots clefs sont dynamiques et sont dé&finis implicite-
ment par l'utilisateur. Ceci est réalisé grdce a un principe
fort simple : les termes utilisé&s dans chacune des phases sont
ceux guli ont &té& définis par l'utilisateur dans les dé&clarations
qu'il a réalisées au cours des &tapes %récédentes. Il est donc
possible d'adapter trés facilement le contenu et la forme des
dialogues aux besoins spécifiques de chaque systéme objet.

A chaque interaction un contrdle de la correction des
paramétres est effectué ; si une erreur est détectée, l'utili-
sateur en est informé par un message. Dans la grande majorité
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des cas la question est reposée et l'utilisateur peut faire af-
ficher l'ensemble des réponses correctes autorisées, si l'erreur
commise est plus grave l'action en cours est abandonnée et
l'utilisateur doit reformuler sa commande.

La description d'un syst@me objet et son utilisation
pour résoudre des probl@mes est essentiellement interactive mais
la complexité& des travaux i réaliser fait qu'il est trés délicat
de décrire un systéme sans une préparation préalable. Pour faci-
liter ce travail, nous avons &crit des programmes de visuali-
sation trés détaillés pour les travaux effectués au cours de
chaque &tape. L'utilisateur peut faire imprimer sur liste l'Etat
des bases de données pour préparer le travail & effectuer dans
les phases ultérieures.

Nous donnons au chapitre suivant plusieurs exemples de
définition de syst@mes objets. On pourra y consulter des exemples
d'interactions entre notre systéme et l'utilisateur.

C.IIT EXEMPLES D'UTILISATION ET ANALYSE DES PERFORMANCES DU
GENERATELR .-

Nous allons donner trois exemples d'utilisation de
notre syst@me expert afin d'illustrer concrétement la méthode
que nous avons présentfe dans la deuxi2me partie de notre mé-
moire.

Le premier exemple concerne la description du systéme
déja existant FLUX2D 2 1l'aide notre syst@me. Cette &tude nous
a permis, d'une part, de tester notre prototype et d'autre part
d'évaluer ses performances par rapport 3 un syst@me industriel
déja optimisé.

Le deuxiéme exemple choisi : le traitement des phéno-
ménes de diffusion thermique en géométrie bidimensionnelle et
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axisymétrique, permet d'illustrer la description d'un probléme
mettant en oeuvre des propri&tés non lin&aires, des conditions
aux limites assez variées et des &tudes de régimes transitoires.

Le troisidme exemple traite l'équation de Navier-Stokes
en formulation u,v,p dans un repére cartésien bidimensionnel
et met en &vidence l'utilisation d'une variable vectorielle
qui conduit 3 un systé@me couplé dissymétrique.

C.IM.1 COHF;ARMSON AVEC LE syYsTEME FLUX2D

Le syst2me FLUX2D [58] [156]offre 3 ses utilisateurs le
traitement de plusieurs types d°équations : les problémes magné-
tostatiques 3 matériaux non linéaires, magnétodynamiques 3 maté-
riaux linéaires, en coordonnées bidimensionnelles carté&siennes
ou axisymétriques. -

A l'aide de notre systéme, nous avons pu reconstituer
chacun des cas traités par le systéme FLUX2D, mais, nous ne
présenterans ici que le cas magnétodynamique en coordonnées axi-
symétfiques, afin de ne pas alourdir cette illustration.

Nous avons dé&ja présenté l'analyse théorique de 1'é&qua-
tion magnétodynamique au chapitre (III) (lé&re partie). Nous re-
prenons ici directement l'équation discrétisée que nous avions
obtenue en cqordonnées axisymétriques.

{,jwﬂarnlidd ‘IL)tdj' + ﬂnv Vel Ve, d"-_?d"}] A =
Ud,_. IR dnds +Jr‘d4- HTR dF 4 j UL"JHH"‘Ia +fr-d"HT“r)

Nous devons tout d'abord choisir les identificateurs
des diverses variables que nous allons utiliser.



1'inconnue : AV

NU
5IG
les DJR
propriétés |DJI
HTR

HTI
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: AB composante du potentiel vecteur

: inverse de la perméabilité

: conductibilité

: partie réelle des sources

: partie imaginaire des sources

: champ extérieur partie réelle

: champ extérieur partie imaginaire

Pour chague proprié&té, il faut définir les types de
modéles qui pourront 8tre utilisé&s pour décrire des matériaux

composant des problémes ré&els. On peut choisir les cas retenus
parmi les possibilité&s ci-dessous :

. Valeur
. Valeur
. Valeur
. Valeur
. Valeur

constante

tabulée en tous les noeuds du domaine
tabulée sur chagque &lément du domaine
tabulée par région

calculée par un opérateur propriété

Dans ce deandien cas on doit alors spécifier Le nombre
de fonctions distinctes que £'on pounna utifisern et pouh chacune
if faut fournin Le nom de L'opirateur de calcul de proprilté

qui effectuera Le

caleul (cet opirateur doit bien sin exdisten

dans La base NOYAU-OPERATEUR).

Dans l'exemple d&crit, nous avons retenu les types cons-

tants ou tabul&s pour toutes les proprié&tés et nous n'avons pas
utilisé les valeurs calcul&es par un opérateur propriété.

Il faut ensuite spécifier :

. le type de 1l'inconnue : COMPLEXE

. la dimension de l'expace d'&tude : 2

le type des coordonnées utilisées : AXISYMETRIQUE
. les polynOmes utilisés : ISOPARAMETRIQUES de degré 2
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En effet puisque nous avons choisi des fonctions de
projections 2gales aux fonctions d'interpolation, un seul Type
de pofynGme est nécessaire (nous L'avons pris de degri 2 pour
ithe conforme au systime FLUXZD) . '

Nous abordons alors la phase de description des inté-
grants. Nous rappelons gque nous avons six intégrants distincts
qui composent notre &quation. Pour chacun de ces intégrants,
nous devons choisir un identificateur :

CTE = [l ety 222y]
SE < [[fy V. Vay drs]
VER = [ f o IR dndg]
VEL = [[ff %4 IT dnd

. LER = [j A; HTR 4r

. LEI = [f‘*i HTi 4r

Nous rappelons qu'un intégrant peut itre calcull panr
des oplrateuns différents selfon Le type de L'une des caractinis-
tiques qui inteaviennent dans sa formule : La caractirdistique

diseniminante.

Notre systime peamei en outre de fournin des ‘opgrateuns
de cafeul d'intigrants diffirents selfon que fLa caractiristique
discriminante est variable sur L£'éLEment ou constante (car dans
ce deanier cas La proprilié conrespondante peut Etre sontie du
cacfuf de £'intégrafe ce qui permet d'optimisen Le nombre d'opé-
rations.)

Pour chaque intégrant,et selon le type de sa caracté-
ristique discriminante,il faut décrire la formule correspondante
a2 l'aide de la combinaison de deux opérateurs choisis dans le
NOYAU-OPERATEURS:
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L'un parmi les opérateurs EXPRESSION-INTEGRANTE.
L'autre parmi les opérateurs POIDS-DIFFERENTIEL.

Pour ce faire il faut donc consulter au pré&alable la base
NOYAU~-OPERATEUR.

Dans le cas présent, nous avons sélectionné parmi tous
les opérateurs programmés, les cas ci-dessous :

Expressions_intégrantes

INAASC calculant P4 jj Aoy d6

INAASV " Hoqd' d6
INGGSC " P:L Vel Vd dG
INGGSV = ILV& Va{ d&
INTAC - @ :I_J ol dfv .
INTAV . jd* d6

Poids différentiel
PoIAXV : dG = 3EdZ
POAVV1 : dG = P3 %

POICV1 : dG = P3 drdz

POIVID dG = drdz

Ce quil permet de d&finir :

- dnd - .., dad
TE = INAASC ® POIAXV = P4 f[aidy @ 22ZF = SIG ||A Ahd3
avec Pl = SIG est ﬂ JJ' “{1 x

ou bien J 4
TE = INAASV @ POAVV1 = J]ou dj @ P&E‘_‘J‘?} = ﬂo{.g d4S\e dxdy

avec P3 = SIGwar
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SE = INGGSC @ POIAXV = P‘Lﬂ Vol Vq’j d__% NUJJ'za{.i.Vdad_}‘:r‘l
avec P1 = NUesk
. ou bien

SE.= INGGSV @ POAVV1 = 1&%&‘ Vald e P3‘i_5‘ ﬂw‘ Vdj Ny d_’fdi-

avec P3 = NUvan

VER = INTAC @ POIVID = Piﬂf‘i. @ dz J}-‘-‘ , WRJI:Q dr cl}

avec Pl = DJReas

. ou bien.
VER = INTAV ® POICV] = Jjal; e P3 dnd‘a. = J]d.;_ D3R d-u{}
. £

avec P3 = DJRvax

VEf = INTAC ® POIVID = WJJO‘[* ® dx d}

avec Pl = DJI:;P
ou bien

VEI = INTAV @ POICV1 = [Ld a P3 J‘td} = ﬂdq_ ZDJIAaJ}

. avec P3 = DJIwvan

D3I [[di dndy

LER = INTAC @POIVID = P‘ijd e dI' = HTRJDL;_ dr
avec P1 = HTR o>}t r
ou bien
LER = INTAV @ POICVI = JDLL a P3dr = J-d*-_ HTR 4P
avec P3 = HTR ver Ly r

LEI = INTAC @ POIVID = P4 j‘" e dr = Hﬂjd.;dl"
avec P1 = HTI esl "
ou bien

LEf = INTAV @ POICV1 = J"(-:. e P3 Al - jd*. HTI dn
g

avec P3 = HTIvan

Apré@s la description de chacun des intégrants, il faut
définir les matrices constitutives nécessaires aux opérateurs
de construction de problémes potentiels que l'on dé&sire utiliser.

En ce qui concerne le traitement des inconnues de type
complexe, une seule mé&thode de construction de problémes est



- 143 -

disponible dans notre systéme :
1'opérateur CSLIDY qui construit le probl2me suivant :

{4«lL] +M]}T = s *{; KV

ol L, M, KS et KV sont les matrices et vecteurs constitutits
déja présentés au cours de la deuxi2me partie de notre mémoire.

Compte-tenu de l'&guation discrétisé&e, nous déduisons
immédiatement que : !

L = TE
M = SE
KS = VER + LER
KV = VEI + LEI

Ces formules sont décrites conversationnellement a
l'aide de notre systéme qui demande tout d'abord le nombre d'in-
tégrants composant chacune des matrices constitutives, puis les
noms de ces inté&grants.

A 1l'issue de cette phase, l'&quation 3 résoudre est
totalement décrite, il est alors possible de traiter des pro-
blémes effectifs en utilisant le systéme objet ainsi créé.

Remarque

La description d'une telle &quation 3 l'aide de FLUX
EXPERT demande un maximuh d'une heure de travail sur un terminal
alphanumérique, le cofit de cette phase &tant extr2mement faible
(inférieur 3 guelques minutes d'utilisation d'unité& centrale).

L'utilisation de ce systéme objet pour nésoudre un
problime néel est présentie dans L'annexe (1) od nous déernirons
Le calcul d'un champ magnétique dans un probféme de chauffage
par induction.
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C.III.2 wuTiLisATION DE FLUX EXPERT POUR RESOUDRE UN PROBLEME
THERMODYNAMIQUE TRANSITOIRE

Dans cet exemple nous reprenons l'équation de la dif-
fusion de la chaleur gue nous avons d&j3a traitée au chapitre
(1v) de la l2re partie :

. Hf" ¢C).T, - Hf“ (), T 4—&@4 (pC) V. VT, +
e (k%) + [ AT +f preaT
B e

Pour décrire cette &quation, nous devons tout d'abord
choisir les identificateurs des variables que nous allons uti-
liser :

1l'inconnue :
TN : température au pas N
TP : température au pas N-1

les propriétés :
‘RC : valeur de pC.Capacité calorifique
v : vitesse des fluides ou des pi&ces en mouvement
(vecteur 3 2 composantes)
K : conductibilité thermique réelle ou tensorielle
H : coefficient d'é&change convectif de surface

ES : eo0 coefficient d'é&change rayonnant des surfaces
QS : densité des sources thermiques statiques
QV : densité des sources thermiques é&volutives
TA : température de l‘'ambiante au voisinage des sur-

faces

Certaines dérivées sont nécessaires pour é&valuer la
matrice Jacobienne de l'&quation non linéaire obtenue :
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DRC : dérivée de RC(T)

DK : dérivée de K(T) valeur:
réelle- ou tensorielle

Nous avons supposé que les propriétés H et ES &taient
indépendantes de la température.

Nous pouvons remarquer que £es proprilfés :
RC, V, K, Q concernent des &€Léments de sunrface
alorns que )
H, ES, TA concennent fes valfeurs aux Limites ,donc des ELEments

Linéiques.

Pour traiter ces propriétés lors de la ré&solution de
problémes réels,nous avons défini,pour chacune,la possibilité
d'utiliser des valeurs constantes, tabulées, ou des fonctions.
Dans ce dernier cas 2 modéles ont &té& définis :

LINEAIRE, approximation par une formule du type A + BT

QUADRATIQUE, approximation par une formule du type
A + BT + CT". '

Aprés avoir décrit les variables,il faut choisir les
options générales :

le type de l'inconnue : REEL

la dimension de l'espace d'étude : 2

le type de coordonnées : CARTESIEN

les polyndmes utilis&s : ISOPARAMETRIQUES de degré 2

Nous avons choisi Les mémes polyndmes poun Les fonc-
tions de projfection B; et Les fonctions.d'approximation aj.

Il faut alors décrire chacun des intégrants nécessaires
au calcul de l'équation et 3 1'évaluation de la matrice
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Jacobienne :

e = [, € oas dedy]
DTES = []41 j_ﬁlf%gég)h ol d Jn:&#]
oreo = [ TP(3KE) otid dedyf
5 5 DL RC ol V. Valj dady]
. [jL V. VTN (%ETE.)“A 4oy dudy]
i = TL;W"' (R # Vel j)ddy]
DSE = ]Lg(g-_-?)n# VTT) Vel ) oy dxa(uj]
V= 'J'H_d_;o(j' ar
. RYl = ’I: ESTNsd.;_dﬁ cir*]
VES = :JLQ5-°‘-& d-r.cl:#]
VEV = 'IL& QV.dl d=x J.id,]
vec = 1' H A ol dr']
VER = Ur‘ ES .T'Aq - c“"]

Pour décrire ces intégrants i1 faut choisir les couples
d'opérateurs EXPRESSION INTEGRANTE et POIDS DIFFERENTIEL qui
peuvent les reconstituer. L'&tude des opérateurs qui composent
le NOYAU nous permet de sé&lectionner :

I.msv = J‘Ld-i d;" dé
INAVGY = J]d; H.Vdj dG

INMAYY = JL::L; o P-:lls'i 4G
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INGGTV = ﬂnvafi. - (Vdi # F-':i) de 2] ‘I'cnnuvt

INGGSV = JLVO({ : Vo{j d6G

INVGAV = HA['I;; _Vd,i) dj d&
INTAV = ﬂn . d6

et les opérateurs de POIDS DIFFERENTIEL :

POIVID daG

dxdy ou dy

POICV1 dG = P3 dxdy ou P3 dy

POICV2 dG = P3 P4 dxdy ou P3 P4 dy
POI3V2 4G = (P3)°P4 dxdy ou (P3)° P4 dy
POI4V2 dG = (P3)°P3 dxdy ou (p3)%p4 ay
POINV2 dG = -P3 P4 dxdy ou -P3 P4 dy

POINA2  dG = -(P3) %P4 dxdy ou -(p3)?

P4 dy
A l'aide de ces opérateurs nous pouvons décrire les
inté&grants nécessaires au calcul :

TES = INAASV® POICV1 = ﬂ_:q o; © p3dxdy
avec P3 = RC variable
ou bien si RC = cst INAASC @ POIVID

DTES = INAASV® POICV2 = ﬂ:‘i °j ® p3p4 dxdy
avec P3 = DRC variables, P4 = TN
ou bien si DRC = cst INAASC ® POICV1




- 148 -

DTEO = INAASV @ POICV2 = 'ﬂda(.,; dj @ P3P4 dxdy
avec P3 = DRC variable, P4 = TP
ou bien siDRC = cst INAVGC POICV1

CE = INAVGV ® POICV1 = Ud-ﬂ Ve o P3 dxdy
avec Pl = V et P3 = RC variahle
ou bien si RC = cst INAVGC @ POIVID

DCE = INAAVV ®POICV1 = ﬂd,‘ddm P2 0 P3 dxdy
avec Pl = V, P2 =VTN, P3 = DRC variable
ou bien si DRC = cst INAAVV & POICC1

SE = INGGTV ®POIVID = ILV -{Vag#mj-dxdy

avec P1 = K tenseur variable, produit tensoriel
ou bien si K = cst INGGTC & POIVID
ou bien pour K scalaire

SE = INGGSV @ POICV1 = ﬂAW.VdeB.dxdy
avec P3 = K scalaire variable
ou bien si K = cst INGGSC @ POIVID

DSE = INDGTV @ POIVID = Jﬂ("‘i -11‘?7) (-] )‘3 ® d““"f
avec Pl = DK tenseur variable, P32 = VTN
ou bien pour K scalaire

-_—
DSE = INVGAV® POICV1 = HLH-W&)GQ'G P3 dxdy
avec 1 =VTN et P3 = DK scalaire variable
ou bien si DK = cst INVGAC @ POIVID

CV = INAASV ®POICV1 = _Ld;alj @ P3dy
avec P3 = H variable
ou bien si H = cst INVAASC @& POIVID

DCV = INAASV @POICV2 = f olidy @ P3 PH‘JX
avec P3 = DH variable, P4 = TN
ou bien si DH = cst INAASC & POICC2
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' 3
DRY = INAASV@POI3V2 = La(.gdj ® P3 PHdy
avec P3 = TN et P4 = ES variable
ou bien si ES = cst INAASC @ POI3V1

VES = INTAV @POICV1 = J]nd.{ e P3 d.rchd,
avec P3 = QS variable
ou bien si QS = cst INTAC @ POIVID

VEV = INTAV @ POICV1 = Hd-i @ P3 dxdaj.
In
avec P3 = QV variable
ou bien si QV = cst INTAC @ POIVID

: ‘ 5

VER = INTAV @PCPCAV = J'r' Ay @ P3 PY dy
avec P3 = TA et P4 = ES variable

ou bien si ES = cst INTAC @& PCPC3

L'opérateur de construction de problémes potentiels que
1'on a choisi pour ce problé&me thermodynamique met en oeuvre
une méthode implicite,compatible avec la non-linéarité des
termes de diffusion (voir 12re partie chapitre IV).

Cet opérateur : "CSNRDR" calcule le ré&sidu du systéme
non linéaire 3 résoudre sous la forme standard :

R=L. (I-I_ ) + At (M.I -(KS - KV)
o ~
et construit la matrice Jacobienne de ce systéme sous la forme
L + DL. - DLO + At (M + DM)
expressions dans lesquelles :
L, DL, DLO, M, DM, K5, KV sont les vecteurs et matrices consti-

tutifs.

En comparant terme 3 terme avec l'expression littérale
de l'&quation thermique et de sa-matrice Jacobienne, on en
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déduit, avec I = TN et Io = TQ ;
- [Jdiaj RE = TES
= ([ed; (V.9 RC 4 ([ el . (kg %y ol H (oo EST +
M J]:( W) RC 4[] 0. (kg 1)+LM, +folioy BT CE4SE+CVADRY
g = Hﬁ“ Qs + qu; HTA + J.-d‘ ES.TA"= VES + VEC +VER

KV -Hg{iQV = VEV

Les vecteurs et matrices gonstitutifs L, M, KS et KV
définissent totalement le calcul du résidu.

Dans l'é&valuation de la matrice Jacobienne
J =L + DL - DLO + At (M + DM), les matrices L et M interviennent
3 nouveau, mais d'autres termes apparaissent. Pour les &valuer
il suffit de procéder par élimination en comparant l'expression
littérale donnée au chapitre A.IV et l'expression constitutive
proposée ici. On obtient alors directement :

- o; 2RC TN = DTES
B~ ey e

DLo-J]at dg éﬂc TP = DTEO
et en regroupant tous les termes facteurs de At :

M +DM = Hf*' (V. V) RC +J4v.vrué‘a‘_'§l._£4;d1- *ﬂf"{" K vd,

' : 3,
+JL(_(%$ # VTN)'Vd":)d;}' _+ fr‘didj H + HJFES.TN.O(.;C{J
Or, nous avons dé&j3 posé :

™M =ﬂf4(v,w1-) RC +H:d,;. (K# Vdj'):,J;d;d,‘H "ffida ES.TN?
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d'oll nous dé&duisons,par Elimination,l'expression de DM :

DM = ﬂiv vTN) %g oe;og - JL@ # VTN).Vd;)q[j' +3le5m1¢uj

d'oll avec les inté&grants dé&ja définis :

M =CE + SE + CV + DRY

DM = DCE + DSE + 3 DRY

On peut remarquen que Le teame : =
' 3 -
4 j ES TN 2 ool
n
de La matrice Jacobienne a &t& dicomposé en :

ﬂ £s. TN asdy + 3 f[Es. TN oo

afin de nester compatible avec La dEfinition de La matrice M
qui componte diéja Le feame :

JJES.TN?’al_;d.j' = DRY

gL

Rema rque

La description d'une telle &quation demande une prépa-
ration assez soignée car l'expression de la matrice Jacobienne
est assez complexe. Sa description conversationnelle 3 1'aide
de notre systé@me expert demande plusieurs s&ances d'utilisation.
2h 3 4h d'interaction homme-machine sont nécessaires pour mener
3 bien cette tdche dont le cofit global est négligeable (quel-
ques minutes d'unité centrale).

Nous présentons dans £'annexe (2) L'utilisation d'un
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tel sysiime objfet poun La nésolfution d'un problfeme concret
bidimensionnel transitodinre.

C.III.3 wutiLISATION DE FLUX EXPERT POUR DECRIRE L'EQUATION DE
NAVIER-STOKES BIDIMENSIONNELLE

Les problémés numérigues que pose la résolution de cette
équation sont tras délicats. (Non Linlarniti, dissyméinie, di-
centrage amont nlcessaire & haute vitesse, coexisgance de feames
d"ondes differents qui imposent des fonctions de projection sous
panamétiniques ). C'est pourquoi dans le cadre de cet exemple
nous conduirons 1l'é&tude dans un espace bidimensionnel et nous
supposerons la viscosité constante.

Les &quations s'&crivent alors :

(1) HIN du +ﬂ£~ UVu--n-rlﬂVN Vu - ‘[{9”4 P_JJN‘E:*. N; %

r!

(2) H N¢ J]IN VALY ;.rlﬂVH Vv ‘)N“ P= JJN Fu+ Nt(qn

r

Appliquons 4 ce probl2me une discrétisation implicite.

En ayant posé : u

le systéme d'é&quations (1), (2), (3) s'écrit :

(4) {[L] £ At [F’J]}I W= [L.] :[I“_1 + Ak (K.SrKV)
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Le systéme (4) est un syst@me non linéaire que nous
résoudrons pas la méthode de Newton-Raphson ce qui impose de
calculer :

- le résidu sous la forme standard :
s [L](T-To) + &t (IMIT - KS -KvV)

= la matrice Jacobienne suivant l'expression :

© [L] + abt ([M] + [D™])

Dans les formules (5) et (6) les matrices et vecteurs
L, M, K5, KV, DM sont les mgtfices et vecteurs constitutifs
standards dé&finis par rapport @ l'inconnue vectorielle :
u
I |v

P
Compte-tenu du systéme d'équations (1), (2), (3) et

de l'opéraveur retenu (5) et (6), nous en d&duisons l'expression
. littérale de chague terme constitutif :

L, M, DM, KS , RV

Par identification nous obtenons :
Luw = Lwvv :iﬁfN.LN.S]
L{mzo L —l;ém el I—PP:O
Muw = ffpN: Nds_. +  [[7Ni INJ=TUX+SE
Muv :Uj \F Ndrl-—“rw’
Mup = Uéw = DXP

-— V

Mvu. UJ NiNj 2% 1 TVX

(7)1




(7) 4
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P’lw "Ufj” Ns o rlmVN.,_ Wd] =TVY+SE
Mvp -[ IL';N“ = DYP

MP“'_UL; 2:; = T DX

- Mev =[ff M3l = PDY

. Mepe =

e_t pour la matrice Jacobienne [J] = [l_] + A_E([M] + {Dp-q])

(9)

~® DMuu = DMuv =|ﬂf“i‘)algur Ni%ﬁéﬂ'\J:TDX*'TD)’

Tous les autres termes de Dm sont nuls.

Les vecteurs constitutifs KS, KV, s'&crivent :

.KSu _DL" FSX +JN Tx] QOX +QTX
KSv _[D’u., FSY +j NiTY] = QSY +QTY
RS s =

KVu _D‘jud_ FVX] = QVX

KVy =[f[NiFVY] = VY

KVe =0

Afin de décrire ces intégrants 2 l'aide de notre sys-

téme,il faut tout d'abord choisir les identificateurs des va-
riables et des grandeurs physiques mises enoceuvre.

L'inconnue principale :

Au pas N

UN : composante en x de la vitesse
VN : composante en y de la vitesse
PN : pression
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Au pas N-1

UN1

VN1 |: composantes au pas précédent
PN1

Les grandeurs physiques :

ETA : la viscosité du fluide
TX et TY : les composantes en X et en y du tenseur des
conditions aux limites,&valué 3 1l'instant N

FVX et FVY : les composantes en X et en y des forces
variables appliquées au liquide 3 1l'instant
N

FSX et FSY : les composantes en x et en y des forces
constantes appliquées au. liquide

RHO : la masse volumique du fluide

Notre systéme demande ensuite de préciser :

. le type de l'inconnue : REEL

. la dimension de l'espace : 2

. le type de coordonnées utilisé&es .: CARTESIEN

. le degré des polyndmes choisis : ISOPARAMETRIQUES
de degré& 2 et SOUS-PARAMETRIQUES de degré 1

Le choix de deux types de poluyndmes est nécessainre car
La vitesse et La pression n'apparaissent pas dans £'Equation avec fLe
méme ordre de déndivation.

La vitesse est une inconnue qud intervient par sa
dénivée seconde. ELLe sera approchie pan des pofyndmes de degrié
? que nous noferons NL.

La pression est une inconnue qui n'intervient que pan
son gradient. ELLe sera interpolie par des fonctions de degrid
infénieun : polyndmes du ler degré que nous noterons ML NL04],
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Afin de pouvoir décrire 1ea matrices constitutives,il

faut dé&finir tous les inté&grants nécessaires dont elles dépen-

o , [ﬂ N Ny RHO]

TUX = [ﬂ N; N ‘D("“N) RHO]

wr = [ NiNg >aw) RHO]

VX = [J] N;,N 3("?‘) RHO]

o [ﬂn.N*': Na aa(vru] RH&J

SE = ['ETA H VN‘;-?N.&] ‘

TDX [ J RHOA N{ ."D_'ii u.u]

B - RHO N; 2N{ vnN
[J] i 1'.-)1.‘, ]

DXP = -. .rL 5 Md]

o - LS

PDX = [H ™M 1{)—:.\(]

PDY = [ﬂ et 5 %_'9_:[]

Qsx = UJ_Q N4 ]

ST Y J] N; Fsy]

QUx = [J'LL N; FVX]

QUY = [H_ﬂ_ N FVY]

U,., N4 TX]
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Up N; T7]

Chacun de ces inté&grants doit &tre défini,comme dans
les exemples précédents,par un coupie d'opérateurs EXPRESSION
INTEGRANTE et POIDS DIFFERENTIEL.

L'examen de la base de données NOYAU-ALGORITHMES per-
met de s&lectionner les opérateurs suivants :

® = PLffaiej @ deedy = INAASC ® POIVID = RHOJ‘!:L.; dy d.-:d%
avec P1 = RHOcst

— pzﬂn({dﬂi’i aclx:ia‘lNAh)(CO POIVID = RHOﬂohdj Qu Axdra,

avec P!I. =Vu

P2 = RHocst
oy = sz]ptdj H,odxdl#- INAAYC & FOIVID = Rﬂoﬂd‘d 9; J_:J?
e e
S - P?’Jia%:’if::lxal-‘_ INAAXC @ POIVID= RHOﬂo{‘o% 9; dedy
P2 = RHQcst
Wy = Pljj%dpfi,;clul},_ INAAYC. @ POIVID= RHojjo{‘diav d“"l't
P2 = RHOcst
se = PLf| Vo Wy @dzdy = INGESCa POWID = ETA f] vt vt §dxdy
avec Pl = ETA cst
e Id,_ | @P3. Pﬂdzal;-mmnxea Poiccg - Ho{ 9_05 UN. RHOdedy

avec P3 =
P4 = RHO cst

(oL _ — ((:04
T e ﬂ%egéiﬂ V:Luza.f_mmy@ PolcC2 J]ah 5; VN RHOdzdy
P4 = RHO cst
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o - [ (- (~dxdi) = nerorm @penvid
ove = J’J‘“* Bi @ (~4=dy)= meows apcwvo
PDX = J] P{_ _5'1@ C\xd'd = INTBDX @POIVID
POy = J] (3-1. ® dxdy = mweoyarowvip

Qsx = ::—cﬂpld- F; :-:-d'f =  INTAC @ POIVID = FSXJJADQ d:d}

. ou bien ﬁa{.@ a P3 :L'cclta = INTAVa Polcv4 =JLO(.¢ Fsx cl:::ltd,
Qsy = P‘.l JL_OQ @ dx d:& =  INTAC ® POIVID = ﬁ?ﬂd‘d:i#

avec Pl = FSY cst

ou bien J]'d.t_ @ P?)Axdui-" INTAVe m‘C\H JLd FSY:L-:J:J_
Qux = Pij:[a_d-t @ did'&l— =  INTAC @ POIVID = FWJJ‘:QA::A}

avec Pl = FVX cst”

ou bien J] c{{ a P3 Axdj: INTAVe FDiCU'I .—.JLLOL‘ vacl-'lcclda,
L.
Quy = P:Lﬂ A; @ -:lxclla( Z=  INTAC @ POIVID = FUYJJDZ-J:J}

avec Pl = FVY cst

ou bien JO«’ & Pf)dxdv: !NTAVQPO'ICV'i J]O( FV)’Axcjﬂ.

QTX = PiIr A; @ dr = INTAC @ POICID = TXJ'Dli ar
avec Pl = TX cst n

ou bien jo‘_‘_ ® P3dlM = INTAV@® F‘O‘lCVi_-_fpo({Tx dr

&
QrY = Pij d; @adr = mmcapowm.—.T)’jd_‘-dr'
avec Pl = TY cst r

ou bien J’oq @& PRdr — INTAV @ PolCcVT :fpdiTYdF

Pour construire une telle &gquation 3 l'aide de notre
générateur, une journée de travail int&ractif est nécessaire,
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surtout 3 cause des vérifications minutieuses qu'il faut effec-
tuer lors de la description des intégrants. :

Le colit d'une telle description demeure n&anmoins trés
faibleiquelques minutes de temps unité centrale.

Nous prtsenterons en annexe un probfeme rdel thaiti a

L'aide de cette Equation : Zcoulement dans un chenaf comportant
une cavditf en forme de T.

C.IV SYNOPTIQUE DES COMMANDES DU PROTOTYPE .-

Nous présentons bri&vement ci-dessous 1l'ensemble des
commandes que notre syst@me met 3 la disposition des utilisa-
teurs.

Nous n'abordenons pas ici La description de La tdche
de découpage effectuie par Le sysiime industrief ENTREE de
FLUXZD, fa notice d'utifisation de ce systime [58] Le denrit
de manidre tr2s détaillie.

C.IV.1 LES COMMANDES DE TACHES

Elles permettent de lancer chacune des tiches indépen-
dantes du systéme :

. genere appel? Le génirateun
. modpro Lance La tdche de modéflisation des proprid-
i 18s des matiniaux B

. entrée pourn décnire La discrgtisation glométrnique

. prophy pour condtruine un probleme néel

. iareel pour nésoudre un probfime dont Les inconnues
sont de type réel

. larplx pour résoudre un problfime dont Les inconnues

sont de type complexe
. xploit poun exploiten des résultats
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C.IV.2 LES COMMANDES DE GESTION

Chacune des 7 t3ches précédentes débute par le méme
dialogue.

Nom du probléme = ?
Voulez-vous récupérer la base précédente = ?
Si oui : nom de la base concernée

En effet, chaque tdche peameit de construire une base
de données qudi Lui -est propre :

PROBLEME-OBJET pour genere
MATERIAUX : pour modpro
PROBLEME-GEOMETRIE pour entrée
PROBLEME-OBJET pour prophy
RESULTATS-NODAUX pour iareel et iarplx

RESULTATS-POUR-COUPLAGE pour xploit

Apr2s La d!éinitioﬁ du nom de £a base de données con-
cennée, et aprds avoir rlcupéré d'éventuefles sauvegardes pro-
venant d'utilisations prdcddentes, chacune des tdches offre
Les commandes de gestdion suivantes

STOP pour arniéten La tdche en counrns

SAUVEGARDER pour sauvegardenr £a base de données en
courns de construction

TRANSMISSIONpour transmetire aux autres tdches du sys-
t2me un travail achevé

IMPRESSION pout imprimer sun Liste L'dtat du travail
néalisé.
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C.IV.3 LES COMMANDES PROPRES A LA TACHE GENERATEUR

a) Choix de l'é&tape concernée

Une commande permet d'activer chacune des quatre Etapes
nécessaines a La construction d'un systime objet.

NV
NO
ov

OE

b)

NOYAU-VARIABLE pour définir les variables globales

NOYAU-OPERATEUR pour définir les opé&rateurs

OBJET-VARIABLE pour définir les variables d'un
systéme objet

OBJET-EQUATION pour dé&finir les équatiobs carac-
térisant le systéme objet en cours
de construction

Détall des commandes NOYAU-VARIABLE

AJOUTER
MODIFIER qui thraitent de chacune des variables a
SUPPRIMER décnine

EDITER qui permeit de visualisern :

. NOMS des variables déja é&crites
. DETAIL d'une variable
. LISTE de toutes les variables décrites

c) Dé&tail des commandes NOYAU-OPERATEUR

Choix de fa classe d'opérateuns concernée.

FORMULES-D'INTEGRATION
POLYNOMES
SYSTEMES-LINEAIRES (ré&solution de systémes)

. CONSTRUCTION-SYSTEMES-LINERARISES
. EXPRESSIONS-INTEGRANTES

POIDS-DIFFERENTIEL 3

. PROPRIETES
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Pounr chacun de ces opérateuns, on retrouve £es commandes
déja nenconinées.

AJOUTIR adapté 3 chague opérateur

MODIFIER

SUPPRIMER identique pour tous les opérateurs
EDITER

. Description_d'un_opérateur FORMULE-D'INTEGRATION

Notrne systime demande successivement :
. Nom du programmc matérialisant l'opérateur :

. Dimension de l'espace de calcul : d choisin parmdi :
. Ponctuelle
. LinéIque
. Surfacique
= Volumigue
. Macro-é&lémentaire

L'utilisateun doit donner Les informations suivantes
. Nom du programme matérialisant l'opé&rateur :

. Degré du polyndme calculé :
. SOUS-paramétrique degré 1
. ISO - paramétrique degré 2
. SUR -paramétrique degré 4

a4 chodisin parmi :

. Dimension de l'espace de calcul : 4@ chodisirn parmi :
. Ponctuelle
. LinéIque
. Surfacique
. Volumique
. Macro-élémentaire
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. Nom de l'opé&rateur FORMULE-D ' INTEGRATION associ& :
on doit fournin afors Le nom d'un opirateur défind
au préalable et dont La dimension de £'espace de
caleul doit éthe compatible.

. ¥ a-t-il un polyndme sous-paramétrique associé :
quand Le traitement d'une fquation nécessite fe cal-
cul de polyndmes de degrés difgérents (cf Navien-
Stokes ) Les opénrateurs qui fLes Evaluent doivent
étne compatiblfes entre-eux et sont alors accoupliés.
Si fa néponse a4 La question posle est oudl £e programme
demande ufonrs :

. Nom de l'opérateur sous-paramétrique associé

. Y a-t-il un polynfme sur-paramétrique associé :
. Nom de l'opé&rateur sur-paramétrique concerné :

Puis Le sysiime demande

. Nombre de noeuds de 1'&lEment de ré&férence sur le-
quel est calculé le polyndme :

. Description_d'un_opérateur_de RESOLUTION_ de_ SYSTEMES
LINEAIRES

. Nom du programme matérialisant . l'opérateur :

. Type des variables : & choisir entre :
. REEL
. COMPLEXE

. Structure de la matrice :d choisir entre :
. SYMETRIQUE '
. DISSYMETRIQUE
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. Mode de stockage de 1la matrice'z d chodisin entre :
. SYMBEOLIQUE
. BANDE
. PLEINE

. Description_d'un_opérateur_ de CONSTRUCTION_ de SYSTEMES

————— ==

. Nom du programme maté&rialisant l'opé&rateur :

. Type des variables : 2 choisin entre :
. REEL
. COMPLEXE

Puis Le systlZme dresse La Liste des matrices constitu-
tives et pour chacune demande :

. Matrice utilis@e ? oudi-non
. Entrez la formule correspondante

Enfin, L'utilisateur doit fournirn La formule correspon-
dant 2 L'opérateur en couns de descripiion,afin que cefle-ci
apparaisse en clain dans La documentation (c'est en effel une
foamule mathématique qui caractérise un tel opérateur beaucoup
mieux qu'un nom dané une base de données). Aucune anafyse syn-
taxique ou s€meniique n'esl effectule sur une telle formule.

. Nom du programme matérialisant l'opé&rateur :
on rappefle que chaque opérateun de cetfte classe peut
mettre en oeuvre deux types de polyndmes distincts ;
c'esl pourquoi Le systl2me demande :
. Degré du ler polyndme : d choisir entre :
. Vide (le ler polyndme n'est pas utilisé&)
. Sous-paramétricue
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. Iso-paramétrique
. Sur-paramétrique
. Nature du ler polynome : a choisir parmi :
. Directe : on utilise le polyndme tel quel
. Gradient : c'est le gradient du polyn®me qui sera
calculé.
. Degré du 2&me polyndme
. Vide
. Sous-paramétrique
. Iso-paramétrique
. Sur-paramétrique
. Nature du 22me polyndme
. Directe
. Gradient

On nappelle qu'une expression intégrante peut faire
intenvenin deux propri@iés au sein de son intenface, c'est poun-
quoi Le systime demande afonrs :

. Propri&té P1 : a chodisir parmi :
. Vide : pas de propri&té utilisée
. Utilis&e : l'expression dépend d'une propriété

‘. Proprié&té P2
. Vide
. Utilisée

. Type de l'intégrant calculé : d choisin parmi :
. Vecteur
. Matrice
Dans fLe cas d'une matrice LL faut alors pricisen :

. Structure de l'intégrant calculé : a4 choisir parmi :

. Symétrique
. Dissymétrique
Puis Le sysitime demande :
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. Entrez la formule correspondante :
Loujours & des f4ins de documentation, il faut fourndin
une desendiption standard de L'expressdion caleulle a
£'aide des variables sudivantes : A, B, C pour Les
diverns types de patyuﬁme{;?!, PZ pour Les propriliis;
GRAD,ROT, DIV pour Les opérateuns classiques de déri-
vation et Les opérateuns arithmétiques usuels + - x /
#%, Cette formule servirna de mod2fe pour Le formateun
spécial qui peamet de prisenter fe résultat d'une
descaiption d'équation avec Le graphisme usuel
exemple : [IIG&nd{Ai].G&ad[Aj}“Pl*dr

. Nom du programme matérialisant l'opé&rateur :

nous nappefons qu'un opérateur poids-différentiel
peut faire intervenir Egalement deux propriliés phy-
siques ainsi que f£a valeur du rayon dans Le cas de
coordonnées axisyméinriques : c'est pounquodi Le sys-
£2me demande : ’

. Proprié&té P3 : 4 chodisadir parmi :
. Vide
<. Utilisée
. Propri&té P4 : 4 choisirn paami :
. Vide '
. Utilisée
. Rayon en axisymétrique : & choisir parmi :
. Vide
. Utilisé

. Entrez la formule correspondante :

comme pour L'expressdion intégrante, cette formule
dehvina d reconsiituen Les Equations sefon Le gra-
phisme usuel. Exemple : dG = R¥dR*dZ.
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. Description_d'un_opérateur CALCUL-PROPRIETE

. Nom du programme matérialisant l'opé&rateur :

. Opérateur fonction du temps ? oudi-non

. Opérateur fonction de l'espace ? oui-non

. Opérateur fonction de la variable principale 2 oudi-non
. Opérateur fonction d'une autre proprié&té& Pl ? oudl-non
. Opérateur fonction d'une propriété P2 ? oui-non

. Entrez la formule correspondante :
£2 enconre cette formule ne sent qu'd La documentation
intenne et facilite Le choix des divers opérateuns
Lons de fa description d'un modele de proprilié.

d) Détail des commandes de OBJET-VARIABLE

INCONNUE-PRINCIPALE
peamet de dEfinin
. le nombre de composante de 1l'inconnue principale,
. le nom donné 3 chacune des composantes au pas de femps
courant et au pas de Zemps préciédeni poun tzé‘équa-
tions de phénomines d'évolution.

AJOUTER

commande qudi peamet de séfectionnen Les variables uti-
Lisées pan Les Equations en cours de description, au
sein de La base NOVAU-VARTABLES.

Pour chaque varniabfe ainsi s&fectionnée, if faut Egale-
ment préeiser Les modeles de caleul de propri@tiés dont
on autorisera L'utilisation dans Les phases ulténrieures
de descniption de probfimes réels a4 savoin :

. modgle nul
. modéle constant
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. liste de valeurs nodales globales,
. liste de valeurs nodales définies par &lément,
. liste de valeurs nodales définies par région,
. modédle calculé par un opérateur propriété ,
dans ce deandien cas L£e sysit2me demande :
. le nombre de mod2les distincts envisagés et poua
chacun .:
- son nom,
- le nom de l'opérateur propriété qui le calcule,

EDITER
commande standard qui permet d'¥diter sun console ou

sur Liste.

. NOMS des variables définies
. DETAIL d'une variable
. LISTE détaillée de toutes les variables

e) Détail des commandes de OBJET-EQUATION

OPTIONS GENERALES
peamet de dEfinix

. le type des variables utilisées
. REELLES
. COMPLEXE

le type des coordonnées utilisées
. CARTESIENNES
. AXISYMETRIQUES

. la dimension de l'espace d'é&tude
1, 2 ou 3

Puis poun chacun des opérateuns de CONSTRUCTION de
SYSTEMES- LINEARISES contenu. dans £Le NOVAU-OPERATEUR’
Le programme demande 44 cet opérateun sera utilisié
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par £'une des stratégies de nésolution. La formule de
chaque opérateurn est affichie simultaniment afin que
Le choix ne nécessite pas La consultation de documents
Eonits annexes. '

Commande INTEGRANT-AJOUTER
EfLe a pounr objet de dicnire chacun des intégrants qudi
composent £'Equation en précisant:

- le nom de 1l'intégrant,
la caractéristique discriminante ou 44 c'est un in-
téigrant qudi ne met pas en oeuvre de proprdiité, La
dimension de cet intégrant : ponctuel, Liniique,
sunfacique, volumique, macro-ELEmentaire,

. le type de 1l'inté&grant :
. Matrice
. Vecteur
. Pour le cas oll la propriété discriminante est une
constante :
. Nom de l'opérateur expression inté&grante
. Les opérandes effectifs de cet opérateur :
proprittés Pl et P2
. Nom de 1'opérateur poids différentiel :
. Les opérandes effectifs de cet opérateur :
propriltés P3 et P4

. La nature de l'intégrant dé&fini :
. Liné&aire
. Dynamique
. Non-linéaire

. Pour le cas oll la propriété discriminante est variable
. Nom de l'opérateur expression inté&grante
. les opérandes effectifs de cet opé&rateur :
Pl et PZ




. Nom de l'opérateur poids différentiel :
. Les opérandes effectifs de cet opérateur :
P3 et P4

. La nature de l'intégrant défini :
. Linéaire
. Dynamigque
. Non-linéaire

Remarque

Cette deanilre information permet A L£'outilf de r€solu-
tion de probfimes d'optimisen Le nombre d'intégrants d calculen
dans fes stratlgies itlratives (un intégrant Lin€aire est sup-
pos€ constant au cours du diroulement de toute La stratégdie,
un intégrant dynamique est recalcul? au début de chaque pas de
temps, un int€grant non Lintainre esi recaleuls 2 chaque r&solu-
tion).’

Commande INTEGRANTS-EDITER
EfLe penrmet d'Editen sur console :

. Le détail d'un intégrant dé&ja créé
. La liste détaillée de tous les intégrants dé&éjad créés.

Commande MATRICE-DESCRIPTION

EfLle permet de dEfinin Les mairices consdtitutives néces-
saines pour Les opérateuns de CONSTRUCTION de sysitimes
Lindanisés qui oni 2LE netfenus au paialable parn La
commande OPTIONS.

Pour chacune des matrices siZlectiennies et pour chaque
bfoc de ces matrices (dans Le cas d'une inconnue muliti-
composantes| Le programme demande :

. Le nombre d'intégrants
. Les noms de ces inté&grants
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Commande MATRICE-EDITION
ELLe penmet de fairne Editen Les matrices constitutives
préalablement dEfinies.

C.IV.4 LES COMMANDES DE LA TACHE MODELISATION DES PROPRIETES

Commande AJOUTER
ELLe permet d'ajouter un mod2fe a £'aide des informations
sduivantes

. Nom du mod&le 3 créer
. Propri&té modélisée

. Type du mod2le parmi
. Valeur constante : valeur de cette constante
. Valeurs tabul&es aux noeuds globalement
", Valeurs tabulées aux noeuds par &lément
. Valeurs tabul&es aux noeuds par région

Pour ces trois derndiers cas,f'utilisateur doit fournin
Le nom du fichier qui contient Les tables.

. Fonction

Dans ce deanien cas,L'utilisateun doit indiquer

- le nom de la fonction choisie

. le nombre de paramétres variables définissant cette
fonction

. les valeurs de ces paramé@tres ou le nom du fichier
qui les contient (dans fe cas de courbes expéni-
mentales intenpolées).

Commande SUPPRIMER
ELLe permet de supprimen un mod2fe devenu Lnutile ou
exnoné.
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Commande EDITER
ELle permei de visualiser

. Les noms des mod2les décrits

. Le détail d'un modéle

. La liste détalllée de tous les modéles
« 4un consofe ou sur fichen

C.IV.5 Les cOMMANDES DE LA TACHE DE DESCRIPTION DE PROBLEME REEL

Commande SYSTEME
Permet de Lire Le nom du syst2me objet contenant Les
Equations 4 traditen.

Commande DECOUPAGE

Peamet de £ire Le nom de La base de données contenant
L'objet discnétisé en ELEments findis.

Commande MATERIAU

Peamet de Lire Le nom de La base de données contenant

Les quzzea des proprdiiiis.

| Commande AFFECTER
Pour chaque région du découpage

. Tracé de la région sur terminal

Pour chaque proprilté du sysiZme objet

. Demande le nom du mod&le 3 utiliser pour calculer la
proprié&té
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Commande LIMITES

. Affiche les contours de l'objet
pour chaque composante de L'inconnue
.  Demande le type de conditions aux limites : @ chodisin
parmi :
. Dirichlet
. Cyclique
. Anticyclique
. Translation

Pour chaque type de condition aux Limites on doit fournnin
La Liste des numiros des noeuds du contour (noeud de début, et
noeud de §in) et Les valeuns numériques des inconnues (poun
Dinichlet et Translation).

C.IV.6 LEs coMMANDES DE LA TACHE DE RESOLUTION DE PROBLEMES

ELLes consistent A :

. choisir la stratégie de résolution parmi les straté-

gies proposées :
linéaire direct statique

. non-linéaire statigue Newton-Raphson

. linéaire dynamique implicite
linéaire dynamique Crank-Nicholson

. dynamique terme d'espace non liné&aire, terme de
temps lingaire Crank-Nicholson

. dynamique terme d'espace non linéaire, terme de
temps linéaire implicite

. dynamique terme d'espace non linéaire, terme de
temps linéaire prédiction-correction

. dynamique termes Spati§ux et temporels non linéaires
implicite




- 174 -

. dynamique termes spatiiux et temporels non linéaires
implicite

. dynamique termes spatiaux et temportels non linéaires
implicite pré&diction-correction

. Choisir la méthode de ré&solution selon la structure
de la matrice :
. symétrigue définie positive
. non définie positive bien conditionnée
. dissymétrique mal conditionnée

. Fournir les pas de temps, d'espace, les précisions
désirées de Newton Raphson, le pas d'é&chantillonnage

: des résultats sur disque (pour les phé&nomé&nes &volu-
tifs sur le temps). )

C.IV.7 LES COMMANDES DE LA TACHE D'EXPLOITATION DES RESULTATS

ELLes consistent 4 :
. Déterminer le numéro de l'é&chantillon 2 visualiser
. Dé&terminer la composante de l'inconnue 3 traiter
. Préparer le tracé
- des régions
- des lignes isovaleurs
- des vecteurs nodaux dans £e cas d'une vardiable
vectorielle
. Afficher les tracés préparés

. Sauvegarder les dessins obtenus

. Construire les fichiers de valeurs tabulédes pour
couplage



= 175"=

Le syst?me demande alors Le type de modife parmi :

. Tabulé global

. Tabulé par &lément

. Tabulé régional
dans ce dernier cas Le nom de La négion concernée doit
Etrne founni.

C.V FONDEMENTS INFORMATIQUES DU SYSTEME

Nous avons déjd justifié 1l'organisation de notre sys-
téme en 6 phases auxquelles correspondent six programmes prin-
cipaux. A l'exécution, ces programmes sont totalement indé&pen-
dants ; par contre, ils sont constitués & l'aide de sous-
programmes appartenant & des bibliothé&ques communes et ils
échangent des donn&ées au moyen de bases de données partagées.
Nous allons détailler cette organisation interne.

C.V.1 BASES DE DONNEES ET BANQUE DE SAVOIR-FAIRE

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, que le
systéme g&re de nombreuses bases de données. Leur dimensionne-
ment ne peut en aucun cas &tre connu a priori, chacune des 6
Phases du syst@me accdde donc 3 des bases de données dynamiques.

-

Or, le systéme peut &tre réparti sur des machines dif-
férentes, le probléme de la communication entre phases se pose
donc. On doit remarquer, en outre, que l'utilisateur ne peut
accéder aux données d'une phase précédente que lorsque le
travail correspondant 3 cette phase est totalement achevé. Ceci
autorise donc le mode de gestion suivant :

. Lorsque l'utilisateur estime qu'il a achevé une phase,
la commande "TRANSMISSION" lui permet de faire cons-
truire un fichier formaté& portable : "la base de donnée
statique" gqui contient l1'état de la base de données

qui vient d’etre construire.
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Déds que la phase suivante est démarrée, il faut bien
entendu récupérer le fichier correspondant et les programmes
reconstruisant automatiquement la base de donnée dynamigque.

L'expérience nous a montré qu'il &tait trds délicat

de gérer avec fiabilité des bases de données ainsi traitées

. par deux jeux de programmes distincts,l'un écrivant la base,
l'autre la lisant et la reconstituant. C'est pourquoi chaque
base n'est gérée que par un seul jeu de programmes qui assurent
la lecture ou l'Scriture de fagon totalement symétrique (un
paramdtre d'entrée permettant l'aiguillage selon l'option
choisie).
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L'intér2t de pouvoir utiliser des bases de données sous
- forme dynamique ou statique ne réside pas seulement dans la pos-
" sibilité de répartir le systéme sur des machines différentes,
cela permet &galement de constituer des archives fort utiles,
notamment pour les bases de données "systéme-objet". En outre,
le fait d'utiliser des fichiers formatés,rend ces archives par-
faitement lisibles. L'utilisateur peut donc ainsi se constituer
une banque de savoir-faire qu'il peut gérer a3 son gré& et sur-
tout qu'il peut réattiver aisément grlce aux programmes de
transfert.

La banque de savoir-faire de notre syst@me se compose
des informations suivantes. :

NOYAUX

SYSTEMES-OBJETS
MODELES-MATERIAUX
DECOUPAGES

PROBLEME
RESULTATS-NODAUX
RESULTATS-POUR-COUPLAGES

C.V.2 BILBIOTHEQUES D'OPERATEURS

La notion d'ensemble d'opé&rateurs d'une méme classe a
déja &tE présentée dans la deuxiéme partie de ce mémoire, nous
exposons ici le détail de la structure informatique qui les
gére.

A chaque classe d'opérateurs carrespend une bibliothaque
qui doit &tre &crite en fortran. C'est 1'utilisateur qui doit
programmer un algorithme qui ferait dé&faut dans le noyau ;
c'est pourquoi la documentation prend dans ce cas une grande
importance.

La procédure 3 suivre pour programmer un opérateur est
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fort simple : .

- chaque classe d'opérateurs comporte un opérateur par-
ticulier : l'opérateur VIDE, composé& d'une seule ins-
truction : RETURN. Mais dans la subroutine correspondante
l'utilisateur peut trouver la description dé&taillée de
l'interface commune 3 tous les opérateurs de la classe,
la déclaration des types des paramé@tres et leur signi-
fication respectives, et des aonseils sur la program-
mation de tout opérateur. Il suffit donc de recopier
1" *"opérateur vide" dans un fichier, d'insérer la pro-
grammation du nouvel opérateur et de modifier le nom
de la subroutine pour obtenir le programme désiré& sans
‘courir aucun risques d'erreur d'interface.

Le syst2me comportant plusieurs centaines de sous-
programmes, le risque d'obtenir des noms homonymes est assez
important ; c'est pourquoi les deux premidres lettres de tous
les noms des programmes d'une mé&me biblioth&que sont imposées.
Ceci restreint la lisibilité& des noms de programmes (6 carac-
téres), mais la description détaillée fournie dans le générateur
et les commentaires dans le texte des opérateurs pallient cet
inconvénient.

Le principe de notre systéme repose sur la possibilité
d'ajouter des opérateurs chaque fois que cela est nécessaire,
sans étre contraint de modifier le code des programmes dé&ja
écrits et ‘'m@me sans avoir 3 refaire une &dition de lien de ces
programmes. Un chargeur dynamique prépare l'interface des pro-
grammes opérateurs en consultant,d'une part le dictionnaire
d'interface associé& 3 chaque bibliothé&que et d'autre part la
base de données "PROBLEME-REEL" qui contient les valeurs numé-
riques demandées. La réalisation de ces outils spécifiques a
&té grandement facilit@e par l'utilisation du systéme MULTICS
guli met en oceuvre un chargeur dynamique de pragramhes, acces-
sible en PL1.
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C.V.3 BIBLIOTHEQUES FONCTIONNELLES

Tout notre syst@me est organisé& en bibliothi&ques que
1'on peut classer en trois catégories (outre les opérateurs
déja présentés). .

. Les outils non portables : ils sont en fait des exten-
sions apportées au langage FORTRAN et sont propres a chacune

des machines :

. les outils de base : &crits en langage standard (mais
utilisant les outils non portables), ils résolvent
des probl2mes qui peuvent apparaitre dans plusieurs
phases du systéme,

. les bibliothé&ques structurelles : qui ne font que
regrouper,sous des rubriques logiques,les routines

générales de notre programme.

C.V.3.1 Les outils non portables

Ils concernent :

. la gestion des allocations dynamiques de variables
. les appels dynamiques d'opérateurs

. la gestion des fichiers sé&quentiels

. la gestion des fichiers 3 accés direct

La plupart de ces mutils avait d&j3 &t& mise en oceuvre
dans le systéme FLUX, ils ont n&anmoins &té& spécifiés 3 nouveau
pour les besoins de notre systéme. '

Il faut reprogrammer cés outils sur chague nouvelle
machine mais l'expé&rience en ce domaine (acquise dans le trans-
port de FLUX sur au moins 5 machines différentes) nous a montré
que c'était un travail fastidieux mais posant peu de problémes. °
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Seul l'enchainement dynamique des opérateurs peut poser des
problémes sur des machines qui ne disposent pas de chargeur
dynamique.

C.V.3.2 Les outils de base.

Ils sont composés de :

. la gestion des dialogues
. la gestion des dessins
. la gestion des structures de listes

Cette dernidre partie est particuliérement importante
car notre syst@me traite de nombreuses listes :

. Les ELEments sont dicnits pan une Liste de noeuds,
. Les négions soni consiitules de £istes d'ELimends,

. Les valeurs de chaque caractéristique sont calculles
pour tous Les points d'intégration d'un &€LEment et
tabulles sous forme de- Listes,

. Les intégrants calculs pour chaque ELEment sonit
regroupds sous forme de Listes de matnices ou de vee-
teuns.

. Les matrices constitutives sont Egalement siockies
sous forme de Listes

. enfin chaque classe d'opérateunrs forme une Liste qudi
comporte pour chaque item Le nom du programme FORTRAN
effectuant Le trhavailf et La descaipiion de son inten-
face foamelle.

Toutes les listes mises en oeuvre par notre systéme
sont directement gérées par un outil commun &crit en FORTRAN,
compatible avec les pr:i.mitives de déclarations dynamiques de
mémoire et la gestion des fichiers 3 accés direct. Ceci permet
notamment de pouvoir aisément sauvegarder sur disque ces
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structures de liste et d'acc&der 3 volonté& 3 un item s&lectionné
qu'il soit résidant en mémoire centrale ou stocké& en mémoire
de masse.

La gestion des dessins est assurfe par les programmes
que nous avons développés lors de l'é&criture du systéme FLUX2D
nsd. ’

La gestion des dialogues a &té& congue par J.L. COULOMB
pour le systéme p&dagogique Didact-Flux . Sa robustesse et
son utilisation trés souple en font un outil particuliérement
performant (il a &té& écrit en Fortran 77).

C.V.3.3 Les biblioth&ques structurelles

Tout notre systéme est .organisé& en bibliothéques qui
réunissent chacune les sous-programmes concernant une méme phase
de traitement de l'information. ’

L'ensemble des quelques 500 routines de notre systéme
est organisé& en une trentaine de biblioth&ques qui comportent
donc en mpyenne une vingtaine de programmes. Les plus volumi-
neuses sont bien sir les biblioth&ques d'opérateurs (par exemple
les opérateurs calcul d'expressions-intégrantes soni au nombre
de 45, Les podids différentiels atteignent Le méme nombre).

Afin de pouvoir gérer efficacement ces biblioth&ques,
des outils de documentation automatique ont &t& mis au point.
Ils assurent :

Une présentation standard du code [indentation

des boucles et des instructions Logiques, numérotation
des tiquettes pan valeuns croissantes, Ecriture des
commentadines en minuscules).

. Un contrdle aes déclarations d'interface sous une
forme standardisée.
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. La construction des chalinages d'appels directs et
inverses ainsi que la liste des commons ré&férencés.

. L'&dition automatigque d'un recueil comportant les
interfaces et la description de tous les programmes.

Ces outilfs ont 2té entiZrement néalisés pan MM Beanand
MOREL et Patrdick GIRARD en deux versdions : Langage PLI pudis
Langage FORTRAN 77. Leun utifisation 4'est montrle trds efficace
dans fa gestion de notre protoiype.

VI, CONCLUSION .- -

Par la réalisation de ce prototype, nous pensons avoir
démontré que les techniques de ré&solution automatique: de pro-
blémes peuvent &tre efficaces pour le traitement des E&quations
aux dérivées partielles utilisant la m&thode des E&lé&ments finis.

L'uéilisation d'un tel outil permet de réduire a quel-
ques jours le temps nécessaire 2 la conception et 3 la réalisa-
tion d'un code d‘é&léments finis adapté 3 des besoins bien par-
ticuliers.

Le langage de description que nous avons proposé n'est
gu'un premier jet et nous estimons qu'il devra subir de nom-
breuses modifications pour s'adapter au mieux aux besoins de
ses utilisateurs. Cette phase d'adéquation.devrait logiquement
faire suite 3 la phase de mise au point de notre prototype 2
laquelle nous nous employons actuellement. -

Nous pouvons cependant d&s 3 présent remarguer que
l'utilisation d'une telle méthode pour décrire un systéme ne
va pas sans difficultés. En effet, la technique informatique
prend 3 sa charge presque toutes les tdches fastidieuses que
l'on rencontrait dans l'&criture d'un code aux &léments finis
traditionnel. La description d'un nouveau systéme, 3 l'aide de
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nos outils, demande en conséguence une concentration ‘extré&me de

la part de l'utilisateur. Toutes les décisions importantes con-
cernant le nouveau systéme 2 construire doivent avoir &té

prises avant le début de la programmation, car le temps de ré&ponse
extr&mement rapide de la machine n'est pratiguement pas compa-
tible avec une réflexion "on line".

D'autre part, la programmation assistée d'un systéme
informatique n'exclut pas la dure nécessit& de tester le produit
obtenu. Certes,quelques vérifications (souvent triviales) sont
effectuées par notre générateur, mais, dans ce domaine, nous
sommes trés loin d'avoir fourni toutes les sé&curités qu'il '
auralt &té possible de concevoir. Nous pensons qu'il serait utile
de conduire une recherche dans cette direction afin de tester,
dans le détail, la cohé&rence de toute programmation réalisée a
l'aide de notre systéme expert.

Enfin, le temps de réponse de nos outils de ré&solution
de problémes peut certainement &tre amélioré& considérablement ;
nous pensons que l'application de notre technique aux géométries
tridimensionnelles dépendra beaucoup des progr@s gque nous pour-
rons réaliser dans ce domaine, soit en optimisant finement la
phase de résolution de problémes, soit en mettant en oeuvre des
machines multi-processeurs bien adaptées 3 ces structures ar-
borescentes.






CONCLUSTION







CONCLUSION

Les méthodes de la recherche appliquée dans le domaine
de la conception de nouveaux prototypes ont &té& véritablement
révolutionnées par la puissance conjuguée de la C.A.0. et des
méthodes de ré&solution numérique des é&quations aux dérivées
partielles. La simulation du fonctionnement d'ensembles complexes
est actuellement ré&alisable dans des conditions tr2s proches
de leur mode de fonctionnement ré&el. La conception assistée
par ordinateur et la méthode des &lé&ments finis ont obtenus
définitivement leurs lettres de noblesse.
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C'est dans ce contexte qu'il nous a paru nécessaire de
conduire une réflexion sur le fond : peut-on dégager une
méthodologie générale qui rende compte le plus fid@lement pos-
sible de la grande majorité des modélisations de phé&nomé&nes
physiques qui mettent en oceuvre 3 la fois des technigues de
C.A.0. et la méthode des &lé&ments finis ? Cette analyse détail-
l&e nous a permis de concevoir de nouvelles techniques qui
peuvent d'une part intégrer un grand nombre d'outils de modé-
lisation et d'autre part alléger au maximum le travail infor-
matique que nécessite la réalisation d'unilogiciel de ce type.

r
¥

Dans les deux premiéres parties de notre mémoire, nous
avons exposé la méthodologie générale que nous proposons pour
aborder une modélisation numérique de phé&noménes physiques 3
l'aide de la méthode des é&lé&ments finis. Cette m&thodologie
permet de prendre en compte un grand nombre de techniques
actuellement disponibles. Elle peut Egalement &tre appliquée 3
de nombreux phénomenes physiques régis par des &quations aux
dérivées partielles, elliptiques, paraboliques ou hyperboliques.
Nous avons choisi de prendre comme sujet d'analyse des phéno-
ménes magnétiques, thermiques et hydrauliques mais les résul-
tats que nous avons obtenus sont indépendants de ces exemples
qui nous ont servi de support et ils peuvent &tre appliqués a
d'autres phénoménes.
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Dans la deuxi2me partie de ce mémoire nous avons montré
comment les techniques usuellement utilis&es en Intelligence
Artificielle permettent de matérialiser sous forme de programmes
la mé&thodologie que: nous avons dégagée.Nous nous sommes attachés
cependant 3 ne pas utiliser un langage propre & 1'Imtelligence
Artificielle ou m&me trop proche de l'informatique pour con-
crétisér la méthodologie proposée. En effet notre but &tait de
fournir des logiciels destinés aux physiciens et non aux infor-
maticiens. Nous avons essayé& d'&viter toute formalisation qui
aurait pu paraitre &sotérique ou trop informatigue pour demeurer
4 un niveau pragmatique gui nous a paru plus efficace. C'est le
mé&me soucl qui nous a conduit 3 insister sur 1'aspect physique
de notre approche au sein de ce mémoire ; 3 l'analyse dé&ductive
théorisante, nous avons pr&féré& la démarche inductive caracté-
ristique de la physique.

Enfin, nous avons présenté& le prototype de systéme
EXPERT que nous avons congu et réalisé&. La description d'un
systé@me informatique est toujours dé€licate et 13 encore nous
avons pré&féré& une illustration 3 l'aide d'exemples d'utilisa-
tion plutdt qu'une présentation plus systématique.

Grdce 3 ce syst2me nous avons pumontrer que le temps
nécessaire 3 la construction d'un logiciel de C.A.O0. qui uti-
lise la méthode des &léments finis peut &tre ramené i quelgues
jours de travail de mod&lisation et quelques heures de travail
informatique. Les exemples concrets que nous avons pu réaliser
4 1l'aide de notre prototype ont &galement prouvé que le cofit
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en temps d'unité centrale de la construction d'un logiciel 3
l'aide de notre générateur est pratiquement négligeable, alors
que les cofits d'utilisation des syst2mes construits demeurent
comparables aux performances de systémes industriels optimisés.

Mais notre approéhe n'est gque la premidre &tape dans un
domaine de recherche qui reste tr@s ouvert. En effet, de gros
progrés peuvent encore &tre envisagés dans de nombreux domaines

. L'analyse mé&thodologique doit &tre encore plus fouil-
lée pour permettre de mettre en ceuvre un plus grand
nombre d'outils performants (macro-&lé&ments, couplage
avec les méthodes inté&grales, ...)

. L'&tude des phénom@nes couplés conduit & définir un
postprocesseur de traitement des résultats plus souple
et qui peut &tre décrit 3 l'aide de notre générateur.

. Les techniques d'intelligence artificielle utilisées
permettent d'envisager des contr8les syntaxiques et
sémantiques beaucoup plus poussés que ceux gue nous
avons implanté&s sur. notre prototype.

Les interactions hommes-machines doivent &tre assouplies
_ et adaptfes aux désidérata des utilisateurs de.notre
systéme.

. Les performances enfin doivent etré améliorées afin
que le cofit d‘utilisation des syst2mes générés soit
compatible avec des analyses tridimensionnelles de
taille consé&quente.

. Un travail technique considérable doit donc encore
8tre réalisé, mais c'est l'aspect humain de notre re-
cherche qui est certainement le plus ouvert. En effet,
nous pensons avoir créé avec ce prototype une nouvelle
classe d'outiisdont l'utilisation demeure encore déli-
cate. C'est dans le domaine de la formation des
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utilisateurs de tels systémes qu'il faudra 3 notre avis
investir le plus de travail. Cet effort devrait per-
mettre d'approfondir nos connaissances dans la métho-
dologie de la modé&lisation et ainsi de mieux adapter
ces nouveaux outils aux besoins des enseignants, des
chercheurs et des ingénieurs.
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ANALYSE METHODOLOGIQUE pe ra MODELISATiON NUMERIQUE
DES EQUATIONS DE LA PHYSIQUE DES MILIEUX CONTINUS
A L'AIDE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

FLUX EXPERT : un SYSTEME D'AIDE
A LA CONSTRUCTION DE LOGICIELS

Résumé

Une méthologie générale de la modélisation numérique
des équations aux dérivées partielles A 1l'aide de lf:néthode
des éléments finis est proposée. Son application aux E£giations
de la physique des milieux continus est exposée. Ur' systéme
informatique EXPERT mettant en oeuvre ces résultats a été cons-

truit, testé, et appliqué A& plusieurs études caractéristiques.
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