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Résumé

L’objectif principal de cette theése est divisé en deux parties.
La premiere partie est consacrée a ’étude du probleme,

—Au +u =0 dans €,

ou (0.1)
— 4+ g(u) = p sur 012,
5, T 9w =p
ot1 2 est un ouvert régulier borné de RY, g¢(-) est une fonction continue qui vérifie la condition
du signe s - g(s) > 0, dans certains modeles on ajoute I'hypothese g(-) croissante, et finalement

1 est une mesure bornée sur 9€2. Certains de nos résultats sont valables lorsque 2 := Rf .

On commencera par montrer l’existence de solution de (0.1) lorsque p est une fonction de L (9€2),
et cela sans ajouter une hypothése supplémentaire sur g(-). Puis, on étudiera (0.1) lorsque p est
une mesure de Radon sur 0f2, dans ce contexte, le probleme (0.1) pourra ne pas admettre une
solution, et des conditions apparaissent sur g(-) et sur pu pour assurer l’existence d’une solution.
On montrera I'existence de solutions lorsque, ¢(-) est une non-linéarité sous-critique en dimension
N supérieure ou égale a trois, et lorsque g(-) satisfait ’hypothéese de singularité faible sur le bord
en dimension N égale a deux (voir Chapitre 2 pour définitions). Lorsque Q := Ri et u = cdo,
notre résultat atteste que le probleme (0.1) admet une solution si et seulement si :

T
<c< ——
a—(9) at(g)’
ot a—_(g) et as(g) dénotent les ordres de croissance exponentielle de la fonction g(+), respective-
ment en moins et plus l'infini (voir Chapitre 2).

Finalement, on fixe g(u) := |u/P~tu, ott p > 1, alors on montrera que le probléme (0.1) admet
une solution si la mesure p est absolument continue par rapport a la capacité Cl,p" Puis,
dans le cas ou le probléme (0.1) admet une solution pour une mesure de Radon positive p,
alors nécessairement cette mesure est absolument continue par rapport a la capacité Cl,p/. Ceci
permet de déduire que si ¢ € R* et a € 9N alors le probleme (0.1) & donnée p = ¢d, n’admet
pas de solution lorsque :
p> N -1
- N-2
La deuxieme partie de cette these est consacrée a 1’étude de singularités du probleme,
— Au=0 dans €,
ou
n +
ol 2 est un ouvert régulier borné de R tel que a € 9Q, p > 1 et la fonction u est suffisamment
réguliere dans Q \ {a}. Sans perte de généralité on fixe a comme étant 1'origine 0.

0.2
luP~tu =0 sur 9N\{a}, (02

On verra que la nature de singularité dépend du parameétre critique :

N -1
Pc =

N -2
On montrera que la singularité est éliminable lorsque p > p.. Lorsque 1 < p < p, en considé-
I
rant les coordonnées sphériques, on obtiendra que r»-Tu(r,o) converge quand r — 0 vers une
composante compacte et connexe d'un certain ensemble £. Maintenant, si 1/(p — 1) ¢ N, et si
I'une de conditions suivantes a lieu :



i) si N =2,
i) si u(z) \x|P%1 — 0, quand |z| — 0,

iii) si u est positive et < p < Pe,

N
N—1)
alors, on déduit une classification précise des singularités de I’équation (0.2). Ces résultats seront
énoncer respectivement dans Théoréeme 4.13, Théoreme 4.12 et Théoreme 4.11.



Abstract

The main aim of this thesis is divided into two parts.

The first part is devoted to the study of the problem,

—Au +u=0 in €,
ou (0.3)
— = o0
5, T 9w =p on 99,
where Q is a bounded regular domain of RV, g(-) is a continuous function that satisfies the sign
condition s - g(s) > 0, in some model case we will assume that g(-) is increassing, and finally u
is a bounded measure on 0f). Some of our results remain true when 2 := ]Rf .

We will start by proving the existence of a solution of (0.3) when p is an L!(9€2) function, and
this independently of the nonlinearity g(-) that satisfies the previous hypothesis. Then, we will
study (0.3) when g is a Radon measure on 0f2. In such a context, some new conditions appear
on ¢(-) and p that assure the existence of a solution. We will prove the existence of a solution
when g(-) is a sub-critical nonlinearity in dimension N larger or equal to three, and when g
satisfies the weak singularity assumption on the boundary in case N equals two (see Chapter
2 for the definitions). When © := R% and p := cdp, our result states that the problem (0.3)

admits a solution if and only if
T T

a—(g) =0= ay(g)’

where a_(g) and a4 (g) denote the exponential order of growth of the function g(-), respectively
at minus and plus infinity (see Chapter 2).

Finally, we fix g(u) := |u[P~!u, where p > 1, so we will prove that the problem (0.3) admits a
solution if the measure p is diffuse with respect to the capacity C . After, if p is a positive
measure for which (0.3) admits a solution, then necessarily this measure must be diffuse with
respect to the capacity Cl,p . This allows us to deduce that if ¢ € R* and a € 92, then the
problem (0.3) with data u = ¢dp does not have a solution when

N1
P=N"9o

The second part of this thesis is devoted to study the singularities of the problem,

—Au =0 in €,

g—z + |[ufPPu=0 on 9Q\{a},

(0.4)

where  is a bounded regular domain of RY such that a € 09, p > 1 and the function w is
smooth enough in Q\ {a}. Without loss of generality we fix a to be the origin 0.

We will see that the nature of the singularity depends on the critical parameter

N-—-1
DPc = .

N -2
We will prove that the singularity is removable in the case p > p.. In the second case when
1
1 < p < pe, if we consider the spherical coordinates, we will obtain that r»=1 u(r, o) converges

(when r — 0) to a connected compact component of some set €. Now, if 1/(p — 1) ¢ N, and if
one of the following conditions holds :



i) if N =2,
i) if u(z) |z[7T — 0, when |z| — 0,

N
iii) if w is positif and m < p < Pe,
then we deduce a precise classification of singularities of the equation (0.4). This will be done
by Theorem 4.13, Theorem 4.12 and Theorem 4.11, respectively.
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Introduction

L’objectif de cette theése est de présenter de nouveaux résultats [9] concernant certaines classes
de problémes non locaux.

Considérons le probleme,
—Au +u =0 dans €,

u (0.5)

— 4+ g(u) = p sur 012,

5, T 9w =n
ot  est un ouvert régulier borné de RY, g(-) est une fonction continue qui vérifie la condition
du signe s-g(s) > 0, et p est une mesure bornée sur 0€). Dans certains modeles, g(-) est supposée
croissante, cette hypotheése entraine 'unicité de solution du probléme (0.5) si elle existe. Dans
certains de nos résultats,  est considéré comme étant le demi espace RY, et certains autres
résultats on les a annoncés dans un domaine ) borné, malgré qu’ils fussent valables lorsque
Q.= Rf .
Dans [11], H.Brezis et A.C.Ponce ont motivé I’étude du probleme (0.5).

L’étude d’équations elliptiques & donnée L! et plus généralement des mesures finies remonte aux
travaux de Stampacchia dans [33].

H.Brezis et W.Strauss [13] ont étudié le probleme

{—Au + |ufP~tu = p dans Q, 0.6)

u=0 sur 0f),
ot Q est un domaine de RN et p € L'(Q). Ils ont établi que (0.6) admet une solution unique
pour toute pu € L1(Q).

Dans le cas ou p € M(Q), P.Bénilan et H.Brezis [6] ont établi le résultat suivant & propos du
probleme

{—Au + g(u) = p dans €, (0.7)

u=0 sur 01},

Proposition 0.1. Supposons g(-) une fonction continue qui vérifie la condition du signe
s-g(s) > 0. Si g(-) est sous-critique au sens suivant

lg(®)] < C(Jt" + 1),

pour 0 < p < %, alors pour toute € M(Q), le probléme (0.7) admet une solution.

Un résultat particulierement significatif a été obtenu par P.Bénilan et H.Brezis (voir [6], [16]) et
qui permet de montrer une différence majeure entre la théorie non linéaire a donnée L' et celle
a donnée mesure. Ce résultat est :



10 TABLE DES MATIERES

Proposition 0.2. Soita € Q . Sip > %, alors le probléeme non linéaire

{—Au T e =6, dans (0.5)

u=0 sur 09,
n‘admet pas de solution.

Une autre alternative pour étudier, ’existence ou la non existence, de solution du probleme
(0.8), est d’étudier la singularité de I’équation

—Au + |[ufPlu =0 dans Q\ {a}, (0.9)

ot p > N/(N —2), u € C?(2\ {a}) et le point a € Q, sans perte de généralité, on prend
a=0.

Ceci a été effectué par H.Brezis et L.Véron dans [14]. Ils ont établi que si p > N/(NN — 2) alors
la singularité de (0.9) est éliminable. Ceci signifie que u est prolongeable sur €2 en une fonction
@ de classe C2%(Q) qui vérifie,

— Ad + |aP'a =0 dans Q. (0.10)

11 est claire que si le probleme (0.8) admet une solution alors il ne sera pas possible de prolonger
n’importe quel solution de (0.9) en une fonction de classe C2((2).

A.Gmira et L.Véron dans [25] ont initié le probléme

{—Au +g(u) =0 dans €, 0.11)
u =

uosur 0,

Ils ont établi que si la non linéarité g est croissante et sous-critique au sens que
+oo
[ s) + g5 s ds < o, (012
1
alors le probléme (0.11) admet une solution unique pour toute mesure de Radon . € M(9%2).

Lorsque g(u) := |u|P~!u, la condition (0.12) est équivalente &

N +1
N-1

l<p<

Ensuite, dans le méme travail, Gmira et Véron ont établit que les singularités sur le bord du
probléme

—Au + [ulP'u =0 dans Q,
(0.13)
u=¢ sur 9N\ {a},
otta € 90, ¢ € C(N) et u € C2(Q)NC(Q\ {a}) sont éliminables lorsque
N +1
> .
P=N=1
Enfin, Gmira et Véron ont classifié les singularités du probleme
—Au + ulP"'u =0 dans 9,
[ (0.14)
u=¢ sur 00\ {a},

lorsque
N+1

N-—-1

l1<p<
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On pourra décrire leur méthode comme une adaptation de la théorie de systeme dynamique
en dimension infinie. Cette méthode a été aussi utilisé dans [19] et elle sera utilisée dans ce
manuscrit.

Lorsque la dimension N est égale a deux, I’étude de 1’équation

(0.15)

—Au + g(u) = p dans £,
u=0 sur 01,

ol € est un domaine de R? et y est une mesure de Radon sur €2, a été complétement achevée
grace aux travaux de J.L.Vazquez [36]. J.L.Vazquez a définit les deux parametres suivants

a4 (g) :=inf {a >0: /OOO g(s)e ¥ ds < oo}, (0.16)
et,
a_(g) = sup {a <0: /_Ooo g(s)e”*ds > —oo}. (0.17)

Rappelons que toute mesure p € M(Q2) admet la décomposition de Lebesgue suivante,
:u’::u’T + IU’S +Z Cidlm
el

ou i, est la partie réguliere de la décomposition par rapport a la mesure de Hausdorff Hs et us est
la partie singuliére non atomique, 'ensemble {¢;, x; };er désigne 'ensemble au plus dénombrable
des atomes.

Avec ces notations, J.L.Vazquez a démontré le résultat suivant

Théoréme 0.1. Soit p € M(QQ). Le probléme (0.15) admet une solution si et seulement si

27 << 27
<¢ < .
a_(g) ~ " ailg)

(0.18)

Une étape importante pour étudier notre probleme (0.5) consiste & développer la théorie linéaire
de ce probleme. On considere donc I’équation,

—Au +u=v dans {,
0 (0.19)
gu _ uosur 0f),
on
ol v est une mesure de Radon dans €2, et 1 est une mesure de Radon sur 9€). On verra au Chapitre
1 que la solution u du probléme linéaire (0.19) appartient & I’espace de Sobolev W14(Q) pour

tout 1 < ¢ < N/(N — 1), on verra que la régularité optimale de la solution u est u € M%(Q),
Vu € M~-1(Q) (Proposition 1.3). Comme conséquence, la trace de la solution u sur le bord
appartient a l’espace M%(Q) si N > 3 et LP(0N2) si N = 2 (Proposition 1.4). On verra que
I’exposant,
_N-1
Pc = N_9
jouera un role important dans tout les problemes qu’on abordera dans cette these lorsque la
dimension N est supérieure ou égale a trois. A la fin du Chapitre 1, en suivant la méthode
de H.Brezis dans un travail non publié (voir [37], Theorem 2.4) lorsqu’il a étudié le probleme
de Dirichlet, on a obtenu dans le Lemme 1.2 certains estimations sur les solutions de (0.19) a
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données L', ces estimations permettent d’avoir un principe de comparaison pour le probleme
(0.5) (Corollaire 1.3 et Corollaire 1.4).

Avec ces outils qu'on a obtenu a partir de la théorie linéaire, on commencera dans Chapitre 2
I’étude du probléme (0.5). Le premier résultat obtenu, est que si p € L1(9Q) alors (0.5) admet
une solution. Dans les problemes & donnée L', I’existence de solution ne dépend pas de la non
linéarité g. Apres, on traite le probleme (0.5) lorsque p est une mesure bornée sur 9. Dans ce
cas, l'existence de solution dépendra de la mesure u et de la non linéarité g(-). Notre premier
résultat d’existence, est :

Théoréme 0.2. Supposons N > 3 et g une fonction continue qui satisfait la condition de signe.
Si g vérifie

[ (a(9) + g5 N2 s < o, (020)
1
alors pour toute p € M(9R), le probléeme (0.5) admet une solution u, en plus on a ’estimation,

[ulde + [ 1g@)|dS < lnllaon (021)
Q o0N

St en plus g est croissante, alors la solution est unique.

Lorsque N = 2, en s’inspirant du travail de J.L.Vazquez cité précédemment, on remarque que le
probléme (0.5) a la particularité qu’on pourra décrire la condition nécessaire pour qu’il admette
une solution. Et il se trouve que cette condition est suffisante! Ainsi, si Q) := Ri, on démontrera
le théoréeme suivant

Théoréme 0.3. Soit g une fonction de classe C?, convere, et qui vérifie la condition du signe
(s-g(s) >0). Si de plus g vérifie l'une des conditions suivantes

i) les deux quantités ay(g) et a_(g) sont atteintes,
i1) g est croissante,

i17) g vérifie la condition d’intégrabilité sur OS2.

Alors le probléme,
—Au +u =0 dans Ri,

o (0.22)
% + g(u) = cdy sur ORZ,
admet une solution u st et seulement si
T T
<c< . 0.23
a—(g) a+(9) (0.23)

Il est important de noter que le comportement de la deuxiéme solution fondamentale du probleme
(0.19), qui est introduite dans 1’Appendice 5.5, joue un role caché dans cette particularité de la
dimension deux.

Maintenant, on fixe g(u) := |u[P~! u olt p > 1, cette non linéarité est sous-critique (au sens qu’elle
vérifie (0.20) ) si p < pe. Une question se pose sur l’existence ou non de solution lorsque p > p. ?
La réponse a cette question est détaillée au Chapitre 3. Dans lequel on a prouvé que si la mesure
1 est absolument continue par rapport a la capacité Cl,p' définie sur le bord, alors le probléme
non linéaire admet une solution. On a réussi a montrer que cette condition est nécessaire dans
le cas ol la mesure p est positive, ceci est annoncé par
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Théoréme 0.4. Le probléme (0.5) est résoluble pour p € M (09) si et seulement si u(E) =0
pour tout ensemble borélien E C 9§ tel que C ;(E) = 0.

A partir de ce théoréme, on conclura que le probléme

—Au +u=0 dans ,

ou

0.24
n + |ulP~tu =6, sur 09Q, (0.24)

ol v € R* et a € 012, n’admet pas de solution lorsque p > p.. Ceci vient du fait que la mesure
non nulle v, charge (c’est & dire 7 d,(E) # 0) tout ensemble borélien E a capacité nulle des

qu’elle contient le point a. Ce résultat constitue une analogie a celui de Bénilan et Brézis énoncé
dans Proposition 0.2.

A la fin du Chapitre 3, on commence & étudier la singularité du probleme,

—Au + u=0 dans €,

ou

. o (0.25)
o T [ulP™ u =0 sur 9Q\{0},

ott u € C%(Q\ {0}) est une solution positive et p > p.. On prouve que la singularité de (0.25)
est éliminable en 0, plus précisément, on montre

Théoréme 0.5. On considére p > (N —1)/(N —2) et a € 9. Soit u € C%(Q\{a}) une solution
positive de,

—Au+u=0 dans Q2
0.26
% + uP =0 sur 9Q\ {a}. (0.26)

Alors u = 0.
Ensuite, on montre le résultat plus fort suivant :

1 _
. Soit K un compact inclus dans 0Q et u € C*(Q\ K)

Théoré 0.6. S >
éoréme upposons p > )

une solution positive de,

—Au +u=0 dans

0.27
%—i-up:O sur 00\ K. (0-27)
on

5i Cy y(K) =0 alors u = 0.
Dans le Chapitre 4, on considere 1 < p < p., et on étudie les singularités du probleme,

— Au =0 dans €,

ou

pe1 0 501\ {0 (0.28)
e P u =0 sur 02\ {0},

ot © est un domaine régulier de RY et u € C?(Q\ {0}). La méthode et les notations qu’on
utilise, trouvent leurs origines dans le travail de Gmira-Veron [25]. L’estimation clé pour cette
méthode est I'estimation suivante de type Keller-Osserman ([27], [30])

lu(z)| < Cy 2| 7. (0.29)

A Taide de méthode de Moser, nous avons obtenu cette estimation dans le cas de solutions
positives. On dénote par (r, o) les coordonnées sphériques de RY, si on définie

v(t,o) = = u(r,o) avec t=logr, (0.30)
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et si £ dénote I’ensemble des solutions de

Asw + lp yw =0 dans Siv_l,

(‘;w + lwPlw=0 sur SN72(= 355_1)7

(0.31)

1 1
Wl ni=——— 492N
ot p—l<p—1Jr )

alors on montrera,

Théoréme 0.7. Supposons que 1 < p < p. et que le domaine Q0 est borné de classe C%. Soit
u € C2(Q\{0}) une solution de (0.28 ) qui vérifie (0.29). Alors il existe une composante conneze
et compacte F de l’ensemble € de solutions de (0.31) tel que :

lim dist s -1 (ymilu(x), ]—") 0. (0.32)

Une étude approfondie de la structure de ’ensemble £, donne que I'’ensemble £ est discret si et
seulement si

_o_N-1
N_1 PSNTo

Dans un tel cas £ := {—w,0,w} ot w > 0.

Ce cas particulier permet une classification précise de singularités,

Théoréme 0.8. On considére N > 3. Avec les mémes hypothéses que le Théoréme 0.7, on
suppose en plus que u est positive au voisinage du point 0 et

N -1

N1 <P<w_35 (0.33)
Alors,
(i) Soit il existe a > 0 tel que
lim |z|¥ "2 u(z) = o, (0.34)
z—0
et par conséquent u se prolonge en 0 vers une solution de l’équation :
—Av =0 dans
0 (0.35)
2y Pt =cyady sur 09,
on
N(N —2)wy
avec cy = ——————.
(i) Ou bien
1
. L _
lim |z[»~Tu(z) = w(o), (0.36)

uniformément par rapport d o, ot w est l'unique solution strictement positive de (0.51).

Dans le cas ou v(t,.) converge vers 0, on décrira le comportement précise de la solution u de
(0.28) au voisinage de 0 en termes de fonctions harmoniques sphériques, plus précisément,



TABLE DES MATIERES 15

Théoréme 0.9. On considére N > 3 et Q un domaine bornée régulier de RN . On suppose que

L<p<(N—1)/(N-2),

et que

Siu e C?(Q\ {0}) est une solution de (0.28) qui vérifie

1
i -1 =
ili% |z|P~Tu(z) = 0. (0.37)

Alors,
i) Soit, uw = 0.

1
it) Soit, il existe un entier k € [N — 2, 71) et une fonction harmonique sphérique non

nulle 1 de degré k + 2 — N qui vérifie ?9% =0 tel que

lim 78 u(r,-) = (., (0.38)

r—0
dans C?(SY 7).

Dans la preuve qu’on a suivi, il nous semble que I’hypothése, 1/(p — 1) n’est pas un entier, est
une hypothese technique.

Dans le cas particulier de la dimension deux, ’ensemble £ est toujours discret, ceci donnera le
théoréme suivant :

Théoréme 0.10. On suppose N = 2. Soit u € C*(2\ {0}) une solution de (0.28) qui vérifie

1
Uestimation (0.29). Si . ¢ N alors
p —

(i) Soit qu’il existe o € R tel que

im u(z) = —aq, (0.39)
2—0 log |z|

et u se prolonge en 0 comme étant une solution de

—Av=0 dans Q

0 (0.40)
2y wPtv=mady sur ON.
on
(ii) Ou bien
1
. L _
lim |77 u(z) = w(o), (0.41)
uniformément par rapport a o, ou w est une solution non nulle de (0.31).
Si on considere 2 := Rﬁ\_f , alors I’équation (0.28) est le probléme d’extension harmonique du
probleme non local,
1
(=A)2u + |[ufP"fu=0 dans RY1\ {0}. (0.42)

(voir article Caffarelli-Silvestre [18]).
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Si on ajoute la condition d’une singularité non triviale

lim u(z) = +o0,

z—0
alors ce probléme a été étudié récemment par Chen-Veron dans [21], leur Théoréme 1.1 constitue
le résultat principal de classification dans cet article. Si dans notre Théoréme 0.8, on restreindra
la variable x au bord, alors notre résultat et celui de Chen-Veron sont identiques.
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Chapitre 1

Probléemes linéaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude du probleme de Neumann linéaire

—Au +u=v dans

1.1
Ou =pu sur Of, 1)
an

ou Q,v et pu désignent respectivement, un ouvert régulier borné de R, une mesure de Radon
sur £2, et une mesure de Radon sur 9€). On rappelle qu'une mesure de Radon sur un domaine D
est une forme linéaire sur les fonctions continues a support dans D, continue pour une certaine
topologie.

On va voir que le probléme (1.1) admet une solution unique pour toute donnée (v, ) dans
Myp(2) x M(09) (Proposition 1.3), et que cette solution ainsi que sa trace sur le bord, ap-
partiennent & une classe de fonctions entre les espaces de Sobolev, ce qui permettra d’avoir
un résultat de compacité lié au probleme (1.1) (Remarque 1.3). Dans la deuxiéme partie de
ce chapitre, on verra quelques résultats de comparaison liés au probleme (1.1), & noter que
Ioutil principale de comparaison est le Lemme 1.2. Le Corollaire 1.3 et 1.4 joueront un role
fondamentale dans les prochains chapitres.

1.2 Cadre linéaire

Commencons d’abord par donner un sens a ’équation (1.1).
Le sens de solution de (1.1) qu’on va adopter est le suivant.
Définition 1.1. La fonction u est une solution du probléme de Neumann linéaire (1.1) si,
1) uwe LY(9),
2) (6 cCo) [u(-a¢+ o = [ vt [ edn.
Q Q oN

ou :

Co={6cCQ): A € L®(Q) et % =0 sur 0Q}.

Une définition équivalente de la solution est la suivante :
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a) u € Whi(Q),
b) (V¢ € WL () /Vquda: + / wéde :/gdu+/ ¢ dp.
Q Q Q o0
Cette derniere définition a l'avantage de donner comme sens & u|gq, la trace d’une fonction
appartenant a l’espace de Sobolev W11(Q). Par ailleurs, elle impose que Vu € L'(2), ce qui la
rend "lourde" a utiliser. On verra par la suite que le résultat de régularité dans la Propositionl.3

permet de montrer 1’équivalence entre ces deux définitions. Ce qui justifie notre recours a la
premiere définition qui est simple a utiliser.

Définition 1.2. Soit v € WH(Q) tel que Av est une mesure de Radon p dans . La dérivée
normale de v sur O est la distribution T € D' (RN) définie par :

(T, €) ::/diu + /Qwvgdm (V¢ € DRNY). (1.2)

ov
Notons cette distribution —. Cette distribution a un support inclus dans Of).

on
En effet, si £ € D(RY) a un support inclus dans RV\Q, il est clair que (T, ¢) = 0.

Et, si £ a un support inclus dans Q2 alors [, Vo V& = — [, £édp et done (T',€) = 0.
Notation :

On note H|yu,v] la solution du probleme (1.1), et H, = Hlu,0], et par D, la trace de H,, sur
0.

1.2.1 Espaces de Marcinkiewicz

Une importante classe des fonctions qui jouera un role cruciale dans 1’étude de problemes a
données mesures est la classe des espaces de Marcinkiewicz.

Définition 1.3. Soient G un ensemble ouvert de RN et \ une mesure de Borel positive sur G.
Pourp>1,p =p/(p—1) etu € L} (G,d\) on définit,

1

lull prr (G an) = inf {c € [0,00] : / lu| dX < c(/ dA)p VE C G,E borélien}. (1.3)
E E

L’espace de Marcinkiewicz (ou espace de Lebesgue faible) d’ordre p par rapport d la mesure A
est définie par,

MP(G.d3) = {u € L (G [ulasician < 20 (1.4)

L’espace MP(G,d\) est un quasi-espace de Banach, et on a la proposition suivante dont on peut
trouver la preuve dans [5].

Proposition 1.1. Soient 1 < ¢ <p < oo etu € L} (G;d\). Alors,

loc

CONlmgy <SR [ AN} < Il (1)
De plus,
1-4
P
[t ax < o alulmaan ([ 1) (1.6

pour tout ensemble borélien E C G.
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Remarque 1.1. Soient G = B(0,1) C RY et

1
f:G—=R, z— —.
|z

Alors, (f € LIG) <= q< N) et f € MN(Q).

Cet exemple combiné avec (1.6) permet de conclure que l’espace MP(G,d)\) (la mesure \ est
supposée bornée) est intermédiaire entre les espaces de Lebesque LP(G;d\) et LP~<(G,d\), dans
le sens

LP(G,dN) C MP(G,dN) € LP~(G,d\),

avec injection continue.

1.2.2 Espaces de Lorentz
Les espaces de Marcinkiewicz font partie d’une classe plus vaste d’espaces intermédiaires appelés
espaces de Lorentz.

Soit f une fonction mesurable, si A est un sous ensemble de 2 Lebesgue-mesurable alors |A|
dénote sa mesure de Lebesgue. Pour r > 1, on définit

(r [Tes@i>ar ) ss<o,
1Az ) =

sup { [{|f(z)| > t}|7} sis =00

t>0

On dit que la fonction f appartient a ’espace de Lorentz LP-9(Q2) si la quantité || f| 7.4 est finie.

Remarquons que LP*>(Q) = MP(Q).

Pour voir le lien entre la quantité ||.||7,.¢ et la norme dans les espaces de Lebesgue, rappelons
que le principe de Cavalieri atteste que

ey = [ A > e} . (1.7
Ainsi, pour p > 1
Lis@pas =p [To a5 > 1) de (1.9
On remarque que LPP = [P .

Rappelons la formule de dualité entre les espaces de Lorentz LP? et LP >4 pour 1 < p < oo et

1<g< o
‘/fgdx
Q

Il existe une définition plus élaborée des espaces de Lorentz en utilisant les réarrangements,
I'intérét d’une telle définition c’est de montrer que les quasi normes ||.||7,., définies plus hauts
sont équivalentes a des normes. Pour plus de détails le lecteur est invité a consulter [1].

< Clfliwallgl’, - (1.9)

!
LP
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1.2.3 Etude du probléme linéaire
La premiere affirmation concernant la dérivée normale est la suivante.
Proposition 1.2. Siv € M(Q), alors la solution u € WOI’I(Q) de Uéquation,
—Au +u=v dans Q, (1.10)

N N
appartient a MN=2(Q), en plus Vu € MN-1(Q), et u admet une dérivée normale appartenant

a LY(09).
Preuve : Multiplions 1'équation (1.10) par Tj(u) := sign(u) min{k, |u|},
/ VuVTi(u) + / Ty () = / Ty (w)d. (1.11)
Q Q Q

Ceci implique :

VT (w) ] < kv ay 0)-
Q

On conclut [voir [4], lemma 4.1 et lemma 4.2 | que :

N

{lul > K} < C(l[vlag, ) ¥2 k52, (1.12)

[N

et que

2‘2

N
{IVul > hi| < C(lvflag (@) ¥ b N1 (1.13)

Ce qui signifie que u € M%(Q) et Vu € M%(Q)

0
Pour montrer que 8—u € L'(99), on va reprendre la démonstration faite dans [12]; Proposition
n
4.2.

Commengons par montrer :

ou
15, I 00) < AUl
Cas 1 : La fonction u est réguliere sur un voisinage du bord .

Dans ce cas gz est une fonction réguliere sur le bord. Soient wy la solution de :
—Au; = AT dans Q,
{ up =0 sur 01,
et us celle de :
—Aug = A~ dans €,
{ ug =0 sur 012,

avec A = —Au et u=u; —ug .

La mesure ) est réguliere au voisinage du bord, ses parties positive et négative A™ et A~ (res-
pectivement) sont des fonctions continues lipschitziennes pres du 0€2 . Par la suite u; et ug sont
de classe C? prés du 0€. Par le principe du maximum u; > 0 dans Q , ug > 0 dans €,
d’ou :

6u1

67 SO sur 89

De méme,
8u2

% SO sur 89
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Il en résulte que :

/ ’8u1 _/ 8u1ds /)\Jr
o0 o0 On
/ a“2|azs /A‘
o0
/ 2 / (O + A /\Auy
o0
Cas 2 : le cas général.

Soit (1) C C§°(2) qui vérifient :
(i) 0 < <1 dans Q,

(i) Yr(x) =1 si d(z,00) >
(iii) Yg(z) =0 si d(z,00) < —
On considere A\ = ¥ A = Y (—Au). La suite {\}x est une suite de mesures de Radon dans

dont chaque élément a un support strictement inclus dans 2. En plus {A;} converge fortement
au sens des mesures vers A, en effet,

parallelement,

Par conséquent,

N‘\H
S =L

I = wilaaey = [ dl =) Ay + [ a0 =) N,
= [a-wan + [ a-war,
Q Q
= [a—wdn,
Q
donc, par application du théoreme de convergence dominée, on conclut :
A — A fortement dans M(Q). (1.14)

Pour k£ > 1, soit ug 'unique solution de :

(1.15)

—Auy, = A\, dans ,
up =0 sur 0.

Par le résultat de stabilité de solutions de (1.15) ( voir [Sl, assertion (21), et aussi [31], Proposition
4.9 ), lorsque k — oo on a u, — u fortement dans W, *(Q) Vp < N/(N —1).D’ou:

(Vpe '@ / V.V — / A (1.16)

Par multiplication de (1.15) par n € C*(9Q) :

0
/ Vui.Vn — ﬂ'nds = / NAk-
Q o0 on Q
Lorsqu’on fait tendre k — oo, et utilisant(1.16) ainsi que (1.14), on obtient

a“’“ / qﬁ— Vo € C1(09). (1.17)
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La fonction uy, est harmonique au voisinage du 9, donc réguliere. A partir du résultat du
premier cas appliqué a u; — u;,

8ui 8u-
| o 7JHL1(8§2) <A = Njllm

Comme N\, — A fortement dans M (£2), la suite ( L) est une suite de Cauchy dans L*(99) |
par conséquent la convergence faible dans (1.17) dev1ent forte. Autrement dit :

8uk ou

o " o fortement dans L'(99),

avec l'estimation :
U
HETnHLl(aQ) < M)

O
Remarque 1.2. : Le terme / Ti(u) dv dans (1.11) peut de ne pas avoir de sens lorsque u a une
Q

discontinuité, par contre on peut suivre la méme stratégie utilisée dans la preuve de [’estimation
(1.23) pour surmonter le méme genre de difficulté.

L’existence et I'unicité de solution de I’équation (1.1) est donnée par la proposition suivante.
Proposition 1.3. Siv € My(Q2) et p € M(9R), alors il existe une seule solution u de l’équation
(1.1), en plus u vérifie l’estimation,

lull |y IVl e < CUlmy @) + llullatoa)). (1.18)

N-—-1

Avant de prouver cette proposition, on va annoncer le lemme suivant qui concerne ’approxima-
tion réguliére d’une mesure. (voir [31], lemma 3.4).

Lemme 1.1. Soient E un ouvert R™ et p € M(E) , si on désigne par (pn) une suite ré-
gularisante radiale, alors la suite (p, * u) C C°(E) converge faiblement vers u, en plus on
a:

lon * pllzrmy = pllaace)

Preuve du lemme :

Rappelons que la convolution entre une fonction et une mesure est définie par

(pn * ) (2 /pnx— ) du(y).

Pour ¢ € Cy(E), A partir du théoréme de Fubini on a :

[ @) @ do = [ ([ pata = y)otalde )au(w) = [ oo vln)duty).

La convergence uniforme de (p, *),, vers ¢ dans E implique la convergence faible * de (py, * 1)y,
vers f dans M(E).

On a:
[ 1w n(a)ld < laa

Et d’apres la semi-continuité inférieure de la norme :

Il pm ey < Bminf [ pn * gl a2y

On conclut alors :

1l pmeey < Hminf [|pn * pll gy < limsup (o * pll ey < lpllame)-
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g

Preuve de la Proposition 1.3 On commence par établir I'estimation a priori (1.18) dans le
cas ou u et v sont des fonctions régulieres, puis on va terminer par la preuve de I'existence et
de 'unicité.

Pour k£ > 0, on multiplie I’équation (1.1) par Ty (u) := sign(u) min{k, |u|},
/VuVTk —I—/Tk u—/Tk v + [ Ty
Du fait que T (u)u > 0, on obtient,
/Q VT < kL Vk >0, (1.19)
et que,
/Q T(w)|? < kL Vk > 0, (1.20)

ou L := (Wm0 + lllmeon)) -
Ce qui entraine ([4] , lemma 4.1 et lemma 4.2) que :

N N
|Vu| € M¥-1(Q) et ue MN-2(Q).
Plus précisément, on a les estimations :

{|u| > k}| < CLY2 k=2 Yk >0,

N

{|Vu > kY| < CLT k™51 Yk > 0.
Tenant compte de I’équivalence (1.5),

Cllulfmiqy < sup|{ful > s} < [l gy, (1.21)
on conclut donc qu’on a I'inégalité :

Il g IV S CUPatuc) + il aacosn): (1:22)

Etape 2 :Existence et unicité

Si on consideére le probléme homogene (u = 0, = 0), et on applique l'estimation (1.32) (qu’on
démontrera indépendamment par la suite) pour £ = 1, on obtient [, |u| < 0, d'ot v = 0, et
I'unicité.

Soient vy, := pp *x v et pp = pp * @, ou p, est le méme noyau de convolution radial et régulier
utilisé dans Lemme 1.1 . Les deux suites de fonctions {v, }y, et {un }n convergent étoile faiblement
vers v et u dans M(Q2) , M(9) respectivement, et les deux suites sont bornées.

Soit wu, = H[un,vy] la solution du probléeme (1.1) & données pu,, et v,. L’estimation a priori
(1.22) montre que (uy), (Vu,) sont bornées dans M%(Q), M%(Q) Par conséquent, la suite
(tun)n est bornée dans W1P(Q) pour tout p < N/(N — 1), la réflexivité de WHP(Q) pour
1 <p< N/(N — 1) assure l'existence de u € WP(Q), telle que (u,), converge faiblement vers
u dans chaque espace W1P(Q2) pour 1<p< N/(N —1).
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Pour une fonction test £ € Cq, lorsqu’on fait tendre n vers I'infini dans la formulation faible de
I’équation en u, on obtient,

(o) [u-ac+e) = [dv [ can

L’existence est donc montrée.
Etape 3 : Uestimation (1.18) dans le cas général

Pour k > 0 fixé, I'inégalité (1.19) affirme que (|V7k(un)|)n est bornée dans L%(Q), et I'inégalité
(1.20) permet de déduire que (T (uy))n est bornée dans L%(Q). La réflexivité de I’espace W12(Q)
implique la convergence faible de la suite bornée (T} (uy)), dans W12(Q).

Rappelons que la suite (uy), est bornée dans W'P(Q) (1 < p < N/(N — 1)), et grace au
Théoreme de compacité de Rellich-Kondrachov, (u,), converge fortement vers w dans L9(£2)
(g < N/(N —2)), ainsi la suite u,, converge presque partout vers u. D’ou :

Tk (un) — Tk(u) presque partout dans €.

On conclut que T (u) est la limite faible de (T (up))n . Prenons la limite inférieure dans (1.19),
et a partir de la semi-continuité inférieure de la norme,

/Q!VTk(u)\Q < linrr_giogf/ﬂ VT (un)|* < k(] 0 + il mon))- (1.23)

Cela est valide pour tout k£ > 0, en procédant par la méme démarche utilisée dans I’étape 1 de
la preuve, on déduit :

[0y 3 * 190y < CUP o) + il saom) (1:24)

N s
N—2 N—1(09)

Classiquement, & partir du résultat précédent la trace sur le bord de la solution u appartient a
LP(0Q) pour tout p < N/(N —1). Une assertion plus fine que celle ci est possible, elle est donnée
par la proposition suivante, dont ’avantage principale est de permettre d’avoir un résultat de
compacité de type Rellich-Kondrachov sur le bord.

Proposition 1.4. Soient v € My(Q) , p € M(0R) . La solution u = Hlu,v] du (1.1) a une
trace sur le bord qui satisfait :

(i) si N >3,

H%QIIM%(@Q) < OVl amy ) + el o) (1.25)

(ii) si N =2, pour tout p < oo

U6 I 2r00) < CUIVIIAy @) + Il aco0))- (1.26)

Preuve :

N
D’aprés la Proposition 1.3 et si on utilise les notations des espaces de Lorentz, u € L3, > () et

N
Vu € L& (Q) , donc u appartient a ’espace de Besov B (Nfl)(Q). En utilisant le Théoréme
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de trace dans les espaces de Besov (voir [35]) :
u |pne B (N-D/NN/(N=1) (g0,
avec injection continue, c’est a dire,
Il fog 1| guynavsov-1 o) < Cllull grave-1 g,

L’espace des fonctions mesurables tel que ||u||

1,N/(N— 1)(9)

2 ()

, donc on a

+||Vu|| w~ < oo s’injecte contini-
MN-1(Q)

ment dans l’espace de Besov Bob

N=2(Q)

MN=1(Q)

Jall vy < Cllull e+ Vull e ).
Par conséquent :

1w oo Il grymvsv-n ) < C(HUHML HlIVull, e ) (1.27)

N-2 (Q T(Q)

Et par (1.18), il résulte :

1w loe [l gi/mviv-n) o) < C (IWllmy@) + llellmio)-

Puisque E = N - 1 pour g = E

g N-1 NN-1)’ -2
continfiment dans X avec X := MWN=/N=2(5Q) pour N > 3, et X := LP(Q) pour tout p
fini lorsque N =2, donc on a

, alors espace BYNNN=D(5Q) s'injecte

[u oo Ix < C (W) + lrlmee)

|
Remarque 1.3.

1) La relation (1.27) montre la compacité de l'opérateur trace sur OS). Il faut retenir de cela
le fait qu’a chaque fois qu’on a une suite de solutions (uy) de (1.1) telle que :

||unHM N + ||VU’n||M%(Q) < C < oo,

N2 (@)

alors la trace au bord de u,, converge (a une sous suite) presque partout et fortement dans LP(052)
avec p< (N —=1)/(N —2) lorsque N >3,et p arbitraire lorsque N = 2.

Cela, combiné avec la compacité de u, sur €2, nous permetira de passer simultanément da la
limite de u, dans Q et sur O2.

2) Comme conséquence de Proposition 1.3 et Proposition 1.4, la solution u du probléme (1.1)
appartient auz espaces de Sobolev W14(Q) pour tout 1 < ¢ < N/(N —1). On pourra se demander
si la régularité de u exprimée en termes d’espaces de Marcinkiewicz est la meilleur possible ? La
réponse est positive, en effet, si la solution u appartient a l’espace de Sobolev W4(Q) pour
q:= N/(N —1), alors considérons le probléme

—Av +v=0 dans (,
b 1.28
A |9 v =~y sur 09, (1.28)
on



28 1.2. CADRE LINEAIRE

ou ) est un domaine borné régulier dont le bord contient le point 0, v > 0. Si on considére le
probléeme linéaire
—Aw +w=0 dans €,
9 (1.29)
au =7vdp sur O,
on

alors, d’aprés la régularité présumé,
N-1
w € LN=2(09Q).

Comme on verra au Théoréme 2.4, ceci entraine que le probléme (1.28) admet une solution, or
d’apres le Corollaire 8.2, ceci est impossible.

Une autre alternative de chercher la régularité optimale consiste a exprimer les solutions de (1.1)
en termes de la solution fondamentale qu’on verra dans le prochain paragraphe.

1.2.4 La solution fondamentale

Définition 1.4. : Pour N > 2, soit u la solution du probléme :

—Au +u=v dans €

g—z =pu sur OS.

ov
Multiplions ’équation précédente par une fonction test réguliére v(y) qui vérifie e 0 sur 012,
n

/u(—Av—i—v)da::/vdV—i- vdp.
Q Q 0N
Si en plus v := v(xz,y) vérifie,
—Av(z,-) +v(x,-) =06, dans Q
ov

%(x,) =0 sur 0.

Alors, pour x € Q, la fonction u s’écrit,

uw) = [ v@dry) + [ o)) (1.30)

La fonction v(x,y) est appelé la solution fondamentale du probléme (1.1).

Remarque 1.4. : Lorsque la dimension N = 2, le résultat de la Proposition 1.8 reste valide avec
une petite modification, d savoir u € LP(Q) Vp < oo et Vu € M?(Q), mais la preuve rédigée pour
la Proposition 1.3 n’est pas complétement rigoureuse dans ce cas. Une autre alternative consiste
a utiliser la formule de représentation (1.30) et montrer que la solution w du (1.1) satisfait :

[Vullare) < C(Ivllm@) + el moe)- (1.31)
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1.3 Principe de comparaison

Afin d’établir un principe de comparaison de solutions de (1.1), nous allons établir I'inégalité
suivante analogue a celle de Brezis dans un travail non publié (voir [37], Theorem 2.4).

Lemme 1.2. Soient v € LY(Q) , u € LY(09Q) et soit u € L*(Q) la solution du probléme (1.1).
Alors on a :

/ lu| (AL + &) dx < / Evsign(u) dx +/ & psign(u)dsS, (1.32)
Q Q o0
et
/u+ (—AE+ &) dx < / Evsigny(u)dx —i—/ Epsigng(u)dsS, (1.33)
Q 0 a0

pour tout € € Cq,& > 0.
Preuve :

Soit (vx)x une suite de fonctions positives régulieres, telle que :

(a) vk(s) =0 pour s <0,
(b) Iwcl <1
(c) pour k fixé, la fonction -y est croissante sur R,
(d) La suite (7x(.))x converge ponctuellement sauf en 0 vers sign.(s) .
On peut donner ’exemple suivant d’'une telle suite de fonctions,

0 sir <0,
2,2 : <r<
() = ker - si 0 <_<,€2
—r—3)? sigSr<i
1
1 TEE

On multiplie Péquation (1.1) par la fonction test yj(u)€, ot € est un élément positif de Co. A
noter qu’on a le droit d’utiliser une telle fonction test puisque 7y est bornée.

Donc,
| vuvon@e + [ wnwe= [ wedr + [ sweds
Et puisque 'y;f(s) >0 Vs, alors :

/Q’Yk(U)VuV§ +/ka(U)€ < /ng(u)fdy +/(99 Vi (u)édp.

On définit ;
Ji(r) = /0 w(s)ds,  GR(r) = ry(r).

Utilisons ces nouvelles notations dans I'inégalité précédente,

| Vit ve + [ Ree< [t + [ e

Par une intégration par partie,

- /Q ji(u) A€ + /Q J2(u)e < /Q i(u)Edv + /d ()€ (1.34)
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On voit clairement que,
0 < ji(u) < ji(u) < signy(u)u € L'(9),

les suites de fonctions (j}(u))k et (j2(u))x converge ponctuellement sauf en 0 vers u .

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, (j}(u))x et (j2(u))x convergent fortement
dans L'(2) vers u, := sup(u,0).
En faisant tendre k vers l'infini dans (1.34), on obtient, pour £ € Cq £ >0 :

/ uy (FAE+§)dx < / Evsigny (u)de +/ & psigng(u)dS. (1.35)
Q Q Gi)
L’estimation (1.33) vient d’étre montrer.
La fonction v := —u vérifie :
—Av +v=—v dans
% = —p sur Ofd.

Réécrivons I'inégalité (1.35) pour v :

[ (g4 do <~ [ cvsigniydo — [ ¢psigns(v)ds,
Q Q o0

pour tout £ € Cq,£ >0 .

Remarquons que vy = u_ et signy (v) = sign_(u), ou u_ := sup(—u,0) . Par conséquent la
derniére inégalité prend la forme :

/ u_ (—AE+ &) dx < —/ Evsign_(u)dx —/ & psign_(u)dS. (1.36)
Q Q o0

Rappelons que |u| = uy + u_ et sign(u) = signy(u) — sign_(u), en ajoutant (1.35) a (1.36) ,
on obtient I'inégalité suivante pour |u| :

/ lu| (—AE + &) dx < / Evsign(u) dx +/ & psign(u)dsS,
Q Q o9

pour tout £ € Cq, & >0 .
[

Remarque 1.5. Dans le cas générale ot p et v sont des mesures, les conclusions du lemme pré-

cédent restent encore valide, a savoir que les inégalités seront remplacées par les parties régulieres

des mesures en question.

A partir de (1.33) , si v est une mesure négative dans ) et si p est une mesure négative sur 02,

en prenant £ = 1, on déduit que : / uyrdr <0 ,doncu <0 dans Q,etsillL:=—-A+41;, ona
Q

Lu < 0, on conclut grace au théoréeme de Herglotz-Doob que u|pq est une fonction négative sur

08 (voir [29], Theorem 1.4.1 ).

Dans le cas ou v > 0, et u > 0, par un raisonnement analogue en utilisant 'inégalité (1.36) on

conclut que v > 0 dans {2.
On a donc démontré le principe de comparaison suivant pour le probléeme linéaire (1.1) ,

Corollaire 1.1. Soient v € Myp(Q2), u € M(9Q) et u la solution du probléme (1.1). On a les
conclusions suivantes :
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(i) siv <0 et u<0 alorsu <0,
(i) siv>0 et p >0 alors u > 0.

Soit maintenant v une solution du probleme suivant a données mesures :

—Au +u=v dans €

1.37
Gu + g(u) = p sur 99, (1.37)

avec g est une fonction continue qui vérifie la condition du signe sg(s) > 0 Vs.

Par (1.33), pour tout £ € Cq, £>0:

[ur(-ag+8dr + [ esign. (g < [ Esigni(wv + [ ¢sign ()

Q oN Q o0

Le terme / Esigny (u)g(u)dsS est toujours positif, donc I'inégalité précédente est réduite a :
oN

/u+(—A§+§)daﬁ < / ¢ signy(u) dv +/ & signy (u) dp. (1.38)
Q Q o9

On voit clairement que le role joué par la condition du signe est de permettre d’avoir le méme
principe de comparaison pour le probléme linéaire (1.1) comme pour le probléme non linéaire
(1.37). Ce qu’on énonce par le corollaire suivant.

Corollaire 1.2. soient v € My(Q), p € M(9Q) . Si u est une solution du probléme (1.37),
alors :

(i) siv <0 et u<0 alorsu <0,

(i) siv >0 et p >0 alorsu > 0.

Preuve : similaire a la preuve du Corollaire 1.1.

Remarque 1.6. Par la méme méthode, on peut démontrer que l’inégalité (1.38) demeure encore
valable, pour le probléme suivant,

—Au + h(u) =v dans
— + g(u) = p sur 09,

ot g et h sont des fonctions continues et vérifient la condition du signe.
Ainsi, la conclusion du Corollaire 1.2 reste valable pour ce probléme.

|
On termine ce chapitre par les deux conclusions suivantes, qu’on va les utiliser systématiquement

dans la suite.

Corollaire 1.3. Soient pu, v deux mesures dans M(0Q) tel que p < v. Et soient u,v respecti-
vement les solutions des deux problémes suivants :

—Au +u=0 dans Q

ou (1.39)
n + g(u) =p sur 09,
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—Av +v=0 dans

v (1.40)
n + h(v) =v sur 01,

ot g et h sont deux fonctions continues .

Alors, dans les deuz cas suivants, on a : u < v dans Q :
Cas 1: h=0,v>0¢etg(s)>0 (Vs>0).

Cas 2 : h(s) < g(s) (Vs €R), et l'une des fonctions g(-) ou h(-) est croissante .

Preuve :
Prenons la différence entre les deux équations vérifiées par u et v respectivement, et on note
w = u — v, alors w est solution du probleme :

—Aw +w=0 dans
— + [g(u) = h(v)]=p—v sur 9.
Par (1.33), on a pour tout £ € Cq , £ >0 :

[ w0 (-Ag+ € do + [ gsigni(u—vlgw) = h)]dS < [ € signi(u—v) d(p ).
Q o0 o0
<0. (1.41)

Cas 1 :h=0,v>0cet g(s) >0 (Vs>0)
La solution v est positive, et par la condition sur g, le terme

[ €sign(u—v)lgw) ~ hiv)]ds.
o0

est positif, par conséquent
/ﬂ(u o)y (—AE 4+ &) dr <0 (VE > 0).

D’ou u < wv dans €2, et par I'application & nouveau du théoreme de Herglotz-Doob on conclut

que : u <v dans {2

Cas 2 : h(s) < g(s) (Vs €R) et soit g(-) ou h(-) est croissante.

Si g(+) est croissante, alors pour s,t € R

s>t=g(s) >g(t) > h(t),
= [g(s) — h(t)] > 0.

Et si h(-) est croissante, alors on a

Par conséquent, dans les deux cas, on a
| €sign(u—v)lgw) ~ hv)]dS >0 (V¢ > 0)
o0

Ce qui entraine, comme dans le Cas 1, v < v dans Q.
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La contrepartie du Corollaire 1.3 est donnée par,

Corollaire 1.4. Soient u, m deuz mesures dans M(0Q) tel que m < p. Et soient u,w respec-
tivement les solutions des deux probléemes suivants :

—Au +u=0 dans

ou (1.42)
e — 0
o + g(u) =p sur 09,
—Aw +w =0 dans 2
1.43
w + f(w) =m sur 09, (1.43)
on

ot g et f sont deux fonctions continues .

Alors, dans les deuz cas suivants, on a : w < u dans Q :
Cas 1: f=0,w<0etg(s) <0 (Vs<0).

Cas 2 : g(s) < f(s) (Vs €R), et l'une des fonctions g(-) ou f(-) est croissante .
Preuve :

Considérer I’équation vérifiée par u; := —u et w1 = —w et appliquer le résultat du
Corollaire 1.3.
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Chapitre 2

Problémes non linéaires au bord

2.1 Introduction

A partir de ce chapitre jusqu’a la fin, v est égale a 0.

On a vu lors de ’étude du probléme linéaire (1.1) qu’il n’y a pas de grandes différences lorsque la
donnée p1 est une mesure sur 9 ou bien une fonction de L(9Q) ; les mémes résultats d’existence
et de régularité, les mémes estimations sont valides dans les deux cas. On va voir dans ce
chapitre que ce n’est pas le cas lorsque le probleme considéré contient une non linéarité sur
0Q. Plus précisément, on verra que le probléme lorsqu’on considére la donnée p dans L'(9Q)
admet toujours une solution, tandis que l’existence de solutions lorsque la donnée y appartient
a M;p(092) dépend de la non linéarité g et de la mesure p .

Dans ce chapitre, le probléeme principal étudié est le suivant :

—Au +u =0 dans €,
ou (2.1)

I + g(u) = p sur 99,

avec ¢(.) une fonction croissante qui vérifie s-g(s) > 0 et p est une mesure bornée sur 9f2.

Le sens de la solution est,

1) ue L{Q).
2) g(u) € L'(99).
3) (V¢ € Ca) /Qu(—Ag + &) do + /8(2 g(w)Eds = /89 cdp. (2.2)

Il est important de noter que si u € L'(£2) une solution de —Au + u = 0, alors u admet une
trace sur le bord qui appartient & L'(92), ce qui permet de donner un sens & g(u) au bord, au
moins ponctuellement presque partout.

2.2 Probléme non linéaire a donnée !

On commence la discussion de solution de probléme (2.1) dans un cadre variationnel.
On considere le cadre le plus large possible p € L>(£2) .

On définit formellement la fonctionnelle d’énergie qui correspond au probléme (2.1) par :

I(u) = ;(/Q|Vu|2 + u2> +/m Gu) dS — /mwds, (2.3)
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ou: G(u) := /ug(t) dt .

0

La fonctionnelle I est définie sur le sous espace des fonctions u € W12(€) telles que

G(u)dS < 0. (2.4)
o0N

A noter que dans la fonctionnelle I, le seul terme qui est susceptible de ne pas étre fini pour
u € Wh2(Q) est [y, G(u) dS. On permet & I de prendre la valeur +oo sur W?(Q). On a affaire
a chercher un minimum de I : WH2(Q2) — (—o0, +00], 'existence d’un tel minimum est donné
par le lemme suivant.

Lemme 2.1. Il existe une fonction v dans W5H2(2) tel que :

I(v) = inf{ I(u) /ue W2(Q) }.

Preuve : Remarquons d’abord que si u € WO1 2((2) alors uj,, = 0, par conséquent G(u) =0 ce
qui entraine que I est propre (non identiquement égale a +00) .

La croissance de g entraine que la fonctionnelle I est convexe.

Soit a := inf{I(u) : v € W2(Q)}. 1l existe donc une suite {u,}, € W1?(Q) qui minimise
I.

On a les estimations suivantes sur I,
1 e .
I(u) > 5”“/”12/{/172((2) — el 20 el L200) (G > 0 et inégalité de Holder),

1 PR
> Sl — cllll ooy Ul (théoréme de trace),
1

>
-2

X? —cllpllr2o0) X (X = |lullwrz())-

Cette derniére inégalité montre que la fonctionnelle I est coercive (I — +oo si X — 00),
donc en particulier la suite minimisante ne peut étre que bornée dans W2(Q). Par la suite, la
réflexivité de W5H2(12) entraine l'existence d’un élément v tel que {uy, }, converge faiblement vers
v dans WH2(9), et du théoréme de compacité de Rellich Kondrachov, la suite {u,} converge
vers v ponctuellement presque partout et fortement dans L(€2) Vg < 2*. Aussi, on déduit de
la continuité de I'opérateur trace au bord, que u, converge fortement vers v dans L?(92) et
ponctuellement presque partout .

En utilisant la semi continuité faible de la norme et le lemme de Fatou, on déduit :

/qwﬁ+v%gmmﬁ/qu2+@%
[¢) n—oo (9}

G(v)dS <liminf [ G(u,)dS,

n—oo o0

oN
/ Wty dS — uvdsS.
oN o0

Finalement, on conclut :

I(v) = a:=inf I(u) pour uec Wh?(Q).



2.2. PROBLEME NON LINEAIRE A DONNEE L! 37

La difficulté dans la recherche de I’équation d’Euler-Lagrange associée au fonctionnelle I, vient
du terme GG, dont ce n’est pas évident de différentier le terme G au sens de Fréchet ou au sens de
Gateaux, puisque le terme [, G(v+th)dS peut étre infini pour ¢ suffisamment proche de 0. On
suivra une approche spécifique développée dans ([31] , Proposition 2.3) qui consiste a tronquer la
non linéarité g dans la définition d’énergie (2.3), si on note I.. la fonctionnelle d’énergie associée
a cette troncature, alors ’équation d’Euler-Lagrange dans ce cas admet une solution, 1’étape
suivante consiste a montrer que la non linéarité g. coincide avec celle de g dans les valeurs de la
solution u. du probléme I, autrement dit

gc(uc) = g(uc),

ou u, est la solution qui correspond a 1’énergie I..
Lemme 2.2. Soient g une fonction continue croissante qui vérifie la condition du signe
(s-g(s)>0) etk €R. Sipe L>®(Q), et siv est un minimum du fonctionnelle I sur WH2(€),
alors,

(i) si pour tout t € [k,00), g(t) = |l (a0), alors v < k sur 09,

(ii) si pour tout t € (—o0, k], g(t) < —||pllLe(an), alors v >k sur 0.
Preuve : On va prouver 'assertion (ii), la preuve de (i) est similaire.

Soient v le minimum du fonctionnelle 7, £ un nombre négative, on définit la fonction vy par
v := maz{v,k}, On a :
0 dans v < k,
Vo, =
Vv dans v > k.

Supposons que l'ensemble {v < k} a une mesure strictement positive, et que
pour tout ¢ <k, g(t) < —||pllL=(a0)-

On a donc,

/JVWF</ﬁvm%
Q Q

(inégalité est stricte puisque |[{v < k}| > 0)

et,

ot = ok [ 0=

>4%
En plus,
Jyn 600 = [, 600 [ f60) - Gulas,

= Ja G0 = [y [0~ Gl S

Pour s < k,
G =G = [ gyt = (s— k) o gl

d’ou

[ o< [ cw) - sw g [  @-kds
o9 o9 te(—o0,k) a9N{v<k}
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Enfin,

/ vku:/ v+ (k—v)p.
o0 o0 o0Nn{v<k}

Rassemblons les termes qui constituent 1’énergie de vy et v ,

1) < 1(0) - | (sup g(t)+p) (v—k)dS.
00N {v<k} te(—oo,k)

Ce qui entraine que I(vg) < I(v) qui est impossible, par conséquent v > k presque partout.

La preuve de 'assertion (ii) est achevée.

La solution de I’équation (2.1) lorsque p € L*°(09) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.1. Soient p € L®(0R), g une non linéarité croissante qui vérifie sg(s) > 0,
alors l’équation d’Euler-Lagrange associée au fonctionnelle I admet une solution v € W12(Q)
qui vérifie :

19()[| Lo a2y < M[ll Loo002)-

Preuve : Si (Vt € R) [g(t)] < [|p[| o< (a0), alors I'équation d’Euler-Lagrange associée a I admet
une solution.

Supposons que : Vt g(t) < [|p]| Lo (a0) et qu’il existe k < 0 tel que : g(k) = —||pl| Lo (a0)-

Soit gi la fonction définie par :

~ Ja(k) sit<k,
gu(t) = {g(t) sit>k.

La fonction gj est bornée, soit I la fonctionnelle d’énergie définie par :

Te(u) = ;/Q(ywﬁ +2) + /m Gk(u)dS—/Q,uudS,

t

ou Gi(t) ::/O gk (s) ds .

Le probléme de minimisation associé & I admet une solution v € W12(Q), et puisque g est
bornée, la fonction v vérifie I’équation d’Euler-Lagrange :

[ (909 +06) + [ (@) - n€)ds =0 (v € W)
Q o0

D’apres le Lemme 2.2 partie (i), v > k sur 092, d’ou gx(v) = g(v), donc v est solution de
I’équation d’Euler-Lagrange associée a I, et classiquement par intégration par partie, v est
solution du (2.1).

Lorsque g n’a ni borne inférieure ni borne supérieure, la méme preuve est valide si on redéfinit
la fonction g comme suite :

g(kl) sit < kl,
ge(t) = qg(t)  siki <t <k,
g(/ﬁg) sit > ko,

avec g(k1) = —||pllLe(an) et glk2) = [|pll Lo a0)-

Le cas ou g est bornée inférieurement est similaire (voir [31] , proof of Proposition 2.3).
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La proposition suivante est le résultat principal de cette section.

Proposition 2.2. Soient g : R — R, une fonction continue, croissante et qui satisfait la condi-
tion du signe s - g(s) > 0, et soit u une fonction intégrable sur 0. Alors il existe une solution
unique u du probléme (2.1), en plus cette solution vérifie :

/Q\u]d:r + /m\g(u)mg/m 1l dS. (2.5)

Preuve : Soit p; = sign(u) min{k, |u|}, la suite (ug)r appartient a L°°(09), en plus (ux)
converge fortement vers p dans L'(9Q) .

Soit uy la solution du probléme :

—Aug + ui =0 dans Q

2.6
Ou + g(ug) = p sur 09Q. (26)
on

L’existence d'une telle solution résulte de la Proposition 2.1, la solution u; € L'(Q) satis-
fait,

[u-a¢+ 6+ [ guds= [ guds (%eca). (2.7)
Q o0 o0

Pour deux indices k et [ arbitraire, faisons la différence entre les deux équations vérifient par ug
et w; respectivement, la fonction [up — ;] est solution de :

—Afug, —w] + [ur —w) =0 dans €,
8[’U,k — ul]

on + [g(uk) — g(w)] = [ — ] sur 0Q.

Utilisons I'inégalité (1.32) en remplagant £ par 1,

[l =wldo + [ o) = gt < [ e~ ] ds. (2.8)
Q o2 15)9)

La convergence forte de (i) vers u entraine la convergence forte dans L!(Q) de (uy) vers une
limite qu’on note u, et celle de (g(uy))x vers un élément de L(9S2) qui sera nécessairement sa
limite ponctuelle g(u).

Lorsque k tend vers l'infini, la limite de la formulation faible de la solution uy de (2.7) est,

[uas+ o+ [ geas= [ euds (v eco)

L’existence vient d’étre établi.

Pour I'unicité, il suffit de prendre pup = p; = p dans le formalisme précédent, et ainsi remplacer
[ur — ] par 0 dans (2.8).

L’inégalité (2.5) n’est rien d’autre que (1.32), lorsque, & = 1 et la donnée au bord considérée est
[k = g(u)].
|
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Problemes avec données mesures

Pour voir la différence entre le probléme non linéaire & donnée L'(92) et celui & donnée M, (952),
prenons par exemple I’approche utilisée dans la démonstration du Proposition 2.2, et essayons de
I'appliquer au cas de mesures. Lorsque p € L'(92), on peut toujours I’approximer fortement
par une suite (u;)r C L= (09), et puisque I'espace L'(9€2) est un sous espace fermé de M (99),
dans le cas ou p € M(9€) tout ce qu’on peut avoir comme approximation de p par des fonctions
intégrables ne peut avoir lieu que par une approximation faible. L’information clé dans la preuve
précédente est I'inégalité (2.8), la méme inégalité est valable au cas de mesure mais tout ce qu’on
peut d’en déduire est le fait que g(ux) est bornée dans L'. Dans ce cas si on combine cette
estimation avec celle sur u,, dans ’estimation (1.18), on déduit que la suite {uy} est bornée dans
WLP(Q) pour tout p < N/(N —1)), et comme nous avons déja vu sur la compacité, cela implique
en particulier que uy, converge dans L'(Q2) x L'(9Q) vers une fonction u, et par conséquent les
termes linéaires dans la formulation faible de la solution uj convergent vers les termes linéaires de
la formulation faible de solution u. D’autre part g(uy) converge ponctuellement presque partout
vers g(u), mais le terme non linéaire de la formulation faible correspondant a g(ux) ne converge
pas nécessairement vers un terme exprimé en g(u). En effet, tout ce qu’'on peut dire c’est la
convergence étoile faible de g(ug) vers une mesure sur le bord. Ainsi le probléeme d’obtenir une
solution en procédant par cette approche est résumé maintenant a la convergence faible de g(uy)
vers sa limite ponctuelle g(u).

Afin d’obtenir une solution lorsque u € M;(09), il existe deux types d’approches pour assurer
la convergence faible (voir forte) de g(uy) vers g(u). La premiere est de poser des conditions sur
la mesure donnée, la deuxiéme consiste a supposer des conditions sur la non linéarité g .

On verra dans la suite quelques résultats dans cette direction.

2.3 Non linéarité sous critique en dimension N > 3

Définition 2.1. Supposons N > 3. Soit g une fonction continue qui satisfait la condition du
signe (sg(s) > 0). On dit que g satisfait la condition de singularité faible au bord si

/100(9(5) +lg(=s))s~ BNV ds < oo, (2.9)

Théoréme 2.1. Supposons N > 3 et g une fonction continue qui satisfait la condition de
singularité faible au bord. Alors pour tout p € M(92), le probléme (2.1) admet une solution u,
en plus on a l’estimation,

[ulde + [ lg)ldS < lnllaon (2:10)
Q o0N

Si en plus g est croissante, alors la solution est unique.
Preuve :

Soit (ug)r une suite de fonctions continues qui converge faiblement vers u , en particulier
| 14x | m(a0) est bornée. On note wy, la solution du probleme

—Auy + up =0 dans €,
Ouy,

n + g(uk) = pe sur 0N

A partir de I'estimation (2.5) on conclut que {g(ug)}x est bornée dans L'(99), cela combiné
avec l'estimation dans Proposition 1.3 et celle de Proposition 1.4 on déduit que la suite (ug)g
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converge fortement dans L'(€2) et dans L'(99Q) (voir aussi la Remarque 1.3). Ainsi {g(us)}x
converge ponctuellement presque partout vers g(u) en plus on a l'estimation ,

[ unlde + [ lg(lds < el ion (211)

On consideére la suite d’approximation {p} celle du Lemme 1.1. Si on prend la limite inférieure
dans l'estimation (2.11) et on applique le lemme de Fatou,

/\u|dx+/ w)|dS </ d|ul. (2.12)

On a bien prouvé l'inégalité (2.10). Reste a montrer que u est bien une solution. Afin de montrer
la convergence forte de (g(uy))x vers g(u) dans L'(9€), nous allons utiliser le lemme de Vitali
et montrer I’équi-intégrabilité de la suite (g(ug)) -

Soient € > 0, ¢ C 92 un ensemble borélien et R > 0,

[ latuias < [ gl + [ (gllul) + lo(~lul)]) dS
o on{|ug|<R} on{|ug|>R}

< g(R) |o] + (9(Jukl) + lg(=|ux]I) dS
o{|uk|>R}

olt §(F) = max |9(x)].

Pour A\ > 0, soit ag(\) := [{z € 0Q : |ug(z)| > A}|, ot pour un ensemble E C 952, on note dans
ce cas |E| sa mesure de Lebesgue en dimension N — 1.

D’apres la Proposition 1.4, 'inégalité (1.25) , et les propriétés des espaces de Marcinkiewicz
(voir Chapitre 1),

ap(N) < O g || N/ V=2 \=(N=D/(IN=2) < ¢y \~(N=D/(N=2)

Par l'utilisation du principe de Cavalieri [40] , et I'intégration par parties,

Lo ol + oS < [ (glul) +lg(~fuxDl) dS
on{|ug|>R} {luk|>R}

<= [T + lg(=2) dan (),
< au(R)(g(R) + lo(-R)) + [~ N dlglh) + lg(-N]).
Estimons cette derniére intégrale,
[, e + lg(=N)) < € / T AODIOD4(g(0) + Jg(=A)),
~Cis(F) + =R
5 [ (60 + lg(-n) AT DN gy,

+

01

-2
Finalement,

N -1
N -2

/ |9(uk)| dS < §(R) |o| +Ch /:(Q(A) + g(=A\)) AmEN=3)/(N=2) gy
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Utilisons ’hypothése (2.9), on fixe le parametre R > 0 de telle sorte a avoir,

N -1 [
N-2Jr

Cy (g(\) + [g(=A)) ATEN=3/ =2 gy < g

Si on prend
€

0 < =5,
2 + 2g(R)

alors, pour tout o tel que |o| < 4,

[ latulds <e.

L’équi-intégrabilité vient d’étre établie. Lorsqu’on passe a la limite dans la formulation faible de
la solution en wuy , on conclut que u est bien une solution du probléme (2.1).

Supposons maintenant que g est croissante, et que u et v sont deux solutions du probléme (2.1)
avec data u. Considérons la fonction w := u — v, ainsi w vérifie

—Aw +w =0 dans (),

w 2.13
g—n + [g(u) —g(v)] =0 sur OS. (2.13)

En appliquant Iestimation (1.32) pour £ =1

/ |w|dz + / [g(u) — g(v)] sign(u — v)dS <O0. (2.14)
Q o9

La croissance de g entraine que le produit [g(u) — g(v)] sign(u — v) est positive, ce qui entraine
que w = 0. D’ou I'unicité.

|
Remarque 2.1. :

1) L’exzemple typique d’une non linéarité faiblement sous critique au bord est |u[P~'u
pour 1 <p< (N —1)/(N —2).

2) Lorsque g(u) := |ulP~'u avec p > (N — 1)/(N — 2) on verra au Chapitre 3 que le pro-
bleme peut ne pas admettre de solution, et qu’une condition supplémentaire sur la mesure p
s’impose pour avoir 'ezistence de solution (Théoréme 3.2). Cette condition est similaire da celle
de Baras et Pierre dans ([3] , Théoréme 4.1) .

2.4 Probléme en dimension N=2

L’étude du probléme (2.1) en dimension N = 2, lorsque la donnée est une mesure, est effectuée
en utilisant la notion d’ordre de croissance exponentielle introduite par J.L.Vazquez [36]. Nous
allons voir en premier temps que lorsque la non linéarité a un ordre de croissance exponentielle
nul, le probléme (2.1) admet une solution pour toute mesure p € M(9S2) sans aucune condition
supplémentaire sur cette mesure, ce qu’on peut classer dans le contexte de non linéarité sous
critique en dimension N > 3. Lorsque la dimension N = 2, le résultat du Théoreme 2.2 n’a pas
d’analogue en dimension N > 3, la puissance de ce résultat est de pouvoir exprimer toute les
mesures p pour lesquels le probléme (2.1) admet une solution pour une non linéarité fixée. Ce
résultat est fortement liée au concept de mesures réduites introduites par H. Brezis, A.C.Ponce
et M.Marcus dans [10] et dans [11] . En effet le secret du Théoréme 2.2 est de pouvoir caractériser
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la mesure réduite et de donner le lien entre cette mesure réduite et la mesure initiale p et cela
en termes de deux parametres qui dépendaient de la non linéarité g.

On consideére maintenant 2 un domaine connexe de R?, la fonction g(.) est une fonction continue
qui satisfait la condition du signe s - g(s) > 0 et p une mesure finie sur 9.

Définition 2.2. On définit pour une fonction h € C([0,00)), h > 0, lordre de croissance
exponentiel a linfini par :

at(h) :==inf{a > 0: /OOO h(s)e™**ds < oo}. (2.15)

Sih € C([—00,0)), h <0, alors lordre de croissance exponentiel a moins l'infini est :

a—_(h):=sup{a <0: /0 h(s)e™**ds > —oo}. (2.16)

—00

Exemples 2.1 :

(1) Si h(s) = < ::4

pour a = a4 (h), c’est a dire 'infimum dans ce cas est un minimum.

o0
pour v > 0, alors ay(h) = «, en plus l'intégrale / h(s)e”**ds est finie
0

(2) si h(s) = [s|9 €% pour B,q > 0 alors il est clair que ay(h) = f, par contre l'inté-

[0.9]
grale h(s)e”*®ds est infinie pour a := a4 (h). Ce qui veut dire que l'infimum n’est pas

Jo
atteint.

2.4.1 Solvabilité inconditionnelle

Définition 2.3. On dit qu’une fonction continue g satisfait l’hypothese de singularité faible sur
le bord en dimension 2, si :

(i) sg(s) >0 (VseR),

(i) il existe une fonction croissante g1 € C([0,00)), g1 > 0 telle que ay(g1) =0, et que
9(s) < gi(s) Vs =0,

(iii) il existe une fonction croissante g2 € C[—00,0)), g2 < 0 telle que a_(g2) =0, et que
9(s) = g2(s) Vs <0.

On peut réécrire ’hypothése de croissance exponentielle d’ordre 0 sur les fonctions g1 et ga, par :

(Va > 0) /Ooo(gl(s) — ga(—9)) e ¥ ds < 0.

Proposition 2.3. On considére N = 2. Soit g une fonction continue qui vérifie la condition du
signe. Si g satisfait Uhypothése de singularité faible sur le bord en dimension 2, alors pour toute
mesure p € M(9R), le probléme (2.1) admet une solution . En plus on a l’estimation

[tulde+ [ lgw]ds <l (27)
Q o0

Preuve :

E’tape 1:
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Soit (pn) C C°(0N2) qui converge étoile faiblement vers p au sens des mesures sur 092. C’est a
dire :

(V€ € Co(0) /8 s [ e

Soit u, la solution tres faible du probleme :

—Au, +uy =0 dans Q

Ouy, (2.18)
n + g(up) = pn, sur OS2

A partir de (2.5), la solution wu,, vérifie Pestimation,
/ |z +/ lg(un)| dS < / fin] dS. (2.19)
Q onN o0

Combinons la derniére estimation avec l'estimation (1.31), on obtient,

IVun|[a20) < Clltn — g(un)l) 1 (50)
< Cy. (2.20)

Donc, pour a € 2, on a,

/ |Vun|d:r§02|QﬁBr(a)’%7
QN B, (a)
< co\/Tr.

Ce qui entraine, grice au théoréeme de John et Nirenberg (voir par exemple [24] Théoréme
7.21) :

< < .
/Qexp(@ﬁ)cm < C|Q]e:cp(62ﬁ dx < c3, (2.21)

. _ 1 1 .
ou A est une constante, u, := @ / updz. et c3 une constante indépendante de n (puisque u,,
Q
est bornée dans L'(Q)).

Par conséquent u,, € LP(Q2) Vp < oo et il existe un ¢5 > 0 et 8 > 0 telle que :
0n(t) == |{z : |un| >t} < cse Pt (¥t >0).

On conclut que {u,} converge faiblement dans W1H2=9(Q2) vers une limite qu'on note u et
converge fortement et ponctuellement vers u dans L4(£2) pour tout ¢ > 1.

Si on prend {un} tel que |[unllr100) = Ilkllm@o) (comme dans Lemme 1.1) et on passe a la
limite inférieure dans (2.19) et en appliquant le lemme de Fatou, on obtient I’estimation (2.17).
Reste a montrer que u est une solution.

Etape 2 : Convergence

La fonction u,, est solution de (2.18) si,

(V€ € Co) /Q Uun(—AE + €)da + /8  glun)sds = /8 €undS. (2.22)

A partir de résultats de I'étape 1, les deux termes de (2.22) [qun(—AE + &)dx et [oq EpndS
convergent respectivement vers [o u(—A& +&)dr et [5, {pdS pour tout £ € Cq.
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La suite (g(uy)), converge ponctuellement vers g(u), pour montrer la convergence forte de
(g(un)) dans L1(99) il suffit de montrer que la suite est équi-intégrable.

Soit F un ensemble borélien inclus dans 052, et R > 0 un parametre qu’on va préciser ultérieu-
rement. On a

[ lstwlas < [ e (1un) = g2l ) 5

i /Em{un|>R} <gl(|“”|) = g2(=ul) >dS,
= (gl(m' _92(—\R|>>IEI —/ROO (91(5) —92(—5)>d0n(s).

Par intégration par partie,

[ (5106) — 92(=5) )t (s
= (gl(R) - 92(—R)>9n(R> + /: 0n<s>d(gl(s) - 92(—3)>a
< (0B - o) Jes e s [~ e (a(s) - a(—)):

Une nouvelle intégration par partie donne :

[ (0165) = 2=) )a0us) < s [ e (a(s) — o) ).

Puisque g vérifie 'hypothese de singularité faible sur le bord, on peut choisir R suffisamment
grand tel que pour € > 0 arbitraire :

Bes /Oo e Ps (91(8) — 92(—8)>dS < %

R

€
On choisit § < de telle sorte ,

2(1+g1(R) — g2(R))

€
lg1(R) — g2(—R)| |E| < 5 pour tout E, |E| <é.

Avec ce choix de 0, pour tout ensemble borélien E tel que |E| < 4, on a

/ 19(un)[dS < e.
E

La convergence ponctuelle et ’équi-intégrabilité de la suite g(u,) entraine, par utilisation du
lemme de Vitali, que g(u,) converge fortement dans L!(992) vers g(u), et ainsi en faisant tendre
n vers l'infini dans (2.22), on conclut que u est une solution.

2.4.2 Mesures sous critiques

Définition 2.4. Soient g une fonction continue qui vérifie s g(s) > 0 et p € M(9Q) qui admet
la décomposition de Lebesgue suivante :

/J':/J'T + IU’S +Z Ci5$i7
i€l
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ot - est la partie réguliere de la décomposition par rapport a la mesure de Hausdorff Hy et us est
la partie singuliére non atomique, l’ensemble {c;, z;}icr désigne l’ensemble au plus dénombrable
des atomes.

On dit que p est sous critique dans le bord par rapport ¢ g si

Viel. (2.23)

Définition 2.5. : (La condition d’intégrabilité)

On suppose que g est une fonction continue. On dit que g vérifie la condition d’intégrabilité
sur OS) si pour tout w,u,uw € LY(09), tel que u < u < @ dans 09, si g(u) € LY(09) et si
g(w) € LY(09), alors g(u) € L*(09).

Une définition alternative de la condition d’intégrabilité est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2.3. Si g est une fonction continue, alors g vérifie la condition d’intégrabilité sur OS2
si et seulement si, pour tout u,uw € L*(9Q) tel que u < dans S et que g(u); g(u) € L1(9R), il
existe h € LY (0Q) tel que pour tout u € L*(0), si u < u <7 dans 09, alors |g(u)| < h dans
00.

Voir [31], Lemme 6.9 pour la preuve.

Comme conséquence de la condition d’intégrabilité, on a le corollaire suivant ([31], Corollaire
6.10).

Corollaire 2.1. Supposons que g est une fonction continue qui satisfait la condition d’intégra-
bilité sur Q. Si (un)n est une suite monotone de L'(0S)) qui converge a u dans L'(9Q), et si
pour tout n, g(u,) € L'(90Q), alors {g(un)}n converge vers g(u) dans L*(9S2) si et seulement si
g(u) € LY(99).

Esquisse de la preuve

L’une des deux implications est claire. Pour I'autre implication, supposons que g(u) € L'(92), et
montrons que g(u,) — g(u) fortement dans L'(09). Sans perte de généralité, on peut supposer
que (uy) est décroissante.

On a u < u, < ug, pour tout n € N, et puisque les deux fonctions g(ug), g(u) sont dans L! alors
par le résultat du Lemme 2.3, il existe h € L', tel qu'on a |g(uy,)| < h, ainsi la convergence forte
de g(uy) est déduite grace au théoréeme de convergence dominée de Lebesgue.

O
Théoréme 2.2. Soit g une fonction de classe C?, convexe, et qui vérifie la condition du signe.
Si en plus g vérifie 'une des conditions suivantes

i) les deux quantités ay(g) et a_(g) sont atteintes,
it) g est croissante,

iti) g vérifie la condition d’intégrabilité sur OSQ.

Alors le probléme,
—Au +u=0 dans RZ,
2.24
Gu + g(u) = ¢y sur ORZ, (2.24)
on

admet une solution u st et seulement si

(2.25)
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La condition nécessaire de ce théoréme est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2.4. Supposons que g est une fonction de classe C?, conveze, et qui vérifie la condition

du signe. Si
™

a+(9)

alors le probleme (2.24) n’admet pas de solution.

c>

)

Preuve du lemme :

Supposons qu’une telle solution u existe. Clairement 0 S u < ¢ (la notation < pour les
fonctions exprime le fait qu’on a l'inégalité < partout, sans autant qu’on a les deux fonctions
soient identiquement égaux), ou 1 est la solution du

—AyY +¢Y =0 dans R?l—v

N (2.26)
= do sur 8]1%1.

La fonction v a le comportement asymptotique suivant (voir Appendice 5.5)

1
Y(x) = —=log|z| + o(1) quand z — 0 et 0 < (z) < ce™® quand 2 — . (2.27)
™

On remarque qu’on a dans Ra_,

~Agou(z) + goulw)=—g (u)u —g ()| Vul* + g(u),

—g (W)u+ g(u) (car g est convexe),

IN A

[¢'(6) — g (u)]u pour un certain o €)0,u]
(théoreme des accroissement fini entre (0, u)),

< 0. (g est convexe)

Donc g o u est une sous-solution positive. Comme g o u(.,0) € L'(R) alors

400 400
/ gou(ry,xe)dr; < / gou(xy,0)dry Vg > 0. (2.28)

—00 —0o0
Définissons w = u — ¢1p. Alors en coordonnées radiales ; w vérifie

1 1
—Wpp — ;wT - 7721099 +w=0. (2.29)

Soit X (r) = / w(r,#) dh, comme
0

—/ weg d0 = —[wy(r,.)]g = —we(r,m) + we(r,0) = r(gou(r,m) + gou(r,0)).
0
On obtient en intégrant 1’équation de w entre (0, ),
—(er)l +7rX(r)+ (gou(r,m) + gou(r,0)) = 0. (2.30)

Puisque

| tgoutrm + goutro)dr = [ gouds <,
0 0

2
L
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et,

/OOOX(r)rdr:/ w(x) dr < oo,

2
R

on déduit que 7 +— X () admet une limite finie o quand 7 tend vers 0.

Supposons que « # 0, alors

/

X (r)= % (140(1)) quand r — 0.

Par conséquent,
X(r) =a(logr)(14+o(1)) quand r — 0.
Clairement « ne peut pas étre positif. Donc

/OTr u(r,0)df = (c+ a) (1 +o(1)) log(r~!) quand r — 0.

Ainsi,

/Oﬂur(r, 0) do = —(“f‘) (140(1)) quand r— 0.

Pour € > 0 on pose B¢ = B‘NR2 = {x = (z1,22) : |2| > €, 22 > 0}. Puisque Lu := —Au+u =0
dans Ri, on a

o:/ uLgdm—/ 8“5d$+/ &‘gdm1+/ % 48,
BFe oBFenr2 On oR2 NoBF® 02 aBFe On

Quand € — 0, on a les limites suivantes

/ ulLé dx — / ullé dzx,
Bte R2

—/ %ﬁdS:e/ﬂuT(e,G)g(e,G)dH%—(c+a)§(0),
9] 0

BFenr2 On

0
/ —gu dsS — 0,
aBte On
et,
0
/ igdxlz/ gou§d$1—>/ gou§ dry.
ORZNoBFe 02 OR2 NAB e ORZ

Finalement,

/ ullg dw—i—/ gou&dr; = (c+ a)£(0).
R2 OR2

Contradiction, donc v = 0. Par conséquence, si r — 0,

™

[t yds =S 4o(n) et [ ur,)do = clog <1> et

0 r
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On utilise maintenant ’hypothese de convexité portant sur la fonction g. Si ¢ > @, alors pour
tout ~y E]ﬁ, c[ il existe r,, > 0 tel que

l/ u(r,0)do > llog (1) Vr €0, r,].
0 T r

s

Par application de I'inégalité de Jensen,

1 1 1
7/ gou(r,@)d@Zg(/ u(r,G)dQ) zg<710g ())
7 Jo 7 Jo T r
D’ou, pour § > 0

1 rm 1 1 2 roo "
/ / gou(r,0)dor® dr > 7r/ g<7 log <)> PO dr = / g(s) o S (AF0)s 4o
070 0 \T r v Jo

On choisit ¢ tel que Z(1 + ) < a4(g) et on en déduit que

//gourﬁd&r dr—oo<:>// gou(zry,x2) _ dwydry =00
(951"'33%)2

1 dxq 1 dxq
/ gou(zy,x2)——"— S/ gou(zy, z2)————,
-1 (z] +23)2 /-1 (] +23)2

1 1
— 6‘/11goldaq,$2)d$b

)

1

1
T 5/ gou(zy,0)dx;.
Ty 0 J-1

IA

IA

Par intégration
1 1 dxldxg
/ / gou(zry, ) — 5 < 00.
0 -1 (ef +a3) >

Contradiction.

La preuve que le probleme (2.24) iée a ajr(g) n’admet pas de solution est similaire.
Preuve du Théoréme 2.2 : Condition suffisante
On note 2 = Ri.

La solution u du probléme (2.24) est majorée par la fonction ||, et minorée par —|c|v), donc
une condition suffisante de solvabilité est

—00 < ./8(2 g(cy)dS < 0. (2.31)

(Pour plus de détails, voir la prochaine section 2.5).

Puisque la fonction ¢ a une singularité au voisinage de 0 d’ordre —(1/7) logr, alors 0 est la seule
singularité de l'intégrale précédente, donc (2.31) est équivalente &

—oo</ g(c ( ))d5<oo (2.32)
00N {ail|<1} \ T ||
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En effectuant le changement s = —= logr, cette derniere condition est vérifiée pour tout c tel
que
T T
<c< . (2.33)
a-(g) a+(g)

Par contre, comme on a déja vu dans Exemples 2.1, il n’est pas clair que (2.32) soit finie pour
¢ = 7/(a+(g)) ou bien ¢ = 7/(a_(g))-

Si les deux extrémaux a4 (g) et a—(g) sont atteints (voir Définition 2.2) alors les inégalités dans
(2.33) devienne large, ce qui donnera le résultat du Théoreme.

On s’intéresse maintenant au cas ou 'une des quantités a;(g); a—(g) n’est pas atteinte. Pour
fixer, supposons que ay(g) n'est pas atteinte et montrons que le probleme (2.24) associé a
c = af(g) admet une solution et cela en supposant que 'une des hypotheses ii) ou iii) soit

vérifier.

Soit ¢y, €]0, #(g)[ une suite strictement croissante qui converge vers ¢ := ﬁ.

Alors la suite de problémes

—Au, +u, =0 dans Ra_,

Ouy,
o + g(up) = ¢ndo sur 8Ri,

(2.34)

admet chacun une solution u,, telle que 0 S u,, S 1.

La croissance de ¢, entraine que u, est croissante, par conséquent elle converge presque par-
tout et fortement dans L'(2) x L'(9Q) vers une limite qu'on note u. Ainsi, la suite g(u,)
converge presque partout vers g(u). Utilisons la fonction test 173 = 1 dans I’équation en u,, on
obtient,

/Qun + /89 g(up) dS = cy,. (2.35)

En passant a la limite lorsque n tend vers l'infini, on conclut que

lim g(uy)dS = (c— / u) < 0. (2.36)
n—oo o0 [¢)

Par conséquent,

e si g est croissante, alors g(u,) converge fortement dans L'(9€Q) vers g(u), et cela grace au
théoreme de la convergence monotone de Beppo-Levi,

e et si g vérifie la condition d’intégrabilité sur 9, alors la convergence forte dans L!(99) de la
suite {g(un)}n vers g(u) découle du Corollaire 2.1.

Finalement, dans les deux cas, en laissant n tend vers infini dans la formulation faible de la
solution de (2.34), on conclut que le probleme (2.24) pour ¢ = 7/a4(g) admet une solution.

La preuve que le probleme (2.24) associé & ¢ = w/a_(g) admet une solution est similaire.

|
Remarque 2.2. Noter que la seule utilisation des conditions i), i) et iii) du Théoréme 2.2 est
pour assurer ['existence d’une solution de (2.24) lorsque ¢ = w/a4(g) et lorsque ¢ = mw/a_(g).

Pour un domaine Q quelconque, et pour une donnée p € M;(0Q2) arbitraire. On conjecture
qu'une version plus générale du théoréme précédent est valide. Ce qu’on 'annonce par le théo-
reme suivant.
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Théoréme 2.3. Supposons N = 2. Soit up € M(9Q) qui admet la décomposition de Lebesgue
sutvante :

n= Uy + s —1—2 Cz5xl
iel

Alors le probléme (2.1) admet une solution si et seulement si :

a—(g) =6s a+(g)

Viel. (2.37)

Remarque 2.3. :

(1) La Proposition 2.3 est un cas particulier du Théoréme 2.3, en effet lorsque g vérifie la
condition de singularité faible sur le bord en dimension 2, alors ay(g) = a—(g) = 0, ainsi la
condition (2.37) est vérifié pour toute mesure u, autrement dit toute mesure sur le bord est sous
critique par rapport d@ g.

2.5 Mesures admissibles
Définition 2.6. Soit p € M(92), avec la décomposition = p+ — p—. On dit que p est
g—admissible si

9(Dy,) +lg(-Dp )| € L'(0Q). (2.38)

Théoréeme 2.4. Soit g une fonction continue croissante qui satisfait la condition du signe. St
e M(0Q) est g-admissible, alors le probléme (2.1) admet une solution unique. En plus on a
[’estimation,

lullzr) + llg(w) a0y < llllamon)- (2.39)

Preuve : Si u , v sont des solutions du méme probleme (2.1) alors (u — v) vérifie :

—A(u—v) +(u—v) =0 dans €,

Ou—v) + [g(u) — g(v)] =0 sur ON.

Puisque : (u—wv) [g(u) —g(v)] > 0, alors le principe de comparaison dans le Corollaire 1.2 entraine
que u = v, d’ou 'unicité.

Soit vy := H,, 'unique solution positive du probleme :

—Avy +v1 =0 dans €,

o (2.40)
A s sur OS2,
on

et soit vy := —H,,_ I'unique solution négative du probleme :

—Avy +v9 =0 dans €,

2.41
% = —p_ sur Of. ( )

on
Soit gi(s) = sign(s) min{[g(s)|,|g(k)[}, et uy la solution du :

—Aug +up =0 dans S,

2.42
Ous + gx(ug) = p sur O0Q. (2.42)
on
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Rappelons que la solution est prise au sens suivant :

[un(-8¢ +&dz + [ ge(w)as = [ e (¥ € Ca). (2.43)
Q o0 o0

Noter que (2.42) admet une solution unique, puisque g est une non linéarité sous-critique
croissante (voir Théoréme 2.1 et Proposition 2.3).

On a:
—A(vg —ug) + (v2 —ug) =0 dans Q,

8('02 - uk)
on
D’apres (1.33), pour tout £ € Cq £ >0 :

= —p— — p + gr(ug) sur O0Q.

/ (v2 — up)+ (AL + §)dr < / Esign (v2 — ug) (—p+ + gr(uk))dS,
Q o0

< /aQ Egr(ug)signy (v — ug)dS,

< 0. (puisque vy <0)

Par conséquent vy < uy dans € .

Prenons la différence entre les deux équations (2.42) et (2.40), alors (uy — v1) est solution

de :
—A(ug —v1) + (up —v1) =0 dans €,

O(ug — 1)
on

D’une maniére équivalente (ux — v1) est solution de :

+ gk(uk) = p — pg sur OQ.

—A(ug —v1) + (up —v1) =0 dans €,

Uk — U 9.44
a(gnl) + gk (uk) — gr(v1)] = —p— — gr(v1) sur OQ. (2.44)

Puisque v; > 0 alors terme —pu_ — gi(v1) est négative, en outre (gx(ug) — gx(v1))(ux —v1) >0,
c’est a dire que la non linéarité du probléme (2.44) vérifie la condition du signe, par application
du Corollaire 1.2 cas (i) on déduit que ux < v; dans S

On a donc,
ve < up <wv; dans Q. (2.45)
On déduit :

|9k (u) < gr(v1) +[gr(v2)] sur 09,
< g(v1) + |g(v2)| sur 0. (2.46)

L’estimation (1.18) implique :

lull | ey 1Vl < Cllullmon) +llgtvilizioe) + llg(w2)llzoa)-

N-—-1

Comme conséquence du théoreme de compacité de Rellich-Kondrachov, il existe une sous suite
{ug} et u dans W14(Q) (pour tout ¢ < N/(N — 1)) tel que {uy} converge vers u dans L'(Q) et
presque partout dans €2 .

En outre, la suite g (uy) converge presque partout vers g(u) et ’hypothése d’admissibilité (2.38)
assure 1'équi-intégrabilité de gi(ur). Comme conséquence du lemme de Vitalli on conclut la
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convergence forte dans L'(9€) de gx(uz) vers g(u). Lorsqu’on fait tendre k vers l'infini dans la
formulation faible (2.43), on obtient que u est la solution faible de (2.1) .

Rappelons (voir (2.10) et (2.17)) qu’on a l’estimation suivante,

lukll ) + llgr(ur)llLr@oo) < [lpllvm@o)-

Si on passe a la limite, on obtient bien I’estimation (2.39).
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Chapitre 3

Singularités éliminables pour des
non linéarités de type puissance

3.1 Présentation du probleme

On a vu au chapitre précédent que lorsque la non linéarité g est de type puissance
g(u) = |ulP~'u, 'exposant p doit étre sous critique (p < p. = (N — 1)/(IN — 2)) pour que le
probleme (3.2) admette une solution pour toute mesure .

On verra dans ce chapitre que lorsque p est super critique p > p., alors le probléme non linéaire
(3.2) peut ne pas admettre de solution pour certaine mesure, notamment lorsque u = yd,, ou
a € 09 et v un nombre non nulle (Corollaire 3.2). Le Théoréme 3.2 décrit la classe de mesure
positive pour laquelle le probléme (3.2) admet une solution. Dans un probléeme lié, on s’intéresse
au probleme des singularités isolées au bord du probléme suivant :

—Au +u=0 dans (,

3.1
g% + [ufPtu=0 sur 9Q\{a}, (3.

avec p > 1, Q un domaine borné régulier de R tel que a € 0.

La question de singularité ponctuelle peut étre résumer de la facon suivante, en connaissant
l'information sur u seulement dans Q\{a} est ce qu’on peut prolonger "naturellement" la fonction
u en a, de tel sorte que ce prolongement vérifie la méme équation initiale sur £ ? si la réponse est
positive, on dit qu’on a une singularité éliminable au point a. Dans le cas contraire, la question
qui se pose a ce moment 1a, est la description des comportements possibles de u au voisinage du
point a, de tels comportements s’appellent comportements admissibles.

3.2 Les Bonnes mesures
On considere le probleme :

—Au +u=0 dans Q,

3.2
g% + |ulP " u=p sur 09, (3:2)

avec p > (N —1)/(N —2) et p € M (99).
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Une mesure A\ € M(09) est dite bonne pour le probléme (3.2) si le probleme (3.2) admet une
solution lorsque la donnée au bord considérée est .

D’une maniere analogue aux notations du chapitre 1, si T' est une distribution a support in-
clut dans 0%2, on note Hyp et Dy la solution v et sa trace au bord v|gq respectivement, du
probléme,

—Av +v=0 dans {,

3.3
@:T sur Of). (3:3)
on

Si u est une solution du probléme (3.2), alors d’apres le principe de comparaison (Corollaire 1.3
et Corollaire 1.4 ) on a formellement,

0<wu<H, dans Q.

Une premiére approche envisageable pour résoudre le probléme (3.2) est d’essayer de caractériser
les mesures admissibles (voir Définition 2.6) associées au probléme (3.2). Lorsque p est une
mesure positive, on peut reformuler la Définition 2.6 comme suite :

Une mesure positive u est dite p-admissible si,

/m D dS < oo. (3.4)

On a la caractérisation générale suivante de distributions T' dont la trace de la solution associés
Hy vérifie la condition (3.4) .

Proposition 3.1. Supposons 1 < p < oo et soit T une distribution a support inclut dans 0S2.
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes,

(i) Dp € LP(99).

(ii) T € W=12(9Q).
En plus, il existe C := C(Q,p) > 0 tel que,

CHT lw-1000) < IIP7llLr90) < ClITIw-10(50)- (3.5)

On rappelle que W~17(99) dénote 'espace dual du Wy™* (99).

Avant de prouver la Proposition 3.1, nous avons besoin du lemme suivant concernant I’opérateur
de Dirichlet vers Neumann.

Lemme 3.1. Supposons 1 < q < oo et soit Q un domaine borné de RN de classe C?. Soit L

v
Dopérateur qui associe a une fonction n la fonction L[n] = —, ot v est la solution du probléme,

on
{ —Av +v=0 dans , (3.6)
v=mn sur Of.

Alors L est un isomorphisme entre Wh4(0Q) et LI1(0Q) et on a en particulier,

Crl Inllwraon) < ILMllLa@a) < Cilnllwraon)- (3.7)
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Esquisse de la preuve du Lemme 3.1 :
Soit ¥ (x,y) la solution du probléme

—Ay(x,.) +(x,.) =0 dans Q,

3.8
g—;/:(x, ) =0, sur 0. (38)

Alors pour z € 91, la solution v du probléeme (3.6) a la représentation suivante :
v
o@) = [ vy So) dS)
o0 n

La fonction ¢ (x,y) devient singuliére lorsque y est proche de z, plus précisément elle admet le
comportement suivant pour N > 3 (voir Appendice 5.5),

CN
¢($ay) |fL‘-y|N72'

La singularité de ¥ en y = x est la méme que le noyau de Riesz et du Bessel dans la dimension
N — 1 (dimension du bord). Donc pour 1 < ¢ < oo et par le théoréme de A.P.Calderon (voir
[34], théoreme V.3.) on a

v
Jollwraon = | . (39)
(o) on L1(09)
Autrement dit,
3C1>0) CrlInllwra@a) < ILMllzeoe) < Cillnllwraoo)- (3.10)
O
Preuve du Proposition 3.1 :
(i) = (i7) :
La fonction Hp est la solution de I’équation,
—AHyr + Hp =0 dans €,
OHlp (3.11)

on =T sur Of.

Soit & € C1(Q), et soit 1) le prolongement de & dans © qui vérifie,

—AY +1¥ =0 dans ,
v =E& sur Of.

Utilisons 1 comme fonction test dans 1’équation (3.11), on obtient

<T.¢ >:/ Dy 2% 4s.
o On
D’ou,

9y

on
< C1|IDr Lo 0) 1€l 69) (application du Lemme 3.1 ).

Y

LY (9Q)

| <T,6> | < D7| e a0
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A partir du théoréme de représentation de Riesz, T' est une forme linéaire continue sur espace
WP (9Q), en plus,
ITllw-1r80) < C1 D7l Lr00)-
(i) = (i) :
Soit ¢ € C1(Q), et soit ¥ la solution du,
—AY +¢¥ =0 dans Q,

o =& sur 0N
on

Apres utilisation de ¥ comme une fonction test dans I’équation (3.11), on obtient,

<T¢>=/E@MES
o0~ On

Donc,

o
B 281 < sy 1901

oY
< Ch HTHW*LP(@Q)H%H (Lemme 3.1 ).

e’ (69)

Réécrivant cette derniere formule en terme de &,
|| BredS| < G100 1€l oy

A partir de théoréme de représentation de Riesz on conclut que Dy € LP(09), avec l'estima-
tion,
D7l Lr a0y < C1 1T lw 1.0 (50)-

[
Corollaire 3.1. Soit (uy), une suite croissante de mesures positives appartenant a W~1P(9Q),
st (fn)n converge faiblement au sens de mesure vers une mesure p alors, le probléme (3.2) a
donnée i admet une solution.

Preuve : Soit u, la solution du probleme,

— Auy, +u, =0 dans Q,

Par le principe de comparaison illustré au Chapitre 1, la croissance de (p,, ), entraine la croissance
de la suite (up)n -

L’existence de u, découle du Proposition 3.1 et du Théoreme 2.4, en plus on a I’estimation,

||un||L1(Q) + ||un||1£p(ag) < ||Nn”/\/l(8Q)-

La bornitude de (i) entraine celle de (uy), dans L'(Q) et dans LP(052), et d’aprés le théoréme
de convergence monotone de Beppo-Levi, (uy), converge fortement dans L'(Q) x LP(9) vers
une limite qu’on note wu.

Lorsque n tend vers 'infini dans la formulation faible suivante de solution,

71 _
A%&M+©Mﬁ&m#u&ﬁ—é&wm

alors on déduit que u est la solution du probléme (3.2) & donnée u.
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Le théoreme suivant donne la condition nécessaire pour l’existence de solution de (3.2).

Théoréme 3.1. Soit p € M (00) tel que le probléeme (3.2) admet une solution, alors p(E) = 0
pour tout ensemble borélien E C 9 tel que C ;(E) = 0.

Remarque 3.1. Une mesure j qui s’annule pour tout borélien E de capacité C, o nulle, est
appelée une mesure absolument continue par rapport a la capacité C, o (On trouve aussi la
terminologie "diffuse"” issue de la littérature anglaise).

Rappelons la définition de capacité Sobolev d’un ensemble E.

Définition 3.1. Soit K un ensemble compact de R™. Alors
Ciq(K)= inf{HgZ)H%Vl,q(Rm) ey, p=1 sur K}.
Si G est un ouvert. Alors

C1,4(G) =sup{C14(K) : K C G, K compact}.

St E est arbitraire. Alors

Ci4(E) =inf{C14(G) : E C G, Gouvert}.

Preuve du Théoréme 3.1 :

Sip< (N—1)/(N—2),alors p > N —1 et par le théoréme d’injection de Morrey, 'espace
WP (9Q) s’injecte continuellement dans C(952). Par conséquent, seul I'ensemble vide a une
capacité C 5 nulle.

On suppose maintenant que p > (N —1)/(N — 2).
Soit K un compact inclut dans 9Q et n € C%(9Q) tel que 0 <5 <1 et n =1 dans K.

On note P, le potentiel de Poisson associé¢ a 7, rappelons que P, est la solution de 1’équa-
tion,

—AP, =0 dans Q,
P, =n sur 0.

Pour toute fonction test £ admissible de I’équation (3.2), on a,

/Q(—A§ + g)ud:cz—/m (gup + gflu> ds + /mfdu.

Pour k£ > 1, on prend & = ]P’f”] comme fonction test,

/ (— k(k — D)PE 2| VP, [* + P,’;) wdr = —/ (nk uP + knk_luLn> ds + / n* dp.
Q o0 o0

Rappelons que L, est opérateur défini comme dans le Lemme 3.1.(la seule différence est
que le prolongement de 1 dans ) est harmonique, mais on garde les mémes propriétées qu’en
Lemme3.1).

Puisque [P, est positive, on obtient,

E_
/ Phudx + / n*uP dS + / k(ng u) (e’ an)dS > p(K).
0 B o9
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Par 'inégalité de Holder,

=

1
7

/QIP)fzudx + aﬂnkupdS + k(/{()gn’%ﬂ’)p (/mnk_p L, [P dS)p > u(K).

Prenons k = p et utilisons (3.7),

1
/ / / / D
/ng wdz + /m WP P dS +p ca(/aQ ey dS> 190t oy = ) (3.12)

Si on suppose que C; (K) = 0, alors il existe une suite {n,} tel que 0 <7, <1, n, =1 sur K
et ||777LHW1’:D/ o 0 lorsque n — oo. Puisque u? € L'(09), en faisant tendre n — oo dans la
formule suivante,

1
/ / / / P
P P D ) ,
/QIP’nnudw + /mnnu ds +p01</m77nu d5> 10l 107 (9 2 PUED,

on déduit, apres utilisation du théoréme de convergence dominée de Lebesque, que pu(K) = 0.
Puisque la mesure p est réguliére, alors p s’annule sur tout ensemble borélien de capacité C J
nulle.

[
Le théoréme suivant collecte les résultats précédents.
Théoréme 3.2. Le probléme (3.2) est résoluble pour p € M (09) si et seulement si u(E) =0
pour tout ensemble borélien E C 98 tel que C ;(E) = 0.
Preuve :

La condition nécessaire est déja vérifiée dans le Théoréeme 3.1. Reste a vérifier la condition
suffisante.

Soit u € My (092), telle que p est nulle pour tout ensemble borélien £ C 92 a capacité C J

nulle. A partir du résultat de Feyel-de La Pradelle ([22], voir aussi [31] ou [37]) la mesure u est
la limite d'une suite croissante de mesures positives qui appartient & W~=1?(99), et a partir du
Corollaire 3.1, u est une bonne mesure.

|
On déduit le résultat suivant analogue a celui de Benilan-Brezis dans le cas du probleme de
Dirichlet (voir [6] , [16]) .
Corollaire 3.2. Soit a € 00 et v € R\ {0}, sip> (N —1)/(N — 2), alors le probléme,

—Au +u=0 dans (Q,
Ou
on

(3.13)
+ |ulP u =6, sur 09,

n’admet pas de solution.
Preuve : On commence par le cas ou = est strictement positive .
Rappelons que pour un ensemble borélien £ C 052,

/d(véa):{o sia ¢ E,
E

v sia€E.
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D’un autre c6té, pour a € 012,

N-—-1
Cryl{ah) =0 = p= .

Donc, lorsque p > (N —1)/(N —2), 'ensemble borélien {a} a une capacité €, » nulle, par contre
(v0q)({a}) = v # 0. Par application du Théoréme 3.2 on conclut que le probleme (3.13) n’admet
pas de solution.

Si le probléme (3.13) admet une solution u, pour v strictement négative, alors v = —u est une
solution du probléme (3.13) pour pu = —vd,, ce qui contredit le premier cas.

O
Remarque 3.2. :

1) Le résultat du Théoréme 3.2 est compatible avec celui du Théoréme 2.1 dans le cas ou
g(u) = |[ulP~tu, en effet , pour 1 < p < (N —1)/(N — 2) seul l’ensemble vide a une capacité
N o nulle, et donc toute mesure est absolument continue par rapport d la capacité C, e

2) Le résultat d’existence du Théoréme 3.2 reste valable si u est une mesure signée tel que sa
variation totale |u| est diffuse, i.e. |[u| << C| . Par contre si pi est une bonne mesure signée,
il west pas clair que |p| << C) . Un probléme ouvert liée est annoncée dans [20].

3.3 Singularités éliminables

Théoréme 3.3. On suppose N > 3. On considére p > (N — 1)/(N — 2) et a € 0Q. Soit
u € C%(Q\ {a}) une solution positive de,

—Au +u=0 dans

ou (3.14)
P —
- +uP =0 sur 00\ {a}.

Alors u = 0.

Preuve :

Sans perte de généralité on prend a = 0.

On note Cy = {¢ € CY1(Q) : 0 n’appartient pas au support de &}.

Le sens qu’on va donner a I’équation (3.14) est le suivant,

(V€ € C) /Qu(—A£ b 6)de = —/aQ @gﬁ + gup) ds. (3.15)

Soit € € (0,1], k = maxz{p,2} , n. € CHY(RN) tel que 0 < 75 < 1, et

0 silz| <e,

ne(z) =
1 si|z| > 2e,

et |Vne| <me= !, |D?(ne)| < me=2, ou |D?(.)| dénote le déterminant Jacobien .

Etape 1 : uP € LY(0Q)?

Ank = knF L Ane + k(k — Dnk2 |V 2
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Utilisons 1 comme fonction test dans I’équation (3.14),

(bl = 0292~ d Al yuda = [
Q

one
<upnf + k1 L u) ds.  (3.16)
o0

on
On a,

k £ _q
ot L) el
89 on a0 on
1
< (/ upnfd5>p (/ ey
BQSQBQ 326089
N1 g v
< mecye » </ uPn® dS) ,
B2 NON

Y
< men uPnldsS )
BoNON

avec, cy dénote une certaine constante indéterminé qui dépend de N.

oL
877617)]7/
on ’

Puisque la fonction u est positive, et elle vérifie Lu = 0, avec L := —A + I, alors elle coincide
au bord avec une mesure de Radon positive A ( [37], Théoreme 2.13) , ce qui implique que u

N
appartient & M ~—2(Q), en particulier u € L'(£).

Par la suite,

/nf*QIVne\Qude/ ]Vne|2uda;,
Q BN

m2

5 udzx,
€ BQEQQ

2
m
ol ([ an)
€ M Baena

< enm?®||u]
M

Z|w

IN

N _ .
N—-2

D’une maniére similaire,

/nffllAne\ude/ |Ane| udz,
Q BN

m
S o) u dl',
€ Baena

<enmlul

N _ .

Appliquons les estimations précédentes a (3.16),

N—-2

1
k k P 2/ 2
/ uPn} dS—ch</ uPn! ds> < en k*(m* +m) [Jul]
o9 BacNAQ M

< Cn < o0.

+ / udz, (3.17)
Q

N

P
Posons t = (/ upnf dS> , la fonction & variable positive ¢ — P — (mcy)t, ne peut étre
o0

D
majorée que si t est bornée. C’est a dire la quantité ( / u? nf dS) est bornée indépendamment
o0
de e.
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Enfin, par application du lemme de Fatou & l'estimation (3.17), on conclut,

p 2
/(mu dS < cn(m” + m) HuHM% + /Qud:c. (3.18)

Etape 2 : Eliminabilité

Pour ¢ € Cq, multiplions Iéquation (3.14) par la fonction test (n*¢),
k k K k e
/Q(—ﬁﬁm —2VEVN 4 (AL + )l ) ude = —/aQ une§ + & 5 ~u ) ds. (3.19)

Puisque le support de |Vn¥| est inclut dans Ba, et u € LP(9),
o k
lim (upnfg s u> ds = / WPE dS.
—0 /o0 on o0

Comme
IVENVDE| = knFYVEVn| < mke ! [VE|X B, N0

on obtient

/ \VEVHF ude < mke_I/ |VE|udz,
Q

QNBae

< enkllull | x IVEllze e

D’un autre coté,

[ udfda =k [ dn + (k= DIVn )t 26udo. (3.20)
Q QNBae

La difficulté principale qu’on rencontre lors du passage a la limite ¢ — 0 dans (3.19) vient du
terme (3.20). On spécifie ne sous la forme e = n1(e~'z) ot my(z) = inf{1, (Jz| — 1)2 }.

De I’étape 1 on a,
| nsnt (= DI V0P )ude < enk(m? +m) full |y
QNBae MN-=2

La fonction 7y est convexe pour |z| < 2, donc An, > 0 dans Bs,, par conséquent,
NeAne + (k — 1)|Vne|?> > 0 dans Ba. . Supposons que,

lim inf (neAne + (k — )|V )nF2ude = a > 0.
e—0 QN Bae

Cette limite est atteinte par une sous suite {e;};, puisque &(z) = £(0) + ¢(z) pour ¢ = O(|z]);
on a d’abord

| g+ (= DIV Pyt [l udo < exme™ [ Jaluda,
QNBae BN
< QCNme_l/ udzx,
BN

| x
<cyme ull N~ </ dx) ,
MN=2\ JBy:NQ

< cNmHuHM €.

N
N—-2
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Ce qui implique,

. _ 2y, k—2 _
Jimn, mBkj(nejAneﬂr(/ﬂ D[Vne, |*)ne, “§udr = a€(0).

Faisons tendre €; vers 0 dans la formule (3.19) on déduit,
/(—A£+§)ud:r + / uPe = kaf(0).
Q o0N

Ce qui veut dire que u est la solution du probléme (3.2) pour pu = kadp, ce qui contredit le
Corollaire 3.2.

Par conséquent, a« = 0 et
(V£ € Cq) / W(=AE + &) de + / WPEAS = 0,
Q a0

Donc, u est solution du probleme (3.2) pour p = 0. Par unicité u = 0.

[ |

Un résultat plus fort d’éliminabilité est possible.
Théoréme 3.4. Supposons p > % Soit K un compact inclus dans 0Q et u € C?(Q\ K) une
solution positive de,

—Au +u=0 dans

o (3.21)

VP =0 sur 0N\ K.

on

5i Cy y(K) =0 alors u = 0.
Preuve :

La fonction u est positive et elle vérifie (—A + I)u = 0 dans 2, par le théoréeme de Doob-
Herglotz, la trace de u sur le bord est une mesure de Radon positive ([37], Théoreme 2.13, aussi

[29] Théoréme 1.4.1), ceci entraine que u € M%(Q) = L%’OO(Q).

Soient n € C1(99Q) tel que 0 < < 1, n = 1 dans un voisinage de K et 77 = 1 — 1. On note
€ = Pr[p] = IP”%, pour un réel k quon va le préciser par la suite. A partir de la formule de
représentation de Poisson, il est facile de voir que P57 = 1 — P, prenons { comme fonction test
dans 'équation (3.21),

]P)..
(k- 1)/ PE2| VP, [2u do + / Phu dz = —/ (nk W kil 8”ud5>. (3.22)
Q Q o0 on

On note maintenant I 'opérateur de Dirichlet vers Neumann défini dans le Lemme 3.1, si on
prend k > p/, on obtient

1
7

1
‘/ ﬁk_l]LﬁudS‘ < ( ﬁkupd5>p (/ 7 |L, P dS)” ,
o0 o0

0N

! 3
/ ﬁkupd5>p (/ L, [P dS)p ,
o0 o0

1
P
<C (/89 i uP dS) 7] m—— o9) (estimation (3.7)).

IN
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Donc,

1
~ - p
/ngudx + /{m FuP dS—Cy ”77”W1»P'(aﬂ)</aﬂ nkupd5>

< k(= 0o Jull’ e, 178

*

Moz Ny
L2Y(Q)
< Kk = DCollul” ., (VB (3.23)

La derniére inégalité se déduit en combinant les deux estimations,

*

H\vw

o, = (VB lEra)?
L2

et,
VP, |l7n2 < C VP, 7~ (Rappelons que LP? C LP9 siqp < g ).

A noter que p > (N —1)/(N —2) entraine 1 < p’ < N —1. On a les équivalences suivantes,

*

7 1
VB, [ = H(—A )P,

=nl _1 N
L |n|Bi J{,,N

(Précisons que le sens de A = Best : (3C >0) C71A < B < CA).

Ainsi, on peut réécrire l'estimation (3.23) comme suite,

1
- - P
/Q]P’gu dx + /m i*uP dS—C /] m—— 69 (/m i*uP dS)

2
< k= DCul? (Wl ) 329

N
1

Le terme de droite de I'inégalité précédente est indépendant de p. Par un résultat de J.Maly,
_1 N
N

1
I'injection de B; (09)) dans C'(092) est continue. Par conséquent, un point a une capacité-

1-+.N
B; Y7 strictement positive, ce qui entraine que le terme a droite de (3.24) ne tendra jamais
vers 0. Ensuite, si on note X := [, f*uP dS, alors on conclut que X est bornée.

Finalement, si C, (K) = 0, alors dans (3.22) on considére une famille des fonctions 7, qui

satisfait les hypotheses précédentes, et tel qu'on a 7, converge vers 0 dans WP (99Q), Ceci
entraine que u = 0.

|
Remarque 3.3. :

1) Remarquez que les deux théorémes précédents n’ont pas eu besoin d’une estimation a-
priori sur la solution. Par contre, ils sont limités aux solutions positives.

2) Le résultat du Théoréme 3.4 affirme que tout les compacts K a capacité C, o nulle sont
éliminable pour ’équation (3.21). Par contre, on ne sait pas si cette condition est néces-
saire.
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Chapitre 4

Classification des singularités
isolées

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier les singularités isolées de I’équation

—Au =0 dans €,

ou (4.1)
p=1, _
- + [uP " u=0 sur 0Q\{a},

ot 2 est un domaine borné régulier de RY, a est un point de 9 et I'exposant p est sous critique
(c’est a dire 1 < p < p.). On peut éventuellement prendre le point a comme étant 1'origine
0.

L’objectif principale de ce chapitre est de montrer que le probléme (4.1) admet des singularités
non éliminables lorsque 1 < p < (N —1)/(N —2) et nous allons décrire plus loin le comportement
de la fonction u au voisinage du point singulier a.

4.2 Solutions singulieres particulieres

On commence par ’étude de I’équation,

~Au=0 dans RY,

(4.2)
Ou + Juff~tu =0 sur ORY \ {0}.
on
Si u est une solution de I’équation (4.2) alors pour k£ > 0 la fonction,
ug(x) = kﬁu(kx) (4.3)

est aussi une solution.

On note (r,0) les coordonnés sphériques dans I'espace RY, et par Ag I'opérateur de Laplace-
Beltrami sur la sphére SN~1. Rappelons tout d’abord quelques passages utiles entre les coor-
données sphériques et les coordonnés cartésiennes dans R,

0 1
Vu= —ueT 4+ —Vsu, oue.= 1,
Or r ||
0? N-10 1
pu P 00w 1

Or? r or r2



68 4.2. SOLUTIONS SINGULIERES PARTICULIERES

Cherchons des solutions particulieres de (4.2) sous la forme,

1

u(r,o) =r @D w(o), r>0,0€c YL (4.4)

N-1
Sy

Ou la demi sphere = 8N-1n RJI est paramétrée par,

’ ’ m
SV = {2 = (singo ,cosp): 0 € SN2 4 €0, 5]}
Ainsi, la fonction w vérifie I’équation,

Asw + l,nw=0 dans SY ™,
Ow
2

1 1
Ly=—]— +2—N
avec lp N <p—1)( 1 + )

On dénote par £ l'ensemble de solutions de (4.5), et par £ le sous ensemble des solutions
positives. Les solutions de (4.5) sont les points critiques du fonctionnelles,

1
2_
Jp(v 2/N ) (st\ Ly NV )dS( )+ —— e

+ wPtw=0 sur SN2(=0a5Y),

[Pt dS (o), (4.6)

Définie sur Hl(S_i]Y_l) N Lerl(@Sf_l).

Lorsque p > (N —1)/(N —2) alors I, y < 0, par conséquent le minimum du fonctionnelle J, est
zéro. En effet, en multipliant ’équation (4.5) par w et en intégrant sur Sfrv -1

2 2 +1 N
/Sfl (|VSWI — lp,Nw )dS(U) + /SN—2 ‘w|P dS(O' ) —0.

Ce qui implique que & = {0}.

Maintenant, on note v la premiére fonction propre de —Ag dans H&(Sf _1); renormalisé au
sens que max ¥ = 1 et A; = N — 1 la premiére valeur propre associée. En utilisant 1 comme
fonction test dans le probléme (4.5) on obtient,

9
/Sfl(Al_lp,N)U”/)l dS(o) + /SM 812)1 ds(o') = 0.

Si Ay <y N et puisque 61@)1 < 0 sur SN2, alors il n’existe pas de solution positive & (4.5) autre
que 0. Cette condition sur p est equlvalente ap < N/(N —1). Noter que la condition au bord
sur la solution w n’a pas jouer un role dans ce résultat de non-existence, seulement la positivité
de w et le fait que [, y > A;.

Finalement, si N/(N —1) <p < (N —1)/(N —2), alors il existe une solution minimisante qui est
une fonction qui dépend de la variable ¢. Prouvons maintenant ’existence d’une telle fonction
v = v(¢) qui est solution de (4.5).

Rappelons 'inégalité de Poincaré sur ’espace H&(Siv -,
_ 1
(Vo € Hi(SY1) /N [0 dS(o) < — /stl Vsv[? dS(o).
+

sy 1

Si une fonction ¥ = #(¢) € H'(SY 1) N LPH(SN2) est nulle sur SV=2, on déduit & partir de
I'inégalité de Poincaré,

A=l
I(7) = %M/N % dS(e) 2 0.
SN -



4.2. SOLUTIONS SINGULIERES PARTICULIERES 69

Siv(5) =a >0, écrivons v = ¥ + «, ainsi,

B = & [ (TSt~ ni?)asio) - BT o o) 4 5 e
p\V) = 5 st sV p,NU o 1 Qlp N sy v o D1 « )
A =1 N(1+6) -9 _ 1 1 ‘SN_2|
> P, 2 N-1 ( ) ~ NPt 4.
> Bl [ as(0) —onlS Y (1 40) + Ll (@)

(On utilise I'inégalité suivante de Young avec un parametre, |a.b| < § a® + g—i Ve > 0).

A
lp<N

terme par rapport a a, on conclut que la fonctionnelle Jp dans la classe des fonctions dépendants
que de ¢ est bornée inférieurement. Maintenant pour v = v(¢) = «,

On prend € = — 1, ainsi le terme minorant dans (4.7) ne dépend que de «, on minimise ce

P A e I
b 4 p+1

Si a est proche de zéro, alors J, est négative, on déduit que I'énergie au point minimal est
strictement négative, ce qui entraine que le minimum w de J, est non identiquement nulle.

En résumé, on a montré que si

N -1
4.8
<p<N—2’ (4.8)

N -1
I’équation (4.5) admet une solution w := w(¢) non identiquement nulle et positive.

Le prochain résultat affirme que, le probleme (4.5) admet uniquement trois solutions dans le cas
ou p vérifie (4.8), donc nécessairement &£ est réduit a {0,w, —w}, ol w est la fonction qu’on a
construit précédemment.

Théoréme 4.1. Supposons que la condition (4.8) est vérifiée, alors le probléme (4.5) admet
uniquement trois solutions.

Preuve : On écrit I'équation (4.5) en coordonnées sphériques (¢,0 ) € (0, ) x SN2,

. in" 2 = m N-2
W(SIH ¢wq5)¢ + mAsN—QW + lp’Nw =0 dans (07 5) X S )

- (4.9)
wp + lwPrw=0 sur {5} x SN=2,

La mesure invariante de SO(N) sur SV~! est dS = sinV 2 ¢ dS"de. Soit

1

W N—2 (.U(¢,O' )dS .

w(¢) =

En prenant la moyenne au sens précédent de deux membres de I’équation (4.9), on conclut que

w vérifie,
1 . N—2 _ T
sinN_qu(Sm $We)g + lpnw =0 dans (0, 2), (410)
Wg + |wP~lw =0 pour ¢= g

En prenant la différence entre les deux équations précédentes vérifient par w et w respectivement
et en multipliant 1’équation résultante par (w — @) on obtient,

_ = 2 _—2 _ p—l_ifl = /
/Sfl Vs(w—2)2dS + Ly /Si“(w o) dS_/SN_2 <w|w| oll? )(w D) ds’.
(4.11)
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On a,
/ <w|w|p_1 _ w|w\p1) (w—m)dS = / <w|w]p_1 _ w]w|p_1> (—m)dS’
SN=2 SN—2
+ <w|wp1 — w]w|p_1> (w—w)dS,
gN—2
_ p—1 _ ——=|p—1 =
= Jona <w|w[ W] ) (w—w)dS
+ (@l — WP T) (152w - 5% @),
= <w|w]p ! —w]w|p1>(w—w) as
gN—2
Donc,
- /stl Vs(w—w)*dS + lpn /SM(W —w)?dS = /SM <w|w]p_1 - wyw|P—1> (w—w)dS',
+ +
1 /
— _ lptl
> 2 Jons lw—wP™dS . (4.12)
E’tape 1:

On prouve l'inégalité suivante de type Poincaré-Wirtinger

/N | Vsw—m)?ds > (N—l)/N (w-m)2ds. (4.13)
ST S

+ +

On commence par prouver,

/SNl |VsZ|?dS > (N —1) /SN

+ +

(Z%dS VZ e Hy (S, (4.14)

ot H}(SY™) dénote,

TrgN=1y . 1 gN-1y . ! I [
HASY ) = {weH (S )./SN_Qw(gZ),J)dS —0 v¢e(o,2)}.
On rappelle que
1
Vsw = wge + stzw,

oll e désigne le vecteur tangent a SV~ au point (¢, O'/) dans la direction du méridien vis & vis
I’angle ¢.

Pour w € H;(Siv_l) on a

’ / T
/SM wy(9,0')dS =0 Vo e (0,2)

En plus,
1

sin¢ Jgn—2

Vew(d,o')dS =0 Vo€ (0, g). (4.15)
Donc,

/SM Vsu(9,0')dS' =0 Vo€ (0,7). (4.16)
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L’espace H;(Siv_l) est un sous espace fermé de Hl(SiV_l). Soit £ € (H;(S’iv_l))L, alors

/og [ w006 0)5(0 0 )sin™ 2 pds ds = 0 v € HYSY).

Pour j = 1,2 soit o; = (¢, a;-) € (0,3) x SN=2 deux points de Lebesgue de &(¢, o) et soient
{wy} une suite de fonctions de Cl(SiV_l) telle que support(wy)= (B, (c1) U B, (02)) N Siv_l,
B, (01) N B, (02) = 0, wy, LBen(al)ﬂSﬁ’_1> 0, wy LBen(cfz)ﬂSf‘1< 0, ou €, une suite de nombres

positifs qui converge vers 0 et

Wy, ,O'l s’ = 1, Wy, ,O'/ s’ = —1.
/;ﬁxanmsfl (9,7) Bey (02)nSY 1 (9,7)

Géométriquement, on pourra obtenir wy, | B. sy -1 a partir de wy, | 4 or)nsN -1 en multipliant

n (02) €n (
ce dernier par -1 puis en effectuant une rotation sur la sphére méridienne SN2 qui relit les deux

points o7 et oo dans S . 1l est clair que w, € HL(SY ™) et

0= lim / ’ / wn(6,0 V(0 ) sinV 2 dS' do,
0 Jsv-2

n—o0

= £(¢,01) — £, 09).

Ce qui implique que la fonction & ne dépend que de la variable ¢. Inversement, si (¢, o ) = £(¢),
alors

/SN,l wg dS = /0 ( /SH w<¢,a’>dS’)s<¢) sinV 2 gdp =0 Vw e HL(SY ).

Ceci entraine que (H, é(Sf 1)L est le sous espace de H I(Siv ~1) des fonctions qui ne dépend que
de la variable ¢.

Considérons I'extension par réflexion des fonctions de H!(SY™') définie de la maniére sui-
vante,

o fw(s,0) si (¢,0') € (0,%) x SN2
W(9,0) = {'LU(?T —¢,0) si(p,0)e (5,m) % SN=2 (4.17)
Il est immédiat que,
/ By 0')dS =0 Vo € (0,7). (4.18)
SN*Q

En plus @ € H'(SV~1), on dénote H!(SN~1) le sous espace de H'(SV~1) des fonctions qui
satisfaisaient (4.18). On peut réécrire 'espace H}(SN~1) comme suit,

HY (SN = {w e HY(SN-1) . /07r </SN—2 w(o, U/)dSI)2sinN_2qz5 dp=0 V¢ e (O,ﬂ')}.
Soit,
p = inf { /SN_I Vsw?dS :w € H;(SN—l)}.

D’une maniere équivalente,

W= inf{/SN_1 IVsw|?dS : /O7r (/51\7—2 w(gb,al)dS,>25inN_2¢ dp=0 V¢ € (0,7‘(‘)}.
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Par compacité, cet infimum est atteint pour wy € H;(Sf 1) et il existe un multiplicateur de
Lagrange fi, tel que

/ Vswy.VgédS = g/ weédS V& e HY (SN,
SN-1 SN-1
Donc fi = , et wp est une fonction propre de —Ag dans H'(SN 1) associée & la valeur propre
. Puisque wy € H;(SN ~1), 1 ne peut pas étre la premiére valeur propre (sinon wg aura un
signe constant). Par conséquent > N — 1. Finalement, pour w € H}(SY 1), et @ définie par
(4.17), on a

2 1o -2 -2 o B 2
2/551|V5w| ds_/SN_l Vil dSZ,u/SN_lw ds = 2(N — 1) /Sflw ds.

D’on,

/le VsZ|?dS > (N — 1) /SN

+ +

(Z%dS VZ e Hy (S, (4.19)

Puisque (w — @) € HL(SY ™), alors 'inégalité (4.13) est conséquence de cette derniére inéga-
lité.

Etape 2 : Sip > N/(N —1) alors la fonction w solution de (4.5) dépends uniquement de ¢.

Dans ce cas I, y < N — 1, on déduit de 'estimation (4.12),

pox =V =1) [,

1 /
(w—w)QdSZf/ lw—@|PTds .
S+*1 SN-2

2

Donc w = @ sur SN2, utilisant cela dans ’égalité (4.11), ceci implique

/SN_1 Vs(w—w)[*dS = lpn /SN—l(w —w)2ds.
+

+

Puisque N — 1 est la premieére valeur propre du —Ag, 1’égalité précédente ne peut avoir lieu que
lorsque w = w.

Etape 3 : Si w est une solution de (4.5) alors w a un signe constant.

D’apres [’étape 2, w = w(¢) donc w vérifie 'EDO,

1
(50" 26wy + hvw =0 dans (0,2),
S1n d) 2 (420)
ws(0) =0, (wy + [P w)(3) = 0.
On suppose que w(0) > 0. Si w change de signe dans (0, 5], il existe donc ¢q tel que
1 . N-2
— l =0d 0
Sil’lN_2¢(Sln ¢W¢)¢ + p,NW ans ( 7¢0)> (421)

we(0) = 0, w(do) = 0.

Si ¢g = 7, alors la condition au bord dans (4.20) entraine que w est la premiere fonction propre
associée au probléeme de Neumann (puisqu’elle est positive), ce qui contredit le fait que le premier
espace propre est composé de constantes. Donc ¢9 < 5. La fonction 9(¢) = cos ¢ est positive
dans (0, §) et elle vérifie,

. N—2 _ . m
_m(sm dg)g = (N —1)¢ dans (0, 2), 2)
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Utilisons la fonction @ comme fonction test dans I’équation vérifiée par w, on déduit

(o)
(ot = 1) (90) sin™2(60) = (N = 1= ) [ o sin™ 2 9d > 0.
On conclut alors,

we(do) > 0. (4.23)

Or, on sait d’apres le lemme de Hopf sur le bord que wy(¢o) < 0, ce qui est contradictoire. Donc
nécessairement w > 0 sur (0, 5).

Etape 4 :

L’unicité se découle du résultat suivant.

Proposition 4.1. Une solution positive de l’équation (4.5) est unique.
Preuve :

Supposons que w et @ sont deux solutions positives de I’équation (4.5), alors

A Ag®
/ (S“ - f“’) (w? — &?)dS(0) = 0. (4.24)
Sffl w w
D’un autre coté, on a
A Agd
A= (5“’ _ ?“’) (W? — @%)dS(0),
Sf—l w w

. wroo. @
= /SNfl(wASw +wASw) dS(U) —/ (@ASW + wASw) dS(o'),

+ syt
o - @? /11 )
= — /Sfl |:(a}2 + 1> IVs@]? + (oﬂ + 1> Vsw|? — 2ww<w2 + m) ngvsw} dS(o)

_ /N @ W) £ 2P - a1 dS(o),
.

w2

11 e
= _/Sfl ( + @2) wVs® —oVsw|*dS(o)
- /N (@ e (WP - 22)dS (o).
n

Donc on a prouvé que,

/Sf—l (w — w)(w —&%)dS(o) = — /sf‘l (w2 + w) |wV s — wVgw|”dS (o)

_ /SN_Q(wp—l — Pl (w? — @?) dS(a/). (4.25)

Ce qui entraine que w = @.

|
Remarque 4.1. :

(1) Une étude approfondie de I’équation (4.5) dans un sous domaine de SN ™1 est détaillée dans
I’Appendice 5.1.

(2) Lorsque 1 < p < N/(N — 1) il est toujours possible de construire une infinité de solutions
qui changent de signe (voir Appendice 5.2).
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4.2.1 Cas particulier de la dimension deux

Lorsque N = 2, I’équation (4.5) devient,

’ 1
v+ (pl) v=20 dans (0,m),

~J0)+ (\pr—lv) (0) =0, (4.26)

o () + (w—lv) () = 0.

L’étude de la structure de I’ensemble £ des solutions de cette équation est completement dé-
taillée dans Appendix 5.3. On peut résumer cette étude par le théoréme suivant.

Théoréme 4.2. Pour p > 1, l’ensemble £ des solutions du probléme (4.26) a la structure
sutvante :

0 oa L
(Z)Szp_l

€ N, alors 0 est l'unique solution du probléme (4.26).

¢ N, alors le probléme stationnaire (4.26) admet uniquement trois solutions

1
(ii) Si
p p—
{0,v, —v} ot v est une solution qui peut changer de signe pour p > 1, lorsque p > 2 la fonction
v est la solution strictement positive .

4.3 Estimations sur la solution

On s’intéresse dans cette section aux estimations de singularités sur la solution u du probleme
(4.1) :
— Au=0 dans €,
Ju
n +

ol © est un domaine borné de classe C? qui contient le point 0.

lulP"tu =0 sur 9Q\{0},

Ces estimations jouent un réle cruciales pour la classification de singularités de ce probleme.

4.3.1 A partir du bord vers l’intérieur

Théoréme 4.3. On considére Q un domaine borné de classe C? tel que 0 € 0. Soit
u € C2(Q\ {0}) une solution de

—Au=0 dans Q (4.27)
Si u vérifie lestimation suivante
lu(z)| < cilz|™* dans OQ\{0}, (4.28)
ou 0 <a< N —1, alors -
lu(z)| < calz|™* dans Q\ {0}. (4.29)

Preuve :

Puisque o < N — 1 alors u|pn€ L' (9Q) et

u(z) = [ P(z,y) uly) dS(y), (4.30)
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ou P(., .) désigne le noyau de Poisson dans 2. Il est bien connu (voir [7]) que dans un domaine
borné de classe C?, il existe c;, > 0 et cg > 0 tel que

+ o d(x) d(x)

c3—= < Plz,y) < c3— V(x,y) € Q x I, 4.31
ou d(z) désigne la distance de x par rapport au bord, ce qu’on peut le réécrire d’une maniére
équivalente,

d(l‘) N I
P(z,y) = C’3(m,y)ﬁ ou ¢3 < Cs(x,y) <cg Y(z,y) € Q x IN. (4.32)
r—y

Ainsi,

() < d) [ DD agy) (4.33)

o0 o =y [yl
Soit Gy = {y € 9N : |y| < 27 z|} et GE = 0N\ G, = {y € Q : |y| > 27}|z|}. Remarquons le
fait que si y € G, alors 27|x| < |x — y| et que G, C By . Donc

2

dm/‘——————M? §c/ @)
@ Je Ty g PO =@ Ty
d
§2N7103’x‘17N/ yau
B |, NoSY ‘y|
2

eslzl pN=2 gy
1-N
< c4lz] / ot
0 r

ou ¢g = ¢6(92, ). Ensuite

d(a:)/G Mds(y) < 2ad($)/ Mj

ez —y[N |yl = |z ez —yV
20&
<om /a _Pla.y)dS(),
20[
< -
= Jaf

Puisque
/‘ Cs(x,y) dS(y) :l/‘ C%@ay>d51y)*_/‘ Cs(x,y) dS(y)
oo le—ylNyle Ja, lz—ylNlyl© o Jag z—y[Nyl*
Alors & partir des estimations précédentes on déduit I’estimation (4.29), pour ¢y := max{2%, cg}.

4.3.2 Estimations locales de régularité

On considére 2 un domaine borné régulier de R dont le bord contient 0 et u € C*(Q\ {0})
une solution positive de

—Au=0 dans €,

ou
— =90 oO\{0},
o + u sur \{0}
N
ou ¢ > 1. On rappelle qu’on a montré que u € MN-2(Q) et u|po€ LI1(0N) (la preuve est
similaire a I’étape 1 dans Théoréme 3.3.), ce qui implique par la théorie de la régularité du

probléme de Dirichlet que u € W%’Q(Q). Par I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, cela

donne u € L7 () avec ¢* = %. On remarque que

N
> e (4.34)



76 4.3. ESTIMATIONS SUR LA SOLUTION

Méthode de Moser

Soit & € C't 1(@) telle que 0 < & <1, {(x) = 1 si dist(x,00Q) > s, £(x) = 0 si dist(x,00) < r et
que |V¢| < = pour r < dist(x,00) < s, ou dist désigne la distance de = au bord.

— §—T

Si a > 0, utilisons ¢2 u® comme fonction test,
/ Vu. V(€2 u®) dx — @52 u®dS = 0.
Q a0 On
Comme,
/ Vu. V(2 u®) dr = 2/ Eu*VuVedr + o / w12 |Vu|? dr,
Q Q
- a+1 /fQ\Vu P2 dr + 2/§u (T V) VE d,

(a—i—l)
4o atl
B (a+1)2/9|vu P d

1 1
4 . 5 5
(/ VT2 €2 d:c)2 (/ uo‘+1V§|2dx>2. (4.35)
1 Q Q
1
X = (/ ]Vua;l]2§2dx>2,

Y:—/ 62 adS / 52 CH-QdS
o0 On

A= (/ wet! |V§\2dx)2
Q

En réécrivant I'inégalité (4.35) en utilisant ces notations, on a

On pose,

4aX? —4(a+1)AX + (a+1)?Y <0. (4.36)

On considéere ce dernier polynéme par rapport a X, on conclut qu’il a des racines réelles, donc
son discriminant est positive, ce qui entraine que,

1
QY < A? = [ 2uoT1dS < f/ ut Ve d. (4.37)
a0 a Jo
On a a+1 a+1 a+1
EVu 2 =V(€u 2 )—u 2 VE.
Ce qui entraine,
a+l a+l
fuT Vu'T VE = u"T V(Eu'T ) .VE — u Ve,

Utilisons ces deux identités et par ’application de I'inégalité de Young, on obtient

2 2
a+1

’fVu > u | vel2. (4.38)

l\DM—l

> o[ vieu )

Par application de I'inégalité de Young a l'inégalité (4.36),
404/ §2\VuaT+l\2 dr —2(a + 1)6/ u Ve de — 2(a+ 1) - / ]Vu ] dx
Q Q

+ (a+1)? / £2uT1ds <0.
o0
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Donc,
(da — 2(a+1)5) / |VuaT+1|2§2da:—2(a+1)e/ W VER da
€ Q Q
+(a+1)2/ €240+ 45 < 0,
o002
il s’ensuit,
(2a—(a+1)1)/ \V({uaTH)IQ—i—(a—i—l)z/ 2401 4§
€ JQ

< <4a—2(a+ D=+ 2(a+1) )/QUO‘HIV§|2dx.

, et on obtient,

o oty 2 2.«

4
<2 / WV da. (4.39)
x JQ

On prend € = a

Si nous supposons « > ag > 0, alors il existe c,, > 0 tel que
1€u"z H2 2t a/ 2utids < cao/ u Ve da.
a0 Q

Supposons N > 2 et soit 6 = % Par I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

at1 uta CagCN at1
Il gy + o 84S S Nl gy (440
Fixons a > 0 et définissons les suites
Pn = 0pn—1 avec po = ap + 1,
Ty = a(2 — 27" donc ry = a,
sp=a(2-27") d’olt s5 = 2a.
En faisant itérer I'inégalité (4.40), on obtient,
4"cnce
Pn n+q—1 NCag
[l LPn+1(Bg, NQ) + (pn— 1) Bs no0 uPr T dS < 2 [|w HLPn Bg, NQ)* (4.41)
Ce qui permet d’avoir la récurrence,
a1
n [(CN Cap | Pn
[ull onsr(Be o) < 4Pn < a2a0) [ullLon (Bg, n0)- (4.42)
En itérant on obtient,
n 1
n k. CN C Zk:O E
Jullzrves g, rey < 475205 (2220 ) 7 g ) (143

Puisque py, = 0 (ap + 1) Pinégalité précédente s’explicite et donne,

NIN-2) [en e 2(ap+1)
Julzsog ey < 450070 (2220 ) ™ s
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Donc,

C
ull oo (B, ne)y < —=— llullLeot1(Ben)- (4.44)
aa0+l

Si nous prenons 0 < ag < ﬁ, alors ag +1 < % , d’ou

!
lell ooty < ellull o o) = € lluloollmen)-

Rappelons le fait que u est une fonction harmonique positive alors sa trace u|sq est une mesure
de Radon positive. On en déduit alors qu’il existe €' > 0 tel que

!

C
[ullpoe(Benn) < —x— lluloallaoq) ¥r > 0. (4.45)
Ta0+1

Notons aussi qu’on a toujours u|pn€ L9(0€2), donc u € W%’Q(Q) — L9 (Q) , avec

_ Ng :
q" = 7-5- En outre, puisque

Jullzsony < | g, o) < lulonllag

ull o~
MN=2(Q)
et,

lull o @) < ellull 1, < clluloallza@a)

()

on déduit qu’on a

ull Lo () < clluloallm (4.46)
En prenant ag 4+ 1 = jg—jjl on conclut finalement
C/
lull oo (Beny < —x=1 lluloallm@a) ¥r > 0. (4.47)
r aq

Remarquons le fait que % < qfll pour tout ¢ tel que 1 < g < %, donc pour r < 1 , cette
derniere inégalité entraine

1
HUHLOO(Bng) <Cpr o7, (4.48)
ot C est une constante qui dépend de Q et ||ulsllra0)-

Remarque 4.2. Par continuité de la fonction u jusqu’au bord dans BENSY, on conclut qu’on a
lestimation a-priori suivante

0Su(z) <Cile| 71 vzeQ)\ {0, (4.49)

ot C1 > 0 dépend de Q et ||u|gall sm(o0)-

Il est intéressant de noter que la dépendance de la constante Cy d ||ulsallm n'influencera pas
la classification de singularités de ’équation (4.1) notamment dans le contexte du Théoréme
4.10 qu’on verra prochainement. Puisque, dans cette classification, ce qui est vraiment utile est
Uestimation de ordre de "singularité” de u au voisinage de 0, qui est exprimé par le terme
r=1/®=1) " Par contre, Uinconvénient est que cette dépendance, limite certains constructions,
notamment ¢a limite notre construction d’une solution a singularité forte mentionné dans la
partie b) du Remarque 4.6, cela vient du fait, que dans une telle situation on perdra la borne
uniforme de la suite croissante {uy}r (définie dans Remarque 4.6, partie b) ).
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On pense qu’une amélioration de 'estimation (4.49) est possible, et qu’on pourra avoir une
estimation universelle pour toute les solutions (une estimation de type Keller-Osserman), au
sens que, siu est une solution quelconque de (4.1), alors on a l’estimation

u(z)| < Cle| 71 Vzel, (4.50)

ou C' est une constante qui dépend uniquement de 'ouvert ).

4.3.3 Estimations sur les dérivées de la solution

Théoréme 4.4. Soient Q un domaine borné régulier de RN dont le bord contient 0
et u € C?(\ {0}) une solution de

—Au+u=0 dans €

gz =g(u) sur OQ\{0}, (4.51)

ol g est une fonction de classe CY°. On suppose que u vérifie
u(z)] < al|z]), (4.52)
ot a: (0,00) = (0,00) est une fonction continue décroissante tel que hH(lJ a(r) = co.
r—

Alors, en notant H, = D?u, le hessien de u, on a

|Hy ()] < ca(!]

<ca(7). (4.53)

Remarque 4.3. :

(1) La conclusion du théoréme précédent reste vraie, si l’équation considérée dans ) est

—Au =0.
1
(2) Sia(r) =|r|” =1, alors ce théoréme permet de conclure le résultat du Lemme 4.1.

On rappelle le résultat suivant de Quittner et Reichel ([32], Théoreme 6).

Théoréme 4.5. Soient p € [1,00], f € LP(0Q) et v € L}(Q) x LY(0Q) une solution de

—Av+v=0 dans

9 (4.54
—v:f sur Of). )
on
Si q € [p, <], alors on a
()S'l—l<i l € L1(00)
a Zp . N7 aors v .
1 N 1
 — — L1(Q).
(b) Si (N_l)q<N_1,alorsv€ Q)
1 N
c) Si— — ——— <0 alors v € WhH4(Q).
(c) » T IN= 1) (€2)

En outre, dans tous les cas précédents il existe une constante Cp 4 N > 0 telle que

[ollx < CpanllfllLeon), (4.55)

ou X est L1(09Q), L1(Q) ou WH4(Q) selon le cas.
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On en déduit les estimations de plus grande régularité.

Théoréme 4.6. Soient p € [1,00], f € WHP(9Q) et u € LY () x L (0Q) une fonction vérifiant
(4.54). Si q € [p, ] tel que % — ﬁ <0 alors u € W24(Q). En outre

ullw2a0) < C | fllwran)- (4.56)

Preuve : Pour simplifier on suppose que £ = B la boule unité de RY. On écrit alors I’équation
en coordonnées radiales (r,0) € Ry x SV~1

N -1
r

1
ur—ﬁAu +u=0 dans (0,1) x SN~1
ur(1,.) = f() sur SNTL,

_u’f'T —

(4.57)

ott A désigne D'opérateur de Laplace-Beltrami sur SV—1. Soit A une matrice antisymétrique,
et soient X; = et le groupe d’isométrie de SN=1 associé & A et Dy la dérivation de Lie
correspondante, c’est a dire

Daw(o) = %W(Xta) Lt=0- (4.58)

!/ . 7.
Comme D4 commute avec A, la fonction w = D gqu vérifie

N-—-1 1
—Wpp — ———w, — 5 Aw +w=0 dans (0,1)><SN_1
r r (4.59)
wy(1,.) = Daf(.) sur SN7L
On en déduit que Dyu vérifie
[Davllwrasy < Cllfllwir@n)- (4.60)

Donc,
1 / ’
[ Lo (9l + 19wl 4+ 0 |2 e dS dr < Ol o)
0 JSN-1

La notation H, dans cette formule désigne la matrice hessienne par rapport a la variable o i.e.
la hessienne de la fonction o +— u(r, o). Cette estimation combinée avec

1 I
/0 /SN_I(\qu + Jup? + 1V ) PN dS dr < O f | ooy

permet de conclure,
1 ’ ’ _ _
/1 /SM(W + el + UV U + [V |?) + 2 H|7) 7N dSdr < Ol f lweos)-
1

A partir de I’équation de u en coordonnées sphériques, une estimation similaire est obtenue pour
Urr, CE qui entraine

HUHW?%I(B\B%) < Cfllwrr@s):- (4.61)

Et, a partir de la harmonicité de u on a
2 1
sup | [D7u(z) « fo| < 5 p < € ol |ul(z) dz < C||fllwre@n)-
z|=3

Finalement, l’estimation (4.56) d’en découle.
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Une itération de ce procédé est possible, cela est annoncée par le théoreme suivant.

Théoréme 4.7. Soient p € [1,00], k € N* et f € WEP(9Q) et soit u € L' () x L(9Q) une
fonction vérifiant (4.54). Si q € [p, 0] tel que % — ﬁ < 0 alors u € WKTL9(Q). En outre

[ullwetr.a) < Cllfllwrroa)- (4.62)

Rappelons que dans la méthode d’interpolation réelle on a, (en reprenant les notations de Lions-
Peetre)
[WHR(Q), WhI(Q)] g = WH9(Q). (4.63)

Le théoreme d’interpolation de Lions-Peetre affirme que si L est un opérateur linéaire dans
D'(Q), continue de WHP(Q) & Wh(Q) et de WFHLP(Q) & WHL4(Q), alors il est continue de
(W (Q), WEP(Q)], , = WH(Q) & [WIH(Q), WHI(Q)],, = WH59(Q). il s'ensuit de ce

théoreme,

Théoréme 4.8. Soit f € WkEsP(Q) pour un p € [1,00], un s € (0,1) et un k € N* et soit

u € LY Q) x LY9Q) une fonction vérifiant (4.54). Si q € [p,00] tel que % — ﬁ < 0 alors
u € WkHI+4(Q)). En outre
[ullwrrrtsay < C Nl fllwrtsroo)- (4.64)
On applique cette estimation au probléme
—Au +u=0 dans
ou (4.65)

= g(u) sur 09,

oil g est de classe C1° tel que g(0) = 0, on déduit le théoréme suivant,

Théoréme 4.9. Si u est une solution bornée de (4.65), alors u € W2T4(Q) pour tout q < oc.
En outre

ullwetsay < C llull Lo @0)- (4.66)

Preuve :

En utilisant le résultat précédent pour un p suffisamment grand, il s’ensuit que u € Wh4(Q)
1 1
pour q < %. Ainsi y(u) 1= u|pn€ W' 09(09) et donc g(u) € W' a9(8Q) avec

lg@ll 21

< < 00 (Q)) -
Donc,
iyt < Collullm oy

2
En utilisant a nouveau le théoréeme de trace, vo(u) € sz?q(aﬁ). Si on prend ¢ > 1—36 on

obtient g(u) € W%4(9Q), ce qui entraine (4.66).

Preuve du Théoréme 4.4.

On rappelle que l'opérateur L := —A + I avec condition au bord de type Neumann est un
isomorphisme de W?2P?(§) sur LP(£2). Donc c’est aussi un isomorphisme de LP(2) sur W~2P((Q).
Par la suite c’est aussi un isomorphisme entre les classes d’interpolations associées.
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En outre, si ¢ € LP(0(2 N BE)), alors la solution w := P~2+[¢] de

{—Aw—i—w—O dans 2N By (4.67)

w = ¢ dans 9(QN Bg),

1 1
appartient & W»*(Q N Bg), avec estimation continue , et donc Vw € W5_1’p(Q N BE).

On pose D = max{|z| : z € Q}. Alors Q = U (2\ Bgr). On fixe R et soit £ € C°(RYN) telle

0<R<D
que 0 < &g <1, (g =1 dans BSp, &g = 0 dans Br. Soit vg = g u, alors

—Avg + vgp = —ulAér — 2Vu.VE&r dans QN By,

dvr dEr . (4.68)
B Erg(u) + U dans 0(2N BE).

On peut écrire vg = v}z + U ou

_AUL + U;r{ —ulAér — 2Vu.VE&r dans QN By,

52% = 0 dans 0(2N B%), (409
et,
—A¥r + 9 =0 dans QN Bp,
% =¢rg(u )—l—u%% dans O(2N BE). (4.70)
La fonction u est L—harmonique dans 2 N B$, donc réguliere et
lull,,, < ca(R) = |[Vul| < ca(R), (4.71)

P(QNBS) W P(QNBS,)
1
avec p arbitrairement grand mais fini. Ainsi v}; e WrthP (©). Maintenant 0r appartient a
WLP(Q) par le Théoreme 4.5, ceci implique que vy € WHP(Q) et

lorllwir@) < ca(R) = llullwir@npg,) < ca(R). (4.72)

Ensuite, nous remplacons R par R; > 2R, et définissons conformément v, = {r,u = ’U;fgq + UR,

ou v%l et Up, vérifient les mémes équations précédentes avec R remplacé par R;. Mainte-

nant,

IVullranpg ) < calBr). (4.73)

Cela implique v}q € W?P(Q) et ||1)};L.1 lw2r@) < ca(R1). Quant & l'estimation de Og,, on utilise

les théoremes standards de trace pour avoir,

< . .
L[ s, ) ca(Ry) (4.74)
Et donc,
&R,
||£ng(u) +u 9 le ;p( a(QNBS, )) CG(R1)~ (4.75)
En utilisant le Théoreme 4.8, on déduit,
U < < )
1oy S €)= il S 0l
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R _2
A Détape suivante Ry > 2R;, on devrait obtenir une estimation de u dans W>™ »? (€2 N BSg, ),
mais il y a une limitation due a la régularité de g. On obtient enfin,

|‘u‘|W2+5vP(QmB§R2) < ca(Ry). (4.76)

Notons que cela implique
||U”C2vs(mBgR2) < ca(Ry), (4.77)

pour tout s < §. Ce qui achéve la preuve.

4.4 Classification de singularités

4.4.1 Singularités fortes

Nous allons maintenant classifier les singularités de I’équation (4.1) en adaptant & notre probléme
la méthode et les notations utilisées par Gmira et Véron [25].

Soit u € C?(Q2\{0}) une solution de :
—Au =0 dans 2

@
ov

o (4.78)
+ [uP"Pu=0 sur 0Q\{0},

ol Q est un domaine régulier de R, v désigne la normale extérieure et le point 0 appartient au

o00.

On note z = (', x,,) € RV~ xR les coordonnées cartésiennes dans RY. Sans perte de généralité
on suppose que 'hyperplan tangent de 92 au point 0 est {z € RN .z, = 0} et que le vecteur
normale extérieur du domaine dans ce point est —ey. On représente 0€) au voisinage de 0 comme
étant le graphe d’une fonction ¢ de classe C2 définie sur RV =1 N By et que ¢(0) = 0, V¢(0) = 0,
et

/

90N Br={z= (¢, an) : 2 € RN 1N Bp,z, = (z

)}
Si v désigne le vecteur normale extérieur sur 92 placé en un point x = (:B,,mn) € 092N Bg,
alors
Vo -1 >
v(z) = , . 4.79
= (Jrerear v (79

Lemme 4.1. Supposons que Q est un domaine borné et que u € CH(Q\ {0}) est une solution
de (4.78) qui vérifie

lu(z)| < Clz| 71 Va e Q\ {0}, (4.80)
ot C est une constante qui dépend du domaine 2. Alors
u(x)| < 2| TP T VzeQ 0}, 4.81
\Y% C
et
ID?u(z)| < Cla|™ % a0\ {0} (4.82)
En plus, il existe v € (0,1),

2p—1 —
|D?u(x) — D2u(y)| < Cla| 57 o —yl7 Va,y € Q\{0} tel que |2 < [yl.  (4.83)
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Remarque 4.4. Le lemme 4.1 est un cas particulier du Théoréme 4.4, Uestimation (4.80) est
valide si la solution u est positive (voir Remarque 4.2).

Le théoréme principale qui permet de décrire le comportement de la fonction w au voisinage de
0 est le suivant.

Théoréme 4.10. Supposons que 1 < p < (N —1)/(N — 2) et que le domaine Q2 est borné de
classe C2. Soit u € C%(Q\ {0}) une solution de (4.78) qui vérifie (4.80). Alors il existe une
composante connexe et compacte F de 'ensemble € de solutions de (4.5) tel que :

lim dist o g1, (y;p\pllu(x), f) —0. (4.84)

On introduit le changement de variables suivant y = ®(x),
Yy1 =21
Y2 = X2
(4.85)

Yn—1 = Tp—-1

Yn = Tn — ¢<m17 e Tp1).

Soit R' < R tel que ¢(Bp) CC 02N By, siz = (', 2p) est un point de Q tel que z' € By et
€ (0,R) alors y € By x (0, R).

On définit a(y) = u(x) avec y = ().

On a donc
uf’;i = uyz ¢xzuyn (4 86)
Uz, = ﬁ’yn '
C’est a dire
Vu = Vi — iy, V. (4.87)
Et que,
Ugz; = Uyy; — 20, Uyy, + (d)wi)Qaynyn — Py Uy, (4.88)
uxnxn = aynyn '
Par conséquent,
Au = Ad — iy, Ad + |VP|*ily,y, — 2V Vi, .
La fonction @ vérifie ,
— A+ 1y, Ad — [V@| iy, y, +2VéVi, =0 dans By x (0,R), (4.89)
en plus I’équation du bord de # est
(Vi.v) — iy, (Vov) + afP"'a=0 sur By x {0} \ {0}, (490)
@ est continue dans O0Bp x (0, R). '
Puisque V¢(0) = ¢(0) =0 et si y € By x {0}, alors de (4.79) on a,
2
[Vl = O(r?) lorsque r — 0. (4.91)

(Vo) = WiENZIE SR
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On considere maintenant les coordonnées sphériques dans les y coordonnées,

y=(r,0) oir=lyl et oSy

Donc,
1
Vi =i, 7 + - Vi
T
(4.92)
N-—-1 1
At = ity 4\ )aT+—2ASa,
r r
ol T = Y
[yl
Par la suite,
Uy, = VU ey,
1
= Uy (1 .en) + = (Vst.ep)
Ensuite,
Vi, = Vi,.(17.ep) + G V(7 .en) + V[(Vsu en)],
_ <uﬁ+ vsar>.(ﬁ en) + 20V s(TH )
1, - X
+ | - T—Q(Vsu en) + = (Vstr.en)|. W + 2VS(VSu €en),
= |:Urr(ﬁ en) — 5 (Vsii.en) + = (Vs en):| n
1 TR 1 _
+ ;( 1 .en) Vi, + ;urvs( 7 .en) + T—QVS(Vsu.en). (4.93)
Finalement,
2
Ty = Ty (T en)? = 5 (Vatloen) (7 -en) + = (Vslly-n) (7 1)
1 1
- ;ﬂr(vs(ﬁ.en).en) + 5 (Vs(Vsiien).en). (4.94)

Remplagons ces expressions en coordonnées sphériques dans I’équation (4.89) et aprés une mul-
tiplication par (—r?2) on obtient,

+or [|v¢|2(ﬁ.en) - M (Vsiin-en) + [VOI2(Vo(Viien)en) — 20(T )V ity Vo

— 2V, (Vyiien) Ve = 0. (4.95)

On définit,

u(r,o) = PP v(t,o), avec t=logr. (4.96)
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Ainsi,
1 1 S S
ﬂr [ r p—1 1fU + r p-1 1 Ut7 (497)
p—1
1 1 1 2 _1 1
Uy = < + 1)r = 2y — ( + 1>r = o4 = 2vtt, (4.98)
p—1\p—1 p—1
Agtt = riﬁAsv et Vsu = rip%lvsv. (4.99)

Par conséquent, v vérifie,
2
(14 e1) vy + (N — pfpl +e) v+ (hy +€3)v+ Ay + (Vev.€4) + (Vsvr. €5)
+ (Vs(Vsv.en).€6) = 0. (4.100)

Pour (t,0) € (—o0,log R') x SE=1 ot

1 1
Ly=(—)(——+2-N).
N <p—1>(p—1+ )

Et,
€1 = Vo2 (7 .en)? — 20, (T .ep). (4.101)
= (pfl + 1) €1 — (T .en)rAd + VO (Vo(Ten)en) — 2(Vo(Tn) V). (4.102)
63——pi1|:62+pi161:|. (4.103)
2 2 1
2= (e Vo [ 20— (251 ) Do - o] . (4104
€5 =—2(1.e,)Vo + 2[|v¢|2(ﬁ.en) - gﬂ en. (4.105)
T =—2Vo+ |Vl en. (4.106)
Puisque ¢(z) = O(r?) alors,
lei|l = O(r) Vi=1,2,..6. (4.107)

Sur (—o0,log R'] x 885:7 ~1 la fonction v vérifie ’équation suivante,

(v — » i [V)es — er (v — pi lv)(ﬁ-en) + (Vsv.en)| + (Vovr) +vfPlo =0,  (4.108)

ot
e7 = (Vo.v) = O(r?) lorsque r — 0, (4.109)
sl = ()] < 2 _ o(r). (4110)

T VIH[VeR

Lorsque le point P varie sur 92 alors 3, = 0 et le vecteur W(P) contient uniquement les N — 1
premieres composantes, et comme conséquence de Cauchy Schwarz sur les N — 1 composantes
on déduit 'estimation précédente sur eg.

La preuve du Théoreme 4.10 est maintenant réduite a I’étude du comportement asymptotique
de v(t,.) lorsque t — —oo0.
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Lemme 4.2. Les relations

T
/ / v? do dt < oo, (4.111)
—o0 JgN

et

T
// (02 + |Vyue|?) do dt < oo, (4.112)
—00 Si\]*l

sont satisfaites pour T < log R .
Preuve :

Puisque ¢(0) = 0 et V¢(0) = 0 alors & partir d'un développement de Taylor d’ordre deux de la
fonction ¢ au voisinage de 0, on déduit les comportements suivants lorsque 7 — 0,

{¢($)ZO(T2) et [Vo(x)l
|

O(r).

_ oW (4.113)

¢r(z) = O(r) et |Ag(x)
A partir de ces comportements on déduit,
lej(t,.)] < Ce' pour j=1,...,8 enplus |e(t,.)| + |Vsej| < Cel pour j =1,5,6,7. (4.114)

Le Lemme 4.1 affirme que v ainsi que ses dérivées jusqu’a I'ordre 2 sont bornée dans C%(S iv 71).

On multiplie I’équation (4.100) par v et on intégre par partie sur S iv ~1. on obtient

1d 2 2 2 1 p+1 5 7 2p 2

T [/Sfl(vt + 1, Nv° — |Vv|?) do — pi—k T Jons ] da} + (N — pi— 1) /Sfl vi do

+ mi(t) +m2(t) =0, (4.115)
ou

m(t) = /SN*1 [elvtt + €0 + €30 + (st.?4) + (stt.?5) + (Vs(st.en).?G)} vt do,

+

na(t) = /SN*2 [— (v — pi lv)eg + ((vt — i lv)(ﬁ).en) + (st.en))w} v do .

Les estimations dans (4.114) impliquent,

In:(t)| < cet, pour i=1,2. (4.116)

Puisque N # (2p)/(p — 1), en intégrant la formule (4.115) entre —oo et log R et en prenant en
compte les estimations sur les 7; et la bornitude de v ainsi que ses dérivées jusqu’a l'ordre deux
on conclut,

logR/
/ / vZ2dodt < oco. (4.117)
oo V-t

La preuve de la premiere estimation vient d’étre établie.

On remarque qu’on a

v = (V) — th et VsoVsvy = (VsoVguy)y — \stt|2. (4.118)
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Multiplions cette fois ’équation (4.100) par vy et effectuons une intégration par partie sur S iv -1
et en utilisant (4.118), on obtient

/N 1(vtgt — Iy NV} + |stt]2)da+/ ploP~ i do’ + yi(t) + ya(t)
ST SN—2

+

d N P ) /
+0 {/55_1(2 T 1)03 + I Nvve — (V. V) do — /SN?2 0P~y vtda} _0, (4119)

o,
7 (t) = /SN?1 [elvtt + eovy + €30 + (st.?4) + (stt.?g)) + (Vs(vsv.en).?ﬁ)} v do,
+

1

Y2(t) = /SN*2 [67 ((Ut - pi 11)) (7 .en) + (st.en)> — es(vy — -~

1 U):| UVt d O'l .
On conclut a partir de (4.114);

1vi(t)| < ce!, pour i=1,2. (4.120)

De la bornitude de v, v, Vv et Vv, et de (4.117) , (4.120) on déduit lorsqu’on integre (4.119)
entre —oo et log R,

logRl ,
/ / (v + |Vsve2) do + / plv[P~ v do | < . (4.121)
—00 51+V—1 SN—2
Ce qui acheve la preuve.
O
Lemme 4.3. On a
im (st )l ey + et )l ey ) = 0. (1122)

Preuve :

A partir du Lemme 4.1, les fonctions g1 : t = [qn-1 vZ(t,.)do et gg : t > Jgn-1 v} do sont
+

équicontinues sur (—oo,T), et le résultat du Lemme 4.2 assure que ces deux fonctions sont

intégrables. Ainsi, si on désigne par g I'une de ces fonctions, alors le probléeme maintenant est

de montrer que : Si g est une fonction équicontinues sur (—oo,T) et que g € L'(—o0, T), alors
lim g(t) = 0.

t——o0

Si on suppose que 1tlim g(t) > 0, alors ils existent une suite décroissante ¢, — —oo et un € > 0
——00

tel que g(t,) > e. A partir de I'équicontinuité il existe un 1 > 0 (uniforme pour tout les t,) tel
que g(t) > €/2 pour tout ¢ tel que |t — t,| < n , par conséquent

tn‘l’n
/ g(t)dt > ne. (4.123)
tn—n
tn+"7
Lorsqu’on fait tendre n vers l'infini, le terme /t g(t) dt ne peut pas tendre vers 0, ce qui
n =1

contredit le fait que g € L'(—o0,T).



4.4. CLASSIFICATION DE SINGULARITES 89

Preuve du Théoréme 4.10

Si T (v) = {v(t,.) : t < 0} désigne la trajectoire de wv(t,.), alors & partir du Lemme 4.1,
T~ (v) est bornée dans C27(SY ™) et par application du théoréme d’Ascoli-Arzela, 7~ (v) est

relativement compacte dans C? (Fffl). On déduit du Lemme 4.3 que vy et vy tendent vers 0
lorsque ¢ tend vers —oo. Par conséquent, la limite-av de 7~ (v) qui est définie par

AT @l= N (Ut @S0),

t<logR' "T<t

est une partie non vide compacte et connexe de solutions de 1’équation (4.5),

g[S ={we C’l(gf_l) Aw+l,yw=0 dans SV (Vwr)+ wPlw=0 sur S¥72}
(4.124)

Ce qui acheve la preuve.

Un cas particulier important du théoreme précédent est énoncée par le théoreme suivant.

Théoréme 4.11. On considére N > 3. Avec les mémes hypothéses que le Théoréme 4.10, on
suppose en plus que u est positive au voisinage du point 0 et

NNl (4.125)
N-1-PSN—2 ‘

Alors,
(i) Soit il existe o > 0 tel que
lim ||V ~2 = 4.12
tim oY 2 u(z) = o, (4.126)
et par conséquent u se prolonge en 0 vers une solution de l’équation :

—Av=0 dans
@
on

o (4.127)
+ [v]P" v = eyady sur 09,

avec ey = NV-2wx

(i) Ou bien
1
;11)1%) |z|P~Tu(x) = w(o), (4.128)

uniformément par rapport a o, o w est l'unique solution strictement positive de (4.5).

Remarque 4.5. :

a) Dans le cas (1) du théoréme précédent on dit que la singularité est faible en 0, et dans le cas
(ii) on dit que la singularité est forte en 0.

b) Si a =0 dans le cas i), alors a partir de I’équation (4.127) il est claire que u = 0.

c) Le résultat du Théoréme 4.11 est valide si on néglige l’hypothése "u positive au voisinage
de 0'. En effet, dans un tel cas le paramétre a dans i) pourra étre positive ou bien négative et
dans it) on a la convergence soit vers w la solution strictement positive du (4.5) ou bien vers
—w.



90 4.4. CLASSIFICATION DE SINGULARITES

Preuve du Théoréme 4.11

1
D’apres le résultat du Théoréme 4.10, |z|P~Tu(x) converge lorsque z — 0 vers une partie connexe
et compacte de I’ensemble £, et puisque 'ensemble £, contient que deux éléments lorsque

1
N/(N —1) < p < pc (Théoreme 4.1), on conclut que |z |»~T u () converge soit vers 0 soit vers
w la solution positive du probléme (4.5) .

Cas 1 : Singularité forte :
Si: )

|z |PTu(z) — w(-). (4.129)
Dans ce cas on a une singularité forte du probléeme (4.1). La partie (ii) du Théoréme 4.11 vient
d’étre établie .
Cas 2 : Singularité faible

On suppose maintenant que :

|27 T u(z) — 0. (4.130)

Ce cas est un cas particulier du résultat du Théoreme 4.12, dont on démontrera indépendamment
dans la suite.

1
L’hypothese N/(N —1) <p < (N —1)/(N — 2) est équivalente & N — 2 < 1 < N —1.En
p —_—
utilisant les notations de la preuve du Théoréme 4.12, on note kg = N — 2. A partir du résultat
du Propositions 4.4 et 4.5 , il existe une constante a > 0 tel que :
lim V=2 4

lim r,o) = a.

Ce qui est la partie (i) .

Remarque 4.6. :

a) Il est intéressant de noter que si on utilise l’estimation a-priori (4.49), qu’on a établi en
utilisant la méthode de Moser (voir Remarque 4.2), le résultat du Théoréme 4.11 reste valide.
Ainsi, si on combine le résultat de ce théoréme avec le fait que la solution stationnaire w est
bornée, alors on obtient l’estimation a priori universelle

w(z)| < Cr 7T (Vo e Q) {0}), (4.131)

ot la constante C' dépend uniquement de €).

b)Sous les hypothéses du Théoréme 4.11, on peut construire une solution d singularité forte de
la facon suivante.

Soit ug la solution positive de,

— Aup, =0 dans

4.132
%+Uz:k01\[50 sur 0f), ( )
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N o _N-1
N_1 PSNTo

Selon le Théoréeme 4.11, on a le comportement suivant des fonctions ux au voisinage de 0

. N—-2
T fug ()| 2 = &,

et, il existe une constante C > 0 qui dépend uniquement de §2, tel qu’on a ’estimation universelle

suivante sur toutes les solutions de (4.78),

lw(z)| < Cr 7T (Yo e )\ {0}). (4.133)

La suite (uy), est strictement croissante (principe de comparaison), et da partir de l’estima-
tion universelle précédente, on conclut que ug converge ponctuellement presque partout vers une
fonction positive u,

Lorsqu’on fait tendre k vers l'infini, on conclut que u vérifie la méme estimation universelle,

0< u(z) < Or 71 (Vo e\ {0}).
Rappelons que Uéquation (4.132) est prise au sens trés faible suivant,

(V¢ € Cq) /Quk(—Af) n /m W EdS = key €(0). (4.134)

La monotonie de uy et l’estimation universelle, permet d’affirmer la convergence forte de {uy}
vers u dans L'(Q). En faisant tendre k vers linfini, et on fire & tel que £(0) = 0, on conclut,

/Qu(—Ag)d:n + /aQupﬁdS = 0.

Ce qui implique que u est une solution du probléme,

—Au=0 dans

4.135
gZJrup:o sur 90Q\ {0}, ( )

qui vérifie
lim u(x) rV "2 = +o0.
r—0
Selon le Théoréme 4.11, par exclusion, le seul comportement possible de la fonction u au voisi-

nage de 0 est,

ot w est l'unique solution positive de (4.5).

1l est intéressant de noter que si on me limite pas le choix de fonctions tests & d ceux dont
€(0) = 0, alors en passant a la limite dans (4.134), et au moyen de convergence monotone des
intégrales, on conclut que u est solution de I’équation suivante,

—Au=0 dans

4.136
g—u—l—up:—l—oo-% sur 0. ( )
n
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La mesure de Dirac a masse infini (400 - dg) est une mesure de Borel non bornée, définie sur
un ensemble borélien A par,

0 si 0¢ A,

+00 -0, A) =
(oo -0, 4) {—i—oo st 0e A.

4.4.2 Singularités faibles

Dans cette section, on étudie le comportement précis au voisinage de 0 de solutions u de (4.78)
qui vérifie
1
lim 7T u(x) = 0. (4.137)

r—0

On gardera les mémes notations précédentes, notre résultat principale est le théoréme suivant.

Théoréme 4.12. On considére N > 3 et Q un domaine bornée régulier de RN . On suppose que

L<p< (N=1)/(N-2),

et que

Siu € C%Q\ {0}) est une solution de (4.78) qui vérifie

lim || 7 Tu(z) = 0. (4.138)

z—0

Alors,
i) Soit, u = 0.
it) Soit, il existe un entier k € [N — 2, 71) et une fonction harmonique sphérique non
0
nulle ¥ de degré k + 2 — N qui vérifie a—w =0 et que
v

. k _
}nl_I)I%)T u(r,.) = ¥(.), (4.139)

dans C2(SY™1).

Avant de prouver le Théoreme 4.12, on a besoin de propositions suivantes.
Proposition 4.2. Sous les hypothéses du Théoréme 4.12, on a
1
(de > 0) |a(x)] re=1 < C rf, (4.140)

au voisinage de 0 .
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Preuve :

On suppose par 'absurde que :
(Ve > 0) limsup e~ p(t) = 400,
t— —o0

1

oup(t) = Hv(t")HCO(W) yv(t,o) =reta(r,o)ett =logr.

Soit n € C°° ((—o0, log R]) une fonction qui satisfait les hypotheéses suivantes :

n>0 77/ >0 tiil}loon(t) =0, (4.141)
0< liﬂfipp(t)/n(t) < 400, (4.142)
tEIElOO e”“In(t) = 4o pour tout € > 0, (4.143)
(n'/n) et (n'/ n)/uniformément bornées et intégrable sur (—oo,log R), (4.144)
im ( /o)(t) = tim_(n /) (t) = 0. (4.145)

L’existence d’une telle fonction 1 a été montré dans [19].

Soit v (t,o) = n(t)w(t, o) . La fonction w(t, o) est une solution bornée de I’équation
suivante :
2
(L+e)wy + {(N B prl +e) + 2(1 + e) (777;)} wy + {(lp,N +e3) + (14 a) (%)

2
+ (N — }% + 62)(:];)}’w+ Asw+ < Vsw, €4 + (%)?5> + < Vswy, €5 >

+ < Vg < Vsw,eny >, €¢>=0. dans (—oo,logR,) X Sﬁf*l,

[((Z;)_g)il)w—i_ wt} es+ < Vgw,v >—67[(((77t)—1)w + wt> < n,ey >

+ < Vsw, ey >} + P Huw[Ptw = 0. sur(—oo,log R) X

En utilisant les estimations sur les €; et les hypotheses sur 7 on obtient (en suivant la méme
méthode utilisée dans la preuve du Théoréme 4.10) que la trajectoire du w (¢,.) est relativement

compact dans C? (?ffl), donc

Alg-w)] = N (U{wa,.)}CQ(Sfl)),

t<logR ‘7<t

est un ensemble non vide compact et connexe de :

N

1 1
\ —(— ) (— +2 - N).
ou o,y (p—1> (19—1Jr )

Sfrvfl = {z € Cl(gffl) : Agz + I, v 2 = 0 dans Sivfl et < Vgz,v>=0sur SN_2},
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Considérons 1’équation générale,

Asw + Aw=0 dans Siv_l,
(4.146)
% _y SN2,

— = sur
191%
( L’étude de cette équation a été effectué dans Appendice 5.4 )

La limite alpha de w (¢, o) est une solution de (4.146) pour A = [, y . Ce qui entraine que

N [SY = {0}, ce qui contredit ’hypothése (4.142).
O
L’objectif de la prochaine étape est d’affiner I'estimation (4.140) .
1 1 . .
Ona:N-—-2< ponr iR on pose : B = 1 kg, ou kg est le plus grand entier naturel
p J— J—
inférieure a .
p—1
Proposition 4.3. Sous les hypothéses du Proposition 4.2, on a :
~ —k
||u(m)HH1(SiV_1) < Mr—", (4.147)

Preuve :

On rappelle que les vecteurs propres du probleme (4.146) {ei 01 < j < ng}, forment une
base orthonormée de H 1(Siv _1) . L’étude menée dans I’Appendice 5.4 nous donne que ses va-
leurs propres sont les nombres A\ := k(k + N — 2), pour k € N, et que les vecteurs propres e
associés a A sont certains fonctions harmoniques sphériques de degré k.

Soitv(t,a):w’%la(r,o) avec t =logr .
oo Tk . .
v(t,.) = Z Z aj (t)e;, dans Sffl. (4.148)
k=0 j=1

L’estimation (4.147) qu’on cherche & démontrer est équivalente & :

0o N

o3 (L4 M) (ap (1)) < M. (4.149)
k=0 j=1

On projette ’équation vérifiée par v(t,.) sur les espaces propres {ef; 01 < j < ng}, et cela
en utilisant e comme fonction test dans I'équation vérifiée par v (t, o) . Ainsi les (aj (t))
vérifient :

(af(£))" + (N - ]fplxa?;u»’ + (v = Ae) (af. (1)) + BL(t) + D (t) =0

sur (—oo,log R), (4.150)

ou :



4.4. CLASSIFICATION DE SINGULARITES 95

B :/SNI e (crog + v+ esv +(Voa) + (Vo) + (V (Voey) &)) do,
+

Dj:/ el (Vod)do
L= [r A0

Etape 1 : Résolution de (4.150) : Pour k € N, les nombres

1
. __
(1) 71 b1 + K,
(4.151)
1
(i3) r2:71+2—N—k,
sont les solutions de I’équation caractéristique :
2
X2 4 (N - p—pl)X TRy —

A priori il faut traiter les cas ro > 0 et ro < 0 séparément .

Cas 1 : ke {0,1,..kp +2— N}

Si on note par ng la multiplicité de la valeur propre Ay, alors la solution de I’équation différentielle
ordinaire (4.150) est,

al(t) = (r1 = r2) "' ([a}]) (0) = r2a}(0) " + (r2 = 1)~ ([a}] (0 ) —r1ag(0)) €™’

0 X . 0
—(ry — 1)t / er1 (t=s) (Bj. + Dj)(s)ds — (r1 —r2) -1 / e"? BJ + DJ)( Yds. (4.152)
¢ ¢

Cas 2 : k>ky+3—N

La solution du (4.150) est exprimée par :
. . 0
ai(t) ai(o)emt _}_(Tl_rz)flent /t (677'15_ 77"28) (B] —I-D])( )d

t 4 4
() (et — et / e"25 (B] + Di)(s)ds. (4.153)
—0oQ
Etape 2 : Estimations sur Bi et Di

Onpose z(t,o) =e“tv(t,o).
D’apres (4.140), la fonction z (¢, o) est bornée, et elle vérifie :
2
(I+e1)zu + [(N— prl +e) +2(1 + 61)6:| 2t + |:(lp,N +e3) + (14 e)é

2
+ (N— prl +€2)€]Z+ Agz+ < ng,?4+e?5> 4+ < Vgz, ?5>

+ <V5<Vsz,eN>,?>6 >=0. dans (—oo,log R) xSiVil,

1

[(e - )z + zt] es+ < Vgz,v >—67K(e—

p— 1)Z+Zt)<n,€N>

+ < Vgz,en >} + e (P D7l =, sur(—oo,log R) x SN2,
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Par la méme méthode d’énergie appliqué au Théoréeme 4.10, la trajectoire de z (¢,.) est relati-
vement compacte dans C? (?f_l), plus précisément, on a :

121l 25— tog my 5t <00 (V8> 0). (4.154)

Ce qui entraine :

||€1 Utt”?{l(si\“l) <C Hel UttHél(sffl)v

Et par un procédé similaire, tous les termes du B,Jf vérifient la méme estimation.

Par la suite,

oo Nk .
ST+ M) (B)? <Mt (4.155)
k=0 j=1

En utilisant I’équation sur le bord de v (¢,.), et I'estimation (4.140) et en intégrant sur S™V—2
ona:

|<cet\/ neN)(vt—
+ | e (v

SN2

< ¢ <€(1+e)t + epet + eet€t>

v) + (ngeN)ekdU\—i—]/ el P (t,0')do|

L)(m)do),

11 résulte,
o0 ne
> Z (14 M) |Di? < 0(62(1+6)t + eQPff). (4.156)
k=0 j=1

Etape 3 : Estimation sur a{c (t)

Traitant d’abord le cas k € {0,1,...kg +2 — N}. En utilisant les estimations précédentes sur les
Dj et By, on obtient

C(€2r1(k)t + 627‘2(k)t + 62(1+€)t + €2p€t),

6(62r2(/€)t + 62(1+€)t + 62106'5). (4157)

Q
]
—~
~
~—
IA A

Remarquons que le plus grand terme de la famille des bornes (e? ’”Q(k)t) lorsque k varie est e2P?t,
ce qui donnera

ko+2—N Nk

S+ M) Z (e%t + 20r9t 4 eQPft). (4.158)

k=0 j=1

Maintenant, pour k > kg +3 — N,

o0 ng o0 ng

> (L) Y () eI (14 M) D (a(0))

k=ko+3—N j=1 k=1 j=1
+ (21t 4 g2rety, (4.159)
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Donc,
s Tk . 2t
Z(l + )\k) Z(ai (t))2 < c(eﬂj +62(1+6)t + e2pet + 626t),
k=0 j=1
< c(e2Pt 4 e2pety, (4.160)
Cela est équivalent a :
o () sy < €4 ereT). (4.161)

Etape 4 : Estimation fine
Si B < pe, alors dans ce cas on a directement 'estimation (4.147) voulue :

HU (t, . )HHl (Si’*l) < Ceﬁt'

Si B8 > pe, alors on a

v (&, )l (s < CePet, (4.162)

Prenons € = pe. Par les injections de Sobolev pour N > 4,

€t
“’l}(t,.)"LQ%V:sl) ¥ < ce*.
2 (N-1
Pourolgfgona:
p N—-3
va (tw)HL&(Sf—l) < ceP,
Puisque % <p < %, alors

2 _2(N-1)
N-3 p N-3

2 +

On peut prendre & = 2, par la théorie de régularité des équations elliptiques on déduit :
||U (t 5 ')HWQVZ (Si,_l) S Cegt‘
Par conséquent :
&t
||U (t¢ ')HL?** (Siv*l) <Ce”.
En appliquant la théorie de régularité de maniére itérée, on obtient :

[o(t,)l|lze < CePe’ (4.163)

Qui est une estimation plus fine que (4.140). L’étape suivante consiste a répéter la procédure de
preuve, en remplacant le e de I'estimation de départ (4.140) par € := pe. On répéte ce procédé
m fois jusqu’a ce qu’'on a p™e > [, ce qui nous donnera 'estimation (4.164) .

Pour N = 3 via les injections de Sobolev on obtient directement ’estimation (4.163).
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Proposition 4.4. Sous les mémes hypothéses précédentes, on a

1 (75 )l oo (s3-1) < M ko, (4.164)

Preuve :

Par la méme démarche suivie dans I’étape 4 de la précédente preuve, on a,

||7) (tv . )”Hl (Sf_l) < Ceﬁt-

Par les injections de Sobolev et la théorie de régularité d’équations elliptiques on déduit que :

H’U (t ) ')sz,Q (Si\ffl) S C’e’Bt.
En itérant la méme procédure, on obtient I'estimation voulue.

Proposition 4.5. Supposons que u est une solution de (4.1) qui vérifie :

rk\u($)| <M,

au voisinage de 0, ou k est un entier qui appartient a [N —2, ko|]. Alors il existe une fonction
harmonique sphérique de degré k +2 — N tel que :

tim 7 (r, ) = 90,

cette limite est prise au sens de C2(SY ).

Preuve :
1

On définit : w (t,0) = e Plo(t,0) ,avecﬁzil_k,
p—

La fonction w est une solution bornée de :
2
(1+e)wy + [(N—p_p1 te) +28(1 + 61)] wy + [(zp,N te) 4 (1+e)p?

2
+ B(N — prl +62)]w+ Asw+ < sz,?4 ~I—ﬁ?5> + < Vswy, 5>

+ < Vg < Vsw,ey >, €¢>=0. dans(—oo,logR)xSf_l,

1 1
{(5 - E)UH- wt} < nv >+ < Vgw,v >—67K(5—p_1)w + wt) <n,ey >

+ < Vsw,en >} + P Pt P~y = 0. sur(—oo,log R) x SN2,

En appliquant a nouveau la méthode d’énergie utilisée dans Théoreme 4.10, on déduit que la
trajectoire du w (t,.) est relativement compacte dans Cl(gffl) N WQ’T(SiV ~1 pour tout 7, la

limite-a de w(t,.) est un ensemble non vide compact connexe de :

AlsHt

= {Z € C’l(gf_l) : Agz + Ap42-n) 2 = 0 dans Siv_l et <Vgz,v>=0sur SN2}.
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Reste & montrer la convergence w(t,.) vers sa limite-alpha , pour cela on va procéder par pro-

jection de ’équation vérifiée par w(t,.) sur A Siv_l . Soit e{k”_N) cA Siv_l

oo ny )
Onposew(t,.)zz by (t) e
1=0 i=1
Par la suite (b{,€Jr2 N ) vérifie

A B 2p ) , A ,
(Olgra—ny) (E)+ (N = p— +28) (Wyoony) (1) = Ligia_ny + My nys

-1
avec :
L = — e’ awy + 28w + (3 +e 82+ Be)w + (Vsw, é5 + S e3)
(k+2—N) — N1 (k+2—N) 1 Wit 1 Wy 3 1 2 sSw, €4 €5
+
+ (Vs @)+ (Vs(Vsw,en) &) ) doy
et,

i ow ’
My po-ny = */SN_Q Er) €lera—n) 40 -

D’apres les estimations sur les (¢;) on a :

]L{k”_N) | < Cé.

Rappelons que :

1
- - %
f=— -k
2
—T::N——p1+25:N—2—2k<0.
p_

On trouve :

. ’ .

! 0 —Ts j j
(Vo) (8) = €™ (B p ) (0) — €™ /t ¢ (Ligyz-ny + Mooy ) ds.

Qui est intégrable entre (—oo,log R) , ce qui fait que les coefficients (b‘zk o N)) admet une limite
finie quand ¢t — —oo.

|
Proposition 4.6. Supposons que u est une solution de (4.1) qui vérifie,
. k -
ili% |z|"u (z) =0, (4.165)
pour un certain entier k € [N — 2, kol. Alors
i) Sik=N—-2,u=0.
it) Si k> N — 2, il existe une constante M > 0 tel qu’on a l'estimation
lz|* " u(z)] < M, (4.166)

au voisinage de 0.
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Preuve :

i) Dans le cas ou 1ir% |z|Y "2 u(x) = a, la fonction u est prolongeable au point 0 comme une
x—

solution v de I’équation

—Av =0 dans 1,

0

2y Pt =cyady sur 9.
on

Donc, si a = 0, la fonction u est nécessairement nulle.

(4.167)

i1) Supposons que k > N — 2. On suivra la méme démarche dans la preuve du Proposition 4.3,
ou le € issue de Proposition 4.2 est remplacé par 5 :=1/(p — 1) — k (I'estimation (4.140) dans
ce cas est plus facile a avoir, puisqu’elle est une conséquence directe de I’hypothese (4.165)).
Pestimation (4.147) qu’on cherche & démontrer est remplacée par,

H'&(T, ')HHl(Sffl) < M7k, (4.168)

Avec la méme définition de v qu’en Proposition 4.3, on pose

oo Ny

:ZZ a{(t)e{ dans Siv_l.

1=0 j=1
Les deux estimations (4.155) ;(4.156) sont remplacées par,
o0
> 1+ N)(B)?2 <M2U+AL (4.169)
et,

o0
Z 1+ N)|DJ)? < ce®PBt. (4.170)

La différence principale qui apparait dans ce cas, est la forme particuliere de af (t) pour
le{k+2—N,..,kg+2— N}. En effet,

a{(t) =qetWt 4 per2t
0 . . 0 . .
(=) /t e (=) (BI 1 DI)(s)ds — (r1 — ra) " /t ¢2(=9) (BJ 4 Di)(s)ds (4.171)

ou,
1 1
ri(l) = ——+1 et ro(l)=——+2—-N—1. (4.172)
p—1 —1
Afin que 'hypothese (4.165) soit vérifier, il est nécessaire que b = 0.
Comme conséquence, on obtient les estimations suivantes,

(1) pour l € {0,1,....k+1— N},

k+1-N

Yo 1+ N) Z < 2Bty 6’2(1+6)t>, (4.173)

1=0
(2) pourle{k+2—N,....,kg+2— N},

ko+2—N ng

STo@+N) @) ) < Merrh (4.174)

I=k+2—-N j=1
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(3) Pour I > kg +3— N,

) ng ]
ST 4N D (a)P(t) < MePPP (4.175)
I=ko+3—N j=1

En utilisant le méme procédé itérative dans Proposition 4.4, on arrive a la conclusion,
[0t ) oo g1y < ceFDL. (4.176)
+

Ceci est la partie ii).

Démonstration du Théoréme 4.12

Le Théoreme 4.12 est une conséquence de Propositions 4.2 jusqu’a 4.6. On annonce la preuve
de ce théoreme par l'algorithme suivant.

A la premiére étape, on utilise les résultats de Propositions 4.2, 4.3 et 4.4 dans Proposition 4.5,
et en posant k = kg + 2 — N on conclut,

(T) 11 existe une fonction harmonique sphérique ¥ de degré k tel que

lim 7" V=2 q(r, ) = (), (4.177)

r—0
dans C2(SY1).
Par conséquent,

(I.1) Si ) # 0, on a bien le résultat du théoreme,

(I.2) Si ¢ = 0, alors en appliquant le résultat du Proposition 4.6, deux sous-cas se pré-
sentent,
(I.2.1) sous-cas 1 : k=0, alors u = 0, et c’est la partie i) du théoréme,

(1.2.2) sous-cas 2 : k > 0, alors on retourne a (I) et cela en remplagant k par k — 1.

Cette boucle itérative finie a deux tests d’arréts; k = 0 ou bien ¥y, # 0.

Le théoréme vient d’étre montrer.

4.4.3 Cas particulier de la dimension deux

Lorsque la dimension N est égale a deux, on a le résultat analogue suivant, dont sa particularité
est de permettre une classification "complete" de singularité.

Théoréme 4.13. On suppose N = 2. Soit u € C*(Q\ {0}) une solution de (4.78) qui vérifie

1
Uestimation (4.80). Si 1 ¢ N alors
p—
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(i) Soit il existe a € R tel que
u()

lim Tog 1] = —q, (4.178)

et u se prolonge en 0 comme étant une solution de

—Av=0 dans €

4.179
ov + [Pt =mady sur ON. ( )
on

(i) Ou bien
1
altg% |z|P~Tu(x) = w(o), (4.180)

uniformément par rapport d o, ot w est l'une de deuz solutions non nulle de (4.5).
Preuve du Théoréme 4.13 :

On va suivre la méme preuve du Théoréme 4.11 et Théoreme 4.12. L’objectif de 'actuelle preuve
est de préciser les modifications & apporter.

Puisque l’ensemble de solutions de I’équation (4.5) est constitué de trois éléments (Théoréme

1
4.2), et comme conséquence du Théoréme 4.10, |z|»~Tu(x) converge soit vers 1'une des solutions
non nulle de (4.5) ou bien il converge vers 0.

Cas 1 : Singularité forte :

Si 1
|z | Tu(z) — w(), (4.181)

ol w est une solution non nulle de (4.5), alors dans ce cas on a une singularité forte du probléme
(4.1) et c’est la partie (ii) du Théoréme 4.13 .

Cas 2 : Singularité faible

|z |7 Tu(z) — 0. (4.182)
Proposition 4.7.
(Je>0) |a (x)| re—1 <C7r° (4.183)

au voisinage de 0 .

Preuve de la proposition : La méme preuve de Proposition 4.2 est valide.

Proposition 4.8.

(3M > 0) [[ult, )l pmqsy-1y < M t]erT. (4.184)
+

)

Preuve de Proposition 4.8 :

Soit v la fonction définie par :

a(r,0) = T v(t,0), avec t=logr et 6 € (0,). (4.185)
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La fonction v vérifie pour (¢,6) € (—o0,log R') x (0,7)
2
(I+e) vy + ( — p— + 62) v+ (lp2 + €3) v+ vgp + (st.?4) + (stt.?g))
(4.186)
+ (Vs(Vsv.en).€6) = 0. (4.187)

Et sur (—o0, log R/) X 85&, la fonction v vérifie,

1

(v — P Tv)es — x| (ve — 1v)(ﬁ.en) + (st.en)] + (Vo) + P lo=0.  (4.188)

Considérons le développement en série de Fourier de v(t,.),
oo
v(t,.) :Z ax (t) ey dans Si. (4.189)
k=0
Avec ey, = ¢ cos kO, et que |le| g1(0,x) = 1. (voir Appendice 5.4)

Prouvons d’abord 'estimation

o0

ST (1 + M) (a (£))2 < Mt (4.190)
k=0

Lorsqu’on projette I’équation vérifie par v(¢,.) sur les espaces propres, on obtient ,

(ap (1)) — pil(ak<t)>, + ((p—11)2 —kz) ap (t) + By (t) + Dy (t)=0

sur (—oo,log R), (4.191)

avec :

By, :/SN” er (€1vn + e2vr + €30 +(V/v€_4>) + (V/vte_g) + (V/ (V/veN)e_g))da,

+

Dk:/ ex (Vod)do .
asi—t

Etape 1 : Résolution de ( 4.191 ) : Les nombres

(4.192)

pour k € N; sont les solutions de I’équation caractéristique :
2 1
X% - X + =k
p—1 (p—1)?

1
Pour k=0, =19 = ——q par conséquent le coefficient ag est exprimé par,
p—

. , . 0 (0
ap(t) = ag(0) er—1 + (aO(O) - pi 1a0(0)> ter-1 — / er 1) (Bo + Dy)(7) dr ds.

t s



104 4.4. CLASSIFICATION DE SINGULARITES

1
Sik‘Zltelquergzil—kzzo,alors

ar(t) = (r1 —r2) 7" (a3, (0) — 724 (0)) €™ + (ra — r1) " (ag(0) — 71 ap(0)) €™
0

—(rg—r1)7 ! /to e 79 (By, + Dy)(s)ds — (r1 —12) ™" /t e =) (By, + Dy)(s)ds. (4.194)

1
Sik‘z1telquer2:71—k:§0,alors
p

0
ar(t) = ar(0) e™t + (rp — ) tem! /t (e7" % —e %) (B + Dy)(s)ds

— (11 — o) "M (et — e /t e "% (B 4 Dg)(s)ds. (4.195)

—0o0

Par la méme méthode utilisée pour N > 3, on déduit que

ST+ M) (Bg)? < M2 (4.196)
k=0
et,
S 1+ M) (Dy)? < 0(62(1+6)t - eQP“). (4.197)
k=0
1
On dénote kg le plus grand entier inférieure a P Soit v = ]fl — k.

Etape 2 : Estimations sur les aj(t)
Ona:
a0<t)2 <c ( eert +t262r1t + 62pet + 62(1+€)t )

2 50
< C e, (4.198)

Les estimations pour k£ > 1 se font d’'une maniere analogue au cas ou N > 3.

Finalement,

(o)
> (ar)(t) < €T 4 €2 4 126771 4 (20O 4 ety (4.199)
k=0

9 2t
< clt|er-T. (4.200)
De la formule de Parseval, ceci est équivalent a,

_t
o, sty < Mt €77, (4.201)
En utilisant I'injection de Morrey, on a pour o = 1/2 :

_t
Hv(tP)HC’O,a(E) S M ‘t‘epfl- (4202)

La preuve du Théoreme 4.13 est achevée par la proposition suivante.
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Proposition 4.9. Il existe a € R tel que :

TGO (4.203)
z—0 logr

Preuve de Proposition 4.9

Avec les mémes notations précédentes, considérons le changement d’inconnue :
t
v(t,0) =n(t) w(t,d) pour n(t) = —t er-1. (4.204)

Ainsi, la fonction w est une solution bornée de I’équation suivante :

2 Up Nt
(14 €1) wy + [(—p_ 1 +e) + 2(1 + el)(n)] wy + {((p_ 72 +e3) + (1 + 61)(?)
2
+ (—E + 62)(177;)]1114- Asw+ < Vgw, ?4 + (%)?5> + < Vgwy, ?5>

+ < Vg < Vgw,en >,?6 >=0 dans(—w,logR,)xSi,

[<(7777t)_]011>w+ wt] e+ < Vsw,v > —67{(((?;)—1711)10 + wt> < m,ey >

+ < Vsw, ey >] + P wlPw = 0. sur(—oco,log R') x {0,7},

ou :

no_t+ (p—1)

n (p—1)t °

it :75 + 2(p—1)

n (p—1)2t

Avec la méme méthode d’énergie utilisée précédemment en dimension supérieure a trois, lorsque
t — —o0, la courbe w(t,.) converge vers la solution ¢ du probleme :

Asp=0. 6¢€(0,m)

dp

Ce qui entraine que ¢ € R.
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Chapitre 5

Appendices

5.1 Etude de ’équation stationnaire dans un cas générale de
domaine sphérique

On considére G un domaine régulier de SV~=1 et p > 1.

L’objectif de cet appendice est de donner certains résultats sur la famille d’équations (E} ),

Agsv + Av =0 dans G,

5.1
@4-1}7’:0 sur 0G, 5-1)
on

lorsque A varie dans |0, A\ ¢[, ott A1 dénote la premiere valeur propre du —Ag sur H(G).
On décrira plus loin le comportement de vy lorsque A est proche de 0, et de Aj g, respective-
ment.

On dénote,
Jo(v) = 1/ Vo2 dS(o) + 1/ Pt dS (o) (5.2)
2 Ja p+1 Jog ’
définie sur H'(G) N LPT1(0G). Et, pour v > 0 on dénote,
Se = {v e HY(G) N IPFL(5G) - / V2 dS(o) = 27}. (5.3)
el

Soit,
my = min{Jg(v) : v € Xg}- (5.4)
I1 est claire que m~ > 0. En calculant Jg(cy) pour ¢y = 1/27/|G| € ¥ , ceci entraine

0G| [ 2y (p+1)/2

m<dole) =75 ()
Si {v,} est une suite minimisante, alors elle est bornée dans H'(G)NLPT1(OG). Par les résultats
de compacité (Rellich-Kondrachov,réflexivité de H'(G) N LPT(0G)), la suite {v,} admet une
sous suite qui converge faiblement dans H'(G) N LP*1(0G) et fortement dans L%(G) vers un
élément v qui peut étre considérer positive et qui vérifie v € g . A partir de la semi continuité
inférieure de la norme pour la topologie faible, on conclut que m, = Jg(v). Si m,, = 0 alors v
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est nécessairement nulle, ce qui est impossible puisque 0 ¢ Y . Par conséquent m, > 0 et il
existe un multiplicateur de Lagrange y, tel que pour tout n € HY(G) N LPT1(9G),

/GVSU.VSndS(U) + /{)vandS(a/) = ,uv/Gm]dS(a). (5.5)

En prenant n = v, on obtient,

/ |Vsv|?dS(o) + / P dS(0)) = 2y, (5.6)
G oG
En combinant cette estimation avec le fait que m, = Jg(v), on déduit,

1 1 /
= pt1 =
my + <2 p—l—l> /an dS(o) = vpy. (5.7)

Ce qui montre que my < 7y 1. On conclut de la formulation faible (5.5) que v est une solution
classique du probleme,

Asv + pyv =0 dans G

ov (5.8)

— 4+ P =0 sur 0G.
on

Remarquons le fait que si w € ¥, alors VY yw € Yo /> on dénote par v, le minimum du

fonctionnelle Jg associée a la constante . Supposons que 7l >, donc /v/ 7'1}7/ € Xg,y, et on

a,
m.y < JG(\/W%'),
b1
) mase + (3)7 sk o]
(i
D’ou,
My My

N>y = > 2, (5.9)
Y Y

Multiplions I’équation (5.8) par 1 ¢, ou 91 ¢ dénote la premiere fonction propre positive nor-

malisée du —Ag dans H(G),

1.6
a oOn

(g — )\17g)/G¢17Gv dS (o) —/8 vdS(c’) = 0. (5.10)

On conclut donc,
fy < A1,G- (5.11)

A partir de (5.9), la fonction v +— m., est strictement croissante. En plus, m, a pour limite 0
lorsque v — 0 et oo lorsque v — oo. Le méme argument d’unicité donné dans Proposition4.1
est valable (éventuellement il faut juste changer le domaine d’intégration de Siv i G). Donc,
Si iy = [yt alors les minimums associés v, et v, respectivement sont égaux, par la suite

v=7.

Afin d’investir le comportement de y + 1, on dénote w., = v,/,/7. On a alors

/G w? dS(o) = 2,
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et,
Aswy + pywy =0 dans G
12
Owy + 4P D2 =0 sur 9G. (5.12)
on v
Par la suite,
L Iswn2ds(a) + 4002 [ junpttas(e’) = 2, (5.13)
G oG
Puisque p., est bornée, ceci entraine que
im ~®—1/2 P " =
%11}167 /8G wh dS(o ) = 0. (5.14)
Si o = lim_ps, et si wo = lim w,, (la limite faible dans H'(G)) alors
Yn—0 Yn—0
Agwg + powg =0 dans G,
Owo (5.15)

. =0 sur O0G.

Puisque wg > 0 et
/ we dS(0) = 2,
G

alors pg = 0 et donc wq est une constante non nulle. Finalement lin% py = 0.
Y—

Si {7} est une suite de nombres positives qui converge vers le nombre 7 et puisque

My, < Ynlby, < A1,G7n alors la suite {m,, } est bornée, par conséquent la suite de minimums v,
est bornée dans H'(G) N LPTL(OQ), et & partir de la compacité; il existe un élément v qui est
la limite faible dans H'(G) N LPT1(HG) de {v,,} et la limite forte de la suite {v,, } dans L*(G),
en particulier [, v?dS(0) = 2v. Lorsque n — o0, les termes d’intégrations dans la formulation
faible des solution v,, (formule 5.5) convergent, il en résulte que p,, converge , et on a pour
tout n € HY(G) N LPTY(0G),

/GVSUV.VsT]dS(O') + /BG UgndS(O'/) = (lim p.,) /vandS(J). (5.16)

n—oo
C’est a dire que v est une solution de 1’équation

Agv + (Ji_)ngou%)v =0 dans G

Jv (5.17)
— + P =0 sur O0G.
on
On a déja vu qu'il existe une solution unique associée a chaque probléme (E)), et puisque
Jov?dS(o) = 27, on conclut que ILm H~, = 7, ce qui donnera la continuité de I'application
n o0
Y My

Cette continuité combinée avec le fait que v — 11, est une application injective, permet d’affirmer
que v — p, est strictement croissante.

Soit maintenant, fioo = lim, o0 p1y. Il est claire que poo < A1 g. Supposons que pio < A q,
considérons a nouveau la fonction w, définie précédemment. A une sous suite {Vk}, on peut
supposer que limy_,o Wy, = woo (cette limite est au sens de H'(G) faible ). En intégrant les
termes de ’équation (5.12) ,

“’Y/Gwv dS(o) = ~P~1)/2 /{)G wh dS(c). (5.18)
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Donc fy(p_l)/ng est bornée dans L'(0G) lorsque v — oo. Si on multiplie ’équation (5.12) par
Agw, et on effectue une intégration par partie,

[ 1aswsfas(@) =, [ [Vswn2ds() =12, | s prtas(o). (5.19)

Cela combiné avec (5.13) entraine que Agw., est bornée dans L*(G). Si n € C?(G), alors

ow on
/GwvAgndS +/ Iy, dS(a’) — /G L dS(o )+M/wad5(a)=o. (5.20)

Notons qu’on a,

on on _p=1 ( p=1 / >p
d < ||=— 2 Pd 21
feameasons|gr| o7 (= usase))” (5.21)
<Oy m (5.22)

Faisons tendre v — oo et soit v une mesure sur le bord tel que dw,/dn — v, alors

/ WooAgn dS(o) —i—/ ndv(c) —|—,uoo/ Woon dS (o) = 0. (5.23)
G oG G
La fonction we, vérifie

AgWeo + HooWso = 0 dans G, (5.24)

oll Weo € HY(G) et Aswo, € L?(G). Maintenant, on obtient par utilisation de la formule de
Green,

/ WooAgn dS (o) — / on Weo dS (0 +/ ndv(o )+ ,uoo/ Woon dS (o) = 0. (5.25)
€] aG On
Par conséquent,

877 N 2~

— WeodS(0) =0 Vn € C*(G). (5.26)

oG On
D’ou,
Weo € Hy (G). (5.27)

Puisque la fonction wy, est une fonction propre positive de —Ag dans HE(G) , elle est nécessai-
rement dans le premier espace propre de Uopérateur —Ag de H}(G). Par conséquent pioo = A1 ¢
et application 7 +— p., est strictement croissant de (0,00) & (0, A,q).

5.2 Solutions stationnaires qui changent de signe

Lorsque

1<p<

o (5.28)

la construction d’une solution qui change de signe pour I’équation (4.5) peut étre effectuer de la
facon suivante.

On pose A = [, y et on considere le probléme plus générale de construire de solutions non nulles
w de I'équation (5.29) qui changent de signe.

—Agw = Aw dans Siv_l
Ow
¢

5.29
+ [wPtw=0 sur SN=2, ( )
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o A > Ay . (A; étant la premiere valeur propre de —Ag dans H&(Siv_l))

Sans perte de généralité, on considere le cas N = 3, dont
Si = { (sin ¢ cos B, sin psinf, cos @) : ¢ € [0, g],@ € [0, 27] }
Pour k£ € N*, on dénote par Si le secteur

Sy = { (sin ¢ cos @, sin ¢sin b, cos ¢) : ¢ € [0, g],@ €0, %] }
On a S, = 0pSk U 0,5k ou 0pSk, = {(sin ¢ cos b, sin ¢sinb,cosd) : ¢ € [0,7/2],0 € {0,7/k}} et
015k = {(sin ¢ cos 0, sin ¢psin b, cos @) : 0 € [0, 7/k], p = w/2}.

Soit v > 0, comme dans I’Appendice 5.1, on définit la fonctionnelle
1 1 /
J v:f/ vv2dsa+7/ v[PTrdS (o), 5.30
sc) =5 [ 1Vsvldsio) + g [ ppttas(o) (5.30)

sur I'espace H(Sy) des fonctions v € H'(Sg) N LPT1(9;S)) qui s’annule sur 9,Sy. En minimisant
Jgs, sur ’ensemble

Y6y = {v € H(Sk) : / v?dS(o) = 27}- (5.31)
Sk
On obtient une solution positive de,

— Asw = pyw dans S,

ow
= Pl =
9 + |wPrw=0 sur Sk, (5.32)

w=0 dans 0,5}.

A noter que 0 < py < Ag, ot Ay est la premiére valeur de —Ag dans H&(Sk). On prolonge w
par réflexion par rapport aux cétés de 9,Sk, on obtient alors une solution qui change de signe
pour I’équation,
—Agw = pyw dans Sivfl
Ow

% + WP tw=0 sur SN2

(5.33)

Rappelons que la suite {Ay}ren+ est strictement croissante, et on a klim Ay = .
—00

Finalement, si on choisit un k& suffisamment grand tel qu’on a Ay > A, alors, comme c’est montré
dans I’Appendice 5.1, il existe un v > 0, qui dépend de k, tel que j, = X. Ce qui acheve la
construction.

A noter que cette construction permet de générer une infinité de solutions de (5.29) qui changent
de signe.

5.3 Structure du probléme stationnaire dans S}

Pour p > 1, considérons le probléeme

’ 1)
v+ (p—l) v=20 dans (0,7),

~J0) + <|vyp—1v) (0) =0, (5.34)

v () + (]v[plv) () = 0.
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La solution est de la forme :

v(f) = acos (Pfl} + bsin (pfl)

Résoudre (5.34) est équivalent a trouver la condition sur a et b tel que la condition sur le bord
soit satisfaite. Ainsi,

/ ) a ( 0 > N b ( 0 )
v =— sin cos .
p—1 p—1 p—1 p—1
Pour des solutions signées, tout p > 1 convient. Pour obtenir des solutions strictement positives
de (5.34) la condition est p > 2.

La condition au bord sur v donne,

_Ll + \a|p_1a =0<=b=(p— 1)|a|p_1a,
p_

et,

() e (5
— Sin COS
p—1 p—1 p—1 p—1

(7)o IR (oo (5 5) ron (5 25)) =
a cos p—l [S18148 p—l a cos p—l S184 p—l =

Exemples : Si p = 3, alors b = 2a? et 16a® = 1, par conséquent, (a,b) = (v/2,v2) ou (a,b) =

Sip =2, alors b = |a]a et |a| = 0. Par conséquent, il n’existe pas de solution autre que 0.

Sia # 0, alors

1

0= . sin (pi 1) + |a[P~! cos (pi 1)

7r 7'(' p-1 7T 7r
cos (p—l) + (p — 1)]alP"'sin (p—l) (cos <p—1> + (p — 1)]alP" ' sin (p—l))
Soit X = (p — 1)|a|P~!, alors X est une solution positive de

—sin <pi1> + X cos <pi1>
T T
X s

WESIRWES

+

+ |afP !

+X

7 (o) exn () -0 o

Si ; i 1= g +kr (k € N), I'équation (5.35) devient XP*! = 1, ainsi
_1
la| = (pil> et b=a.
Si— =k (k € N), 'équation (5.35) devient 2(—1)¥X = 0, X = 0 est I'unique solution.

p—1
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T km
— 1
p—l# 2,lceN,aors

X—tan(ﬂ>
p—1

+ X tan(ﬂ)
p—1

Si

p—1

(o (-2 +x) =0

n(;55)
sin
p—1

O(X) =X — tan <p— 1)

—|—Xtan< il )
p—1

cot(w) + X
p—1

Soit,

)

p—1

" (cot (pil) +X>.

) ()
) o (25) o (om0 v ).

(i) Si tan(;%7) > 0, alors ®'(X) > 0. Puisque ®(0) = — tan(;%7) et ©(X) — oo lorsque X — oo,
alors il ex1ste un unique Xy > 0 tel que ®(Xp) = 0. D’ou lex1stence d’un couple de solutions
(a,b) et (—a,—b) avec a,b > 0.

Donc,

®'(X) =1+ tan (pil)

(i) Si tan(;%7) < 0, alors ®(0) = —tan(;%7) > 0. En plus

() e ) 2
(X + cot (p:)) ((p+ 1)X + 2cot <pi1>)

p—1 p—3

®"(X) = ptan <7T1>

p_

X 0 p+1 cot(5%7) — cot(5%7) +00
3" (X) — 0 + 0 -
(X)) 1+ cos(z%)\]"*1 + ’p+1 P~ cos(757) [P~ L. 1 N —©
d(X) —tan(p%) f A a 1 SN\ —oo

Avec

p

o5 ()
sin —
p—1 p+1

A partir du tableau de variation, on voit clairement que ® admet un seul zéro
X0 > —cot(p%l), alors on conclut qu’il existe uniquement deux couple de solutions (a,b) et
(—a,—b) avec a,b > 0.

o (;21)

Conclusion :

(i) Si

1 € N, alors 0 est 'unique solution du probleme (5.34).

¢ N, alors le probleme stationnaire (5.34) admet uniquement trois solutions

(ii) Si T
{0,v, —v}. Ou v est une solution qui peut changer de signe pour p > 1, et lorsque p > 2 la
fonction v est la solution strictement positive .
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5.4 Valeurs propres du Laplacien Neumann sur la demi sphere

Proposition 5.1. On considére N > 2. La jeme + 1 valeur propre du probléeme :

Agsw + Aw =0 dans Sf_l,

(5.36)
aw 0 SN_2

v
est \p=k(k+ N —2) (keN), et l'espace propre d’en associé est un sous espace vectoriel
des fonctions harmoniques sphériques de degré k .

Pour le cas particulier N = 2, les valeurs propres sont \, = k* (k € N) et l’espace propre d’en
associé est engendré par les fonctions 6 — cos(kf) ot 6 € (0, ).

Preuve :

Rappelons que

Si[fl _ {ZL‘ — (Sinqﬁg,’cosgb) : O‘l € SN_QaQS S [07 g]}

L’équation (5.36) a une structure symétrique. Faisons donc une symétrie de 1’équation par rap-
port & I’équateur de la maniere suivante, pour un point ¢ = (UI, ¢) € SN~1 on définit la fonction
& sur SV par :

w(o, o) si ¢ € (0,7/2)

w(o ,m—¢) sig¢e(n/2,).

Ainsi la fonction @ vérifie
Ag@+ A& =0 dans SNVL

Par conséquent, la fonction @ est la restriction sur SN¥~! d’un polynéme harmonique homogeéne
d’un certain degré k € N et la valeur propre A = A\, =k (k+ N — 2).

Rappelons qu’'un polynéme P est dit homogene de degré k si
(VA € R) (Vz € RY) P(Az) = A* P(x).

Remarquer que le polynéme nulle est le seul polynéme homogene dont le degré k pourra prendre
n’importe quel valeur de N.

On verra maintenant que pour tout k& € N, A, est bien une valeur propre associée au probleme
(5.36). Reste a chercher parmi les polynomes harmoniques homogenes de degré k ceux qui
vérifient la condition au bord du probleme (5.36).

Pour k£ = 0, A\g = 0 est une valeur propre dont I’espace propre correspondant est les constantes.

Pour k£ = 1, la restriction des polyndémes harmoniques x1,x2---xny_1 constitue la base du
deuxiéme espace propre associé a Ay = N — 1.

Pour k = 2, on voit clairement que les polynémes de la forme P; j(z) = xf — a:? pour

i,j € {1,2,---,N — 1} sont harmoniques, et la non dépendance de P;; en xy entraine que la
restriction de P; j sur S ! vérifie (5.36) pour A = Ay = 2N.

Pour un k quelconque, considérons un polynéme harmonique P de degré k qui ne dépend pas
de la variable zy (on pourra penser au polynéme harmonique homogene de degré k de la N — 1
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éme dimension), si ¢ désigne la restriction de P sur SV~1, alors on a clairement OP/dxx = 0
d’ou ¢ vérifie (5.36) pour \ = .

Pour N=2 :

Dans ce cas, 1’équation (5.36) est,

weg + Aw =0 6 € (0,7),
(5.37)
wp(0) = wy(m) =0,
La solution est la forme
w(8) = a cos(VX 8) +bsin(VA 6).
Il est facile de vérifier que la condition au bord entraine que VA € N et que b = 0.
|
5.5 Un comportement asymptotique
Soient  un ouvert de R? et y une mesure bornée sur 9§2. Considérons I’équation :
—Au +u=0 dans €,
0 (5.38)
ah o sur OSL.
on
Pour un point = € 912, on considere ¥ (x,y) la solution du probléme
—AY +9 =0 dans ,
0 5.39
—w =40, sur Of. ( )
on
(A bien noter que les opérations de dérivations sont effectuées par rapport a la variable y)
Si on utilise formellement ¥ (x, .) comme une fonction test dans I’équation en u, on obtient,
u(w) = [ () duty) (5.40)

Noter que le noyau ¢ (x,y) permet de décrire la ’trace’ sur le bord de u par rapport a sa dérivée
normale .

On note simplement ¥ (y) = 1¥(0,y) et on s’intéresse & décrire le comportement de 1 quand
y — 0, sans perte de généralité on considere 2 = ]Ri.

Par réflexion 1;(:51, x2) = Y(x1,x2) si xg > 0, 1;(331,332) = Y(x1, —x2) si zg < 0.
1
Rappelons que I'(z) = 5 log r vérifie
T
—Al = §y dans D (R?).
On note 1 la solution fondamentale de L := —A + I; dans R?. En effet

L = & dans D (R?). (5.41)
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La fonction 1) est une fonction radiale et on a les comportements suivants
Y(x) =20(z) + o(1) quand z — 0 et 0 < ¥(x) < ce” 'l quand |z| — co.

Soit ¢ € Cq := {¢€ € CH(Q) : A¢ € L™(), gfz = 0 sur 9Q}. On restreint I’équation (5.41) au

domaine ]R%F\B (0, €), et utilisons & comme une fonction test dans cette équation, on obtient

0= / ¢ Lo da,
|z|>€,22>0

oY 0¢
_ Ledo— [ Sheas+ [ (e,
|I|>6,12>0¢} 5 v ct 6”5 ct on (6)
ou CF ={z = (z1,22) : |z| = €¢,22 > 0} . Or
oy 1 x «x 1
- = T T o7 1 1 = — 1 1 +‘
= L () = (o) sur €,

Par conséquent, lorsque € — 0,

/ ¢L£dx—>/ b LE da.
|z|>€,22>0 ]Rﬁ_

Comme la mesure mono-dimensionnelle de C" est e, alors

oy . 1
i = /cj(l +o(1))£dsS
— £(0),
et
o¢ !
[ oy viads = /CE+ o(1) logedS
—0
On déduit qu’on a bien
/ b Lede = £(0). (5.42)
2

A partir de 1'unicité de solution de (5.39), on conclut que la solution 1 (x) = ¢(0,z) de (5.39)
vérifie,

1
Y(x) = —=log|z| + o(1), quand z — 0 et 0 < ¥ (x) < ce !l quand 2 — . (5.43)
7r

Lorsque €2 = Rf avec N > 3. On montre d’une maniére similaire que la solution ¢ (z) := ¢(0, x)
de (5.39) vérifie

h(z) =

2
m[w\%]\] + 0(1), quand 2 = 0 et 0 < ¢p(z) < ce ! quand z — oo,
(5.44)

ou

)
oz

oN /B(o,l) v (5 +1)

vz
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