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1 NT R 0 0 UC T ION

L'induction est un mode de chauffage des matériaux conducteurs électriques
présentant de nombreux avantages, essentiellement dus à la facilité et à la souplesse d'uti
lisation. Elle permet notamment de concentrer sur des volumes réduits des puissances extrê
mement importantes. Les temps de chauffage sont donc très faibles et, avec un choix approprié
de la fréquence, les zones chauffées peuvent être localisées en surface ou en profondeur.
C'est un système de chauffage très reproductible dont le contrôle est assuré par le régla
ge du courant dans l'inducteur. Les applications du chauffage par induction sont multiples:
on peut réaliser préférentiellement un traitement de surface du matériau (hautes fréquences)
ou un traitement à coeur (basses fréquences) ; on peut aussi réaliser des traitements loca
lisés dans des problèmes de soudage, de hrasage ou de recuit localisé par exemple. En plus
des traitements thermiques, l'induction permet la fusion de matériaux plus ou moins conduc
teurs (métaux, semi-conducteurs, verres) et l'élaboration d'alliages

En général, la fusion est effectuée dans des creusets réfractaires (alumine,
magnesle, silice ... ) ou métalliques. Selon la nature du creuset et la fréquence utilisée,
deux cas peuvent se produire :

- ou bien le creuset est conducteur et couple avec le champ magnétique (cas
des métaux et du graphite) ; la puissance active sert alors à chauffer le creuset qui trans
met la chaleur! la charge par conduction,

- ou bien le creuset est transparent au champ magnétique et la charge couple
directement avec le champ.

La fusion par induction est limitée dans son utilisation par les problèmes
suscités par l'emploi de ces creusets (dits creusets chauds). En effet, d'une part ils subis
sent une usure mécanique importante à cause du brassage thermique et électromagnétique ;
d'autre part, ils entra1nent une contamination du matériau fondu lorsque celui-ci est réac
tif à haute température vis-à-vis du matériau constitutif du creuset. Ce type de problème a
été résolu dans le cas de la fusion par arc ou par bombardement électronique [1] [2] [3] par
l'utilisation de creusets métalliques refroidis par une circulation d'eau; c'est ainsi que
ces deux techniques ont pu conduire à l'élaboration de matériaux de haute qualité.

Dans le cas du chauffage par induction, l'utilisation d'un creuset métallique
refroidi est plus délicate car celui-ci, s'il était réalisé en un seul bloc, constituerait
un écran vis-à-vis du champ magnétique. C'est pourquoi on utilise des creusets segmentés tels
que ceux utilisés par Shippereit [4]. Ces premiers creusets étaient constitués d'un cylindre



Photo 1 - Creuset froid 18 secteurs ; $ =100 mm.

Photo 2 - Creuset froid 18 secteurs ; ~ =50 mm.
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en cuivre refroidi par une circulation d1eau interne, et sectionné, de sorte à empêcher les
courants induits de se refermer sur la paroi externe du cylindre; celui-ci ne fait donc plus
écran au champ magnétique et le chauffage du matériau est possible. Néanmoins, un des incon
vénients de ce type de creuset est dû au fait qulil existe une forte différence de potentiel
entre les deux parties en regard au niveau de la coupure, qui peut être à llorigine d1amorça
ges. Clest pourquoi, dans la deuxième génération, les creusets ont été réalisés avec un plus
grand nombre de secteurs de façon à réduire la différence de potentiel entre les faces en re
gard [5] [6] [7] [8] [9]. Les creusets les plus courants sont constitués d'un nombre assez
élevé de secteurs en cuivre (typiquement vingt pour un creuset de diamètre 100 millimètres).
Chaque secteur est un tube de section ronde, rectangulaire ou trapézoïdale, refroidi par lleau

circulant à l'intérieur (photos 1-2).

L'étude électrique d1un système à induction simple formé par un inducteur et
une charge cylindriques, a été résolu de façon analytique dans le cas 00 la hauteur de l'in
ducteur et de la charge est infinie [10] [Il] [12]. Dans le cas général d'une hauteur quelcon
que, les modèles numériques basés sur des méthodes d'éléments finis donnent de bons résultats.
Par contre, en ce qui concerne le comportement électrique du creuset froid~ il existe très peu
de données, dans la littérature, autres que qualitatives [8] [9]. Certains auteurs [6] ont
testé, avec des essais sur différents creusets, 1 linfluence du nombre de secteurs sur l'effi
cacité de la fusion, mais les résultats sont partiels et incomplets.

Dans une première partie de la présente étude, nous proposons une méthode ana
lytique permettant le calcul des différentes grandeurs électriques d'un système de fusion en
creuset froid dans le cas d1une hauteur finie de l'ensemble. Le modèle présenté est basé sur
une analogie avec la théorie du transformateur, où l'inducteur est assimilé à un primaire de
transformateur et la charge et les secteurs à plusieurs secondaires en court-circuit. Ainsi,
à partir de cette modélisation, on a pu facilement étudier l'influence du nombre de secteurs
du creuset, de leur forme et de la géométrie de l'installation (en particulier celle de
l'élancement: rapport de la hauteur au diamètre de l'inducteur). De plus, le rôle de la fré
quence nominale des courants sur le rendement ainsi que celui de la résistivité de la charge
ont été examinés en détail. Deux conséquences directes de la méthode sont également présen
tées : l 'une permet la mesure de la résistivité d'un matériau de la température ambiante jus
qu'à sa température de fusion et même au-delà; l'autre est une méthode de contrôle de la
position de la charge dans l'inducteur par mesure de la fréquence.

Dans une seconde partie, la fusion en creuset froid est abordée par ses aspects
thermiques. L'interprétation de nombreuses expériences sur des charges en acier a conduit à

l'élaboration dlun modèle thermique tenant compte des différents modes de transfert. En par
ticulier, l'analyse détaillée du contact thermique entre le métal fondu et le creuset semble
essentielle pour expliquer le cqmportement thermique de la charge en fonction de la puissance
qui lui est transmise par courants induits. Ainsi, l linfluence de la présence et de la nature
d'un laitier constituant une pellicule isolante à la surface du métal a été étudiée parallè
lement d'un point de vue expérimental et théorique.
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l - ~10DEL ISATION

1.1 - Rappel de la théorie du transformateur

Dans un transformateur constitué par un enroulement primaire l, un enroulement

secondaire 2 unique et un circuit magnétique (figure 1), les flux magnétiques complexes ~l et

~2' resp:ctive~ent à travers les enroulements 1 et 2, sont reliés aux intensités complexes de

courant Il et 12 par les expressions:

-
M Il + L2 12

(1 .1)

(1.2)

où LI' L2 et Mdésignent respectivement les inductances propres des enroulements 1 et 2 et
leur mutuelle inductance. Si RI et R2 sont les résistances des deux enroulements, les tensions

. complexes 01 et 02 a leurs bornes s'écrivent, en appelant w la pulsation du courant alterna

tif :

ou bien en utilisant 1.1 et 1.2

- -
(RI + i w LI) Il + i w M12

(1 .3)

(1 .4)

( l .5)

(1 .6)

Le cas particulier où le secondaire est en court-circuit conduit aux deux re-

l ations

i wM -
---- Il
R2 + iL2w

(1 .7)

(1.8)
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Cette dernière expression signifie que, vue du primaire, la résistance totale
du circuit est obtenue en ajoutant a RI la résistance R2 du secondaire multipliée par le coef
ficient :

De même, l'inductance vue du primaire est.obtenue en soustrayant a LI l'inductance du secon
daire multipliée par n2 • La présence du secondaire en court-circuit se traduit donc pour l'en
roulement l par une augmentation apparente de la résistance et une diminution de l'inductance.

On remarquera que le coefficient n, appelé rapport de transformation, est égal
- -au rapport des modules des courants Il et 12 ; dans le cas idéal d'un transformateur parfait

(sans flux magnétique de fuite), n serait rigoureusement le rapport n1/n2 du nombre de spires
des deux enroulements.

~

R1 12

M R2
U1 L1 ~ L2 U2

n1 n2

2

1

Figure 1 - Schéma d'un transformateur.

1.2 - Rappel sur les courants de Foucault

Un corps conducteur plongé dans un champ magnétique alternatif devient le
siège de courants induits. La profondeur de pénétration des courants dans le corps est carac
térisée par une grandeur ô homogène a une longueur, appelée épaisseur de peau ; elle est dé-
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finie â partir de la résistivité p du corps et de la fréquence f du champ par la relation

(1 .9)

où ~ est la perméabilité magnétique du matériau. L'épaisseur de peau traduit aussi la profon
deur de pénétration du champ magnétique.

L'équation de diffusion du champ dédui
te des équations de Maxwell s'écrit~ dans le cas où
l Ion peut négliger les courants de déplacement:

Dans le cas d'un conducteur d'épaisseur
infinie limité par le plan yoz (figure 2)t baignant dans
un champ magnétique uniforme ~oHoeiwtt le problème est
assez facile â résoudre.

h
x

y

z

( l .10)
-+ -+
llH - i ~w H = 0

p

Dans l'exemple considéré, le laplacien
se réduit â un unique terme et l'équation devient :

Figure 2

(1.11)

qui admet pour solution, compte tenu du fait que pour les très grandes valeurs de x, H doit

tendre vers zéro :

H = H e-x/ 8 ei(wt - x/8)
o (1.12)

L'expression de la densité de courant j s'en déduit par la relation

j aH
ax

d'où

j - H (1 + i ) -x /8 ei(wt - x/8)e
0 8

(1.13)

(1.14)

La puissance électrique sur une longueur L suivant Dy et h suivant Oz slécrit

alors, si j* est la quantité conjuguée de j :
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00

p 1 Lh f j j* d x (1.15)
2

p

0

d'où

p 1 H
0

2
(1.16)= hl p -ô-

2

Or, le théorème d'Ampère donne la valeur Ieff du courant efficace total sur

la hauteur h

qui permet d'écrire 1.16 sous la forme

P = pl l 2
effôh

(1.18)

Cette relation simple montre notamment que, pour le calcul de la puissance il

lest légitime de faire comme si la densité de courant était répartie uniformément dans

l lépaisseur ê.

Dans le cas d1un conducteur cylindrique baignant dans un champ uniforme pa

rallèle à son axe de symétrie, on peut garder la répartition de j obtenue dans le cas plan
à condition que l'épaisseur de peau soit très petite devant le rayon de la charge, ce qui re
vient à négliger la courbure. Dans un cylindre infiniment long de rayon ro' la puissance in

duite sur une hauteur h s'écrit donc, dans l'hypothèse 0 « ro :

p p 2 TI ro
hô

(1.19)

où I
eff

est la valeur efficace du courant induit sur la hauteur h.
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1.3 - Application de la théorie du transformateur au cas d'un inducteur
et d'une charge cylindriques

L'ensemble étudié est représenté sur la figure 3. Il est constitué par un induc
teur cylindrique dans lequel circule un courant alternatif de fréquence f, et d'une charge
dans laquelle sont induits les courants. La charge est cylindrique, de rayon ro et de résis

tivité pc.

Pour permettre le calcul, un certain nombre d'hypothèses simplificatrices ont
été faites

- l'inducteur et la charge ont même hauteur h,
- l'induction magnétique Ho à l'intérieur de l'inducteur et dans l'air est

uniforme et parallèle à l'axe de symétrie; on considère qu'il n'y a pas
d'effet d'extrémité,

- l'épaisseur de peau dans la charge est très faible devant son rayon.

Ces hypothèses permettent d'utiliser la relation 1.19 pour le calcul de la
puissance transmise à la charge.

L'analogie entre la configuration envisagée et le transformateur à secondaire
unique en court-circuit est assez facile. Il suffit d'une part de considérer la charge comme
un secondaire à une spire en court-circuit que l Ion fait glisser à l'intérieur du primaire,
et dlautre part, de supprimer le circuit magnétique (figure 4).

Alors que dans un transformateur, le flux commun aux deux enroulements est le
flux à travers le circuit magnétique, dans cette nouvelle configuration, le flux commun est
le flux à travers la charge, ce flux tendant vers zéro lorsque 8 tend vers zéro.

Cette analogie permet d'utiliser directement l'équation 1.8 où le rapport de
transformation n s'écrit:c

fVl 2 W2
C )1/2

R 2 + L 2 W2
C C

(1.20)

où Mc est la mutuelle inductance entre l'inducteur et la charge, Rc la résistance de la char
ge déduite de 1.19 et L son inductance propre. On a donc:c



_ ~_ 12... - _ ~

0 0 inducteur

0
t

cJ"
.c

0 charge

0 0

Figure 0 - Schéma de l'inducteur et de la charge.

I--~---~---

, 1

l ,----1 t
G 1 10
01 '0
8\ \0

1 1Q L 10
\

\

inducteur

circuit magnétique

)

charge

courants induits

Figure 4 - Analogie entre le transformateur et la configuration
inducteur-charge.
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2 'Tf ra p
R =c hô

Lc = 110 'Tf ro2

hKc

(1.21)

(1.22)

où Kc est un coefficient supérieur à l'unité, appelé coefficient de Nagaoka [12] et qui tra
duit le rôle du rapport d'aspect rayon sur hauteur sur la valeur de l'inductance d'un solé
nofde. Son expression est, dans le cas 00 h ~ 2 ro :

( l .23)

Comparons les deux termes du dénominateur de l'expression 1.20 de nc . Compte
tenu de l'expression 1.9 de Ô, on a :

» 1 ( 1. 24)

On peut donc négljger RC
2 devant L

C
2 W2 et le rapport de transformation 1.20

devient

(1.25)

Pour calculer la mutuelle inductance entre l'inducteur et la charge, utili
sons sa définition :

(1.26)

où cPl-+ 2 est le flux magnétique créé par le courant Il de " inducteur à travers la charge. En
notant cPl+2 le flux magnétique dû à ce même courant Il' mais à travers la totalité de l'in
ducteur, on peut écrire :

cPl-+2 =
<Pl + 1

m
(1.27)
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où Sc et S sont respectivement les sections de la charge et de l'inducteur et m le nombre de
spires. Si LI est l'inductance propre de l'inducteur, les relations 1.26 et 1.27 conduisent à

(1.28)

et

nc (1.29)

qui se met sous la forme, si KI est le coefficient de Nagaoka de l'inducteur

(1.30)

Dans le cas limite où h tend vers l'infini, Kc et KI tendent tous deux vers 1

on se trouve dans une situation analogue au transformateur parfait.

Dans le cas général où h est fini (et identique pour l'inducteur et la charge),
le rapport Kc/K I est inférieur à I et nc est inférieur à m, ce qui traduit l'existence de
fuites magnétiques.

L'expression reliant les grandeurs électriques de l'ensemble inducteur-charge
à petite épaisseur de peau s'écrit finalement:

r Kc 2 2TIroPl - [ mKc 2 TI r 21
RI + (m --) ------ Il + jw LI - (---) ~o 0 Il

L K1 hê _ K1 hKc _
(1.31)

Comme dans le cas des petites épaisseurs de peau, nous nous limitons pour
l'instant aux conditions simplifiées suivantes:

- l'inducteur et la charge ont même hauteur,

- l'induction magnétique dans l'air entre l'inducteur et la charge est unifor
me et parallèle à l'axe de symétrie. Il n'y a pas d'effet de bord aux extré
mités de la charge.
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Les courants induits nlétant plus répartis sur une couche très fine à la sur
face de la charge mais au contraire distribués dans tout le volume, il nlest plus possible de
définir la résistance ou l'inductance de la charge ni sa mutuelle inductance et donc, a fortio
ri, un rapport de transformation n de façon globale comme précédemment. Néanmoins, une analo
gie avec un transformateur à plusieurs secondaires est encore possible en divisant la charge
en tranches circulaires de rayon r et dlépaisseur dr tendant vers zéro (figure 5) constituant
une infinité de secondaires en court-circuit. Chaque couronne peut alors être caractérisée
par une résistance, une inductance propre et ses mutuelles inductances avec 'Iinducteur dlune
part et d'autre part avec chacune des autres couronnes qui lui sont concentriques.

anneau circulaire

dr

·courant j(r)hdr

h

inducteur

Figure 5 - Découpage de la charge en tranches circulaires de rayon r
et d'épaisseur dr.

Dans une premlere étape, nous allons calculer la répartition des courants dans
la charge à partir des équations de Maxwell. Il suffira ensuite, pour traiter le problème,
d'écrire les équations du transformateur pour le primaire ainsi que pour la tranche particu
lière de rayon ro (rayon de la charge) et d'épaisseur dr.

On considère le cas d'un cylindre conducteur de longueur infinie placé dans
un champ magnétique longitudinal ~oHoeiwt. La symétrie cylindrique et l'indépendance desquan

tités vis-à-vis de z imposent:

o
06

ô

oZ
o (1.32)



L'induction magnétique a

une unique composante H suivant l'axe Oz
et la densité de courant j est parallèle
à la direction tangentielle 8. Les équa
tions de Maxwell donnent:

-
j dH

dr

dj
+ ;t = k2 H

dr r

(1.33)

(1.34)
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z

t

h

où, si p est la résistivité électrique

du cylindre:

2 if f 1.l

P

Figure 6

Les équations 1.33 et 1.34 conduisent, par élimination de j, à

1 dH

r dr
o (1 .36)

Cette équation a pour seule solution holomorphe à l'origine (r = 0)

H
3/2 . t

A Jo (i kr) e
1W (1.37)

où Jo (i 3
/

2
kr) est la fonction de Bessel d'ordre zéro de l'argument z = i

3
/

2
kr. A la surface

du cylindre, l'intensité du champ magnétique étant Ho, on peut déterminer la. constante A et

donc :

(1.38)

avec Zo = i 3
/

2 kro ' On déduit de cette expression et de 1.33 la valeur de la densité de cou

rant j :

-j(r) (1.39)



- 17 -

où JI (z) est la fonction de Bessel d'ordre 1 de l'argument z. Le courant total induit IF sur
une hauteur h est obtenu par intégration de 0 a ra de la densité de courant j. On obtient,

après calculs:

(I.40)

Par élimination de Ho dans I.39 et I.40, on peut exprimer la densité de cou
rant j en fonction du courant total induit IF sur la hauteur h du cylindre

j(r) (I.41)

La répartition du courant dans la charge étant connue, on va définir les ré
sistances et les inductances de chacune des tranches circulaires définies sur la figure 5 :

- résistance de la couronne ro d'épaisseur dr

2 1T ro
hdr

(I.42)

- inductance de la couronne ro

1.1 1T r 2o

(I.43)

(I.43)

r
où K

c
est le coefficient de Nagaoka défini par Kc = 1 + 0,88 ~ dans le cas où h ~ 2 r o

- mutuelle inductance entre une couronne de rayon r et l'inducteur

(I.44)

LI étant l'inductance propre de l 'inducteur~ KI le coefficient de Nagaoka de l'inducteur,
Sr et S les sections respectivement de la couronne de rayon r et de l'inducteur.
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- mutuelle entre une couronne de rayon r et la couronne de rayon ro

(1.45)

Ecrivons maintenant l'équation au primaire du transformateur (c'est-à-dire
aux bornes de l'inducteur) ainsi que celle de la couronne particulière de rayon ra qui est

en court-circuit :

UI = RI Il + i wLI Il + i w 50
a

Mr1 j (r) h d r (1.46)

-
0 Rr j(ro) h d r + i w Ml Il + i w

0 ra

\

flux dû à l'inducteur

[0
) Mrro j(r) h d r (1.47)
o

flux da aux couronnes r ~ ra

En remplaçant dans 1.47 j(r) et j(ra) par leu~s valeurs en fonction de IF ti
rées de 1.41, en remplaçant MIro' Mrro et Rr par leurs expressions, on obtient, après réso

lution de l'intégrale, une relation entre IFOet Il :

o (1.48)

00 J
2

(zo) est la fonction de Bessel d'ordre 2 de l'argument Zoe Cette expression se met

sous la forme :

IF m 1 - Jo (Zo)
- -
Il KI 2 (Zo)

J2 (Zo)
--J +

Zo 1 Kc

L'expression 1.41 de j(r) peut être exprimée en fonction de Il

(1.49)

j (r) = ( l .50)
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On peut maintenant remplacer j(r) et Mrl par leurs expressions 1.50 et 1.44
dans l'équation au primaire 1.46. Après résolution de l'intégrale, l'équation générale de l'en

semble inducteur-charge s'écrit:

- l.l Tf r 2
(~ )

2 -
Ul = RI Il + i w LI Il - i w 0 0 F Il

h KI

avec
JI (zo)

1 2

F
Zo Jo. (zo)

1 2 JI (zo) I( - - I )
K2 Zo Jo (zo) Kc

(1.51)

(1.52)

Les parties réelles et imaginaires de Jo (zo) et JI (zo) peuvent être calcu
lées à partir de séries mais il existe aussi des tables donnant les modules et les arguments

de Jo et JI en fonction de kro

Jo t~o

ivoe

JI Ml
iV 1

= e

Par conséquent

JI
+ j ba

Jo

(1.53)

(1.55)

(1.55)

avec

avec

a
Ml

cos (vI - vo)=
Mo

b
Ml

sin (v 1- vo)-
Mo

Finalement, la fonction F se met sous la forme

F = A + j B

(1.56)

(1.57)

(1.58)

A
Kc [ (x + a - b)(x + (a-b)(l-Kc) + (a+b)2(1-Kc))]
o

(1.59)
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B
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Kc [ (a + b)(x + (a-b)(l-Kc))
o

- (a+b ) (x+a -b) (1-K ) ]c (1.60)

La relation 1.51 se met sous la forme

(1.61)

(1.62)

On reconnaît, dans cette équation, les termes correspondant à la résistance
et à l'inductance de la charge ramenés au primaire. Connaissant la tension aux bornes de llin
ducteur, il est facile de calculer le courant Il et d'en déduire la puissance transmise à la

charge ainsi que la variation d'inductance due à sa présence.

Etude de cas limites

1 - Cas des très faibles épaisseurs de peau Ô «ro on montre facilement

que A~ Kc et B~ K 2 ~ d'où:c ro

( l .63)

On retrouve l'expression 1.32· du paragraphe 1.3.1. traitant du cas limite

ê « r .o

2 - Cas 8 » ro : on peut montrer que F tend vers zéro et 1.61 devient:

(1.64)

On dit que la charge est transparente au champ.

3 - Cas où la hauteur h de l'inducteur et de la charge est très grande devant

le rayon h» ro . Nous avons alors

1
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et F s'écrit. simplement

F = (x + a - b) + j (a + b)
x

(1.65)

et 1.62 devient:

(1.66)

Le terme réel correspond à la puissance active dans l'inducteur et dans la
charge. Le terme imaginaire correspond à la puissance réactive dans l'entrefer et dans la
charge. Les fonctions Hs (1:2 x) et Gs (~ x) sont les fonctions de Stansel [10] dont les
allures sont données sur la figure 7.

10 V2 X

Hs(v'2x)

.Gs(V2X)

5

==----------_......_----

o

1

0,5

Figure 7 - Allures des fonctions Cs (v~ x) et Ps (/2 x).
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1.4 - Adaptation de la théorie du transformateur au cas d'un inducteur,
d'une charge et d'un creuset froid

L'ensemble étudié est représenté sur la figure 8. Il est formé d'un inducteur,
d'une charge cylindrique et d'un creuset constitué de N secteurs de section ronde ou rectan
gulaire. On suppose, comme dans le chapitre précédent, que l'inducteur, le creuset et la char
ge ont même hauteur et que le champ à l'intérieur de l'inducteur et dans l'air est uniforme.
A première vue, l'adaptation des équations du transformateur à cette configuration, c'est-à
dire au cas où il y a plusieurs secondaires en court-circuit paraît très compliquée: en effet,
il intervient dans les équations un grand nombre de termes correspondant aux mutuelles induc
tances entre secteurs d'une part, et secteurs et charge d'autre part. En réalité, dans la plu
part des cas, il est justifié de négliger tous ces termes car ces mutuelles sont très faibles
devant celles entre inducteur et secteur ou inducteur et charge, situations pour lesquelles
un conducteur entoure l'autre. On peut d'ailleurs préciser cette approximation en évaluant le
champ magnétique créé à l'extérieur de la charge ou d'un secteur par les courants circulant
dans ceux-ci. Même dans le cas le moins favorable d'une monospire de hauteur nulle, le rapport
entre le champ magnétique à la distance 2a de l'axe de la monospire (a étant son rayon) et
celui au centre de la monospire est inférieur à 15 %. Dès que la hauteur de la monospire de
vient grande par rapport aux dimensions transversales, ce rapport décroît très rapidement
pour s'annuler lorsque la hauteur est infinie.

Dans ces condi~ions, ~haque secteur peut être traité comme un secondaire en
court-circuit indépendamment des autres secteurs et de la charge. Les secteurs étant en cui
vre, l'épaisseur de peau Os y est toujours très faible devant ses dimensions transversales.
On peut donc utiliser les relations données dans le paragraphe 1.3.1. Chaque secteur est alors
caractérisé par sa résistance Rs ' son inductance propre Ls et le facteur de transformation ns
dont les expressions sont :

(1.67)

(1.68)

(1.69)

00 p~ est la résistivité électrique du cuivre, p le périmètre transversal du secteur, Ss sa
section et Ks le facteur de forme qui lui est associé; dans le cas d'un secteur cylindrique,

Ks est donnée par la formule de Negaoka.

L'équation générale de l'ensemble ramené au primaire s'écrit donc, en repre

nant le terme correspondant à la charge donné par 1.66 et en tenant compte des N secteurs:
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Figure 8 - Schéma de Z'inducteur~ du creuset froid et de Za charge.
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1..1 TIr 2o 0

h
(1.70)

Cette équation peut être traduite sous la forme d'un diagramme de Fresnel
(figure 9). L'inductance de l'ensemble, lors de l'introduction du creuset et de la charge
dans l'inducteur, voit sa valeur diminuée des deux termes correspondant aux N secteurs et à

l a charge.

La puissance transmise à la charge par courant de Foucault s'écrit simple-

ment
2

1 1..10 w ro
2 h

(1.71)

Celle transmise au creuset est

1 N n 2 R
s2 s

(1.72)

Si l'on définit le rendement électrique n comme le rapport entre la puissan

ce transmise à la charge et la puissance totale injectée aux bornes de l'inducteur, on a :

n =

2
1..10 W TI rom 2
--- (~) B

h K1 (1.73)

Le calcul, programmé sur un~ calculatrice HP41C, permet, connaissant les
paramètres géométriques et physiques de l'installation, de calculer les puissances, les va
leurs d'inductance et le rendement électrique. Ainsi, on a pu étudier les variations de
puissance transmise et de rendement en fonction des deux paramètres fréquence et résistivité
de la charge. Les résultats sont donnés dans le chapitre III ainsi qu'une optimisation du

creuset.
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/
2 -Nns Rs 11

• 2 -- JroN nS Ls 11

Figure 9 - Diagramme de Fresnel.
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I.S - Prise en compte des effets de bord

En réalité, la présence d'extrémités anguleuses, suite au choix d'une hauteur
finie du modèle de calcul précédent, apporte une non uniformité du champ et de la densité de
courant dans la charge. On note en effet un accroissement important de la densité de courant
localement au voisinage de ces extrémités, lorsque l'épaisseur de peau est faible devant le
rayon de la charge. Pour faire une estimation de la contribution de ces effets d'extrémité sur
l'augmentation des pertes joules, on peut utiliser une méthode numérique par éléments finis.
Cette méthode a l'avantage d'être applicable quelle que soit l'épaisseur de peau mais présen
te l'inconvénient d'être assez lourde à mettre en oeuvre, notamment dans le cas des petites
peaux. Dans ce dernier cas, il est possible d'utiliser une méthode analytique basée sur les
transformations conformes.

La transformation de Schwartz Christoffel est particulièrement bien adaptée
à notre géométrie. Elle transforme en effet un contour polygonal dans le plan de départ Z en
une ligne droite dans le plan d'arrivée z. Dans le cadre de l'hypothèse d'une épaisseur de

v.
1
1

plan Z 1
G1

E

.,.. D
ta

·XA B
h

A B

-p

c
-1

F
1

+oc

G

Figure 10 - Géométrie étudiée dans le plan Z et correspondance par
la transformation de Schwartz Christoffel dans le plan z.
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peau très faible devant le rayon de la charge, il est justifié de négliger la courbure de la
charge, ce qui nous ramène a un problème bidimensionnel. Pour des raisons de simplicité, on
ne traitera que le cas d'une charge en présence d'un inducteur sans creuset froid, en considé
rant que les résultats de ce calcul seront extrapolables aux secteurs. De plus, on suppose
que les deux extrémités de la charge sont suffisamment éloignées pour ne pas s'influencer mu
tuellement. Dans cette hypothèse, on peut se limiter a l'étude d'une seule extrémité, en con
sidérant le cylindre et l'inducteur comme infinis.

Le contour polygonal ABCDEFG (figure 10) passe par la surface de la charge
(BCO) et rejoint à l'infini l'inducteur (EFG). Toutes les dimensions sont ramenées au rayon
de l'inducteur qui est pris égal a l'unité pour le calcul ; a représente le rayon de la char
ge et h son enfoncement algébrique; la géométrie du problème est ainsi fonction des deux pa
ramètres h et a.

La transformation de Schwartz Christoffel établit la correspondance entre le
contour ABCDEFG du plan Z et l'axe réel du plan z ; elle s'écrit:

dZ A (HSr /2 (z+1) l /2 Z-1 ( Z-Cl/ = A (z+1) l / 2 (1~)
dz z+S z

(1.74)

Mis à part les points à l'infini, il est possible de fixer arbitrairement
trois points du plan z. On choisit de placer C en -1, D en 0 et E en o. Il faut donc intro
duire les paramètres S (8 > 1) et a (a > 0) pour fixer les abscisses respectivement des points
B' et F.

L'intégration de l'équation 1.74 s'effectue assez simplement on effectue
le changement de variable:

z + 1

Z + S

et après calculs, on obtient la relation reliant Z et z par l'intermédiaire de t

Z - H A f_. (a + S2- 1) Log t-l - ~ Log +n-l - (S-l) _t_J
t+1;-S +n+1 t 2 -1

(1.75)

(1.76)

H étant une constante d'intégration. Il reste a déterminer H, a, S et A à partir des posi
tions des points B, C et F. Tous calculs faits, on obtient:
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H = 0 (1.77)

a. + (3 - 1

2

a. a
A 1T

(1 . 78)

s - 1A 1T (Ct + ------) = 1
2

- h = A [(a. + (3 2- 1 ) Log I~ - 1 a + 1
1a-+8 + la+!

- a Log 1 13 (a + 1) - 1~ + 1 Ca + (3) (a + 1) ]
1 (3 1 (3 (a. + 1) + 1 Ct + S

d'où, en remplaçant A par sa valeur tirée de 1.79 dans 1.70 et 1.80

(1 .79)

(1.80)

a. =
(1 - a)(S - 1)
2---=: - 2 (l-a)

1 (3

(1.81)

h 1 - a-- Log
TI

,J (3 (a. + 1) - I~

./ (3 (a. + 1) + I~

_1. Log I~ - I~ _ 1 (a+ l)(a + (3)
1T 1 a + 13 + 1 a + 1 1T (a + 13 - 1 )

2

La relation 1.76 s'écrit alors

(1.82)

où

z

z =

1 t-l1-a tlS-12 t- Log - - -- Log - - (1 - lï3 (1 - a)) --
TI t+l TI t/S +1 'TT t 2 -1

(1.83)

Les valeurs de a. et (3 en fonction de a et h sont calculées à partir des rela

tions 1.81 et 1.82.

Dans le plan Z (figure 10), on considère, pour des raisons de simplicité, que

tout le flux magnétique vient de 0 et E, et contourne la charge et l'inducteur qui sont des
lignes de force. En réalité, cette hypothèse suppose que les lignes de champ ne traversent
pas la paroi de l'inducteur, ce qui a pour effet de majorer le champ à l'intérieur de llin

ducteur par rapport au cas réel où il existe des fuites magnétiques.
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-+ -+
L'analogie entre le champ magnétique B et la vitesse v d'un écoulement d'un

fluide incompressible créé par une source de vitesse uniforme sur le segment DE à l'infini est
tout à fait évidente. En électromagnétisme, le potentiel complexe wm s'écrit :

Wm = + i <P

-+
~

avec B grad l

-+ ---. -+

B = Rot <P

(1.85)

(1.86)

(1.87)

-+
<P nlayant qulune seule composante <P perpendiculaire au plan des composantes du champ. De même,
en hydraulique, le potentiel complexe wh s'écrit

Wh = e + W

-+ ---.
avec v grad e

-+ --....,.

V Rot W

(1.88)

(1.89)

(1.90)

-+
Par conséquent, la détermination du champ B est la même que celle du champ de

vitesse v.

La source de débit Q devient ponctuelle dans le plan z et est placée à l'ori
gine 0 (0 étant l 1 homologue de l'infini) ; il lui correspond le potentiel complexe classique

W = --.9-. Log Z
2'IT

(1.91)

Par dérivation par rapport à z, on obtient les composantes u et v du champ
dans le plan z

u - i v = dw = --.9-.
dz 21TZ

(I.92)

On doit calculer B dans le plan Z ses composantes U et V vérifient

U - iV
dw

dl

dw dz

dz dl
_Q_ dz
21TZ dl

(I.93)

où dz est donnée par la relation I.74 et A, a et S par les relations 1.79, 1.81 et 1.82. Si
dZ

on Si intéresse au contour seo où l Ion a :

z = - ~ avec ~ E: [ 0, S] (1.94)
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la relation 1.93 devient

U - iV _ ...iL_1_(..ê....:..l)1/2

2nA a + ~ 1 - ~

(1.95)

La racine est imaginaire sur BC car l~ ~ ~ S ; elle est réelle sur CD car
o~ ~ ~ 1 et 1 - ~ ~ O. Par conséquent, sur le segment BC, on a

v =__Q_ __1_ ( .ê....::.J. )1/2

2nA a + ~ ~ - 1

et sur la demi droite CD

(1.96)

u ...iL _1_ ( ..ê....:..l )1/2

2nA a + ~ 1 - ~

(1.97)

Aux valeurs de U et V sont associées les abscisses X et Y à déduire de l'équa
tion paramétrique 1.83. La détermination du champ le long du contour de la charge BeO se fait
donc de la manière suivante :

- on détermine les constantes A, a et S avec les relations 1.79, 1.81 et 1.82,

- sur le contour CO, on choisit des valeurs de ~ comprises entre 0 et a d'où
sont issues les valeurs correspondantes de t (relation 1.75) et donc de X par l'équation 1.83.
Pour ces mêmes valeurs de ~, on obtient la composante U du champ par la relation 1.97,

- sur le contour BC, on choisit ~ compris entre 1 et S et une même démarche
permet de calculer Y et V.

Connaissant les expressions du champ tangentiel le long des contours extéri
eurs de la charge, on peut calculer la puissance qui lui est transmise. On rappelle que la
puissance transmise à un volume conducteur de surface extérieure S baignant dans un champ
tangentiel à sa surface, Bo eiwt , s'écrit, dans le cas d'une épaisseur de peau 0 infiniment
petite :

p 1 (2w) 1/2 .!.
4 110 11

5Bo2 cl S

S

(1.98)

w étant la pulsation du champ, 11 la perméabilité magnétique du matériau et 0 sa conductivité
électrique. Dans notre problème, Bo a pour valeur U sur la demi droite CO et V sur le segment
BD. La puissance transmise à la charge sur une longueur L suivant Oz (L étant en réalité la
circonférence déroulée de la charge cylindrique) est par conséquent égale à :
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(1.99)

où a est le rayon de la charge et e la longueur réelle de la chargé étudiée. On suppose qu'au
d e l à de 1a di stance e de '1 extrémi té de l a cha rge, cette extrémi té n'a pl us d' i nfl uence sur
la valeur du champ. Loin de l'extrémité, celui-ci peut donc être calculé en faisant ~ = 0

dans l'expression 1.97 de U et sa valeur est:

(1.100)

La puissance correspondante Poo si le champ avait partout cette valeur serait
égale à

1. ( 2w ) 1 / 2 Le (_Q_ .; S )2

4 ~a ~ 41TA a
(1.101)

On peut calculer l'effet de l'extrémité considérée en faisant le rapport
P/Poo qui s'écrit:

1 (3-~ d Y +

(a+~)2 ~-1
(1.102)

Les deux intégrales peuvent être exprimées entièrement en fonction de ~ une
fois remplacés dY et dX par leurs expressions en fonction de ~ (pour ceci, on exprime Xet Y
en fonction de ~ par les relations 1.75, 1.83 et 1.94, puis on effectue les dérivations).
Tous calculs faits, on obtient:

_ (1_a)Sl/2( b(3-(3)-(f3+1)
1 - c 2

2 V -c l \(3-S)bc -((3+1) ) Log _e_ J
(c 2-1)2 Ve+C

(1.103)

avec b=~
a + 1

v =e
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où ~e est la valeur de ~ correspondant à X= e.

Cette expression assez lourde est néanmoins facilement programmable 'sur une
petite calculatrice. Ainsi, on a étudié trois cas numériques représentés sur la figure Il.

Dans les trois cas, charge de même longueur que l'inducteur, charge plus longue et charge
moins longue que l'inducteur, on a représenté les valeurs calculées de B/Uoo sur les contours
BÇ et CO ainsi que les valeurs des rapports P/Poo sur le couvercle et les faces latérales.
Dans le cas d'une charge de même longueur que l'inducteur, l'ordre de grandeur de la surpuis
sance due aux extrémités anguleuses est de 35 % (17 % pour chacune des deux extrémités). On
peut noter que le fait d'avoir déroulé le couvercle est à 1 'origine d'une surestimation de
la puissance dans le couvercle (BC).
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Figure 11 - Profils de champ magnétique et surpuissance due à
l'extrémité dans trois différents cas.
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II - CORRELATION AVEC LES OBSERVATIONS EXPERIMENTALES

II.1 - L'inducteur, le creuset et la charge ont même hauteur

Le but de cette série d'essais est de tester la validité de la théorie expo
sée dans le chapitre précédent sur un certain nombre de cas simples. On dispose d'un généra
teur CELES de 100 KW, dit générateur apériodique [15]. La fréquence nominale du courant est
assurée par un circuit oscillant dont l'inductance L est constituée par l'inducteur, et la ca- j

pacité C par'un coffret qui permet d'osciller à des fréquences comprises entre 80 Kz et
200 KHz. Ce type de générateur oscille toujours à la fréquence propre du circuit oscillant
(donnée par la relation LC W2 ~ 1) et la variation d'inductance provoquée par l'adjonction
d'une charge dans l'inducteur peut être facilement détectée à l'aide d'un fréquencemètre nu-
mérique. La tension aux bornes de l'inducteur est réglée à partir d'un potentiomètre et sa
valeur est affichée sur la console. Connaissant cette valeur ainsi que celle des capacités
montées en parallèles avec l'inducteur, le modèle électrique permet de calculer l'inductance
du ctrcuit et les puissances transmises au creuset et à la charge.

Expérimentalement, les méthodes utilisées pour mesurer la variation d'induc
tance ainsi que les résistances ramenées au primaire sont de deux types. La première, appelée
méthode du décrément logarithmique, consiste, lorsque le générateur n'est pas en fonctionne
ment, à charger par une tension continue les condensateurs du circuit oscillant puis à les laisser
se décharger en enregistrant la décroissance du signal sur un oscilloscope à mémoire (figure
12). On mesure ainsi d'une part la fréquence f d'oscillation, d'autre part la valeur de la
résistance RT vue du primaire qui est donnée par la relation:

L Ao
W Log _

nTI An

où Ao est l'amplitude de la premlere oscillation et An celle de la nième (figure 12). Une
première mesure avec l'inducteur seul donne sa résistance. Deux autres mesures avec la charge
puis avec la charge et le creuset permettent d'accéder aux valeurs de leurs résistances vues
du primaire. La deuxième méthode consiste à utiliser une charge refroidie par une circulation
d'eau interne et à mesurer la puissance transmise par bilan thermique de l'eau de refoidisse
ment. Pour ceci, on a réalisé une charge cylindrique en cuivre, refroidie par une circulation
d'eau (photo 3) et des capteurs de température ont été disposés sur les entrées et sorties
d'eau. La précision sur les valeurs des températures est de 1/10 de degré. Le débit Q étant
mesuré par ailleurs, la puissance évacuée s'écrit:

P = p Cp Q ~ T

où ~T est la différence entre la température d'entrée et de sortie de l'eau, p la masse volu
mique de l'eau et Cp sa capacité calorifique.
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Photo 3 - Charge cylindrique en cuivre refroidie.

Photo 3 bis - Ensemble inducteur-creuset-charge refroidie.
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Figure 12 - Mesure par décrément logarithmique décroissance du signal .
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Figure 13 - Dispositif expérimental dans le
cas d'un inducteur de 6 spires.

Figure 14 - Dispositif expérimental dans le
cas d'un inducteur de 4 spires.
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f KHz Pind KW Pcr KW acr %

Valeurs 93,9 2,7calculées -
Il

Valeurs 93,3 3,0 3,0mesurées

Tableau 1 - Bilan de puissance : inducteur h =80 mm ;
creuset h =80 mm (acr est le pourcentage d'erreur
sur la vaZeur calculée).

f KHz Pind
K~J

Pch KW ach %

Valeurs 93,8 - 0,60calculées
Il

Valeurs 93,5 - 0,85mesurées

Tableau 2 - Bilan de puissance : inducteur h =80 mm ;
charge = 100 mm (ach est le pourcentage d'erreur
sur la valeur calculée).

f KHz Pind
K\~

Pcr KW Pch KW acr % ach %

Valeurs 104,3 4 3,4 0,8calculées

Valeurs 105,3 3,9 4,2 1,1mesurées
1

Tableau 3 - Bilan de puissance inducteur h =80 mm ; creuset h = 80 mm ;
charge h = 100 rrm.
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L'inducteur utilisé pour les essais est un inducteur de 6 spires, de hauteur
80 mm et de diamètre 85 mm ; son inductance à vide est de 2,2 llH et il est connecté en paral
lèle avec un coffret de capacité de valeur totale 1,6 llF. Le creuset est composé de 16 sec
teurs (photo 2) identiques en cuivre, de section trapézoTdale ; son diamètre intérieur est de
50 mm, son diamètre extérieur de 65 mm et sa hauteur de 80 mm. La charge utilisée est un cy
lindre en cuivre de diamètre 42 mm et de hauteur 100 mm. Etant donné la faible valeur de la
résistivité électrique du cuivre, l'épaisseur de peau dans la charge est toujours très petite
aux fréquences utilisées.

Les tableaux l, 2 et 3 donnent les valeurs mesurées en comparaison avec les
·valeurs théoriques respectivement dans le cas de l'inducteur et de la charge, dans le cas de
l'inducteur et du creuset, et enfin dans le cas de 1'inducteu~ de la charge et du creuset.
La tension aux bornes de l'inducteur est fixée à 500 V pour tous ces essais. La valeur de la
résistance de l'inducteur à 90 KHz mesurée par décrément logarithmique et confirmée par bilan
thermique est de 13 mn ; la fréquence d'oscillation à vide (sans le creuset et sans la charge)
est de 84,8 KHz.

Dans les trois essais, on constate le très bon accord entre les prévisions
des valeurs de fréquence et les valeurs mesurées. Cependant, en ce qui concerne les puissances
dissipées, l'accord est moins bon puisque les valeurs mesurées sont supérieures d'environ
15 % à 25 % pour le creuset et 40 %pour la charge. Cet écart de 40 % pour la charge ne peut
être attribué à d'éventuelles mutuelles entre secteurs et charge puisqu'il existe même en
l'absence de creuset. Ces résultats suggèrent que les paramètres essentiellement géométriques
(résistances et inductances) sont correctement estimés, alors que la théorie sous estime les
courants de Foucault totaux dans chaque secteur et dans la charge. La prise en compte des ef
fets de bord par la méthode développée au chapitre 1.5 permet d'expliquer ces différences
puisque le calcul donne une surpuissance due aux extrémités de l'ordre de 20 % à 40 %pour la
charge.

II.2 - Cas où le creuset est plus haut que l'inducteur

Dans de nombreuses installations et en particulier dans les installations de
tirage en continu, le creuset froid est nettement plus haut que l'inducteur. Dans ces condi
tions, des essais ont été effectués afin de voir dans quelle mesure la théorie du chapitre
précédent donne encore des valeurs correctes pour les puissances et li-inductance.

Le creuset utilisé pour cette étude a exactement les mêmes caractéristiques
que le creuset précédent si ce n'est que sa hauteur est de 150 mm (au lieu de 80 mm). Dans
les tableaux 4,5,6 et 7, on a donné les résultats des mesures avec deux inducteurs; le
premier est l'inducteur de 6 spires décrit dans le chapitre II.1 ; le second est un inducteur
de 4 spires, de diamètre 85 mm et de hauteur 40 mm, dont l'inductance à vide est 1,5 llH.
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f KHz Pind KW Pcr KW acr %

Valeurs 93,3 - 2,7calculées
92

Valeurs 95,6 3,3 5,2mesurées

Tab leau 4 - Bi lan thermique inducteur h =80 mm
creuset h = 150 mm.

f KHz Pind KW Pcr KW Pc KW acr % ach %

Valeurs 104,3 3,4 0,8calculées
26 25

Valeurs 104,5 4,0 4,3 1,0mesurées

Tableau 5 - Bilan thermique inducteur h = 80 mm - creuset h = 150 mm
charge h = 100 mm.

f KHz Pind KW Pcr KW acr %

Valeurs 111 - 2,3calculées
160

Valeurs 114,5 4,5 6,0mesurées

Tableau 6 - Bilan thermique inducteur h = 40 mm
creuset h =150 mm.

f KHz Pind KW Pcr KW Pcr
Kt~

acr % ach %

Valeurs 121 - 2,8 0,74calculées
68 19

Valeurs 123 4,7 4,7 0,6mesurées

Tableau? - Bilan thermique inducteur h = 40 mm - creuset h = 150 mm
charge h =100 mm.
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Les configurations exactes sont représentées sur les figures 13 et 14.

Les tableaux 4 et 6 montrent que, lorsque l'inducteur et le creuset sont
seuls (pas de charge), l'accord entre les valeurs calculées et les valeurs mesurées des fré
quences est à peu près satisfaisant (quoique moins bon que dans le cas où le creuset et l'in

ducteur ont même hauteur). Par contre, l'erreur sur le calcul de la puissance atteint près
de 100 %de la valeur calculée avec l'inducteur 6 spires et près de 160 %avec celui de 4 spi
res. Il semble donc que l'écart soit d'autant plus grand que le dépassement du creuset est
grand. Ces pertes supplémentaires importantes ont pu être analysées grâce à des mesures de
champ magnétique (figure 15 et 16) qui révèlent:

- un saut important de la composante verticale du champ entre l'extérieur et
l'intérieur du creuset: dans l'inducteur, cette composante du champ est nettement plus fai
ble à l'intérieur du creuset qu'à l'extérieur; par contre, au-dessus ou au-dessous de l'in
ducteur, la composante verticale du champ diminue très rapidement à l'extérieur du creuset
alors qu'elle reste à peu près constante dans le creuset, et le sens du saut de champ suivant
la diraction radiale est inversé (figure 15).

- un champ magnétique horizontal (suivant la direction Or) très intense en
tre deux secteurs qui laisse supposer la présence de courants longitudinaux (donc parallèles

à Oz) le long des. parois du creuset. Ces courants intenses sont à l'origine des pertes par

effet joule importantes mesurées.

La figure 19 montre la répartition des courants induits correspondant à la

répartition du champ. Le phénomène observé peut être interprété en considérant que les nappes

de courant de la face extérieure du creuset (qui font face à l'inducteur) étant de sens oppo
sé au courant inducteur, sont attirées par lui, alors que celles de la face interne, de même

sens, sont repoussées.

L'ordre de grandeur des surpuissances entraînées par l'existence de courants
longitudinaux peut être évalué à partir d'un petit modèle simple. Pour ceci, on considère un
secteur de section rectangulaire avec une répartition uniforme et horizontale de courant sur
les deux faces parallèles au plan xOz (figure 17). La face du plan y = 0 est face à l'induc
teur (de hauteur 2 h) et on suppose, compte tenu de la figure 19, que le courant Iy est répar
ti sur la hauteur 2 h. Par contre, sur la face opposée (dans le plan y = el, on considère que
ce même courant l est réparti uniformément sur toute la hauteur 2 H du secteur. On admet que
les lignes de courant se referment sur les deux autres faces suivant la direction Oz pour

1z1 > h et suivant la direction Oy pour Izl < h (figure 17). La répartition des courants est

donc la suivante:

- sur la face y = 0 1 zl < h jx l
jy = 0 jz 0

~

1 z 1 > h jx = 0 j = 0 jz 0y

où jx' jy et jz sont les intensités de courants dans les directions Ox, Oy et Oz.
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Figure 15 - Mesure de la composante verti
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la direction radiale.

Figure 16 - Mesure de la composante verti
cale du champ magnétique suivant
la direction axiale à l'intérieur
et à l'extérieur du creuset.
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Figure 17 - Répartition supposée des courants induits dans un secteur.
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Figure 18 - Surpuissance due aux extrémités calculées d'après le modèle
pour l =11.10- 3 cm~ e =8.10- 3 cm et h =40.10- 3 cm.
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Figure 21 - Répartition des courants dans
le creuset et Za charge (avec
inducteur 6 spires).
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sur la face y = e jx
l j = 0 jz = 0: -

2H Y

- sur les faces x = 0 let y = - l 1 zl < h j = 0 j = -x y 2H

Izi > h j = 0 j = 0x y

La puissance dissipée par les courants du secteur est

jz = 0

jz =t (1-~)

P (.El. + .El. + pe) I2 + 4
2ho 2H6 2hô

H

( _P_ (1 - l) 2 dy I 2

j 4eo H

00 p est la résistivité du secteur et 8 l'épaisseur de peau. Après intégration, on obtient

p = ..e... .!. + l + 2e + ~!! (1 _ .b.) 3 I 2

28 h H h 3 e H

Si Po est la puissance correspondant à des nappes de courant horizontales ré
parties sur une hauteur 2h, on a :

Po 2 p (~) I2

2h8

et par conséquent, la surpuissance due à la longueur du secteur s'écrit

p - Po
Po

h
_1:. 1 + Hh (1 _ .~} (1 - ll)

2 3e H l+e

Sur la figure 18, on a tracé (P-Po)/Po en fonction de H pour 1 = Il mm,
e = 8 mm et h = 40 mm (valeurs qui correspondent à la géométrie des secteurs du creuset). La
courbe montre que la surpuissance entraînée par la répartition des courants induits considé
rée devient très importante pour les grandes valeurs de H. Néanmoins, ce calcul approché sur
estime les valeurs des surpuissances, d'une part parce qulil ne tient pas compte de la décrois
sance du champ vertical donc des courants sur la face interne du creuset (figure 15), d'autre
part parce que la répartition réelle des courants en ce qui concerne les refermetures sur les
faces parallèles au plan yOz peut être différente de celle du modèle.

Dans le cas 00 la charge est placée à 1 'intérieur du creuset, les résultats
des tableaux 5 et 7 montrent que les effets observés précédemment semblent s'atténuer et même
disparaître complètement lorsque l'inducteur et la charge ont sensiblement la même hauteur:
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en effet, la surpuissance nlest plus alors que de 25 %pour le creuset et 30 %pour la charge.
Des mesures de champ magnétique ont par ailleurs révélé la disparition du saut de champ entre
.llintérieur et l'extérieur du creuset ainsi qu1une nette diminution du champ horizontal (sui
vant Or) entre deux secteurs. La nouvelle répartition des courants est donnée sur les.figu
res 20 et 21. On peut interpréter ces résultats en considérant que les courants induits dans
la charge étant de sens opposé aux nappes de courant intérieures au creuset, attirent celles
ci.

Ces résultats conduisent a penser que le calcul issu de la modélisation élec
trique permet d1accéder aux valeurs de puissance avec une bonne approximation même lorsque
le creuset est plus haut que 1 linducteur a condition que la charge ait la même hauteur que
l'inducteur.

Dans le cas d1une charge plus grande, le calcul sous-évalue les pertes dans
le creuset (à cause des courants longitudinaux entre secteurs) et surévalue celles dans la
charge (a cause du saut de champ qui subsiste en partie et qui a pour conséquence un champ
affaibli dans le creuset).
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III - OPTIMISATION DU CREUSET - ROLE DE LA FREQUENCE ET DE LA RESISTIVITE

111.1 - Optimisation du creuset

Le rendement électrique d'une installation de fusion en creuset froid et en
partie limité par les pertes par effet Joule dans les secteurs du creuset. Il paraît donc in
téressant d'étudier l'influence du nombre de secteurs ainsi que celle du diamètre du creuset
sur ces pertes.

La résistance des N secteurs ramenée au primaire s'écrit (cf § 1.4)

K 2
(m~) pw p N

K
1

hê

où on rappelle que p est le périmètre du secteur pris dans un plan perpendiculaire à l'axe
du creuset, et Ks le facteur de forme qui lui est associé. Pour un secteur de section rectan
gulaire, Ks a pour valeur [12] :

1 + 0,44 a
h

où a est la longueur du grand côté du rectangle.

(111.2)

La relation 111.1 montre que les pertes sont d'autant plus petites que le
terme Np est petit. De ce point de vue, il y a donc intérêt d'une part à limiter au maximum

.1 'épaisseur du creuset, d'autre part à réduire le nombre de secteurs. Par contre, lorsqu'on
augmente la longueur a, le facteur de forme Ks augmente et donc aussi les pertes. On a repré
senté sur la figure 22 la résistance de différents creusets en fonction du nombre de secteurs.
Toutes les courbes ont été tracées pour un inducteur de 6 spires, de hauteur 100 mm et dont
le diamètre est supérieure de 30 mm à celui du creuset; l'épaisseur des secteurs est cons
tante et égale à 8 mm pour tous les creusets. Les courbes montrent que, dans tous les cas
étudiés, la résistance ramenée du creuset donc les pertes augmentent avec le nombre de sec
teurs. Néanmoins, lorsque le nombre de secteurs devient faible, leur longueur a augmente et
la courbure ne peut plus être négligée ce qui rend la relation 111.1 imprécise. Parallèle
ment, il peut alors apparaître des différences de potentiel d'origine inductive entre deux
secteurs adjacents. Sur la figure 22, les zones correspondant à un nombre de secteurs idéal
ont été encadrées.

On remarque, sur la figure 22, que l'influence du nombre de secteurs est
d'autant plus sensible que le diamètre du creuset est petit. On remarque aussi que si 1Ion
double le diamètre du creuset, la résistance du creuset, ramenée au primaire, ne double pas,
loin de là : il est vrai que le terme Np est environ multiplié par 2, mais par contre, le
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creu.et r/J 50,100,150,200

h:100 "'Ill

inducteur

r/J 80,130,180,230

n:1 00 mm
35
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nombre. de
secteur.

Figure 22 - Résistance ramenée au primaire de différents creusets
en fonction du nombre de secteurs.
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coefficient de Nagaoka de l'inducteur augmentant de façon importante (le rapport diamètre sur
hauteur double), le rapport de transformation ns diminue sensiblement. Sur le tableau 8, les
valeurs des rendements électriques sont donnés pour différentes installations de diamètre
variable: le nombre de spires de l'inducteur et la hauteur sont constants; le nombre de
secteurs a été déterminé à partir des courbes de la figure 22 ; la charge a pour résistivité
électrique 100 ~nm (résistivité d'un acier). Il apparaît que le rendement croît assez forte
ment avec le diamètre puisque le rendement est de 58 %pour un diamètre 80 mm et 72 %pour
un diamètre de 230 mm. Cette augmentation du rendement avec le diamètre est due aufait que la
puissance transmise à la charge croît à peu près proportionnellement au diamètre, alors que
celle des secteurs croît beaucoup plus lentement, comme nous l'avons signalé précédemment.

INDUCTEUR CRE USE T CHARGE
Rendement

maximum
Diamètre Diamètre Nombre de Dimensions des Dia.mètre %mm mm secteurs secteurs mm mm

81 180 50 12 48 58,4
12,1

130 100 18 81 1 98 65,4
16,5

180 150 24 81 1 148 69,8
18,6

230 200 28 81 f 198 72,3
21,4

Tableau 8 - Rendement éZectrique maximum en fonction du diamètre
de Z' inilucteur.
(Caractéristiques du système : inducteur 6 spires
h = 100 rron; charge p = 10-6 Dm).

111.2 - Influence de la fréquence et de la résistivité de la charge

Reprenons llexpression 1.71 de la puissance transmise à la charge par cou
rants induits que l Ion écrit sous la forme :
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Figure 2Z - Puissance transmise à la charge à courant Il constant
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(111.3)

Sur la figure 23, P/li,1 2 est représenté en fonction de la fréquence pour des
conditions géométriques données. Dans le cas limite où 8 tend vers zéro, la relation 1.63
montre que P/IIlI2 varie comme 1/8 donc comme fl/2. Dans le cas des très grandes épaisseurs
de peau, on montre que B est proportionnel à r

0
2/o 2 et par conséquent P/\ 1l I2 varie comme f2.

Pour un matériau de résistivité donnée, il y a donc un premier domaine, aux basses fréquences,
de variation rapide de puissance transmise, un domaine intermédiaire et enfin, vers les hau
tes fréquences, une zone de variation lente. On peut remarquer que les matériaux les plus ré
sistifs nécessitent les fréquences les plus élevées mais qu'à même courant et à fréquence
assez haute, la puissance qui leur est transmise est ausssi plus grande.

Sur la figure 24, P/ 1 11 1
2 est représenté en fonction de la résistivité de la

charge. A faible résistivité, la loi de variation est en pl/2 alors qu'à forte résistivité,
elle est en l/p. Ces courbes présentent un maximum d'autant plus haut et plus décalé vers les
fortes résistivités que la fréquence est plus grande.

Dans la plupart des installations, les générateurs qui alimentent le circuit
oscillant sont des générateurs de tension. La puissance transmise à la charge peut être ex-

- -primée en fonction de U1 en remplaçant dans I1l.3 Il par sa valeur en fonction de U1 tirée
de la relation 1.70. On trouve:

On peut, de la même manière que précédemment, étudier les variations de cette
expression en fonction de la résistivité et de la fréquence à tension U1 donnée.

L'inductance~c de la charge ramenée au primaire a pour expression

A
K 2
2

(111.5)
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1 2 K2 2
Sur 1a fi gure 25, l' inductance adimens ionna1i sée /1l0 1T ro (n -K) est repré-

c hK2
sentée en fonction de ro/ô. Dans le cas des très faibles épaisseurs de peau, A 1tend vers K2
et on retrouve 1lexpression calculée au chapitre 1.3.1., Lorsque au contraire, l'épaisseur de
peau devient très grande devant le rayon de la Charge,Jr c tend vers zéro: la charge devient
transparente au champ.

Le rendement électrique est défini comme étant le rapport entre la puissance
transmise à la charge et la puissance totale fournie aux bornes de l'inducteur. Il s'écrit
sous la forme:

n
ot ch (111.6)

oü 61Ch est la rési stance de la charge vue du primaire égale à

6ZCh h
(111.7)

Compte tenu des fréquences généralement utilisées, l'épaisseur de peau dans
l'inducteur en cuivre est très petite et RI peut alors s'écrire sous la forme:

R
1

= a f 1/2

où a est une constante indépendante de la fréquence.

(111.8)

Dans le cas limite où l'épaisseur de peau dans la charge est très petite, la

résistance ~h s'écrit (d'après 1.31)

O1ch (111.9)

Le rendement limite nl. correspondant a pour expression, en utilisant les
.lm

relations 1.67 et 1.69 donnant ns et Rs :
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Figure 26 - Courbes de rendement en fonction de la fréquence.
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Figure 27 - Courbes de rendement en fonction de la résistivité.
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(111.10)

où C est une constante indépendante de p et de f égale à

C =

KI 2 1/2
a + N (m -) p cu P ( ) l / 2

Ks -h- 1T 1l
(111.11)

Le rendement limite aux très petites épaisseurs de peau est donc indépendant
de la fréquence et fonction croissante de la résistivité de la charge; lorsque p tend vers

l'infini, n1im tend vers 1.

Sur la figure 26, sont tracés~ pour des conditions géométriques données, les
courbes de rendement en fonction de la fréquence, la résistivité p de la charge étant le pa
ramètre variable. Aux faibles fréquences, l laccroissement du rendement est rapide car il cor
respond à une variation de62ch en f2 (voir § 111.2.1) alors que RI et Nns

2 Rs varient en
fl/2. Par contre, quand la fréquence est assez grande, tous les termes varient approximati
vement comme fl/2, le rendement tend vers la limite assymptotique n, .. On peut remarquerlm
que le rendement limite croît avec la résistivité de la charge mais qulil faut des fréquences
de plus en plus élevées pour llatteindre.

Les courbes de rendement en fonction de la résistivité (figure 27) présen
tent, comme les courbes de puissance transmise à la charge, un maximum qui traduit le fait
que si la charge est très résistive, elle est transparente au champ magnétique, alors que si
elle est très conductrice, la puissance transmise à l'inducteur et au creuset devient pré
pondérante devant celle transmise à la charge.

Lorsqu·on désire chauffer un matériau donné, on utilise souvent, comme cri
tère de choix de la fréquence, le rapport ro/e du rayon de la charge sur l lépaisseur de
peau. Pour relier les résultats précédents à ce critère, on définit un rendement optimum
nopt égal à 90 %du rendement limite; on peut ainsi considérer que les conditions de fonc
tionnement sont bonnes lorsque la fréquence est suffisamment haute pour que le rendement
optimum ainsi défini soit atteint. Sur la figure 28, on a représenté les valeurs de roiS
pour lesquelles on a le rendement optimum en fonction de la résistivité de la charge (pour
des conditions géométriques données). On constate que pour un matériau peu résistif, nopt
est atteint pour des valeurs de roiS de 'lordre de 3 ou 4, alors que pour un matériau iso
lant, il 1lest pour des valeurs de ro/e de l'ordre de 1 à 1/2. Cette différence de comporte
ment est due physiquement au fait que, alors que pour un matériau dont la résistivité est
proche de celle d'un métal. le rendement optimum est atteint lorsque le terme61Ch varie
comme fl/2. par contre. pour un matériau très résistif. il est atteint lorsque6tch devient
prépondérant devant RI et Nns

2 Rs (ce qui peut arriver à des fréquences telles que~ch varie
encore en f2).
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Figure 25 - Inductance adimensionnalisée de la charge ramenée au
primaire3 en fonction de ro/ao
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Figure 28 - Valeurs de ro/a pour lesquelZes Ze rendement optimum
est atteint en fonction de la résistivité de la chargee
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Pour conclure, on peut estimer, a titre d'exemple, que pour chauffer par
induction un verre de résistivité 10-2 nm, il n'y a aucun avantage, du point de vue élec
trique, a avoir une épaisseur de peau plus petite que le rayon de la charge; par contre,
pour un acier de résistivité 10- 6 nm, les conditions optimales correspondent a des épais
seurs de peau égales a 1/3 ou 1/6 du rayon de la charge.
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IV - APPLICATIONS DE LA METHODE DE CALCUL

IV.1 - Mesure de résistivité

Une application intéressante de la connaissance de l'impédance complexe du
secondaire ramenée au primaire est la détermination de la résistivité du matériau constituant
le secondaire. En effet, lorsqu'on introduit la charge dans un inducteur alimenté par un gé
nérateur apériodique [13], la mesure de la variation de fréquence, suite â la diminution de
l'inductance, permet de connaître la résistivité de cette charge. Parallèlement, la mesure de
la résistance ramenée, par décrément logarithmique permet de confirmer ce résultat.

Pour des raisons de simplicité de calcul, on peut avantageusement choisir un
inducteur de hauteur grande vis-â-vis de son diamètre et y introduire une charge cylindrique
(dont la résistivité est â mesurer) de même hauteur. Ainsi, on est dans le cas où les deux
coefficients de Nagaokade l'inducteur et de la charge KI et Kc sont égaux â 1. L'impédance du
système ramenée au primaire apparaît donc dans l'expression 1.66 ; 1 'inductance!c et la ré
sistance02c de la charge ramenée au primaire s'écrivent :

6lc m2 p
2 TI ro Hs (n x)

hô

1c m2 110 TI r0 2 Gs (;--2 x)
(1 -

h x

(IV.1)

L'inductance ramenée~c représente donc la diminution de l'inductance à vide
LI lorsque la charge est introduite dans l'inducteur. La résistivité p â mesurer intervient
par l'intermédiaire de l'épaisseur de peau ô.

Pour que la méthode présente une bonne sensibilité, il faut, d'une part que
~c soit le plus grand possible, ce qui est obtenu avec un rayon ro le plus grand possible;
d'autre part que la fréquence soit choisie de telle sorte que lIon se trouve dans une zone
de la courbe%c(x) très sélective vis-à-vis de la résistivité. La figure 29 représente l'in
ductance du secondaire ramenée au primaire adimensionnalisée :

Gs (;--2 x)
= 1 -----

x
(IV.3)

en fonction de X = ;-2 ro/e. On constate que la sensibilité est maximale au point d'inflection
de la courbe, donc pour des valeurs de role proches de ~. Si l'on connaît un ordre de gran
deur grossier de la résistivité, on peut donc choisir la fréquence de l'inducteur à vide de
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façon à être proche de cette condition. Le mode opératoire est alors le suivant: la condi
tion se résonnance et la mesure de la variation de fréquence après introduction de la charge
dans l'inducteur donne la valeur de Lc. Par correspondance sur la courbe de la figure 29, on
déduit la valeur de ro/ô et donc de la résistivité p de la charge.

1 --- - ------ ------ ---

0,5

o 5 10 15

Figure 29 - Inductance de la charge ramenée au primaire en fonction
de X = 12 ro/ô.

La courbe de Rc en fonction de p (figure 24), présente un maximum et par
conséquent, à une valeur de Re correspondent deux valeurs de p. La mesure de Re ne permet
pas de façon univoque, de déterminer la valeur de la résistivité mais néanmoins, associée
à la mesure de la variation d'inductance, permet de préciser le résultat.
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Des experlences de mesures de résistivité effectu~es sur des matériaux de ré
sistivité connue ont donné des valeurs correctes avec une erreur inférieure ou égale à 10 %.

Enfin, l'avantage de cette méthode est que, en plus du fait qu'elle ne néces
site aucun contact d'une électrode avec l'échantillon, elle permet de mesurer la résistivité
pratiquement de la température ambiante jusqu'à la température de fusion, suivant le niveau
de puissance injecté dans l'inducteur par le générateur.

Une installation de chauffage par induction en creuset froid peut être utili
sée de façon à faire du tirage de lingot. La charge repose alors sur une sole refroidie que
l'on tire vers le bas tandis que le bain liquide est alimenté par le haut avec des copeaux ou
de la poudre. La connaissance de l'évolution de la hauteur de la charge dans l'inducteur per
met un contrôle par asservissement de la vitesse en fonction de l'alimentation ou inversement.
Ce contrôle peut être réalisé par mesure de l'inductance qui augmente lorsque la hauteur de
la charge dans l'inducteur diminue. Selon que le circuit oscillant est alimenté par un géné
rateur apériodiqu~ ou un alternateur, la mesure de la fréquence ou celle du cos ~ du circuit
traduit de façon assez précise la position de la charge dans l'inducteur.

D'un point de vue théorique, la modélisation électrique présentée ne permet
pas de calculer de façon précise la variation d'inductance due à une hauteur de charge dans
l'inducteur variable. En effet, le calcul suppose que la hauteur de l linducteur et de la
charge est la même, ce qui n'est évidemment plus le cas ici. Néanmoins, on peut reprendre le
raisonnement du chapitre 1.3 en considérant la charge moins haute que l'inducteur et faire
alors intervenir les hauteurs de la charge (hc) et de , 1 inducteur (h). Ainsi, on obtient,
dans le cas des petites peaux:

et donc

Mc =
LI Sc

m s

K hcnc = m~

KI h

(IV.4)

(IV.5)

(IV.6)

L'inductance de la charge ramenée au primaire s'écrit alors
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(IV.?)

où Kc est le coefficient de Nagaoka de la charge égal à

he » 2 r 0 • %c se met sous 1a fonne

h 2
D x C__

hc + 0,88 ro

r
1 + 0,88 TC dans le cas où

c

où D est une constante indépendante de hc . L1inductance totale ramenée au primaire étant
LI - Lc ' on constate qu1elle augmente lorsque la hauteur he de la charge diminue, toutes cho
ses étant égales par ailleurs.

f
(KH~

28

27
o

)(

Â.

~

•
•

L+ li)
C")'

10 20 30 40 lm)

Figure 30 - Valeurs de la fréquence nominale en fonction de Za
position de la charge dans l'inducteur.
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Expérimentalement~ des mesures de fréquences ont été faites avec une charge
cylindrique en acier de diamètre 45 mm et de hauteur 35 mm~ dont la position dans 11 inducteur
était variable. Le schéma du dispositif expérimental est représenté sur la figure 30 : la
charge est disposée à 1lintérieur du creuset et repose sur le support dont le mouvement ver
tical est assuré par un moteur. La longueur x représente la distance entre le haut de ll;nduc
teur et le sommet de la charge. La puissance injectée est assez faible pour que la charge
reste solide. Sur la figure 30, on a représenté la fréquence mesurée en fonction des diffé
rentes valeurs de x. On constate que dès que la charge nlest plus entièrement dans l'induc
teur, la fréquence diminue de façon à peu près linéaire; une variation de hauteur de 1 mm
entraîne une variation de fréquence dlenviron 30 à 40 Hz, ce qui est facilement détectable
et contrôlable.

Le contrôle de la hauteur de la charge a par ailleurs été réalisé avec succès
dans des essais de fusion de charges en acier avec tirage dlun lingot.

Si la sensibilité de la méthode semble suffisante pour assurer le contrôle
de la hauteur de la charge dans l 1 inducteur lorsque 1lépa;sseur de peau ô est petite, ce nlest
plus le cas lorsque 8 est de l'ordre de grandeur du rayon ou supérieure: en effet, llinduc
tance ramenée est alors beaucoup plus faible (figure 25) et les variations de fréquence beau
coup plus faibles aussi.
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1 - INTRODUCTION

Dans la partie précédente, la modélisation électrique du fonctionnement du
creuset froid permet d'estimer, avec une bonne précision, la répartition de la puissance acti~

ve injectée par courants induits dans l'inducteur, le creuset métallique refroidi et la char
ge. Nous nous proposons dans celle-ci de décrire et d'interpréter l'échauffement de la charge.

1.1 - La fusion statique

En l'absence de tirage de lingot, lorsqu'un reglme permanent est atteint, la
température de la charge est contrôlée a la fois par la puissance active qui lui est fournie,
et par les échanges de chaleur avec le milieu extérieur. Ces échanges de chaleur sont schéma
.tisés sur la figure 31. Ils concernent:

- la surface supérieure de la charge (dôme) 00 les pertes Pr sont essentielle
ment radiatives elles peuvent contenir un effet convectif s'il y a présence d'une atmosphère
ambiante,

- les parois latérales, où les pertes Plat résultent des échanges entre la
charge et le creuset ; ces pertes dépendent de la nature du contact thermique métal - cuivre
refroidi. A l'équilibre de température, les pertes Plat sont évacuées par l'eau de refroidis
sement du creuset,

- le fond de la charge où les pertes Pf dépendent de l'épaisseur de métal so
l'idifié sur le support refroidi la conduction est le principal phénomène mis en jeu.

Si les pertes Pr par la surface superleure sont relativement faciles a modéli
ser, les pertes latérales et celles par le fond le sont beaucoup plus difficilement. En effet,
la présence d'une part du front de solidification (figure 31) d'autre part d'une barrière ther
mique entre la charge fondue et le creuset, font que ces pertes dépendent a la fois des condi
tions expérimentales de fusion (présence ou non d'un laitier par exemple) et de la nature de
1a charge.

Dans le cas de la fusion des verres par exemple, les valeurs des conductivités
électriques et thermiques à la fusion sont relativement élevées, mais ce sont de bons iso
lants à froid. On adopte alors pour ces matériaux un mode de fusion a coeur et il se forme une
paroi de verre solidifié sur la surface réalisant un véritable autocreuset.

Dans le cas des métaux, très bons conducteurs à chaud ou a froid, les rende
ments optimum sont atteints lorsque l'épaisseur de peau est inférieure a 1/3 ou 1/4 du rayon

-----------------------------~~~~
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creuset froid
,--------

Pr

Plat

zone liquide

"" ....... ------- _.--- ~

Pf

/
/

zone solide

support r:efroidi

Figure 31 - Echanges de chaleur entre la charge et le milieu extérieur 0
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de la charge. Il s'agit donc d'un chauffage superficiel. Le métal peut être entièrement liqui
de au niveau de l'inducteur et homogène en température, compte tenu du brassage électromagné
tique. De plus, il faut alors éventuellement tenir compte de 1·utilisation de laitiers qui
constituent une barrière thermique isolante entre la charge et les secteurs refroidis.

La fusion de matériaux présentant des résistivités élevées nécessite 1·utili
sation de creusets de grands diamètres ou des fréquences très élevées: l'étude au laboratoire
est difficile de part la technologie qui est alors nécessaire. Par contre, la fusion des mé
taux est beaucoup plus facile aux fréquences courantes (10 KHz à 100 KHz) dans des creusets
assez petits de 5 à 10 centimètres de diamètre. C'est pourquoi, pour effectuer nos études ex
périmentales, nous avons choisi un acier inoxydable, le NS22S, dont la résistivité (100 lJS""Gcm)
est suffi samment grande devant celle du cuivre pour que le rendement é1ec'trique de l'ins
tallation atteigne des valeurs de l'ordre de 50 %.

La détermination des pertes thermiques est effectuée expérimentalement en étu
diant les états d'équilibre en température pour lesquels la puissance injectée Pi dans la
charge par courants de Foucault est égale aux pertes:

Pi Pr + Plat + Pf

Ainsi, la mesure de la variation de la température d'équilibre de la charge
en fonction de la puissance injectée Pi traduit la variation des pertes thermiques en fonction
de la température et de la puissance injectée.

Afin de tester l'influence de la présence d'un laitier et de sa nature, un cer
tain nombre de laitiers ont été utilisés: ils ont été sélectionnés parmi ceux couramment em

ployés dans la refusion de l'acier par le procédé E.S.R. (Electro Slag Remelting).

l.2 - La fusion avec tirage

Lors de fusions avec tirage, le lingot est tiré vers le bas au fur et à mesu
re qu'on alimente le bain fondu par le haut avec de la poudre ou des copeaux. Deux notions

supplémentaires interviennent:
~ la vitesse du tirage peut être imposée soit par les qualités métallurgiques que 1'on attend

du matériau solidifié (vitesses généralement lentes), soit par le critère de rendement op

timum (grandes vitesses),
• la puissance utile Pu qui est définie comme la puissance effectivement utilisée pour fondre

les copeaux supplémentaires ajoutés.

Cette notion de puissance utile permet de définir un rendement de l'installa

tion et une vitesse limite maximum de tirage dépendant de la puissance injectée.
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II - FUSION EN STATIQUE': RESULTATS'EXPERIMENTAUX'SUR L'ACIER

II.1 - Choix des laitiers

L'utilisation des laitiers a connu un développement important'dans les instal
lations de refusion E.S.R. [1] [2]. En effet, un des principaux avantages de ce procédé est
de mettre en pratique la puissance de raffinage des flux. Pour comprendre cet aspect, il est
nécessaire de considérer la thermochimie générale du procédé avec des références spécifiques
au comportement des éléments vis-à-vis des phases métalliques et des laitiers. Mis à part ses
propriétés chimiques, le choix du laitier dans le procédé E.S.R. est motivé par ses propriétés
thermiques et surtout électriques qui sont essentielles dans ce cas. Dans les lingotières de
coulée continue [14] [15] [16] l'utilisation de laitier permet d'avoir un échange de chaleur
plus uniforme entre le métal et la lingotière; de plus, ses qualités de lubrifiant facilite
le mouvement du lingot et améliore son état de surface.

Dans le cas de la fusion en creuset froid, compte tenu des fréquences utili
sées et de la forte résistivité électrique des laitiers (~ 10- 2 nm), ceux-ci sont pratique
ment transparents au champ magnétique jusqu'à des épaisseurs de quelques centimètres. Du point
de vue électrique, ils ne 'jouent par conséquent aucun rôle sauf dans des cas très particuliers
oG l'on utilise des fréquences spécialement adaptées (très hautes fréquences). Par contre,
comme dans le procédé E.S.R. et dans des lingotières de coulée continue, on constate qu'lune
fine couche de laitier de quelques dizièmes de millimètres vient se solidifier sur les parois
latérales de la charge; elle forme ainsi une barrière isolante entre le métal et les secteurs
refroidis du creuset. Le laitier a donc un triple rôle d'isolation thermique, de purification
et de lubrification dans le cas de tirage du lingot. On note que les échanges métal-laitier
sont favorisés par un brassage électromagnétique important.

Les laitiers les plus couramment utilisés sont à base de fluorine (CaF2), de
chaux (CaO), d'alumine (A1 203) et de magnésie (MgO). En règle générale, afin que le laitier
puisse fondre facilement et se répartir sur les parois latérales, il faut que sa température
de fusion soit inférieure à celle du métal (1410°C pour l'acier choisi pour nos essais).

Afin d'étudier l'influence de la composition chimique'du laitier sur les trans
ferts thermiques, nous avons choisi quatre laitiers dont les températures de fusion et les
viscosités sont données dans le tableau 9 [17]. Les valeurs des conductivités thermiques des
laitiers sont rares dans la littérature; de plus, elles varient de façon rapide avec la tem
pérature. Nous avons réuni dans le tableau 10 les principales données physiques sur un certain
nombre de laitiers solides dans une gamme de température allant de 300°C à 1200°C. Ces données
sont extraites des rapports NPL [18]. On peut remarquer que les valeurs des conductivités ther
miques sont sensiblement différentes selon que leur détermination a été faite sous vide ou
sous atmosphère d'air ou d'argon. L'ordre de grandeur des conductivités thermiques des laitiers
solides est de 1,5 W/mK. Au passage à l'état liquide (Figure 32), les conductivités décrois
sent très brutalement d'un facteur 10 à 150 selon les cas. Nous retiendrons, comme ordre de
grandeur des conductivités des laitiers liquides la valeur de 10- 2 W/mK.
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n° de composition du laitier temp'rature vlscoslt'

de fusion x 103
laitier· CaF2 AI 2 0 a CaO oK Nsm-2

1 70 15 15 1570 8

2 60 20 20 1520 4

3 83 0 17 1660 5

4 70 30 0 1540 10

T CP P
sous vide aoua argon

nOde
103 a k 103 a k

laitier K JK1g1 gcrri3 2-1 Wni11(1
2-1 -1 -1

cms cms WmK

573 0.97 3.13 3.4 1.03

1
673 0.99 3.12 3.4 1.05
873 1.07 3.10 34 1.12

1073
l:a~ ~:g~ ~5 1.32

1273 .15 1.49
573 1.02 3.32 2.1 0.71 4.1 1.38

3
673 1.03 3.31 3.9 1.32
873 1.08 3.27 3.7 1.~1

1073 1.1 8 3.23 3.5 1. 4
1273 1.34 3.19 3.2 1.37
573 0.98 2.78 5.~ 1.16

4
673 1.01 2.76 6.0 1.69
873 1.09 2.73 5.2 1.55

1073 1.22 2.69 4.2 1.37
1273 1.40 2.64 4.1 1A9

Tableau 9 - Caractéristiques des
laitiers utilisés dans
les différents essais.

Tableau 10 - Valeurs des capacités
calorifiques Cp~ des
masses volumiques p~

des diffusivités ther
miques a et des con
ductivités thermiques
k pour différents lai
tiers en phase solide.

1
i
J
1
1
1
1
1

0.1 1,
1
J"
~

ÂÂ

*
*0.01

••
1000 1500

Figure 32 - Conductivité thermiaue des laitiers liquides: CaF
2

;
90 % CaF2 - la ~"CaO ; 90 % CaF2 - 10 % MgO.
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II.2 - Dispositif expérimental et déroulement des essais

L'inducteur, le creuset froid et la charge sont représentés dans leur posi
tion avant fusion sur la figure 33. Le creuset comprend 18 secteurs en épinglec Le support
de la charge (figure 34) est formé de 4 secteurs en cuivre, refroidis par ùne circulation
d'eau interne.

On a intercalé entre la charge et le fond froid un cylindre en acier d'épais
seur 10 mm de même diamètre que le creuset; ce cylindre ne fond que partiellement dans sa
partie supérieure et constitue la base du lingot.

Tous les essais ont été effectués avec une charge identique de diamètre 45 mm
et de hauteur 40 mm (poids environ 500 g) •.

L'ensemble du dispositif est placé dans une enceinte métallique (photo 4) re
froidie par une circulation d'eau permettant d'effectuer les fusions sous vide ou sous atmos
phère contrôléeo La majorité des fusions effectuées pour nos essais l'ont été sous légère dé
pression d'argon (0,3 bar). Si la pression est plus faible, on observe, â haute fréquence,
une ionisation du gaz dans l'enceinte qui conduit à une perte des qualités diélectriques de
l'atmosphère ambiante: il y a alors risque d'amorçage entre spires de l'inducteurc

L'inducteur est alimenté par le générateur apériodique CECES de 100 KW. Pour
nos essais, la puissance maximale mise en jeu a été 60 %de la puissance nominale. Deux cof
frets de capacité permettent d'osciller â des fréquences comprises entre 7 KHz et 30 KHz pour
le coffret moyenne fréquence, 100 KHz et 300 KHz pour le coffret haute fréquence.

Sur le pupitre de contrôle, on peut lire la tension aux bornes de l'inducteur
et la puissance totale active fournie par le générateur. La température de l'eau de refroi
dissement de l'inducteur, du creuset et du support est mesurée avec des capteurs de tempéra
ture (diodes Zener au silicium) avec une précision de 1/10 de degréc Le contrôle de la tempé
rature de la charge est assuré par des thermocouples platine rhodié 30/6 gainés de molybdène,
puis recouverts d'alumine pour les protéger du contact de l'acier liquide. Ces thermocouples,
au nombre de deux au maximum, sont introduits dans l'enceinte par l'intermédiaire de deux pas
sages étanches sur la bride supérieure (photo 4) permettant le mouvement vertical. Dans la
majorité des cas, la température étant pratiquement uniforme dans la zone fondue de la charge,
nous avons utilisé un unique thermocouple placé au centre.
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Photo 4 - Dispositif expérimentaZ de fusion dans le creuset de
18 secteurs et de diamètre 50 mm.
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Figure 33 - Dispositif expérimental avant fusion.
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Figure 34 - Support en cuivre refroidi.
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Déroulement des essais

La puissance injectée aux bornes de 11inducteur est augmentée par paliers et
la température de la charge est enregistrée en continue en fonction du temps (figure 35).
Dans 1 lexemple de la figure 35 d1un essai a 25 KHz avec le laitier n° 1, la température de la
charge augmente rapidement jusqu1a la fusion du métal ; celle-ci est obtenue pour une puis
sance injectée de 7,5 kW puisque la température du métal dépasse alors 1410°C. Une fois le
métal fondu, la variation de la température en fonction de la puissance injectée est beaucoup
plus lente ce qui suggère un changement dans le mode de transfert thermique comme nous le ver
rons par la suite.

Tc
(K)

\ . . Ph18KW

.~

15

1000

50

t

Figure 35 - Enregistrement de la température de la charge en fonction
du temps : la puissance Pi est augmentée par paliers.

Sur le palier 5,5 kW, on note une diminution en température de 1 lordre de
20°C avant la stabilisation en température. Ce phénomène traduit le fait que la charge ayant
atteint la température de fusion du laitier, celui-ci commence à fondre et à établir un con
tact thermique entre le creuset et la charge ; de plus, il se peut que, près des angles de la
charge où il existe des densités de courant plus importantes (cf. première partie), le métal
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ait commencé à fondre et à couler sur les parois du creuset. Le mode de transfert latéral
passe alors d'un mode par rayonnement à un modepar conduction. Dans le cas de la fusion sans
laitier, ce phénomène de décroissance de température n'est pas observé.

1I93 - Résultats des essais

L'état de surface est différent selon que la fusion est faite en présence de
laitier ou non. Dans ce dernier cas, on distingue très nettement sur la charge solidifiée et
refroidie l'empreinte des secteurs. Par contre, en présence de laitier, celui-ci forme une
enveloppe solidifiée sur la paroi latérale de la charge (photo 5) constituant une protection
mécanique vis-à-vis du creuset. L'état de surface du lingot est alors régulier et lisse.

L1épaisseur de la pellicule de laitier solidifiée sur le lingot est de l'or
dre de 3/10 à 5/10 de millimètres vers le bas du lingot et atteint quelques millimètres au
niveau du dôme.

Photo 5 - Charge en acier inoxydable recouverte de laitier.
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Figure 36 - Observation microscopique des Zingots en coupe Zimites
des zones 13 2 et 3.

28 KHz

1.28KHz

Figure 37 - Limites de Za zone soZide dans des essais à 28 KHz et
à 128 KHz.
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Photo 6 - Observation au microscope des lingots
en haut à droite : gros cristaux correspondant à
la zone restée solide~

en bas à gauche : début de la zone liquide.
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Photo? - Observation au microscope des lingots
en haut à droite cristallisation colonnaire~

en bas à gauche cristallisation équiaxe.
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Pour analyser la forme de la zone liquide, les lingots, après refroidisse~

ment rapide, ont été tronçonnés suivant des plans méridiens pour être observés. Après polis
sage et attaque a l'acide oxalique, les observations au microscope optique ont révélé trois
zones schématisées sur la figure 36 :

- une zone 1 dans la partie inférieure du lingot avec de gros cristaux régu
liers comparables a ceux qu'on observe sur l'acier avant fusion (photo 6). Cette région est
donc restée solide,

- une zone 2 de cristallisation colonnaire dans la direction perpendiculaire
au front de solidification (photos 6-7),

- une zone 3 au centre de la charge où la cristallisation est uniaxe (photo7).

Pour confirmer ces premières observations, nous avons fait des essais de fu
sion en rajoutant au bain liquide et stabilisé en température quelques grammes d'étain qu'on
laisse se disperser dans la zone fondue pendant quelques dizaines de secondes avant de refroi
dir. Par analyse au microscope a balayage de coupes effectuées dans le lingot, on a pu ainsi
déterminer la répartition de l'étain dans le lingot et en déduire la zone liquide. Les analy
ses ont révélé que l'étain est sous la forme de globules constitués de 44 %d'étain, 32 %de
nickel, 19 %de fer et 4 % de chrome. Il est très abondant dans la zone 3 et réparti unifor
mément. Il est présent en quantité moins importante dans la zone 2 et décroît pour s l annuler
dans la zone 1. En réalité, la région 2 initialement proche de la zone solide cristallise en
premier au cours du refroidissement, en rejetant l'étain dans la zone liquide. Lorsque la ré
gion centrale est sursaturée en étain, celui-ci précipite, ce qui explique la forte densité,
dans la zone 3.

En conséquence, ces observations montrent que la zone 1 marque effectivement
la région restée solide au cours de la fusion. Celle-ci a la forme d'un puits (figure 36).

Les essais a haute fréquence (128 KHz) et moyenne fréquence (28 KHz) donnent
des résultats sensiblement identiques si ce n'est que la limite de la zone liquide remonte
légèrement plus haut (4 à 5 mm) sur les côtés de la charge dans les essais a 25 KHz (figure
37). Cette observation est en accord avec le fait qu'a haute fréquence, l'énergie dissipée
par effet Joule est localisée plus près de la surface du métal.

Si on injecte une puissance donnée Pi dans la charge, on a l'égalité, lorsque
la température est stabilisée
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(11.1)

où on rappelle que Pr est la puissance perdue par rayonnement à la surface superleure du mé
tal, Plat les pertes latérales vers le creuset et Pf les pertes vers le fond refroidi.

On peut, dans une première étape, faire une évaluation des ordres de grandeurs
des différentes contributions des pertes :

- la puissance rayonnée Pr peut être évaluée en utilisant la loi classique de
Stephan

(11.2)

où E est l 'émissivité de l'acier liquide, S la surface rayonnante, cr la constante de Stephan
Boltzmann et T la température de surface du métal en kelvin. En calculant Pr par la relation
II.2, on majore légèrement la valeur de la puissance rayonnée car on ne tient pas compte du
facteur de forme du à la présence du creuset au-dessus de la charge. Une application numérique
avec des valeurs typiques de nos essais:

E: = 0,4 'S ::' 20 cm 2

{Sr;

donne Pr = 4 W. En comparaison avec les puissances injectées dans la charge (voir tableau 3)
qui varien entre 8 et 15 KW, la puissance rayonnée à la surface ne représente pas plus de 5 %
des pertes totales :

- les pertes dans le ,fond refroidi ont été mesurées pour différents essais par
bilan thermique de l'eau de refroidissement; les valeurs sont données dans le tableau Il.

Dans tous les cas, elles ne dépassent pas 1000 Wsoit environ 10 %des pertes totales.

- compte tenu des ordres de grandeur de la puissance rayonnée et des pertes
dans le fond refroidi qui n'excèdent à elles deux pas 15 %de la puissance injectée, les per
tes latérales représentent 85 %au moins des pertes totales. Elles prédominent donc largement
et jouent un rôle essentiel dans l'équilibre thermique.

La puissance mesurée par bilan thermique de l'eau de refroidissement du creu
set comprend deux effets: d'une part l'effet Joule des courants induits dans les secteurs,
dtautre part les pertes latérales par conduction de la charge vers le creuset (soit environ
85 % de la puissance injectée par effet Joule dans la charge)~ Comme il n'est pas possible,
expérimentalement, de dissocier ces deux puissances, ce sont les résultats de la modélisation
électrique qui seront utilisés. On calcule ainsi les valeurs des résistances ramenées au pri
maire n~r Rcr et n~ Rc (cf. première partie) ; le courant l de l'inducteur est déduit par la
relation:
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UCw (11.3)

00 R est la résistance totale ramenée au primaire et C la valeu~ des capacités en parallèle
avec llinducteur. Les puissances injectées par courants induits dans le creuset et la charge
sien déduisent par les relations:

(11.4)

(11.5)

Dans nos essais, la charge est sensiblement de même hauteur que 11inducteur
et le modèle électrique est applicable. Par contre, la présence du dôme est une cause d1erreur,
·cependant nettement moins grande que 11erreur due à ia présence d'une extrémité anguleuse,
comme dans le cas de la charge simulée refroidie (cf. première partie). On adopte donc une va
leur de puissance transmise à la charge supérieure de 20 % à la puissance calculée, cette sur
puissance correspondant à la présence d1une unique extrémité anguleuse. Pour le creuset,
compte tenu des résultats expérimentaux avec la charge simulée, on prend une surpuissance due
à la hauteur des secteurs de 35 %.

Le tableau Il donne les résultats des bilans thermiques pour des essais à hau
te fréquence (128 Hz) et moyenne fréquence (28 KHz). En parallèle avec les mesures expérimen
tales, les valeurs calculées des puissances transmises à la charge et au creuset sont indi
quées. On vérifie que la somme de ces deux valeurs est bien égale, à 10 ou 20 %près, à la
puissance effectivement mesurée par bilan thermique de l'eau du creuset.

Va leurs mesurées Valeurs calculées

f Ptotale P. d Pcr Pf Pc Pcr Pc + Pcr. ln
KHz kW kW kW kW kW k\~ kW

128 32 10 19 1,4 17 4 21
20 6 13 0,8 Il 2,5 13,5

28 22 7 13,5 0,7 12 3 15
13 4 8 0,4 7 1,5 8,5

Tableau 11 - Bilans thermiques fusion de charges en acier à 128 KHz et 28 KHz.
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La température d'équilibre de la charge liquide a été relevée a différents ni
veaux de puissance pour les essais a 28 KHz et ceux a 128 KHz. Les résultats des mesures sont
donnés sous la forme de courbes sur la figure 38.

Pour les essais a moyenne fréquence (28 KHz), on note que la fusion est obte
nue avec des puissances injectées dans la charge de 1'ordre de 8 kW. L'influence de la nature
et même de la présence du laitier est très faible puisque toutes les courbes sont pratiquement
superposées a 2 ou 3°C près. La température de l'acier varie très lentement avec la puissance:
lorsqu'on double la puissance injectée, la température de l'acier n'augmente que de 30°C.

Dans les essais a 128 KHz, la sensibilité vis-à-vis de la nature du laitier
est plus grande, surtout aux fortes puissances. Pour une même puissance injectée dans la char
ge, la température est en général plus faible que pour les essais à 28 KHz. Néanmoins, avec le
laitier n° 1, le phénomène s'inverse a partir de 13,5 KW et la température de l'acier devient
supérieure a celle des essais a moyenne fréquence. On remarque que le métal reste liquide jus
qu'à des valeurs de puissance injectée de l'ordre de 9 KW.

Les différents essais montrent que la surchauffe de la charge, c'est-à-dire
l'élévation de température par rapport à sa température de fusion, est toujours très faible
même avec des puissances nettement supérieures a la puissance minimum nécessaire pour mainte
nir le bain liquide. De plus, l'influence de la présence d'un laitier et de sa nature est
nulle ou très petite. Ces résultats suggèrent que la résistance thermique entre le métal li
quide et la paroi interne du creuset en cuivre décroît de façon rapide lorsque la puissance
augmente. De plus, on peut penser que la température de surface du métal liquide varie très
peu et que la surchauffe est uniquement due au gradient de température dans la couche limite
thermique de l'acier liquide. Une interprétation plus détaillée est donnée dans le chapitre
suivant.
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Figure 38 - Température mesurée de la charge en fonction de la
puissance transmise à la charge Pi.



- 80 -

III - INTERPRETATION DES FAIBLES SURCHAUFFES OBSERVEES

111.1. Effets mécaniques du champ électromagnétique

Les effets mécaniques dans la charge, c'est-à-dire la présence d'un dôme à

la surface supérieure et les mouvements de brassage électromagnétique, résultent des inter-
-+ -+

actions entre le champ magnétique B et les densités de courants J induits. La force corres-
pondante de Lorentz par unité de volume s'écrit:

-+ -+ -+
F = J A B (111.1)

-+
La symétrie du problème permet d'exprimer F en coordonnées cylindriques

(r, 8, z). Les courants induits sont circulaires, centrés sur l'axe de symétrie et dans des
-+

plans perpendiculaires à celui-ci, le champ magnétique B nia pas de composante orthoradiale
-+

et le potentiel vecteur A correspondant a une unique composante A suivant la direction 8.
En régime sinusoïdal de pulsation w, A peut s'écrire:

A (111.2)

où 1 'amplitude Ao et la phase P qui dépendent des coordonnées r et z, sont gouvernées par
-+

les équations de Maxwell et les conditions aux limites. La densité de courant J et le champ
-+ -+
B sont reliés à A par les relations:

-+-+ ôAJ - cr
ôt

-+ -+ -+
B Rot A

(111.3)

(II1.4)

-+
où cr est la conductivité électrique du matériau considéré. La force F peut alors s'écrire
sous la forme :

(111.5)

l l .appa ra î t une somme de deux termes dont lepremier, de pu l sa t ion 2 W, a
une valeur moyenne nulle. Dans le domaine des fréquences étudiées, on montre facilement [19 ]
que les pulsations des forces électromagnétiques sont sans conséquence hydrodynamique et on

-+
peut prendre la valeur moyenne de F :

< F > (111.6)



- 81 -

que l'on peut écrire sous la forme d1un terme gradient et d'un terme irrotationnel

< F > (111.7)

111.1.1. Détermination de la surface libre

Pour la détermination de la surface libre, l'approximation magnétostatique
consiste à négliger l'influence du mouvement sur la déformation de la surface libre, face à

l'action des forces électromagnétiques. Cette hypothèse est légitime lorsque l'épaisseur de
peau ô dans la charge est petite devant son rayon et que la pression dynamique est faible
devant la pression magnétique [20] [21]. Dans ces conditions, l'équilibre magnétostatique
se traduit par la relation :

P + 9 z + < ~ >
p

Cte (111.8)

-+
où ~ est le potentiel complexe dont dérive la force F. Lorsque l'épaisseur de peau est peti-
te devant le rayon de la charge, les forces électromagnétiques se réduisent principalement
à une force norma le à l a paroi, déri vant du potenti el < <P > te l que [20] :

< ~ > < B2 >
2 IJ P

ou
A2 aw

o

4 p
(111.9)

•
B étant le champ magnétique sur la surface libre. Ainsi, en résolvant lléquation rI1.8 par
méthode numérique, on obtient la forme de la surface libre. Ce calcul a été fait par
J.N. BARBIER et Y. FAUTRELLE [20 ] et nous avons utilisé leur programme de résolution pour
connaître la forne de la surface libre pour nos essais à moyenne fréquence (25 KHz). Les ré
sultats sont donnés sur la figure 39 pour un courant conducteur de 900 A. Le dôme est très
important et la surface en contact avec le creuset est petite. Il suffirait que le courant
l soit un peu plus grand pour qulil n'y ait plus aucun contact. En réalité, notre configura
tion d'inducteur présentant une très faible raideur de centrage, on a une grande instabilité
de la surface libre d'autant plus forte que le champ est grand et la charge a une position
qui fluctue d'une paroi à l'autre du creuset. Visuellement, on observe très bien ces fluctua
tions et ces mouvements de la surface libre.

Dans le cas des essais à haute fréquence (125 KHz) la résolution numerlque
devient difficile car l'épaisseur de peau est alors très faible devant le rayon de la charge,
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Figure 39 - Surface Libre caLcuLée pour Ba =1 000 GauSè (essai MF).

a)

b) 1

Figure 40 - Surface libre mesurée pour
(essai HF)

a) Bo = 580 Gauss
b) Bo = 650 Ga~{.ss.
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ce qui nécessite un découpage très fin. Néanmoins, on peut évaluer de manière approchée la
hauteur du dôme h en utilisant la relation [20] :

h (111.10)

où Bo est le champ efficace le long de la charge. Pour calculer le champ Bo' on utilise la
relation classique ~ = L l qui donne:

Ll

n Sair
(111.11)

Sair étant la surface de l'inducteur moins celle du creuset et de la charge, n le nombre de
spires de l'inducteur et L l'inductance de l'ensemble inducteur-creuset-charge. (On se repor
tera à la modélisation électrique pour le calcul de L et de 1). Une application numérique
pour un essai à 125 KHz avec une tension aux bornes de 11 inducteur de 500 V donne:

Bo = 580 Gauss et h 1,7 cm

Expérimentalement, nous avons mesuré la forme du dôme en utilisant un peigne
formé de tiges en molybdène que l'on introduit dans le métal une fois le niveau de puissance
désiré atteint. Le molybdène en contact avec l'acier se dissout et lorsqu'an retire le pei
gne, on a en négatif la forme de la surface libre. Nous avons donné sur la figure 40 les ré
sultats obtenus pour un essai avec Bo = 580 Gauss et Bo = 650 Gauss. Les hauteurs des dômes
sont d'environ 1 cm, donc assez nettement inférieures aux valeurs de h calculées.

-+
Dans la décomposition nI.7 de la force < F >, le terme à rotationnel non nul

est responsable du mouvement. dans le métal. Dans le cas d'un régime de brassage turbulent,
J.N. BARBIER et Y.R. FAUTRELLE ont montré par résolution des équations magnéto-hydrodynami
ques par une méthode de différences finies [20] que la vitesse moyenne U dans le bain li
quide a pour valeur environ 10 à 20 %de la vitesse d'Alfen Uo définie par:

(111.12)

Pour une même puissance injectée dans la charge (14 KW) dans des essais à

125 KHz et à 25 KHz, on obtient:
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580 Gauss Uo 0,58 mis U 8,5 cmls

- à 25 KHz B = 1 200 Gauss Uo = 1,2 mis U = 18 cmls

Le mouvement dans le métal est caractérisé par un nombre sans dimension, le
nombre de Reynolds Re, qui a pour expression:

Re = UR
a (111.13)

où R est le rayon du creuset et a le rapport de la viscosité dynamique du métal sur sa masse
volumique. Avec R = 2,5.10-2 m et a = 10- 6 5.1._, on obtient respectivement pour les essais
à haute fréquence et à moyenne fréquerrce des nombres de Reynolds égaux à 2125 et 4500. Ces
valeurs sont suffisamment élevées pour que l'on puisse considérer l'écoulement comme étant
turbulent, ce qui est par ailleurs confirmé par les instabilités observées à la surface du

métale

Pour conclure, la vitesse moyenne U étant proportionnelle au champ Bo et la
puissance injectée Pi dans la charge variant en B02 suivant la relation :

Pi
B 2

__0__ S

IJ 2 0 ao

où
2 1/2

(-)
IJ a W

(111.14)

si S est la surface latérale de la charge et R son rayon, on a finalement

U
lJo 0 a 1

0,15 ( )1 2

P
(111.15)

111.1.3. Gradient de température dans la charge

La production de chaleur est développée par effet Joule essentiellement dans
l'épaisseur de peau o. Néanmoins, la bonne conductivité thermique des métaux et les mouve
ments de brassage assurent une bonne homogénéisation de température que l'on peut considérer
comme uniforme sauf au voisinage immédiat des parois.

Pour évaluer le gradient de température dans le métal liquide en régime tur
bulent, on introduit la diffusivité thermique turbulente Xturb défini par [24]

X turb a U y (111.16)
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X étant la diffusivité thermique moléculaire re
liée à la conductivité thermique k par:

où U peut être considéré comme la vitesse moyenne
du métal, y est la distance comptée à partir -de la
paroi et a une constante. Si ~ est le flux de cha
leur par unité de surface, on a :

8T
<P = pCp (X + X turb) 8y (111.17)

X«Xt.,,.~

y

x k
pCp

(111.18)

On peut grossièrement définir deux
domaines dans le fluide Figure 41

- un premier domaine où X > X turb pour les faibles valeurs de y (y < 8' th)

- un deuxième domaine où X < X turb pour y > 81 th.

par conséquent
On définit 8' th en écrivant qU'à la limite des deux domaines, X

X turb

8' th X

a U
(111.19)

Dans la région y < 8' th, on peut négliger la diffusivité turbulente et le
problème thermique se réduit à un simple problème de conduction; l'équation de conservation
de la chaleur s'écrit alors:

pCp - Q (111.20)

si Q est la production de chaleur par unité de volume. Dans le cas où la profondeur de péné
tration des courants de Foucault 8 est petite, on a :

Q
2 Ps exp (- 2 y/a)

a
(111.21)

où Ps est la puissance injectée dans la charge par unité de surface.
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Les constantes d'intégration de l'équation 111.20 sont obtenues en écrivant

- à la surface, la température est fixée à Ts ~ y = 0 T = Ts

- en régime permanent, le flux de chaleur à la surface est égal à la quantité

de chaleur apportée par effet Joule Ps ' c1est-à-dire :

k dT 1
+ dy y=O

On obtient, après intégration de l'équation II.20

(111.22)

T T +
S 2

(111.23)

La différence de température etnre y = 8' th et y = a est donc

T (y =ôth) - T = Psô (1 _ e-2ô 1 th/ô)
s 2 k

(111.24)

Dans la région y > 8 ' th, on peut négliger la diffusivité moléculaire et

l'équation de conservation de la chaleur s'écrit alors:

ou bien

div (X turb grad T)

~ [a. v y ÔT] =
ôy 0 ôy

JL
pCp

2 Ps exp (- 2 y/ô)
opep

(111.25)

Une première intégration donne

oT

oy

exp (- 2 y/a) + C
y y

(111.27)
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C étant une constante d'intégration. On intègre une seconde fois entre y = 8 1 th et y

T T (y
Ps

8 1 th) + ---
a. voPCp

y.
\ exp(- 2y/ô) dy + C log ---Y- (111.28)
) .i"thô 1 th Y U

On détermine la constante C en écrivant que pour y = 81 th, les deux distribu
tions 111.23 et 111.28 coïncident et en particulier que leurs dérivées sont égales:

exp (- 2ô l th/8) + C_
8 1 th 8 1 th

exp (- 2ô ' th/8) (111.29)

En remplaçant 8'th par son expression II.19, il vient immédiatement

c o (111.30)

En résumé, le profil de température dans la charge est donné par

y ~ 8 1 th T
P 8

T + __s__ (1 _ e-2Y/ 8)
s 2 k .

(111.31)

y ~ 8 ' th T
PSO.I th

T(y=8'th) + -------
k

exp(-2y/cS) dy
Y

(111.32)

Pour valeur du coefficient o., nous prenons celle donnée par LEVITCH [24] qui
est égale à 0,085. Ainsi, nous avons tracé sur la figure 42 le profil de température pour un
acier liquide. Le nombre de Prandt étant plus petit que 'Iunité, l 'épaisseur de la sous
couche visqueuse 8

0
est plus petite que 8 1 th comme nous l'avons indiqué sur la figure.

On peut considérer que pour y > 8, la température de la charge est à peu
près uniforme et égale à Tc, température moyenne du métal liquide. L'expression 111.32 donne:

Ps8'th

k
}
8'th

exp (-2y/8) dy

Y
(111.33)

En utilisant 111.24 et 111.33, on obtient la différence ~T entre la tempéra
ture moyenne Tc et la température à la surface de la charge:
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Ts

Figure 43 - Surchauffe du métal par rapport à la température de
surface en fonction de la puissance surfacique transmise.
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Figure 42 - Profil de température dans Z'acier liquide.
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1 -20'th/ô
- e ) + 0' th

2
)' exp(~y/ô) dyJ (111.34)

o'th

~T est ainsi relié à la puissance par unité de surface ~s injectée dans la charge par cou- .
rants de Foucault et à la vitesse moyenne U dans le métal liquide par llintermédiair~ de olth.

Nous avons tracé, sur la figure 43, la différence âT = Tc - Ts en fonction
de la puissance injectée Ps par unité de surface pour une charge en acier (de résistivité
électrique 100 ~Qcm et conductivité thermique 13 W/mOC) et pour des fréquences de 125 KHz et
25 KHz. Les différentes valeurs de U et 81 th sont calculées à partir des expressions 111.15

et 111.19.

Les deux courbes ont même allure mais pour une même puissance Ps ' ~T est lé
gèrement supérieure à moyenne fréquence d'environ 6 à BOC.

111.2. Analyse des transferts thermiques

Nous avons vu, au chapitre II, que les pertes par rayonnement à la surface
de la charge et par conduction vers le fond refroidi ne représentaient, dans nos essais, pas
plus de 15 % des pertes totales. Les 85 %restantes sont les pertes par conduction vers les
parois du creuset. Si R est la résistance thermique entre la charge fondue et la surface en
cuivre des secteurs, on a

T - T = R ~c a (111.35)

où Tc est la température au centre de la charge, To celle des secteurs du creuset et ~ le
flux thermique suivant la direction radiale. On remarque que la température To est contrôlée
par le flux ~ et le débit d'eau de refroidissement des secteurs: le calcul détaillé est ef
fectué au chapitre IV ; de façon générale, le débit doit toujours être suffisant pour que To
ne dépasse pas 200°C pour éviter d'abimer ou même de percer le creuset (cf § IV).

Les résultats des essais ont montré que la température de la charge Tc varie
très lentement avec la puissance injectée: si on double la puissance injectée donc aussi le
flux ~, Tc n'augmente que d'environ 30°C (Fig. 38). Ces faibles surchauffes montrent que la
résistance thermique R n'est pas constante mais au contraire, qu'elle diminue fortement quand
le flux thermique augmente.
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Le but de l'analyse qui va suivre est de montrer comment la résistance ther
mique R varie avec le flux thermique et ainsi, d'expliquer les difficultés à surchauffer la
charge dans le cas de fusion en présence de laitier ou non.

Afin de nous ramener à un problème simple à une dimension, nous faisons un
certain nombre d'hypothèses. Nous admettons que l'échange par conduction entre la charge li
quide et les secteurs du creuset est réparti uniformément sur les parois latérales sur une
hauteur H indépendante de la puissance injectée. Cette hypothèse suppose essentiellement deux
choses :

- lors de la fusion avec laitier, celui-ci est réparti uniformément sur la
surface latérale de la charge; son épaisseur y est constante,

les variations de la hauteur du dôme lorsque la puissance injectée varie
n'influent pas ou très peu sur la hauteur H d'échange.

Nous avons représenté sur la figure 44a la configuration réelle de la charge
dans le creuset pour les essais à 125 KHz. L'épaisseur de la croute solide de laitier a été
mesurée sur les lingots refroidis: elle est de l'ordre de 3/10 mm à 6/10 mm sauf au niveau
du dôme où elle peut faire plusieurs millimètres.

Pour notre modèle thermique, nous considérons (Figure 44b) que l'épaisseur
de laitier est constante sur toute la hauteur H = 35 mm d'échange et on néglige le flux ther
mique au niveau du dôme (qui est faible étant donnée l'épaisseur importante de laitier).

Pour les essais en moyenne fréquence, nous avons vu au chapitre 111.1.1. que
la surface libre est très instable. On peut considérer, compte tenu des fluctuations de la
position de la charge, qu'il y a un contact moyen avec le creuset ou le laitier solide, tel
que l'échange est uniforme sur la presque totalité de la hauteur de la charge; on prend
donc une valeur de H constante et égale, comme en haute fréquence, à 35 mm.

Remarque: on peut remarqueur qulil ne peut pas y avoir de couche de laitier
liquide entre la charge fondue et le laitier solide au-dessous du dôme puisque la pression
du métal y est telle que le laitier liquide est repoussé vers la surface. Cependant, cela
n'exclut pas qu'il puisse exister, au-delà du front de solidification du laitier, une pelli
cule très mince de laitier visqueux qui assure un certain gradient.

Etant donné le brassage électromagnétique très efficace dans le métal liqui
de, nous avons montré au chapitre 111.1.3. que l'on peut y considérer la température uniforme



-------------------------------------------------------- ~.-

- 91 -

a) "J:

e= constant.

creus.t

'aiti.r

Figure 44 - Configuration de la charge dans le creuset.
a) Réelle
b) Choisie pour le modèle.

secteur en cuivre

laitier solide

contac

cuivre laitier
liquide

Figure 45 - Schématisation des barrières thermiques entre le métal
liquide et le creuset.
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sauf dans une couche très fine à la surface de l'ordre de grandeur de 1lépaisseur de peau o.
Nous avons schématisé sur la figure 45a les différentes barrières thermiques entre le métal
liquide de température moyenne T et la surface du creuset refroidi à la température T . Surc 0
la figure 45b, nous avons représenté les résistances thermiques équivalentes. On rencontre
successivement :

- une résistance thermique de contact cuivre-laitier solide r 1 qui assure un
gradient amenant la surface du laitier à la température T1,

- une épaisseur e de laitier solide de résistance thermique e/ke (ke étant
la conductivité thermique du laitier solide) ; la température de surface du laitier côté
charge Te est fixée puisque c'est la température de solidification du laitier,

- une résistance thermique r2 entre la surface du laitier solide à la tempé
rature Te et celle du métal liquide à la température Ts . Cette résistance r2 peut être soit
une couche microscopique de laitier liquide (cf remarque 1), soit une croute de métal solide,
soit les deux. Dans tous les cas, r 2 est toujours faible devant la résistance constituée par
la couche de laitier solide, ce qui signifie en d'autres termes que r2 ne peut pas assurer un
gradient très important; nous en discuterons plus en détail dans la suite.

- la résistance thermique dans le métal liquide qui assure le gradient entre
Ts et Tc le calcul de Tc - Ts a été donné précédemment dans le paragraphe 111.1.3.

L'existence d1une température imposée Te au front de solidification du laitier
liquide a des conséquences très importantes sur la résistance thermique totale R et sur la
surchauffe de la charge. En effet, nous allons voir qu'une augmentation de puissance injectée
a pour conséquence de diminuer l'épaisseur e de laitier solide donc la résistance thermique

e/ke ·

De plus, le fait que Te soit toujours inférieure à la température de fusion
Tm du métal autorise l lexistence d'une croute de métal solidifié: dans cette hypothèse, la
température de surface Ts du métal liquide est imposée et égale à Tm et la surchauffe n'excè
de pas une centaine de degrés (Fig. 43).

Dans une première étape, nous allons évaluer r 1 et e/ke puis ensuite, pour
calculer la surchauffe de la charge liquide, nous envisagerons successivement le cas où une
croute de métal solidifié existe et celui où elle n'existe pas.

Evaluation de e et r 1

En régime stabilisé, on peut écrire, par définition de r 1 et e/k :e

Te - Ta = (r1 +~) ~
e

(111.36)
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La température de surface du creuset To est faible devant Te (To < 200°C;
Te > 1250°C) et on peut considérer que la différence Te - To varie très peu lorsque le flux
<p varie.

La relation (111.36) montre que lorsque le flux thermique <p augmente,
Te - To et r 1 étant sensiblement constants, c'est le terme~ qui diminue. L'épaisseur de
la couche de laitier solide entre les parois du creuset et la charge est donc imposée par le
fl ux <p.

La valeur de la résistance de contact r1 ne peut pas être déterminée autre
ment que par une méthode expérimentale. Pour cela, nous avons effectué des essais pour les
quels, une fois la température de l'acier stabilisée au niveau de puissance souhaité, on cou
pe brutalement la puissance: on mesure ensuite, sur le lingot refroidi, l'épaisseur de lai
tier solidifié sur les parois latérales de la charge. Il nlest pas possible d'effectuer des
mesures très précises, compte tenu de la non régularité de la couche de laitier et des valeurs
pas toujours très fiables de leurs conductivités. Néanmoins, pour des essais avec les lai
tiers 1 et 2, nous avons mesuré une épaisseur moyenne de 0,45 mm pour une puissance injectée
de 12 kW. Ainsi, en prenant:

<p 220 W/cm2 Te 1545°C T = 420°C ke 1,4 W/m2 K
0

on trouve

T - T ee 0 1,9 • 10-Lf. S.I.r 1 -
cp ke

Les essais avec les autres laitiers ont donné des valeurs sensiblement égales
de r 1 et nous retiendrons pour r1 : r1 == 2 . 10-Lf. S.I.

Pour conclure, l'épaisseur e de laitier est donc donnée par la relation

(111.37)

et la résistance thermique entre la surface du creuset et le front de solidification est
T - Tsimplement: e 0

cp

Calcul de la surchauffe: cas où il existe une croute de métal solide

Dans cette hypothèse, la résistance r2 est composée d'une part d'une résis
tance de contact métal solide-laitier solide r' 1 et d'autre part de l'épaisseur e' de métal
solide.
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Ce cas est relativement simple puisque la température de 11 interface métal
solide-métal liquide est fixe et égale à la température de fusion de l'acier Tm. L'épaisseur
de métal est alors imposée par le flux suivant la relation:

e'
T - T
m e - r 1

1) km
<P

(111.38)

où km est la conductivité thermique du métal solide.

La température de la charge est donnée par la relation 111.34 où Ts Tm

avec

ps [ (1_e-28'th/ô)
T = T + -- 8 + 8'th
c m k 2

p. - p - P
l r f

2 11" R H

exp(-2y/8) dy

Y
(111.39)

où Pi est la puissance injectée dans la charge, Pr et Pf les pertes sur la surface et vers
le fond refroidi et R le rayon de la charge.

Le profil de température entre la surface du secteur et la charge liquide est
représenté sur la figure 46 pour deux valeurs de Ps • On constate que lorsque Ps double,
1lépaisseur e de laitier solide est diminuée par un facteur 2,5 et la résistance thermique
totale R décroît donc fortement. La surchauffe, assurée par le gradient thermique dans le mé
tal liquide, varie très peu.

Nous avons tracé sur la figure 47, les valeurs de Tc calculées par la relation
(111.39) en fonction de la puissance injectée dans la charge Pi' ainsi que les points expéri
mentaux des essais à 25 KHz et à 125 KHz.

Dans le cas des essais à moyenne fréquence, les courbes expérimentales obte
nues (Fig. 38) sont indépendantes du laitier utilisé et de plus, l 'accord avec la courbe théo
rique est assez bon: l 1 hypothèse d'une croute (même très fine) de métal solide à la surface
semble donc justifiée et expliquer les faibles surchauffes observées.

Par contre, dans les essais à haute fréquence, l'influence du choix de lai
tier est assez nette surtout à forte puissance, ce qui laisse penser qU'à faible puissance,
la croute de métal solide peut exister mais qu'elle disparaît lorsque le flux thermique de
vient assez important. On remarque que les courbes théoriques prévoient une surchauffe plus
faible à 125 KHz qu'à 25 KHz, ce qui est effectivement observé pour les petites valeurs de P..

1
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Figure 47 - Courbes théoriques et points expérimentaux représentatifs
de la température de la charge en fonction de la puissance
qui lui est transmise.
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Calcul de la surchauffe: cas où il n'y a pas de pellicule de métal solidifié

La température de surface de la charge liquide Ts est alors supérieure à la
température de fusion de l lacier Tm (1410°C). On peut donc s'attendre à des surchauffes plus
importantes: en effet, Tc est toujours donnée par la relation 111.34 et par rapport au cas
où il y a une croute de métal solide, l'élévation supplémentaire est égale à Ts - Tm.

Le gradient entre la température de solificaition d~ laitier Te et Ts est
alors assuré par une couche très fine de laitier liquide dont un ordre de grandeur de l'épais
seur 1 est donné par :

Ts - T___e x
k l

où k 1 est la conductivité thermique du laitier liquide. En prenant k 1 = 10-1 S.I. (valeur
intermédiaire entre la conductivité du laitier solide et liquide), on trouve l rv 5 J,Jm. En
conséquence, il s'agit d'une couche microscopique dont il est très difficile de définir les
caractéristiques du point de vue thermique.

Néanmoins, dans cette hypothèse, la surchauffe de la charge peut dépendre de
la composition chimique du laitier et expliquer les différentes courbes obtenues à 125 KHz.

Remarque: En réalité, il est probable que la surface du métal est dans un
état instable oscillant entre un état solide et liquide. La température de surface du métal
n'est dans ces conditions jamais très différente de sa température de fusion.

Des essais ont été effectués avec des charges en acier de même diamètre que
le creuset de sorte qu'il y avait un assez bon contact au départ entre la charge et les sec
teurs refroidis : la fusion dans ces conditions s'est révélée très difficile, voire impossi
ble avec les puissances utilisées. Par contre, lorsque la charge avant fusion n'est pas en
contact avec le creuset, la fusion ne pose pas de problème et les températures atteintes sont
du même ordre de grandeur que dans les essais avec laitier; on note qu'on retrouve sur la
surface latérale de la charge et du creuset une fine poudre de fer.

Ces observations semblent montrer que la poudre de fer joue un rôle analogue
à celui du laitier et augmente la résistance thermique entre la charge et les secteurs du
creuset. On peut alors supposer qu'une couche de métal solide existe soit de façon permanente,
soit de façon instable et la température de la charge est calculée avec la relation 111.39 ;
les courbes théoriq~es sont celles de la figure 47.
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IV - CALCUL DE LA TEMPERATURE DU CREUSET

Dans les installations de fusion en creuset froid, il est important que la
température des secteurs refroidis ne s'élève pas trop afin d'éviter une ébullition de l'eau
qui pourrait entra'ner une surchauffe locale des secteurs et un risque de percer le creuset.
L'eau de refroidissement des secteurs étant sous pression et circulant à grande vitesse, les
températures limites admissibles pour le creuset sont de l'ordre de 200°C.

Dans le cas où les secteurs sont refroidis indépendamment les uns des autres,
on peut se limiter à l'étude d'un unique secteur, représenté sur la figure 48b : il s'agit
d'un tube à section rectangulaire d'épaisseur e à l'intérieur duquel circule l'eau à la vi
tesse U. La quantité de chaleur évacuée par l'eau a deux origines:

- d'une part elle provient des pertes par conduction, de valeur Q1 par unité
de surface, de la charge vers les secteurs. Ces pertes sont localisées sur la face b1b'1 et
sur la hauteur H de la charge,

- d'autre part, l'énergie dissipée par effet Joule des courants induits dans
le secteur, de valeur Q2 par unité de surface, répartie uniformément sur le pourtour du sec
teur et sur la hauteur de 1'inducteur prise égale à H.

Etant donnée la symétrie du problème, on peut se limiter à l'étude d'un demi
secteur a1b,c,d1. Pour des raisons de simplicité, on déroule le demi secteur de façon à trans
former le contour polygonal a1b1c1d1 en un segment de droite (Fig. 49).

La surface ainsi déroulée du secteur est divisée en trois zones

- dans le rectangle a1a2b2b" l'énergie Q apportée par unité de surface est
due à la contribution des pertes de la charge et des courants induits dans les secteurs;
elle est égale à :

(IV.1)

- dans le rectangle b,b2d2d1, l'énergie Q' apportée par unité de surface est
uniquement due aux courants induits et donc :

Q'

- sur le reste de la surface, il n'y a aucune source d'énergie.

(IV.2)

Etant données la bonne conductivité thermique du cuivre et la valeur de
l'épaisseur e des secteurs toujours faible (~ 1 mm), le gradient thermique suivant la direc
tion z est très petit. On c~nsidère, pour la suite que la température du secteur ne varie pas
dans l'épaisseur e.
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Par contre, il faut tenir compte de la quantité de chaleur Q3 par unité de
surface évacuée par l'eau. Si h est le coefficient d'échange eau-cuivre, on a

(IV.3)

où T est la température du creuset au point considéré (à déterminer), Teau est la température

de refroidissement.

La valeur du coefficient d'échange h est déterminée, dans le cas d'un régime
d'écoulement turbulent, à partir de la relation de COLBURN [28] :

Nu
, 1/3a 023 P , R 0,8, r e (IV.4)

où Re et Pr sont les nombres de Reynolds et de Prandt et Nu le nombre de Nusselt relié à la
valeur de h cherchée par la relation :

Nu hO
keau

(IV.5)

keau est la conductivité thermique de l'eau et D le diamètre de la canalisation si elle est
cylindrique; dans le cas d1une canalisation rectangulaire, on prend pour D la valeu'r :
D = 4 A/P où A est la surface de la canalisation et P son périmètre.

Ainsi, la relation IV.4 permet de calculer la valeur du coefficient d'échange
h en fonction des dimensions du secteur et de la vitesse de circulation de l'eau.

Le problème thermique ainsi posé peut être résolu de façon relativement sim
ple par une méthode numérique de différences finies ..

On découpe la surface globale ACOF du secteur en un réseau de mailles rectan
gulaires (Figure 50) et on appelle Ti,j la température au noeud (i,j) (avec 1 < i < n et
1 < j <~). Les équations aux différences finies pour les noeuds à l lintérieur du domaine peu
vent être obtenues en écrivant le bilan thermique pour l'élément de volume de surface ~x~y

(Fig. 50a) et d'épaisseur e qui entoure le noeud (i,j). Ce bilan exprime que la somme algébri
que des flux Pi,j traversant la frontière de cet élément, de la puissance due aux sources W
et de la puissance évacuée par l'eau, est nulle

p. . 1 + P.. 1 + p. 1 . + Pi +1,j - h(T-T ) ~x~y + W 01,J- 1 ,J + 1- ,J eau
avec

p. . 1 R1 (T. . 1 - T 0 .)

1 ,J- 1,J- 1 ,J

p. . 1 R1 (T. . 1 - T. .)
, ,J+ , ,J + , ,J

p. 1 . R2 (T. 1 . - T. .), - ,J 1- ,J 1 ,J

Pi+1,j R2 (T i +1,j - T. .)
1 ,J

(IV.6)

(IV.7)
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où R1 et R2 sont les résistances thermiques égales à. si kc est la conductivité thermique du
cuivre :

k e ~y

c
~x

(IV.?)

k e ~x
c ~y

Ainsi, l'équation IV.6 s'écrit

R1 (T. . 1 + T. . 1 - 2T. .) + R2 (T. 1 . + T. 1 . - 2T. .) - h (T. · - T ) + W= 01,J+ 1,J- 1,J 1- ,J 1+ ,J 1,J 1,J eau

(Iv.a)
qui peut se mettre sous la forme :

où

R1 (T .. 1+T.. 1)+R2(T. 1 .+T. 1 .)+hT +WT.. = 1,J+ 1,J- 1+ ,J 1- ,J eau
1.J 2 (R

1
+ R

2
) + h (IV.9)

W= 0 partout ai 11 eurs

(IV.10)

L'expression IV.9 est valable pour tous les noeuds internes au domaine tels
que 2 < i < n - 1 et 2 < j < m - 1. Pour les noeuds situés à la frontière du domaine, il faut
tenir compte des conditions de surface.

Equation pour les noeuds situés sur la frontière

1 - Pour les noeuds tels que i = 1 et i = n, la symétrie par rapport à la di
rection y conduit à

R1(T 1 . 1+T. .-1) + 2R2 T2 . + h T + WT. . = ,J + 1 ,J ,J eau
1 ,J 2 (R1 + R

2
) + h

R1(T ., A-+T . 1) + 2R2 T 1 . + h Teau + W
T n,J~1 n,J- n- ,J

h =
n. 2 (R

1
+ R

2
) + h

(IV.11)

(IV.12)
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Z - Pour les noeuds tels que j , et j m, les équations donnent

T. 1l ,

ZR, Ti+2 + R2 (T i +1,1+Ti-1,1) + h Teau + W

2 (R, + RZ) + h

2R, T. 1 + RZ (T. 1 +T. 1 ) + h T + W1,m- l+,m 1-,m eau
2 (R

1
+ R

2
) + h

(IV.13)

(IV.14)

L'ensemble des équations IV.9, IV.11, IV.12, IV.13, IV.14 associées aux re-
l ations IV. 10 consti tuent un système de mx n équations à mx n inconnues. Il ex; ste de nombreu
ses méthodes de résolution d'un tel système et nous avons choisi pour l'application à notre
géométrie de creuset, la méthode itérative de GAUSS-SEIDEL [28]. On se donne a priori une
série de valeurs T. · puis on calcule T1 1 à partir de ces valeurs; on introduit la nouvelle

l,J, .
valeur de T1,1 dans l'expression de T1,Z et ainsi de suite. On arrête le calcul lorsqu'on ob-
serve de faibles écarts entre les valeurs successives des températures.

En application numérique nous avons découpé le secteur en rectangles tels
que ~x = 1,4 mm et ~y = 5 mm. Les données géométriques sont indiquées sur la figure 50. La va
leur de h a été calculée à partir de la relation IV.4 pour une vitesse de circulation de
l'eau correspondant à celle ·de nos essais expérimentaux (V = 1,7 mis) ; ainsi, on trouve
h = 8900 W/m 2 • On a pris Q1 = 3.10 6 W/m2 et Q2 = 2,3.10 5 W/cm 2 (correspondant à une puissance
injectée dans la charge de 16 kW).

Les résultats sont donnés sous la forme de trois courbes sur la figure 51

Fi gure 51 a
- Figure 51b
- Figure 51c

la température est représentée suivant BE
la température est représentée le long de AC
la température est représentée le long de FO.

Les résultats montrent que l'échange thermique avec l'eau de refroidissement
a lieu essentiellement au niveau de la charge mais que toutes les faces du secteur partici
pent à l'échange. Au-dessous et au-dessus de la charge, la température du creuset décroît
très rapidement.

Expérimentalement, on ne peut pas mesurer la température du creuset sur sa
face en contact avec la charge. Par contre, sur la face extérieure du creuset (correspondant
à FO sur la figure 19), on a mesuré la température à 1laide de thermopoints collés sur les
secteurs pour des puissances correspondantes aux valeurs de Q1 et QZ du, programme de calcul.
Les valeurs des températures mesurées sont représentées sur la figure 51c. Celles-ci sont lé
gèrement supérieures à celles calculées mais la décroissance de la température dans la direc
tion Oy est bien vérifiée.
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a) Suivant le demi périmètre
b) Suivant la direction axiale à l'intérieur du creuset
c) Suivant la direction axiaZe à Z'extérieur du creuset
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Les résultats des mesures étant en accord avec les calculs sur la face ex
terne du creuset, on peut penser que les valeurs calculées sur la face interne sont correc
tes. La températ~re du creuset atteint donc localement des valeurs proches de 200°C ce qui
est très probablement proche des valeurs limites admissibles.
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v - QUELQUES CONSIDERATIONS SIMPLES SUR LE TIRAGE EN CONTINU DE LINGOTS

Les installations de fusion en creuset froid se prêtent facilement au tirage
en continu de lingots. Le support refroidi sur lequel repose la charge est alors tiré vers
le bas tandis que l'alimentation en copeaux ou en poudre est assurée par le haut. Des essais
à l'échelle de laboratoire ou semi-industrielle ont montré la fiabilité de telles installa
tions. Il semble que l'utilisation de laitier~ grâce à ses qualités de lubrifiant [16],
améliore de façon notable les conditions de tirage en évitant que la charge n'accroche au
creuset, et en donnant des lingots ayant un état de surface de meilleure qualité.

Le choix de la vitesse de tirage est déterminée soit dlaprès un critère de
rendement de l'installation (vitesses rapides), soit en fonction des qualités métallurgiques
souhaitées du matériau (vitesses généralement lentes). Nous nous sommes limités, dans ce cha
pitre, à l'étude simple dlun cylindre métallique solide se déplaçant dans un inducteur sui
vant la direction de son axe. Même si cette configuration est assez éloignée de la fusion en
creuset froid, elle permét de comprendre l'influence de la vitesse sur la distribution de
température dans le lingot et sur le rendement d'une telle installation.

On considère un cylindre métallique
infiniment long de rayon R se déplaçant à la vitesse
v suivant l I·~xe d'un inducteur de longueur L (Fig.
52). On se ~a~ène à un problème à une dimension en
supposant que l'on peut négliger les variations de
température suivant la direction radiale y : la tem
pérature T(x) est alors uniquement fonction de la
variable x.

Dans l'inducteur (0 < x < L), la
puissance active Pi transmise à la charge est suppo
sée répartie uniformément sur la hauteur L de l'in
ducteur. Les pertes thermiques Pe entre la surface
du cylindre et le milieu extérieur sont caractéri
sées par le coefficient d'échange h défini par:

o
o
o
à

o
o
o
o

où dS est la surface d'échange et To la tempéra
ture du milieu extérieur supposée indépendante
de x.

Dans ces conditions, en reglme
stabilisé, le bilan thermique d'une tranche ~

d'épaisseur dx (Figure 53) s'écrit, si p est la

Figure 52

Figure 53

(V •1)
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masse volumique du métal, Cp sa chaleur spéci ique, et k sa conductivité thermique

Q dt dx - II R2 P Cp vdt dT + k II R2 [dT l'

dx x+dx

- h 2 II R dx (T - T0) dT = a

- dT ]
dx x

(V.2)

où

Q
P.,
L

pour a ~ x ~ L

Q = 0 pour x < a et x < L

- IIR2 Cp vdt dT représente la différence entre l'énergie qui entre dahs le
volume d'épaisseur dx et celle qui sort par l'effet du mouvement du cylindre

- le troisième terme traduit l'effet de conduction thermique

- le dernier terme représente les pertes par la surface latérale avec le mi
lieu extérieur.

L'équation V.2 se met sous la forme

d2 T _ ~ dT _~ T
dx 2 0 dx kR

[Q + 2 TI Rh Ta] (V.3)

avec 0 = __k__ (diffusivité thermique).
pCp

La solution du problème est obtenue en cherchant les solutions de l'équation
II.3 dans les trois domaines x ~ 0, a ~ x ~ L et x ~ L, puis en écrivant les conditions de
continuité des températures et de leurs dérivées en x = 0 et x = L. La solution générale est
de la forme:

(V.4)

avec r, =_v_ (1 +
2 0

vr2 = - (1 -
2 0

et a =~
k R
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* pour x ~ 0 : quand x ~ - 00, T = T par conséquent B = aa

* pour a ~ x ~ L

+ Ta (V.6)

* pour x ~ L : quand x + + 00, T = Ta ; par conséquent A = 0

(V.7)

p.
l

Les conditions de continuité en x = 0 et x

p.,
A2 + 82 + ---.---

2 TI R L

r2L r1 L . B r2L
83 e = A2 e + 2 e +

2 TI RLh

L donnent

(Ve8)

(V.9)

(V.10)

(V.11)

d'où les valeurs des constantes :

p. e-r1L [ 1
1JA2 = l (V.12)

4 TI RLh (1 + 3-'~-i/;
(v/D)

P. [ 1 l
B2

,
+

1J
(V.13)

4 TI RLh ( 1 + ~)1/2
(v/0) 2

p.

[ 1 (e-r1L - 1) + 2- e-r1LJA1
1 (V.14)

4 TI RLh ( 1 + ~)l/z
(V/O)2

P. [ 1 + 1) (e- r2L
- 1) JB3

,
(V.15)

4 TI RLh ( 1 + ~)l/z
(V/0) 2
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En application numérique, afin d'étudier l'influence de la vitesse sur le
profil de température dans le cylindre, on a pris les valeurs numériques suivantes

D = 23. 10- 7 S. I. h = 1500 W/ m2 K k = 40 W/m K L = 4.10-2 m

Sur la figure 54, le profil de température est représenté pour différentes
valeurs de la vitesse v. On remarque qu'aux faibles vitesses, le profil de température est
symétrique par rapport au milieu de l'inducteur ce qui traduit le fait que l'effet de vitesse
est négligeable devant la conduction thermique. Par contre, aux grandes vitesses, l'effet
de conduction est moins sensible et les profils sont décalés vers la droite, la valeur du
maximum de la température T diminuant assez rapidement lorsque la vitesse augmente.m

L'abscisse x m correspondant au maximum de température Tm dans le cyl indre
est obtenue en annulant la dérivée de l'expression V.6 :

qui conduit, en remplaçant A2 et B2 par leurs expressions, à

(V.16)

x m !:. [ 14 a 1j2+1J
2 (1 + --)

(V/D)2

(V.17)

Ainsi, en remplaçant x par xm dans l'expression V.6, on obtient la valeur de

Tm. Sur la figure 55, on a représenté ~~ 2n~R en fonction de la vitesse v. Le régime où la
conduction prédomine correspond au domaine où Tm est à peu près indépendant de la vitesse
(faibles vitesses). Par contre, au delà d'une certaine vitesse, la température Tm décroît ra
pidement pour tendre vers zéro aux très grandes vitesses.

Si on désire avoir des conditions de fonctionnement d'un tel système telles
que la température du lingot atteigne une température donnée Tm1' la courbe de la figure 55
permet de faire le lien entre la puissance transmise à la charge et la vitesse limite corres
pondant à ces conditions: par exemple, si l'on a ;~)2;R~~ = 0,6, on lit sur la courbe
v = 10 mm/minute; si l'on double la puissance Pi' une vitesse de 45 mm/minute permet d'at
teindre une même valeur de Tm.

Le rendement du système est d'autant plus élevé que le rapport entre la vi-'
tesse (donc aussi le débit massique) et la puissance injectée est grand. L'exemple numérique
précédent montre que le rendement est augmenté par l'utilisation de grandes puissances.

Dans le cas réel de la fusion en creuset froid, la résolution du problème
est beaucoup plus difficile, d'une part parce qu'il faut tenir compte de l'existence d1une
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l~ -i ,,\f', / Ill; n"'~e.
(b) "0 ",,, / "'~'llJ\'"e.

(c.) 10 lIII""j".,·..,te.

(d) 40 "'./r'A"1f1J l"e..

0,1

------=~--.:::;;.~......cJL...-f_~+_+_-----::::====:.----.x
(cm)

Figure 54 ~ Profil de température dans le cylindre pour différentes
vitesses de tirage v.
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Figure 55 - Représentation de Pi/2 Tf hRL en fonction de la vitesse

de tirage v.



- 111 -

zone liquide et de coefficients d'échange h avec le milieu extérieur différents selon le ni
veau dans,le creuset, d'autre part car il faut tenir compte de la présence d'un puits de so
lidification, donc de gradients thermiques selon la direction radiale. Les méthodes de réso
lutions les plus appropriées d'un tel problème sont les méthodes numériques.

Néanmoins, qualitativement, on peut penser que les conclusions du modèle
précédent en ce qui concerne l'influence de la vitesse sur la température du métal demeurent
et entre autres, que les rendements d'une installation de fusion en creuset froid sont for
tement augmentés si lion utilise de fortes puissances. Ces conclusions ont par ailleurs été
confirmées par des mesures expérimentales.
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CON C LUS ION

Un certain nombre de modèles simples ont permis d1étudier un système de chauf
fage par induction en creuset froid, tant par son aspect électrique que par son aspect ther
mique.

Le modèle électrique, grâce à 1 lanalogie avec un transformateur à plusieurs
secondaires, conduit au dimensionnement et à 1 loptimisation d'une installation de fusion de
laboratoire ou industrielle. Ainsi, un certain nombre de règles pratiques facilement utilisa
bles ont pu être définies concernant :

- le choix de la fréquence idéale compte tenu du type de matériau à chauffer,

- le rendement limite de l linstallation qui est nettement plus grand pour des
charges de haute résistivité,

- 1 lamélioration sensible du rendement lorsqu·on aug~ente les dimensions
transversales de l'installation.

Ce calcul trouve plus particulièrement son intérêt dans le dimensionnement
d1installations de grande taille où il est important, vues les puissances mises en jeu, de
maîtriser 1 lensemble des paramètres électriques.

L'analyse du système à creuset froid sur le plan des transferts thermiques a
conduit au choix d1un modèle permettant de déterminer la température d1équilibre de la char
ge, en fonction de la puissance électrique injectée. Ce modèle donne une interprétation des
observations expérimentales révélant l'impossibilité d10btenir des surchauffes importantes
au-dessus de la température de fusion, même à forte puissance et indépendamment de la présen
ce d'un laitier.

L1obtention des surchauffes plus importantes (de l'ordre de quelques centai
nes de degrés) pourraît être assurée par suppression de tout contact physique entre le métal
liquide et le creuset froid. Deux solutions mettant en jeu des forces électromagnétiques pour
raient être envisagées:

- rendre "actif" le creuset froid en superposant aux courants induits hori
zontaux un courant vertical haute fréquence avec alternance de sens d1un secteur à llautre.
Cette configuration est du type à trou de potentiel présentant une forte raideur de centrage
radiale [23] [24] [25],
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- utiliser un creuset froid à fond sphérique donnant naissance à des forces
de lévitation électromagnétique suffi santes pour que la charge ne soit plus en contact avec
le creuset [26] [27] [9].

Dans une étape future, il nous semble intéressant d'orienter les recherches
vers la détermination de la forme du puits de solidification en tenant compte des conditions
expérimentales de fusion (fréquence nominale du courant, résistivité de la charge, géométrie
de l'installation ... ). En particulier, dans le cas dynamique du tirage de lingot, la connais
sance de la profondeur et de la forme de solidification est essentielle pour comprendre la
structure cristallographique du métal solidifié qui conditionne les qualités métallurgiques
du lingot. Parallèlement, l'étude des problèmes de diffusion, ainsi que celles des problèmes
de décantati"on d'inclusions sur les parois et à la surface, permettraient de déterminer ce
que l Ion peut attendre de ces deux procédés de purification appliqués à la technique du creu
set froid.
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