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1 Introduction

Un brasseur electromagnétlque inductif est un stator demoteuî
asynchrone dans lequel le rotor traditionnel, bobiné ou à cage dJ écureuil
est rernplacé par un induit liquide et conducteur de l'électricité. Les
courants inducteurs génèrent à la fois un champ magnétique alternatif
tournant ou gl issant ·et des courants de Foucault dont l'interaction
produit des forces rotationnelles réparties dans tout le volume du
fluide, et donc des mouvements. La flgu~e i .1. représente un brasseur
en situation sur une machine de coulée continue de billettes dJacier.

De nombreux types de brasseurs électro'magnétlqu~s lnductifs
sont actuellement développés en vue de sJadapter au mieux au produit
coulé et à reffet désiré. On rencontre principalement des brasseurs
rotatifs pour les produits longs ( billettes et blooms ) et des brasseurs
linéaires pour les produits plats (brames ). Ces appareils sont situés
le plus souvent en tête de coulée, autour ou à. proximité de la
iingotière, ou dans la zone de refroidissement secondalre de la machine
( figure 1.2. ). On les lnstal1e quelquefois dans la zone de solidification

finale. Alimentés sous de fréquences de quelques Hz à quelques
dlzalnesde Hz, pour des puissances nominales de quelques dizaines à
quelques centaines de kW) 11s produisent dans le métal liquide des
écoulements turbulents dont les vitesses varient de quelques dizaines
de cm/s à 1 mis.

Le brassage électromagnétique sïmpose depuls quelques années
co·mme le complément ind'ispensable de toute machine de coulée
continue de l'acier. A l'heure actuelle, 70% de la production française
est brassée, ce qul permet d'améllorer les qualités métallurgiques des
produits obtenus et même de couler en continu des nuances plus
difficiles qui nécéssitaient jusqu"alors de passer par un procédé de
coulée en lingots, dont on maltrise plus aisément les paramètres mais
qui est plus onéreux.

Les effets métallurgiques du brassage électromagnétique se
font principalement sentir sur les points suivants [1 ),[2J,[3] :
al prooreté de peau et sous-cutanée

Les vitesses importantes atteintes au' niveau du front d·e
sc l idl fi cat ion provoqu,ent l'entralnement des part icules non
métalllques qUl, soumises aux forces centripètes et de flottation 1iées
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à leur plus faible masse volumique, se dirigent alors vers la surface de

ia lingotière où eiies sont éiiminées. Cet effet s'appllQue aussi blen
aux laitiers et réfractaires qu'aux bulles de gaz entralnées et limite

l'apparition d'inclusions et de soufflures dans la partie extérieure du
produit couié.

b/ unlJormlsation de la structure cristalline
Lors d'une solidification sans brassage, les très forts gradients

de température existant aux parois provoquent la cristallisation
orientée de dendrites et créent une "zone basaltique". Le brassage
homogénéise la température du bain, arrache et entraine ou refond les
extrémités fragi les des cristaux déjà formés. Il favorise alors la
présence d'une large zone isotrope "équiaxeU au centîe du produit.
e/ uniformisation de la composition de l'alliage

La température de solidificatlon du métal pur est plus élevée que
celle du métal allié, ce qui a pour conséquence dJenrichir constamm·ent
le baln en solutés et de créer d'importantes variations dans la
composition du produit obtenu. Le brassage électromagnétique limite
une telle ségrégation axiale en homogénélsant le liquide.
dl limitation de la porosité centrale

Il arrive que de peti tes quantités de métal liquide se retrouvent
isolées du reste de la coulée par des "ponts" dendritiques. On asstste
alors, du fait du retrait à la solidification ( de ïordre de 7% pour
l'acier) à l'apparition de cavités internes qui nuisent aux qualités des
produits falblement corroyés. Le brassage limite ce risque en
diminuant la taille moyenne des cristaux.

D'autre part, la régularisation de l'épaisseur solidifiée en sortie
de lingotière limite les risques de percée de la peau et améliore la
sécuri té des insta 11 ations.

~1algré les succès obtenus et une déjà longue histoire ( première
descrlptlon du procédé en 1917 (4], prernlers essais en '1933 [5] ), le
concepteur de brasseur électromagnétique est toujours confronté à de
nombreux problèmes et notamment:

la transposition des résultats, chaque machine de coulée étant un
cas partlculler, chaque nuance d'acier imposant des paramètres de
fonctionnement différents,

la détermination des dlmenslonnements et positionnements
optimums,

la quasi lmpossibi lité d'obtenir des mesures physiques en
fonctionnement...
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..A.lors que Je marché du brassage électromagnétique, confronté à
une sidérurgie en situation de surproduction mondiale se limlte, après
une phase d'expansion, à l'équipernent des nouvelles machines de coulée
continue, la capacité des constructeurs à maitriser ces problèmes est
un enjeu crucial. Dans ce contexte, la simulation numérique, qui
perrnet, dans certalns cas, de supprlm·er ou de raccourcir la phase de
construction de prototypes peut être un outil appréciable.

Les phénomènes mis en jeu dans les domaines de
l'électromagnétisme, de la mécanique des fluides et de la thermique
sont extrèmement complexes. Citons notamment:

le faible allongement des inducteurs, la présence d'écrans
électromagnétiques, la largeur des entrefers, la géométrie des prodults

coulés...
le mouvement turbulent de fluides éventuellement diphasiques

liquide-sol ide non newtoniens,
l'interférence des phénomènes de solidlfication, la dépendance à

la température de la quasi total lté des propriétés physiques...
Moyennant un certaln nombre d'hypothèses slmp 11 flcatrices et la

restriction du problème au brassage secondalre rotatif de produits
longs de section carrée ou rectangulaire, le travail présenté lci a pour
objet la conception et la réalisatlon, d'un mO'déle numérique de
brassage électrom.agnétique. Il permettra la création d'outils de
simulation opérationnels en bureau d'étude.

Le mémoire adopte la présentation suivante : dans un premier
temps, nous nous attacherons aux problèmes de modéllsatlon physique
rencontrés. Nous décrirons ensuite les méthodes numériques choisies
pour leur résolution alnsl que les outils informatiques employés. La
partie expérlmentale qui suit nous permettra de qual ifler le
comportement d'un brass.eur industrlel en sltuatlon réaliste de
fonctionnement et de confronter nos résultats à, u,?& certaine I~alite'

Nous commentons ensuite nos résultats avant d'aborder l'étude de
falsabi l jté d'une modé11sation trldlmenslonne lle.

1.2 revue des travaux antérieurs

Les 'premiers modéles monodimensionnels concernant la mise en
mouvement de métaux l1quides sous l'effet de champs magnét lques
tournants sont apparus dans les années 60. Développés par Srnith (6],
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rvloffatt (7); puiS Kapusta (8] et Dartlberg tg], i 15 supposent que le fluide
est confiné dans un réservoir cyl indrique infini et q,ue le charnp
rnagnétique rotatif est uniforme. Leurs calculs analytiques
s'appliquent à des écoulements laminaires principalement dans les cas
limites des basses et hautes fréquences d'a 11mentat ion. Il s
déterminent l'expression des forces et vitesses aZlmutales par:

Fa= 1/20'<NrB2

et ~ R
Ua = M2 - ( 1- Cr/R)2 )

16

où M est le nombre de Hartmann M = BR <0'Ip,,)1/2, indicatif du
rapport des forces électromagnétiques injectées dans le liquide aux
forces visqueuses.
Nous notons (J} p et " la conductivité, la densité et la viscosité
cinématiq'ue du métal liquide, GV la pulsation des sources, R le rayon de
la billette brassée et B la valeur de l'inductlon magnétique. (lIOI/; par
ailleurs; l'annexe 1 qui reprend la terminologie utilisée)

Dremov et Kapusta [10] développent par la suite un modèle
analytique axlsymétrique toujours dans le cas des falbles nombres de
Reynolds.

Plus d1.rectement adaptés au brassage électromagnétique,
d'importants tra'/a;ux sont poursuivis depuis 79 à l'université de
Ciausthal (RFA). Les auteurs s'intéressent dans un premier temps à un
modéle numérique monodlmenslonnel [11 J puls à un modèlé
axisymétrique [12] de brasseur secondalre rotatlf. Ils se basent sur la
méthode des volumes finis et stmulent la turbulence par un modèle k-E
adapté aux écoulements tournants. Leur calcul électromagnétique est
ana lyt lque et 115 t lennent compte dans certalns cas de la réact lon
d'indult d,ue à la rotation du liquide. Ils valident leurs résultats à l'aide
d'une expérimentation sur mercure. Très récemment (13), ils se
penchent sur le cas du brassage linéaire de brames à l'aide de modèles
bidimensionnels amé110rés par intégration des grandeurs dans la
trols1ème dimenslon. ,A.prés vériflcat ion expérimentale, ils effectuent
une étude à finalité industrielle de l'influence des différents
paramètres du brasseur que sont l'allongement de l'inducteur, sa
position dans la machlne de coulée et ses caractéristiques électriques
( intensité du champ magnétique, fréquence des courants source... ) sur
les mouvements obtenus.
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En France, après Fautrel1e [14], Vandenhove (15) effectue un

tra'l/ai'l portant pr'ncipalement sur la rnodélisation électromagnétiqu.e.
! l tient compte notamrnent du faible allongement de l'inducteur pour
pîod'uire des courbes de variation axiales des composantes du champ
magnétique et des forces de Laplace. Le produit coulé est toujours de

section droIte circulaire.
Par ailleurs, Davidson [16J( 17] à l'université de Cambridge

développe une modéllsatlon, très intéressante du point .de vue de
l'explication physique des phénomènes mis en jeu, du brassage
secondaire rotatlf de billettes cylindrl'ques soumises au brassage dans
une zone l imltée. Il montre que dans la zone forcée} le mouvement est
principalement inertiel et transfère l'énergie vers la zone extèrieure
au brasseur où ce lle-ci est compensée par le frottement à la paroi qui
11rnite le développement axial du mouvement. Il en arrive,. entre autres,
aux conclusions suivantes:
_ les recirculations polo'fdales ( ie dans le plan (r,z) ) sont du même
ordre de grandeur que le mouvement principal orthoradial :

Ua IV Uz IV (Fe.Lr/p )1/2

où Fe représente les forces électromagnétiques, Lf la hauteur de la
zone d~a.ction du brasseur et p la densité du fluide. Nous noterons par la
suite JI cet ordre de grandeur des vitesses.
_ le mouvem.ent s'étend bien au delà de la zone d'action du brasseur sur
une hauteur typlque de l'ordre de Ret.Lf où Ret est le nombre de
Reynolds turbulent de l'écoulement.
Il confronte ses résultats à des calculs numériques sur un modèle
axisymétrique basé sur la méthode des volumes finis et à des
manipulations sur mercure avec un brasseur de type industriel.

L·e cas des blllettes de sect ion carrée qui échappe trè-s rapidement
aux calculs analytiques a fait l'objet de molns de travaux. Il est étudié
par Bush et Moore [18] qUl; restent dans le cadre d'un mod-èle·
bidimensionnel. Ils négllgent l'influence de la convection des 11g·nes de
champ par le mouvement du flu'ide et injectent dans leur calcul
hydrodynamique des forces' de volume ne tenant pas compte de la forme
carrée de la charge. Ils effectuent une comparaison de différents
modèles de turbulence ( viscosité turbulente constante, longueur de
mélanae, k-W ).....,

Au Japon, une équipe de Mltsubishi [19] effectue un calcul
numérique bldimensionnel complet par éléme-nts finis d'un brasseur
linéaire de blooms de section rectangulaire. Négligeant la réaction
d'induit due au mouvement du fluide, 115 découplent les calcu'ls
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électromagnétiques et hydrodynamiques. Ils semblent modéliser la
turbulence par une ·viscosité. turbulente constante et confirment l'ordre
de grandeur de leurs résultats sur une expérimentation utilisant le
méta1 de Wood.

1.3 ill2t')ort de l'étude

Notre étude est cadrée sur le problème, pour l'heure peu abordé, du
brassage rotatlf secondaire de billettes de section droite carrée ou
rectangulaire. Du fait des difficultés. dues à la répart1ti0n des courants
inducteurs, à la largeur de l'entrefer et la forme du domaine liquide,
les développements analytiques envisageables sont limités et la
simulation numérique constitue une voie bien adaptée au problème.

Nous avons dans un premier temps développé. un modèle
bld/irl&/7slonnel dans lequel nous considérons que le brasseur et la
charge sont in·finis et invariants dans la direction perpendiculaire au
plan dlétude. Ce modèle ne prend en compte que le mouvement prlncipal
de rotation et ignore les mouvements de reclrculatl0.n secondalre~ 1"1
nous permet cependant, par le biais d'un,cou'plage complet de quantifier
par une simulation exclusivement numértQue rlnfluence de 'la réaction
dlinduit sur la répartltion du champ· magnétique et sur les vitesses
atteintes dans le liQulde. La réactlon dïndult se décompose en deux
contributions, rune étant due à la présence de courants induits dans le
rotor par la variation temporelle des sources et l'autre à la convection
des grandeurs électromagnétiques par les mouvem·ents du fluide.

Par la suite, nous avons cherché à modéliser de manière plus
réa liste le phénomène de brassage é lectromagnét iQue à travers une
sImulation tridimensionnelle Llatténuation axiale des grandeurs
électromagnétiques, et notamment des forces de Laplace,en fonction
de la distance au plan de symétrle du brasseur est évaluée
analytiquement. C'est cette varlatlon axiale qui suscite dans le métal
liquide des mouvements de recirculation à extension verticale dont
l'ordre de grandeur est comparable à celui de la rotation principale et
qul Siétendent bien au delà de la zone d'actlon des forces
é lectromagnét1ques.

Nos résultats ont été confrontés à la réalité du brassage
industriel par le biais d'une expérimentation sur métal de Woods menée
au seln de la soclété Alsthom-SCAM qu1 conçolt et produit des

. brasseurs électromagnétiques. Cette validation est divisée en deux
volets: run comporte des mesures de champ électromagnétique à vlde
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dans le plan du bî3sseur et sur son axe, l'autre des mesures de vitesse
dans un bain de métal de \i/ood) ailiage à bas point de fusion simulant
r induit 1iquide.

Lfensemble d'outils lnformatiques ainsi réalisés donne au
concepteur de brasseurs électromagnétiques de nouveaux moyens de
dimenslonnement de ces appareils. ·11 est, de plus, clairement
envisageable d1 appl1quer notre approch.e à d'autres types de brassage
(brassage en lingotière, brasseurs de brames, nouveaux produits en
cours de développement... ), voire à des domaines distincts comme, par
exemple, le pompage de métaux liquides.
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2 Le problèm~ physlque

La modélisation du brassage électromagnétique peut être
décornposée en deux sous-problèmes distincts mais couplés. Le·
j.'7rr..7blefl7& maql7étcÎdvnam/que consiste à modéliser le comportement

... 1

magnétique de l'ensemble inducteur et prodult coulé à partir de données
physiques ( fréquence et intensité des courants inducteurs,
caractéristiques physiques des matériaux mi-s en jeu... ) et
géométriques ( répartition des courants source, forme des différentes
pièces... ). Cette étape permet de déterminer la répartition des forces
volumlques de Laplace à lnjecter dans' le calcul !J.ydro~vnan7ique au
cours duquel nous simulons récoulement turbulent créé.

Le couplage princlpal entre ces problèmes est bien' évidemment
effectué par les forces· électromagnétiques, sources ·des mouvements
de l'acier liquide. On peut cependant noter l'existence de deux act.ions .
supplémentaires de couplage indlfférement incluses par les
électrotechniciens sous le vocable de réaction d'indultqul recouvre la
modification de la répartition du champ· magnétique du fait de la
présence de courants induits dans une charge conductrice de
l'électricité. Ces courants ont pour origine les variations du charn·p
magnétl:Que vues de l'induit. Si nous nous plaçons dans un référentiel
fixe par rapport à l'inducteur, celles-ci sont dues à la fOlS à la
variation temporelle des sources (courants de Foucault) et aux
mouvements du fluide. No·us appelons les courants indults dus à
récoulement f..--:l..?urants de f..":t.?uplagecar, lorsqu'ils doivent être pris en
compte, ils imposent le couplage complet des équations magnéto et
hydrodynam1ques.

La modél1satlon de ces deux problèmes se déroule cependant sur

des domaines dlst incts puisque répondant à des contraintes dlfférentes
(cf figure 2.1 ).

Le domaine d'étude électromagnétique est en règle générale limité
par l,nfini ou, du moins, par des frontières suffisamment éloignées
pour que nous puissions considérer que les grandeurs
électromagnétiques y sont nulles et à gradient nul. Cette nécessité de
"mai 11er l'air" est une des principales difficultés auxquelles est
confrontée. la modélisation tridimensionnelle puisqu'elle condult
rapidement à des problèmes humainement ou techniquement difficiles
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\/oire impossibles à décrire ou a résoudre. l'é"l ectrornagnéticien cherche
donc le plus souvent à se ramener à des cas "bidimensionnels et à
limiter le domaine tralté par rutilisation de conditions de symétrie
particulières au problème traité. Dans le cas qui nous concerne, de
matèriels comportant une culasse} 11 est tout à fait raisonnable dans
le cadre dtune modélisation bidimensionnelle, d'estimer, du faltde la
très forte différence de perméabl1ité existant entre les tôles
ferro-magnétiques et l'air environnant ( le rapport est de l'ordre du
millier) que le champ magnétique reste confiné dans 1'lnducteur. Le
domaine d'étude est alors l1mlté par la frontière extérieure de la
culasse.

Les équations de Navier-Stokes n'étant pas partout déflnles J leur
domaine d'étude est circonscrit au pults liquide du produit coulé. La
facl11té de délimitation du domaine ne doit cependant pas cacher la
grande diversité existant dans les types de limites à ènvisager :
- surfaces libres que nous supposerons planes et non déformées, et que
nous traiterons comme des plans de symétrie,
- plans de symétrie situés au centre du brasseur,
- parois introduisant un frottement et impliquant l'existence de
couches limites généralement turbulentes,
- entrées ou sorties de chenal correspondant à l'apport ou l'extraction
de matière dû au tirage du produit,

2.1 le problè"me magnétodynamiaue

2.1.1 hypothèses générales
Nous adopterons, tout au long" de notre étude, les hypothèses

suivantes:
al 1inéarlté

Lïnductlon magnétique B et le champ magnétique H sont relié par
la relation B = 1J.(H).H . Nous notons lJ. la perméabilité magnétique des
matériaux. Nous supposerons que le champ magnétique reste toujours
inférieur au champ saturant des matériaux dans lesquels 11 se
développe et que, ceux-el étant lsotropes, leur perméabilité reste
constante. Cette hypothèse, vérlflée par les mesures et a posteriOîl par
le calcul , rend le problème électromagnétique linéaire, ce qul
constitue une simplification lmportante et un gain appréciable en
temps de calcul lors de la résolution.
b/ température de Curie
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Les matèr'iau>< ferro-magnétiques portés au delà d'une
température ,jite lJO//7t de [-Urie ( environ 750°C pour l'acier) voient
leur' perméab il i té magnét ique décroltre dans des proportions tîès
irnportantes. En coulée continue de l'acier} tant qu'il reste du métal
1iquide a cœur) la peau sol idifiée du produit coulé re·ste.1 malgré le
refroidissement par pro ject lon (j'eau en surface, à une, température
supérieure au point de Curie. L'induit dans son ensemble est donc non
ferro-magnét1que.
cl sources de courants

Les brasseurs électromagnétiques sont souvent alimentés à des
fréquences autres que celle du réseau. Nous supposerons cependant
dans tous les cas Que les courants inducteurs varient slnusoldalement
dans le temps.
dl courants lnduits

Des artifices de construction permettent de limiter l'apparition
de courants induits néfastes au bon rendement des machines
électriques: feuilletage et isolation électrique des tôles constituant
la culasse magnétique, courants inducteurs répartis dans des
conducteurs multi-filaires... ~40US admettrons donc qu1il ne se
developpe pas de courants induits dans ces deux matériaux.
el vitesse de tirage

La vitesse dtextraction du produit coulé est de l'ordre de 1m/mn.
E11 e est très fa 1b1e par rapport aux vitesses crées par 1e brassage et
nous négligeons, dans tous les cas étudiés, son influence dans le calcul
électromagnét ique.

2.1.2 les équations de l'électromagnétisme
La physique des phénomènes électromagnétiques est régie par les

équations de Maxwell appliquées à la magnétOdynamique:

-( 1) rot E =-oBIat
(2) rot H = J

(3) div B =0

(4) div D = P
la loi d'Ohm généraiisée :

(5) J = O'(E + U x B)

et les reiations constitutives:
(6) B = 1l H

(7) D = € E
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rJous avons. employé les notations classIques ( E pour le champ
électrique, J pour les courants, D pour le déplacement électrique, p et
<:J pour la résistivité et la conductivité, II et E pour la perméabilité

magnétique et la permitlvité diélectrique). Nous nous sommes placés
dans le cadre de l'approximation quasi-statique dans laquelle les
courants de déplacement ao/at sont ignorés du falt des faibl(:s valeurs
des fréquences et longueurs cara.ctéristiques de nos problèmes.

L'équation (3) indique que le champ magnétique est conservatlf. Il

est donc possible de trouver un potentiel vecteur A tel Que B =rot A .
Ce potentlel vecteur est définl à un gradient près. Son unicité est

assurée par l'adjonction d'une contrainte: la jauge.
Nous déduisons de l'équation· (1) que le champ électrique peut être mis
sous la forme

E =-grad <P - (JAlat
où 4> est un potentiel scalaire défin1 à une constante près qui
représente les sources du système et que nous noterons cPs. La
combinaison des équations (2) J (5) et (6) nous conduit à l'expression
suivante:

(8) "rot(rot A) + o(aA/at - U x rot A) = - a.grad<1>s
L'équation (2) est équivalente à div J = 0 et, en utilisant (5), il vient:
(9) - div(c.gradq,) - dlv{ C. àAlàt) + div(o. U x rot A ) = 0

Le système des équations de Max\vell se réduit à (8) et (9) et au
C'h01X d'une jauge pour le potentiel vecteur.

2.1.3 la formulation en ootentlel vecteur à une composante appliquée au
modèle bidimensionnel

Nous considèrons lei que l'inducteur et la charge sont de hauteurs
inflnles et nous travaillerons, en coordonnées cartésiennes, sur une
section xOy, perpendiculalre à leur grande dimenslon (cf figure 2.2.).

('est dans ce plan xOy que sïnscrit le vecteur induction B. Les
gradients de potentiel scalalre ont une seule composante selon l'axe Oz
ainsi Que le potentiel vecteur Az. Celui-ci satisfait à l'équation (10)
obtenue à partir de (8) projettée sur l'axe Oz :

(10) " rot(rot A)z + O(oAz/at) - tJ ( U x rot A)z = - a.gradz<ps
Nous indiçons z les composantes selon l'axe vertical des vecteurs

considérés. Dans un espace bidimensionnel, le problème de l'unicité du
potentiel vecteur ne se pose pas pUlsque la jauge de Coulomb div A = 0
est automatiquement satisfaite.
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51 nous considèrons que la conductivité des rnatériaux est
constante, l'équation Cg) devient Liq,s= 0 ce Qui exprime la linéarité de
la variation du potentiel scalaire dans la troisième dimension. On peut
alors exp l ici ter les dens i tés des courants source par la relation

(11) Jz = - <1.gradz<ps
si, comme dans la plupart des cas, nous pouvons obtenir par la mesure
la va leur des courants totaux en présence de la charge.

Par ai l1eurs, les phénomènes mis en jeu étant lInéaires et les
courants sinusoldaux, nous utiliserons une formulation en nombres
complexes qui permet de s'affranchlr de la variati·on temporelle des
grandeurs étudiées. Cette formulation ~onslste à considérer que le
potentiel vecteur solution de notre problème est la partie réelle d'un
potentiel vecteur complexe défini par:

A = 1AI ei (Ca) t+ ~)

Celui-ci est alors solution de l'équation:
(12) v rot(rot A)z + C (j~Az) - C1 (U x rot A)z =Jz

2.2 Coup.lage : les forces électromagnétiques

L'action des phénomènes électromagnétiques sur les mouvements
du fluide se fait au travers des forces de Laplace qui expriment

l'interaction du champ magnétique créé par l'inducteur et des courants
induits liés à la variation temporelle des sources et aux déplacements
du liquide conducteur.

2.2.1 hypothèses générales
al temps de réponse du fluide aux variations des sollicitations

Les forces électromagnétiques peuvent être décomposées en deux
parties: une moyenne temporelle et une partie pulsante de moyenne
nulle et de pulsation 2~. Dans le cas bidimensionnel, les forces se
développent dans le plan (xOy) et leur composante pulsante est
irrotationnelle ( Moffatt [20] ). Cette dernière est compensée par une
fluctuation périodique de pression et ne crée aucun mouvement. Seuie
la moyenne temporelle intervient donc sur l'écoulement.

Dans le cas du calcul tridimensionnel, il est necessaire de
recourir à une autre argumentation basée sur un nombre adimensionnel
N, le paramètre d'interaction.
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Les forces et tous les phénomènes électriques sont soumis à des
temps caractéristiques ·je l'ordre de la pérlode des courants source:

'Cr = l/cv

De plus} un tourb'il1on placé dans un champ magnétique est soumis à des
courants induits qui, en interagissant avec le champ lui même ont pour
effet de le freiner. Le temps caractéristique d1amortissement par
effet Joule est ( voir Alemany [21] ) :

p
'Ca =--

cs2

Nous définissons le paramètre d'interaction comme le rapport de ces
deux temps caractérlst iques.

<1B2
~~ =--

pv:l

Pour des brasseurs classlques opèrant dans une gamme de
fréquence de 1 à 50 Hz sous des champs magnétiques de rordre de
quelques centièrnes de Tesla, ce paramètre reste toujours lnférleur à
0.1, ce qui signifie que les effets d'inertie gomment toute action de la
partie pulsante des forces électromagnétiques sur l'écoulement. Dans
le cas bidimensionnel comme dans le cas tridimensionnel, nous
pourrons donc injecter dans le calcul hydrodynamique la partle
moyennée sur le temps des forces de Laplace.
b/composante axiale des forces électromagnetiques

Plusieurs phénomènes entrent en jeu dans la création d'une
composante axiale des forces dans un calcul trldlmensionnel : tout
d'abord l'aspect tridimensionnel du champ magnétique dù à la longueur
finle du brasseur et à la présence de têtes de bobines qui ne peut pas
être pris en compte dans le détail par la tridimensionnalisatlon que
nous avons envisagée (chapitre 7), et ensuite l'effet créé par le terme
de couplage qUl, du fait 'Que la vitesse du liquide a trois composantes,
induit une composante axlale des forces. Cette dernière peut être
décrite par notre modèle. Elle est cependant du deuxième ordre et nous
la négligerons.

2.2.2 calcul bidimensionnel
On détermine les forces électromagnétiques à raide de la loi de

Laplace F = J x B
Les courants lnducteurs étant perpendiculaires au plan de rétude,
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les courants in{jults le sont aussi.- L'induction magnétique, la vitesse du
fluide et les forces électrornagnétiques sont lncluses dans ce plan.

En notation complexe, leur valeur moyennée sur une période
s'exprime sous la forme:
(14) F =1/2 9te (J x B*)

où l'on note respectivement me et * la partie réelle et la valeur
conjuguée d'un nombre complexe.

Exprimée en terme de potentiel vecteur et 51 l'on pre,nd en compte
le terme de transport intervenant dans le calcul des courants induits,
( 14) devient:

F = 1/2 me (- 0 (j"-lA - U x rot A) x (rot A)*)

2.2.3 Utridimensionnal1satlon" des forces électromagnétiau.es
Les forces de volume déterm1nées à l'alde du calcul

électromagnétique bldlmenslonnel sont tridimensionnal1sées afin
d'être lnjectées dans le calcul hydrodynamlque trld1mensionnel.

Nous avons uti lisé la procédure Qul consiste à ajuster les forces à
un prof1l long1tudinal en créneau ou plutôt en gausslenne. Nous
déterm1nons notre gaussienne en fonction des résultats obtenus par
VanDenHove (15]. Celui-cl montre que s1 l'induction magnétique est
rédu1te à la moitlé de sa valeur sur le plan de symétrie à la sortie de
l'inducteur, les forces électromagnétlQue-s y sont réduites à 30% de
leur valeur. Cette situation correspond b1en à celle -dans laquelle nous
nous trouvons (voir les résultats expérimentaux du chapitre 5.).

F(x,y,z) = exp (- ln(3) z2/Lf). Foo(x,y)

où Lr est la hauteur d'act1on du brasseur et Foo(x,y) la valeur de la
force obtenue par le calcul électromagnétique bidimensionnel.
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2.3 hydrodynamiaue

2.3.1 hypothèses générales
al régime permanent

Nous cherchons à obtenir les grandeurs caractéristiques moyennes
de l'écoulement en régime permanent. Cette option de calcul nous
interdit l'étude du brassage alterné pour .lequel les temps
caractéristiques des grandeurs magnétiques et des grandeurs
hydrodynamiques sont comparables, et Qui nous imposerait une étude
couplée en pas à pas sur le temps.
b/ forme du pults 11guide

Nous étudions le cas, majorltaire dans les situations
industrielles, des produits longs ou plats de section droite
rectangula1re ou carrée. Nous admettrons que l'épaisseur de
solidification est la même dans to-utes les directions et que le puits
liquide conserve une section à angles vifs, ce qui n1est pas très justifié
dans la réalité. Nous négligerons, de plus, dans le cas tridimensionnel,
la variation longltudinale de répalsseur solidlfiée. Cette dernière
hypothèse est tout à fait réaliste dans le cas de racler, compte-tenu
de la profondeur du puits de coulée qui est de rordre de 10 m.

Le domaine d1étud-e des phénomènes hydrodynamiques sera donc un
carré ou un rectangle dans le cas bidimensionnel et un parallélé.pipède
recta-ngle dans le cas tridimensionnel. C-ette hypothèse est une des
restrictions importantes que comporte notre modèle. Elle pourrait être
levée, dans une phase ultérieure, par l'utilisation de ma-l11ages
curvilignes orthogonaux Qui, moyennant une compl1catlon de la
discrétisation permettent -la prlse en compte de frontières faiblement

déformées.
cl re1at ions const i tut ives

L'acier est essentiellement un fluide Newtonien. Néanmolns,son
comportement rhéologique en cours de _solidification est marqué,
principalement dans la zone de fond de puits par la présence de solide
en suspension dans le flulde ( cristaux en cours de formation, dendrites
arrachées aux parois par les mouvements du liquide .. ,). Les cristal11tes
en suspension induisent un comportement de type thixotroplque
caractérisé par une diminution de la viscosité moléculaire en présence
d1efforts de cisal11ement.

De nombreux travaux ont été effectués sur la déterminat ion des
relatlons constitutlves des fluides dlphasiques et notamment sur la
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relation existant entre la viscosité du fluide et la concentration de la
phase solide. On peut consulter} à ce sujet, l'article de compilation de
Rutger-s (22].

Dans le cas qui nous concerne de métaux en cours de
solidification, des relations empiriques ont été dégagées par Joly et
Mehrabian [23] et Laxmanan et Flemings [24] pour des all iages ·seml
solides étain-plomb. Ils aboutissent à des relations permettant de

rel 1er la viscoslté à gSJ concentration de la phase solide et à y la
vitesse de cisai llement.

Outre le ialt que ces formules ne sont valables que dans une
gamme de concentratlon ltmitée ( 0,3 ~ 95 < 0,6 ), des problèmes se
posent pour nous pour la détermination des coefflcients du modèle.
Ceux-ci dépendent de nombreux paramètres parmi .lesquels la
composition d-e l'al liage et la vitesse de refroidissement. Dans
l'attente de résultats expérimentaux directement adaptés à la coulée
continue de l'acier, nous n'a·yans pas tenu compte de ces aspects et fait
l'hypothèse que le fluide a une 101 de comportement newtonienne. Cette
hypothèse, bien justifiée dans les zones où le brassage est violent et la
température homogène, est naturellement moins acceptable à
proxlmlté immédiate des parois ou au fond du puits de coulée.
el phénomènes de solidification

Nous ne tenons pas compte de lïnfluence des phénomènes de
50 l idificat ion sur les mouvements de l'acier liquide et notamment de la
présence d'une zone pâteuse en fond de puits de coulée, de l'lnfluence
de la présence de cristaux solides sur la nature de la turbulence} du
retrait... Ces phénomènes sont certainement importants pour la
compréhenslon fine du brassage mais 11 seralt prématuré, au stade
actuel de notre modèle, de les prendre en compte.
dl denslté

La densité de l'acier liquide et celle du sollde en suspension sont
proches et nous estimons que la présence des cristal11tes a peu d'effet
sur la densité du métal. De plus, la température du bain étant à peu
près homogène du falt du brassage, nous considèrerons que la densité
ne varie pas dans notre domaine d'étude.

2.3.2 turbulence

Les écoulements mis en oeuvre lors du brassage
électromagnét1que en coulée continue ont des nombres de Reynolds
typiques de l'ordre de 105. Les régimes d'écoulement turbulents sont



·caractérisés par des fluctuations instantanées lmportantes et
aléatoires de leurs grandeurs caractér1stiques, vltesse et pression
autour d'une' valeur moyenne temporelle.

La turbulence est décomposée schématiquement en structu'res
appelées tourbillons dont les tailles caractéristiques s'étagent depuls
les grandes échelles qul sont de l'ordre des dlmenslons de l'espace où
l'écoulement se développe, jusqu'aux petit.es échelles dltes échelles de
Kolmogorov auxquelles la viscosité lntervient pour dissiper l'énergle
mécanique en chaleur. C'est le phénomène de cascade d'énergie.

Plus le nombre de Reynolds de l'écoulem·ent est élevé, plus la
dlfférence d'ordre de grandeur entre les.grandes et les petites échelles
est lmportante. La simulation de tels phénomènes est une tâche qui est
rapidement hors de portée des capacités de calcul de$ ordinateurs
actuels. A t1tre lnd1cat1f, la prédlctlon des grandeurs locales
instantanées nécéssiterait la résolution directe des équations du
mouvement. Pour ce faire, j 1 faudrait Que la discrétisation spatiale
soit assez fine pour tenir compte des plus petites structures. Dans
notre cas, l'échelle de Kolmogorov Tl est de l'ordre de 1001J.m , d'où, à
chaque pas de temps la résolution des équations en un nombre de points
de l'ordre de (LIn )3) avec L dimension caractérist lQue de l'espace de
travat 1, soit approximativement 109 points.

La modél1sation d·es pet1tes éc.hel1es de la turbulence est donc
souvent une nécéssité. Deux possibi lités principales se présentent à
l'heure actuelle:

- la modélisati-on sous-maille qui considére que ces structures
sont dans une très large mesure lsotropes et lndépendantes de
l'écoulement dans lequel elles se développent et ont des 101s de
comportement relatlv'ement simples. Ces méthodes sont cependant peu
utilisées pour des calculs ·industriels car grosses consommatrices de
temps de calcul.

- les modèles utilisant une viscosité turbulente que nous avons
ch·oislS pour notre application. Ces modèles sont actuellement les plus
utilisés en raiso'n de leur. slmpilcité et de leur fiabilité dans la
modéllsation d'une large gamme d'écoulements. Ils font l'objet de
nombreux travaux et notamment ceux de Rodl [25] et Cler [26].

La vitesse U et pression' P instantanées de l'écoulement peuvent
être décomposées en une partie moyennée sur le temps (notée
respectivement U et P) et une partie fluctuante de valeur nulle (notée
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respectivement u et p) :
U =U + U et P = P + p

Dans un repère cartésien, les équations de conservation de la
masse et de la quantité de mouvement d'un fluide de densité constante
s'écrivent :'

oUi
(15) -=0

" aXi

oUi
(16)

2)t

en moyennant sur le temps, 11 vlent, pour un écoulement stationnaire:

oUi
(17) -'-, =0

oXi

aU i 1 ap 2) àUi
(18) Ur - = -- - + -("O' --UiUj) + Fi .

aXj . p aXi aXj aXj
on voit que le moyennage des équations introduit, du fait de la non
linéarité du terme d'inertie, une corrélation inconnue d'ordre 2 : UiUj ,
tension de ,Reynold's. L"hypothèse de Boussinesq consiste à représenter
ce terme, par analogie avec les écoulements laminaires, 'par le prod,ult
d'une viscosité turbulente et du tenseur des déformations.

. oUi aUj 1
- UiUj = "t ( - + - ) - - uiui Ôij

. aXj a~ 3
où Ôi j est le tenseur de Kronecker.
al influence du champ magnéttgye sur la nature de la turbulence

Le mouvement turbulent du fluide est caractérisé par le temps de
r~tournement des tourbl11ons énergétiques t r.

t r = l'lu'
avec l'et u' longueurs et v1tesses caractéri st iques des éche 11 es
énergét iques ,de la turbulence.

On détermine de plus, comme précédement, un temps d'action des
forces électromagnétlques correspondant à une échelle de dîsslpation
d'énergie par effet Joule de la forme:
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p
1:a =--

0'82

Barbler et coll [27] définissent un nombre adlmensionnel S par le
rapport de ces deux éche 11 es de temps,

r <1S2
s=

u' p

Ce paramètre décrit le freinage de la turbulence liée à la présence d'un
champ magnétique. Dans le cas du brassage électromagnétÎque, 11 est
toujours lnfèrleur à 0,01. Les tourbl11on~ énergétiques ne sont donc pas
freinés par l'lnteractlon du champ et des courants électriques
engendrés par le mouvement et nous pouvons utiliser ~n modèle de
vlscosité turbulente classlQue,
bl le modèle k-E

Reste malntenant à détermlner la viscosité turbulente à partir de
grandeurs caractéristiques de la turbulence comme, par exemple, son
énergle c1nétlQue k et son taux de dlssipatlon E.

k = 1/2 u1u1 et e = " OU11oxj OUjloXj
Chacune de ces grandeurs est déterminée à l'aide d'une équation de
transport dérivée de (16) qui comporte des termes de corrélation
inconnus d'ordre supérleur. Il est donc néces·salre de modél1ser ces
termes afin d'obtenir un système d'équations "fermé",

En rég1me permanent, pour un écoulement stationnaire:
(19) p (U.\7) k = div( 11 t/Pk grad k ) + fIl - P€

(20) p (U:v)e = d1v( 1J.t/Pe grad e ) + pe2 /k ( Cl e fIlle - C2e )
où Pk et Pe sont les no.mbres de Prandtl correspondant à k et e, fP est
le terme de production évalué à partir du tenseur des déformations et
Cl e et C2e so·nt des constantes d~terminées expérimentalement.

Par analogie avec le cas des mouvements lamlnalres, on pose:
"t = Cp. u']' où u' et r sont respectivement des échelles de vitesse et
de longueur caractéristiques des structures énergétlques de la
turbulence et Cl! une nouvelle constante empirique, L'énergie cinétique
de la turbulence étant princlpalement contenue dans ces structures
énergétlques, .11 est ioglQue de détermlner u' par ,fk. D'autre part, des
considérations dimenslonnelles nous amènent à donner à l'échelle de
longueur l'expression suivante:

l' = k1.5/e et il v1ent aiors "t = CJ.lk2/e
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Nous utilisons les "valeurs standard" des constantes empiriques
du modèle k-E soit, en l'occurence :

Pk = 1,0
PE = 1,3

Cl E = 1,44

C2€ = 1,92
C11 = 0,09

Dans le cas des écoulements tO'urnants, la turbulence est atténuée
par la rotation. Il est difficl1e, dans le cas des modèles à viscosité
turbulente de prendre en compte cet effet d'anisotropie. Cependant, une
méthode assez simple consiste à introduire une force d'Archimède

fictive correspondant à une stratification radiale. due à la présence de
la force centrifuge. On introduit alors, dans l'équation pour le taux de
dissipation de la turbulence, le nombre de flux de Richardson.
L'expression de cette équation est sujette à controverse et ·le modè le
k- e ainsi modifié perd une grande partie de son caractère "unlverser4

,

Nous avons parfois employé l'expression suivante qui a donné de bons
résultats dans le cas du brassage rotatif de billettes de section droite
clrculalre ( cf Spitzer (12] ) :

2l-lt (vair) <ave/or)
av·ec Rf =

tfP
et C3E une nouvelle constante empirique fixée à 0,8.

2.3.3 Conditions aux limites aux parois
La couche limite turbulente qui se développe à proximité des

parols est composée de 3 zones distinctes: une sous-couche visqueuse
très fine d'épaisseur caractéristique 00' où la vitesse du fluide varie
linéairement avec la distance à la paroi, une zone où la vitesse suit une
101 de variation logarithmique et 1 entre les deux, une zone de
transition. Le modèle utilisé néglige cette dernière et c.onsidère que le
raccordement se fait directement entre la sous-couche et la zone
logari thm1que.

On définit une vitesse de frottement U*par :
(21 ) 'tO = P U*2 où 'tO est le frottement pariétal.
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5i Ydès igne une coordonnee normale à 1a paro i} des cons idéra t ions
seml-8mpiriques rnontrent que le profil de la composante parallèle à la
paroi de la vitesse moyenne est de la forme:
(22) U/U* = l/K Log (et.y/OO)

(où Ct est une constante ègale à 9,79), alors que k et E varient selon:
e = U*3 / Ky et ClJ. 112 k =U*2

Dans le cas de parois rugueuses, on définit une hauteur de rugosité
équlvalente ks tenant compte à la fOlS de la tal11e et de l'espacement
moyen des dendrites et permettant de modifier la lo11ogarithmique (6)
en changeant la constante C(, en ~

Ct
l = -----

2,3.4 les éguat ions .du mouvement
La réso lut ion des équat lons de ~Javier-Stokes en régime permanent

est effectuée en uti lisant la formulation en variab les prim it lves
vitesse pression et non la formulation utilisant une fonction courant et
la vorticité qui pose des problèmes pour le traitement de la turbulence
par le modèle k-e et ne présente de réel intèret que dans les calculs
bldirnensionne1s,

Les équations à résoudre sont l'équation de conservation de la
quant i té de mouvement:
(23) p (UJi)U = - grad p + F + div (J

où le tenseur des contraintes est relié au tenseur des déformations par
la re lation C1:1 211 te
l'équation de conservation de la masse pour un fluide de densité
constante:
(24) div U =0
les équations de convection-diffusion des grandeurs de la turbulence:
(25) p (U.V)k = div( l.l t/Pk grad k ) + fP - P €

(26) p(U.V)€ = dîv(lJ.t/P€ grad€)+pe 2 /k(Cl€C{Ple- C2€)
et la relation phénoménologique:

(27) "t = ClJ. k21€

2,3.5 Le cas bidimensionnel

Si nous supposons que les forces électromagnétiques ne var'ient
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pas axialernent) que leur cornposante. longitudinale est nulle et que la
billette est infiniment longue, il est possible de limiter notre étude à

un dornaine bidimensionnel: une section droite, carrée ou rectangulaire
de"l"a billette considérée.

" 2.3.6 Le cas tridimensionnel
Les forces électromagnétiques animent le métal liquide d'un

mouvement principal de rotation qui crée un gradient de pression du
centre vers les bords de la billette. La variation importante des forces
électromagnétiques aux sorti"es de l'inducteur suscite donc un gradient
de pression longitudinal, source d'un mouvement de recirculation
secondalre.

Ces recirculations (voir Davidson (17) pour le cas d"une billette à

symétrie de révolution) ont un ordre de grandeur comparable a celui du
mouvement principal et se développent assez, en amont et en aval de la
zone de brassage forcé, pour avoir une influence probablernent
importante sur les résultats métallurgiques. Dans le cas d'une billette
de section carrée, la modélisation tridimensionnelle permet seule de
confirmer ces résultats.

2.4 Coup laae : le terme UxB

Admettons, comme précédemment, que la perméabi lité magnét ique
et la conductivité électrique de tous les matériaux sont constantes.
Les équations de Maxwell peuvent alors être mises sous la forme d'une
équation de convection-diffusion formulée en terme de champ
magnétique:
(28) âB + 11 C1 rot(UxB) = 1.1 C aBIat
qui] après adlmenslonnalisation des grandeurs et des opérateurs
devient:
(29) ~b + lJ.<1UL rot<uxb) = 1l"O'L2/1: ab/at
où U et L sont des vitesses et longueurs caractéristiques
respectivement de l'écoulement" et de sa aéometrie et ,; un temps
caractéristique de la variation des grandeurs électromagnétiques. Ici)
les sources sont forcées à une période de l'ordre de 1/ ~ par le réseau
et donc:
(30) âb + 110UL rot(uxb) = 1l0'(A)L2 oblat

~\Jotons Rm le nombre de Reynolds magnétique ll<1UL et R(,j le
paramètre d'écran 11 a CA) L2) 1e rapport de ces deux nombres
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adirnenslonnels rend compte de l'importance relative d-es courants
induits crées par le déplacement du flulde et des courants induits dus à
la variat ion tempore lle des sources.

Dans le cas du brassage des billettes, l'acler liquide, soumis à des
sources de fréquence de 1 à 60 Hz se déplace à des vltesses de l'ordre
de quelques dixièmes de mis sur des distances caractéristiques de
quelques dixièmes de m. Nous avons alors:

Rm ~ 0.05

0.05 <RG\) <5
Et nous voyons donc Que, dans le cas des plus basses fréquences
utl11sées en brassage, la partie des courants induits liée au
déplacement du flu1de, que nous appelons terme de couplage, doit être
pr1se en compte et lmpose le couplage complet des équatlons de
Maxwell et Navier-Stokes.
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2.5 Résumé des modèles

al modèle bidimensionnel
Nous utilisons pour la simulation bidlmensionnelle un système de

coordonnées cartésiennes dans lequel le problème électromagnétique
est traité au moyen d'une formulation en potentiel vecteur complexe
prenant éventuellement en co"mpte le terme de couplage U x rot A. Le
potentiel vecteur n'a qU'une seule composante Az perpendiculaire au
plan d'étude. Il satisfait à l'équatlon:

" rot(rot A)z + C (j (.)Az) - C1 -( U x rot A)z = Jz

associée à la jauge de Coulomb:
dlV A =0

Les forces de Laplace sont calculées en tenant éventuellement compte
du terme de couplage par:

F = 1/2 me (- C1 (j V)A - U x rot A) x (rot A)*)

Le problème hydrodynamique est résolu sur un domaine carré ou
rectangulaire en utilisant un modèle k-E de viscosité turbulente. Les
équatlons à résoudre sont donc les projections de l'équation de
conservation de la quantité de mouvement pour les composantes Ux et
Uy de la vitesse:

p (U57) U = - grad p + F + div cs
l'équation de conservation de la masse:

d1v U = 0

et les équations de transport des grandeurs de la turbulence:
p(U.'7)k = div(lLt/Pk gradk)+~-PE

p (U:v)e = div( l1t/P e grad e ) + pe2 /k (Cl e ~/e - C2e )

bl modèle tridlmensionnel
Le modèle tridimensionnel ne tient pas compte du couplage

complet entre les calculs électromagnétiques et hydrodynamiques. Il
diffère du précédent par la Iftridimensionnalisationll des forces de
La~lace, généralement ajustées à une variation axiale en gaussienne et
par la résolution d'un problème hydrodynamique faisant intervenir trois
composantes de la vitesse Ux,Uy et Uz.
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3 Méthodes numériques utl1isées

3,1 La méthode des éléments finis

3.1.1 orincipe
La méthode des éiéments finis est l'une des principales méthodes

de résolution des équations aux dérivées partielles de la physique des
ml11eux continus. Initialement appllquée à la mécanique du solide, elle
est décrl te en détail dans de nombreux ouvrages et notamment par
Zienkiewlcz [28], Dhatt et Thouzot [29]." Autorisant l'utilisation de
domaines d'étude de forme complexe et le choix du n'lveau de contlnuité
requis pour la variable principale et ses dérivées, elle est
particulièrement blen adaptée à la résolution des équations de Maxwell.

La résolution par les élém·ents finis peut être abordée par le biais
de la méthode de Ritz qui consiste à déterminer la répartition de
l'inconnue minimisant une fonctionnelle basée sur la physlque du
problème à résoudre ( énergie.,,) ou par celul de la méthode de
Galerkine, plus formelle mais plu.s générale, dérivée de la méthode des
rés1dus pondérés.

Les méthodes présentées ci-dessous sont valides quel que soit le
système de coordonnées ut111 sées. Nous nous placerons donc, dans un
soucis de simplification dans un repère de coordonnées cartésiennes.
al la méthode de Galerkine

L'équatlon à résoudre sur le domaine (V)- est une fonction de
lïnconnue prlncipale A et de ses dérlvées partielles 'premières et
secondes A'x, A'y ,A'z ,A"x, A"y ,A"z·

(1) F<A"x, A"v ,A"Z}AIX''') = 0
1

On appele résidu € la valeur de la fonction F correspondant à une
certalne répartition ~ de l'inconnue.

F(~" x,:Jl:"y,..J =€

Cette répartition est sat1-sfalsante quand le résldu de l'équation est
partout nul et par là même orthogonal à tous les éléments d'un espace

vectoriel de fonctions. Solt <(31 ""~l, ... eM) une base de cet espace
vectoriel. Tous les produits scalaires J1J~i'€ dv sont simultanément
nuls. Les intègrales étant effectuées sur tout le domaine d'·étude (V). La
résolution du système constitué des équations

(2) 1JJ~ i·€ dv =0
est équivalente à la résolution en tous polnts du domaine de l'équation
( 1).
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Pour nous ramener à un système algébrique, remplaçons
l'expression de la fonction inconnue par une approximation nodale:
(3) A<x,y,z) = r Gtl(x,y,z). A(xi,Yi,Zi)

1

où (Ct luCtN). est un ensemble de fonctions linéairements indépendantes
et (xl ,y l,z 1), .. (xN,YN,ZN) un ensemble de N points appelés noeuds où
nous cherchons à déterminer les valeurs de l'inconnue. Les fonctions Cti

satisfont aux conditions suivantes:
a.i(Xi,Yi,Zi) = 1 eta.j(Xi,Yi,Zi) = 0 pour tout i~j

Ltapproximatlon nodale devient rapidement difficile à manlpuler
si le nombre de noeuds est important.

Découpons le domaine d'étude (V) en un certain nombre de
sous-domaines ou éléments (Ve) complémentaires sur lesquels nous
définlssons des fonctions d'interpolation etei(xi,Yi,Zi) assurant la
continuité aux frontières des éléments de l'inconnue principale et de
ses dérivées à un degré imposé par la physique du problème à résoudre.
La nouvelle ap·proxlmatlon nodale par élément ainsi obtenue ne fait
intervenir ·sur l'élément (Ve) que les valeurs Ae(xnJYn,Zn) de l'inconnue
aux noeuds de celui-ci et les fonctions dïnterpolation locales qui
vérifient toujours la relation:

etei(xi,Yi,Zi) = 1 et a.ej(Xi,Yi,Zi) =0 pour tout i~j

t~ous remplaçons alors l'expression (3) de la valeur de l'i.nconnue en un
point de coordonnées (x,y,z) dans l'élém.ent e par la suivante:
(4) A(x,y,z) = L Ct en(x,Y,Z"). Ae(xn,Yn,Zn)

n

où la sommation se fait sur tous les neuds d'un élément. Les dérivées
partielles peuvent s'exprimer sous la forme suivante:

oA(x,Y,z) àAen(x,Y,z)
(5) = l · A.eexn,Yn,Zn)

àx n ax
Reportons les expressions (4,) et (5) dans le système (2)} nous obtenons
le système algébrique suivant dont la résolution permet de déterminer
la répartition de l'inconnue principale solution de l'équation à résoudre

(6) III1 ~i' F(a."x'Ct"y J"" Ae(Xn,Yn,Zn) ). dv = 0
e (Ve)

L'intégration étant effectuée ,sur les sous-domaines (Ve)
Nous avons abandonné les indices e et n pour les fonctions
d'interpolation et noté a."x.a."y... les dérivées partielles des fonctions
locales d'interpolation.
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Notons que, le système à résoudre ayant Ndegrés de liberté, nous
devrons projeter l'équation aux dérivées partielles sur une base
((31J ••~N) d'ordre N.

Il est généralement intéressant d'utiliser les mêmes fonctions
pour la projectlon et l'interpolation géométrique. Le système à
résoudre est alors le suivant:
(7) l JJJ CGj. F(CGIIX.CG ll

y •...• Ae(xn,Yn,Zn) ). dv =0
e (Ve) .

Le système doit de plus satisfaire aux conditions aux limites aux
bornes du domaine. Celles-ci sont de deux types:
* les conditions de Dirichlet par lesquelles, en fixant la valeur de
1'1nconnue sur la frontière, on supprime un certain nombre de degrés de
liberté et par là un nombre égal d'équations,
* les conditions de Neuman qui apparaissent, aprés intégration par
partie et application du théorème de la divergence, sous forme de
conditions d'échange avec l'extérieur du domaine d'étude.

b/ la méthode de Ritz
On montre que minimiser sur un domaine (2) de frontière (r) la

fonctionnelle:
JJJ !1(A,A'x, A'y ,A'z) dv + JJ +(A) ds

(2) Cf)

est équivalent à résoudre, sur ce même domaine l'équation aux dérivées
partielles :

a!1 a a!1 a â!1 a a!1
. - --(-)--(- )--(-) = 0

oA ax oA'x oy aA'y oZ oA'z
assortie des conditions aux limites:

aA

à!1 a!1 a!1
où West le vecteur ayant pour composantes (_, _, _ )

aA' àA' àA'x y z
La résolution d'un problème physique peut donc être effectuée par le
biais de la minimisation d'une fonctionnelle associée : c'est la
formulation variationnelle.

L'application de la méthode des éléments finis se fait en
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effectuant encore une fois l'approximation nodale par élément:
Aex,y,z) = r CGen(x,y,z). Aeexn,Yn,Zn)

n

La fonctionnelle se transforme alors en :

l 1JJ'-(Ct.Ct'x, Ct'y ,Ct'z,Aen) dv + l 1J~(CtJAen) ds
e f

où les sommations sont effectuées respectivement sur tous les
éléments du domaine et sur tous les éléments de sa frontière. La
minimisation est obtenue lorsque en tous les noeuds du mal11age:

a,-
-- = 0
oAen

ce qui revient à résoudre un système a19ébrique ayant autant
d'équations que de noeuds du maillage. Remarquons que, dans le cas où
une fonctionnelle peut être déterminée, les systèmes obtenus par les
méthodes de Rltz ou de Galerkine peuvent être identiques.

Nous utilisons la méthode de Ritz dans le cadre de notre étude de

faisabilité d'une résolution magnétodynamique tridimensionnelle.

3.1.2 la formulation bldimenslonnelle
la présence, dans l'équation que nous souhaltons traiter, du terme

de transport re·nd impossible la détermination d'une fonctionnelle et
nous emploierons donc la méthode de projectlon de Galerkine.

Reprenons l'équat ion du potent iel vecteur dans 1e cas
bidimensionnel projetée sur l'axe Oz telle que nous l'avons obtenue au
chapltre 2 :

" rot(rot A)z + j CAl <1 Az - <1 ( U x rot A)z = J z
Après projection sur la base des fonct ions (ct l··Ct N) :

11Ct j" rot(rot A)z ds + JI Ct i j Go) 0' Az ds - 1JCt i <1 ( U x rot A)zds
= 1fCtj Jzds

Transformons le premier terme pour faire apparaitre les
conditions aux limites:

1JCti" rot(rot A}z ds = 1Irot(Cti"rotA}z ds - JJ"gradCtix rotzA ds

,A,près app 11 cat ion du théorème de Green et en remarquant que (dans le
cas bidimensionnel):
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gradGtix rotzA = - gradai.grad Az, il vient:

JJ~ï"\} rot(rot A)z ds = Jn x "~i rotA dl + l J"grad~i·grad Az ds

ou encore:
11~i" rot(rot A)z ds = - Jn·("~igrad Az) dl + Il "grad~i·gradAz ds

Dans notre cas particulier, les conditions aux limites pour le potentiel
ve·cteur sont des conditions de Dirichlet ou des conditlons de Neumann
homogènes. le terme de flux ln.("~igrad Az) dl n'est donc jamais
calculé,

Le terme de transport peut aussi être mis sous forme faible:

- Il 0' ~i(U x rot A)zdS = Il 0' ~i U. grad Az ds
= J1div(O'~iU Az) ds - JIAz dive O'~iU) ds

et après app licat1on du théorème d'Ostrogradsky :

Dans le cas du brassage électromagnétique, les l1mites sont des
parois ou des entrées-sorties de chenal sltuées lo1n des sources de
champ magnétique, et nous avons alors soit n.U = 0, soit Az = 0 et
l'intégrale prenant en compte les conditions aux limites est nulle. Nous
pourrons donc, en général, rester en formulation forte pour le calcul du
terme de transport.

.L'équation projetée. devient alors:

-In·("~i grad Az) dl + Il,,grad~i.grad Az ds +1J j~O'~i Az ds
+Il 0' ~ i U. grad Az ds =Il~ i Jzds

Utilisons l'approximation nodale, 11 vient en définitive:

IAjIJ"grad~i.grad~j ds+ IAjlJ j~O'~î ~j ds
+ l AjIl 0' ~ i U. grad ~ j ds = l Aj11~ î JzdS

3,1,3 aspects techniques
Les fonctions dïnterpolation chols1es pour notre résolution

doivent assurer la continulté du potentiel vecteur, mais permettre la
discontinuité de ses dérivées partielles par rapport aux variables
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d'espace aux frontières d'éléments puisque ie champ magnétique est
discontinu aux traversées de nappes de courant et aux interfaces entre
deux matériaux de perméabilité magnétique différente. Nous avons donc
choisi des polynômes de Lagrange.

Dtautre part, nous souhaitons pouvolr calculer le ch"amp
magnétlque et les grandeurs qui en découlent ( courants induits... ) avec
une bonne précision et nous avons utilisé des éléments du deuxième
ordre à 6 noeuds pour les triangles et 8 noeuds pour les quadri latères.

La résolution du système linéaire est effectuée à l'aide de deux
algorithmes ICCBG adaptés à la résolutlon en nombres complexes dans
le cas de matrices symétriques ou dissymétriques.

3.1.4 problèmes numériques "liés au calcul des forces
é lectromagnétloues

La discontinuité de champ magnétique due à l'utilisation dans le
calcul électromagnétique de polynomes d'interpolation de Lagrange
entralne la discontinuité des forces électromagnétiques aux frontières
séparant les éléments. Celle-cl est non-physique dans les domaines
dont les propriétés sont homogènes et notamment dans le métal
liquide. Elle pose, de plus, des problèmes de précision dans
l'interpolation des forces calculées par la méthode des éléments finis
sur le maillage utl11sé pour la résolution hydrodynamique.

Diverses méthodes ont été envisagées pour dépasser cette
difflculté. La plus simple, qui a été choisie, consiste en un Îaffinement
de la discrétisation de l'espace en éléments finis suffisamment fins
pour que la précision du calcul soit acceptable. Il est aussi possible de
lisser les forces obtenues ou d'utiliser, dans la zone du métal liquide
des polynômes d'interpolation dont les dérivées sont continues tels les
polynômes de Hermitte voire des polynômes spéciaux assurant la
continuité du rotatlonnel des forces, cette partie rotationnelle
induisant seule les mouvements du liquide.
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3.2 Une méthode de oerturbation aDQlimJée au couplagg.

La résolution directe de l'équation complète pour le potentiel
vecteur:
(8) vrotCrot A) + (J àA/àt - oU x rot A = J
pose, dans le cas où l'importance relative du terme de transport est
faible, des problèmes de précislon numérique. Souhaitant déterminer,
dans toute rétendue de la gamme de fréquence 1 à 60 Hz ut il isée
industr1ellement, 1'1nfluence du terme de transport sur les grandeurs
électromagnétiques et hydrodynamiques) nous avons développé une
méthode de perturbat lon.

Le problème électromagnétique étant linéaire, on considère que le
potent1el vecteur total A est la somme d'un terme As crée par les
sources de courant et d'une correction Ac due au terme de transport.
On résout successivement:
(9) vrot(rot As) + C1 aAs/ at =J
(10) "roUrot Ac) + C oAc/ot - CU* x rot Ac = CU*x rot As
où U* est la vitesse locale du fluide obtenue par la résolution des
équations de l'hydrodynamique,

Si l'on somme (9) et (1 O)~ on obtient:
(11) "roUrot A) + CoA/ot - CU* x rot A =J avec A :;: As +Ac
Cette équation est identique à (8) si le champ de vitesse est donné (cas
d'un solide se déplaçant à vitesse connue dans un entrefer). Dans le cas
qui nous concerne) les caractéristiques de l'écoulement n'étant pas
connues à 1t avance) nous recourrons à un processus de coup lage i térat if

entre un calcul magnétodynamiq'ue effectué par la méthode des
éléments finis et un calcul hydrodynamique résolu par la méthode des
volumes finis. A la convergence, le champ de vitesse calculé U* étant
correct, l'équation (11) résolue est équivalente à celle que nous
souhaitions résoudre (8),

L'algorithme de principe du couplage est le suivant:
1. résolution de l'équation (9) sans terme de couplage,
2. calcul des forces électromagnétiques sans terme de couplage

F* = 1/2 9te (- CoA/at x (rot A)*),

3. résolution des équations de Navier-Stokes. On obtient un champ de
vitesse approximatif U*,
4. résolution de l'équation (10) pour la correction du potentiel vecteur)
5. sommation des potentiels vecteurs: A =As + ACJ
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6. calcul des forces électromagnétiques corrigées

F* = 1/2 ~e ( - o(aAIat - U* x rot A) x (rot A)*)
7. résolution des équations de Navier-Stokes,
8. si le champ de vitesse obtenu présente u'ne différence significative
d'une itération à l'autre, on boucle sur l'étape 4.

Il est parfois nécessaire, dans les cas de fort couplage, de

sous-relaxer les valeurs du champ de vitesse injecté dans les calculs
du potentiel vecteur et des forces électromagnétiques (étapes 4. et 6.)
afin d'éviter, les corrections étant trop importantes, l'apparition de
phénomènes d'oscillations non physiques qui conduisent à la divergence
du processus itératif.
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3.3 La méthode des volumes finis

La méthode que nous utilisons pour la résolution des équations de
Navier-Stokes est basée sur l'intégration sur des volumes de contrôle
des. différentes éQuation·s aux dérivées partielles dans lesquelles les
termes différenttels sont remplacés par des développements en séries
de Taylor au premier ordre (différences finies). Elle a déjà été souvent
décrite et notamment par son initiateur Patankar [30] et Taberlet [31].
Nous ne reprendrons ie1 Que ses principales caractéristiques et pour
simplifier les notations nous nous limiterons à un espace
bidimensionnel, le cas tridimensionnel étant une simple extension.

3.3.1 prlncipes
al la discrétisation de l'espace

Du fait de la géométrie simplifiée que nous avons choisie pour
représenter les produits coulés, nous avons 1imité notre logiciel à
l'étude de domalnes rectangulaires dans un espace bidlmensionnel ou
paralléplpèdiques da'ns un espace tridimenslonnel. Le type .de maillage
utilisé est initialement dù à Harlow et Welch [32]. Il consiste, (voir la
figure 3.1.) en un système de 3 ou 4 grilles décalées sur lesquelles
nous calculonsrespectlvement chacune des composantes de la vitesse
et les scalaires (ie ·la pression, l'énergie cinétique de la turbulence... ).

·Bien que dans la plupart des cas nous ayons utilisé un maillage à
espacement régulier construit automatiquement, qui assure une
précision au deuxième ordre, la possibil ité existe de raffiner la
discrétisation aux endroits où les grandeurs varient brusquement et
nota·mment au voisinage des parois.

Le décalage des grilles permet d'éviter l'apparition de certains
phénomènes non-physiques tout en facilitant la discrétisation de
l'équation de continulté et en déterminant avec une meilleure précision
le terme gradient de pression intervenant dans l'équation de la quantité
de mouvement.
bl la mise en éauation

Exceptée l'équation de continuité qui est soumise à un traitement
particulier sur lequel nous reviendrons, toutes les équation que nous
devons résoudre sont des équations de convection diffusion du type:

(U.V)<I> - div <D. grad<l» = Sel>
où <1> est l'inconnue, 0 le coefficient de diffusion et S<I> le terme
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source.
t~ous remplaçons dans chacune des équations les termes

différentiels par des développements en séries de Taylor au premier
ordre puis nous les intégrons sur leurs volumes de contrôle respectifs.
L'application du théorème de la divergence permet ensuite de
transformer les termes de convection et de diffusion sous forme de
flux aux frontières des volumes de contrôle. Le terme de convection et
1e terme source sont linéari sés en util isant les va1eurs des 1nconnues à
l'itération précédente.

L'approximation ainsi obtenue ne falt intervenir dans les calculs
de lïnconnue en un point que ses valeurs aux points adjacents. Chacune
des équations peut être mises sous la forme:

Ap<p.p = LAi <P 1+ Sp
La sommation est effectuée sur tous les points voisins du point P
considéré. Nous obtenons pour chacune des inconnues un système
algébrique.
cl convection et dif.fusion

On déflnit le nombre de Péclet de maille d'un écoulement par:
Pe = U~x/D

dans lequel ~x est la taille de la maille. Ce nombre adlmensionnel,
général1sation du nornbre de Reynolds, représente le rapport des termes
de convection et de diffusion d'une équation de transport. Selon sa
valeur, les caractéristiques de l'écoulement sont plus ou moins
influencées par "ce qui se passe en amont" du point considéré.

Quand le nombre de Péclet devient grand,et si on souhaite limiter
la finesse du maillage, l'lmportance de la convection impose
d'abandonner le prin·cipe des différences finies centrées qui conduit à
des problèmes de convergence ou des erreurs importantes sur la valeur
du résultat. Diverses solutions ont été proposées à ce jour parmi
lesquelles nous relevons le décentrage amont, le schéma hybride de
Spalding [33J et le schéma en 101s de puissance de Patankar (30). Ces
deux derniers sont implantés dans notre logiciel. Le schéma en 101 de
puissance, qui assure théoriquement une bien meilleure précislon dans
le domaine des nombres de Péclet intermédiaires donne, dans les cas
Que nous avons traités, des résultats Quasiment identiques ( écarts
maximaux de l'ordre de quelqu·es % ) au schéma hybride qui lul est donc
préféré en raison de sa plus grande simplicité.
dl le traitement de la pression

Dans ie cas des fluides incompressibles, la pression n'intervient,
par son gradient, que dans l'équation de la quantité de mouvement qui
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est dévolue au calcul des composantes de la vitesse du fluide.
L'équation de continuité ne con'stitue ,jonc pas à proprement parler une
équation pour la pression, mais une contrainte supplémentaire à
laquelle l'écoulement doit satisfaire. C'est cette équation que nous
devons transformer afin de pouvoir,. par itération successive à partir
dlun charnp de pression tnitial donné, corriger pressions et vitesses
pour qu'eiles satisfassent à la loi de conservation de la masse.

Notons * les résultats de calcul obtenus à litération précédente.
On a alors P = p* + P' où P est la valeur exacte de la pression et pl la
correction à lui apporter.

Si nous développons en séries de Taylor au premier ordre chaque
composante de la vitesse en fonction du gradient de pression
correspondant, nous obtenons:

( 12) * * *Upw = U PW + (au/a'VP) pw,(VP - Vp )PW

L'indice PW indique que le développement est effectué au point
frontière ouest du volume de contrôle (voir la figure 3.1.).
L'équation (12) p·eut aussi s'écrire:

intégrons l'équation de continuité sur le volume de contrô le if dans un
espace bidimen.sionnel :

( 14) IIs div U.dv = Je U.n ds

soit, si nous notons SN, 551 SE, Sw les différentes surfaces délimitant
le volume:

en reportant dans cette équation les valeurs des composantes de la
vltesse exprimées sous la forme (13), nous obtenons une équation pour
la pression de la forme:

Restent à exprimer les différentes dérivées (oU/oVP)* à l'aide des
projections de réquation de la 'quantité de mouvement sur les axes de
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coordonnées. Par exemple:

donne:

nous obtenons donc une équation pour les corrections de pression de la
forme (15) de même nature Que celle pour les autres lnconnues.
el algorithme général: SIM-PLE

llalgorithme général est basé sur la résolutionsuccesslve des
équations relatives à chacune des inconnues. Du premier ordre, de type
Gauss-Seidel par blocs, 11 se déroule de la man1ère suivante:

1. On initialise le champ de pression et toutes les autres
grandeurs ( Ux,Uy,Uz,k,€,... ),

2. On calcule, à l'aide de l'équation de quantité de mouvement les
valeurs des composantes de la vitesse,

3. On calcule la correction de pression à l'aide de l'équation de
continuité,

4. On corri ge 1a pression,
5. On corrlge les composantes de la vltesse pour qu'elles

satisfassent à la conservation de la masse.,
6. On résout les équations supplémentaires (k, 8, ... ) puis on calcule

la nouvelle viscosité turbulente,
7. On boucle sur l'étape 2. en utillsant les valeurs calculées

comme valeurs initiales d'un nouveau calcul.

Afin d-Iéviter que des corrections trop importantes ne fassent
diverger le processus itératif, nous sous-relaxons les nouvelles
valeurs des lnconn-ues :

<Pnouveau = et.<j> + (1 - ~).4>*

où Ct est un coefficient positif et inférieur à 1 qui permet de ralentir
artificiellement les variations des inconnues d'un pas de calcul à
rautre. On note naturellement que le résultat à convergence n'est pas
affecté par la présence de ce coefficient déterminé empiriquement.
f / la réso lution du système linéarisé

La résolution directe du système linéarisé obtenu nécessite le
stockage en mémolre de tab leaux de tai lle N2 où N est le nombre de
points de la discrétisation, ce qui peut constituer une limitation, dès
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que le problème devient conséquent. On uti 1ise le1 une méthode
permettant de s'affranchir de cette contralnte et de ne stocker q'ue des
tableaux de taille N. Cette méthode, hybride de·s méthodes de résolution
directe et des méthodes de type Gauss-Seidel par point, consiste en
ufle résolution itérative ligne à ligne à l'aide de l'algorithme TDMA
d'inversion de matrices tr1d1agonales, les valeurs de lïnconnue sur les
lignes et les plans voisins étant prises au pas de calcul précédent
(méthode seml-implicite ),

Deux processus itératifs distincts sont donc imbriqués : l'un
concernant le calcul de chaque inconnue indépendamment des autres, et
l'autre pour la résolution du système glo.bal des équations de
Navier-Stokes pour un fluide soumis à un mouvement turbulent.
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4. les out j 15 informatiques.

4. 1 généralités

Les outils informatiques' que nous avons utilisé ont été conçus et
développés au seln du Laboratoire d'Electrotechnique de Grenoble.
Regroupés en bibliothèques, ils constituent une somme de programmes
génér~ux de CAO écrits en Fortran 77 permettant de s'affranchir de la
machine utilisée et facilitant le transport de gros logiciels. Afin de

créer ·un outils à vocation mixte industrielle et de recherche, nous
avons. basé notre démarche de programmation sur les principes
suivants:
al interaction

Le déroulement des programmes est choisi de manière interactive
par l'utilisateur qui évolue selon le cheminement qu'il choisit dans une

arborescence de menus alphanumériques ou graphiques. Le dialogue est
autodocumenté et un système d'empilage de mots clés permet les
déroutements et les retours à des niveaux supérieurs.
b/ évolution

Afin de faciliter le travail, de recherche) l'adjonction de nouvelles
possibilités de traitement a été prévue dès la phase de conception de la
structure du programme.
c/ transport

On ut1.1ise des bibliothèques de programmes transportables d'une
machine à rautre permettant l'utilisation de divers terminaux
graphiques. La programmation est donc autant que possible affranchie
du matériel et le transport est ainsi envisageable sur tous les
ordinateurs et terminaux compatibles avec les bibliothèques de· CAO.

Les programmes décrits plus bas sont installés au centre de
calcul de Grenoble (processeurs Honeywell-Bull) système Multics). Ils
sont accessibles par réseau. La partle itérative et non interactive de
résolution des équations hydrodynamlques est aussi implantée pour des
raisons de coût et de temps de calcul sur un processeur vectoriel FPS
264.

4.2 Flux-expert

Flux-expert [34] est un système expert programmé en Fortran
permettant d'appliquer la méthode des éléments finis à de nombreuses
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équations aux dérivées partielles dans le cadre d'études mono, bi ou
tridimenslonnelles. il a par ailleurs été appliqué avec succès à divers
domaines tels que les problèmes électromagnétiques .classiques, le
chauffage par induction [35], la modélisation de la solidification ou la
dynamique des fluides à faible nombre de Reynolds (36). Il permet la
descrlptlon interact1ve de l'équation à résoudre à partir d'une banque de
données d'intégrants, de méthodes de résolut ion des systèmes
algébriques et de propriétés physiques. Cette banque est évolutive et
commune à tous les utilisateurs.

4.3 Un logiciel de résolution des équations de l'hydrodynamique

Le logiciel que avons mis au point, pour la résolution des
équations de Navier-Stokes et de la turbulence utilise l'algorithme
SIMPLE et la méthode des volumes finis décrite plus haut. Il est basé
sur des codes de calcul Teach adaptés au laboratoire Madylam [27].

Ce programme conçu pour suivre des besoins de recherche dispose
de plusieurs options de calcul au niveau:

- du type et de la dimension de l'espace de travail ( coordonnées
cartésiennes dans un espace bidimensionnel ou trldlmenslonnel,
coordonnées polaires pour un problème bidimensionnel axisymétrique ),

- du modèle de turbulence (viscosité apparente constante ou
calculée selon le modèle k-s ),

- du schéma de décentrage choisi ( schéma hybride ou schéma en
lois de puissance ).

Nous avons par ailleurs mis au point tous les programmes
périphériques nécessaires au couplage complet des deux logiciels
Flux-expert et Teach : calcul des forces volumiques avec ou sans terme
de transport, interpolation des vitesses obtenues par la méthode des
volumes finis sur des maillages éléments finis triangulaires ou
rectangulaires du deuxième ordre et superposition des potentiels
vecteurs, ce qul nous permet de travailler sur des maillages
indépendants adaptés à chacune des deux méthodes.

4.4 le post-processeur

Tous les résultats de nos calculs sont exploités à l'aide du
post-processeur de Flux-Expert. Ceci nous impose, dans le cas de
résultats provenant d1un calcul hydrodynamique une préparation
consistant en la génération, sur la base du découpage en volumes finls

chap 4 _ page 44



d'un maillage par éléments finis du deuxième ordre à 8 ou 20 nœuds, et
l'interpolation des grandeurs calculées en tous les points du maillage
en élérnents finls.· Le fait de disposer d'un post-processeur
configurable puissant et déjà existant nous a poussé à négliger le léger
désagrément que représente pour l'utilisateur l'interposition d'une
étape supplémentaire de traitement entre le calcul et la visualisation
des rés·ultats.

La caractéristique principale et l'origina.lité du post-processeur
de Flux-Expert est la possibilité de le configurer, lors de la génération
de l'équation ou au fur et à mesure de l'apparltion de nouveaux besoins
afin de pouvoir, à l'exploitation, calculer et visualiser toutes les
grandeurs ponctuelles ou intégrales désirées.

Les possibilités de représentation graphiques dont nous disposons
sont les suivantes: valeurs ponctuelles, valeurs le long d'un chemin,
lignes isovaleurs dans le domalne et vecteurs. Dans le cas du
traitement de problèmes tridlmensionnels, toutes ces possibilités sont
offertes sur des plans de coupe déterminés interactivement par
l'ut il isateur.
al traitement des calculs électromagnétiques

L'utilisateur se VOlt offrir les possibilités de traitement
suivantes pour un calcul électromagnétique:
- contrôle de toutes les données et propriétés physlQues,
- visualisation du potentiel vecteur instantané et de sa divergence
pour contrôle de convergence,
- courants induits instantanés ou en valeur efficace, composante à
composante,
- induction magnétique efficace,
- forces électromagnétiques moyennes...

L'induction magnétique est calculée en utilisant la relation de
définition B = rot A à partir du potentiel vecteur complexe. Le
module et la phase de ce·lui-ci sont variables dans l'espace. Les
composantes de 1'lnductlon sont donc déphasées et celle-ci décrit au
cours du· temps une trajectolrelnscrlte sur un ell1psolde. Nous avons
utilisé comme grandeur caractéristique du champ magnétique les
valeurs efficaces des deux composantes Bx et By, Que nous avons
calculées par:

Beff =(B.6*/2)0.5
et qui peuvent être directement comparées à des résultats de mesure.
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bl tra-ltement des calculs hydrodynamiques
Lors du traitement d'un calcul hydrodynamique, 11 est possible de

calculer ou d-e visualiser les grandeurs suivantes:
- propriétés physiques uti l isées lors du calcul,
- vitesse, pression, énergje clnétique de la turbulence, taux de
disSlpatlon turbulente, ViSCOSlté efficace..
- forces volumiques,
- puissance injectée dans le mouvement,
- frottement à la paro1.

Ces listes ne sont naturellement pas limitatives et s'enrichiront
en fonction des besoins ultérieurs tant au niveau du bureau d'étude qu'à
ce lui du laborato1re.

4.5 structure informatique des outils

La figure 4.1. ind1que la structure informatique uti11sée dans
notre modélisation. Nous pouvons ainsi effectuer la simulation de
problèmes bidimensionnels ou tridi-m-ensionnal1sés, prenant
éventuellement en compte le couplage complet dans les calculs
électromagnét lques.

Les deux ensembles de logiciels utilisés, l'un pour le calcul
électromagnétique et l'autre pour le calcul hydrodynamique sont
classiquement structurés en 4 parties:

- définition de la géométr1e du problème et discrétisation du
domaine d'étude,

- détermination des propriétés physiques et affectation des
condltlons aux limites,

- définition des paramètres de calc.ul et résolution ltérative du
système daéquations,

- exploitation des résultats, a-près préparation dans le cas du
calcul hydrodynamlque.
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5 Validation eXQérimentale

La mise en place d'une expérimentation (figure 5.1.) dans les
ateliers d'Alsthom-SCAM recouvre deux objectifs complémentaires :
elle permet de tester la validité des hypothèses et des méthodes de
"simulati'on présentées précédemment et de caler les modèles en vue de
leur utilisation i·ndustrlelle.

Nous présentons ici les résultats d'une première série de mesures.

5.1 Présentation

Nous utilisons un brasseur électromagnétique secondaire de
billettes de type industriel largement diffusé. Ce brasseur de faible

puissance 10 kvA e·st alimenté en courant triphasé par le biais d'un
cyclo-convertisse'ur autorisant la variation de l'intensité et d'e la
fréquence d'al imentation. Au centre du brasseur, simulant la bll1ette et
son puits liq'uide, une cuve de section carrée en acier inoxydable
contient du métal de Wood, all1age de métaux lourds à bas point de
fusion (80°C) préféré au mercure pour des raisons de sécurité. Le
chauffage du métal est assuré par une circulat10n d'eau dans la double
paroi de la cuve. L'oxydation excessive de la surface libre du métal est
évltée par la mise en place d'une couche protectrice d'huile.

Les mesures de champ mag'nétlque sont effectuées à raide d'une
sonde à effet Hall. Celle-ci est placée à l'extrémité d'une tige en fibre
de carbone coulissant dans un tube fixé sur une embase mobi le'
permettant le repérage des.polnts de mesure. La sonde est reliée à un
intégrateur. Nous accèdonsJ par mesures successives après rotation de
90· aux valeurs efficaces des deux composantes Bx et By de l'induction.
La calibration du gaussmètre est effectuée à l'aide d'aimants
permanents étalonnés. Les points de mesure sont repérés sur la figure
5.2.

Nous accédons aux valeurs des vttesses dans le métal de Wood à
raide d'une sonde "de trainée" (voir à ce sujet les travaux de Moras [37]
et Lillicrap [38]), permettant la mesure des deux composantes Ux et Uy
du plan horizontal. Le capteur, décrit figure 5.3., est constitué par un
obstacle cylindrique de petite taille placé au bout d'une tige dont
l'extrémité supérleure est en appui, par l'intermédlaire d'une
articulation à cardans minimisant les frottements, sur quatre lames
flexib les dont deux supportent des j auges dé contrainte. Ce 11 es-ci
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produisent un signal proportionnel à l'effort exercé sur l'obstacle dans

deux d·lrections perpendiculaires. La tige est protégée des mouvements
du fluide par une gaine indépendante rigide de diamètre légérement
supérieur.

L'effort exercé sur un cylindre placé dans un écoulement

transverse est de la forme:
(1) Di = 1/2 P Cd 5 Ul tut
où Cd est le coefficient de tralnée, constant, pour un cyl indre percé

dans la gamme des nombres de Reynolds 500 à 105, 5 la section droite
de l'obstacle, Ul et lUI la composante selon raxe 1 et la norme de la
vltesse moyenne du fluide.

Afin de minimiser les problèmes dus à la génération de
tourbillons en aval de robstacle et de perturber le moins possible les
courants indults, le cylindre utilisé est percé de nombreux trous.
L'utilisation d'un obstacle en plomb, de densité plus importante que le

métal de Wood, stabilise la mesure et annule l'influence de la poussée
d'Archimède qui fait travailler la tige de mesure en flambage. En
contrepartie, le plomb se dissout dans le métal de Wood et doit être
vernis.

La sortie électrique des jauges de contrainte est reliée à un
intégrateur sur 2 rninutes et nous accédons directement aux vitesses
moyennes temporelles du fluide.

Le dispositif d'étalonnage de la sonde de vitesse est constitué par
une cuve tournante contenant de l'eau, produisant un écoulement
stationnaire de vitesse réglable dans la gamme q,l à 1,5 mis. Les
nombres de Reynolds caractéristiques de la sonde lors de l'étalonnage
en eau et de la mesure dans le métal de Wood sont comparables, de
l'ordre de 10.000.

5.2 Réserves

Les mesures présentées plus bas soulèvent un certain nombre de
difficultés de réalisation qui créent une large marge d'incertitude au
moins pour les mesures de·vitesse~

al mesures du champ magnétiaue
La mesure de champ est bien maîtrisée et l'incertitude principale

réside dans la précision de repérage géométrique. Celle-ci se fait
sentir sur trois points:

- les mesures des deux· composantes sont effectuées par rotat ion
manuelle de 90 0 de la sonde, ce qui introduit une incertitude de
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quelques degrés sur le repèrage angulaire,
- la localisation de points de mesure situés à rextrémlté d'une tige de
plusieurs dizaines de centimètres légèrement flexlble n'est pas très
évidente,
- du fait de la présence d'un carter de confinernent de l'eau de
refroldlssement, le repérage des pôles est effectué en alimentant l'une
des phases en courant continu. Cette méthode ne permet pas un
alignement trés précls.

On peut estlmer rlncertltude de posltlon à ±5mm et ±So ce qui,
compte tenu des gradients de champ magnétlques moyens prévalant
dans notre zone de mesure, conduit à une incertitude relative de l'ordre
de ±3%.
b/ mesures de v1tesse

La mesure de vitesse dans un écoulement turbulent de métal
liquide à moyenne température, à l'extrémité d'une tige de 80 cm est
délicate, Par ailleurs, le cholx de la méthode de mesure et des options
de réalisation sont sujets à un certa1n-nombre de réserves.

Les problèmes les plus importants que nous avons rencontrés sont
de nature mécanique:
- Du fait de la légère flexibilité de la tige porte-sonde, la localisation

du point de mesure est peu préclse " Il est notamment dlff1clle de
déterminer la vitesse maximale atteinte dans un certaln plan du
1iquide, les forts gradlents de vitesse ayant tendance à déporter la
sonde, L'lmportance de ce problème s'accroit lorsque ron s'éloigne de la
surface libre pour attelndre des zones où le maintien de la tige est
moins facile à assurer.
- La gamme de mesure est peu étendue, limitée par la butée mécanique
de la tige sur le fourreau de protection.
- On note la présence d'un phénomène d'hystérésis dù aux divers
frottements qui pose de petits problèmes de retour au zéro.

On peut, de plus effectuer les remarques suivantes:
- l'écoulement est affecté d'oscl1latlo-ns de longue durée qui ne sont
pas éliminées par notre intégrat1on, Leur valeur relat1ve peut atteindre
10% de la valeur mesurée,
- la sonde et robstacle modiflent l'écoulement par leur présence, Cette
altération est principalement sensible près de la paroi.
- la trols1ème composante de la vitesse influe sur la valeur de la force
exercée sur l'obstacle. Reprenons la formule (1) pour la composante x
de la force de tralnée :
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Dx = 1/2 P Cdx 5 lJX lUI
La norme de la vitesse IUI2 = Ux2 + Uy2 + Uz2 fait intervenir les trois
composantes de la vitesse dans le calcul de la force exercée dans une
direction sur l'obstacle. Notons que les mesures les moins affectées
par ce problème sont sltuées dans le plan de symétrie du brasseur où la
composante Uz de la vitesse est théoriquement nulle.
_ la tige et le fourreau métalliques sont conducteurs et donc soumis à
des forces électromagnétiques qui créent des oscillations de faible
amplitude.

Il est difficile de déterminer l'incertitude à prendre en compte
pour les mesures de vitesse. Davidson [16] avance le chiffre de 12%. Sa
sonde est cependant bien plu·s courte ( aOmm ) que celle que nous avons
utilisée ( 800mm ) et les incertitudes de repérage positionnel sont
moins cruciales dans son cas. Cette valeur est donc une estimation
plancher de l'incertitude relative existant sur nos mesures de vitesse~

c/transposltion au cas réel
Remarquons de plus que l'expérimentation effectuée pose que·lques

prob lèmes de transpos1t ion en vu,e de l'étude du brassage de l'ac ier en
coulée continue et notamment:
- le métal de Wood ne permet pas de simuler les phénomènes de
so11dlficatlon ( crlstallites en suspension, dendrites à la paroL .. )
- la cuve est parallèlipipèdique, à angles vifs et de hauteur limitée.

5.3 M'esures de champ magnétiaue

La figure 5.4. représente la variation de l'induction magnétique
Boo à vide au centre et sur le plan de symétrie du brasseur en fonction
de l'intensité des courants source. Elle permet de vérifier que la
culasse n'est pas saturée à 250 A, intensité' a laquelle ont &'t6

e/i&ctuées les autres 1718SUreS de champ La saturation est perceptible
aux environs de 300 A qui est lïntensité nominale pour ce type de
brasseurs.

Tous les résultats de mesure sont adimensionnallsés par la valeur
de lïnduction à vide au centre et sur le plan de symétrie de l'inducteur.
Dans notre cas la valeur de Boo est de 353 Gauss. Nous produisons les
résultats suivants:
- figures 5.5. : la carte de l'induction électromagnétique à vide dans la
zone du plan de symétrie du brasseur où sera placé le métal de Wood.
- figure 5.6. : la variation axiale de Ba, induction à vide sur l'axe de
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symétrie du brasseur. La présence d'une virole métallique

ferro-magnétique. soutenant le brasseur, qui introduit des
perturbations dans la répartition du champ magnétique est clairement
visible ici.

Afin de déterminer précisément l'influence de la cuve de

confinement du métal de Wood sur l'atténuation des grandeurs
électromagnétiques, une série de mesures a été effectuée en sa
présence. Nous en retiendrons la valeur du cham·p au centre et sur le
plan de symétrie de l'lnducteur :

Boo (en présence de la cuve) = 309 Gauss

5.4 Mesures de vitesses
Du fait de difficultés expérimentales et de contralntes

extérieures liées à la charge de la plate-forme d'expérimentation, les
mesures présentées icl sont partielles. Elles seront complétées
ultérieurement afin d'assurer le calage du modèle en vue d·e son
utilisation lndustrlelle.

La courbe d'étalonnage présentée figure 5.7. permet de vérifier
que nous nous situons bien dans la gamme de nombres de Reynolds pour
lesquels le coefficient de traînée est constant. Notons une dissymétrie
dans le montage d,es jauges de contrainte qui introduit une réponse
légèrement dlffé·rente pour chacune des composantes de la vitesse.

Les vitesses mesurées sur un profil radial du plan situé 0,2 m
sous la surface l1bre du liquide sont présentées figure 5.8. Elles ont été
effectuées sous une alimentation de 200A à 50Hz. Nous remarquons la
déformation importante du profil de vitesse qui montre que la vitesse
de rotation a'ngulaire est d'autant plus grande que l'on se rapproche du
centre. Deux interprétations sont envisageables.

Ce type de déformation a déjà été observé par Robinson [39] dans
le cas d'un écoulement tournant dans une conduite de section circulaire.
Elle est, dans son cas} indicative de l'amortissement de la turbulence
par la rotation du fluide qui rend quasl-1aminalre l'écoulement au cœur
du liqulde.

Nous développons au chapitre 6. une interprètation différente qui
tient compte de l'influence de la composante axiale de la vitesse sur
les résultats de notre mesure, influence liée au principe même de la
sonde "de trainée".
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6 Comparaisons et résultats

Les modè les présentés lci fournissent des lnformat ions sur les
caractéristiques de fonctionnement des brasseurs électromagnétiques
que nous regrouperons en différentes rubriques pour leur analyse et la
confrontation aux résultats obtenus par d'autres travaux ou par nos
expérimentations:

_ simulation bidimensionnelle et influence du-terme de couplage,
_. simulation tridimensionnelle et influence des recirculations,
~ confrontation des résultats obtenus pour des produits de

différentes sections droites,
_ confrontations expérimentales.

6.1 simulation bidimensionnelle et influence du terme de couplage

al simulation bidimensionnelle
Dans le cas de brasseurs opérant à moyenne fréquence (50Hz), le

paramètre d'écran R~ est bien plus important que le nombre de
Reynolds magnétique Rm, et notre simulation ne prend pas en compte le
couplage complet existant entre les calculs électromagnétiques et
hydrodynamiques.

Nous calculons le potentiel vecteur crée. par les courants
inducteurs (figure 6.1). Les forces électromagnétiques ainsi obtenues
(figure 6.2) sont ensuite injectées dans le calcul hydrodynamique
bidim·ensionnel. Nous représentons figures 6.3, 6.4 et 6.5 les champs de .
vitesse, de presslon et de viscosité turbulente obtenues.

Les intensités turbulentes calculées se situent aux alentours de
15%, ce qui semble très important si l'on se reporte aux
expérimentations de Robinson [39] ou de Davidson qui citent, dans le
cas de billettes axisymétriques des chiffres de l'ordre de 5 voire 2%.
Cette différence peut provenir de la modification de la structure de la
turbulence intervenant dans les écoulements tournants (cf §2.2.4).

Nous avons donc testé, dans le cas bidimensionnel, une expression
du modèle k-E ·utilisée par Spitzer [l2]·tenant compte de l'atténuation
de la turbulence liée à la rotation. Cette nouvelle modélisation est une
simple adaptation aux systèmes de coordonnées cartésiennes de
l'expression, déterminée pour les écoulements tournants dans un
cyl indre, du nombre de Richardson intervenant dans l'équation pour la
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dissipation de la turbulence.
L'effet de cette modification sur la turbulence est indéniable

(voir la figure 6.6. permettant de comparer un profi l de viscosité
turbulente avec et sans cette modlf1.cation ). Cependant, la figure 6.7.
montre que l'influence sur le profil des vitesses atteintes dans le
liquide est relativement faible. Une étude plus complète de la
modélisation de l'atténuation de la turbulence, et notamment dans les
calculs tri.dimensionnels, doit être envisagée en relation avec des
expérimentations poussées. Il est cependant peu probable Que les
valeurs et la répartition de la vitesse du liquide soient grandement
altérées.

b/ influence du terme de couplage
L'outil dont nous disposons nous permet de quantifier l'influence

du terme de couplage UxB dans le cadre de l'hypothèse
bidimensionne11e.

Le problème est traité, comme décrit précédemment, en plusieurs
étapes:
_ nous calculons, le potentiel vecteur crée par les seuls courants
source, ce qui nous permet de déterminer successivement les forces
électromagnétiques ne tenant pas compte du terme de couplage et une
première approximation du champ de vitesse.
_ puis nous résolvons l'équation pour le potentiel vecteur dù au seul
terme de transport (figure 6.8.), ce qui nous permet de corriger
l'expression des forces électromagnétiques (figure 6.9.) et des
vitesses. Nous bouclons si nécéssaire sur cette dernière étape.

La comparaison des figures 6.2. et 6.9. montre que la répartition
des forces volumiques est très affectée, dans le cas des faibles
fréquences de brassage par la présence du terme de. transport. Les
forces électromagnétiques disparaissent quasiment du cœur du liquide
du fait d'un effet Hartmann prononcé. Cet effet Hartmann correspond à
une diminutio·n des courants induits dans la charge par un effet

analogue à l'effet de peau.
La figure 6.10. présente les vitesses maximales atteintes dans

racier pour différentes valeurs (300 et 600 A) de l'intensité et (1 Hz,
5Hz et 50Hz) de la fréquence des sources. Nous notons que les courants
de couplage, même s'ils ne sont jamais prépondérants dans la zone de
fonctionnement des brasseurs électromagnétiques indulsent, à basse
fréquence, dès 5 Hz, une diminution des vltesses maximales atteintes
dans le liquide et donc une certaine perte d'efficacité du brassage.
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t l apparait donc que, hormis lors du brassage en tête de coulée où
la présence de .l'écran conducteur Que constitue la lingotière impose

. l'usage de basses fréquences, le choix, effectué principalement sur des
critères économlques, de l'uti"lisation de la fréquence du réseau pour le
brassage des proejults de petit format, est bien justifié.

6.2 simulation tridimensionnelle et influence des reclrculations

La. simulation tridimensionnelle nous permet de mettre en
évidence, dans le cas des billettes de section ·droite carrée des
recirculat1.on~ verticales dont l'ordre de grandeur est le même que
celui du mouvement prlncipal de rotatlon. Le métal liquide, sOU·S l'effet
du gradient de pression axial, s'éloigne de la zone forcée près des
parois pour y revenir par le centre du domaine.

Ces recirculatlons ont certalnement une influence importante sur
les effets métallurgiques du brassage de l'acier. Leur présence explique
la faible amélioration ·des qualités des produits brassés par des
systèmes de brassage héllcoldaux mis en œuvre, 11 y a quelques années
par différents constructeurs. (Les brasseurs héllco'fd'aux, combinaison
de brasseur rotatifs et l1néalres qui étalent conçus pour animer le
fluide de mouvements verticaux étalent censés assurer un brassage
plus efficace que les simples brasseurs rot.atifs. Le principe fût en faIt
rapidement abandonné.)

La figure 6.11. présente un profil d'atténuation axiale des valeurs
maximales dans un plan (xOy) des composantes Ux et Uz de la vitesse
adimensionna11sée parJ( On note que, dès la sortie de la zone forcée,
les deux composantes évoluent dans la même gamme de valeurs.

La valeur maximale de la composante axiale est} de plus, atteinte
au centre du prod·uit, zone où les deux autres composantes sont
minimales, comme lndlqué sur la figure 6.12. qui présente des prof1ls
des composantes Ux et Uz à différentes hauteurs dans le puits de
coulée. On note par ailleurs, sur cette figure, que la vitesse de rotation
Ux/x du cœur liquide décroit régulièrement depuis le plan de symétrie
du brasseur jusqu'au fond de puits.
b/ comparaison des calculs bi et tridimensionnels

La figure 6.13. présente les d1fférences obtenues sur un profil de
vitesse du plan de symétrie du brasseur se·lon que nous effectuons un
calcul hydrodynamique bl ou tridimensionnel. Nous notons une
différence supérieure à 10% entre les deux graphes, la valeur obtenue
dans l'hypothèse du brasseur infini étant naturellement la plus élevée.
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cl influence de la rugosité des parois
La rugosité intervient dan~ le calc·ul hydrodynamique par le biais

d'une modification du coefficient Ct de la loi logarithmique qui
gouverne la variat ion de vitesse au voisinage de la paroi.

Nous avons mené, dans les cas bi et tridimensionnels, deux calculs
correspondant aux cas d'un domaine délimité par des parois lisses ou
rugueuses, la hauteur de rugosité étant de l'ordre de O,8mm, ce qui
constltue une borne supérieure de la hauteur des dendrites rencontrées
dans l'acier en cours de solidification. Le coefficient Ct vaut alors 1.

Ces calculs montrent, tant dans rhypothèse d'un espace d'étude à
deux (flgure 6.14.) Qu'à trois dimensions (figure 6.15.), une influence
faible de la rugosité des parols sur valeurs des vitesses atteintes dans
le liquide.

On note cependant, dans le cas tridimensionnel que, s1 la valeur
maximale de la vitesse de rotation décrolt alors que la rugoslté
augmente, 11 n'en est pas de même pour la composante axiale de la
vitesse.
dl lnfluence de la troncature du Duits l iqulde

Nous avons effectué, pour étudier l'influence de la troncature du
pults de liquide sur l'écoulement, une série de Quatre calculs
tridimensionnels dans lesquels la hauteur du domaine d'étude était 2,5,
5, 10 et 20 hauteurs d'action du brasseur.

Les figures 6.16. et 6.17. représentent la variation aXIale des
valeurs maximales dans un plan, des composantes Ux et Uz de la
vitesse. Il est visible sur ces diagrammes que la troncature intervient
seulement quand elle est très importante et que l'écoulement se
développe peu au delà de cinq hauteurs de brasseur.

6.3 comparaison des écoulements obtenus pour des billettes de différentes
sectlons droites

Nous pouvons maintenant, sur la base de comparaisons avec les
travaux de Davidson et Schwerdtfegger et coll., étudier les différences
existant entre les écoulements obtenus dans un produit cylindrique ou
parrallépipédique.

Nous notons la convergence des résultats obtenus sur les points
suivants:
- la structure de l'écoulement est semblable : présence, outre le
mouvement rotation principal, de recirculations axiales (le métal
liquide s'éloignant de la zone de brassage forcé à proxlmité des parois
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et dans les coins pour y revenir par le centre du produit ).

- les recirculatlons axiales ont le même ordre de grandeur que le
mouvement de rotation principal [16],
_ la valeur maximale de la vitesse de recirculatlon est atteinte au
centre du produit et à la limite entre la zone forcée et la zone
d'amort1ssement de la rotatlon [16).

Cependant, en ce qui concerne les points suivants, les
caractéristiques de l'écoulement sont semble-t-il notablement
différentes:
- 1'1ntenslté de la turbulence est largement plus forte dans notre cas,
De plus,l'atténuati·on de la turbulence due à la rotation n'apparait pas
comme un facteur prépondérant (12) et la vitesse de rotation est
constante dans tout le cœur du prodult, dans un plan (xOy).
- la vltesse de rotation du cœur liquide décroit régulièrement depuis le
plan de symétrie du brasseur jusqu'au fond de puits [16].
- le mouvement ne semble pas se propager axialement au delà de 5 fois
la hauteur du brasseur, ce qui est largement inférieur aux résultats de
Davidson,
- la rugosité des parois a une influence faible sur l'allure des profils
de vitesse et la valeur de la vitesse maximale (16].

6,4 confrontation expérlmentale

Nous avons stmulé à l'aide de notre modèle le dispositif
expérimental décrit au chapitre 5, Les conditions du calcul numérique
sont les suivantes:
- tntensité des sources 200A, fréquence 50Hz,
- atténuation axiale des forces en gaussienne, leur valeur est divisée
par trois en sortie de brasseur,

Les annexes 3 et 4 précisent les conditions générales de nos
calculs numériques ainsi que les valeurs des propriétés physiques
utilisées. Nous abordons maintenant la confrontation des résultats
numériques et expérimentaux dans les domaines de
l'électromagnétisme et de l'hydrodynamique.

6.4,1 mesures de l'induction magnétiaue
La comparaison des résultats numériques et des résultats

expérimentaux a été faite à deux niveaux:
- sur la valeur de référence Boo au centre et sur le plan de symétrie de
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l'inducteur:

Boo(mesuré) = 353 Gauss
Boo(calculé) = 405 Gauss

_ et sur des profils radiaux pris dans la zone centrale de l'entrefer où
sera placé le métal de Wood, repérés sur la figure 6.18. Ces profils font
l'objet des figures 6.19. et 6.20.

Nous constatons un écart maximal de 15% sur les valeurs
efficaces du champ magnétique. Ces valeurs pourront être améliorées
ultérieurement, si nécessaire, par une modélisation plus précise de la
géométrie de l'inducteur. Il faut cependant noter que le champ
magnétique est obtenu numériquement par dérivation du potentiel
vecteur et qU'une perte de précision importante est inéluctable du fait
de l'utilisation de polynômes du deuxième degré.

6.4.2 mesures de vitesse
Les résultats bruts de la comparaison entre les valeurs des

vitesses obtenues expérimentalement et par le calcul sur un même
profi 1 sont présentés flgure 6.21. On remarque un écart important qui
se fait sentir sur deux points:
- les valeurs maximales présentent 20% de différence,
- on note, de plus, la dissemblance d'allure des profils.

Du fait des importantes incertitudes pesant sur les mesure de·
vitesse, il est, a priori, difficile de déterminer si cet écart doit être
imputé à des problèmes de modélisation ou aux difficultés de mesure.

Trois hypothèses, présentées ci-dessous, viennent cependant ~

resprit:

- l'a 11 ure des vari at1ons ax1a1es des forces de Laplace inj ectées dans le
calcul hydrodynamique est l'une des inconnues majeures du modèle,
- lescaractéristlques physiques du métal de Wood sont mal connues,
- la mesure des composantes Ux et Uv de la vitesse fait intervenir les
trois composantes èt notamment la composante axiale UZe

Notons de plus que la discrétisation tridimensionnelle est
nécessairement 1imitée. La valeur obtenue par le calcul est donc, si
l',on se refère à une étude effectuée sur un domaine bidimensionnel
présentée en annexe A.2., plus faible que la valeur qui serait obtenue
avec un maillage raffiné.
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al influence de l'allure de la variation axiale des forces
Nous avons testé (figure 6.22.) trois lois différentes de variation

axiale des forces électromagnétiques. Toutes trois sont des
gaussiennes, pour lesquelles la valeur de la force sur le plan de
symétrie est divisée par deux, trois ou quatre à la sortie du brasseur.
L'écart entre les valeurs maximales obtenues est de l'ordre de 35%.
Cette allure de ·variation est donc un paramètre important de règlage du
modèle.
b/ influence des caractéristiques physiques du métal de Wood

Nous avons uti 1isé (cf annexe 3) les données extraites de [191 Une
large marge d'incertitude sur les caractéristiques physiques du métal
de Wood, alliage de composition variable, doit cependant être adoptée.
Lavers (401, qui s'intéresse au brassage en lingotières note que, les
forces électromagnétiques étant proportionnelles à la conductivité du
métal, la connalssance de ce paramètre joue un rôle important sur les
valeurs obtenues et, dans le cas de l'acier explore un domaine de
conductivité variant de ±25%.
cl lnfluenc.e de la trolsiéme comoosante sur la mesure

La sonde est étalonnée dans un écoulement plan à une seule
composante. Soit De la force mesurée lors de l'étalonnage en eau, il
vient:

De = 1/2 Pa Cd S UxelU·1

où Pe est la masse volumique de l'eau. La norme de la vitesse a la
valeur IUI2 = Uxe2

Lors de la mesure, l'écoulement de métal de Wood est
tridimensionnel et la composante axiale prend localement, au centre de
la billette, des valeurs plus importantes que la composante Ux que nous
souhaltons mesurer (voir les résultats de calcul présentés figure
6.23,). Nous supposerons que la composante Uy est nulle, ce qui est
théoriquement le cas sur notïe profil, et que le coefficient de trainée
reste inchangé. La force mesurée est alors:

Dxm = 112 Pw Cd 5 Uxm lUI

où Pw est la masse volumique du métal de Wood. La norme de la vitesse
est alors IUI2 = Uxm2 + Uzm2 . Egalons ces deux expressions. Il vient:

P U 2 = P U (U 2 + U 2) 1/2e xe w xm xm zm
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Le calcul nous permet de connaitre le rapport (Uz/Ux)c et donc
d1avoir une idée de la correct ion à apporter au moyen de la formule
suivante:

( 1 + "( U / U )2 ) 1/4z x c
La figure 6.24. montre le résultat de la correction. Celle-ci est

d'autant plus lmportante que l'on est proche du ce"ntre du produit où la
composante axiale est prépondérante. Le profil corrigé est beaucoup
moins convexe que le profi l mesuré et se rapproche du profi 1obtenu par
le calcul.
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7 Faisabi 1jté d1une étude magnétody,namique trldlmensionnel1e

7.1 intérêt de la "tridimensionnalisationlt du modèle rnagnétodynamique

, Le calcul électromagnétique tridimensionnel se heurte à une
difficulté majeure dans ses applications à vocation industrielle: le
domaine d'étude est géométr1quement très complexe du fait de la
présence de bobines, d'encoches... et, pour rendre correctement compte
de la réalité,- 11 est nécessaire de recourir à des maillages fins qui
imposent, quand ils sont humainement réal isables, la consommation
d'espaces mémoire et de temps de calcul importants.

Le calcul bidimensionnel est cependant insuffisant car il ne
permet pas de décrire le très faible allongement des inducteurs ( à
peine supérieur à 1 ) et donc l'atténua~ion axlale des grandeurs
calculées.

La Iftridimenslonnalisation" du calcul magnétodynamique est une
solution permettant d'all1er des temps de calcul et des difficultés de
modélisation raisonna·bles à une représentation réaliste de la physique
des phénomènes.

La démarche envisagée est la suivante. Nous effectuons deux
calculs successifs. L'un en coordonnées cartésiennes dans le plan <xOy)
selon la procédure décrite en 2.1.3 nous donne l'allure des forces
électromagnétiques dans ce plan. L'autre, effectué dans un plan (r,z) en
coordonnées polaires, en supposant que le problème traité est
axisymétrlque, assure le calage du modèle par la détermination d'un
coefficient d'atténuation lié au falble allongement de l'inducteur et
nous donne une idée de la variation axiale des forces
é lectromagnét1ques.

Cette méthode ne permet, bien entendu, pas de calculer en toute
ri gueur les composantes ax1ales des grandeurs é1ectromagnét iques
dans le cas de la billette de section droite carrée. Elle peut néammoins
slavérer très interessante puisqu'un calcul "trldlmensionnalisé"
pourrait alors être entièrement prédictif. De plus, nous ne disposons
expérimentalement que de la courbe de variation axiale de l'induction
magnétique à· vide, qui peut être notablement différente de celle des
forces électromagnétique.s dans le liquide, qui nous intéresse.

7.2 la formulation en potentiel vecteur appliquée au cas d'une billette
axisymétrigue
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La billette pouvant toujours être ralsonnablement supposée
infiniment haute, nous considérons que sa section est circulaire et
nous nous plaçons dans un système de coordonnées polaires (r,9}z) de
base ( ur) ua} Uz ) comme indiqué sur la figure 7.1.

7.2.1 modèle de courants inducteurs
L'inducteur, de hauteur finie, est représenté sur la figure 7.2. La

modéli sat ion des courants comporte deux parti es. Dans un prem ier
temps, nous décomposons en séries de Fourier la répartition des
Ampéres/tours autour de l'inducteur, ce qui nous permet de déterminer
la nappe de courants équivalente aux courants source. Puis, nous
modéllsons les têtes de boblnes en déterminant une variation axiale
des courants inducteurs compatible avec les 101s de la physique.

al décomposition en séries de Fourier
Nous assimilons la répartition des courants source triphasés

autour de l'inducteur à une superposition de nappes variant
sinusoïdalement et correspondant à chacun des premiers harmoniques
de la décomposition en séries de Fourier de ces courants.

Chacun de ces harmonlques présente alors une double périodicité
temporelle et angulaire:

Jn(r 1 8,z) = Jn(r,z). cos ( (Nt - npS )

avec n l'ordre de l'harmonique et p le nombre de paires de poles,
généralement égal à 1 dans le cas des brasseurs rotatifs.

Dans cas de nos brasseurs, la décomposition angulaire en séries
de Fourier montre que les premiers harmoniques ont tous une
importance comparable à celle du fondamental.

Les calculs que nous produisons et les analyses présentées
ci-dessous ont cependant été effectués en ne tenant compte que du
fondamental de cette décomposition. t1 faudralt donc 1 par la suite, en
utilisant l'hypothèse de linéarité, superposer les résultats obtenus par
des calculs successifs effectués pour chacune des premières
harmoniques afin dtobtenir une répartition correcte du potentiel

vecteur.

b/ modèlisation des têtes de bobines
Le but de la modélisation des têtes de bobines n'est pas tant de

simuler de manière trés précise la répartition et la courbure des
courants dans les têtes de bobines que de déterminer une loi de
variation axiale des courants compatible avec les deux conditions
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physiques suivantes:
- la loi de conservatio.n du courant divJ = 0

. - le fait que la composante normale J n des courants est nl)lle à la
surface des conducteurs.

~Jous slmplifions le modèle en faisant l'hypothèse supplémentaire)
assez réaliste dans le cas des brasseurs rotatifs indu·striels) que les
bobines sont rebouclées ortho-radialement. De plus,. les conducteurs
étant rnultifi laires, nous considèrons Que les courants ne varient pas
radialement. Ces hypothèses sont exprimées par l'équ.atlon suivante:

J = Je(Z) cos(~t - pe) ue + Jz(z) cos(~t - pe) Uz

Le domaine où se développent les courants est divisée en deux
zones distinctes ( cf figure 7.2. ) :

- la zone (1) simule les conducteurs. Les courants y ont une seule
composante Jz ne dépendant pas de z :

Jz = Jo cos( ~ t - Pe)
- la zone (2) simule les têtes de bobines. Nous choisissons dans cette
zone une répartition de la composante axiale des courants telle que:

en z =he Jz =Jo cos( V-) t - pe) afin d'assurer laconservat ion
du courant,

en z = hb Jz = 0 afîn que la composante normale y soit nulle.

Une répartition cosinuso'fdale permet, par exemple, de vérifier ces
deux conditions:

Jz = Jo cos( V) t - pe) cos ex,

où ex, est l'angle tel que slnœ =(z - hc)/(hb - hc)
La conservation des courants implique alors que:

Je ::: Jo rlp sin(V)t - pe) aCOS CG/az
soit, en notation complexe :

Jz= me (.jo cos Ct el(~t-pe+~»)

Je = me (Jo r/p acos CG/az ei (CAlt - pa -TT /2+ <p) )

Nous vérifions alors, au moyen d'un modèle simple nos deux contraintes
physiques.

7.2.2 formulation en potentiel vecteur
Du fait de la 101 de variation des courants sources, le potentiel

vecteur complexe, ainsi que toutes les grandeurs électromagnétiques,
présente une double périodicité temporelle et angulaire:

A = me (A el (c,vt - pa + ~) )

Reprenons l'équation (8) du chapitre 2 dérivée des équations de
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jvlaxweli, qui conditionne la répartition du potentiel vecteur. Nous
négligeons ici le terme de couplage UxB qui ne peut avoir qU'une
influence du c1euxième ordre dans l'expression des courants induits et
nous sommes amenés à résoudre réquatlon sulvante :
( 1) " rot(rot A) + j ~CA = J s
à laquelle on adjoint la jauge de Coulomb afin d'assurer runlclté du
potentiel vecteur:

div A = °
Le potentiel vecteur a lci trois composantes Ar, AS et Az.

7.3. "tridimensionnal1sationlt des forces électromagnétiaues

L'un des aspects les plus prometteurs de la modélisation proposée
ici réside dans le fa1t qu'elle permet d'accéder, par le blals du calcul
axisymétrique, à la 10"1 de variation longitudinale des forces.

Nous pouvons alors détermlner les forces électromagnétiques
dans l'espace tridimensionnel sur lequel nous résolvons les équations
de Navier-Stokes à raide de l'expression suivante:

Fa(O,O,Z)
F(x,y,z) = Foo(x,y) _

F00(0,0)

où Fa est la valeur de la force sur l'axe, obtenue à raide du calcul
uti.lisant l'hypothèse d'axlsymétrie et F00 la valeur sur le plan de
symétrie, d"éterminée par le calcul bidimensionnel cartésien.

7.4 formulatlon de la discrétisation en éléments finis

Nous négligeons ici le terme de transport dans les courants
induits. L'équation à résoudre conduit à un système linéaire symètrique
et 11 est alors possible de déterminer une fonctionnelle dont la
minimisation est équivalente à la résolution sur le domaine (2) étudié
de l'équation ( 1) obtenue en 7.2.

On utilise habituellement (Rafinejad (41J), dans les systèmes
magnétodynamiques bldlmenslonnels, la fonctionnelle de co-énergie
suivante:

F1 = 1J( '1)/2 ( rot A)2 + (1/2 A.oA/ot - A.Js ) ds
- J(AtxHt)·n dl - J '1) An div A dl

qui, du falt que la divergence du potentiel vecteur est nulle, puisque
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celui-ci a une seule composante Az qui ne varie pas selon cette
direction} suffit à assurer l'unicité de la solutlon.

Dans un cas tridimensionnel,. cette condition n'est plus
automat iquement respectée. Considèrons alors la fonet ionne lle
suivante:

F2 = II l v/2 ( div A )2 dv
où " est une grandeur déterminée empiriquement ayant la di·mension
d'une reluctlvité et jouant le rôle d'un coefficient de pondération. La
minimisation de cette fonctionnelle impose; sur le domaine, la nullité
de la dlvergence du potentiel vecteur et donc son unicité. Nous
résoudrons simultanément, comme le fait Coulomb [42] dans le cas
magnétostatlqu'e, les deux problèmes variationnels en sommant les
fonctionnelles F1 étend·ue à un domaine volumique et F2 et en
minimisant donc par une méthode de pénalisation:

<1 = III (v/2 (rot A)2 + (1/2 A.èJAlèJt - A.Js + v/2 ( div A)2) dv

- 1l (AtxHt)·n ds ..., 11v An div A ds

La flgure 7.3. représente notre domaine d'étude. Il possède une
symétrie de révolution autour de l'axe commun au brasseur et au
produit coulé et un plan de symétrie à mi-hauteur du brasseur, puisque
nous négligeons la vitesse de tirage de la blllette. Il est do·ncborné par
les conditions a·ux limites naturelles:

At = 0 ou Ht =0, et div A =0
et nous ignorerons, dans la suite de l'exposé, les intégrales de surface
représentant les échanges d'énergie avec rextérleur qui sont nuls. Nous
serons donc amenés à minimiser la fonctionnelle:

1II {v /2 ( rot A)2 + (1 /2 A.èJAIèJt - A.Js + V /2 ( div A )2 } rdrdSdz

Nous connalssons de plus la loi de variation orthoradiale des trois
composantes du potentiel vecteur complexe:
(2) A = ?]te (IA(r,z)1 el (cvt - pe + ~) )

Nous pouvons donc dégénérer notre domaine d'étude à une tranche à e
fixé, par exemple à zéro, dans un espace bidimensionnel (r,z) et
chercher la répartition A(r,z)' du potentiel vecteur qui minimise la
fonctionnelle:

II {v/2 (rot A)2 + (1/2 A.aA/èJt - A.Js + v/2 (div A)2} rdrdz
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En effectua-nt la minimisation par rapport à chacune des valeurs

nodales des composantes Ar, Ae et Az' nous sommes, en définitive,
anlenés à résoudre le système d'équations suivant:

" ocx. j ocx. j oAr p P oAe
+ - - A +" - - + J' " - ~ , AS + J' " - ~ , -r - J J

r or ôr or r2 r or

P P ocx. j ocx. j oAz " oAz
- j ,,- cx.jAe- j ,,--Ae-"-- + - (X,j-

r2 r or az àr r az

ocx,j oAz
+ " - - + j ~ 0' Ct j Ar - Ct j J r ) r dr dz

ôr az

a~ rI P P oa, j P
- = . (J'" - Ct·A +J'\) --- A - J'" - (X,'A... Jr r - Jr
oAej r2 r or r2

P oAr ocx. j oAe" Ct j oAe
- J'" - ~'- +"-- + - ex, 'Ae +" - --- J - J

r or oZ az r2 r or

" oCt j oCt j oAe p2

+ --- Ae + ,,- - -\) - cx.jAe + j~O' Ct jAe
r or or or r2

. P aa j p aAz
+j v - -- Az- j \) - -- - Ct j Je ) r dr dz

r az r az
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a~ J-J oCt Jo.Ar v oa. j oa j ôAr P dAe
- = (-\1--+- --A +v--+J" \1-Ct~-r - J

aAZJ or az r oZ az or r oZ

p oCt j p2 oCt jOAZ oCt j àAz
-J' "'---AS - 'J·-rx·A +"V--+v--- J Z -

~

r az r~ or ôr oZ oZ

+ JV) (j Ct JAZ - Ct j Jz ) r dr dz

dans lequel toutes les dérivées angulaires ont été exprimées, d'après
(2) par àA/àe =- jp A et oCt j/oe =- jp Ct j

7.5. problèmes numériques rencontrés

al choix de la reluctivlté "
Le choix de la reluctivité " est falt sur des critères numériques.

Sa valeur conditionne la nullité de la divergence du potentiel vecteur et
constitue donc un des paramètres fondamentaux de la méthode. Coulomb
["-12] propose diverses possibilités que nous avons testées et qui} dans
notre cas linéaire et isotrope se résument à :

(i) v;: 0

(ii) \)="0

(iii) " = "

nous lul avons adjoint de plus
(1iii) " = K" où K est un paramétre empirique

La première n1assure pas l'unicité du potentiel vecteur et la deuxième
occasionne une perte de précision importante dans la zone de la culasse
magnétique. Dans la derniére, le paramètre K est choisi en fonction de
l'alternative suivante: une forte valeur de K donne un poids excessif à
l'annulation de la divergence du potentiel vecteur par rapport à la
résolution du problème physique et une faible valeur nous ramène aux
difficultés précédentes.

C'est donc la solution "V = v qui semble la plus adaptée à ia
résolution de notre problème.

bl choix de la méthode de résolution du système linéaire
Les termes affectés du coefficient \) sont des termes non

diagonaux dela matrice du système linéaire à résoudre. Les essais que
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nous avons mené nous ont conduit a tester des valeurs importantes de
ce coefficlent, ce qui rend la diagonale du système non-dominante. Les
métrlodes de résolution itératives du type Le.C.B.G. deviennent alors
inopérantes. ~lous avons donc, dans ces cas de figure, utilisé une
méthode d'élimination de Gauss adaptée au cas des systèmes
symétriques qui) bien que plus onéreuse, permet de traiter le prob lème.

.1l.:r \) a.1l.:e '\} o~ j
+ j~<1Ct'-+jp-Ct' -jp--.1l.:eJ 2 3 J 3r r or r or

cl changement. de variable
Coulomb [42] effectue le· changement de variable du potentiel

vecteur A (Ar,AS,Az) en.1l.: (rAr,rA\e,Az), qui permet d'obtenlr, en
coordonnées polaires, une formulation complètement analogue à la
formulation obtenue en coordonnées cartésiennes au prix d'une
pré-multiplication et d'une post-multiplication par une matrice de
changement de variable. Le système à résoudre est alors le suivant:

0," _ ff \) °~ j o.1l.:r
-- (----
o:Jl:r j r2 oZ oZ

p2 \) O~j o.1l.:r
,,- ~j:Jl:r + - - -

r4 r2 ar or

\) o~ j0:Jl:z \) à~ j à.1l.:z ~ j
- --.--- + - ---- - -Jr ) r dr dz

r oZ or r ar oZ r

\) o~ j o3l:e p2 ~ j.1l.:e
+ - -- -- - \> - 0:, l:Jl:e + j~<1

r2 or ar r4 ~ r2

\) Ô~j \) o:Jl:z· ~j ,
+JP ---:Jl:z - JP - ai - - -·Je ) r dr dz

~ ~ ~r4. az rL. az r
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aGJt JJ. v (} Ct j (}.1tr v (} Ct j (}.1tr , p à:f\:e
-= (------+-----. +J"--=Ctj-
à:f\:z j r ar az r az ar rL oZ

p ôCt j p2 ôCt j ô:f\:z ôCt j à:f\:z
- J' \} - --:f\:e - ,,- ex,.:f\: +v-- +" - -J Z -

r2 az r2 or or oZ az

Les effets de ce changement de variable se font principalement
sentir sur les points SUlvants :
_ élimination des termes faisant intervenir le produit du rayon par une
composante du potentiel vecteur, ce qui simplifie considérablement la
discrétisation du problème,
_ meilleur conditionnement de la matrice du système linéaire à
résoudre,
_ expression plus rigoureuse des conditions aux limites pour la
divergence du potent1el vecteur.

Cependant, il fait intervenir, dans la matrice, des termes
contenant l'inverse de la puissance quatrième du rayon vecteur et il
accentue les problèmes numériques les plus importants qui sont dus au
fait qu'à proximité de l'axe de symétrie, la divergence du potentiel
vecteur ne s'annule pas parfaitement.

7.6. premiers résultats du modèle

Le modèle présenté ci-dessus a été utilisé pour le traitement d'un
essai à vide et d'un essai en présence de la billette. Les mellleurs
résultats ont été obtenus, pour les raisons énoncées précédemment,
dans le cas dans lequel la charge est présente. Une répartition,
classiquement obtenue lors des essais à vide, de la composante Az du
potentiel vecteur est présentée figure 7.4.

Les figures 7.5. et 7.6. montrent l'allure des variations axiales de
l'induction magnétique, à vide et en présence de la charge au niveau de
l'interface liquide-solide, et la figure 7.7. celle des forces
électromagnétiques au même endroit ( ie la valeur rnaximale des forces
dans le liquide ). Nous présentons par ailleurs les isovaleurs des
composantes Ar et AS du potent iel vecteur lors d'un essai en charge
(figures 7.a.et 7.9. ).
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7.7. conclusions

~~ous avons présenté lei l'analyse sur le plan physique et
numerlque, alnSl que les premiers résultats obtenus, d/un modèle
magnétodynamique axisymétrique adapté au brassage
électromagnétique de l'acier en coulée continue.

Ce modèle constltue un complément intéressant à notre analyse
magnétodynamique bidimensionnelle. Il permet en effet d'obtenir la loi
de variation ax1ale des forces électromagnétiques en vue de leur
injection dans le calcul magnétodynamique, loi à laquelle nous ne
pouvons, à rheure actuelle, pas accéder expérimentalement. Il rendra
de plus, à terme, notre modèle de brassa'ge totalement prédictif.

Cependant, nous nous sommes heurtés à de sérieux problèmes de
modélisation et à des difficultés d'ordre numérique dont certains ne
sont pas encore résolus. Citons notamment:

- le choix de la formulation et des conditions aux limites,
- le choix de la méthode de résolution du système linéaire,
- les difficultés rencontrées lors des essais à vide pour annuler la

divergence du potentiel vecteur,
- la détermination de la péna.l1té 'J la plus adaptée...

N'oublions pas, de plus, que du fait de la géométrie particulière des
inducteurs utilisés, et sous réserve de la linéarité des phénomènes, une
analyse-décomposition en séries de Fourier des courants inducteurs
suivie d'une superposltion-recomposition des potentiels vecteurs
obtenus s'impose.

Les bases ayant été posées, l'approfondissement de ce modèle est
l'un des axes de la recherche à venir. Il sera notamment nécessaire de
le confronter à des résultats expérimentaux et à d'autres simulations.
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8. conclusion

La simulation numérique du brassage électromagnétique de l'acier
implique la résolution, sur deux domaines d'étude distincts, des
équations aux dérivées partielles de l'électromagnétisme et de
l'hydrodynamique.

~Jous nous sommes intéressé plus spécialement au cas du brassage
secondaire rotatif de billettes de section carrée.

Notre double objectif était de fourn-lr au concepteur de brasseurs
un outil informatique fiable, adaptable au bureau d'étude, tout en
conservant une large ouverture vers la recherche et l'adaptation de
nouveaux modèles.

Le travail a. comporté deux volets. Dans un premier temps, un
modèle bidimensionnel couplé nous a permis d'étudier l'influence des
courants de couplage O'UxB intervenant dans le calcul des grandeurs
électromagnétiques du fait de la convection des lignes de champ par le
mouvement du fluide conducteur. Une bonne estimation de la valeur du
mouvement de rotation principal a été obtenue par cette simulation qui
a montré par ailleurs que, pour -les très faibles fréquences
d'allmentation, l'action de ces courants, bien que du second ordre,
diminue l'efficacité du brasseur.

Les recirculations axiales ne peuvent évidemment pas être
décrltes dans le cadre d'une approx1-mation bidimensionnelle et nous
nous sommes ensuite intéressé à un modéle h-ydrodynamique
tridimensionnel dans lequel la variation axiale des forces
électromagnétiques est décrite analytiquement. Ce modèle nous a
permis de déterminer les principales caractéristiques de l'écoulement,
peu étudié jusqu'alors, qui se développe dans les produits de section
carrée.

Nous avons comparé nos résultats avec les travaux de Davidson et
Scvhwerdtfegger et coll. qui ont étudié le brassage des billettes de
section droite circulaire en utilisant, du fait de l'axlsymétrie de leur
domaine d'étude} une modélisation électromag-nétique analytique. Cette
comparaison met en évidence certaines dlfférences) notam-ment en ce
qui concerne l'extension axlale du mouvement et l'atténuation de la
turbulence 1jée à la rotation du fluide.

Une série de mesures effectuées sur un brasseur industriel dans
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lequel l'acier liquide est simulé par du métal de Wood, alliage à bas
point de fusion, a été entreprise. Ces mesures sont malheureusement
lncomplètes et devront être poursuivies et .affinées en vue de la

validation et du calage des modèles. Les premiers résultats obtenus
révèlent un écart entre les valeurs mesurées et les valeurs calculé.es,
écart qui peut être expliqué notamment par d'importantes lncertitudes
liées au principe et à la réalisation de la mesure, et, coté modèle, par
la méconnaissance de la loi de variation axiale des forces
électromagnétiques. Il apparait cependant, au vu de ces premiers
résultats, que l'ut1lisation d'un modèle de turbulence simple de type
k-E est justifiée ici.

Afin de mieux cerner le problème de la détermination de la
variation axiale des forces, nous avons entrepris l'étude de t'aisabilité
dtun calcul électromagnétlque Utridlmensionnallsé". Celui-ci
comprendrait deux aspects. Un calcul bldimenslonneleffectué sur une
coupe en plan, sulvi d'un calcul considérant que le produit coulé
possède un axe de symétrie, nous permettrait d'accéder à la loi de
varlatlon axiale des grandeurs électromagnétiques. Nous avons
présenté lei les premiers résultats de cette étude.

La famille de modèles ainsi réalisés permet donc d'envisager la
simulation numérique prédlctive du comportement des brasseurs
rotatlt's. Elle est aussi largement ouverte, de par la conception
interactive et évolutive des logiciels utilisés, vers l'étude d'autres
types de brasseurs (brassage en 11ngotière, brasseurs pour les produits
plats, nouveaux brasseurs en cours de développement... ) et fournit donc
un ensemb le d'out ils numériques directement ut il isables par le
concepteur.

Cet ensemble de logiciels constitue, de plus, une base de départ
solide pour une étape ultérieure de modèlisatlon qui ferait intervenir
les aspects métallurgiques et thermiques que nous àvons négligé
jusqu'à présent, malgré leur importance fondamentale pour la
c~mpréhension des effets du brassage électromagnétique sur les
qual ités des produ1ts coulés.
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Annexe 1 : notat ions

Dans tout l'e·xposé, les grandeurs vectorielles sont notées en
caractères gras, leur norme est indiquée par IXI. Nous utilisons les
repères de coordonnées cartésiennes et pola·ires· dans lesquels les
premières, deuxièmes et troisièmes composantes des vecteurs sont
indicées respectivement x, Y,z et r,S,z.

La partie réelle d1un nombre complexe est notée me et son
~ .

conjugué ". La moyenne temporelle d1une grandeur x est notée x
Nous avons employé les notations classiques dans les domaines de

l'électromagnétisme et de la mécanique des fluides et un certain
nombre de symboles peuvent donc avoir deux significations. Le contexte
lève l'ambiguité.

Nous reprenons ci-après la nomenclature générale des notations
utilisées:
A potentiel vecteur
As potentiel vecteur crée par les courants source
Ac potentiel vecteur du aux courants de couplage
B induct ion électromagnét lque
Bo induction électromagnétique sur raxe du brasseur
Boo lnduction électromagnétique sur l'axe et le plan de symétrie du
brasseur
b induction é lectromagnét lque adirnenslonna li sée
Cd coefficient de trainée
D déplacement électromagnétique
o force de tralnée
D coefficient de diffusion
dl élément différentiel linélque
ds élément différentiel surfacique
dv élément différentiel volumique
E champ électrique
e tenseur des déformations
F force électromagnétique de Laplace·

F00 force électromagnétique de Laplace calculée dans l'hypothèse 20
H champ électromagnétique
J densité de courant électrique
k énergie cinétique de la turbulence
ks hauteur de rugosité équivalente
L échelle de longueur représentative du domaine d1étude (demi-coté
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du carré)
l'échelle de longueur caractéristique des tourbillons énergétiques
Lf hauteur d'action du brasseur
M nombre de Hartrnann
N paramètre d'interaction
n vecteur normal, indice dos composantes normales
P pression ou valeur moyenne temporelle de la pression
Pe nombre de Péclet
fP terme de production de turbulence
Pk nombre de Prandtl pour l'énergie cinétique de la turbulence
Pe nombre de Prandtl pour le taux de dissipation de la turbulence
p fluctuation de pression autour de la moyenne temporelle
R échelle de longueur représentative du domaine d'étude en

coordonnées polaires (rayon de la billette),
Re nombre de Reynolds
Ret nombre de Reyno lds turbulent
Rf nombre de Richardson
Rm nombre de Reynolds magnétique
R~ paramétre d'écran
5 paramétre dïnteraction du champ magnétique sur la turbulence
t temps
U vitesse du fluide ou valeur moyenne temporelle dela vitesse
U échelle caractéristique des vitesses
U* vitesse de frottement
u vitesse d·u fluide adimenslonnalisée
u fluctuation de vitesse autour de la moyenne temporelle
ul échelle de vitesse caractéristique des tourbillons énergétiques
.11 échelle des vitesses définie par Davidson [16]

Ct coefficient de la loi de paroi
Cti polynomes d'interpolation
~i polynomes de projection
00 épaisseur de la sous-couche visqueuse
y cisaillement
E taux de dissipation de la turbulence
e permitivité d'un diélectrique
(~ déphasage
<p potentiel scalaire
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n échelle de Kolmogorov
lJ. viscosité dynamique
l.l perméabilité magnétique
lJ.t viscosité dynamique turbulente
" susceptibilité magnétique
"0 susceptibilité magnétique du vide
'J 5l sceptibi lité magnétique pour assurer divA = 0

" viscosité cinématique
"t viscosité cinématique turbulente
(,.) pulsation des courants source
p résistivité
p masse volumique
a conductivité
C1 tenseur des contralntes
ta temps caractéristique de l'amortissement par effet Joule
1:f temps caractéristique de révolution des sources
t r te.mps de retournement des tourbi 11 ons énergét iques
1:0 frottement pariétal

Nombres adimensionnels

M nombre de Hartmann
BR (c / p " )1/2

N paramétre d'interaction
(jB2/p~

Pe nombre de Péclet
ULix/D

Re nombre de Reynolds ou nombre de Reynolds turbulent

UL/"
Rm nombre de Reynolds magnétique

lJ. a UL
R~ paramétre dlécran

lJ. C1 (,.) L2
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Annexe 2 : Quelques préclsions concernant les expérimentatlons
numériques

2.1 calculs par la méthode des éléments finis

Nous présentons (f igure A. 1.) un découpage type util isé pour nos
calculs électromagnétiques par le méthode des éléments finis. Ce
mal11agê comprend 203 éléments rectangulaires et 634 nœuds. Du fait
de la géométrie complexe de l'inducteur et pr1ncipalement de la·
présence, de carters de confinement de l'eau de refroidissement,
certains éléments ne satisfont pas, pour des raisons de coût de calcul
aux critères de qualité (rapport longueur/largeur infèrieur à 5) que
nous nous imposons habituellement.

La précision atteinte pour les valeurs du potentiel vecteur dans la
zone centrale de l'inducteur n'est cependant pas très affectée par ce
problème.

2.2 calculs par la méthode des volumes flnis

L'indicateur de convergence que nous utilisons est la somme, sur
tous les volumes élémentaires, des valeurs absolues de la dlvergence
de la vitesse du fluide. L'étude de la convergence, qui s'effectue en
règle générale de manière monotone, montre que le calcul peut être
arrété dés que notre indicateur atteint des valeurs plus faibles que
10-2, les valeurs obtenues étant alors stabl11sées avec une précision
meilleure Que 1%.
al dépendance au mai llage

Le nombre de points du maillage est choisi de façon à assurer une
utilisation correcte des 101s de parols, qui imposent Que le point le
plus proche de la parol soit situé dans la zone de variation
logarithmique de la vitesse ( 30 <y/6 0 <300 ).

La figure A.2. montre, pour le calcul bi·dimensionnel, la dépendance
de la valeur maximale de la vitesse atteinte dans le liquide,
adlmenstonnallsée par la valeur à la convergence, en fonction de la
flnesse du mai llage, caractérisée par le nombre de points intérieurs
par coté. Nous notons que pour un mai l1age ayant 322 points, la
converg·ence est atteinte. C'est cette finesse de discrétisation que nous
avons uti l isée pour nos calculs bldimensionne15 par la méthode des
vo lumes finis.
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En ce qui concerne les calculs tridimensionnels, une telle densité
de points n1est pas envisageab le et nous avons travai llé sur des
découpages comprenant 153 ou 11 x11 x21 points intérieurs.

b/ influence du schéma de décentrage"
Nous avons testé deux schémas de décentrage distincts : le

schéma hybride de Spalding et le schéma "power-law" de Patankar. Ce
dernier donne de meilleurs résultats dans les écoulements dont les
nombres de Péclet de mai lle sont situés dans la gamme 2 <Pe < 10.
Dans le cas particulier de nos écoulements, la différence entre les
valeurs obtenues par les deux méthodes est négligeable ( <3% ).

c/ aspects économiaues
Le coût des calculs nécéssalres pour la simulation d'un brasseur

électromagnétique font partie des facteurs primordiaux en vue de
l'utilisatlon d'un modéle dans l'industrie. Le tranfert de la partie
"active" de la résolution itérative du problème hydrodynamique
permet, sur ce point, un gain appréciable ( facteur 15 au moins sur le
temps CPU ). Considérant que

N =Np x Niter x Nvar
(où Np est le nombre de points du maillage, Niter le nombre d'itérations
nécessaire pour attelndre la convergence et Nvar le nombre de
grandeurs calculées en chaque point du rnaillage), est reprèsentatifdu
nombre d'op.érations effectuées, nous présentons figure A.3. quelq·ues
'durées de calculs correspondant â certaines de nos expérimentations
sur le processeur vectoriel FPS 264 du centre de calcul de Grenoble.
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Annexe 3 : données phys j Ques ut j 11 sées dans 1es ca} cu 1s

acier liquide

ôcier solide

acier inox

conduct i vi té
((-) m) - l\ Je.. t.

densi te
kg/m 3

70f)O

vi scosi te dldn.
PÔ.S

rllètôl rje \.-v'ood 92()O , -')
! ....

-3
1()

perméôbl11té relôtlve des tôles magnétiques constltuônt la culôsse .
l-l r = , (100



THE5E de DOCTORAT de r1~JST1TUT NAT 1üNAl POLYTEC~i~Jl QIJE de
GRENOBLE.

titre oe l'ouvrage: Contribution à la modélisation du brassage
électromagnétique de· l'acier.
!7()m de iauteur: Alain Glière
élabli:J-:.c;ement: Institut National Polytechnique de Grenoble.

Résumé

Contribution à la modélisation
du brassage électromagnétique de l'acier

Lors du brassage électromagnétique de l'acier coulé en contin·u, on
crée, à l'intérieur du produit coul·éJ un champ magnétique alternatif qui
induit des courants dans le métal11quide. L'interaction du champ et des
courants suscite, par le biais des forces de Laplace, la mise en
mouvement du liquide. Nous nous intéressons plus particulièrement au
cas du brassage secondaire rotatif de billettes de section carrée.

La modé11sation est entreprise en deux étapes éventuellement
couplées. Le calcul des grandeurs électromagnétiques est effectué par
la méthode des éléments finis appliquée à une formulation en potentiel
vecteur complexe. Ce calcul, effectué dans un espace bidimensl0nnel,
peut prendre en compte les courants de couplage dus à la convection du
champ magnétique par l'éco.ulement.

Nous détermlnons ensuite les caractéristiques de l'écoulement
turbulent par la méthode des volumes finis en simulant la turbulence
par un modèle k-epsllon sur un domaine d'étude bl ou tridimensionnel.
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