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Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire a été entrepris 2 l'initiative de I'équipe matériau actif de
C:e,drat Recherche, et avec le soutien de la DRET et du CNRS, au sein du Laboratoire
d Electrotechnique de Grenoble (LEG). Il concrétise une collaboration étroite entre:

- Le Laboratoire d'Electrotechnique de Grenoble (LEG).

- Le Centre d'Etude et de Recherche en Détection Sous Marine (CERDSM).

- L'entreprise Cedrat Recherche.




Introduction

T.a méthode des éléments finis est un outil trés performant de conception assistée par ordinateur.
Elle permet de résoudre des équations aux dérivées partielles qui n'ont pas de solutions
analytiquement simples. Cette méthode est trés puissante et raméne le probleme physique a une
équation matricielle linéaire ot linconnue est la valeur de la variable d'état en certains points du
domaine. La base de la méthode des éléments finis est le découpage du domaine physique en €léments
et en noeuds, que l'on étudie séparément avant d'obtenir une solution générale. La découpe du

domaine physique en éléments finis est appelée maillage.

Cette opération intervient avant la résolution du systéme et a une grande importance vis & vis du
conditionnement du probléme. Un bon maillage donnera un résultat plus fiable et plus rapidement. On
cherche 3 améliorer le maillage en jouant sur le nombre d'éléments et sur leur qualité. En effet, plus le
nombre d'élément est faible, moins on a de noeuds et plus la résolution est rapide, mais la qualité de
la solution peut aussi étre moins bonne. On a de plus intérét a avoir des éléments proches de
I'équilatéralité pour avoir une solution convenable. Il existe deux grandes familles de mailleurs, les
mailleurs automatiques et les mailleurs manuels ou réglés. Les mailleurs automatiques permettent a
l'utilisateur de mailler des domaines de forme géométrique complexe en triangles (2D) ou tétracdres
(3D), mais ils génerent cependant un trop grand nombre d'éléments dans certains cas. IIs sont utilisés
en électrotechnique. Avec les mailleurs manuels l'utilisateur doit choisir son maillage et 'adapter a
son probleme; les éléments générés sont entierement contrdlés par l'utilisateur, mais ce type de
mailleur ne permet pas de traiter toutes les surfaces ou tous les volumes de formes complexes. Ils sont
utilisés en mécanique.

Conscient du fait que chaque mailleur présente des avantages, le but de notre projet de recherche
est de concevoir un mailleur qui permette de mailler a la fois en automatique et en manuel. Un
nouveau mailleur doit donc étre développé. Il devra intégrer les deux cultures de maillage: Le maillage
tétraédrique (utilisé en électromagnétique) et le maillage hexaédrique (utilisé en mécanique). Ce
mailleur sera intégré au préprocesseur de [FLUX3D], logiciel de calcul de champ électromagnétique,

et servira de pré processeur au logiciel d'électromécanique [ATILA], utilisé en conception
d'actionneurs acoustiques sous marins.

Ce projet de recherche réunit deux logiciels éléments finis, spécialisés dans leur domaine,
FLUX3D et ATILA.

FLUX3D est un logiciel de calcul de champs électromagnétiques, développé au LEG et
commercialisé par Cedrat Recherche, basé sur les éléments finis. I1 permet une analyse
tridimensionnelle des dispositifs électriques et magnétiques. Depuis sa création en 1987, il dispose
d'un mailleur tridimensionnel libre de Delaunay trés performant. La finesse du maillage suivant les
zones est contrdlée par le choix de la taille des tétracdres au voisinage des points. Différents essais et
comparaisons ont montré qu'il est capable de mailler rapidement des géométries complexes, et qu'il
est particulierement efficace pour mailler la boite d'air. Ce logiciel posséde de plus un descripteur
géométrique trés performant car paramétré. Ce paramétrage permet l'utilisation de repéres locaux, des
transformations géométriques et des coordonnées des points. La topologie de la géométrie est
conservée méme si on modifie ses dimensions. FLUX3D est de plus un logiciel trés convivial
(interaction graphique continuelle, systéme de menus arborescents et outils de visualisation complets).

Le logiciel ATILA, développé par le laboratoire d'Acoustique de I'ISEN®, est un logiciel de
calcul basé sur la méthode des éléments finis. Sa particularité réside dans la prise en compte des effets
piézo-électriques et magnétostrictifs. Ce logiciel est par conséquent utilisé dans la conception des
actionneurs ou transducteurs magnétostrictifs (Geant Magnetostrictif Alloy). Le point faible d'ATILA
est 'absence de pré processeur et de mailleur généraliste qui pourrait simplifier le maillage des parties
fluides de forme complexe en pouvant les gérer de maniére automatique, tout en laissant a l'utilisateur
le choix de mailler les piéces mécaniques a sa guise.

Le couplage entre les différents mailleurs est la piece manquante pour que le préprocesseur de
FLUX3D soit utilisé comme pré processeur du logiciel ATILA. Il doit étre de type fort entre mailles
de types différents (hexaedres, tétragdres et prismes). Un tel mailleur a un intérét général important
car il permettra de mailler des boites d'air de forme complexe, et d'abaisser sensiblement le nombre
d'éléments du maillage, donc un gain au niveau coft de résolution trés important aussi bien en

* Institut Supérieur d'Electronique du Nord (basé a Lille).
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Introduction

électrotechnique qu'en électromécanique ou acoustique.

Cette recherche représente un travail novateur et ambitieux sur lequel peu d'équipes frangaises
ou étrangéres ont investi, parce qu'entre autres, peu de logiciels s'intéressent comme ATILA aux
problémes électromécaniques fortement couplés.

Le chapitre I est principalement bibliographique. Apres avoir rappelé rapidement le principe de
]Ja méthode des éléments finis, nous faisons un état des lieux sur les différentes descriptions de
données géométriques. Ensuite, nous étudions I'état de 1'art concernant les mailleurs, la discrétisation
spatiale par éléments finis ainsi que I'amélioration du maillage. Nous relatons également les demandes
des utilisateurs de mailleurs pour mettre en évidence leurs problémes, aussi bien au sein du laboratoire
qu'au CERDSM.

Dans le chapitre II, nous présentons une approche originale sur I'évaluation de la qualit€ a priori
d'un maillage. Cela était nécessaire dans la mesure oil nous avons développé des nouveaux éléments
non standards.

Dans le chapitre III, nous définissons un élément de transition permettant de relier fortement et
simplement des facettes rectangulaires a des facettes triangulaires. Cet élément pyramide est, de fait, la
pierre angulaire de notre approche.

Ensuite, il est nécessaire d'insérer ces éléments de transition dans un maillage mixte non
conforme. Le chapitre IV présente donc un algorithme de traitement du maillage dans le but d'insérer
aux bons endroits les éléments pyramides de raccordement.

Dans le chapitre V, nous validons cette approche par la présentation de résultats obtenus sur des
problémes industriels résolus en collaboration au sein du laboratoire ou dans I'industrie.

Enfin, dans le dernier chapitre, le chapitre VI, nous présentons une utilisation de notre pré
processeur généraliste sur une application électro-acoustique.
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Chapitre | C.A.O., Eléments finis et Maillage

Chapitre |

C.A.O.- , Eléments finis et Maillage

Le but de ce chapitre est de faire un état des lieux dans le domaine du maillage et de présenter
notre objectif de recherche. Aprés avoir rappelé quelques généralités sur la méthode des éléments finis
et sur les modeles de description des données C.A.O., nous présenterons un panorama des
techniques de maillage existant dans la littérature. Enfin, nous présenterons le mailleur "idéal", qui
%)ourra tirer parti de tous les avantages de chaque technique de maillage en permettant & l'utilisateur de
es mélanger.

*
Pour Conception Assistée par Ordinateur.

-11 -




Chapitre | C.A.O., Eléments finis et Maillage

I-1 La méthode des éléments finis

1-1 Généralités

Un moyen naturel d'étude d'un probléme complexe qui n'a pas de solution simple” est de le
partager en différents domaines. Chacun de ces domaines est décomposé en composants élémentaires
ou éléments dont le comportement peut étre plus facilement étudié, et le systéme initial peut étre
reconstruit a partir de ces composants.

Dans de nombreux cas, un mod2le approprié peut étre résolu en utilisant un nombre fini de
degrés de liberté, ces problémes peuvent étre appelés discrets. Depuis l'avenement de 1'ére
numérique, les problémes discrets peuvent étre résolus en général directement, méme si le nombre
d'éléments est grand. De plus, grace a la miniaturisation des circuits imprimés et des progres
remarquable de la technologie du silicium, des problémes de taille de plus en plus importante peuvent
étre résolus de plus en plus rapidement.

Les problémes continus, & base d'équations aux dérivées partielles, mettent en jeu la notion
mathématique d'infini. Pour tenter de les résoudre, on se ramene & un probléme discret via une
approximation. Celle ci est réalisée gréice 2 la discrétisation du probléme continu. Les mathématiciens
ont commencé par développer des méthodes de type différences finies, puis des méthodes de type
résidus pondérés 2 partir de "fonctionnelles"** bien choisies.

Les ingénieurs ont adopté la plupart du temps une attitude plus intuitive des problémes et ont
commencé 2 parler d'analogie entre éléments discrets et partie finie d'un milieu continu. Pour
l'analyse des problémes des milieux continus, une méthode classique de résolution a été mise en
oeuvre [ZIENCKIEWICZ-91], [DHATT-83]: La méthode des éléments finis qui peut étre considérée
comme une méthode d'approximation telle que:

- Le milieu est subdivisé en un nombre fini d'éléments dont le comportement est défini par
un nombre fini de parametres.

- La résolution de la structure globale obtenue par assemblage de ses éléments respecte
précisément les mémes régles que celles qui régissent les structures discretes.

Les premiers ouvrages et applications résolues en électromagnétisme sont sortis a la fin des
années 1970, début des années 1980 ([CHARI-80], [SILVESTER-83]). Aprés avoir défini de
manidre générale la méthode des éléments finis, nous allons aborder rapidement et succinctement ses
applications en électromagnétisme et calcul de champ.

1-2 Utilisation de la méthode des éléments finis pour le calcul de
champ électromagnétique: ... Des équations des milieux continus aux
formulations en passant par les modéles

Les machines électriques, les appareillages de coupure, les tétes de lecture/enregistrement sont
durant leur fonctionnement soumis 2 l'action de champ électromagnétique. La connaissance du champ
électrique ou magnétique permet d'avoir accés au calcul des performances et du fonctionnement de cet
appareil en régime permanent ou transitoire. Dans de nombreuses étapes du processus de conception
d'un appareil électrique, 1'évaluation des champs €lectriques et magnétiques apparait comme un travail
nécessaire.

Tous les phénoménes électromagnétiques que l'on veut étudier au sein des dispositifs
électriques sont régis par les quatre équations aux dérivées partielles de Maxwell (1) a (4) et les trois
équations du milieu considéré (5) a (7).

* C'est 2 dire pas de solution analytique.
**Une fonctionnelle est une intégrale fonction de fonction.
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Chapitre | C.A.O., Eléments finis et Maillage

ot £ =- & (1) divB =0 3)
rot H=T* ) divD =p (4)
B=pH+B, (5)
D=¢E (6)
J=cE (7)
ol
B (M est l'induction magnétique i (H.m1) perméabilité
B, (T) est l'induction magnétique rémanente Wo = 41107 perméabilité absolue
D (C.m2) est I'induction électrique ¢ (F.m!) permittivité
E (V. est le champ électrique g0 = —L— permittivité absolue
_ 36m10°
H (Am1) est le champ magnétique p(C.m!) charge volumique
J (Am?) est la densité de courant o(S.m!) conductivité
t est le temps

Ces équations décrivent globalement tous les phénomenes électromagnétiques mais a 'heure
actuelle, on ne peut pas les résoudre directement dans la plupart des cas. De plus, suivant les
dispositifs étudiés, certains phénomenes deviennent négligeables et des hypothéses simplificatrices
peuvent étre proposées; les équations deviennent alors plus simples, elles sont appelées modeles.

Les modeles peuvent se diviser en deux grandes familles, les modeles statiques et les modeles
dynamiques. Nous n'aborderons que des modeles statiques par soucis de simplification. Pour en
savoir plus, on pourra consulter [SABONNADIERE-88]. Quelques modeles statiques classiques sont
les suivants:

e électrostatique
ol l'inconnu est le potentiel scalaire électrique V tel que:

E =- graav 8)

¢ magnétostatique vectoriel

ol I'inconnu peut étre le potentiel scalaire magnétique A tel que:

B=rotA )
dans ce cas 13, il est nécessaire d'introduire une jauge, pour que A soit totalement défini, on peut

imposer une divergence nulle, c'est & dire que div A = 0. Cette jauge est encore appelée jauge de
Coulomb.

o électrocinétique
oil 'inconnu est le potentiel scalaire électrique V tel que:

E = gradV (10)

Certains modeles supposent des conditions aux limites particulieres et ne prennent pas en

* On suppose que I'on se trouve en basses fréquences (quelques dizaines de kHz), fréquences €lectrotechniques.
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Chapitre | C.A.O., Eléments finis et Maillage

compte la globalité du probléme a cause des approximations. Une des premieres difficultés de la
modélisation sera par conséquent le choix du bon modele, au sens ot les hypotheses simplificatrices

doivent étre bien vérifiées. Une bonne connaissance du probléme physique est donc nécessaire pour
le développeur ou l'ingénieur utilisant I'analyse par la méthode des éléments finis.

La méthode de Galerkine est la plus utilisée pour résoudre les équations aux dérivées partielles
que constituent les modeles. Un exemple de résolution sur un probléme magnétostatique vectoriel
bidimensionnel linéaire avec des sources de courant permet d'aborder le probléme du passage de
I'équation aux dérivées partielles valable sur un milieu continu vers le probleme discret. On travaille

dans le plan (Oxy). L'équation du potentiel vecteur K., en bidimensionnel ne possede qu'une
composante A, l'induction magnétique B se trouvant dans le plan d'étude (Oxy), et la densité de

courant J est perpendiculaire au plan d'étude et est égale aJ;

A partir de I'équation (9) et de I'équation (2), on obtient, en supposant I'absence d'induction
rémanente (équation 11), il vient (équation 12):

B.=0 ' (11)

rot(ﬁrot/?z) =T (12)

qui devient, en deux dimensions:

LGP +LEF=0 | (13)

ol A est I'inconnu, J la densité de courant connue sur tout le domaine. Les conditions aux limites les

plus utilisées sont les conditions de Dirichlet A=A ou les conditions de Neumann %%— =0

On recherche alors la solution A(x,y) dans 'ensemble des solutions possibles, c'est a dire
continues, dérivables par morceau sur le domaine d'étude et qui vérifient les conditions aux limites
aux frontiéres du domaine. On peut dire que A(x,y) est solution de I'équation (13) et des conditions
aux limites associées si quelle que soit W(x,y), continue, dérivable par morceau et telle que W=0 au
niveau des conditions aux limites de type Dirichlet, on a:

0 10A. 0 10A

étudié

La méthode de Galerkine, consiste 2 avoir n fonctions de projections Wi, W,,.. Wy, ces
fonctions sont appelées fonctions tests et sont si possible orthogonales.

9 19A,, 9 12A )
vamme (Gxrax) * ay(mroy) - Wedhd=- f fvomme LW.dQ (15)

étudié étudié

En intégrant par partie, 'équation (15) devient:

1,0A9W; | 0A W, 1 JdA _ f
ffvolume H(ﬁ ox + dy dy )-dQ - contourdu M~ -a-ﬁ_’wi‘dr‘_—f volume JW,.dQ

étudié domaine étudié

(16)

On définit alors N fonctions d'approximation du plan (une par noeud du probleme) ou fonctions
de forme telles que:
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N
Axy) =2 ANi(x,y) (17)
j=1

Les fonction N; ont les propriétés suivantes, lorsqu'elles sont évaluées au noeud Aj(xj,yj) on a:

N;(x;,yj) = 0jj (18)
ou
&y =1 siisj
=0 sinon (19)

Le probléme qui était continu devient discret grice a la projection de la fonction solution dans
I'espace des N fonctions d'approximation. En choisissant les fonctions tests égales™ aux fonctions de
forme, on obtient le systéme linéaire suivant:

13, ON;ON; ON;oN, &, 1 9N _
f Lomame Ej; Al ox 3y Ty).dQ ~Prontourds 121 A —5-Nidl =~ f fdomameJ.Ni.dQ

étudié domaine étudié

(20)

Ce systéme peut encore s'écrire sous la forme suivante (21):

N ON,ON, oN;9N, N,
1 J i J i l j _
jg Aj(fj;iomagne E( ox ox + ay ay )-d82 _ﬁgmou.rdu K on N;.dI) = iffdgmaine J.N;.dQ
omaine

étudié étudié

1)

On se rameéne alors 2 un systéme linéaire de taille NxN (équation 22), avec N égal au nombre de
noeuds du probleme, Aj étant les inconnues aux noeuds, J les courants dans le domaine, Nj la
fonction de forme associée au noeud i. On a choisi des fonctions Nj s'annulant sur le contour du
domaine. Le terme de bord (intégrale sur le contour du domaine) s'annule alors quelle que soit la
condition de potentiel imposé sur la frontiere du domaine. On note cependant que ce terme est
naturellement nul pour une dérivée normale de A nulle sur la frontiere du domaine. C'est ce
comportement que 1'on obtient si on n'impose pas d'autres conditions de frontiere.

N
z M;j;A;=Fj (22)
=1
ou
. 1 ONON, NN -
j = J;]omaineﬁ( ox ox + ay ay )- (22.1)
étudié
et
F=- f f _ IN.dQ (22.2)
domaine
étudié

Le domaine d'étude (ici le plan P) est découpé en éléments de différentes formes (Fig. 1). Ces
éléments constituent une partition du domaine d'étude, c'est a dire qu'ils ne se recouvrent pas Jes uns
les autres et recouvrent la totalité du domaine: C'est ce qu'on appelle le maillage du domaine.

* Le choix des fonctions de projection égales aux fonctions de forme permet d'obtenir un syst®me d'équations mieux
adapté a une résolution numérique précise, c'est a dire mieux "conditionné".
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On peut remarquer que M;; est nul pour tous les indices i et j tels que les noeuds P; et P ne sont
pas voisins et ce terme se calcule en limitant le domaine aux deux éléments ayant une flrontiére
commune (P; et P ). Fj se calcule en limitant le domaine d'intégration aux éléments ayant le noeud P;
comme sommet.

—— Maillage du plan

Fonction de forme du noeud P1

P4

Plan P P8 P

Fig.1: Détail d'un maillage d'un plan et fonction de forme

La matrice M est composée essentiellement de termes nuls. En numérotant de maniére adaptée
les noeuds, on peut obtenir une matrice ayant une largeur de bande plus petite et donc plus facile a

manipuler et a inverser” .
En fait, on intégre cette équation sur chaque élément de référence, et le calcul des intégrales est

obtenu via la matrice Jacobienne G de la transformation de 1'élément réel vers 1'élément de référence
(Fig.2). En effet, on peut réaliser un changement de variable lors de l'intégration élément par élément.

(0,1)

>
u2
f 1 0,0) (1,0
X ul

Elément réel Elément de référence

Fig.2: L'intégration de l'élément réel a partir de l'élément de référence

* On se réferrera aux algorithmes de numérotation de type Cuthill Mac Kee [LASCAUX THEODOR].
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f félémem f(x,y).dx.dy = f Jélémem 1, £(1,,0,).det (G).du,.du, (23.1)
réel référence
avec
g&gﬁ’_
_| 9w oy,
6= % 5 (23.2)
du, du,

L'équation (23) montre le changement de variable réalisé de I'élément réel (coordonnées x et y)
vers I'€lément de référence (coordonnées up et uy ).

1-3 Remarques diverses

Dans le cas général, les propriétés des matériaux peuvent dépendre de la solution (saturation).
Alors, le systéme (22) correspondant est non linéaire.

Nous avons présenté une approche bidimensionnelle, mais il est maintenant courant de faire de
I'analyse tridimensionnelle. C'est dans ce cadre la que nous proposons un outil de maillage 3D.

Enfin, il est possible de coupler cette résolution éléments finis (dans I'espace) avec une

résolution différence finie (dans le temps) et faire ainsi du calcul pas a pas dans le temps. Une
application possible peut étre I'étude de phénomenes de propagation [ZGAINSKI-94].
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-2 Description des données C.A.O. et définition d'un maillage

2-1 Intégration du maillage dans le processus de conception

La mise en oeuvre d'une méthode numérique de calcul débouche inévitablement sur un logiciel
associé, structuré de facon A pouvoir traiter de maniére générique tout type (ou au moins un grand
nombre) de probléme. Chaque probléme est défini par sa géométrie et sa physique.

Traditionnellement, un logiciel de calcul en analyse (voire conception) se décompose en trois
grandes parties ou modules (Fig.3). Cette structure est utilisée aussi bien en calcul de structure
[NOEL-94] qu'en mécanique des fluides [JACQUOTTE-93] ou qu'en génie €lectrique [COULOMB-
81].

- Le préprocesseur permet la description de la géométrie, la définition et I'affectation des
matériaux aux domaines géométriques et des conditions aux limites. Il s'agit aussi d'élaborer le
maillage du domaine, c'est a dire définir les éléments finis et les noeuds utilisés par la méthode.

- Le processeur réalise l'intégration élément par élément et résout le systeme linéaire creux
par une méthode itérative de type gradient conjugué [MAGNIN-91].

- Le post-processeur permet d'exploiter les résultats et de faire des calculs de maniere
globale sur le dispositif étudié. C'est la phase d'analyse des résultats. Elle utilise des modules
spécifiques de visualisation. Des traitements de la solution fournie par le module de calcul peuvent
8tre incorporés dans cette phase (lissage, interpolations,...). Il est alors possible de collecter a la fois
des grandeurs locales (courbes de champs), ou des grandeurs globales (énergies, force exercée sur
une région volumique).

(Cahier des charges de l’analystej

Création de la géométrie du probleme

Préparation ) o .
des affectation des propriétés physiques
données Maillage
v Adaptation
a posteriori
Calcul (RESOLUTIO@
. Analyse, \
Post-traizement [exploitation des résultats |

CRapport/ conclusio@

Fig.3: Les différentes phases du calcul dans le logiciel C.A.O.

Une fois l'exploitation du calcul réalisée, I'analyste peut affiner ces parametres et définir une
nouvelle géométrie.
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2-2 Modeéles de représentation géométrique

Avant d'aller plus loin dans la définition d'un maillage, il est nécessaire de préciser les
caractéristiques de la géométrie a discrétiser et le modele utilisé pour décrire les objets géométriques
nécessaires a la représentation de la structure a analyser. En effet, il est clair que le maillage s'appuie
directement sur le modele de représentation de la géométrie.

Lors de certains calculs, on peut simplifier la géométrie €liminant les piéces non actives dans le
processus étudié. Par exemple, 1'air (ou les phénomenes qui se produisent dans l'air) n'est pas étudié
par les analystes en mécanique des structures (en général, sauf ceux qui font de 1'aérodynamique),
alors que pour les électrotechniciens, il doit étre systématiquement décrit, car les boucles de champ
magnétique ou les champs €électriques apparaissent dans I'air. Il n'existe pas de régle générale qui,
pour une simulation donnée, permette de définir la géométrie bien adaptée au calcul. L'utilisateur va
souvent avoir a trouver un compromis entre la complexité de sa géométrie et son cofit: Plus il
représentera fidelement sa géométrie et plus elle cofitera cher en construction et en temps de
résolution. La phase de simplification de la géométrie ou "d'idéalisation" nécessite une expérience du
phénomene étudié.

Enfin, par symétrie, il est en général possible de simplifier le calcul a effectuer, donc la
géométrie en amont de la résolution.

Une fois la géométrie définie, celle-ci est représentée par des modeles classiques plus ou moins
standards, qui se divisent en deux grandes familles: La B-Rep* (ou représentation frontiére) et CSG™*
(ou modeleur solide).

2-2-1 La B-Rep ou représentation frontiere

Ce modele de représentation a la caractéristique de représenter un objet par ses frontiéres. Une
frontiere est une surface fermée qui partage l'espace. La topologie d'un dispositif tridimensionnel est
donc décrit par:

e Des points

e Des lignes
Des faces
Des volumes

Chacune de ces entités, de dimension n, étant décrite par la liste de ses relations avec les entités
de dimension n-1. Une relation existe entre les cardinaux des entités volume, face, et ligne, dans le
cas ou 'on a une information minimale (une ligne est représentée par deux points):

On notera que cette relation suppose le volume sans trous et que la B-Rep a l'avantage de
donner une représentation unique d'un objet.

La relation suivante (24) lie les cardinaux des ensembles des points, lignes et faces de la
représentation frontiere:

f-l+p=2 4
ou p = nombre de points de la géométrie

f = nombre de faces de la géométrie
1 = nombre de lignes de la géométrie

Dans le cas suivant (Fig.4), un volume est défini par 5 points, 9 lignes et 6 faces. La relation
précédente est par conséquent bien vérifiée.

* Pour Boundary Representation.
** Pour Constructive Solid Geometry.
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Entité géométrique Définition de I'entité
L1 =P1,P3
L2 =P1,P2
L3 =P2,P5
L4 = P4,P5
Lignes L5 = P3,P5
L6 =P1,P4
L7 = P2,P4
L8 = P2,P3
L9 = P3,P4
F1 =L1,L6,L9
F2=12,L7,L6
Faces F3=171314
F4 =1.9,14,L5
F5=L1L8,L3,L5
F6 =1L1,L8,L.2

Volumes V1 = F1,F3,F2,F3,F4,F5,F6

14

P3

L5
Fig.4: Exemple de description B-Rep

La qualité de la représentation de la géométrie dépend de la qualité de représentation des
frontieres: courbes 3D, surfaces gauches ou facettisées. Actuellement, la plupart des techniques de
maillage s'appuient sur une représentation B-Rep de la géométrie. Nous verrons plus loin, qu'une B-
Rep est particuliérement bien adaptée & un maillage de type libre basé sur la triangulation de Delaunay.

2-2-2 La C.S.G. ou historique de construction

Les modeleurs solides de type C.S.G. sont largement utilisés en C.A.O. Ils gardent en mémoire
I'historique de construction de la géométrie. Celle-ci est construite par une série d'opérations
booléennes sur des objets de forme simple: Parallélépipede, cylindre, section extrudée, sphere...Les
opérateurs booléens utilisés sont les suivants:

- "M L'intersection
- " L'union
- Mat La différence
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D'autres opérateurs moins basiques peuvent se ramener aux trois opérateurs précédemment
définis. La principale difficulté de ce type de description géométrique vient du fait qu'il est difficile de
gérer les intersections de volume complexe et qu'il est nécessaire de savoir traiter des géométries
"limites" (cylindre tangent a un autre cylindre, quelle intersection?).

Plaque percée = Plaque moins cylindre

Fig.5: Exemple de description C.S.G.

Les algorithmes de maillage n'utilisent quasiment pas 1'arbre de 1'historique de construction du
modeleur solide. Cependant, il peut étre utilisé pour le test d'intersection d'un pavé avec le domaine,
ou le test d'appartenance d'un point & un volume. [MOUNOURY-95] présente un mailleur basé sur
l'arbre de construction de la géométrie.

Contrairement a la B-Rep, la représentation de la géométrie n'est pas unique, la figure suivante
(Fig.6) montre deux descriptions géométriques différentes d'un méme probléme.

Fig.6: Deux représentations C.S.G. différentes de la méme géométrie

On peut noter que la notion de sémantique métier est utilisée par ces modeleurs solides:
L'utilisateur peut manipuler des opérations technologiques telles que le taraudage, le chanfrein, la
gorge, le congé, le trou, qui sont plus difficile a définir lors de la construction d'une B-Rep. De plus
le paramétrage est probablement plus souple lorsque 1'on utilise une C.S.G. La figure suivante
(Fig.7) montre le paramétrage d'un cylindre en torsion. La B-Rep ne peut plus représenter le volume
cylindrique avec alpha différent de zéro car les faces latérales ne sont plus simplement cylindriques.
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Fig.7: Maillage d'un cylindre avec paramétrage d'un angle alpha

La comparaison des modeles est délicate, car les criteres d'évaluation des performances
dépendent des applications envisagées. Cependant, une hiérarchie peut exister entre modeles. On peut
dire qu'un modéle de représentation MR/ est plus puissant qu'un autre MR2 s'il existe un moyen de
décrire MR2 2 partir de MR1. La conversion d'une géométrie issue d'un modeleur solide en
représentation de frontiére s'obtient en étudiant les frontieres des objets de forme simple décrivant la
géométrie du probléme. A notre connaissance, il n'existe pas de conversion de B-Rep en C.S.G. En
ce qui concerne le génie électrique, une comparaison est réalisée dans [CHIA-90], qui montre que ces
deux modgles de représentation sont complémentaires. La représentation C.S.G. est puissante pour la
description car les géométries sont issues de géométries de niveau inférieur (combinées via les
opérateurs décrits plus haut), ce qui permet une complexification de la géométrie. Cependant, le
modeleur solide ne peut pas étre exploité directement par un générateur de maillage. Avant le maillage,
le modele doit &tre retraité en utilisant des opérations de bas niveau de maniére 4 le décomplexifier.

Enfin, il faut noter que la plupart des modeleurs solides de type C.S.G. définissent les surfaces
par des morceaux [NOEL-94]: Des carreaux, dont I'ensemble permet de décrire une géométrie plus
complexe. Par définition, un carreau est une surface 2D paramétrée dont on connait une représentation
mathématique. On peut définir le carreau mathématiquement comme suit, par une fonction P
vectorielle de trois variables: ‘

e X=P(Ca,u,v) ou (u,v)e A(Ca)

ol A(Ca) correspond au domaine 2D paramétré.
X correspond aux coordonnées d'un point de la surface, et (u,v) aux parameétres.

Il existe de nombreux types de carreaux qui correspondent a des formes différentes de la
fonction P: Carreaux de Béziers, Coons, B-Splines, NURBS™. Ces derniers fournissent le
formalisme le plus général et tendent & devenir un standard dans la représentation de surface gauche.
Pour la description des lignes, le formalisme est quasiment identique, et elles sont paramétrées:

e X=P(Li,u) ou 0<u<l
ot X correspond aux coordonnées d'un point de la droite, et (u) au parametre.

Une fois la géométrie C.A.O. construite, il est alors possible dans une deuxiéme étape de
générer un maillage ou une discrétisation de la géométrie saisie de maniére & pouvoir appliquer la
méthode des éléments finis a notre probléme physique.

* Pour Non Uniform Rational B-Spline.
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2-3 Préliminaire et définitions d'un maillage, quelques bases

2-3-1 Définitions
Une définition formelle simple d'un maillage d'un domaine Q est la suivante [GEORGE-90]:
Définition: Un maillage d'un domaine €2 est un ensemble M d'éléments E; tels que:

Q=M=uUE,.

Les E; peuvent étre des segments, des triangles, des quadrangles en dimension 2 ou ces mémes
éléments et des tétraédres, des pentaédres et des hexaedres en dimension 3.

Les E; doivent vérifier la condition suivante de conformité (voir Fig. 8):

Définition: Un maillage d'un domaine €2 est conforme quand:

L' intersection de deux €éléments E; et E; de M est:
¢ Soit vide,
e Soit réduite a un point,
e Soit réduite a une aréte ou une face.

Fig.8: Maillage non conformes et conformes
2-3-2 Propriétés

Un maillage est représenté par un ensemble de polyedres qui partagent des facettes, des arétes et
des noeuds. Une maille est le support géométrique d'un élément fini, peut étre définie au minimum
par I'ensemble de ses noeuds ordonnés et par le type de volume qu'elle représente : Elle peut étre de”
type tétraédre, brique, triangle, prisme.

D'une maniére plus générale, on peut représenter une maille par le triplet suivant : (F,A,N) ou
F est 'ensemble de ses faces,
A est I'ensemble de ses arétes,
N  estI'ensemble des noeuds ou s'appuient les mailles,

et le maillage par le quadruplet (M,F,A,N) ou
M  est l'ensemble des mailles.

Pour le maillage suivant (Fig.9), comportant les mailles mj et mp

M_ {ml,mZ}

F = {f1,f2.f3,...,f7}
A = {ay,a,...,a9
N = {ny,...,n7}
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n3

Fig.9: Maillage M

Comme pour les polyédres, une relation lie les cardinaux des ensembles définis précédemment.
Pour un maillage conforme, on a la relation suivante:

m-f+a-n=-1 24)
avec m = Card(M)
f = Card(F)
a=Card(A)
n = Card(N)

La démonstration est obtenue par récurrence sur m. La relation peut se généraliser a des
domaines constitués de plusieurs composantes connexes, avec des trous, des cavites.

Dans le cas de la figure précédente, on a: m=2, {=7, a=9, n=35, et I'égalité est bien vérifiée.
2-3-2 Modele de représentation de FLUX3D
Dans le logiciel de calcul utilisé au sein du laboratoire, [FLUX3D], dédié au calcul de champ

électromagnétique 3D, la base de données du maillage est caractérisée par les structures simplifiées
suivantes (Fig.10):

VOLUME
ELEMENT ou
ELEMEN FACE -
TV\ LOCALISATION el
VOISINS LIGNE
BORD
NOEUD
/ TYPE
NOEUD
COORDX
COORDY
COORDZ

Fig.10: Représentation simplifiée de la structure d'un élément dans la base de données de FLUX3D
Cette structure de base de données n'est utilisée qu'a la fin du processus de maillage pour

stocker l'information sur la discrétisation. Pendant tout le processus de maillage, des tables locales
créées "dynamiquement” permettent de gérer de manicre souple les itérations de création de noeuds
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dans le maillage par la triangulation de Delaunay (voir paragraphe 3-3-1).

2-4 Quelques pré processeurs et mailleurs existants

La plupart des codes €léments finis contiennent un ensemble de pré processeurs permettant la
génération des maillages. Si tel n'est pas le cas, soit ils ont prédéfini une structure de données
correspondante que l'utilisateur doit créer selon ses spécifications, soit ils sont couplés a des logiciels
de C.A.O.

® [ANSYS] de Swanson Analysis.

¢ [EUCLID] de Matra Datavision.

¢ [I-DEAS Master Series] de S.D.R.C.
¢ [SIMAIL] de Simulog.

¢ [SYSMESH] de Framasoft+CSI.

Alors que les trois premiers sont des pré processeurs (ils comportent un descripteur
géométrique et un mailleur), les deux derniers travaillent 2 partir de fichier de description géométrique
(format universel IGES, format STEP,...).
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-3 _Quelques techniques de maillage

Dans cette partie, on décrit les principales techniques de maillage trouvées dans la littérature.
Apres un trés bref historique, on divise les familles de mailleur en deux parties: Les mailleurs
structurés, o l'utilisateur intervient, et les mailleurs libres (ou presse-bouton).

3-1 Rapide historique

Les méthodes de maillage, ont commencé a étre développées a la fin des années 1970 devant le
besoin devenant de plus en plus pressant des solveurs éléments finis. Le mailleur, au départ
quasiment manuel est devenu de plus en plus automatique.

Au départ bidimensionnels, les mailleurs sont devenus systématiquement tridimensionnels. Le
premier mailleur tridimensionnel du laboratoire est décrit dans [ALBERTINI-88]. Des algorithmes
d'amélioration de la qualité des éléments ont été publiés récemment [HENOT-93], et de plus, des
essais sont tentés pour que le mailleur vérifie une carte de taille bien précise.

Les travaux récents essaient de rendre plus fiable et plus rapide le mailleur tridimensionnel libre
de type Delaunay [BOUROUCHAKI-95-1] et [BOUROUCHAKI-95-2], le but étant d'obtenir de
plus des éléments de bonne qualité au vue d'un critére a priori ou aprés une résolution. De nombreux

chercheurs se penchent aussi sur la décomposition automatique d'un domaine en hexaedres
[MONOURY-96].

3-2 Mailleurs structurés

Les algorithmes de maillage suivant sont dits structurés ou assistés car ils générent des
maillages réguliers. Ils nécessitent 'intervention de l'utilisateur, & I'opposé¢ des mailleurs appelés
libres ou presse boutons.

3-2-1 mailleur réglé

Le maillage réglé est un mailleur manuel®. Le principe de la méthode utilisée est schématisé par
la figure suivante [GEORGE 90-1].

Par cette approche, on peut créer le maillage de tout domaine de topologie simple. La partition
du domaine est liée 2 l'information sur les cotés opposés de la bordure du domaine. La donnée de ce
mailleur est donc une discrétisation de la frontiere du domaine traité, c'est a dire le maillage du
contour. Le nombre de points sur deux cotés logiquement connecté doit étre identique.

Cette technique se décompose en plusieurs phases:

1. Transport sur les c6tés de '€lément unité de méme nature que le domaine des points du
contour de ce dernier en conservant les distances relatives entre les points.

2. Maillage canonique de 1'élément unité. Ce maillage revient a connecter les points se
correspondant deux a deux d'un coté a l'autre du domaine unité.

3. Transport de ce maillage de référence sur le domaine réel.

Soit M un point du maillage canonique, de coordonnées x et y, pour un domaine
topologiquement analogue & un rectangle, on utilise la transformation suivante:

M = (1-y).f1(x)+x.f2(y)+y-f3(x)+(1-x).f4(y)
-((l-x).(1-y).a1+x.(1-y).a2+x.y.a3+(1-x).y.a4) (26.1)

* Au sens ot l'utilisateur doit intervenir en général dans l'utilisation de ce type de mailleur.
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ot les fj sont des paramétrisations des cotés du domaine et les a; ses sommets.
Les f; sont définis comme suit:
fi [0,11 =» courbe (a; ,a;,1) (26.2)
Cette transformation permet de connaitre I'image M du point M(x,y).

La figure suivante (Figure 11) montre le fonctionnement du mailleur réglé pour un quadrilatére
quelconque.

a
al a2
a1
—>
a4 a3
as
aq
2 ;
al a2
ag ]
“«
ad 1\ a3
M(x,y) M(x.y)
a3
a4

Fig.11: Principe du maillage réglé

Ces transformations respectent les sommets et les cotés du domaine (d'autres transformations
assurant la méme propriété sont envisageables pour d'autres formes de géométrie): On peut remarquer
que ce traitement peut étre appliqué sur des domaines topologiquement analogues 4 un triangle, ou
autre forme simple géométrique. On peut généraliser cette approche a la troisiéme dimension.,

3-2-2 mailleur extrusif

Le maillage par extrusion d'un domaine de dimension d est une méthode de maillage semi
automatique. Ce maillage est obtenu par transformation d'un maillage de dimension d-7. Le mailleur
extrusif de FLUX3D a été développé par [SIMON-93]. 1I est défini par une transformation, un
nombre de couches et nécessite un maillage préalable périodique des deux faces en vis 2 vis qui sont
liées I'une 2 I'autre par la transformation. Il est utilisable 2 la fois en 2D et en 3D.
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Face analogue

Maillage initial d’une face

Fig.12: Principe du maillage extrusif

D'un abord simple, cette technique demeure limitée 2 une famille restreinte de dispositifs. 11
faut noter que les applications de la DCN de type transducteur SONAR sont particulierement bien
adaptées 2 ce type de mailleur.

3-3 Mailleur non-structuré ou libre
3.3-1 La méthode de Delaunay

La méthode de Delaunay est tres populaire. A partir d'un ensemble de points pré définis,
représentant les noeuds du maillage, grice a l'algorithme proposé par [HERMELINE-82], il est
possible de générer une triangulation satisfaisant les criteres de Delaunay. Cette triangulation,

représentation duale de celle de Voronoi, génere automatiquement les éléments les plus équilatéraux
possibles pour l'ensemble des noeuds de départ.

La triangulation obtenue représente le convexe englobant les points initiaux; des adaptations
prés des frontieres permettent d'en respecter le contour. Cette méthode est tres efficace en dimension
deux ou trois [GEORGE-92] et on la développera plus précisément dans le chapitre IV.

3.3-2 Frontal

»~

Les méthodes frontales partent en général d'une discrétisation du contour du domaine. Des
noeuds et/ou* des mailles sont alors définis selon des regles expertes [GOLGOLAB-89],
[RASSINEUX-95], [SEVENO-95].

Le processus est itératif: A partir d'un contour donné, une analyse des angles formés par deux
segments consécutifs et de leurs longueurs respectives permet de sélectionner une zone de départ.
Paul-Louis George dans [GEORGE-90-2] donne un exemple d'algorithme frontal pour un maillage
2D en triangles d'un domaine défini par des segments frontiére.

Selon la taille des angles de départ, trois cas sont considérés:

n A z
eCas l:a< > les deux segments d'angle o. sont retenus et vont étre les deux cotes de

l'unique triangle créé.

* Les méthodes frontales peuvent ne définir que des noeuds ou que des mailles ou les deux simultanément 2 partir d'un
paquet de points existants.
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T 2n . e "
e Cas 2: 3 o< 5 a partir des deux segments d'angle o, on va définir et générer un

point interne a la face et deux triangles.

21 ) )
e Cas 3: 3 < o, un seul segment est retenu, un triangle est construit avec ce segment

comme coté et un point interne.

cas 2

\ |

Fig.13: Stratégie de maillage 2D frontal en triangle
Un nouveau contour est formé en éliminant du contour actuel les arétes du ou des éléments
construits communes avec le contour initial et en insérant a leur place la ou les arétes construits non
communes a deux triangles (remise 2 jour du front).

Quand le contour est réduit 4 'ensemble vide, le maillage final est obtenu.

_ Les difficultés liées & ces méthodes proviennent de la fermeture des fronts oll les éléments
C}egénérés peuvent aisément apparaitre. Certaines de ces méthodes frontales offrent, par contre,
l'avantage de générer des quadrangles.

3-3-3 Maillage par Quadtree(2D) ou Octree(3D)

Ce type de mailleur [GEORGE 90-1] construit le recouvrement du domaine considéré a partir
des points de son contour.

Etape 1
. Un premier rectangle est construit qui contient tous les points du contour. La méthode consiste 2
decoup?r, a partir de ce rectangle initial, chaque rectangle (ou pére) en quatre rectangles (ou fils), de
acon récursive, jusqu'a obtention d'une partition du rectangle initial en éléments quadrangulaires tels
que chacun contienne au plus un seul point du contour. Cette dernicre propriété permet de contrdler la
taille de chaque maille.

Etape 2.

sort LE} Partition issue de 1'étape ci-dessus est équilibrée (voir Fig. 14) par définition de fils de telle
€ qQu'au plus un point intermédiaire existe sur une aréte d'une maille.
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Etape 3.
Une analyse des mailles ainsi générées est menée:

« Maille extérieure ne contenant aucun point: Une telle maille est détruite,

« Maille intérieure ne contenant aucun point: Une telle maille produit un quadrangle (qui
peut étre découpé en triangles) si ses arétes ne possédent pas de points intermédiaires ou est
découpée en triangles dans le cas inverse.

« Maille contenant un " morceau " du contour: les points intersections du contour et des
arétes de la maille sont crées, on définit de la sorte une partition de la maille dont on ne garde
que la partie interne au domaine (le contour final du maillage est donc formé a ce stade).

Etape 4.

Une régularisation des points internes est alors effectuée (les points internes sont les sommets
hors contour des mailles de la partition issue de 1' étape 2 de ce processus).

Remarque: Il existe de nombreuses variantes de cette méthode.’

/T
N\

L /

~ 1/

Fig.14: Maillage Quaditree

La méthode présente des avantages certains:

o Les éléments générés 2 l'intérieur du volume sont de bonne qualité.
« Les raffinements de maillage peuvent étre obtenus trés facilement.

Mais aussi quelques inconvénients:

« Les éléments générés pres de la frontidre sont de moins bonne qualité

« Si le maillage de la frontiere du domaine est trés anisotrope, on risque d'obtenir un
maillage tres fin uniformément.

.30 -




Chapitre | C.A.Q., Eléments finis et Maillage

I-4 Contraintes de maillage en électromagnétisme

Les problémes de maillage sont nombreux en électrotechnique, et sont dus A deux raisons

essentielles: La géométrie de 1'application électrotechnique, qui est souvent complexe en étude
bidimensionnelle comme en tridimensionnelle; et la forte anisotropie de la répartition de la variable
d'état dans certains cas physiques.

4-1 Les problémes géométriques

Les applications électrotechniques présentent généralement des géométries complexes. Il est

souvent nécessaire de mailler 2 la fois les pices composant la machine €lectrique ou le transformateur
et I'air qui se trouve entre des piéces massives (le négatif de l'objet).

Un des problemes lié a ce maillage est I'effet d'échelle: On cherche & mailler un entrefer de
quelques dixiémes de millimetres et un dispositif d'une dizaine de centimétres. L'exemple le plus
classique en 2D, est I'entrefer d'une machine électrique. Les éléments de petite taille nécessaires dans

I'entrefer se propagent autour de la faible épaisseur et nécessite un maillage fin du rotor et du stator en

périphérie, ce qui augmente le nombre de noeuds, donc d'éléments et par conséquent le temps de
calcul.

La figure 15.1 (document [NABETA-94]) montre une machine synchrone, qui présente une
géométrie complexe autour de l'entrefer, maillé trés fin en triangle.

Stator
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> A% SRR v VaYd
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Rotor Entrefer

Fig.15.1: Maillage d'une machine synchrone
(document [NABETA-94])
Lafi

I gure suivante montre un détail du maillage de cette machine synchrone, au niveau de
Cntrefer de la machine, 12 ol les éléments finis sont les plus petits.
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Bareau damortisseur 4‘%’ AvAv \

2514551(57\"%

ntrefer | KT
Entref "A‘k\‘&

Pole AN N TZAHKA

Rotor

Fig.15.2: Zoom sur les poles de la machine

emment encore plus accentué. [PERRIN-BIT-94] et

1 de machine électrique. Ils proposent de mailler la

En trois dimensions, le probléme est évid
gre A générer des prismes, et seule la partie 3D du

[DREHER-94] présentent un maillage optima
partie quasi 2D du moteur puis de I'extruder de mani
moteur est maillée en libre (Fig.16.1).

Partie 3D
maillée en
tétraédres

Libre
Partie quasi-2D
mailiée en
prismes
Extrusion

Fig.16.1: Maillage tridimensionnel d'un moteur universel a réluctance variable
(document DREHER-94])
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Mailleur automatique Mailleur mixte
Nombre de noeuds 26066 17060
Nombre d'éléements finis 18746 7740

Fig.16.2: Résultat des maillages spécifiques d'une machine tournante en 3D

La figure précédente (Fig.16.2) présente le nombre de noeuds et d'éléments finis qu'ils ont

obtenu avec deux mailleurs distincts*: Le mailleur automatique et le mailleur mixte (mélange des
mailleurs automatique et extrusion)..

On peut remarquer que le gain est évident en utilisant un mailleur mixte. L'effet d'échelle peut
donc étre diminué en utilisant de maniére judicieuse un mailleur mixte.

4-2 Les problemes physiques: L'anisotropie de la variable d'état

Lorsque la variable d'état présente un fort gradient sur un domaine, il est nécessaire de prendre
en compte cette anisotropie et de mailler plus finement ce domaine

Des exemples significatifs apparaissent aisément dans le domaine du chauffage par induction.
Le phénomene de courants de Foucault apparait dans une €paisseur caractéristique appelée épaisseur
de peau. Si on veut un calcul correct des grandeurs globales dans le cylindre, il est nécessaire de
mailler finement I'épaisseur de peau. Les mailleurs automatiques ne sont pas bien adaptés, car ils

génerent des éléments triangulaires ou tétraédriques quasi équilatéraux plutdt inadaptés a I'anisotropie
de la variable d'état.

L'étude dun cylindre métallique chauffé par induction permet de prendre conscience de ce
probléme.

4-2-1 L'étude d'un probléme a effet de peau

_Le phénomene physique étudié est l'apparition de courant de Foucault dans un cylindre
-métallique supposé infiniment long soumis a un champ magnétique variable, créé par une bobine. Le

 Cylindre étant infiniment long, on peut se restreindre 3 une étude simplifiée de ce phénoméne. On
Suppose que la bobine est collée au cylindre

Le cylindre est décrit géométriquement comme ci-dessous, et ces caractéristi
Sont une résistivité de 10-7 Ohm-métre et une perméabilité de 16. Il a un rayon de 5 mm et il est

ntouré d'une bobine infinie d'épaisseur 1 mm. Cette bobine est parcourue par un courant de densité
“ et de fréquence importante (de I'ordre de quelques kHz).

ques physiques

Vi On se place par conséquent en régime harmonique. Ce courant crée un champ magnétique 2
nterieur du cylindre, dans la direction de son axe, important en module sur la surface et plus faible
Sur son axe, ainsi qu'un courant, dit courant de Foucault 2 I'intérieur du cylindre.

vl I;_a figure suivante (Fig.17) montre une section de la moitié de ce cylindre ainsi que son axe de
Tevolution, :

. On .
~ Pourra aygg; appeler ce maillage un maillage hybride.
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|
|
|
:% E Bobine
| 5
| 5
, 5
’ i
/' ﬁ Densité
i @ de courant
Cylindre | ! 5A/mm?2
>

| R=5 mm
1

Fig.17: Section du cylindre métallique
4-2-2 Rappels théoriques
L'apparition des courants de Foucault s'explique directement a partir des équations de Maxwell.

On a en effet une relation qui lie I'induction au courant dans le cas des fréquences pas trop €levées (on
néglige les courants de déplacement):

-

rotH=17 (27)

Or la densité de courant est liée au champ électrique par I'équation suivante :

J=oE (28)

En prenant le rotationnel de cette derniére équation et en combinant ces deux équations avec la
relation de Maxwell qui lie I'induction au champ électrique.

-

JB

rotE = - S 29)
On obtient :

-rot(rot(ﬁ)) = Uo %—I} (30)
Or

div (H) =0 | (31)

donc I'équation finale a résoudre est du type :

AH =-po s | (32)
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En coordonnées cylindriques, les plus adaptées a notre probleme axisymétrique, en utilisant le

fait que l'induction dans le cylindre est parallele a z et que le probleme est en fait unidimensionnel, on
peut alors écrire 1'équation suivante

19| oH oH
;x(fsr‘)- Ny 33
Si on utilise le théoréme d'Ampére ou 1'équation de Maxwell liant l'induction au courant, on
trouve :
>  oHz
J=-—== 34
or He ( )

Cette équation est de type diffusion, et une de ses caractéristiques est 1'épaisseur de peau, qui
mesure la distance de pénétration du champ. Cette longueur est définie par :

3= éw) (35)

ou O est la conductivité (Qm)-1, U la perméabilité (H/m) et @ (rad/s) la pulsation du courant
d'excitation.

Dans le cas étudié, § = 0,563 mm. On le vérifie sur le tracé théorique (Fig.20) des courbes de

densité de courant et de la puissance volumique [TECHNIQUE DE L'INGE]. On a comparé cette
courbe aux valeurs obtenues par la méthode des éléments finis.

Pour résoudre ces équations analytiquement, on peut les découpler en espace et en temps, ainsi
que la simplifier pour la résoudre de maniére unidirectionnelle. La solution de ces €quations peut é&tre

obtenue grice aux fonctions de Bessel. La solution développée s'exprime d'apres [BOZORTH]
comme ci-dessous :

H(r) = Ho Per(20r/d) + beiX26r/a)

(36)
ber¥6) + bei¥(6)
~ouBestla fréquence réduite du probléme, définie par:
9=_d (37)
20V2 .
_avec d, diametre du cylindre et & I'épaisseur de peau.
Onen déduit, en dérivant I'expression de l'induction :
ber{201/d) ber{(20r/d) + bed26r/d) ber'(201r/d)
Jr)=K (38)
ber6) + bei{6)
116_8 expressions précédentes ont permis un calcul analytique du champ et de 1'induction grice a

a librajrie Harwell [HARWELL] de procédures mathématiques.

4-2-3 L'approche éléments finis

e Le\logiciel utilisé est FLUX2D. 1l comporte un descripteur géométrique, un module pour
estgﬁr 4 chaque domaine un matériau, des propriétés physiques et des conditions aux limites, un
nair

€ de matériaux, un solveur et un module permettant d'exploiter les résultats.
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La géométrie du probleme est relativement simple, elle est axisymétrique. La variable d'état
utilisée pour la résolution est la composante 0 du potentiel vecteur A.

Physiquement, on utilise deux régions : Une région surfacique, le cylindre métallique et l'autre
linéique, la bobine autour du cylindre.

En ce qui concerne le maillage (Fig.18), conscient du fait que I'épaisseur de peau est une
grandeur caractéristique a cause de la variation importante de la variable d'état dans ce domaine, on

décide de placer deux éléments dans I'épaisseur de peau (8=0,563mm). En vue de comparer deux
solutions obtenues par des maillages différents, on fait le choix de mailler la section du cylindre en
triangles (mailleur automatique) puis en rectangles (mailleur structuré). Dans les deux cas, on utilise
des éléments du deuxieme ordre. On essaie d'avoir un nombre comparable d'éléments en hauteur et
en largeur pour pouvoir discuter sur des problémes de méme taille, et des éléments géométriquement
de méme conditionnement, bien que l'on puisse améliorer de maniére considérable le temps de
résolution en ne prenant qu'un élément sur la hauteur. On a placé, en moyenne, 5 éléments en largeur
et 25 éléments en hauteur. Un calcul a été réalisé en utilisant des éléments tres longs, les résultats sont

les mémes qu'avec le mailleur rectangulaire classique mais le temps de résolution est bien plus faible.
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Fig.18: Maillages utilisés pour la résolution du probléme éléments finis
La variable d'état est le potentiel vecteur magnétique A, la formulation est magnétodynamique.
4-2-4 Données du maillage et du calcul

- Le nombre d'éléments est plus faible avec le mailleur structuré ou assisté, ce qui a une
influence sur la taille du systéme et le temps de résolution. On a cependant utilisé le méme nombre
d'éléments dans l'épaisseur de peau. On aurait pu exploiter le fait que le probleme est
unidimensionnel pour le maillage rectangulaire et ne mailler qu'avec un élément en hauteur et obtenit
des éléments finis trés plats. L'expérience a été tentée et malgré la qualité trés mauvaise des éléments

(leur longueur de l'ordre de dix fois leur largeur) on obtient de trés bons résultats avec un cofit biet
plus faible.
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Le tableau suivant résume les caractéristi

rectangles.

ques du probléme discrétisé en triangles, puis en

Maillage triangulaire

Maillage rectangulaire

classique/réduit*
Nombre d'éléments : 271 200/22
- Surfaciques : 246 175720
- Linéiques : 25 25/2
Nombre de noeuds 551 390/85
Longueur moyenne des
lignes de la matrice 5 77
(termes)
Temps CPU de I minute 4 secondes 44 secondes/16 secondes
résolution »

4-2-5 Résultats obtenus

Les résultats obtenus sont les suivants:

Résultat théorique Résultat avec Résultat avec
[BOZORTH] mailleur mailleur
triangulaire rectangulaire
- Puissance active
stockée dans le
cylindre 2,63228 2,62091 2,63238
(W) err-relative = 4,3 %. | err-relative = 0,03 %.
- Puissance
réactive stockée 2,79403 2,7798 2,78979
dans le cylindre err-relative = 5,06 %. | err-relative = 1,51 %.
(W)
Courant efficace 100,084 100,128 100,098
dans la section du err-relative = 0,44 %. | err-relative = 0,14 %.
cylindre (A)

Maillage rectangulaire

Fig.19: Comparaison des résultats obtenus avec les deux maillages et zoom dans l'épaisseur de peau

- L'aspect des lignes équiflux (Fig.19) est bien meilleur avec un
Probleéme étant unidimensionnel, on devrait théoriquement ob
autour de I'axe de révolution du cylindre. C'est & dire des droites paralleles 2 I'axe du cylindre dans la
vue en coupe. Dans la solution obtenue avec un maillage triang

Uit numérique flagrant.

- La valeur du courant total efficace traversant le cylindre s'avére plus proche de la réalité, méme
re pour le calcul des puissances dissipées. L'erreur relative est quatre fois plus faible avec

Commentaj

maillage rectangulaire car le
tenir des lignes de champ concentriques

ulaire (automatique), on observe un

%
Le Maillage réduit comprend deux éléments dans la hauteur du'cylindre, et dix dans son épaisseur.
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Je maillage rectangulaire qu'avec le maillage triangulaire.

20 L] 1 T T ! ¥ ] ¥ 1 ! 1 1] 1 1] ! ¥ T 1] T ! ] T 1] ]
, J maillage rectangulaire(A/m2)
" o -
, J analytique (A/m2)
_ ® J maillage triangulaire (A/m2)
10

Densité de courant (A/m2)

0 N P Eﬂﬂirﬂ W S T
0 1 2 3 4 5
Rayon (mm)

Fig.20: Courbes de densité de courants obtenues par maillage rectangulaire et triangulaires comparées
a la solution analytique

- Les courbes de densité de courant (Fig.20) sont sensiblement les mémes avec un (emps
moindre de résolution pour le mailleur automatique en rectangles.

- Si on prend une épaisseur de peau plus petite (en augmentant la perméabilité du cylindre, ou la
fréquence d'alimentation de la bobine), le maillage en rectangles va s'avérer étre de plus en plus
performant, car il permet de mailler de fines épaisseurs avec peu d'éléments contrairement au maillage
automatique triangulaire (contraintes sur la dimension des triangles).

- La valeur de la densité de courant obtenue par la méthode des éléments finis (rectangulaires et
triangulaires), calculée sur le rayon du cylindre (coupé en son milieu) a été comparée a la valeur
analytique et théorique obtenue par calcul de la fonction de Bessel au premier ordre, ainsi que sa
dérivée. La densité de courant calculée par la méthode des éléments finis est légerement inférieure a la
densité de courant calculée de manicre analytique. On peut de plus remarquer que les solutions par
maillage rectangulaire et maillage triangulaire sont comparables. Cependant, il faut noter que la
solution triangulaire dépend du plan de coupe car les isovaleurs présentent des irrégularités. On a
choisi de prendre un critére tel que le courant pour comparer les différentes solutions car il est plus
"proche" de la variable d'état Ag, en effet J est directement lié au potentiel, alors que le champ
magnétique H I'est a une intégration supplémentaire.

4-2-6 Conclusion et extension de cette étude

Pour les problemes a géométrie tres simple, il est préférable d'utiliser des mailleurs dits
structurés, qui génerent des éléments rectangulaires régulicrement avec de trés bonnes propriétés :

_ L'utilisateur peut contrdler facilement le nombre d'éléments qu'il souhaite dans chaque
domaine, sans étre dépendant du mailleur automatique qui ne contrdle que la densité d'élément.

- L'utilisation d'éléments rectangulaires fins est possible pour les domaines présentant une
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variable d'état trés peu sensible dans une des directions, ce qui diminue la considérablement la
taille du probléme a résoudre. Les éléments finis rectangulaires sont particuliérement adaptés a
des problémes anisotropes.

- Le mailleur de Delaunay, qui génére de maniére automatique des triangles reste
cependant incontournable lorsque la géométrie est compliquée (type boite d'air), et Ie probléme
isotrope.

Ces constats sont généralisables en 3D, ou le mailleur structuré (contrdlable) peut é&tre basé sur
des méthodes de transport/projection, d'extrusion, chaque discrétisation devant étre adaptée au
probléme physique pos€. On a essayé de mailler le cylindre en tridimensionnel, en tétraédres, puis en
prismes, et enfin en rectangles. La base du cylindre a été maillée en triangles, puis par extrusion ou a
obtenu des prismes (cas 1), que l'on a comparé au maillage automatique de Delaunay en tétragdres
(cas 2), et a un maillage obtenu par extrusion du mailleur rectangulaire (cas 3). On a obtenu les
données suivantes au premier ordre:

Briques
dans

P’épaisseur

de peau

Tout prisme Tout tétraédre

Cas 1: Prismes Cas 2: Tétratdres Cas 3: Prismes et briques
Cas 1 Cas 2 Cas 3
Nombre de 168 1249 168 -
Noeuds
Nombre
d'éléments 240 5941 192
_____Volumiques

Fig.21: Différents cas de maillages tridimensionnels
On constate donc que I'étude réalisée sur le cylindre en deux dimensions axisymeétriques, est

tout 3 fait généralisable a la 3D, qui amplifie encore le gain en nombre d'éléments et en
Conditionnement du probléme.
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4-3 Des solutions...

Nous sommes encore loin du mailleur presse-bouton qui optimiserait le maillage d'un dispositif

électrotechnique. 11 est par conséquent nécessaire d'avoir un utilisateur connaissant a priori le
probléme et ayant des idées sur la solution physique.

Cependant, il peut étre trés utile de développer des outils de maillage utilisables directement par
l'utilisateur. 11 devrait pouvoir affecter pour chaque volume un type de mailleur, automatique
(Delaunay) ou structuré (Projectif ou extrusif), et ainsi utiliser I'anisotropie du maillage. En effet, les
mailleurs structurés, qui génerent des éléments de type quadrangles ou prismes permettent de gérer au
mieux l'anisotropie, alors que les mailleurs automatiques maillent des géométries tres complexes. Il
est alors nécessaire de construire des éléments de transition et de les insérer au bon endroit dans le
maillage mixte.

Une boite 2 outil de maillage et la possibilité de mélanger des cultures de maillage semblent étre
des solutions appropri€es aux problemes rencontrés par les concepteurs et analystes utilisant la
méthode des éléments finis.
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-5 Conclusions

Au cours de ce chapitre, nous avons évoqué et développé la méthode des éléments finis sur un
exemple magnétostatique bidimensionnel.

Ensuite, la C.A.O. et la description géométrique des données ont été présentées, puis nous
avons fait un rapide état de I'art des méthodes de maillage.

Aupres des différents utilisateurs des méthodes de maillage, nous avons pu élaborer un
catalogue des difficultés de maillage, de maniére essayer de répondre le plus possible aux lacunes de
chaque méthode de maillage.

Il semble donc clair, et c'est ce que nous allons développer dans les chapitres suivants, qu'il est
nécessaire de pouvoir générer des différents types de maillages de maniére 2 tirer parti des avantages
de chaque méthode de maillage. Cela devrait étre réalisé de maniére automatique.

Enfin, il est aussi nécessaire de pouvoir évaluer la qualité d'un maillage a priori. Dans le
chapitre suivant, nous présentons nos travaux sur un critére de qualité de maillage générique.
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Chapitre 11

Qualité des éléments finis en vue
d'optimiser un maillage

L'expérience montre que la qualité de 1a solution obtenue par la méthode des éléments finis est
trés dépendante du maillage réalisé. De plus, les mailleurs automatiques ne sont pas parfaits: un
maillage peut contenir des éléments mal conditionnés ou dont les caractéristiques ne sont pas adaptées
aux propriétés du phénoméne physique étudié. Le maillage est alors impropre au calcul et doit &tre
corrigé ou régénéré. Dans ce chapitre, nous traiterons de la qualité des éléments finis, en vue de
Caractériser un bon maillage.

Au niveau de l'amélioration de la qualité du maillage, deux approches sont possibles:

- Soit améliorer la qualité de la solution aprés des résolutions successives (adaptativité
[MORANCAY-93], [ZIENCKIEWICZ-91]), solution efficace mais cofiteuse en temps de résolution.
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Le principe de cette méthode est l'introduction de degrés de liberté* 12 ot la solution est mal calculée.
Clest a ce niveau qu'il est nécessaire de parler de mesure d'erreurs a posteriori [RAIZER-94].

N

L'intérét de cette méthode est qu'elle garantit presque a coup str la qualité de la solution.

- Soit améliorer la qualité de la solution a priori de maniere 3 avoir un maillage optimal avant la
résolution. L'intérét de cette approche réside dans le fait qu'elle ne nécessite pas de résolution, mais
un traitement du maillage de maniere indépendante du solveur. Pour pouvoir améliorer le maillage, il
est nécessaire de disposer de bons critéres ou de bonnes mesures de qualité locale au niveau de la

2

maille du probleme éléments finis.

La figure suivante (Fig.1) présente les deux approches possibles concernant 'amélioration de
maillage dans un probleme éléments finis.

(" Adaptativité )
s

Description
géométrique . i ‘ —
et physique du — Maillage |==fp Résolution | == Exploitation
probleme

C Optimisatioj /

a priori

Fig.1: Les deux approches pour faire de | ramélioration de maillage

En fait, ces deux approches sont complémentaires. 11 est en effet préférable d'avoir un bon
maillage initial avant de partir en maillage adaptatif. De plus, les criteres de qualité a priori sont
utilisables en adaptatif.

Notre étude sera restreinte a une approche a priori de la qualité du maillage. En effet,
l'adaptativité est un domaine de recherche "en soi", et de plus cette approche est trés liée au solveur.
Notre objectif étant de réaliser un préprocesseur généraliste, il nous est par conséquent nécessaire de
travailler en amont du solveur, indépendamment de ce dernier. De plus, il est clair que la résolution du
probleme est I'étape la plus cofiteuse du probléme éléments finis (elle est souvent exécutée en batch) et
il est pertinent de rechercher a améliorer la qualité du maillage avant de résoudre.

Dans ce chapitre, nous présenterons d'abord des criteres de qualité de maillage trouvés dans la
littérature, dont le choix peut &tre propos€ a T'utilisateur C.A.O., et dont l'utilisation est nécessaire
pour faire de ]'amélioration de maillage*. En effet, 1a sélection du critére d'évaluation de maillage

entraine la génération d'un type de maillage.

Ensuite, les outils d'améliorations topologiques ou non topologiques trouvés dans la littérature

* On peut augmenter le nombre de noeuds (ou la finesse du maillage), adaptativité h; ou bien augmenter le degré
d'interpolation des fonctions de forme, adaptativité p.

** On notera que 'amélioration de maillage dans la littérature est quasi exclusivement appliquée a des maillages de type
"simplexe" (triangles en 2D et tétraddres en 3D).
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seront exposés et comparés. On abordera aussi le probleme des algorithmes de supervision de ces
outils d'amélioration de maillage.

Enfin, dans une troisi¢me partie, on apportera une contribution a I'évaluation de la qualité des
éléments finis. Aprés avoir mis en évidence l'absence de critére généraliste (ou universel), on
proposera une approche nouvelle d'évaluation de maillage mixte: Une évaluation de la qualité basée
sur le conditionnement matriciel.
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iI-1_Criteres géométriques a priori

Ils permettent de classer et d'évaluer un maillage éléments finis. Le choix d'un bon critére est
primordial en vue de l'amélioration du maillage.

L'expérience montre que des corrections du maillage sont souvent nécessaires avant de passer
au calcul de maniére A obtenir un maillage de qualité.

Les maillages éléments finis peuvent contenir des mailles non conformes ou qui ont des

volumes négatifs ou nuls. Des procédures semi-automatiques sont proposées dans certains logiciels.
Par exemple, dans [[-DEAS] il est possible de détecter :

- Les arétes libres * d'un maillage 2D ou facettes libres d'un maillage 3D.

_Les éléments coincidents: Deux éléments différents partagent les mémes noeuds.
- Les noeuds du deuxiéme ordre mal positionnés.

Ces tests, bien que nécessaires, ne sont pas suffisants car les résultats obtenus ne permettent
pas d'évaluer la qualité d'un maillage. La détection et la localisation des éléments non satisfaisants est
une tache difficile a cause de I'absence d'une définition formelle et générale du "non satisfaisant” et a

cause de la difficulté d'appréhender un maillage tridimensionnel visuellement. Pour cette raison,
[STAB-93], se propose de distinguer deux niveaux:

- La validité : le maillage est conforme.
- La qualité : un maillage est de bonne qualité si ses éléments sont bien adaptés pour le
calcul éléments finis.

Dans cette partie, nous nous intéresserons 2 la qualité des €léments finis générés par le maillage,
telle qu'on la trouve dans la littérature. D'une part les éléments de type simplexe (triangles en 2D et
tétraddres en 3D), puis ensuite les rectangles et hexaedres seront traités.

1-1 Qualité des éléments finis de type simplexe

7

Apres avoir répertori€ les critéres d'évaluation de qualité existants pour les simplexes, nous
chercherons 2 les classifier et & les évaluer.

1-1-1 Une classification des éléments finis tétraédriques

On s'intéresse aux tétraédres du premier ordre générés par un mailleur automatique. La forme
du tétraédre peut étre responsable de deux types d'erreur [STAB-93]:

~

- Un arrét de calcul si le volume du tétraedre est négatif ou nul.
- Une erreur d'approximation qui est fonction de Ia taille et de la forme géométrique du
tétraedre.

Un coefficient géométrique qui traduit l'erreur d'approximation est calculé. 1l est appelé critére
de qualité. Dans tous les cas, on prend ce critére égal a un pour un tétraédre équilatéral. Ce
coefficient, dans la littérature, est le plus souvent égal a [STAB-93], [RASSINEUX-95], [I-DEAS]:

T

=q=C
Q=a L

1)

ot r est le rayon de la boule inscrite, L 1a longueur d'aréte maximum, et C un coefficient de
normalisation.

C = V12 pour des triangles le Omin toléré avant résolution est fixé a 0,5 pour [I-DEAS].

* Une aréte libre ne doit apparaitre que sur la frontiere du domaine. Les éléments adjacents doivent partager les noeuds et
arétes communs (ou facettes communes €n 3D).
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C =24 pour des tétraédres.
Cependant, dans [FLUX3D], on utilise le critére suivant [TALON-87], [ALBERTINI-88] :

y3 Vol sphere inscrite dans le tétragdre 2.1)

_6
Ca="% Vol du tétraddre

qui sous une forme normalisée entre O et 1 devient:

AV, 2
Q, =216V3-K (2.2)
K
ot Vi est le volume du tétra¢dre considéré et Sk sa surface.
D'autres encore choisissent [GEORGES-93]:

h

=G
Q3= C. (3.2)

ou r est le rayon de la boule inscrite, et h la longueur d'aréte maximum, Y un coefficient de
normalisation.

Pour [CAVENDISH-85], le critére de qualité de I'élément tétrasdre peut se déduire directement
de la valeur des rayons des sphéres inscrites et circonscrites aux éléments finis.

Cs=3 Rsphére inscrite (4.1)
Rsphére circonscrite
=G4
Q= ¢ (4.2)

Les quatre criteres normalisés Q; donnent une valeur nulle pour les éléments trés mauvais et une
valeur égale & I'unité pour un élément équilatéral. Ce qui nous autorise a pouvoir les comparer plus
tard.

Enfin, d'autres mesures de qualité utilisent I'angle solide [J OE-91] [FORSMAN-94].

A :

(0,0,1)

Fig.2: Qualité de l'élément tétraédre situé dans un coin égale & 61,5%

La qualité du maillage est mesurée par le calcul de la moyenne et de la déviation standard de
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Tous les tétracdres du maillage. Les angles solides sont exprimés en pourcentage par rapport a l'angle
solide du tétraddre régulier. Par exemple, la qualité d'un élément tétraédrique situé dans un coin
(0,0,0) (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) est de 61,5 % (Fig.2). Ce critere de qualité est employé par [JOE-91]
dans le processus d'insertion des noeuds et évite ainsi de générer des tétraddres aplatis mal
conditionnés.

1-1-2 Pour aller plus loin dans la classification des mailles tétraédriques

Les critéres généraux présentés précédemment ne donnent malheureusement pas d'informations
concernant la correction adaptée permettant d'améliorer 1'élément. Pour y remédier, [STAB-92]
présente les deux criteres suivants: :

K=IT (5.1)

ot L est la longueur de l'aréte maximum et 1 la longueur de l'aréte minimum.

-R '
0= L (5.2)

ol R est le rayon de la boule circonscrite et L 1a longueur de l'aréte maximum.

Ces coefficients permettent de classifier les éléments mal conditionnés en trois catégories
(Fig.3). Pour chaque catégorie, [STAB-92] propose un traitement particulier ou diagnostic de
correction du maillage.

Cas 1 Cas 2 Cas 3
K>>1 ®>> 1 K=1
w=1 X o=l

., ) y Eléments aplatis qui proviennent d'une mauvaise connexion des
Eléments aplatis qui résultent} noeuds. Le critére de Delaunay peut éviter le cas 2.

d'une mauvaise répartition des | Deg techniques de correction sont proposées. [CAVENDISH-85]
noeuds. Une correction locale| note que prés de 10% des tétraddres sont aplatis apres un
de suppression d'arétes| pelaunay. [JOE-91] prouve que le critere de Delaunay n'est pas
responsables de l'aplatissement| gyffisant pour générer un "bon maillage” et propose d'ajouter un
peut €tre envisagee. critére de max-min* angle solide .

Fig.3: Classement plus fin des déformations de mailles tétraédres

Pour obtenir un bon critére de maillage, [PARTHASARATHY-93] se propose de comparer les

* [JOE-91] propose en fait de minimiser I'angle solide maximum de 'élément tétraddre.
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criteres de qualité sur les tétracdres, soumis 2 des tests de distorsion et compare de plus les cofits de
chacune de ces mesures de qualité, afin de déduire le meilleur critére de qualité.

Il compare sept criteres de qualité (normalisés par rapport au tétraddre équilatéral) sur quatre
tests de distorsion [A-B-C-D]. Les tests de distorsion de tétraédres sont présentés a la figure suivante
(Fig.4) et se nomment: Test A, test B, test C et test D. Il faut que chaque critére puisse mesurer
convenablement ces quatre tests de distorsion.

Point mobile —»

test A test B

Points
mobiles

test C test D

Fig.4: Tests de déformation de tétraédres

-~

Par rapport a ces quatre tests, une premiére sélection est faite sur les sept critéres proposés au
départ. Parmi les critéres de qualité qu'il propose au départ, il reste : o, B, G, 7.

o= (m"{/'o‘lizsuagesy 0o = 8,479670 [CAVENDISH-85]

Rayon sph. circonscrite
= = 3,0
P Rayon sph. incrite Po

6= long. aréte .max. 60 = 4,898979 [GEORGES 93]
rayon sph. inscr.

izl Yo = 8,479670
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Remarque: Les valeurs indicées " ¢ " sont les mesures pour un tétracdre équilatéral.
1-1-3 Evaluation des coiits de calcul de chaque critére

Le coft d'évaluation de chaque critere revient a:

e o 6 arétes + volume de 1'élément tétraedre.
oy (6 arétes)? + volume de I'élément tétragdre.
¢ B: Rayon du cercle circonscrit : calcul du centre du cercle (résolution systeme linéaire

3x3) + calcul du rayon.
Rayon du cercle inscrit : calcul des aires des 4 facettes triangulaires et du volume.

eG: Maximum des longueurs des arétes + volume de 1'élément tétracdre.

D'aprés Parthasarathy, il semble que o et y soient les moins chers 2 calculer. Cependant, il est a
noter que la quantité de calculs, donc le cofit, dépend aussi de la structure de données utilisée dans le

mailleur.

1-2 Critere de qualité pour les rectangles ou hexaédres

Dans le cas du maillage en quadrangles, il n'existe pas de fonction d'évaluation privilégiée,
mais certains aspects peuvent étre estimés indépendamment. Néanmoins, l'existence d'une fonction
unique apparait essentielle, lorsque I'évaluation doit guider un processus, par exemple un processus

d'optimisation.
Par exemple, dans [I-DEAS], on se propose de mesurer pour un rectangle:
- Sa distorsion avec la valeur de ses angles intérieurs.

- Son allongement caractérisé par le rapport (Lmin/Lmax)*V2, ol Lmin mesure l'aréte
minimale et Lmax, la diagonale maximale de 1'élément (le coefficient ¥2 normalise le critere).

[MOUNOURY-96] propose de construire 2 partir de ces criteres indépendants, une fonction
d'évaluation unique, qui soit suffisamment représentative de la forme des éléments et puisse tre
modulée en fonction des exigences qualitatives de l'utilisateur.

Pour chaque critére considéré, on connait l'intervalle [ming, maxg], dans lequel il prend ses
valeurs, et sa valeur idéale ck, valeur obtenue, pour ce critére, dans le cas d'un élément parfait. Pour
chaque mesure X, effectuée sur un élément, on peut caractériser 1'écart, notée dg, entre 1'élément
évalué et 'élément parfait par rapport a ce critére, en calculant (6.1): .

die = (X - ¢k )2 . (6.1)

Pour obtenir un résultat normalisé (i.e. un critére entre 0 et 1), noté dny, il suffit de calculer
(6.2):

dx (6.2)
Max( maxk-ckpk-mink)2

dng=

Cette fonction correspond & la mesure d'un seul critére. Pour pouvoir prendre en compte p
critéres simultanément, il faut pouvoir combiner les dng dans une seule fonction d'évaluation, qui soit

suffisamment représentative de la qualité globale de I'é1ément.

Plusieurs types de fonctions sont envisageables. On peut utiliser simplement:

- Une moyenne arithmétique (7.1):
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5 -
ma=L2 dng (7.1)
P

- Ou une moyenne géométrique (7.2):

» /D
mg = A/ [T an (7.2)

qui fournissent directement des résultats normalisés. La qualité sera alors 1-m,, ou 1-mg (par
convention, 1'élément idéal a une qualité €gale a 1). Certains critéres peuvent éventuellement étre
privilégiés en attribuant des poids aux différentes mesures. Par exemple, pour la moyenne
arithmétique pondérée, on utiliserait (7.3):

p

Z agdng

map =251 —— (7.3)
DI
k=1

De nombreuses fonctions plus complexes peuvent étre construites. Pour obtenir une fonction
plus discriminante dans les zones proches des valeurs idéales, on peut choisir d'utiliser une fonction
du type:

exp (- 0L myp ) (8)

Cette fonction fournit, comme les précédentes, un résultat normalisé. Elle a I'avantage de

permettre, grice a son parameétre ¢, un meilleur contrdle du niveau de tolérance autour de la valeur
idéale.

Néanmoins, il faut noter que cette fonction présente un inconvénient: elle a tendance a "lisser"
les résultats obtenus pour les différents critéres, c'est a dire que des erreurs importantes peuvent €tre
atténuées par des erreurs plus faibles, et ainsi fournir un critere d'évaluation moyen.

Une fonction d'évaluation idéale, pour pallier cet inconvénient, devrait caractériser, a la fois, la
valeur globale de l'évaluation et l'uniformité des différentes mesures y participant. La fonction
entropie, notée H est proposée par [MONOURY-95]. Elle peut permettre dans notre cas de
caractériser I'uniformité des différentes mesures. Pour un ensemble de valeurs x, telles que:

o
)

Vk 0<xk< 1, ), xg=1 9)
k=1 *

L'entropie H est définie par (9):

p

H=- Y xdog(x) (10)
k=1

_ Cette fonction prend ses valeurs dans l'intervalle [0, log p]. Elle atteint son maximum
uniquement lorsque tous les xx sont égaux (et valent donc I/p). Pour illustrer I'intérét de la fonction
entropie, nous l'avons représentée, sur la figure suivante (Fig.5), pour deux valeurs xj et xp,
appartenant a [0, 1] et telles que: xj + x2 = 1. La ot la fonction exponentielle fournit un résultat
Constant, la fonction entropie permet de différencier les situations.

Cette fonction pourrait étre utilisée seule ou en complément de la fonction exponentielle (en

effectqant le produit des deux fonctions par exemple). Les contraintes imposées par la fonction
€ntropie sur les mesures & combiner ne permettent pas de généraliser son utilisation a tout ensemble de
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Ccriteres. Néanmoins dans le cas ol les quatre angles du quadrangle ont une somme constante, la
fonction entropie peut servir a préciser I'évaluation.

1 -

|
0,9 +
0.8 + #
0,7 4+

¢

0,6 4 —ae—Combinaison
0.5 exponentielle des critéres

1z

Fonction d'évaluation

—m—Combinaison “entropique”
04 + des deux critéres

03 +
0,2 +
0,1 +

0 4 } } }
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Critére x1

Fig.5: Fonction entropie pour caractériser l'uniformité de deux valeurs

En conclusion, il n'est pas évident de trouver un "bon critére" pour I'élément rectangle, car il est
nécessaire de combiner plusieurs critéres de type "savoir faire". Enfin, I'évaluation de ce critére global
dépend de plusieurs paramétres, et peut étre coliteux au sens du temps de calcul.

1-3 Quel choix pour l'utilisateur: triangle ou rectangle, hexaédre ou
tétraedre?

Nous avons présenté au début de cette partie des criteres de qualité dédiés aux triangles et
tétraddres, puis des critéres concernant les rectangles ou briques. Mais I'utilisateur ayant le choix entre
ces deux types d'éléments va devoir judicieusement utiliser soit des triangles ou tétragdres, soit des
rectangles ou hexaedres.

La revue Benchmark [RAMSEY-95] a réalisé une comparaison entre des maillages hexaedres
ou tétraddres sur un cas simple mécanique d'encastrement avec différents cas de charges, d'une piece
utilisée sur les plates-formes pétrolicres.

Ses conclusions sont les suivantes:

- Pour avoir un calcul équivalent des maxima de contraintes (dérivée de la variable d'état),
il est nécessaire d'avoir un plus grand nombre de tétraédres. Cependant, en utilisant le
raffinement de maillage (auto-adaptativité [RAIZER-94][MORANCAY-93] ou intervention
manuelle), on améliore de maniére probante le calcul des maxima de contraintes sur un maillage
en tétra¢dres.

- Un maillage grossier en tétra¢dres donne des mauvais résultats comparé & un maillage
grossier en hexaedres.

- La génération de maillage tétraédrique est plus aisée que la génération de maillage
structuré en hexaedres.

En conclusion, [RAMSEY-95] de Benchmark assure qu'il a "encore des réserves sur la
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précision des résultats issus de maillages tétraédriques dans certaines situations, et sa capacité a étre
utilisé de maniere universelle".
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[1-2 Quelques algorithmes d'optimisation de maillages tétraédriques

Aprés avoir passé en revue les différents criteres de qualité publiés dans la littérature, nous
sommes capables de définir une fonction objective qui définit la qualité globale du maillage & partir de

'évaluation de chaque élément. Il est aussi possible de repérer et visualiser les plus mauvais éléments
du maillage. Afin de supprimer ces mauvais éléments, il est utile de disposer d'outils permettant de
modifier localement le maillage par région.

Les outils interactifs d'amélioration peuvent atre €lémentaires : déplacer un noeud, détruire des
éléments, permuter une aréte ... L'utilisation "manuelle” de ces outils reste envisageable en 2D
[NOEL-94], mais elle risque d'étre fastidieuse et pas forcément fiable en 3D. La solution pourrait étre
de tout automatiser et de fixer un critére a priori . Mais le résultat n'est pas garanti. De plus, la
maitrise de la convergence des boucles d'essais et de calcul d'erreur nécessite une bonne connaissance
des algorithmes et une bonne expérience du logiciel de maillage. La solution est donc peut étre de
permettre a l'utilisateur de controler le nombre d'itérations d'optimisation qu'il veut réaliser sur son
maillage.

Les outils d'amélioration de maillage peuvent atre divisés en deux grandes familles: Ceux qui
entrainent des modifications topologiques (modification de la connexion entre les noeuds), et ceux qui
entrainent des modifications non topologiques (déplacement des noeuds sans modifier la connectivité
entre eux).

2.1 Solutions empiriques de modifications topologiques

Le probleme est d'améliorer la qualité des mailles générées par une méthode automatique ou
libre. Les mailles créées sont exclusivement tétraédriques (a notre connaissance® ). Quelques solutions

empiriques sont proposées aujourd'hui : le remaillage local, les inversions locales ou la suppression
d'aréte.

2-1-1 Le remaillage local

Le remaillage local consiste a détruire les mailles dans une région ot elles sont de mauvaise
qualité et a remailler. Les méthodes frontales sont adaptées a ce type de traitement quand elles
autorisent les destructions, mais elles générent de nouveaux noeuds.

11 semble difficile d'appliquer cette méthode de remaillage local au mailleur basé sur l'insertion
de noeuds par Delaunay [HERMELINE-82].

7.1-2 Inversions locales

Les inversions locales utilisent deux opérations élémentaires. L'opérateur 2T->3T qui détruit
deux tétraddres partageant une face et génerent trois tétraedres partageant une aréte, ainsl que
l'opération inverse 3T->2T. [JOE-91] applique cette permutation sur le maillage en cours de

réalisation. Il réalise des permutations d'arétes (swapping) lors de chaque ajout de noeud dans le
maillage.

[CAVENDISH-85] propose des modifications topologiques dans le maillage pour supprimer les
tétraddres plats. En effet, il propose un mailleur 3D automatique 2 partir d'une géométrie CSG™* par
insertion de noeuds dans des plans de coupes de la piéce, puis en générant un maillage pour
l'algorithme de Delaunay. 11 se trouve alors qu'on crée des tétraddres plats et il est alors nécessaire dv

les traiter par permutations d'arétes ou "regonflage”.

Soit ABCD un tétraédre plat. La stratégie est de déterminer comment ABCD s'adapte 3%

maillage. [CAVENDISH-85] propose de traiter les tétraédres plats en les divisant en deux grandes

* A notre connaissance, seul MERLIN produit par ALGOR permet de générer des briques 2 partir d'un maillage de pea¥
en triangles.
** pour Constructive Solid Geometry.
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familles. La premiére est celle ou deux tétraedres vgi_sins au tétraedre plat partagent une méme chette
(Fig.6), la deuxiéme est.celle ou il n'y a pas de voisins ayant de facette commune entre eux (Fig.7).
Dans le premier cas (Fig.6) on peut supprimer une aréte, dans le deuxieme cas (Fig.7), on peut
..regonﬂer" le tétraédre plat par déplacement d'un noeud.

Premier cas : 2 Tétraédres voisins de ABCD partagent un méme noeud :

On remplace {ABCD, ABDE, BDCE}
par {ABCE, ADCE}.

Fig.6: Modification topologique #1 proposée
par Cavendish

Deuxiéme cas : il n'y a pas 2 voisins avec un méme sommet :

Pour améliorer la qualité du tétracdre ABCD .
qui est plat,
La solution est de loger arbitrairement le point

D a la position (D;E) c'est a dire D' sur la

figure 7.

Fig.7: Modification topologique #2, Lo
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Remarque :

Le cas 1 se ramene 2 l'opération de suppression d'aréte 2T->3T proposée par [TALON-87] et
[GEORGES-93].

Cavendish ne fournit pas d'histogrammes permettant d'évaluer ses outils d'amélioration de
maillage, son article étant basé sur un mailleur "automatique” de maniére globale qui travaille a partir
d'une géométrie issue de modeleur CSG.

2-1-3 Suppression d'arétes

Une autre technique supprime les arétes sur lesquelles se trouvent les éléments aplatis. Si on

appelle C la coquille” de tétraedres s'appuyant sur l'aréte en question "a", supprimer "a" revient a

proposer des tétraédrisations (dans l'ensemble des tétraédrisations possibles de C) qui ne font pas
apparaitre "a" et qui améliorent la qualité de la coquille.

Fig.8: Coquille de six tétraédres autour de l'aréte "a" ( ofl)

Dans ce cas particulier, [GEORGES-93] chiffre le nombre de remaillages d'une coquille

convexe™*: (MjotMi+1P)i=1,n- Soit 1, le nombre de tétraddres dans la coquille initiale, Np est le
nombre de maniéres de trianguler l'ensemble des noeuds Mj, on a alors (11):

~

n
Np = 2 N;-1Np+2-i avec No=1 et n>2 (1)
i=3
Les figures suivantes (Fig.9) illustrent les triangulations possibles des noeuds M; médians de 1a

"

coquille convexe autour de l'aréte "a".

* Une coquille est un ensemble de tétraddres partageant une aréte donnée.
** 1 e fait qu'une coquille soit non convexe ne fait que restreindre le nombre de réécritures possibles.
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Fig.9.3: Cing triangulations possibles n=5, N5=5

Soit NTy, le nombre de triangles (tétraédres) différents constructibles a partir des sommets M;,

il croit seulement en n3 : NT, = (_Ilf_l_xél_'_?_)fl_

Par exemple, avec une coquille de 7 noeuds (soit 5 noeuds médians), on a (12):
NTs5=10 (12)
N5=Ny xN7.3+ N3 x N3+ Ny + N>y
=1x2+1+2=75

D'ou le tableau suivant:

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Nn 1 2 5 14 42 132 429 1430 | 4862
NT, 1 4 10 20 35 56 84 120 165

NT,, croit beaucoup moins vite que Ny, certains triangles réapparaissant trés souvent. On ne
calcule donc qu'une fois la qualité d'un couple MMM et (BMjM]Me) de tétracdres s'appuyant
sur MiMM,. [GEORGES-93] propose de calculer toutes les tétraédrisations et de les comparer quant
test petit (t <9). On peut aussi prendre la premiére tétraédrisation qui améliore 1'angle minimum au
sens de [JOE -91].

La suppression d'aréte peut étre réalisée sur toutes les arétes libres, internes au maillage.

2-1-4 Suppression de noeuds

. Une autre méthode est possible pour les sommets libres du maillage, dans le cas exceptionnel
Ol un point est connecté quatre tétraeédres (Fig.10), on peut supprimer ce point (4T->1T).
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Fig.10: Suppression d'un noeud connecté a quatre tétraedres.

La figure précédente (Fig.10) montre le passage de quatre tétragdres partageant un noeud
commun 2 un tétraédre par suppression d'un noeud.

2-1-5 Insertion de noeuds

Il est aussi possible d'insérer un noeud pour casser une aréte. Soit o} une aréte libre du

maillage et Cop la coquille associée. 1l est possible de créer un point P sur l'aréte of} et de former un
nouveau maillage valide du poly&dre correspondant. Cette opération peut étre réalisée si les autres

outils présentés ne donnent pas satisfaction, ou si l'aréte off est jugée trop longue par rapport aux
autres arétes de la coquille [GEORGES-93]. En pratique, on peut positionner P au milieu de o} puis

lui appliquer un algorithme de barycentrage.
2-1-6 Suppression de faces

La suppression d'une face libre ou l'insertion d'une aréte, est possible si les deux tétraedres
adjacents par cette face forment un polyedre convexe. Le remaillage de ce polyédre en 3 tétraedres
[TALON-87] peut étre effectué si la qualité s'améliore.

2-2 Algorithmes de modifications non topologiques

Ces outils d'améliorations de maillage présentent la particularité de ne pas modifier la topologie
du maillage, c'est-a-dire que seules les coordonnées de noeuds du maillage peuvent étre ajustées sans
modifier les liaisons entre les noeuds. On développe deux techniques: Le barycentrage et le bougé de
points.

2-2-1 Barycentrage
L'algorithme de barycentrage a été préconisé par [ALBERTINI-88]. En prenant tous les noel{d§
un par un et a partir des noeuds voisins du noeud sélectionné, on le déplace a leur barycentre pondére
via un coefficient choisi par l'utilisation (Fig.11).

On peut considérer chaque ligne du maillage comme un ressort qui déplace les points jusqu'a
obtenir une position d'équilibre, le maillage "idéal".

Cet algorithme fonctionne relativement bien pour l'amélioration de maillage en triangles, par
contre il est décevant pour les tétracdres.
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Fig.11: Barycentrage

Il faut tout de méme placer des verrous pour éviter tout retournement de triangle qui pourrait
avoir lieu, notamment prés des frontieéres concaves. [TALON-87] indique que I'algorithme converge
en quatre ou cing itérations et que les opérations de barycentrage seules ne sont pas intéressantes en
trois dimensions car elles dégradent en général la fonction objective, et générent des éléments plats.

2-2-2 Bougé de points

"Le principe [GEORGES-93] consiste a déplacer le point P pas a pas (via un coefficient o) vers
un point optimal Py calculé & partir des tétraédres idéaux s'appuyant sur les faces extérieures de la
boule de tétraédres connectés au point". Schématiquement, on peut écrire :

P =P+ d avec d = PPy (13)
n

Popt = z BiPigj avec Bj= rl—l par exemple (14)
i=1

* n est le nombre de points connectés a P.
_* Pjgj est la position idéale de P pour le triangle de numéro j, déterminé a partir des faces
extérieures de la boucle de tétracdres contenant P.

* B; est le poids associé au point j (XBj=1).

_ Le point P est déplacé vers Pqp tant que la qualité s'améliore, dans le cas contraire le pas de
déplacement est diminué et inversé. 8n algorithme complet est présenté dans [RASSINEUX-95].
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Fig.12: Bougé de points optimal

Cet algorithme semble plus performant que l'algorithme précédent, car ici on explore I'espace
pour trouver le noeud idéal a partir des positions Pjgj (position idéale de P pour le triangle de numéro

j). Enfin, on peut faire une recherche dichotomique du meilleur point milieu via le coefficient o

2-2-3 Perspectives

Les opérations non topologiques ne sont pas intéressantes en elles-mémes, mais le deviennent
quand elles sont associées a des modifications topologiques, particulierement en 3D [TALON-87].
Ceci est probablement df au fait que I'on bouge les noeuds un par un, et que l'on crée des singularités
dans le maillage (éléments finis aplatis), qu'il faudrait supprimer ou retraiter.

Pour éviter ce probléme de création de singularité dii au traitement séquentiel des noeuds, on
peut imaginer un algorithme de modification non topologique global de maillage. En effet, les
algorithmes génétiques [GOLDBERG-89] peuvent trouver une application dans I'amélioration non
topologique du maillage. On peut considérer par exemple une chaine génétique construite a partir des
génes qui seraient les coordonnées du vecteur déplacement de chaque noeud. Le déplacement de
chaque noeud serait évidement borné par une sphére pour éviter de générer des mailles de volume
négatif.

Les difficultés résident dans le réglage des paramétres de la méthode (Nombre d'individus dans
la population "maillages possibles”, taux de probabilité de cross-over, taux de probabilité de
mutation...). Cette méthode originale et prometteuse a été entamée par [SALUDJIAN-96].

2-3 Algorithmes généraux d'amélioration de maillage

Cette partie présente des outils superviseurs permettant de gérer les outils d'amélioration locale
de la qualité d'un maillage topologique ou non topologique. On présente donc, un algorithme glouton
[TALON-87], un algorithme stochastique de recuit, ainsi qu'un glouton plus performant, basé sur les
travaux de [GEORGE-93]. :

2-3-1 Un algorithme de trempe ou "glouton"
L'algorithme glouton[TALON-87] est basé sur les deux transformations T2->T3 ou T3->T2 et
ne fait pas intervenir le hasard (non stochastique). Pour chaque tétraddre considéré, on regarde si 00

peut améliorer la qualité du tétraddre et de ses voisins en permutant une aréte. Si oui, on mpdlfle
localement la topologie du maillage. En résumé, chaque fois qu'une modification locale améliore 1
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hapitre

—aillage, on Ja prend en compte.

Les algorithmes stochastiques, par exemple le recuit simulé, sont 1égeérement plus performants
en terme d'amélioration de qualité de maillage mais bien plus cofiteux en temps CPU.

On choisit une fonction objective & minimiser et, pour chaque tétra¢dre Tj, on recherche parmi
ses voisins $'l en est un qui permet d'effectuer la premiére modification topologique (ajout d'une
aréte). On effectue le changement topologique s'il correspond a la diminution de la fonction objective.

3 Tétraedres 2 Tétraedres

Fig.13.1: Modifications non topologique réversibles: T2->T3 et T3->T2

S un tel voisin n'existe pas, l'ajout de I'aréte centrale rend la topologie irréalisable ol
opération dégrade la fonction objective, on teste si Tj posséde une aréte entourée de trois tétraedres
our appliquer le second changement topologique (suppression d'une aréte). Cela revient a rechercher
eux voisins de T; par une face qui soient aussi voisins entre eux par une face. Le changement est fait
~on améliore la fonction objective.

 L'algorithme glouton se termine quand il n'y a plus possibilité d'effectuer la premiére ou la
conde opération topologique. Cet algorithme est de type descendant : un changement de topologie
st accepté seulement lorsqu'il améliore la fonction objective 4 minimiser.

L'ordre d'examen des tétraédres peut étre modifié, on peut réaliser les opérations topologiques
ans un ordre différent, mais 1'algorithme reste stable et optimise la fonction objective vers une valeur
onstante,

On peut noter que les meilleurs résultats ont été obtenus sur des maillages initiaux de Delaunay.

~ La fonction d'optimisation atteint beaucoup de minima locaux qui défavorisent un algorithme
10u’ton de type descente qui converge systématiquement vers un minimum local qui n'est pas
Iccment le minimum global.

La structure de données utilisée dans les algorithmes présentés est telle que:

Soit n est le nombre de tétraddres.

xyz [1...3, 1...n] 3 Coordonnées / noeuds.

nst [1...4, 1...n] 4 Noeuds sommets/tétracdres.

voisin [1...4, 1...n] 4 Voisins/tétraédres.

coef [1...n] Liste des coefficients géométriques par tétraedre (€valuation de la
qualité).

L'algorithme glouton est présenté dans la figure suivante (Fig.13.2):
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début

n = nombre de tétraédres de la topologie de départ

pour i : 1,n

candidat (i) : = vrai

{T{ est donné par les 4 points (X,¥,z,w)}

calcul du coefficient associé au tétraedre Ty coef (i)

recherche des 4 voisins par face du tétraédre Ti :
voisin(l,i) ; voisin(2,i) ; voisin(3,1i) ; voisin(4,i) ;

fin pour

calcul du coefficient de qualité Cpoy @ = Zi=1,n (1-coef(i)/ceq)

tant qu'il existe i tel que candidat (1) vrai

{Opération ajout d‘une aréte T2->T3}
pour j : = 1,4

k:=voisin{(j,i)

{soit (x,v,z,v) les 4 points du tétraedre Tk}
{Tkx et Ty sont voisins par la face (x,v,2)}

si l'aréte (w,v) coupe le triangle (x,y,z) alors
calculer les coefficients cicpez des tétraedres (x,y,w,v) (x,z,w,Vv) et

(Y, z,w,v) :
si (Cpoy + €1 + €2 +€3 - coef (i) - coef(k)) / (n+l) < Cpoy / 1 alors
(le changement est avantageux)
Crmoy := Cmoy + €1 + €2 +C3 ~ coef (i) - coef (k)
n := n+l

{le nouveau tétraédre Tj correspond aux 4 points (x,y,w,V)}
{le nouveau tétraédre Tk correspond aux 4 points (x,z,W,Vv)}
{le nouveau tétraédre Tp corresppnd aux 4 points (y,z,w,Vv)}
mise & jour des voisins de ces 3 tétraedres

candidat (i) := vrai
candidat (k) := vrai
candidat (n) := vrai

mise & vrai également du tableau candidat pour tous les
voisins des tétraddres Ti,Tk et Tn
finsi
finsi
finpour
{Opération de suppression d'une aréte T3->T2}
pour (T4,Tk) une paire de tétraédres voisins de Tj par une face

si T4 et Tk sont déclarés voisins par une face alors

{soient (x,y,w,v) les 4 points définissant le tétraédre T5}

{soient (x,v,z,v) les 4 points définissant le tétraédre Ty}

{1'aréte (x,y) est alors complétement entourée par les 3 tétraédres Ti,Tj,Tk}

si 1'aréte (x,y) coupe le triangle (z,w,v) alors

calcul des coefficients cl et c2 des tétraddres (x,z,wW,V) et
(y,z,w,v)
si (Cpoy + €1 + €2 - coef(i) - coef(k)) / (n+l) < Cpoy / n alors
{la suppression est avantageuse}
Cmoy = Cmoy + €1 + €2 - coef (i) - coef (k)
n :=n-1
{le nouveau tétraédre Tj est défini par les points
(x,¥,wW,V)}
{le nouveau tétraédre T4 est défini par (x,z,w,V)}
{le tétraddre Tk n'existe plus}
mise & jour des voisins de ces 3 tétraedres
candidat (i) := vrai
candidat (k) := vrai
candidat (n) := vrai
mise & vrai du tableau candidat pour tous les voisins des

tétraedres T;i,Tj

finsi
finsi
finsi
finpour
candidat (1) := faux
fin tant que
fin

Fig.13.2: Algorithme glouton
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2-3-2 Un algorithme de recuit

C'est un algorithme stochastique qui est inspiré d'une analogie 4 la physique du solide et a la
métallurgie. Le désordre étant fonction de la température, on se propose d'élever la température du
maillage, puis de le refr01’d1r petit a petit. _C'est un algorithme avec perte de réalisabilité. Le systeéme
(maillage) passe par des états non adrmss1bles correspondant & des tétraédres em‘poités les uns daqs
les autres. Ces €tats restent admlsmblqs tant que la température est haute, mais doivent devenir
interdits quand la température est plus faible.

Le recuit peut €tre local: La température peut &tre choisie plus haute dans les zones mal
discrétisées du domaine et plus basse dans les parties comprenant des tétraédres moins allongés.

On peut aussi accorder une probabilité de tirage qui dépend de sa géométrie et de ses voisins.
Les tétracdres les plus plats sont tirés en premiers et le recuit s'applique aux zones les plus
défavorisées. Il semble que le recuit soit un algorithme génétique sans cross-over d'amélioration par
_modification topologique du maillage, ol seules les mutations sont autorisées.

Les entrées de 1'algorithme sont:

- Pgeb:  Probabilité (entre O et 1) qui correspond 2 la probabilité de dégradation du
maillage par ajout d'une aréte en début de traitement. Une valeur par défaut pourrait étre 0,8.

- Pfin: Probabilité (entre 0 et 1) qui correspond a la probabilité de passer par un état
de dégradation de maillage a la fin du processus. Une valeur par défaut pourrait étre de 0, 1.

-Kn: Coefficient qui donne le nombre d'itérations sans changements qui améne 2 la
fin de I'algorithme (deuxiéme test d'arrét).

-Ka: Coefficient qui donne le nombre total d'itérations qui abaisse la température
initiale Tg & la température finale Ty.

-T: Données du maillage.

On peut avancer que la stabilité et I'efficacité de cette approche stochastique sont trés dépendants

es réglages initiaux des entrées de l'algorithme et que, par conséquent, ce dernier n'est pas évident a
ettre en oeuvre.
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Algorithme de recuit (Pdep. Pfins KN/ Ka. T)
début
n := nombre de tétraédres de la topologie T

pour i := 1,n
calculer le coefficient coef(i) du tétraddre Ti: coef (i) = 1- Ci/Ceq

fin pour

Ccmoy := Xji=1,n (1-Ci/Ceq)

calculer TO telle que exp (-3 / (Tp.n)) = Pdeb
calculer Tf telle que exp (-0,01 / (Tg.n)) = Pfin

calculer a tel gue Tf = a{Kg.n)TQ
N := Ky.n, pas_change := 0, Temp := TO
tant cue (Temp > Tf)
tant que (pas_change <N)

tirer un tétraddre Ti défini par les 4 points (X,¥,2,W)

tirer une des deux opérations élémentaires ajout ou suppression d'une aréte

si ajout alors

5'il existe un tétraddre Tj donné par (X,Y,z,V) voisin de Ti par la face
(x,v,2)

alors
{(w,Vv) coupe le triangle(x,y,z):1'ajout de 1'aréte est réalisable}

calculer les coefficients ¢l, c2,c3 des tétraddres (X,yY,wW,V)
(x,2,w,v), (¥,2,wW,V)

Fl := (Cmoy + cl +c2 + ¢3 - coef(i) - coef{j)) / (n+l)

E2 :=Cmoy / n

tirer un nombre aléatoire x entre 0 et 1

i (E1<E2) ou (si E1>E2 et si x<exp ((El-E2) / Temp) alors
{la modification topologigue est acceptée}
Cmoy = Cmoy + ¢l +C2 + ¢3 - coef (i) - coef(j)
n := n+l
{le nouveau Ti correspond aux 4 points (x,¥y,w,V)}
{le nouveau Tj correspond aux 4 points (x,2,w,V)}
{le tétraddre Tn correspond aux 4 points (y,z,w,v)}
pas_change := 0, Temp := a.Temp

sinon
pas_change := pas_change + 1
finsi
sinon
pas_change := pas_change + 1
finsi

si suppression alors
s'il existe (2 tétraddres Tj donné par (X,y,z,V) et Tk donné par
(x,y,w,v) voisins de Ti tels que (x,y) soit complétement entourée par les
3 tétraddres TiTjTk

alors
calculer les coefficients cl, ¢2 des tétraedres (x,2,w,v),{y,z,w,V)

El := (Cmoy + cl + c2 - coef(i) - coef(j) - coef(k)) / (n-1)

E2 := Cmoy / n

tirer un nombre aléatoire x entre 0 et 1

si (E1<E2) ou (si E1>E2 et si x<exp (E1-E2) / Temp) alors
{la modification topologique est acceptée}
Cmoy := Cmoy + ¢l +c2 - ceof(i) - coef (3) ~ coef(k)
n := n-1
{le nouveau Ti correspond aux 4 points (x,2,w,V)}
{le nouveau Tj correspond aux 4 points (y,2,w,v}}
{le tétraédre Tk n'existe plus}
pas_change := 0
Temp := a.Temp

sinon
pas_change := pas_change + 1

finsi

sinon
pas_change := pas_change + 1
finsi
finsi
fin tant que
Temp := Tf
fin tant que
fin

Fig.14: Algorithme de recuit
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En résumé, on peut dire que le recuit a les propriétés suivantes:

- Il est efficace s'il est utilisé localement.

- Il converge lentement & cause de la température qui ne doit pas décroitre trop vite.

- L'algorithme va trop loin dans l'irréalisabilité, c'est-a-dire qu'a a la fin du processus on
risque d'avoir encore des tétraédres irréalisables.

2-3-3 Un glouton plus performant

[GEORGES-93] propose l'algorithme suivant pour optimiser un maillage tétraédrique 2 partir
de la boite a outils définie précédemment. Cet algorithme est de type descendant. Un changement
n'est accepté que s'il y a amélioration de la qualité du maillage. 11 est de plus non stochastique. On
peut le qualifier de glouton, et l'algorithme publié semble plus complet que celui proposé par
[TALON-87].

"Utilisation des divers outils tant que cela améliore la qualité de maniére significative:

(a) suppression d'arétes pour toutes les arétes libres

(b) insertion de points pour toutes les arétes libres

(c) suppression de face pour toutes les arétes libres

(d) suppression des points libres pour les boucles de 4 tétraddres

(e) bougé de points pour tous les sommets libres

(f) calcul de 1l'histogramme et de 1'évolution de la qualité du maillage

Sauvegarde des données du maillage dans un nouveau fichier".

Fig.15: Algorithme simplifié glouton généralisé

Ses résultats [GEORGE-93] sont trés convaincants et la qualité du maillage en moyenne croit en
méme temps que les plus mauvais éléments disparaissent.

2-4 Conclusion

Nous avons présenté différents critéres de qualité trouvés dans la littérature. Ensuite, des outils
et algorithmes développés et expérimentés améliorant la qualité du maillage par des opérations de
modifications topologiques on non topologiques sont détaillés. Il semble qu'il soit opportun de laisser
le choix 2 l'utilisateur en ce qui concerne le critere de qualité, mais 1'amélioration de maillage devrait
se fﬁire de maniére automatique, I'utilisateur pouvant contrdler a tout moment la qualité de son

maillage.

) Enfin, il est nécessaire de donner des outils de visualisation et de détection des mauvais
Cléments, et de création d'histogrammes de qualité a l'utilisateur C.A.O., qui pourrait ainsi avoir
acces a une information plus grande sur son maillage et donc sur la qualité qu'il peut attendre sur le
résultat de son calcul.
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-3 Un critere généraliste

Les deux parties précédentes ont permis de faire un état des lieux sur les critéres de qualité a
priori et sur I'amélioration de maillage. Cependant, on peut noter qu'il n'existe pas, a notre
connaissance, de mesure de qualité pour tous les types d'éléments finis, et pas d'outils d'optimisation
de maillage pour des maillages autres que ce€ux qui sont de type simplexes. Dans la suite de ce
chapitre, nous nous intéressons 3 I'étude d'un critére généraliste (au sens ou il peut traiter différents

types d'éléments).

Cette partie présente une méthode d'analyse originale [ZGAINSKI-96-3] de la qualité d'un
probleme éléments finis a priori. La distorsion de J'élément fini, l'ordre d'interpolation ainsi que la
formulation utilisée sont liés au critere de qualité présenté, basé sur le conditionnement matriciel. Une

étude est réalisée sur les éléments "standards” du premier et second ordre.

Notre but est de trouver un bon estimateur de qualité pour différentes formes d'éléments finis
(triangles, quadrilateres, tétraedres, hexagdres...) a différents ordres, en vue de l'implanter pour
J'évaluation d'un maillage mixte. ‘

En fait, on définira tout d'abord ce qu'est le conditionnement matriciel puis on calculera le
conditionnement de la matrice global d'un probleme physique discrétisé en motif régulier que I'on va
distordre. A partir de 13, on essaiera de dresser des conclusions sur la qualité d'un élément par rapport
a la position de ses noeuds, de son degré d'interpolation et de la fonctionnelle utilisée.

3-1 Rappels brefs sur la résolution du systéme linéaire dans la
méthode des éléments finis

Dans ce paragraphe, on rappelle les principes de la résolution jtérative d'un systéme matriciel
"creux". On expliquera rapidement les bases de l'algorithme du gradient conjugué (ou CG").

3.1-1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons vu que la méthode des éléments finis conduit & résoudre
de grands systemes d'équations, la taille de ces derniers étant directement liée au nombre d'éléments
finis utilisés lors de la discrétisation.

Dans le cas ot le systéme global d'équations est non linéaire, il est possible de ramener le
probléme 2 la résolution de plusieurs systémes linéaires, en utilisant un algorithme itératif comme par
exemple celui de Newton-Raphson, qui est le plus répandu.

Les relations liant entre elles les inconnues du probleme discrétisé étant en corrélation directe
avec les voisinages entre les éléments finis, les matrices des systemes linéaires obtenus sont tres
creuses, c'est-a-dire contiennent beaucoup de coefficients nuls.

Du fait de la génération automatique des maillages en éléments finis, mais parfois aussi par
l'utilisation de formulations différentes sur plusieurs "régions" (sous domaines) d'un méme
probleme, la distribution des coefficients nuls dans la matrice ne répond a aucune regle
macroscopique a priori. Ainsi, le mode de stockage en mémoire de la matrice, ainsi que, la
numérotation des équations et des inconnues, ont une importance capitale au niveau de I'implantation

effective d'un algorithme de résolution.

Dans [FLUX3D], la résolution des systemes d'équations linéaires est réalisée grace a des
méthodes du type gradients conjugués avec préconditionnenent [MAGNIN-91]. Le principal avantage
de ces algorithmes est qu'ils permettent d'obtenir rapidement la solution du systeme d'équations, c;ela
sans l'inconvénient du remplissage (génération de nouveaux coefficients non nuls dans la matrice

que possédent les méthode "directes" de résolution.

* pour Conjugate Gradient.
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3

Les matrices sont stockées en mémoire grace a une représentation statique par ligne, encore
connue sous le nom de "stockage Morse", avec laquelle seuls les coefficients non nuls de la matrice
sont gardés en mémoire.

Ii est clair que lorsque des problémes tridimensionnels "concrets” sont traités par éléments finis,
Ja taille des syst€mes linéaires a résoudre devient importante (100000 équations est un chiffre
courant), et donc il en est de méme pour les temps de calcul. Le solveur est donc un point clé de la
méthode des éléments finis, le temps de résolution est souvent trés long, et I'utilisation des batchs
reste trés courante.

3-1-2 Algorithme de base de la méthode du gradient conjugué

Soit a résoudre le systéme linéaire de n équations a n inconnues, défini par la matrice A, le
second membre b, et le vecteur colonne X des n inconnues:

AX=Db (15)

La méthode est basée sur la minimisation d'une fonction quadratique F définie par 1'équation
(16):

F(X):%Xt.A.X-Xt.b (16.1)

Ce qui est équivalent a annuler le résidu (16.2)
r=AX-b (16.2)

Dans le cas ol la matrice A est symétrique et définie positive® (SDP), la minimisation de (16)
revient 2 minimiser la forme quadratique (17):

h=tr.Alr 17
ot l'inverse A-l de A est elle aussi SDP.

Afin d'assurer que le minimum de h se produit bien pour r=0 (c'est-a-dire pour X vérifiant
(15), La condition que A-! (donc A) soit symétrique et définie positive est nécessaire™ , sinon on
pourrait trouver des valeurs non nulles de r telles que h soit minimal (h égal ou méme inférieur a
2€ro). Dans ce dernier cas, la minimisation de h pourrait se produire pour des valeurs non nulles de r,
donc pour des valeurs de X ne vérifiant pas (15).

; La méthode du gradient conjugué repose sur la construction d'une suite de valeurs Xj, telle que
cette suite soit convergente et que sa limite se produise pour X solution de (15).

. Pour le lecteur intéressé, les fondements de la méthode peuvent étre facilement trouvés dans la
littérature [NAKATA-88], [TEMPLATES]. L'algorithme tiré de [MAGNIN-91] est présenté ci-
dessous (Fig.16):

%
**(‘?)x Ix)>0, quelque soit x réel non nul, (x | y) représente le produit scalaire entre les deux vecteurs x et y.
ans la plupart des cas simples que 'on va traiter, on utilisera un solveur de type gradient conjugué.
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Xo arbitraire
ro = b - A X5 (résidu initial)
Do = ro (direction de recherche initiale)

i =0
répéter jusqu'a convergence ( |lrjl] <€)
o = (rilri)/{pilA.pi) = (pilri)/(pilA.pi)
Xitl = Xf + 01D
rigl = T - Of.A.pPi
Bi = (ris1lrisl)/(xilri) = -(ri+11A.pi)/ (PilA.pPi)
Pisl = ri+l + Bi.Py
i=i+l
fin

Fig.16: Algorithme du gradient conjugué

De par la construction des directions de recherche pj, on a les relations d'orthogonalité
suivantes:

(pilA.pj) =0,V i# (18.1)
(rjip)) =0, Vi>] (18.2)
(i) =0, V i#] (18.3)

L'équation (18.2) exprime que les directions de recherche pj sont toutes deux a deux
orthogonales, par rapport au produit scalaire défini par A. Donc la famille (po, p1, .---Pn-1) de
vecteurs est une base d'un espace Réel de dimension n. En utilisant (18.3) avec i=n, on montre que Iy
est orthogonal  tous les vecteurs pj (i = 0 2 n-1), donc  tout vecteur de I'espace réel de dimension n.

La seule valeur possible pour ry est donc d'étre égal au vecteur nul, ce qui s'exprime par (19):
=0 AX;=b v (19)

Cette dernidre égalité prouve que mathématiquement, l'algorithme du gradient conjugué
converge en n itérations maximum, n étant la taille du systtme d'équations (nombre d'inconnues).

3.2 Une mesure de la qualité d'une matrice avec le conditionnement
matriciel

Cette partie est composée de rappels succincts sur le conditionnement matriciel [LASCAUX
THEODOR]. On développera seulement les aspects qui nous semblent importants pour notre
approche concernant 1'évaluation de la qualité d'un probleme éléments finis a priori.

3-2-1 Définition du conditionnement
Le conditionnement d'une matrice A est défini par I'équation suivante (20):
¢ (A) =lIIAILIA-1I (20)
1l est aussi défini par le rapport de la plus petite valeur singuliére (ou valeur propre pour une

matrice symétrique définie positive) sur la plus grande de la matrice A. En fait, c'est une possibilité de
mesure de la sensibilité de la solution du systéme linéaire. Plus le conditionnement est petit, meilleure

est la qualité numérique de la matrice. Par exemple, la matrice identité a un condtionnement égal a
'unité.

3-2-2 Propriétés

De plus, le conditionnement ¢ vérifie les deux inégalités suivantes (21)-(22):
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Chapitre ]
XX ¥ < 2 %HXO—X*H 21)
IXo-X* 1l < c.eIX*I (22)

ot X* est la solution numérique, Xy est la solution au pas k de l'algorithme gradient conjugué, Xo la

valeur initiale de X dans l'algorithme du gradient conjugué et € la précision machine. Les
conséquences de ces inégalités sont que le cofit de la solution du systeme linéaire peut étre estimé et
que l'erreur numérique relative de la solution est aussi donnée par la connaissance du conditionnement
de 1a matrice du systeme.

3-2-3 Calcul du conditionnement d'une matrice

Le conditionnement peut étre calculé avec des algorithmes efficaces et robustes du domaine
ublic. LINPACK est disponible sur Internet et peut étre téléchargé sous forme de routines
FORTRAN du domaine public.

Notre utilisation de LINPACK se fera en amont du solveur, lors de l'intégration et de
J'assemblage des matrices élémentaires du probléme éléments finis (Fig.17).

En sortie de LINPACK, il est possible de récupérer les valeurs propres de notre matrice
¢lémentaire, ou le conditionnement matriciel.

Descripteur géométrique + physique Calcul
Maillage '
# Valeurs propres  Conditionnement

Intégration - Assemblage

v

Résolution

Fig.17: Utilisation de LINPACK couplé a FLUX3D

L'objet de cette theése n'est pas de détailler les divers algorithmes utilisés pour le calcul des
valeurs propres. Pour cela on se référera a [CLINE-79].

3-3 Etude d'un probléme simple éléments finis composé d'un motif

Dans cette partie, on étudiera I'évolution du conditionnement d'un probléme éléments finis dont
le maillage est déformé, et on comparera alors I'évolution du conditionnement de la matrice globale du
systeme & I'évolution des critéres de qualité récupérés dans la littérature éléments finis. Nous utilisons
quatre critéres développés comme suit:

- 69 -



. Chapitre li

Qualité des éléments finis en vue d'optimiser ...

Fig.18: Grandeurs caractéristiques des éléments finis triangles et rectangles

Criteres de qualité pour les éléments finis triangles

Mesure de qualité

Valeur de la mesure
pour un bon
élément.....et pour un

Utilisé dans

mauvais
R; 1....... 0
Qu=2xg’ [CAVENDISH-85]
Qp= 1__lm1_n_ 1....... 0 AKER.89
max [B 1
R; | B 0
Q3=3,446 le;X [STAB-93]
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Critére de qualité pour éléments finis rectangle

""" Valeur de la mesure
Mesure de qualité pour un bon Utilisé dans
élément.....et pour un
mauvais
_ Imin looonn. 0
Q=12 X o [MOUNOURY-95]

Pour valider I'approche proposée basée sur le conditionnement matriciel, nous avons étudié un
probléme tres simple (Fig.19).

Clest un conducteur thermique de 3 mm d'épaisseur, des conditions aux limites sont imposées

sur deux lignes opposées, et le maillage est déformé d'un angle o . Le potentiel utilisé (en
J'occurrence ici la température) est un potentiel scalaire (un seul degré de liberté par noeud). On

conserve ce maillage régulier pour différentes valeur de I'angle o afin de comparer I'effet de la
distorsion sur le conditionnement du probléme complet.

3-3-1 Cas d'un motif triangulaire

Le motif de ce maillage est triangulaire.

conditions aux

Conditions }@mipes
aux limites périodiques
de type
Dirichlet

Fig.19: Maillage triangulaire d'un probléme simple thermique

Dans le cas de ce probléme, nous avons six degrés de liberté au premier ordre a cause des
conditions aux limites de type Dirichlet et de type périodique.

La figure suivante (Fig.20) montre I'évolution du conditionnement en fonction de I'angle de

distorsion o.. Bien que peu sensible 2 la variation de l'angle ., la plage de variation lorsque I'angle o,
passe de 0,1 a 1,1 radian est de l'ordre de 20%.
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— ©o— - Premier ordre — m — - Second ordre
0,215 T T 11 T T 1 T ] rri T 1T 1] 0,042
021 E s 3 0,04

= - /1 .

g 0,205 ‘I \ 0038

& = A o\ 47

=) 092 - 7 . :

1{3 u YAy AEAN 1 0036

e 0,195 F ] \ .

e o None 0,034

Q - / N\ i

= 0,19 F i \ =

g5 g n 2 0,032

g 0,185 E ,’, " ’

2 018 Eugt 33 0,03
(),175 Fy 1 I T T T Y O O 1] 0.028

0 0,2 04 06 08 1 1,2
Angle alpha (radian)

Fig.20: Inverse du conditionnement fonction de l'angle o de distorsion

On peut constater que le minimum du conditionnement est atteint lorsque o = 0,52 rad = %

lorsque les triangles sont isocgles. On a tracé I'inverse du conditionnement dans le but de comparer
son évolution avec les critéres de qualité normalisés du triangle. De plus, on peut noter que le
conditionnement est plus grand au second ordre, ceci est di au fait que le maillage au deuxieme ordre
présente plus de degrés de libertés (30) que le premier ordre (6).

Q1

1,0 : ; e Q2

\>
/I

0,9 o

Calcul du critére de qualité
L ML)
\b_\\‘\ .
N
/
-
, ’

BETHY Y
'/ N

TS SO0 A N T TN VU R OO TR TSNS VNS VOO NN SO U W o |

0,7

0 02 04 06 08 1,0 1,2
Angle alpha (radian)

Fig.21: Indicateurs de qualité pour un triangle du motif
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La figure 21 montre les éyolqtions dgas indicateurs de q_ualité obtcj,nus a partir d@s caractéristiques

sométriques des éléments finis triangulaires. On peut souligner le fait que l'éyolutlon de ces critéres

est Ja méme pour tous le§ tr1apgles dp motlf; D@ plps, le maximum de ces criteres ne passent pas par
]a valeur unité car on n'a jamais de triangles équilatéraux.

1l est possible de superposer le conditionnement de la matrice globale du systeme avec ces
_ indicateurs.

3-3-2 Cas d'un motif rectangulaire

Un autre test peut &tre 1'évaluation d'un motif maillé en quadrangles (Fig.22), en gardant les
mémes propriétés physiques.

conditions aux

I
Conditions ! limites
aux limites | périodiques
de type |
Dirichlet R U W

\ \
\

\
\ \
\ \
\ \

T=1

Fig.22: Maillage quadrangulaire d'un probléme thermique

o - ~ Second ordre ® - -premier ordre .
g 0902 _l i LI L] F11 s 1 L DL L 3L I: 0,24 g
2 - - &
g = - o
£ 0019 :—--t' A 4023 =
: . B -

[ - \ g
g n 50,22 e
8 0,018 X z =
S - 30,21 5
= = ‘\ - o
L 0,017 302 =]
= - N\ 30, e
[=] -~ -
9 o N b X}
= 0,016 F 40,19 F£
E - A E
= - """ Jo,18 B
S 0015 Mo 3
2 - 8017 8
Q - 3" e
E‘: 0.014 ENTEEINEI NS TN N |||‘016 @

0 02 04 06 08 1 12
Angle alpha (radian)

Fig.23: Conditionnement pour la matrice globale du motif rectangulaire
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Cette fois, les quadrangles sont distordus et on peut remarquer que sur la figure précédente
(Fig.23), que le maximum de I'inverse du conditionnement est atteint lorsque les quadrilateres ont deg
angles droits. Les conditionnements des rectangles et des triangles peuvent aussi étre comparés.

La figure suivante montre l'évolution du critére Qg pour les rectangles déformés de la figure 22

1,1

12) ! . — Q4

E 09 Edy

) -

\qﬁ) 0,8 : \\

S 07§ St

o =

2 06 E T

o =

(:-5 0,4 :I 11 | . | L.l 1 1 | - 111 \ ]
0 0,2 0.4 0,6 0,8 1 1,2

Angle alpha (radian)

Fig.24: Critére de qualité Q4 pour les quadrangles du motif
3-3-3 Cas de la déformation d'un maillage régulier

Un autre test peut étre la déformation élastique d'un maillage régulier. Nous présentons ici
l'évaluation du conditionnement de la matrice d'un maillage régulier, que I'on va déformer.

0O X
y
Déplacement d’un noeud interne
» du maillage régulier
>
noeud déplacé (1;2) noeud déplacé (1,49;1,51)

Fig.25: Cas de déformation d'un maillage réglé régulier

La figure suivante présente I'évolution du conditionnement de la matrice globale du probléme
résolu au premier ordre avec 80 degrés de libertés en potentiel scalaire (on impose des conditions de
Dirichlet sur les lignes supérieures et inférieures du probleme (soit 20 degrés de liberté). On utilise
une formulation scalaire de type gradient gradient™ au niveau des sous matrices assemblées.

De plus, il est clair que la numérotation des noeuds entre en jeu dans le conditionnement d'une
matrice d'un probléme éléments finis. L'algorithme utilisé est du type Chuthill Mac Kee.

* Lorsque les matrices élémentaires sont composées de produits de terme gradient fois gradient intégrés sur I'élément.
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— Position du noeud Nombre d'itérations Conditionnement
déplacé gradient conjugué matriciel
préconditionné
(1;2) 6 48,99
(1,3;1,7) 7 60,15
(1,4,1,6) 7 75,6
(1,49;1,51) 7 134,8

Fig.26: Evolution du conditionnement de la matrice en fonction de la position du noeud déplacé

Nous pouvons remarquer que le conditionnement de la matrice globale du systeéme éléments
 finis se dégrade au fur et 2 mesure que la déformation devient importante.

3-3-4 Conclusion

L'évaluation de la qualité globale d'un probléme, telle que nous 1'avons présenté dépend bien
~ du conditionnement de la matrice globale du systéme. En effet, nous pouvons constater qu'il y a une
corrélation forte entre 'évolution du conditionnement et les criteres de qualité existant dans la
littérature. L'intérét de ces exemples était de montrer qu'a nombre de noeuds égal, qu'a conditions
 limites et problémes physiques identiques, et a connectivité et numérotation égale, le conditionnement
_ nous permet bien de mesurer la qualité d'un probléme a priori.

Cependant, pour l'utilisateur éléments finis, il semble essentiel d'avoir un indicateur fiable et
significatif pour chaque élément fini. En effet, une grandeur globale comme le conditionnement
matriciel n'a pas de sens pour I'utilisateur, car il dépend en outre de la forme des éléments, du nombre
de noeuds du probléme et de la numérotation des noeuds.

C'est pourquoi, une approche locale sur la matrice élémentaire nous semble pertinente pour aller
plus loin dans la classification des mailles. Le lien entre I'approche globale et I'approche locale n'est
pas trivial, mais semble intéressant et prometteur. En ce qui nous concerne, et par manque de temps,
nous avons franchi le pas et nous allons maintenant définir, a partir d'une extrapolation de I'approche
globale, un critére de qualité original et local.

Y

3-4 De l'approche globale a l'approche locale

Une autre possibilité pour calculer la qualité d'un maillage est ouverte par [MARIH-94]. En
effet, 4 partir du calcul de l'erreur faite par I'approximation éléments finis, il obtient un majorant de
I'erreur fonction de P-1, oll P est définie par la base de la fonction d'approximation évaluée aux
différents noeuds du maillage.

Par exemple, pour le triangle, P est égale a (23):

1 x1y1
P=11xy (23)

1 x3y3
ol (x1,¥1),(X2,¥2),(x3,y3) sont les coordonnées des sommets du triangle

Cela I'ameéne a calculer le conditionnement de P-1 qu'il appelle facteur de stabilité. Finalement,
ce facteur de stabilité lui permet de déterminer une configuration optimale pour I'approximation
€léments finis. L'exemple de 1'élément triangulaire est traité et il obtient un indicateur de distorsion
fonction du conditionnement optimal (égal a 1) pour un triangle équilatéral.

L'intérét de ce critére est qu'il peut s'appliquer sur tout type d'élément fini, aussi bien en 1D,

qu'en 2D ou en 3D. Il permet donc d'évaluer tout type d'élément (triangle, rectangle, tétracdre,
brique...). Cependant, la théorie et la validation de ce nouveau critére n'est pas évidente, et des
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difficultés peuvent se présenter pour le calcul du conditionnement de la matrice P, le calcul peut ausgj
étre cofiteux...mais il reste original & notre connaissance.

Apres avoir étudié des motifs réguliers dans une premiére approche globale, nous avons essayg
de trouver un lien entre une valeur giobale comme le conditionnement de la matrice globale et Iy |
qualité matricielle d'un élément unique.

3-4-1 Cas du triangle du premier ordre en formulation gradient/gradient

En effet, la matrice globale d'un probléme éléments finis est définie par 'assemblage de matrice
locale associée A chaque type d'élément. Ces matrices peuvent étre définies par 'équation intégrale !
suivante (24): ‘

MS = f f - VN;.kVN;.ds (24)

Surf de Teit

ou N;j est la fonction de forme du noeud numéro i. En fait, pour un triangle au premier ordre, les
fonctions de forme peuvent étre définies comme une solution de I'équation suivante (25) dans la base
polynomiale [1,x,y] des coordonnées réelles de I'élément. |

1 xpyp ]!
[NIN2Nal=[1 x y]| 1 x,y, | =[1 x y]P (25)

1 x3y3

ou la matrice P peut étre appelée matrice de sensibilité [MARIH-94]. Le gradient de cette |
expression devient alors (26):

ON; oN; JdNj3

on_| 0x 9dx dx [_[010 -1

VN= dN; dNz dN3 _[0 0 I}XP (26)
dy dy dy

—

oti la matrice V.B représente le gradient de la base polynomiale (27):

en-{8 4]

11 est alors possible de calculer la matrice locale de I'élément a partir de la base polynomiale des
fonctions de forme et de la matrice P de 1'élément.

t —

(E;.N) VN = (e.B.P'l)W.B.P-l)

- (p1).VBLYB.P-!
00

] 3 o x[3 4 0]

001
= (p1)

1
00
10/ P! | (28)
01

O O OO

L

d'oii 1a relation finale, pour le triangle au premier ordre :

‘ 000
Me_élémeng =Axkx (P'l) 0101Xx (P‘l) (29)
triangulaire 0 O l
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A ce niveau, nous pouvons faire quelques remarques:
000

« Conditionnement infini de la matrice de I'élémente,car| 0 1 O |estnon inversible !
001
« La précision sur le calcul de M® dépend de la précision sur (P-1).

Afin de pouvoir travailler sur son conditionnement, nous avons décidé de prendre en compte
ement les valeurs propres non nulles de la matrice élémentaire.

3-4-2 Cas du triangle en formulation N;.Nj
Dans le cas d'une formulation N;j.Nj, la matrice élémentaire est composée de l'intégrale du

6duit des fonctions de forme dans I'élément fini. Bien que moins souvent utilisée® que les
:cédentes, nous proposons un calcul de la matrice élémentaire, dans cette formulation, dépendant de

matrice de sensibilité P:
La matrice élémentaire peut s'écrire (30):
Nbplg

Me= || NikNjdS= 2, wiNi(xkyk)-KNj(xkyk) (30)
k=1

& wi et (Xk,yk) sont les poids et points de Gauss associés a I'élément.

En développant de maniére matricielle le produit Nt.N, il vient (31):

NLN = (B.P-1)t. (B.P-])

=Pp-1t Bt B.Pl
1
NIN==P!Y x |.[1 x y P!
y
1 xvy
NUN= p‘lt X x2 Xy .p‘1 (31)
y Xy y?2

Donc, l'intégration par Gauss permet d'obtenir 'équation si dessous (32).

Nb o 1 xg ¥k
Me=kx(P‘1)tx 2 Wil xx % Xiyk [x Pl (32)
k=1
Yk XkYk Yk2

.. Si les fonctions de forme sont linéaires (du premier ordre), un point de Gauss suffit a
I'intégration, et on se retrouve avec (33):

Me =k x (P1) x A x P! (33)

Ol A est une matrice de dimension 3x3 constante et dépendante de la localisation du point de Gauss
dans I'élément.

£ 3
Ces formulations sont utilisées en magnétodynamique, en pas 2 pas dans le temps, et lors du calcul d'impédances de
Surface en électrotechnique.
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Comme pour le premier ordre, on peut conclure que la matrice élémentaire est dépendante de Tz
matrice P de sensibilité.

3-5 Une approche locale a priori: dans le cas du triangle

Ce qui suit est un ensemble de deux tests de sensibilité qui permettent d'évaluer la fidélité deg
critéres de mesure trouvés dans la littérature précédemment, et Ie critére basé sur le conditionnement
de la matrice €lémentaire. Les tests ont été tirés des observations de la nature des distorsions qui
apparaissent pendant un maillage ou une amélioration de maillage. Ces deux tests nous semblent
représentatifs des distorsions classiques du triangle.

Pour le test A, en partant d'un triangle équilatéral, le sommet du triangle est déplacé par petits
pas le long de la hauteur du triangle. Lorsque le sommet est prés de la base (Fig.27), on a alors un
€lément triangulaire plat. La hauteur du noeud sommet est liée au paramétre h.

Localisation du
\ sommet dans
I’espace 2D

(0,0 (1,0)

Fig.27: Test A pour le triangle

Le test simule la forme d'un élément triangulaire plat et pour une hauteur importante, la forme
d'un élément fin peut étre étudiée. En utilisant [MAPPLE], un outil de calcul formel dédié a la
résolution analytique d'équations, il est possible de calculer une expression analytique des valeurs
propres de la matrice élémentaire, de maniére & obtenir les valeurs propres les plus éloignées I'une de
l'autre de la matrice élémentaire et a évaluer le conditionnement de celle-ci.

Le rapport des valeurs propres est égal a (34):

rapport des valeurs propres = %hz quand h<32E (34.1)
rapport des valeurs propres = Z—?-’h—i quand h>32E (34.2)

Pour ce test, la mesure de la sensibilité montre que le point optimum est obtenu pour h=13 je.

pour un élément équilatéral. La figure suivante (Fig.28) montre la variation du critére en fonction de la
distance du sommet mobile a la base du triangle.
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Distance du sommet du triangle vers la base

Fig.28: Sensibilité des mesures de qualité au test A

Pour le test B, on part d'un triangle équilatéral, le sommet décrit alors un quart de cercle a petits
pas de rayon égal a la hauteur du triangle équilatéral. La position finale du sommet est sur la ligne de

base du triangle (Fig.29). La position du noeud sommet est liée au paramétre ..

(0,1.732)

Localisation du
5 sommet dans
I’espace 2D

(-10) (1,0)
Fig.29: Test B pour le triangle

De maniére analytique, comme précédemment, on obtient une expression du conditionnement,
rapport des valeurs propres égal a (35):

=lsino
Rapport des valeurs propres = lsin (35)

On peut remarquer que lorsque I'élément est plat, la valeur du critere est égale a zéro.

Comme pour le test A, on trace les variations des critéres de qualité en fonction de l'angle que
fait le noeud sommet avec sa position initiale
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Fig.30: Sensibilité des mesures de qualité au test B
Comme pour le test A, on peut constater que les critéres de qualité varient de maniére similaire

et que le rapport des valeurs propres est un critére acceptable. Cette méthode peut étre étendue a
d'autres types d'éléments finis.

- 80 -




Chapitre Il Qualité des éléments finis en vue d'optimiser ...

II-56 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté I'état de l'art sur I'évaluation de la qualité de maillage a
priori ainsi que sur les algorithmes d'optimisation de maillage sur deux niveaux: Modification locale
du maillage (topologique et non topologique) ainsi que pilotage global de l'optimisation (glouton,
recuit, ...).

Ensuite, aprés avoir constaté qu'il n'existait pas de critére généraliste, pouvant évaluer
différents types d'éléments, nous avons travaillé sur une approche originale, a notre connaissance,
basée sur le conditionnement matriciel.

Tout d'abord en ayant une approche globale de la matrice du systéme éléments finis, étudice a
partir de motifs déformés, puis ensuite en ayant une approche locale sur la matrice élémentaire d'un
triangle. Enfin, nous avons comparé I'évolution des différents critéres sur des déformations
d'éléments finis, en nous assurant que notre critére prenait bien en compte les différentes
déformations des éléments.

Cependant, quelques questions restent en suspend:

1l faudrait tester ce critére sur tous les types d'éléments, donc cataloguer toutes les
déformations possibles par élément et étudier 'évolution de ce critere par rapport aux déformations.

Ensuite, 2 partir de ce critére de qualité généraliste, il est possible de faire de
l'optimisation de maillage sur tout type de maillage y compris ceux issus de mailleurs assistés
(maillage réglé ou extrusion), qui générent des quadrangles, hexa¢dres ou prismes qui peuvent €tre
éventuellement mal conditionnés. Un travail sur 'amélioration de maillage assisté pourrait étre
envisagé ayant comme pierre angulaire le critére de qualité généraliste.

Dans le cadre de notre projet de thése, ce critére de qualité nous aidera a évaluer les €léments de
transition évoqués au chapitre suivant.
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Cllapitre 111

Les éléments pyramides

Dans ce chapitre, nous présentons les éléments pyramides. Tout d’abord, le développement de
cette nouvelle famille d’éléments finis, puis leur validation en formulation éléments finis nodaux.
Enfin, dans une dernigre partie, nous aborderons le sujet des éléments finis pyramides d'aréte.

Le but de cette partie est de définir les éléments pyramidaux qui sont utilisés comme éléments de
transition en éléments finis ou éléments d'arétes.
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Avant propos

A ma connaissance, le premier 2 parler des éléments pyramides a été [BEDROSIAN-92], qui
parachute une fonction lapin ¥, c'est a dire les fonctions de forme du premier et deuxieme ordre
incomplet nodale, sans justifier ni expliquer la démarche de leur création et sans I'approche de
couplage de maillage. De plus, l'intégration n'est pas développée, alors qu'elle présente quelques
particularités intéressantes.

D'autres auteurs ont signalé l'existence de la pyramide (CEA, Touzot), mais nous n'avons
jamais pu obtenir de documentations.... :

* ou rabbit function (dans son article, il fait référence & un lapin que I'on sort d'un chapeau pour I'étonnement de
T'auditoire).
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-1 _Introduction: Rapide présentation des éléments finis standards

Un type d’élément fini est décrit par un ensemble de fonctions de formes, qui interpolent la
valeur de la variable d’état  I’intérieur de I’élément, et par des points et poids d’intégration qui
permettent d’intégrer numériquement des combinaisons des fonctions de forme, de leur gradient,
divergence ou rotationnel a I’intérieur de I’élément fini.

Le sujet des fonctions de forme et de l'intégration numérique a été étudié de maniere quasi
compléte par [DHATT-83], et par [ZIENCKIEWICZ-91], dans leurs ouvrages généraux sur la
méthode des éléments finis. Cependant, dans la littérature “ éléments finis ”, il est toujours question
d'éléments finis standards (tétraédriques, hexaédriques ou encore prismatiques, en trois dimensions,
Fig.1), mais I'élément pyramidal n'est jamais traité et ses fonctions de forme et son intégration ne
sont pas abordés, probablement a cause de son originalité et des difficultés qu'il améne a surmonter.

Triangle Hexaedre

Quadrangle Tétraedre

Prisme
Eléments finis 2D Eléments finis 3D

Fig.1: Eléments finis standards
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IlI-2 Fonctions de forme des éléments pyramides nodaux

2-1 Généralités sur les fonctions de forme

2.1-1 Utilité des fonctions de forme dans la chaine de calcul éléments
finis

De manidre générale, les fonctions de forme peuvent étre générées a partir de bases
polynomiales bien choisies. Ces fonctions de forme (ou d'interpolation) permettent d'une part la
projection de la fonctionnelle (voir Chapitre I), et d'autre part d'approcher la solution en tout point du
probléme 2 partir des valeurs aux noeuds, résultant de Ia résolution du systéme €léments finis (voir
Chapitre I).

Une des caractéristiques essentielles des fonctions de forme est leur capacité a interpoler la
valeur de la variable d'état du probléme en un point P  partir de la valeur aux sommets (noeuds) de
I'élément fini auquel appartient le point P. En effet, aprés la résolution (inversion matricielle), la

valeur de la fonction exacte solution du probléme ®(x) n'est connue qu'aux noeuds sommets du
probléme.

2-1-2 Définition et condition de validités des fonctions de forme
"standard'*

On cherche alors les fonctions de forme (ou d'interpolation) N; telles que:

N
dx)= 2 PiN;((x) (1.1)
i=l1
avec ®(x), l'interpolation au point x, @; la valeur au noeud i et Nj (x) la valeur au point x de la
fonction de forme du noeud i.

en imposant les trois conditions suivantes:

o Condition 1:

Ni (Aj) =1 (1.2)
N;i (A) =0 sii#]

e Condition 2:

L'interpolée de @ en tout point d'une aréte d'un élément ne dépend que des
noeuds de cette aréte. De plus, en trois dimensions, l'interpolée sur un point d'une facette d'un
élément ne dépend que des noeuds de cette facette. Par exemple, Nj (P) = 0 si P appartient a une aréte
ou facette ne contenant pas le noeud numéro i.

e Condition 3:

L'ordre de I'interpolation sur chaque aréte d'un élément dépend du nombre de
noeuds de cette aréte. Par exemple, en une dimension (Fig.2), connaissant la valeur ®1 du potentiel
au point Ay, d'abscisse X1, et la valeur ®2 du potentiel F au point Aj, d'abscisse x; il est possible de
calculer la valeur du potentiel ® au noeud A d'abscisse x avec (Equations 2):

* On dit qu'un élément fini est standard quand il vérifie les trois conditions suivantes (par opposition a hierarchique).
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®1.N1(x)
@7 .Nao(x)
A
1 Ay X
>
X1 X2
T _2x)
Aq
Aj X
>
X1 X2
Fig.2: Elément fini unidimensionnel
Si x1< x £x2, alors on peut dire que
O(x) = ©1.N1(x)+P2.Na(x) (2.1)
avec
Xy —X X =X
Ni(x) = et No(x) = (2.2)
X2 =X X2 =X

Cette interpolation unidimensionnelle est linéaire. Avec trois noeuds sur l'aréte Aj,A elle serait
quadratique.

2-2 Méthodes d'investigations pour trouver des fonctions de forme
2-2-1 Génération de fonction de forme a partir d'une base polynomiale

Une méthode généralisable a tout type d'élément est basée sur la connaissance a priori des
polyndmes générateurs de fonction de forme. En effet, sachant que les fonctions de forme (ou
d'interpolation) peuvent étre générées avec des fonctions de base polynomiale plus ou moins
complexe, il est possible, & partir des propriétés géométriques de I'élément, de calculer les fonctions
de forme associées a chaque noeud par inversion d'une matrice de manicre quasi
systématique[DHATT-83].

Par exemple, pour un triangle dans le plan (xOy), on obtient les fonctions de forme des trois
noeuds sommet A{(X1,¥1), Ap(X2,¥2) et A3(X3,y3) en résolvant un systeme linéaire d'ordre 3.
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Ax(x2,¥2)

Y
X
A3(x3,y3) 0 '

Fig.3: Elément fini triangulaire

A1(X1,y1)

On suppose que I'on connait le degré de chaque fonction de forme, et sa base polynomiale.

Pour le triangle de la figure 3, une base de cardinal 3 suffit. En effet, 1a base B = <x, y, 1>! permet de
générer les fonctions de forme des trois noeuds Aj, Ay et Az décrits a la figure précédente. En fait, on

obtient les trois fonctions de forme des trois noeuds par I’équation (3):
X

Ni(xi,yi) = [2i12i28i3] ¥ | et Nj (xi,yi) = 8 3)
1

Pour obtenir les coefficients de ces fonctions de forme, il suffit alors de résoudre le systeme
linéaire suivant (4):

a1 a2 413 X7 X2 X3 1 00
ap; ap ax| .|y1 y2 y3|=|0 1 O} €y
a3y azn 333 1 1 1 0 01

oll les inconnues sont les coefficients ajj des fonctions de forme Nj.

Cette méthode, systématique, permet 2 partir d'une base polynomiale bien choisie de générer
des fonctions de forme pour un élément quelconque, par résolution d'un systéme linéaire de
dimension égale au nombre de noeuds de I'élément.

On a tenté dans une premiére approche d'appliquer cette méthode générale de construction de
fonctions d'interpolation 2 la pyramide a cinq noeuds ci-dessous (Fig.4):

Ayant cing noeuds, on a choisi la base suivante de cardinalité cinq® suivantes (5) en supposant
que le terme en u3 devait étre découplé des termes en uj, up, a cause de la géométrie de la pyramide.

B=<1,uj,uz,u3,u.u> (5)

ol uj, uy, uz sont les coordonnées du repere local de 1'élément pyramide.

* Le fait de choisir 5 éléments dans la base n'est pas innocent car la pyramide posséde cing noeuds et le systeme &
résoudre est donc de dimension 5.

- 88 -



Chapitre 11l Les éléments pyramides

Fig.4: Numérotation des noeuds de l'élément pyramidal du premier ordre a cing noeuds

On a alors obtenu les fonctions de forme suivantes (équations 6) dans le repére local (uy, up,

u3):
Ni= i-.(a +up).(1 +up) - u3) (6.1)
Np= %.((1 +up).(1 - up) - u3) (6.2)
N3= 1((1 - up(1 - w) - u3) (6.3)
Ny= i—.((l -up)(1 +up) - u3) (6.4)
Ns=u3 (65)

Bien que ces fonctions de forme présentent & premiére vue toutes les propriétés des fonctions de

forme classiques, elles ont tout de méme un défaut: La continuité CO* de la variable d'état n'est pas
assurée sur les facettes triangulaires de la pyramide avec les fonctions de forme classiques du triangle.
De maniére équivalente, on peut avancer que la condition 2 (voir § 2-1-2 ci dessus) n'est pas vérifiée.

Cela est visible en projetant une des fonctions de forme li€es aux noeuds 1,2,3 ou 4 sur les
facettes triangulaires (par exemple le plan uz=1-u; ou uz=1-uy), on peut aisément vérifier qu'un terme
produit u;.u, apparait et se trouve en trop dans la fonction de forme, ce qui n'assure plus la continuité

CO avec les classiques fonctions de forme du triangle.
2-2-2 Dégénération d'un cube pour créer une pyramide.

Une autre tentative pour générer les fonctions de forme de la pyramide a consisté a dégénérer un
cube. En effet, si on rassemble les quatre noeuds d'une des faces du cube, on peut obtenir une
pyramide (Fig.5).

* On dit que f est CO en x si (Ve > 0)@a > 0)(Va € F)(ax < a=jf(a)-(x) < g).
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u3

uj

Fig.5: Dégénération d'un hexaédre (8 noeuds) en pyramide (5 noeuds)

Les fonctions de forme des noeuds non dégénérés sont les mémes que précédemment (c'est-a-
dire celles des noeuds du cube correspondant): Elles s'annulent toutes trés bien au sommet de la
pyramide. La fonction de forme du noeud dégénéré est la somme des fonctions de forme d'origines
de la face dégénérées, et s'annule bien sur la base de la pyramide. La figure 5 montre 'élément
cubique et pyramidal dans le repere local de référence (uj,up,u3):

Ni= }1—.(1 +up).(1 +u).(1 - u3) (7.1)
Nop= -}1-.(1 +up).(1 - up).(1 - u3) (7.2)
N3= 4l.(1 ~u).(1 - up).(1 - us) (7.3)
Ny= %.(1 ~up)(1 +up).(1 - u3) (7.4)
Ns=u3 (1.5)

Ces fonctions de forme ne vérifient pas non plus la condition de continuité avec les éléments
voisins car elles sont de degré élevé sur les facettes triangulaires de I'élément pyramide. De maniere
équivalente, on peut avancer que ces fonctions de forme ne vérifient pas les conditions 2 et 3.

2-3 Une méthodologie plus empirique
2-3-1 Cas de 1'élément rectangle linéaire a quatre noeuds

Sur une maille rectangulaire, on propose la numérotation des noeuds suivantes (Fig.6):

Fig.6: Elément fini rectangulaire

Pour la fonction de forme associée au noeud 1, on cherche & annuler la fonction pour les noeuds
2,3 et 4. Or les équations des droites 3-4 et 2-3 sont respectivement les suivantes: uj=-1 et up=-1.

Une solution F (équation 8) vérifie la premiére condition des fonctions de forme. |
F(up,u2) = (ur+1)(uz+1) ®)

Si on vérifie les conditions de dépendance linéaire sur les arétes li€es au noeud 1, on obtient:
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sur 1-2:

F(ui=1,u2) = 2(uz+1) (9.1)
sur 1-4:

F(up,up=1) = 2(u1+1) (9.2)

F(uy,up) est bien linéaire et vérifie donc bien la condition 2.
La valeur de la fonction F au noeud 1 est :

Fui=1,up=1) =4 (9.3)
D'oi la fonction de forme N qui vérifie bien les trois conditions de validité (équation 10.1):

N1 (upup) = %(u1+1)<u2+1) (10.1)

De la méme maniére, on obtient pour les autres noeuds les fonctions suivantes:

1
Na (ug,up) = Z(U1+1)(uz—1) (10.2)
N3 (up,up) = %(ul'l)(url) (10.3)
N4 (ug,u2) = i—(ul-1>(u2+1> (10.4)

2-3-2 Cas de I'élément pyramide linéaire a cinq noeuds

Soit 1'élément pyramide 2 cinq noeuds suivants (Fig.7), dans son repeére de référence
(uy,up,u3). :

/N u3

5

Fig.7: L'élément pyramide de référence au premier ordre (5 noeuds)

Pour déterminer les fonctions de forme de la maille pyramide, et pour commencer la fonction de
forme N1, imposons tout d'abord des conditions de nullité dans les plans suivants:

L'équation du plan 3-4-5 est:
uz=1-uy (11.1)

L'équation du plan 2-3-5 est:
uz=l-u . (11.2)
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La fonction qui s'annule sur ces deux plans peut alors s'écrire (équation 12):
F(uy,up,u3) = (1+ug-uz)(1+uz-u3) (12)
Si on vérifie les conditions de dépendance sur les arétes, on obtient les équations suivantes:

Sur l'aréte 1-2,0n a

F(u1=1,u02,u3=0) = 2.(1+up) (13.1)
Sur l'aréte 1-4,0on a

F(ui,ur=1,u3=0) = 2.(1+uy) , (13.2)
Sur l'aréte 1-5, on a

F(uj=1-u3,up=1-u3,u3) = 4.(1-u3)?2 (13.3)

La variation sur u3 est quadratique sur I'aréte 1-5, donc non linéaire. Pour la rendre linéaire, on
peut diviser F par 1-usz en vérifiant que cette division n'altére pas les conditions sur les autres noeuds.
F devient alors:

(1+u1-uz)(1+uj-u3)

F(uj,uz,u3) = (14.1)
1-us
De plus la valeur de F au noeud 1 (1,1,0) est égale a :
F(1,1,0) =4 (14.2)

La fonction suivante (équation 15.1) satisfait par conséquent aux trois conditions préliminaires:

1(1+uj-u3)(1+ur-u3)

Nji(ug,ug,u3) = (15.1.2)
4 1-u3
Une autre maniére d'écrire cette fonction de forme est la suivante:
1 Ay,
Ny = —((1+u)(14+uy) - uz + —L2223) (15.1.b)
4 1- 113

Pour les fonctions de forme associées aux autres noeuds de la base de la pyramide (u3 = 0), de
la méme maniére, on peut obtenir facilement les quatre fonctions. Pour le sommet, on se place au
noeud 5, et on cherche une fonction F telle que F soit nulle en tout point du plan 1-2-3-4.

Or I'équation du plan 1-2-3-4 est:

uz =0 (15.2)

Les conditions de dépendances linéaires sont bien vérifiées, car F(uj,up,u3) = us.

De plus la valeur de la fonction F au point 5 est: F(0,0,1) = 1.

D'otr la solution suivante (équation 16.1-16.5):

Ny = L ((Lup) (1) - ug + 210203 | (16.1)
4 1—l13
1 Uty

Ny = —((14up)(1-up) - ug - —L=2-3 (16.2)
4 1—113
1 uq.us.0

N3 = —((1-up)(1-up) - ug +——2-3y (16.3)
4 1—\]3
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1 ui.us.u
N, = —((1-up)(14uy) - ug - —+—2-3) (16.4)
4 1—113

Ns =u3 (16.5)

On reconnait ici les fonctions de forme générées 2 partir de la base B (définie plus haut (5)),
'réajustées’ afin de les rendre continue sur les facettes rectangulaires et triangulaires. En fait, elles

. . Uj.Up.u .
sont corrigées par le terme rationnel du type —%—2—3— pour chaque fonction de forme d'un noeud de
Ja base. Cet ajout rationnel devient polynomial sur les facettes triangulaires de la pyramide.

2-3-3 Faut-il s'inquiéter de 1'aspect rationnel des fonctions de forme?

L'aspect rationnel et le dénominateur ne vont pas sans poser quelques problémes mathématiques
et numériques, notamment lorsque uj est proche de 1 (on se rapproche du sommet de la pyramide).

La singularité du dénominateur s'annulant en u3 = 1 (au sommet de la pyramide) est en fait un
faux probléme, car lorsque u3 se rapproche de 1, alors uj et uz tendent simultanément vers zéro, i.e.
l'indétermination est levée par le numérateur qui tend plus rapidement vers zéro et ces fonctions de
formes sont calculables et finies au sommet P5 de la pyramide. Numériquement, on résout cette
singularité en posant que N5(P) est égal & 1 lorsque P(uy,up,u3) se trouve dans une boule de centre

P5(0,0,1) et de rayon &€, de I'ordre de la précision machine.

On constate la continuité CO sur les quatre facettes et sur la base de la pyramide a l'aide des
courbes isovaleurs tracées ci-dessous (Fig. 8) pour la fonction de forme au noeud 1.

Noeud 1

u3

uj

uz

Fig.8: Fonction de forme du noeud 1 & la surface de l'élément

On reconnait 2 la base de la pyramide la fonction de forme du rectangle au premier ordre, et sur
les faces triangulaires, la classique fonction de forme lin€aire du triangle au premier ordre.

2.4 Fonctions de forme du deuxiéme ordre incomplet

De la méme maniére, en gardant la méme méthodologie que pour les fonctions de forme du
premier ordre, on a obtenu les treize fonctions de forme de la pyramide incompléte suivante (Fig.9):
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Fig.9: L'élément pyramide de référence au second ordre incomplet (13 noeuds)

Au lieu de traiter chaque noeud, et pour simplifier la lecture, on va diviser cette partie et traiter
chaque cas suivant la position du noeud examiné dans la géométrie de 1'élément de référence. On peut
étudier séparément les noeuds 1,2,3,4; puis les noeuds 6,7,8,9 au milieu des arétes de la base; puis
les noeuds 10,11,12,13 situés a I'étage; et enfin le noeud 5 sommet de la pyramide.

2-4-1 Premier cas: Noeuds aux coins de la base
Pour le noeud 1, on cherche une fonction F telle que F soit nulle sur les plans:

Plan 2-7-3-11-5-12

uz=1-up (17.1)
Plan 3-8-4-13-5-12

uz=1-ug (17.2)
Plan 10-9-6

up=1l-um (17.3)

La fonction qui s'annule sur ces deux plans peut alors s'écrire (équation 18):
F(ug,u2,u3) = (1+uq-uz)(1+uz-uz)(l-us-uz) (18)
Si on vérifie, comme a l'ordre 1, les conditions de dépendance, sur les arétes suivantes, on a:

Sur l'aréte 1-2, F est égale a:
F(uj=1,u3,u3=0) = -2.up(14+usy) (19.1)

Sur l'aréte 1-4, F est égale a:
F(up,up=1,u3=0) = -2.uj(1+uy) (19.2)

Sur l'aréte 1-5, F est égale a:
F(uj=uz=1-u3) = 4.(1-u3)2.(2u3 -1) (19.3)

La variation suivant u3 n'est pas quadratique sur 'aréte 1-5, elles est en u33. Pour la rendre
quadratique, on peut diviser F par 1-u3 en vérifiant que cette division n'altere pas les conditions sur
les autres noeuds. F devient alors:

(1+u1-u3)(1+ur-uz)( 1-ug-up) (20.1)

F(up,ug,u3) = T-ug
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De plus la valeur de F au noeud 1 (1,1,0) est égale a:
F(1,1,0) = -4 (20.2)

La fonction suivante (équation 21.1) satisfait par conséquent aux trois conditions préliminaires
et correspond donc 2 la fonction de forme du noeud 1 de la base:

(1+u 1-uz)(1+ug-uz)(1-us-up) (21.1.a)

1
N1(up,up,uz) = - ~
1(upuz,u3) =- - Tu3

Une autre maniére d'écrire cette fonction de forme est la suivante:

U

1 u.uyr.u
N (ug,up,u3)= Z((1+u1)(1+u2) - ug + ——%—u—i)(uﬁu2-l) (21.1.b)
—u3

De la méme maniére, on peut générer les fonctions de forme des noeuds 2,3,4 en utilisant la
méme méthodologie.
2-4-2 Deuxiéme cas: Noeuds aux milieux des arétes de la base

Pour le noeud 6, on cherche une fonction F telle que F soit nulle sur les plans:

Plan 2-7-3-11-5-12

uz=1+up (22.1)
Plan 3-8-4-13-5-12

uz=1+ujg (22.2)
Plan 1-9-4-13-5-10

uz=1-up (22.3)

La fonction qui s'annule sur ces deux plans peut alors s'écrire (équation 23. 1):
F(uy, u2, uz) = (1+ur-uz)(1+uz-uz)(1-uz-u2) (23.1)

Si on vérifie les conditions de dépendance sur l'aréte 1-2 qui passe par le noeud 6, on obtient
alors:

Sur l'aréte 1-6-2, F est égale a:
F(u1=1, up, uz=0) = -2.up(1+uy) (24.1)
On peut en plus vérifier que la fonction sur le chemin 6-5 et 6-10 est bien quadratique.
Sur le chemin 6-5, F est égale a:
F(uj=1-u3, up=0, u3) = 2.(1-u3)3 (24.2)
Sur le chemin 6-10, F est égale a:
F(uj=1-u3, up=u3, uz) = 2.(1-u3)(1-2u3) (24.3)

La variation suivant u3 n'est pas quadratique sur la ligne 6-5. Pour la rendre quadratique, on
peut diviser F par 1-u3 en vérifiant que cette division n'altére pas les conditions sur les autres noeuds.

F devient alors:

(14+u 1-u3)(11;u§-U3)(1-U3-02) (25.1)
-u3
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De plus la valeur de F au noeud 6 (1,1,0) est égale a:
F(1,0,0)=2 (25.2)

La fonction suivante (équation 26.1.a) satisfait par conséquent aux trois conditions
préliminaires et correspond donc a la fonction de forme du noeud 1 de la base:

N6(U1,U2,U3) - l (1+u1'u3)(1+u2'u3)(1'u1'u2) (261.3)
2 I-uj
ou encore, on peut écrire que:
No(ur.uz.u3) = 282 (L) (14u)-up 2220 (26.1.b)
' — 43

Les fonctions de forme des noeuds 7,8 et 9 peuvent étre déduites de cette fonction de forme.
2-4-3 Troisiéme cas: Noeuds situés a l'étage 1/2

Pour traiter le cas des noeuds situés a uz = 1, intéressons nous tout d'abord au noeud 10, les
fonctions de forme des noeuds 11,12,13 pouvant étre déduites de cette fonction du noeud 10.

On cherche une fonction F telle que F soit nulle sur les plans:

Plan 1-6-2-7-3-8-4-9

u3 =0 27.1)
Plan 2-7-3-11-5-12

uz=1+u 27.2)
Plan 3-8-4-13-5-12 '

uz =1 +ug (27.3)

La fonction qui s'annule sur ces deux plans peut alors s'écrire (équation 28):
F(uy,u2,u3) = u3(1+uy-u3)(1+uz-u3) (28)
Vérifions les conditions de dépendance des arétes liées au noeud 10:

Sur l'aréte 10-11, F est égale a:

1 1 1 1
Fui= -, up,u3=—-)= - (- + 29.1
(ug 5 12,03 2) 2(2 u2) (29.1)
Sur l'aréte 1-10-5, F est égale a:
F(ur=ug,up,u3=1-uy) = 4.u3(1-u3)? (29.2)

La variation suivant u3 n'est pas quadratique sur l'aréte 1-10-5. Pour la rendre quadratique, on
peut diviser F par 1-u3 en vérifiant que cette division n'altére pas les conditions sur les autres noeuds.
F devient alors: ’

uz(1+uj-uz)(1+ur-u3) (30.1)
1-u3 .

F(ui,uz,u3) =

De plus la valeur de F au noeud 6 (1,1,0) est égale a:
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F( , —;— )y =1 (30.2)

1
)

NS

La fonction suivante (équation 31.1) satisfait par conséquent aux trois conditions préliminaires
et correspond donc & la fonction de forme du noeud 10:

Nio(uj,ug,u3) = u3(l+u 1_113)(1“2-“3) (31.1)
_U3
Oou encore,
us.un.u
No(up,uz,u3) = uz.((1+u)(1+up)-us+ i 2u3> (31.2)
—Uu3

Les fonctions de formes des noeuds 11,12 et 13 peuvent étre déduites de cette fonction de
forme.

2-4-4 Quatriéme cas: Noeud sommet de la pyramide
Pour le noeud 5, on cherche une fonction F telle que F soit nulle sur les plans:

Plan 1-6-2-7-3-8-4-9

u3z =0 (32.1)
Plan 10-11-12-13
1

uz=— 32.2

3= (32.2)

La fonction qui s'annule sur ces deux plans peut alors s'écrire (équation 33.1):
1
F(ug,up,u3) = 113(5-113) (33.1)

Si on vérifie les conditions de dépendance sur les arétes suivantes, on a:

Sur l'aréte 1-5, 2-5, 3-5, 4-5, F est égale a:
1
F(uy,uz,u3) = 113(-2--113) (33.2)

La variation suivant uj est quadratique sur toutes les arétes.
De plus la valeur de F au noeud 5 (0,0,1) est égale a:

F0,0,1) = - % (33.3)

La fonction suivante (équation 34) satisfait par conséquent aux trois conditions préliminaires et
correspond donc 2 la fonction de forme du sommet de la pyramide:

N5 =U3(2L’I3—1) (34)

2-4-5 Récapitulatif

Les fonctions de forme associées 2 ces treize noeuds sont les suivantes (équations 35):
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N, =-}I(u1+u2—l)li(l+u1)(l+u2)——u3+ullfil;3:| (35.1)
N, = —}m —uy - 1)[(1 +up)(1-uy)—us - “f“zuu?’} (35.2)
— 43
N, .—.i-(-—ul—u2-1)|:(1—-u1)(1—u2)—u3 +%‘—i‘—li] (35.3)
—u3
Ny = (-ur+up —1>[(1—u1)<1+u2>—u3 - “11“211“3} (354
— 13
N5 =U3(2U3—1) (355)
N6=(1+u2—u3)(1—u2—U3)(1+u1—u3) (35.6)
2(1-u3)
N, = (1+u; —u3)(1—u; —uz)(1-up —uz) (35.7)
2(1-u3)
N8=(1+l,12—113)(1—112—113)(1—111—113) (358)
2(1-u3)
Ny = (1+u; —u3)(1—uy —u3)d +uy ~u3) (35.9)
2(1—u3)
N10=U3(1+U1—U3)(1+U2—U3) (3510)
(1-u3)
Nll =U3(1+UI—U3)(1—112—113) (35.11)
(1-u3)
N12=U3(1—U1—U3)(1—U2—U3) (3512)
(1—113)
N13 _ u3(1—u1—u3)(1+u2—u3) (3513)
(1-u3)

Une fois de plus, on peut s'assurer que ces fonctions vérifient la continuité CO avec les éléments
du second ordre adjacents.

Cet élément incomplet est particulirement utile si I'utilisateur travaille au second ordre
incomplet pour les briques et les prismes d'un coté (de maniére 2 ne pas avoir trop de degrés de liberté
sur le maillage réglé) et au second ordre pour les tétraédres.

2.5 A la recherche des fonctions de forme du deuxiéme ordre complet

L'intérét d'utiliser le second ordre complet est de pouvoir coupler des éléments rectangulaires de
type Lagrange (un noeud au centre de la face), générés par des mailleurs structurés et des tétraedres
du deuxieme ordre. Les éléments de Lagrange sont utilisés pour des études de phénomene couplés
grice a leur interpolation performante des variables d'état. A premiére vue, on constate que les
fonctions de forme du deuxiéme ordre incomplet peuvent &tre réutilisées, et on va employer un
algorithme dit de Serendip [ZIENCKIEWICZ-91] pour rajouter un noeud au centre de la base. On
notera Nj la fonction de forme du noeud i pour la pyramide & 13 noeuds et JV;, la nouvelle fonction de

forme du noeud i (pyramide a 14 noeuds).
La méthodologie suivante a été utilisée:

1. Quelle fonction de forme pour le noeud ajouté?
On veut annuler la fonction de forme sur les cotés de la base (abs(uj)=abs(u2)=1)
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et aux étages (U3=—;- et uz=1). Une fonction de forme possible, et la plus simple est:
1
Nia(ug,ug,u3) = (1-u12)(1-1122)(1-U3)(5—!!3) (36)

2. On se doit alors de modifier les autres fonctions de forme Nj (i=1..13).--
1l faut impérativement les annuler au point placé au centre de la base pyramidale
(coordonnées locales 0,0,0). On va alors utiliser:

Nj(uy,uz,u3) = Nj(ug,u2,u3) - Nj(0,0,0) x Ny4(ui,uz,u3) (37)
3. On s'assure que les propriétés des fonctions de forme sont bien vérifiées.

En utilisant cette méthodologie systématique, on a obtenu les fonctions de forme suivantes pour
la pyramide complete (équation 38):

Fig.10: La pyramide au second ordre complet a 14 noeuds

Np =Ly 4y = D) @ u+ug) —uy + 225 g (38.1)
4 1-113 4
1 Ui, 1
N, ==(uy -y = )| 1+ up)(A —up) —ug — =23 |+ =Ny (38.2)
4 1-—113 4
1 Uiy 1
N3 = —(-u; =y = )| (1= up)(A - ug) —ug + =22 |+ =Ny, (38.3)
4 1- 3 4
1
Ny = L(cup +up =1 A—upd+up) —uy =22 |+ =Ny (38.4)
4 1-uj3 4
N5 = us(2u3 — 1) (38.5)
Ng = (1+u2—U3)(1—-u2—-U3)(1+u1—u3)_lNl4 (38.6)
2(1-u3)
N, = (1+uy —u3)1-u; —u3)(1-upy ~u3) —1N14 (38.7)
2(1-u3) 2
Ny = (1+uy —uz)(1-up —uz)1-1 ’“3)__1_N14 (38.8)
2(1—-\13) 2
Ny = 1+ —um)d-u —ug)d+up—ug) Ly (38.9)
, 2(1-u3) 2
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_ U3(l+u1 - U3)(1+U2 —Ll3)

N 38.10

Ny, = uz(1+u; —uz)(1-up —u3) (38.11)
(1—1]3)

Ny, = uz(l—u; —u3)(1-uy —u3) (38.12)
(1—113)

N13 _ U3(1—u1 —U3)(1+U2 - 113) (3813)
(1-u3) ,

Ni4 =(1—012)(1—1122)(1-113)(%—‘13) (38.14)

2-6 Probléme de la non dérivabilité au sommet de la pyramide

Lorsque 1'on dérive la fonction de forme au premier ordre du noeud 1 par rapport a uz (par
exemple), on obtient:

oN; 1 uy.uy
=l (-l =5 39
Jus 4 ( (1—u3)2) (39)

Cest le cas le plus défavorable ol le dénominateur présente une singularité de degré deux.

Cette fonction est indéterminée en uz = 1 et pose probléme car pour l'exploitation du résultat (en
fait pour le bon fonctionnement du post-processeur de [FLUX3D]), il est nécessaire de savoir calculer

Ja dérivée a tous les noeuds du maillage (exemple: Pour calculer le champ magnétique B dans
I'élément, il est nécessaire de connaitre la dérivée du potentiel A aux noeuds du maillage). uj et up
étant bornés et inférieurs 2 la valeur de u3 (on reste i I'intérieur de la pyramide), on peut écrire:

1 g—172 5<1  etparconséquent: —lS-Q-ISLSO (40)
(1-u3) 2 dug

La valeur de la dérivée est donc bornée, elle ne tend pas vers l'infini, mais elle varie suivant
l'approche du point critique Ps, sommet de la pyramide. La figure suivante (Fig.11) montre I'aspect
de la dérivée dans un plan parallele a la base 2 u3 constante (€gal a uz = 0,9).
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Plan de coupe uz=0,9

Fig.11: Aspect de la dérivée de la fonction Nj(uj,uz,u3) par rapport a uj
dans un plan uz constante, prés du sommet de la pyramide

La dérivée de la fonction de forme présente un aspect selle de cheval sur un plan paralléle a la
base situé prés du noeud sommet. Pour résoudre ce probléme, on va essayer de prendre une dérivée
systématique, conscient du fait de la non dérivabilité au sommet de la pyramide des fonctions de
forme. On fait donc une approximation "moyenne" ou "intégrale", en prenant la valeur de la dérivée
sur l'axe au point sommet, i.e. sur le segment qui relie le centre de la base de la pyramide et son
sommet, ainsi :

I 1
—+(0,0,)=-— 41
4 8u3 ( ) (41)
Le calcul des dérivées des fonctions de forme rationnelles a été réalisé avec [MACSYMA],
dérivateur formel.

2-7 Conclusion

Nous avons maintenant une famille de trois fonctions de forme pyramidale (5, 13, 14 noeuds -
premier ordre, deuxiéme ordre incomplet et complet) qui va nous permettre de réaliser un
raccordement de type fort (CO) entre des éléments 3D 2 facettes rectangulaires et des éléments a
facettes triangulaires quel que soit I'ordre des éléments finis utilisés. Il reste tout de méme le probléme
de 'intégration de ces fonctions de forme non classiquement polynomiales, qui semblent étre a priori
plutdt mal conditionnées. En effet, il est nécessaire de tenir compte de l'indétermination au sommet de
la pyramide pour le calcul de l'intégrale des fonctions de forme et de leurs dérivées.
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111-3 Intégration

Pour résoudre I'équation variationelle issue de la fonctionnelle, il est nécessaire de pouvoir
intégrer les termes suivantes:

VN;D.VN;.dv" N;.dv >

élément élément élément
réel réel réel

NlDNJdV

En intégrant dans 1'élément de référence, on obtient les int€grales suivantes:

VNi.D.VN;.det (G) ldv, N;.det(G) 1dv, Ni.DN;j.det(G) ldv
élément de élément de élément de
référence référence référence

N(u)
Jdu

est donné dans [DHATT-83]. Dans le cas de la pyramide, la matrice jacobienne peut s'écrire (42):

Le terme en det (G)-1 contient des sommes de termes en J . En effet, le calcul du jacobien

" ON; ON; oON3 oN4 oNs | [X1¥171
du; ou; ou; du; ouy | [*2¥Y2Z2
X3¥3 123

G= ON; ONy dN3 0Ny JNs A% vs g “2)
duy oup oduy oJup Jup X5 Y5 Z5

ON; ONy ON3 0Ny ONjs

dus Juz duz duz du3

La valeur du déterminant de G étant égale 2 I'unité pour l'intégration dans I'élément standard
(non déformé). Des que I'élément se déforme, l'inverse du déterminant de G dépend de u, mais si la
déformation est faible, on peut considérer que le terme est constant.

3-1 Une intégration analytique est-elle vraiment nécessaire...?

11 est clair que nous avons obtenu des fonctions de forme qui garantissent le raccordement fort
entre les facettes triangulaires et quadrangulaires. Cependant, il est maintenant nécessaire de les
intégrer. Aprés avoir rappelé les principes de I'intégration par points de Gauss, on essaiera d'intégrer
les fonctions de forme rationnelles de la pyramide.

3-1-1 Intégration par points et poids de Gauss

De maniére classique, dans la méthode des éléments finis, on utilise une intégration par la
méthode de Gauss. Cette méthode est trés intéressante pour intégrer les fonctions de forme, leur
produit, ou le produit de leur gradient, car elle est peu cofiteuse et trés performante. En effet, lorsque
I'on connait le degré d'un polyndéme 2 intégrer, a partir de la valeur de la fonction en certains points
du domaine (points de Gauss), on peut atteindre la valeur de l'intégrale en pondérant ces valeurs
(poids de Gauss). Plus le degré du polyndme est important (degré de 2m-1 par exemple), plus le
nombre de points de Gauss doit étre €levé (m points) si l'intégration est a une dimension. Pour
comprendre ce calcul, prenons un exemple simple:

Soit la fonction polynomiale f(x) = x2+4x+3, que l'on cherche a intégrer sur [-1,1]. Le tracé de
cette fonction est présenté figure 12.

On cherche 2 trouver les points et poids de Gauss, qui permettent de calculer l'intégrale grace a
une combinaison linéaire, telle que:
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nb 1
I= Swif(x;) = [f(x)dx (43)
i=1 . |
ol nb est le nombre de points de Gauss nécessaires, X; les abscisses des points et wj les poids des
points.

~1 0.5 0.5 1
Fig.12: Représentation du polynéme sur [-1,1]

Pour calculer exactement I, il suffit de prendre deux points de Gauss. En effet, l'intégrale sur
I'intervalle [-1,1] de f est égale a (équation 44):

1
1 1
J’ f(x)dx = f(——=)+f(—=) (44)
2 N33

1 1
Ici, les points de Gauss sont caractérisés par leur poids: 1,1 et par leur abscisse : == et —.
P parietrp P BT

On peut signaler que dans le cas du rectangle (intégration surfacique), on peut découpler
I'intégration dans chaque direction et se ramener a deux intégrations unidimensionnelles.

Des tables de poids et points de Gauss existent dans la littérature [DHATT-83] pour
l'intégration des polyndmes classiques. Cette méthode ne semble pas bien adaptée a priori a nos
fonctions de forme obtenues plus haut, que I'on doit intégrer sur le domaine pyramidal. En effet, elles
sont rationnelles (donc non polynomiales).

3-1-2 Liste des fractions rationnelles a intégrer exactement

11 faut de plus que l'on sache intégrer des produits de ces fonctions, ou leurs dérivées ou encore
des produits de leurs dérivés dans le cas des fonctions de formes rationnelles trouvées plus haut. On
se propose de classifier les polyndmes 2 intégrer de maniére a savoir ce que 'on veut intégrer.

3-1-2-1 Remarques

Pour commencer, on peut tout d'abord faire deux remarques, de maniére a simplifier la
recherche de ces polynomes.

Remarque 1:

Une des propriétés de ces fonctions de forme est d'étre polynomiales sur un plan u3 constant,
donc de pouvoir s'intégrer de maniére ‘connue’ sur des plans paralleles (i.e. des rectangles) a la base
plane u3=0 (plan Oujuy). En effet, en projetant les fonctions de forme des pyramides au premier

ordre, au deuxiéme ordre incomplet et complet sur des plans u3 constant, on retrouve des polyndmes
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de degré égal aux polynomes des quadrangles au premier, deuxiéme ordre complet et incomplet. Par
conséquent, si on dispose de maniére symétrique des points de Gauss dans le plan Oujuy, on peut
supprimer les termes contenant des uy et u, avec des puissances impaires.

Remarque 2:

Si les points sont symétriques dans le plan Ouyuy, alors il suffit de traiter tous les termes en uy,
les termes symétriques correspondants en u, étant vérifiés aussi.

3-1-2-2 Liste des fonctions a intégrer exactement
Dans le cas des fonctions de forme du premier ordre de la pyramide a cinq noeuds, on a les

bases suivantes 2 intégrer (compte tenu des remarques précédentes), pour chaque type de fonction a
intégrer:

Fonction N:
I = { 1, us, uy.uy, T2 ‘ (45.1)
1-u3
Fonction N.N:
I={ 1,us uptg, 228 4 uyu3 uiZupluy uupus? (“1-“2'“3)2}(45.2)
e e T T e " 1z 1luz \1-us
Fonction VN.VN:
21a2 1142 2 1112 1122
I3={1 uj.lp  Uj-u3c uj“uz ujcupcus (45.3)

(1-us? (1-uz)? w37 (lug)

On peut remarquer, et pour simplifier, que la fonction a intégrer dans la pyramide est du type
(46.1):

P2(uli,u2j,u3k)
(1 - 113)“

£(uy,u.u3) = Py (up,p,u3)+ (46.1)

ot Py et Py sont des polyndmes de uy,u,u3, et le probléme principal est d'intégrer numériquement la
partie rationnelle de f. On peut remarquer que le degré du dénominateur est toujours inférieur ou égal
4 la somme des degrés de u; et de u, au numérateur (équation 46.2).

aveci+j2n (46.2)

La méthode d'intégration utilisée, et la pierre angulaire de notre approche, réside dans le
changement de variable subtil lors de l'intégration sur le volume de la pyramide (ou du cdne dans le
cas le plus général). Lorsqu'on résout analytiquement l'intégrale d'une fonction de forme pyramidale,
on peut découpler la somme sur us de la somme sur u; et u, (en fait, on intégre par "étage" us
constant dans la pyramide), et par un changement de variable adéquat, on se retrouve finalement dans
le cas d'un polynéme particulier, ne possédant pas certains termes, mais que l'on sait intégrer . En
effet, quelque soit la formulation, on cherche a intégrer une fonction du type (47):

1
” f(uy,up,u3).dv= j ”f(ul,u2,U3)du1.du2 dujy (47)

element u,=0 (ul,uz)e[—-1+u3,l—u3]
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On effectue alors un changement de variable: x = N il B! y = ] %2 La matrice Jacobienne
—u3 —u3
G de ce changement de repere est tel que (48):
9% ox | [_L g
_| duy dup |_ 1-u3
°Tlay |7 0 L (#8-1
du; oup 1-u3
et le déterminant est tel que:
det (G)1 = (1-u3)? (48.2)
L'intégrale (47) devient alors (49):
1 1 1
— 2
[[[tup.09dv= [a-up)? [ [tx,y,us)dxdy.dus 49)
element u,=0 x=-ly=-1

Avec le changement de variable et la propriété des fonctions a intégrer (46), on peut remarquer
que la partie rationnelle de l'intégrale disparait et que I'on se retrouve avec les polyndmes suivants a
intégrer:

f(x, y, uz) = P1(x,y,u3)+P(xl,y,uzk) (50)

A ce niveau du calcul, on s'apergoit que la partie rationnelle a disparue, et que 1’intégration
numérique est possible: L'intégration sur les variables x et y ne pose aucun probléme a u3 constant,
car cela revient a intégrer un polyndme de maniére classique (on retrouve en fait I’ intégration sur un
quadrangle premier ordre, deuxieme ordre complet ou incomplet). Finalement, on intégre en utilisant

"z

des points de Gauss situés en "étage", et répartis de maniere classique sur chaque plan.

Pour l'intégration sur la hauteur de la pyramide (variable u3), on peut remarquer que le
polyndme a intégrer est du type:

P3 (u3) = (1-u3)2 . P(u3) (5D

ou P est un polyndme de degré n. Un nouveau changement de variable sur u3 en utilisant z=1- u3,
nous permet d'écrire (52):

H f(uy,up,u3).dv= ‘1[22 j. jf(x,y,z)dx.dy.dz (52)

element z =0 x=-ly=-1

En fait, sur z, le degré minimum du polyn6me 2 intégrer en z est égal a 2, on va donc faire appel
a des points et poids de Gauss particuliers.

Ces points et poids de Gauss non classiques peuvent €tre trouvés dans la littérature ancienne
[HAMMER-56] et sont résumés dans la table associée a I'algorithme suivant (Fig.13):
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1=0
do j=1,n
do k=1,m
i=1+1
ul (i) :=x(k)*ul_2d4(3)
u2 (i) :=ul(l)
u3d (i) :=1-x(k)
wi(i) :=w2d(3) *b(k)
end do
end do
O n est le nombre de points d'intégration dans la direction us3, ul_2d est la coordonnée du
point d'intégration en 2D sur un plan rectangulaire u3 constante, et w2d est le poids La table suivante
donne la valeur de x et b suivant l'ordre n* .

n=1 X b
0.75 -0.333333333333333
n= X b
0.455848155988775 0.100785882079825
0.877485177344559 0.232547451253508
n=3 X b
0.294997790111502 0.029950703008581
0.652996233961648 0.146246269259866
0.927005975926850 0.157136361064887
n=4 X b
0.204148582103227 0.010352240749918
0.482952704895632 0.068633887172923
0.761399262448138 0.143458789799214
0.951499450553003 0.110888415611278
n=5 X b
0.148945787052984 0.004113825203099
0.365666527369113 0.032055600722962
0.610113612934481 0.089200161221590
0.826519679228305 0.126198961899911
0.965421060081785 0.081764784285771

Fig.13: Table des points d'intégration: Coordonnées et poids

On peut noter que les points de Gauss sont relativement éloignés du sommet u3=1, ot I'on a
"lissé” la valeur de la dérivée (§ 2-6). Ce qui signifie qu'en pratique, on ne se pose pas le probléme de
l'indétermination au sommet au cours de l'intégration et de I'assemblage.

3-2 Nombre de points et de poids de Gauss nécessaires pour chaque
ordre

Apres avoir dressé la liste des fonctions polynomiales 2 intégrer exactement, on donnera, pour
chaque ordre, le nombre de points de Gauss nécessaires.

3.2-1 Liste des fonctions polynomiales a intégrer exactement

3-2-1-1 Premier ordre

Dans le cas de l'ordre 1, on étudie trois fonctions a intégrer, comme précédemment (§3-3-1-2):

* ici n correspond en fait au nombre de points de Gauss nécessaires dans la hauteur. En fait, n points permettent
d'intégrer 22n-172,
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Fonction N:

1= {1, u3 up.uy “}'?211-;3 } (53.1)

Aprés les changements de variables adéquats sur (53.1), l'intégration des fonctions précédentes
est équivalente a l'intégration de:

I'= {22, 23, xy.z% } (53.2)
Fonction N.N:
I={1,us,upu uptp.w u3 ui2us2uz ujupuzl (ul.uz.U3)2}
S T TP T (T
(54.1)
qui devient apreés les changements de variable (54.1):
I = { 22, 23, x.y.z4, x2.y2.24, x.y.z3} (54.2)
Fonction VN.VN:
Iy={ 1,0l u12.u32, u12.U3’ ui2ur2.us32 (55.1)
(1-ugf (1-uz? 193" (l-ug)*
I3' = { 22, x.y.z2, x.z3, x2.y2.z4} (55.2)

3-2-1-2 Deuxiéme ordre incomplet et complet

Pour l'intégration des fonctions du deuxi¢me ordre, on s'intéressera directement aux monomes
de plus haut degré.

Fonction N:

ujupuy w2upu3 (56.1)

I;1={1,uy, uz, U2, uy.uy, Uy.us,uq2.uy, \
1{1311213121_u3 I-u3

En ne gardant que les degrés les plus élevés, il reste (56.2):

I;'={ 22, 23, x2.y.z2,x.y.z4, x2.y.z% } (56.2)
Fonction N.N:
21372 3192 122 41442 21192
L={1,u3u.uy, ui.lp.u3 , Uj.Up.03, ui<un .U3’ ui’ugcus , ui*.uy .ug,, uj<.ur .u3}
1-us l-u3 (1-uz)? 1-u3 I-uz
(57.1)
qui devient aprés les changements de variable (57.2):
I = { 22, 23, x.y.z4, x2.y2.z4, x4.y2.22, x.y.z3} (57.2)
Fonction VN .VN:
Iy={ 1,91 up?us? ug2us ui2up2us uplugusd (58.1)

"(1-wP (-uz? w3’ lus T (g
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I5 = { 22, x.y.z2, x.23, x2.y2.z6} (58.2)
Remarque:

Le fait d'éliminer les termes en uj ou up présentant des puissances impaires (remarque 1 du §3-
1-2-a) permet de traiter l'intégration des pyramides au premier ordre.

3.2-2 Points et poids de Gauss

Pour intégrer ces fonctions, on utilise le découplage entre 'intégration sur les plans xy, et puis
selon l'axe z.

On peut remarquer que dans le cas des fonctions du premier ordre, le degré maximum sur X et y

est de 2. Ceci signifie que I'on peut utiliser deux points de Gauss dans la direction x et deux points de
Gauss dans la direction y, symétriques par rapport a (0z).

En ce qui concerne l'intégration suivant I'axe (Oz), il reste des mondmes de degré maximum
égal A quatre au premier ordre, et au maximum égal a six au second ordre. Deux points de Gauss
judiciensement placés permettent d'intégrer ce polyndme a l'ordre cing sur z, et trois points de Gauss
permettent d'intégrer le polyndme a l'ordre sept en Z. Les points de Gauss pour la pyramide de

premier ordre se répartissent finalement comme suit (Fig.14):

u3

X Points d’intégration

ui
|

Fig.14: Plans d'intégration sur I'élément pyramidal (ici 2)

Pour le second ordre, on augmente le nombre de points de Gauss. La figure suivante compare
l'intégration "standard" avec l'intégration dans les pyramides (Fig.15.1).

Les formules classiques 1 point degré 1
2 points degré 3

3 points degré 5

L'intégration par 1 point degré 3
[HAMMER] 2 points degré 5

3 points degré 7

Fig.15.1: Comparaison des points d'intégrations classiques et pyramides
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Elément Nombre de Nombre de Nombre de Nombre de
pyramide points de points de points de points pour

Gauss suivant | Gauss suivant | Gauss suivant I'élément
ui u u3
1er ordre 2 2 2 8
2eme grdre 3 3 3 27
incomplet
2eme ordre 3 3 3 27
complet

Fig.15.2: Nombre de points de Gauss pour les pyramides

En conclusion, on a prouvé que 1'on pouvait intégrer de maniére exacte sur 'élément pyramide
de référence, qui vérifie par conséquent les propriétés d'un élément standard: Fonction de forme et

intégration par méthode de Gauss sont possibles pour cet €lément.
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ll-4 Validation de la _nouvelle famille d'éléments pyramidaux

Les éléments pyramidaux étudiés de maniére théorique dans une premiére partie, doivent étre
utilisés et validés dans des cas tests judicieusement choisis.

Préliminaire

Pour réaliser cette batterie de tests, des outils ont été développés sur [FLUX3D] pour faciliter la
validation des trois nouveaux éléments. On a développé un outil de décomposition d’hexaédres en
pyramides, qui permet le patch-test des nouveaux €léments. La programmation du passage de la
pyramide du premier ordre a celle du second ordre (complet ou incomplet) et réciproquement a été
effectuée, ainsi que le calcul des fonctions de forme, de leurs dérivées et la saisie des points
d'intégration sur la hauteur de la pyramide dans la bibliotheque d'éléments.

On a effectué deux séries de tests, le premier sur un probléme unidimensionnel en essayant de
générer des pyramides mal conditionnées (aplaties ou déformées), le deuxiéme sur un probléme
bidimensionnel de condensateur cylindrique, le probléme étant traité en coordonnées cartésiennes. A
chaque fois, on compare la solution obtenue avec un maillage pyramidal avec la solution analytique et
la solution éléments finis tétraédriques ou hexaédriques.

4-1 Premier test: Un test d'évaluation du comportement de la pyramide
déformée ou patch-test

Le patch-test [[RONS-83] est un test universel qui permet de savoir si un élément a un bon
comportement et peut étre utilisé de maniére courante dans un logiciel éléments finis. A partir d'un
probléme simple, on va utiliser quelques éléments pour le résoudre et étudier le comportement de
I'élément que I'on déforme,  partir d'une variable nodale dont on connait une solution analytique.

4-1-1 Présentation

On décompose un cube 2 six noeuds en six pyramides, dont le sommet commun est le noeud
situé au centre du cube (Fig.16).

Fig.16: Géométrie du probléme test
un cube décomposé en six pyramides
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La formulation choisie est électrostatique tridimensionnelle. On remplit le cube étudié d'un
diélectrique quelconque, et on regarde le comportement numérique des pyramides. Le probleme est
unidimensionnel car on impose des conditions aux limites de type Dirichlet (potentiel imposé et
constant) sur le potentiel scalaire électrique (V = 0 et V =1) sur les faces en vis a vis au dessus du

cube et en dessous. La permittivité relative € est choisie égale a 1.

La solution analytique de ce probleme est triviale: Le potentiel est linéaire en z et le champ
constant dans tout l'espace du cube.

4-1-2 Résultats

On mesure la valeur du potentiel et du champ électrostatique sur le noeud central sommet des six
pyramides.

L'erreur absolue obtenue dans tous les cas de déformation des pyramides est négligeable. On
constate que l'erreur relative commise sur la variable d'état et sur sa dérivée est de l'ordre de la

précision machine (10-19). On peut d'ailleurs observer sur les courbes les quatre valeurs que prend la
dérivée de la variable d'état autour d'une position d'erreur absolue nulle. Cela correspond
probablement aux valeurs que prend le dernier digit de la valeur calculée.

En distordant les six pyramides obtenues par découpage du cube en déplacant le noeud central
vers un des cotés du cube, les remarques du paragraphe précédent sont toujours valables et I'erreur
sur le résultat obtenu est toujours de 'ordre de la précision machine.

4-1-3 Conclusions
De ce probléme unidimensionnel simple, on peut tirer quelques conclusions:

- Le fait de déplacer le noeud central 2 l'intérieur du cube n'a pas une grande influence sur
l'erreur de calcul sur le potentiel et le champ.

- Les éléments pyramidaux sont des éléments dont les performances sont comparables aux
éléments tétraédriques et hexaédriques. En effet, la variable d'état est relativement bien
approchée et le calcul du champ n'est pas trop mauvais.

- Une étude 2D/3D est nécessaire pour compléter cette analyse unidimensionnelle.

4-2 Deuxiéme test: Calcul de la capacité d'un quart de condensateur
cylindrique

4-2-1 Présentation

On travaille sur la géométrie suivante, vue en coupe (Fig.17):
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| “ a M%KVW

| b

Fig.17: Coupe du condensateur cylindrique utilisé pour valider I'élément pyramide

La géométrie est un quart de cylindre, On applique deux potentiels électriques différents sur
ces faces cylindriques externes et internes:

Données géométriques:

Rayon intérieur a = 1mm, rayon extérieur b = Smm, hauteur h = Smm
Potentiel a l'intérieur du cylindre =0V

Données physiques:

Potentiel a l'extérieur =1V
Matériau diélectrique de permittivité relative & = 3.

Les différents maillages sont obtenus 2 partir d'un maillage projectif régulier hexaédrique de
4x4x9 hexaedres, c'est-3-dire que pour chaque maillage interne de ce dispositif, on va utiliser ce
méme maillage de base et insérer des noeuds au centre de chaque hexaedre pour générer des briques
(un hexaddre se décompose en 6 pyramides), ou partir des noeuds internes et de chaque hexaedre
pour générer des tétracdres (Fig.18).

En travaillant sur un maillage similaire au niveau de la densité de la discrétisation, on peut
s'autoriser 4 comparer les différents types d'éléments finis.
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/ @

™ 6 pyramides

6 tétraedres
1 hexaédre

Fig.18: Décomposition du maillage hexaédrique en maillage pyramidal et tétraédrique
Le maillage est réalisé en utilisant le procédé de subdivision illustré précédemment (Fig.18).
Pour chaque maillage le nombre de noeuds reste identique, sauf dans le cas des pyramides ot I'on
ajoute un noeud interne par élément hexaédrique initial.

Le maillage de peau de la capacité est montré sur la figure suivante (Fig.19). Le chemin de
mesure du potentiel électrique V et de son gradient est intermédiaire entre les deux faces cylindriques.

L'intérét de travailler sur cet exemple, est aussi de pouvoir confronter les calculs réalisés sur le
potentiel électrique V et sur son gradient E1 (-VV). Les calculs analytiques donnent (59):

Pour le champ électrique (59.a):

iE = m_(lbj)—x% (59.1)

Pour le potentiel électrique (59.b):

V = —L x(In(r)-In(a)) (59.2)

i)
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Fig.19: Maillage surfacique du quart de condensateur cylindrique
et chemin utilisé pour les mesures

La capacité théorique de ce quart de cylindre est égale a (59.3):

C= 2nheper (59.3)
4m®

Par conséquent, on peut calculer la charge qui se trouve sur les armatures du condensateur a
partir de la valeur de la capacité et des potentiels imposés sur les armatures. On obtient donc une
charge de:

Q =0,1294.10"12C (60)

4-2-2 Résultats

A partir de ce calcul analytique, on a résolu le probléme en maillant avec tous les éléments
disponibles actuellement (hexaédres premier, deuxiéme ordre complet et incomplet - tétraédres

premier, deuxiéme ordre - pyramides, premier ordre, deuxiéme ordre complet et incomplet ) afin
d'évaluer les performances du nouvel élément pyramidal.

En comparant les valeurs numériques globales obtenues par le calcul éléments finis, on observe
que les valeurs obtenues au premier ordre sont identiques pour tous les types d'éléments ainsi que les
valeurs obtenues au second ordre. Les valeurs obtenues par un maillage au second ordre sont tres
proches de la solution analytique. En effet, on obtient:

Q E.F. premier ordre = 0,132.10-12C (61.1)

Q EF. deuxime ordre = 0,129.10°12C (61.2)

Soit une erreur relativement faible au deuxieéme ordre (0,3 %) et une erreur de 2% au premier
ordre. ‘

Pour avoir une meilleure comparaison de ces maillages réalisés avec différents éléments, il est
nécessaire de tracer les valeurs de la variable d'état et de sa dérivée sur un chemin identique pour
chaque type de maillage, on va choisir un chemin 'milieu’ (Fig.19). On va de plus, comparer les
solutions obtenues avec la solution analytique du probleme (équation 59) et calculer I'erreur relative
de l'approximation éléments finis.

La figure suivante (Fig.20) montre le potentiel et le champ électrique calculés par la méthode des
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&léments finis sur le maillage présenté plus haut sur un le chemin présenté figure 19. On visualise de
plus I'erreur relative de la méthode par rapport a la solution analytique connue (équation 59). On
constate qu'au premier ordre (Fig.20), l'ordre de grandeur des erreurs relatives est le méme dans les
trois cas, i.e. que la pyramide est un élément de premier ordre comparable aux classiques tétragdres et
hexaedres. D'ailleurs les courbes obtenues sont superposables.

~ Rayon (m
1 | 0 % y ! (m) { =
09 = 0,001 0,002 0,003 0,004 0,00
0,8 -100 -
S 0,7
9 06 2 =200 +
.E‘ ’ E
8 0.5 o -300 -
S X
'*q-‘;) 0,4 1 ?3 400 —&—Champ E1
2 037 -——o—Potentiel E’_‘ ) 4 (EF) V/m
A 02 - PHI (EF) 5
’ - Potentiel = -500 1 Champ
0.1 calculé (V) © calcule
, (V/m)
0 ; ; : | -600
0,001 0,002 0,003 0,004 0,005
"~ Rayon (m) =700 +

Fig.20.1: Calcul du potentiel électrique et du champ électrique avec un maillage du premier ordre

[—O—Erreur relative sur le champ (%)

25 + 40 7
@ —&—Erreur 30
- 20 1 relative )
= sur le o 1
2 5 potentiel £ 20

L <

2! @) o 10+
5 5
2 10 + § 0 ; =
k= S 0,001 \0,02 3 & 0,005
B 54 B -10 7
3 5
& E 20 4

0 z , =

0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 230 <

Rayon (m) Rayon (m)

Fig.20.2: Erreurs relatives sur le potentiel et le champ
avec un maillage du premier ordre

Au vu des courbes, on peut constater tout d'abord que le passage d'un élément a l'autre est
flagrant sur les valeurs du champ. Dans tous les cas, on observe une discontinuité. Le probleme est
inhérent & la méthode des éléments finis, qui n'assure pas la continuité de la dérivée de la variable
d'état entre les éléments. On observe bien ainsi pour chaque courbe trois discontinuités, qui
correspondent aux quatre éléments traverses.

Ensuite, on peut constater que 'erreur relative a la variable d'état a une valeur trés importante
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Jorsque le rayon est petit, cela est dil au fait qu'elle 2 une valeur nulle au premier point ou une
condition de type Dirichlet est imposée.

La visualisation de l'approximation faite au premier ordre par la méthode des éléments finis
pour le calcul du champ électrique (égal au gradient de la variable d'état) est trés grossiere. Elle est
approximée par des paliers horizontaux au premier ordre, puis par des segments au deuxiéme ordre.

Ceci explique la décroissance 'en moyenne' de l'erreur relative de la dérivée: On approche par des
. 1 . . N
paliers ou des segments une courbe en —, donc une importante erreur lorsque r est petit. La parade a

r
ce genre de probléme est de mailler plus finement l'espace ot le gradient de la variable d'état est
important. ‘

.Ces valeurs d’erreurs relatives sont importantes, ceci est dfi A la discrétisation qui est tres
grossiére dans 1’épaisseur du condensateur.

4-2-3 Conclusion

Cet exemple physiquement bidimensionnel, confirme le bon comportement (analogue aux
éléments classiques) des nouveaux €léments en particulier au premier ordre. Il semble de plus que le
nombre de pyramides dans un maillage mixte (tétraddres / hexagdres) sera moindre, et que la qualité
des éléments pyramidaux soit suffisante pour pouvoir les intégrer  l'interface d'un maillage mixte.

Les éléments pyramidaux aprés leur validation dans le logiciel [FLUX3D], ont été intégrés en
collaboration avec la société Cedrat Recherche et 'ISEN (Institut Supérieur d'Electronique du Nord)
dans le logiciel [ATILA], en vue de pouvoir les utiliser dans la modélisation de transducteurs sonar,
moteurs piézo électriques et magnétostrictifs.
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I1I-5 Famille d'éléments pyramides en éléments d'aréte

La méthode des éléments finis permet de transformer un syst¢me d'équations aux dérivées
partielles associé a des conditions aux limites en un systéme matriciel. Elle est applicable a de
nombreux domaines de la physique, comme I'électromagnétisme, la résistance des matériaux, la
mécanique des fluides, la thermique, etc.

Dans l'approximation des éléments finis, le domaine a étudier est décomposé en petits éléments,
et une fonction approchant la solution, définie par une interpolation sur chaque élément est ensuite
recherchée .

Les premiers éléments finis ont accepté des valeurs scalaires, et ils avaient comme inconnues les
valeurs d'un champ scalaire sur les sommets des éléments ou noeuds. Par exemple, un €lément
tétraédrique nodal de premier ordre interpole les valeurs dans I'élément a partir des valeurs de la
variable inconnue aux quatre sommets:

4
D= N;®; (62)
i=l
ou Nj est la coordonnée barycentrique associée au noeud i.

Puis, au fur et 4 mesure des développements des moyens informatiques, le passage de 2 a 3
dimensions a porté l'attention vers les inconnues vectorielles. L'approche naturelle était de traiter le
vecteur inconnu H tout simplement par ses trois composantes, Hx, Hy et H,. Les éléments scalaires
ont été employés de nouveau, mais cette fois chaque noeud portent trois inconnues au lieu d'une.

4
H=Y (HyX+H.5+H, )N, (63)
i=l1

Les éléments de ce type sont les éléments nodaux. Ils ont été et ils sont toujours utilisés. Mais
les vecteurs ne sont pas un simple triplet de nombres. Ils ont des propriétés physiques et
mathématiques qui ne peuvent pas étre pris en compte en considérant le vecteur comme ayant trois
composantes cartésiennes indépendantes.

Une alternative pour les éléments nodaux sont les éléments d'aréte. Dans la section qui suit on
introduit la notion d'élément d'aréte.

5-1 Définition des éléments d'aréte

Les éléments finis d'aréte tétraédriques utilisés sont définis par aréte a partir des fonctions de
forme classique de ses deux sommets .[WEBB-1993].

Sii est l'aréte de n vers m, la fonction associée a 1'aréte i peut s'écrire (64):
W; = Wnm=Np.V.Nm - Nm .V.N,, (64)

VN ne dépendant que des arétes du tétracdre, est donc constant dans le tétraédre: c'est le
vecteur orthogonal 2 la face opposée au sommet m, dirigé vers m et de longueur égale a I'inverse de la
hauteur passant par m .

W peut se représenter comme le champ de vecteurs ci-apres. On remarquera qu'au voisinage

du noeud n, N, = 1 et N, = 0, et donc que W: = V.Nm qui est un vecteur orthogonal a la face
(n,0,p):
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Fig.21: Fonction de forme W; associée a l'aréte mn

5-2 Propriétés des éléments d'aréte

On peut démontrer les résultats suivants:

- Sur toute aréte autre que l'aréte i, V—ﬂ est orthogonal a I'aréte .

- La circulation de W; sur une aréte différente de i est nulle . En revanche, elle vaut
plus ou moins un sur l'aréte i:

fv“v}’;, =1 si (1, 2) = (n, m)
’ =-1 si (1, 2) = (m, n)
=0 sinon : (65)

- A la traversée d'une face de tétragdre, la valeur de W, change mais sa composante
tangentielle est continue. Ceci est trés exactement la propriété recherchée pour
I'approximation du champ magnétique.

- Le rotationnel de ces éléments d'aréte est un vecteur constant par tétrasdre:

En effet, on peut remarquer rapidement que:
- Pour un tétraédre ne s'appuyant pas sur I'aréte nm, rot (Wym ) = 0

- Pour un tétraédre s'appuyant sur l'aréte nm, rot ( W) =2 V.NmA VNp

- Le flux du rotationnel de Wy 2 travers une face peut se calculer aisément en ayant
défini une normale orientée par (m, n, p ).

- La divergence de la fonction de forme est nulle. C'est une propriété remarquable
des éléments d'aréte tétraédrique de premier ordre parce que la jauge de Coulomb est
implicite et ne doit pas étre imposée explicitement, si on utilise des variables de type
potentiel comme inconnue .

En conclusion, on peut dire que I'utilisation des éléments d'aréte permet de représenter le champ
vectoriel a l'intérieur d'un tétraédre (aréte) par six fonctions associées aux six arétes:

- & —
H= ;wi. H; (66)

et l'inconnue H; représente la projection du champ H sur l'aréte i.
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H; 2
Hj

Fig.22: Elément tétraédrique d'aréte du premier ordre

De maniére plus générale, un élément d'aréte est un élément qui a les propri€tés suivantes:

e Il a les degrés de liberté associés aux arétes.

o 1l assure la continuité de la composante tangentielle du champ vectoriel mais pas la
continuité de la composante normale.

o Il assure la continuité de la composante normale du rotationnel.

tandis qu'un élément nodal est un élément qui vérifie:

e Des degrés de liberté associées aux noeuds.
o 11 assure la continuité du champ vectoriel entiérement .
e 11 assure la continuité du rotationnel du champ vectoriel.

Remarques

Toutes les grandeurs électromagnétique ( B, H, EetT) peuvent €étre discontinues aux

interfaces électriques ou magnétiques. Dans ce cas, il y a deux possibilités pour résoudre ce probléme
sans avoir 2 imposer 2 l'utilisateur de rentrer des valeurs aux interfaces de discontinuité .

- Une premiére approche est basée sur I'introduction des potentiels vecteurs et scalaires,
exprimant le champ magnétique par l'expression:

H=T= g?éaQ (T estle potentiel vecteur électrique) (67)
Et le champ électrique par I'expression:
E= %’:‘- + gradV (A est le potentiel vecteur magnétique) (68)

A T'aide de cette approche, sur les interfaces magnétiques, le saut possible de la composante
normale du champ magnétique H est transféré sur la discontinuité de gradQ, Q, et les trois
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composantes de T peuvent étre continues. La méme remarque reste valable pour le champ

électrique E aux interfaces électriques .Le prix a payer pour cette approche est l'introduction
d'une nouvelle inconnue scalaire (un potentiel scalaire), qui ajoute une autre équation.

- Une deuxiéme approche est basée sur l'utilisation des éléments d'aréte, qui assure
la continuité de la composante tangentielle de l'inconnue a l'interface, sans imposer la continuité
de la composante normale. Cette approche permet d'avoir directement comme inconnue les

variables champ magnétique ou électrique.

5-3 Les éléments d'aréte pyramides

[COULOMB-96] présente les fonctions de base des éléments pyramides. La pyramide dans
laquelle nous définissons les fonctions d'aréte est la suivante (Fig.23):

Fig.23: L'élément nodal pyramide du premier ordre a cing noeuds

Dans le cas de la pyramide au premier ordre, on définit un degré de liberté par aréte. Les degrés
de liberté sont la circulation de la variable d'état sur les cotés des éléments [NEDELEC-81]. Pour une
aréte horizontale, par exemple 1-2, la fonction locale et son rotationnel sont égaux a (69):

W o = Ni VaNa3 - Np ViNg (69.1)
V. A Wio=VeNi A VaNo3 - VaNa A ViNay (69.2)

ot les Ni sont les fonctions de forme associées aux noeuds de I'élément pyramide, Vy, est l'opérateur
gradient dans le repére local (uy, u2, u3) et les Nj; sont des fonctions égales a 1 sur Je coté ij, égale 2 0
sur les facettes opposées, et linéaires dans les directions uy, up et uz (en fait Njj = Nj + Nj). Par
exemple, le gradient local de N3 est défini par (70):

0
VuNos = |45 (70)
1
2
Pour les arétes obliques, comme pour 1-5, nous avons les équations (71):
Wis=N, VuN5-N5V (71.1)
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Vy A Wis=2VyN, A VyNs (71.2)

Comme ces fonctions contiennent des termes rationnels, on use des formules d'intégration
spéciales, comme pour le traitement des €léments nodaux.

5-4 Les éléments d'arétes pyramidaux hiérarchiques

Les fonctions du premier ordre incomplet (principalement le tétraédre et 'hexaedre) sont les
éléments d'arétes les plus utilisés, mais les éléments de plus haut ordre sont aussi utilisables [WEBB-
93]. Lier des éléments hexagdres, prismes et tétraddres d'ordre élevé requiert des éléments pyramides
adéquats.

Le tableau suivant (Fig.24) montre les fonctions de forme des trois types d'éléments pyramides:
1'élément incomplet du premier ordre donné plus haut (ordre intermédiaire 0,5), le premier ordre
complet (ordre 1) et le second ordre incomplet (ordre intermédiaire 1,5). Pour chaque ordre, le nombre
de fonctions est donné. Chaque fonction de base est associée a une aréte (E), une face (F) ou un
volume (V).

Ordre Nombre Association Fonctions de base
Ei_j — -
N; Vu(Nj+ Nk )- N Vu(Nj + Np)
E. p—— g
-5 N; VuN5 - N5 ViN;j
0.5 8
E._. — —
H N; Vu(Nj + Ni )- Nj Vy(Nj + Np)
Eis —
‘ V4(NiNs )
1 16
F1.234 g
N;.N; Vy(Ng +Ny)
Fi-5 g
N; N5Vyu(Nj + N )
N; N5Vy(Nj + Np)
V —_—
N1.N3 VN5
1.5

Fig.24: Fonctions de base de l'élément d'aréte pyramide
5-4-1 Fonctions associées aux areétes:

Soient 1, 2, 3 et 4, les quatre noeuds situés sur la base de la pyramide et 5 le sommet de la
pyramide. Les quatre arétes horizontales sont: 1-2, 2-3, 3-4 et 4-1 et les quatre arétes obliques sont
1-5, 2-5, 3-5 et 4-5. Quand on considére une aréte horizontale, Ejj, qui relie les sommets i et j, les
symboles k et | sont les noeuds adjacents qui définissent les arétes horizontales Ejg et Ep.j. Les

fonctions arétes se décomposent en deux classes, quatre fonctions arétes horizontales E;; et quatre
arétes obliques E;.s.

5-4-2 Fonctions associées aux faces

Les fonctions des faces se composent de quatre fonctions associées a la face F1.2.3.4 et de huit
pour les faces Fj.j.s. Les symboles i,j,k et ] ont la méme signification que plus haut).

5-4-3 Fonctions associées au volume
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On définit seulement une fonction associée au volume de la pyramide.
5-4-4 Conclusions

Ces trois éléments sont hiérarchiques. Cela signifie que les fonctions de base pour un élément
sont un sous ensemble des fonctions de forme pour un élément d'ordre plus élevé. Par exemple,
I'élément incomplet du premier ordre (ordre 0,5) a huit fonctions de base (une par aréte). L'élément
complet au premier ordre (ordre 1) a les huit précédentes fonctions de base plus huit fonctions
additionnelles (une par aréte). L'élément du second ordre incomplet (ordre 1,5) est obtenu en ajoutant
treize fonctions de plus (quatre par faces horizontales, deux par faces obliques et une pour le volume).
Les propriétés hiérarchiques permettent de mélanger des éléments de différents ordres dans le méme
maillage trés facilement. [WEBB-93]. Comme on l'a vu dans la présentation de I'élément fini
pyramide nodal, les fonctions Nj sont compatibles avec les fonctions standards. Ceci implique la
continuité des fonctions nodales triangulaires et quadrangulaires a l'interface triangle/rectangle et
autres éléments standards avec des formes compatibles. Cela implique aussi la continuité de la

composante tangentielle de leur gradient (VNj) et la composante tangentielle des fonctions définies a
la figure précédente.

En conséquence, sur les facettes et le long des arétes, les composantes tangentielles de ces
fonctions sont identiques avec les fonctions issues des facettes quadrilatéres ou triangulaires des
prismes, hexagdres, tétraédres ou pyramides correspondants aux éléments d'arétes hiérarchiques.

La singularité de la dérivée des fonctions de forme de la base par rapport a la hauteur au sommet
de la pyramide a été traité dans la partie qui concernait les éléments nodaux.

Les éléments d'arétes pyramides ont été validés sur le TEAM* workshop numéro 13. Cet
exemple sera traité plus loin dans la partie application (Chapitre V). Il faut cependant savoir que ce
probléme présente de trés faibles entrefers a mailler trés fin en trois dimensions.

* pour Testing Electromagnetic Analysis Method (test pour des méthodes d'analyse des phénomenes
électromagnétiques).
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111-6 _Conclusion

En conclusion, dans cette partie nous avons tout d'abord tenté de générer des fonctions de
forme des éléments pyramides. Aprés quelques essais infructueux, nous avons mis en place une
méthodologie permettant de créer les éléments pyramides nodaux au premier ordre, au second ordre
incomplet et au second ordre complet [ZGAINSKI-96-1]. Pour cela, il a fallu surmonter la difficulté
de la continuité de la variable d'état sur les facettes triangulaires et rectangulaires. Il a fallu de plus
traiter le probléme de la dérivé indéterminée au sommet de la pyramide.

Ensuite, nous avons traité le probléme de I'intégration dans cet élément fini des intégrales de

type N, N.N, VN.VN. Apres avoir dénombré les types de fractions rationnelles & intégrer, nous
avons pu intégrer en utilisant des points et poids de Gauss dans I'élément pyramide,

Cette démarche nous a permis de prouver que la pyramide peut étre assimilée 2 un élément
standard.

Pour valider ce nouveau type d'élément, nous avons effectué deux tests: Le premier, un simple
patch-test nous a permis d'étudier la pyramide aux trois ordres en déformation (aplatie, allongée).
Ensuite, nous avons réalisé un test bidimensionnel, en comparant la solution éléments finis obtenue
avec différents types d'éléments avec la solution analytique connue du calcul d'une capacité
cylindrique.

Enfin, et pour terminer, en collaboration avec Jean-Louis Coulomb [COULOMB-96], nous

avons développé un élément pyramide aréte présentant les mémes caractéristiques que I'élément nodal
permettant de traiter des problémes en éléments d'aréte.
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C}lapitre IV

Maillage mixte et insertion des
éléments pyramides

Dans le cadre de ce chapitre, nous avons été amené a travailler sur les algorithmes de maillage.
Partant de l'expérience du laboratoire en maillage libre automatique, basé sur la méthode de Delaunay,
nous avons écrit, implanté et validé un algorithme de gestion des interfaces non conformes qui
consiste 2 insérer des éléments pyramides aux bons endroits.

Ce chapitre reprend en le développant I’article [ZGAINSKI-96-2] et traite de l'insertion des

éléments pyramides aux interfaces non conformes du maillage entre des facettes rectangulaires et des
facettes triangulaires.
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Prisme

Tétraedre

Pyramide?

Hexaedre

Fig.1: Objectifs de I'élément pyramide

Bien qu'il existe d'autres méthodes pour assurer la continuité de la variable d'état entre deux
types d'éléments non conformes, entre autres les multiplicateurs de Lagrange [MARECHAL-92], il
semble plus intéressant, car moins cofiteux et plus fiable*, de traiter les non-conformités avec des
éléments de raccordement (définis au chapitre précédent).

Comme le montre la figure 1, 'élément pyramide est la pierre d'angle du mailleur mixte. Sans
elle, pas de raccord de type fort possible entre les divers éléments finis couramment utilisés.

Dans un premier temps, on parlera de la triangulation de Delaunay, basée sur le critére "de la
sphere vide". Aprés avoir énoncé quelques définitions, on exposera les propriétés de cet algorithme
de maillage, et on étudiera bri¢vement sa mise en oeuvre informatique.

Ensuite, aprés avoir énoncé quelques hypothéses de travail, on parlera de l'insertion des
pyramides et de l'algorithme de gestion des non conformités. On montrera sur quelques exemples
simples la pertinence de notre approche ainsi que d'autres utilisations des éléments pyramides

Enfin, et grace au critére de qualité développé au chapitre II, il nous est possible d'évaluer la
qualité des éléments pyramides générés et de définir une pyramide optimale au sens du critére proposé
au chapitre II.

* Au sens ol les multiplicateurs de Lagrange détériorent la qualité de la matrice globale, sont cofiteux en temps de calcul
et conduisent a des algorithmes spécifiques.
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IV-1_Rappels sur la trianqulation de Delaunay

Dans cette partie, nous aborderons tout d'abord quelques définitions et propriété€s concernant la
triangulation de Delaunay. Nous regarderons également les difficultés de mise en oeuvre de
l'algorithme correspondant.

1-1 Quelques définitions et propriétés

Nous ne prétendons pas étre complet dans cette partie, et pour aller plus loin, on pourra se
référer a [HERMELINE-82] ou [ALBERTINI-88].

1-1-1 Polyedres de Voronoi

Soit N = ensemble de n noeuds {Pj, P2, ... P,} d'un domaine D d'un espace affine E de
dimension ng. Pour définir le principe de triangulation de Delaunay, il est nécessaire de présenter les
polyedres de Voronoi V; du domaine D.

En fait, les Vj, sont des polyédres qui sont associés aux noeuds de I'ensemble N, tels que (1):

Vi={xe D/V Pe N, d(x, P) <d(x, P)} (1)
On peut démontrer que ces polyedres ont les propriétés suivantes:

Ils sont: ° convexes
. d'intérieurs non vide
. forment un recouvrement de E
tel que (Vi N Vj)izj = ¢
ou bien (Vi N Vj)ixj = [Nj, Nj] hyperplan médiateur

/

Fig.2: Polyédres de Voronoi associés aux points du plan

On appelle Ng, sous ensemble de N, I'ensemble des noeuds dont les polyedres de Voronoi
associés ont pour sommet S.
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1-1-2 Le dual des polyedres, un ensemble de simplexes

A partir des données sur les polyedres de Voronoi, on peut associer a chaque sommet de
polyedre un ensemble de noeuds. Par exemple, pour le noeud S, on a (2):

Ns = {P1, P7, Pg} )

L'ensemble des noeuds Ng définit le polytope de Delaunay associé a S (enveloppe connexe de
Ng est en général un simplexe® . '

On dispose alors d'un pavage du plan en polytopes de Delaunay. En clair, on obtient alors une
triangulation de Delaunay, que I'on peut définir comme suit:

Définition rapide: Triangulation de Delaunay

Soit S un ensemble de P points de I’espace. La triangulation s’appuyant sur tous les points de S
est une triangulation de Delaunay si et seulement si pour tous les éléments T de cette triangulation, la
boule circonscrite a T est vide (critére de la “sphere vide”). La figure 3 montre deux configurations de
maillage en triangle. La premicre respecte le critére de la sphere vide (Delaunay), la deuxiéme ne le
vérifie pas.

Delaunay Non Delaunay

Fig.3: Critére de la sphere vide

Propriété
Soit S un ensemble de point de I’espace. Un triangulation de Delaunay est unique si pour tout
simplexe T de cette triangulation, aucun point de S n’est cosphérique avec les sommets de T.

1-2 Algorithme mis en oeuvre en 2D

Le maillage pour construire une triangulation de Delaunay peut se décomposer en trois grandes
parties. Tout d'abord, on crée une boite englobant les points du domaine(premiere étape). Ensuite, on
insere un par un les noeuds du domaine de maniére a obtenir une triangulation de Delaunay du
domaine (deuxiéme étape). Enfin, on peut détruire la boite englobante (troisieme étape).

Premiere étape: * Création d'une boite extérieure (Fig.4):

* un simplexe est un élément de d+1 noeuds dans un domaine de dimension d (triangle en 2D ou tétraddre en 3D).
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mesure de I'extension de N sur les axes de coordonnées,
création de "coins" points et d'arétes,
maillage de Delaunay de ses points en "coins".

USRI

P6‘%

Fig.4: Création d'une boite englobante
Deuxiéme étape: * Insertion des points de N I'un apres l'autre dans le maillage de Delaunay

Avant de présenter 'insertion des noeuds un par un, nous introduisons les notations suivantes:

Bp(K) :

"Le simplexe K a une hypersphére circonscrite dont la boule ouverte
associée contient le point P".
S(P) :

Ensemble des simplexes K du maillage vérifiant Bp(K).

L’algorithme utilisé est itératif [HERMELINE-82]: On insére successivement les points en

maintenant 4 chaque stade une triangulation de Delaunay. Lorsqu’on insere le n+18me point, les
simplexes ne satisfaisant pas le critere de la sphére vide sont détruits et de nouveaux simplexes

s’appuyant sur le noeud ajouté sont construits.

Soit T une triangulation de Delaunay de 1’enveloppe convexe de S s’appuyant sur tous les
noeuds de S. T est formée d’un ensemble de simplexes t. On veut ajouter un nouveau point P.

—> Premigre étape: Recherche des éléments a détruire Sp(K)

Soit TD un ensemble vide de simplexes

Pour chaque simplexe K de T
Si la sphére circonscrite & K contient P, alors on ajoute t a

1'ensemble TD
Fin_pour
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— Deuxiéme étape: Destruction des éléments de TD

Pour chaque élément simplexe K de TD, on le supprime dans T

— Troisi¢me étape: Construction des nouveaux éléments

Soit F l’ensemble des facettes de la frontiére de TD. Les faces sont
des triangles {(maillage 3D) ou des arétes (maillage 2D).

Pour chaque face f de F .
Construire le simplexe K s'’appuyant sur f et le point P

A

Ajouter t a T
Fin_pour

L'insertion des points se fait de maniére itérative, jusqu'a ce que tous les points soient insérés.

Fig.5: Insertion de tous les points dans le maillage

Troisieme étape: * Suppression de la boite extérieure

Apres avoir inséré tous les points dans le maillage, on peut supprimer les points de "coins" et
tous les tétra¢dres s'appuyant dessus (i.e. un sommet fait partie des points des "coins").

11 est alors nécessaire de remettre a jour les codes de voisinage des éléments sur le pourtour du
maillage.

- 130 -



Chapitre IV Maillage mixte et insertion des pyramides

P3 €

P6

Fig.6: Muaillage final de Delaunay

En 2D, la complexité de I’algorithme [MORANCEY-93] est en O(nz) au pire, ol n est le
nombre de points 2 insérer. Cela correspond au cas ol tous les triangles déja formés sont détruits lors
de I’ajout d’un point (en dimension 2, le nombre de triangles est proportionnel au nombre de points).
La recherche des simplexes dont la boule circonscrite contient le nouveau noeud influe sur la
complexité de 1’algorithme. La plupart des optimisations proposées tentent de diminuer le nombre de
simplexes parcourus lors d’une telle recherche.

Cette technique de maillage présente de multiples avantages: Elle permet de mailler pratiquement
toutes les géométries et permet de mailler les surfaces et les volumes. Elle convient tout a fait aux
géométries décrites par B-Rep. Le modele B-Rep représente I’objet par sa frontiére. La fronticre est
une surface fermée qui délimite 1’espace. On maille ainsi de maniére automatique et chronologique, les
lignes, les faces, puis les volumes.

1-3 Quelques difficultés de la méthode
1-3-1 évaluation du critére BN(K)

Le point le plus délicat de I'algorithme est numérique: Comment évaluer le critere BN(K), ie. le
noeud N est-il dans I'hypersphére circonscrite 4 un simplexe K ?

En 2D, on peut calculer le déterminant suivant pour savoir si le noeud M est dans le triangle K
défini par 3 points (3):

[ x24y2 x24y12  xo2+y22xaZeya? |
1 1 1 1
det(M,K)= 3)
X X1 X2 X3
Ly oW 2 v

ol M(x,y) et K est le simplexe défini avec les noeuds suivants (Fig.7):
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(xLyD)

(x2,y2)
(x3,y3)4

Fig.7: Simplexe a trois noeuds

Si det(M, K) = 0 le point M est sur I'hypersphere.
Si det(M, K) < 0 le point M est dans I'hypersphére et BM(K) est vérifié.

Ce critére est difficilement applicable en 3D pour les points proches de la frontiere. En effet,
numériquement il est difficile de savoir si le point est sur I’hypershére ou non. D'ot la nécessité
d'introduire une mesure "relative” (4):

R : rayon de la sphére de centre C circonscrite
d : distance CM
|d2-R?|<2 &R drg < M est sur la sphére
d2-R2<-2eRdyr <> M est dans la sphere 4
& Bm(K) est vérifié

ol € et dr sont des parametres internes au mailleur.

1-3-2 Recherche d'un simplexe contenant un noeud

L'algorithme est présenté dans [ALBERTINI-88], nous le rappelons ici car il va nous étre utile
pour insérer des pyramides aux interfaces non conformes. Nous recherchons un tétra¢dre K contenant
un noeud N dans un maillage convexe. La solution adoptée est la suivante:

Cet algorithme part d'un tétraédre quelconque Kj, si possible assez proche de N (on peut
prendre, par exemple un tétraédre s'appuyant sur le sommet du maillage le plus proche de N). Il
progresse ensuite par voisinage, en cherchant, a chaque fois, une face vue du noeud N (face dont la
normale extérieure pointe vers N)* , puis en continuant la recherche sur le tétra¢dre voisin sur cette
face. Il s'arréte lorsque plus aucune face du tétraédre K traité n'est vue, ce dernier contenant alors le
noeud N. La mise en oeuvre de cet algorithme est la suivante:

Pour savoir si une facette FT d'un tétragdre K est vue du noeud N, il suffit de tester si le
déterminant (8), ot les indices 1,2,3,4 correspondent respectivement aux trois noeuds de FT, orientée
vers l'extérieur de K, et au noeud N, est positif.

Cet algorithme permet de trouver trés rapidement un tétraédre K contenant un noeud N € D,
méme lorsque le tétraddre initial Kj est assez €loigné de N. Son temps d'exécution dans un maillage

* On peut remarquer que cela suppose une orientation des €léments.
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quelconque de n tétratdres est, en général, proportionnel & %* [ALBERTINI-88] (alors qu'il faut un
temps proportionnel a n pour une recherche systématique, avec une boucle sur tous les tétraédres du

maillage).

e

K := Kj
IFAC := 0
Répéter
MEMETD := Vrai
NUMFT := 0
Tant que ( NUMFT < 4 et MEMETD ), faire
NUMFT := NUMFT + 1
Si ( NUMFT := IFAC ), alors
Récupérer la facette FT de numéro NUMFT sur K
Si ( la facette FT est vue de N ), alors
K := voisin de K sur la facette FT
IFAC := numéro de la facette FT sur K
MEMETD := Faux
Fin si
Fin si
Fin tant gue
Jusqu'a ( MEMETD )

Fig.8: Recherche du simplexe contenant le noeud N
1-3-3 Recherche de l'ensemble Sn(K) vérifiant le critére Bn(K)

Pour rechercher I'ensemble des simplexes dont la boule circonscrite contient un point N, il est
nécessaire de travailler par voisinage de maniére 2 avoir le moins possible a évaluer le critére par le
calcul du déterminant de I’équation (3), qui est plutdt coliteux. Apreés avoir trouvé un simplexe K dont
la boule contient N, on peut évaluer ces voisins, jusqu'a ce que tous les voisins successifs soient
traités.

Initialisation S(N)
Initialisation de la pile
Trouver un simplexe K vérifiant Byn(K) : il est trouvé par voisinage (demi plans)
Enregistrer K dans S(N) / Empiler K
Tant que (pile non vide) Faire
Dépiler K '
Construire V(K) : ensemble des simplexes voisins du simplexe K
Pour (K' € V(K))
Si (K' ¢ Pile).(K' ¢ S(N).(BN(K'))
enregistrer K' / Empiler K'
Fin tant que

Fig.9: Recherche de BN(K)

1-4 Les différents mailleurs utilisés

L'utilisateur peut affecter 2 chaque face ou volume, le type mailleur qu'il souhaite. Ces types
mailleurs se décomposent en trois familles caractérisées par leurs méthodes:

- Le maillage libre, basé sur la triangulation de Delaunay, que génére des simplexes.

- Le maillage réglé, basé sur un algorithme de transport/projection qui génere des

* N . . .
Ot d est la dimension du domaine.
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hexaedres ou des rectangles (pour l'instant).

- Le maillage extrusion, basé sur l'extrusion du maillage d'une face (ou d'une ligne) le
Jong d'une transformation. Les deux premiers mailleurs n'étant pas modifiables par l'utilisateur,
ce dernier peut étre créé, modifié ou supprimé. Ce type de mailleur génére tout type d'élément.

1l est de plus nécessaire d'assurer une cohérence pour ces différents mailleurs de maniere a ne
pas créer d'impossibilités. Cette cohérence est en fait une base de régles au sens intelligence
artificielle. Le moteur d'inférence de gestion de la cohérence est appelé a chaque modification de
données concernant le maillage. :
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IV-2 Gestion des non conformités

Le but est d'insérer des pyramides aux bons endroits sur la frontiere triangle/rectangle de
manidre A garantir la continuité CO de la variable d'état entre les éléments.

Dans un premier temps, nous dresserons un panorama des différents algorithmes de gestion de
frontiére en deux dimensions.

Puis, aprés avoir annoncer les hypotheéses de travail, nous présenterons un algorithme original
permettant de traiter en surface le maillage tétraédrique de maniere & pouvoir insérer de éléments
pyramides le plus facilement possible.

2-1- Hypothéses: le respect de la frontiére

La figure suivante (Fig.10) montre un maillage triangulaire 2D ne vérifiant pas l'aréte AB.

Fig.10: Maillage 2D d'un domaine ne respectant pas l'aréte AB

L'objet de cette partie est de faire un état des lieux sur le respect de la frontiere pour un maillage
de type Delaunay. Aprés avoir étudié quelques cas en 2D, nous passerons en 3D. Pour le respect de la
frontiére, il existe plusieurs fagons de poser ce probléme et, par suite, plusieurs réponses possibles.

2-1-1 L'insertion de noeud

La premiére idée consiste  trouver la régularité que doivent satisfaire les données de telle sorte
que le probléme ne se pose pas, c'est-a-dire que le maillage contenant les extrémités des arétes
données contienne ces arétes. Une deuxiéme idée consiste a recenser les arétes manquantes et a les
couper en deux par création du point milieu. Le nouvel ensemble de points ainsi formé sert alors de
donnée au processus d'insertion de points avec le secret espoir que le maillage obtenu contienne
toutes les arétes données (arétes initiales ou arétes initiales coupées en deux). Intuitivement, une
application récursive du procédé donne le résultat car elle revient a former numériquement un
ensemble de données Delaunay admissible*. On trouvera dans [FLUX3D] la mise en application de
cette méthode. Une autre idée consiste a transformer localement le maillage initial pour régénérer les
arétes manquantes (et supprimer les arétes génantes). Plusieurs maniéres de procéder existent, parmi
lesquelles nous choisissons les deux méthodes exposées ci-dessous [BOROUCHAKI-96].

* Un maillage de Delaunay respecte alors la frontiere.
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2-1-2 Décomposition en sous problemes

Soit T le maillage de départ ne vérifiant pas I'aréte AB. On définit Tap l'ensemble des triangles

dont une aréte est coupée par AB. Ainsi T = T' U Tap ol T' est l'ensemble des triangles non
intéressés par AB.

Tap définit un polygone (non convexe) dont on note les sommets par ay, k=1,n;aveca=A
et amax = B pour la partie située d'un coté de AB et by, k =1, np avec by = A et bymax = B pour la partie
située dans le demi-plan délimité par AB ne contenant pas les ay (Fig.11). On note par M le probleme
a résoudre i.e., le remaillage de T . Il est clair que, si on appelle M le probléme du remaillage du
polygone constitué par les ag, et My celui du remaillage du polygone formé par les by, le probleme
initial revient 2 traiter indépendamment les deux sous problémes M;. La complexité est moindre d'une
part, et d'autre part, elle revient 2 traiter en fait que 'un de ces sous problémes. Considérons donc le
probléme M. On trace AB et on cherche dans ay le point le plus proche de AB, soit aj ce point, on
trace Aa et ajB puis on forme le triangle ABay. La solution du probléme M est donc la suivante:

- construire le triangle aj,amax.ar;
- définir le probleéme M1 qui est celui du maillage du polygone aj,a,...,aj;

- définir le probléme M3 qui est celui de maillage du polygone aj, aj+1, amax -

a4

Fig.11: Maillage 2D d'un domaine par décomposition en sous problémes
Le probléme est donc décomposé en sous problémes de complexité inférieure, en appliquant
récursivement le procédé, la solution est obtenue (un polygone réduit a trois points donne la solution
et arréte la décomposition). La description compléte de cette méthode figure dans [GEORGE-92].
2-1-3 Une solution par retournement d'arétes

La méthode ci-dessus donne le résultat mais celui-ci est peu équilibré. Par suite une autre
solution, basée sur le procédé de retournement d'aréte, est proposée.

L'idée de base est la suivante: appliquer, d'une maniére aléatoire, des retournements d'arétes
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dans T ap pour créer des triangles qui n'intersectent par AB. La solution proposée [BOROUCHAKI-
96] est donc la suivante:

- a) Définir une triangulation initiale de TaB;

- b) Essayer de retourner une aréte interne quelconque de Tap;
- bl) Le retournement marche™ , aller en c¢);
- b2) Le retournement ne marche pas, aller en b);

- ¢) Mettre 2 jour Tap (c'est-a-dire si un triangle K, non intersectant AB, est formé,
faire Tap = TaB-{K};

- d) Si Card(TaR) = 2 et I'un des éléments de TAp contient le segment AB alors Fin,
sinon, aller en b)

2-1-4 Extension a trois dimensions

Alors que le respect de frontiere se fait facilement et est bien maitrisé en deux dimensions, le
passage 2 la troisi¢éme dimension n'est pas aisé, peu d'auteurs s’y sont risqués, et il semble qu'il n'y
ait pas de solution simple et systématique.

[GEORGE-95] propose un algorithme de respect des points, arétes et facettes en trois
dimensions. La méthode qu'il préconise est un mélange de :

Permutation d'aréte (ou swapping)
Ajouts de noeuds

Dans notre cas, on dispose de deux volumes ayant des facettes de type différent. Pour relier
deux sortes d'éléments, nous partons de 1'hypothése suivante. On suppose™™* que nous avons deux
éléments triangulaires pour un élément quadrangulaire (Fig.12). En fait, cette condition est satisfaite
quand le maillage de surface quadrangulaire est suffisamment régulier, ou quand le maillage
automatique est de densité comparable au maillage réglé. Dans le cas ot le maillage quadrangulaire est
rectangulaire, cette condition est tout le temps vérifice.

Maillage triangulaire

— - Maillage rectangulaire

Fig.12: L' interface & traiter - un rectangle sur deux triangles

On suppose donc que les non conformités sont Delaunay admissibles. En réalité, et pour toute
les géométries traitées, le maillage de peau en quadrangle reste régulier, et est par conséquent

* au sens ot le triangle formé n'est pas intersécant & AB.
** Et cette hypothese est fondamentale.
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Delaunay admissible. La figure suivante (Fig.13) présente deux maillage réglés en rectangles. Alors
que le premier maillage est Delaunay admissible, le deuxiéme ne l'est plus car une aréte d'un triangle

coupe une aréte d'un rectangle.

g Delaunay non-admissible
Delaunay admissible

Fig.13: Maillage Delaunay admissible et Delaunay non-admissible

2-2 Méthodologie

On va travailler sur les volumes discrétisés en tétraédres de maniére a2 modifier le maillage de
maniére locale pour insérer des pyramides.

Le cas le plus simple et le plus trivial est celui de la figure suivante (Fig.14): On a deux
tétraédres voisins de la non-conformité.

Fig.14: Les deux tétraédres situés sur 'élément rectangulaire ont un sommet commun

Dans ce cas, il suffit de détruire les deux tétraédres bien placés, et de construire une pyramide a
leur place. On dispose alors d'un maillage conforme (Fig.15).

On appellera cette transformation 2T -> 1P* .

* T pour Tétragdre et P pour Pyramide.
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Fig.15: La pyramide créée

~Un cas plus complexe se pose lorsque les deux tétraedres n'ont pas un sommet commun
(Fig.16). Dans ce cas 13, on peut avoir trois ou plus de tétra¢dres voisins de la non conformité.

Fig.16: Trois tétraédres au voisinage de l'élément rectangulaire

La difficulté va étre d'essayer de traiter ce cas ot I'on a plus de deux tétra¢dres autour de I'aréte
non conforme. Il est nécessaire alors de traiter localement le maillage en tétracdres.

2-2-1 Premiére piste: Faire de la permutation d'aréte ou "swapping"

Pour tenter la permutation, il est nécessaire d'isoler le probleme de la non-conformité a un
nombre de tétraédre "pas trop grand”, ou encore approcher localement le probléme. Pour cela, on
rappelle la définition suivante: :

Définition: On appelle coquille de l'aréte [a,b], I'ensemble des tétraédres ayant [a,b] pour aréte.

On a tenté de trouver une solution systématique pour transformer cette coquille de mani€re a
pouvoir créer une pyramide, donc se ramener au cas précédent. En effet, on peut tenter de faire de la
permutation d'aréte (2T -> 3T) de maniére 2 se retrouver dans le cas de figure le plus favorable ou
I'on a deux tétraédres ayant trois sommets communs.

Pour simplifier notre approche, on se place dans le cas ol I’on a trois tétraédres dans la
coquille.

La figure suivante montre une permutation d'aréte possible (2T -> 3T) permettant de se ramener
2 un cas plus favorable. Le quadrilatére ADBC est relié aux deux tétraédres APCB et ABDS (Fig.17).
En effet, il est possible d'ajouter une aréte CS lorsque l'intersection entre cette aréte et le triangle APB

est non nulle.
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Fig.17:Permutation d'aréte possible

Cependant, si on modifie la configuration des deux tétraédres, ou méme si on bouge les noeuds
P et S, on s'apercoit que I'on a une position limite de permutation lorsque [CS] est dans le plan PAC

(Fig.18).

4

Fig.18: Permutation d'aréte cas limite

Alors que la figure précédente montre le cas limite ot 'on peut encore créer l'aréte CS, le cas
suivant montre bien que dés que la coquille n'est plus convexe, la permutation d'aréte est impossible

(Fig.19).
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Fig.19: Permutation d'aréte impossible
A l'aide d'un modeleur géométrique, on s'est rapidement convaincu que la permutation d'aréte

n'était pas une bonne solution du fait de la non convexité possible de la coquille a priori, et on I'a
abandonnée.

2-2-2 Deuxiéme piste: Faire de l'insertion de noeuds

Partant du fait que l'algorithme de Delaunay permet d'insérer des noeuds dans un maillage
donné en simplexes, on peut tenter d'insérer des noeuds "au bon endroit” au niveau de l'interface non
conforme.

Zone
d’insertion
du noeud

Fig.20: Insertion de noeuds dans l'intersection des deux boules circonscrites aux deux tétraédres

Propriété: Soient T1 et T2, deux tétraédres d'une coquille [a,b] non conforme. L'intersection des
boules circonscrites a ces deux tétraédres est non nulle et elle contient [a,b].

A partir de 13, on peut chercher le point situé dans l'intersection des boules englobantes
respectives B1 et B2 des tétraédres T1 et T2 qui conditionne le mieux la pyramide a créer (i.e. qui est
le plus haut possible 2 la verticale de la non conformité). On peut aussi calculer les coordonnées du
point analytiquement 2 partir des données des points de T1 et T2. Son insertion va casser les
tétraddres de la coquille pour créer des tétra¢dres bien placés, et on se ramene ainsi au premier cas.
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Fig.21: Insertion du noeud par la méthode de Delaunay

En fait, Les transformations successives sont: 3T -> 6T, puis finalement de 6T -> 4T +1P.
2-2-3 Algorithme général

On traite le maillage tétraédre et on le modifie pour créer une pyramide . On travaille sur chaque
volume maillé en tétraédres de maniére indépendante des autres volumes, et de manicre itérative. La

méthode proposée utilise la technique bien "rodée" dans [FLUX3D] d'insertion de noeuds pour
ajouter un noeud (Fig.21) ol deux éléments tétra¢dres ne peuvent construire une pyramide.
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Intersection des
deux spheres circonscrites
dans le plan P normal au
= rectangle
passant par I’aréte non conforme

Fig.22: Insertion du noeud & une hauteur a paramétrée

Au niveau de l'insertion du noeud, on se dit que 'on a le plus de chance d'étre dans les deux
]bpoules circonscrites aux deux tétraédres non conformes en plagant le noeud a insérer au dessus de
l'intersection des diagonales et 2 une hauteur a paramétrable. Cette hauteur a ne doit pas étre choisie ni
trop petite (génération de deux tétragdres plats), ni trop grande (on ne "casse” plus les deux tétracdres
qui ont une facette commune avec le quadrangle).

. _La figure (Fig.22) montre la projection de l'intersection des deux boules circonscrites aux
tétraddres & modifier sur un plan normal a la base rectangulaire et passant par l'aréte non conforme.

La zone hachurée sur la figure 22 indique 'emplacement possible du noeud a insérer.
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Détection des éléments non conformes
a Iinterface triangle / quadrangle

dans un volume

v

Répéter...

Modification des volumes
maillés en tétraédres

v

Pour chaque non-
conformité

(1 quadrangle pour
2 triangles)

On peut relier les 2
tétraedres
pour construire une
pyramide

Inserer un noeud suivant
I’algorithme de Delaunay

tetragdre juste au dessus
du centre de 1’élément

dans le maillage

quadrangulaire

\‘[ -

Qui /

07
conforme? p

v

Jusqu’a ce que tous les tetraédres sur la surface

soient dans le cas#1

v

On peut construire une pyramide et

basés sur I’élément quadrangulaire

détruire les deux tétraédres non-conformes

Volume suivant

Fig.23: Algorithme simplifié de gestion des non-conformités

La stratégie de gestion des non-conformités est simple: Soit les deux tétraedres a l'interface non
conforme peuvent former une pyramide, alors on la crée, soit une insertion de noeuds permet de
modifier localement la coquille en se ramenant au cas favorable précédent.

- 144 -



Chapitre IV Maillage mixte et insertion des pyramides

Cet algorithme est relativement simple a implanter. Apres la création des éléments pyramides, la
conformité est satisfaite entre les deux maillages. Un des inconvénients de cette méthode est qu'elle
peut générer des pyramides plates, mais la qualité du maillage a l'interface peut étre améliorée par des
méthodes qui ne modifient pas la topologie du maillage tétraédrique.

En fait, il est possible de paramétrer la hauteur d'insertion du noeud au dessus de la base non-
conforme de maniére a optimiser le maillage de peau pyramide. Pour cela, il suffit de rechercher le
plus grand a possible tel que le noeud créé soit toujours dans l'intersection des deux boules
circonscrites aux deux tétracdres.

2-2-4 Un petit piége

Il est évident que dans le cas suivant, l'algorithme sera perdu, et il est nécessaire de traiter ce
dernier comme un cas particulier (Fig.24):

Fig.24: Un méme tétraédre ACDF sur deux non conformités
Les deux tétraddres ABCF et ADCF peuvent former une pyramide, mais un probléme se posera

alors si on veut traiter la facette non conforme AEFD. La solution que nous préconisons reste
l'insertion de noeud pour débloquer la situation et se retrouver dans le cas de figure suivant (Fig.25):

E

c®

Fig.25: Maillage modifié

La figure 26 montre un agrandissement de la couche de I'interface pyramidale entre les faces
triangulaires et rectangulaires.
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Fig.26: Pyramides a l'interface prismes / tétraedres

2-3 Retour sur les hypothéses...ou comment s'en sortir a tous les
coups :

Cet algorithme d'insertion de noeud est trés séduisant. En effet, il permet d'utiliser les routines
déja existantes et bien "rodées" au laboratoire pour se ramener a un cas simple et facile a traiter.

Cependant, l'algorithme de gestion des non conformités présente certaines contraintes,
notamment I'hypothése de Delaunay admissibilité des noeuds et des arétes. Mais, n'est-il pas possible
d'aller plus loin?

1l nous semble possible de modifier localement la frontiére non -Delaunay admissible par
insertion de noeud au dessus de faces quadrangles dans le maillage en tétraédres de manire a
modifier localement le maillage libre. En effet, si on se place dans le plan (les points en grisé¢ étant
légérement au dessus du plan), on a (Fig.27):

Delaunay non- ' Delaunay
admissible admissible

Fig.27: Maillage transformé

La figure précédente montre que I'hypothése de départ peut éventuellement devenir obsoléte.
Nous n'avons pas expérimenté complétement cette piste, mais elle nous semble réaliste et permettrait
de traiter bien plus de cas possibles.
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IV-3 Application et validation sur des problémes simples

Dans cette partie, nous présentons trois petits exemples trés simples nous permettant de tester
l'algorithme d'insertion des points, ainsi que des maillages ou la pyramide apparait naturellement
(troisieme exemple).

3-1 Un quart de barreau de section carrée dans de l'air

La géométrie est composée de deux volumes de forme simple imbriqués ’'un dans I’autre. Au
volume de forme rectangulaire, on a associé un mailleur structuré, et on a maillé son complémentaire
dans le cube en maillage libre. Des non-conformités sont alors présentent sur I’interface entre les deux
volumes.

Pour traiter de telles non-conformités, on voit que I’ajout d’un noeud est nécessaire pour créer

une pyramide par facette rectangulaire. La figure suivante montre un détail du maillage, avec deux
éléments de type hexaédre ou brique qui sont reliés chacun a plus de deux tétraedres.

Non conformité

Insertion de deux noeuds

Fig.28: Traitement du maillage - Avant et aprés insertion de noeuds

Dans le maillage présenté ci-dessus, on passe de 2H+6T a 2H+2P+9T par ajout de 2 noeuds.

3-2 Autres applications de l'éiément pyramide

D'autres utilisations des pyramides peuvent étre le raccord de maillage brique de densité
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différente (Fig. 29) ou encore le cas de I'extrusion d'un maillage triangle autour d'un axe (Fig.30).

e — =
- =
o i - el
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1 L e Al P MWV s 7
. . ' \ 1 . TN v, N, 2
Maillage brique 2 ! - S S AN
E ‘- [/ Y 2 \\\00/
' / \\‘ /E

Fig.29: Raccordement de deux maillages briques

Si on veut connecter les deux morceaux de maillage 2 l'aide d'une épaisseur d'éléments finis,
on peut créer sur notre exemple quatre briques, en face de chaque face carrée correspondante, quatre
prismes entre les faces rectangulaires et des arétes correspondantes, et il reste a insérer des pyramides
entre les faces rectangulaires restantes et des noeuds du maillage correspondant (sur la Fig.29 ABC
D E). Cette méthode peut se généraliser a des densités de mailles briques quelconques en vis & vis.

/

Fig.30: Construction d'un maillage 3D par extrusion (rotation autour d'un axe A)
d'un maillage 2D triangulaire

Alors que I'extrusion autour de I'axe A du maillage triangulaire situé sur le plan P ne pose pas
de probleémes particuliers pour les triangles qui n'ont pas de sommet sur 1'axe A (ils sont transformés
en prismes), les triangles ayant un seul noeud sur I'axe A sont transformés en pyramides. On peut de

plus remarquer que des triangles du plan P ayant deux noeuds sur l'axe A se transforment en
tétraedres.
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[V-4_Qualité des éléments pyramides

L'approche généraliste développée au chapitre II concernant la qualité des éléments finis et
basée sur le conditionnement matriciel nous permet de définir 1'élément pyramide optimal dans un
maillage. Il est pertinent d'étudier la qualité de la pyramide créée par notre générateur de maillage 2
l'interface quadrangle/triangle afin d'essayer d'améliorer le raccordement. Lorsqu'on créée la

yramide par insertion de noeuds, son sommet est situé juste au dessus du centre de la base
quadrilatere (Fig.31).

Localisation du I (0,0,h)
sommet dans

Pespace 3D | > Gi

Fig.31: Test de qualité sur l'élément pyramide au premier ordre

Pour étudier la qualité de cet élément, nous pouvons déplager le noeud juste au dessus du centre
de la base carrée.

Qualité

0s7 :Illl | L L] 7t V—-'\I IIII:

(] - -
5 05 E / S
g, - / \:
2 04 F =
g . F / E
g Y = / 3
8 02 F -
g — / =
5 01 E e =
£ - v 3
§ 0 :Il/ P 1 11 | 3000 W | | I T | | | L1.1l._1 L 11 l:
0 05 1 1,5 2 25 3 3,5

Hauteur du sommet

Fig.32: Variation du critére de qualité en fonction de la hauteur h du noeud sommet

La meilleure qualité est atteinte pour une hauteur h égale a 2,3. Ce test montre bien qu'une
pyramide trop plate ou trop allongée est plut6t mal conditionnée.
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1IV-5 Conclusion

Apres avoir rappelé les principes de I'insertion de noeud dans une triangulation de Delaunay, et
les différents algorithmes utilisés, nous avons développé un outil permettant de créer des pyramides
aux interfaces tétraédres/hexaedres, ot les mailles ne se raccordent pas.

Le traitement des non-conformités est entierement automatique et itératif et ne fait pas intervenir
I'utilisateur. L’utilisation de cet algorithme d’insertion de noeud semble prometteur au niveau du
respect de la frontiere.

Testé sur des géometries simples, ne présentant pas un grand nombre de noeuds et d'éléments,
cet algorithme fonctionne et donne de bons résultats.

Le critére de qualité défini au Chapitre II nous a permis de répondre a la question de 1’évaluation
de 'interface pyramide générée.

Pour valider 1'élément et 1'algorithme de traitement de maillage sur des problemes "grandeur
réelle”, nous devons tester cette méthodologie de gestion des non conformités sur des problémes plus
complexes, au sens du nombre de noeuds, et au sens de la géométrie. Ces cas tests, en général
électrotechniques, ont été le fruit de collaborations avec d'autres doctorants du laboratoire, ou
d'industriels. Ils font I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre Vv

Problemes tests en électrotechnique et
électro-mécanique

Dans le cadre de ce chapitre, nous avons été amené a valider nos travaux et algorithmes sur des
cas “industriels” de maniére 2 qualifier le mailleur mixte ainsi que le raccordement fort. Ce chapitre est
donc un assemblage d’applications diverses nées de collaboration au sein du laboratoire ou dans le

cadre de partenariats extérieurs.
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V-1 Introduction

Une partie de ces cas tests a €t€ présenté dans [ZGAINSKI-95], notamment le contacteur et le
probléme de chauffage par induction, I’exemple du maillage paramétré du Kumada est tiré de
[ZGAINSKI-96-4] & partir des travaux de [LE LETTY-9%4].

Dans chaque cas, une rapide présentation du probléme physique est faite. Ensuite, un maillage
est décrit et analysé. Enfin, quand ¢’est possible®, on présentera des résultats de calcul éléments finis.

* Quand I’étude n’est pas confidentielle....
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V-2 Calcul d'un contacteur télémécanique (Groupe Schneider)

Nous avons utilisé€ le logiciel [FLUX3D] pour modéliser un contacteur (Fig. 1) proposé par
J'entreprise Télémécanique. Nous avons utilisé des éléments hexaeédres du second ordre pour le
circuit magnétique et la bobine et des tétraédres pour l'air autour des piéces massives.

La géométrie du dispositif est présentée sur la figure suivante (Fig.1.1).

Bobine

Circuit
magnétique

Vue de Face

Fig.1.1: Géométrie du contacteur étudié

Un quart de la géométrie est étudiée, il reste par conséquent deux trongcons de circuits
magnétiques en U, un quart de bobine, noyés dans une boite d’air englobant la géométrie (Fig.1.2).

Pour valider et évaluer notre nouvel outil, nous avons comparé deux calculs: Le premier, réalisé
avec un maillage entierement libre et un autre maillé en éléments mixtes. En fait, nous avons conservé
le méme maillage pour la boite d'air (en dehors du circuit magnétique et de la bobine, mais les
volumes massiques sont maillés tout d'abord en tétra¢dres puis en éléments réguliers (briques).
L'entrefer n'a pas subi de traitement particulier.

La formulation utilisée est de type magnétostatique tridimensionnelle. Le potentiel vecteur Aest
calculé en tout point de l'espace a partir des courants imposés dans la bobine d'excitation du
contacteur.
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Chapitre V

Boite infinie

étique

Circuit magn

55 579 208 wh0c 2L ot B

Bobine
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©
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Magnétique

Fig.1.2: Maillage du quart de bobine et de circuit magnétique
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Le calcul de la force exercée sur le circuit magnétique est bas€ sur le principe des trayaux
virtuels [COULOMB-84]. La courbe suivante (Fig. 2.1) montre la comparaison des forces calculées
et mesurées.

30 |
B Force mesurée
- Force calculée avec un maillage mixte
(1-480A Force calculée avec un maillage libre
~ 20
z [
Q L
s -
o
10 [
-
5 | I N . | L LAl Ll LAl Lil.l
0 0,5 1 L5 2

Entrefer (mm)

Fig.2.1: Comparaison du calcul de la force- Maillage mixte et maillage libre comparés aux mesures

Nous avons étudié 1'évolution de la force appliquée au circuit magnétique (L=1000) comme
fonction de deux paramétres: L'épaisseur de I'entrefer et le courant dans la bobine. On peut noter que
nous avons simplifié largement le probléme en supposant que le circuit magnétique a une
caractéristique linéaire (perméabilité constante)..

On peut vérifier sur la courbe précédente que les résultats sont plus précis quand on utilise des
briques. Cela est dfi au fait que ces derniéres suivent rigoureusement le gradient de la variable d'état

A, potentiel vecteur magnétique, dans les secteurs droits du contacteur.

La figure suivante (Fig.2.2) montre l'allure de I'induction B, ainsi que le courant dans la
bobine.
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P L
AR AU s

MODV(BMAGL} 17 Niveaux Min=-2.182E-03 Max. 7,016E-01 T 'MODV(BMAGL) 17 NiveausoH

Fig.2.2: Visualisation de l'induction et du courant dans la bobine du contacteur

La table suivante (Fig.3) montre que le maillage mixte est moins coGiteux en nombre de noeuds
que le maillage brique. De plus, on constate un gain important en nombre d'itérations ICCG (gradient
conjugué) au niveau de la résolution du systeme linéaire.
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Courant 1050 1007 945 844 760 646 480
dans la

bobine (A.t)
Entrefer 5 4 3 2 1.5 1 0.5

(mm)

Nombre de

noeuds avec 8948
le maillage
mixte
Nombre d'
itérations
ICCG 99 103 109 104 111
avec le
maillage
mixte
Nombre de
noeuds avec | 12610
le maillage
libre
Nombre d’
itérations
ICCG 143 153 152 156 150
avec le
maillage
libre

8944 8917 8506 8860 8859 9027

133 136

12225 | 11521 10903 10086 9901 9865

165 203

Fig.3: Statistiques de calculs maillage mixte et maillage libre

Ce méme contacteur a été modélisé par [RAIZER-94] qui utilise un algorithme adaptatif qui
raffine un maillage libre de type Delaunay entiérement tétraédrique. Les éléments utilisés sont d'ordre
deux (p=2). Nous comparons nos résultats avec les siens (raffinement de type h) dans la table
suivante (Fig.4):

Force Erreur
(N) (%)
Maillage initial
(p=2) 7.48 32

tétraedres
2282 Noeuds
Raffinement h-
type 10.65 3.1
tétraedres (p=2)
9005 Noeuds [10]
Maillage mixte 10.48
8506 Noeuds

(p=2)

Mesure

entrefer = 2mm, 11.00
NI=844 A.t

4.7

Fig.4: Comparaison avec un maillage adaptatif

On observe que nos résultats sont comparables avec les siens, alors qu'ils ne nécessitent qu'un
calcul. Nous constatons que le maillage mixte donne d'excellents résultats.
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V-3 Calcul du chauffage par induction: Trempe superficielle d'une roue
dentée

L'exemple suivant est issu de l'industrie automobile, et plus précisément d'une boite de vitesse.
Pour traiter en surface, dans le but de durcir des dentures d'engrenage, un des moyens de
modification locale des caractéristiques physiques du matériau est la trempe superficielle. On utilise
alors un dispositif de chauffage par induction: Il est constitué d'un inducteur (Fig.5) enroulé autour
du dispositif a traiter, ici une roue dentée dont on veut modifier les caractéristiques mécaniques en
faisant de la trempe superficielle. ’

Piéce a traiter Inducteurs

Fig.5: Principe du chauffage par induction

Les traitements thermiques par induction sont en général complexes, en raison de la géométrie
de la pigce A traiter et de celle de ’inducteur. La méthode des éléments finis associé€s a un “bon
maillage”, permet d'étudier la répartition de puissance au niveau des dentures.

La fréquence du courant dans l'inducteur est de 200 kHz et il provoque des courants induits
dans la partie métallique. Ces courants circulent dans le sens opposé au courant des inducteurs pour
s’opposer 2 la pénétration du champ magnétique dans la piéce.

La figure suivante (Fig.6) montre la géométrie et le maillage utilisés pour calculer la puissance

recue par les dentures. Par symétrie et périodicité des dentures, on peut représenter un douzieme de la
géométrie.
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Air ~—

Metal

2 Inducteur
59 /
Fig.6: Maillage du douziéeme de la piéce chauffée

Cet exemple, résolu en formulation A-V magnétodynamique est relativement cofiteux a cause
des quatre inconnues complexes par noeud (i.e. huits inconnues réelles). De plus, la précision de la
solution est trés sensible au maillage dans 1'épaisseur de peau, ol les courants induits sont créés. La
figure 6 montre la discrétisation du conducteur, de I'air et de I'inducteur: L'air est maillé en tétraédres
(maillage libre), I'inducteur en hexaédres et la denture en prismes, en densifiant le maillage au niveau
de 1'épaisseur de peau.

La figure suivante (Fig.7) montre un grossissement de 1'épaisseur de peau de la denture ainsi
que l'allure des lignes équidensitées de courant calculées dans le métal.

- 159 -




Chapitre V Problémes tests en électrotechnique ...
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Fig.7: Densité de courant et maillage dans les dents

Le probléme en maillage mixte a pu étre résolu plus rapidement a cause d'un nombre de degré
de liberté moins important qu'un maillage complétement libre en tétraédres si I'on veut avoir un bon
maillage, c'est a dire suffisamment d'éléments dans I'épaisseur de peau. Le maillage utilisé€ est du
deuxiéme ordre.

Maillage libre Maillage mixte
Nombre de variables 36540 21414
nodales
Nombre d'équations 34101 19559
Longueur de la plus 9 7
courte ligne
Longueur de la plus 407 439
grande ligne
Moyenne des 91 113
longueurs des lignes

Fig.8: Comparaison des statistiques de résolution.
La table de la figure précédente (Fig.8) compare des statistiques de la résolution en maillage

libre contre la résolution en maillage mixte. On peut remarquer que le nombre de degré de libert€ est
plus petit pour un maillage mixte. Cependant, la longueur de ligne moyenne de la matrice du systéme
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est plus importante avec le maillage mixte. Cela est dfi a la connectivité® des éléments finis et 2 la
numérotation utilisée.

Si I'on examine les résultats obtenus (Fig.7), sur la roue dentée, on constate une non-uniformité
de répartition de la densité de courant induit. En effet, le courant a tendance a court-cicuiter les
sommets des dents et a se concentrer au niveau des creux des dents. Ce résultat est tout & fait différent
de la modélisation bidimensionnelle et est corroboré par I'expérience.

* Au sens ou un noeud d'un maillage triangle est relié a six noeuds dans le cas d'un maillage régulier (largeur de bande
égale a sept) alors que dans le cas d'un maillage rectangulaire, un noeud est relié a huit noeuds (largeur de bande égale a

neuf), dans le cas d'une numérotation optimale.
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V-4 Plaques métalligues autour d'une bobine

Aprés avoir traité du probléme d’anisotropie de la solution, le deuxiéme probléme
caractéristique des difficultés de maillage est le probléme de l'effet d'échelle.

On rencontre cette derniere difficulté lorsque les dimensions caractéristiques de 1'objet étudié
présente de grosses différences. Le probléme suivant est évoqué dans [COULOMB-96], et il traite du
calcul de champ dans un dispositif présentant un trés faible entrefer et des plaques du circuit
magnétique trés fines. Il est présenté comme TEAM workshop problem 13 dans [NAKATA-92].

Ce test a permis la validation des éléments d’arétes pyramides [COULOMB-96]. L'intérét de ce
test provient du fait que l'on dispose de mesures permettant de comparer la solution calculée aux
mesures.

La géométrie du probléme étudié est montrée sur la figure suivante: Une bobine d'excitation est
placée entre deux circuits magnétiques en U et une plaque centrale dans le but de créer un champ
typiquement tridimensionnel canalisé par le circuit magnétique.

Bobine d’excitation
DC 1000 At

AR RTGRD

Vue de face Plaque centrale

Circuit magnétique

Vue de dessus

Fig.9: Géométrie du dispositif

La figure suivante (Fig.9) montre la moitié de la géométrie maillée et étudiée que l'on a
simplifiée grice 2 une symétrie selon le plan (Oxy). L'entrefer entre les circuits magnétiques est de
l'ordre du dixieme de centimetre, I'épaisseur des plaques est de 3,2 mm alors que la bobine a un coté
de longueur égal 2 200 mm. On a donc un effet d'échelle de I'ordre du millier.

En exploitant une symétrie du probleme, on peut se restreindre au calcul du domaine suivant
(Fig.10).
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Zoom sur I’entrefer et visualisation d
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Fig.10: Bobine et circuit magnétique présentant un faible entrefer , maillage et résultats du calcul

En ce qui concerne 'anisotropie du probléme, on sait que les courants dans la bobine sont
perpendiculaires 2 sa section et que le champ magnétique B est aussi normal a la section du circuit

magnétique.
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La bobine de section carrée est parcourue par un courant de 1000 At. Dans les deux circuits
magnétiques et au niveau de la plaque centrale, on calcule le champ B. La figure 10 représente le
module du champ dans le circuit magnétique ainsi que sa direction.

Dans le cas de cette application, on a maillé les piéces massives en maillage réglé, ainsi que
I'entrefer entre le circuit magnétique en U et la plaque centrale. Le reste, c'est a dire la boite d'air
autour du dispositif a été maillé en libre par une méthode de type Delaunay. Le raccord a été réalisé
par une couche d'éléments pyramides a l'interface métal/air. On a alors: 927 hexagdres, 160 prismes,
8840 tétraedres et 400 pyramides. :

On peut noter que I'on a généré une couche d'éléments hexaédriques au niveau de I'entrefer du
circuit magnétique (Fig. 10). Cette figure montre aussi la forte anisotropie du probléme ou les
vecteurs champ magnétique sont normaux 2 la section du circuit magnétique et a la section de la
plaque centrale.

Les résultats obtenus avec un maillage mixte ont été comparés avec un maillage complétement
tétraédrique (18760 tétragdres). Dans les deux cas, on a résolu le probléme en utilisant des €léments
d'aréte au premier ordre et au second ordre incomplet.

Tout d'abord, on a vérifié que les éléments mélangés marchaient aussi bien que les éléments
standards classiques tétraédriques. En d'autres termes, le raccord réalisé avec des éléments pyramides
n'affecte pas la qualité globale de la solution.

Ensuite, les caractéristiques numériques du systeéme linéaire (nombre de degrés de liberté,
nombre de termes non nuls, nombre d'itérations ICCG) dépendent principalement de I'€lément
dominant du maillage (tétraédres et/ou hexaédres). Autrement dit, les éléments pyramides utilisés en
transition n'affectent pas la qualité globale de la solution et leur influence sur le systéme linéaire est
négligeable.

Enfin, la qualité locale de la solution au niveau de la zone de transition entre hexaedres et
tétraddres n'est pas affectée par les pyramides. La figure suivante (Fig.11) montre les résultats
obtenus avec deux maillages: mixtes (mix) et tétraédres (td) au premier ordre incomplet (1) et au
deuxiéme ordre incomplet (2).
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400
350
300
250
200
150

Densité de flux (G)

100
50

Fig.11: Densité de champ B le long de la ligne ab pour un maillage en tétraédres et un maillage mixte
au premier ordre incomplet et au second ordre incomplet éléments d'aréte

Les résultats obtenus avec des tétraédres et ceux obtenus avec des pyramides sont

— ——-Bmix2

.__._.,-Bmixl

Coordonnées (mm)

superposables en nécessitant moins de temps de calcul.
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V-5 Ralentisseur électromagnétique

Cet exemple est issu des travaux de recherche de [LABBE-96], qui a utilisé notre outil de
maillage pour modéliser et étudier des phénoménes couplés (magnétique et thermique) au niveau des
ralentisseurs électromagnétiques. Ce travail, financé par TELMA, division ralentisseur du groupe
LABINAL, a permis de caractériser un ralentisseur tridimensionnel de type Focal. 1ls sont installés
sur des véhicules de poids lourds ou autocars.

Le principe de fonctionnement des ralentisseurs électromagnétiques est basé sur la loi de Lenz et
les courants induits. Lorsque le conducteur freine, il fait circuler un courant plus ou moins fort dans la
bobine, issu de la batterie du véhicule. Le courant dans les bobines crée un champ magnétique dans
I'induit qui est alors en rotation par rapport au chassis et aux bobines qui sont fixes. L'induit li€ &
l'arbre de transmission, en rotation devient alors le siege de courants induits, et donc soumis a un
couple: c'est un couple de freinage, conformément & la loi de Lenz, selon laquelle les forces créées ont
leurs effets qui s'opposent aux phénomenes qui les ont engendrées.

La figure suivante (Fig.12) montre la coupe simplifiée d'un ralentisseur électromagnétique ainsi
que la disposition des pdles et des bobines de 'arbre de transmission.

s Chassis F}ux é:rié par
Induit =< - k Ailettes de
refroidissement
Bobine v e
Arbre de

transmission

Epanouissement

Courants induits

Fig.12: Schéma de principe en coupe du ralentisseur
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éma de principe 3D du ralentisseur
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Fig.14: Maillage global du seiziéme de ralentisseur
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Sur un cercle centré, sont disposées huits bobines autour des huit pdles. Elles sont réparties
régulierement autour de l'axe de rotation de l'arbre de transmission.

Pour l'analyse éléments finis, on simplifie le modéle en supprimant les ailettes et en ne traitant
qu'un seizieme de géométrie.

Le maillage réalisé doit &tre un maillage mixte. En effet, dans l'induit en mouvement, un terme
de transport (décentrage) doit étre pris en compte (IMARECHAL-92], [LABBE-96]), et seuls les
éléments briques ou hexaédres sont adaptés au probleéme. L'utilisation des hexaedres est donc
nécessaire i cause de la nature physique du probleme. :

Alors que l'induit, mobile, est maillé en brique, le reste du dispositif est discrétisé en tétracdres.

Le maillage comprend 9202 éléments volumiques, 3611 noeuds au premier ordre et 19333
noeuds au deuxieme ordre.

Epanouissement

Bobine

2>

Entrefer

Fig.15: Géométrie du ralentisseur
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Eléments
Pyramides

Fig.16: Maillage du ralentisseur et pyramides de raccordement

La figure (Fig.16) met en évidence les éléments pyramides qui raccordent fortement les
éléments hexaédres de 1'induit avec les tétra¢dres de I'air environnant.
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V-6 Application électromécanique: Le coupleur de Kumada

Un cas test pour notre nouveau mailleur est lié au moteur ultrasonore étudié par R. Le Letty
[LE LETTY-94]: Le coupleur de Kumada.

Cette piece mécanique est & la base du moteur de Kumada. Elle convertit une vibration
longitudinale en une vibration de torsion d'une poutre.

Le mouvement longitudinal est obtenu par une structure piézo-€lectrique de type Langevin.
L'une des extrémités est munie d'un coupleur de torsion. Celui-ci, représenté figure 17.1, possede
une gouttiere qui privilégie un diamétre de flexion nodale, quand il est soumis & une vibration dans la

direction axiale. Un angle 0., entre cette gouttiere et la poutre est responsable de cette flexion.

Poutre

Couple de Torsion

Lx Vue de dessus

|
|
|
|
|
|
|

Vibration longitudinale * *

Fig.17.1: Géométrie du coupleur de Kumada

En principe, ce moteur ne permet qu'un sens de rotation (de la gouttire vers la poutre), et ne
nécessite en contrepartie qu'une voie d'excitation électrique. Cependant, l'utilisation d'un second
mode de vibration permet parfois d'offrir un second sens de rotation, aux performances inférieures a
celles obtenues avec le mode principal.

Clest une piece réalisée en deux parties (Fig.17.2): L'une contenant une gouttiere (partie
inférieure) maillée en prisme, l'autre contenant une poutre (partie supérieure), maillée en prisme, et
avec une zone de raccord en tétraédres.
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Maillage extrusif
(prismes)

ot o
UL LY
¥

Raccord en maillage libre
(tétraedres)

Fig.17.2: Maillage et paramétrage du coupleur de Kumada

Sur le plan du maillage et de la modélisation, il est intéressant de pouvoir faire varier 'angle o
que fait la poutre avec la gouttiére. Il existe en effet un angle optimum qui couple au mieux le mode de
torsion de poutre 2 partir d'une excitation longitudinale (suivant I'axe z) de la base dans laquelle se

situe la gouttiére. A titre d'exemple, la figure suivante (Fig.18) montre des maillages pour o=0° et
0=90°. Gréce 4 l'outil de maillage proposé, il est possible de mailler en prismes et en tétraédres de
maniére automatique pour chaque valeur du parameétre o.

a) angle o. = 90°

Fig.18: Le coupleur de Kumada pour deux positions o extrémes

Bien qu'il ne s'agisse que d'une toute petite partie d'un maillage complet de moteur, il est assez
représentatif des problemes rencontrés.
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V-7 Conclusion

Nous avons présenté plusieurs applications réalisées en collaboration avec d'autres doctorants
ou des industriels: Un contacteur congu par la société Télémécanique (groupe Schneider), un calcul de
chauffage par induction (application de I'industrie automobile), un probleéme international IEEE de test
et d'évaluation de logiciels de modélisation, un maillage de ralentisseur TELMA (société Labinal), et
enfin un coupleur de Kumada.

D'autres applications ont été traitées et ont fait I'objet de publications:

e [NEKHOUL-96] a modélisé des prises de mise a la terre pour EDF en utilisant notre
mailleur. La principale difficulté surmontée est I'effet d'échelle.

e [SPORNIC-95] a utilisé au cours de son DEA notre mailleur lors de la caractérisation
d'un banc de mesure de champ. Notre outil lui a permis de décrire son probleme €léments finis
de maniére satisfaisante. '

e [ADENOT-96] a utilisé au cours de son projet de these notre mailleur pour 1'étude
tridimensionnelle d'un micro moteur électrique en collaboration avec le LETI (Laboratoire

d'Electronique de Technologie et d'Instrumentation). D'autres applications ont été réalisées avec
la SAGEM.

e [MIGLIANO-96] a étudié et construit une structure périodique et magnétique utilisée
pour générer un champ magnétique variant de maniére sinusoidale dans le temps. Cet appareil
est utilisé dans 'onduleur d'un laser électron libre infra rouge (IR-FEL)* .

Des comparaisons ont été faites entre les différents types de maillage avec [FLUX3D], et on a
constaté des gains en nombre d'éléments et en qualité de solution en utilisant notre mailleur mixte.
Cela est di principalement au fait qu'une information a priori sur la solution est transmise par le
concepteur C.A.O. via le type de maillage choisi sur chaque domaine physique. Ce nouvel outil de
maillage a de nombreuses applications dans de multiples domaines et disciplines.

Le dernier exemple traité, le coupleur de Kumada, met en valeur l'aspect paramétrage du

préprocesseur mixte. En paramétrant la géométrie d'un angle o et en maillant en utilisant un mailleur
assisté pour les parties fixes et inchangées, raccordées par un maillage libre en tétragdres, on a réalisé
plusieurs maillages, dépendant du paramétre, et cela en opérant de maniére "presse bouton".

Ce nouvel outil de conception permettant de mailler des géométries paramétrées est trés
prometteur et commence a étre utilisé par les concepteurs C.A.O. au sein du laboratoire et dans
l'industrie. En effet, I'utilisateur peut choisir et contrdler son maillage de maniére plus facile et par
conséquent ajouter des informations et de la connaissance dans son maillage. De nombreuses
applications peuvent &étre traitées grace a ce nouvel outil: Des appareillages électriques aux
transducteurs électroacoustiques Sonars et problémes acoustiques.

* Infra-Red Free-Electron Laser.
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Chapitre VI

Application aux transducteurs électro-
acoustiques

Les transducteurs électro-acoustiques et plus généralement les applications des matériaux actifs
(matériaux piézoélectriques, magnétostrictifs), génerent, pour leur conception, des besoins nouveaux
et spécifiques en terme de maillage. Le mailleur mixte s'adresse précisément a ces besoins.

Les transducteurs électro-acoustiques utilisés par la Marine pour la détection sous marine
(transducteurs sonars) constituent historiquement la premiére application des matériaux piézoactifs.
Pour des raisons stratégiques, cette application a motivé pendant longtemps des efforts de recherche
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considérables notamment sur le plan technologique. C'est dans ce contexte qu'ont été développées les
céramiques piezoélectriques de type PZT en France et a I'étranger dans les années 60, et qu'ont été
mis au point aux USA les alliages magnétostrictifs de type Terfenol-D dans les années 80
[BOUCHER-88], [CLAEYSSEN-89].

Sur le plan de la modélisation, ces applications ont ainsi motivé en France 2 partir de 1980, le
développement du code de calcul ATILA basé sur la méthode des éléments finis, par la Laboratoire
d'Acoustique de 1'ISEN, pour le compte de la Direction des Constructions Navales [DECARPIGNY-
90]. A lui tout seul, le code ATILA suffisait pour couvrir les besoins des modélisations des
concepteurs de transducteurs. La majorité des transducteurs opérationnels est constitué encore
actuellement de transducteurs de formes assez simples (transducteurs Tonpilz ou Janus, anneaux free-
flooded) susceptibles de pouvoir atre modélisés en 2D en symétrie axiale ou au pire en 3D avec peu
d'éléments. Lors d'une étude réalisée a l'aide du logiciel ATILA, le maillage d'une telle structure
pouvait étre fait aisément sans outil de maillage assistant l'utilisateur.

Depuis une dizaine d'année [BOUCHER-88], le renouveau de sonar actif engendre des besoins
nouveaux en terme de sources sonores basses fréquences, qui se traduisent par des besoins nouveaux
en conception de transducteurs:

« Pour obtenir des transducteurs compacts en basse fréquence, des concepts de
transducteurs, beaucoup plus complexes doivent étre mis en oeuvre. Parmi ces concepts, il faut
citer le cas des Flextenseurs, faisant appel 4 des mécanismes d'amplifications mécaniques, Ou
les transducteurs Helmholtz, exploitant la résonancee d'une cavité fluide en plus du mode de
structure. Ces transducteurs impliquent des maillages bidimensionnels complexes a cause de la
géométrie de la structure, du fluide environnant et éventuellement du fluide de la cavité qui
épouse le complémentaire de la structure.

« L'autre voie étudiée pour obtenir des transducteurs compacts en basse fréquence
consiste 2 utiliser les alliages magnétostrictifs de type Terfenol-D pour profiter de leur élasticité
et de leur densité d'énergie supérieure 2 celle des céramiques PZT. De tels matériaux actifs
nécessitent, contrairement aux piezoélectriques, le maillage de la bobine d'excitation, du circuit

magnétique et de l'air entourant le matériau actif, ce qui rend aussi les maillages complexes.

« A cause des effets accrus en basse fréquence des interactions acoustiques entre les
transducteurs constituant l'antenne sonar d'émission, il devient de plus en plus souhaitable de
modéliser non pas le transducteur seul mais I'antenne sonar. Sur le plan de la taille informatique
du systeme a résoudre, une telle modélisation bien qu'encore lourde dans les cas ol le domaine
ne peut étre réduit par symétrie, passe a l'ordre du jour compte tenu des progres rapides des

puissances de calculs. 1l reste encore 3 étre capable de générer les maillages du fluide, au moins,
entre les transducteurs (les méthodes d'équations intégrales de surface prenant le relais au dela).

Pour justifier encore plus l'intérét d'un mailleur assistant fortement l'utilisateur du code ATILA
dans sa démarche, il faut signaler que ATILA s'est imposé comme le logiciel de référence en matiére
de transducteurs sonars. Il est en effet non seulement utilisé en France sur les sites DCN concernés
(Toulon, Brest) mais aussi aux USA dans la plupart des laboratoires d'acoustique sous marine de
1'US Navy (NUWC New London, NRL Orlando, NOSC San Diego, NPGS Monterey).

Dans le cas de ces applications 'transducteurs sonars, il est souhaité de pouvoir mailler les
matériaux actifs et les parties mécaniques les plus importantes avec des éléments dont les arétes
respectent les directions d'anisotropie des matériaux et les lignes d'écoulement de contraintes, tels que
des hexaédres ou des prismes. Par contre pour le reste le fluide, 1'air dans les magnétostrictifs, les

parties mécaniques moins importantes,...) un maillage 3 base de tétraedres apparait suffisant.

Enfin, une motivation supplémentaire est apportée par le développement récent mais trés rapide
des applications électromécaniques complexes des matériaux actifs: Les actionneurs amplifiés et les

moteurs piézoactifs, a base de matériaux piezoélectriques ou magnétostrictifs. Dans ces applications,
le besoin d'un mailleur mixte en pré processeur du logiciel ATILA apparait également, pour les
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mémes raisons que précédemment.

La mise en oeuvre d'un tel mailleur mixte pour ATILA pose toutefois une difficulté
supplémentaire a la question du maillage: Celle d'éléments finis pyramidaux dans ATILA, pour la
mécanique, le fluide et les domaines magnétiques. Ce point a été traité et validé a travers I'exemple
d'une poutre encastrée a une extrémité et chargée d'une masse a l'autre extrémité

Pour répondre a I’objectif de début de thése et appliquer notre pré processeur a un probleéme
intéressant la DCN, il a donc été nécessaire de réaliser tout d’abord quelques développements dans
ATILA.

Ensuite, et de maniére trés succincte, nous présenterons les principaux aspects de I'acoustique
sous-marine (qui vont nous intéresser lors de la caractérisation et de 'analyse du transducteur de type
Janus Helmholtz magnétostrictif) et nous définirons en particulier ce qu'est un sonar actif.

Aprés un bref rappel de la physique de fonctionnement du transducteur sonar, nous

présenterons un calcul éléments finis d’un transducteur sonar de type Janus Helmholtz
magnétostrictif. La géométrie et le maillage utilisés seront issus de notre pré processeur généraliste.
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VI-1 Cadre de notre travail avec ATILA

Ces développement ont eu pour principal objectif d’intégrer I’élément pyramide et de pouvoir
utiliser le maillage issu de FLUX3D pour une résolution dans ATILA.

ATILA (Analyse de Transducteurs par Intégration des équations de Laplace) est un code de
calcul par éléments finis spécialement développé pour permettre la modélisation de transducteurs
rayonnant dans un fluide. Il peut étre utilis€ pour une analyse statique, modale ou harmonique de
structures élastiques, piézo-électriques ou magnétostrictives. :

1-1 L'élément pyramide

L'intégration de I'élément pyramide a été simplifié par la modularité du logiciel ATILA.
L'élément pyramide incomplet a été implanté pour différentes formulations mécaniques ou

acoustiques. Ensuite, une validation sur un cas simple dont on connaissait la solution analytique a €té
réalisée.

1-1-1 L'intégration au code ATILA

Pour plus d'informations techniques, on pourra se reporter au document [ZGAINSKI-96-0].
On peut cependant noter que seules les pyramides incomplétes 2 treize noeuds ont été implantées.

1-1-2 La validation

La validation des éléments pyramides a été effectuée notamment sur un calcul de modes propres
longitudinal et de flexion d'un systéme de masse fixée.

Le probleme étudié est un cas d'école dont on connait une solution analytique [BLEVINS].
Nous avons étudié les modes propres d'un systéme constitué d'une barre a section carrée

d'aluminium (AU4G) et relié a une masse en acier (Fig.1).

Acier

Aluminium

Encastrement

Fig.1: Géométrie du probléme

Nous avons imposé des conditions aux limites de type encastrement a l'extrémité libre de la
barre en aluminium et nous avons modélisé une moitié de la géométrie en jouant sur les symétries du
probléme.
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Trois configurations ont été étudiés avec ATILA sur différents maillages:
e Modall: Tige en hexa¢dres - Masse en tétracdres.
e Modal2: Tout en tétraédres.

o Modal3: Tout en hexaédres.

Les maillages sont visualisés sur les figures déformées suivantes (Fig.2):

/[ T i) /7 3\

ys4 YAV yA 4
=
—
\ 1\ g\ v L.\
\ 1) 11

Déformées de Modal3

Fig.2: Visualisation des déformées en mode de flexion et longitudinal
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On peut constater que les déformées sont superposables. Pour aller plus loin, nous avons
réalisé un calcul de mode propre pour chaque configuration.

Les caractéristiques des matériaux sont les suivantes (Fig.3.1):

Materiaux Module de Young Coefficient de Masse volumique
Poisson
AU4G 7,14.1010 N/m?2 0,344 2780 kg/m3
ACIER 21,5.1010 N/m2 0,31 7800 kg/m3

Fig.3.1: Caractéristique des matériaux

Les résultats du calcul fournis par ATILA sont les suivants:

Modall Modal2 Modal3
mixte : étra hexa
Masse de la 2x2,78.10-5 kg 2x2,78.10-5 kg 2x2,78.1073 kg
tige en alu
Masse dt_a_ I'acier 3,086.10-4 kg 3,086.10-4 kg 3,086.104 kg
Mode flexion 6972,5 Hz 6968,6 Hz 6973,3 Hz
Mode longitudinal 48886,7 Hz 48833,0 Hz 48923,8 Hz
Nombre 2728 3294 1756
d'équations
Largeur de bande 29 % 28 % 26 %

Fig.3.2: Calcul des modes propres, des masses, et statistiques de résolution dans les trois
configurations

La largeur de bande est plus faible pour les hexaédres a cause du nombre d'équations ou de
noeuds libres qui est plus petit.

Les calculs analytiques donnent (d'aprés [BLEVINS]):

Mode de flexion 50027 Hz
Mode longitudinal 7093.8 Hz

Fig.3.3: Calcul analytique des modes propres

Les résultats obtenus par modélisation sont trés proches de ceux obtenus par formules
analytiques. Cependant, on peut remarquer que le maillage en hexaedres complet donne une solution
numérique plus proche de I'analytique avec un nombre de noeuds plus petit, et cela aussi bien en
flexion qu'en longitudinal.

Modall Modal2 Modal3
mixte tétra hexa
Erreur relative sur 1,71 % 1,77 % 1,7 %
le mode de flexion
Erreur relative sur '
le mode 2,29 % 2,38 % 2.2 %
longitudinal ‘

Fig.3.4: Calcul des erreurs relatives sur les modes propres dans les trois configurations

Le comportement du maillage mixte (Modall) est intermédiaire entre le tout hexaedre (Modal3)
et le tout tétratdre (Modal2). L'élément pyramide donne de bons résultats en mécanique élastique.
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1-2 Le couplage avec FLUX3D

Afin de pouvoir utiliser le maillage généré par FLUX3D, il est nécessaire de définir des regles
de communication entre les logiciels. Dans notre cas, le transfert se fait pour l'instant par fichier
(Fig.4).

FLUX3D Géométrie
S : Maillage

Fichier Fluxexpert ¢

e amy | Description
[ P R.EATI J de la physique

Fichier .ATI

Résolution
Exploitation

Fig.4: La chaine logicielle utilisée

[PREATI] est un mailleur extrusif développé par N. Lhermet de Cedrat Recherche basé sur le
mailleur 2D PREFLU (bidimensionnel) qui permet de mailler des structures tridimensionnelles
présentant un profil extrudé.

Alors que lutilisateur décrit sa géométrie et son maillage paramétré dans FLUX3D, les
caractéristiques physiques du probléme sont gérées par PREATI. Ensuite, un fichier ATILA est
généré et permet alors une résolution et une exploitation par les outils dATILA.

A terme, il est envisageable et souhaité, de passer directement de FLUX3D & ATILA sans
grands cofits de développements.
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VI-2 Un peu d'acoustique sous-marine...

Cette partie, largement inspirée de [HUSSON-89], rappelle les bases de l'acoustique sous
marine et défini le sonar actif.

2-1 Introduction

Le milieu marin se révéle peu propice a la propagation de la plupart des supports physiques
d'information dés qu'on approche des distances importantes (plusieurs kilometres). C'est en
particulier le cas de la lumiere, des faisceaux laser, des ondes électromagnétiques. Seules les ondes
sonores permettent des portées de transmission appréciables. Il en résulte que, malgré les bruits et les
imperfections du milieu marin, I'acoustique sous-marine est encore, et pour de nombreuses années, le
moyen le plus efficace de détection de cibles immergées, en particulier, pour le domaine militaire:
sous-marins, mines, torpilles. Les systtmes SONAR (SOund NAvigation and Ranging) peuvent &tre
séparés en deux familles: les sonars passifs détectent le bruit rayonné involontairement par leur cible;
les sonars actifs émettent un signal acoustique et détectent 1'écho de ce signal sur la cible.

Dans le cadre de notre travail, nous focaliserons notre étude sur le sonar actif. Aprés avoir été
délaissé quelques années, il est réapparu comme une solution attrayante en matiére de détection sous-
marine. Ce retour en grice du sonar actif s'accompagne d'une tendance nouvelle pour les
transducteurs électroacoustiquessBOUCHER-88], les éléments de la chaine du sonar réalisant une
conversion de I'énergie électrique en énergie acoustique.

2-2 Le sonar actif

Un sonar actif émet un signal connu, de durée limitée, et cherche a détecter I'écho renvoyé par
la cible. On peut le décomposer en trois parties: I'antenne d'émission et 1'électronique qui lui est
associée, l'antenne de réception, et le récepteur. Les fonctions demandées au sonar actif sont les
mémes que celles demandées au sonar passif: détection, localisation, poursuite, identification des

cibles.

L'énergie du signal regu et la portée de détection du sonar étant directement proportionnelles a
I'énergie du signal émis, on cherche en général & émettre un maximum de puissance acoustique dans
I'eau. La conception des antennes d'émission fait largement appel aux techniques de l'électronique de
puissance: une antenne moderne peut émettre quelques centaines de kilowatts acoustiques ! Cette
puissance est limitée essentiellement par la technologie et les matériaux employés. Les transducteurs
qui effectuent la transformation du signal électrique en signal acoustique sont des systemes
mécaniques résonnants; ils ne peuvent donc émettre que dans une bande de fréquence de largeur
limitée, leur taille est inversement proportionnelle a la fréquence de travail: un transducteur
fonctionnant 2 5 kHz & une longueur d'environ 20 cm. Comme celles du sonar passif, les
performances du sonar actif sont limitées par les bruits présents dans la mer: bruit propre et bruit
ambiant. Elles sont, de plus, affectées par la réverbération des ondes acoustiques émises sur les
particules, les bulles, les micro-organismes, contenus dans le volume du milieu marin, et sur les
irrégularités de la surface et du fond. Pour pouvoir émettre dans une direction privilégiée, en vue de
diminuer la réverbération des ondes émises sur la surface et le fond, et d'augmenter I'énergie
transmise dans cette "bonne" direction, il est nécessaire de concevoir des antennes d'émission
directives, de taille supérieure a la longueur d'onde acoustique.

I'antenne d'émission du sonar actif peut étre également utilisée comme antenne de réception.
Cependant, les sonars modernes utilisent souvent des antennes de réception séparées de l'antenne
d'émission, pour gagner en efficacité, les transducteurs d'émission étant mal adaptés a la réception, et
pour pouvoir disposer d'un mode "sonar passif”. Un gain d'antenne améliorant le rapport S/B est
obtenu, comme en sonar passif, en utilisant des antennes de réception de grande taille, et en formant
des voies électroniquement. Comme le signal émis est connu, un gain de traitement significatif peut
&tre obtenu en filtrant le signal regu avec un filtre adapté au signal émis. Ce gain est schématiquement
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proportionnel a la largeur de bande fréquentielle du signal émis, et a sa durée. 11 est limité par la
Jargeur de bande passante de la chaine d'émission, et par la durée de stationnarité du canal marin.

Le sonar actif permet d'obtenir instantanément la direction et la distance de la cible avec une
précision suffisante pour guider la manoeuvre tactique, voire le lancement des armes. L'utilisation de
codes d'émission adaptés permet de préciser les mesures de distance, et de calculer la vitesse de la
cible, par effet Doppler. Par contre, 'identification d'un bateau a partir de la forme de I'écho qu'il
renvoie est encore du domaine des études.

Le sonar actif est un moyen de détection trés indiscret: une cible intercepte le signal sonar bien
avant qu'elle ne puisse elle-méme étre détectée. Les sous-marins répugnent donc a l'utiliser, et le
sonar actif est actuellement essentiellement un outil des batiments de surface (Fig.5). Les sonars en
service actuellement ont des antennes sphériques ou cylindriques, d'environ un a quelques métres de
diametre. Leur portée de détection est de I'ordre de la dizaine de kilometres; elle dépend de la cible et
des conditions de propagation (en particulier de la présence des zones de convergence). Une meilleure
couverture de I'espace marin est obtenue avec des sonars remorqués dans les poissons: en choisissant
opportunément I'immersion de la source, il est possible de réduire les zones d'ombre acoustique. Une
autre solution est d'utiliser un sonar émettant volontairement vers le bas et de détecter des échos ayant
subis des réflexions sur le fond.

Fig.5: Sonar actif trempé d'un navire

Comme pour le sonar passif, 'évolution du sonar actif passe par une baisse sensible de la
fréquence. Les basses fréquences, moins atténuées, se propagent plus loin. Elles sont plus difficiles a
amortir par des revétements spécifiques dont les sous-marins modernes sont déja, pour certains,
revétus. Elles offrent donc des portées de détection plus importantes. Les sonars actuels fonctionnent
en général a des fréquences de l'ordre ou supérieures a quelques kHz. On voit apparaitre des projets
de sonar fonctionnant en trés basse fréquence, dont les portées seront de plusieurs dizaines de km. En
contrepartie, les antennes correspondantes seront trés volumineuses, trés lourdes, posant de sérieux
problémes de manutention.

Les hélicopteres utilisent également un sonar actif, trempé au bout d'un cable permettant de
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I'immerger a quelques centaines de métres de profondeur. Pour des problémes de poids et
d'encombrement, ces sonars fonctionnent aujourd’hui a des fréquences relativement hautes
(typiquement au dessus de 5 kHz). Leur portée est de l'ordre de la dizaine de kilometres; pour les
sonars trempés d'hélicoptere, on assiste également a une course vers les basses fréquences, au moins
pour ceux destinés aux hélicoptéres moyens-lourds.
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VI-83 Caractérisation _d'un_transducteur sonar

Apres avoir défini le sonar actif, nous nous intéressons au transducteur proprement dit, c'est a
dire une composante de l'antenne d'émission. Son principe est simple: Il s'agit d'émettre avec le plus
de puissance possible des ondes acoustiques dans I'eau. La figure suivante (Fig.6), résume bien la
physique du probléme.

Fig.6: Schéma de principe de I'émission et de la réception d'ondes acoustiques dans l'eau

L'antenne d'émission est & gauche, le moteur d'émission étant le marteau et la cloche. L'antenne
de réception est a droite, c'est le pavillon. Nous focaliserons notre attention sur le moteur du
transducteur.

3-1 Quelques familles de transducteurs

Les familles de transducteurs sont nombreuses et dans une premiére partie, nous développerons
les principales géométries de transducteur.

3-1-1 Le Tonpilz piézo électrique

Le transducteur Tonpilz est trés répandu. Les principaux composants du transducteur sont un
"moteur” comprenant des disques en céramiques et des électrodes (pour le cas du Tonpilz piézo
électrique), un pavillon qui transmet 1'énergie mécanique en onde de pression entre les céramiques et
l'eau, une contremasse arriére, une tige de précontrainte et un boitier pour rendre le tout étanche a
'eau.

La figure suivante (Fig.7) présente le schéma de principe d'un Tonpilz pi€zo €lectrique. On
pourra trouver également une version de Tonpilz magnétostrictif ou les céramiques pi€zo électriques
vibrant sous l'effet d'un champ électrique sont remplacées par un barreau de matériau magnétostrictif
vibrant sous l'effet d'un champ magnétique .
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Electrode porteuse

Electrode Pavillon
Fig.7: Schéma de prinéipe du Tonpilz
Le noeud de vibration du Tonpilz se trouve au niveau de I'€lectrode porteuse.
3.1-2 Le transducteur Flextensionnel piézo électrique
Ce transducteur est constitué d'une colonne de céramiques fonctionnant en mode piston excitant
une coque. L'amplification mécanique résultante produit un niveau d'émission important en basse
fréquence. Cela est d@ 2 une plus grande surface de rayonnement relativement aux transducteurs de

type Tonpilz.

Son encombrement est faible, de l'ordre de la dizaine de centimétres, il peut émettre a quelques
kilohertz. On pourra descendre au dessous du kilohertz en utilisant une structure plus grande.

La figure suivante (Fig.8) présente la géométrie du flextensionnel. On peut noter que son mode
de vibration n'est pas de type "piston", comme le Janus et le Tonpilz présentés plus bas.

L'axe d'émission principale est le petit axe de l'ellipse formée par le transducteur. En effet, les
déplacements sont plus important sur la paroi parallele au grand axe.
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Allure des modes de vibration

Fig.8: Schéma de principe du Flextensionnel

Les céramiques, situées entre les électrodes vibrent sous I'effet d'un champ électrique variable,
et cette vibration est transmise 2 la coque qui transforme une énergie mécanique en onde de pression
dans le milieu environnant.

3-1-3 Le Janus magnétostrictif

Il est constitué de deux moteurs et de deux pavillons disposés symétriquement. Du point de vue
acoustique, il se différencie du Tonpilz par sa directivité symétrique. A part cette différence

acoustique, il fonctionne en mode piston, le noeud de vibration étant situé au centre du Janus. La
figure suivante présente la géométrie du Janus (Fig.9).

Pavillon

Bobine de polarisation

Matériau actif ]
Tige de précontrainte x3

Contremasse

Fig.9: Schéma de principe du Janus magnétostrictif
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3-2 Moteur du transducteur

A T'heure actuelle, deux types de moteurs sont utilisées: Les moteurs piézo-électriques et les
moteurs magnétostrictifs qui utilisent les caractéristiques €électriques et magnétiques des matériaux
actifs.

Le moteur piézo électrique est largement le plus répandu. Les matériaux utilisés pour les
moteurs piézo électriques sont des céramiques PZT telles les céramiques P189 commercialisées par
Quartz & Silice.

Cependant, et plus récemment les moteurs magnétostrictifs ont fait leur apparition avec les

progres réalisés en science des matériaux et en particulier ils utilisent le Terfenol-D. Ses propriétés
semblent prometteuses [CLAEYSSEN-88].

3-3 Le résonateur de Helmholtz
Le résonateur de Helmholtz est constitué d'une cavité couplée au milieu extérieur par

I'intermédiaire d'un évent (Fig.10). L'élasticité de la cavité et de la masse d'eau en mouvement dans
l'ouverture (col du résonateur) produisent la résonance de Helmholtz.

Moteur Cavité Event

/

NN

A
M.

Fig.10: Le résonateur de Helmholtz

La fréquence de résonance de Helmholtz est toujours inférieure a la fréquence de résonance du
moteur quelque soit le type de moteur utilisé.

Ce type de résonateur, soumis a la pression hydrostatique est apte a supporter les grandes
immersions. Par contre, les résonateurs de Helmholtz ont une bande passante étroite et un faible
rendement. De plus, obtenir des basses fréquences nécessite une valeur suffisamment grande de la
compressibilité de la cavité, qui ne peut étre obtenue qu'avec une grande cavité. L'introduction de
tubes élastiques dans la cavité augmente la compressibilité de celle-ci, mais le risque d'écrasement des

tubes réduit I'immersion.
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Vvi-4 Etude d'un transducteur sonar_de type Janus Helmholtz
magnétostrictif

4-1 Géométrie

Réalisé par le département Lutte sous-marine de DCN Ingénierie Sud, le transducteur Janus-
Helmholtz (Fig.11) est composé de deux moteurs de type Tonpilz, c'est-a-dire de deux piliers de
matériaux actifs insérés symétriquement entre les pavillons et la contre masse. Cette structure est
montée 2 l'intérieur d'un boitier ou baffle cylindrique ouvert en son milieu, créant ainsi I'évent de ce
transducteur de type bass-reflex, le découplage pavillons boitier étant assuré par une fente de quelques
millimetres. En basse fréquence, le mouvement de compression-dilatation de la colonne active
autorise un bon couplage avec les pavillons rayonnants. De fagon a satisfaire la condition de
résonance de Helmholtz et pour couvrir une bande plus basse en fréquences, des tubes €lastiques en
Composite Verre-Résine (C.V.R.) remplis d'air sont insérés dans la cavité du projecteur.
L'écrasement de ces tubes soumis  la pression hydrostatique limite malheureusement l'immersion a
600 m.

Fig.11: Vues photographiques du prototype de Janus magnétostrictif

Sur la photographie, on voit bien les deux boitiers cylindriques ainsi que les pavillons. Les
tubes compliants de forme elliptique sont visibles au centre. On apercoit aussi la contre masse.

L'utilisation de ce transducteur permet l'obtention de basses fréquences avec des niveaux
élevés.
4-2 Maillage réalisé

La figure suivante (Fig.12.1) montre le maillage d'un seizieéme de Janus réalisé pour l'analyse
du transducteur par la méthode des éléments finis. L'eau est maillée en tétragdres, et les pieces

- 187 -




Chapitre VI Application aux transducteurs électro-acoustiques

mécaniques essentielles sont maillées en prismes ou en briques.

Fig.12.1: Maillage du transducteur et de sa sphére d'eau

Cette géométrie est typiquement tridimensionnelle. La principale difficulté de ce maillage est de
discrétiser les tubes compliants et leur intérieur. De plus une portion de sphere doit &tre maillée. La
figure 12.2 montre le détail du transducteur et des tubes compliants. Pour parfaire ce maillage, on
pourrait créer une portion de sphere maillée en briques au niveau de la surface sphérique extérieure
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pour avoir un maillage qui respecte les lignes de pression au voisinage de la condition aux limites de
rayonnement de surface.
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4-3 Résolution et exploitation

La résolution du calcul éléments finis de transducteur ont été réalisés a Cedrat Recherche par
Nicolas Lhermet.

L'exploitation des résultats donne la déformée suivante (Fig.13).

NN NN Y Y X
NANANANANANAINNY

Fig.13: Déformée des déplacements a la résonnance (600 Hz)

On peut, sur cette figure, observer le mode de respiration des tubes compliants qui contribuent
a rendre la cavité élastique, la variation de volume étant plus importante pour le mode de respiration.

~ De plus, on constate une forte déformation du boitier entourant la céramique dans la région
située prés du pavillon.

La baffle qui entoure le pavillon reste fixe.

Enfin, les déplacements du pavillon sont relativement uniformes au niveau du contact avec le
fluide externe au transducteur, ce qui est nécessaire a une bonne émission d'onde. La figure suivante

conforte cette propriété (Fig.14).
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Fig.14: Isovaleurs de déplacements & la résonance

Nous avons donc pu résoudre un probléme couplé en

processeur. Cette résolution n'a pas la prétention de donner tous

seulement de valider la chaine logicielle utilisée pour I'analy
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 yI-5_Conclusion
vI-5_Conclusion

~ Au cours de ce chapitre nous avons tout d'abord fait le point sur l'intégration et la validation des
gléments pyramides dans ATILA.

Puis, nous avons présenté succinctement les enjeux de 'acoustique sous marine ainsi que la
; physique des sonars actifs a base de transducteurs construits autour de matériaux actifs.

Ensuite, nous avons présenté le maillage d'un transducteur Janus Helmholtz magnétostrictif.
1'objectif de maillage et de modélisation de transducteur sonar est atteint, et méme dépassé: On maille
séparément les parties mécaniques en maillage structuré et les parties fluides en maillage libre. On peut
de plus évaluer la qualité du maillage et 'optimiser a l'aide des outils présentés au Chapitre IL.

Enfion l'exploitation du premier calcul complet de ce transducteur sonar intégral dans I'eau est
présente.

Cet outil révolutionne la conception des transducteurs électro-acoustiques. Avant, l'utilisateur
pouvait utiliser un mailleur 2D pour décrire des transducteurs de type Tonpilz piézo électrique.
L'arrivée de nouveaux matériaux actifs, ainsi que les progrés réalisés dans la capacité de calcul des
ordinateurs nous permet d'avoir de nouvelles ambitions. Les implications de ce travail dans I'analyse
des problémes de transducteurs électro-acoustiques sont a trois niveaux:

« On pourra se permettre I'étude moins fastidieuse, au niveau description géométrique
paramétrée et maillage, de nouvelles structures de transducteurs magnétostrictifs.

o L'étude de transducteurs complexes de type flextensionnel sera possible, en tenant
compte des effets 3D et des boites d'air et d'eau a discrétiser.

« Enfin, I'étude des antennes de transducteurs, nécessite toujours des calculateurs
puissants. Mais il est maintenant possible de générer le maillage de ce gros probleme
rapidement, en gagnant des degrés de liberté par la génération d'un maillage structuré
contrdlable et subtil.

La paramétrisation du pré processeur permet de plus de faire de I'analyse de sensibilité et de
l'optimisation, autour des dimensions caractéristiques du transducteur a un cofit moindre: L'utilisateur
décrit une fois pour toute sa géométrie paramétrée, le maillage mixte permettant d'économiser un
temps important de caractérisation manuelle des mailles.

Enfin, l'outil proposé dépasse largement les applications visées initialement: Ce pré processeur

permettra d'analyser d'autres types de structures notamment les micro-systémes, les moteurs a base
de matériaux actifs, ainsi que tous les phénoménes couplés.
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Nous avons au cours de ce projet de recherche réalis¢ un outil capable de mailler en trois
dimensions tout type de problemes (électrotechnique, électromécanique, acoustique) en mélangeant de
manidre avantageuse les types de mailleurs et les types d'éléments.

L'innovation de ce mailleur est de pouvoir mélanger automatiquement tout type d'algorithme de
maillage et en raccordant automatiquement via l'utilisation d'éléments adéquats et originaux.

Apres avoir analysé les méthodes de maillage existant et leurs spécificités dans la littérature,
nous avons, avec les utilisateurs, classifié les difficultés de maillage. En mélangeant les cultures de
maillage, il est possible d'améliorer la définition d'un probleéme. :

Nous avons ensuite proposé un indicateur de qualité a priori de maillage permettant d'évaluer la
définition et le maillage d'un probleme élément fini.

Un élément fini original a été développé, étudi€ et validé, de maniére a raccorder fortement les
différents maillages issus de mailleurs manuels et assistés. Cet élément a été validé sur des
formulation éléments finis nodaux et éléments finis d'aréte.

Ensuite, nous avons proposé un algorithme de gestion des interfaces non conformes via un
procédé d'insertion de noeud dans le maillage mixte de maniére a générer un maillage conforme.

En cherchant & perfectionner l'outil développé, nous l'avons qualifié via de nombreuses
collaborations universitaires et industrielles sur des problemes tests réalistes.

Enfin, le mailleur a été utilisé pour analyser un transducteur magnétostrictif de type Janus de
géométrie typiquement tridimensionnelle. La description géométrique paramétrée couplée au mailleur
presse bouton permettent une modélisation rapide et performante de ce type de dispositifs ou le temps
d'élaboration de maillage peut étre négligée par rapport au temps de résolution (effectuée

systématiquement en batch a partir de fichier espion).

Ce logiciel généraliste sera commercialisé avec FLUX3D ou indépendamment sous le nom
PREFLU3D. Il est évidemment possible de I'utiliser comme préprocesseur d'ATILA.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses:

- Les surfaces gauches, NURBS au niveau du préprocesseur. En effet, la géométrie et le
maillage ne prennent en compte que les surfaces de type plane ou cylindrique, et il devrait €tre

by

possible de pouvoir traiter des problémes ayant des géométrie plus complexes.

- Le respect des arétes frontieres en tridimensionnel. Au cours de notre travail, une
expérience d'ajout de noeud a été développée et validée. D'autres méthodes comme la permutation
'aréte (ou swapping) pourraient étre tentées. Des travaux de I'INRIA de P.L. George sont une
bonne approche du probléme. Un mailleur tridimensionnel soumis 2 une carte de taille [GEORGE-%4]
pourrait aussi étre un bon outil pour vérifier la frontiere du domaine.

- Les critéres a priori: lien entre le conditionnement de la matrice locale et la matrice
globale. Nos travaux n'ont pu aller au bout de cette voie par manque de temps, mais une analyse plus
poussée pourrait étre faite. En cataloguant les déformations possibles par type d'éléments, on pourrait

valider le critére généralisé développé au Chapitre II en étudiant son évolution en fonction des
déformations répertori€es.

- Les critéres a posteriori et I'adaptativité p et h. Ce sujet est toujours d'actualité et, couplé
a notre outil, pourrait permettre d'améliorer encore un peu plus la qualité de la solution proposée en
formulant entre autre une estimation de I'erreur sur la solution. De nombreux travaux en mécanique
sont exploitables et transposables en électromagnétisme.

- Enfin, le chantier de I'amélioration de maillage reste ouvert et de nombreuses équipes
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dans le monde y participe ([BAKER-89], [HENOT-93], [FORSMAN-94]). De nouveaux algorithmes
d'optimisation peuvent apporter des contributions originales dans ce domaine.
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