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J’adresse toute ma gratitude à Monsieur Jean-Marie Aribert, Professeur Emérite à
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et préparer la soutenance.

Enfin, j’exprime toutes mes reconnaissances à mes parents, ma sœur et à mon épouse
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RÉSUMÉ

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur le comportement des poutres mixtes avec

interaction partielle . L’objectif de ce travail est de développer des outils de simulation

numérique, capable de prédire le comportement instantané et différé des poutres mixtes

acier-béton. La première partie est consacrée à la modélisation du comportement

élastique linéaire des poutres mixtes en considérant deux modèles de connexion à l’inter-

face : connexion discrète et connexion continue. Un élément fini avec matrice de raideur

”exacte” est développé pour les deux modèles de connexion qui permet une analyse cri-

tique de la modélisation de la connexion. Dans la deuxième partie, le comportement

différé du béton (fluage et retrait) est abordé à l’aide d’un modèle viscoélastique linéaire.

Une solution semi-analytique originale est proposée pour les deux modèles de connexion.

Ces solutions permettent d’analyser le comportement au cours du temps des poutres

mixtes et d’évaluer les performances des méthodes classiques à un pas. La troisième

partie est consacrée à la modélisation du comportement non-linéaire des constituants

de la poutre mixte (acier, béton et connecteur). Un modèle élastoplastique avec endom-

magement permettant de prendre en compte la dégradation du béton est proposé. La

quatrième partie est dédiée au développement de trois formulations élément fini

(déplacement, équilibre, mixte) afin de simuler le comportement non-linéaire des poutres

mixtes. Pour les formulations ”́equilibre” et ”mixte”, un algorithme de calcul original est

proposé permettant de prendre en compte une charge répartie. Enfin, dans la dernière

partie, nous proposons, en première approche, un modèle viscoélastique/plastique pour

simuler l’interaction entre les effets différés et la fissuration du béton.

Mots clés : poutres mixtes, éléments finis, effets du temps, plasticité, endommagement.





ABSTRACT

This thesis deals with the behaviour of composite steel-concrete beams with partial shear

connexion. The goal of this study is to develop and implement numerical tools which

are able to predict the short and long-term behaviour of composite steel-concrete beams.

The first part concerns the modelling of composite beams in the linear elastic range

in which two bond models at the interface are considered : discrete bond and distribu-

ted bond. A finite element with exact stiffness matrix is developed in order to conduct a

critical analysis of these two bond models. In the second part, the time-dependent

behaviour of the concrete (creep and shrinkage) is considered by adopting a linear viscoe-

lastic model. An original semi-analytical solution is proposed for the two bond models.

This solution enables the analysis of the time-dependent behaviour of composite beams

and to evaluate the performances of simplified viscoelastic approaches for concrete creep.

The third part deals with the constitutive modelling of the materials (steel, concrete

and connector) based on nonlinear continuum mechanics concepts. A coupled elastoplastic

damage model for concrete is proposed. The fourth part is dedicated to the develop-

ment of three nonlinear F.E. formulations (displacement-based, force-based and two-field

mixed formulation) for composite beams and for the two bond models. An original state

determination, taking into account the element internal load, is proposed for the force-

based and two-field mixed formulations. Finally, in the last part, we propose, as a

first approach, a viscoelastic/plastic model for concrete in order to simulate the interac-

tion between the time-dependent effects and the cracking of concrete.

Keywords : composite beams, finite element, time-dependent, elastoplastic, cracking,

damage.





TABLE DES MATIÈRES
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2.4 Solution analytique et matrice de rigidité exacte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.3.2 Modélisation élastoplastique de l’acier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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4.6.1 Cas du béton en compression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

4.6.2 En traction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

4.6.3 Identification expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
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6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
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3.3 Effets du fluage et du retrait . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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3.15 Cas d’action 1 : Évolution au cours du temps de la rotation à l’appui gauche 99
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les deux modèles de connexion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102



xix
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les différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait . . . . . . . . . . 110
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4.8 Comportement du béton en compression sous charges cycliques . . . . . . . 132
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4.12 Modèle de CEB-FIP Model Code 1990 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
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5.1 Problème aux limites associé à une poutre mixte . . . . . . . . . . . . . . . 174
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5.11 Caractéristiques mécaniques des matériaux constituants les poutres PI4 et

PH3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
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modèles de connexion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
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6.6 Poutre PI4 : Évolution de la flèche en milieu de travée : (a) lors du char-

gement ; (b) au cours du temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
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au droit de l’appui intermédiaire : (a) lors du chargement ; (b) au cours du

temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
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Notations relatives aux indices

c indice relatif au béton

s indice relatif à l’acier du profilé métallique

sr indice relatif à l’acier de l’armature

sc indice relatif au type de connexion continue à l’interface

st indice relatif au type de connexion discrète à l’interface

Notations relatives à la géométrie

Ac aire de la section de béton de la dalle [m2]

As aire de la section du profilé métallique [m2]

Asr aire de la section d’armature longitudinale de la dalle [m2]

Hc distance entre l’axe de référence de la dalle et l’interface [m]

Hs distance entre l’axe de référence du profilé métallique et l’interface [m]

L longueur d’un élément de poutre mixte [m]

Ic moment quadratique de la section de béton de la dalle par rapport à l’axe de référence
[m4]

Is moment quadratique de la section du profilé métallique par rapport à l’axe de référence
[m4]

Sc moment statique de la section de béton de la dalle par rapport à l’axe de référence [m3]

Ss moment statique de la section du profilé métallique par rapport à l’axe de référence [m3]

@ espacement longitudinal des connecteurs [m]

xgl point d’intégration de Gauss-Lobatto

Notations relatives aux déplacements

uc(x) déplacement axial à l’axe de référence de la dalle de béton[m]

us(x) déplacement axial à l’axe de référence du profilé métallique [m]

v(x) déplacement transversal d’ensemble de la section de la poutre mixte [m]

dsc(x) glissement du profilé métallique par rapport de la dalle (à l’interface) [m]
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Notations relatives aux déformations généralisées et aux contraintes générali-

sées

εc déformation axial à l’axe de référence de la dalle de béton armé [m/m]

εs déformation axial à l’axe de référence du profilé métallique [m/m]

κ courbure [1/m]

Dsc effort de cisaillement appliqué au procédé de connexion continue [N/m]

Qst effort de cisaillement appliqué au procédé de connexion discrète [N]

Nc effort normal dans la dalle [N]

Ns effort normal dans le profilé [N]

Mc moment de flexion dans la dalle par rapport à l’axe de référence [N.m]

Ms moment de flexion dans le profilé par rapport à l’axe de référence [N.m]

Tc effort tranchant dans la dalle [N]

Ts effort tranchant dans le profilé [N]

Notations relatives aux vecteurs et matrices

d(x) vecteur des déplacements

D(x) vecteur des efforts internes

e(x) vecteur des déformations généralisées

f(x) matrice de flexibilité de section de la poutre mixte

F matrice de rigidité d’un élément fini de la poutre mixte

k(x) matrice de rigidité de section de la poutre mixte

K matrice de rigidité d’un élément fini de la poutre mixte

Kg matrice de rigidité globale

qg vecteur des déplacements nodaux globaux

q vecteur des déplacements nodaux d’un élément fini

Q vecteur des efforts nodaux d’un élément fini
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Notations relatives au comportement local

ε déformation total [m/m]

εe déformation élastique [m/m]

εp déformation plastique [m/m]

εd déformation de l’endommagement [m/m]

εpd déformation inélastique [m/m]

Dda variable d’endommagement [m2/N]

p déformation plastique cumulée [m/m]

R force thermodynamique associée à p [N/m]

σ contrainte [N/m2]

f surface de charge

Notations relatives aux paramètres matériau

Ec module élastique du béton de la dalle [N/m2]

Es module élastique de l’acier du profilé [N/m2]

Esr module élastique de l’acier de l’armature [N/m2]

fcm résistance à la compression du béton [N/m2]

fctm résistance à la traction du béton [N/m2]

fy limite d’élasticité de l’acier [N/m2]

fu résistance ultime à la traction de l’acier [N/m2]

ksc rigidité linéique du procédé de connexion [N/m2]

ksc rigidité ponctuelle du procédé de connexion [N/m]

Pu résistance ultime d’un goujon [N]

PRd résistance de calcul d’un goujon [N]

εci déformation au pic de contrainte de compression [m/m]



xxx

Notations relatives aux effets du temps de béton

t temps [jours]

�(n) valeur de grandeur � à l’instant tn

R fonction de relaxation [N/m2]

J fonction de fluage [m2/N]

εsh déformation de retrait [m/m]

εcp déformation de fluage [m/m]

η coefficient de viscosité [Pa.s]

AEMM méthode du module effectif ajusté

EM méthode du module effectif

MS méthode de la contrainte moyenne



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Contexte et motivation

De nos jours, les structures mixtes acier-béton sont largement utilisées dans le domaine du

génie civil, notamment dans le secteur des Travaux Publics avec la conception de plus en

plus fréquente de ponts mixtes de grande porté (50-80 mètres), ou encore dans le secteur

du Bâtiment avec l’utilisation assez courante de planchers avec dalles mixtes, constituées

de tôles minces en acier profilées à froid qui servent à la fois de coffrage pour le coulage

de la dalle, et d’armature une fois le béton durci.

En générale, un élément structural de construction est défini comme mixte acier-béton s’il

associe les deux matériaux de manière à tirer le meilleur parti de cette association. L’idée

de base est similaire à celle exploitée en béton armé. Toutefois, en construction mixte, la

solidarisation entre les composants de la section constituée de deux matériaux différents

n’est généralement pas obtenue par adhérence (cas du béton armé), mais au moyen d’or-

ganes de liaison, appelés connecteurs. C’est cette connexion, troisième composant de la

construction mixte, qui assure l’action composite d’une section faite de deux matériaux.

Le rôle majeur de la connexion est d’empêcher, ou tout au moins de limiter, le glisse-

ment tendant à se produire à l’interface acier-béton sous l’effet des actions extérieures et

de transmettre les efforts entre la partie acier et la partie béton de la section mixte. En

d’autres termes, une section mixte tend à se comporter comme une section monolithique.

Dans une structure de bâtiment, plusieurs éléments peuvent revêtir un caractère mixte. La

dalle mixte est probablement l’élément structural mixte le plus fréquemment rencontré.

Une dalle mixte s’obtient, par exemple, en coulant du béton sur des bacs en acier nervurés

et à parois minces, où la connexion est assurée par adhérence (dans certains cas) et par ac-

tion mécanique, parfois complétée par des ancrages mécaniques discrets. Dans les poutres

mixtes, l’action composite entre une dalle en béton (dalle coulée en place ou préfabriquée

ou dalle mixte) et une section en acier (avec ou sans enrobage de béton) est assurée par

des dispositifs mécaniques, tels que les goujons à tête. Un poteau mixte comporte soit une
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section en acier totalement ou partiellement enrobée de béton, soit une section tubulaire

en acier remplie de béton (éventuellement armé), pour laquelle la connexion est mobilisée

essentiellement par adhérence, éventuellement renforcée par des dispositifs cités plus haut.

Par rapport aux structures métalliques ou en béton armé, les structures mixtes acier-béton

offrent des avantages considérables sur les plans mécaniques, économiques et architectu-

raux. La structure porteuse en acier et la dalle de compression en béton, solidarisées au

moyen des connecteurs, favorisent un comportement homogène des deux matériaux en

optimisant leurs propres caractéristiques. Les avantages les plus évidents sont :

– Une réduction du poids de la structure, à chargement égal,

– Une augmentation de la rigidité flexionnelle du plancher ou de la poutre,

– Une augmentation de la résistance au feu,

– Une plus grande stabilité vis-à-vis du voilement local et du déversement du profilé

métallique,

– Une réduction de la hauteur des planchers, d’où la réduction de la hauteur totale du

bâtiment pour un nombre d’étages fixé,

– Une réduction de la durée de construction engendrant des économies.

profilé métallique

connecteurs

dalle en béton armé

Figure 1.1 – Exemple de poutre mixte acier-béton

Les poutres mixtes acier-béton, qui sont l’objet principal de cette thèse, sont compo-
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sées d’une poutre métallique et d’une dalle en béton armé, reliées entre elles à l’aide de

connecteurs plus ou moins ductiles. Les connecteurs les plus souvent utilisés sont les gou-

jons soudés sur la semelle supérieure de la poutre métallique et noyés dans la dalle (cf.

Figure 1.1). L’étude du comportement des poutres mixtes suppose la connaissance des

comportements de ses composants, à savoir :

– celui de la liaison acier-béton (connecteurs),

– celui de chaque matériau (acier, béton, armature).

1.2 Historique des modèles d’analyse des poutres mixtes acier-béton

Trouillet (1987) [133] rappelle que c’est à Andrews (1912) que l’on doit une première

approche. Dans celle-ci, l’acier et le béton restaient liés par adhérence. Par conséquent,

les sollicitations internes étaient calculées avec les hypothèses classiques de la résistance

de matériaux.

Cette première approche s’avère expérimentalement suffisante, au moins jusqu’à la rup-

ture de l’adhérence. Pour reprendre les sollicitations au-delà de ce seuil, des connecteurs

ponctuels ont été utilisés ultérieurement. Le modèle d’Andrews s’avérant inutilisable

pour ces niveaux de sollicitations, plusieurs théories élastiques ont été proposées. Selon

Molenstra et Johnson [102], la première théorie élastique des poutres mixtes acier-

béton en présence de connecteurs a été proposée par Newmark et al. [104] en 1951. Cette

théorie est basée sur les hypothèse principales suivantes :

– il y a continuité de la liaison à l’interface acier/béton,

– le soulèvement de la dalle est négligé,

– le glissement à l’interface acier/béton en un point donné est proportionnel à l’effort de

cisaillement en ce point.

En exprimant l’équilibre et la compatibilité des déformations à l’interface acier-béton

d’un élément de la poutre, Newmark a établi une équation différentielle du deuxième

ordre régissant la force axiale dans la dalle de béton. Ensuite, il a résolu analytiquement

cette équation en considérant un comportement élastique linéaire pour l’acier et le béton.

Ce modèle s’avère suffisant pour les charges de service mais trop approximatif pour des

charges plus élevées. Son principal défaut réside dans l’hypothèse de la linéarité de la
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courbe charge-glissement relative aux connecteurs.

En 1968, Adkola [8] a étendu la théorie de Newmark en tenant compte des effets de

soulèvement de la dalle et du frottement à l’interface acier/béton. Il a proposé d’utiliser la

méthode des différences finies pour résoudre les équations différentielles régissant le soulè-

vement et la force axiale dans la dalle de béton. Robinson et Naraine (1988) [119] ont

utilisé la même approche pour étudier le problème de glissement et de soulèvement à l’in-

terface acier/béton en prenant em compte l’effet de la position du chargement (appliqué

à la dalle ou au profilé métallique). Cosenza et Mazzolani (1993) [50] ont proposé une

nouvelle solution pour ce problème avec différentes conditions de chargement. Cependant,

tous ces modèles considèrent un comportement élastique linéaire.

Le domaine d’application du calcul linéaire des poutres mixtes peut être limité pour l’étude

de certains phénomènes et les chercheurs ont très vite essayé de développer des modèles

plus généraux. Le comportement non-linéaire des matériaux (plasticité, fissuration ...) et

de la connexion ne peuvent en effet être négligés dès que l’on veut décrire le comporte-

ment de structures au delà des charges de service et surtout si l’on veut comprendre les

phénomènes en jeu dans ces structures aux états-limites [40].

Plusieurs modèles numériques non-linéaires pour les poutres mixtes ont été proposés. Se-

lon Trouillet (1987) [133] toujours, c’est Siess et Dai (1967) à l’Université d’Illinois

(État-Units) qui ont présenté le premier modèle élasto-plastique de poutre mixte en sup-

posant que la liaison à l’interface acier-béton était discrète et la courbe force-glissement

multilinéaire.

En 1968, l’apparition du calcul automatique des structures sur ordinateur a incité Yam

et Chapman [141] à réaliser le premier modèle de calcul de poutres mixtes à connexion

partielle en adoptant un comportement des matériaux (acier et béton) de type élasto-

plastique parfait et une modélisation continue de la connexion avec un comportement

charge/glissement non-linéaire de type exponentiel. Ils ont considéré la force d’interaction

nulle au droit des appuis d’une poutre isostatique et négligé l’influence du glissement à

l’interface sur la distribution du moment de flexion pour les poutres hyperstatiques. Ils

4 Thèse de doctorat
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ont également testé 12 poutres sous charge concentrée et 5 poutres sous charge répartie.

En compararant les résultats de calcul avec leurs résultats expérimentaux mais aussi avec

des résultats d’essais réalisés par Viest [137], ils ont conclu à la validité de leur modèle.

En 1965, Baldwin et al. [19] ont proposé une méthode simplifiée pour analyser les poutres

mixtes. Ils ont introduit la notion d’interaction partielle, et l’hypothèse que la rigidité de

la poutre mixte diminuait lorsque son degré d’interaction diminuait. Une relation empi-

rique entre la réduction de rigidité de la poutre et le degré d’interaction a été proposée sur

la base de résultats expérimentaux. Ces relations ont incité McGarraugh et Baldwin

[98] à prouver que la résistance d’une poutre mixte augmente de façon non-linéaire avec

le degré d’interaction. La résistance étant la plus faible s’il y a absence d’interaction et

maximum si l’interaction est complète.

En 1977, Burkhardt [45] a développé un modèle numérique qui est similaire à celui de

Yam et Chapman. Il a établi une équation différentielle qui porte sur le glissement, en

prenant en compte les non linéarités matérielles (acier et béton) et l’effet de l’effort tran-

chant dans l’âme du profilé métallique. Il a étudié principalement des poutres sur appuis

simple avec chargement symétrique et comparé son modèle à des expériences tirées de la

littérature. Dans une étude paramétrique, il a étudié l’influence du degré de connexion sur

le comportement global des poutres simplement appuyées et l’influence de la fissuration

de la dalle sur le comportement des poutres continues.

En 1978, Hallam [77] a proposé un modèle avec une loi de comportement des connecteurs

qui prend en compte l’histoire du chargement. Un modèle de ce type a été développé par

Seddik et Behr au Laboratoire Central des Ponts et Chaussées pour le cas des matériaux

élasto-plastiques.

En 1982, un modèle a été développé par Aribert et Labib [12]. Ce modèle a été ensuite

généralisé par Aribert et Abdel-Aziz [13] avec une formulation mécanique plus fine à

l’interface acier/béton, en tenant compte à la fois des forces de cisaillement verticale et

horizontale agissant sur les connecteurs. Le modèle présente les caractéristiques suivantes :

– la loi de comportement de l’acier est élasto-plastique (avec ou sans écrouissage) et celle
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du béton présente une branche radoucissante et une résistance nulle en traction ;

– la connexion est modélisée de manière ponctuelle, donc discontinue ;

– la loi de comportement du connecteur est générale mais une loi exponentielle est géné-

ralement prise dans les applications ;

– l’énergie de déformation due à l’effort tranchant est négligée ;

– le soulèvement de la dalle par rapport au profilé est pris en compte ;

– le chargement est monotone croissant ;

– les équations différentielles sont formulées numériquement en terme de matrices de

transfert, la solution non-linéaire étant obtenue de manière itérative ;

– le modèle peut être appliqué à des poutres de plusieurs travées symétriques ou dissymé-

triques et il permet de relever le mode de rupture de la poutre (écrasement de la dalle,

rupture d’armature ou de connecteur et atteinte de l’allongement ultime de l’acier dans

le profilé).

En Suisse, Lebet (1987) [90] a développé un modèle de poutre mixte applicable aux

poutres mixtes connectées par groupes de goujons. Ce modèle est encore développé à par-

tir de l’équation différentielle de glissement qui est résolue numériquement. Ce modèle

tient compte de la discontinuité de la liaison due aux groupes de goujons. Il s’applique

aux poutres à section variable et il permet d’intégrer la fissuration de la dalle tendue.

Lebet a fait une série d’applications numériques orientées vers les ponts mixtes.

Plus récemment, en 1999, Fabbrocino et al. [62], [94] ont proposé un modèle basé, lui

aussi, sur une résolution par différences finies. Ces auteurs ont établi une famille de courbes

”moment-courbure”d’une section de poutre mixte pour différents degrés de connexion. Ce

modèle prend en compte les non-linéarités matérielles, l’effet de la fissuration de la dalle

et de l’adhérence entre l’armature et le béton.

Vu les avantages de la méthode des éléments finis pour le calcul des structures, les cher-

cheurs ont été conduits à développer des modèles aux éléments finis pour les poutres

mixtes. Les premiers modèles utilisant la méthode des éléments finis pour les poutres

mixtes sont apparus à partir des années 80.
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A notre connaissance, c’est Arizumi et Hamada [16] qui ont développé le premier modèle

de type ”́elément fini en déplacement” de poutres mixtes. Cet élément fini comportait 2

noeuds et 6 degrés de liberté par noeud pour assurer une interpolation de type Hermite

sur les déplacements axiaux et transversaux dans l’acier et dans le béton. Cet élément

présentait un intérêt essentiellement dans la cas d’une connexion continûment répartie,

par exemple en présence d’adhérence physico-chimique de l’acier au béton.

Razaqpur et Nofal (1989) [117] ont utilisé un élément barre 3D pour modéliser les

connecteurs, un élément quadratique 2D pour modéliser l’âme du profilé métallique et un

élément de plaque pour la dalle et les semelles du profilé. Bursi et Ballerini (1996) [46]

ont développé un modèle 2D pour étudier le comportement des poutres mixtes. En fait,

l’utilisation des éléments finis 2D ou 3D nécessite beaucoup de temps de calcul et n’est

pas pratique pour les structures de taille importante. Pour cette raison, il est préférable

d’utiliser des éléments 1D de type poutre pour étudier les poutres mixtes.

1v 2v

2u

2g

2θ

1θ

1g

1u

Figure 1.2 – Élément fini de poutre mixte développé par Schanzenbach (1988)

En Allemagne, Schanzenbach (1988) [125] a développé un élément fini en déplacement

de poutre mixte plane à deux noeuds et 4 degrés de liberté par noeud (u, v, θ, g) où g est

le glissement entre la dalle et le profilé métallique au noeud considéré (cf. Figure 1.2). Cet

élément prend en compte les non-linéarités matérielles, l’effet de l’effort tranchant dans

l’âme du profilé métallique par l’artifice d’une réduction de la limite d’élasticité du profilé,

une loi de comportement de connecteur de type multilinéaire associée à une modélisation

discrète du connecteur. Schanzenbach a fait une série de simulations d’essais réalisés
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au laboratoire de l’Université de Kaiserlautern sur des poutres mixtes à trois appuis, avec

un degré de connexion compris entre 17 % et 60 %.

En Suisse, Daniels (1989) [55] a développé un élément fini de poutre mixte en déplace-

ment avec connexion partielle, spécifiquement dédié à la simulation du comportement des

planchers mixtes à bacs collaborants. Cet élément se présente sous la forme d’une poutre

à trois noeuds et à 10 degrés de liberté au total, la connexion étant considérée continue

sur l’élément et le comportement du connecteur pouvant être multilinéaire.

1v 2v

2u

2θ

1θ

1u 3u

4u 6u 5u

Figure 1.3 – Élément fini de poutre mixte développé par Boeraeve (1991)

Plus récemment, Boeraeve (1991) [40] a développé un modèle d’élément de poutre mixte,

qui, au départ, ressemble à celui de Daniels avec 3 noeuds et 10 degrés de liberté par

élément (cf. Figure 1.3). En outre dans le modèle global de structures, l’auteur a pris en

compte les grands déplacements.

En France, Aribert et al. (1995) [15] ont développé un élément fini de poutre mixte,

toujours en déplacement, à deux noeuds à 8 degrés de liberté au total. Ce modèle est

caractérisé par :

– une connexion discrète ;

– des lois constitutives non-linéaires (acier, béton et connecteur) ;

– un chargement monotone croissant ;

– un algorithme de résolution de type sécant ;

– la prise en compte, en plus de rotations due à la fissuration et à la plasticité, de celles

dues au voilement local dans le profilé métallique (en fonction de la class de section).
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Zhao et Aribert (1996) [144] ont développé une formulation par éléments finis de type

co-rotationnelle actualisée pour le calcul non linéaire (géométriquement et matériellement

parlant) des portiques souples.

Ayoub et Filippou (1997) [18] ont étendu le travail de Yassin (1994) [143] sur les poutres

en béton précontraint pour étudier le comportement des poutres mixtes avec connexion

partielle soumises à des chargements cycliques. Dans ce travail, la force de cisaillement à

l’interface est supposé linéaire le long de l’élément. En même temps, un modèle similaire à

celui de Ayoub et Filippou a été développé par Salari et al. (1997) [122] en se basant

sur le modèle original de Amadio et Fragiacomo (1993) [10]. Salari a comparé son

modèle aux résultats des essais réalisés par Bursi et Ballerini (1996) [46], et il a conclu

que le modèle permettait de bien simuler le comportement d’une poutre mixte soumise à

des moments de flexion positifs. Dans le cas de moments négatifs (où la partie inférieure

du profilé métallique est en compression), les résultats expérimentaux ont montré l’exis-

tence d’un voilement local dans le profilé métallique que ce modèle n’a pas pu appréhender.

Tous les modèles aux éléments finis présentés précédemment sont basés sur la méthode

des déplacements, où l’on recherche une solution approchée, mais cinématiquement ad-

missible, du champ de déplacements. Cette méthode est simple et facile à implanter dans

un programme mais peut conduire à des résultats pas toujours satisfaisants, notamment

lorsque le comportement est dynamique et fortement non linéaire [130]. Normalement les

fonctions d’interpolation des déplacements sont choisies de manière à fournir un champs

de déplacement exact dans le cas élastique linéaire avec une section constante et sans

charge appliquée à l’élément. Cette approche fournit de bons résultats dans le cas des

poutres mixtes simplement appuyées où la dalle en béton est toujours en compression.

Dans le cas des poutres continues, près des appuis intermédiaires, la dalle de béton va

se fissurer et perdre sa résistance. Ce phénomène est très difficile à appréhender avec la

méthode des déplacements. Le problème est typiquement résolu en utilisant un grand

nombre d’éléments mais dans ce cas le coût de calcul augmente significativement.

Plus récemment, des modèles aux éléments finis, basés sur la formulation équilibre, ont

été proposés. Ces éléments sont plus précis que les éléments en déplacements parce qu’ils
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sont basés sur une approximation du champs des forces. Dans le cas géométriquement

linéaire, le champ d’efforts internes est rigoureusement en équilibre ce qui conduit à une

réponse plus précise avec la possibilité de représenter correctement le comportement d’un

membre structural avec seulement un élément fini. A notre connaissance, c’est Salari

et al. [121] qui ont développé le premier modèle élément fini ”́equilibre” de poutre mixte.

Dans ce modèle, la connexion est supposée être répartie le long de l’élément et une fonction

d’interpolation cubique est utilisé pour approcher les forces de cisaillement à l’interface

acier/béton. Ayoub (1999) [17] a développé un élément similaire à celui de Salari en

adoptant une fonction d’interpolation linéaire pour les efforts de cisaillement à l’interface.

La méthode ”́equilibre” a un avantage majeur du fait qu’un seul élément par membre

structural est souvent suffisant pour simuler la structure, ce qui conduit à une réduction

considérable du coût de calcul. Néanmoins, cette méthode reste délicate à implanter et les

algorithmes en non-linéaire ne sont pas faciles à mettre en oeuvre (Spacon et al (1996)

[130], Neuenhofere et Filippou (1997) [103]). Pour cette raison, Ayoub (1999) [17]

a développé un nouvel élément qui repose sur une formulation mixte. Dans cet élément,

l’auteur a approché à la fois le champs de déplacements et le champs d’efforts internes. Ce

nouvel élément combine les avantages de l’élément en déplacements et l’élément ”́equilibre”.

1.3 Les effets du temps des poutres mixtes acier-béton

Contrairement à l’acier, le béton est un matériau qui a un comportement qui évolue au

cours du temps. Cette dépendance vis-à-vis du temps conduit à une augmentation des dé-

placements (déformations) et une redistribution plus ou moins significative des efforts. Le

comportement dépendant du temps du béton regroupe les phénomènes concomitants de

fluage/relaxation et de retrait. Ce comportement est souvent approché par des méthodes

simplifiées dites ”́elastiques équivalentes”, c’est-à-dire où le béton est supposé se comporter

de façon élastique linéaire et où son module élastique est remplacé par un module effectif.

Ces méthodes ignorent donc l’histoire des sollicitations. Les trois méthodes simplifiées

souvent rencontrées sont : la méthode du module effectif (EM method) ; la méthode de

la contrainte moyenne (MS method) et la méthode du module effectif ajusté (AEMM

method). Une autre approche qui apprâıt plus rigoureuse à priori est celle fourni par la

théorie de la viscoélasticité linéaire où la loi de comportement du béton se présente a priori
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sous la forme d’une équation intégrale de Boltzmann héréditaire, impliquant le stockage

complet de l’histoire des contraintes. Cette méthode est reconnue comme décrivant de fa-

çon réaliste le comportement complexe du béton dans les ouvrages en phase de service [26].

La comportement viscoélastique du béton peut être aussi approché par la méthode dite

”temps équivalent”. Selon Boeraeve [40], cette méthode développée par Lau, Acker

et al. (1986) [89] est admise par les règlements français. La méthode du temps équivalent

remplace l’intégrale héréditaire par un seul terme qui est supposé caractériser toute l’his-

toire complète des sollicitations. Cette méthode présente de nombreux avantages pratiques

mais elle ne peut être utilisée que dans le cas où la contrainte varie de manière mono-

tone. Elle est incapable de représenter la recouvrance. Afin de remédier à ce problème,

Boeraeve [41] a proposé de décomposer le contrainte réelle en deux parties monotones

pour que la méthode du temps équivalent puisse s’appliquer à chaque partie. Boeraeve

a appelé cette approche ”méthode du temps équivalent améliorée”.

Une autre manière de décrire le comportement viscoélastique du béton consiste à faire

usage de la forme différentielle de la loi de comportement. Cette forme différentielle conduit

à un modèle rhéologique avec les variables internes. Ce dernier évite le stockage de l’histoire

de solicitations. Il s’agit de la méthode ”rate-type”, initialement proposée par Bažant en

1975 [34].

Plusieurs travaux ont été publiés sur l’analyse des effets du temps des poutres mixtes

acier-béton. A notre connaissance,dans tous ces travaux, le comportement mécanique des

constituants a été supposé linéaire. Gilbert (1989) [71] a fait une analyse de section

mixte en considérant une interaction complète à l’interface acier-béton (pas de glisse-

ment). L’auteur a utilisé la méthode AAEM pour prendre en compte le fluage et le retrait

du béton. En supposant également une interaction complète et en utilisant la méthode

AAEM, Bradford (1991) [43] a développé une méthode simplifiée (design method) pour

calculer la flèche à long terme.

En 1991, Boeraeve [40] a intégré la méthode du temps équivalent améliorée dans son

modèle d’éléments finis en grands déplacements afin de prendre en compte les effets dif-
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férés dans une poutre mixte avec l’interaction partielle. Ce modèle permet d’utiliser, au

choix, les fonctions de retrait et de fluage codifiées de l’American Concrete Institute (ACI

209 model), du Comité Européen du Béton [1] et de Bažant et Panula [32]. Par ailleurs,

l’auteur a adopté un modèle de connexion continue.

Amadio et Fragiacomo (1993) [10] ont développé un modèle élément fini pour étudier

les effets de fluage et de retrait dans les poutres mixtes avec interaction partielle. Il s’agit

de l’élément fini en déplacements géométriquement linéaire à 10 degrés de liberté au to-

tal. La connexion est modélisée de manière discrète. Le comportement de l’acier et d’un

connecteur est supposé élastique linéaire. La méthode AAEM est utilisée pour prendre en

compte les effets différés du béton.

Dezi et al. ont fait une série d’articles sur les effets différés dans les poutres mixtes avec

interaction partielle ([58], [59], [60], [57], [61]). Ils ont développé un modèle basé sur la

méthode des différences finies pour résoudre en espace les équations d’équilibre expri-

mées en fonction des déplacements. Dans ses premiers articles [58], [59], la relation du

comportement viscoélastique du béton a été pris sous la forme intégrale qui a été discréti-

sée en temps par la méthode générale pas-à-pas de Bažant [21]. Ensuite, les auteurs ont

utilisé les méthodes algébriques (AAEM, EM et MS) pour simplifier leur modèle [57], [61].

En 2002, Faella et al. [64] ont développé un élément fini basé sur la solution exacte

en espace qui permet d’analyser les effets du temps des poutres mixtes avec interaction

partielle par les méthodes algébriques (à un pas). Plus récemment, en 2006, Ranzi et

Bradford [115] ont développé une solution similaire, mais avec une écriture différente.

En 2004, Virtuoso et Vieira [138] ont développé un élément fini basé sur la formu-

lation équilibre pour étudier les effets du temps dans les poutres mixtes continues avec

interaction partielle. La viscoélasticité du béton est approchée par la méthode ”rate-type”

de Bažant [34]. Par ailleurs, en 2005, Jurkiewiez et al. [82] ont également utilisé la

méthode ”rate-type”, mais ils ont résolu analytiquement en espace des équations fonda-

mentales du problème.
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1.4. Objectifs et structure de la thèse

Par souci de clarté, on précise que dans touts les modèles présentés précédemment :

– la connexion est supposée continue, sauf pour les modèles de Amadio et Fragiacomo

(1993) [10] où la connexion discrète est considérée ;

– l’hypothèse de petits déplacements est adoptée sauf pour le modèle de Boeraeve [40] ;

– les lois de comportement sont supposées linéaires (élastique linéaire pour l’acier et les

connecteurs, et viscoélastique linéaire pour le béton).

Il est à noter que la théorie de viscoélasticité linéaire est applicable pour le béton lorsque la

contrainte ne dépasse pas sa résistance en traction et 40% de sa résistance en compression

[2]. La prise en compte de la plasticité et de la fissuration est plus complexe. A notre

connaissance, elle n’est pas encore intégrée dans les analyses des poutres mixtes. Dans

cette thèse, le fluage a l’avantage d’être couplé à la plasticité afin de simuler l’évolution

au cours du temps de la fissuration.

1.4 Objectifs et structure de la thèse

Cette thèse porte sur la modélisation, dans le cadre des petits déplacements, du compor-

tement des poutres mixtes acier-béton avec interaction partielle et prise en compte du

comportement non-linéaire des matériaux ainsi que des effets différés. On peut énoncer

les objectifs suivants :

1. Analyse de la réponse d’une poutre mixte pour les deux modélisations (discrète et

continue) de la connexion.

2. Développement de trois formulations éléments finis (déplacement, équilibre et mixte)

pour les deux modèles de connexion et comparaison de leurs performances respec-

tives.

3. Développement d’outils d’analyse des effets différés dans les poutres mixtes avec

prise en compte de l’interaction entre le fluage et la plasticité (fissuration).

Outre la conclusion, cette thèse est divisée en 6 chapitres, la chapitre 1 étant le présent

chapitre introductif.

• Le chapitre 2 présente les équations fondamentales qui gouvernent le comportement

mécanique d’une poutre mixte. En supposant un comportement élastique linéaire, une
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solution analytique est développée pour les deux modèles de connexion. A partir de ces

solutions, des éléments finis basés sur une matrice de raideur ”exacte” peuvent être for-

mulés pour les deux modèles de connexion. On peut alors comparer rigoureusement les

modèles de connexion en termes de champs mécaniques (déplacements et efforts internes).

• Le chapitre 3 aborde les effets différés dans les poutres mixtes. L’acier et les goujons

sont supposés élastiques et le comportement différé du béton est modélisé à l’aide d’une

loi viscoélastique linéaire qui tient compte du vieillissement. Après avoir discrétisé cette

dernière, une solution analytique des équations d’équilibre discrètes exprimées en fonction

des déplacements est développée et conduit à la formulation de deux éléments finis dont

la matrice de raideur est ”exacte”. Les méthodes à pas unique (AAEM, MS, EM) sont

comparées à la solution semi-analytique pas-à-pas.

• Le chapitre 4 traite de la formulation des lois de comportement des matériaux. Un

modèle de plasticité couplé à l’endommagement est développé pour le béton. Ce nouveau

modèle permet de reproduire exactement la courbe enveloppe contrainte/déformation en

compression du modèle CEB-FIP Model Code 1990 [1] ainsi que le comportement

uniaxial du béton sous charges/décharges multiples. Le formalisme adopté permet une in-

tégration cohérente des relations de comportement, quelque soit la nature du chargement.

• Le chapitre 5 aborde les trois formulations éléments finis (déplacement, équilibre et

mixte) pour les deux modèles de connexion. Le chargement réparti, important en pratique,

est pris en compte par les formulations équilibre et mixte. Une étude des performances

des différents éléments finis est réalisée.

• Le chapitre 6 traite de l’interaction entre les effets différés et les non-linéarités maté-

rielles. Un modèle rhéologique représentatif de cette interaction est développé. Il repose

sur une combinaison en série de la plasticité et de la viscoélasticité. L’algorithme d’inté-

gration locale du comportement est présenté et validé. L’analyse de l’interaction est menée

sur deux exemples.
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CHAPITRE 2

MODÉLISATION DES POUTRES MIXTES ACIER-BÉTON EN

COMPORTEMENT ÉLASTIQUE LINÉAIRE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons la modélisation du comportement mécanique des poutres

mixtes acier-béton. Les équations fondamentales y sont développées dans le détail. En

particulier, deux modèles y sont présentés ; le premier porte sur une modélisation continue

de la connexion (le caractère discret est ignoré) ; pour le second, le caractère discret est

pris en compte, tel qu’il se présente dans la réalité. Les équations d’équilibre ainsi que

les relations cinématiques sont développées pour ces deux modélisations de la connexion.

Avant d’aborder la transposition en élément finis proprement dite (et qui constitute une

partie essentielle de ce travail), une solution analytique est développée pour les deux

modèles. La démarche est, pour l’essentiel, similaire à celle employée pour obtenir la

matrice de raideur d’un élément de poutre classique. Elle permet d’établir une matrice

de raideur exacte et ceci pour un chargement arbitraire. Ainsi, cette approche permet

de réduire considérablement le nombre d’éléments qui, en pratique, est déterminé par les

conditions d’appuis et les efforts concentrés.

2.2 Hypothèses et simplifications

L’objet de cette thèse est l’étude des poutres mixtes acier-béton soumises à un charge-

ment quasi-statique. On considère que les transformations sont petites, c’est-à-dire que les

déformations et les déplacements sont petits. Ainsi les différentes configurations peuvent

être confondues avec la configuration initiale et les équations d’équilibre écrites en confi-

guration non-déformée. Sur le plan cinématique, le déplacement vertical relatif entre la

dalle de béton et la poutrelle métallique qui, en toute rigueur, pourrait se produire, sera

négligé dans le présent modèle. La présence du glissement à l’interface acier-béton, ne per-

met pas d’adopter l’hypothèse cinématique de Navier-Bernoulli pour l’ensemble de la

section. Toutefois, il est permis de considérer que la dalle de béton et le profilé métallique

se comportent l’un et l’autre comme une poutre en flexion dont la cinématique est définie



Chapitre 2. Modélisation des poutres mixtes en comportement élastique

par l’hypothèse de Navier-Bernoulli. Autrement dit, que dans chacune des parties de

la poutre mixte, les sections planes et normales à la fibre moyenne avant déformation res-

tent planes et normales à la fibre moyenne après déformation. Remarquons qu’en présence

d’une armature, la fissuration de la dalle, notamment en zone de moment négatif et faible

degré de connexion, ne remet pas en cause cette hypothèse. Par ailleurs, les dimensions

habituelles des poutres mixtes ont un élancement longitudinal (rapport de la longueur de

travée sur la hauteur transversale de section) supérieur à 10, ce qui permet généralement

de négliger les déformations de cisaillement dues à l’effort tranchant. Dans le cadre de

ces hypothèses, le comportement de la poutre mixte est alors dominé par la déformation

axiale, la courbure de section de chaque partie de la poutre mixte et la déformation des

connecteurs.

A

A

B

B

A-A B-B

(a) Poutre mixte réelle

(b) modèle de connexion discrète (c) modèle de connexion répartie

Figure 2.1 – Modèles de connexion

Un des objectifs de notre travail est la réalisation d’un code de calcul permettant de

dimensionner des poutres mixtes avec les deux modèles de connexion, à savoir la connexion

discrète et la connexion continue (cf. Figure 2.1) . L’effort de cisaillement à l’interface

sera ponctuel au droit du connecteur pour la connexion discrète [13] et réparti pour la

connexion continue [104].
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2.3. Poutre mixte acier-béton : équations fondamentales

2.3 Poutre mixte acier-béton : équations fondamentales

Dans un premier temps, la connexion dalle-poutre est supposée répartie de manière conti-

nue. Le cas de la connexion discrète est traité au paragraphe 2.3.1.2. D’un point de vue

mécanique, le comportement d’un corps deformable est régi par trois groupes d’équations :

1. les équations d’équilibre ;

2. les relations cinématiques ;

3. la loi de comportement.

Ces équations sont développées en détail, pour les deux modèles de connexion, dans les

paragraphes ci-après. Seules les équations d’équilibre changent pour le cas de la connexion

ponctuelle.

2.3.1 Équations d’équilibre

La connexion discrète introduit des discontinuités des champs de forces dont il conviendra

de tenir compte dans les équations d’équilibre. La cinématique, traitée en section 2.3.2,

n’est pas affectée par le mode de connexion.

2.3.1.1 Cas de la connexion continue

Les équations d’équilibre sont obtenues en considérant l’équilibre d’un élément de poutre

mixte de longueur infinitésimal dx soumis à une charge répartie pz comme indiqué à la

figure 2.2. L’équilibre de l’élément de poutre mixte est donc écrit dans la configuration

non déformée. Pour ce faire, on considère l’équilibre de la dalle de béton et de la poutrelle

métallique, pris séparément. Les grandeurs avec un indice c sont relatives à la dalle de

béton, celle avec un indice s sont relatives à la poutrelle métallique. L’indice sc se rapporte

à la connexion.

L’équilibre en résultante et moment (autour du point milieu) de la dalle en béton conduit

à :

dNc(x) +Dsc(x)dx = 0 (2.1)

dTc(x) + (Vsc(x) + pz) dx = 0 (2.2)
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zp

cH

cM dc cM M+

dc cN N+

dc cT T+

cN

cT

scV
scD

dx

ds sM M+

ds sN N+

ds sT T+

sM

sN

sT

scD

sH

x

z

y

Figure 2.2 – Élément infinitésimal d’une poutre mixte

dMc(x)− Tc(x)dx+HcDsc(x)dx−
1

2
dTc(x) dx = 0 (2.3)

où pz désigne la charge uniforme répartie appliquée le long de l’élément. En négligeant

les termes du second ordre, on obtient, pour la dalle de béton, le système d’équations

suivants :

dNc(x)

dx
+Dsc(x) = 0 (2.4)

dTc(x)

dx
+ Vsc(x) + pz = 0 (2.5)

dMc(x)

dx
− Tc(x) +HcDsc(x) = 0 (2.6)

De même, l’équilibre en résultante et en moment (autour du point milieu) du profilé

métallique conduit à :

dNs(x)−Dsc(x)dx = 0 (2.7)

dTs(x)− Vsc(x)dx = 0 (2.8)

dMs(x)− Ts(x)dx+HsDsc(x)dx−
1

2
dTs(x) dx = 0 (2.9)
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qui se simplifie, après avoir négligé les termes du second ordre :

dNs(x)

dx
−Dsc(x) = 0 (2.10)

dTs(x)

dx
− Vsc(x) = 0 (2.11)

dMs(x)

dx
− Ts(x) +HsDsc(x) = 0 (2.12)

En combinant les équations 2.5 et 2.11, on retrouve la relation classique liant la charge

répartie pz à l’effort tranchant total T = Tc + Ts :

dT (x)

dx
+ pz = 0 (2.13)

De même, en combinant les équations 2.6 et 2.12, on obtient la relation suivante :

dM(x)

dx
− T (x) +H Dsc(x) = 0 (2.14)

où l’on désigne par :

– H = Hc +Hs : la distance entre les axes de référence de la dalle et du profilé ;

– M(x) = Mc(x) +Ms(x).

Il convient de ne pas confondre M(x) avec le moment de flexion total de la section mixte

Mt(x) = Mc(x)+Ms(x)+HNs(x). Par ailleurs, on observe dans la relation 2.14 que l’effet

de la connexion apparâıt clairement. L’effort tranchant est ensuite éliminé de l’équation

2.14, ce qui conduit à :
d2M(x)

dx2
+H

dDsc(x)

dx
+ pz = 0 (2.15)

Cette dernière équation complétée des relations 2.4 et 2.10 constitue le système d’equations

indépendantes qui régissent l’équilibre d’une poutre mixte avec un effort d’interaction Dsc

(qui n’exclue pas l’existence d’un glissement). On remarquera, puisque l’effort tranchant

s’obtient en dérivant le moment fléchissant total, que nous avons 4 efforts inconnus indé-

pendants : Nc(x), Ns(x), Dsc(x) et M(x).

Les équations d’équilibre (2.4), (2.10) et (2.15) peuvent également être écrites sous forme

matricielle comme :

∂D(x)− ∂scDsc(x)−Pe = 0 (2.16)
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où :

D(x) =
[
Ns(x) Nc(x) M(x)

]T
désigne le vecteur des efforts internes d’une section

mixte ;

Pe =
[

0 0 pz

]T
désigne le vecteur forces extérieures appliquées le long de l’élément ;

∂ et ∂sc sont deux opérateurs différentiels définis par :

∂ =


d

dx
0 0

0
d

dx
0

0 0 − d2

dx2

 , ∂sc =

[
1 −1 H

d

dx

]T

(2.17)

2.3.1.2 Cas de la connexion discrète

Pour ce type de connexion, il convient de distinguer deux zones : celle entre connecteurs

et celle au droit du connecteur (cf. Figure 2.3). Dans la première zone, les équations

d’équilibre sont identiques à celles développées au paragraphe précédent en prenant Dsc =

0, ce qui conduit à :

dNc(x)

dx
= 0 (2.18)

dNs(x)

dx
= 0 (2.19)

d2M(x)

dx2
+ pz(x) = 0 (2.20)

Au droit des connecteurs, les efforts normaux dans la dalle et le profilé métallique sont

discontinus. En supposant que la transmission des efforts entre la dalle de béton et le

profilé métallique n’a lieu qu’en un point de l’interface acier-béton, les efforts au droit du

connecteur se calculent de la manière suivante (en considérant un élément de longueur

∆x :

Nc = N+
c −N−

c = −Qst (2.21)

Ns = N+
s −N−

s = Qst (2.22)

Mc = M+
c −M−

c = −HcQst (2.23)

Ms = M+
s −M−

s = −HsQst (2.24)

20 Thèse de doctorat



2.3. Poutre mixte acier-béton : équations fondamentales

Ainsi, la discontinuité de l’effort normal dans la dalle de béton et dans le profilé métallique

est égale à l’effort dans le connecteur Qst, pris en valeur absolue. Cette relation s’écrit

sous forme matricielle : 
Nc

Ns

M

 =


−1

1

−H

Qst (2.25)

zone entre connecteurs
cN
+

cM
+

sN
+

sM
+

sN
−

sM
−

cN
−

cM
−

cN
cM

sN
sM

stQ
stQ

0xΔ =

zone au droit des connecteurs

Figure 2.3 – Élément de connecteur

2.3.2 Relations cinématiques

Dans ce paragraphe, les relations qui relient les déformations généralisées (courbure et

allongements) aux déplacements sont données dans le cadre des petits déplacements. En

considérant que les sections droites restent planes et normales à l’axe neutre pour chaque

composant de la poutre mixte, on obtient les relations suivantes :

– Profilé métallique :

εs(x) =
dus(x)

dx
(2.26)

θs(x) = −dvs(x)

dx
(2.27)

κs(x) =
dθs(x)

dx
= −d2vs(x)

dx2
(2.28)
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– Dalle en béton :

εc(x) =
duc(x)

dx
(2.29)

θc(x) = −dvc(x)

dx
(2.30)

κc(x) =
dθc(x)

dx
= −d2vc(x)

dx2
(2.31)

où εi représente la déformation de l’axe de référence du composant i ; θi représente la

rotation de section du composant i et κi représente la courbure du composant i.

– Interface acier-béton : Un glissement dsc se produit à l’interface acier-béton qui ré-

sulte d’un déplacement relatif. Les rotations étant petites, on peut assimiler la tangente

à l’angle, ce qui fournit :

dsc(x) = us(x)−Hsθs(x)− uc(x)−Hcθc(x) (2.32)

vsc(x) = vs(x)− vc(x) (2.33)

H

scd

su

cu cθ

sθ

sv

x

z

y
cv

(c)

(s)

(s)

(c)

Figure 2.4 – Cinématique de la poutre mixte

En fait, plusieurs études à caractère théorique et expérimental montre que dans la plus

part des cas, le soulèvement de la dalle par rapport au profilé métallique est très petit et

ses effets sur le comportement global de la poutre mixte sont négligeables (Aribert et
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Abdel-Aziz (1985) [13], Robinson et Naraine (1988) [119]). Il est donc possible de né-

gliger le phénomène de soulèvement de la dalle de béton par rapport du profilé métallique.

Dans la suite du développement du modèle de calcul, l’hypothèse de non soulèvement sera

systématiquement adoptée. Ainsi, en l’absence de soulèvement (décollement), le champ de

déplacement transversal est identique pour la poutrelle métallique et la dalle en béton :

v(x) = vs(x) = vc(x) (2.34)

Il en résulte que les rotations et les courbures sont identiques pour les deux composants :

θ(x) = θs(x) = θc(x)

κ(x) = κs(x) = κc(x)

Ainsi les variables cinématiques indépendantes sont v(x), us(x) et uc(x), ce qui conduit

aux relations cinématiques suivantes :

εs(x) =
dus(x)

dx
(2.35)

εc(x) =
duc(x)

dx
(2.36)

θ(x) = −dv(x)

dx
(2.37)

κ(x) = −d2v(x)

dx2
(2.38)

dsc(x) = us(x)− uc(x) +H
dv(x)

dx
(2.39)

ou, sous forme matricielle :

∂d(x)− e(x) = 0 (2.40)

∂T
scd(x)− dsc(x) = 0 (2.41)

où

d(x) =
[
us(x) uc(x) v(x)

]T
est le vecteur des déplacements ;

e(x) =
[
εs(x) εc(x) κ(x)

]T
est le vecteur des déformations généralisées associé au

vecteur des efforts internes D(x).
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2.3.3 Lois de comportement

L’objet de cette section est d’établir les relations de comportement généralisées à partir

des relations uniaxiales contrainte/déformation de chacun des composants.

2.3.3.1 Comportement de section : Relations entre efforts et déformations

généralisées

En se basant sur l’hypothèse que les sections droites de chaque sous-poutre (dalle et

profilé) restent planes après déformation, le champ de déformation normale s’écrit :

dans le profilé : εs(x, zs) = εs(x) + zsκ(x) (2.42)

dans la dalle : εc(x, zc) = εc(x) + zcκ(x) (2.43)

Le champ de contrainte normal se déduit du champ de déformation à l’aide de la relation de

comportement des matériaux. Par définition, les efforts internes résultent de l’intégration

du champ de contrainte sur la section droite :

Ns(x) =

∫
As

σc(x, z) dA (2.44)

Nc(x) =

∫
Ac

σc(x, z) dA+
∑
nsr

σsr(x, zsr)Asr (2.45)

M(x) =

∫
Ac

zc σc(x, zc) dA+
∑
nsr

zsr σsr(x, zsr)Asr +

∫
As

zs σs(x, zs) dA (2.46)

où As, Ac et Asr sont respectivement les aires de la section du profilé métallique, de la

section de la dalle et de la section de l’armature ; nsr est le nombre de barres d’armature.

Ces équations montrent que le comportement de section dépend des propriétés matérielles

et de la géométrie de la section. En général, dû au caractère inélastique du comportement

des matériaux constituants, le comportement global de la section de la poutre mixte est

non-linéaire. Autrement dit, dans la plupart des cas, la relation efforts-déformations géné-

ralisées de section de la poutre mixte ne peut être écrite de manière explicite. Toutefois,

pour la suite des développements, nous la noterons par

D(x) = D̂ (e(x)) ou e(x) = ê (D(x)) (2.47)
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2.3. Poutre mixte acier-béton : équations fondamentales

Au chapitre 4, le comportement non-linéaire des matériaux est abordé en détail. Dans ce

chapitre 2, nous considérons un comportement élastique linéaire pour l’acier et le béton.

Ainsi, l’introduction des relations (2.57) et (2.42) dans les relations (2.45 - 2.46) donne :

Ns(x) = (EA)s εs(x) + (ES)s κ(x) (2.48)

Nc(x) = (EA)c εc(x) + (ES)c κ(x) (2.49)

M(x) = (ES)c εc(x) + (ES)s εs(x) + (EI)κ(x) (2.50)

où :

(ES)c = EcSc +
∑
nsr

EsrAsrzsr (ES)s = EsSs

(EA)c = EcAc +
∑
nsr

EsrAsr (EA)s = EsAs

(EI) = EcIc + EsIs +
∑
nsr

EsrAsrz
2
sr

avec

– Ei : module élastique de la composante i ;

– Si =
∫

Ai
zidA, i = c, s : moment statique de la section i exprimé par rapport à son axe

de référence ;

– Ii =
∫

Ai
z2

i dA, i = c, s : moment d’inertie de la section i exprimé par rapport à son axe

de référence ;

Les relations (2.48), (2.49) et (2.50) peuvent être écrites sous forme matricielle de la

manière suivante :

D(x) = k ∂d(x) (2.51)

où k désigne la matrice de rigidité de la section :

k =


(EA)s 0 (ES)s

0 (EA)c (ES)c

0 0 (EI)

 (2.52)
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Chapitre 2. Modélisation des poutres mixtes en comportement élastique

En choisissant comme axe de référence de chaque section (dalle et profilé) l’axe passant le

centre de gravité de la section (Sc = Ss = 0) et faisant usage des relations cinématiques

(2.35 - 2.38), on peut écrire la loi de comportement en faisant apparâıtre explicitement

les déplacements :

Ns = (EA)s
dus

dx
(2.53)

Nc = (EA)c
duc

dx
(2.54)

M = −(EI)
d2v

dx2
(2.55)

2.3.3.2 Loi comportement de la connexion

La connexion peut être caractérisée par des essais push-out [3]. Plusieurs essais push-

out ont été réalisés dans la littérature qui montrent que la relation force-glissement est

fortement non-linéaire au-delà d’un glissement de 1 mm [112]. Ainsi, de manière générale,

l’effort de cisaillement est lié au glissement par une loi constitutive non-linéaire que l’on

écrit sous la forme :

connexion discrète : Qst = Q̂st (dsc) (2.56)

connexion continue : Dsc(x) = D̂sc (dsc(x)) (2.57)

Si l’on suppose que la connexion a un comportement élastique linéaire, les relations (2.56)

et (2.57) deviennent

connexion discrète : Qst = kstdsc (2.58)

connexion continue : Dss(x) = kscdsc(x) (2.59)

où kst [N/m] désigne la rigidité de la connexion discrète et ksc [N/m2] désigne la rigidité de

la connexion continue. Si la poutre est connectée de manière discrète (connecteur de type

goujons, cornières ...) et que l’on souhaite la modéliser comme une connexion répartie, la

rigidité ksc est alors donnée par :

ksc =
kst

@
(2.60)
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2.4. Solution analytique et matrice de rigidité exacte

où @ est l’espacement longitudinal entre les connecteurs. Si l’espacement n’est pas régulier

le long de la poutre, la raideur ksc varie le long de la poutre.

2.4 Solution analytique et matrice de rigidité exacte dans le cas élastique

linéaire

Dans cette partie, nous développons une solution analytique (exacte) pour une poutre

mixte en considérant les deux modes de connexion : connexion discrète et connexion conti-

nue. On supposera que le comportement des matériaux et de la connexion est élastique

linéaire. L’idée consiste à rechercher les fonctions d’interpolation exacte (qui par ailleurs

dépendent du chargement) pour ensuite construire la matrice de raideur, dite ”exacte”.

Dans cette démarche, l’ensemble des auteurs se sont inspirés de la solution exacte pour

une poutre simplement appuyée, établie par Newmark [104]. La matrice de raideur

(connexion répartie) a été proposée par Faella [63] en premier et une présentation diffé-

rente en est faite par Ranzi [116]. Ici, nous en faisons une présentation un peu différente

des auteurs précités qui nous sera utile dans le chapitre 3. Par ailleurs, nous présentons

également la solution analytique exacte pour la connexion discrète qui, bien que plus

simple à obtenir, nous permettra de comparer l’effet de la modélisation de la connexion

sur les champs mécaniques.

2.4.1 Connexion discrète

Afin de construire la matrice de raideur d’un élément de poutre mixte connecté de manière

discrète à ses extrémités (cf. Figure 2.5), nous séparons cet élément en trois sous-éléments :

un élément poutre mixte non-connectée ; deux éléments spécifiques de connexion discrète :

il s’agit des éléments ponctuels (à un noeud) qui apportent une rigidité au cisaillement

longitudinal au droit d’un connecteur. La matrice de raideur est obtenue en assemblant

les matrices de raideur de ces trois éléments.

2.4.1.1 Tronçon de poutre mixte non-connectée

L’objectif de cette section est d’établir une solution analytique pour un tronçon de poutre

mixte compris entre deux connecteurs, soumis à un chargement arbitraire. Nous suppose-

rons que le chargement est décrit par la fonction pz(x). Les deux extrémités de la poutre
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( )iv
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+=

élément de poutre mixte
avec connexion discrète

élément de 
connexion (i)

élément de poutre
mixte non-connectée

+

élément de 
connexion (j)

Figure 2.5 – Élément de poutre mixte avec connexion discrète

constituent des noeuds au sens des éléments finis.

En combinant les équations d’équilibre (2.18 - 2.20) et les relations de comportement

exprimées en fonctions des déplacements (2.53 - 2.55), on obtient les équations équilibre

exprimée en fonction des déplacements :

∂4
xv(x) =

pz(x)

(EI)
(2.61)

∂2
xuc(x) = 0 (2.62)

∂2
xus(x) = 0 (2.63)

où l’on désigne ∂n
x• = dn • /dxn. L’absence de connexion conduit à un système découplé

dont la solution est :

v(x) = C1x
3 + C2x

2 + C3x+ C4 + vpz(x) (2.64)

uc(x) = C5x+ C6 (2.65)

us(x) = C7x+ C8 (2.66)

où vpz(x) est une solution particulière de l’équation différentielle (2.64). Les constantes

Ci, i = 1..8 sont déterminées en imposant que les déplacements aux extrémités sont égaux

aux déplacements nodaux, qui sont les inconnues principales :
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q1

q2

q3

q4

q5

q6

q7

q8


=



uc(0)

us(0)

−∂xv(0)

v(0)

uc(L)

uc(L)

−∂xv(L)

v(L)


=



0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 L 1 0 0

0 0 0 0 0 0 L 1

−3L2 −2L −1 0 0 0 0 0

L3 L2 L 1 0 0 0 0





C1

C2

C3

C4

C5

C6

C7

C8


+



0

0

−∂xvpz(0)

vpz(0)

0

0

−∂xvpz(L)

vpz(L)


(2.67)

D’où, sous forme matricielle :

q = XC + qpz (2.68)

Les déplacements étant indépendants, la matrice X est inversible. On obtient ainsi les

constantes Ci en fonction des déplacements nodaux qi :

C = X−1 (q− qpz) (2.69)

Ceci équivaut à définir des fonctions d’interpolation qui dépendent du chargement. En

l’absence de chargement, on retrouve exactement les fonctions d’interpolation pour les

éléments finis de type poutre/poteau. Les efforts internes le long du tronçon de poutres

mixte sont obtenus en substituant les relations (2.64 - 2.66) dans (2.53 - 2.55) :

M(x) = −(EI)
(
6C1x+ 2C2 + ∂2

xvpz(x)
)

(2.70)

Nc(x) = (EA)cC5 (2.71)

Ns(x) = (EA)sC7 (2.72)

On observe que les efforts normaux sont constants, ce qui est cohérent avec les hypothèses

du modèle. La matrice de raideur traduit le lien entre les efforts nodaux Qi et les dépla-

cements nodaux qi. Elle s’obtient dans un premier temps en imposant les conditions aux

limites statiques :

Q = YC + Qpz (2.73)
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1 1,Q q

2 2,Q q

3 3,Q q
4 4,Q q

5 5,Q q

6 6,Q q

7 7,Q q

8 8,Q q

L

Figure 2.6 – Forces nodales et déplacements nodaux d’un élément de poutre mixte

où :

Y =



0 0 0 0 −(EA)c 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −(EA)s 0

6EI 0 0 0 0 0 0 0

0 2(EI) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 (EA)c 0 0 0

0 0 0 0 0 0 (EA)s 0

−6(EI) 0 0 0 0 0 0 0

−6L (EI) −2(EI) 0 0 0 0 0 0


(2.74)

et

Qpz =
[
0 0 −EI∂3

xvpz(0) EI∂2
xvpz(0) 0 0 EI∂3

xvpz(L) −EI∂2
xvpz(L)

]T
(2.75)

En introduisant dans un deuxième temps l’équation (2.69) dans (2.73), on obtient :

K(nc)
e q = Q + Q0 (2.76)

où

K(nc)
e = YX−1 (2.77)

représente la matrice de rigidité exacte de l’élément de poutre mixte non-connectée et

Q0 = YX−1qpz −Qpz (2.78)

représente la vecteur de forces nodales dû à la charge répartie à l’intérieur de l’élément
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2.4. Solution analytique et matrice de rigidité exacte

(le vecteur des charges nodales équivalentes).

2.4.1.2 Élément spécifique de connexion ponctuelle

Le connecteur va provoquer une discontinuité du champ d’efforts internes qu’il convient

de prendre en compte. Pour ce faire, la connexion est modélisée par un élément spécifique

sans longueur physique mais pour lequel une raideur existe. Il s’agit d’un élément à 1

noeud localisé au droit des goujons.

Nous développons dans cette section la matrice de rigidité d’un tel élément dans le cas du

comportement élastique linéaire des goujons. On suivra la même démarche pour le cas du

comportement non-linéaire en travaillant avec une relation linéarisée. En introduisant la

relation cinématique de glissement (2.39) dans l’équation (2.58), on obtient la relation

Qst = kst

[
−1 1 −H

]
uc

us

θ

 (2.79)

qui est ensuite introduite dans l’équation d’équilibre (2.25) afin de lier les efforts aux

déplacements correspondants :


Nc

Ns

M

 =


−1

1

−H

 kst

[
−1 1 −H

]
uc

us

θ

 (2.80)

D’où l’expression de la matrice de rigidité de l’élément de connexion :

K(st)
e = kst


1 −1 H

−1 1 −H
H −H H2

 (2.81)
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2.4.1.3 Assemblage des éléments de connexion et l’élément de poutre mixte

non-connectée

L’assemblage des matrices de rigidité élémentaires se fait en tenant compte des conditions

cinématiques imposées aux noeuds. La figure 2.7 montre de manière schématique, com-

ment se construit la matrice de raideur Ke d’un élément de poutre mixte connectée de

manière discrète aux deux extrémités , à partir des coefficients de K
(nc)
e , de K

(st)
i et de

K
(st)
j [140].

( ) ( ) ( )i i i
c su u θ ( ) ( ) ( )j j j

c su u θ

+ + =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i j i j j
c s c su u v u u vθ θ

( )st
iK

( )st
jK

( )nc
eK

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i j i j j
c s c su u v u u vθ θ

eK

Figure 2.7 – Assemblage des parties acier, béton et connecteur - matrice Ke

2.4.2 Connexion continue

L’objectif de cette section est d’établir une solution analytique pour un élément de poutre

mixte connecté de manière continue à l’interface acier-béton, soumis à une charge répar-

tie pz. La procédure est identique à celle pour la connexion discrète. Faisant usage des

relations cinématiques (2.40 et 2.41) et les relations de comportement (2.51 et 2.59), on

peut réécrire les équations d’équilibre (2.16) en fonction des déplacements comme :

∂ (k∂d(x))− ∂sc (ksc∂scd(x))−Pe = 0 (2.82)

En développant les produits des opérateurs différentiels ∂ et ∂sc, définis à la relation (2.17),

l’équation (2.82) conduit aux systèmes d’équations différentielles suivant :

∂5
xus(x)− µ2∂3

xus(x) = ζ1 (2.83)

∂3
xv(x) = ζ2∂

4
xus(x) + ζ3∂

2
xus(x) (2.84)
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2.4. Solution analytique et matrice de rigidité exacte

uc(x) = us(x) + ζ4∂
2
xus(x) +H∂xv(x) (2.85)

où les coefficients µ et ζ1..4 sont définis par :

µ =

√√√√ksc

(
H2(EA)c + (EI)− 2H(ES)c(

(EI)(EA)c − ((ES)c)
2) +

1

(EA)s

)
(2.86)

ζ1 =
(H(EA)c − (ES)c) pzksc(

(EA)c − ((ES)c)
2) (EA)s(EI)

(2.87)

ζ2 =
(EA)c(EA)s

ksc (H(EA)c − (ES)c)
(2.88)

ζ3 =
(EA)c + (EA)s

H(EA)c − (ES)c

(2.89)

ζ4 = −(EA)c

ksc

(2.90)

La première équation, qui ne fait intervenir que us, est résolue en premier. On ré-injecte

ensuite le résultat dans les deux autres équations pour calculer les deux autres déplace-

ments indépendants. La solution de l’équation différentielle (2.83) est de la forme :

us(x) = C1 sinh(µx) + C2 cosh(µx) + C3x
2 + C4x+ C5 −

ζ1
6µ2

x3 (2.91)

La solution de l’équation (2.84), après prise en compte de la solution de us(x) est :

v(x) = C1

(
ζ2µ+

ζ3
µ

)
cosh(µx) + C2

(
ζ2µ+

ζ3
µ

)
sinh(µx)− ζ1ζ3

24µ2
x4

+
C3ζ3

3
x3 + C6x

2 + C7x+ C8

(2.92)

où C1..8 sont les constantes d’intégration, déterminées par les conditions aux limites sta-

tiques et cinématiques.

Posons :

C =
[
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8

]T
Xs(x) =

[
sinh(µx) cosh(µx) x2 x 1 0 0 0

]
Xv(x) =

[(
ζ2µ+

ζ3
µ

)
cosh(µx)

(
ζ2µ+

ζ3
µ

)
sinh(µx)

ζ3x
3

3
0 0 x2 x 1

]
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Zs(x) = − ζ1
6µ2

x3

Zv(x) = − ζ1ζ3
24µ2

x4

On peut alors exprimer us(x) et v(x) sous la forme matricielle suivante :

us(x) = Xs(x)C + Zs(x) (2.93)

v(x) = Xv(x)C + Zv(x) (2.94)

En substituant les équations (2.93) et (2.94) dans l’équation (2.85), on obtient :

uc(x) = Xc(x)C + Zc(x) (2.95)

où :

Xc(x) = Xs(x) + ζ4∂
(2)
x Xs(x) +H∂xXv(x) et Zc(x) = −1 +Hζ3

6µ2
x3 − ζ4

µ2
x (2.96)

Finalement, en utilisant les conditions de compatibilité (2.40) et les relations constitutives

(2.48 - 2.50), on peut déduire les autres inconnues du problème à partir des expressions

de us(x), uc(x) et v(x) obtenues précédemment comme :

θ(x) = Xθ(x)C + Zθ(x) (2.97)

Nc(x) = YNc(x)C +RNc(x) (2.98)

Ns(x) = YNs(x)C +RNs(x) (2.99)

M(x) = YM(x)C +RM(x) (2.100)

T (x) = YT (x)C +RT (x) (2.101)

où :

Xc = Xs + ζ4∂
2
xXs +H∂xXv ; Xθ = −∂xXv

YNc = (EA)c∂xXc − (ES)c∂
2
xXv ; YNs = EAs∂xXs

YM = (ES)c∂xXc − (EI)∂xXv ; YT = ∂xYM +H∂xYNs

Zc = Zs + ζ4∂
2
xZs +H∂xZv ; Zθ = −∂xZv
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2.4. Solution analytique et matrice de rigidité exacte

RNc = (EA)c∂xZv − (ES)c∂
2
xZv ; RNs = (EA)s∂xZs

RM = (ES)c∂xZc − (EI)∂2
xZv ; RT = ∂xRM +H∂xRNs

A partir des expressions obtenues de façon exacte pour le champ de déplacements et le

champ de forces, on peut facilement déduire l’expression de la matrice de rigidité d’un

élément de poutre mixte, dite ”exacte”, en utilisant les conditions statiques et cinématiques

aux limites. Cette matrice, qui représente la relation entre le vecteur de déplacements

nodaux q et le vecteur de forces nodales Q (cf. Figure 2.6), va ensuite être utilisée dans la

méthode des déplacements classique pour calculer les poutres mixtes à plusieurs travées.

Soit un élément de la poutre mixte comme indiquée à la figure (2.6). En appliquant les

conditions aux limites, le vecteur de déplacements nodaux q et le vecteur de forces nodales

Q sont exprimés comme :

q = XC + Z (2.102)

Q = YC + R (2.103)

où les matrices X, Y, R et Z sont définies par :

X =



Xc(0)

Xs(0)

Xv(0)

Xθ(0)

Xc(L)

Xs(L)

Xv(L)

Xθ(L)


; Y =



YNc(0)

YNs(0)

YT (0)

YM(0)

−YNc(L)

−YNs(L)

−YT (L)

−YM(L)


; R =



RNc(0)

RNs(0)

RT (0)

RM(0)

−RNc(L)

−RNs(L)

−RT (L)

−RM(L)


et Z =



Zc(0)

Zs(0)

Zv(0)

Zθ(0)

Zc(L)

Zs(L)

Zv(L)

Zθ(L)


En éliminant le vecteur C dans les équations (2.102) et (2.103), on obtient :

Keq = Q + Q0 (2.104)

où Ke = YX−1 représente la matrice de rigidité exacte de l’élément de poutre mixte ;

Q0 = YX−1Z − R représente la vecteur de forces nodales due à la charge répartie à
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l’intérieur de l’élément.

Remarque : La présence de fonctions hyperboliques peut être la source d’instabilité nu-

mérique, notamment pour des valeurs élevées de ksc.

2.5 Comparaison de deux modèles de connexion

La matrice de rigidité exacte Ke précédente a été implantée dans un logiciel local développé

sur MATLAB afin de comparer les deux modèles de connexion (discrète et continue).

Nous analysons, dans ce paragraphe, le comportement élastique de deux poutres mixtes :

une poutre isostatique et une poutre hyperstatique à deux travées inégales et avec un

chargement excentré. Pour chacune de ces structures, nous considérons alternativement

une connexion répartie et discrète. L’incidence du modèle sur les grandeurs fondamentales

est alors examinée.

2.5.1 Poutre isostatique P1
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Figure 2.8 – Description de la poutre de référence P1
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IL s’agit d’une poutre mixte acier béton isostatique reposant sur deux appuis simples, de

longueur 5 mètres avec une charge répartie de 20 kN/m et une charge concentrée de 50

kN, appliquée en milieu de travée. La poutre se compose d’une dalle en béton armé de

section 880 x 100 mm2 avec deux nappes d’armature de 393 mm2 chacune et d’un profilé

métallique IPE400 connectés par 11 paires de goujons Nelson, h = 75 mm, φ = 16 mm,

régulièrement espacés le long de la poutre, chaque paire de goujons étant placée dans une

même section transversale de la poutre (cf. Figure 2.8). Le module d’élasticité de l’acier

vaut 210 GPa, celui du béton 34 GPa. La rigidité de chaque goujon sera prise égale à

20 MN/m. La rigidité du dispositif de connexion kst, servant dans la simulation avec le

modèle de connexion discrète, est donc égale à 2 × 20 = 40 MN/m. La rigidité linéique

de connexion ksc, servant dans la simulation avec le modèle de connexion continue, est

calculée par :

ksc =
kst

@
=

40

0.5
= 80MPa (2.105)

où @ est l’espacement longitudinal des goujons. Les conditions aux limites cinématiques

sont : v(x = 0) = 0, v(x = L) = 0 et us(x = 0) = 0.

2.5.1.1 Comparaison des résultats

A noter que dans cette étude comparative, on utilise les matrices de rigidité obtenues

de manière exacte donc les résultats ne sont pas dépendants du maillage. La poutre est

simulé avec 10 éléments de connexion ponctuelle dans un premier temps et ensuite avec 2

éléments de connexion répartie. L’usage de 2 éléments avec connexion continue s’impose

par la présence de la charge ponctuelle.

En regardant les figures 2.9 à 2.15, nous constatons que modèle de connexion répartie

(2 éléments) donne des résultats quasiment identiques à ceux obtenus avec la connexion

discrète (10 élément).

Les figures 2.9 et 2.10 illustrent respectivement la répartition de la flèche de du glissement

le long de la poutre. Il est à noter que le modèle de connexion continue surestime la flèche

avec un écart de 2.1 %. Ceci résulte du fait que l’effort normal étant plus important avec

un modèle de connexion discrète et que le moment total est constant, on en déduit un

moment dans la dalle et le profilé moins important, et donc une courbure plus faible.
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Également, on observe à la figure 2.10 que que le modèle de connexion continue surestime

le glissement avec un écart de 9.2 %. En revanche, il sous-estime le déplacement axial de

la dalle (écart de -16.7 %) (cf. Figure 2.11) et du profilé métallique (écart de -16.4 %) (cf.

Figure 2.12).

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

Abscisse [m]

F
lè

ch
e 

[m
m

]

 

 

Connexion discrète
Connexion continue

Figure 2.9 – Poutre P1 : Distribution de la flèche le long de la poutre

La répartition de la courbure le long de la poutre est présentée à la figure 2.13. Nous re-

marquons un bon accord entre les deux courbes sauf que le modèle de connexion discrète

donne une discontinuité au droit des connecteurs. Cette discontinuité se produit par la

nature de connexion discrète qui provoque des sauts de moment M = Mc +Ms au droit

du connecteur due à la présent de l’effort dans les connecteurs. D’où discontinuité puisque

la courbure κ =
Mc

(EI)c

=
Ms

(EI)s

.

La figure montre 2.14 la répartition du moment fléchissant total obtenue par les deux

modèles. Il est clair que deux courbes sont identiques puisque la poutre est isostatique

et soumise à un chargement statique donc le moment fléchissant total doit être unique,

quelque soit la nature de connexion.
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A la figure 2.15, on présente la répartition de l’effort normal dans la dalle. Nous remarquons

que le l’effort normal est discontinu au droit des connecteurs et qu’il est également plus

important pour le modèle de connexion discrète. Par ailleurs, pour le modèle de connexion

continue, l’effort normal est égal à l’intégrale de la distribution des efforts de cisaillement

longitudinaux.
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Figure 2.10 – Poutre P1 : Distribution du glissement le long de la poutre
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Figure 2.11 – Poutre P1 : Distribution du déplacement axial dans la dalle le long de la
poutre
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Figure 2.12 – Poutre P1 : Distribution du déplacement axial dans le profilé le long de la
poutre
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Figure 2.13 – Poutre P1 : Distribution de la courbure le long de la poutre
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Figure 2.14 – Poutre P1 : Distribution du moment fléchissant total le long de la poutre
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Figure 2.15 – Poutre P1 : Distribution de l’effort normal dans la dalle le long de la poutre

42 Thèse de doctorat



2.5. Comparaison de deux modèles de connexion

2.5.1.2 Influence de l’espacement des connecteurs

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que représenter la connexion, discrète par

nature, par un modèle continu conduit à des résultats acceptables. Dans ce paragraphe,

nous comparons le modèle de connexion continue avec 4 modèles de connexion discret équi-

valents qui correspondent à 4 espacements différents. Pour cela, nous conservons constante

la rigidité linéique ksc = 80 MPa et considérons les quatre espacements suivants (même si

les deux premiers ne sont pas autorisé en pratique) :

2500 mm , 1250 mm , 625 mm , 500 mm .

La rigidité équivalente discrète kst, déduite à partir de la relation (2.50) pour chaque

espacement, est donc :

200 MN/m , 100 MN/m , 50 MN/m , 40 MN/m .

Les figures 2.16, 2.17, 2.18 et 2.19 représentent l’influence de l’espacement des connec-

teurs sur la flèche, le glissement, le déplacement axial de la dalle et le déplacement axial

du profilé. Le tableau 2.1 présente les valeurs maximales du déplacement transversal v, du

glissement dsc et des déplacements longitudinaux uc et us obtenus à l’aide du modèle de

connexion continue et discrète pour les 4 espacements. De plus, ce tableau contient l’écart

en pourcentage entre des résultats maximum obtenus à l’aide du modèle de connexion

discrète et ceux obtenus à l’aide du modèle de connexion continue équivalente. Nous rap-

pelons que les valeurs maximum présentées se situe en bout de poutre, excepté pour la

flèche où son maximum se trouve à mi-travée.

Nous observons à la figure 2.16 et au tableau 2.1 que l’espacement influence très peu la

flèche (5.5% au maximum). Nous remarquons que la flèche diminue lorsque l’espacement

augmente et que le modèle continu prédit une flèche plus importante que les modèles dis-

crets. On en déduit que le modèle continu est plus souple que le modèle discret à raideur

longitudinale constante. En revanche, le choix du modèle et l’espacement ont une influence

plus importante sur le glissement. On constate à la figure 2.17 que le modèle continu sures-

time le glissement et l’écart entre modèle continu et discret atteint (-33.7% - voir tableau

2.1) pour l’espacement le plus important. Cette différence peut avoir des conséquences

importantes sur le dimensionnement lorsque le critère de glissement est dimensionnant.
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Valeur 
maximale 

Connexion 
continue 

Connexion discrète 
Espacement des connecteurs [mm] 

2500 1250 625 500 
[mm]v  4.795 4.545  

(-5.5%) 
4.592  

(-4.4%) 
4.674  

(-2.6%) 
4.695  

(-2.1%) 
[mm]scd   0.576 0.382 

(-33.7%) 
0.462 

(-19.8%) 
0.514 

(-10.8%) 
0.523 

(-9.2%) 
[mm]cu   0.168 0.273 

(62.5%) 
0.230 

(36.9%) 
0.202 

(20.2%) 
0.196 

(16.7%) 
[mm]su  0.262 0.426 

(62.3%) 
0.358 

(33.6%) 
0.315 

(20.2%) 
0.305 

(16.4%) 

Tableau 2.1 – Comparaison de deux modèles de connexion

Des conclusions similaires peuvent être faites pour les déplacements longitudinaux (voir

tableau 2.1). En ce qui concerne l’effort dans la dalle, la figure 2.20 montre que le modèle

de connexion continue donne la plus petite valeur maximale. L’espacement des connec-

teurs maximal qui correspond à 3 rangées de connecteurs, conduit à un effort normal

constant le long de la poutre. Cet effort est par ailleurs le plus faible pour le modèle de

connexion discret. On ne peut pas dégager une tendance sur l’évolution de l’effort normal

en fonction de l’espacement.
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Figure 2.16 – Poutre P1 : Influence de l’espacement des connecteurs sur la répartition de
la flèche le long de la poutre
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Figure 2.17 – Poutre P1 : Influence de l’espacement des connecteurs sur la répartition du
glissement le long de la poutre
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Connexion discrète: s=2500 mm
Connexion discrète: s=1250 mm
Connexion discrète: s=625 mm
Connexion discrète: s=500 mm
Connexion continue

Figure 2.18 – Poutre P1 : Influence de l’espacement des connecteurs sur la répartition du
déplacement axial dans la dalle le long de la poutre
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Connexion discrète: s=2500 mm
Connexion discrète: s=1250 mm
Connexion discrète: s=625 mm
Connexion discrète: s=500 mm
Connexion continue

Figure 2.19 – Poutre P1 : Influence de l’espacement des connecteurs sur la répartition du
déplacement axial dans le profilé le long de la poutre

0 1 2 3 4 5
−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

Abscisse [m]

E
ffo

rt
 n

or
m

al
 d

an
s 

la
 d

al
le

 [k
N

]

 

 
Connexion discrète: s=2500 mm
Connexion discrète: s=1250 mm
Connexion discrète: s=625 mm
Connexion discrète: s=500 mm
Connexion continue

Figure 2.20 – Poutre P1 : Influence de l’espacement des connecteurs sur la répartition de
l’effort normal dans la dalle le long de la poutre
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2.5.2 Poutre hyperstatique à deux travées inégales P2

Dans le paragraphe précédent, nous avons fait une comparaison entre le modèle de connexion

discrète et celui de connexion continue pour une poutre mixte isostatique simplement ap-

puyée. Nous avons remarquer que si la poutre est connectée par des connecteurs discrets

(goujons), l’écart de l’approche par connexion continue diminue lorsque l’espacement des

connecteurs augmente. Nous allons examiner si pour une poutre hyperstatique, les mêmes

conclusions peuvent être tirées.
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800mm
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Figure 2.21 – Description de la poutre de référence P2

Nous analysons dans ce paragraphe une poutre mixte à deux travées inégales reposant sur

trois appuis simples. Elle a une longueur totale de 18 m avec une première travée de 6 m et

une seconde travée de 12 m. La poutre est constituée d’un profilé IPE 200 connecté à une

dalle de béton dont la section est 880×100 mm2, renforcée par deux nappes d’armatures

de 5 HA12. La première travée est soumise à une charge uniforme répartie de 40 kN/m

tandis que la deuxième est soumise à une charge uniforme répartie de 20 kN/m comme

indiqué sur la figure 2.21. La connexion se fait par 19 paires de goujons Nelson, h = 75

mm, φ = 16 mm, régulièrement espacées sur la longueur de la poutre. Autrement dit,

l’espacement longitudinal des goujons, @, est égale à 1 m. La rigidité de chaque goujon
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sera prise égale à 150 MN/m. La rigidité du dispositif de connexion kst, servant dans la

simulation avec le modèle de connexion discrète, est donc égale à 2×150 = 300 MN/m. La

rigidité linéique équivalente de connexion ksc, servant dans la simulation avec le modèle

de connexion continue, vaut :

ksc =
kst

@
=

300

1
= 300MPa (2.106)

Les conditions aux limites cinématiques sont : v(x = 0) = 0, v(x = 6m) = 0 ,v(x =

12m) = 0 et us(x = 6m) = 0. Par souci de clarté, les axes de références de la poutrelle et de

la dalle passent par leurs centres de gravité. En pratique, au droit de l’appui intermédiaire,

la dalle fissure. Dans le présent exemple, cette fissuration n’est pas considérée (exemple

académique).

2.5.2.1 Comparaison des résultats

La poutre est simulé avec 19 éléments de connexion ponctuelle et 18 éléments de poutre

mixte non-connectée dans un premier temps, et ensuite avec 2 éléments de connexion conti-

nue. En observant les résultats fournis par deux modèles de connexion, nous constatons

ici que le modèle de connexion discrète conduit cette fois-ci à une flèche plus important

pour la seconde travée (écart 4mm) alors qu’en première travée la distribution de la flèche

est très proche pour les deux modèles (cf. Figure 2.22).

La distribution du glissement est donnée à la figure 2.23 pour les deux modèles. On ob-

serve que l’allure générale est la même pour les deux modélisations de la connexion avec un

comportement local (entre deux connecteurs) assez singulier pour la connexion discrète.

La discontinuité de pente, observée en connexion discrète, résulte de la discontinuité de

la courbure au droit d’un connecteur. Par ailleurs, la solution exacte conduit à une dis-

tribution cubique (charge uniformément répartie) du glissement entre deux connecteurs

avec une valeur du glissement plus important entre les connecteurs, ce qui explique l’allure

de la courbe de glissement. La connexion discrète conduit à un glissement maximal plus

important.

L’allure des déplacement axiaux est identique pour les deux modèles avec des valeurs de
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déplacement très proches pour la dalle en béton et quasi identiques pour le profilé en acier

(cf. Figures 2.24 et 2.25). L’espacement des goujons étant important (1m), on constate de

fortes discontinuités de courbure (cf. Figures 2.26) alors que les distributions du moment

fléchissant total est quasi identique pour les deux modèles (cf. Figure 2.27). Cette forte

discontinuité de la courbure, due à la présence d’un connecteur, se double d’une disconti-

nuité de l’effort normal (cf. Figure 2.28).
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Figure 2.22 – Poutre P2 : Distribution de la flèche le long de la poutre
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Figure 2.23 – Poutre P2 : Distribution du glissement le long de la poutre
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Figure 2.24 – Poutre P2 : Distribution du déplacement axial dans la dalle le long de la
poutre
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Figure 2.25 – Poutre P2 : Distribution du déplacement axial dans le profilé le long de la
poutre
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Figure 2.26 – Poutre P2 : Distribution de la courbure le long de la poutre
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Figure 2.27 – Poutre P2 : Distribution du moment fléchissant total le long de la poutre
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Figure 2.28 – Poutre P2 : Distribution de l’effort normal dans la dalle le long de la poutre
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2.6. Synthèse et Conclusions

2.6 Synthèse et Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons abordé la modélisation des poutres mixtes en considérant

deux modélisation de la connexion, à savoir un modèle de connexion discrète, conforme

à la réalité et un modèle de connexion continue. Après avoir listé les hypothèses et les

simplifications principales adoptées dans la modélisation, nous avons développé les équa-

tions fondamentales d’une poutre mixte acier-béton pour les deux modèles de connexion.

En supposant que la poutre se comporte de manière élastique linéaire, les équations fon-

damentales sont analytiquement résolues. La matrice de raideur exacte est déduite et

utilisée dans notre propre programme éléments finis qui est développé à l’aide de la lan-

gage Matlab. Ceci nous a permis d’analyser de manière exacte, avec un nombre minimum

d’éléments, le comportement élastique d’une poutre mixte à plusieurs travées et avec un

chargement chargée de manière quelconque.

Afin de comparer les deux modèles de connexion (discrète et continue), deux exemples ont

été traités dans ce chapitre. On peut conclure que dans le cas où l’espacement des connec-

teurs est petit, le modèle de connexion continue fournit un résultat quasi identique à celui

du modèle de connexion discrète, même avec un nombre d’éléments significativement ré-

duit. Ainsi, malgré que le modèle de connexion discrète soit plus conforme à la réalité

et qu’il reste simple à utiliser, il nécessite un plus grand nombre d’éléments, ce qui peut

être prohibitif pour des structures de taille importante. L’approche par une connexion

continue est raisonnable au niveau du temps de calcul, notamment avec une distribution

très dense des connecteurs. Par contre, lorsque les connecteurs sont espacés, il es néces-

saire d’utiliser le modèle de connexion discrète pour obtenir une distribution correcte des

efforts internes. Bien que l’on ne puisse tirer des conclusions générales concernant une

comparaison des deux modèles de connexion, puisque cela dépend de la structure et du

chargement, on peut dire que le modèle de connexion répartie à tendance à sous-estimer

la flèche. On doit ajouter que l’avantage premier du modèle de connexion discrète est un

meilleur conditionnement de la matrice de raideur.

Les modèles numériques développés dans ce chapitre permettent d’analyser la compor-

tement instantané de la poutre mixte en phase de service (domaine linéaire). Nous nous

proposons dans le chapitre suivant d’étudier le comportement au cours du temps de la
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poutre mixte, dû aux effets du temps sur le béton. Pour le comportement mécanique à

l’approche de la ruine (non-linéaire matériel), nous développons dans le chapitre 5 des

modèles appropriés d’éléments finis.
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CHAPITRE 3

LES EFFETS DU TEMPS DANS LE BÉTON

3.1 Introduction

Contrairement à l’acier, le béton est un matériau qui a un comportement qui évolue au

cours du temps. Cette dépendance vis-à-vis du temps conduit à une augmentation des

déplacements (déformations) et une redistribution plus ou moins significative des efforts.

Ce chapitre a pour l’objet d’analyser les effets du temps sur le comportement des poutres

mixtes acier-béton. Le comportement de l’acier et des goujons est supposé élastique linéaire

tandis que le comportement du béton est considéré comme viscoélastique vieillissant.

La modélisation du comportement viscoélastique est revue en détails. En particulier, la

formulation différentielle ”variables internes” et la formulation intégrale sont présentées

pour un solide viscoélastique. A partir d’une version discrétisée de la formulation intégrale,

une solution semi-analytique originale est développée pour les deux modèle de connexion.

Cette solution semi-analytique permet d’établir une matrice de raideur ”exacte” pour le

modèle viscoélastique discret. Il est dès lors possible d’analyser des poutres continues

avec un chargement arbitraire et des conditions d’appui générales. Cette solution semi-

analytique nous permettra d’évaluer les performances des méthodes simplifiées (AAEM,

EM et EM).

3.2 Comportement dépendant du temps du béton

Le comportement dépendant du temps du béton a été étudié par beaucoup de chercheurs

depuis qu’il a été observé pour la première fois, il y a environ un siècle. On attribue à

Hatt (1907) les premiers résultats sur le fluage du béton. Lorsqu’un spécimen en béton est

soumis à une charge permanente, une déformation instantanée se produit immédiatement.

Ensuite l’effet du fluage se manifeste et la déformation augmente graduellement avec le

temps. L’augmentation de la déformation avec le temps ne peut être négligée car elle peut

atteindre plusieurs fois la déformation instantanée. Le spécimen se déforme également

avec le temps sous l’action du retrait qui est indépendant de la charge et est provoqué par

la perte d’eau au cours des processus de dessication du béton et de carbonatation. La dé-
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formation totale de béton peut être considérée comme étant la somme d’une déformation

élastique qui apparâıt immédiatement après l’application de la charge, d’une déformation

du fluage qui dépend du temps et de la charge, et d’une déformation du retrait qui dépend

du temps mais ne dépend pas de la charge. Cette décomposition est une simplification

parce qu’en réalité, le fluage et le retrait sont deux phénomènes interdépendants.

L’évolution de la déformation du béton au cours du temps peut être illustrée en considérant

un spécimen soumis à une contrainte de compression uniaxiale constante σ0 à l’instant t0,

la température étant maintenue constante. La déformation totale du spécimen pour les

instants t > t0 peut s’exprimer comme (cf. Figure 3.1) :

ε(t) = εe(t) + εcp(t) + εsh(t) (3.1)

où εe(t) est le déformation instantanée, εcp(t) est la déformation de fluage et εsh(t) est la

déformation de retrait.

( )sh tε

( )e tε

( )cp tε

1t

1t

2t

2t
t

t

σ

ε
reprise élastique

reprise de fluage

Figure 3.1 – Déformation du béton au cour du temps
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3.2.1 Retrait

Le retrait du béton est définit comme un changement de volume du béton au cours du

temps indépendant de la charge externe appliquée et de la variation de température. Ce

changement de volume est dû à la perte de l’eau au cours du processus de dessication

du béton et de la carbonatation. Les processus de diffusion hydrique de retrait tendent

à se stabiliser à un an d’âge du béton. La déformation finale de retrait varie entre 500

et 1000 µm/m sachant que la déformation élastique ultime en traction n’excède pas 100

à 200 µm/m [39]. Par conséquence, le retrait est très souvent à l’origine des fissures que

l’on trouve fréquemment dans presque tous les types d’ouvrages en béton.

En général, le retrait peut être divisé en quatre différents types, appelé retrait chimique,

retrait plastique, retrait de dessiccation et retrait thermique [72].

Retrait chimique

Le retrait chimique est une conséquence directe des diverses réactions chimiques dans la

pâte de ciment. Il se produit pendant le phase d’hydratation. Ce retrait, mis en évidence

par Le Châtelier en 1894, résulte d’une diminution de volume (8 à 12% du volume

initial) de la pâte formée par rapport à la somme des volumes absolus des anhydres et de

l’eau [6].

Retrait plastique

Le retrait plastique est définie comme une diminution de volume pendant que le béton

se trouve dans la phase plastique, suite à une évaporation excessive de l’eau de gâchage,

soit après ressuage, soit par les pores. Lorsque l’eau de surface s’évapore plus rapidement

que l’eau de ressuage, il en résulte un retrait et les contraintes de tension en surface pro-

voquent l’apparition de petites fissures irrégulières. L’armature d’une structure en béton

ne peut pas contrôler ce type de fissuration parce que dans la phase plastique, l’adhérence

entre l’armature et le béton n’est pas encore établie.

Retrait de dessiccation

Le retrait de dessiccation ou retrait de séchage par définition, se traduit par un départ

d’eau inhérent à l’équilibre hydrique du matériau avec l’atmosphère ambiante non saturée
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et ce, dès la mise en place du béton. Il possède une amplitude très importante devant les

autres formes de retrait. La contraction produite permet l’évaporation de l’eau en excès,

nécessaire au malaxage du béton frais, et dépend donc de la teneur en eau initiale de la

composition de béton. Le retrait de dessiccation est notamment diminué si la proportion

”granulats/pâte de ciment” augmente [39]. Le retrait de dessiccation dépend fortement

de l’environnement hygrométrique et de ses variations (conditions de conservation) qui

interviennent sur l’accélération ou le ralentissement du séchage. Selon le matériau et son

épaisseur, le séchage peut prendre fin au bout de quelques années (structures massives)

[95].

Retrait thermique

Le retrait thermique est dû aux effets des gradients de température qui se manifestent

dans le béton lors de la dissipation de la chaleur d’hydratation. Au coeur d’éléments

massifs de structure, la température peut atteindre 50 à 70 C̊. Par conséquence, des

retraits différentiels d’origine thermique vont s’ajouter pour obtenir l’équilibre de l’élément

avec la température du milieu environnant [4]. La durée de la réaction d’hydration est

relativement courte puisque 60% de l’hydratation est obtenue au bout d’un jour et 90%

au bout de 4 à 5 jours. Par conséquence, le retrait thermique joue à très court terme.

3.2.2 Fluage

Le fluage est définit comme une augmentation graduelle des déformations d’un élément

de structure sous charge maintenue constante au cours du temps. Il peut être de même

ordre de grandeur que le retrait dû au séchage. Lorsqu’un élément de structure en bé-

ton est chargé, une déformation élastique instantanée apparâıt (cf. Figure 3.1). Tel qu’on

le définit, le fluage ne comprend aucune déformation élastique instantanée causée par le

chargement, ni le retrait ou gonflement engendrés par les variations de teneur en humidité.

Le fluage qui se produit dans un élément de structure en béton sec, sous charge, est une à

deux fois plus important que celui se produit dans les conditions normales d’humidité [7].

Si on ajoute à ce qui précède le retrait dû au séchage, et si l’on tient compte du fait que

le fluage peut être quelquefois beaucoup plus important que la déformation élastique lors

du chargement, on conçoit que ces facteurs puissent engendrer des effets considérables en

mécanique des structures. Si on enlève une charge permanente, la déformation décrôıt im-
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médiatement d’une quantité égale à la déformation élastique existant à un âge déterminé ;

elles est généralement inférieure à la déformation élastique créée au moment de la mise en

charge, car le module d’élasticité a augmenté au cours de la période intermédiaire. Cette

déformation de retour instantanée est suivie d’une diminution graduelle de la déformation,

c’est le fluage réversible. Ce retour n’est pas complet car le fluage n’est pas un phénomène

réversible.

La déformation de fluage se décompose suivant trois phases d’évolution (primaire, secon-

daire et tertiaire) qui possèdent des caractéristiques différentes en terme de déformation

εcp (creep strain), de vitesse de déformation ε̇cp (creep strain rate) et d’accélération de la

déformation ε̈cp (creep strain acceleration) [111]. La déformation de fluage complète, c’est-

à-dire, avec les trois phases (primaire, secondaire et tertiaire) n’est observée que lorsque la

contrainte est proche de la résistance limite. En pratique, le niveau de contrainte au sein

d’une structure, reste relativement faible et n’engendre que les phases de fluage primaire à

secondaire [49], [39]. Dans cette gamme de contraintes, le mécanisme de fluage a tendance

à modifier le béton en le compactant, ce qui lui confère un gain de résistance [105]. On

remarque que la vitesse de déformation reste toujours positive ε̇cp > 0, quelque soit la

phase d’évolution, tandis que différentes accélérations de la déformation ε̈cp pour chaque

phase sont à distinguer :

– Phase primaire : l’accélération est négative ε̈cp < 0 et ce qui conduit à une stabilisation

de la déformation (comportement asymptotique).

– Phase secondaire : l’accélération oscille autour d’une valeur nulle ε̈cp ≈ 0 entrâınant

une évolution de la déformation à vitesse constante.

– Phase tertiaire : l’accélération devient positive ε̈cp > 0. La déformation augmente rapi-

dement jusqu’à la rupture provoquée du béton.

Le fluage est influencé par les facteurs suivants :

– Charge appliquée : dans une période de temps et à condition que le niveau de charge

appliquée ne passe pas de 40% de la résistance en compression de béton, la déformation

du fluage est proportionnelle à la charge appliquée [1].
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Figure 3.2 – Évolution de la déformation de fluage complète

– Température : pour une température comprise entre 18̊ C et 82̊ C, la déformation du

fluage est proportionnelle à la température [44].

– Âge de béton au moment de l’application de la charge : un béton mûr produit une petite

déformation de fluage.

– Humidité relative de l’ambiance : plus l’humidité relative est importante, plus la défor-

mation de fluage est petite.

– Dimension de l’élément de béton : la déformation du fluage est plus grande dans les

structures en béton de petites dimensions comparée à celle dans les structures de grandes

dimensions.

– Composition du béton : la déformation du fluage est influencée par le type de ciment,

l’agrégat et le rapport entre eau et ciment utilisé pour la composition du béton. Un

agrégat avec un module de Young faible va développer une déformation de fluage plus

grande qu’un agrégat avec un module de Young important. Le rapport entre eau et

ciment influence fortement l’intensité du fluage ; par exemple, pour un rapport de 65%,

la déformation de fluage finale peut être trois fois plus élevée que pour un rapport de

40% [128].
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3.2.3 Fluage en traction

Alors que le fluage du béton en compression a été considérablement étudié, le cas du

fluage en traction est moins bien connu. Le mécanisme de fluage en traction est différent

du mécanisme de fluage en compression bien qu’à même niveau de contrainte, l’amplitude

de la déformation soit similaire. En pratique, la mesure de l’amplitude et de la vitesse du

fluage en traction est compliquée en raison de la difficulté à bien isoler la déformation du

fluage de la déformation du retrait qui peut être grande par rapport à celle de fluage [70].

Certaines observations expérimentales montrent que, pour un même niveau de contrainte,

le fluage en compression et le fluage en traction sont similaires, [73], tandis que d’autres

observations expérimentales indiquent que la déformation de fluage en traction est plus

grande que celle de fluage en compression [80]. Dans notre étude, nous considérerons que

l’amplitude et le développement du fluage du béton en traction est similaire à celle du

fluage de béton en compression. En adoptant cette hypothèse, plusieurs chercheurs ont

obtenu un bon accord avec les résultats expérimentaux dans leurs analyses [35], [123].

3.3 Viscoélasticité linéaire

Le comportement viscoélastique d’un matériau se situe entre le comportement parfaite-

ment élastique d’un solide et celui parfaitement visqueux d’un fluide. Un solide parfai-

tement élastique possède une parfaite mémoire de sa forme originale, alors qu’un fluide

visqueux n’a aucune mémoire de sa forme originale. Après suppression du chargement, un

fluide se déforme de manière continue pour prendre la forme de son container. Un maté-

riau viscoélastique possède à la fois les caractéristiques d’un solide élastique et celui d’un

solide visqueux. On dira qu’il possède une mémoire partielle de sa forme originale. Cette

mémoire partielle implique que le comportement d’un matériau viscoélastique dépende

de son histoire récente. On peut citer comme exemples de matériaux viscoélastiques : les

plastiques, le bois, le béton etc...

Le comportement d’un matériau viscoélastique se caractérise par deux fonctions : la fonc-

tion de fluage et la fonction de relaxation. La fonction de fluage d’un matériau s’obtient

en appliquant un état de contrainte constant au solide viscoélastique. Elle se déduit de

la réponse en déformation. La fonction de relaxation s’obtient en appliquant un état de
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déformation constant au solide viscoélastique et est déduite de la réponse en contrainte

du solide .

Un matériau viscoélastique est dit linéaire si, à un instant donné, la contrainte est une

fonction linéaire de la déformation. Bon nombre de matériaux sont quasi linéaires pour un

intervalle plus ou moins grand de contrainte mais exhibent un comportement non-linéaire

au-delà d’un certain niveau de contrainte ou après un certaine durée.

Dans cette section 3.3, les équations décrivant le comportement viscoélastique linéaire

sont revues en détails. Pour les modèles non-vieillissants, ces équations peuvent être dé-

crites de deux manières différentes : la forme différentielle et la forme intégrale pour

laquelle le concept des variables internes s’applique. La formulation différentielle s’obtient

en considérant un assemblage de ressorts élastiques et d’amortisseurs visqueux. A partir

de la fonction de fluage (ou de relaxation), la formulation intégrale s’obtient en utilisant

le principe de superposition de Boltzmann. Tous les développements sont faits en 1D

(modèle fibre), l’extension au cas 3D ne posant pas de problème particulier.

3.3.1 Formulation différentielle : Différents modèles rhéologiques

Des modèles viscoélastiques ont été très tôt proposés ; au départ empiriques, ils se sont

vite basés sur la rhéologie du système où un (ou plusieurs) ressort élastique et un (ou plu-

sieurs) amortisseur mis en parallèle ou en série. L’élongation du système mesurée sur le

montage rhéologique corresponds à la déformation ε(t), et la force appliquée (qui produit

cette élongation) corresponds à la contrainte σ(t).

Lorsque les éléments sont connectés en parallèle, la déformation de chaque éléments est

identique et la contrainte totale s’obtient en sommant les contraintes sollicitant chaque

élément. Lorsque les éléments sont connectés en série, la contrainte dans chaque éléments

est identique et la déformation totale s’obtient en sommant les déformations de chaque

élément. En utilisant ces deux règles, une équation différentielle décrivant le comporte-

ment uniaxial s’obtient. De la même manière que pour le comportement élastique, on

supposera le comportement visqueux homogène (indépendant de la variable d’espace).
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Un élément élastique est représenté par un ressort linéaire, la déformation et la contrainte

étant reliées par

σ = Eεe (3.2)

où E est le module d’Young du ressort. L’élasticité est associée à l’énergie U(ε) emma-

gasinée dans le ressort :

U(εe) =
1

2
E(εe)2 (3.3)

Cette énergie est restituée dès que la cause est supprimée. Elle caractérise l’aptitude du

système à retrouver son état initial (après avoir été déformé).

Un élément visqueux est représenté par un amortisseur linéaire, la contrainte dépendant

du taux de déformation :

σ = ηε̇v (3.4)

où η est le coefficient de viscosité. L’énergie dissipée par l’amortisseur est

ϕ(ε̇v) =
1

2
η(ε̇v)2 (3.5)

La viscosité représente la faculté d’un corps à s’écouler de façon irréversible. Le matériau

viscoélastique se trouve donc dans un état intermédiaire entre le solide de Hooke (pure-

ment élastique) et le fluide de Newton (purement visqueux). La différence essentielle avec

un modèle de type ”́elasto-visco-plastique” est que l’écoulement inélastique (irréversible)

n’est pas lié à un seuil.

3.3.1.1 Modèle de Maxwell

E η
σσ

eε vε

ε

Figure 3.3 – Modèle de Maxwell
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Le modèle de Maxwell est un modèle viscoélastique linéaire simple qui consiste à mettre

en série un ressort élastique linéaire et un amortisseur (cf. Figure 3.3). Puisque ces éléments

sont connectés en série, les déformations dans chacun des éléments sont différentes mais

les contraintes sont identiques. Soient εe la déformation du ressort et εv la déformation de

l’amortisseur respectivement, soit σ la contrainte dans les deux éléments. Dans ce modèle

εv joue le rôle de variable interne. εe est lié à σ par la relation (3.2) et εv est lié à σ

par la relation (3.4). Les deux éléments étant en série, la déformation totale s’obtient en

additionnant les deux déformations :

ε = εe + εv (3.6)

Différenciant les équations (3.2) et (3.6) par rapport à la variable temps et les combinant

avec l’équation (3.4), on est conduit à :

Eε̇ = σ̇ +
E

η
σ (3.7)

Cette équation différentielle est précisément la loi de comportement d’un matériau visco-

élastique linéaire représenté par le modèle de Maxwell.

Pour obtenir la fonction de relaxation du modèle de Maxwell, l’équation (3.7) est résolue

pour une déformation constante, autrement dit ε(t) = ε0H(t), où H(t) est la fonction

échelon de Heaviside. L’équation (3.7) devient :

Eε0δ(t) = σ̇ +
1

τ
σ (3.8)

où δ(t) est la distribution de Dirac, et τ =
η

E
.

La résolution de (3.8) nécessite une condition initiale. L’application soudaine d’une défor-

mation en t = 0 implique que la dérivée
dε

d t
est singulière. Pour lever cette difficulté, on

intègre en faisant intervenir le point immédiatement avant t = 0 et le point immédiatement

après t = 0, ce qui conduit à :

E
(
ε(t+0 )− ε(t−0 )

)
= σ(t+0 )− σ(t−0 ) +

E

η

∫ t+0

t−0

σ(t)dt (3.9)
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Quand t tends vers zéro, le dernier terme de cette équation tend vers zéro, et

Eε0 = σ0 (3.10)

avec ε0 = ε(0+) et σ0 = σ(0+) sont les valeurs de la contrainte et de la déformation juste

à droite de t = 0. Ainsi, la condition initiale du modèle de Maxwell est la réponse

élastique instantanée du ressort, et la déformation initiale de l’amortisseur est nulle. Avec

cette condition initiale, la solution de l’équation (3.8) est :

σ(t) = ε0E exp

(
− t

τ

)
(3.11)

Le module de relaxation, R(t), est obtenu à partir de la réponse en contrainte :

R(t) =
σ(t)

ε0

= E exp

(
− t

τ

)
(3.12)

En général, le module de relaxation est toujours une fonction monotone décroissante du

temps. Pour obtenir la fonction de fluage du modèle de Maxwell, l’équation (3.7) est

résolue pour une contrainte constante σ(t) = σ0H(t). L’équation (3.7) devient :

E ε̇ = σ0δ(t) +
E

τ
σ0H(t) (3.13)

En intégrant cette équation et en faisant intervenir la condition initiale (3.10), la solution

est :

ε(t) =
σ0

E
+
σ0

τ
t (3.14)

La fonction de fluage J(t) est obtenue à partir de la réponse en déformation :

J(t) =
ε(t)

σ0

=
1

E
+

1

τ
t (3.15)

Le modèle de Maxwell est un modèle simple de fluide viscoélastique, car il y a écou-

lement pour toute valeur de contrainte σ. Il permet de reproduire l’élasticité instantanée

mais il n’est pas satisfaisant pour modéliser le fluage d’un matériau car J(t) est une

fonction linéaire de t conduisant ainsi à une relation linéaire entre la contrainte et la

déformation.
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3.3.1.2 Modèle de Kelvin

Un autre modèle viscoélastique élastique est celui de Kelvin. C’est un modèle constitué

d’un ressort et d’un amortisseur mis en parallèle (cf. Figure 3.4). Puisque les éléments

sont connectés en parallèle, les contraintes sont différentes dans chaque composant mais

les déformations sont identiques : εe = εv = ε. La contrainte s’obtient en sommant la

contrainte dans l’amortisseur ηε̇ et la contrainte dans le ressort Eε :

ηε̇+ Eε = σ (3.16)

Cette équation différentielle est précisément la loi de comportement d’un matériau visco-

élastique linéaire décrit par le modèle de Kelvin.

E

η

σ

ε

σ
1σ

2σ

Figure 3.4 – Modèle de Kelvin

Contrairement au modèle de Maxwell, le modèle de Kelvin n’a pas de module de

relaxation. Lorsque une déformation constante est imposée, ε(t) = ε0H(t), l’équation

(3.16) devient :

ε0 [τ δ(t) +H(t)] = σ(t) (3.17)

où le premier terme de la parenthèse conduit à une contrainte infinie à l’instant t = 0,

qui est physiquement inaccessible. Ceci signifie que ce modèle ne permet pas de décrire la

relaxation. Par ailleurs, pour obtenir la fonction de fluage de ce modèle, l’équation (3.16)

est résolue pour une contrainte constante σ(t) = σ0H(t) :

ηε̇+ Eε = σ0H(t) (3.18)
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La solution de cette équation différentielle est de la forme :

ε(t) =
σ0

E

[
1− exp

(
− t

τ

)]
(3.19)

Le fonction de fluage est déduite à partir de la réponse en déformation :

J(t) =
ε(t)

σ0

=
1

E

[
1− exp

(
− t

τ

)]
(3.20)

Le modèle de Kelvin est le modèle le plus simple de solide viscoélastique. Il permet

de reproduire l’élasticité retardée (fluage), mais pas l’élasticité instantanée. Toutefois, ce

modèle peut être combiné avec un ressort pour obtenir un modèle plus complet comme

présenté dans la section qui suit.

3.3.1.3 Modèle de Zener

Les modèles de Maxwell et de Kelvin ne sont pas capables de prendre en compte à

la fois l’élasticité instantanée (déformation élastique initiale) et l’élasticité différée (com-

portement asymptotique élastique). Un modèle plus pratique, appelé modèle de Zener,

s’obtient en combinant en série un modèle de Kelvin et un ressort, comme le montre

la figure 3.5. Soient εe la déformation du ressort de raideur E0 et εv la déformation de

l’élément de Kelvin. La déformation totale est la somme des deux déformations :

ε = εe + εv (3.21)

La contrainte dans le ressort est identique à la contrainte dans l’élément de Kelvin, pour

lequel nous avons la relation suivante :

σ = E0ε
e = ηε̇v + E εv (3.22)

La combinaison de deux équations ci-dessus conduit à :

E0 + E

η E0

σ +
1

E0

σ̇ = ε̇+
1

τ
ε (3.23)
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E

η

σ

vε
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Figure 3.5 – Modèle de Zener

Cette équation différentielle est précisément la loi de comportement d’un matériau visco-

élastique linéaire représenté par le modèle de Zener.

Pour obtenir la fonction de fluage de ce modèle, l’équation (3.23) est résolue pour une

contrainte constante σ(t) = σ0H(t). L’équation (3.23) devient :

ε̇+
1

τ
ε =

E0 + E

η E0

σ0H(t) +
1

E0

σ0δ(t) (3.24)

Multipliant les deux membres de l’équation (3.24) par un facteur d’intégration exp
(

t
τ

)
et

intégrant de 0 à t, on obtient :

exp

(
t

τ

)
ε(t)− ε(0) =

E0 + E

E0E
σ0

[
exp

(
t

τ

)
− 1

]
(3.25)

Vu que εv(0) = 0, la condition initiale nous est donnée par le ressort élastique ε(0) = σ0

E0
.

En utilisant cette condition, la réponse en déformation du modèle de Zener est :

ε(t) =
σ0

E0

+
σ0

E

[
1− exp

(
− t

τ

)]
(3.26)

ce qui permet de déduire la fonction de fluage de ce modèle :

J(t) =
ε(t)

σ0

=
1

E0

+
1

E

[
1− exp

(
− t

τ

)]
(3.27)
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3.3.1.4 Modèle de Kelvin généralisé

Le modèle de Kelvin généralisé est construit à partir d’un groupement en série des

plusieurs élément de Kelvin et un élément de Zener. L’équation constitutive de ce

modèle est :

σ(t) +
m∑

i=1

ai
∂iσ(t)

∂ti
= E0ε(t) +

m∑
i=1

bi
∂iε(t)

∂ti
(3.28)

Pour ce modèle, la fonction de fluage est de la forme :

J(t) =
1

E0

+
m∑

i=1

1

Ei

(
1− e

− t
τi

)
(3.29)

Ce modèle sera développé dans le détail pour le cas du matériau vieillissant au paragraphe

3.3.3.3.

0E
1E

1η

σ σ
2E

2η

iE

iη

mE

mη

Figure 3.6 – Modèle rhéologique de Kelvin généralisé

3.3.2 Formulation intégrale

L’usage de la formulation différentielle s’avère pratique lorsque l’histoire de contrainte

(déformation) est constante mais peu conviviale lorsque l’histoire de contrainte (déforma-

tion) est arbitraire. En revanche, la formulation intégrale permet de traiter ce dernier cas.

Une relation de comportement intégrale peut décrire toutes les caractéristiques contenue

dans une équation différentielle. Le formulation intégrale exploite la linéarité du compor-

tement exprimée par ε = σJ(t, τ) et fait intervenir deux variable temps : t qui correspond

à l’instant courant, et τ qui retrace l’histoire, τ ≤ t. Ainsi, le module de fluage est une

fonction à la fois de t et τ . Pour un matériau non-vieillissant, le matériau ne change pas

avec le temps, et donc son module de fluage reste invariable sous l’effet d’une translation.

Ainsi, J(t, τ) = J(t− τ), τ ≤ t, dépend uniquement de la différence t− τ .
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Figure 3.7 – Principe de superposition

Si on applique une contrainte σ(t1) = σ1 à l’instant t1, alors le processus de fluage com-

mence en t1 et la déformation crôıt en suivant la relation ε(t) = σ1 J(t, t1) pout t ≥ t1.

Si la contrainte ne change pas alors, l’évolution de la déformation est décrite par cette

équation pour tous les instants t ≥ t1. Par contre, si en t = t2, un incrément de contrainte

σ2 vient s’ajouter, alors pour les instants t ≥ t2, une déformation supplémentaire égale

σ2 J(t− t2) est produite selon le même module de fluage mais commence à l’instant t = t2.

Donc, la déformation totale pour t ≥ t2 est déterminée par le principe de superposition

de Boltzmann [42] (cf. Figure 3.7) comme :

ε(t) = σ1 J(t, t1) + σ2 J(t, t2) (3.30)

La procédure décrite ci-dessus se généralise aisément. En considérant une histoire de

contrainte arbitraire σ(t) non-nulle pour t ≥ t1, l’incrément de contrainte est donné par

dσ =
dσ

dτ
dτ , avec dτ l’incrément de temps. En utilisant le principe de Boltzmann, la

contrainte totale à l’instant t est la somme des contraintes produite par chaque incrément

de déformation aux instants t < τ

ε(t) =

∫ t

t1

J(t, τ)
dσ(τ)

dτ
dτ (3.31)

Il est à noter que l’intégral dans l’équation (3.31) est une généralisation de l’intégrale
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ordinaire (intégrale de Riemann), appelé intégrale de Stieltjes, où la continuité par

morceaux de l’historique des contraintes σ(t) est permise. Considérons un matériau libre

de contrainte jusqu’à l’âge t1 auquel on applique soudainement une contrainte σ(t1) qui

par le suite varie continûment σ(t). L’équation (3.31) s’écrit à l’aide de l’intégrale de

Riemann suivante :

ε(t) = σ(t1)J(t, t1) +

∫ t

t1

J(t, τ)
dσ(τ)

dτ
dτ + εsh(t) (3.32)

avec εsh(t) la déformation de retrait qui est une fonction du temps uniquement. Lorsque

l’histoire de déformation ε(t) est imposée, l’équation (3.31) ou (3.32) représente une équa-

tion intégrale pour l’histoire de contrainte σ(t). Il s’agit d’une équation intégrale de Vol-

terra [139], un cas particulier des équations intégrales du second type. La fonction de

fluage J(t, τ) est la fonction opérateur intégral du noyau.

Le béton étant un matériau vieillissant, la fonction J(t, τ) dépend non seulement du temps

retardé t− τ mais encore des instants t et τ . Les courbes de fluage du béton sollicité aux

différents âges τ sont très différentes [81]. Dans ce cas, la théorie basée sur l’équation (3.31)

ou (3.32) est appelée la viscoélasticité linéaire vieillissante. A cause du vieillissement, la

méthode de transformation de Laplace, très efficace pour la théorie de viscoélasticité li-

néaire non-vieillissante, ne peut malheureusement pas être utilisée. Ainsi le vieillissement

est la complication majeure de la théorie de fluage du béton.

Le principe de superposition de Boltzmann peut être appliqué de façon différente en

exprimant l’équation intégrale de superposition en fonction du module relaxation R(t, τ),

qui est défini comme la contrainte causée par une déformation unitaire constante imposée

à l’instant τ . De cette manière, l’histoire de la contrainte peut s’exprimer en fonction de

l’histoire de la déformation comme suit :

σ(t) =

∫ t

0

R(τ, t) d [ε(τ)− εsh(τ)] (3.33)

L’incrément de déformation du retrait doit être soustrait de l’incrément de déformation

totale dans l’équation (3.33) puisque le développement du retrait, par définition, est in-

dépendant de la contrainte. Pour les matériaux vieillissants, les fonctions de fluage sont
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assez complexes car elles dépendent de beaucoup de paramètres. L’expression complète

de la fonction de fluage du béton utilisée pour les applications numériques est donnée an

Annexe II.

t

( , )R t τ
( )E τ

1t 2t 3t 4t

1

( ,
)

R
t t 2

( ,
)

R
t t 3

( ,
)

R
t t

4

( , )
R t t

log( )t τ−

( , )R t τ

1tτ =
2tτ =
3tτ =
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Figure 3.8 – Courbes de relaxation [25] : (a) échelle normale de temps ; (b) échelle loga-
rithmique de temps

3.3.3 Approximation du comportement viscoélastique

On cherche à intégrer l’histoire de déformation/contrainte. En générale, l’équation inté-

grale (3.32) ne peut être résolue analytiquement pour une forme réaliste de J(t, τ). Une

solution numérique, dans laquelle l’intégrale est approchée par une somme discrète, doit

être envisagée. Une première approche consiste à discrétiser en temps la relation (3.32).

Cette méthode, développée au paragraphe 3.3.3.1, est fastidieuse et nécessite de stocker

des informations relatives à l’histoire de chargement. Pour éviter ce genre de problème,

des méthodes dites algébriques (méthode à un pas) seront utilisées. Une autre façon de

procéder consiste à approcher le fonction de fluage par une série de Dirichlet (variables

internes). Ceci permet de réduire considérablement le stockage bien que l’algorithme soit

complexe à mettre en oeuvre et l’identification n’est pas aisée.

3.3.3.1 Méthode générale (pas-à-pas)

L’intervalle de temps [t1; t] est subdivisé en N incréments t1, t2, ... tn, ... tN . L’intégrale de

la relation (3.32) est approximée à l’aide d’un schéma trapézöıdal dont l’erreur est d’ordre
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2. Nous obtenons la relation contrainte-déformation suivante (voir [21], [23] pour plus de

détails) :

ε(n) ∼= ε
(n)
sh + σ(1)Jn,1 +

1

2

n−1∑
i=1

(Jn,i+1 + Jn,i)
(
σ(i+1) − σ(i)

)
(3.34)

où ε(i), σ(i) désignent respectivement la déformation et la contrainte calculées aux instants

ti et Ji,j = J(ti, tj).

L’équation (3.34) est transformée de la manière suivante :

σ(n) ∼= E(n)
(
ε(n) − ε

(n)
sh

)
+

n−1∑
i=1

Ψn,iσ
(i) (3.35)

où

E(n) =
2

Jn,n + Jn,n−1

(3.36)

et

Ψn,i =


Jn,2 − Jn,1

Jn,n + Jn,n−1

si i = 1

Jn,i+1 − Jn,i−1

Jn,n + Jn,n−1

si i > 1
(3.37)

La relation (3.35) donne la contrainte à l’instant tn en fonction de la déformation à l’instant

tn et de la valeur des contraintes aux pas de temps précédents. A chaque pas de temps,

l’histoire de contrainte est connue et donc la relation (3.35) est équivalente affine à un

comportement linéaire élastique avec déformations inélastiques [81]. La relation (3.35)

sera utilisée dans un modèle poutre à fibres pour le calcul pratique des effets du temps

dans les structures mixtes.

3.3.3.2 Méthodes algébriques

Afin de s’affranchir de la nécessité de résoudre l’équation intégrale (3.32), des méthodes

dites algébriques basées sur l’hypothèse de linéarité entre la déformation et le coefficient de

fluage ont été proposées par plusieurs auteurs [22], [78], ([99]). Ces méthodes conduisent

à une forme simplifiée de l’équation intégrale (3.32) :

ε(t) = σ(t1)J(t, t1) + [σ(t)− σ(t1)] J(t, τ) + εsh(t) (3.38)
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où τ ⊆ [t1; t]. Chaque méthode propose une forme différente de J(t, τ). Dans littérature,

trois méthodes algébriques sont souvent utilisées :

– méthode du module effectif (EM method).

– méthode de la contrainte moyenne (MS method).

– méthode du module effectif ajusté (AEMM method).

Ces trois méthodes sont détaillées dans les paragraphes qui suivent.

Méthode du module effectif (EM method)

Cette méthode, proposée par McMilan en 1916 [99], est la méthode la plus simple.

L’auteur considère que la fonction de fluage n’évolue pas au cours du temps :

J(t, τ) = J(t, t1) (3.39)

L’équation (3.38) devient donc :

σ(t) = EEM [ε(t)− εsh(t)] (3.40)

où EEM est appelé le module effectif, donné par :

EEM =
1

J(t, t1)
=

E(t1)

1 + ϕ(t, t1)
(3.41)

Dans cette méthode, la variation de contrainte dans l’intervalle de temps [t1; t] est négligée

et la contrainte est toujours considérée être égale à la valeur finale. Ainsi, cette méthode

est exacte à condition que les contraintes restent constantes à partir de l’application du

chargement, ce qui est loin d’être vrai dans les structures hyperstatiques où il y a toujours

une redistribution des contraintes due au fluage. Par conséquence, cette méthode peut

engendrer des erreurs importantes, notamment pour la réponse à long terme de structures

chargées au jeune âge [21]. Il est à noter, en utilisant cette méthode, que l’analyse des

effets du temps peut être traitée comme une analyse élastique équivalente, où le module

de Young du béton Ec est multiplié par un coefficient 1/ [1 + ϕ(t, t1)].
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Méthode de la contrainte moyenne (MS method)

Cette méthode a été proposée par Hansen en 1964 [78]. La fonction de fluage a l’expres-

sion suivante :

J(t, τ) =
1

2
[J(t, t) + J(t, t1)] (3.42)

L’équation (3.38) devient :

σ(t) = EMS [ε(t)− εsh(t)] + ΨMS σ(t1) (3.43)

avec :

EMS =
2

J(t, t) + J(t, t1)
(3.44)

ΨMS =
J(t, t)− J(t, t1)

J(t, t) + J(t, t1)
(3.45)

On constate que cette méthode correspond au cas particulier de la méthode pas-à-pas

avec un pas unique.

Méthode du module effectif ajusté (AAEM method)

Cette méthode a été initialement proposée par Trost en 1967 [132] et ensuite améliorée

par Bažant en 1972 [22]. La fonction J(t, τ) est donnée par l’expression suivante :

J(t, τ) =
1 + χ(t, t1) ϕ(t, t1)

Ec(t1)
(3.46)

où χ(t, t1) est le coefficient de vieillissement, donné par :

χ(t, t1) =
Ec(t1)

Ec(t1)−R(t, t1)
− 1

ϕ(t, t1)
(3.47)

avec R(t, t1) désignant la fonction de relaxation.

En combinant les équations (3.38) et (3.46), nous obtenons :

σ(t) = EAAEM [ε(t)− εsh(t)] + ΨAAEM σ(t1) (3.48)
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où :

EAAEM =
Ec(t1)

1 + χ(t, t1) ϕ(t, t1)
(3.49)

ΨAAEM =
1

J(t, t) + J(t, t1)
(3.50)

EAAEM est appelé le module effectif ajusté car le coefficient de vieillissement χ ajuste es-

sentiellement le module effectif afin de prendre en compte l’effet de vieillissement. Bažant

et Najjar (1973) [31] ont montré que cette méthode fournit une bonne approximation de

la solution exacte. Il est à noter que l’application des méthodes MS et EM est directe, tan-

dis que la méthode AAEM nécessite la connaissance de la fonction de relaxation R(t, t1),

qui n’est pas, en général, connue analytiquement. Par définition, la fonction de relaxa-

tion R(t, t1) est l’histoire de contraintes produite par une déformation unitaire imposée.

Ainsi la fonction de relaxation R(t, t1) peut être calculée en résolvant l’équation intégrale

suivante :

J(t, t1)R(t1, t1) +

∫ t

t1

J(t, τ) dR(τ, t1) = 1 (3.51)

L’équation (3.51) est résolue numériquement en utilisant la procédure pas-à-pas. Le détail

de cette résolution se trouve en Annexe III.

Afin d’éviter la résolution numérique de l’équation intégrale (3.51) qui peut s’avérer com-

pliquée, on peut utiliser une formule semi-empirique, proposée par Bazant et Kim (1979)

[30] :

R(t, t1) =
0.992

J(t, t1)
− 0.115

J(t, t− 1)

[
J((t+ t1)/2, t1)

J(t, (t− t1)/2)
− 1

]
(3.52)

3.3.3.3 Approche par les variables internes : méthode incrémentale (”Rate-

type”)

La méthode générale (pas-à-pas), qui repose sur l’intégrale héréditaire, fournit un résultat

avec une précision satisfaisante (erreur d’ordre deux), mais elle nécessite de stocker toute

histoire de contrainte à chaque point d’intégration de chaque élément fini, ce qui peut être

volumineux pour des structures de taille importante. Afin d’éviter le stockage et l’inté-

gration de toute histoire des contraintes, les formes intégrales de la relation contrainte-

déformation (3.31) ou (3.33) peuvent être transformées en formes différentielles (rate-type)
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en se basant sur le modèle rhéologique de viscoélasticité vieillissant de Maxwell ou de

Kelvin. Il s’agit de formulations dites ”rate-type”, proposées par Bažant [34]. Dans une

formulation de type différentiel, l’histoire de la sollicitation est caractérisée par les valeurs

actuelles des variables internes. Puisque le nombre de variables internes est fixé, le coût

de calcul de chaque pas est constant, indépendant du nombre de pas de l’analyse.

Approche par modèle de Kelvin généralisé

Les modèles rhéologiques de type Kelvin et Maxwell peuvent être mis avantageusement

en parallèle et/ou en série. L’assemblage est alors appelé modèle de Kelvin (Maxwell)

généralisé. De plus, l’effet du vieillissement est pris en compte en considérant des modules

de Young et des amortisseurs qui dépendent du temps. Dans notre travail, nous utilisons

le modèle de Kelvin généralisé.

Bažant a montré dans un article en 1974 [34] que l’on peut développer en série de

Dirichlet toute fonction de fluage J(t, τ) sous la forme :

J(t, τ) ≈
1

E0

+
m∑

i=1

1

Di(τ)

[
1− exp (−t− τ

τi
)

]
(3.53)

où τi=1..m sont les paramètres fixés, appelés les temps de retard ; E0 est le module asymp-

totique et Di=1..m sont les modules dépendant du temps qui sont déterminés par identifi-

cation numérique de sorte que l’expression analytique (3.53) soit la plus proche possible la

courbe du CEB-FIP Model Code 1990 [1]. Le détail de cette identification est présenté

en Annexe VII.

0E
1( )E t 2 ( )E t ( )iE t ( )mE t

1( )tη 2 ( )tη ( )i tη ( )m tη

( )tσ ( )tσ

Figure 3.9 – Modèle vieillissant de Kelvin généralisé
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En substituant la relation (3.53) dans la relation intégrale (3.32), nous obtenons :

ε(t)− εsh(t) =
m∑

i=0

εi(t) (3.54)

où

ε0(t) =

∫ t

0

1

E0

dσ(τ) =
σ(t)

E0

(3.55)

εi(t) =

∫ t

0

1

Di(τ)

[
1− exp (−t− τ

τi
)

]
dσ(τ) (3.56)

La relation (3.54) signifie que la déformation totale dépendant des contraintes est la somme

de la contribution de m + 1 éléments couplés en série. Selon la relation (3.55), l’élément

numéro 0 est un ressort élastique de raideur E0. Pour déterminer le modèle rhéologique

des autres éléments, nous différentions tout d’abord la relation (3.56) :

ε̇i(t) =

∫ t

0

1

τiDi(τ)
exp

(
−t− τ

τi

)
dσ(τ) (3.57)

En combinant cette relation avec la relation (3.56), nous trouvons :

εi(t) + τi ε̇i(t) =

∫ t

0

dσ(τ)

Di(τ)
(3.58)

Pour éliminer la forme intégrale du second membre de l’équation (3.58), nous devons

différentier encore une fois la relation (3.58) :

ε̇i(t) + τi ε̈i(t) =
σ̇(t)

Di(t)
(3.59)

Nous constatons intuitivement que l’équation (3.59) représente l’expression mathématique

d’un élément viscoélastique de Kelvin (un ressort couplé en parallèle avec un amortis-

seur), mais avec des caractéristiques mécaniques qui dépendent du temps. Néanmoins,

le comportement d’un ressort de raideur vieillissant Ei(t) ne peut pas être écrit comme

σi(t) = Ei(t)εi(t) car certaines conditions thermodynamiques liées à la nature du processus

de vieillissement peuvent être violées (voir [23], [24] pour plus de détails). Le comportement

d’un ressort de raideur vieillissant doit plutôt être écrit comme σ̇i(t) = Ei(t)ε̇i(t). Ainsi,

si nous considérons un élément de Kelvin, caractérisé par le ressort de raideur variable
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Ei(t) et un amortisseur de viscosité variable ηi(t), l’équation différentielle correspondante

de cet élément est

Ei(t)ε̇i(t) +
d

dt
[ηi(t)ε̇i(t)] = σ̇(t) (3.60)

ou bien

Ei(t)ε̇i(t) + η̇i(t)ε̇i(t) + ηi(t)ε̈i(t) = σ̇(t) (3.61)

En comparant l’équation (3.61) avec l’équation (3.59), nous nous apercevons que les pro-

priétés de l’élément de Kelvin doivent être identifiées comme

ηi(t) = τiDi(t) (3.62)

Ei(t) = Di(t)− η̇i(t) = Di(t)− τiḊi(t) (3.63)

Au regard des équations (3.54) et (3.61), nous pouvons conclure que la formulation visco-

élastique vieillissante en fluage peut être représentée par un modèle rhéologique de Kelvin

généralisé où Ei(t) et ηi(t) sont respectivement la raideur variable du ressort et la viscosité

variable de l’amortisseur de la branche i.

Puisque l’équation différentielle (3.59) est du second ordre, outre la condition initiale sur

la déformation εi(0) = 0, nous avons besoin d’une autre condition initiale pour la vitesse

de déformation partielle ε̇i(0) (strain rate). Vu que pendant la période initiale qui s’étend

de l’instant du coulage du béton t = 0 à l’instant d’application du premier chargement t1,

la déformation et la vitesse de déformation sont nulles. Donc juste après l’instant d’appli-

cation du premier chargement t1, la vitesse de déformation est encore nulle, ce qui fournit

la seconde condition initiale.

Si nous introduisons une variable interne γi(t), proportionnelle à la vitesse de déformation

partielle ε̇i(t), soit :

γi(t) = τiε̇i(t) (3.64)

l’équation (3.59) peut être remplacée par une équation différentielle du premier order

γ̇i(t) +
1

τi
γi(t) =

σ̇(t)

Di(t)
(3.65)
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avec la condition initiale γ̇i(0) = 0.

Algorithme de résoulution

Cet algorithme est emprunté à l’ouvrage de Jirásek et Bažant [81].

Une échelle croissante de temps commençant à l’instant t0 est envisagée ; elle est discrétisée

en un certain nombre de pas de temps non nécessairement constants. Pour simplifier, le

pas de temps séparant deux bornes de temps consécutives sera cependant pris constant et

noté ∆t. En général, l’équation (3.65) doit être intégrée numériquement pour i = 1, 2, ...m.

La solution procède de t = tn−1 à t = tn dans la succession des pas de temps. Au début

de chaque pas, la valeur :

γi(t) = γ
(n−1)
i (3.66)

est connue à partir du pas précédent (ou à partir de la condition initiale pour le pre-

mier pas). Concernant la sélection du pas de temps ∆t pour une analyse à long terme de

structures soumises à un chargement constant, il est à noter qu’au début de l’analyse, la

réponse varie rapidement, donc que ∆t doit être pris très petit (environ 0.001 jour), en

revanche en fin d’analyse, la réponse varie lentement et ∆t peut être beaucoup plus grand

(environ 100 jours). Ainsi ∆t doit considérablement augmenter pour l’efficacité de calcul.

La méthode usuelle d’intégration numérique des équations différentielles ordinaires (mé-

thode d’Euler, méthode de Runge-Kutta) va être instable ou très imprécise lorsque

∆t� τ1. Ce problème peut être surmonté un utilisant un algorithme exponentiel, initiale-

ment proposé pour les matériaux non-vieillissants par Zienkiewicz et al. (1968) [145] et

étendu pour les matériaux vieillissants par Bažant (1971) [20]. Pour l’efficacité du calcul,

il est souhaitable de choisir des pas de temps ∆t sur la base d’une l’échelle logarithmique

log(t− t1). L’idée principale de l’algorithme exponentiel, qui permet d’avoir ∆t� τ1, est

que l’équation (3.65) peut être analytiquement résolue si le terme à droite reste constant

pendant l’intervalle de temps [tn−1; tn]. En posant ∆t = tn− tn−1, ∆σ = σ(tn)−σ(tn−1) et

D
(n−1/2)
i = Di(tn−1 + ∆t), le terme à droite de l’équation (3.65) peut être approché par :

σ̇(t)

Di(t)
' ∆σ

∆t D
(n−1/2)
i

(3.67)
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L’équation (3.65) devient :

γ̇i(t) +
1

τi
γi(t) =

∆σ

∆t D
(n−1/2)
i

(3.68)

L’équation (3.68) est une équation différentielle ordinaire dont la solution générale est

γi(t) =
τi∆σ

∆t D
(n+1/2)
i

+K exp

(
− t

τi

)
(3.69)

où K est une constante d’intégration, déterminée à partir de la condition (3.66) par :

K =

(
γ

(n−1)
i − τi∆σ

∆t D
(n−1/2)
i

)
exp

(
−tn−1

τi

)
(3.70)

En introduisant la relation (3.70) dans la solution générale (3.69), la solution finale de

l’équation (3.65) a la forme

γi(t) =
τi∆σ

∆t D
(n−1/2)
i

[
1− exp

(
−t− tn−1

τi

)]
+ γ

(n−1)
i exp

(
−t− tn−1

τi

)
(3.71)

La valeur de γi(t) à la fin du pas est donnée par :

γ
(n)
i = γi(tn) = λi

∆σ

D
(n−1/2)
i

+ βiγ
(n−1)
i (3.72)

où λi et βi sont des constantes, données par :

βi = exp

(
−∆t

τi

)
(3.73)

λi =
τi
∆t

(1− βi) (3.74)

L’incrément de déformation dans l’intervalle de temps [tn−1; tn] peut être évalué en inté-

grant l’équation (3.64) :

∆εi =
1

τi

∫ tn

tn−1

γi(t)dt =
1− λi

D
(n−1/2)
i

∆σ + (1− βi) γ
(n−1)
i (3.75)

A noter que 0 < λi < 1, puisque λi → 1 si ∆t → 0 et λi → 0 si ∆t → ∞. Lorsque

∆t/τi est suffisamment grand (>30), l’expression (3.73) donne un résultat imprécis et
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doit être remplacée par βi = 0. D’autre part, lorsque ∆t/τi est beaucoup plus petit que

1, βi s’approche 1 et l’évaluation de λi selon l’expression (3.74) est imprécise. Dans ce cas

là, l’expression (3.74) peut être remplacée par les premiers termes d’un développement en

série de Taylor

λi = 1− 1

2

∆t

τi
+

1

6

(
∆t

τi

)2

− 1

24

(
∆t

τi

)3

+ . . . (3.76)

L’expression (3.75) représente seulement l’incrément de déformation d’un élément de la

châıne de Kelvin. En l’introduisant dans l’expression (3.54), nous obtenons l’incrément

de déformation totale :

∆ε−∆εsh =
m∑

i=0

∆εi = ∆σ

(
1

E0

+
m∑

i=0

1− λi

D
(n−1/2)
i

)
+

m∑
i=0

(1− βi) γ
(n−1)
i (3.77)

Le premier terme du second membre de l’équation (3.77) peut être interprété comme

l’incrément de déformation dû à l’incrément de contrainte où Ē défini par

1

Ē
=

1

E0

+
m∑

i=0

1− λi

D
(n−1/2)
i

(3.78)

représente le module d’Young effectif. Le second terme du second membre de l’équation

(3.77) peut être interprété comme l’incrément de déformation dû au fluage à contrainte

constante, noté ∆ε′′

∆ε′′ =
m∑

i=0

(1− βi) γ
(n−1)
i (3.79)

Avec ces notations, la relation (3.77) peut être réécrite sous la forme :

∆ε−∆εsh =
∆σ

Ē
+ ∆ε′′ (3.80)

ou encore :

∆σ = Ē (∆ε−∆ε′′ −∆εsh) (3.81)

En substituant la relation (3.81) dans (3.72), nous obtenons la formule de mise à jour de

la variable interne γi :

γ
(n)
i =

λiĒ

D
(n−1/2)
i

(∆ε−∆ε′′ −∆εsh) + βiγ
(n−1)
i (3.82)
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La relation (3.81) représente une relation contrainte/déformation affine à l’instant t(n),

que l’on peut écrire comme :

σ(n) = Ē
(
ε(n) − ε̂(n)

)
+ σ(n−1) (3.83)

où :

ε̂(n) = ε(n−1) + ∆ε′′ + ∆εsh (3.84)

3.4 Solution semi-analytique pour les effets du temps dans un élément de

poutre mixte

Dans ce paragraphe, une solution semi-analytique est développée pour l’analyse des effets

du temps dans les poutres mixtes acier-béton soumises à des charges permanentes. Le

comportement de l’acier (profilé et goujons) est supposé élastique. Par ailleurs, le carac-

tère non-linéaire du comportement du béton est ignoré. Ces restrictions seront levées au

chapitre 6. Elle consiste à combiner les relations de comportement discrètisées avec les

équations différentielles d’équilibre et de compatibilité, continues en espace. En fait, la

solution sera exacte en espace mais discrète en temps. Nous avons vu au paragraphe 3.3

que la relation de comportement discrétisée du béton peut toujours s’écrire sous la forme

d’une relation affine :

σ(n)
c = E(n)

c

(
ε(n)

c − ε̃(n)
)

+
n−1∑
i=1

Ψn,iσ
(i)
c (3.85)

où E
(n)
c , ε̃(n) et Ψn,i sont des paramètres connus, qui dépendent de la méthode utilisée

(voir relation (3.35) pour la méthode pas-à-pas ; relations (3.40), (3.43) et (3.48) pour la

méthode algébrique ; et relation (3.84) pour la méthode ”rate-type”).

Par définition, les efforts généralisés s’obtiennent par l’intégration du champ des contraintes

sur la section droite. Ainsi les efforts internes à l’instant tn pour la dalle de béton s’ex-

priment par :

N (n)
c (x) =

∫
Ac

σ(n)
c (x, z) dA+

∑
nr

σ(n)
sr (x, zsr)Asr (3.86)
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M (n)
c (x) =

∫
Ac

z σ(n)
c (x, z) dA+

∑
nsr

z σ(n)
sr (x, zsr)Asr (3.87)

En introduisant les relations (3.85) et (2.57), nous obtenons :

N (n)
c = (EA)(n)

c ε(n)
c − (EA)(n)

co ε̃(n) + (EB) (n)
c κ(n) +

n−1∑
i=1

Ψn,iN
(i)
co (3.88)

M (n)
c = (EB) (n)

c ε(n)
c − (EB)(n)

co ε̃(n) + (EI) (n)
c κ(n) +

n−1∑
i=1

Ψn,iM
(i)
co (3.89)

où

(EA) (n)
co = E (n)

c Ac (EB) (n)
co = E (n)

c Bc

(EA) (n)
c = EA (n)

co +
∑
nsr

EsrAsr (EB) (n)
c = (EB) (n)

co +
∑
nsr

zsrEsrAsr

(EI) (n)
c = E (n)

c Ic +
∑
nsr

z2
srEsrAsr

et N
(i)
co , M

(i)
co sont respectivement l’effort normal et le moment fléchissant de la section de

la dalle sans prise en compte des armatures.

Ces formules montrent clairement que les efforts internes sont composés d’une partie

propre à l’instant tn et d’une partie qui relate l’histoire des contraintes. Il s’en suit que

les développements analytiques du chapitre servant à la construction de la solution semi-

analytique sont compliqués par la présence du terme héréditaire.

De même, en considérant un comportement élastique linéaire pour l’acier du profilé métal-

lique et les connecteurs, et en choisissant comme axe de référence du profilé l’axe passant

son centre de gravité (EBs = 0), les efforts internes à l’instant tn dans le profilé et l’effort

de cisaillement à l’interface s’expriment par :

N (n)
s =

∫
As

σ(n)
s (x, z) dA = (EA)s ε

(n)
s (3.90)

M (n)
s =

∫
As

z σ(n)
s (x, z) dA = (EI)s κ

(n) (3.91)
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D(n)
sc = ksc d

(n)
sc (3.92)

3.4.1 Connexion discrète

Dans ce paragraphe, nous présentons le solution semi-analytique pour le tronçon de poutre

mixte non-connectée. La solution pour l’élément de connecteur est identique à celle pré-

senté au paragraphe 2.4.1.2 puisque le comportement de ce dernier, en acier, est élastique.

En combinant les relations cinématiques (2.35 - 2.38), les relations constitutives (3.88 -

3.91) et les équations d’équilibre (2.18 - 2.20), nous obtenons les équations d’équilibre à

l’instant t(n) écrites en fonction des déplacements indépendants :

∂2
xu

(n)
s = 0 (3.93)

(EA)(n)
c ∂2

xu
(n)
c − (EB)(n)

c ∂3
xv

(n) +
n−1∑
i=1

Ψn,i∂xN
(i)
co = 0 (3.94)

(EB)(n)
c ∂3

xu
(n)
c − (EI) (n)∂4

xv
(n) + pz(x) +

n−1∑
i=1

Ψn,i∂
2
xM

(i)
co = 0 (3.95)

La solution de l’équation (3.93) est :

u(n)
s (x) = C

(n)
1 x+ C

(n)
2 (3.96)

Après arrangement des équations (3.94) et (3.95), on peut écrire ces équations sous la

forme :

∂2
xu

(n)
c = %

(n)
1 ∂3

xv
(n) + %

(n)
2

n−1∑
i=1

Ψn,i∂xN
(i)
co (3.97)

∂4
xv

(n) = %
(n)
3 pz(x) + %

(n)
3

n−1∑
i=1

Ψn,i∂
2
xM

(i)
co + %

(n)
4

n−1∑
i=1

Ψn,i∂
2
xN

(i)
co (3.98)

en posant :

%
(n)
1 =

(EB)
(n)
c

(EA)
(n)
c

%
(n)
2 = − 1

(EA)
(n)
c
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%
(n)
3 =

(EA)
(n)
c

(EA)
(n)
c (EI)(n) −

[
(EB)

(n)
c

]2 %
(n)
4 = − (EB)

(n)
c

(EA)
(n)
c (EI)(n) −

[
(EB)

(n)
c

]2
Afin de résoudre analytiquement ces équations différentielles, il est nécessaire de connâıtre

les expressions de Mco et de Nco. Si l’on considère que pz(x) est une charge uniformément

répartie, vu la forme de la solution analytique instantanée au chapitre 2, on peut suppo-

ser que l’effort normal et le moment fléchissant dans la dalle (sans prise en compte des

armatures) ont des variations quadratiques à l’instant ti :

N (i)
co = ι

(i)
1 x

2 + ι
(i)
2 x+ ι

(i)
3 (3.99)

M (i)
co = ι

(i)
4 x

2 + ι
(i)
5 x+ ι

(i)
6 (3.100)

où ιi, i = 1..6, sont des constantes, déterminées à la fin de chaque pas. On montrera sans

difficulté que cette hypothèse est bien vérifiée à l’instant ti+1. Il s’en suit que le terme

héreditaire est de la forme :

n−1∑
i=1

Ψn,iN
(i)
co = π

(n)
1 x2 + π

(n)
2 x+ π

(n)
3 (3.101)

n−1∑
i=1

Ψn,iM
(i)
co = π

(n)
4 x2 + π

(n)
5 x+ π

(n)
6 (3.102)

où :

π
(n)
j =

n−1∑
i=1

Ψn,iι
(i)
j avec j = 1..6

In introduisant les relations (3.101) et (3.102) dans l’équation (3.98), on obtient l’équation

différentielle de l’ordre 4 pour v(n) :

∂4
xv

(n) = 24%
(n)
5 (3.103)

où %(n) est une constante calculée à l’aide de

%
(n)
5 =

1

24

(
%

(n)
3 pz + 2%

(n)
3 π

(n)
4 + 2%

(n)
4 π

(n)
1

)
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La solution de l’équation (3.103) est :

v(n)(x) = %
(n)
5 x4 + C

(n)
3 x3 + C

(n)
4 x2 + C

(n)
5 x+ C

(n)
6 (3.104)

Il s’en suit que la rotation θ(n)(x) est donnée par :

θ(n)(x) = −∂xv
(n)(x) = −4%

(n)
5 x3 − 3C

(n)
3 x2 − 2C

(n)
4 x− C

(n)
5 (3.105)

En introduisant les relations (3.101) et (3.104) dans l’équation (3.97), on obtient :

∂2
xu

(n)
c = 6%

(n)
6 x+ 6%

(n)
1 C

(n)
3 + 2%

(n)
7 (3.106)

avec

%
(n)
6 = 4%

(n)
1 %

(n)
5 + 2%

(n)
2 π

(n)
1 et %

(n)
7 =

1

2
%

(n)
2 π

(n)
2

Cette équation a pour solution :

u(n)
c (x) = %

(n)
6 x3 +

(
3%

(n)
1 C

(n)
3 + %

(n)
7

)
x2 + C

(n)
7 x+ C

(n)
8 (3.107)

En posant

C(n) =
[
C

(n)
1 C

(n)
2 C

(n)
3 C

(n)
4 C

(n)
5 C

(n)
6 C

(n)
7 C

(n)
8

]T
X(n)

us
=
[
x 1 0 0 0 0 0 0

]
X(n)

v =
[

0 0 x3 x2 x 1 0 0
]

X
(n)
θ =

[
0 0 3x2 2x 1 0 0 0

]
X(n)

uc
=
[

0 0 3%
(n)
1 x2 0 0 0 x 1

]
Z(n)

v = %
(n)
5 x4

Z
(n)
θ = −4%

(n)
5 x3

Z(n)
uc

= %
(n)
6 x3 + %

(n)
7 x2
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on peut écrire la solution en déplacements sous la forme matricielle suivante :

u(n)
s (x) = X(n)

us
(x)C(n) (3.108)

u(n)
c (x) = X(n)

uc
(x)C(n) + Z(n)

uc
(x) (3.109)

v(n)(x) = X(n)
v (x)C(n) + Z(n)

v (x) (3.110)

θ(n)(x) = X
(n)
θ (x)C(n) + Z

(n)
θ (x) (3.111)

( ) ( )
1 1,n nQ q

( ) ( )
2 2,n nQ q

( ) ( )
3 3,n nQ q

( ) ( )
4 4,n nQ q

( ) ( )
5 5,n nQ q

( ) ( )
6 6,n nQ q

( ) ( )
7 7,n nQ q

( ) ( )
8 8,n nQ q

L

Figure 3.10 – Élément de poutre mixte

Les constantes C
(n)
i , i = 1..8 sont déterminées en imposant que les déplacements aux

extrémités soient égaux aux déplacements nodaux à l’instant t(n) (cf. Figure 3.10), qui

sont les inconnues principales :

q(n) = X(n)C(n) + Z(n) (3.112)

où : q(n) =



q
(n)
1

q
(n)
2

q
(n)
3

q
(n)
4

q
(n)
5

q
(n)
6

q
(n)
7

q
(n)
8


; X(n) =



X
(n)
us (0)

X
(n)
uc (0)

X
(n)
v (0)

X
(n)
θ (0)

X
(n)
us (L)

X
(n)
uc (L)

X
(n)
v (L)

X
(n)
θ (L)


et Z(n) =



0

Z
(n)
uc (0)

Z
(n)
v (0)

Z
(n)
θ (0)

0

Z
(n)
uc (L)

Z
(n)
v (L)

Z
(n)
θ (L)
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Les déplacements étant indépendants, la matrice X(n) est par conséquent inversible. On

obtient ainsi les constantes C
(n)
i en fonction des q

(n)
i :

C(n) =
[
X(n)

]−1 (
q(n) − Z(n)

)
(3.113)

Les efforts internes le long du tronçon de poutre mixte sont déduits à partir du champ de

déplacements en en utilisant les relations cinématiques et les lois de comportement :

N (n)
s (x) = Y

(n)
Ns

(x)C(n) (3.114)

N (n)
c (x) = Y

(n)
Nc

(x)C(n) +R
(n)
Nc

(x) (3.115)

M (n)(x) = Y
(n)
M (x)C(n) +R

(n)
M (x) (3.116)

T (n)(x) = Y
(n)
T (x)C(n) +R

(n)
T (x) (3.117)

où

Y
(n)
Ns

=
[
0 0 3EAsx

2 2EAsx EAs 0 0 0
]

Y
(n)
Nc

=
[
0 0 6

(
%

(n)
1 EA

(n)
c − EB

(n)
c

)
x −EB(n)

c x 0 0 EA
(n)
c 0

]
Y

(n)
M =

[
0 0 6

(
%

(n)
1 EB

(n)
c − EI(n)

)
x −EI(n)x 0 0 EB

(n)
c 0

]
Y

(n)
T =

[
0 0 −6H EAsx− 6

(
%

(n)
1 EB

(n)
c − EI(n)

)
EI(n) − 2H EAs 0

0 0 −6H EAsx− E
(
%

(n)
1 EB

(n)
c − EI

)
EI(n) − 2H EAs 0 0 0

]
R

(n)
Nc

=
(
π

(n)
1 + 3EA(n)

c %
(n)
6 − 12EB(n)

c %
(n)
5

)
x2 +

(
π

(n)
2 + 2EA(n)

c %
(n)
7

)
x+

+π
(n)
3 − EA(n)

co EEEε
(n)
sh + +π

(n)
3 − EA(n)

co ε
(n)
sh π

(n)
3 − EA(n)

co ε
(n)
sh

R
(n)
M =

(
π

(n)
4 + 3EB(n)

c %
(n)
6 − 12EI(n)%

(n)
5

)
x2 +

(
π

(n)
5 + 2EB(n)

c %
(n)
7

)
x+

+π
(n)
3 − EA(n)

co EEEε
(n)
sh + +π

(n)
3 − EA(n)

co ε
(n)
sh π

(n)
6 − EB(n)

co ε
(n)
sh

R
(n)
T = 2

(
π

(n)
4 + 3EB(n)

c %
(n)
6 − 12EI(n)%

(n)
5

)
x+ π

(n)
5 + 2EB(n)

c %
(n)
7

La matrice de raideur, qui établit le lien entre les efforts nodaux Q
(n)
i (cf. Figure 3.10) et

les déplacements nodaux q
(n)
i , s’obtient finalement en imposant les conditions aux limites

statiques :

Q(n) = Y(n)C(n) + R(n) (3.118)
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où :

Q(n) =



Q
(n)
1

Q
(n)
2

Q
(n)
3

Q
(n)
4

Q
(n)
5

Q
(n)
6

Q
(n)
7

Q
(n)
8


; X(n) =



−Y
(n)
Ns

(0)

−Y
(n)
Nc

(0)

−Y
(n)
T (0)

−Y
(n)
M (0)

Y
(n)
Ns

(L)

Y
(n)
Nc

(L)

Y
(n)
T (L)

Y
(n)
M (L)


et R(n) =



0

−R(n)
Nc

(0)

−R(n)
T (0)

−R(n)
M (0)

0

R
(n)
Nc

(L)

R
(n)
T (L)

R
(n)
M (L)


En introduisant l’équation (3.113) dans (3.118), on obtient :

K(n)
e q(n) = Q(n) + Q

(n)
0 (3.119)

où

K(n)
e = Y(n)

[
X(n)

]−1
(3.120)

représente la matrice de rigidité exacte en espace de l’élément de poutre mixte non-

connectée à l’instant n et

Q
(n)
0 = Y(n)

[
X(n)

]−1
Z(n) −Q

(n)
0 (3.121)

représente la vecteur de forces nodales dû à la charge répartie à l’intérieur de l’élément et

à l’histoire de contraintes. La matrice de raideur de la structure s’obtient en assemblant

les éléments de poutre mixte non-connectée avec les éléments de connecteurs en suivant

la procédure déjà explicitée au chapitre 2.

3.4.2 Connexion continue

Dans ce paragraphe, nous présentons la solution analytique en espace pour un élément

de poutre mixte connecté de manière continue et soumis à un chargement uniformément

réparti pz. La démarche est tout à fait similaire à celle présentée au paragraphe 3.4.1.

Cependant le caractère continu de la connexion complique fortement les développements

analytiques. En effet, la connexion introduit une variable statique supplémentaire sans mo-
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difier le nombre d’équations d’équilibre. Il s’en suit un caractère hyperstatique, que l’on

pourrait qualifier d’interne, puisqu’il y a plus d’inconnues que d’équations. En d’autres

termes, contrairement à la poutre non-connectée, il n’est pas possible de donner l’allure

générale des effort internes sur la base des équations d’équilibre uniquement.

En combinant les équations d’équilibre (2.4, 2.7 et 2.14), les équations de compatibilité

(2.40 - 2.41) et les relations constitutives (3.88 - 3.92), le système des équations différen-

tielles du problème se réduit aux trois équations différentielles suivantes :

∂5
xu

(n)
s − µ2

n∂
3
xu

(n)
s = ζ

(n)
1 + ζ

(n)
2

n−1∑
i=1

Ψn,i∂
2
xM

(i)
co + ζ

(n)
3

n−1∑
i=1

Ψn,i∂
2
xN

(i)
co (3.122)

∂3
xv

(n) = ζ
(n)
4 ∂4

xu
(n)
s + ζ

(n)
5 ∂2

xu
(n)
s + ζ

(n)
6

n−1∑
i=1

Ψn,i∂xN
(i)
co (3.123)

u(n)
c = u(n)

s − (EA)s

ksc

∂2
xu

(n)
s +H∂xv

(n) (3.124)

où ζ
(n)
1 ... ζ

(n)
6 sont des constantes, définies dans l’Annexe IV, et µn est donné par

µn =

√√√√√√ksc

H2(EA)
(n)
c + (EI)(n) − 2H (EB)

(n)
c

(EI)(n)(EA)
(n)
c −

(
EB

(n)
c

)2 +
1

(EA)s

 (3.125)

La réponse instantanée à l’instant t = t1 a été présentée au paragraphe 2.4. Dans ce para-

graphe, nous allons présenter la solution analytique pour tout instant t > t1. On observe

que, comme pour la solution élastique de l’équation différentielle, le système d’équations

est découplé. Il suffit donc de résoudre l’équation différentielle qui a pour inconnue us

pour que la solution complète soit obtenue. La complication provient des termes héré-

ditaires, ce qui a pour conséquence que l’équation différentielle (3.122) change à chaque

pas de temps puisque le second membre de l’équation (3.122) est modifié à chaque point

repère de temps. La solution de l’équation différentielle (3.122) se compose d’une solution

générale et d’une solution particulière. La solution générale est identique à la solution

élastique de Newmark. L’expression analytique des efforts internes comprend une partie

NGUYEN Quang Huy 91



Chapitre 3. Les effets du temps dans le béton

qui provient de la solution générale et qui est de la forme :

N (t)
co = α

(t)
1 x

2 + α
(t)
2 x+ α

(t)
3 + β

(t)
1 sinh(µ(t)x) + β

(t)
2 cosh(µ(t)x) (3.126)

M (t)
co = α

(t)
4 x

2 + α
(t)
5 x+ α

(t)
6 + β

(t)
3 sinh(µ(t)x) + β

(t)
4 cosh(µ(t)x) (3.127)

Il est à noter que la solution particulière de l’équation différentielle

∂5
xf(x)− µ2∂(3)

x f(x) = a1 + a2 sinh(µ0x) + a3 cosh(µ0x) (3.128)

est de la forme :

f0(x) = − a1

6µ2
x3 +

a3

µ3
0 (µ2

0 − µ2)
sinh(µ0x) +

a2

µ3
0 (µ2

0 − µ2)
cosh(µ0x) (3.129)

Ainsi, il apparâıt que la solution particulière a la même forme que l’expression du second

membre1. On en conclut que l’expression de l’effort normal et du moment fléchissant à

l’instant ti est de la forme :

N (i)
co = α

(i)
1 x

2 + α
(i)
2 x+ α

(i)
3 +

i∑
j=1

(
β

(i,j)
1 sinh(µjx) + β

(i,j)
2 cosh(µjx)

)
(3.130)

M (i)
co = α

(i)
4 x

2 + α
(i)
5 x+ α

(i)
6 +

i∑
j=1

(
β

(i,j)
3 sinh(µjx) + β

(i,j)
4 cosh(µjx)

)
(3.131)

où α
(i)
1..6 et de β

(i,j)
1..4 sont des constantes, déterminées à chaque borne (i). Les termes β in-

diquent clairement le caractère héréditaire du comportement. Ces constantes s’expriment

en fonction des déplacement à l’instant ti et des contraintes aux instants précédents, elles-

mêmes fonctions des déplacements aux instants précédents. Les termes héréditaires sont

de la forme :

n−1∑
i=1

Ψn,iN
(i)
co =

3∑
k=1

λ
(n)
k x3−k +

n−1∑
i=1

(
η

(n,i)
1 sinh(µix) + η

(n,i)
2 cosh(µix)

)
(3.132)

n−1∑
i=1

Ψn,iM
(i)
co =

3∑
k=1

λ
(n)
k+3x

3−k +
n−1∑
i=1

(
η

(n,i)
3 sinh(µix) + η

(n,i)
4 cosh(µix)

)
(3.133)

1Attention si deux pas de temps consécutifs sont trop proche le terme µ2
1 − µ2

2 tends vers zéro ce qui
provoque des problèmes numériques.
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où λ
(i)
1..6 et η

(i,j)
1..4 sont donnés dans l’Annexe IV. En substituant les équations (3.132) &

(3.133) dans l’équation (3.122), nous obtenons :

∂5
xu

(n)
s − µ2

n∂
3
xu

(n)
s = (ζ

(n)
1 + 2ζ

(n)
2 λ

(n)
4 + 2ζ

(n)
3 λ

(n)
1 ) +

n−1∑
i=1

µ2
i (ζ

(n)
2 η

(i,j)
3 +

ζ
(n)
3 η

(i,j)
1 ) sinh(µix) +

n−1∑
i=1

µ2
i (ζ

(n)
2 η

(i,j)
4 + ζ

(n)
3 η

(i,j)
2 ) cosh(µix) (3.134)

Cette équation peut être analytiquement résolue avec une solution particulière de type

(3.129) et la solution est de la forme :

u(n)
s = C

(n)
1 sinh(µnx) + C

(n)
2 cosh(µnx) + C

(n)
3 x2 + C

(n)
4 x+ C

(n)
5 + ζ

(n)
7 x3

+
n−1∑
i=1

(
a(n,i)

s sinh(µix) + b(n,i)
s cosh(µix)

)
(3.135)

En introduisant l’équation (3.135) dans l’équation (3.123) que l’on résoud pour v(n), nous

obtenons

v(n) = (ζ
(n)
4 +

ζ
(n)
5

µn

)(C
(n)
1 cosh(µnx) + C

(n)
2 sinh(µnx)) + (

ζ
(n)
5 C

(n)
3

3
+ ζ

(n)
9 )x3+

C
(n)
6 x2 + C

(n)
7 x+ C

(n)
8 + ζ

(n)
8 x4 +

n−1∑
i=1

(
a(n,i)

v sinh(µix) + b(n,i)
v cosh(µix)

)
(3.136)

Les constantes d’intégration C
(n)
1..8 sont obtenues par les conditions aux limites statiques

et/ou cinématiques ; ζ
(n)
7 , ζ

(n)
8 , ζ

(n)
9 , a

(n,i)
s , b

(n,i)
s , a

(n,i)
v and b

(n,i)
v sont détaillés dans l’Annexe

IV. Pour simplifier les développements, u
(n)
s et v(n) sont exprimés sous formes vectorielles,

à savoir :

u(n)
s = X(n)

s C(n) + Z(n)
s (x) +

n−1∑
i=1

(
a(n,i)

s sinh(µix) + b(n,i)
s cosh(µix)

)
(3.137)

v(n) = X(n)
v C(n) + Z(n)

v (x) +
n−1∑
i=1

(
a(n,i)

v sinh(µix) + b(n,i)
v cosh(µix)

)
(3.138)

où

C(n) =
[
C

(n)
1 C

(n)
2 C

(n)
3 C

(n)
4 C

(n)
5 C

(n)
6 C

(n)
7 C

(n)
8

]T
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X(n)
s =

[
sinh(µnx) cosh(µnx) x2 x 1 0 0 0

]
X(n)

v =

[
(ζ

(n)
4 +

ζ
(n)
5

µn

) cosh(µnx) (ζ
(n)
4 +

ζ
(n)
5

µn

) sinh(µnx)
ζ

(n)
5

3
0 0 x2 x 1

]
Z(n)

s = ζ
(n)
7 x3

Z(n)
v = ζ

(n)
8 x3 + ζ

(n)
9 x3

En substituant les équations (3.137) et (3.138) dans l’équation (3.124), nous trouvons la

solution pour u
(n)
c

u(n)
c = X(n)

c C(n) + Z(n)
c (x) +

n−1∑
i=1

(
a(n,i)

c sinh(µix) + b(n,i)
c cosh(µix)

)
(3.139)

Finalement, en utilisant les relations de compatibilité et les relations constitutives, nous

pouvons déduire les autres inconnues du problème à partir des expressions de u
(n)
s , u

(n)
c et

v(n) :

θ(n) = X
(n)
θ C(n) + Z

(n)
θ (x) +

n−1∑
i=1

(
a

(n,i)
θ sinh(µix) + b

(n,i)
θ cosh(µix)

)
(3.140)

N (n)
c = Y

(n)
Nc

C(n) +R
(n)
Nc

(x) +
n−1∑
i=1

(
a

(n,i)
Nc

sinh(µix) + b
(n,i)
Nc

cosh(µix)
)

(3.141)

N (n)
s = Y

(n)
Ns

C(n) +R
(n)
Ns

(x) +
n−1∑
i=1

(
a

(n,i)
Ns

sinh(µix) + b
(n,i)
Ns

cosh(µix)
)

(3.142)

M (n) = Y
(n)
M C(n) +R

(n)
M (x) +

n−1∑
i=1

(
a

(n,i)
M sinh(µix) + b

(n,i)
M cosh(µix)

)
(3.143)

T (n) = Y
(n)
T C(n) +R

(n)
T (x) +

n−1∑
i=1

(
a

(n,i)
T sinh(µix) + b

(n,i)
T cosh(µix)

)
(3.144)

où toutes les expressions des notations inconnus sont définies dans Annexe IV.

A partir des expressions des champs de déplacements et d’efforts internes qui sont exactes

en espace, on peut facilement déduire l’expression de la matrice de rigidité, dite ”exacte”,

à chaque borne de temps en interprétant les degrés de liberté aux extrémités de l’élé-

ment comme des conditions aux limites pour les équations ci-dessus. Cette matrice, qui

représente la relation entre le vecteur de déplacements nodaux q(n) et le vecteur de forces
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nodales Q(n) à l’instant tn (cf. Figure 3.10), va ensuite être utilisée dans une procédure

d’éléments finis classique.

Soit un élément de la poutre mixte, comme le montre la figure 3.10, ; en appliquant les

conditions aux limites, le vecteur de déplacements et le vecteur de forces peuvent être

exprimés comme suit (similaire à 3.112 et 3.118) :

q(n) = X(n)C(n) + Z(n) (3.145)

Q(n) = Y(n)C(n) + R(n) (3.146)

où la matrice X(n) est définie par :

X(n) =
[

[X
(n)
c (0)]T ... [X

(n)
θ (L)]T

]T
On a des expressions de même type pour les vecteurs Z(n), Y(n) et R(n).

En résolvant l’équation (3.145) pour C(n) et en l’introduisant ensuite dans l’équation

(3.146), on obtient :

K(n)q(n) = Q(n) + Q
(n)
0 (3.147)

où K(n) = Y(n)(X(n))−1 représente la matrice de rigidité exacte au temps tn et Q
(n)
0 =

K(n)Z(n) − R(n) représente le vecteur de forces nodales dû à la charge répartie pz et à

l’histoire de contraintes.

3.5 Applications numériques

3.5.1 Description de la poutre et objet des différentes simulations

La poutre de référence servant à l’ensemble des simulations numériques effectuées est celle

utilisée par Dezi et al. [59]. Il s’agit d’une poutre mixte acier-béton hyperstatique à deux

travées égales reposant sur trois appuis simples. La figure 3.11 illustre les caractéristiques

géométriques de la poutre de référence.

Le module de Young du profilé métallique vaut 200000 MPa. Les auteurs ne précisent
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Figure 3.11 – Description de la poutre mixte de Dezi et al.

pas le type des goujons, ni combien de goujons sont utilisés. Ils ne donnent qu’une rigi-

dité surfacique de connexion de 400 N/mm2. Afin de simuler cette poutre avec le modèle

de connexion discrète, nous considérons que cette poutre mixte est connectée à l’aide de

rangées de goujons, espacées longitudinalement de 625 mm. Ainsi la rigidité de chaque

rangée kst vaut 625×400=250000 N/mm.

Le chargement s’effectue à t0 = 30 jours et l’analyse de la poutre est réalisée sur une durée

de 25520 jours, soit environ 70 années. Les fonctions de fluage et de retrait sont celles du

CEB-FIP Model Code 1990 [1] données en annexe II avec les paramètres suivants :

t0 = 30 jours Temps initial

fc28 = 30 MPa Résistance à la compression du béton à 28j

RH = 80% Humidité relative

h0 = 2Ac/u = 196 avec u = 4700 mm périmètre en contact avec l’atmosphère

s = 0.25 coefficient correcteur sur le fluage

Une discrétisation en temps irrégulière est adoptée afin de déceler les changements qui
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surviennent les premiers jours. Douze bornes de temps seront utilisées :

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12

30 32 35 38 45 65 100 200 600 3000 10000 25550

0.1 m

64.56kN/m

(a): Cas d'action 1

(b): Cas d'action 2

Figure 3.12 – Deux cas d’action considérés

Deux cas d’action seront considérés. Dans le premier cas, la poutre est soumise à un

chargement uniformément réparti de 64.56 kN/m (poids propre compris). Le deuxième

cas est un tassement de l’appui intermédiaire de 0.1 m.

3.5.2 Comparaison avec le résultat de Dezi 1993

Dans un premier de temps, nous comparons les résultats obtenus avec notre solution semi-

analytique (exacte en espace et discrétisée en temps) avec ceux obtenus par Dezi [59], qui

a utilisé la méthode des différences finies (40 intervalles de discrétisation) pour obtenir

sa solution numérique en espace. Le but de ce paragraphe est de valider notre solution

semi-analytique (exacte en espace et discrétisée en temps). Pour cela, nous utilisons la

même méthode de discrétisation en temps (méthode pas-à-pas) et la même hypothèse de

connexion (continue) que Dezi [59]. Les deux cas d’action sont considérés avec chacun

deux valeurs de la connexion ksc à savoir ksc = 0.4 kN/mm2 et ksc = 1 kN/mm2.

Aux figures 3.13 et 3.14, l’évolution de la réaction d’appui, pour les deux cas d’action, est

illustrée pour les deux valeurs de ksc. On observe que les évolutions au cours du temps

coincident pour les deux cas d’action et les deux connexions. Il en est de même pour la
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rotation à l’appui gauche (cf. Figures 3.15 et 3.16). De plus, on constate pour le premier cas

de charge, que la réaction d’appui varie très peu au cours du temps tandis que la rotation

à l’appui gauche varie considérablement pour le deuxième cas d’action. En revanche, pour

le deuxième cas d’action, la rotation à l’appui gauche ne varie quasiment pas tandis que la

réaction d’appui varie considérablement. Ceci peut être expliqué en partie par le fait que

le chargement est constant (dans le premier cas d’action), et que la poutre se trouve dans

une condition d’essai de fluage. En revanche, un déplacement imposé à l’appui médian

place la poutre dans une condition d’essai de relaxation.
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Figure 3.13 – Cas d’action 1 : Évolution au cours du temps de la réaction de l’appui
intermédiaire

Le tableau 3.1 fournit les écarts relatifs sur la réaction à l’appui intermédiaire et la rotation

de l’appui d’extrémité de gauche pour les deux cas d’action. On y observe une bonne

concordance entre nos résultats et ceux de Dezi. Ainsi, on peut en conclure qu’aucune

erreur grossière ne s’est glissée dans la programmation. Par ailleurs, les écarts sont plus

grands lorsque la rigidité de connexion ksc augmente. Ceci est vraisemblablement dû au
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Figure 3.14 – Cas d’action 2 : Évolution au cours du temps de la réaction de l’appui
intermédiaire
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Connexion continue − méthode générale
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Figure 3.15 – Cas d’action 1 : Évolution au cours du temps de la rotation à l’appui gauche
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Connexion continue − méthode générale
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Figure 3.16 – Cas d’action 2 : Évolution au cours du temps de la rotation à l’appui gauche

fait que les résultats de Dezi sont obtenus par la méthode numérique aux différences finies

tandis que les notres proviennent de la solution exacte en espace. 

 

Cas d’action 1 Cas d’action 2 
 ksc = 0.4 
[kN/mm²] 

ksc = 1 
[kN/mm²] 

ksc = 0.4 
[kN/mm²] 

ksc= 1  
[kN/mm²] 

t0 tf t0 tf t0 tf t0 tf 
Réaction 0.03% 0.02% 0.04% 0.03% -0.62% -0.64% -0.63% -0.65% 
Rotation 0.39% 0.45% 0.04% 0.53% 0.02% 0.22% 0.44% 0.53% 

 
Tableau 3.1 – Écarts relatifs de notre modèle par rapport à celui de Dezi

3.5.3 Comparaison des modèles de connexion discrète et continue

Dans ce paragraphe, les deux modèles de connexion sont comparés sur le premier cas

d’action. Pour le modèle de connexion continue, seul deux éléments (un pour chaque tra-

vée) sont nécessaires tandis que le modèle de connexion discrète nécessite 80 éléments

de connexion ponctuelle. La méthode générale (pas-à-pas) est utilisée pour discrétiser en
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temps le comportement viscoélastique et vieillissant du béton. Cette méthode étant pré-

sumée la plus précise (ou bien on peut atteindre le degré de précision voulu). Il est à noter

que le retrait n’est pas pris en compte dans ce paragraphe. L’effet de retrait sera étudié

au paragraphe 3.5.5.

La figure 3.17 représente l’évolution au cours du temps de la réaction de l’appui intermé-

diaire. Il est clair que les deux courbes sont très proches avec un écart relatif de '0.02%.

La poutre étant fortement connectée (avec espacement entre goujons petit de 625 mm)

et la loi de comportement discrétisée étant affine d’une loi d’élasticité (voir l’équation

3.85), il est naturel de retrouver la même conclusion que celle du chapitre 2, à savoir

que les résultats obtenus à l’aide de 2 éléments de connexion continue sont quasi iden-

tiques à ceux obtenus avec 80 éléments de connexion discrète. Ainsi les distributions de

la flèche se superposent pour les deux modèles de connexion (cf. Figure 3.18). On observe

également sur la figure 3.19 que la connexion continue surestime le glissement dans les

zones de moments positifs. Une bonne concordance est observée pour la distribution des

déplacements axiaux (cf. Figures 3.20 et 3.21), la distribution de la courbure (cf. Figure

3.22), la distribution du moment fléchissant (cf. Figure 3.23) et la distribution de l’effort

axial dans la dalle (cf. Figure 3.24) où les courbes se superposent. Comme remarqué au

chapitre 2, le modèle de connexion discrète produit des discontinuités de la courbure et

de l’effort axial (cf. Figures 3.22 et 3.24).

On peut conclure que malgré la complexité du modèle de connexion continue, il reste plus

avantageux que celui de connexion discrète puisqu’il réduit significativement le nombre

des éléments. Comme on le voit dans ce paragraphe, les résultats obtenus avec seulement

2 éléments ”continus” sont quasi identiques que ceux obtenus avec 80 éléments ”discrets”.

Au vu de l’avantage que le modèle de connexion continue apporte, nous n’utiliserons plus

que ce modèle pour la suite des applications dans ce chapitre.
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Figure 3.17 – Évolution au cours du temps de la réaction de l’appui intermédiaire pour
les deux modèles de connexion
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Figure 3.18 – Distribution de la flèche le long de la poutre pour les deux modèles de
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Figure 3.19 – Distribution du glissement le long de la poutre pour les deux modèles de
connexion
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Figure 3.20 – Distribution du déplacement axial dans la dalle le long de la poutre pour
les deux modèles de connexion

NGUYEN Quang Huy 103



Chapitre 3. Les effets du temps dans le béton
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Figure 3.21 – Distribution du déplacement axial dans le profilé le long de la poutre pour
les deux modèles de connexion
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Figure 3.22 – Distribution de la courbure le long de la poutre pour les deux modèles de
connexion
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Figure 3.23 – Distribution du moment fléchissant total le long de la poutre pour les deux
modèles de connexion
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Figure 3.24 – Distribution de l’effort normal dans la dalle le long de la poutre pour les
deux modèles de connexion
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3.5.4 Comparaison des différentes méthodes de discrétisation en temps

La méthode pas-à-pas générale est consommatrice de temps de calcul et de mémoires

tandis que la mise en oeuvre de la méthode ”rate-type” (séries de Dirichlet) se heurte

au problème délicat de l’identification des paramètres du modèle. Il est alors naturel de

rechercher des méthodes moins consommatrices de temps de calcul et facile à mettre en

oeuvre. Ces méthodes sont presque toujours des méthodes à un pas (one step methods)

qui tentent d’approcher le comportement sur tout l’intervalle de temps en considérant

seulement l’instant initial et l’instant final. Ces méthodes sont qualifiées d’algébriques.

Dans ce paragraphe, nous comparons toutes les méthodes mentionnées au début, à savoir

la méthode générale pas-à-pas, la méthode ”rate-type” (série de Dirichlet), la méthode

AAEM, la méthode EM et la méthode MS.

La figure 3.25 indique l’évolution de la réaction à l’appui intermédiaire pour le premier

cas d’action avec et sans retrait. L’augmentation de la valeur absolue de la réaction est

évidente et restituée par l’ensemble des méthodes. On relève la proximité des méthodes

pas-à-pas et ”rate-type”, que le retrait soit pris en compte ou non. On observe également

que la méthode AAEM est proche des deux méthode précitées lorsque le retrait est né-

gligé. La méthode MS a tendance à surestimer l’intensité de la réaction tandis que la

méthode EM à plutôt tendance à la sous-estimer. La figure 3.26 représente l’évolution

de la réaction à l’appui intermédiaire pour le second cas d’action avec et sans retrait.

On observe encore une fois une excellente concordance entre les méthodes pas-à-pas et

”rate-type”. La méthode AAEM s’écarte significativement des deux méthodes précitées

lorsque le retrait est pris en compte. Pour ce cas d’action, la méthode EM a tendance

à surestimer l’intensité de la réaction tandis que la méthode MS à plutôt tendance à la

sous-estimer. Le tableau 3.2 fournit les écarts relatifs sur les grandeurs mécaniques ob-

tenues par les méthodes ”rate-type”, AAEM, EM, MS par rapport celles obtenues par la

méthode pas-à-pas générale.

Les figures 3.27 et 3.28 présentent l’évolution au cours du temps de la flèche en milieu

de travée pour les deux cas d’action. On y observe que la méthode AAEM à tendance à

sous-estimer la flèche par rapport à la méthode pas-à-pas et ”rate-type” lorsque le retrait
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Cas d’action 1 Cas d’action 2 

Sans retrait Avec retrait Sans retrait Avec retrait 
Méthode rate-type  

Réaction -0.001% -0.082% 0.161% -7.413% 
Flèche -0.058% -0.131% -0.002% -0.036% 
Glissement 0.085% -0.571% 0.352% -0.381% 

Méthode AAEM 
Réaction -0.003% -1.261% 0.401% -99.648% 
Flèche -0.283% -1.454% -0.004% -0.480% 
Glissement 0.433% -7.527% 0.924% -4.956% 

Méthode EM 
Réaction -0.030% -2.132% 4.161% -194.857% 
Flèche -1.076% -2.951% -0.045% -0.853% 
Glissement 1.484% -13.248% 9.013% -9.186% 

Méthode MS 
Réaction 0.068% 1.003% -9.420% 148.268% 
Flèche 1.522% 1.991% 0.102% 0.396% 
Glissement -1.875% 6.113% -20.117% 5.400% 

 
Tableau 2.2 - Erreurs relatives de différentes méthodes par rapport à la méthode 

générale 
Tableau 3.2 – Écarts relatifs des différentes méthodes par rapport à la méthode générale

est pris en compte. La méthode MS surestime la flèche tandis que la méthode EM la sous-

estime. L’évolution du glissement à l’extrémité gauche de la poutre est donnée aux figures

3.29 et 3.30 pour les deux cas d’action. On observe qu’en l’absence de retrait et pour les

deux cas, le glissement décrôıt au cours du temps. Ainsi on peut conclure que le glissement

diminue avec la diminution du module de Young de béton puisque le fluage a tendance

à diminuer ce module. En l’absence de retrait, les trois méthodes pas-à-pas, ”rate-type”

et AAEM fournissent des résultats très proches. La méthode EM surestime le glissement

tandis que la méthode MS le sous-estime. Lorsque le retrait est pris en compte, on observe

une inversion du signe du glissement, et ce pour les deux cas d’action. Cela montre que la

déformation de retrait influence considérablement le glissement. En présence du retrait,

la méthode AAEM sous-estime l’amplitude du glissement, la méthode EM le sous-estime

et la méthode MS le sur-estime.

Au vu des résultats, il apparâıt clairement que les méthodes pas-à-pas et ”rate-type sont
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équivalentes. Pourtant, leurs applications sont assez complexes. La méthode AAEM est

précise en l’absence de retrait mais l’est moins lorsque le retrait est pris en compte. Les

méthodes EM et MS ont tendance à sous-estimer ou surestimer les grandeurs mécaniques

selon le cas d’action que l’on considère. La méthode AAEM est moins complexe que les mé-

thodes pas-à-pas et ”rate-type mais plus complexe que les méthodes EM et MS puisqu’elle

nécessite le connaissance de la fonction de relaxation. On peut considérer d’un point de

vue pratique que la méthode EM donne des résultats relativement acceptables. C’est la

méthode la plus simple à utiliser. Cette méthode est recommandée dans le principal code

technique de calcul pour l’analyse du fluage des poutres mixtes [61]. Par ailleurs, le retrait

semble jouer un rôle important et est analysé plus particulièrement dans le paragraphe

suivant.
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Figure 3.25 – Cas d’action 1 : Évolution de la réaction d’appui intermédiaire calculée par
les différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.26 – Cas d’action 2 : Évolution de la réaction d’appui intermédiaire calculée par
les différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.27 – Cas d’action 1 : Évolution de la flèche au milieu de travée calculée par les
différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.28 – Cas d’action 2 : Évolution de la flèche au milieu de travée calculée par les
différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.29 – Cas d’action 1 : Évolution du glissement à l’appui gauche calculée par les
différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.30 – Cas d’action 2 : Évolution du glissement à l’appui gauche calculée par les
différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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3.5.5 Effets du fluage et du retrait

Physiquement, le mécanisme de fluage a tendance à modifier le béton de la dalle en

diminuant son module de Young. C’est la raison pour laquelle on observe à la figure

3.31 que le fluage seul augmente la flèche de la poutre (27.3%). Cette augmentation est

accentuée si le retrait est pris en compte (39.3%). Cela peut être expliqué par le fait que

le retrait a tendance à réduire la longueur de la dalle ce qui provoque une flexion positive

se traduisant également par une redistribution singulière de l’effort normal dans la dalle

à la figure 3.32. Il est à noter que la déformation de retrait au temps infini est de 6×10−4,

ce qui est assez important et explique une telle augmentation de la flèche. La distribution

du déplacement axial de la dalle le long de la poutre est illustrée à la figure 3.33. On y

observe que le déplacement axial à l’extrémité de la poutre augmente considérablement

lorsque le retrait est pris en compte. La distribution du glissement le long de la poutre

est donnée figure 3.34. On y observe que le fluage a tendance à diminuer le glissement

aux appuis mais qu’il l’amplifie en travée, l’allure générale étant conservée. En revanche,

comme on peut l’observer sur la figure 3.34, le retrait modifie significativement l’allure de

la distribution précédente du glissement vers les extrémités de la poutre. La figure 3.35

représente la distribution de moment fléchissant. On observe que sans le retrait, il n’y

a quasiment pas de redistribution de moment fléchissant tandis qu’avec le retrait, on a

une redistribution remarquable avec une augmentation de 70.3% du moment fléchissant

à l’appui intermédiaire.

La tableau 3.3 présente les écarts des grandeurs entre 30 et 25550 jours ainsi que les

 Fluage seul Fluage + Retrait 
Δv(x=10 m) 5.0 mm (27.3%) 11.8 mm (39.3%) 

Δdsc(x=50 m) 0.2 mm (-22.2%) 1.6 mm (-220.3%) 

Δuc(x=50 m) -1.9 mm (-322%) 14.7 mm (-2496.7%) 

ΔM(x=10 m) -32 kN·m (-1.1%) -1381 kN·m (-48.0%) 

ΔM(x=25 m) -80 kN·m (1.6%) -3452 kN·m (70.3%) 

ΔNc(x=20 m) -315 kN (-17.1%) -5215 kN (-282.5%) 

Tableau 3.3 – Effets du fluage et du retrait
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Figure 3.31 – Distribution de la flèche le long de la poutre

écarts relatifs sous les effets du fluage et du retrait. On y observe que le retrait joue un

rôle très important. Mais on ne doit pas perdre de vue que le retrait peut provoquer

des fissures dans le béton, ce qui implique un comportement non-linéaire que la présente

méthode n’est pas capable de prendre en compte. La modélisation des effets du temps

avec le comportement en fissuration sera l’objet du chapitre 6.
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Figure 3.32 – Distribution de l’effort normal dans la dalle le long de la poutre
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Figure 3.33 – Distribution du déplacement axial dans la dalle le long de la poutre
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Figure 3.34 – Distribution du glissement le long de la poutre
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Figure 3.35 – Distribution du moment fléchissant total le long de la poutre
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3.6 Conclusions

Au cours de ce chapitre, nous avons développé une solution semi-analytique originale re-

lative au comportement viscoélastique linéaire des poutres mixtes avec prise en compte

du retrait et du vieillissement du béton. Cette solution a été établie pour les deux modèle

de connexion. Elle s’obtient en résolvant analytiquement un système d’équations différen-

tielles qui correspond aux équations d’équilibre exprimées en fonction des déplacement.

Ce système d’équations s’obtient donc en combinant les équations d’équilibre, de compa-

tibilité et la loi de comportement viscoélastique discrétisée. Ainsi cette solution, exacte

en espace, est approchée en temps. Néanmoins, l’usage d’un schéma trapézöıdale permet

de d’obtenir une solution avec une précision suffisante. De cette solution semi-analytique,

nous avons construit un élément fini avec matrice de raideur exacte pour la version dis-

crétisée du comportement. Cet élément a été intégré dans un programme d’éléments finis

classique qui nous avons ensuite utilisé pour analysé des poutres mixtes continues. Encore

une fois, le caractère exacte de la matrice de raideur conduit à une réduction importante

du nombre d’éléments nécessaire. Nous avons ensuite confronté nos résultats avec eux

d’autres auteurs ayant utilisés d’autres méthodes de résolution et nous avons observé un

bon accord.

Une étude comparative des deux modèles de connexion a été présentée et nous avons pu

conclure que malgré la complexité induite par le modèle de connexion continue, il reste

avantageux par rapport au modèle de connexion discrète car il permet une réduction si-

gnificative du nombre d’éléments.

La méthode pas-à-pas générale fournit un résultat avec une précision satisfaisante mais

elle nécessite de stocker toute histoire de solicitation, ce qui peut conduire à un temps de

calcul élevé notamment pour les structures de taille importante. La méthode ”rate-type”

de Bažant présente l’avantage d’éviter un stockage de toute l’histoire des contraintes

puisque cette dernière est caractérisée par les valeurs actuelles des variables internes. En

revanche la mise en oeuvre de la méthode rate-type se heurte au problème délicat de l’iden-

tification des paramètres de la fonction de fluage. Les méthodes algébriques (AAEM, EM

et MS) présentent un avantage au niveau du temps de calcul et de la de la mise en oeuvre,

facilitée par la forme simplifiée de la relation de comportement discrète (un seul pas).
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Parmi ces trois méthodes, la méthode AAEM conduit aux meilleurs résultats qui dans

certains cas peuvent être proches de ceux issus de la méthode générale pas-à-pas.

L’étude comparative de l’effet de fluage et retrait sur le comportement nous permet de

conclure que le retrait joue un rôle très important sur le comportement de poutres mixte.

Le retrait conduit à un augmentation des flèches et à une redistribution significative des

efforts internes dans les poutres hyperstatiques. Également, le retrait peut provoquer des

fissures dans le béton et nous conduire dans le domaine nonlinéaire du comportement du

béton, qui est l’objet du chapitre suivant. L’interaction entre le fluage et la fissuration est

abordé au chapitre 6.
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CHAPITRE 4

MODÉLISATION DU COMPORTEMENT MATÉRIEL

4.1 Introduction

Les poutres mixtes sont constituées de deux matériaux, l’acier et le béton, dont il convient

de modéliser le comportement mécanique afin de pouvoir analyser le comportement des

poutres mixtes jusqu’à la charge ultime. Dans une approche par éléments finis à fibres, un

ingrédient essentiel est la relation contrainte/déformation en uniaxial. Ainsi, la majorité

des modèles sont décrit à l’aide de relations explicites exprimant la contrainte en fonction

de la déformation. Cette approche à l’avantage d’être intuitive mais peut conduire à des

complications d’ordre algorithmique. A partir de cette écriture ”ingénieur” des modèles, il

est possible de formuler ces modèles dans le cadre mécaniquement rigoureux de l’approche

par variables internes. L’avantage principal est que ce formalisme permet une intégration

numérique cohérente du comportement et conduit à des algorithmes efficaces. Toutefois

soulignons que si le chargement n’est pas cyclique, il est possible d’éviter cette reformu-

lation qui, dans le cas du béton, peut conduire à des fonctions d’écrouissage complexes.

Dans ce chapitre, nous décrivons brièvement les aspects phénoménologiques les plus mar-

quants du comportement de l’acier et du béton et présentons les modèles correspondants.

La modélisation de l’acier ne pose aucun souci spécifique car son comportement mécanique

est bien décrit par les modèles classiques de l’élastoplasticité. Par contre la modélisation

du béton est moins évidente car ce matériau a un comportement qui diffère en traction et

en compression (anisotropie) et qui exhibe un radoucissement compliquant ainsi la mise en

oeuvre numérique. Pour le béton, le modèle CEB-FIP Model Code 1990 [1] a été retenu

pour le comportement en charge. Un modèle de plasticité couplé à l’endommagement a été

développé. L’endommagement permet de modéliser la dégradation de la raideur. Ce nou-

veau modèle permet de reproduire exactement la courbe enveloppe contrainte/déformation

en compression du modèle CEB-FIP Model Code 1990 [1]. La procédure d’identifica-

tion, qui est décrite, conduit à des courbes d’écrouissage complexes. Par ailleurs, lorsque

le béton est associé à une armature, le phénomène de ”tension-stiffening” apparâıt dans

la zone tendue. La modélisation de ce phénomène, par ailleurs important, est donnée. A



Chapitre 4. Modélisation du comportement matériel

ces aspects, on doit ajouter une description des modèles de comportement des goujons.

4.2 Acier : Aspects expérimentaux du comportement

L’acier est un matériau cristallin, dont la structure présente des défauts de type disloca-

tion. Sans mouvement de ces défauts, les déformations de la structure cristalline corres-

pondent à des déformations réversibles, dites élastiques. Les mouvements des dislocations

induisent des déformations irréversibles, dites plastiques [79].
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Figure 4.1 – Courbe contrainte/déformation : (a) acier dur ; (b) acier doux

Les propriétés mécaniques de l’acier sont déterminées par des procédures normalisées d’es-

sais de traction d’éprouvettes normalisées. On considère une éprouvette que l’on soumet

à un chargement monotone en augmentant progressivement la contrainte σ ou la défor-

mation ε (essai à déformation imposée) et on mesure la déformation qui en résulte (ou la

contrainte). Cet essai met en évidence un domaine à l’intérieur duquel le comportement est

linéaire et à l’extérieur duquel il devient non-linéaire. Selon les aciers, on observe un dur-

cissement plus ou moins prononcé qui correspond au cas d’une courbe (σ, ε) croissante. Au

cours de cette phase on observe un allongement plastique uniforme. Au-delà d’une valeur

de la déformation εu, on note un radoucissement et donc une courbe (σ, ε) décroissante

au cours de laquelle se développe des déformation plastiques non uniformes (localisation).

Cette partie de la courbe ne peut s’obtenir que si l’essai est piloté en déformation. Un

aspect essentiel est la plus ou moins grande ductilité de l’acier qui se caractérise par sa
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capacité plus ou moins grande à se déformer sans atteindre la rupture. Pour un acier doux,

on observe que sitôt après la perte de linéarité, la courbe (σ, ε) présente un plateau avant

de se redresser pour des déformations plus importante. La figure 4.1 montre des courbes

contrainte-déformation pour deux types d’acier (dur et doux).

Après décharge complète, il subsiste une déformation résiduelle permanente qui corres-

ponds à la déformation plastique. Comme indiqué la figure 4.2, la déformation au point

B se décompose donc une partie élastique réversible et une partie plastique qui subsiste

après décharge. Lorsque l’on effectue une décharge de B à C et que l’on recharge à partir

de C, on observe pour la plupart des métaux que la charge se fait à nouveau le long du

trajet BC et de façon élastique (le trajet est donc réversible). Ainsi, la limite d’élasticité

pour une charge à partir de l’état C est σB. Si la limite d’élasticité est fixe (σB = σy

pour tout B), on dit le matériau est parfaitement plastique. Si la limite d’élasticité varie

(σB 6= σy), on dit que le matériau est écrouissable. Lorsque l’on soumet une éprouvette à

un essai de traction suivi d’un essai de compression, on constate que la traction préalable a

écroui le matériau dans le sens de la traction (augmentation de la limite d’élasticité) mais

l’a adouci dans le sens de la compression. Ce phénomène est connu sous le nom d’effet

Bauschinger [92]. La figure 4.2 montre que la limite d’élasticité actuelle en compression

est plus faible que la limite d’élasticité en compression initiale.
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Figure 4.2 – Effet de Bauschinger
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4.3 Modèles de comportement de l’acier

Dans un contexte d’éléments à fibres, le comportement mécanique d’un matériau est

décrit par une loi uniaxiale qui relie explicitement la contrainte et la déformation totale.

Une première approche, satisfaisante pour un chargement monotone, consiste à décrire

le comportement mécanique de l’acier à l’aide d’une ou plusieurs relations explicites qui

correspondent aux phases observées expérimentalement. Schématiquement, les modèles

les plus fréquents sont les modèles multi-linéaires et les modèles qui comportent à la

fois une partie linéaire et une partie parabolique (voir figure 4.3). Ainsi, il ne semble a

priori pas nécessaire de recourir à la théorie de la plasticité, comme on le ferait dans

une situation tridimensionnelle tout à fait générale. En se souvenant que pour un état

de contrainte uniaxial, les modèles élastoplastiques de l’acier les plus courants peuvent

être intégrés exactement, on observe le parallèle qui existe entre les deux écritures. Pour

des chargement cycliques avec inversement du signe de la contrainte, il est avantageux

d’utiliser le cadre rigoureux de la plasticité.

4.3.1 Modèles mécaniques explicite pour l’acier
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Figure 4.3 – Modèles mécaniques explicites de l’acier.

Ce sont des modèles qui sont destinés au cas unidimensionnel. A partir des essais traction-

compression unidimensionnels ou la résolution analytique de l’équation d’évolution (en

1D) associée au modèle élastoplastique, on déduit une relation explicite entre la contrainte

et le déformation totale. Ce type de modèle est souvent utilisé pour analyser le comporte-

ment des structures sous charges statiques monotones à cause de sa simplicité. Par contre,

il devient assez complexe à mettre en oeuvre pour les chargements cycliques. En pratique,
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pour une analyse sous chargement statique monotone, il est courant d’adopter les modèles

explicites simples représentés à la figure 4.3.

Pour une analyse sous chargement cyclique, il existe des modèles explicites avec réactuali-

sation des coefficients caractéristiques qui sont capables de restituer les effets d’écrouissage

linéaires, comme par exemple le modèle de Menegotto-Pinto [100].

4.3.1.1 Modèle multi-linéaire
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Figure 4.4 – Modèle multi-linéaire : (a) écrouissage isotrope ; (b) écrouissage cinématique

Dans l’analyse des structures, le modèle multi-linéaire est souvent utilisé pour représenter

le comportement mécanique de l’acier. La relation contrainte-déformation est linéaire par

morceaux après la présence de plateaux. Un point essentiel est la décharge qui peut se pro-

duire en tout point de la structure et dont il convient de prendre compte dans l’algorithme

NGUYEN Quang Huy 125



Chapitre 4. Modélisation du comportement matériel

de calcul. Pour définir de manière précise le chemin de contrainte, il est important de choi-

sir le type d’écrouissage. La figure 4.4a représente un modèle bi-linéaire avec écrouissage

isotrope avec plusieurs chemins de chargement. Ainsi, à partir de la donnée d’un incrément

de déformation et de la contrainte initiale, il est possible de calculer la contrainte finale.

De même, le modèle bi-linéaire avec écrouissage cinématique est représenté à la figure

4.4b. C’est ce modèle qui sera utilisé dans les applications numériques aux chapitres 5.

4.3.1.2 Modèle de Menegotto-Pinto

Le chargement monotone initial suit une loi bilinéaire. En cas de décharge après plastifi-

cation, le comportement est initialement asymptotique à la droite de décharge élastique,

avant de s’en écarter pour devenir asymptotique à la droite d’écrouissage. La courbure

de la transition entre les deux droites augmente en fonction de la déformation plastique

atteinte lors du cycle précédent (Fig. 4.5). La relation contrainte-déformation est définie

par la relation suivante :

σ = b ε+
(1− b) ε(
1 + εR

)1/R
(4.1)

où :

σ =
σ − σr

σ0 − σr

(4.2)

et

ε =
ε− εr

ε0 − εr

(4.3)

avec :

• σr et εr la contrainte et la déformation au dernier changement de signe de la variation

de la déformation ;

• σ0 et ε0 la contrainte et la déformation de la limite élastique (fictive) courante ;

• b le rapport du module d’écrouissage au module élastique ;

• R un paramètre définissant la forme de la loi de comportement et dépendant de la

déformation plastique dans le demi-cycle précédent, c’est-à-dire entre changements de

signe de la variation de la déformation. L’expression de R proposée par Menegotto

et Pinto [100] est :

R = R0 −
a1ξ

a2 + ξ
(4.4)
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où R0 = 20, a1 = 18.5 et a2 = 0.35 sont des paramètres du modèle et le paramètre ξ est

mis à jour à chaque changement de signe de la variation de déformation :

ξ =
εr,i − εr,i−1 −

σr,i − σr,i−1

E0

ε0,i − εr,i

(4.5)

où les indices i et i−1 désignent respectivement les valeurs au dernier et à l’avant dernier

changement de signe de la variation de la déformation.
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Figure 4.5 – Modèle de Menegotto-Pinto [100]

Ce modèle a l’avantage de permettre d’intégrer un écrouissage isotrope en modifiant la

limite d’élasticité à chaque changement de signe de la variation de contrainte. Filippou

et al [66] ont proposé la relation suivante :

σ0,new = σ0,ini a3

(
εmax

ε0,ini

− a4

)
(4.6)

où εmax est la déformation maximale en valeur absolue lors du changement de signe de la

variation de déformation.
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Dans ce travail de thèse, tous les modèles explicites présentés précédemment sont pro-

grammés et intégrés dans notre propre programme.

4.3.2 Modélisation élastoplastique de l’acier

Les courbes monotones peuvent être remplacées par un modèle élastoplastique de ma-

nière assez aisée pour les chargements monotones. Il suffit pour cela d’adopter un type

d’écrouissage (isotrope et/ou cinématique) et d’identifier la fonction d’écrouissage. Bien

que cela ne soit pas nécessaire pour les modèles 1D en chargement monotone, il est pré-

férable d’adopter le cadre général de la plasticité, en particulier si l’on souhaite décrire le

comportement cyclique des matériau. La formulation générale de ces modèles est écrite

en 1D comme suit. Classiquement, on adopte une décomposition de la déformation totale

ε en une partie élastique εe et une partie plastique εp :

ε = εe + εp (4.7)

Le contrainte est reliée à la déformation élastique par le module de Young :

σ = Ee (ε− εp) (4.8)

Pour décrire l’évolution du domaine élastique, on introduit deux variables internes : p

et α. La variable interne p est associée à l’écrouissage isotrope et la variable interne

α est associée à l’écrouissage cinématique. A ces deux variables, on associe deux forces

thermodynamiques conjuguées R et X de manière à ce que la puissance dissipée s’écrive :

σε̇p −Xα̇−Rṗ ≥ 0 (4.9)

Le domaine élastique est défini par la surface de charge (expression générale) :

f (σ,R,X) = |σ −X| − (σy +R) (4.10)

où σy est la taille initiale du domaine élastique. En adoptant le cadre général des Ma-

tériaux Standards Généralisés, l’évolution de la déformation plastique et des variables

internes découle d’une règle de normalité généralisée dans laquelle la vitesse de déforma-
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tion plastique ε̇p et des variables internes −ṗ et −α̇ s’obtiennent, comme le produit d’un

scalaire positif proportionnel λ̇ donnant l’intensité et la dérivée du critère f(σ,X,R) par

rapport à la force thermodynamique conjuguée qui donne le sens de l’évolution :

ε̇p = λ̇
∂f

∂σ
= λ̇ sign(σ −X) (4.11)

−ṗ = λ̇
∂f

∂R
= −λ̇ (4.12)

−α̇ = λ̇
∂f

∂X
= −λ̇ sign(σ −X) (4.13)

Le scalaire λ̇ est appelé le multiplicateur plastique. Il est nul en charge élastique ou en

décharge élastique et il est strictement positif en charge plastique. Prenant en compte le

critère de plasticité avec le caractère non-négatif du multiplicateur plastique, on obtient

alors les conditions de complémentarité de Kuhn-Tucker pour déterminer λ̇ :

f(σ,R,X) ≤ 0 , λ̇ ≥ 0 , λ̇ f(σ,R,X) = 0 (4.14)

On observe ainsi que α̇ = ε̇p et ṗ = |ε̇p|. Ces deux relations traduisent les règles d’écrouis-

sage cinématique et isotrope. Les forces thermodynamiques et les variables internes sont

liées par les lois d’état :

X = Cα (4.15)

R = R(p) (4.16)

Le multiplicateur plastique s’obtient à partir de la condition de cohérence qui exprime le

fait que le point correspondant à un état de charge ne peut quitter la surface de charge :

ḟ(σ,R,X) = 0 (4.17)

On obtient alors

λ̇ =
Ee∂f

∂σ
ε̇

Ee

(
∂f

∂σ

)2

+

(
∂f

∂R

)2
dR

dp
+

(
∂f

∂X

)2
dX

dα

(4.18)

Ainsi, lorsque l’expression de la surface de charge f(σ,R,X) est connue, l’évolution de la

déformation plastique peut être déterminée. En combinant les équations (4.8), (4.11) et
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(4.18), le taux de contrainte peut être relié à la vitesse de déformation totale comme :

σ̇ = Eepε̇ (4.19)

où Eep est le module élastoplastique dont l’expression est :

Eep = Ee

1−
Ee

(
∂f

∂σ

)2

Ee

(
∂f

∂σ

)2

+

(
∂f

∂R

)2
dR

dp
+

(
∂f

∂X

)2
dX

dα

 (4.20)

Le module élastoplastique tangent continu peut s’interpréter comme l’opérateur tangent

obtenu à partir des relations discrétisées. Ceci n’est vrai que pour le cas unidimensionnel.

Bien qu’il ne soit pas strictement nécessaire d’adopter ce formalisme rigoureux lorsque

l’on fait usage des modèles à fibres, l’identification des paramètres d’écrouissage C et R

conduirait à des fonctions discontinues qui dépendent de l’état de déformation plastique.

4.4 Béton : Aspects expérimentaux du comportement

Le béton est un matériau composite constitué d’une matrice de ciment et d’inclusions de

granulats ou d’agrégats (sables, graviers). A l’hétérogénéité de la composition du béton

vient s’ajouter celle dite structurelle et qui provient de l’existence de défauts initiaux

(microfissures) entre l’interface des granulats et de la pâte de ciment qui constitue le

lien le plus faible du matériau. De par sa nature hétérogène, le béton présente donc

un comportement mécanique très complexe englobant un comportement fortement non

linéaire sous un état de contraintes multiaxiales.

4.4.1 Béton en compression

Considérons une éprouvette de béton comprimée par l’application d’une déformation im-

posée (Figure 4.6). Le comportement axial est non linéaire, et passe par un maximum.

En générale, jusqu’à plus ou moins 30% de la résistance en compression, noté fcm, le com-

portement est linéaire. En suite, la non linéarité du comportement va croissant, jusqu’à
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Figure 4.6 – Comportement en compression uniaxiale [79]

atteindre la contrainte maximale. Cette altération est due à l’apparition et la propagation

des microfissures. Si la contrainte augmente encore, les déformations se concentrent et

un mécanisme de ruine se met en place. La charge atteint son maximum et commence à

décrôıtre. Si des contraintes normales existent (en raison d’un frettage ou d’un confine-

ment), le comportement post-pic est plus ductile et la descente qui fait suite à l’atteinte

du maximum est moins brutale [53].
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Figure 4.7 – Évolution du diagramme σ − ε en fonction de sa résistance [107]

L’allure du diagramme σ − ε change avec la résistance du béton (cf. Figure 4.7). Lorsque
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celle-ci crôıt :

– le module initial et la déformation au pic augmentent,

– le comportement post-pic devient moins ductile.
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Figure 4.8 – Comportement du béton en compression sous charges cycliques [142]

Les décharges et recharges sont non linéaires, avec une raideur moyenne inférieure au

module à l’origine. Cette raideur décrôıt avec la déformation maximale atteinte (cf. Figure

4.8).

4.4.2 Béton en traction

En traction uniaxial, la courbe σ−ε est différente de celle en compression. La résistance en

traction du béton est beaucoup plus petite qu’en compression. C’est principalement dû à la

résistance en traction de l’interface agrégat-mortier qui est bien plus faible que la résistance

en traction de l’agrégat. Lorsqu’une éprouvette de béton est soumise à traction, elle a un

comportement quasi linéaire jusqu’à la limite de fissuration (résistance en traction), fctm.

Ensuite, si l’essai est effectué à déformation imposée, il apparâıt une branche descendante

non linéaire appelée ”tension softening”. La contrainte ne tombe pas directement à zéro,

il faut maintenir un certain effort pour continuer à ouvrir la fissure.

Tout comme en compression, en cas de décharge, la rigidité est inférieure à la rigidité

initiale et diminue lorsque la déformation maximale atteinte augmente (cf. Figure 4.9).
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Figure 4.9 – Courbe contrainte-déformation du béton soumis à traction cyclique [118]

4.5 Modèles de comportement du béton

Plusieurs modèles mécaniques ont été proposés pour décrire le comportement du béton.

Les premiers modèles étaient basés sur des observations expérimentales directes. Ils étaient

par nature incomplets. Les modèles actuels ont une base physique nettement plus sérieuse,

et sont donc plus robustes. Cependant, ils font généralement l’hypothèse d’un comporte-

ment continu.

σ

ε

0E
σ

ε

σ

ε
E

0E 0E

E
0E

(a) (b) (c)

Figure 4.10 – Types de modèles utilisés pour le béton en compression : (a) endommagement
pur ; (b) plasticité ; (c) couplage plasticité-endommagement [106]

Quatres formulations de base peuvent être distinguées :

– Les modèles basés sur une relation explicite entre les contraintes et les déformations.
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Ils sont capables de restituer le comportement sous chargements croissants. Ils ont

par contre plus de mal à reproduire le comportement en décharge et le comportement

cyclique.

– Les modèles basés sur la théorie de la plasticité (cf. Figure 4.10b). Cette théorie per-

met de rendre compte des déformations résiduelles lors des décharges. Bien qu’initiale-

ment développée pour les matériaux cristallins comme les métaux, elle peut moyennant

quelques adaptations être appliquée au béton.

– Les modèles basés sur la théorie de l’endommagement continu (cf. Figure 4.10a). Ces

modèles simulent la dégradation progressive du matériau en diminuant la surface résis-

tante. Les décharges se font selon des droites passant par l’origine.

– Les modèles basés sur le couplage plasticité-endommagement (cf. Figure 4.10c) qui per-

mettent d’approcher le mieux les courbes expérimentales.

La modélisation élastoplastique du béton s’intègre dans le formalisme de la plasticité

développé pour l’acier avec, comme différence essentielle, un critère de plasticité aniso-

trope pour distinguer la compression de la traction et des fonctions d’écrouissage (crois-

sante/décroissante) pour décrire le durcissement et le radoucissement. Par ailleurs, le

modèle élastoplastique endommageable dégénère en un modèle élastoplastique classique

pour une variable d’endommagement égale à zéro.

4.5.1 Modèles mécaniques explicites pour le béton

Dans la majorité des cas, ces modèles fournissent un relation explicite entre la contrainte

normale et la déformation axiale totale. Ils émanent d’une exploitation directe des essais de

compression/traction. Chaque phase du comportement est décrite à l’aide d’une fonction

analytique :

σσσ = f(εεε) (4.21)

On retrouve ce type de description dans la plupart des normes. Ainsi ces modèles ont

la faveur des ingénieurs qui en font usage dans des code de calcul basés sur les éléments

finis à fibres [131], [113], [136], [68]). Il est évident que la relation contrainte-déformation

totale ne permet pas de prendre en compte la base physique du comportement du béton,

notamment dans le cas de charge/décharge. Par ailleurs, il semble difficile de généraliser

les modèles explicites aux sollicitations cycliques.
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Nous allons présenter dans les paragraphes suivants deux modèles explicites largement

utilisés en pratique.

4.5.1.1 Modèle de l’EUROCODE 2

Pour les béton normaux, l’EUROCODE 2 [2] propose la relation contrainte-déformation

totale (cf. Figure 4.11) donnée par l’expression (4.22) :

σc

fcm

=

k

(
εc

εc1

)
−
(
εc

εc1

)
2

1 + (k − 2)

(
εc

εc1

) (4.22)

où εc1 est la déformation au pic de contrainte et k est déterminé par :

k =
1.1 Ec,nom εc1

fcm

(4.23)

avec Ec,nom le module sécant relatif, calculé conventionnellement à une contrainte de

0.4fcm. Au-delà de la déformation ultime εcu, le modèle ne fournit aucune relation. Par

ailleurs, l’EC2 néglige la résistance du béton en traction.

cmf

ε

0.4 cmf

cσ

1cε cuε
,c nomE

Figure 4.11 – Modèle de l’EUROCODE 2 [2]

Remarque : Ce modèle ne prédit aucune information sur la décharge.
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4.5.1.2 Modèle de CEB-FIP Model Code 1990

Le modèle proposé dans l’EUROCODE 2 [2] n’est pas adapté aux bétons à haute résistance

qui ont une certaine ductilité. Par contre le modèle de CEB-FIP Model Code 1990 [1]

est plus général et permet de bien décrire le comportement d’un béton à haute résistance.

Par ailleurs, comme le modèle de l’EUROCODE 2, ce modèle ne fourni aucune information

sur la décharge. La relation contrainte-déformation totale de ce modèle est donnée par :

– Pour εc ≤ εc,lim

σc =
−fcm[

εc1

εc,lim

ξ − 2

(
εc1

εc,lim

)2
](

εc

εc1

)2

+

(
4εc1

εc,lim

− ξ

)
εc

εc1

(4.24)

avec

ξ =

4

[(
Eci

Ec1

− 2

)(
εc,lim

εc1

)2

+
2εc,lim

εc1

− Eci

Ec1

]
[
1 +

(
Eci

Ec1

− 2

)
εc,lim

εc1

] (4.25)

– Pour εc,lim < εc ≤ 0

σc =

−

[
Eci

Ec1

εc

εc1

−
(
εc

εc1

)2
]
fcm

1 +

(
Eci

Ec1

− 2

)
εc

εc1

(4.26)

– Pour 0 < εc ≤ 0.9fctm/Eci

σc = Eciεc (4.27)

– Pour 0.9fctm/Eci < εc ≤ 0.00015

σc = fctm −
0.1fctm (0.00015− εc)

0.00015− 0.9fctm

Eci

(4.28)

– Pour si εc > 0.00015

σc = 0 (4.29)

Les notations utilisées dans les relations ci-dessus ont la signification suivante :
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• Eci module initial tangent du béton à 28 jours [MPa] ;

• Ec1 module sécant de l’origine au pic de contrainte −fcm [MPa] ;

• fcm résistance à la compression du béton [N/m2] ;

• fctm résistance à la traction du béton [N/m2] ;

• εc1 déformation au pic de contrainte −fcm.

• εc,lim déformation correspond à la contrainte après le pic σc = −0.5fcm.

1cE

ciE 1cε ,limcε

cmf−

0.5 cmf−

0.9 ctmf
ctmf

15%

cσ

cε

Compression

Tension

Figure 4.12 – Modèle de CEB-FIP Model Code 1990

4.5.2 Modèles basés sur la théorie de l’endommagement scalaire

L’idée d’une représentation répartie de l’endommagement (fissuration) des matériaux a

été proposée initialement par Kachanov [83]. Il s’en est suivi le concept de contrainte

effective introduit par Rabotnov [106]. Il faut cependant attendre le début des années

70 pour que la théorie de l’endommagement continu (Continuous Damage Theory) se

développe avec dynamisme et le début des années 80 pour que le formalisme de la ther-

modynamique des processus irréversibles apporte un cadre rigoureux et élégant. Depuis

lors, plusieurs modèles d’endommagement continu ont été proposés dans la littérature.

On distingue assez clairement deux classes de modèles : l’endommagement ductile et l’en-

dommagement fragile. Le premier s’accompagne de grandes déformations et s’applique
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plutôt aux métaux et alliages. L’endommagement fragile permet de modéliser l’appari-

tion de micro-fissures et de micro-vides dans les bétons. Sa version la plus simple consiste

à introduire une variable d’endommagement scalaire d définie comme la perte de rigidité

du matériau lors d’un essai uniaxial :

d = 1− E

E0

(4.30)

où E0 est le module de Young initial et E le module de Young endommagé. La va-

riable d’endommagement d varie entre 0 (matériau sain-pas de micro-fissures) et 1 (maté-

riau rompu). Elle peut s’interpréter physiquement, soit comme une porosité relative, soit

comme une densité de micro-fissures. Conformément au premier principe de la thermody-

namique, on associe au matériau une énergie libre volumique (potentiel de Helmholtz)

qui dépend uniquement des valeurs actuelles des variables d’état qui sont la déformation

et la variable interne d :

Ψ(ε, d) =
1

2
(1− d)E0 ε

2 (4.31)

Les lois d’état s’obtiennent par dérivation du potentiel Ψ(ε, d). On obtient ainsi

σ =
∂Ψ(ε, d)

∂ε
= (1− d)E0 ε , Y = −∂Ψ(ε, d)

∂d
=

1

2
E0 ε

2 (4.32)

Y est la force thermodynamique associée à la variable interne d et correspond au taux

de restitution de l’énergie dû à l’endommagement. Il s’ensuit que le taux de dissipation

mécanique est positif au cours de l’évolution puisque :

Ḋ = σε̇− Ψ̇ =

(
σ − ∂Ψ

∂ε

)
ε̇− ∂Ψ

∂d
ḋ ≥ 0 (4.33)

L’inégalité devant être satisfaite quelque soit ε̇ et ḋ, on obtient

σ =
∂Ψ(ε, d)

∂ε
= (1− d)E0 ε , Y = −∂Ψ(ε, d)

∂d
=

1

2
E0 ε

2 (4.34)

Il s’en suit que :

− ∂Ψ(ε, d)

∂d
ḋ = Ψ0 ḋ ≥ 0 (4.35)
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puisque Ψ0 et ḋ sont tout deux positifs. Il convient encore de préciser l’évolution de la

variable interne d. Autrement dit, il importe de définir quand l’endommagement commence

(critère d’endommagement) et comment il évolue avec le chargement (loi d’évolution de d).

On adopte un critère qui s’exprime dans l’espace de la force thermodynamique associée :

fd(Y, d) = Y − 1

2
k0(1 + 2γ d) (4.36)

où 1
2
k0 représente le seuil initial d’endommagement ; γ représente une pseudo-ductilité en

référence à l’écrouissage plastique (Marigo). L’évolution de la variable interne d s’obtient

à l’aide d’une règle de normalité :

ḋ = λ̇d
∂f

∂Y
(4.37)

et des relations de complémentarité

fd ≤ 0 , λ̇d ≥ 0 , λ̇d fd = 0 (4.38)

La présentation ci-dessus rentre dans le cadre des ”stress-based formulations”. On retrouve

dans la littérature des critères qui s’expriment en fonction des déformations (”strain-

based formulations”) dont le plus célèbre est celui de Mazars(1984) [97]. Par analogie

avec la plasticité, l’évolution de la variable d’endommagement d peut s’écrire à l’aide de

l’inéquation variationnelle suivante (Principe de dissipation maximale de Hill) : ∀Y ′ ∈ K(d) :

ḋ (Y − Y ′) ≥ 0 , Y ∈ K(d)

(4.39)

fd ≤ 0 , λ̇d ≥ 0 , λ̇d fd = 0 (4.40)

où K(d) est un convexe qui dépend de l’état d’endommagement au travers de d :

K(d) =
{
Y ∈ R+ | f (Y, d) ≤ 0

}
(4.41)

4.5.3 Modèles basés sur le couplage plasticité-endommagement

Le modèle d’endommagement scalaire présenté ci-dessus permet de modéliser de manière

satisfaisante la dégradation de la raideur du béton au cours du chargement. A lui seul, un
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modèle de plasticité adoucissante avec prise en compte du comportement anisotrope n’est

pas suffisant. Il semble alors assez naturel de combiner endommagement et plasticité afin

d’obtenir un modèle complet qui puisse traduire le comportement réel du béton.

Il existe plusieurs façon de coupler la plasticité et la théorie de l’endommagement et

une description complète des modèles serait trop longue. Pour une étude approfondie

de la théorie de l’endommagement, le lecteur pourra consulter les références ([106],[101],

[91], [65]). On peut toutefois signaler que l’endommagement peut également affecter les

propriétés de résistance et pas uniquement le module de Young comme il est souvent

d’usage de le considérer. Dans ce travail, il nous a semblé judicieux d’adopter un modèle

où l’évolution de la résistance est pilotée par un modèle de plasticité adoucissante et la dé-

gradation de la raideur à l’aide d’un modèle d’endommagement scalaire tel que décrit plus

haut. Un point particulier du modèle est le démarrage concomitant des deux processus.

Autrement dit, dès que l’on plastifie, on endommage également. Ce modèle s’inspire du

modèle présenté par Meschke et al. ([101]). Enfin signalons que l’écriture des modèles

élasto-endommageables est loin d’être unique. Nous avons retenu une description dans

l’espace des contraintes généralisées au sens thermodynamique. Un excellent résumé de

cette théorie est donné par Govindjee [75].

4.5.3.1 Equations fondamentales de la théorie de l’élastoplasticité endomma-

geable : cas 1D

Dans cette thèse, notre choix s’est porté sur un modèle élastoplastique anisotrope avec

endommagement de la raideur du béton. Afin de faciliter l’identification des paramètres

du modèle, nous avons retenu un modèle qui couple les deux processus. Ce modèle a été

présenté par Meschke [101] initialement. Nous en faisons ici une présentation 1D un

peu différente. On peut également la trouver dans les références [127], [75] , [88], [87]. Le

concept qui suit est basé sur la formulation en contrainte de la théorie de l’élastoplasticité

avec endommagement.

De façon similaire à la théorie de plasticité, on suppose que la déformation totale se dé-
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Figure 4.13 – Modèle élastoplastique endommageable

compose en une partie élastique εe, une partie plastique εp et une partie endommagement

εd (cf. Figure 4.13) :

ε = εe + εp + εd (4.42)

Cela revient à substituer à la variable interne d la déformation εd qui résulte de l’endom-

magement. En conséquence, on considère un potentiel densité énergie libre d’Helmholtz

Ψ fonction des variables d’état εe, εd et p :

Ψ = Ψe(εe) + Ψd(εd) + Ψp(p) (4.43)

où :

– Ψe(εe) = 1
2
E0 (εe)2 : l’énergie libre qui est associée aux déformations élastiques

– Ψd(εd) = 1
2
Ed
(
εd
)2

: l’énergie libre qui est associée aux déformations d’endommagement

– Ψp(p) : l’énergie libre qui est associée aux déformations plastiques

Le choix des variables internes indépendantes n’est pas unique. En effet, il est possible de

substituer la déformation plastique à la déformation d’endommagement. Pour ce faire, il

suffit d’observer que :

σ = E0εe = Edεd = E (ε− εp) (4.44)
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et après quelques manipulations algébriques, on obtient une nouvelle expression de Ψ :

Ψ =
1

2
E0 (εe)2 +

1

2
Ed(εd)2︸ ︷︷ ︸

Ψed

+Ψp(p) =
1

2
(D0 +Dd)−1 (ε− εp)2︸ ︷︷ ︸

Ψed

+Ψp(p) (4.45)

En examinant le membre de droit de l’expression (4.45), on remarque que la complai-

sance Dd joue le rôle de variable interne, avec une fonction d’Helmholtz de la forme :

Ψ(ε− εp, Dd, p).

L’inégalité de Clausius-Duhem s’écrit :

D = σε̇− Ψ̇ =

(
σ − ∂Ψ

∂ (ε− εp)

)
ε̇+

∂Ψ

∂εe
ε̇p − ∂Ψ

∂Dd
Ḋd − ∂Ψ

∂p
ṗ ≥ 0 (4.46)

Cette équation (4.46) doit être satisfaite pour toute évolution, y compris le cas élastique

non endommagé ε̇p = 0, ṗ = 0 et Ḋd = 0 ; ceci implique la première loi d’état :

σ =
∂Ψ

∂ (ε− εp)
= D−1 (ε− εp) (4.47)

De manière analogue, on définit les forces thermodynamiques associées aux variables in-

ternes p et Dd par dérivation de Ψ :

R =
∂Ψ

∂p
=
∂Ψp

∂p
(4.48)

Ŷ =
∂Ψ

∂Dd
= −1

2
σ2 (4.49)

Ayant retenu pour variable interne une complaisance, il est tout à fait naturel que la

variable associée ne soit pas un taux de restitution d’énergie mais plutôt une fonction

quadratique des contrainte. Ainsi, l’inégalité de Clausius-Duhem est finalement réduite

à :

Ḋ = σε̇p +
1

2
σ2Ḋd −R(p) ṗ ≥ 0 (4.50)

L’intérêt est d’introduire un couplage entre les deux phénomènes en introduisant un critère

unique qui ne dépende que de σ et de R. En l’absence d’un critère explicite sur Ŷ , on

peut s’affranchir de sa présence dans l’inégalité de dissipation. Le domaine de réversibilité

convexe C est défini dans l’espace des forces thermodynamiques (σ,R). A l’intérieur de

142 Thèse de doctorat
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ce domaine, aucune irréversibilité n’est possible. Ce convexe est limité par la surface de

charge f(σ,R) = 0.

C := {(σ,R)|f(σ,R) ≤ 0} (4.51)

On suppose une évolution normale des variables internes (normalité généralisée). Il s’en

suit que l’évolution des variables internes εp, Dd et p s’obtient à partir du principe de

maximum de la dissipation (4.50) :

inf
(σ,R)∈C

[
−Ḋ

]
(4.52)

Ainsi, pour les variables d’état admissibles données (σ,R) ∈ C, les taux ε̇p, Ḋd et ṗ sont

ceux qui produisent un point stationnaire de la dissipation D. Pour trouver la solution

de ce problème, la méthode du multiplicateur de Lagrange est utilisée. La fonctionnelle

Lagrangienne suivante est introduite :

sup
λ̇≥0

inf
(σ,R)∈C

L(σ,R, λ̇) (4.53)

avec

L(σ,R, λ̇) = −D + λ̇ f(σ,R) = −σε̇p − 1

2
σ2Ḋd +R(p) ṗ+ λ̇ f(σ,R) (4.54)

où λ̇ ≥ 0 est le multiplicateur de Lagrange. A partir des deux conditions de stationnarité,

on obtient

∂L

∂σ
= −ε̇p − Ḋdσ + λ̇

∂f

∂σ
= 0 (4.55)

∂L

∂R
= ṗ+ λ̇

∂f

∂R
= 0 (4.56)

En définissant l’incrément de déformation lié à la dégradation du module de souplesse :

ε̇da = Ḋdσ (4.57)

il s’en suit que :

ε̇p + ε̇da = λ̇
∂f

∂σ
(4.58)
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ṗ = −λ̇ ∂f
∂R

(4.59)

En introduisant un taux de déformation inélastique définie par :

ε̇pd = ε̇p + ε̇da (4.60)

La relation (4.55) peut être récrite sous une forme analogue à la théorie de plasticité

associée classique comme :

ε̇pd = λ̇
∂f

∂σ
(4.61)

On constate que le taux de déformation inélastique ε̇pd est dû d’une part à la plasti-

cité, d’autre part à l’endommagement. Comme proposé dans [101], pour séparer ces deux

parties de déformation, un paramètre scalaire β avec 0 ≤ β ≤ 1, est introduit :

ε̇p = (1− β) λ̇
∂f

∂σ
(4.62)

ε̇da = βλ̇
∂f

∂σ
(4.63)

En combinant les relations (4.55) et (4.63) on obtient la loi d’évolution pour Dda :

Ḋd = 2 (1− β) λ̇
∂f

∂σ2
(4.64)

Le multiplicateur de Lagrange est déterminé par la relation de cohérence ḟ(σ,R) = 0 qui

exprime le fait que le point correspondant à un état de charge ne peut quitter la surface

de charge f(σ,R) = 0 [86]. On écrit alors le relation de Kuhn-Tucker pour déterminer

λ̇ :

λ̇ f(σ,R) = 0 avec f(σ,R) ≤ 0 et λ̇ ≥ 0 (4.65)

On obtient alors :

λ̇ =

∂f

∂σ
ε

(1− β)

(
∂f

∂σ

)2

+D

(
∂f

∂R

)2
∂R

∂p

(4.66)
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4.6 Modèle mécanique proposé pour le béton : Concept de détermination de

la fonction d’écrouissage

Afin de tenter de traduire la non-linéarité matérielle et en particulier, la phase d’adoucis-

sement du béton, dans cette section, le comportement non-linéaire du béton est décrit à

l’aide d’un modèle de plasticité avec endommagement tel que décrit au paragraphe 4.5.3.1.

Plus précisément, il s’agit de plasticité anisotrope avec écrouissage isotrope et endomma-

gement de la raideur. Le modèle développé reproduit exactement la courbe enveloppe du

CEB-FIP Model Code 1990 [1] pour la compression.

4.6.1 Cas du béton en compression

Le modèle de béton du CEB-FIP [1] fournit une relation explicite, par tronçon, entre la

contrainte et la déformation totale. La principale lacune du modèle est l’absence d’une loi

de décharge sachant qu’en pratique le module de décharge, qui correspond à la raideur,

diminue avec la déformation maximale atteinte. L’objectif est de déterminer l’expression

de la fonction d’écrouissage qui permette de reproduire exactement la courbe enveloppe

du CEB-FIP Model Code 1990 [1].

En compression, l’expression du critère en uniaxial est :

fc(σ,Rc) = −σ −Rc(p) ≤ 0 (4.67)

où l’indice ”c” indique que nous somme en compression. Les relations (4.47), (4.62), (4.63)

deviennent alors :

ε =

(
1

E0

+Dd

)
σ + εp (4.68)

ε̇p = − (1− βc) λ̇ (4.69)

ε̇da = Ḋdσ = −βcλ̇ (4.70)

ṗ = −ε̇pd = λ̇ (4.71)

avec E0 désignant le module élastique initial de béton. En dérivant une fois l’équation
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(4.68) que l’on combine ensuite avec les équations (4.69) et (4.70), on obtient :

ε̇ =
σ̇

E0

+Ddσ̇ + ε̇pd (4.72)

Une démarche pour permettre une identification ultérieure (en particulier courbe CEB-

FIP [1]) consiste à supposer que la quantité Ddσ̇ est proportionnelle à ε̇pd :

Dd σ̇ = ζ ε̇pd (4.73)

où ζ est un paramètre scalaire constant. Ce paramètre ζ sera déterminé en accordant

le résultat numérique avec la courbe expérimentale de l’essai de compression uniaxial de

manière à reproduire au mieux le module de décharge. En introduisant les relations (4.71)

et (4.73) dans (4.72), on obtient :

ε̇ =
σ̇

E0

− (1 + ζ)ṗ (4.74)

d’où

ε =
σ

E0

− (1 + ζ)p (4.75)

La relation (4.75) dévoile le sens de l’hypothèse (4.73). En effet, si l’on supprime la

contrainte (décharge), on observe que le rapport entre la déformation totale et la dé-

formation plastique cumulée ε
p

est une constante qui vaut −(1 + ζ). Afin de déterminer la

fonction d’écrouissage Rc(p), nous allons distinguer trois régions dans la courbe contrainte-

déformation du modèle CEB-FIP Model Code 1990 (cf. Figure 4.14).

Région 1 : Dans cette région, le comportement est supposé être élastique linéaire jusqu’à

une contrainte seuil fcy = fcm/3 à laquelle correspond une déformation εcy (cf. Figure

4.14). Ce comportement est défini par le module de Young initial (non endommagé)

E0 =
fcy

εcy

(4.76)

où la détermination de εcy est présentée en Annexe V. Ainsi, nous avons la condition
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0E

,limcε

cmf−

1
3 cmf−

cσ

cεcyε

ré
gi
on
1

région2

région 3

Figure 4.14 – Définition de trois régions pour la fonction d’écrouissage Rc(p)

initiale pour Rc(p) :

Rc(p = 0) = fcy =
1

3
fcm (4.77)

Région 2 : Cette région est limitée par l’intervalle de déformation [εc,lim ; εcy]. Selon le

CEB-FIP Model Code 1990 [1], la relation analytique du comportement dans cette

région est :

σ =

−

[
Eci

Ec1

ε

εc1

−
(
ε

εc1

)2
]
fcm

1 +

(
Eci

Ec1

− 2

)
ε

εc1

(4.78)

En introduisant la relation (4.75) dans l’équation (4.78), nous obtenons :

σ =

(
σ

E0

− (1 + ζ)p

)2

− Eci εc1

Ec1

(
σ

E0

− (1 + ζ)p

)
εc1

fcm

(
Eci

Ec1

− 2

)(
σ

E0

− (1 + ζ)p

)
+
ε2

c1

fcm

(4.79)

En résolvant l’équation (4.79) en σ, nous trouvons :

σ =
√
ξ1p2 + ξ2p+ ξ2

3 − ξ4p− ξ3 (4.80)
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où les coefficients ξi=1..4 sont donnés en Annexe V.

La condition d’être sur le critère fc(σ,Rc) = 0, nous conduit, pour cette région, à l’ex-

pression de la fonction d’écrouissage suivante :

Rc(p) =
√
ξ1p2 + ξ2p+ ξ2

3 − ξ4p− ξ3 avec p̂ ≤ p < 0 (4.81)

où p̂ a pour expression :

p̂ = − 1

1 + ζ

(
εc,lim +

fcm

2E0

)
(4.82)

Région 3 : Cette région se trouve dans la partie adoucissante pour des déformations

ε < εc,lim. Selon CEB-FIP 1990 code [1], la relation de comportement analytique dans

cette région est :

σ =
−fcm[

εc1

εc,lim

ξ − 2

(
εc1

εc,lim

)2
](

ε

εc1

)2

+

(
4εc1

εc,lim

− ξ

)
ε

εc1

(4.83)

En introduisant la relation (4.75) dans l’équation (4.83), nous obtenons :

σ =
−fcm(

ξ

εc,limεc1

− 2

ε2
c,lim

)(
σ

E0

− (1 + ζ)p

)2

+

(
4

εc,lim

− ξ

εc1

)(
σ

E0

− (1 + ζ)p

) (4.84)

En résolvant cette équation (4.83) en σ, nous trouvons :

σ = β1p+ β2 +

(
2∑

i=0

ηip
i

) 1
2

cos

1

3
arccos

( 2∑
i=0

ηip
i

) 3
2

 3∑
i=0

µip
i

 (4.85)

où les coefficients βi=1..2, ηi=0..2, µi=0..3 sont définis en Annexe V. Ainsi, nous obtenons

finalement l’expression de la fonction d’écrouissage dans cette région :

Rc(p) = β1p+ β2 +

(
2∑

i=0

ηip
i

) 1
2

cos

1

3
arccos

( 2∑
i=0

ηip
i

) 3
2

 3∑
i=0

µip
i

 avec p < p̂

(4.86)
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Finalement, nous pouvons écrire la fonction d’écrouissage Rc(p) sous la forme :

Rc(p) = 〈p− p̂〉+
[(
ζ1p

2 + ζ2p+ ζ2
2

) 1
2 − ζ3 − ζ4p

]
+

+ 〈p− p̂〉−
β1p+ β2 +

(
2∑

i=0

ηip
i

) 1
2

cos

1

3
arccos

( 2∑
i=0

ηip
i

) 3
2

 3∑
i=0

µip
i

 (4.87)

où les symboles 〈 〉+ et 〈 〉− désignent les opérateurs :

〈x〉+ =

1 si x ≥ 0

0 si x < 0
〈x〉− =

0 si x ≥ 0

1 si x < 0
(4.88)

4.6.2 En traction

En traction, la fonction de charge a pour expression :

ft(σ,Rt) = σ −Rt(p) ≤ 0 (4.89)

Les relations (4.47), (4.62), (4.63) deviennent alors :

ε̇p = (1− βt) λ̇ (4.90)

ε̇da = Ḋdσ = βtλ̇ (4.91)

ṗ = ε̇pd = λ̇ (4.92)

Dans cet étude, de façon similaire à l’expression proposée par Meschke [101], une loi

hyperbolique adoucissante est prise pour la fonction d’écrouissage Rt(p) :

Rt(p) =
fct(

1 +
p

pu

)2 (4.93)

où le paramètre pu est déterminé à partir de l’énergie de fissuration dissipée localement.

Il faut que l’énergie de fissuration soit égale au travail externe total :

Gt

lc
=

∫ ∞

0

σdε (4.94)
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où Gt est l’énergie de fissuration par unité de surface fissurée et lc est une longueur

caractéristique (qui, en pratique, sont déterminées empiriquement). En introduisant dans

(4.94) la relation (4.75) considérée avec une autre valeur de ζ en traction, nous obtenons :

Gt

lc
=

∫ 0+

0

σ

E0

dσ − (1 + ζ)

∫ ∞

0+

σdp = − (1 + ζ)

∫ ∞

0+

σdp (4.95)

A partir de la condition de critère ft(σ,Rt) = 0 et de la relation (4.93), on déduit l’ex-

pression de σ en fonction de p :

σ(p) =
fct(

1 +
p

pu

)2 (4.96)

0E

ctf

σ

εctε
p

tR

relation σ ε−

adoucissement 
thyperbolique R ( )p

0
d

01
E
E D+

Figure 4.15 – Représentation schématique du comportement uniaxial en traction avec une
loi adoucissante hyperbolique

En introduisant cette relation (4.96) dans (4.95), nous obtenons :

Gt

lc
= − (1 + ζ)

∫ ∞

0

fct(
1 +

p

pu

)2 dp = − (1 + ζ) fctpu (4.97)

d’où

pu = − Gt

fctlc (1 + ζ)
(4.98)
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La relation contrainte-déformation (cf. Figure 4.15) peut être obtenue en substituant la

relation (4.75) dans (4.96) :

σ =


Ecε si ε ≤ εct

Ec

[
4ε

3
+

2pu (1 + ζ)

3
+ 2p1 cos

(
arccos

−p2

2p3
1

)]
si si ε > εct

(4.99)

où :

p1 =
ε− pu (1 + ζ)

3
p2 =

fctp
2
u (1 + ζ)2

Ec

− 2 (ε− pu (1 + ζ))3

27
(4.100)

On peut également déduire à partir des relations (4.73) et (4.96) l’évolution de Dd en

fonction de p :

Dd = ζ
dp

dσ
= −pu ζ

2fct

(
1 +

p

pu

)3

(4.101)

La combinaison des équations (4.91), (4.92), (4.96) et (4.101) amène à la relation suivante :

βt = −3

2
ζ (4.102)

4.6.3 Identification expérimentale

On procède dans ce qui suit à l’identification des paramètres du modèle à partir de ré-

sultats d’essais. Ensuite, la réponse du modèle est confrontée à la courbe contrainte-

déformation expérimentale.

4.6.3.1 Comportement en compression

On considère les résultats de l’essai en compression avec décharges multiples de Karsan

et Jirsa [85]. Les caractéristiques mécaniques du béton en compression sont donnés dans

le tableau 4.1.

Ec (MPa) fcm (MPa) εc1 (N/m)
30000 27.9 -0.22%

Tableau 4.1 – Propriétés mécaniques du béton en compression [85]
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Figure 4.16 – Courbe contrainte limite/déformation résiduelle [85]

Les paramètres ζ et β sont déterminé de sorte que la courbe contrainte/déformation ré-

siduelle soit bien décrite (cf. Figure 4.16). Après avoir réalisé plusieurs tests, on constate

qu’une valeur de 0.4 pour le paramètre β et une valeur de −0.647 pour le paramètre ζ

permettent de restituer le comportement pour l’ensemble des décharges successives consi-

dérées. La courbe contrainte-déformation, obtenues avec ces paramètres, est représentée

et comparée à celle de l’essai [85] à la figure 4.17. On constate que le modèle proposé

décrit bien l’ensemble de comportement du béton en compression cyclique.

4.6.3.2 Comportement en traction

On considère la courbe contrainte-déformation de l’essai de traction uniaxiale réalisé par

Gopalaratnam et Shah en 1985 [74]. Des décharges ont été effectuées permettant de

mesurer le module endommagé. Les caractéristiques mécaniques du béton en traction sont

données au tableau 4.2.

Pour , On définit la valeur de la longueur caractéristique lc à partir de la taille dmax du plus

gros granulat : 3dmax ≤ lc ≤ 6dmax. Pour un béton standard 20mm ≤ dmax ≤ 30mm. La
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Figure 4.17 – Comparaison de l’essai de compression cyclique du béton [85] avec le modèle
proposé

Ec (MPa) fct (MPa) Gt (N/m)
31000 3.5 65

Tableau 4.2 – Propriétés mécaniques du béton en traction [74]

valeur lc = 68mm est retenue ce qui permet de décrire correctement la phase adoucissante

(cf. Figure 4.18).

De même, le paramètre ζ est choisi de manière à ce que la phase de décharge soit restituée

au mieux (cf. Figure 4.18). Après avoir réalisé plusieurs tests, il s’est avéré que la valeur

de −0.2 pour ζ étant optimale. Ainsi, à partir de la relation (4.98), on peut déduire la

valeur du paramètre pu = 3.414 · 10−4. La courbe contrainte-déformation, obtenue avec

ces paramètres, est illustrée et comparée à celle de l’essai [74] à la figure 4.18. On observe

que le modèle proposé décrit bien le comportement du béton en traction avec décharges

multiples.
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Figure 4.18 – Comparaison de l’essai de traction cyclique du béton [74] avec le modèle
proposé

4.7 Algorithme d’intégration local du modèle

Indépendamment de la méthode de résolution adoptée dans une analyse par éléments

finis des problèmes matériellement non-linéaires, il est indispensable d’intégrer, en cer-

tains points, les relations de comportement. Le plus souvent, cette procédure est réalisée

à déformation contrôlée. On adopte le cadre classique d’une plasticité indépendante du

temps ou de la vitesse (”rate-independent plasticity”). On précise que le temps dont il est

fait usage pour écrire commodément les relations de comportement, n’est pas le temps

physique mais un temps purement cinématique, permettant de repérer sur une échelle

croissante, une succession d’événements - généralement associés à des modifications des

sollicitations - constituant le trajet de chargement. En pratique, l’intervalle [0, T ] est di-

visé en N sous-intervalles tels que t1 = 0 et tN = T . L’ensemble des bornes de temps

est désigné par [0, T ]∆ = {t1, ..., tn, ..., tN}. Pour intégrer les lois d’évolution, on intro-

duit une hypothèse sur l’évolution de la déformation au cours des sous-intervalles. On

considère que le taux de variation temporel de la déformation est constant sur chaque

sous-intervalle. Ainsi, l’intégration des équations constitutives consiste à déterminer l’état
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mécanique à l’instant tn+1 en connaissant l’état mécanique à l’instant tn et l’incrément de

déformation totale ∆ε associé à l’intervalle de temps [tn, tn+1]. On a choisi ici d’utiliser le

schéma implicite d’Euler (toutes les relations de comportement sont écrites à l’instant

final t = tt+1) pour effectuer la mise à jour des variables. Cette méthode a l’avantage

d’être précise et inconditionnellement stable, quelle que soit la complexité du critère de

plasticité utilisé [109]. Ce schéma conduit à un algorithme basé sur une prédiction élas-

tique des contraintes suivie d’un correcteur plastique/endommageable, afin de satisfaire

les conditions de complémentarité (de Kuhn-Tucker).

Entrées

p d{ , , , , }n n n n np Dσ ε ε Algorithme de
 

retour radialIncrément de déformation

Etat mécanique au pas n

εΔ

Sorties

p d
1 1 1 1 1{ , , , , }n n n n np Dσ ε ε+ + + + +

Etat mécanique au pas 1n +

Figure 4.19 – Intégration locale

A l’instant tn+1 les relations de comportement discrètes s’écrivent :

σn+1 =
1

Dn+1

(
εn+1 − εp

n+1

)
(4.103)

Rn+1 = R(pn+1) (4.104)

∆εp = εp
n+1 − εp

n = (1− β) ∆λsign (σn+1) (4.105)

∆εda = εda
n+1 − εda

n = ∆Ddσn+1 = β∆λsign (σn+1) (4.106)

∆p = pn+1 − pn = ∆λ (4.107)

Fn+1 = |σn+1| −R(pn+1) ≤ 0 , ∆λ ≥ 0 , ∆λ Fn+1 = 0 (4.108)

En combinant les équations (4.103), (4.105) et (4.106), on obtient :

σn+1 =
1

Dn

(εn+1 − εp
n)− ∆λ

Dn

sign (σn+1) (4.109)
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que l’on réécrit sous la forme suivante :

σn+1 = σtrial
n+1 −

∆λ

Dn

sign (σn+1) (4.110)

avec

σtrial
n+1 =

1

Dn

(εn+1 − εp
n) (4.111)

La relation (4.110) est transformée en :

σtrial
n+1 =

[
|σn+1|+

∆λ

Dn

]
sign (σn+1) (4.112)

En tenant compte que ∆λ ≥ 0, on observe que deux situations distinctes apparaissent.

Soit ∆λ = 0 ; alors on en déduit que σn+1 = σtrial
n+1 . Autrement ∆λ > 0, et on en déduit

que

sign
(
σtrial

n+1

)
= sign (σn+1) (4.113)

Tenant compte que si ∆λ > 0 on a Fn+1 = 0, on peut déduire que

∣∣σtrial
n+1

∣∣ = |σn+1|+
∆λ

Dn

(4.114)

en ajoutant Rn+1 des deux ĉıtés de l’égalité et tenant compte que si ∆λ > 0 on a Fn+1 = 0,

il s’ensuit que

∆λ =
F
(
σtrial

n+1

)
Dn

(4.115)

En pratique on définit une prédiction élastique.

Prédiction élastique :

σtrial
n+1 =

1

Dn

(εn+1 − εp
n) (4.116a)

εp , trial
n+1 = εp

n+1 (4.116b)

ptrial
n+1 = pn (4.116c)

Dtrial
n+1 = Dn (4.116d)

F trial
n+1 =

∣∣σtrial
n+1

∣∣−R(ptrial
n+1 ) (4.116e)

ce qui revient à faire (temporairement) l’hypothèse d’une évolution purement élastique (et
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donc en particulier telle que ∆λ = 0) des contraintes entre les instants tn et tn+1. Une fois

la prédiction calculée, il reste alors à vérifier si F trial
n+1 ≤ 0, donc si la prédiction élastique

était admissible. L’intégration locale est achevée au pas n+ 1 avec :

εp
n+1 = εp , trial

n+1 (4.117a)

pn+1 = ptrial
n+1 (4.117b)

Dn+1 = Dtrial
n (4.117c)

σn+1 = σtrial
n+1 (4.117d)

Dans le cas contraire, on procède à une correction non-linéaire.

Correction non-linéaire : si F trial
n+1 > 0, l’écoulement inélastique a alors lieu . Il faut

donc intégrer l’évolution de la plasticité et de l’endommagement durant le pas de temps,

et donc ∆λ > 0. La condition de complémentarité discrète

∆λ f(σn+1, R(pn+1) = 0 (4.118)

implique alors

f(σn+1, R(pn+1)) = 0 (4.119)

L’équation (4.119), qui permet de calculer la déformation plastique cumulée pn+1, est

fortement non-linéaire. Pour la résoudre, un schéma itératif de type Newton-Raphson

est adopté. Supposons qu’à l’itération i, le résidu de (4.119) soit supérieur à la tolérance

fixée au préalable. Il faut alors procéder à une nouvelle itération de façon à forcer le résidu

à être nul à l’itération i+ 1. L’équation donnant le résidu au pas n+ 1 est alors linéarisée

autour de la solution à l’itération i, soit :

f(pi+1
n+1) = f(pi

n+1) +

(
∂f

∂pn+1

)i (
pi+1

n+1 − pi
n+1

)
= 0 (4.120)

Une fois le résidu inférieur à la tolérance, le processus itératif est arrêté et les autres

variables sont déterminées à l’aide des relations suivantes :

∆λ = ∆p = pn+1 − pn (4.121a)

εp
n+1 = εp

n + (1− β) ∆λsign(σtrial
n+1 ) (4.121b)
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σn+1 =
1

Dn

(εn+1 − εp
n)− ∆λ

Dn

sign
(
σtrial

n+1

)
(4.121c)

Dd
n+1 = Dd

n + ∆Dd = Dd
n + β∆λ

sign(σtrial
n+1 )

σn+1

(4.121d)

et l’intégrale locale au pas n+ 1 est alors achevée. La rigidité tangente à la fin du pas est

donnée par :

Etg
n+1 =

∂σ

∂ε

∣∣∣∣
n+1

=
1

Dn+1

− 1

Dn+1 − (Dn+1)
2 ∂R

∂p

∣∣∣∣
n+1

(4.122)

L’algorithme de l’intégration locale du modèle est résumé dans le tableau 4.3.

Remarque importante : La présentation rigoureuse de l’intégration numérique du com-

portement qui vient d’être faite ci-dessus n’est pas nécessaire en pratique si le chargement

n’induit pas de changement de signe de contrainte et s’il n’y pas de couplage avec les effets

du temps.
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1. Connues au pas n : {σn, εn, εp
n, pn, Dd

n}

2. Données au pas n+ 1 : ∆ε⇒ εn+1 = εn + ∆ε

3. Prédiction élastique : Calculer la contrainte de test et vérifier pour le chargement
inélastique

σtrial
n+1 =

1

Dn

(εn+1 − εp
n)

Rtrial = R(pn)

f trial
n+1 =

∣∣σtrial
n+1

∣∣−Rtrial

SI f trial
n+1 ≤ 0

ALORS

∣∣∣∣∣∣∣∣
εp

n+1 = εp
n

pn+1 = pn

Dd
n+1 = Dd

n

σn+1 = σtrial
n+1

FIN : l’intégration locale est terminée

SINON aller à l’étape 5

4. Correction : Résoudre l’équation (4.119) par la méthode Newton-Raphson pour
obtenir la correction ∆λ et corriger les autres variables

∆λ = ∆p = pn+1 − pn

εn+1 = εn + (1− β) ∆λsign(σtrial
n+1 )

σn+1 =
1

Dn

(εn+1 − εp
n)− ∆λ

Dn

sign
(
σtrial

n+1

)
Dd

n+1 = Dd
n + ∆Dd = Dd

n + β∆λ
sign(σtrial

n+1 )

σn+1

FIN : l’intégration locale est terminée

5. Calculer la rigidité tangente prochaine itération globale

Etg
n+1 =

∂σ

∂ε

∣∣∣∣
n+1

=
1

Dn+1

− 1

Dn+1 − (Dn+1)
2 ∂R

∂p

∣∣∣∣
n+1

Tableau 4.3 – Algorithme de l’intégration locale du modèle élastoplastique endomma-
geable : cas unidimensionnel
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4.8 Effet de ”tension stiffening”

Si l’éprouvette est armée (cf. Figure 4.20a), la qualité de la liaison béton/acier influence

considérablement l’apparition des fissures, leur espacement et leur largeur. La première

fissure est formée lorsque la contrainte dans le béton, transférée de l’acier au béton via

l’action de l’adhérence, atteint la résistance en traction du béton. Au droit de la fissure,

la contrainte du béton est nulle et l’acier reprend à lui seul l’effort ; un glissement entre

le béton et l’acier a lieu puisque la contrainte d’adhérence τb est négligeable. Dans la

zone adjacente à la fissure, la contrainte d’adhérence τb augmente rapidement (cf. Figure

4.20b). Il s’en suit une augmentation de la contrainte de traction dans le béton σc (cf.

Figure 4.20c) et une diminution de la contrainte de traction dans l’acier σs (cf. Figure

4.20d). A une certaine distance de la première fissure so, la contrainte d’adhérence s’an-

nule et les contraintes dans le béton et l’acier ne sont plus influencées par la fissure. Ce

n’est que si la force de traction augmente, une deuxième fissure va probablement se former

lorsque la résistance de traction du béton est dépassée. La procédure continue jusqu’à ce

que la fissuration se stabilise. Il n’y a plus de fissures qui se forment si la distance entre les

fissures n’est pas suffisamment importante pour que la contrainte de l’adhérence puisse se

développer et permettre à la contrainte dans le béton d’atteindre sa limite en une section

quelconque située entre deux fissures.

sFsF

rms rms rms
bτ

cσ

sσ

,s mσ

,c mσ

( )a

( )b

( )c

( )d

Figure 4.20 – Fissuration dans un tirant en béton armé

Un des principaux facteurs qui affecte la rigidité de l’élément en béton armé est l’adhérence
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entre l’armature et le béton. En section fissurée, tous les efforts de traction sont repris par

les armatures. Cependant entre fissures adjacentes, les efforts de traction sont transférés

de l’armature au béton qui l’enrobe par l’adhérence. Par conséquent, la rigidité globale

du béton armé fissuré est plus élevée que les barres d’armature seules. Ce effet est appelé

effet de ”tension stiffening”. L’effet de ”tension stiffening” est principalement influencé

par la résistance du béton en traction, la valeur limite de la contrainte d’adhérence, la

densité d’armature et l’histoire de chargement. La figure 4.21 illustre le diagramme force-

déplacement d’un tirant de béton armé tel que proposé par le CEB-FIP Model Code

1990 [1]. Sur ce diagramme, quatres zones différentes peuvent être distinguées :

1. Une première phase élastique (zone a) ;

2. Ensuite, une phase de formation des fissures au cours de laquelle leur nombre aug-

mente, jusqu’à l’atteinte d’un schéma stabilisé (zone b) ;

3. Une phase de fissuration stabilisée, durant laquelle une augmentation de l’effort

entrâıne une dégradation de l’adhérence béton/acier et une augmentation de l’ou-

verture des fissures (zone c) ;

4. La phase stabilisée prend fin avec la plastification de l’acier dans les fissures, qui en-

trâıne une ruine du tirant. L’augmentation de rigidité apportée par le béton fissuré

disparâıt totalement (zone d).

Elongation

Te
ns

ile
 fo

rc
e

a Uncracked
b Crack formation
c Stabilized cracking
d Post-yielding
R First crack
S Last crack
Y Yielding

Reinforcement
(unembedded)

a

b

c

d

R S

Y

Figure 4.21 – Comportement d’un tirant en béton armé [1]

L’effet de ”tension stiffening”dans la cas des poutres mixtes acier-béton se traduit par une

augmentation significative de la rigidité de flexion en moment négatif après fissuration. Le
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fait d’ignorer cet effet donne en général une surestimation de la flèche. C’est pourquoi une

modélisation correcte de l’effet de ”tension stiffening” est importante dans l’analyse du

comportement des poutres mixtes en service dans la zone des moments négatifs. Notons

d’ores et déjà que le module de décharge n’est pas évoqué, ce qui pourrait poser quelques

difficultés si une décharge, même numérique, avait lieu au cours d’une simulation. Dans la

littérature, il existe deux approches pour modéliser le comportement du béton armé après

fissuration :

1

/ ctfσ

/ ctfσ / ctfσ

/ ctfσ

1

11

/ crε ε

/ crε ε / crε ε

/ crε ε

1 4 10

0.6

0.390.15
0.05

1 10

101 42.2 6

0.9

1 12.2

0.8

0.5

0.2
0.4

(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.22 – Modèles de ”tension stiffening” : (a) Modèle de Scanlon-Murray ; (b) Mo-
dèle de Lin-Scordelis ; (c) Modèle de Vebo-Ghali ; (d) Modèle de Gilbert-Warner

1. Approche béton. En pratique, la résistance à la traction du béton est souvent né-

gligée. Dans certains cas, on suppose un comportement élastique jusqu’à la résistance

et on considère que la relation contrainte/déformation s’arrête à cette contrainte limite.

Dans l’approche béton, on ajoute une branche adoucissante (”strain softening”) à la loi

de comportement du béton après fissuration (après la contrainte limite). Cette branche

permet de prendre en compte la contribution du béton entre les fissures. La loi de compor-

tement de l’acier reste inchangée. Cette approche a été proposée en premier par Scanlon

et Murray (1971) [124], considéré plus tard par Lin et Scordelis (1975) [93], Vebo

et Ghali (1977) [135], Gilbert et Warner (1978) [69], Carreira et Chu (1986)
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[47], Kaklauskas et Ghaboussi [84]. Quatre courbes contrainte-déformation du béton

tendu sont présentées dans la figure 4.22. Scanlon et Murray (1971) [124] ont proposé

une courbe contrainte-déformation avec des marches, présentée à la figure 4.22a. Lin et

Scordelis (1975) [93] ont utilisé une courbe de décharge graduelle avec une branche

polynomiale dans leurs recherches sur les dalles et coques de béton (Figure 4.22b). Vebo

et Ghali (1977) [135] ont proposé une branche linéaire et une branche bi-linéaire descen-

dante dans leurs analyses de dalles de béton (Figure 4.22c). Gilbert et Warner (1978)

[69] ont modifié la courbe bi-linéaire de Vebo-Ghali en considérant une discontinuité à

la fissuration initiale. Ils ont également proposé une série de courbes pour les couches de

béton à proximité de l’armature (Figure 4.22d).

(b)σ

εcr

ctf

ε
5εcr 16ε cr

3
ctf

(a)

φ15φ

15
φ

Figure 4.23 – Modèle de Massicotte et al. (1990) [96] : (a) Loi de ”tension stiffening”;
(b) Définition des aires influencés par le tension stiffening.

Plus récemment Massicotte et al. (1990) [96] ont développé un modèle très abouti de

”tension stiffening”. Le modèle, initialement développé pour un tirant de béton, a été

ensuite appliqué à l’étude de plaques. Ce modèle fait appel aux hypothèses suivantes :

– Le béton est divisé en deux zones, une intacte et une entièrement fissurée.

– Dans la zone entièrement fissurée, le béton suit une loi de ”tension softening” (Figure

4.23a).

– A l’initiation de la fissuration, une liaison parfaite entre le béton et l’acier est supposée

exister.

– Les déformations moyennes de l’acier et du béton sont supposées être les mêmes.

– Le ”tension stiffening” est supposé s’annuler à la plastification de l’acier (même si l’acier
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s’écrouit ensuite).

– Le béton dans lequel apparâıt le ”tension stiffening” est supposé occuper une zone de

15∅ autour de chaque armature (Figure 4.23b).

2. Approche armature. Seule l’armature est considérée mais le comportement de l’acier

d’armature est modifié pour tenir compte de l’effet ”tension-stiffening”. Ainsi, la courbe

contrainte/déformation moyenne d’un tirant équivalent est utilisée pour l’armature. Cette

courbe est obtenue soit par des modèles élément finis dans lesquels l’engrenage et la

liaison des matériaux sont représentés (bond-slip based model), soit par des modèles semi-

empiriques se basant sur des essais expérimentaux. Beaucoup d’études expérimentales et

numériques ont été réalisées et plusieurs modèles ont été donnés : Gilbert et Warner

(1978) [69], Somayaji et Shas (1981) [129], Floegl et Mang (1982) [67], Murakami

and Hegemier (1986) [76], Chan et al. [48], Ouyang et al. (1997) [110], Bischoff

(2003)[38].

1srε sruε

sσ

,s mεsrnε 2srε sryε ,sr shε

1srσ
srnσ

syσ

suσ

Bare steel bar

Embedded steel bar

sσ

sσ

Figure 4.24 – Modèle proposé par CEB-FIP Model Code 1990

Le CEB-FIP Model Code 1990 [1] a proposé une relation contrainte-déformation moyenne
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de l’armature entourée de béton qui est la suivante :

σs =

(
1 +

1

αρ

)
Esεs,m si εs,m ≤ εsr1 (4.123a)

σs = σsr1 +
σsrn − σsr1

εsrn − εsr1

(εs,m − εsr1) si εsr1 < εs,m ≤ εsrn (4.123b)

σs = σsrn +
fsy − σsrn

εsry − εsrn

(εs,m − εsrn) si εsrn < εs,m ≤ εsry (4.123c)

σs = fsy si εsry < εs,m ≤ εsr,sh (4.123d)

σs = fsy +
fsu − fsy

εsru − εsry

(εs,m − εsry) si εsr,sh < εs,m ≤ εsru (4.123e)

σs = fsu si εs,m > εsru (4.123f)

où :

– α et ρ désignent respectivement le rapport des modules d’élastcité et le rapport entre

la section d’armature et celle du béton concerné ;

– σsr1 est la contrainte dans l’armature au droit de la première fissure lorsque celle-ci se

forme ;

– σsrn est la contrainte dans l’armature au droit de la dernière fissure lorsque celle-ci se

forme ;

– εsr1 et εsr2 sont respectivement les déformations dans l’armature au point de glissement

nul et à la fissure lorsque la contrainte atteint la résistance ftm ;

– εsrn = σsrn/Es − βt(εsr2 − εsr1) ;

– εsry = εsy − βt(εsr2 − εsr1) ;

– εsr,sh = εsh − βt(εsr2 − εsr1) ;

– εsru = εsr,sh + δ(1− σsr1/fsy)(fsu − fsy)/Esh ;

– βt = 0.4 pour le chargement instantané, et βt = 0.5 pour un chargement à long terme

et un chargement cyclique ;

– δ = 0.8 un coefficient qui prend en compte du rapport fsu/fsy et la contrainte de

résistance fsy.

Dans les simulations que nous effectuons aux chapitres 5 et 6, nous ferons en fait usage

de l’approche béton pour modéliser le tension-stiffening.
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4.9 Connecteurs

Le rôle des connecteurs est primordial ; sans eux, il n’y a pas de collaboration entre la

section en acier et la dalle de béton. Ils permettent de limiter le glissement pouvant se

produire le long de l’interface acier-béton. En assurant ainsi une reprise des efforts de

cisaillement longitudinaux, ils permettent d’obtenir une section mixte dont les deux com-

posants travaillent ensemble.

Les connecteurs les plus utilisés sont les goujons à tête soudés qui sont mis en place au-

jourd’hui sans problèmes. De plus, ces connecteurs ont l’avantage de présenter la même

résistance dans toutes les directions latérales. Ils permettent également une bonne redis-

tribution des efforts de cisaillement grâce à leur ductilité. La tête du goujon favorise sa

résistance en cisaillement et surtout permet d’empêcher le soulèvement de la dalle de bé-

ton. La première utilisation des goujons est due à Viest, Siess et Newmark [104]. Au

départ, ils étaient soudés manuellement jusqu’à l’apparition du système industriel proposé

et commercialisé par Nelson Stud Welding (cf. Figure 4.25).

Goujon à tête Goujon lisse Goujon avec 
armature en spirale

Figure 4.25 – Types de goujons soudés sur la semelle supérieure du profilé métallique

L’Eurocode 4 [3] distingue deux classes de connecteurs : les connecteurs ductiles et les

connecteurs non-ductiles qui présentent des capacités différentes de déformation en glisse-

ment. Un connecteur est dit ductile lorsque sa capacité de déformation est suffisante pour

justifier, à l’état limite ultime de la poutre, l’hypothèse d’un comportement parfaitement

plastique de la connexion(cf. la courbe ”effort de cisaillement-glissement”avec une branche

quasi-horizontale à la figure 4.26). Dans le cadre des règles d’application de l’Eurocode
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4 [3], les connecteurs sont considérés ductiles lorsqu’ils présentent une capacité de glisse-

ment au moins égale à 6 mm.
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Figure 4.26 – Comportement des connecteurs

En revanche, un connecteur est dit non ductile, si son comportement est essentiellement

élastique avant rupture. Ainsi, un connecteur non ductile présente une courbe ”effort de

cisaillement-glissement”sans palier avec une rupture dès que l’effort P atteint la résistance

(cf. Figure 4.26).

Généralement, on utilise des connecteurs relativement plutôt ductiles : en priorité des

goujons avec ou sans tête connecteurs, éventuellement des connecteurs soudés réalisés

avec des tronçons de cornières. Dans le passé, on utilisait des connecteurs véritablement

rigides (de type butée), mais ils sont moins pratiques à poser que les goujons et impliquent

un dimentionnement élastique de la connexion en sécurité (en raison du risque de rupture

fragile).

Depuis les années 50 [133], relativement à la résistance ultime d’un connecteur et à son

comportement glissement-cisaillement, de nombreux chercheurs ont essayé de trouver des

formules empiriques à partir d’essais de type ”Push-out” (cf. Figure 4.27). Ce type d’essai,

standardisé pour les goujons soudés, a fait l’objet de tentatives de généralisation à d’autre
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Figure 4.27 – Principe de l’essai ”Push-out”

type de connecteurs, tentatives qui ne font pas l’unanimité sur le plan international en

raisons de nombreux facteurs (géométrie des connecteurs, utilisation de tôle mince profilée

en dalle mixte, découpage de l’âme acier en forme de queue d’aronde, etc..).

La version actuelle de l’Eurocode 4 (paragraphe 6.6.3.1) a adopté comme formule de calcul

de la résistance ultime d’un goujon à tête soudé (automatique avec un bourrelet normal),

après un recalibrage récent des coefficients partiels de sécurité, la formule suivante [140] :

PRd = min
[
P

(1)
Rd , P

(2)
Rd

]
(4.124)

où P
(1)
Rd correspond à une ruine de l’acier du goujon :

P
(1)
Rd =

0.8fuπ d
2/4

γV

(4.125)

et P
(2)
Rd à une ruine de type pression diamétrale du béton enrobant le goujon :

P
(2)
Rd =

0.29α d2
√
fckEcm

γV

(4.126)
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avec :

α = 0.2

(
hsc

d
+ 1

)
pour 3 ≤ hsc/d ≤ 4 (4.127)

α = 1 pour hsc/d > 4 (4.128)

où :

• γV est le facteur partiel dont la valeur recommandée est 1.25 ;

• d est le diamètre de la tige du goujon, avec d ⊆ [16 ; 25] mm ;

• fu est la résistance à la traction ultime spécifiée du matériau du goujon, mais sans être

supérieure à 500 N/mm ;

• fck est la résistance caractéristique à la compression sur cylindre à l’âge considéré du

béton ;

• Ecm est la valeur moyenne du module sécant du béton ;

• hsc est la hauteur nominal hors-tout du goujon.

En ce qui concerne la loi de comportement d’un goujon soudé, Ollgaard, Slutter

et Fisher [108] ont proposé, à la suite d’une série de 48 essais ”Push-out”, la relation

explicite ”effort de cisaillement-glissement” suivante :

P = Pu [1− exp (−0.7 |δ|)]0.4 (4.129)

où le glissement δ est exprimé en mm et Pu est la résistance ultime d’un connecteur en

cisaillement.

En 1983, Aribert et al. ont réalisé une série d’essais ”Push-out” sur des éprouvette com-

portant une couche de silicone entre l’acier et le béton pour éviter tout effet d’adhérence ;

ces essais ont conduit à remplacer l’exposant 0.4 de la formule (4.129) par 0.8, donnant

une meilleure concordance avec les courbes expérimentales.

Plus récemment, Salari [120] a proposé un modèle explicite du comportement non-

linéaire cyclique des goujons. Ce modèle est capable de prendre en compte la perte de

résistance et de rigidité du connecteur au cours de sollicitations cycliques. La courbe

NGUYEN Quang Huy 169



Chapitre 4. Modélisation du comportement matériel

enveloppe est donnée par les formules (voir figure 4.28c) :

P = Puα1δ exp
(
−α2δ

α3
)

pour 0 ≤ δ =
δ

δu
≤ 1 (4.130)

P = Puβ1 exp
(
−β2

(
δ − 1

)β3
)

+ Pfu pour δ =
δ

δu
> 1 (4.131)

avec :

α1 =
E0δu
Pu

β1 = 1− Pu

Pfu

α2 = Ln(α1) β2 = − Ln(R1)

(δ1 − 1)β3

α3 =
1

α2

β3 =
Ln(R1)− Ln(R2)

Ln(δ1 − 1)− Ln(δ2 − 1)

Ri =
Pi − Pfu

Pu − Pfu

δi =
δi
δu
, i = 1, 2

Dans ces formules, on désigne par :

• δu le glissement correspondant à l’effort ultime Pu ;

• Pfu est la résistance d’adhérence relative à la friction ;

• δ1 est le glissement correspondant à l’effort P1 = 0.95Pu après le pic ;

• δ2 est le glissement correspondant à l’effort P2 = 1.05Pfu après le pic ;

Le comportement cyclique de ce modèle n’est pas abordée ici. Lecteur peut trouver plus

de détail dans la référence [120].

4.9.1 Modèles mécaniques choisis pour les connecteurs

Dans notre étude, les connecteurs sont modélisés comme un ressort dont le comportement

peut être adopté soit par un modèle élasto-plastique soit par un modèle explicite de

relation ”effort de cisaillement-glissement”. A l’état actuel, trois modèles ont été intégré

dans notre propre programme (cf. Figure 4.28). Le premier est élastique parfaitement

plastique. Le deuxième est basé sur la relation explicite généralisée de Ollgaard et al. :

P = Pu [1− exp (c1 |δ|)]c2 (4.132)
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P

δ

δ δ δ

P P P

uPuP uP
1 u0.95P P=

2 fu1.05P P=
fuP

uδ 1δ 2δ

( ) 2

u 11 exp
c

P P c δ= −⎡ ⎤⎣ ⎦

(a) (b) (c)

0E0E

0E

0E

Figure 4.28 – Modèles mécaniques utilisés pour les connecteurs : (a) modèle élastique
parfaitement plastique ; (b) modèle généralisé de Ollgaard et al ; (c) modèle de Salari

où les coefficients c1 et c2 sont déterminés de sorte que la courbe ”effort de cisaillement-

glissement”analytique est la plus proche possible de la courbe expérimentale. Le troisième

modèle est celui de Salari [120] qui peut être intéressant en comportement cyclique.

4.10 Synthèse et conclusions

Dans ce chapitre, nous avons abordé la modélisation du comportement non linéaire de

l’acier, du béton et des connecteurs de type goujon. Le fil conducteur du chapitre a été

de présenter ces lois dans un cadre rigoureux qui est celui de la mécanique non-linéaire

des matériaux qui repose sur l’usage de variables internes pour décrire les irréversibilités.

Les modèles existant ont aussi été réécrits dans ce cadre. Classiquement, les modèles de

comportement sont donnés sous la forme d’un diagramme contrainte-déformation et décrit

par une ou plusieurs relations entre la contrainte et la déformation totale. Cette écriture,

bien que satisfaisante dans un contexte ”́elément fibre”, peut être à l’origine de difficul-

tés d’ordre numérique. L’écriture des modèles de comportement dans un cadre rigoureux

permet de rationaliser l’implémentation numérique sous un format unique. Cependant, la

difficulté est qu’une telle démarche peut conduire à des fonctions d’écrouissage complexes.

Dans ce chapitre, un modèle de plasticité couplé à l’endommagement a été développé pour

le béton. Ce modèle a été ici adapté pour permettre de reproduire exactement la courbe

enveloppe contrainte/déformation en compression du modèle CEB-FIP Model Code

1990 [1]. La procédure d’identification, qui est décrite, conduit à des courbes d’écrouis-

sage complexes. La comparaison entre les résultats obtenus par ce modèle et les résultats
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expérimentaux indique le modèle est capable de prédire le comportement uniaxial du bé-

ton sous des charges/décharges multiples. Le phénomène de tension-stiffening a été pris en

compte dans ce modèle en modifiant la fonction d’écrouissage en traction du béton pour

la zone concernée par le phénomène. Un algorithme d’intégration numérique des relations

de comportement a été développé.

Enfin, les connecteurs (goujons) ont été modélisés par un ressort dont le comportement

est décrit soit par un modèle élastoplastique, soit par un modèle explicite.
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CHAPITRE 5

MODÈLES ÉLÉMENTS FINIS DE POUTRE MIXTE

5.1 Introduction

Au chapitre 2, nous avons présenté une solution analytique pour une poutre mixte élas-

tique quelconque avec chargement uniforme, et ce pour les deux modèles de connexion.

Cette solution nous a servi de guide pour développer, au chapitre 3, une solution semi-

analytique pour l’analyse des effets du temps dans les poutres mixtes en supposant un

comportement viscoélastique linéaire pour le béton. Bien que complexe, de telles solutions

ne sont possibles que si le comportement est linéaire ou, pour être plus exact affin d’un

comportement linéaire. Dès que le comportement des matériaux devient non linéaire, il est

nécessaire de recourir à la méthode des éléments finis. L’approche en déplacements est la

plus courante. Elle conduit aux éléments finis en déplacements qui peuvent rencontrer des

problèmes de verrouillage de la courbure (curvature locking) pour le modèle de connexion

continue à rigidité élevée, dont l’utilisation peut être donc limitée. Une manière simple

d’éviter ces problèmes numériques consiste à recourir au modèle de connexion discrète, le

prix à payer étant l’augmentation, parfois considérable, du nombre de degrés de liberté.

Une autre façon d’améliorer les performances et la précision est d’abandonner la formu-

lation déplacement pour les formulations équilibre et mixte qui présentent des avantages

certains, notamment pour les problèmes fortement non-linéaires. Ainsi, ces formulations

méritent que l’on y porte toute notre attention. Dans ce chapitre, nous présentons de façon

détaillée les formulations éléments finis pour les poutres mixtes acier-béton et ce pour les

deux modèles de connexion. Les trois formulations courantes (déplacement, équilibre et

mixte) sont développées ainsi que les algorithmes associés. Le cas d’un chargement réparti

entre les noeuds, qui n’a pas été traité dans la littérature, est inclus dans la formulation

”́equilibre”. Dans notre présentation, nous partirons de la formulation la plus générale

(connexion continue) et nous déduirons les relations fondamentales pour la connexion dis-

crète en suivant le schéma développé au chapitre 2. Les outils numériques développés sont

validés en comparant les prédictions des modèles à des résultats d’essais expérimentaux.

On observe que les trois formulations conduisent à des résultats satisfaisants. Il s’en suit

une analyse de l’influence du modèle de connexion sur la réponse d’une poutre mixte. Une
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comparaison des performances des trois formulations clôture le chapitre.

5.2 Problème aux limites

5.2.1 Problème aux limites continu

On considère une poutre mixte qui occupe à l’instant t0, un domaine Ω de l’espace physique

P qui s’identifie à un espace euclidien à une dimension R (cf. Figure 5.1). Le bord de

ce domaine ∂Ω est défini (constitué) par les deux points matériels d’extrémité. Tout

point M ∈ Ω est repéré par sa coordonnée x. La poutre mixte est soumise, au cours de

l’intervalle [0, T ], à des sollicitations mécaniques que l’on peut caractériser à tout instant t,

par une densité d’effort linéique pz appliquée dans le domaine Ω. Sur une partie ∂uΩ de la

frontière, des déplacements généralisés sont imposés alors que sur la partie complémentaire

∂tΩ des efforts généralisés sont imposés. Les parties ∂uΩ et ∂tΩ (singletons) satisfont :

∂tΩ ∪ ∂tΩ = ∂Ω , ∂tΩ ∩ ∂tΩ = ∅ (5.1)

P

M

x

z

( )zp x

Lu∂ Ω t∂ Ω

Ω

Figure 5.1 – Problème aux limites associé à une poutre mixte

Le chargement est supposé être quasi statique et on se place en condition isotherme. Sous

l’action des sollicitations, la poutre mixte se déforme ; on note d(M, t) le vecteur déplace-

ment au point M de Ω et à l’instant t. Se plaçant dans le cadre des petites déplacements,

ce qui signifie que les différentes configurations occupées par le milieu peuvent être confon-

dues avec la configuration initiale Ω, on associe à d le tenseur linéarisé des déformations

généralisées e(d). Il importe de déterminer les champs inconnus de déplacement d(M, t),

de déformation e(M, t) et de contraintes généralisées D(M, t) sur Ω × [0, T ]. Ils sont
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solutions du problème aux limites P1
L suivant :

P1
L : Trouver d, D et e sur Ω× [0, T ]

• Conditions initiales

∀M ∈ Ω : d(M, 0) = 0 , D(M, 0) = 0

• Equations d’équilibre

∀M ∈ Ω et t ∈ [0, T ] : ∂D(x)− ∂scDsc(x)−Pe = 0

• Equations de compatibilité

∀M ∈ Ω et t ∈ [0, T ] : e(x) = ∂d(x) , ∂scd(x)− dsc(x) = 0

• Comportement
∀M ∈ Ω et t ∈ [0, T ] : D(M, t) = C (d(M, τ), τ ≤ t)

• Conditions aux limites

Sur les efforts : M∈ ∂tΩ et t ∈ [0, T ] : D(x = L) = D

Sur les déplacements : M∈ ∂uΩ et t ∈ [0, T ] : d(x = 0) = d

(5.2)

La forme fonctionnelle de la loi de comportement synthétise le principe de causalité et le

caractère local en variable d’espace. Tout champ de contraintes généralisées qui satisfait le

groupe des équations d’équilibre (2.16) est dit statiquement admissible, en abrégé s.a., et

s.a. à zéro pour des efforts de bord nuls (D = 0). De même, tout champ de déplacement qui

vérifie le groupe des équations cinématique (2.40-2.41) est dit cinématiquement admissible,

en abrégé c.a., et c.a. à zéro pour un vecteur déplacement imposé nul sur la frontière

(d = 0).

5.2.2 Problème aux limites discret en temps

Le caractère non-linéaire du comportement impose une discrétisation en temps du pro-

blème aux limites, ce qui revient à ne satisfaire les équations de champs (équilibre et

compatibilité) qu’à certains instants particuliers. On adopte le cadre classique d’une plas-

ticité indépendante du temps ou de la vitesse (rate-independent plasticity). Ainsi, le temps

dont il est fait usage pour écrire commodément les relations de comportement, n’est pas

le temps physique mais un temps purement cinématique, permettant de repérer sur une

échelle croissante, une succession d’événements - généralement associés à des modifications

des sollicitations - constituant le trajet de chargement. En pratique, l’intervalle [0, T ] est
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divisé en N sous-intervalles tel que t1 = 0 et tN = T . L’ensemble des bornes de temps est

désigné par [0, T ]∆ = {t1, ..., tn, ..., tN}. Les champs mécaniques sont continus en espace.

L’équilibre à la borne de temps tn+1 est solution du problème aux limites suivant :

P1
L : Trouver d, D et e sur Ω× [0, T ]∆

• Conditions initiales

∀M ∈ Ω : d(M, 0) = 0 , D(M, 0) = 0

• Equations d’équilibre

∀M ∈ Ω : ∂Dn+1(x)− ∂scDsc|n+1(x)−Pe|n+1 = 0

• Equations de compatibilité

∀M ∈ Ω : en+1(x) = ∂dn+1(x) , dsc|n+1(x) = ∂scdn+1(x)

• Comportement
∀M ∈ Ω et t ∈ [0, T ] : D(M, t) = C (d(M, τ), τ ≤ t)

• Conditions aux limites

Sur les efforts : M∈ ∂tΩ : Qn+1(x) = Qn+1(x)

Sur les déplacements : M∈ ∂uΩ : dn+1(x) = dn+1(x)

(5.3)

Le problème nécessite une discrétisation en espace. Il est nécessaire de choisir le champ

mécanique que l’on souhaite discrétiser qui devient le champ inconnu principal, les autres

grandeurs mécaniques étant déduites (grandeurs secondaires). On peut également choisir

de discrétiser en espace plus d’un champ mécanique ; on parle alors de méthode mixte.

5.3 Formulation en déplacements

Dans ce modèle, c’est le champ de déplacement qui est discrétisé et constitue ainsi l’in-

connue fondamentale du problème aux limites. Ainsi, le champ de déplacement est connu

en tout point de la structure tandis que le champ de contrainte n’est connu qu’aux points

d’intégration. Ces éléments sont construits à partir d’une formulation variationnelle des

équations d’équilibre qui relève du principe des travaux virtuels, applicable quelque soit

le comportement du matériau constituant la structure. Dans la section qui suit, nous

détaillons cette formulation pour le cas de la connexion répartie ; le cas de la connexion

ponctuelle s’en déduit sans trop de difficultés. Avant de développer les éléments finis de

type déplacement, il est nécessaire de réécrire les équations d’équilibre sous une forme
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plus appropriée, forme dite ”faible” ou variationnelle.

5.3.1 Connexion continue

5.3.1.1 Formulation variationnelle des équations d’équilibre

Les éléments finis de type déplacement occupent une place importante car ils constituent

la grande majorité des modèles utilisés en pratique. Leur introduction dans un code de

calcul est classique. Toutefois, les modèles déplacement ne sont pas exempt de problèmes

qui nécessitent un soin particulier dans le choix des fonctions de forme, et ce afin d’éviter

le verrouillage numérique (connexion continue) qui sera expliqué plus tard. Dans cette for-

mulation, le champ des déplacements est l’inconnue fondamentale et les champs d’efforts

internes apparaissent comme des variables secondaires, déterminées (de manière itérative

dans le cas non-linéaire) à partir des déplacements. Classiquement, le champ des dépla-

cements s’exprime en fonction des déplacements nodaux des éléments finis à l’aide de

fonctions d’interpolation appropriées de déplacements. Les déformations en section sont

directement obtenues à travers des relations cinématiques. Par conséquent, les relations

cinématiques sont satisfaites de manière stricte en tout point de la structure. Lorsque les

déformations généralisées sont connues, on peut calculer les forces associées en utilisant les

relations forces/déformations généralisées qui traduisent le comportement de la section.

Ne pouvant satisfaire de manière stricte à la fois la cinématique et les relations d’équilibre,

une formulation faible (variationnelle) des équations d’équilibre est considérée :∫
L

δdT (∂D− ∂scDsc −Pe) dx = 0 ∀δd ∈ U0(Ω) (5.4)

où δd est tout vecteur de l’ensemble U0(Ω) qui regroupe les déplacements virtuels (fonc-

tions de poids) qui sont cinématiquement admissibles, sous réserve qu’ils soient suffisam-

ment differentiables et que les conditions homogènes de frontière soient également satis-

faites. L’équation (5.4) est la forme intégrale des équations d’équilibre pour une poutre

mixte. En développant cette équation, on a :∫
L

δuc

(
dNc

dx
+Dsc

)
dx+

∫
L

δus

(
dNs

dx
−Dsc

)
dx+

∫
L

δv

(
d2M

dx2
+H

dDsc

dx
+ pz

)
dx = 0

(5.5)
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En intégrant par parties les trois termes de la relation (5.5) :∫
L

δuc
dNc

dx
dx = [δuc Nc]

L
0 −

∫
L

dδuc

dx
Ncdx (5.6)∫

L

δus
dNs

dx
dx = [δus Ns]

L
0 −

∫
L

dδus

dx
Nsdx (5.7)∫

L

δv
d2M

dx2
dx =

[
δv

dM

dx
− dδv

dx
M

]L

0

+

∫
L

d2δv

dx2
Mdx (5.8)∫

L

δv
dDsc

dx
dx = [δv Dsc]

L
0 −

∫
L

dδv

dx
Dscdx (5.9)

on déduit que

∫
L

dδuc

dx
Ncdx+

∫
L

dδus

dx
Nsdx−

∫
L

d2δv

dx2
M dx+

∫
L

(
δus − δuc +H

dδv

dx

)
Dscdx

=

∫
L

δv pzdx+ [δucNc + δusNs + δv T + δθ M ]x=L
x=0 (5.10)

Le dernier terme du membre de droite de l’équation (5.10), qui représente le travail vir-

tuel des efforts de frontière, est remplacé par l’expression (produit scalaire) : δqTQ. Par

ailleurs, le champ de déplacements virtuels étant cinématiquement admissible, l’équation

(5.10) peut être réécrite sous la forme suivante :∫
L

(
δeTD + δdscDsc

)
dx =

∫
L

δdTPedx+ δqTQ (5.11)

La relation (5.11) n’est rien d’autre que principe des travaux virtuels qui traduit une

forme faible des équations d’équilibre. L’avantage de cette forme est que l’on peut ajou-

ter des efforts ponctuels (force, moment etc...) à la charge répartie pz. Si l’on identifie la

poutre à un élément fini de longueur L, la relation (5.11) permet de construire la relation

forces/déplacement de l’élément fini (les efforts de frontière deviennent les forces nodales).

Le principe des travaux virtuels doit être satisfait indépendamment de la loi de compor-

tement. Lorsque les matériaux ont un comportement non-linéaire, il n’est pas possible de

le satisfaire à chaque instant, il est alors satisfait de manière discrète à certaines bornes

de temps qui correspondent à l’évolution du chargement, soit pour la borne tn+1 :∫
L

(
δeTDn+1 + δdscDsc |n+1

)
dx =

∫
L

δdTPe |n+1 dx+ δqTQn+1 ∀δd (5.12)
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On se place dans un sous-intervalle donné [tn, tn+1]. Dans cet intervalle, les relations de

comportement (2.47) et (2.57) s’écrit sous la forme linéarisée suivante :

Di = Di−1 + ki−1∆e (5.13)

Di
sc = Di−1

sc + ki−1
sc ∆dsc (5.14)

où l’indice ”i”désigne l’itération d’équilibre, ki−1 et ki−1
sc sont respectivement la matrice de

rigidité tangente de la section et la raideur de la connexion, déterminées à l’itération i−1.

En combinant l’équation (5.12) avec les relations (5.13) et (5.14), on obtient la relation

suivante :∫
L

[
δeT

(
Di−1 + ki−1∆e

)
+ δdsc

(
Di−1

sc + ki−1
sc ∆dsc

)]
dx =

∫
L

δdTPedx+ δqTQ (5.15)

où les indices ”n + 1” on été supprimés afin de ne pas alourdir les notations. L’équation

(5.15), qui satisfait l’équilibre de façon faible (sous forme intégrale) et les relations ci-

nématiques et le comportement linéarisé de façon forte, est l’équation de base pour la

formulation des éléments finis de type déplacement d’une poutre mixte avec l’interaction

des composants acier et béton. Cette équation doit être discrétisée en terme de déplace-

ments nodaux et de forces nodales d’un élément pour obtenir l’équation fondamentale de

l’élément fini.

5.3.1.2 Discrétisation en élément fini

L’équation (5.11) peut être utilisée pour développer un élément de déplacement de poutre

mixte. Pour cela, le champ de déplacement d(x) est approché en terme de déplacements

nodaux q :

d(x) = a(x)q (5.16)

où a(x) =
[
as(x)

T ac(x)
T av(x)

T

]T
est la matrice des fonctions d’interpolation de dé-

placements. Elle dépend du nombre de degrés de liberté de l’élément que l’on a choisi.

En utilisant les relations cinématiques (2.40) et (2.41), les déformations généralisées et le

glissement à l’interface peuvent également être calculées à partir des déplacements nodaux

NGUYEN Quang Huy 179
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par :

e(x) = B(x)q (5.17)

dsc(x) = Bsc(x)q (5.18)

où B(x) = ∂a(x) et Bsc(x) = ∂sca(x).

En substituant les relations (5.16), (5.17) et (5.18) dans l’équation (5.15), on obtient :

δqT

{∫
L

[
BT
(
Di−1 + ki−1B∆q

)
+ BT

sc

(
Di−1

sc + ki−1
sc Bsc∆q

)]
dx

}
= δqT

[∫
L

aTPedx+ Q

]
(5.19)

Cette relation doit être vérifiée quelque soit δq, d’où :∫
L

[
BT
(
Di−1 + ki−1B∆q

)
+ BT

sc

(
Di−1

sc + ki−1
sc Bsc∆q

)]
dx =

∫
L

aTPedx+ Q (5.20)

Après arrangement, on a :[∫
L

(
BTki−1B + BT

sck
i−1
sc Bsc

)
dx

]
∆q =

∫
L

aTPedx+ Q −
∫

L

(
BTDi−1 + BT

scD
i−1
sc

)
dx

(5.21)

ou bien :

K∆q = Q0 + Q−Qi−1
R (5.22)

où Ke est la matrice de rigidité tangente de l’élément à l’itération i− 1, déterminée par :

K =

∫
L

BTki−1Bdx+

∫
L

BT
sck

i−1
sc Bscdx (5.23)

Q0 est le vecteur des forces nodales équivalentes due à la charge répartie appliquée à

l’élément, dont l’expression est :

Q0 =

∫
L

aTPedx (5.24)

et Qi−1
R est le vecteur des forces nodales équivalentes à l’itération i− 1, déterminé par :

Qi−1
R =

∫
L

BTDi−1dx+

∫
L

BT
scD

i−1
sc dx (5.25)
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5.3.1.3 Fonctions d’interpolation de déplacements

La solution analytique présentée au paragraphe 2.4.2 indique que les déplacements exacts

en élasticité linéaire sont des fonctions complexes qui comportent à la fois une partie

hyperbolique et une partie polynomiale. Bien entendu, on pourrait substituer à la partie

hyperbolique une fonction polynomiale issue d’un développement en série de Taylor et

qui conduirait à un polynôme comportant des termes de degré plus ou moins élevé (variant

de zéro jusqu’à l’infini). Cela signifie que pour approcher le champ des déplacements, plus

le nombre de degrés de liberté (DDL) est élevé, plus la précision est bonne. Remarquons,

d’ores et déjà, que ce problème n’existe pas pour le modèle de connexion discrète pour

lequel le champ de déplacement exact est un polynôme dont l’ordre dépend du charge-

ment. Plusieurs éléments ”déplacement” de nombre de degrés variable ont été proposés

dans la littérature. L’élément à 8 DDL est certainement le plus simple, mais des analyses

ont montré que cet élément présente des problèmes de verrouillage numérique (curvature

locking) et conduit à des erreurs significatives lorsque la rigidité de la connexion devient

grande [54]. En 1981, Arizumi et al. [16] ont proposé un élément à 12DDL. En 1993,

Daniels et Crisinel [56] ont présenté un élément à 10DDL. Récemment en 2002, un

élément à 16 DDL a été développé et comparé avec les éléments à 8 DDL, 10 DDL et

16 DDL par Dall’Asta et Zona [54]. La comparaison a mis en évidence les mauvaises

performances de l’élément à 8 DDL qui sont la conséquence des problèmes de verrouillage

numérique (curvature locking) évoqué plus haut et les bonnes performances de l’élément

à 16 DDL, bien qu’il soit compliqué à implementer.

1q

2q

3q
4q

5q

6q

7q

8q

9q

10q

/2L /2L

Figure 5.2 – Élément de déplacement à 10 DDL
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Chapitre 5. Modèle des éléments finis

Dans notre étude, nous considérons un élément à 10 degrés de libertés (cf. Figure 5.2). Des

polynômes Hermitiens cubiques sont utilisés pour approcher le déplacement transversal

v(x) et une fonction d’interpolation quadratique est utilisée pour approcher les déplace-

ments axiaux uc(x) et us(x). Ainsi, la matrice a(x), que l’on peut décomposer en trois

vecteurs lignes, est donnée par :

as(x) =

[
0 1− 3x

L
+

2x2

L2
0 0 0

2x2

L2
− x

L
0 0 0

4x

L
− 4x2

L2

]
(5.26)

ac(x) =

[
1− 3x

L
+ 2x2

L2 0 0 0
2x2

L2
− x

L
0 0 0

4x

L
− 4x2

L2
0

]
(5.27)

av(x) =

[
0 0 1− 3x2

L2
+

2x3

L3
x− 2x2

L
+
x3

L2
0 0

3x2

L2
− 2x3

L3

x3

L2
− x2

L
0 0

]
(5.28)

5.3.2 Connexion ponctuelle

Comme signalé plus haut, la solution analytique conduit à un champ de déplacement

polynômial. Par conséquent, ces éléments ne présentent pas de problème de verrouillage

numérique, inhérent à une modélisation continue de la connexion. On pourrait ainsi en

conclure, qu’une modélisation discrète de la connexion est un remède au verrouillage numé-

rique. Toutefois, le prix à payer est une augmentation significative du nombre d’éléments

et donc du nombre total de DDL. Pour le modèle à connexion ponctuelle, la matrice de

rigidité K ainsi que la vecteur de forces nodales équivalentes Qi−1
R d’un élément de poutre

mixte non-connectée s’obtiennent à partir de relations (5.23) et (5.25) en faisant ksc = 0

et Dsc = 0 :

K =

∫
L

BTki−1Bdx (5.29)

Qi−1
R =

∫
L

BTDi−1dx (5.30)

La matrice de rigidité de l’élément de poutre mixte avec la connexion ponctuelle s’obtient

en assemblant la matrice précédente avec les matrices de rigidité de l’élément de connexion

(ressort) qui est développées au paragraphe 2.4.1.2.
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5.3. Formulation en déplacements

5.3.3 Algorithme de calcul

La méthode de Newton-Raphson est utilisée pour résoudre le système d’équations non-

linéaires global. L’itération Newton-Raphson (i) comporte les étapes suivantes :

(1) Résoudre le système global des équations et mettre à jour les déplacements de structure.

A l’itération Newton-Raphson (i) la matrice de rigidité globale Ki−1
g à l’itération pré-

cédente (i−1) est utilisée pour calculer les incréments de déplacement ∆qi correspondant

aux incréments de chargement donnés ∆P
i−1

gU qui représentent les forces hors équilibre par

rapport à l’itération précédente.

Ki−1
g ∆qi

g = ∆P
i−1

gU (5.31)

qi
g = qi−1

g + ∆qi
g (5.32)

(2) Pour chaque élément, extraire les déplacements et les incréments de déplacement.

Les incréments de déplacement nodal de chaque élément ∆qi sont extraits à partir de

ceux de la structure ∆qi
g.

qi = qi−1 + ∆qi (5.33)

Pour chaque élément effectuer les opérations suivantes (3 - 9).

(3) Calculer les déformations généralisées et le glissement aux points d’intégration xgl.

ei(xgl) = B(xgl)q
i (5.34)

dsc(xgl)
i = Bsc(xgl)q

i (5.35)

(4) Pour chaque fibre, calculer la déformation.εi
s(xgl, zs)

εi
c(xgl, zs)

 =

1 0 zs

0 1 zc

 ei(xgl) (5.36)

(5) Pour chaque fibre, calculer la contrainte et le module tangent.

La contrainte dans les fibres σi(xgl, z) et le module tangent Ei(xgl, z) qui correspondent à

la déformation εi(xgl, z) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement des matériaux
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Chapitre 5. Modèle des éléments finis

(cf. chapitre 4).

(6) Calculer les efforts de cisaillement et mettre à jour le module tangent de connexion.

L’effort de cisaillement de connexion Di
sc(xgl) et le module tangent ki

sc(xgl) qui corres-

pondent au glissement di
sc(xgl) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement de la

connexion (cf. chapitre 4).

(7) Pour chaque point d’intégration, calculer la matrice tangente de rigidité de section et

les efforts internes.

La détermination de la matrice tangente de rigidité de section ki(xgl) et des efforts in-

ternes Di(xg) est présentée dans l’annexe I.

(8) Calculer la matrice de rigidité de l’élément.

Ki
e =

∫
L

B(x)Tki(x)B(x)dx+

∫
L

Bsc(x)
Tki

sc(x)Bsc(x)dx (5.37)

(9) Calculer les les efforts aux noeuds de l’élément.

Qi
R =

∫
L

B(x)TDi(x)dx+

∫
L

Bsc(x)
TDi

sc(x)dx (5.38)

(10) Calculer les efforts aux noeuds pour toute la structure et mettre à jour la matrice de

rigidité globale à l’itération i.

Les efforts nodaux équivalents des éléments et les matrices de rigidité des éléments sont

assemblés pour obtenir la mise à jour des efforts internes de structure et de la matrice de

rigidité globale.

Pi
gR = assembler

(
Qi

R

)
(5.39)

Ki
g = assembler

(
Ki

e

)
(5.40)

A ce stade, les efforts internes de la structure Pi
gR sont comparés avec les forces totales

appliquées. Si la différence ∆P
i

gU , qui est le vecteur des forces hors-équilibre de la struc-

ture, n’est pas inférieure à une précision fixée, l’itération de Newton-Raphson suivante

est entreprise. Les étapes de (1) à (19) sont répétées jusqu’à ce que la convergence au

niveau de la structure soit obtenue.
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Il est à noter que, en travaillant avec l’incrément de chargement (chargement contrôlé),

on risque de dépasser le pic de chargement lorsque les matériaux ont un comportement

élastique parfaitement plastique (acier) ou un comportement adoucissant (béton). Par

conséquent, on risque de ne pas avoir convergence des itérations. Ce problème peut être

résolu en travaillant avec l’incrément de déplacement (déplacement contrôlé), mais cela

n’est possible que dans le cas où on peut admettre une variation du chargement à un seul

paramètre. Dans cet étude, afin d’éviter le problème de divergence dû au pic de charge-

ment, nous utilisons un algorithme de résolution se basant sur la méthode de longueur

d’arc cylindrique [114]. Le détail de cet algorithme est présenté an annexe VIII.

5.4 Formulation équilibre

Dans la formulation des éléments finis de type ”́equilibre”, les efforts internes de l’élément

sont les inconnues fondamentales du problème. Ces inconnues sont interpolées à partir

d’efforts aux noeuds et à l’aide de fonctions d’interpolation qui, par construction, doivent

satisfaire les conditions d’équilibre d’un élément de poutre mixte. Il s’en suit que l’équilibre

est satisfait de manière stricte le long de l’élément. Lorsque forces internes D et Dsc sont

connues, on peut calculer les déformations associées e et dsc en utilisant les relations

constitutives force-déformation (2.47) et (2.57).

5.4.1 Connexion continue

5.4.1.1 Formulation variationnelle des équations de compatibilité

Les déformations généralisées se déduisent des déplacements à l’aide des relations (2.40)

et (2.41). La formulation intégrale des équations de compatibilité s’obtient en intégrant le

produit des relations (2.40) et (2.41) par un champs de contraintes généralisées virtuelles,

soit : ∫
L

δDT (∂d− e) dx+

∫
L

δDsc (∂scd− dsc) dx = 0 (5.41)

δD et δDsc sont les contraintes généralisées virtuelles (efforts internes virtuels) qui satis-

font les équations différentielles d’équilibre homogènes :

∂δD− ∂scδDsc = 0 (5.42)
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On note S̃0(Ω) l’espace des contraintes généralisées statiquement admissibles à zéro :

S̃0(Ω) = {D, Dsc ∈ S | ∂δD− ∂scδDsc = 0 et D = 0 sur ∂ tΩ} (5.43)

L’équation (5.41) est la forme intégrale des relations cinématiques pour une poutre mixte.

Cette équation traduit que dans une formulation en contraintes généralisées, les relations

de compatibilité ne sont satisfaites que de manière faible. En intégrant par parties, on

obtient :

∫
L

δD∂ddx+

∫
L

δDsc∂scddx =

∫
L

δNc
duc

dx
dx+

∫
L

δNs
dus

dx
dx−

∫
L

δM
d2v

dx2
dx

+

∫
L

δDsc

(
us − uc +H

dv

dx

)
dx = [δNcuc + δNsus + δMθ + δTv]L0 −∫

L

uc

(
dδNc

dx
+ δDsc

)
dx−

∫
L

us

(
dδNs

dx
− δDsc

)
dx−

∫
L

v

(
d2δM

dx2
+H

dδDsc

dx

)
dx

(5.44)

Prenant en compte que le champ d’efforts internes virtuels est choisi de manière à sa-

tisfaire les conditions d’équilibre homogènes, on en conclut que les trois derniers termes

du second membre sont nuls. Par ailleurs, on observe que le premier terme du second

membre représente le travail des efforts virtuels à la frontière que l’on peut remplacer par

le produit scalaire δQTq. Ainsi, cette équation est réduite à :∫
L

δDT∂d dx+

∫
L

δDsc∂scd dx = δQTq (5.45)

En substituant l’équation (5.45) dans l’équation (5.41), on obtient la relation∫
L

δDTe dx+

∫
L

δDscdsc dx = δQTq (5.46)

qui correspond au principe des forces virtuelles (ou travaux virtuels complémentaires).

Enfin les déformations généralisées e et le glissement dsc sont éliminées de l’équation

(5.46) en utilisant la forme linéarisée des relations de comportement inverse (2.47) et

(2.57) :∫
L

δDT
(
ei−1 + f i−1∆D

)
dx+

∫
L

δDsc

(
di−1

sc + f i−1
sc ∆Dsc

)
dx = δQTq (5.47)
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où f i−1 et f i−1
sc sont respectivement la matrice de flexibilité (souplesse) tangente de la

section et celle de la connexion, déterminées à l’itération i− 1.

L’équation (5.47) est la relation de base pour la formulation des éléments finis type ”́equi-

libre”pour une poutre mixte avec interaction partielle. Cette équation doit être discrétisée

afin d’établir la relation fondamentale force-déplacement de l’élément fini.

5.4.1.2 Discrétisation en élément fini

L’équation (5.47), qui représente la forme variationnelle continue des équations fonda-

mentales de poutre mixte, est utilisée dans ce qui suit pour développer un élément fini

”́equilibre” de poutre mixte. Sur chaque élément, les efforts généralisés D et l’effort de

cisaillement à l’interface Dsc sont interpolés entre les noeuds ici au moyen de fonctions

polynomiales (fonctions de forme) devant satisfaire a priori les équations d’équilibre :

D(x) = b(x)Q + c(x)Qsc + D0(x) (5.48)

Dsc(x) = bsc(x)Q + csc(x)Qsc (5.49)

où Q et Qsc sont les contraintes généralisées et les efforts de cisaillement aux noeuds.

b(x), c(x), bsc(x) et csc(x) sont des fonctions d’interpolations polynomiales. D0(x) est

une solution particulière des equations différentielles d’équilibre qui permet de prendre en

compte la charge répartie pz :

∂D0(x) = Pe (5.50)

Les fonctions polynomiales b(x), c(x), bsc(x) et csc(x) sont construites de manière à

assurer la satisfaction a priori des équations d’équilibre homogènes, quelque soient Q et

Qsc. Une particularité des éléments de poutre mixte réside dans le fait que le nombre

de noeuds pour l’interpolation de Dsc n’est pas nécessairement égal à celui utilisé pour

l’interpolation de D. Ce point est détaillé au paragraphe 5.4.1.3. En introduisant les

relations (5.48) et (5.49) dans l’équation (5.47), on obtient :

∫
L

(
δQTbT + δQT

scc
T
) [

ei−1 + f i−1 (b∆Q + c∆Qsc + ∆D0)
]
dx+∫

L

(
δQTbT

sc + δQT
scc

T
sc

) [
di−1

sc + f i−1
sc (bsc∆Q + csc∆Qsc)

]
dx = δQTq (5.51)

NGUYEN Quang Huy 187
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Après quelques manipulations algébriques, nous obtenons :

δQT
(
FQQ∆Q + FQQsc

∆Qsc + qr + ∆q0 − q
)
+

δQT
sc

(
FT

QQsc
∆Q + FQscQsc∆Qsc + qrsc + ∆q0sc

)
= 0 (5.52)

L’équation précédente doit être vérifiée quelque soient δQ et δQsc, ce qui conduit à :

FQQ∆Q + FQQsc
∆Qsc = q−∆q0 − qr (5.53)

FT
QQsc

∆Q + FQscQsc∆Qsc = −∆q0sc − qrsc (5.54)

où :

FQQ =

∫
L

bTf i−1b dx+

∫
L

bT
scf

i−1
sc bscdx (5.55)

FQQsc
=

∫
L

bTf i−1c dx+

∫
L

bT
sc(x)f

i−1
sc cscdx (5.56)

FQscQsc =

∫
L

cTf i−1c dx+

∫
L

cT
scf

i−1
sc cscdx (5.57)

qr =

∫
L

bTei−1dx+

∫
L

bT
scd

i−1
sc dx (5.58)

qrsc =

∫
L

cTei−1dx+

∫
L

cT
scd

i−1
sc dx (5.59)

∆q0 =

∫
L

bTf i−1∆D0dx (5.60)

∆q0sc =

∫
L

cTf i−1∆D0dx (5.61)

En résolvant l’équation (5.54) par rapport à ∆Qsc, on obtient :

∆Qsc = −F−1
QscQsc

(
∆q0sc + qrsc + FT

QQsc
∆Q

)
(5.62)

qui, ré-injectée dans l’équation (5.53) donne :

F∆Q = q−∆q0 − qr + FQQsc
F−1

QscQsc
(qrsc + ∆q0sc) (5.63)
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où F est la matrice de flexibilité tangente de l’élément à l’itération i− 1, déterminée par :

F = FQQ − FQQsc
F−1

QscQsc
FT

QQsc
(5.64)

Afin d’utiliser les éléments finis en efforts dans un programme classique d’éléments finis

en déplacements, il est nécessaire d’inverser la matrice de flexibilité F dans la relation

(5.63) pour obtenir le matrice de rigidité d’un élément. Par construction, cette matrice

est ici singulière (comme la matrice de rigidité) exigeant d’éliminer des modes rigides de

l’élément. Ces modes rigides proviennent du fait que les éléments du vecteur Q ne sont

pas indépendants puisqu’ils satisfont les équations d’équilibre d’ensemble. Au préalable,

il est donc nécessaire d’éliminer ces modes rigides. La figure 5.3a présente un élément de

poutre mixte avec ses modes rigides. Pour éliminer les modes rigides, il est nécessaire de

bloquer les 3 déplacements dans le plan (correspondant aux équations d’équilibre). Cela

est réalisé à l’aide d’un appui simple et d’un appui à rouleau (cf. Figure 5.3b). On aurait

pu choisir aussi un encastrement à une extrémité, par exemple. En identifiant les deux

éléments, on obtient la relation entre les efforts nodaux de l’élément avec et sans modes

rigides :

Q = TT
MR Q + Q0 (5.65)

où TMR est une matrice de transformation :

TMR =



1 −1 H/L 0 0 0 −H/L 0

0 0 −1/L 1 0 0 1/L 0

0 −1 0 0 0 1 0 0

0 −1 H/L 0 1 0 −H/L 0

0 0 −1/L 0 0 0 1/L 1


(5.66)

et

Q0 =

[
0 0 −pzL

2
0 0 0 −pzL

2
0

]T

(5.67)

En utilisant le principe des travaux virtuels, on en déduit la relation entre les déplacements

nodaux de l’élément avec et sans modes rigides :

q = TMR q (5.68)
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2 2,Q q

3 3,Q q

4 4,Q q

5 5,Q q

zp

zp

1 1,Q q

2 2,Q q

5 5,Q q

6 6,Q q

3 3,Q q

4 4,Q q

8 8,Q q

7 7,Q q

1 1,Q q

(a)

(b)

Figure 5.3 – Élément de poutre mixte : (a) avec modes rigides ; (b) sans modes rigides

L’équation (5.63) peut alors être réécrite comme :

K∆q = ∆Q + ∆Q0 −∆Qr (5.69)

où K = F−1 désignant la matrice de rigidité tangente de l’élément équilibre et

∆Qr = K
(
qi−1 − qr + FQQsc

F−1
QscQsc

qrsc

)
(5.70)

∆Q0 = K
(
∆q0 − FQQsc

F−1
QscQsc

∆q0sc

)
(5.71)

La matrice de rigidité Ke de l’élément fini (avec modes rigides) s’obtient aisément à partir

de la matrice de rigidité K sans modes rigides en utilisant la relation suivante :

Ke = TT
MR K TMR (5.72)

5.4.1.3 Fonctions d’interpolation de forces

Il est à noter que pour un élément de poutre classique, les fonctions d’interpolation des

efforts internes, qui sont obtenues à partir des conditions d’équilibre, représentent la distri-

bution exacte de ces efforts internes. Un élément de poutre mixte avec interaction partielle

est intérieurement hyperstatique (voir les équations d’équilibre (2.13 - 2.15)) et donc la
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distribution exacte des efforts internes n’est disponible que pour le cas élastique linéaire.

Il s’en suit que si la distribution de l’effort de cisaillement à l’interface Dsc est connue,

tous les autres efforts internes peuvent être déterminés à partie des conditions d’équi-

libre, quelque soit le comportement. Dans la présente formulation, l’effort de cisaillement

à l’interface est considéré comme l’inconnue hyperstatique, que l’on détermine à partir

des conditions de compatibilité à l’interface. Il est important de noter que si la connexion

est continue, le degré d’hyperstaticité interne devient infini [120]. Afin de se ramener à

un degré d’hyperstaticité fini, il est nécessaire d’approcher la distribution de l’effort de

cisaillement par une fonction qui dépend d’un nombre fini de paramètres. Cela peut se

faire en interpolant l’effort continu de cisaillement Dsc en terme des forces de cisaillement

Qsc en certains points de référence le long de l’élément. Dans le travail de Salari en 1999

[120], une distribution cubique a été adoptée pour Dsc. Cette hypothèse a été ensuite

reprise par Alemdar en 2001 [9]. Dans notre étude, la force de cisaillement le long de

l’élément est interpolée par une fonction parabolique. Comme le montre la figure 5.4, une

distribution parabolique de Dsc nécessite d’introduire les variables nodales internes Qsc1,

Qsc2 et Qsc3. Ainsi l’effort de cisaillement Dsc s’exprime comme :

Dsc(x) =

[
2x2

L2
− 3x

L
+ 1

...
4x

L
− 4x2

L2

...
2x2

L2
− x

L

]
Qsc1

Qsc2

Qsc3

 (5.73)

1 1,Q q

2 2,Q q

3 3,Q q

4 4,Q q
5 5,Q q

1sc
Q 2sc

Q
3sc

Q

/2L

( )scD x

( )scD x

/2L

Figure 5.4 – Approximation parabolique de l’effort de cisaillement à l’interface
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En exprimant l’équilibre de la dalle dans la direction x, on obtient une relation entre

l’effort de cisaillement Dsc et les forces nodales :∫
L

Dsc(x)dx+Q1 +Q3 = 0 (5.74)

En combinant les relations (5.73) et (5.74) et en intégrant le premier terme, on obtient :

Qsc3 = − 6

L
(Q1 +Q3)−Qsc1 − 4Qsc2 (5.75)

En substituant l’équation (5.75) de nouveau dans l’équation (5.73), la distribution des

forces de cisaillement Dsc exprimée en terme des forces nodales indépendantes (sans mode

rigide) de l’élément Q et les efforts de cisaillement de référence Qsc (cf. Figure 5.3) est

obtenue plus précisément par :

Dsc(x) = bsc(x)Q + csc(x)Qsc (5.76)

où les fonctions d’interpolation des efforts de cisaillement bsc(x) et csc(x) sont définies

par :

bsc(x) =

[
6x

L2
− 12x2

L3

... 0
...

6x

L2
− 12x2

L3

... 0
... 0

]
(5.77)

csc(x) =

[
1− 2x

L

...
8x

L
− 12x2

L2

]
(5.78)

La relation entre les efforts internes, les efforts nodaux indépendants Q1...5, l’effort de

cisaillement et le chargement extérieur s’obtient en exprimant l’équilibre d’un tronçon de

poutre mixte (cf. Figure 5.5) :

Nc(x) = −
∫ x

0

Dsc(x)dx−Q1 (5.79)

Ns(x) = Q1 +Q3 +Q4 +

∫ x

0

Dsc(x)dx (5.80)

M(x) = H (Q1 +Nc(x))−Q2 +
Q2 +Q5

L
x+

pzx(L− x)

2
(5.81)

En substituant l’équation (5.76) dans les trois équations ci-dessus et après quelques ma-
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zp

scD

1Q

1 3 4Q Q Q− − −

2Q

2 5

2
zQ Q p L

L
+

− −

( )cN x

( )sN x

( )T x

( )M x

0
x

x

Figure 5.5 – Équilibre d’un tronçon de poutre mixte

nipulations algébriques, on obtient :

Nc(x) = bNc(x)Q + cNc(x)Qsc (5.82)

Ns(x) = bNs(x)Q + cNs(x)Qsc (5.83)

M(x) = bM(x)Q + cM(x)Qsc +
pzx(L− x)

2
(5.84)

où :

bNc(x) =

[
4x3

L3
− 3x2

L2
− 1

... 0
...

4x3

L3
− 3x2

L2

... 0
... 0

]
(5.85)

cNc(x) =

[
x2

L
− x

...
4x3

L2
− 4x2

L2

]
(5.86)

bNs(x) =

[
3x2

L2
− 4x3

L3
+ 1

... 0
...

3x2

L2
− 4x3

L3
+ 1

... 1
... 0

]
(5.87)

cNs(x) =

[
x− x2

L

...
4x2

L2
− 4x3

L2

]
(5.88)

bM(x) =

[
H

(
4x3

L3
− 3x2

L2

)
...
x

L
− 1

... H

(
4x3

L3
− 3x2

L2

)
... 0

...
x

L

]
(5.89)

cM(x) =

[
H

(
x2

L
− x

)
... H

(
4x3

L2
− 4x2

L2

)]
(5.90)
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Sous forme matricielle, on peut écrire :

D(x) = b(x)Q + c(x)Qsc + D0(x) (5.91)

avec :

b(x) =


bNc(x)

bNs(x)

bM(x)

 ; c(x) =


cNc(x)

cNs(x)

cM(x)

 ; D0(x) =


0

0

pzx(L− x)

2



5.4.2 Connexion ponctuelle

Pour un élément de poutre mixte non connectée, puisqu’il n’y a pas d’effort à l’interface

(Dsc = 0), il s’en suit que cet élément est intérieurement isostatique (comme une poutre

régulière). La distribution exacte des efforts internes est donc disponible, quelque soit le

comportement. Ainsi les fonctions d’interpolation des efforts s’obtiennent directement à

partir des conditions d’équilibre. Considérons un élément de poutre mixte non connectée

sans mode de corps rigide comme le montre la figure 5.6b ; le champ des efforts internes

est déterminé par :

D(x) = b(x)Q + D0(x) (5.92)

avec :

b(x) =


0 0 0 1

0 0 1 0
x

L
− 1

x

L
0 0

 (5.93)

De manière identique au cas de la connexion continue, la formulation faible des relations

cinématiques est considérée : ∫
L

δDT (∂d− e) dx = 0 (5.94)

En intégrant par partie et en faisant usage des relations cinématiques, l’équation (5.94)

devient : ∫
L

δDTe dx = δQTq (5.95)
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En introduisant la forme linéarisée des relations de comportement inverse (2.47) et (2.57)

dans l’équation (5.95), on obtient :∫
L

δQTbT
[
ei−1 + f (b∆Q + ∆D0)

]
dx = δQTq (5.96)

Cette équation doit être vérifiée quelques soient δQ et après quelques arrangements, nous

obtenons donc :

F∆Q = ∆q + ∆qr (5.97)

où

F =

∫
L

bT(x)f(x)b(x)dx (5.98)

∆qr = qi−1 −
∫

L

bT(x)
[
ei−1(x) + f(x)∆D0(x)

]
dx (5.99)

L’équation (5.97) peut être réécrite sous la forme suivante :

K∆q = ∆Q−∆Qr (5.100)

où K = F−1 désignant la matrice de rigidité tangente de l’élément équilibre et

∆Qr = K∆qr (5.101)

La matrice de rigidité K de l’élément sans modes rigides peut être transformée pour

obtenir la matrice de rigidité Ke de l’élément qui contient les modes rigides en utilisant

la relation (5.48). La matrice de transformation dans ce cas est :

TMR =


0 0 −1/L 1 0 0 1/L 0

0 0 −1/L 0 0 0 1/L 1

−1 0 0 0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0 1 0 0

 (5.102)

La matrice de rigidité de l’élément de poutre mixte avec la connexion ponctuelle s’obtient

en assemblant la matrice précédente avec la matrice de rigidité de l’élément de connexion

(ressort) qui a été développée au paragraphe 2.4.1.2.
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zp

1 1;Q q

2 2;Q q

3 3;Q q

4 4;Q q

1 1;Q q

2 2;Q q

3 3;Q q4 4;Q q

5 5;Q q

6 6;Q q

7 7;Q q

8 8;Q qzp

L

(a)

(b)

Figure 5.6 – Élément de poutre mixte non connectée : (a) avec modes rigides ; (b) sans
modes rigides

5.4.3 Algorithme de calcul

Le calcul non-linéaire à l’aide d’éléments de type équilibre est plus compliqué qu’avec

des éléments de type déplacement. La difficulté dans une formulation force provient du

fait que le champ des déplacements dans l’élément n’est pas connu à l’intérieur de celui ;

seules les déformations généralisées sont connues aux points d’intégration (connaissance

faible du champ de déformation, qui est une propriété inhérente aux éléments de type

équilibre). L’algorithme repose sur deux boucles imbriquées où la première correspond à

une itération classique de Newton qui fournit le vecteur incrément de déplacement, so-

lution des équations d’équilibre globales. Les incréments de déplacement agissent comme

des déplacement imposés pour la seconde boucle, dont l’objectif est de déterminer les

efforts correspondant à ces déplacements qui vérifient à la fois la loi de comportement et

les équations d’équilibre fortes. Dans ce travail, l’algorithme de Spacone 1996 [130] pour

une poutre classique est étendu à la poutre mixte. De plus, le cas de la charge répartie,

non abordé par Salari 1999 [120] et Alemdar 2001 [9], est traité rigoureusement. Cela

nous a conduit à proposer un algorithme spécifique pour l’actualisation des efforts in-

ternes. Par ailleurs, ces deux auteurs font une présentation très sommaire de l’algorithme

de résolution qui n’en permet guère une utilisation pratique.

Les travaux récents ont montré la supériorité de l’élément équilibre (Salari 1999 [120],

Alemdar 2001 [9]) particulièrement dans le domaine non-linéaire, et ce malgré les diffi-
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cultés de mise en oeuvre.

Dans le programme de l’analyse non-linéaire de structure, chaque pas de charge corres-

pond à une application d’un incrément de charge extérieure sur la structure. L’incrément

de déplacement correspondant de structure est déterminé et les déplacements nodaux sont

extraits pour chaque élément. Puisque dans l’élément d’équilibre, il n’y a pas de fonctions

d’interpolation de déplacement pour relier le champ des déformations dans l’élément avec

les déplacements nodaux, la détermination des efforts internes n’est pas directe comme

pour l’élément de déplacement. On a besoin d’un algorithme spécifique (au niveau de

l’élément) pour déterminer les efforts internes de chaque élément.

Itération Équilibre de Newton-Raphson : Boucle i :

L’itération Newton-Raphson (i) est organisée de la manière suivante :

(1) Résoudre le système d’équations d’équilibre global et mettre à jour les déplacements

de la structure.

A l’itération de Newton-Raphson (i), la matrice de rigidité globale Ki−1
g à l’itération pré-

cédente (i−1) est utilisée pour calculer les incréments de déplacement ∆qi correspondant

aux incréments de chargement donnés ∆P
i−1

gU qui représentent les forces hors équilibre par

rapport à l’itération précédente (cf. Figure 5.7).

Ki−1
g ∆qi

g = ∆P
i−1

gU (5.103)

qi
g = qi−1

g + ∆qi
g (5.104)

(2) Pour chaque élément, extraire les déplacements et les incréments de déplacement.

Les incréments de déplacements nodaux de chaque élément sans modes rigides ∆qi sont

extraits à partir de ceux avec modes rigides ∆qi en utilisant la matrice de transformation
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Figure 5.7 – Algorithme de calcul pour la formulation équilibre
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TMR.

∆qi = TMR∆qi (5.105)

qi = qi−1 + ∆qi (5.106)

Actualisation des efforts internes : Boucle j :

(3) Pour chaque élément, effectuer les opérations (3) à (10).

Les déplacements qi sont maintenant imposés au niveau de l’élément afin de déterminer

les efforts internes qui satisfont conjointement les équations d’équilibres locales et les

relations de comportement. Pour cela, un processus itératif, repéré par l’indice j, est

appliqué. L’indice de la première itération est j = 1.

∆qj=1 = ∆qi (5.107)

Lorsque j > 1, ∆qj est égale aux déplacements résiduels de l’élément (cf. Figure 5.7),

comme déterminé à l’étape (18).

(4) Calculer les incréments des efforts nodaux.

∆Qj = Kj−1∆qj (5.108)

∆Qj
sc = Kj−1

Qsc
∆qj −

[
Fj−1

QscQsc

]−1
∆qj

sc (5.109)

avec

Kj−1
Qsc

= −
[
Fj−1

QscQsc

]−1 [
Fj−1

QQsc

]T
Kj−1 (5.110)

Lorsque j = 1, Kj−1 = Ki−1 ; Fj−1
QscQsc

= Fi−1
QscQsc

, Fj−1
QQsc

= Fi−1
QQsc

et ∆qj
sc = 0 où i − 1

correspond à la configuration finale de l’itération Newton-Raphson (i − 1). Lorsque

j > 1, ∆qj
sc est déterminé à l’étape (18).

(5) Actualiser les efforts nodaux.

Qj = Qj−1 + ∆Qj (5.111)
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Qj
sc = Qj−1

sc + ∆Qj
sc (5.112)

Lorsque j = 1, Qj−1 = Qi−1 et Qj−1
sc = Qi−1

sc .

(6) Calculer les incréments des efforts internes et des efforts de cisaillement.

∆Dj(x) = b(x)∆Qj + c(x)∆Qj
sc (5.113)

∆Dj
sc(x) = bsc(x)∆Qj + csc(x)∆Qj

sc (5.114)

(7) Actualiser les efforts internes et les efforts de cisaillement.

Dj(x) = Dj−1(x) + ∆Dj(x) + ∆Di,j
0 (x) (5.115)

Dj
sc(x) = Dj−1

sc (x) + ∆Dj
sc(x) (5.116)

où ∆Di,j
0 (x)

∆Di,j
0 (x) =


[
0 0

1

2
∆pzx (L− x))

]T
, si i = j = 1 ;

0, autrement.

(5.117)

Lorsque j = 1, Dj−1(x) = Di−1(x) ; Dj−1
sc (x) = Di−1

sc (x).

(8) Calculer les incréments de déformations généralisées et de glissement aux points d’in-

tégration xgl.

∆ej(xgl) = rj−1(xgl) + f j−1(xgl)∆Dj (5.118)

∆dj
sc(xgl) = rj−1

sc (xgl) + f j−1
sc (xgl)∆D

j
sc (5.119)

où rj−1(xgl) et rj−1
sc (xgl) sont respectivement les déformations généralisées résiduelles et

les glissements résiduels de l’itération (j−1) (cf. Figure 5.7). Lorsque j = 1, rj−1(xgl) = 0,

rj−1
sc (xgl) = 0, f j−1(xgl) = f i−1(xgl) et f j−1

sc (xgl) = f i−1
sc (xgl).

(9) Actualiser les déformations généralisées et le glissement.

ej(xgl) = ej−1(xgl) + ∆ej(xgl) (5.120)

dj
sc(xgl) = dj−1

sc (xgl) + ∆dj
sc(xgl) (5.121)

200 Thèse de doctorat



5.4. Formulation équilibre

(10) Pour chaque fibre, calculer la déformation.εj
s(xgl, zs)

εj
c(xgl, zs)

 =

1 0 zs

0 1 zc

 ej(xgl) (5.122)

(11) Pour chaque fibre, calculer la contrainte et le module tangent.

La contrainte dans les fibres σj(xgl, z) et le module tangent Ej(xgl, z) correspondant à la

déformation εj(xgl, z) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement des matériaux (cf.

chapitre 4).

(12) Calculer l’effort de connexion et mettre à jour le module tangent de connexion.

L’effort de cisaillement Dj
scR(xgl) et le module tangent kj

sc(xgl) correspondant au glisse-

ment dj
sc(x) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement de la connexion (cf. chapitre

4).

(13) Calculer les matrices de flexibilité tangentes de section et de connexion.

f j(xgl) =
[
kj(xgl)

]−1
(5.123)

f j
sc(xgl) =

[
kj

sc(xgl)
]−1

(5.124)

où l’expression de la matrice tangente de rigidité de section kj(xgl) est détaillée dans l’an-

nexe I.

(14) Calculer les efforts internes satisfaisant la loi de comportement.

Les efforts internes Dj
R(xgl) sont déterminés à l’aide de la condition d’équilibre de section

(cf. Annexe I).

(15) Calculer les forces hors-équilibre de section et de connexion aux points d’intégration.

Dj
U(xgl) = Dj(xgl)−Dj

R(xgl) (5.125)

Dj
scU(xgl) = Dj

sc −Dj
scR(xgl) (5.126)
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(16) Calculer les déformations généralisées résiduelles et les glissements résiduels.

rj(xgl) = f j(xgl)D
j
U(xgl) (5.127)

rj
sc(xgl) = f j

sc(xgl)D
j
scU(xgl) (5.128)

(17) Calculer les matrices de flexibilité et rigidité de l’élément.

Fj
QQ =

∫
L

bTf jbdx+

∫
L

bT
scf

j
scbscdx (5.129)

Fj
QQsc

=

∫
L

bTf jcdx+

∫
L

bT
sc(x)f

j
sccscdx (5.130)

Fj
QscQsc

=

∫
L

cTf jcdx+

∫
L

cT
scf

j
sccscdx (5.131)

Fj = Fj
QQ − Fj

QQsc

[
Fj

QscQsc

]−1
[
Fj

QQsc

]T
(5.132)

Kj =
[
Fj
]−1

(5.133)

(18) Vérifier le convergence au niveau de l’élément.

- Si Dj
U(x) et Dj

scU(x) sont inférieurs ou égaux à la tolérance fixée pour le précision du

calcul, la convergence au niveau de l’élément est atteinte. Passer à l’étape (19).

- Sinon, la convergence au niveau de l’élément n’est pas atteinte. Calculer les déplacements

résiduels de l’élément :

∆qj+1
sc =

∫
L

[
cTrj(x) + cT

scr
j
sc(x)

]
dx (5.134)

∆qj+1 = −
∫

L

[
bTrj(x) + bT

scr
j
sc(x)

]
dx+ Fj

QQsc

[
Fj

QscQsc

]−1
∆qj+1

sc , (5.135)

puis retourner à l’étape (4).

(19) Calculer les efforts aux noeuds pour toute la structure et actualiser la matrice de

rigidité globale.

Lorsque pour tous les éléments, la convergence est atteinte, l’itération de Newton-

Raphson (i) est terminée. Les forces nodales et les matrices de rigidité des éléments

sont assemblées dans le but de mettre à jour la matrice de rigidité globale et le vecteur

202 Thèse de doctorat



5.5. Formulation mixte

des forces nodales de la structure :

Pi
gR = assembler

(
TT

MR Qj + Q
i

0

)
(5.136)

Ki
g = assembler

(
TT

MRKjTMR

)
(5.137)

A ce stade, les efforts internes de la structure Pi
gR sont comparées aux forces externes

appliquées. Si la différence ∆P
i

gU , qui est le vecteur des forces hors-équilibre de la struc-

ture, n’est pas inférieure à la tolérance fixée, l’itération de Newton-Raphson suivante

commence. Les étapes de (1) à (19) sont répétées jusqu’à ce que la convergence au niveau

de la structure soit obtenue.

5.5 Formulation mixte

Les méthodes à un champ que nous venons de présenter imposent aux champs approchés

de vérifier a priori des conditions de continuité au travers des frontières des éléments. On

peut noter que la continuité forte et la continuité faible sont équivalentes en problème 1D.

Dans les méthodes des éléments finis mixtes, plusieurs champs sont discrétisés de manière

indépendante à l’intérieur des éléments. Dans le cadre des poutres mixtes, on distingue

les formulations mixtes suivantes : formulation à deux champs (d−D) ou formulations à

trois champs (d − e −D ou d − e −Dsc). Les résultats expérimentaux montrent que la

courbure varie brusquement au voisinage de la zone plastique, tandis que la variation du

glissement le long de l’interface acier/béton est moins brutale. Par conséquent, du point

de vue numérique, il est plus avantageux d’approximer le champ de déplacement plutôt

que le champ de courbure [17]. Dans notre étude, la formulation mixte de Hellinger-

Reissner, où les champs d et D sont approchés, est développée pour les poutres mixtes,

et ce pour les deux type de connexion.

5.5.1 Connexion continue

5.5.1.1 Formulation variationnelle de Hellinger-Reissner

La formulation variationnelle mixte de Hellinger-Reissner obtenue en combinant la

formulation variationnelle des équations d’équilibre et la formulation variationnelle des

équations de compatibilité. En multipliant l’équations d’équilibre (2.16) par le terme δd et
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l’équations de compatibilité (2.40) par le terme δD et en intégrant le tout sur la longueur,

on aboutit à l’équation scalaire :∫
L

δdT (∂D− ∂scDsc −Pe) dx+

∫
L

δDT (∂d− e) dx = 0 (5.138)

En utilisant les développements du paragraphe 5.3.1.1, on a :∫
L

δdT (∂D− ∂scDsc −Pe) dx =

∫
L

∂δdTDdx+

∫
L

δdscDscdx−
∫

L

δdTPedx− δqTQe

(5.139)

L’équation (5.138) devient :∫
L

∂δdTDdx+

∫
L

δdscDscdx−
∫

L

δdTPedx− δqTQe +

∫
L

δDT (∂d− e) dx = 0 (5.140)

Faisant usage de la forme linéarisée des relations de comportement inverse (2.47) et (2.57),

les déformations généralisées e et l’effort de cisaillement Dsc sont éliminés de l’équation

(5.140) :

∫
L

∂δdTDdx+

∫
L

δdsc

(
Di−1

sc + ki−1
sc ∆dsc

)
dx−

∫
L

δdTPedx− δqTQe+∫
L

δDT
(
∂d− ei−1 − f ∆D

)
dx = 0 (5.141)

L’équation (5.141) est l’équation fondamentale permettant de construire l’élément fini

mixte dédié aux poutres mixtes avec interaction partielle. Il est à noter que la force de

cisaillement à l’interface n’apparâıt plus explicitement dans l’équation (5.141). En effet, à

l’aide de la loi de comportement linéarisée, ∆Dsc est éliminé au profit du glissement ∆dsc.

Cette approche a été également adoptée par Ayoub (1999) [17] et Alemdar (2001) [9].

Une autre approche, qui correspond à la formulation de Salari (1999) [120], consiste

à déterminer Dsc à partir des équations d’équilibre. Par ailleurs, le glissement dsc sera

directement déterminé à partir de la relation cinématique (2.41), donc la cinématique à

l’interface est vérifiée de manière stricte tandis que l’équilibre dans la direction horizontale

n’est vérifié qu’en moyenne (équilibre faible).
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5.5.1.2 Discrétisation d’élément fini

Les déplacements et les efforts généralisés sont interpolés en termes des déplacement

nodaux q et des forces nodales indépendantes Q comme :

d(x) = a(x)q (5.142)

D(x) = b(x)Q + D0(x) (5.143)

En utilisant le relation cinématique (2.41), le glissement à l’interface est calculé à partir

des déplacements nodaux :

dsc(x) = Bsc(x)q (5.144)

où Bsc(x) = ∂sca(x).

En substituant les relations (5.142), (5.143) et (5.144) dans l’équation (5.141), on obtient :

∫
L

δqTBT
[
b
(
Qi + ∆Q

)
+ D0

]
dx+

∫
L

δqTBT
sc

(
Di−1

sc + ki−1
sc Bsc∆q

)
dx−

∫
L

δqTaTPe

− δqTQe +

∫
L

δQTbT
[
B
(
qi−1 + ∆q

)
− ei−1 − f i−1 (b∆Q + ∆D0)

]
dx = 0 (5.145)

où B(x) = ∂a(x).

En posant :

Ksc =

∫
L

BT
sck

i−1
sc Bscdx (5.146)

G =

∫
L

BTb dx (5.147)

Qi−1
sc =

∫
L

BT
scD

i−1
sc dx (5.148)

Q0 =

∫
L

aTPedx−
∫

L

BTD0dx (5.149)

F =

∫
L

bT f i−1b dx (5.150)

qi−1
r =

∫
L

bT
(
ei−1 + f i−1∆D0

)
dx−GTqi−1 (5.151)
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et après quelques manipulations algébriques, l’équation (5.145) devient :

δqT
(
Ksc∆q + G∆Q + G Qi−1 + Qi−1

sc −Qe −Q0

)
+ δQT

(
GT∆q− F∆Q− qi−1

r

)
= 0

(5.152)

Cette équation doit être satisfaite quelque soient δq et δQ, ce qui conduit aux deux

relations suivantes :

Ksc∆q + G∆Q = Qe + Q0 −G Qi−1 −Qi−1
sc (5.153)

GT∆q− F∆Q = qi−1
r (5.154)

Utilisant l’équation (5.154), on obtient l’expression de ∆Q en fonction de ∆q :

∆Q = F−1
(
GT∆q− qi−1

r

)
(5.155)

que l’on ré-injecte dans l’équation (5.153) pour obtenir :

K∆q = Qe + Q0 −Qi−1
R (5.156)

où

K = Ksc + G F−1GT (5.157)

est la matrice de rigidité de l’élément mixte ; et

Qi−1
R = G Qi−1 + Qi−1

sc −G F−1qi−1
r (5.158)

est le vecteur des efforts nodaux équivalents considérés à l’itération i− 1.

Remarque : Dans l’approche mixte retenue, les DDL ”force” sont éliminés au niveau de

l’élément et seuls les DDL ”déplacement” subsistent après assemblage. Nous rappelons

qu’il existe une autre formulation mixte qui conserve au cours de la résolution tous les

DDL ”force” et ”déplacement” [17].
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5.5.1.3 Fonction d’interpolation de déplacements et de forces

La méthode des éléments finis mixtes fournit des résultats précis mais elle peut s’avérer

instable si certaines précautions ne sont pas prises. Afin de s’assurer que l’opérateur de

raideur n’est pas singulier, il est nécessaire de satisfaire la condition suivante [17] :

nQx ≥ nqx − nmrx (5.159)

où nQx désigne le nombre de DDL ”force” dans la direction x, nqx désigne le nombre de

DDL ”déplacement”dans la direction x et nmrx le nombre de modes rigides qui vaut 1 dans

une direction ou rotation. Cette condition fait que les nombres de DDL ”déplacement” et

”force” ne sont pas indépendants.

1Q

2Q

4Q

5Q 6Q

1q
8q

4q
3q

5q

7q
6q

/2L /2L

(a)

(b)

2q

9q

10q

3Q

Figure 5.8 – (a) Degré liberté de déplacements ; (b) Degré liberté de forces

L’élément mixte considéré possède 10 degrés de liberté en déplacements q = [q1 ... q10]
T

(cf. Figure 5.8). Les fonctions d’interpolation du champ des déplacements sont celles que

nous avons présenté au paragraphe 5.3.1.3.

Le nombre total de modes rigides est égal à 4 et correspond aux déplacements de transla-

tion selon x de la dalle et du profilé, à un déplacement d’ensemble (dalle + profilé) selon y

et à un mouvement de rotation d’ensemble dans le plan. Ainsi, il faut que nQ ≥ 6. Comme

Ayoub (1999) [17] et Alemdar (2001) [9], nous avons considéré 6 degrés de liberté de

forces Q = [Q1 ... Q6]
T définis à la Figure 5.8).
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Le moment fléchissant M(x) et les forces axiales Nc(x), Ns(x) sont interpolés linéairement

à partir des forces aux noeuds. Le vecteur des efforts généralisés est déterminé par :


Ns

Nc

M

 =


0

x

L
− 1 0 0

x

L
0

x

L
− 1 0 0

x

L
0 0

0 0
x

L
− 1 0 0

x

L





Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Q6


+


0

0

pzx (L− x)

2

 (5.160)

ou bien sous forme matricielle :

D(x) = b(x)Q + D0(x) (5.161)

Les efforts internes Ns, Nc et M ne sont pas continus a priori au passage d’un élément à

un autre. Autrement dit, les Qi sont associés à un élément et non à un noeud. Cependant,

l’équilibre de noeud à l’assemblage des éléments va garantir la continuité du moment total.

Par ailleurs, le moment total est une fonction polynomiale qui se compose d’une partie

linéaire (pas de chargement entre les noeuds) et d’une partie quadratique (charge répartie

constante). Ainsi, le moment total est approché à l’aide de fonction capable de reproduire

la solution exacte. On peut donc s’attendre à une bonne estimation du moment total dans

la poutre.

5.5.2 Connexion ponctuelle

Pour le modèle de connexion ponctuelle, il suffit de reprendre le développement précédent

en prenant ksc = 0 et Dsc = 0. On ne présente ici que les expressions de la matrice de

rigidité K et du vecteur de forces nodales équivalentes Qi−1
R d’un élément de poutre mixte

non connectée :

K = G F−1GT (5.162)

Qi−1
R = G Qi−1 −G F−1qi−1

r (5.163)
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La matrice de rigidité de l’élément de la poutre mixte avec la connexion ponctuelle s’ob-

tient en assemblant la matrice précédente avec les matrices de rigidité de l’élément de

connexion (ressort) qui sont développées au paragraphe 2.4.1.2.

5.5.3 Algorithme de calcul

L’itération de Newton-Raphson (i) est organisée comme suit :

(1) Résoudre le système global des équations et actualiser les déplacements de la structure.

A l’itération de Newton-Raphson (i), la matrice de rigidité globale Ki−1
g à l’itération

précédente (i − 1) est utilisée pour calculer les incréments de déplacement ∆qi corres-

pondant aux incréments de chargement donnés ∆P
i−1

gU qui représentent les forces hors

équilibre par rapport à l’itération précédente (cf. Figure 5.9).

Ki−1
g ∆qi

g = ∆P
i−1

gU (5.164)

qi
g = qi−1

g + ∆qi
g (5.165)

(2) Pour chaque élément, extraire les déplacements et les incréments de déplacement.

Les incréments de déplacements aux noeuds de chaque élément ∆qi sont extraits à partir

des ceux de la structure ∆qi
g.

qi = qi−1 + ∆qi (5.166)

Actualisation des efforts internes : Boucle j :

(3) Pour chaque élément effectuer les opérations (3) à (10).

Les déplacements qi sont maintenant imposés au niveau de l’élément afin de déterminer

les efforts internes correspondant qui satisfont la relation de comportement. Pour cela, un

schéma itératif, repéré par l’indice j, est utilisé. L’indice de la première itération est j = 1

(cf. Figure 5.9) .
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Figure 5.9 – Algorithme de calcul pour la formulation mixte
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(4) Calculer les incréments des efforts nodaux.

∆Qj =
[
Fj−1

]−1 (
GT∆qj − qj−1

r

)
(5.167)

avec, lorsque j = 1, Fj−1 = Fi−1, ∆qj = ∆qi et qj−1
r = 0. Lorsque j > 1, ∆qj = 0. qj−1

r

est déterminé comme indiqué à l’étape (16).

(5) Actualiser les efforts nodaux.

Qj = Qj−1 + ∆Qj (5.168)

Lorsque j = 1, Qj−1 = Qi−1.

(6) Calculer les incréments des efforts internes aux points d’intégration.

∆Dj = b ∆Qj (5.169)

(7) Actualiser les efforts internes.

Dj = Dj−1 + ∆Dj + ∆Di,j
0 (5.170)

où ∆Di,j
0

∆Di,j
0 =


[
0 0

1

2
∆pzx (L− x))

]T
, si i=j=1 ;

0, autrement.

(5.171)

Lorsque j = 1, D0 = Di−1.

(8) Calculer les incréments des déformations généralisées aux points d’intégration xgl.

∆ej(xgl) = rj−1(xgl) + f j−1(xgl)∆Dj(xgl) (5.172)

où rj−1(xgl) sont les déformations généralisées résiduelles de l’itération (j − 1). Lorsque

j = 1, rj−1(xgl) = 0 et f j−1(xgl) = f i−1(xgl).

(9) Actualiser les déformations généralisées.

ej(xgl) = ej−1(xgl) + ∆ej(xgl) (5.173)
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(10) Pour chaque fibre, calculer la déformation.εj
s(xgl, zs)

εj
c(xgl, zs)

 =

1 0 zs

0 1 zc

 ej(xgl) (5.174)

(11) Pour chaque fibre, calculer la contrainte et le module tangent.

La contrainte dans les fibres σj(xgl, z) et le module tangent Ej(xgl, z) correspondant à la

déformation εj(xgl, z) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement des matériaux (cf.

chapitre 4).

(12) Calculer la matrice de flexibilité tangente de section.

f j(xgl) =
[
kj(xgl)

]−1
(5.175)

où l’expression de la matrice tangente de rigidité de section kj(xgl) est détaillée dans l’an-

nexe I.

(13) Calculer les efforts internes satisfaisant la loi de comportement.

Les efforts internes Dj
R(xgl) sont déterminés à l’aide de la condition d’équilibre de section

(cf. Annexe I).

(14) Calculer les efforts hors-équilibre de section.

Dj
U(xgl) = Dj(xgl)−Dj

R(xgl) (5.176)

(15) Calculer les déformations généralisées résiduelles.

rj(xgl) = f j(xgl)D
j
U(xgl) (5.177)

(16) Calculer les matrices de flexibilité de l’élément et le vecteur des déplacements rési-

duels.

Fj =

∫
L

bT f j bdx (5.178)

qj
r =

∫
L

bT
[
ej + rj

]
dx−GTqi (5.179)
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(17) Vérifier la convergence, de manière globale, au niveau de l’élément.

- Si ‖qj
r‖ est inférieur ou égal à la tolérance fixée pour la précision du calcul, la convergence

au niveau de l’élément est atteinte. Passer à l’étape (18).

- Sinon, retourner à l’étape (4).

(18) Calculer les glissements, les efforts de cisaillement et actualiser le module tangent

de la connexion.

di
sc = Bsc qi (5.180)

L’effort de cisaillement Di
sc(x) et le module tangent ki

sc correspondant au glissement di
sc

s’obtiennent en intégrant la loi de comportement de la connexion (voir chapitre 4).

(19) Calculer les efforts nodaux et la matrice de rigidité de connexion de l’élément.

Ki
sc =

∫
L

BT
sck

i
scBscdx (5.181)

Qi
sc =

∫
L

BT
scD

i
scdx (5.182)

(20) Calculer les efforts au noeuds pour toute la structure et actualiser la matrice de

rigidité globale.

Lorsque pour tous les éléments la convergence est atteinte, l’itération de Newton-Raphson

(i) est terminée. Les efforts nodaux et les matrices de rigidité des éléments sont assemblés

pour obtenir la mise à jour des efforts internes aux noeuds de la structure et de la matrice

de rigidité globale :

Pi
gR = assembler

(
G Qi + Qi

sc

)
(5.183)

Ki
g = assembler

(
Ki

sc + G
[
Fi
]−1

GT
)

(5.184)

A ce stade les efforts internes de la structure Pi
gR sont comparées avec les forces totales

appliquées. Si la différence ∆P
i

gU , qui est le vecteur des forces hors-équilibre de la struc-

ture, n’est pas inférieure à la tolérance fixée, l’itération de Newton-Raphson suivante

commence. Les étapes de (1) à (20) sont répétées jusqu’à ce que la convergence au niveau

de la structure soit obtenue.
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5.6 Validation des modèles

Afin d’évaluer et de comparer la performance des trois formulations d’éléments finis pré-

cédentes, deux exemples sont étudiés dans ce paragraphe. Le premier exemple est une

poutre mixte isostatique, nommée PI4, qui est issue d’une série d’essais réalisés par Ari-

bert et al. [14]. Il s’agit une poutre simplement appuyée, de portée de 5 mètres, soumise

à mi-portée à une charge concentrée P . La section se compose d’un profil IPE400 et d’une

dalle de 800 × 100 mm2 renforcée par deux nappes d’armature (5 φ10 par nappe). La

description géométrique de cette poutre est détaillée à la figure 5.10. Le connexion se fait

de manière discrète et régulière par deux rangées de connecteurs de type goujon Nelson.

L’espacement des goujons est de 650 mm.

Le deuxième exemple est une poutre mixte hyperstatique, nommée PH3, qui est issue d’une

série d’essais réalisée par Ansourian [11]. Il s’agit d’une poutre continue à deux travées

égales de 4.5m, soumise au milieu de chaque travée à une charge concentrée P , comme

indiqué à la figure 5.10. On précise que la section est constituée d’un profil HEA200, et

d’une dalle de 800× 100 mm2 renforcée par deux nappes d’armature dont le pourcentage

varie selon qu’on est en zone de moment positif ou négatif. La connexion se fait de ma-

nière discrète par trois rangées de connecteurs de type goujon Nelson. L’espacement des

goujons est respectivement de 350 mm en zone de moment positif et de 300 mm en zone

de moment négatif.

La figure 5.11 présente les caractéristiques des matériaux constituant les deux poutres

ainsi que les lois de comportement adoptées dans la simulation numérique. A noter que,

pour les besoins du calcul avec le modèle théorique, on a été contraint d’introduire des

valeurs vraisemblables de certaines caractéristiques inconnues. Par exemple, pour l’énergie

de rupture du béton en traction, nous avons considéré Gft = 1000 N/m.

Ces deux poutres sont respectivement simulées par les deux modèles de connexion (dis-

crète et continue) en utilisant trois formulations différentes : formulation en déplacement,

formulation équilibre et formulation mixte.
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ctf

cε

cσ
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sc

sc u

d
d

δ =( )Atn scE

( )Atn scE

( )3
1 2expsc uQ Q αα δ α δ= −

goujon

 Poutre PI4 Poutre PH3 
 Acier 
 Semelle Ame Armature Semelle Ame Armature 

( )MPasyf  245 260 370 236 238 430 
( )MPasuf  361 372 370 393 401 533 
( )MPasE  210000 

sα  0.008 0 0.0143 0.015 
1μ  18 1 16 1 
2μ  80 25 62 17 

 Béton 
( )MPacmf  34.7 27.2 
( )MPactf  3.02 2.5 
( )MPacE  31200 27200 

1cε  0.0026 0.0025 
(N/m)ftG  1000 2300 

 Goujon 
( )kNuQ  130 
( )kN/mmscE  300 1000 
( ), mmsc ud  5 
( ),max mmscd  5 

Figure 5.11 – Caractéristiques mécaniques des matériaux constituants les poutres PI4 et
PH3

216 Thèse de doctorat



5.6. Validation des modèles

5.6.1 Caractéristiques des modèles numériques

Chaque élément fini comporte 5 points d’intégration longitudinaux (schéma de Gauss-

Lobatto), quelque soit la formulation choisie. La section de béton est discrétisée à l’aide

de 20 fibres et celle d’acier avec 30 fibres. Pour les modèles avec connexion discrète, le

nombre d’éléments de connexion est égal au nombre de points de connexion le long de

la poutre. Ainsi, pour la poutre isostatique PI4, il y a 9 éléments de connexion et pour

la poutre hyperstatique PH3, il y a 14 éléments de connexion par travée. La raideur de

l’élément de connexion s’obtient en multipliant la raideur d’un connecteur par le nombre

de files. Entre deux éléments de connexion, il peut y avoir plusieurs éléments finis de poutre

mixte non connectée, et ce en fonction du degré de précision souhaité. Les caractéristiques

(loi de comportement) du modèle de connexion continue sont obtenues en répartissant la

raideur des connecteurs au prorata de l’espacement. Si l’espacement n’est pas identique le

long de la poutre, les caractéristiques deviennent non uniformes le long de la poutre. Bien

entendu, il est nécessaire de placer un noeud au droit de chaque appui afin d’imposer

les conditions cinématiques correspondantes. Pour chacune des formulations, plusieurs

maillages ont été utilisés selon le mode de connexion. Au tableau 5.1, le détail des maillages

est donné pour les deux poutres.

  Poutre PI4 Poutre PH3 
12 éléments 17 éléments / travée 
18 éléments 30 éléments / travée Connexion 

discrète 
30 éléments  
4 éléments 6 éléments  / travée 
6 éléments 10 éléments / travée 

18 éléments 16 éléments / travée 
Connexion 
continue 

34 éléments 24 éléments / travée 

Tableau 5.1 – Maillages disponibles pour la simulation numérique

Le comportement de la poutrelle métallique est représenté à l’aide d’un modèle élastoplas-

tique avec palier et écrouissage cinématique linéaire jusqu’à la déformation ultime. Les

paramètres du modèle sont issus d’essais de traction standards (cf. thèse de Abdel Aziz,
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page 164 [5]). Le modèle de béton est celui développé au chapitre 4, mais ici l’endommage-

ment n’est pas pris en compte. Les caractéristiques sont issues de l’expérimentation. Les

paramètres des modèles acier et béton sont donnés à la figure 5.11. Le comportement du

goujon est décrit à l’aide du modèle de Salari [120] sur la base de la résistance ultime et

du glissement à la ruine obtenus lors d’un essai push-out. Le déchargement se fait selon

le module à l’origine. Dès que le glissement atteint la limite dsc,max, on considère que le

connecteur est rompu et que par conséquent ne reprend plus d’effort. Afin d’éviter une

dépendance de la solution vis-à-vis du maillage en raison du radoucissement du béton, le

comportement radoucissant est modifié en fonction de la longueur de l’élément de manière

que l’énergie de rupture soit conservée (cf. paragraphe II.3.5 de la thèse de Benboudjma

[36]).

Poutre isostatique PI4

Les courbes théoriques charge/flèche obtenues pour les deux modèles de connexion en

utilisant les trois formulations éléments finis, sont tracées et comparées avec la courbe

expérimentale aux figures 5.12 et 5.13 pour la poutre PI4. On y observe que les courbes

théoriques charge/flèche s’avèrent en bonne concordance avec la courbe expérimentale. On

précise que la poutre isostatique PI4 a été sollicitée jusqu’à la ruine. La charge maximale

atteinte était de 490 kN et la flèche à mi-travée observée expérimentalement au moment

de la ruine était de 157 mm.

Au cours du calcul numérique, on relève un écrasement (εc = 4%) de la fibre de béton la

plus comprimée pour une charge de P = 406 kN. Ce résultat a été obtenu avec 12 éléments

équilibre. L’outil numérique permet d’aller au-delà de cette charge et ainsi d’évaluer la

réserve de résistance dont on dispose. Cette charge correspond à la charge ultime de di-

mensionnement. Au tableau 5.1, nous donnons, pour l’ensemble des formulations,la charge

correspondant à l’écrasement du béton, à la ruine du premier connecteur et à la ruine de

tous les connecteurs. Les deux connecteurs d’extrémités sont rompus pour une charge de

P = 486 kN. Il ne suffit que d’une légère surcharge pour provoquer la rupture de tous

les autres connecteurs. Le calcul s’arrête lorsque tous les connecteurs sont rompus car la

matrice de raideur devient singulière. A la ruine, la charge maximale est Pmax = 488 kN et

la flèche maximale est 162 mm. On observe que les modèles équilibre et mixte fournissent
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des résultats tout à fait identiques au niveau global (charge et déplacement). On observe

que les résultats sont sensiblement identiques pour les deux modèles de connexion. Pour

la connexion répartie, on observe qu’il est nécessaire d’utiliser un nombre plus impor-

tant d’éléments dans la formulation déplacement. En effet, il est nécessaire d’utiliser 18

éléments déplacement contre 4 éléments équilibre et mixte. Si l’on effectue une décharge

complète à 400 kN, on observe que la flèche résiduelle prédite par le modèle de connexion

discrète est supérieure (environ 10 %) à celle fournie par le modèle de connexion continue.

Ruine observée par 
modèle numérique 

Modèle de connexion discrète (9 E.F. de connexion) 
18 E.F. déplacement 12 E.F. équilibre 12 E.F. mixte 

Écrasement du béton 
(εc > 4%) 

      P = 432 kN 
      v = 74.5 mm 

    P = 406 kN 
    v = 50.5 mm 

  P = 406 kN 
  v = 50.5 mm 

1er connecteur compu 
(dsc > 5 mm) 

      P = 487 kN 
      v = 150 mm 

    P = 486 kN 
    v = 157 mm 

  P = 486 kN 
  v = 157 mm 

Tous les connecteurs 
rompus 

    Pmax = 493 kN 
    vmax = 173 mm 

 Pmax = 488 kN 
 vmax = 162 mm 

 Pmax = 488 kN 
 vmax = 162 mm 

 
Tableau 5.2 – Ruine observée par le modèle numérique

A la figure 5.14, la distribution expérimentale du glissement le long de l’interface acier-

béton pour 4 niveaux de charge est donnée et comparée à la distribution obtenu à l’aide

de la formulation mixte pour les deux modèles de connexion. On observe que le modèle

de connexion discrète fournit des résultats qui sont en meilleure accord avec les résultats

expérimentaux. Par ailleurs, on observe que le modèle de connexion répartie à tendance

à surestimer le glissement et fournit donc des prédictions qui sont plutôt du côté de la

sécurité.
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Chapitre 5. Modèle des éléments finis

Poutre hyperstatique PH3

Pour cet essai, on dispose des courbes charge/flèche et charge/courbure à proximité de

la charge et de l’appui intermédiaire (cf. Figures 5.15 à 5.18). Aux figures 5.15 et 5.16,

on présente les courbes numériques charge/flèche de la section au droit de la charge com-

parées à celles de l’expérience. On observe une concordance satisfaisante entre les pré-

dictions numériques et les résultats expérimentaux à tous les stades de chargement. La

courbe charge/flèche expérimentale est légèrement au-dessus des courbes numériques pour

le modèle de connexion discrète et au-dessous pour le modèle de connexion continue. On

retrouve donc la même remarque qu’au paragraphe 2.5 du chapitre 2 que le modèle de

connexion continue surestime la flèche. Par ailleurs, la formulation équilibre fournit les

mêmes résultats que la formulation mixte, et ce avec le même nombre d’éléments.

D’autres résultats expérimentaux que les flèches ont été fournis par Ansourian [11], à

savoir, des mesures de la courbure du profilé métallique dans les deux sections : la section

(A-A) au droit de la charge et la section (B-B) situé à 200mm de l’appui intermédiaire.

On donne aux figures 5.17 et 5.18 les courbes charge/courbure théoriques et également

les courbes expérimentales. Les courbes charge/courbure sont satisfaisantes en zone de

moment positif mais s’écartent de la courbe expérimentale en zone de moment négatif,

et ce pour les deux types de connexion. Pour la connexion répartie, les éléments de type

équilibre et de type mixte sont légèrement meilleurs en zone de moment positif.

En conclusion, on observe que les trois formulations fournissent des résultats très satis-

faisants avec moins d’éléments pour les formulations équilibre et mixte. On n’observe pas

de différence significative sur les courbes charge/flèche suite au modèle de connexion. Par

contre, on relève que le modèle de connexion répartie semble avoir tendance à surestimer

le glissement.
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5.7 Comparaison des deux modèles de connexion

Dans cette partie, nous nous proposons d’examiner plus en détails l’influence du modèle

de connexion sur les champs mécaniques. Plus particulièrement, nous nous intéressons à

l’effet du modèle de connexion (discrète/continue) sur la distribution de la courbure, de

l’effort normal etc... Pour ce faire, nous poursuivons l’analyse de la poutre PI4 étudiée

dans la section précédente. Pour le modèle de connexion continue, nous adoptons une

distribution uniforme des caractéristiques mécaniques obtenue en moyennant la contri-

bution de chaque connecteur sur la longueur. Nous avons fait le choix de comparer les

modèles de connexion en utilisant la formulation élément fini mixte uniquement. Toutefois,

nous pouvons affirmer que, dans l’ensemble, les formulations ”́equilibre” et ”déplacement”

conduisent aux mêmes conclusions pour autant que l’on prenne suffisamment d’éléments

dans la formulation ”déplacement”. Le nombre d’éléments considérés correspond au mini-

mum nécessaire pour reproduire la courbe charge/déplacement avec une précision jugée

acceptable vis-à-vis de l’expérience. Autrement dit, une augmentation du nombre d’élé-

ments n’apporterait pas une amélioration significative de la précision.

Comme on peut l’observer sur la figure 5.19, les courbes charge/flèche pour les deux mo-

dèle de connexion sont très proches avec seulement 6 éléments pour la connexion continue.

Ainsi, le calcul des flèches peut se faire avec une précision satisfaisante en utilisant l’un ou

l’autre modèle. On observe que le modèle de connexion continue conduit à une flèche supé-

rieure à celle obtenu à l’aide du modèle de connexion discrète pour la poutre isostatique.

Comme signalé au paragraphe précédent, le modèle de connexion répartie a tendance à

surestimer le glissement par rapport au modèle de connexion ponctuelle (cf. Figure 5.20).

A la figure 5.21, on voit que la distribution de la courbure tout au long de la poutre est

assez similaire (même tendance) pour les deux modèles avec la présence de discontinuités

pour la connexion discrète qui résulte de la présence d’un effort concentré de cisaillement

au droit du connecteur, provoquant un saut de moment. Ainsi la distribution de l’effort

normal est discontinue pour le modèle de connexion discrète (cf. Figure 5.22). Pour la

connexion répartie, on observe également une légère discontinuité autour de 1,4 m et 4

m. Cette discontinuité est inhérente à la formulation et sera discutée au paragraphe 5.8.

Toutefois, on notera que la connexion répartie conduit à un effort normal maximal dans

la dalle légèrement plus important. Précisons aussi que le cas traité est parfaitement sy-
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métrique et que le connecteur sous la charge ne se déforme pas (pas de glissement).
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0 1000 2000 3000 4000 5000
-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

Abscisse [mm]

E
ffo

rt 
ax

ia
l d

an
s 

la
 d

al
le

 N
c 

[k
N

]

Modèle de connexion discrète: 12 E.F. mixte
Modèle de connexion continue: 6 E.F. mixte

297 kN
Poutre P I4

Figure 5.22 – Poutre PI4 : Distributions de l’effort axial dans la dalle Nc pour les deux
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5.8 Comparaison des trois formulations

Dans ce paragraphe, nous comparons les formulations entre elles. Le précédent paragraphe,

nous a permis de tirer quelques conclusions sur le choix du modèle de connexion. Ainsi

dans ce qui suit, les comparaisons entre les trois formulations éléments finis se feront

avec le modèle de connexion répartie. Il existe toutefois une différence sensible dans le

comportement suivant que la charge est ponctuelle ou répartie. La prise en compte d’un

chargement réparti avec des éléments équilibre n’a pas été abordé dans la littérature, et ce

pour plusieurs raisons. La raison essentielle en est que la mise en oeuvre des éléments équi-

libre en présence d’un chargement réparti n’est pas aisée et que l’algorithme se complique

très rapidement.

5.8.1 Cas d’un chargement ponctuel

Pour ce cas de chargement, nous revenons à la poutre isostatique PI4. La figure 5.23 pré-

sente les courbes charge/flèche obtenues par les trois formulations pour un nombre variable

d’éléments. On constate que la formulation déplacement nécessite un nombre d’éléments

important pour que la courbe charge/flèche n’évolue plus de manière significative. Notam-

ment on y observe qu’il est nécessaire d’utiliser au moins 18 éléments alors que 4 éléments

équilibre ou mixte suffisent à obtenir une courbe charge/flèche avec une précision satis-

faisante. Ceci résulte de l’incapacité des éléments déplacement à traduire correctement

la courbure dans les zones plastifiées. Il est donc nécessaire d’affiner le maillage afin de

s’approcher au mieux de la distribution réelle par une variation linéaire de la courbure

par élément. Le déplacement transversal est en effet approché par une fonction cubique

qui produit une variation linéaire de la courbure. Or dans les zones plastiques, la cour-

bure a tendance est être fortement non-linéaire et il est nécessaire d’augmenter le nombre

d’éléments particulièrement dans ces zones. Au contraire, l’élément équilibre approche

exactement les champs d’effort et la loi de comportement permet d’estimer la courbure

aux points d’intégration uniquement. Ainsi, si le nombre de points d’intégration est suffi-

sant (en général 5 points Gauss-Labatto sont largement suffisants), on est tout à fait

capable de restituer la distribution de la courbure, d’ou le bon résultat avec un nombre

d’éléments finis équilibre réduit. Cet aspect est clairement illustré à la figure 5.24 où la

distribution de la courbure pour une charge de 320 kN est donnée pour les trois formula-

230 Thèse de doctorat



5.8. Comparaison des trois formulations

tions avec 6 éléments pour chacune d’elle. Tout d’abord, on y observe que les formulations

”́equilibre” et ”mixte” sont très proches car pour la formulation mixte la courbure est cal-

culée à partir de la distribution de moments et de la loi de comportement comme pour la

formulation équilibre. On y observe clairement qu’avec un nombre insuffisant d’éléments,

la formulation déplacement n’est pas capable de restituer la distribution de courbure de

manière précise.

La distribution de glissement est quasi identique pour les trois formulations (cf. Figure

5.25). On ne doit pas oublier que pour la formulation en déplacement, on a utilisé une

interpolation quadratique pour le champs de déplacement longitudinal, ce qui semble être

suffisant. La figure 5.26 illustre la distribution de moment fléchissant total le long de la

poutre. La distribution de moment est linéaire pour les formulations équilibre et mixte

puisque ces formulations reproduisent la solution exacte. Pour la formulation déplacement,

on observe une distribution de moment non-linéaire puisque les moments sont évalués aux

points d’intégration. Ainsi, on observe que pour la formulation ”déplacement”, la courbure

est linéaire avec une distribution de moment non-linéaire alors que pour la formulation

équilibre la distribution de moment est linéaire et la distribution de la courbure est non-

linéaire, ce qui correspond mieux à la réalité. D’ou la bonne performance de ce type

d’élément. Enfin, on observe une différence entre les formulations mixte et équilibre lorsque

l’on analyse la distribution de l’effort normal dans la dalle de béton. En effet, à la figure

5.27, une légère discontinuité de l’effort normal apparâıt qui provient du fait que l’équilibre

longitudinal n’est pas satisfait de manière forte dans la formulation mixte ; seul l’équilibre

de moment est satisfait rigoureusement. Comme cela a été signalé au chapitre 2, il n’est pas

possible de satisfaire toutes les équations d’équilibre en formulation mixte. Par ailleurs, on

observe que la formulation déplacement restitute une bonne distribution de l’effort normal,

probablement due à l’utilisation d’un champ de déplacement longitudinal quadratique.
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Figure 5.23 – Courbes charges/flèches de la poutre PI4 : (a) Formulation en déplacement ;
(b) Formulation en force ; (c) Formulation mixte

232 Thèse de doctorat



5.8. Comparaison des trois formulations

0 1000 2000 3000 4000 5000

-2

0

2

4

6

8

10

x 10
-3

Abscisse [mm]

C
ou

rb
ur

e 
[1

/m
]

6 E.F. déplacement
18 E.F. déplacement
6 E.F. équilibre
6 E.F. mixte

320kN
Poutre P I4

-3
C

ou
rb

ur
e 

10
/m

⎡
⎤

⎣
⎦

Figure 5.24 – Poutre PI4 : Distributions de la courbure pour les trois formulations
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Figure 5.25 – Poutre PI4 : Distributions du glissement pour les trois formulations
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Figure 5.26 – Poutre PI4 : Distributions du moment fléchissant pour les trois formulations
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Figure 5.27 – Poutre PI4 : Distributions d’effort axial dans la dalle Nc pour les trois
formulations
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5.8.2 Cas d’un chargement réparti

Afin de tester notre algorithme pour un chargement réparti, nous considérons une poutre

mixte console, nommée SA, soumise à une charge uniformément répartie. La poutre est

constituée de deux poutres de section rectangulaire identiques, connectées de manière

continue. Le comportement des poutres et de la connexion est supposé élastique par-

faitement plastique. La description géométrique et les caractéristiques mécaniques des

matériaux constituant la poutre SA sont donnés à la figure 5.28.
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Figure 5.28 – Description de la poutre mixte SA [121]

Ne disposant pas de solution analytique pour analyser les performances des formulations,

nous avons établi une solution de référence obtenue en augmentant progressivement le

nombre d’éléments équilibre jusqu’à ce qu’une augmentation du nombre d’éléments ne

modifie plus significativement la courbe charge/déplacement. Ainsi, la solution de réfé-

rence a été obtenue avec 32 éléments équilibre. La figure 5.29 présente, pour les trois

formulations, les courbes charge/déplacement avec un nombre variable d’éléments. La

charge correspond à l’intensité du chargement réparti et le déplacement correspond au

déplacement de l’extrémité libre de la poutre. On observe qu’il est nécessaire d’utiliser un

nombre important d’éléments en formulation déplacement. Avec un seul élément le pla-

teau, correspondant à l’apparition d’une rotule plastique à l’encastrement, ne peut être

atteint. L’usage de quatre éléments ”déplacement” permet d’approcher mieux la charge
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ultime, mais le plateau ne peut toujours pas être atteint. Il est nécessaire d’utiliser au

moins 64 éléments ”déplacement” pour obtenir un résultat satisfaisant (cf. Figure 5.29a).

La formulation équilibre fournit une solution très satisfaisante avec un seul élément. Par

ailleurs, on observe que l’utilisation deux éléments n’apporte pas grand chose à la courbe

charge/flèche (cf. Figure 5.29b). Avec un seul élément, la formulation mixte fournit un

résultat satisfaitsant bien que moins bon que la solution équilibre avec un seul élément.

Avec deux éléments, on retrouve un solution de précision équivalente à celle de la formu-

lation équilibre (cf. Figure 5.29c). Comme nous l’avons signalé au paragraphe précédent,

la réduction du nombre d’éléments équilibre et mixte par rapport à celui des éléments

déplacement s’explique par le fait qu’en présence de la charge répartie, le moment total

est toujours représenté de manière exacte, indépendamment la loi de comportement, dans

les formulations équilibre et mixte. Par contre, dans la formulation en déplacement, le

moment total est déterminé à l’aide de la loi de comportement, ce qui peut conduire à

une mauvaise estimation du moment, pour un élément de longueur importante se trou-

vant dans une zone fortement non-linéaire (plastifiée). Il en résulte qu’il faut augmenter

le nombre d’éléments déplacement pour mieux estimer le moment.

La distribution des moments fléchissants est présentée à la figure 5.30. On y observe que

le moment est non nul à l’extrémité de la poutre pour la formulation déplacement, tradui-

sant l’équilibre faible inhérent à la formulation en déplacement. On observe une parfaite

concordance entre les formulations équilibre et mixte. En revanche, la concordance entre

les formulations équilibre et mixte est nettement moins bonne en ce qui concerne l’effort

normal dans la dalle de béton, comme indiqué la figure 5.31. On observe également que

la distribution de l’effort normal est linéaire pour la formulation mixte et la formulation

déplacement conformément aux approximations faites (déplacement quadratique et effort

normal linéaire). Comme signalé précédemment, on observe une distribution de courbure

linéaire par élément pour la formulation déplacement et une distribution non-linéaire pour

les formulations équilibre et mixte (cf. Figure 5.32). Les différences sont plus significatives

sur le glissement (cf. Figure 5.33). L’allure générale de la distribution du glissement est

similaire pour les formulation déplacement et mixte, et ces deux dernières contrastent

fortement avec la formulation équilibre. On observe à la figure 5.33 que la distribution de

glissement dans la zone linéaire est bien représentée par un seul élément équilibre, mais
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elle s’écart significativement de la courbe de référence dans la zone non-linéaire. Ceci s’ex-

plique par la condition de compatibilité à l’interface de l’élément équilibre qui est violée

dans la zone plastique. Il suffit de passer à 3 éléments équilibre pour se rapprocher de la

solution de référence. Finalement, on peut conclure à partir de ces différents résultats que

notre algorithme qui prend en compte la charge répartie dans l’élément équilibre est bien

apte à fournir des résultats valables.
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formulations
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Figure 5.33 – Poutre SA : Distributions du glissement obtenues par les trois formulations

5.9 Synthèse et Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons développé plusieurs modèles d’éléments finis avec les algo-

rithmes correspondants pour les poutres mixtes acier-béton. L’approche en déplacement,

qui est la plus classique nous fournit une première classe d’éléments finis. Si l’on adopte

une modélisation continue de la connexion, l’élément à 10 DDL semble être exempt de

verrouillage numérique (curvature locking), phénomène inhérent à la formulation en dé-

placement. Cet élément utilise des polynômes Hermitiens cubiques pour le déplacement

transversal et des polynômes quadratiques pour les déplacements axiaux. Si le modèle de

connexion discrète est adopté [14], le problème de ”curvature locking” est évité. L’élément

fini de poutre mixte avec connexion discrète possède 8 DDL avec une interpolation linéaire

pour les déplacements axiaux. L’algorithme de résolution est classique avec opérateur tan-

gent.

Une seconde classe d’élément fini découle du principe des travaux virtuels complémen-

taires. Ces éléments, que l’on appelle ”́elément équilibre”, reposent sur une interpolation

des efforts internes et conduisent à une solution vérifiant strictement les équations d’équi-

libre. Un élément équilibre a été développé pour les deux modèles de connexion. Ces
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5.9. Synthèse et Conclusions

modèles existent dans le littérature pour la connexion continue mais le modèle élément

fini avec la connexion discrète est original. Une autre contribution apportée à cet élément

est la prise en compte du chargement réparti qui a nécessité d’introduire des modifications

dans l’algorithme de résolution.

La troisième classe d’élément fini abordé dans ce travail découle du principe à deux champs

de Hellinger Reissner. Ces éléments, appelés ”́eléments mixte” se trouve en quelque

sorte entre les éléments déplacement et les éléments équilibre. L’approximation porte à

la fois sur les déplacements et les efforts internes. Bien que ces modèles existent dans la

littérature, l’élément mixte avec connexion discrète développé dans ce travail est original.

Également, la prise en compte d’un chargement réparti est nouveau. L’algorithme de ré-

solution est similaire à celui développé pour les modèles équilibre. Les performances des

ces éléments se sont avérées remarquable.

Les outils numériques développés ont été validés, sur deux exemples de poutres mixtes

simplement appuyée et continue, en comparant les prédictions des modèles avec les me-

sures expérimentales. On a observé que les trois formulations conduisent à des résultats

satisfaisants. En se basant sur la formulation mixte, une analyse de l’influence du modèle

de connexion sur le comportement non-linéaire d’une poutre mixte simplement appuyée

a été effectuée. L’analyse a montré l’avantage du modèle de connexion continue par rap-

port à celui de connexion discrète puisqu’il permet de réduire considérablement le nombre

d’éléments et donc le temps de calcul. L’étude comparative des trois formulations nous a

montré que l’élément équilibre et mixte sont plus performants que l’élément déplacement

classique, notamment en présence d’une charge répartie. Par ailleurs, la formulation équi-

libre est plus performante que la formulation mixte, mais sa mise en oeuvre algorithmique

est plus complexe.
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CHAPITRE 6

COUPLAGE DE LA FISSURATION ET DES EFFETS DIFFÉRÉS DANS

LE BÉTON

6.1 Introduction

Comme nous avons l’avons souligné au chapitre 3, le modèle viscoélastique linéaire n’est

valable que si le niveau de contrainte reste inférieur à 40% de la résistance du béton en

compression. Au-delà de ce niveau de contrainte, le comportement du béton devient forte-

ment non-linéaire consécutivement à l’endommagement du matériau. Sous un chargement

maintenu au cours du temps, les mécanismes différés se développent en interaction avec

cet endommagement suivant des cinétiques de fluage qui diffèrent de la phase primaire

correspondant au domaine linéaire, [37]. Pour ces niveaux de contraintes, la modélisation

des déformations différées doit donc considérer la non-linéarité matérielle. Par ailleurs,

si le retrait est significatif, la contrainte de relaxation obtenue par le modèle viscoélas-

tique linéaire risque d’atteindre et de dépasser la limite en traction du béton. La figure

6.1 présente l’évolution au cours du temps de la contrainte lors d’un essai de relaxation.

Cette évolution est obtenue à l’aide du modèle viscoélastique linéaire présenté au chapitre

3. On y observe que si le retrait est pris en compte, au bout de 300 jours, la contrainte

dépasse la résistance en traction du béton. Ainsi, est-il nécessaire de considérer l’interac-

tion fluage/fissuration. Cette interaction conduit à une redistribution des contraintes qui

risque de provoquer une fissuration supplémentaire du béton.

Dans ce chapitre, nous avons pris le parti d’éviter l’usage d’un modèle viscoélastique non-

linéaire qui peut s’avérer difficile à mettre en oeuvre en pratique. Il est à noter que plusieurs

auteurs ont proposé des approches qui reposent, pour la plupart, sur l’usage d’un modèle

viscoélastique non-linéaire (voir [27], [33], [29], [28], [134]). La justification de ce choix est

la complexité des phénomènes qui résultent essentiellement d’une modification de la ciné-

tique de fluage, suite aux transformations irréversibles. Ces modèles non-linéaires restent

compliqués à manipuler suite à l’invalidité du principe de superposition utilisé en visco-

élasticité linéaire. C’est pourquoi nous proposons de modéliser l’interaction entre le fluage
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Figure 6.1 – Relaxation de contrainte selon le modèle viscoélastique linéaire

et la fissuration en combinant un modèle viscoélastique linéaire et un modèle de plasti-

cité. Par ailleurs, on considère que les effets différés se manifestent immédiatement après

chargement et interagissent avec la fissuration produite par ce dernier. Ainsi, on consi-

dère que les non-linéarités matérielles se développent instantanément consécutivement au

chargement, les effets du temps n’apparaissant qu’ultérieurement, une fois le chargement

appliqué. Cela revient à supposé que dans la partie saine du béton, ou se développeront

précisément les effets du temps (retrait et fluage), le niveau de contrainte reste en deçà

d’une certaine limite. En pratique, cela revient à combiner une modèle élastoplastique avec

un modèle viscoélastique linéaire. Mais cette approche qui semble naturelle reste difficile

à implémenter en pratique, dans un code de calcul.

6.2 Modèle viscoélastique/plastique pour le béton

Afin d’introduire les effets du temps dans le domaine non-linéaire du comportement du

béton, nous développons, dans ce travail, un modèle viscoélastique/plastique permettant

d’analyser l’interaction du fluage et du retrait avec le comportement non-linéaire du bé-

ton. Le fluage sera pris en compte via le modèle viscoélastique linéaire présenté dans le

paragraphe 3.3.3.3 tandis que le comportement non-linéaire du béton est représenté à
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l’aide du modèle de plasticité adoucissante présenté dans le paragraphe 4.6. La figure 6.2

illustre le schéma rhéologique du modèle.
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Figure 6.2 – Modèle rhéologique viscoélastique - plastique

Nous suivons la démarche empruntée par Van Zijl et al. (2001) [134] qui repose également

sur une combinaison de la théorie de la viscoélasticité linéaire et de la théorie de la

plasticité adoucissante. On suppose que la déformation totale se décompose de manière

additive en une partie viscoélastique εve, une partie plastique εp et une partie due au

retrait εsh (cf. Figure 6.2) :

ε = εve + εp + εsh (6.1)

La loi constitutive est complétée en substituant dans l’équation (6.1) les formulations pour

chaque déformation. Cette partition nous permet de considerer séparément les différents

phénomènes. La déformation viscoélastique εve et la déformation plastique εp ont déjà été

respectivement formulées dans les paragraphes 3.3.3 et 4.6, alors que l’expression pour la

déformation de retrait peut être trouvée dans l’annexe II.

A chaque instant t et quelque soit le modèle (cf. voir chapitre 3), la déformation viscoélas-

tique εve est lié à la contrainte par une relation affine que l’on peut écrire sous la forme

générale suivante :

σ = Eveεve + σ̃ (6.2)

où Eve est le module de Young équivalent qui dépend uniquement du temps et σ̃ la

contrainte héréditaire qui a en mémoire l’histoire. Rappelons qu’à un instant donné, les
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valeurs de Eve et de σ̃ sont connues. Elles dépendent de la méthode d’approximation de

la loi viscoélastique (cf. paragraphe 3.3.3). En combinant les équations (6.1) et (6.2), nous

obtenons :

σ = Eve
(
ε− εp − εsh

)
+ σ̃ (6.3)

La loi d’évolution de la déformation plastique et de la variable interne p découle de la

règle de normalité généralisée :

ε̇p = λ̇
∂f

∂σ
(6.4)

−ṗ = λ̇
∂f

∂R
(6.5)

avec les conditions de complémentarité :

λ̇ ≥ 0 , f(σ,R) ≤ 0 , λ̇ f(σ,R) = 0 (6.6)

L’expression de la fonction de charge f est donnée au paragraphe 4.6.

6.2.1 Intégration numérique du modèle de comportement

On considère un élément de matière dont l’état mécanique (σ, ε, εp, p) est totalement

déterminé à l’instant tn. On impose à l’élément de matière un incrément de déformation

totale ∆ε donné, de sorte qu’à l’instant tn+1 = tn +∆t sa déformation soit εn+1 = εn +∆ε.

L’état mécanique à l’instant tn+1 est recherché.

On a choisi ici d’utiliser le schéma implicite d’Euler (toutes les relations de comporte-

ment sont écrites à l’instant final t = tn+1) pour effectuer la mise à jour des variables.

Cette méthode a l’avantage d’être précise et inconditionnellement stable, quelle que soit

la complexité du critère de plasticité utilisé [109]. Les relations de comportement discrètes

écrites à l’instant tn+1 sont les suivantes :

σn+1 = Eve
n+1

(
εn+1 − εp

n+1 − εsh
n+1

)
+ σ̃n+1 (6.7)

Rn+1 = R(pn+1) (6.8)

∆εp = ∆λ
∂f

∂σ

∣∣∣∣
n+1

(6.9)
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−∆p = ∆λ
∂f

∂R

∣∣∣∣
n+1

(6.10)

∆λ ≥ 0 , f(σn+1, Rn+1) ≤ 0 , ∆λ f(σn+1, Rn+1) = 0 (6.11)

Elles conduisent naturellement à un algorithme de type prédiction/correction.

Prédiction viscoélastique et correction.

Elle consiste à supposer a priori que le nouvel état de contrainte est situé à l’intérieur de

la surface de charge de plasticité, c’est-à-dire que l’évolution entre les instants tn et tn+1

est viscoélastique. Cette hypothèse permet de calculer l’état mécanique à l’instant tn+1

et de vérifier a posteriori si l’hypothèse initiale était correcte. Dans le cas contraire, une

correction est nécessaire [127].

Prédiction viscoélastique : la prédiction viscoélastique de l’état mécanique à l’instant

final est alors obtenue par

σ trial
n+1 = Eve

n+1

(
εn+1 − εp

n − εsh
n+1

)
+ σ̃n+1 (6.12)

εp, trial
n+1 = εp

n (6.13)

p trial
n+1 = pn (6.14)

f trial
n+1 =

∣∣σtrial
n+1

∣∣−R(pn) (6.15)

ce qui revient à faire (temporairement) l’hypothèse d’une évolution purement viscoélas-

tique des contraintes entre les instants tn et tn+1 avec, en particulier ∆p = ∆εp = 0. Pour

mémoire, l’expression de la fonction d’écrouissage R(p) est celle de l’équation (4.87) pour

la compression et celle de l’équation (4.93) pour la traction.

Une fois la prédiction calculée, on vérifie le signe de la fonction de charge. Si la valeur de

la fonction de charge est négative pour la prédiction :

f trial
n+1 ≤ 0 (6.16)
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l’intégration locale est achevée à l”instant tn+1 avec :

εp
n+1 = εp

n (6.17a)

pn+1 = pn (6.17b)

σn+1 = σ trial
n+1 (6.17c)

Dans le cas contraire, on procède à une correction non-linéaire.

Correction non-linéaire : si f trial
n+1 > 0, alors la prédiction viscoélastique n’est pas

plastiquement admissible. Il faut donc calculer ∆εp et ∆p correspondant au pas de temps.

De la condition de complémentarité discrète

∆λ f(σn+1, R(pn+1) = 0 (6.18)

et en tenant compte que ∆λ > 0, on déduit que :

f(σn+1, R(pn+1) = 0 (6.19)

L’équation (6.19), qui permet de calculer la déformation plastique cumulée pn+1, est for-

tement non-linéaire et il est nécessaire d’adopter un schéma itératif de type Newton-

Raphson. Supposons qu’à l’itération i, le résidu de (6.19) soit supérieur à la tolérance

fixée au préalable. Il faut alors procéder à une nouvelle itération de façon à forcer le résidu

à être nul à l’itération i + 1. La condition donnant le résidu au pas n + 1 est linéarisé

autour de la solution à l’itération i :

f(pi+1
n+1) = f(pi

n+1) +

(
∂f

∂pn+1

)i (
pi+1

n+1 − pi
n+1

)
= 0 (6.20)

Une fois le résidu inférieur à la tolérance fixée, la variable interne pn+1 est déterminée. Les

autres variables sont directement déterminées par les relations suivantes :

∆λ = ∆p = pn+1 − pn (6.21a)

εp
n+1 = εp

n + ∆λsign(σtrial
n+1 ) (6.21b)

σn+1 = σtrial
n+1 − Eve

n+1∆λsign(σtrial
n+1 ) (6.21c)

248 Thèse de doctorat
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et l’intégration locale au pas n + 1 est achevée. La rigidité tangente à la fin du pas est

déterminée par :

Etg
n+1 =

∂σ

∂ε

∣∣∣∣
n+1

= Eve
n+1

1−
Eve

n+1

Eve
n+1 +

dR

dp

 (6.22)

L’algorithme d’intégration numérique de la loi de comportement viscoélastique/plastique

est résumé au tableau 6.1.
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1. Variables connues au pas n : {σn, εp
n, pn, γ

(n)
i }

2. Données au pas n+ 1 : {∆ε, ∆εsh}

3. Calculer les paramètres du modèle viscoélastique : Eev
n+1, σ̃n+1

4. Prédiction viscoélastique : Calculer la contrainte de test et vérifier pour le charge-
ment plastique

σ trial
n+1 = Eve

n+1

(
εn+1 − εp

n − εsh
n+1

)
+ σ̃n+1

f trial
n+1 = f

(
σtrial

n+1 , R(pn)
)

SI f trial
n+1 ≤ 0

ALORS

∣∣∣∣∣∣
εp

n+1 = εp
n

pn+1 = pn

σn+1 = σtrial
n+1

FIN : l’intégration locale est terminée

SINON aller à l’étape 5

5. Correction : Résoudre l’équation (6.19) par la méthode Newton-Raphson pour
obtenir la correction ∆λ et corriger les autres variables :

pn+1 = pn + ∆λ

εn+1 = εn + ∆λsign(σtrial
n+1 )

σn+1 = σtrial
n+1 + Eve

n+1∆λsign(σtrial
n+1 )

Calculer la matrice de rigidité tangente :

Etg
n+1 =

∂σ

∂ε

∣∣∣∣
n+1

= Eve
n+1

1−
Eve

n+1

Eve
n+1 +

dR

dp


FIN : l’intégration locale est terminée

Tableau 6.1 – Algorithme de l’intégration locale du comportement viscoélastique-
plastique : cas unidimensionnel
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6.3 Applications

Dans ce paragraphe, nous traitons trois exemples. Dans un premier temps, on simule l’es-

sai de relaxation d’un barreau en béton soumis à un déplacement imposé. Ensuite, nous

étudions les effets du temps en phase non-linéaire pour deux poutres mixtes. L’algorithme

présenté plus haut est tout à fait général et indépendant du modèle viscoélastique dis-

cret utilisé. Toutefois, nous avons choisi la méthode AAEM pour la partie viscoélastique

puisque cette dernière conduit à des résultats proches de ceux issus de la méthode générale

pas-à-pas.

6.3.1 Relaxation de contrainte

Il s’agit d’une éprouvette standard du béton C30 de longueur 200 mm et de section

100 × 100 mm2. A t0 = 28 jours, un déplacement de -0.03 mm est imposé à l’extrémité

de l’éprouvette pour une durée de 10000 jours (cf. Figure 6.3). Les fonctions de fluage et

de retrait sont celles du CEB-FIP Model Code 1990 [1] données en annexe II avec les

paramètres suivants :

t0 = 28 jours Temps initial

fc28 = 30 MPa Résistance à la compression du béton à 28 jours

RH = 80% Humidité relative

h0 = 2Ac/u = 50 avec u = 400 mm périmètre en contact avec l’atmosphère

s = 0.25 coefficient correcteur sur le fluage

La figure 6.3 illustre l’évolution de la contrainte dans l’éprouvette au cours du temps.

On y observe que de 28 jours à 50 jours, la contrainte diminue (relaxation) jusqu’à ce

qu’elle s’annule. Ensuite, puisque la déformation de retrait se développe significativement,

l’éprouvette est soumise à des contraintes de traction. La contrainte augmente jusqu’à

atteindre la résistance en traction à 300 jours. A partir de là, la déformation plastique

(fissures) est activée et se développe (cf. Figure 6.4). Il s’en suit que la contrainte commence

à diminuer afin de ne pas sortir du domaine élastique, dont la taille évolue au cours du

temps (écrouissage isotrope). On peut conclure que le modèle semble être capable de

reproduire le phénomène de fissuration dû au retrait.
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6.3.2 Poutre mixte simplement appuyée PI4

La poutre mixte simplement appuyée PI4 étudié au chapitre 5 est reprise dans ce pa-

ragraphe pour étudier son comportement non-linéaire au cours du temps. Les propriétés

mécaniques et géométriques de la poutre sont strictement identiques à celles données au

paragraphe 5.6 du chapitre 5. Les fonctions de fluage et de retrait sont celles du modèle

CEB-FIP Model Code 1990 [1]. En ce qui concerne les paramètres de ce modèle, on

suppose que l’humidité relative est de 80% et qu’elle ne change pas au cours du temps. Le

coefficient correcteur sur le fluage est pris égale à 0.25. On précise que la poutre est simulée

par le modèle de connexion discrète avec 9 éléments de connexion et 18 éléments de poutre.

A t0 = 30 jours, on applique une charge de 400 kN. A ce niveau de chargement, la poutre

se plastifie au voisinage de la charge. On se propose d’analyser la poutre sur une durée de

18250 jours (50 années).
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Figure 6.5 – Poutre PI4 : Distribution de la flèche pour un chargement de 400 kN

Le moment total étant constant au cours du temps, les effets différés vont accrôıtre la

flèche de manière plus ou moins significative. Cela s’explique par le fait que la raideur

NGUYEN Quang Huy 253



Chapitre 6. Couplage fissuration/effets différés

du béton diminue au cours du temps, suite aux effets différés (cf. paragraphe 3.5.5). La

distribution de la flèche à 30 jours et à 18250 jours est illustrée à la figure 6.5. On observe

que le fluage contribue à augmenter significativement cette flèche. Si le retrait est pris en

compte, on observe un augmentation de la flèche encore plus importante. L’évolution de

la flèche en milieu de travée au cours du temps est représentée aux figures 6.6a et 6.6b. On

y observe que le fluage conduit à une augmentation de la flèche en milieu de travée de 15

mm (60%). Cette augmentation s’accentue si le fluage est couplé au retrait. En pratique,

on double la flèche.

Si l’on observe l’évolution de la contrainte dans la fibre la plus comprimée dans la section

au droit de la charge, représentée à la figure 6.7, on constate que la contrainte se relaxe

de manière viscoélastique. Autrement dit, il y a déchargement viscoélastique au cours

du temps. On en conclut que la déformation plastique est constante au cours du temps,

comme on peut le voir à la figure 6.8.

Lors du chargement à 30 jours, la contrainte dans la fibre la plus tendue se trouve après

le pic de contrainte comme indiqué à la figure 6.9a. On précise que cette fibre se trouve

dans la section au droit de la charge. On observe à la figure 6.9b que, comme pour

la fibre la plus tendue, le contrainte diminue au cous du temps. Mais cette fois, cette

diminution correspond à un écoulement plastique se traduisant par une augmentation de

la déformation plastique (voir figure 6.10). Il est à noter que le déformation plastique

devient plus importante que la déformation totale, suite à l’action du retrait.
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6.3.3 Poutre mixte continue PH3

Afin d’étudier l’influence des effets différés du béton sur le comportement non-linéaire à

long terme des poutres mixtes continues, la poutre PH3, étudiée au chapitre 5, est re-

prise dans ce paragraphe. On rappelle que les propriétés mécaniques et géométriques de

la poutre sont données au paragraphe 5.6 du chapitre 5. L’analyse se fait de la manière

suivante : à 30 jours, la poutre est sollicitée jusqu’à une charge de 150 kN ; autrement dit,

à ce niveau de charge, la poutre est déjà entrée dans le domaine non-linéaire de compor-

tement. Cette charge est maintenue constante tout au long d’une durée de 50 années. Les

fonctions de fluage et de retrait sont celles du modèle CEB-FIP Model Code 1990 [1].

En ce qui concerne les paramètres de ce modèle, on suppose que l’humidité relative est

de 80% et qu’elle ne change pas au cours du temps. Le coefficient correcteur sur le fluage

est pris égal à 0.25.

Les figures 6.11 montrent l’évolution de la flèche en milieu de travée. Encore une fois,

on constate que la flèche augmente de manière plus ou moins significative au cours du

temps. On représente à la figure 6.12 les distributions de la flèche le long de la poutre

pour la charge constante de 150 kN. On observe que le fluage seul augmente flèche maxi-

male de 7.7 mm à 10.1 mm, soit une augmentation de 31%, alors que la flèche maximale

augmente de 7.7 mm à 12.8 mm, soit une augmentation 66%, si le retrait est pris en

compte. La figure 6.13 illustre la distribution du moment fléchissant total à 30 jours et à

1825 jours. On y constate une redistribution des moments, ce qui ne surprend pas puisque

la poutre est hyperstatique, mais ici cette redistribution a l’originalité d’être due aux

effets du temps. Comme sous chargement instantané par fissuration et plasticité, la redis-

tribution ici est plus importante en zone de moment négatif qu’en zone de moment positif.

Examinons maintenant l’évolution de la contrainte et de la déformation de la fibre de

béton la plus comprimée, donnée respectivement aux figures 6.14 et 6.15. On précise que

cette fibre se trouve dans la section au droit de la charge. La déformation plastique ob-

servée à la figure 6.15a comfirme que sous la charge de 150 kN, à 30 jours, cette fibre est

déjà plastifiée. De plus, la figure 6.14a précise que la contrainte ne dépasse pas encore le

pic. Ceci explique que la diminution de contrainte au cours du temps, observée à la figure

6.14b, corresponde à un déchargement purement viscoélastique. Ce déchargement s’effec-
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tue d’ailleurs avec la déformation plastique qui n’évolue pas au cours du temps, comme

l’illustre la figure 6.15b. L’augmentation de déformation totale au cours du temps (cf. Fi-

gure 6.15b) peut parâıtre étrange puisqu’en général avec un déchargement, la déformation

totale doit décrôıtre. Cette augmentation s’explique par l’augmentation considérable de

la déformation de retrait, comme on l’a signalé à la première application.

L’évolution de la déformation et de la contrainte dans la fibre la plus tendue de la section

au droit de l’appui intermédiaire (zone de moment négatif), est représentée respectivement

aux figures 6.16 et 6.17. L’apparition de déformation plastique indique qu’avec une charge

de 150 kN, cette fibre se plastifie dès 30 jours (cf. Figure 6.16). Ceci est confirmé par la

contrainte se trouvant après le pic, comme le montre la figure 6.17a. On observe à la figure

6.17b que la contrainte diminue au cours du temps. Cette diminution correspond à un

écoulement plastique avec l’augmentation de la déformation plastique au cours du temps,

comme indiqué à la figure 6.16b. On observe encore une fois que la présence des effets

différés du béton conduit à une déformation plastique plus importante que la déformation

totale.
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kN

NGUYEN Quang Huy 263



Chapitre 6. Couplage fissuration/effets différés

0 50 100 150 200 250

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

Force P [kN]

C
on

tra
in

te
 [M

P
a]

10
1

10
2

10
3

10
4

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

Temps [jours]

C
on

tra
in

te
 [M

P
a]

(a)

(b) A

A

t 30 jours

P 0 150kN

=

= →

P 150kN

t 30 jours 50 ans

=

= →

PPoutre PH3P
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Figure 6.15 – Poutre PH3 : Évolution de la déformation de la fibre de béton la plus
comprimée en milieu de travée : (a) lors du chargement ; (b) au cours du temps
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Chapitre 6. Couplage fissuration/effets différés

6.4 Conclusions

Dans ce chapitre, un modèle viscoélastique/plastique a été proposé pour le béton. Ce

modèle prend en compte le couplage entre les effets différés et la plasticité en supposant

que le critère de la plasticité ne dépend pas du temps. C’est une première approche

qui nous a permis d’analyser l’interaction du fluage et du retrait avec le comportement

non-linéaire du béton. Les effets différés (fluage et retrait) ont été pris en compte via le

modèle viscoélastique linéaire présenté au paragraphe 3.3.3.3, et le comportement non-

linéaire du béton a été exprimé à l’aide du modèle de plasticité adoucissante présenté

dans le paragraphe 4.6. Ces modèles de comportement ont été intégrés dans le programme

élément fini de poutre mixte développé au chapitre 5 afin de pouvoir analyser les poutres

mixtes dans le domain non-linéaire et à long-terme. Trois applications numériques ont été

effectuées. La première application, basée sur un essai 1D de relaxation, a eu pour but de

valider l’algorithme d’intégration numérique du modèle. Les deux autres applications ont

porté sur deux poutres mixtes étudiées au chapitre 5. Ces applications ont eu pour but de

voir, en première approche, le comportement au cours du temps des poutres mixtes lorsque

celles-ci sont déjà entrées dans le domaine non-linéaire de comportement. En particulier,

on estime que le modèle est tout à fait apte à reproduire le phénomène de fissuration dû

au retrait dans les poutres mixtes continues.
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CONCLUSIONS GÉNÉRALES

Le tout premier objectif premier de ce travail de thèse a été de développer des outils

numériques permettant l’analyse des poutres mixtes acier-béton, en particulier en vue de

la modélisation des effets différés et des aspects d’interaction entre les non-linéarités ma-

térielles. La première question qui s’est posée à nous a été de choisir entre un modèle de

connexion discret ou continu ? Pour répondre, au moins en partie, à cette première inter-

rogation, nous avons mis au point deux éléments finis avec matrice de raideur élastique

exacte. Le premier modèle élément fini porte sur la connexion discrète qui naturellement

représente la réalité. Le second, plus classique, considère une modélisation continue de la

connexion. Ces éléments finis font usage de fonctions d’interpolation exactes, obtenues à

partir de la solution des équations d’équilibre exprimées en fonction des déplacements. A

l’aide de ces deux outils, nous avons pu analyser l’impact du modèle de la connexion sur

la réponse d’une poutre mixte. Les deux modèles de connexion donnent des résultats, en

termes d’efforts et de déplacements sensiblement proches, excepté lorsque les connecteurs

sont très espacés, ce qui est le cas lorsqu’on se trouve en présence d’une connexion par

paquets.

Une seconde question, essentielle pour les poutres mixtes, porte sur des effets différés dans

les poutres mixtes et leur couplage avec les non-linéarités matérielles. Le développement

d’outils capables d’intégrer toutes ces interrogations s’est déroulé en 3 phases. La première

a consisté à évaluer les effets différés en supposant un comportement linéaire de l’acier, des

goujons et du béton. Cette hypothèse nous a permis de mettre au point deux éléments finis

avec matrice de raideur exacte en espace, mais discrète en temps, puisqu’il a été nécessaire

de discrétiser la loi de comportement viscoélastique à l’aide d’un schéma trapézöıdal. La

démarche suivie pour construire ces matrices de raideur exacte a été identique à celle

suivie pour la solution élastique avec toutefois une plus grande complexité des calculs,

notamment pour le modèle de connexion continue. Nous avons pu constater que le fluage

et le retrait jouaient un rôle important dans le comportement des poutres mixtes. Par

ailleurs, le retrait conduit à une augmentation des flèches et à une redistribution significa-

tive des efforts internes dans les poutres hyperstatiques. La méthode pas-à-pas est la plus

précise, mais elle nécessite un stockage de l’histoire. La méthode ”rate-type” de Bažant



permet d’éviter ce stockage, mais pose un problème d’identification de paramètres. Les

méthodes algébriques dites à un pas (AAEM, EM et MS) présentent l’avantage d’une

forme simplifiée de la relation de comportement discrète, mais sont par nature approxi-

matives. En analysant les résultats obtenus par ces méthodes, on observe que la méthode

AAEM est la plus précise. Si l’on observe attentivement les résultats, on constate que

l’état de contrainte sort du domaine élastique linéaire et qu’en conséquence, il est né-

cessaire d’abandonner l’hypothèse d’un comportement linéaire. En effet, au-delà d’une

certaine valeur de la charge, le comportement d’une poutre mixte devient non-linéaire et

on ne peut faire abstraction de ce fait.

Si on considère alors l’aspect non-linéaire du problème posé, l’idée d’une solution analy-

tique doit être abandonné au profit de la méthode des éléments finis. Mais quel élément

fini ? Avant de répondre à cette question, il est indispensable de prêter attention à la

modélisation du comportement non-linéaire des matériaux. On peut se demander pour-

quoi accorder de l’importance au formalisme alors que nous allons adopter un contexte

d’élément fibre ? Les lois uniaxiales ne sont-elles pas suffisantes ? La réponse est oui si le

chargement n’est pas alterné. Et pourquoi se priver du cadre rigoureux de la mécanique

non-linéaire des matériaux ? Cela a été l’objet du chapitre 4 où un modèle de plasticité

couplé à l’endommagement a été développé pour le béton. Ce nouveau modèle permet

de reproduire exactement la courbe enveloppe contrainte/déformation en compression du

modèle CEB-FIP Model Code 1990 [1] ainsi que le comportement uniaxial du béton

sous trajets charge/décharge multiples. Le formalisme adopté permet une intégration co-

hérente des relations de comportement, quelque soit la nature du chargement.

La simulation du comportement non-linéaire des poutres mixtes nécessite une discrétisa-

tion en espace, souvent réalisée à l’aide de la méthode des éléments finis. Les éléments

de type déplacement sont fréquemment utilisés. Cependant, si le modèle de connexion est

continu, ce type d’élément peut souffrir du ”curvature locking”, c’est-à-dire du verrouillage

numérique qui résulte d’une mauvaise représentation de la courbure. Cela nous amène à

poser la question suivante : quel élément fini faut-il choisir, déplacement, équilibre ou

mixte et quel modèle de connexion discrète ou continue ? A cette question, il n’est pas fa-

cile de répondre. Pour tenter d’apporter une réponse satisfaisante, plusieurs éléments finis
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ont été développés et programmés. Pour chacune de ces formulations, deux éléments avec

connexion continue et discrète ont été comparés, ce qui nous a conduit à proposer deux

nouveaux éléments avec connexion discrète : un élément équilibre et un élément mixte. Le

cas de la charge répartie étant fréquent en pratique, nous avons étendu les formulations

équilibre et mixte afin que la charge répartie soit prise en compte. La comparaison entre

les différents éléments montre une nette supériorité des éléments équilibre et mixte sur les

éléments déplacement.

Arrivés à ce stade, nous avons les outils pour analyser l’interaction entre les effets diffé-

rés et les non-linéarités matérielles. Au niveau de l’approche, le choix s’est directement

porté sur une combinaison en série de la plasticité et de la viscoélasticité. Ce choix a été

motivé par le fait que les non-linéarités matérielles se développent instantanément consé-

cutivement au chargement, les effets du temps n’apparaissant qu’ultérieurement, une fois

le chargement appliqué. Toutefois, cette approche qui semble naturelle n’est pas triviale

à introduire dans un code de calcul. L’intégration numérique conduit à un prédiction de

type viscoélastique. En analysant les exemples préliminaires, on observe un augmentation

significative des flèches ainsi qu’une redistribution des efforts internes qu’on ne peut né-

gliger, contrairement à ce suggère l’analyse linéaire des effets différés.

Ayant à disposition une variété d’outils, nous sommes aujourd’hui en mesure d’aborder

un certain nombre de problèmes, d’ordre plus pratique, qui constituent un objectif des

travaux futurs à réaliser. Il convient de mettre au point une méthode simplifiée permet-

tant d’estimer la flèche à long terme d’une poutre continue mixte. Traditionnellement, on

considère que le retrait peut être ignoré si la portée est inférieure à 20 m. Ce travail nécessi-

tera un étude paramétrique détaillée qui nécessitera un très grand nombre d’analyses. Les

effets différés influencent également la charge critique des poteaux mixtes. Pour estimer la

charge critique, il est nécessaire de prendre en compte les effets du second ordre et donc de

développer un élément fini poutre/poteau mixte. Ce type d’élément a été développé pour

les applications incendie par Bin Zhao en formulation lagrangienne actualisée, mais en

absence d’effets différés. Afin de ré-utiliser les éléments finis développés dans cette thèse,

l’approche co-rotationnelle semble tout à fait appropriée. Des résultats préliminaires qui

ne sont pas présentés dans cette thèse nous encouragent dans cette voie. Ainsi, il devrait
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être possible d’adapter notre programme existant afin qu’il puisse prendre en compte les

effets géométriques non-linéaires. Par ailleurs, des développements théoriques actuels, non

présentés dans cette thèse, seront également utiles pour les recherches futures.

Un second volet porte sur l’analyse des portiques mixtes pour lesquels il n’existe pas de

méthode d’analyse simplifiée. L’objectif serait alors de définir des pourcentages de redis-

tribution des moments comme cela a été fait pour les poutres continues. Pour conduire à

bien une telle étude, il est souhaitable de prendre en compte le comportement des assem-

blages. La première étape consisterait donc à sélectionner des modèles d’assemblage et à

les implanter dans le programme de calcul. Disposant de la formulation co-rotationnelle,

les effets des grands déplacement pourraient être pris en compte dans un deuxième temps.

Enfin, des développements théoriques sur les poutres mixtes avec le modèle de Timo-

shenko sont en cours. Une solution analytique remarquable a pu être déjà obtenue pour

le cas de deux poutres de Timoshenko reliées par une connexion continue. Cette solution

très complexe est le pendant de la solution de Newmark pour les poutres mixtes avec

l’hypothèse de Bernouilli. Ces résultats ouvrent la voie à de futurs développements sur

des éléments finis linéaires et non-linéaires géométriques qui restent ouverts aux travaux

de recherches.
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[26] Z.P. Bažant and I. Carol. Preliminary guidelines and recommandations for ca-

racterizing creep and shrinkage in structural design code. Creep and shrinkage of

concrete, proceding of the fifth international RILEM symposium.
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polytechnique de Lorraine, Vandoeuvre-lès-Nancy, FRANCE, 1994.

[113] A. Ramaswamy, F. Barzegar, and G.Z. Voyiadjis. Study of layering procedures

in finite-element analysis of rc flexural and torsional elements. Journal of Structural

Engineering, ASCE, 121(12) :1773–1783, 1995.

[114] E. Ramm. Strategies for tracing the non-linear response near limit-points. Non-

linear Finite elemnt Analysis in structual Mechanics, pages 63–89, 1981.

[115] G. Ranzi and M.A. Bradford. Analytical solutions for the time-dependent beha-

viour of composite beams with partial interaction. International Journal of Solids

and Structures, 43(13) :3770 – 3793, 2006.

[116] G. Ranzi, M.A. Bradford, and B. Uy. A direct stiffness analysis of a composite

beam with partial interaction. International Journal for Numerical Methods in

Engineering, 61 :657–672, 2004.

[117] A.G. Razaqpur and M. Nofal. A finite element for modeling the nonlinear be-

havior of shear connectors in composite structures. Computers and Structures, 32

(1) :168–174, 1989.

[118] H. Reinhardt, H.A.W. Cornelissen, and D.A. Hordjil. ensile tests and failure

analysis of concrete. journal of Structural Engineering, ASCE, 112(11) :2462–2477,

1986.

[119] H. Robinson and K.S. Naraine. Slip and uplift affects in composite beams.

In Engineering Foundation Conference on composite Construction, pages 487–497.

ASCE, 1988.

283



[120] M.R. Salari. Modelling of bond-slip in steel-concrete composite beams and reinfor-

cing bars. PhD thesis, University of Colorado, 1999.

[121] M.R. Salari and E. Spacone. Nonlinear analysis of composite beams with defor-

mable shear connectors. Journal of structural engineering, ASCE, 124(10) :1148–

1158, 1998.

[122] M.R. Salari, E. Spacone, P.B. Shing, and D.D. Frangopol. Behaviour of

composite structures under cyclic loading. Proceedings of the 1997 ASCE Structures

Congress, ASCE, pages 731–735, 1997.

[123] S. Sathikumar, B.L. Karihaloo, and S.G. Reid. A model for ageing viscoelastic

tension softening materialsg. Mechanics of Cohesive-frictional Materials, 3 :27–39,

1998.

[124] A. Scanlon and D.W. Murray. Time dependent deflections of reinforced concrete

slab deflections. Journal of the Structural Division, 100(9) :1911–1924, 1974.

[125] J. Schanzenbach. Zum Einfuss von Dübelnachgiebiegkeit und unter Verdübelung
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Annexe I

Modèle à fibres

Le modèle à fibres, qui est connu dans la littérature, est utilisé pour analyser le compor-

tement nonlinéaire de section d’une poutre mixte en flexion composée. Ce modèle permet

de calculer la loi de comportement de la section de la poutre (c’est à dire la relation

entre vecteur déformation e(x) et vecteur efforts généralisés associés D(x)) à partir d’une

description géométrique de la section basée sur des fibres constituant la section droite et

de lois de comportement uniaxiales pour chaque matériau (acier, béton). La section est

discrétisée en plusieurs fibres (cf. Figure I.1) qui sont suffisamment petites pour que l’on

puisse considérer une distribution linéaire de contrainte dans chaque couche.

Sous forme discrétisée, le vecteur efforts généralisés de section mixte est déterminé par la

condition d’équilibre suivante :

D(x) =


Ns(x)

Nc(x)

M(x)

 =



ns∑
i=1

σi
cA

i
c

nc∑
i=1

σi
sA

i
s

ns∑
i=1

σi
cA

i
cz

i
c +

nc∑
i=1

σi
sA

i
sz

i
s


(I.1)

où :

σi contrainte normale au centröıde de la fibre i ;

Ai aire de la fibre i ;

zi coordonnée du centröıde de la fibre i ;

ns, nc nombre de fibres de la section du profilé et de la dalle, respectivement ;

En se basant sur l’hypothèse de Bernoulli, la déformation en un point de côte zi se calcule

à partir des déformations généralisées :

ε(x, zi) = ε(x) + zi κ(x) (I.2)
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zsr
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Figure I.1 – Modèle à fibres : discrétisation de section de poutre mixte

Le module de YOUNG tangent E(x, zi) et la contrainte σ(x, zi) au centröıde de la fibre i

sont déterminés à partir de la déformation ε(x, zi) et de la relation constitutive contrainte-

déformation. En appliquant le principe des travaux virtuels, on obtient l’expression de la

matrice de rigidité tangente de section k(x) :

k(x) =


(EA)s 0 (EB)s

0 (EA)c (EB)c

(EB)s (EB)c (EI)

 (I.3)

où :

(EA)s =
ns∑
i=1

Ei
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i
s

(EB)s =
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i
sz

i
s
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nc∑
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Ei
cA

i
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(EB)c =
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i
cz

i
s + EsrAsrzsr

xxxii



(EI) =
ns∑
i=1

Ei
sA

i
s(z

i
s)

2 +
nc∑
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Ei
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c(z

i
c)

2 + EsrAsr(zsr)
2
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Annexe II

Modèle de fluage et de retrait du code model CEB-FIP 1990

1. Modèle de fluage

La fonction de fluage J(t, t0) dépend de l’âge du béton au chargement t0 et de la durée

d’application de ce chargement (t − t0). Elle considère également le vieillissement du

matériau avec l’introduction du module de raideur Ec(t0) en fonction de l’âge du béton

t0. La fonction de fluage s’exprime par :

J(t, t0) =
1

Ec(t0)
+
ϕ(t, t0)

Ec

(II.1)

avec

– ϕ(t, t0) : coefficient de fluage [sans unité]

– Ec(t0) : module de Young à l’âge t0 jours [MPa]

– Ec : module d’Young à 28 jours [MPa]

Le coefficient de fluage ϕ(t, t0) est évalué à l’aide de l’expression suivante :

ϕ(t, t0) = φRH β(fcm) β(t0) βc(t− t0) (II.2)

où

φRH = 1 +
1− RH

100

0.46

(
h0

100

)0.33 (II.3)

β(fcm) =
5.3(
fcm

10

)0.5 (II.4)

β(t0) =
1

0.1 + (t0)
0.2 (II.5)

βc(t− t0) =

[
t− t0

βH + (t− t0)

]0.3

(II.6)



βH = 150

[
1 +

(
1.2

RH

100

)18
]
h0

100
+ 250 ≤ 1500 (II.7)

avec

– RH : l’humidité relative [%]

– h0 = 2Ac/u [mm]

– Ac : aire de la poutre en béton considérée [mm2]

– u : périmètre de la section de la poutre en béton en contact avec l’atmosphère [mm]

– fcm = fc28 + 8 : résistance moyenne à la compression à 28 jours [MPa]

– fc28 : résistance à la compression à 28 jours [MPa]

Le module de Young à 28 jours est donné par :

Ec = 104 3
√
fcm (II.8)

Le module de Young à l’âge t0 jours est donné par :

Ec(t0) =
√
βccEc (II.9)

où

βcc = exp

[
s

(
1− 5.3√

t

)]
(II.10)

avec s = 0.25 pour les ciments normaux et à prise rapide

2. Modèle de retrait

La déformation totale de retrait εsh(t, ts), recommandée par le code model CEB-FIP [1],

est de la forme :

εsh(t, ts) = εcas(t) + εcds(t, ts) (II.11)

avec

εcas(t) = εcaso(fcm) βas(t) (II.12)

et

εcds(t, ts) = εcdso(fcm) βRH(RH) βds(t− ts) (II.13)

où :

xxxvi



εcas(t) : retrait endogène à l’instant t

εcds(t, ts) : retrait de dessiccation à l’instant t

εcaso(fcm) : coefficient de retrait endogène, déterminé par

εcaso(fcm) = −10−6αas

 fcm

10

6 +
fcm

10


2.5

(II.14)

avec αas un coefficient qui dépend du type de ciment :

αas = 800 pour les ciments à hydratation lente

αas = 700 pour les ciments à hydratation rapide

αas = 600 pour les ciments à hydratation rapide et haute résistance initiale

εcdso(fcm) : coefficient de retrait de dessiccation, déterminé par

εcdso(fcm) = 10−6

[
(220 + 110αds1) exp

(
−αds2

fcm

10

)]
(II.15)

avec αds1 et αds2 sont les coefficients qui dépendent du type de ciment :

αds1 = 3 et αds2 = 0.13 pour les ciments à hydratation lente

αds1 = 4 et αds2 = 0.11 pour les ciments à hydratation rapide

αds1 = 6 et αds2 = 0.12 pour les ciments à hydratation rapide et haute résistance initiale

βas(t) : fonction qui représente le développement du retrait endogène, déterminé par

βas(t) = 1− exp
(
−0.2

√
t
)

(II.16)

βRH(RH) : coefficient qui prend en compte l’effet de l’humidité sur le retrait de dessicca-

tion, déterminé par

βRH(RH) =


−1.55

[
1−

(
RH

100

)3
]

pour RH < 99% βs1

0.25 pour RH ≥ 99% βs1

(II.17)
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avec

βs1 =

(
3.5

fcm/10

)0.1

(II.18)

βds(t−ts) : fonction qui représente le développement du retrait de dessiccation, déterminer

par

βds(t− ts) =

[
t− ts

350 (h0/100)2 + (t− ts)

]0.5

(II.19)

t : âge du béton [jours]

ts : âge du béton au commencement du séchage [jours]
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Annexe III

Détermination de la fonction de relaxation

J(t, t1)R(t1, t1) +

∫ t

t1

J(t, τ) dR(τ, t1) = 1 (III.1)

Pour résoudre cette équation, nous pouvons la discrétiser en utilisant le schéma trapézöı-

dal. En subdivisant l’intervalle de temps [t1; t] en temps discrète t1, t2, ... ti, ... tn avec

n ≥ 2 et en notant Jn,i = J(tn, ti) et Ri,1 = R(ti, t1), l’équation (III.1) devient :

Jn,iR1,1 +
n−1∑
i=1

Jn,i+1 + Jn,i

2
(Ri+1,1 −Ri,1) = 1 (III.2)

Après arrangements et simplifications, nous obtenons :

Rn,1 =

2 +
n−1∑
i=1

∆Jn,iRi,1

Jn,n + Jn,n−1

(III.3)

où ∆Jn,i est déterminé par :

∆Jn,i =

Jn,2 − Jn,1 if i = 1

Jn,i+1 − Jn,i−1 if i > 1
(III.4)





Annexe IV

Détail des paramètres du paragraphe 3.4

Les paramètres de la solution semi-analytique (paragraphe 3.4) sont détaillés ci-après :

ζ
(n)
1 =
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(n)

c − EB
(n)

c

)
pzksc(

EA
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c −
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c
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c
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)
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ksc
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c

) (IV.4)
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−1
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c

(IV.6)

ζ
(n)
7 = −ζ

(n)
1 + 2λ

(n)
4 (ζ

(n)
2 + ζ

(n)
3 )

6µ2
2

(IV.7)

ζ
(n)
8 =

3ζ
(n)
5 ζ

(n)
7 + ζ

(n)
6 λ

(n)
1

12
(IV.8)

ζ
(n)
9 =

ζ
(n)
6 λ

(n)
2

3
(IV.9)

λ
(n)
1..6 =

n−1∑
i=1

Ψn,iα
(n)
1..6 (IV.10)

ηn,i
1..4 =

n−1∑
j=i

Ψn,jβ
(i,j)
1..4 (IV.11)



a(n,i)
s =

ζ
(n)
2 η

(n,i)
3 + ζ

(n)
3 η

(n,i)
2

µi(µ2
i − µ2

n)
(IV.12)

b(n,i)
s =

ζ
(n)
2 η

(n,i)
4 + ζ

(n)
3 η

(n,i)
1

µi(µ2
i − µ2

n)
(IV.13)

a(n,i)
v =

(ζ
(n)
4 µ2

i + ζ
(n)
5 )µib

(n,i)
s + ζ

(n)
6 η

(n,i)
1

µ2
i

(IV.14)

b(n,i)
s =

ζ
(n)
2 η

(n,i)
4 + ζ

(n)
3 η

(n,i)
1

µi(µ2
i − µ2

n)
(IV.15)

b(n,i)
v =

(ζ
(n)
4 µ2

i + ζ
(n)
5 )µia

(n,i)
s + ζ

(n)
6 η

(n,i)
2

µ2
i

(IV.16)

a(n,i)
c =

(
1− (EA)s

ksc

µ2
i

)
a(n,i)

v +Hµib
(n,i)
v (IV.17)

b(n,i)
c =

(
1− (EA)s

ksc

µ2
i

)
b(n,i)
v +Hµia

(n,i)
v (IV.18)

a
(n,i)
θ = −µib

(n,i)
v (IV.19)

b
(n,i)
θ = −µia

(n,i)
v (IV.20)

a
(n,i)
Nc

= EA
(n)

c µib
(n,i)
c − EB

(n)

c µ2
i a

(n,i)
c + η

(n,i)
1 (IV.21)

b
(n,i)
Nc

= EA
(n)

c µia
(n,i)
c − EB

(n)

c µ2
i b

(n,i)
c + η

(n,i)
2 (IV.22)

a
(n,i)
Ns

= (EA)sµib
(n,i)
s (IV.23)

b
(n,i)
Ns

= (EA)sµia
(n,i)
s (IV.24)

a
(n,i)
M = EB

(n)

c µib
(n,i)
c − EI

(n)
µ2

i a
(n,i)
c + η

(n,i)
3 (IV.25)

b
(n,i)
M = EB

(n)

c µia
(n,i)
c − EI

(n)
µ2

i b
(n,i)
c + η

(n,i)
4 (IV.26)

a
(n,i)
T = µi(b

(n,i)
M +Hb

(n,i)
Ns

) (IV.27)

b
(n,i)
T = µi(a

(n,i)
M +Ha

(n,i)
Ns

) (IV.28)

X(n)
c = X(n)

s − (EA)s

ksc

∂(2)
x X(n)

s +H∂xX
(n)
v (IV.29)

X
(n)
θ = −∂xX

(n)
c (IV.30)

Y
(n)
Nc

= EA
(n)

c ∂xX
(n)
c − EB

(n)

c ∂(2)
x X(n)

c (IV.31)

Y
(n)
Ns

= EAs∂xX
(n)
s (IV.32)

xlii



Y
(n)
M = EB

(n)

c ∂xX
(n)
c − EI

(n)
∂(2)

x X(n)
v (IV.33)

Y
(n)
T = ∂xY

(n)
M +H∂xY

(n)
Ns

(IV.34)

Z(n)
c = Z(n)

s − (EA)s

ksc

∂(2)
x Z(n)

s +H∂xZ
(n)
v (IV.35)

Z
(n)
θ = −∂xZ

(n)
c (IV.36)

R
(n)
Ns

= EAs∂xZ
(n)
s (IV.37)

R
(n)
T = ∂xR

(n)
M +H∂xR

(n)
Ns

(IV.38)

R
(n)
Nc

= EA
(n)

c ∂xZ
(n)
v − EB

(n)

c ∂(2)
x Z(n)

v + λ
(n)
1 x2 + λ

(n)
2 x+ λ

(n)
3 − E(n)

c Acε
(n)
sh (IV.39)

R
(n)
M = EB

(n)

c ∂xZ
(n)
c − EI

(n)
∂(2)

x Z(n)
v + λ

(n)
4 x2 + λ

(n)
5 x+ λ

(n)
6 − E(n)

c Bcε
(n)
sh (IV.40)

xliii





Annexe V

Expressions des coefficients dans le paragraphe 4.6.1

1. Déterminations de ξ1, ξ2, ξ3 et ξ4

ξ1, ξ2, ξ3 et ξ4 sont déterminés par :

ξ1 =
b2 (1 + ζ)2

4D2 (D − b)2 (V.1)

ξ2 =
(bc− abd− 2cd) (1 + ζ)

2D2 (D − b)2 (V.2)

ξ3 =
ad+ c

2D2 (D − b)2 (V.3)

ξ4 =
(b− 2d) (1 + ζ)

2D2 (D − b)2 (V.4)

où

a =
Eci εc1

Ec1

b =
εc1

fcm

(
Eci

Ec1

− 2

)
c =

ε2
c1

fcm

D =
1

Ec

2. Détermination de εcy

La déformation εcy est celle qui correspond à la contrainte σ = −fcm/3 et elle correspond

à la racine de l’équation :

− fcm

3
=
ε2 − a ε

b ε+ c
(V.5)

En résolvant cette équation nous trouvons :

εcy =
3a− bfcm +

√
9a2 − 6abfcm + b2f 2

cm − 12cfcm

6
(V.6)



3. Détermination de βi=1..2, ηi=0..2, µi=0..3

Les coefficients βi=1..2, ηi=0..2, µi=0..3 sont donnés par :

β1 =
2 (1 + ζ)

3D
β2 =

e

3Dk
(V.7)

η0 =
4e2

9D2k2
η1 =

4e (1 + ζ)

9D2k
η2 =

4 (1 + ζ)2

9D2
(V.8)

µ0 =
8e3

27D3k3
+

4

D2k
µ1 =

4e2 (1 + ζ)

9D3k2
µ2 = −4e (1 + ζ)2

9D3k
(V.9)

µ3 = −8 (1 + ζ)3

27D3
(V.10)

où

k =
1

fcm

(
ξ

εc,limεc1

− 2

ε2
c,lim

)
(V.11)

e =
1

fcm

(
4

εc,lim

− ξ

εc1

)
(V.12)
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Annexe VI

Intégration numérique par points de Gauss - Lobatto

On remarque que d’une manière générale pour obtenir la matrice de rigidité de section où

de l’élément, il est nécessaire d’intégrer des fonctions quelconques qui n’ont pas a priori

de primitives explicites. Par conséquence, l’intégration numérique est indispensable. Dans

cet étude, pour calculer numériquement l’intégrale d’une fonction d’une variable, on uti-

lise la formule de quadrature de Gauss-Lobatto [126]. Dans les modèles de plasticité

croissante (spread plasticity) ceux que nous développons dans cette thèse, cette formule

est plus précise que la méthode d’intégration classique de Gauss car elle inclut les points

au bord du domaine d’intégration. Lorsqu’il n’y a pas de charge répartie agissant sur

l’élément, les sections extrémités sont soumises aux efforts les plus élevés où se développe

la plasticité et deviennent les section les plus inélastiques. Le contrôle des sections extré-

mitées donne donc une réponse non-linéaire de la poutre plus précise.

Soit l’intégration suivante :

I =

∫ 1

0

f(x)dx (VI.1)

L’idée générale est d’approcher la fonction f par un polynôme que l’on saura parfaitement

intégrer par la suite. Supposons tout d’abord que l’on a n points xi dans l’intervalle [ 0 ; 1],

et utilisons par exemple une interpolation de Lagrange Li, l’intégration (VI.1) peut être

approchée par :

I =

∫ 1

0

f(x)dx ≈
∫ 1

0

(
n∑

i=1

f(xi)Li(x)

)
dx ≈ w1f(0) +

n−1∑
i=2

wif(xi) + wnf(1) (VI.2)

où les wi représentent les poids d’intégrations, définis par :

wi =

∫ 1

0

Li(x)dx (VI.3)

L’idée de la méthode de Gauss-Lobatto est de chercher les positions de points xi=2..n−1,

pour un nombre de points n donnés, de manière d’obtenir la précision maximale. Il est

facile de voir qu’à n points de définition correspondent 2n− 2 inconnues (xi et wi) et que,



par conséquence, on peut former et intégrer exactement un polynôme de degré 2n − 3.

L’erreur est donc de l’ordre de 0(∆)2n, où ∆ est l’espacement de points [126]. Dans notre

propre programme, toutes les intégrations sont numériquement approchées par cinq points

de Gauss-Lobatto dont les positions et les poids correspondant sont détaillés comme

suivants :

x1 = 0 w1 =
1

20

x2 =
7−

√
21

14
w2 =

49

180

x3 =
1

2
w3 =

16

45

x4 =
7 +

√
21

14
w4 =

49

180

x5 = 1 w5 =
1

20
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Annexe VII

Détermination des constantes de la série de Dirichlet

La fonction de fluage qui s’exprime à l’aide d’une série de Dirichlet

J(t, τ) ≈
1

E0

+
m∑

i=1

1

Di(τ)

[
1− exp (−t− τ

τi
)

]
(VII.1)

est complètement définie si les constantes m, Di(τ) et τi sont déterminées. Le constantes

m, Di(τ) et τi sont évaluées de sorte que la courbe donnée par l’expression analytique

VII.1 esoit la plus proche possible de celle du CEB-FIP Model Code 1990 [1]. La

détermination de ces constantes est réalisée selon la procédure suivante :

1. Choisir les valeurs de m et de τi, i = 1..m.

2. Choisir plusieurs bornes de temps tj, j = 1..n de sorte que tj > τ .

3. Calculer la valeur de la fonction fluage J(tj, τ) à partir de l’expression dans le CEB-

FIP Model Code 1990.

4. Imposer à chaque borne tj l’égalité entre la série de Dirichlet et J(tj, τ).

J(tj, τ) =
1

E0

+
m∑

i=1

1

Di(τ)

[
1− exp (−tj − τ

τi
)

]
(VII.2)

Cela conduit au système des équations suivantes :

Ax = B (VII.3)

où :

A =


(
1− exp (− t1−τ

τ1
)
)

. . .
(
1− exp (− t1−τ

τm
)
)

...
...(

1− exp (− tn−τ
τ1

)
)

. . .
(
1− exp (− tn−τ

τm
)
)
 (VII.4)

x =
[

1
D1(τ)

. . . 1
Dm(τ)

]T
(VII.5)

B =
[
J(t1, τ)− 1

E0
. . . J(tn, τ)− 1

E0

]T
(VII.6)



L’équation (VII.3) est résolue pour x :

AT (Ax) = ATB (VII.7)

x =
(
ATA

)−1 (
ATB

)
(VII.8)

5. Choisir d’autres valeurs de m et de τi, i = 1..m et répéter les étapes de 1 à 4 jusqu’à

ce que l’écart sur x soitt minimisé.

6. Répéter les étapes de 1 à 5 pour plusieurs valeurs de τ afin de déterminer les Di(τ)

correspondants. La valeur Di(τ) à un âge quelconque peut être déterminée en utili-

sant une interpolation linéaire.

Il est à noter que dans ce travail, nous avons fixé m = 6 et les temps de retards τi sont

choisis comme :

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6

1 10 100 1000 10000 36500
(VII.9)
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Annexe VIII

Méthode de résolution numérique arc-length cylindrique

Le traitement par la méthode des éléments finis d’un problème mécanique conduit d’une

façon générale à la résolution d’un système des équations algébriques de la forme suivante :

R(q, λ) = Q (q)− λP = 0 (VIII.1)

où :

• R est le vecteur résidu qui exprime l’état de déséquilibre de la structure ;

• Q est le vecteur des efforts internes aux noeuds de la structures qui est fonction des

déplacements nodaux q ;

• P représente le vecteur de chargement total appliqué à la structure ;

• le scalaire λ désigne un paramètre de contrôle du chargement.

L’idée de la méthode arc-length est que la taille de la combinaison de l’incrément de

déplacement et l’incrément de chargement (∆q, ∆P) doit être contrôlée au cours des

itérations de l’équilibre. Cette méthode consiste à trouvé la solution de l’équation équilibre

(VIII.1) située à une longueur d’arc ∆l du dernier point convergé. Crisfield (1983) [51]

a proposé pour ∆l l’expression suivante :

(∆l)2 = ∆qT∆q + (∆λ)2 ψ2PT
ext Pext (VIII.2)

où ψ est un facteur de graduation scalaire. Pour la méthode arc-length cylindrique ψ est

égale à zéro. Ainsi l’équation (VIII.2) devient :

(∆l)2 = ∆qT∆q (VIII.3)

Par rapport à la méthode classique de Newton où λ est connu, la méthode arc-length en

générale et la méthode arc-length cylindrique en particulier considère λ comme une va-

riable inconnue. En conséquence, avec n déplacements inconnus, on a totale n+1 variables.

Pour déterminer ces variables, on a n équations d’équilibre (VIII.1) et une équation sup-



plémentaire (VIII.3). En tenant compte du fait que λ est une variable, un prédicteur et

un correcteur peut être réalisé de la même minière que la méthode classique de Newton.

? Le prédicteur

La figure VIII.1 présente la procedure de la méthode arc-length pour un seul degré de

liberté. Supposons que le point A(qn, λnPext) est un point convergé :

Rn = R(qn, λn P) = 0 (VIII.4)

( )n n,λq P

0 n+
1

λΔ
P

1 n+
1

λΔ
P

2 n+
1

λΔ
P

A

0
n+1Δq

1
n+1Δq

2
n+1Δq

1
n+1δq

2
n+1δq

( )1 1
n+1 n+1,λq P

( )2 2
n+1 n+1,λq P

q

λ P

Convergence

Figure VIII.1 – Méthode arc-length pour un seul degré de liberté

En développant, en série de Taylor à l’ordre 1, le vecteur des efforts internes et le vecteur

de la charge extérieure on obtient :

Qn+1 ' Qn + KT, n∆q (VIII.5)

λn+1 P ' λn P + ∆λP (VIII.6)
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où

∆q = qn+1 − qn et ∆λ = λn+1 − λn (VIII.7)

Le vecteur résidu au stade n+ 1 est ainsi écrit :

Rn+1 = Qn + KT, n∆q− λn P−∆λP = 0 (VIII.8)

d’où :

∆q = ∆λ [KT, n]−1 P = ∆λ∆q̂ (VIII.9)

où ∆q̂ est le vecteur des déplacements correspondant à le vecteur de charge extérieure P.

En substituant l’équation (VIII.9) dans l’équation (VIII.3), on obtient :

∆λ = ± ∆l√
∆q̂T∆q̂

(VIII.10)

où ∆l est un incrément donné de longueur d’arc. L’équation (VIII.10) indique qu’il y a

deux prédicteurs possibles. Selon Crishfield [52] le signe plus dans l’équation (VIII.10)

est pris si la matrice tangente est définie positive et le signe moins est pris dans le cas

contraire. Après avoir applicqué le prédicteur, on met à jours des variables (avec les

notations indiquée à la figure VIII.1) :

q1
n+1 = qn + ∆q0

n (VIII.11)

λ1
n+1 = λn + ∆λ0

n+1 (VIII.12)

? Le correcteur

Comme indiquée à la figure VIII.1, au stade
(
q1

n+1, λ
1
n+1

)
, la structure n’est clairement

pas en équilibre. Un correcteur doit être appliqué. Le développement en série de Taylor

est encore une fois utilisé :

Qi+1
n+1 ' Qi

n+1 + Ki
T, n+1δq

i
n+1 (VIII.13)

λi+1
n+1 P ' λi

n+1 P + δλi
n+1 P (VIII.14)
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où

δqi
n+1 = qi+1

n+1 − qi
n+1 et δλi

n+1 = λi+1
n+1 − λi

n+1 (VIII.15)

Le vecteur résidu est donc :

Ri+1
n+1 = Ki

T, nδq
i
n+1 + Ri

n+1 − δλi
n+1 P = 0 (VIII.16)

En résolvant cette équation pour δqi
n+1, on obtient :

δqi
n+1 = −

[
Ki

T, n

]−1
Ri

n+1 + δλi
n+1

[
Ki

T, n

]−1
P (VIII.17)

= δqi
n+1 + δλi

n+1 δq̂
i
n+1 (VIII.18)

où δqi
n+1 = −

[
Ki

T, n

]−1
Ri

n+1 et δq̂i
n+1 =

[
Ki

T, n

]−1
P désigne le vecteur des déplacements

correspondant au vecteur de charge extérieure P. Ayant obtenu δqi
n+1, la mis à jours

suivante peut être réalisée :

∆qi
n+1 = ∆qi−1

n+1 + δqi
n+1 + δλi

n+1 δq̂
i
n+1 (VIII.19)

En itroduisant l’équation (VIII.19) dans l’équation (VIII.3). On obtient une équation du

second degré en δλi
n+1 suivante :

a1

(
δλi

n+1

)2
+ a2 δλ

i
n+1 + a3 = 0 (VIII.20)

où les coefficients sont donnés par :

a1 =
(
δq̂i

n+1

)T
δq̂i

n+1 (VIII.21)

a2 = 2δq̂i
n+1

(
∆qi−1

n+1 − δqi
n+1

)
(VIII.22)

a3 =
(
∆qi−1

n+1 + δqi
n+1

)T (
∆qi−1

n+1 + δqi
n+1

)
(VIII.23)

La résoulution de l’équation (VIII.20) nous conduit à faire un choix entre deux racines.

Le choix des racines se fait de la manière suivante : le vecteur incrément de déplacements

obtenu par la racine choisie est le plus proche du vecteur incrément de déplacements de

l’itération précedente (afin d’éviter le retour du chemin d’équilibre parcouru) (cf. figure

liv



VIII.2). Pour cela, on cherche l’angle minimal entre le vecteur incrément de déplacements

de l’itération précedente et le vecteur incrément de déplacements de l’itération actuelle :

cos θj =

(
∆qi−1

n+1

)T
∆qi

n+1|j∥∥∆qi−1
n+1

∥∥∥∥∆qi
n+1|j

∥∥ , j = 1, 2 (VIII.24)

où ∆qi
n+1|j est l’incrément du vecteur de déplacements pour le racine δλi

n+1|j. La racine

choisie doit donner le valeur mixiale de cos θ.

i-1
n+1Δq

( )i
n+1 1

Δq

( )i
n+1 2

Δq

1θ

2θ

q

i

ère choix de la 1 racine
θ θ<1 2

ère 1 racine
ème 2 racine

Figure VIII.2 – Choix de la solution évitant le retour sur le chemin d’équilibre parcouru

Une fois, δλi
n+1 est choisi, l’incrément du paramètre de contrôle du chargement peut être

actualisé :

∆λi
n+1 = ∆λi−1

n+1 + δλi
n+1 (VIII.25)

Enfin, le vecteur de déplacements et le paramètre de contrôle du chargement sont mis à

jours :

qi+1
n+1 = qi

n + ∆qi
n (VIII.26)

λi+1
n+1 = λi

n + ∆λi
n+1 (VIII.27)
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