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RESUME

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur le comportement des poutres mixtes avec
interaction partielle . L’objectif de ce travail est de développer des outils de simulation
numérique, capable de prédire le comportement instantané et différé des poutres mixtes
acier-béton. La premaiére partie est consacrée a la modélisation du comportement
élastique linéaire des poutres mixtes en considérant deux modeles de connexion a l'inter-
face : connexion discrete et connexion continue. Un élément fini avec matrice de raideur
"exacte” est développé pour les deux modeles de connexion qui permet une analyse cri-
tique de la modélisation de la connexion. Dans la deuxiéme partie, le comportement
différé du béton (fluage et retrait) est abordé a 'aide d’un modele viscoélastique linéaire.
Une solution semi-analytique originale est proposée pour les deux modeles de connexion.
Ces solutions permettent d’analyser le comportement au cours du temps des poutres
mixtes et d’évaluer les performances des méthodes classiques a un pas. La troisiéme
partie est consacrée a la modélisation du comportement non-linéaire des constituants
de la poutre mixte (acier, béton et connecteur). Un modele élastoplastique avec endom-
magement permettant de prendre en compte la dégradation du béton est proposé. La
quatrieme partie est dédiée au développement de trois formulations élément fini
(déplacement, équilibre, mixte) afin de simuler le comportement non-linéaire des poutres
mixtes. Pour les formulations "équilibre” et "mixte”, un algorithme de calcul original est
proposé permettant de prendre en compte une charge répartie. Enfin, dans la derniére
partie, nous proposons, en premiere approche, un modele viscoélastique/plastique pour

simuler l'interaction entre les effets différés et la fissuration du béton.

Mots clés : poutres mixtes, éléments finis, effets du temps, plasticité, endommagement.






ABSTRACT

This thesis deals with the behaviour of composite steel-concrete beams with partial shear
connexion. The goal of this study is to develop and implement numerical tools which
are able to predict the short and long-term behaviour of composite steel-concrete beams.
The first part concerns the modelling of composite beams in the linear elastic range
in which two bond models at the interface are considered : discrete bond and distribu-
ted bond. A finite element with exact stiffness matrix is developed in order to conduct a
critical analysis of these two bond models. In the second part, the time-dependent
behaviour of the concrete (creep and shrinkage) is considered by adopting a linear viscoe-
lastic model. An original semi-analytical solution is proposed for the two bond models.
This solution enables the analysis of the time-dependent behaviour of composite beams
and to evaluate the performances of simplified viscoelastic approaches for concrete creep.
The third part deals with the constitutive modelling of the materials (steel, concrete
and connector) based on nonlinear continuum mechanics concepts. A coupled elastoplastic
damage model for concrete is proposed. The fourth part is dedicated to the develop-
ment of three nonlinear F.E. formulations (displacement-based, force-based and two-field
mixed formulation) for composite beams and for the two bond models. An original state
determination, taking into account the element internal load, is proposed for the force-
based and two-field mixed formulations. Finally, in the last part, we propose, as a
first approach, a viscoelastic/plastic model for concrete in order to simulate the interac-

tion between the time-dependent effects and the cracking of concrete.

Keywords : composite beams, finite element, time-dependent, elastoplastic, cracking,

damage.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Contexte et motivation

De nos jours, les structures mixtes acier-béton sont largement utilisées dans le domaine du
génie civil, notamment dans le secteur des Travaux Publics avec la conception de plus en
plus fréquente de ponts mixtes de grande porté (50-80 metres), ou encore dans le secteur
du Batiment avec l'utilisation assez courante de planchers avec dalles mixtes, constituées
de toles minces en acier profilées a froid qui servent a la fois de coffrage pour le coulage

de la dalle, et d’armature une fois le béton durci.

En générale, un élément structural de construction est défini comme mixte acier-béton s’il
associe les deux matériaux de maniere a tirer le meilleur parti de cette association. L’idée
de base est similaire a celle exploitée en béton armé. Toutefois, en construction mixte, la
solidarisation entre les composants de la section constituée de deux matériaux différents
n’est généralement pas obtenue par adhérence (cas du béton armé), mais au moyen d’or-
ganes de liaison, appelés connecteurs. C’est cette connexion, troisieme composant de la
construction mixte, qui assure ’action composite d’une section faite de deux matériaux.
Le role majeur de la connexion est d’empécher, ou tout au moins de limiter, le glisse-
ment tendant a se produire a l'interface acier-béton sous l'effet des actions extérieures et
de transmettre les efforts entre la partie acier et la partie béton de la section mixte. En

d’autres termes, une section mixte tend a se comporter comme une section monolithique.

Dans une structure de batiment, plusieurs éléments peuvent revétir un caractere mixte. La
dalle mixte est probablement I’élément structural mixte le plus fréquemment rencontré.
Une dalle mixte s’obtient, par exemple, en coulant du béton sur des bacs en acier nervurés
et & parois minces, ou la connexion est assurée par adhérence (dans certains cas) et par ac-
tion mécanique, parfois complétée par des ancrages mécaniques discrets. Dans les poutres
mixtes, 'action composite entre une dalle en béton (dalle coulée en place ou préfabriquée
ou dalle mixte) et une section en acier (avec ou sans enrobage de béton) est assurée par

des dispositifs mécaniques, tels que les goujons a téte. Un poteau mixte comporte soit une
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section en acier totalement ou partiellement enrobée de béton, soit une section tubulaire
en acier remplie de béton (éventuellement armé), pour laquelle la connexion est mobilisée

essentiellement par adhérence, éventuellement renforcée par des dispositifs cités plus haut.

Par rapport aux structures métalliques ou en béton armé, les structures mixtes acier-béton

offrent des avantages considérables sur les plans mécaniques, économiques et architectu-

raux. La structure porteuse en acier et la dalle de compression en béton, solidarisées au

moyen des connecteurs, favorisent un comportement homogene des deux matériaux en

optimisant leurs propres caractéristiques. Les avantages les plus évidents sont :

— Une réduction du poids de la structure, a chargement égal,

— Une augmentation de la rigidité flexionnelle du plancher ou de la poutre,

— Une augmentation de la résistance au feu,

— Une plus grande stabilité vis-a-vis du voilement local et du déversement du profilé
métallique,

— Une réduction de la hauteur des planchers, d’ou la réduction de la hauteur totale du
batiment pour un nombre d’étages fixé,

— Une réduction de la durée de construction engendrant des économies.

dalle en béton armé

profilé métallique

Figure 1.1 — Exemple de poutre mixte acier-béton

Les poutres mixtes acier-béton, qui sont l'objet principal de cette these, sont compo-

2 These de doctorat
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sées d’une poutre métallique et d'une dalle en béton armé, reliées entre elles a l'aide de
connecteurs plus ou moins ductiles. Les connecteurs les plus souvent utilisés sont les gou-
jons soudés sur la semelle supérieure de la poutre métallique et noyés dans la dalle (cf.
Figure . L’étude du comportement des poutres mixtes suppose la connaissance des
comportements de ses composants, a savoir :

— celui de la liaison acier-béton (connecteurs),

— celui de chaque matériau (acier, béton, armature).

1.2 Historique des modeles d’analyse des poutres mixtes acier-béton

TROUILLET (1987) [133] rappelle que c’est & ANDREWS (1912) que 1'on doit une premiere
approche. Dans celle-ci, 'acier et le béton restaient liés par adhérence. Par conséquent,
les sollicitations internes étaient calculées avec les hypotheses classiques de la résistance

de matériaux.

Cette premiere approche s’avere expérimentalement suffisante, au moins jusqu’a la rup-
ture de 'adhérence. Pour reprendre les sollicitations au-dela de ce seuil, des connecteurs
ponctuels ont été utilisés ultérieurement. Le modele d’ANDREWS s’avérant inutilisable
pour ces niveaux de sollicitations, plusieurs théories élastiques ont été proposées. Selon
MOLENSTRA et JOHNSON [102], la premieére théorie élastique des poutres mixtes acier-
béton en présence de connecteurs a été proposée par NEWMARK et al. [104] en 1951. Cette
théorie est basée sur les hypothese principales suivantes :

— il y a continuité de la liaison a l'interface acier/béton,

— le soulevement de la dalle est négligé,

— le glissement a l'interface acier/béton en un point donné est proportionnel a l'effort de

cisaillement en ce point.

En exprimant 1’équilibre et la compatibilité des déformations a l'interface acier-béton
d’un élément de la poutre, NEWMARK a établi une équation différentielle du deuxieme
ordre régissant la force axiale dans la dalle de béton. Ensuite, il a résolu analytiquement
cette équation en considérant un comportement élastique linéaire pour 'acier et le béton.
Ce modele s’avere suffisant pour les charges de service mais trop approximatif pour des

charges plus élevées. Son principal défaut réside dans I'hypothese de la linéarité de la
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courbe charge-glissement relative aux connecteurs.

En 1968, ADKOLA [§] a étendu la théorie de NEWMARK en tenant compte des effets de
soulevement de la dalle et du frottement a l'interface acier/béton. Il a proposé d’utiliser la
méthode des différences finies pour résoudre les équations différentielles régissant le soule-
vement et la force axiale dans la dalle de béton. ROBINSON et NARAINE (1988) [119] ont
utilisé la méme approche pour étudier le probleme de glissement et de soulevement a 1’in-
terface acier/béton en prenant em compte l'effet de la position du chargement (appliqué
a la dalle ou au profilé métallique). COSENZA et MAZZOLANI (1993) [50] ont proposé une
nouvelle solution pour ce probleme avec différentes conditions de chargement. Cependant,

tous ces modeles considerent un comportement élastique linéaire.

Le domaine d’application du calcul linéaire des poutres mixtes peut étre limité pour I’étude
de certains phénomenes et les chercheurs ont tres vite essayé de développer des modeles
plus généraux. Le comportement non-linéaire des matériaux (plasticité, fissuration ...) et
de la connexion ne peuvent en effet étre négligés des que 'on veut décrire le comporte-
ment de structures au dela des charges de service et surtout si 'on veut comprendre les

phénomenes en jeu dans ces structures aux états-limites [40)].

Plusieurs modeles numériques non-linéaires pour les poutres mixtes ont été proposés. Se-
lon TROUILLET (1987) [133] toujours, c’est SIESS et DAI (1967) & I'Université d’Illinois
(Etat—Units) qui ont présenté le premier modele élasto-plastique de poutre mixte en sup-
posant que la liaison a l'interface acier-béton était discrete et la courbe force-glissement

multilinéaire.

En 1968, I'apparition du calcul automatique des structures sur ordinateur a incité YAM
et CHAPMAN [141] & réaliser le premier modele de calcul de poutres mixtes a connexion
partielle en adoptant un comportement des matériaux (acier et béton) de type élasto-
plastique parfait et une modélisation continue de la connexion avec un comportement
charge/glissement non-linéaire de type exponentiel. Ils ont considéré la force d’interaction
nulle au droit des appuis d’une poutre isostatique et négligé I'influence du glissement a

I'interface sur la distribution du moment de flexion pour les poutres hyperstatiques. Ils
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ont également testé 12 poutres sous charge concentrée et 5 poutres sous charge répartie.
En compararant les résultats de calcul avec leurs résultats expérimentaux mais aussi avec

des résultats d’essais réalisés par VIEST [137], ils ont conclu a la validité de leur modele.

En 1965, BALDWIN et al. [19] ont proposé une méthode simplifiée pour analyser les poutres
mixtes. IlIs ont introduit la notion d’interaction partielle, et I’hypothese que la rigidité de
la poutre mixte diminuait lorsque son degré d’interaction diminuait. Une relation empi-
rique entre la réduction de rigidité de la poutre et le degré d’interaction a été proposée sur
la base de résultats expérimentaux. Ces relations ont incité MCGARRAUGH et BALDWIN
[98] & prouver que la résistance d’une poutre mixte augmente de fagon non-linéaire avec
le degré d’interaction. La résistance étant la plus faible s’il y a absence d’interaction et

maximum si 'interaction est complete.

En 1977, BURKHARDT [45] a développé un modele numérique qui est similaire a celui de
YAM et CHAPMAN. Il a établi une équation différentielle qui porte sur le glissement, en
prenant en compte les non linéarités matérielles (acier et béton) et 'effet de l'effort tran-
chant dans ’ame du profilé métallique. Il a étudié principalement des poutres sur appuis
simple avec chargement symétrique et comparé son modele a des expériences tirées de la
littérature. Dans une étude paramétrique, il a étudié 'influence du degré de connexion sur
le comportement global des poutres simplement appuyées et I'influence de la fissuration

de la dalle sur le comportement des poutres continues.

En 1978, HALLAM [77] a proposé un modele avec une loi de comportement des connecteurs
qui prend en compte I'histoire du chargement. Un modele de ce type a été développé par
SEDDIK et BEHR au Laboratoire Central des Ponts et Chaussées pour le cas des matériaux

élasto-plastiques.

En 1982, un modele a été développé par ARIBERT et LABIB [12]. Ce modele a été ensuite
généralisé par ARIBERT et ABDEL-AZI1Z [13] avec une formulation mécanique plus fine a
I'interface acier/béton, en tenant compte a la fois des forces de cisaillement verticale et

horizontale agissant sur les connecteurs. Le modele présente les caractéristiques suivantes :

— la loi de comportement de I'acier est élasto-plastique (avec ou sans écrouissage) et celle
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du béton présente une branche radoucissante et une résistance nulle en traction ;

— la connexion est modélisée de maniere ponctuelle, donc discontinue ;

— la loi de comportement du connecteur est générale mais une loi exponentielle est géné-
ralement prise dans les applications;

— I’énergie de déformation due a l'effort tranchant est négligée ;

— le soulevement de la dalle par rapport au profilé est pris en compte ;

— le chargement est monotone croissant ;

— les équations différentielles sont formulées numériquement en terme de matrices de
transfert, la solution non-linéaire étant obtenue de maniere itérative ;

— le modele peut étre appliqué a des poutres de plusieurs travées symétriques ou dissymé-
triques et il permet de relever le mode de rupture de la poutre (écrasement de la dalle,
rupture d’armature ou de connecteur et atteinte de I'allongement ultime de ’acier dans

le profilé).

En Suisse, LEBET (1987) [90] a développé un modele de poutre mixte applicable aux
poutres mixtes connectées par groupes de goujons. Ce modele est encore développé a par-
tir de I'équation différentielle de glissement qui est résolue numériquement. Ce modele
tient compte de la discontinuité de la liaison due aux groupes de goujons. Il s’applique
aux poutres a section variable et il permet d’intégrer la fissuration de la dalle tendue.

LEBET a fait une série d’applications numériques orientées vers les ponts mixtes.

Plus récemment, en 1999, FABBROCINO et al. [62], [04] ont proposé un modele basé, lui
aussi, sur une résolution par différences finies. Ces auteurs ont établi une famille de courbes
"moment-courbure” d’une section de poutre mixte pour différents degrés de connexion. Ce
modele prend en compte les non-linéarités matérielles, l'effet de la fissuration de la dalle

et de I'adhérence entre armature et le béton.

Vu les avantages de la méthode des éléments finis pour le calcul des structures, les cher-
cheurs ont été conduits a développer des modeles aux éléments finis pour les poutres
mixtes. Les premiers modeles utilisant la méthode des éléments finis pour les poutres

mixtes sont apparus a partir des années 80.
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1.2. Historique des modeles d’analyse des poutres mixtes acier-béton

A notre connaissance, ¢’est ARIZUMI et HAMADA [16] qui ont développé le premier modele
de type "élément fini en déplacement” de poutres mixtes. Cet élément fini comportait 2
noeuds et 6 degrés de liberté par noeud pour assurer une interpolation de type HERMITE
sur les déplacements axiaux et transversaux dans l'acier et dans le béton. Cet élément
présentait un intéréet essentiellement dans la cas d’'une connexion contintiment répartie,

par exemple en présence d’adhérence physico-chimique de ’acier au béton.

RAZAQPUR et NOFAL (1989) [117] ont utilisé un élément barre 3D pour modéliser les
connecteurs, un élément quadratique 2D pour modéliser ’ame du profilé métallique et un
élément de plaque pour la dalle et les semelles du profilé. BURSI et BALLERINI (1996) [40]
ont développé un modele 2D pour étudier le comportement des poutres mixtes. En fait,
I'utilisation des éléments finis 2D ou 3D nécessite beaucoup de temps de calcul et n’est
pas pratique pour les structures de taille importante. Pour cette raison, il est préférable

d’utiliser des éléments 1D de type poutre pour étudier les poutres mixtes.

— G —> 9

Figure 1.2 — Elément fini de poutre mixte développé par SCHANZENBACH (1988)

En Allemagne, SCHANZENBACH (1988) [125] a développé un élément fini en déplacement
de poutre mixte plane a deux noeuds et 4 degrés de liberté par noeud (u,v,0, g) ou g est
le glissement entre la dalle et le profilé métallique au noeud considéré (cf. Figure . Cet
élément prend en compte les non-linéarités matérielles, 'effet de 1’effort tranchant dans
I’ame du profilé métallique par 'artifice d’une réduction de la limite d’élasticité du profilé,
une loi de comportement de connecteur de type multilinéaire associée a une modélisation

discrete du connecteur. SCHANZENBACH a fait une série de simulations d’essais réalisés
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au laboratoire de I’Université de Kaiserlautern sur des poutres mixtes a trois appuis, avec

un degré de connexion compris entre 17 % et 60 %.

En Suisse, DANIELS (1989) [55] a développé un élément fini de poutre mixte en déplace-
ment avec connexion partielle, spécifiquement dédié a la simulation du comportement des
planchers mixtes a bacs collaborants. Cet élément se présente sous la forme d’une poutre
a trois noeuds et a 10 degrés de liberté au total, la connexion étant considérée continue

sur ’élément et le comportement du connecteur pouvant étre multilinéaire.

N gt

Figure 1.3 — Elément fini de poutre mixte développé par BOERAEVE (1991)

Plus récemment, BOERAEVE (1991) [40] a développé un modele d’élément de poutre mixte,
qui, au départ, ressemble a celui de DANIELS avec 3 noeuds et 10 degrés de liberté par
élément (cf. Figure . En outre dans le modele global de structures, I'auteur a pris en

compte les grands déplacements.

En France, ARIBERT et al. (1995) [15] ont développé un élément fini de poutre mixte,
toujours en déplacement, a deux noeuds a 8 degrés de liberté au total. Ce modele est
caractérisé par :

— une connexion discrete ;

des lois constitutives non-linéaires (acier, béton et connecteur) ;

— un chargement monotone croissant ;

un algorithme de résolution de type sécant ;

la prise en compte, en plus de rotations due a la fissuration et a la plasticité, de celles

dues au voilement local dans le profilé métallique (en fonction de la class de section).
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1.2. Historique des modeles d’analyse des poutres mixtes acier-béton

ZHAO et ARIBERT (1996) [144] ont développé une formulation par éléments finis de type
co-rotationnelle actualisée pour le calcul non linéaire (géométriquement et matériellement

parlant) des portiques souples.

AYoUB et FiLippOU (1997) [18] ont étendu le travail de YASSIN (1994) [143] sur les poutres
en béton précontraint pour étudier le comportement des poutres mixtes avec connexion
partielle soumises a des chargements cycliques. Dans ce travail, la force de cisaillement a
I'interface est supposé linéaire le long de I’élément. En méme temps, un modele similaire a
celui de AYOUB et FILIPPOU a été développé par SALARI et al. (1997) [122] en se basant
sur le modele original de AMADIO et FRAGIACOMO (1993) [10]. SALARI a comparé son
modele aux résultats des essais réalisés par BURSI et BALLERINI (1996) [46], et il a conclu
que le modele permettait de bien simuler le comportement d’une poutre mixte soumise a
des moments de flexion positifs. Dans le cas de moments négatifs (ou la partie inférieure
du profilé métallique est en compression), les résultats expérimentaux ont montré I’exis-

tence d’un voilement local dans le profilé métallique que ce modele n’a pas pu appréhender.

Tous les modeles aux éléments finis présentés précédemment sont basés sur la méthode
des déplacements, ou 1'on recherche une solution approchée, mais cinématiquement ad-
missible, du champ de déplacements. Cette méthode est simple et facile a implanter dans
un programme mais peut conduire a des résultats pas toujours satisfaisants, notamment
lorsque le comportement est dynamique et fortement non linéaire [130]. Normalement les
fonctions d’interpolation des déplacements sont choisies de maniere a fournir un champs
de déplacement exact dans le cas élastique linéaire avec une section constante et sans
charge appliquée a 1’élément. Cette approche fournit de bons résultats dans le cas des
poutres mixtes simplement appuyées ou la dalle en béton est toujours en compression.
Dans le cas des poutres continues, pres des appuis intermédiaires, la dalle de béton va
se fissurer et perdre sa résistance. Ce phénomene est tres difficile a appréhender avec la
méthode des déplacements. Le probleme est typiquement résolu en utilisant un grand

nombre d’éléments mais dans ce cas le cout de calcul augmente significativement.

Plus récemment, des modeles aux éléments finis, basés sur la formulation équilibre, ont

été proposés. Ces éléments sont plus précis que les éléments en déplacements parce qu’ils
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sont basés sur une approximation du champs des forces. Dans le cas géométriquement
linéaire, le champ d’efforts internes est rigoureusement en équilibre ce qui conduit a une
réponse plus précise avec la possibilité de représenter correctement le comportement d’un
membre structural avec seulement un élément fini. A notre connaissance, c¢’est SALARI
et al. [I21] qui ont développé le premier modele élément fini ”équilibre” de poutre mixte.
Dans ce modele, la connexion est supposée étre répartie le long de I’élément et une fonction
d’interpolation cubique est utilisé pour approcher les forces de cisaillement a l'interface
acier/béton. AYOUB (1999) [17] a développé un élément similaire a celui de SALARI en

adoptant une fonction d’interpolation linéaire pour les efforts de cisaillement a I'interface.

La méthode "équilibre” a un avantage majeur du fait qu'un seul élément par membre
structural est souvent suffisant pour simuler la structure, ce qui conduit a une réduction
considérable du cotit de calcul. Néanmoins, cette méthode reste délicate a implanter et les
algorithmes en non-linéaire ne sont pas faciles a mettre en oeuvre (SPACON et al (1996)
[130], NEUENHOFERE et FiLippou (1997) [103]). Pour cette raison, Ayous (1999) [17]
a développé un nouvel élément qui repose sur une formulation mixte. Dans cet élément,
I’auteur a approché a la fois le champs de déplacements et le champs d’efforts internes. Ce

nouvel élément combine les avantages de I’élément en déplacements et 1’élément "équilibre”.

1.3 Les effets du temps des poutres mixtes acier-béton

Contrairement a ’acier, le béton est un matériau qui a un comportement qui évolue au
cours du temps. Cette dépendance vis-a-vis du temps conduit a une augmentation des dé-
placements (déformations) et une redistribution plus ou moins significative des efforts. Le
comportement dépendant du temps du béton regroupe les phénomenes concomitants de
fluage /relaxation et de retrait. Ce comportement est souvent approché par des méthodes
simplifiées dites "élastiques équivalentes”, ¢’est-a-dire ou le béton est supposé se comporter
de fagon élastique linéaire et ou son module élastique est remplacé par un module effectif.
Ces méthodes ignorent donc I'histoire des sollicitations. Les trois méthodes simplifiées
souvent rencontrées sont : la méthode du module effectif (EM method) ; la méthode de
la contrainte moyenne (MS method) et la méthode du module effectif ajusté (AEMM
method). Une autre approche qui apprait plus rigoureuse a priori est celle fourni par la

théorie de la viscoélasticité linéaire ou la loi de comportement du béton se présente a priori
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1.3. Les effets du temps des poutres mixtes acier-béton

sous la forme d'une équation intégrale de BOLTZMANN héréditaire, impliquant le stockage
complet de I'histoire des contraintes. Cette méthode est reconnue comme décrivant de fa-

¢on réaliste le comportement complexe du béton dans les ouvrages en phase de service [26].

La comportement viscoélastique du béton peut étre aussi approché par la méthode dite
"temps équivalent”. Selon BOERAEVE [40)], cette méthode développée par LAU, ACKER
et al. (1986) [89] est admise par les réglements francais. La méthode du temps équivalent
remplace I'intégrale héréditaire par un seul terme qui est supposé caractériser toute 1’his-
toire complete des sollicitations. Cette méthode présente de nombreux avantages pratiques
mais elle ne peut étre utilisée que dans le cas ou la contrainte varie de maniere mono-
tone. Elle est incapable de représenter la recouvrance. Afin de remédier a ce probleme,
BOERAEVE [41] a proposé de décomposer le contrainte réelle en deux parties monotones
pour que la méthode du temps équivalent puisse s’appliquer a chaque partie. BOERAEVE

a appelé cette approche "méthode du temps équivalent améliorée”.

Une autre maniere de décrire le comportement viscoélastique du béton consiste a faire
usage de la forme différentielle de la loi de comportement. Cette forme différentielle conduit
a un modele rhéologique avec les variables internes. Ce dernier évite le stockage de I'histoire

de solicitations. Il s’agit de la méthode "rate-type”, initialement proposée par BAZANT en

1975 [34].

Plusieurs travaux ont été publiés sur 'analyse des effets du temps des poutres mixtes
acier-béton. A notre connaissance,dans tous ces travaux, le comportement mécanique des
constituants a été supposé linéaire. GILBERT (1989) [71] a fait une analyse de section
mixte en considérant une interaction complete a Uinterface acier-béton (pas de glisse-
ment). L’auteur a utilisé la méthode AAEM pour prendre en compte le fluage et le retrait
du béton. En supposant également une interaction complete et en utilisant la méthode
AAEM, BRADFORD (1991) [43] a développé une méthode simplifiée (design method) pour

calculer la fleche a long terme.

En 1991, BOERAEVE [40] a intégré la méthode du temps équivalent améliorée dans son

modele d’éléments finis en grands déplacements afin de prendre en compte les effets dif-
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férés dans une poutre mixte avec 'interaction partielle. Ce modele permet d’utiliser, au
choix, les fonctions de retrait et de fluage codifiées de I’American Concrete Institute (ACI
209 model), du Comité Européen du Béton [I] et de BAZANT et PANULA [32]. Par ailleurs,

I’auteur a adopté un modele de connexion continue.

AMADIO et FRAGIACOMO (1993) [10] ont développé un modele élément fini pour étudier
les effets de fluage et de retrait dans les poutres mixtes avec interaction partielle. Il s’agit
de 1’élément fini en déplacements géométriquement linéaire a 10 degrés de liberté au to-
tal. La connexion est modélisée de maniere discrete. Le comportement de 'acier et d’un
connecteur est supposé élastique linéaire. La méthode AAEM est utilisée pour prendre en

compte les effets différés du béton.

DEzI et al. ont fait une série d’articles sur les effets différés dans les poutres mixtes avec
interaction partielle ([58], [59], [60], [57], [61]). Ils ont développé un modele basé sur la
méthode des différences finies pour résoudre en espace les équations d’équilibre expri-
mées en fonction des déplacements. Dans ses premiers articles [58], [59], la relation du
comportement viscoélastique du béton a été pris sous la forme intégrale qui a été discréti-
sée en temps par la méthode générale pas-a-pas de BAZANT [21]. Ensuite, les auteurs ont

utilisé les méthodes algébriques (AAEM, EM et MS) pour simplifier leur modele [57], [61].

En 2002, FAELLA et al. [64] ont développé un élément fini basé sur la solution exacte
en espace qui permet d’analyser les effets du temps des poutres mixtes avec interaction
partielle par les méthodes algébriques (a un pas). Plus récemment, en 2006, RANZI et

BRADFORD [115] ont développé une solution similaire, mais avec une écriture différente.

En 2004, VIRTUOSO et VIEIRA [I38] ont développé un élément fini basé sur la formu-
lation équilibre pour étudier les effets du temps dans les poutres mixtes continues avec
interaction partielle. La viscoélasticité du béton est approchée par la méthode "rate-type”
de BAZANT [34]. Par ailleurs, en 2005, JURKIEWIEZ et al. [82] ont également utilisé la
méthode "rate-type”, mais ils ont résolu analytiquement en espace des équations fonda-

mentales du probleme.
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1.4. Objectifs et structure de la these

Par souci de clarté, on précise que dans touts les modeles présentés précédemment :

— la connexion est supposée continue, sauf pour les modeles de AMADIO et FRAGIACOMO
(1993) [10] ou la connexion discrete est considérée ;

— I’hypothese de petits déplacements est adoptée sauf pour le modele de BOERAEVE [40] ;

— les lois de comportement sont supposées linéaires (élastique linéaire pour l'acier et les

connecteurs, et viscoélastique linéaire pour le béton).

Il est a noter que la théorie de viscoélasticité linéaire est applicable pour le béton lorsque la
contrainte ne dépasse pas sa résistance en traction et 40% de sa résistance en compression
[2]. La prise en compte de la plasticité et de la fissuration est plus complexe. A notre
connaissance, elle n’est pas encore intégrée dans les analyses des poutres mixtes. Dans
cette these, le fluage a 'avantage d’étre couplé a la plasticité afin de simuler 1’évolution

au cours du temps de la fissuration.

1.4 Objectifs et structure de la these

Cette these porte sur la modélisation, dans le cadre des petits déplacements, du compor-
tement des poutres mixtes acier-béton avec interaction partielle et prise en compte du
comportement non-linéaire des matériaux ainsi que des effets différés. On peut énoncer

les objectifs suivants :

1. Analyse de la réponse d'une poutre mixte pour les deux modélisations (discrete et

continue) de la connexion.

2. Développement de trois formulations éléments finis (déplacement, équilibre et mixte)
pour les deux modeles de connexion et comparaison de leurs performances respec-

tives.

3. Développement d’outils d’analyse des effets différés dans les poutres mixtes avec

prise en compte de 'interaction entre le fluage et la plasticité (fissuration).

Outre la conclusion, cette these est divisée en 6 chapitres, la chapitre 1 étant le présent

chapitre introductif.

e Le chapitre 2| présente les équations fondamentales qui gouvernent le comportement

mécanique d'une poutre mixte. En supposant un comportement élastique linéaire, une
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solution analytique est développée pour les deux modeles de connexion. A partir de ces
solutions, des éléments finis basés sur une matrice de raideur "exacte” peuvent étre for-
mulés pour les deux modeles de connexion. On peut alors comparer rigoureusement les

modeles de connexion en termes de champs mécaniques (déplacements et efforts internes).

e Le chapitre (3| aborde les effets différés dans les poutres mixtes. L’acier et les goujons
sont supposés élastiques et le comportement différé du béton est modélisé a ’aide d’une
loi viscoélastique linéaire qui tient compte du vieillissement. Apres avoir discrétisé cette
derniere, une solution analytique des équations d’équilibre discretes exprimées en fonction
des déplacements est développée et conduit a la formulation de deux éléments finis dont
la matrice de raideur est "exacte”. Les méthodes a pas unique (AAEM, MS, EM) sont

comparées a la solution semi-analytique pas-a-pas.

e Le chapitre [4] traite de la formulation des lois de comportement des matériaux. Un
modele de plasticité couplé a 'endommagement est développé pour le béton. Ce nouveau
modele permet de reproduire exactement la courbe enveloppe contrainte/déformation en
compression du modele CEB-FIP MoDEL CODE 1990 [I] ainsi que le comportement
uniaxial du béton sous charges/décharges multiples. Le formalisme adopté permet une in-

tégration cohérente des relations de comportement, quelque soit la nature du chargement.

e Le chapitre [5| aborde les trois formulations éléments finis (déplacement, équilibre et
mixte) pour les deux modeles de connexion. Le chargement réparti, important en pratique,
est pris en compte par les formulations équilibre et mixte. Une étude des performances

des différents éléments finis est réalisée.

e Le chapitre [6] traite de l'interaction entre les effets différés et les non-linéarités maté-
rielles. Un modele rhéologique représentatif de cette interaction est développé. Il repose
sur une combinaison en série de la plasticité et de la viscoélasticité. L’algorithme d’inté-
gration locale du comportement est présenté et validé. L’analyse de I'interaction est menée

sur deux exemples.
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CHAPITRE 2

MODELISATION DES POUTRES MIXTES ACIER-BETON EN
COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons la modélisation du comportement mécanique des poutres
mixtes acier-béton. Les équations fondamentales y sont développées dans le détail. En
particulier, deux modeles y sont présentés ; le premier porte sur une modélisation continue
de la connexion (le caractére discret est ignoré); pour le second, le caracteére discret est
pris en compte, tel qu’il se présente dans la réalité. Les équations d’équilibre ainsi que
les relations cinématiques sont développées pour ces deux modélisations de la connexion.
Avant d’aborder la transposition en élément finis proprement dite (et qui constitute une
partie essentielle de ce travail), une solution analytique est développée pour les deux
modeles. La démarche est, pour l'essentiel, similaire a celle employée pour obtenir la
matrice de raideur d’un élément de poutre classique. Elle permet d’établir une matrice
de raideur exacte et ceci pour un chargement arbitraire. Ainsi, cette approche permet
de réduire considérablement le nombre d’éléments qui, en pratique, est déterminé par les

conditions d’appuis et les efforts concentrés.

2.2 Hypotheses et simplifications

L’objet de cette these est I'étude des poutres mixtes acier-béton soumises a un charge-
ment quasi-statique. On considere que les transformations sont petites, ¢’est-a-dire que les
déformations et les déplacements sont petits. Ainsi les différentes configurations peuvent
étre confondues avec la configuration initiale et les équations d’équilibre écrites en confi-
guration non-déformée. Sur le plan cinématique, le déplacement vertical relatif entre la
dalle de béton et la poutrelle métallique qui, en toute rigueur, pourrait se produire, sera
négligé dans le présent modele. La présence du glissement a 'interface acier-béton, ne per-
met pas d’adopter '’hypothese cinématique de NAVIER-BERNOULLI pour ’ensemble de la
section. Toutefois, il est permis de considérer que la dalle de béton et le profilé métallique

se comportent I'un et 'autre comme une poutre en flexion dont la cinématique est définie
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par ’hypothese de NAVIER-BERNOULLI. Autrement dit, que dans chacune des parties de
la poutre mixte, les sections planes et normales a la fibre moyenne avant déformation res-
tent planes et normales a la fibre moyenne apres déformation. Remarquons qu’en présence
d’une armature, la fissuration de la dalle, notamment en zone de moment négatif et faible
degré de connexion, ne remet pas en cause cette hypothese. Par ailleurs, les dimensions
habituelles des poutres mixtes ont un élancement longitudinal (rapport de la longueur de
travée sur la hauteur transversale de section) supérieur a 10, ce qui permet généralement
de négliger les déformations de cisaillement dues a l'effort tranchant. Dans le cadre de
ces hypotheses, le comportement de la poutre mixte est alors dominé par la déformation
axiale, la courbure de section de chaque partie de la poutre mixte et la déformation des

connecteurs.

L. L

(a) Poutre mixte réelle

B-B

(b) modele de connexion discréte (c) modéle de connexion répartie

Figure 2.1 — Modeles de connexion

Un des objectifs de notre travail est la réalisation d'un code de calcul permettant de
dimensionner des poutres mixtes avec les deux modeles de connexion, a savoir la connexion
discrete et la connexion continue (cf. Figure . L’effort de cisaillement a l'interface
sera ponctuel au droit du connecteur pour la connexion discrete [I3] et réparti pour la

connexion continue [104].
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2.3 Poutre mixte acier-béton : équations fondamentales

Dans un premier temps, la connexion dalle-poutre est supposée répartie de maniere conti-
nue. Le cas de la connexion discrete est traité au paragraphe [2.3.1.2, D’un point de vue

mécanique, le comportement d’un corps deformable est régi par trois groupes d’équations :
1. les équations d’équilibre ;
2. les relations cinématiques;
3. la loi de comportement.

Ces équations sont développées en détail, pour les deux modeles de connexion, dans les

paragraphes ci-apres. Seules les équations d’équilibre changent pour le cas de la connexion

ponctuelle.

2.3.1 Equations d’équilibre

La connexion discrete introduit des discontinuités des champs de forces dont il conviendra
de tenir compte dans les équations d’équilibre. La cinématique, traitée en section [2.3.2]

n’est pas affectée par le mode de connexion.

2.3.1.1 Cas de la connexion continue

Les équations d’équilibre sont obtenues en considérant I’équilibre d’un élément de poutre
mixte de longueur infinitésimal dx soumis a une charge répartie p, comme indiqué a la
figure L’équilibre de 1’élément de poutre mixte est donc écrit dans la configuration
non déformée. Pour ce faire, on considere 1’équilibre de la dalle de béton et de la poutrelle
métallique, pris séparément. Les grandeurs avec un indice ¢ sont relatives a la dalle de
béton, celle avec un indice s sont relatives a la poutrelle métallique. L’indice sc se rapporte

a la connexion.

L’équilibre en résultante et moment (autour du point milieu) de la dalle en béton conduit

a:

dN.(z) + Dse(x)dx =0 (2.1)
AT.(2) + (Vae() + p2) d = 0 2.2
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p.
MIITTITITILTIIY . an

. Nf—@ ””””””””””””””””””” B_'Nc +dN, IH

dz

Figure 2.2 — Elément infinitésimal d’une poutre mixte

dM.(z) — T.(z)dx + H.Dso(x)dx — %ch(x) dz =0 (2.3)

ou p, désigne la charge uniforme répartie appliquée le long de I’élément. En négligeant
les termes du second ordre, on obtient, pour la dalle de béton, le systeme d’équations

suivants :

dN,(2)

T + Dsc(l“) =0 (24)
dj;fg(cx) + Vee(®) +p: =0 (25)
d]‘g_;(l“) ~T(&) + HoDuo(z) = 0 (2.6)

De méme, I'équilibre en résultante et en moment (autour du point milieu) du profilé

métallique conduit a :

dNs(z) = Dye(z)dz =0 (2.7)
dTs(z) — Vie(z)dz =0 (2.8)
dM,(z) — Ts(x)dx + Hs Dy (z)dx — %dTS(x) dz =0 (2.9)
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qui se simplifie, apres avoir négligé les termes du second ordre :

W) _ pofa) =0 (2.10)
LD vy =0 (2.11)
d]‘g—;@ “Ty() + H,Dolz) = 0 (2.12)

En combinant les équations [2.5] et [2.11] on retrouve la relation classique liant la charge

répartie p, a 'effort tranchant total T'=T, + T :

+p.=0 (2.13)

De méme, en combinant les équations [2.6] et [2.12] on obtient la relation suivante :

dM (z)
dz

—T(z)+ H Dy(z) =0 (2.14)

ou l'on désigne par :

— H = H.+ H, : la distance entre les axes de référence de la dalle et du profilé;

- M(z) = Mc(z) + My().

Il convient de ne pas confondre M (z) avec le moment de flexion total de la section mixte
My(x) = M.(z)+ M,(z)+ HN;(z). Par ailleurs, on observe dans la relation[2.14] que l'effet
de la connexion apparait clairement. L’effort tranchant est ensuite éliminé de I’équation

2.14) ce qui conduit & :

d®M (z) dD,.(7)
dz? +H dz

Cette derniere équation complétée des relations[2.4] et constitue le systéme d’equations

+p.=0 (2.15)

indépendantes qui régissent 1'équilibre d’une poutre mixte avec un effort d’interaction D,
(qui n’exclue pas l'existence d’'un glissement). On remarquera, puisque 'effort tranchant
s’obtient en dérivant le moment fléchissant total, que nous avons 4 efforts inconnus indé-

pendants : N.(z), Ns(z), Ds.(z) et M(x).

Les équations d’équilibre (2.4)), (2.10)) et (2.15]) peuvent également étre écrites sous forme
matricielle comme :

0D(z) — OscDye(z) =P =0 (2.16)
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ou :
T
D(x) = [ Ny(x) N.(z) M(x) désigne le vecteur des efforts internes d’une section
mixte ;
T
P. = [ 00 p, } désigne le vecteur forces extérieures appliquées le long de ’élément ;

0 et 0, sont deux opérateurs différentiels définis par :

d
— 0 0
dZL' d d T
o= 0 — 0 , Ose = [ 1 -1 H— } (2.17)
dx P2 dx
0 0o —-——
dz?

2.3.1.2 Cas de la connexion discrete

Pour ce type de connexion, il convient de distinguer deux zones : celle entre connecteurs
et celle au droit du connecteur (cf. Figure [2.3). Dans la premiere zone, les équations
d’équilibre sont identiques a celles développées au paragraphe précédent en prenant D, =

0, ce qui conduit a :

d]\(fif) =0 (2.18)
dNy(z) _

s =0 (2.19)
d ﬁgx) +pz(r) =0 (2.20)

Au droit des connecteurs, les efforts normaux dans la dalle et le profilé métallique sont
discontinus. En supposant que la transmission des efforts entre la dalle de béton et le
profilé métallique n’a lieu qu’en un point de 'interface acier-béton, les efforts au droit du

connecteur se calculent de la maniere suivante (en considérant un élément de longueur

Az :

N.= NS — Ny = ~Qu (2.21)
N, = NSJr — N, =Qq (2.22)
M, =M = M = —H.Qu (2.23)
M, =M = M = —H.Qu (2.24)
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Ainsi, la discontinuité de I'effort normal dans la dalle de béton et dans le profilé métallique

est égale a l'effort dans le connecteur (), pris en valeur absolue. Cette relation s’écrit

sous forme matricielle :

N, ~1
N =1]1]Qu (2.25)
M —H

M~ M
c Mc c
,,,,, J
PN N:)
zone entre connecteurs —»
Qst
Qst
4_‘

M M;

! T

zone au droit des connecteurs

s s

Ax =0

Figure 2.3 — Elément de connecteur

2.3.2 Relations cinématiques

Dans ce paragraphe, les relations qui relient les déformations généralisées (courbure et
allongements) aux déplacements sont données dans le cadre des petits déplacements. En
considérant que les sections droites restent planes et normales a I’axe neutre pour chaque

composant de la poutre mixte, on obtient les relations suivantes :

— Profilé métallique :

es(z) = dugf) (2.26)
0s(x) = —dvgf) (2.27)
Ks(2) = dggf) - ;};(2@ (2.28)
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— Dalle en béton :

col@) = = (2.29)
Oc(v) = —dvgi,x) (2.30)
fe(r) = degix) _ ;);(f) (2.31)

ou g; représente la déformation de 'axe de référence du composant i; 6; représente la

rotation de section du composant i et k; représente la courbure du composant .

— Interface acier-béton : Un glissement d,. se produit a 'interface acier-béton qui ré-
sulte d'un déplacement relatif. Les rotations étant petites, on peut assimiler la tangente

a I'angle, ce qui fournit :

Figure 2.4 — Cinématique de la poutre mixte

En fait, plusieurs études a caractere théorique et expérimental montre que dans la plus
part des cas, le soulevement de la dalle par rapport au profilé métallique est tres petit et

ses effets sur le comportement global de la poutre mixte sont négligeables (ARIBERT et
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ABDEL-A71z (1985) [13], ROBINSON et NARAINE (1988) [I19]). Il est donc possible de né-
gliger le phénomene de soulevement de la dalle de béton par rapport du profilé métallique.
Dans la suite du développement du modele de calcul, I’hypothese de non soulevement sera
systématiquement adoptée. Ainsi, en ’absence de soulevement (décollement), le champ de

déplacement transversal est identique pour la poutrelle métallique et la dalle en béton :

v(x) = vg(x) = ve(2) (2.34)

Ainsi les variables cinématiques indépendantes sont v(z), us(x) et u.(x), ce qui conduit

aux relations cinématiques suivantes :

es(x) = duds—f) (2.35)
ec(x) = dugf) (2.36)
0(z) = —dzg”’) (2.37)
h(z) = —d?x(f) (2.39)
(o) = (@) - ufa) + B (230
ou, sous forme matricielle :
od(z) — e(z) = 0 (2.40)
0..d(z) — dse(z) =0 (2.41)

ou

T
d(z) = [ us(z) ue(z) v(z) ] est le vecteur des déplacements ;

T
e(r) = [ eo(x) eoz) () } est le vecteur des déformations généralisées associé au

vecteur des efforts internes D(z).
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2.3.3 Lois de comportement

L’objet de cette section est d’établir les relations de comportement généralisées a partir

des relations uniaxiales contrainte/déformation de chacun des composants.

2.3.3.1 Comportement de section : Relations entre efforts et déformations

généralisées

En se basant sur I'hypothese que les sections droites de chaque sous-poutre (dalle et

profilé) restent planes apres déformation, le champ de déformation normale s’écrit :

dans le profilé : es(x, z5) = €5(x) + z5k(2) (2.42)
dans la dalle : ee(x, 2) = () + 2.k(T) (2.43)

Le champ de contrainte normal se déduit du champ de déformation a I’aide de la relation de
comportement des matériaux. Par définition, les efforts internes résultent de I'intégration

du champ de contrainte sur la section droite :

Ny(z) = / ooz, 2)dA (2.44)

As

N,(z) = / o, 2) dA+ )o@, 2) Ay (2.45)
Ac Nsr

M(x) = /zc oe(x,z.)dA + Z Zor Osp (T, 2gr) Agr + /zs os(x, z5) dA (2.46)
Ac Nsr As

ou A, A. et A, sont respectivement les aires de la section du profilé métallique, de la
section de la dalle et de la section de I'armature ; n,, est le nombre de barres d’armature.
Ces équations montrent que le comportement de section dépend des propriétés matérielles
et de la géométrie de la section. En général, dii au caractere inélastique du comportement
des matériaux constituants, le comportement global de la section de la poutre mixte est
non-linéaire. Autrement dit, dans la plupart des cas, la relation efforts-déformations géné-
ralisées de section de la poutre mixte ne peut étre écrite de maniere explicite. Toutefois,

pour la suite des développements, nous la noterons par

D(z) =D (e(z)) ou e(x)=é(D(x)) (2.47)
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Au chapitre [d] le comportement non-linéaire des matériaux est abordé en détail. Dans ce

chapitre 2, nous considérons un comportement élastique linéaire pour I’acier et le béton.

Ainsi, 'introduction des relations (2.57)) et (2.42)) dans les relations ([2.45| - [2.46]) donne :

Ny(z) = (FA)se5(x) + (ES)s k() (2.48)
Ne(z) = (EA)cec(w) + (ES). k() (2.49)
M(z) = (ES)cec(r) + (ES)ses(x) + (ET) k() (2.50)

(ES)e=E.Sc+ Y EqAgzg (ES), = B,S,

(EA). = EA.+ Y EyA, (BA), = E,A,

(EI) = ECIC + ESIS + Z ES’I‘ASTZET'

— FE; : module élastique de la composante i ;

-Si=]/ A, z;dA, i = ¢, s : moment statique de la section i exprimé par rapport a son axe
de référence ;

- L= A, 22dA, i = ¢, s : moment d’inertie de la section ¢ exprimé par rapport a son axe

de référence ;

Les relations (2.48), (2.49) et (2.50) peuvent étre écrites sous forme matricielle de la

maniere suivante :

D(z) = kad(x) (2.51)

ou k désigne la matrice de rigidité de la section :

(EA), 0 (BES),
k=| 0 (EA). (ES). (2.52)
0 0 (EI)
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En choisissant comme axe de référence de chaque section (dalle et profilé) I'axe passant le
centre de gravité de la section (S, = S5 = 0) et faisant usage des relations cinématiques
(2.35| - , on peut écrire la loi de comportement en faisant apparaitre explicitement

les déplacements :

dug

N, = (EA),— (2.53)
du,
d?v

M = —(EI) (2.55)

2.3.3.2 Loi comportement de la connexion

La connexion peut étre caractérisée par des essais push-out [3]. Plusieurs essais push-
out ont été réalisés dans la littérature qui montrent que la relation force-glissement est
fortement non-linéaire au-dela d’un glissement de 1 mm [I12]. Ainsi, de maniere générale,
Ieffort de cisaillement est lié au glissement par une loi constitutive non-linéaire que ’on

écrit sous la forme :

connexion discrete : Qu = Oy (dse) (2.56)

A

connexion continue : Dgo(x) = Dsc (dse()) (2.57)

Si 'on suppose que la connexion a un comportement élastique linéaire, les relations (2.56))

et (2.57) deviennent

connexion discrete : Qo = kgdye (2.58)

connexion continue : Dys(x) = ksedse() (2.59)

ot kg [N/m] désigne la rigidité de la connexion discrete et k. [N/m?] désigne la rigidité de
la connexion continue. Si la poutre est connectée de maniere discréte (connecteur de type
goujons, corniéres ...) et que I'on souhaite la modéliser comme une connexion répartie, la

rigidité k. est alors donnée par :

bge = -2 (2.60)
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ou @ est I'espacement longitudinal entre les connecteurs. Si I’espacement n’est pas régulier

le long de la poutre, la raideur k. varie le long de la poutre.

2.4 Solution analytique et matrice de rigidité exacte dans le cas élastique

linéaire

Dans cette partie, nous développons une solution analytique (exacte) pour une poutre
mixte en considérant les deux modes de connexion : connexion discrete et connexion conti-
nue. On supposera que le comportement des matériaux et de la connexion est élastique
linéaire. L’idée consiste a rechercher les fonctions d’interpolation exacte (qui par ailleurs
dépendent du chargement) pour ensuite construire la matrice de raideur, dite "exacte”.
Dans cette démarche, I’ensemble des auteurs se sont inspirés de la solution exacte pour
une poutre simplement appuyée, établie par NEWMARK [104]. La matrice de raideur
(connexion répartie) a été proposée par FAELLA [63] en premier et une présentation diffé-
rente en est faite par RANzI [116]. Ici, nous en faisons une présentation un peu différente
des auteurs précités qui nous sera utile dans le chapitre [3] Par ailleurs, nous présentons
également la solution analytique exacte pour la connexion discrete qui, bien que plus
simple a obtenir, nous permettra de comparer 'effet de la modélisation de la connexion

sur les champs mécaniques.

2.4.1 Connexion discrete

Afin de construire la matrice de raideur d’un élément de poutre mixte connecté de maniere
discrete a ses extrémités (cf. Figure7 nous séparons cet élément en trois sous-éléments :
un élément poutre mixte non-connectée ; deux éléments spécifiques de connexion discrete :
il s’agit des éléments ponctuels (& un noeud) qui apportent une rigidité au cisaillement
longitudinal au droit d’un connecteur. La matrice de raideur est obtenue en assemblant

les matrices de raideur de ces trois éléments.

2.4.1.1 Troncon de poutre mixte non-connectée

L’objectif de cette section est d’établir une solution analytique pour un troncon de poutre
mixte compris entre deux connecteurs, soumis a un chargement arbitraire. Nous suppose-

rons que le chargement est décrit par la fonction p,(x). Les deux extrémités de la poutre
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élément de poutre mixte élément de élément de poutre élément de
avec connexion discréte connexion (i) mixte non-connectée connexion (j)

Figure 2.5 — Elément de poutre mixte avec connexion discrete

constituent des noeuds au sens des éléments finis.

En combinant les équations d’équilibre ([2.18] - [2.20]) et les relations de comportement
exprimées en fonctions des déplacements (2.53|-[2.55]), on obtient les équations équilibre

exprimée en fonction des déplacements :

otu(a) = o) (2:61)
Ouc(r) =0 (2.62)
Oug(r) =0 (2.63)

ou 'on désigne 0e = d" e /dz". L’absence de connexion conduit a un systeme découplé

dont la solution est :

v(x) = Cha’° + Coz® + Cyz + Cy + vy, (v) (2.64)
uc(r) = Csz + Cy (2.65)
us(z) = Crx + Cy (2.66)

ol v, (x) est une solution particuliere de 'équation différentielle (2.64]). Les constantes
C;, 1 = 1..8 sont déterminées en imposant que les déplacements aux extrémités sont égaux

aux déplacements nodaux, qui sont les inconnues principales :

28 These de doctorat



2.4. Solution analytique et matrice de rigidité exacte

@ u(0) 0 0 0 00 1 0 0 |Cy 0
Q2 us(0) 0 0 0 00 0 0 1| |Cy 0
qs —0,v(0) 0 0 —-10 0 0 0 0] [C; —0,0p, (0)
Ga| _ v(0) _ 0 0 0 1.0 0 0 0] |Cy N v, (0)
a5 ue(L) 0 0 0 0L 1 0 0] |Cs 0
6 ue(L) 0 0 0 00 0 L 1| |Cs 0
a7 —0,v(L) -3L? —2L -1 0 0 0 0 Of |Cy — 0,0y, (L)
a3 | u(L) ] | L? L* L 100 0 0] [Cs | v (L) ]
(2.67)
D’ot, sous forme matricielle :
q=XC+q,, (2.68)

Les déplacements étant indépendants, la matrice X est inversible. On obtient ainsi les

constantes C; en fonction des déplacements nodaux ¢; :
C=X"'(a-ap,) (2.69)

Ceci équivaut a définir des fonctions d’interpolation qui dépendent du chargement. En
I’absence de chargement, on retrouve exactement les fonctions d’interpolation pour les

éléments finis de type poutre/poteau. Les efforts internes le long du trongon de poutres

mixte sont obtenus en substituant les relations ([2.64] - [2.66)) dans (2.53- [2.55]) :

M(z) = —(EI) (6Ciz +2Ch + vy, (2)) (2.70)
Ne(z) = (EA). Cs (2.71)
N.(z) = (BA), Cr (2.72)

On observe que les efforts normaux sont constants, ce qui est cohérent avec les hypotheses
du modele. La matrice de raideur traduit le lien entre les efforts nodaux @); et les dépla-
cements nodaux ¢;. Elle s’obtient dans un premier temps en imposant les conditions aux
limites statiques :

Q=YC+Q,. (2.73)
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Q.q Q.0 G
—> —
|

in q2 ‘ Q6’ q6

Q4! a, |

Q3’q3 L Q?’qY

Figure 2.6 — Forces nodales et déplacements nodaux d’un élément de poutre mixte

ou : ) _
0 0 0 0 —(FA). 0O 0 0
0 0 00 0 0 —(FA)s 0
6FET1 0 00 0 0 0 0
0 2(EI) 0 0 0 0 0 0
Y — (2.74)
0 0 00 (FA., O 0 0
0 0 0 0 0 0 (FA)s 0
—6(ET) 0 00 0 0 0 0
| —6L (EI) —2(FEI) 0 0 0 0 0 0]
et

T
Q. = [0 0 —EI0jv,.(0) EIduv, (0) 0 0 EIjv, (L) —Efagvpz(L)} (2.75)

En introduisant dans un deuxieme temps 1’équation (2.69)) dans (2.73)), on obtient :
K"q=Q+ Qo (2.76)

ou

K =yX! (2.77)

représente la matrice de rigidité exacte de 1’élément de poutre mixte non-connectée et

Qo =YX 'q,, — Q. (2.78)

représente la vecteur de forces nodales du a la charge répartie a I'intérieur de 1’élément

30 These de doctorat



2.4. Solution analytique et matrice de rigidité exacte

(le vecteur des charges nodales équivalentes).

2.4.1.2 Elément spécifique de connexion ponctuelle

Le connecteur va provoquer une discontinuité du champ d’efforts internes qu’il convient
de prendre en compte. Pour ce faire, la connexion est modélisée par un élément spécifique
sans longueur physique mais pour lequel une raideur existe. Il s’agit d'un élément a 1

noeud localisé au droit des goujons.

Nous développons dans cette section la matrice de rigidité d’un tel élément dans le cas du
comportement élastique linéaire des goujons. On suivra la méme démarche pour le cas du

comportement non-linéaire en travaillant avec une relation linéarisée. En introduisant la

relation cinématique de glissement (2.39) dans 1’équation (2.58)), on obtient la relation

U
Qst = kst [—1 1 —H] Ug (2.79)
0

qui est ensuite introduite dans 'équation d’équilibre (2.25)) afin de lier les efforts aux

déplacements correspondants :

N, -1 U
Nl=1 1 | ke {—1 1 —H} u (2.80)
M —H 6

D’ou 'expression de la matrice de rigidité de I’élément de connexion :

1 -1 H
K =ky|-1 1 —-H (2.81)
H —-H H?
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2.4.1.3 Assemblage des éléments de connexion et I’élément de poutre mixte

non-connectée

L’assemblage des matrices de rigidité élémentaires se fait en tenant compte des conditions
cinématiques imposées aux noeuds. La figure [2.7] montre de manieére schématique, com-
ment se construit la matrice de raideur K, d’un élément de poutre mixte connectée de
maniere discréte aux deux extrémités , & partir des coefficients de K9, de KESt) et de

K\ [140).

:m

(Uu‘(i) o W () 4, 0 i)

5
o

Al A A
. o |o|eo|e|[e]e e |o e[ |e|e|e|e
u® 4 g9 olefefele]e]e]e 4D 4 o) NN
A A ] 3 3 ] . L) L) L) X X ] ] L) L) L] ] 3 .
A| A + o ° ° o ° ° ° . + X | X — é é ° ° ° ° ° °
A| A ° ° ° ° ° ° ° ° X | X ° ° ° o >o< ° >o< >o<
X XX
(st) e |o o ]|]oe|o|o|e|e (st) oo |[o|e|@|e|® %@
K, K|
e |o|oe|e|eo|e|e|e o |o|oe|e|e|e|fe]e
X
e |o|oe|e|e|eo|e|e o |eo|e | e e | e | %@
K(nc) K

¢ e

Figure 2.7 — Assemblage des parties acier, béton et connecteur - matrice K,

2.4.2 Connexion continue

L’objectif de cette section est d’établir une solution analytique pour un élément de poutre
mixte connecté de maniere continue a 'interface acier-béton, soumis a une charge répar-

tie p,. La procédure est identique a celle pour la connexion discrete. Faisant usage des

relations cinématiques (2.40] et [2.41)) et les relations de comportement ([2.51] et [2.59)), on

peut réécrire les équations d’équilibre (2.16)) en fonction des déplacements comme :
0 (kod(z)) — Ose (kseOsed(z)) — P, =0 (2.82)

En développant les produits des opérateurs différentiels 0 et 0., définis a la relation (2.17)),

I’équation (2.82)) conduit aux systemes d’équations différentielles suivant :

Dqus(x) — p?dug(x) = G (2.83)
Pv(z) = 0tus(r) + (30%u4() (2.84)
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2.4. Solution analytique et matrice de rigidité exacte

we(w) = uy(w) + (@) + HO,v(x) (2.85)

ou les coefficients p et (;. 4 sont définis par :

_ H2(EA).+ (ET) —2H(ES). = 1

o ( (BD(EA). = (BS).)’) +(EA)S> (2:56)
_ (H(EA). — (ES)c) p:ksc

" ((EA)e = ((ES).)") (EA)(EI) (2.87)

(EA)(EA),

© = G (H(EA). — (ES),) (2.88)
_ _(BA). + (BA).

T H (EA). — (ES). (2.89)

== (ZA)C (2.90)

La premiere équation, qui ne fait intervenir que us, est résolue en premier. On ré-injecte
ensuite le résultat dans les deux autres équations pour calculer les deux autres déplace-
ments indépendants. La solution de 1’équation différentielle (2.83)) est de la forme :

G

ug(r) = Cy sinh(ux) + Cy cosh(uz) + Csz® 4+ Cyx + Cs — 6_/L2x3 (2.91)

La solution de I"équation (2.84)), apres prise en compte de la solution de wug(z) est :

ClCB 4

v(z) = Cy (@u + %) cosh(pz) + Cy (Czﬂ + %) sinh(p) — 241 on,2t

2.92
Cs(s 5 (2.92)
3

+

+Cﬁl’ +C7$+Cg

ou (' g sont les constantes d’intégration, déterminées par les conditions aux limites sta-
tiques et cinématiques.

Posons :

T
C= |:Ol Cg Cg 04 05 CG C? 08]

Xs(x) = [sinh(,ua:) cosh(pz) 22 =z 1 0 0 O]

Xy(z) = [(Qzu—i-%) cosh(px) <§2,u+%> sinh(px) %xg 00 22 1
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Chapitre 2. Modélisation des poutres mixtes en comportement élastique

ZS<.T> = _6_/,L2 3
Z,() =~

En substituant les équations (2.93) et (2.94)) dans ’équation (2.85]), on obtient :
ue(x) = Xo(2)C + Z.(2)

ou :

1+HC3 3 C4
—— 1 — T

X.(w) = Xol@) + GO Xol@) + HOXu(@) ot Zulw) = =5 2

(2.95)

(2.96)

Finalement, en utilisant les conditions de compatibilité (2.40)) et les relations constitutives
(2.48] - [2.50)), on peut déduire les autres inconnues du probleme a partir des expressions

de ug(z), u.(x) et v(x) obtenues précédemment comme :

ou :

X, = X, + GO X, + HI, X, : Xy = -0, X,

Yy, = (BA)0, X, — (ES).02X, : Yy, = EA0, X,

Yy = (ES).0. X, — (EI9,X, ; Yr=0,Yy+ HO, Yy,
Ze=Zo+ Q022 + HO Z, : Zy = —0,7,
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2.4. Solution analytique et matrice de rigidité exacte

Ry, = (EA).0,7Z, — (ES).0?Z, : Ry, = (EA) 0,7,
Ry = (ES).0,Z, — (E1)0*Z, ; Ry = 0,Ry + HO, Ry,

A partir des expressions obtenues de fagon exacte pour le champ de déplacements et le
champ de forces, on peut facilement déduire I’expression de la matrice de rigidité d’un
élément de poutre mixte, dite "exacte”, en utilisant les conditions statiques et cinématiques
aux limites. Cette matrice, qui représente la relation entre le vecteur de déplacements
nodaux q et le vecteur de forces nodales Q (cf. Figure , va ensuite étre utilisée dans la
méthode des déplacements classique pour calculer les poutres mixtes a plusieurs travées.
Soit un élément de la poutre mixte comme indiquée & la figure ([2.6). En appliquant les
conditions aux limites, le vecteur de déplacements nodaux q et le vecteur de forces nodales

Q sont exprimés comme :

q=XC+7Z (2.102)
Q=YC+R (2.103)

ou les matrices X, Y, R et Z sont définies par :

X.(0) Y. (0) Ry, (0) Z(0)

X(0) Y, (0) Ry, (0) Z5(0)

X, (0) Y7 (0) Rr(0) Z,(0)

X — X (0) v - Y (0) CR- R (0) ot 7 — Zy(0)
X.(L) —Yn.(L) —Ry, (L) Z(L)
Xs(L) ~Yn, (L) —Ry,(L) Zs(L)
X(L) ~Yr(L) —Rr(L) Zy(L)
| Xo(L) ] = Yu(L) ] | —Ru(L) ] | Zo(L)

En éliminant le vecteur C dans les équations (2.102)) et (2.103)), on obtient :

K.qgq=Q+Q (2.104)

ou K, = YX™! représente la matrice de rigidité exacte de 1'élément de poutre mixte;

Qo = YX'Z — R représente la vecteur de forces nodales due & la charge répartie a
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Chapitre 2. Modélisation des poutres mixtes en comportement élastique

I'intérieur de 1’élément.

Remarque : La présence de fonctions hyperboliques peut étre la source d’instabilité nu-

mérique, notamment pour des valeurs élevées de k..

2.5 Comparaison de deux modeles de connexion

La matrice de rigidité exacte K, précédente a été implantée dans un logiciel local développé
sur MATLAB afin de comparer les deux modeles de connexion (discrete et continue).
Nous analysons, dans ce paragraphe, le comportement élastique de deux poutres mixtes :
une poutre isostatique et une poutre hyperstatique a deux travées inégales et avec un
chargement excentré. Pour chacune de ces structures, nous considérons alternativement
une connexion répartie et discrete. L’incidence du modele sur les grandeurs fondamentales

est alors examinée.

2.5.1 Poutre isostatique P1

50kN
20kN /m |
I T 1T 1 I ] LT v 1 1 I 1 [ | 1

2500 mm

>
Nelson 75-16 E =34GPa
#10mm E. =210GPa
400 mm
IPE 400 k. = 40MN/m
k, = 80MPa

Figure 2.8 — Description de la poutre de référence P1
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2.5. Comparaison de deux modeles de connexion

IL s’agit d'une poutre mixte acier béton isostatique reposant sur deux appuis simples, de
longueur 5 metres avec une charge répartie de 20 kN/m et une charge concentrée de 50
kN, appliquée en milieu de travée. La poutre se compose d'une dalle en béton armé de
section 880 x 100 mm? avec deux nappes d’armature de 393 mm? chacune et d'un profilé
métallique IPE400 connectés par 11 paires de goujons Nelson, h = 75 mm, ¢ = 16 mm,
régulierement espacés le long de la poutre, chaque paire de goujons étant placée dans une
méme section transversale de la poutre (cf. Figure 2.§). Le module d’élasticité de l'acier
vaut 210 GPa, celui du béton 34 GPa. La rigidité de chaque goujon sera prise égale a
20 MN/m. La rigidité du dispositif de connexion kg, servant dans la simulation avec le
modele de connexion discrete, est donc égale a 2 x 20 = 40 MN/m. La rigidité linéique
de connexion k., servant dans la simulation avec le modele de connexion continue, est
calculée par :
kg 40

= =t = 2 3OMP 2.1
=g = g5 = S0MPa (2.105)

ou @ est 'espacement longitudinal des goujons. Les conditions aux limites cinématiques

sont : v(z =0) =0, v(x=L) =0 et us(xr =0) =0.

2.5.1.1 Comparaison des résultats

A noter que dans cette étude comparative, on utilise les matrices de rigidité obtenues
de maniere exacte donc les résultats ne sont pas dépendants du maillage. La poutre est
simulé avec 10 éléments de connexion ponctuelle dans un premier temps et ensuite avec 2
éléments de connexion répartie. L'usage de 2 éléments avec connexion continue s’impose

par la présence de la charge ponctuelle.

En regardant les figures a [2.15, nous constatons que modele de connexion répartie
(2 éléments) donne des résultats quasiment identiques a ceux obtenus avec la connexion

discrete (10 élément).

Les figures [2.9 et [2.10] illustrent respectivement la répartition de la fleche de du glissement
le long de la poutre. Il est a noter que le modele de connexion continue surestime la fleche
avec un écart de 2.1 %. Ceci résulte du fait que l'effort normal étant plus important avec
un modele de connexion discrete et que le moment total est constant, on en déduit un

moment dans la dalle et le profilé moins important, et donc une courbure plus faible.
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Chapitre 2. Modélisation des poutres mixtes en comportement élastique

Egalement, on observe a la figure que que le modele de connexion continue surestime

le glissement avec un écart de 9.2 %. En revanche, il sous-estime le déplacement axial de

la dalle (écart de -16.7 %) (cf. Figure 2.11)) et du profilé métallique (écart de -16.4 %) (cf.
Figure [2.12)).

0
1l —— Connexion discrete |
= = =Connexion continue
‘E ol |
£ 2
(]
ey
D al |
E 3
4
A\
4 N /, T
A %
N 7
< N 7
5 I I I I
0 1 2 3 4 5

Abscisse [m]

Figure 2.9 — Poutre P1 : Distribution de la fleche le long de la poutre

La répartition de la courbure le long de la poutre est présentée a la figure [2.13] Nous re-

marquons un bon accord entre les deux courbes sauf que le modele de connexion discrete

donne une discontinuité au droit des connecteurs. Cette discontinuité se produit par la

nature de connexion discrete qui provoque des sauts de moment M = M. + M, au droit

du connecteur due ]\z}[ la prés?\I/l[t de l'effort dans les connecteurs. D’ou discontinuité puisque
c s

la courbure xk = =

(ED).  (EI)s

La figure montre [2.14] la répartition du moment fléchissant total obtenue par les deux
modeles. Il est clair que deux courbes sont identiques puisque la poutre est isostatique
et soumise a un chargement statique donc le moment fléchissant total doit étre unique,

quelque soit la nature de connexion.
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2.5. Comparaison de deux modeles de connexion

A la figure on présente la répartition de I’effort normal dans la dalle. Nous remarquons
que le l'effort normal est discontinu au droit des connecteurs et qu’il est également plus
important pour le modele de connexion discrete. Par ailleurs, pour le modele de connexion
continue, 'effort normal est égal a I'intégrale de la distribution des efforts de cisaillement

longitudinaux.
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—— Connexion discréete
- = =Connexion continue

0.6 =—
0.4r
— 0.27
IS
E
+— 0’
c
Q
IS
0 -0.2
0
© -0.4
-0.6
-0.8 ‘
0 1

Figure 2.10 — Poutre P1 :

2 3 4 5

Abscisse [m]

Distribution du glissement le long de la poutre

0.2

0.18}

—— Connexion discréte
- = =Connexion continue

B
£
Q
g
© 0.16} ~
()
°
< 0.14¢
<
]
% 0.12}
2 0.
L)
Q
<
o 0.1}
N
o

0.08

0 1

2 3 4 5

Abscisse [m]

Figure 2.11 — Poutre P1 : Distribution du déplacement axial dans la dalle le long de la

poutre
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2.5. Comparaison de deux modeles de connexion

0.35

—— Connexion discréte
0.3} . . g
- = =Connexion continue

0.25}

0.2

0.15¢

Déplacement axial du profilé [mm]

Abscisse [m]

Figure 2.12 — Poutre P1 : Distribution du déplacement axial dans le profilé le long de la
poutre

—— Connexion discréte
- = =Connexion continue

Coubure [1/m]
[ =Y

2.5
0

Abscisse [m]

Figure 2.13 — Poutre P1 : Distribution de la courbure le long de la poutre
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20l —— Connexion discrete |
- = =Connexion continue

40} 1

60 1

801 1

100+ 1

Moment fléchissant total [KN/m]

140 ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5
Abscisse [m]

Figure 2.14 — Poutre P1 : Distribution du moment fléchissant total le long de la poutre

\ —— Connexion discrete
- = =Connexion continue ’

Effort normal dans la dalle [kN]

Abscisse [m]

Figure 2.15 — Poutre P1 : Distribution de I’effort normal dans la dalle le long de la poutre
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2.5. Comparaison de deux modeles de connexion

2.5.1.2 Influence de ’espacement des connecteurs

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que représenter la connexion, discrete par
nature, par un modele continu conduit a des résultats acceptables. Dans ce paragraphe,
nous comparons le modele de connexion continue avec 4 modeles de connexion discret équi-
valents qui correspondent a 4 espacements différents. Pour cela, nous conservons constante
la rigidité linéique kg, = 80 MPa et considérons les quatre espacements suivants (méme si

les deux premiers ne sont pas autorisé en pratique) :

2500 mm, 1250 mm, 625 mm, 500 mm.

La rigidité équivalente discrete kg, déduite a partir de la relation (2.50)) pour chaque

espacement, est donc :

200 MN/m, 100 MN/m, 50 MN/m, 40 MN/m.

Les figures [2.16], 2.17], 2.18] et 2.19] représentent l'influence de I'espacement des connec-

teurs sur la fleche, le glissement, le déplacement axial de la dalle et le déplacement axial
du profilé. Le tableau présente les valeurs maximales du déplacement transversal v, du
glissement dg. et des déplacements longitudinaux u. et us obtenus a ’aide du modele de
connexion continue et discrete pour les 4 espacements. De plus, ce tableau contient 1’écart
en pourcentage entre des résultats maximum obtenus a ’aide du modele de connexion
discrete et ceux obtenus a l'aide du modele de connexion continue équivalente. Nous rap-
pelons que les valeurs maximum présentées se situe en bout de poutre, excepté pour la

fleche ou son maximum se trouve a mi-travée.

Nous observons a la figure 2.16] et au tableau [2.1] que I'espacement influence tres peu la
fleche (5.5% au maximum). Nous remarquons que la fleche diminue lorsque 'espacement
augmente et que le modele continu prédit une fleche plus importante que les modeles dis-
crets. On en déduit que le modele continu est plus souple que le modele discret a raideur
longitudinale constante. En revanche, le choix du modele et ’espacement ont une influence
plus importante sur le glissement. On constate a la figure [2.17] que le modele continu sures-
time le glissement et 1’écart entre modele continu et discret atteint (-33.7% - voir tableau
2.1)) pour 'espacement le plus important. Cette différence peut avoir des conséquences

importantes sur le dimensionnement lorsque le critere de glissement est dimensionnant.

NGUYEN Quang Huy 43



Chapitre 2. Modélisation des poutres mixtes en comportement élastique

. Connexion discréte
Va_leur Conn(_exmn Espacement des connecteurs [mm]
maximale continue
2500 1250 625 500

v[mm] 4.705 4.545 4.592 4.674 4.695
) (-5.5%) (-4.4%) (-2.6%) (-2.1%)

d,, [mm] 0576 0.382 0.462 0.514 0.523
B ) (-33.7%) (-19.8%) (-10.8%) (-9.2%)

u, [mm] 0.168 0.273 0.230 0.202 0.196
) (62.5%) (36.9%) (20.2%) (16.7%)

u, [mm] 0.262 0.426 0.358 0.315 0.305
‘ ) (62.3%) (33.6%) (20.2%) (16.4%)

Tableau 2.1 — Comparaison de deux modeles de connexion

Des conclusions similaires peuvent étre faites pour les déplacements longitudinaux (voir
tableau . En ce qui concerne l'effort dans la dalle, la figure montre que le modele
de connexion continue donne la plus petite valeur maximale. L’espacement des connec-
teurs maximal qui correspond a 3 rangées de connecteurs, conduit a un effort normal
constant le long de la poutre. Cet effort est par ailleurs le plus faible pour le modele de
connexion discret. On ne peut pas dégager une tendance sur 1’évolution de I'effort normal

en fonction de I'espacement.

1 Connexion discrete: s=2500 mm
- = = Connexion discréte: s=1250 mm
01 Connexion discréte: s=625 mm x
“““““ Connexion discrete: s=500 mm
x  Connexion continue
1 L .

Fleche [mm]
N

2

3

Abscisse [m]

Figure 2.16 — Poutre P1 : Influence de '’espacement des connecteurs sur la répartition de
la fleche le long de la poutre
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2.5. Comparaison de deux modeles de connexion

0.4}
0.2
£
= 0
[
[J]
S
3 -0.2
2
O
-0.4 Connexion discréete: s=2500 mm
- = = Connexion discréte: s=1250 mm =
o6l 77 Connexion discréte: s=625 mm ok
I (ERRRRRE Connexion discréete: s=500 mm
x  Connexion continue
_08 T T T I
0 1 2 3 4 5
Abscisse [m]

Figure 2.17 — Poutre P1 : Influence de I'espacement des connecteurs sur la répartition du
glissement le long de la poutre

0.28

Connexion discréte: s=2500 mm

- = = Connexion discréte: s=1250 mm

== Connexion discréte: s=625 mm

““““ Connexion discréete: s=500 mm
x  Connexion continue

0.26

0.24}

0.22}f

0.2
0.18
0.16’
0.14

0.12

Déplacement axial de la dalle [mm]

0.1

008 I I I I
0

Abscisse [m]

Figure 2.18 — Poutre P1 : Influence de I'espacement des connecteurs sur la répartition du
déplacement axial dans la dalle le long de la poutre
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Figure 2.19 — Poutre P1 : Influence de I'espacement des

Déplacement axial du profilé [mm]

0.45 ‘ ; ‘
Connexion discrete: s=2500 mm
0.4 = = = Connexion discréte: s=1250 mm 8
== Connexion discréte: s=625 mm
0.351 Connexion discrete: s=500 mm
Connexion continue
0.3f
0.25}
0.2}
0.15¢
0.1}
0.05}
02 :
0 1 2 3 4 5

Abscisse [m]

déplacement axial dans le profilé le long de la poutre

Effort normal dans la dalle [kN]

connecteurs sur la répartition du

10 ‘ ; :
Connexion discrete: s=2500 mm
0’§<x - - - Connexion discréte: s=1250 mm A
—10t x"x ‘‘‘‘‘ Connexion discréete: s=625 mm xx" ]
L S Connexion discréete: s=500 mm R
-20+} "‘xx x  Connexion continue xx’f :

| | | |
o)) ] H w
o o o o

|
\l
o

|
®
o

|
(e}
o

1 2 3
Abscisse [m]

Figure 2.20 — Poutre P1 : Influence de '’espacement des connecteurs sur la répartition de
I’effort normal dans la dalle le long de la poutre
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2.5. Comparaison de deux modeles de connexion

2.5.2 Poutre hyperstatique a deux travées inégales P2

Dans le paragraphe précédent, nous avons fait une comparaison entre le modele de connexion
discrete et celui de connexion continue pour une poutre mixte isostatique simplement ap-
puyée. Nous avons remarquer que si la poutre est connectée par des connecteurs discrets
(goujons), I’écart de I'approche par connexion continue diminue lorsque 1’espacement des
connecteurs augmente. Nous allons examiner si pour une poutre hyperstatique, les mémes

conclusions peuvent étre tirées.

40kN/m

800 mm

IIOO mm | g —34GPa
E, =210GPa
k, = 300 MN/m

Nelson 75-16

#12mm
200 mm

IPE 200

Figure 2.21 — Description de la poutre de référence P2

Nous analysons dans ce paragraphe une poutre mixte a deux travées inégales reposant sur
trois appuis simples. Elle a une longueur totale de 18 m avec une premiere travée de 6 m et
une seconde travée de 12 m. La poutre est constituée d'un profilé IPE 200 connecté a une
dalle de béton dont la section est 880x 100 mm?, renforcée par deux nappes d’armatures
de 5 HA12. La premiere travée est soumise a une charge uniforme répartie de 40 kN/m
tandis que la deuxieme est soumise a une charge uniforme répartie de 20 kN/m comme
indiqué sur la figure 2.21] La connexion se fait par 19 paires de goujons Nelson, h = 75
mm, ¢ = 16 mm, régulierement espacées sur la longueur de la poutre. Autrement dit,

I’espacement longitudinal des goujons, @, est égale a 1 m. La rigidité de chaque goujon
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Chapitre 2. Modélisation des poutres mixtes en comportement élastique

sera prise égale a 150 MN/m. La rigidité du dispositif de connexion kg, servant dans la
simulation avec le modele de connexion discrete, est donc égale a 2 x 150 = 300 MN/m. La

.....

de connexion continue, vaut :

k
kse = 6“ = ﬂ — 300MPa (2.106)

Les conditions aux limites cinématiques sont : v(z = 0) = 0, v(x = 6m) = 0 ,w(x =
12m) = 0 et us(x = 6m) = 0. Par souci de clarté, les axes de références de la poutrelle et de
la dalle passent par leurs centres de gravité. En pratique, au droit de 'appui intermédiaire,
la dalle fissure. Dans le présent exemple, cette fissuration n’est pas considérée (exemple

académique).

2.5.2.1 Comparaison des résultats

La poutre est simulé avec 19 éléments de connexion ponctuelle et 18 éléments de poutre
mixte non-connectée dans un premier temps, et ensuite avec 2 éléments de connexion conti-
nue. En observant les résultats fournis par deux modeles de connexion, nous constatons
ici que le modele de connexion discrete conduit cette fois-ci a une fleche plus important
pour la seconde travée (écart 4mm) alors qu’en premiere travée la distribution de la fleche

est tres proche pour les deux modeles (cf. Figure [2.22)).

La distribution du glissement est donnée a la figure pour les deux modeles. On ob-
serve que 'allure générale est la méme pour les deux modélisations de la connexion avec un
comportement local (entre deux connecteurs) assez singulier pour la connexion discrete.
La discontinuité de pente, observée en connexion discrete, résulte de la discontinuité de
la courbure au droit d’'un connecteur. Par ailleurs, la solution exacte conduit a une dis-
tribution cubique (charge uniformément répartie) du glissement entre deux connecteurs
avec une valeur du glissement plus important entre les connecteurs, ce qui explique ’allure
de la courbe de glissement. La connexion discrete conduit a un glissement maximal plus

important.

L’allure des déplacement axiaux est identique pour les deux modeles avec des valeurs de
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2.5. Comparaison de deux modeles de connexion

déplacement tres proches pour la dalle en béton et quasi identiques pour le profilé en acier
(cf. Figures et . L’espacement des goujons étant important (1m), on constate de
fortes discontinuités de courbure (cf. Figures alors que les distributions du moment
fléchissant total est quasi identique pour les deux modeles (cf. Figure . Cette forte
discontinuité de la courbure, due a la présence d’un connecteur, se double d'une disconti-

nuité de leffort normal (cf. Figure [2.28]).

40kN /m 20kN/m
B e .

E | |
|§| \L I I I I I I J\
w : I I I A I I I :
S 100F------ R R R . W R EEE— T -
@ | ;
L o0l SN SN S W E— S—— — ]
Connexion discete ! ! !
140 (- ===-- i inue -~ A N oo S A G
‘ Con‘nexmn‘contmL‘le : \\ 176 mm :
o I N R B B N U A
180} . A— . N
. Trasomm
200 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Abscisse [m]

Figure 2.22 — Poutre P2 : Distribution de la fleche le long de la poutre
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2.5. Comparaison de deux modeles de connexion
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2.6. Synthese et Conclusions

2.6 Synthese et Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons abordé la modélisation des poutres mixtes en considérant
deux modélisation de la connexion, a savoir un modele de connexion discrete, conforme
a la réalité et un modele de connexion continue. Apres avoir listé les hypotheses et les
simplifications principales adoptées dans la modélisation, nous avons développé les équa-
tions fondamentales d’une poutre mixte acier-béton pour les deux modeles de connexion.
En supposant que la poutre se comporte de maniere élastique linéaire, les équations fon-
damentales sont analytiquement résolues. La matrice de raideur exacte est déduite et
utilisée dans notre propre programme éléments finis qui est développé a 'aide de la lan-
gage Matlab. Ceci nous a permis d’analyser de maniere exacte, avec un nombre minimum
d’éléments, le comportement élastique d’une poutre mixte a plusieurs travées et avec un

chargement chargée de maniere quelconque.

Afin de comparer les deux modeles de connexion (discrete et continue), deux exemples ont
été traités dans ce chapitre. On peut conclure que dans le cas ou I’espacement des connec-
teurs est petit, le modele de connexion continue fournit un résultat quasi identique a celui
du modele de connexion discrete, méme avec un nombre d’éléments significativement ré-
duit. Ainsi, malgré que le modele de connexion discrete soit plus conforme a la réalité
et qu’il reste simple a utiliser, il nécessite un plus grand nombre d’éléments, ce qui peut
étre prohibitif pour des structures de taille importante. L’approche par une connexion
continue est raisonnable au niveau du temps de calcul, notamment avec une distribution
tres dense des connecteurs. Par contre, lorsque les connecteurs sont espacés, il es néces-
saire d’utiliser le modele de connexion discrete pour obtenir une distribution correcte des
efforts internes. Bien que I'on ne puisse tirer des conclusions générales concernant une
comparaison des deux modeles de connexion, puisque cela dépend de la structure et du
chargement, on peut dire que le modele de connexion répartie a tendance a sous-estimer
la fleche. On doit ajouter que 'avantage premier du modele de connexion discrete est un

meilleur conditionnement de la matrice de raideur.

Les modeles numériques développés dans ce chapitre permettent d’analyser la compor-
tement instantané de la poutre mixte en phase de service (domaine linéaire). Nous nous

proposons dans le chapitre suivant d’étudier le comportement au cours du temps de la
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poutre mixte, di aux effets du temps sur le béton. Pour le comportement mécanique a
I'approche de la ruine (non-linéaire matériel), nous développons dans le chapitre |5 des

modeles appropriés d’éléments finis.
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CHAPITRE 3

LES EFFETS DU TEMPS DANS LE BETON

3.1 Introduction

Contrairement a 'acier, le béton est un matériau qui a un comportement qui évolue au
cours du temps. Cette dépendance vis-a-vis du temps conduit a une augmentation des
déplacements (déformations) et une redistribution plus ou moins significative des efforts.
Ce chapitre a pour 'objet d’analyser les effets du temps sur le comportement des poutres
mixtes acier-béton. Le comportement de I'acier et des goujons est supposé élastique linéaire
tandis que le comportement du béton est considéré comme viscoélastique vieillissant.
La modélisation du comportement viscoélastique est revue en détails. En particulier, la
formulation différentielle "variables internes” et la formulation intégrale sont présentées
pour un solide viscoélastique. A partir d’'une version discrétisée de la formulation intégrale,
une solution semi-analytique originale est développée pour les deux modele de connexion.
Cette solution semi-analytique permet d’établir une matrice de raideur "exacte” pour le
modele viscoélastique discret. Il est des lors possible d’analyser des poutres continues
avec un chargement arbitraire et des conditions d’appui générales. Cette solution semi-
analytique nous permettra d’évaluer les performances des méthodes simplifiées (AAEM,

EM et EM).

3.2 Comportement dépendant du temps du béton

Le comportement dépendant du temps du béton a été étudié par beaucoup de chercheurs
depuis qu’il a été observé pour la premiere fois, il y a environ un siecle. On attribue a
HATT (1907) les premiers résultats sur le fluage du béton. Lorsqu’un spécimen en béton est
soumis a une charge permanente, une déformation instantanée se produit immédiatement.
Ensuite l'effet du fluage se manifeste et la déformation augmente graduellement avec le
temps. L’augmentation de la déformation avec le temps ne peut étre négligée car elle peut
atteindre plusieurs fois la déformation instantanée. Le spécimen se déforme également
avec le temps sous l'action du retrait qui est indépendant de la charge et est provoqué par

la perte d’eau au cours des processus de dessication du béton et de carbonatation. La dé-
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formation totale de béton peut étre considérée comme étant la somme d’une déformation
élastique qui apparait immédiatement apres ’application de la charge, d’une déformation
du fluage qui dépend du temps et de la charge, et d’une déformation du retrait qui dépend
du temps mais ne dépend pas de la charge. Cette décomposition est une simplification

parce qu’en réalité, le fluage et le retrait sont deux phénomenes interdépendants.

L’évolution de la déformation du béton au cours du temps peut étre illustrée en considérant
un spécimen soumis a une contrainte de compression uniaxiale constante oy a l'instant ¢,
la température étant maintenue constante. La déformation totale du spécimen pour les

instants ¢ > ¢y peut s’exprimer comme (cf. Figure :
£(t) = ec(t) + eep(t) + €sn(t) (3.1)

ou &.(t) est le déformation instantanée, e.,(t) est la déformation de fluage et 4, (t) est la

déformation de retrait.

A¢ ]
| reprise élastique
"""""" reprise de fluage
gsh,(t) t
>
AU Z1 12
t
>

t t

Figure 3.1 — Déformation du béton au cour du temps
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3.2.1 Retrait

Le retrait du béton est définit comme un changement de volume du béton au cours du
temps indépendant de la charge externe appliquée et de la variation de température. Ce
changement de volume est di a la perte de 'eau au cours du processus de dessication
du béton et de la carbonatation. Les processus de diffusion hydrique de retrait tendent
a se stabiliser a un an d’age du béton. La déformation finale de retrait varie entre 500
et 1000 pm/m sachant que la déformation élastique ultime en traction n’excede pas 100
a 200 pm/m [39]. Par conséquence, le retrait est tres souvent a l'origine des fissures que

I'on trouve fréquemment dans presque tous les types d’ouvrages en béton.

En général, le retrait peut étre divisé en quatre différents types, appelé retrait chimique,

retrait plastique, retrait de dessiccation et retrait thermique [72].

Retrait chimique

Le retrait chimique est une conséquence directe des diverses réactions chimiques dans la
pate de ciment. Il se produit pendant le phase d’hydratation. Ce retrait, mis en évidence
par LE CHATELIER en 1894, résulte d’une diminution de volume (8 & 12% du volume
initial) de la pate formée par rapport a la somme des volumes absolus des anhydres et de

I'eau [6].

Retrait plastique

Le retrait plastique est définie comme une diminution de volume pendant que le béton
se trouve dans la phase plastique, suite a une évaporation excessive de 1’eau de gachage,
soit apres ressuage, soit par les pores. Lorsque 'eau de surface s’évapore plus rapidement
que l'eau de ressuage, il en résulte un retrait et les contraintes de tension en surface pro-
voquent I'apparition de petites fissures irrégulieres. L’armature d’une structure en béton
ne peut pas controler ce type de fissuration parce que dans la phase plastique, I’adhérence

entre 'armature et le béton n’est pas encore établie.

Retrait de dessiccation
Le retrait de dessiccation ou retrait de séchage par définition, se traduit par un départ

d’eau inhérent a I’équilibre hydrique du matériau avec I’atmosphere ambiante non saturée
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et ce, des la mise en place du béton. Il possede une amplitude tres importante devant les
autres formes de retrait. La contraction produite permet I’évaporation de I’eau en exces,
nécessaire au malaxage du béton frais, et dépend donc de la teneur en eau initiale de la
composition de béton. Le retrait de dessiccation est notamment diminué si la proportion
"granulats/pate de ciment” augmente [39]. Le retrait de dessiccation dépend fortement
de l'environnement hygrométrique et de ses variations (conditions de conservation) qui
interviennent sur I'accélération ou le ralentissement du séchage. Selon le matériau et son

épaisseur, le séchage peut prendre fin au bout de quelques années (structures massives)

[95).

Retrait thermique

Le retrait thermique est du aux effets des gradients de température qui se manifestent
dans le béton lors de la dissipation de la chaleur d’hydratation. Au coeur d’éléments
massifs de structure, la température peut atteindre 50 a 70 “C. Par conséquence, des
retraits différentiels d’origine thermique vont s’ajouter pour obtenir I’équilibre de 1’élément
avec la température du milieu environnant [4]. La durée de la réaction d’hydration est
relativement courte puisque 60% de I’hydratation est obtenue au bout d’'un jour et 90%

au bout de 4 a 5 jours. Par conséquence, le retrait thermique joue a tres court terme.

3.2.2 Fluage

Le fluage est définit comme une augmentation graduelle des déformations d’un élément
de structure sous charge maintenue constante au cours du temps. Il peut étre de méme
ordre de grandeur que le retrait dii au séchage. Lorsqu’un élément de structure en bé-
ton est chargé, une déformation élastique instantanée apparait (cf. Figure [3.1). Tel qu’on
le définit, le fluage ne comprend aucune déformation élastique instantanée causée par le
chargement, ni le retrait ou gonflement engendrés par les variations de teneur en humidité.
Le fluage qui se produit dans un élément de structure en béton sec, sous charge, est une a
deux fois plus important que celui se produit dans les conditions normales d’humidité [7].
Si on ajoute a ce qui précede le retrait du au séchage, et si 'on tient compte du fait que
le fluage peut étre quelquefois beaucoup plus important que la déformation élastique lors
du chargement, on congoit que ces facteurs puissent engendrer des effets considérables en

mécanique des structures. Si on enléve une charge permanente, la déformation décroit im-
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médiatement d’une quantité égale a la déformation élastique existant a un age déterminé;
elles est généralement inférieure a la déformation élastique créée au moment de la mise en
charge, car le module d’élasticité a augmenté au cours de la période intermédiaire. Cette
déformation de retour instantanée est suivie d'une diminution graduelle de la déformation,
c’est le fluage réversible. Ce retour n’est pas complet car le fluage n’est pas un phénomene

réversible.

La déformation de fluage se décompose suivant trois phases d’évolution (primaire, secon-
daire et tertiaire) qui possedent des caractéristiques différentes en terme de déformation
Ecp (creep strain), de vitesse de déformation €., (creep strain rate) et d’accélération de la
déformation &, (creep strain acceleration) [111]. La déformation de fluage complete, c’est-
a~dire, avec les trois phases (primaire, secondaire et tertiaire) n’est observée que lorsque la
contrainte est proche de la résistance limite. En pratique, le niveau de contrainte au sein
d’une structure, reste relativement faible et n’engendre que les phases de fluage primaire a
secondaire [49], [39]. Dans cette gamme de contraintes, le mécanisme de fluage a tendance
a modifier le béton en le compactant, ce qui lui conféere un gain de résistance [105]. On
remarque que la vitesse de déformation reste toujours positive €., > 0, quelque soit la
phase d’évolution, tandis que différentes accélérations de la déformation &, pour chaque

phase sont a distinguer :

— Phase primaire : I'accélération est négative €., < 0 et ce qui conduit a une stabilisation
de la déformation (comportement asymptotique).

— Phase secondaire : 'accélération oscille autour d'une valeur nulle £, = 0 entrainant
une évolution de la déformation a vitesse constante.

— Phase tertiaire : I'accélération devient positive ., > 0. La déformation augmente rapi-

dement jusqu’a la rupture provoquée du béton.
Le fluage est influencé par les facteurs suivants :
— Charge appliquée : dans une période de temps et a condition que le niveau de charge

appliquée ne passe pas de 40% de la résistance en compression de béton, la déformation

du fluage est proportionnelle a la charge appliquée [1].
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Figure 3.2 — Evolution de la déformation de fluage complete

— Température : pour une température comprise entre 18°C et 82°C, la déformation du
fluage est proportionnelle a la température [44].

— Age de béton au moment de ’application de la charge : un béton mir produit une petite
déformation de fluage.

— Humidité relative de 'ambiance : plus 'humidité relative est importante, plus la défor-
mation de fluage est petite.

— Dimension de I'élément de béton : la déformation du fluage est plus grande dans les
structures en béton de petites dimensions comparée a celle dans les structures de grandes
dimensions.

— Composition du béton : la déformation du fluage est influencée par le type de ciment,
Iagrégat et le rapport entre eau et ciment utilisé pour la composition du béton. Un
agrégat avec un module de YOUNG faible va développer une déformation de fluage plus
grande qu'un agrégat avec un module de YOUNG important. Le rapport entre eau et
ciment influence fortement 'intensité du fluage ; par exemple, pour un rapport de 65%,
la déformation de fluage finale peut étre trois fois plus élevée que pour un rapport de

40% [128].
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3.2.3 Fluage en traction

Alors que le fluage du béton en compression a été considérablement étudié, le cas du
fluage en traction est moins bien connu. Le mécanisme de fluage en traction est différent
du mécanisme de fluage en compression bien qu’a méme niveau de contrainte, 'amplitude
de la déformation soit similaire. En pratique, la mesure de ’amplitude et de la vitesse du
fluage en traction est compliquée en raison de la difficulté a bien isoler la déformation du
fluage de la déformation du retrait qui peut étre grande par rapport a celle de fluage [70].
Certaines observations expérimentales montrent que, pour un méme niveau de contrainte,
le fluage en compression et le fluage en traction sont similaires, [73], tandis que d’autres
observations expérimentales indiquent que la déformation de fluage en traction est plus
grande que celle de fluage en compression [80]. Dans notre étude, nous considérerons que
I'amplitude et le développement du fluage du béton en traction est similaire a celle du
fluage de béton en compression. En adoptant cette hypothese, plusieurs chercheurs ont

obtenu un bon accord avec les résultats expérimentaux dans leurs analyses [35], [123].

3.3 Viscoélasticité linéaire

Le comportement viscoélastique d’un matériau se situe entre le comportement parfaite-
ment élastique d’un solide et celui parfaitement visqueux d’un fluide. Un solide parfai-
tement élastique possede une parfaite mémoire de sa forme originale, alors qu’un fluide
visqueux n’a aucune mémoire de sa forme originale. Apres suppression du chargement, un
fluide se déforme de maniere continue pour prendre la forme de son container. Un maté-
riau viscoélastique possede a la fois les caractéristiques d’un solide élastique et celui d'un
solide visqueux. On dira qu’il possede une mémoire partielle de sa forme originale. Cette
mémoire partielle implique que le comportement d’un matériau viscoélastique dépende
de son histoire récente. On peut citer comme exemples de matériaux viscoélastiques : les

plastiques, le bois, le béton etc...

Le comportement d'un matériau viscoélastique se caractérise par deux fonctions : la fonc-
tion de fluage et la fonction de relaxation. La fonction de fluage d’'un matériau s’obtient
en appliquant un état de contrainte constant au solide viscoélastique. Elle se déduit de

la réponse en déformation. La fonction de relaxation s’obtient en appliquant un état de
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déformation constant au solide viscoélastique et est déduite de la réponse en contrainte

du solide .

Un matériau viscoélastique est dit linéaire si, a un instant donné, la contrainte est une
fonction linéaire de la déformation. Bon nombre de matériaux sont quasi linéaires pour un
intervalle plus ou moins grand de contrainte mais exhibent un comportement non-linéaire

au-dela d'un certain niveau de contrainte ou apres un certaine durée.

Dans cette section [3.3] les équations décrivant le comportement viscoélastique linéaire
sont revues en détails. Pour les modeles non-vieillissants, ces équations peuvent étre dé-
crites de deux manieres différentes : la forme différentielle et la forme intégrale pour
laquelle le concept des variables internes s’applique. La formulation différentielle s’obtient
en considérant un assemblage de ressorts élastiques et d’amortisseurs visqueux. A partir
de la fonction de fluage (ou de relaxation), la formulation intégrale s’obtient en utilisant
le principe de superposition de Boltzmann. Tous les développements sont faits en 1D

(modele fibre), I'extension au cas 3D ne posant pas de probleme particulier.

3.3.1 Formulation différentielle : Différents modeles rhéologiques

Des modeles viscoélastiques ont été tres tot proposés; au départ empiriques, ils se sont
vite basés sur la rhéologie du systéme ot un (ou plusieurs) ressort élastique et un (ou plu-
sieurs) amortisseur mis en parallele ou en série. L’élongation du systéme mesurée sur le
montage rhéologique corresponds a la déformation e(t), et la force appliquée (qui produit

cette élongation) corresponds a la contrainte o ().

Lorsque les éléments sont connectés en parallele, la déformation de chaque éléments est
identique et la contrainte totale s’obtient en sommant les contraintes sollicitant chaque
élément. Lorsque les éléments sont connectés en série, la contrainte dans chaque éléments
est identique et la déformation totale s’obtient en sommant les déformations de chaque
élément. En utilisant ces deux regles, une équation différentielle décrivant le comporte-
ment uniaxial s’obtient. De la méme maniere que pour le comportement élastique, on

supposera le comportement visqueux homogene (indépendant de la variable d’espace).
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Un élément élastique est représenté par un ressort linéaire, la déformation et la contrainte

étant reliées par

o= E¢° (3.2)

ol E est le module d"YOUNG du ressort. L’élasticité est associée a I’énergie U(e) emma-

gasinée dans le ressort :

U(e®) = —EB(£°)? (3.3)

Cette énergie est restituée des que la cause est supprimée. Elle caractérise 'aptitude du

systeéme a retrouver son état initial (apres avoir été déformé).

Un élément visqueux est représenté par un amortisseur linéaire, la contrainte dépendant

du taux de déformation :

o =mne" (3.4)

p(e") = Sn(&")? (3.5)

La viscosité représente la faculté d’un corps a s’écouler de fagon irréversible. Le matériau
viscoélastique se trouve donc dans un état intermédiaire entre le solide de HOOKE (pure-
ment élastique) et le fluide de NEWTON (purement visqueux). La différence essentielle avec
un modele de type "élasto-visco-plastique” est que ’écoulement inélastique (irréversible)

n’est pas lié a un seuil.

3.3.1.1 Modele de Maxwell

£
=l <
Ya

Figure 3.3 — Modele de MAXWELL
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Le modele de MAXWELL est un modele viscoélastique linéaire simple qui consiste a mettre
en série un ressort élastique linéaire et un amortisseur (cf. Figure. Puisque ces éléments
sont connectés en série, les déformations dans chacun des éléments sont différentes mais
les contraintes sont identiques. Soient £° la déformation du ressort et ¥ la déformation de
I’amortisseur respectivement, soit ¢ la contrainte dans les deux éléments. Dans ce modele
e’ joue le role de variable interne. €® est lié a o par la relation et ¥ est lié a o
par la relation . Les deux éléments étant en série, la déformation totale s’obtient en

additionnant les deux déformations :
e=¢c"+¢" (3.6)

Différenciant les équations (3.2) et (3.6) par rapport a la variable temps et les combinant

avec 1’équation ((3.4), on est conduit a :

E
Be=d+ 0 (3.7)

Cette équation différentielle est précisément la loi de comportement d’'un matériau visco-

élastique linéaire représenté par le modele de MAXWELL.

Pour obtenir la fonction de relaxation du modele de MAXWELL, I’équation (3.7)) est résolue

pour une déformation constante, autrement dit e(t) = goH (), ou H(t) est la fonction

échelon de Heaviside. L’équation (3.7)) devient :

1

ou §(t) est la distribution de Dirac, et 7 = %

La résolution de ([3.8]) nécessite une condition initiale. L’application soudaine d’une défor-
: . ., de TR . .
mation en ¢ = 0 implique que la dérivée 1 est singuliere. Pour lever cette difficulté, on
integre en faisant intervenir le point immédiatement avant ¢ = 0 et le point immédiatement

apres t = 0, ce qui conduit a :

")) =0 — oty E fS”U
B (£() = () = olt) = o(15) + / (t)dt (3.9)
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Quand t tends vers zéro, le dernier terme de cette équation tend vers zéro, et
E€0 = 0y (310)

avec €9 = €(01) et g = o(0") sont les valeurs de la contrainte et de la déformation juste
a droite de t = 0. Ainsi, la condition initiale du modele de MAXWELL est la réponse
élastique instantanée du ressort, et la déformation initiale de 'amortisseur est nulle. Avec

cette condition initiale, la solution de 1’équation (3.8]) est :

t

o(t) =eoE exp (——) (3.11)
T
Le module de relaxation, R(t), est obtenu a partir de la réponse en contrainte :

R@)zzzgz::EeXp<—£> (3.12)

€0

En général, le module de relaxation est toujours une fonction monotone décroissante du
temps. Pour obtenir la fonction de fluage du modele de MAXWELL, ’équation (3.7)) est
résolue pour une contrainte constante o(t) = ooH (t). L’équation (3.7)) devient :

En intégrant cette équation et en faisant intervenir la condition initiale (3.10J), la solution
est :
o) (o))

et)=—5+t (3.14)

La fonction de fluage J(t) est obtenue a partir de la réponse en déformation :

ﬂﬂz%ﬁzé+%t (3.15)

Le modele de MAXWELL est un modele simple de fluide viscoélastique, car il y a écou-
lement pour toute valeur de contrainte o. Il permet de reproduire 1’élasticité instantanée
mais il n’est pas satisfaisant pour modéliser le fluage d’'un matériau car J(t) est une
fonction linéaire de ¢ conduisant ainsi a une relation linéaire entre la contrainte et la

déformation.
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3.3.1.2 Modele de Kelvin

Un autre modele viscoélastique élastique est celui de KELVIN. C’est un modele constitué
d’un ressort et d'un amortisseur mis en parallele (cf. Figure . Puisque les éléments
sont connectés en parallele, les contraintes sont différentes dans chaque composant mais
les déformations sont identiques : e = ¥ = . La contrainte s’obtient en sommant la

contrainte dans l'amortisseur 7¢ et la contrainte dans le ressort Ee :
né+Ee=o0 (3.16)

Cette équation différentielle est précisément la loi de comportement d’'un matériau visco-

élastique linéaire décrit par le modele de KELVIN.

E
oA
o o
- —
n
o, ]

Figure 3.4 — Modele de KELVIN

Contrairement au modele de MAXWELL, le modele de KELVIN n’a pas de module de
relaxation. Lorsque une déformation constante est imposée, €(t) = eoH(t), 'équation

devient :
go[TO(t) + H(t)] = o(t) (3.17)

ol le premier terme de la parenthese conduit a une contrainte infinie a l'instant ¢ = 0,
qui est physiquement inaccessible. Ceci signifie que ce modele ne permet pas de décrire la
relaxation. Par ailleurs, pour obtenir la fonction de fluage de ce modele, 1’équation (|3.16|)

est résolue pour une contrainte constante o(t) = oo H (t) :

né + Ee = 0oH () (3.18)
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La solution de cette équation différentielle est de la forme :

(t) = % [1 —exp (—;’5)} (3.19)

Le fonction de fluage est déduite a partir de la réponse en déformation :

e(t) 1 t
Jt)=—=—=|1—exp| —— 3.20
0= 2|10 (-1)] (3.20)
Le modele de KELVIN est le modele le plus simple de solide viscoélastique. Il permet
de reproduire 1'élasticité retardée (fluage), mais pas I’élasticité instantanée. Toutefois, ce
modele peut étre combiné avec un ressort pour obtenir un modele plus complet comme

présenté dans la section qui suit.

3.3.1.3 Modele de Zener

Les modeles de MAXWELL et de KELVIN ne sont pas capables de prendre en compte a
la fois I'élasticité instantanée (déformation élastique initiale) et 1’élasticité différée (com-
portement asymptotique élastique). Un modele plus pratique, appelé modele de ZENER,
s’obtient en combinant en série un modele de KELVIN et un ressort, comme le montre
la figure [3.5] Soient £° la déformation du ressort de raideur Ey et £ la déformation de

I’élément de KELVIN. La déformation totale est la somme des deux déformations :
e=¢e’+¢" (3.21)

La contrainte dans le ressort est identique a la contrainte dans 1’élément de KELVIN, pour

lequel nous avons la relation suivante :
o=Fy®=ns" + E&’ (3.22)

La combinaison de deux équations ci-dessus conduit a :

Ey+E 1 1
—G =+ — 2
" Eo a+EOa €+T€ (3.23)
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Figure 3.5 — Modele de ZENER

Cette équation différentielle est précisément la loi de comportement d’un matériau visco-

élastique linéaire représenté par le modele de ZENER.

Pour obtenir la fonction de fluage de ce modele, I’équation (3.23)) est résolue pour une
contrainte constante o(t) = ooH (t). L’équation (3.23]) devient :

Multipliant les deux membres de I’équation 1' par un facteur d’intégration exp (;t) et

intégrant de 0 a ¢, on obtient :
t Ey+ E t
exp (;) e(t) —e(0) = B E o [exp (;) - 1] (3.25)

Vu que €¥(0) = 0, la condition initiale nous est donnée par le ressort élastique £(0) = 2.

En utilisant cette condition, la réponse en déformation du modele de ZENER est :

£(t) = 2—(; + % [1 ~ exp (—;)} (3.26)

ce qui permet de déduire la fonction de fluage de ce modele :

g =W _ L % {1 ~ exp (_g)} (3.27)
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3.3.1.4 Modele de Kelvin généralisé

Le modele de KELVIN généralisé est construit a partir d'un groupement en série des
plusieurs élément de KELVIN et un élément de ZENER. L’équation constitutive de ce

modele est :

L Do(t) L 0e(t)
t i——— = Foe(t b —— 2
o >+;a o 0e(t) +; g (3.28)
Pour ce modele, la fonction de fluage est de la forme :
1 1 _a
£ = — —(1-e7) 2
J(t) o) + 2, e (3.29)

Ce modele sera développé dans le détail pour le cas du matériau vieillissant au paragraphe

El Em
O
eee —
]
m 7, m; M,

Figure 3.6 — Modele rhéologique de KELVIN généralisé

3.3.2 Formulation intégrale

L’usage de la formulation différentielle s’avere pratique lorsque I'histoire de contrainte
(déformation) est constante mais peu conviviale lorsque I'histoire de contrainte (déforma-
tion) est arbitraire. En revanche, la formulation intégrale permet de traiter ce dernier cas.
Une relation de comportement intégrale peut décrire toutes les caractéristiques contenue
dans une équation différentielle. Le formulation intégrale exploite la linéarité du compor-
tement exprimée par ¢ = o J(t, 7) et fait intervenir deux variable temps : ¢ qui correspond
a l'instant courant, et 7 qui retrace I'histoire, 7 < ¢. Ainsi, le module de fluage est une
fonction a la fois de t et 7. Pour un matériau non-vieillissant, le matériau ne change pas
avec le temps, et donc son module de fluage reste invariable sous I'effet d’une translation.

Ainsi, J(t,7) = J(t — 7), 7 < t, dépend uniquement de la différence ¢ — 7.
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(o3 &
O-l
e
t, t, t, t,
O &
0,
t2 t3 i
() o, + 0o, &
t ot t, -

Figure 3.7 — Principe de superposition

Si on applique une contrainte o(t;) = o1 a linstant ¢, alors le processus de fluage com-
mence en t; et la déformation croit en suivant la relation e(t) = oy J(¢,t;) pout ¢ > ;.
Si la contrainte ne change pas alors, I’évolution de la déformation est décrite par cette
équation pour tous les instants t > t;. Par contre, si en t = t5, un incrément de contrainte
0o vient s’ajouter, alors pour les instants ¢ > t5, une déformation supplémentaire égale
o9 J(t —ty) est produite selon le méme module de fluage mais commence a l'instant ¢ = 5.

Donc, la déformation totale pour t > t, est déterminée par le principe de superposition

de BOLTZMANN [42] (cf. Figure comme :
e(t) = o1 J(t,t1) + o2 J(t, t2) (3.30)

La procédure décrite ci-dessus se généralise aisément. En considérant une histoire de
contrainte arbitraire o(t) non-nulle pour ¢ > t;, 'incrément de contrainte est donné par
do = %dT, avec dr l'incrément de temps. En utilisant le principe de BOLTZMANN, la
contrainte totale a I'instant ¢ est la somme des contraintes produite par chaque incrément

de déformation aux instants t < 7

e(t) = /t J(t,7) d‘(’i(:) dr (3.31)

I est a noter que l'intégral dans I’équation (3.31)) est une généralisation de 'intégrale
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ordinaire (intégrale de RIEMANN), appelé intégrale de STIELTJES, ou la continuité par
morceaux de 'historique des contraintes o(t) est permise. Considérons un matériau libre
de contrainte jusqu’a l'dge t; auquel on applique soudainement une contrainte o(t;) qui
par le suite varie continiment o(t). L’équation s’écrit a l'aide de l'intégrale de

RIEMANN suivante :

e(t) = o(t)J(t, 1) + / t J(t,7) do(7) 4 eanlt) (3.32)

t1 T

avec £4(t) la déformation de retrait qui est une fonction du temps uniquement. Lorsque
I'histoire de déformation €(¢) est imposée, I’équation ou représente une équa-
tion intégrale pour I'histoire de contrainte o (). Il s’agit d’une équation intégrale de VOL-
TERRA [139], un cas particulier des équations intégrales du second type. La fonction de

fluage J(t,7) est la fonction opérateur intégral du noyau.

Le béton étant un matériau vieillissant, la fonction J(t,7) dépend non seulement du temps
retardé ¢ — 7 mais encore des instants t et 7. Les courbes de fluage du béton sollicité aux
différents ages T sont tres différentes [81]. Dans ce cas, la théorie basée sur I’équation
ou est appelée la viscoélasticité linéaire vieillissante. A cause du vieillissement, la
méthode de transformation de Laplace, tres efficace pour la théorie de viscoélasticité li-
néaire non-vieillissante, ne peut malheureusement pas étre utilisée. Ainsi le vieillissement

est la complication majeure de la théorie de fluage du béton.

Le principe de superposition de BOLTZMANN peut étre appliqué de facon différente en
exprimant 1’équation intégrale de superposition en fonction du module relaxation R(¢, 7),
qui est défini comme la contrainte causée par une déformation unitaire constante imposée
a l'instant 7. De cette maniere, I'histoire de la contrainte peut s’exprimer en fonction de

I’histoire de la déformation comme suit :

o(t) = /o R(7,t) d[e(7) — ean(T)] (3.33)

L’incrément de déformation du retrait doit étre soustrait de U'incrément de déformation
totale dans ’équation (3.33]) puisque le développement du retrait, par définition, est in-

dépendant de la contrainte. Pour les matériaux vieillissants, les fonctions de fluage sont

NGUYEN Quang Huy 71



Chapitre 3. Les effets du temps dans le béton

assez complexes car elles dépendent de beaucoup de parametres. L’expression complete

de la fonction de fluage du béton utilisée pour les applications numériques est donnée an

Annexe [1

A
\r—u
r=t,
T =t,
7=
>
log(t—1)

(b)

Figure 3.8 — Courbes de relaxation [25] : (a) échelle normale de temps; (b) échelle loga-
rithmique de temps

3.3.3 Approximation du comportement viscoélastique

On cherche a intégrer 'histoire de déformation/contrainte. En générale, I’équation inté-
grale ne peut étre résolue analytiquement pour une forme réaliste de J(¢,7). Une
solution numérique, dans laquelle I'intégrale est approchée par une somme discrete, doit
étre envisagée. Une premiere approche consiste a discrétiser en temps la relation .
Cette méthode, développée au paragraphe |3.3.3.1] est fastidieuse et nécessite de stocker
des informations relatives a 1’histoire de chargement. Pour éviter ce genre de probleme,
des méthodes dites algébriques (méthode a un pas) seront utilisées. Une autre fagon de
procéder consiste a approcher le fonction de fluage par une série de DIRICHLET (variables
internes). Ceci permet de réduire considérablement le stockage bien que 'algorithme soit

complexe a mettre en oeuvre et 'identification n’est pas aisée.

3.3.3.1 Méthode générale (pas-a-pas)

L’intervalle de temps [tq;t] est subdivisé en N incréments ¢, to, ... t,, ... tx. L'intégrale de

la relation (3.32)) est approximée a I'aide d’un schéma trapézoidal dont I’erreur est d’ordre
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2. Nous obtenons la relation contrainte-déformation suivante (voir [21], [23] pour plus de

détails) :

n—1

n 1 X X
S(n) = e’-jgh) + U(l)Jn’l + 5 Z (Jn,iJrl + Jn,z) (O'(Hrl) — O'(l)) (334)
i=1

ott e, ¢ désignent respectivement la déformation et la contrainte calculées aux instants

ti et Ji,j = J(tl,t])

L’équation (|3.34]) est transformée de la maniere suivante :

n—1
o™ >~ g (5(”) — 52?) + Z U, 0t (3.35)
i=1
ou
2
g - = 3.36
Jn,n + Jn,nfl ( )
et
L Ik
\Ijni _ Jn,n + Jn,n—l (3.37)
’ Inirr =ity
Jn,n + Jn,’n—l

La relation donne la contrainte a l'instant ¢,, en fonction de la déformation a I'instant
t, et de la valeur des contraintes aux pas de temps précédents. A chaque pas de temps,
I’histoire de contrainte est connue et donc la relation (3.35)) est équivalente affine a un
comportement linéaire élastique avec déformations inélastiques [81]. La relation ({3.35))
sera utilisée dans un modele poutre a fibres pour le calcul pratique des effets du temps

dans les structures mixtes.

3.3.3.2 Méthodes algébriques

Afin de s’affranchir de la nécessité de résoudre I’équation intégrale (3.32f), des méthodes
dites algébriques basées sur I’hypothese de linéarité entre la déformation et le coefficient de
fluage ont été proposées par plusieurs auteurs [22], [7§], ([99]). Ces méthodes conduisent

a une forme simplifiée de I’'équation intégrale (3.32)) :

e(t) = o(t)J(t, t) + [o(t) — o(t)] J(t,7) + can(t) (3.38)
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ou T C [ty;t]. Chaque méthode propose une forme différente de J(¢,7). Dans littérature,
trois méthodes algébriques sont souvent utilisées :

— méthode du module effectif (EM method).

— méthode de la contrainte moyenne (MS method).

— méthode du module effectif ajusté (AEMM method).

Ces trois méthodes sont détaillées dans les paragraphes qui suivent.

Méthode du module effectif (EM method)
Cette méthode, proposée par MCMILAN en 1916 [99], est la méthode la plus simple.

L’auteur considere que la fonction de fluage n’évolue pas au cours du temps :
J(t,T)=J(t, t1) (3.39)
L’équation devient donc :
o(t) = Egn [e(t) — esn(t)] (3.40)

ou Egys est appelé le module effectif, donné par :

1 BE(h)
tt) 14t t)

Epy = 7 (3.41)
Dans cette méthode, la variation de contrainte dans I'intervalle de temps [t;; t] est négligée
et la contrainte est toujours considérée étre égale a la valeur finale. Ainsi, cette méthode
est exacte a condition que les contraintes restent constantes a partir de ’application du
chargement, ce qui est loin d’étre vrai dans les structures hyperstatiques ou il y a toujours
une redistribution des contraintes due au fluage. Par conséquence, cette méthode peut
engendrer des erreurs importantes, notamment pour la réponse a long terme de structures
chargées au jeune age [21]. Tl est a noter, en utilisant cette méthode, que 'analyse des
effets du temps peut étre traitée comme une analyse élastique équivalente, ou le module

de YOUNG du béton E. est multiplié par un coeflicient 1/ [1 + ¢(¢,%1)].
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Méthode de la contrainte moyenne (MS method)

Cette méthode a été proposée par HANSEN en 1964 [7§]. La fonction de fluage a 1’expres-

sion suivante :

J(t7) = % (1) + T(t )] (3.42)
L’équation devient :
o(t) = Eass [(t) — ean()] + Wass o(t) (3.43)
Eys = 2 3.44
MSEZJ0 ) + J(t t) (344)
by 2 A0 = J(00) .

J(t,t) + J(t,t1)

On constate que cette méthode correspond au cas particulier de la méthode pas-a-pas

avec un pas unique.

Méthode du module effectif ajusté (AAEM method)

Cette méthode a été initialement proposée par TROST en 1967 [132] et ensuite améliorée

par BAZANT en 1972 [22]. La fonction J(¢,7) est donnée par ’expression suivante :

_ 1 + X(ta tl) QO(t, tl)

It 7 3.46
(t,7) E.(t) (3.46)
ou x(t,t1) est le coefficient de vieillissement, donné par :
E.(t1) 1
tt) = - 3.47
OB = ) - R e 47
avec R(t,t) désignant la fonction de relaxation.
En combinant les équations (3.38)) et (3.46)), nous obtenons :
O'(If) = EAAEM [g(t) —é?sh(t)] +\I]AAEM O'(tl) (348)
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ou :

Ec(tl)

L4 x (1) o(t, 1)
1

J(t,t) + J(t, t1)

Esagm = (3.49)

Vaspnm = (3.50)

Exapn est appelé le module effectif ajusté car le coefficient de vieillissement y ajuste es-
sentiellement le module effectif afin de prendre en compte l'effet de vieillissement. BAZANT
et NAJJAR (1973) [31] ont montré que cette méthode fournit une bonne approximation de
la solution exacte. Il est a noter que 'application des méthodes MS et EM est directe, tan-
dis que la méthode AAEM nécessite la connaissance de la fonction de relaxation R(t,t;),
qui n’est pas, en général, connue analytiquement. Par définition, la fonction de relaxa-
tion R(t,t1) est I'histoire de contraintes produite par une déformation unitaire imposée.
Ainsi la fonction de relaxation R(t,t;) peut étre calculée en résolvant 1’équation intégrale

suivante :

LHLtQR@htﬂ+i/ﬁJ@nﬂdR@3h):1 (3.51)

t1
L’équation (3.51f) est résolue numériquement en utilisant la procédure pas-a-pas. Le détail

de cette résolution se trouve en Annexe [Tl

Afin d’éviter la résolution numérique de I’équation intégrale (3.51]) qui peut s’avérer com-
pliquée, on peut utiliser une formule semi-empirique, proposée par BAZANT et Kim (1979)

[30] :
L0992 0115 [J((t+4)/2.4)
R4 = 50y ~ T =0 | Tt =ty 2) (3.52)

3.3.3.3 Approche par les variables internes : méthode incrémentale ("Rate-

type”)

La méthode générale (pas-a-pas), qui repose sur l'intégrale héréditaire, fournit un résultat
avec une précision satisfaisante (erreur d’ordre deux), mais elle nécessite de stocker toute
histoire de contrainte a chaque point d’intégration de chaque élément fini, ce qui peut étre
volumineux pour des structures de taille importante. Afin d’éviter le stockage et l'inté-
gration de toute histoire des contraintes, les formes intégrales de la relation contrainte-

déformation (3.31)) ou (3.33) peuvent étre transformées en formes différentielles (rate-type)
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en se basant sur le modele rhéologique de viscoélasticité vieillissant de MAXWELL ou de
KELVIN. 11 s’agit de formulations dites "rate-type”, proposées par BAZANT [34]. Dans une
formulation de type différentiel, I'histoire de la sollicitation est caractérisée par les valeurs
actuelles des variables internes. Puisque le nombre de variables internes est fixé, le cott

de calcul de chaque pas est constant, indépendant du nombre de pas de I'analyse.

Approche par modele de Kelvin généralisé

Les modeles rhéologiques de type KELVIN et MAXWELL peuvent étre mis avantageusement
en parallele et/ou en série. L’assemblage est alors appelé modele de KELVIN (MAXWELL)
généralisé. De plus, I'effet du vieillissement est pris en compte en considérant des modules
de YOUNG et des amortisseurs qui dépendent du temps. Dans notre travail, nous utilisons

le modele de KELVIN généralisé.

BAZANT a montré dans un article en 1974 [34] que l'on peut développer en série de

DIRICHLET toute fonction de fluage J(¢, 7) sous la forme :

m

J(t,T)ino%—;%(T) {1—exp(—

t—T

) (3.53)
T

oll T;—1..m sont les parametres fixés, appelés les temps de retard ; Ey est le module asymp-
totique et D;—; ,,, sont les modules dépendant du temps qui sont déterminés par identifi-
cation numérique de sorte que I'expression analytique soit la plus proche possible la
courbe du CEB-FIP MoDEL CODE 1990 [I]. Le détail de cette identification est présenté
en Annexe [VII]

E(t) E,(t) E(t) E.(t)
o(t) o(t)
f71(t) 1, (t) n:(t) M (t)

Figure 3.9 — Modele vieillissant de KELVIN généralisé
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En substituant la relation (3.53)) dans la relation intégrale (3.32]), nous obtenons :

e(t) —ean(t) = Zai(t) (3.54)

colt) = /0 L go(r) = 20 (3.55)

)| do(7) (3.56)

La relation (3.54)) signifie que la déformation totale dépendant des contraintes est la somme
de la contribution de m + 1 éléments couplés en série. Selon la relation (3.55)), 1’élément
numéro 0 est un ressort élastique de raideur Ey. Pour déterminer le modele rhéologique

des autres éléments, nous différentions tout d’abord la relation (3.56]) :

4i(t) = /0 tTiD;i(T)eXp (—t;—7> do(7) (3.57)

En combinant cette relation avec la relation (3.56|), nous trouvons :

eit) + 7 éilt) = O %‘78 (3.58)

Pour éliminer la forme intégrale du second membre de I’équation (3.58)), nous devons
différentier encore une fois la relation ((3.58)) :

)+ e = 20 (3.59)

Nous constatons intuitivement que ’équation représente ’expression mathématique
d’un élément viscoélastique de KELVIN (un ressort couplé en parallele avec un amortis-
seur), mais avec des caractéristiques mécaniques qui dépendent du temps. Néanmoins,
le comportement d'un ressort de raideur vieillissant E;(t) ne peut pas étre écrit comme
0i(t) = E;(t)e;(t) car certaines conditions thermodynamiques liées a la nature du processus
de vieillissement peuvent étre violées (voir [23], [24] pour plus de détails). Le comportement
d’un ressort de raideur vieillissant doit plutot étre écrit comme &;(t) = E;(t)£;(t). Ainsi,

si nous considérons un élément de KELVIN, caractérisé par le ressort de raideur variable
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E;(t) et un amortisseur de viscosité variable ;(t), ’équation différentielle correspondante

de cet élément est

E(0(1) + < In(0)20)] = 60 (3.60)
ou bien
Ei(B)2(t) + i()2() + m(0E(0) = 5(t) (3.61)

En comparant 1’équation (3.61]) avec I’équation ([3.59)), nous nous apercevons que les pro-

priétés de I'élément de KELVIN doivent étre identifiées comme

Ei(t) = Di(t) — ii(t) = Di(t) — 7 Di(t) (3.63)

Au regard des équations (3.54)) et (3.61)), nous pouvons conclure que la formulation visco-
élastique vieillissante en fluage peut étre représentée par un modele rhéologique de KELVIN
généralisé ou F;(t) et n;(t) sont respectivement la raideur variable du ressort et la viscosité

variable de 'amortisseur de la branche 1.

Puisque I’équation différentielle est du second ordre, outre la condition initiale sur
la déformation ¢;(0) = 0, nous avons besoin d’une autre condition initiale pour la vitesse
de déformation partielle £;(0) (strain rate). Vu que pendant la période initiale qui s’étend
de l'instant du coulage du béton ¢ = 0 a l'instant d’application du premier chargement ¢,
la déformation et la vitesse de déformation sont nulles. Donc juste apres 'instant d’appli-
cation du premier chargement ¢, la vitesse de déformation est encore nulle, ce qui fournit

la seconde condition initiale.

Si nous introduisons une variable interne v;(t), proportionnelle a la vitesse de déformation
partielle ;(¢), soit :
%i(t) = Tigi(t) (3.64)

I’équation (3.59)) peut étre remplacée par une équation différentielle du premier order

5(6) + (t) = (3.65)
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avec la condition initiale 4;(0) = 0.

Algorithme de résoulution

Cet algorithme est emprunté a 'ouvrage de JIRASEK et BazaNT [1].

Une échelle croissante de temps commencant a I'instant ¢, est envisagée ; elle est discrétisée
en un certain nombre de pas de temps non nécessairement constants. Pour simplifier, le
pas de temps séparant deux bornes de temps consécutives sera cependant pris constant et
noté At. En général, I’équation doit étre intégrée numériquement pour i = 1, 2, ...m.
La solution procede de t = t,,_1 a t = t,, dans la succession des pas de temps. Au début

de chaque pas, la valeur :

yi(t) =AY (3.66)

est connue a partir du pas précédent (ou a partir de la condition initiale pour le pre-
mier pas). Concernant la sélection du pas de temps At pour une analyse a long terme de
structures soumises a un chargement constant, il est a noter qu’au début de ’analyse, la
réponse varie rapidement, donc que At doit étre pris trés petit (environ 0.001 jour), en
revanche en fin d’analyse, la réponse varie lentement et At peut étre beaucoup plus grand
(environ 100 jours). Ainsi At doit considérablement augmenter pour efficacité de calcul.
La méthode usuelle d’intégration numérique des équations différentielles ordinaires (mé-
thode d’EULER, méthode de RUNGE-KUTTA) va étre instable ou trés imprécise lorsque
At > 7. Ce probleme peut étre surmonté un utilisant un algorithme exponentiel, initiale-
ment proposé pour les matériaux non-vieillissants par ZIENKIEWICZ et al. (1968) [145] et
étendu pour les matériaux vieillissants par BAZANT (1971) [20]. Pour Uefficacité du calcul,
il est souhaitable de choisir des pas de temps At sur la base d’une 1’échelle logarithmique
log(t — t1). L’idée principale de 'algorithme exponentiel, qui permet d’avoir At > 7, est
que I'équation peut étre analytiquement résolue si le terme a droite reste constant
pendant I'intervalle de temps [t,_1;t,]. En posant At =t, —t,_1, Ao = o(t,) —o(t,_1) et
D§”‘1/2> = D;(t,—1 + At), le terme a droite de I’équation peut étre approché par :

ot) Ao
Di(t) = A p

(3.67)
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L’équation (3.65) devient :

1 Ao

() + —(t) = ———— 3.68
'7( )+ Tif)/( ) At Dgn_l/g) ( )

L’équation (3.68|) est une équation différentielle ordinaire dont la solution générale est

7, Ao t

ou K est une constante d’intégration, déterminée a partir de la condition (3.66|) par :

— (n—1) _ & _tn—l
K = (%‘ AL D(n—1/2)> exp( p > (3.70)

En introduisant la relation (3.70) dans la solution générale (3.69)), la solution finale de
I’équation (3.65)) a la forme

. TiAU t—1p1 (n—1) t —lp1

La valeur de 7;(t) a la fin du pas est donnée par :
Y =iltn) = =T By (3.72)

ou A; et (; sont des constantes, données par :

8, = exp (-ﬁ) (3.73)

T;

M= (1= 5) (3.74)

L’incrément de déformation dans l'intervalle de temps [t,,_1;t,] peut étre évalué en inté-

grant 1’équation (|3.64)) :

1=\ n—
':_/ nilB)de = P12 Ao+ (1-3)5"" (3.75)

A noter que 0 < A; < 1, puisque \; — 1 si At — 0 et \; — 0 si At — oo. Lorsque
At/7; est suffisamment grand (>30), l'expression (3.73) donne un résultat imprécis et
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doit étre remplacée par 3; = 0. D’autre part, lorsque At/7; est beaucoup plus petit que
1, 3; s’approche 1 et I’évaluation de \; selon I'expression ([3.74)) est imprécise. Dans ce cas

la, 'expression ([3.74]) peut étre remplacée par les premiers termes d’un développement en

1At 1 /At\? 1 (At
A_1_§7,+5<7i) 24( )+ (3.76)

L’expression (3.75) représente seulement l'incrément de déformation d’un élément de la

série de TAYLOR

chaine de KELVIN. En l'introduisant dans 'expression (3.54]), nous obtenons 'incrément

de déformation totale :
As — A —mA Ao |2 1N . 1 (n—1)
€ — Aggy = Z_; & = A0 Eo Z(; W + Z_; ( - Bz) Yi (377)

Le premier terme du second membre de I'équation (3.77)) peut étre interprété comme

I'incrément de déformation dua a l'incrément de contrainte ou E défini par

m |

U
5t e 379

=0

représente le module d"YOUNG effectif. Le second terme du second membre de I’équation
(3.77) peut étre interprété comme I'incrément de déformation du au fluage a contrainte

constante, noté Ag”

Z (1—5;)~ (” b (3.79)
i=0

Avec ces notations, la relation (3.77) peut étre réécrite sous la forme :
A
Ae — Aegy, = fa + A" (3.80)
ou encore :
Ao = E (Ae — Ae" — Acg) (3.81)

En substituant la relation (3.81)) dans (3.72]), nous obtenons la formule de mise a jour de

la variable interne ~; :

Vi _D(n—1/2)

%

(Ae — A" — Aeg) + B (3.82)
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La relation (3.81)) représente une relation contrainte/déformation affine & l'instant ¢,

que l'on peut écrire comme :
o = E (e — &) 4 g7 (3.83)

ou :

M = =D LA 4 Aeyy, (3.84)

3.4 Solution semi-analytique pour les effets du temps dans un élément de

poutre mixte

Dans ce paragraphe, une solution semi-analytique est développée pour I'analyse des effets
du temps dans les poutres mixtes acier-béton soumises a des charges permanentes. Le
comportement de l'acier (profilé et goujons) est supposé élastique. Par ailleurs, le carac-
tere non-linéaire du comportement du béton est ignoré. Ces restrictions seront levées au
chapitre [6] Elle consiste & combiner les relations de comportement discretisées avec les
équations différentielles d’équilibre et de compatibilité, continues en espace. En fait, la
solution sera exacte en espace mais discrete en temps. Nous avons vu au paragraphe (3.3
que la relation de comportement discrétisée du béton peut toujours s’écrire sous la forme

d’une relation affine :

n—1
o) = B (e0) — 5) 4 37w, 00 (3.85)
i=1

ol Eén), £ et v, ; sont des parametres connus, qui dépendent de la méthode utilisée
(voir relation ([3.35]) pour la méthode pas-a-pas; relations ([3.40)), (3.43]) et (3.48]) pour la
méthode algébrique ; et relation (3.84]) pour la méthode "rate-type”).

Par définition, les efforts généralisés s’obtiennent par I'intégration du champ des contraintes
sur la section droite. Ainsi les efforts internes a I'instant t,, pour la dalle de béton s’ex-

priment par :

N™ () = / ol (x,2)dA+ > ol (2, 20) Asy (3.86)

nr
Ac

NGUYEN Quang Huy 83



Chapitre 3. Les effets du temps dans le béton

MM (z) = /zagn)(x,z) dA + Zzagf)(x,zy) Ay (3.87)

n
Ac ST

En introduisant les relations (3.85)) et (2.57]), nous obtenons :

N = (EA)W™ — (EA)®™ ™ 4+ (EB)Wkr™ + ni W, ; NY (3.88)
MW = (EB) W™ — (EB)™ & 4 (E1) ™ k™ 4 Z U, MY (3.89)
ou
(EA)\M = EM™A (EB)"™ = E™B,
(EA)W = EAD) +3  Ey A, (EB) = (EB)) + ) 2w EuwAx
(EN™ = EM™I, + nz 22 By A, b

Nsr

et Nc(f;), M(EZ) sont respectivement l’effort normal et le moment fléchissant de la section de

la dalle sans prise en compte des armatures.

Ces formules montrent clairement que les efforts internes sont composés d'une partie
propre a l'instant ¢, et d'une partie qui relate I’histoire des contraintes. Il s’en suit que
les développements analytiques du chapitre servant a la construction de la solution semi-

analytique sont compliqués par la présence du terme héréditaire.

De méme, en considérant un comportement élastique linéaire pour I'acier du profilé métal-
lique et les connecteurs, et en choisissant comme axe de référence du profilé I’axe passant
son centre de gravité (EB; = 0), les efforts internes a I'instant ¢,, dans le profilé et 'effort

de cisaillement a l'interface s’expriment par :

N = [ o)A = (B0 (3.0
As

MM = /zagn)(af;,z) dA = (EI), k™ (3.91)
As
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D = k,.d" (3.92)

sc

3.4.1 Connexion discrete

Dans ce paragraphe, nous présentons le solution semi-analytique pour le trongon de poutre
mixte non-connectée. La solution pour I’élément de connecteur est identique a celle pré-

senté au paragraphe 2.4.1.2| puisque le comportement de ce dernier, en acier, est élastique.

En combinant les relations cinématiques (2.35[ - [2.38)), les relations constitutives (3.88] -
3.91)) et les équations d’équilibre ([2.18] - , nous obtenons les équations d’équilibre a

Iinstant ¢ écrites en fonction des déplacements indépendants :

O*ulM =0 (3.93)
n—1
(EA)MOu — (EB)Mo™ + Y "W, ,:0,NJ) = (3.94)
=1
n—1
(EB)MaSul™ — (BN ™M™ + p.(x) + Y W, :02MY =0 (3.95)
=1

La solution de I'équation (3.93) est :
W (z) = CMx 4 M (3.96)

Apres arrangement des équations (3.94) et (3.95), on peut écrire ces équations sous la

forme :
n—1
Pul = oo™ + of" Y "W, 10, N{) (3.97)
i=1
n—1 n—1
o™ = o{p.(x) + o8V > W, 2MYD + o>, ;2N (3.98)
i=1 i=1
en posant :
oM — (EB)" o 1
1 B - n
(EA)M (EA)M™
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o (EA)M o (EB)™
(EA)™(ED)™ — [( EB)((:”)T (EA)(EL® — [(EB),(;")]z

Afin de résoudre analytiquement ces équations différentielles, il est nécessaire de connaitre
les expressions de M., et de N,,. Sil'on considere que p,(x) est une charge uniformément
répartie, vu la forme de la solution analytique instantanée au chapitre [2] on peut suppo-
ser que l'effort normal et le moment fléchissant dans la dalle (sans prise en compte des

armatures) ont des variations quadratiques a l'instant ¢; :

NG = D224 0 4 L§f) (3.99)
MO =02 + g+, 9 (3.100)

ou «;, i = 1..6, sont des constantes, déterminées a la fin de chaque pas. On montrera sans
difficulté que cette hypothese est bien vérifiée a l'instant ¢;,1. Il s’en suit que le terme

héreditaire est de la forme :
Z\IIMN =72 4 7V 4 Y (3.101)
Z\IIMM’) = 7{"2? + 7V + 2V (3.102)

ou :

(n) Z\IJML avec j=1..6

In introduisant les relations (3.101)) et (3.102)) dans I’équation ([3.98]), on obtient ’équation

différentielle de 'ordre 4 pour v™ :
o = 24" (3.103)
olt o™ est une constante calculée a I’aide de

n 1 n n n n n
o = o (gg>pz+29(> () | gpm) ())
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La solution de I’équation (3.103)) est :
o™ (z) = gén)x4 + C’én)x?’ +CMa? C’én)x + C’én) (3.104)
Il s’en suit que la rotation 0™ (z) est donnée par :

0 (z2) = —0,0" (x) = —4Qén)1133 - SC’én)xQ - 2C’£n)x - C’én) (3.105)

En introduisant les relations (3.101)) et (3.104) dans 1’équation (3.97)), on obtient :

02ul” = 605w + 601 C5" + 200" (3.106)
avec
n n n n n n 1 n n
06" = 401" o + 204" 7} et 9$)=§9§ 'y

Cette équation a pour solution :
u(2) = of "2 + (30" + o) 2 + O 4+ O (3.107)
En posant

c=[cm o om oM o™ oo oM o™ ]T
Xg’;):x1000000}
Xg@:oo;c?)x?g:loo}

XM =10 0 322 29:1000]

XM =100 322 00 0 z 1]
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on peut écrire la solution en déplacements sous la forme matricielle suivante :

u™(z) = X (z)C™ (3.108)
ul®(z) = X7 (2)C™ + Z{ () (3.109)
™ (z) = XM (2)C™ + Z(W () (3.110)
0 (z) = X\ (2)C™ + Z{M (2) (3.111)

™, g ™ g A", o
5 1M5
——

() |40
2" {0 5", "

" g e
4 04 (n) q(n) (n)  ~(n)
3 '3 L 7 ’q7

Figure 3.10 — Elément de poutre mixte

Les constantes C’i(n), 1 = 1..8 sont déterminées en imposant que les déplacements aux
extrémités soient égaux aux déplacements nodaux a linstant ¢ (cf. Figure [3.10), qui

sont les inconnues principales :

q(n) — Xmcm L z0 (3.112)

q%n) X&Z)(O) 0
g5 X (0) Z(0)
o X{(0) z$" (0)

(n) <™ (0 ZM (0
q5 XUS (L) O
g" x(L) Z8(L)
g XY (L) Z5(L)
e XL | | Z5(L) |
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Les déplacements étant indépendants, la matrice X(™ est par conséquent inversible. On

obtient ainsi les constantes C’i(n) en fonction des qf") :

cn — [X(n)}f1 <q(n) _ Z(”)) (3.113)

Les efforts internes le long du troncon de poutre mixte sont déduits a partir du champ de

déplacements en en utilisant les relations cinématiques et les lois de comportement :

N®(z) =Y (z)Cc™ (3.114)
NO(z) = Y (x)C™ + Ry (z) (3.115)
M®(z) =Y (2)Cc™ + R (2) (3.116)
T (z) = Y (2)C™ + RY (z) (3.117)
ol

YW =0 0 38442 2EAx EA, 0 0 0]

Y =0 0 6(d"EAY — EBM) 2 ~EBMz 0 0 BAP 0]

Yi) =10 0 6(ef"EBY — BIM) s —BIMz 0 0 EBY 0]

Y@ = [0 0 —6HEAS:U—6(Q§")EB§")—Eﬂn)) EI™ —2HEA, 0

00 0|

Ry = (ﬁ"’ 4+ 3EAM M _ 12EBM ) QEYIG ) ot

R = (70" + 3EB " — 12B160") 22 +

RY =2 <7r§”> +3EBM o) —12E1 (”)Qé")> r+ Wé Yt 2EB§") an)

La matrice de raideur, qui établit le lien entre les efforts nodaux an) (cf. Figure ) et

les déplacements nodaux q(")

., s’obtient finalement en imposant les conditions aux limites

statiques :

QM =yYy™Wck  R™ (3.118)
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ou :

Q] ~Y{(0) | 0
Q% ~Y{(0) R (0)
& ~Y(0) R(0)
(n) _~ () _pm
Q= |1 X - Yﬂf (0) o mow- | MO
{n Y{(L) 0
& Y (L) RY(L)
o Yi(L) RY(L)
& L YL | RU(L)
En introduisant 1’équation (3.113) dans (3.118)), on obtient :
Kq™ = Q™ + Q™ (3.119)
ol
K =y [x™] (3.120)

représente la matrice de rigidité exacte en espace de I'élément de poutre mixte non-

connectée a l'instant n et

Q(()”) — Y™ [X(")}i 7. _ Q(()”) (3.121)

représente la vecteur de forces nodales du a la charge répartie a l'intérieur de I’élément et
a I’histoire de contraintes. La matrice de raideur de la structure s’obtient en assemblant
les éléments de poutre mixte non-connectée avec les éléments de connecteurs en suivant

la procédure déja explicitée au chapitre [2]

3.4.2 Connexion continue

Dans ce paragraphe, nous présentons la solution analytique en espace pour un élément
de poutre mixte connecté de maniere continue et soumis a un chargement uniformément
réparti p,. La démarche est tout a fait similaire & celle présentée au paragraphe [3.4.1]
Cependant le caractere continu de la connexion complique fortement les développements

analytiques. En effet, la connexion introduit une variable statique supplémentaire sans mo-
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difier le nombre d’équations d’équilibre. Il s’en suit un caractere hyperstatique, que 'on
pourrait qualifier d’interne, puisqu’il y a plus d’inconnues que d’équations. En d’autres
termes, contrairement a la poutre non-connectée, il n’est pas possible de donner I’allure

générale des effort internes sur la base des équations d’équilibre uniquement.

En combinant les équations d’équilibre (2.4 et [2.14)), les équations de compatibilité
(2.40] - [2.41)) et les relations constitutives (3.88|-[3.92)), le systeme des équations différen-

tielles du probleme se réduit aux trois équations différentielles suivantes :

n—1 n—1
Ooul — 2%l = ¢ + S0, 02MY + YW, 02N (3.122)
=1 i=1
n—1
oB™ = (Mot + MR + (N>, 0, N (3.123)
=1
EA
ul™ = (" — (k—)s&iug”) + How™ (3.124)

ol Cln)... Cé") sont des constantes, définies dans I’Annexe , et u, est donné par

HYEA)™ + (EI)™ — 2H (EB)™" L
2
(ED)™(EA)™ — (EBé’“) (E4),

o = | ks (3.125)

La réponse instantanée a l'instant ¢ = t; a été présentée au paragraphe [2.4, Dans ce para-
graphe, nous allons présenter la solution analytique pour tout instant ¢ > ¢;. On observe
que, comme pour la solution élastique de ’équation différentielle, le systeme d’équations
est découplé. Il suffit donc de résoudre I'équation différentielle qui a pour inconnue wu,
pour que la solution complete soit obtenue. La complication provient des termes héré-
ditaires, ce qui a pour conséquence que I’équation différentielle change a chaque
pas de temps puisque le second membre de 'équation (3.122)) est modifié a chaque point
repere de temps. La solution de I’équation différentielle se compose dune solution
générale et d’une solution particuliére. La solution générale est identique a la solution

élastique de NEWMARK. L’expression analytique des efforts internes comprend une partie
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qui provient de la solution générale et qui est de la forme :

N® = a(t)x + oz(t)x + ozét) + ﬁ(t) sinh (@) + 6575) cosh(p ) (3.126)
MY =aP2% + a2 + o) + 5§ sinh(p@px) + I cosh () (3.127)

Il est a noter que la solution particuliere de I’équation différentielle

P f(x) — p20P) f(x) = ay + aysinh(poz) + as cosh (o) (3.128)
est de la forme :
a; 3 as . 5)
folr) = ——=2° + ————sinh(poz) + cosh(uox 3.129
@) = ~ga® T =) ) + o my coshlio) R

Ainsi, il apparailt que la solution particuliere a la méme forme que ’expression du second
membrd'] On en conclut que I'expression de l'effort normal et du moment fiéchissant &

I'instant ¢; est de la forme :

NG = ala? + oz + ol + 3 (819 sinh(uya) + B cosh(ya)) (3.130)
j—l
MO = a2 + oz + o’ + z (50 sinb(psw) + 47 cosh(yz))  (3.131)

ou ag ‘s et de ﬁl / sont des constantes, déterminées a chaque borne (). Les termes 3 in-

diquent clairement le caractere héréditaire du comportement. Ces constantes s’expriment
en fonction des déplacement a 'instant ¢; et des contraintes aux instants précédents, elles-

mémes fonctions des déplacements aux instants précédents. Les termes héréditaires sont

de la forme :
n—1 A
Z U, N = Z )\(n 3k 4 Z ( D ginh(pex) + ni" cosh(um)) (3.132)
=1
n—1 . .
Z Wi M, Z )\k+3x3 Fy Z (nén’l) sinh () + i cosh(,uim)) (3.133)
=1 =1

! Attention si deux pas de temps consécutifs sont trop proche le terme u? — p3 tends vers zéro ce qui
provoque des problémes numériques.
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ou )\1 ‘s et 77% 7 sont donnés dans 1’Annexe . En substituant les équations (3.132)) &
m dans I’équation (3.122]), nous obtenons :

n—1
O5ul — p2Ru™ = (¢ +2¢VAL +2¢IA") + D S+
i=1
n—1
(n)ﬁg ))Sinh(ﬂix) +Z,LL ( (n)?74” +C3 772 )cosh(,ui:z:) (3.134)
i=1

Cette équation peut étre analytiquement résolue avec une solution particuliere de type

(13.129) et la solution est de la forme :

= O™ sinh(pnz) + C cosh(pnz) + CMa? + O + O 4 (W4
n—1

+ Z (9 sinh (1) 4 b9 cosh(p;x)) (3.135)

=1

En introduisant I'équation (3.135)) dans ’équation (3.123)) que 'on résoud pour v™, nous

obtenons

C (n) C(")c«(n)
o™ = (¢f" 2 J(CY cosh(pnz) + O3 sinh(pn2)) + (5= + G )+
C 2?4 C 'z + C )+ §8n zt + Z ™3 sinh () 4 b cosh(p;x)) (3.136)

=1

Les constantes d’intégration C’{n% sont obtenues par les conditions aux limites statiques
et/ou cinématiques; C7 , 8 , (9 a0 and 5™ sont détaillés dans I’ Annexe
(n)

. Pour simplifier les développements, us” et v(™ sont exprimés sous formes vectorielles,

a savoir :
n—1
u™ =XMCh 4 7 (z) + Z (agf"i) sinh(p;x) + b cosh(ux)) (3.137)
i=1
™ =X )+ Z D sinh(pix) + b cosh(p,z)) (3.138)
ou
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XM = [sinh(unx) cosh(pipr) 22 1 0 0 O]

Xg")‘[<c§">+<5—>cosh<unx> (€ + ) sinh () 2 ?

n /*Ln

ZQ()n) — Cg(n)x?) + C{gn)x?)

En substituant les équations (3.137)) et (3.138|) dans 1’équation (3.124)), nous trouvons la

solution pour ™

n—1
ul™ = XWCM 4+ Z0 () + > (ol sinh(pw) + b0 cosh(pr)) (3.139)
=1

Finalement, en utilisant les relations de compatibilité et les relations constitutives, nous

pouvons déduire les autres inconnues du probleme a partir des expressions de ugn), uﬁ”) et

o™
n—1 ) )
o) — Xé")c(n) + Zo(n) (z) + Z (aé’“) sinh(p;z) + bé"’l) Cosh(u;c)) (3.140)
i—1
n_l . .
N = YX;C)C(”) + R%’j (x) + Z (aﬁ@“‘j) sinh(p;z) + bg(,l’l) cosh(u;v)) (3.141)
i—1
n—1 ' )
N =Y @Cm + RO @)+ 3 (aggj) sinh(pz) + 03" Cosh(uwc)) (3.142)
i—1
nil . .
MO =Y PCW + RO (@) + 3 (ag’;” sinh(;z) + b\7" Cosh(um:)) (3.143)
i—1
n—1 ' )
T = YWe® + R (2) + Z (a(T””) sinh(pz) + b cosh(uw)) (3.144)
i=1

ol toutes les expressions des notations inconnus sont définies dans Annexe [[V]

A partir des expressions des champs de déplacements et d’efforts internes qui sont exactes
en espace, on peut facilement déduire 'expression de la matrice de rigidité, dite "exacte”,
a chaque borne de temps en interprétant les degrés de liberté aux extrémités de 1'élé-
ment comme des conditions aux limites pour les équations ci-dessus. Cette matrice, qui

représente la relation entre le vecteur de déplacements nodaux q(™ et le vecteur de forces
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nodales Q™ & l'instant ¢, (cf. Figure |3.10), va ensuite étre utilisée dans une procédure

d’éléments finis classique.

Soit un élément de la poutre mixte, comme le montre la figure [3.10] ; en appliquant les

conditions aux limites, le vecteur de déplacements et le vecteur de forces peuvent étre

exprimés comme suit (similaire a[3.112] et [3.118)) :

q™ = XmCcm 4 zm (3.145)
Q™ =ymcm  R™ (3.146)

ott la matrice X(™ est définie par :

On a des expressions de méme type pour les vecteurs Z™, Y™ et R(™,

En résolvant I’équation (3.145) pour C™ et en l'introduisant ensuite dans 1’équation

(3.146)), on obtient :
KM™q™ = Q™ + Qé”) (3.147)

ot KM = Y™)(X™)~! représente la matrice de rigidité exacte au temps t, et Qé”) =
K™Z®™ — R™ représente le vecteur de forces nodales di & la charge répartie p, et a

I’histoire de contraintes.

3.5 Applications numériques

3.5.1 Description de la poutre et objet des différentes simulations

La poutre de référence servant a ’ensemble des simulations numériques effectuées est celle
utilisée par DEzI et al. [59)]. Il s’agit d’une poutre mixte acier-béton hyperstatique a deux
travées égales reposant sur trois appuis simples. La figure [3.11] illustre les caractéristiques

géométriques de la poutre de référence.

Le module de YOUNG du profilé métallique vaut 200000 MPa. Les auteurs ne précisent
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25m 25m
H, =100mm
A, = 460000 mm”

A
\
A
\

3
200 mm S, =0m
I, =15.3310° mm"
934 mm H, =934mm

A, = 42800 mm”

>

20 x 300 mm”*

1550 x 15 mm?

30 x 450 mm? o
* Aot 666 mm S, =0m

Y I, =159.4910° mm"*

Figure 3.11 — Description de la poutre mixte de DEZI et al.

pas le type des goujons, ni combien de goujons sont utilisés. Ils ne donnent qu’une rigi-
dité surfacique de connexion de 400 N/mm?. Afin de simuler cette poutre avec le modele
de connexion discrete, nous considérons que cette poutre mixte est connectée a ’aide de
rangées de goujons, espacées longitudinalement de 625 mm. Ainsi la rigidité de chaque

rangée kg vaut 625x400=250000 N/mm.

Le chargement s’effectue a ty = 30 jours et ’analyse de la poutre est réalisée sur une durée
de 25520 jours, soit environ 70 années. Les fonctions de fluage et de retrait sont celles du

CEB-FIP MoDEL CODE 1990 [I] données en annexe [llf avec les parametres suivants :

to = 30 jours Temps initial
fe2s = 30 MPa Résistance a la compression du béton a 28]
RH = 80% Humidité relative

ho = 2A./u =196 avec u = 4700 mm périmetre en contact avec 1’atmosphere

s =0.25 coefficient correcteur sur le fluage

Une discrétisation en temps irréguliere est adoptée afin de déceler les changements qui
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surviennent les premiers jours. Douze bornes de temps seront utilisées :

ty ty 13 ty t5 tg ty tg tg i 11 12
30 32 35 38 45 65 100 200 600 3000 10000 25550

64.56 kN /m

e e e e

(a): Cas d'action 1

I0.1m

(b): Cas d'action 2

Figure 3.12 — Deux cas d’action considérés

Deux cas d’action seront considérés. Dans le premier cas, la poutre est soumise a un
chargement uniformément réparti de 64.56 kN/m (poids propre compris). Le deuxieme

cas est un tassement de ’appui intermédiaire de 0.1 m.

3.5.2 Comparaison avec le résultat de Dezi 1993

Dans un premier de temps, nous comparons les résultats obtenus avec notre solution semi-
analytique (exacte en espace et discrétisée en temps) avec ceux obtenus par DEzI [59], qui
a utilisé la méthode des différences finies (40 intervalles de discrétisation) pour obtenir
sa solution numérique en espace. Le but de ce paragraphe est de valider notre solution
semi-analytique (exacte en espace et discrétisée en temps). Pour cela, nous utilisons la
méme méthode de discrétisation en temps (méthode pas-a-pas) et la méme hypothese de
connexion (continue) que DEzI [59]. Les deux cas d’action sont considérés avec chacun

deux valeurs de la connexion k. a savoir ks, = 0.4kN/mm? et ky. = 1kN/mm?.

Aux figures et [3.14] I’évolution de la réaction d’appui, pour les deux cas d’action, est
illustrée pour les deux valeurs de k,.. On observe que les évolutions au cours du temps

coincident pour les deux cas d’action et les deux connexions. Il en est de méme pour la
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rotation a 'appui gauche (cf. Figures[3.15et[3.16]). De plus, on constate pour le premier cas
de charge, que la réaction d’appui varie tres peu au cours du temps tandis que la rotation
a ’appui gauche varie considérablement pour le deuxieme cas d’action. En revanche, pour
le deuxieme cas d’action, la rotation a ’appui gauche ne varie quasiment pas tandis que la
réaction d’appui varie considérablement. Ceci peut étre expliqué en partie par le fait que
le chargement est constant (dans le premier cas d’action), et que la poutre se trouve dans
une condition d’essai de fluage. En revanche, un déplacement imposé a l'appui médian

place la poutre dans une condition d’essai de relaxation.

-2017 T T T
ksc=1 kN/mm?2 : : |
m2016 e TN g g @@ ® '@ 2016,2963
= | i el ‘ 2015,6030
_i -2015}
£ 2014
S 0 i @@ 2013,8688
2 -2013f 2013,0795 ‘ 2013,5133
o 2012,3030 @'
£ 2012} : ‘\.\‘ e
3 2011} | ]
S ksc=0.4 kN/mm?2
B —-2010 ‘ :
2 Connexion continue — méthode générale
% -2009 @ Résultat de Dezi
©
EGE -2008 ¢ 2007,7197 1
-2007 + 2007,1617 . : .
—2006 > 3 " 5
10 10 10 10 10

Temps [jours]

Figure 3.13 — Cas d’action 1 : Evolution au cours du temps de la réaction de 'appui
intermédiaire

Le tableau [3.1] fournit les écarts relatifs sur la réaction a Pappui intermédiaire et la rotation
de I'appui d’extrémité de gauche pour les deux cas d’action. On y observe une bonne
concordance entre nos résultats et ceux de DEZzI. Ainsi, on peut en conclure qu’aucune
erreur grossiere ne s’est glissée dans la programmation. Par ailleurs, les écarts sont plus

grands lorsque la rigidité de connexion kg, augmente. Ceci est vraisemblablement di au
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380 T T .
0 36079 |
= 3601 35567 358.52
= 350.47
L 340t -
% Connexion continue — méthode générale
2 3201 ® Résultat de Dezi: ksc=0.4 kN/mm?
5 ©® Résultat de Dezi: ksc=1 kKN/mm?
= 300¢ ]
>
Q.
&
< 2807 T
c
= 260+ .
S 241.63
& 240.06
240+ R S © 239.92+
ksc=0.4 kN/mm2: 238.38
220 = - ‘ 5
10 10 10 10 10

Temps [jours]

Figure 3.14 — Cas d’action 2 : Evolution au cours du temps de la réaction de l'appui

intermédiaire

-3

x 10
3.6122
3.61 ksc=0.4 kN/mm? 3.5960 |
I 3.4141"]
3.4 ‘L 3.3962
)
S 32} |
.5 ksc=1 kN/mm?2
= :
5 3 |
o
2.8 2.828 2
2.8178 Connexion continue — méthode générale
26l @® Résultat de Dezi
2.4936
2.4827 : : i
245 = = ‘ 5
10 10 10 10 10

Temps [jours]

Figure 3.15 — Cas d’action 1 : Evolution au cours du temps de la rotation a I’appui gauche
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x 10
6 T T T
5.99r 5.9902
5.9898
5.98¢ 5.9776 ]
— 5.9770
K
&=, 5.97F 3
c
2 ksc=0.4 kN/mm?2
a ‘
;c% 5.96 3
Connexion continue — méthode générale
5.95f @ Résultat de Dezi
594+ 5.9392: .
5.9383 !
593 i i i
10 10° 10° 10* 10°
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Figure 3.16 — Cas d’action 2 : Evolution au cours du temps de la rotation a l’appui gauche

fait que les résultats de DEZI sont obtenus par la méthode numérique aux différences finies

tandis que les notres proviennent de la solution exacte en espace.

Cas d’action 1 Cas d’action 2
ke=0.4 kee=1 kse= 0.4 Kse=1
[kN/mm?2] [KN/mm?2] [KN/mm?2] [kN/mm?2]
to tf o s o {f to f
Réaction | 0.03% | 0.02% | 0.04% | 0.03% | -0.62% | -0.64% | -0.63% | -0.65%
Rotation | 0.39% | 0.45% | 0.04% | 0.53% | 0.02% | 0.22% | 0.44% | 0.53%

Tableau 3.1 — Ecarts relatifs de notre modéle par rapport a celui de DEZI

3.5.3 Comparaison des modeles de connexion discrete et continue

Dans ce paragraphe, les deux modeles de connexion sont comparés sur le premier cas

d’action. Pour le modeéle de connexion continue, seul deux éléments (un pour chaque tra-

vée) sont nécessaires tandis que le modele de connexion discréte nécessite 80 éléments

de connexion ponctuelle. La méthode générale (pas-a-pas) est utilisée pour discrétiser en
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temps le comportement viscoélastique et vieillissant du béton. Cette méthode étant pré-
sumée la plus précise (ou bien on peut atteindre le degré de précision voulu). Il est a noter

que le retrait n’est pas pris en compte dans ce paragraphe. L’effet de retrait sera étudié

au paragraphe [3.5.5

La figure [3.17| représente 1’évolution au cours du temps de la réaction de I'appui intermé-
diaire. Il est clair que les deux courbes sont tres proches avec un écart relatif de ~0.02%.
La poutre étant fortement connectée (avec espacement entre goujons petit de 625 mm)
et la loi de comportement discrétisée étant affine d’'une loi d’élasticité (voir 1’équation
, il est naturel de retrouver la méme conclusion que celle du chapitre [2| a savoir
que les résultats obtenus a l'aide de 2 éléments de connexion continue sont quasi iden-
tiques a ceux obtenus avec 80 éléments de connexion discrete. Ainsi les distributions de
la fleche se superposent pour les deux modeles de connexion (cf. Figure . On observe
également sur la figure [3.19] que la connexion continue surestime le glissement dans les
zones de moments positifs. Une bonne concordance est observée pour la distribution des
déplacements axiaux (cf. Figures et [3.21), la distribution de la courbure (cf. Figure
, la distribution du moment fléchissant (cf. Figure et la distribution de l'effort
axial dans la dalle (cf. Figure ou les courbes se superposent. Comme remarqué au

chapitre [2] le modele de connexion discrete produit des discontinuités de la courbure et

de Deffort axial (cf. Figures et |3.24)).

On peut conclure que malgré la complexité du modele de connexion continue, il reste plus
avantageux que celui de connexion discrete puisqu’il réduit significativement le nombre
des éléments. Comme on le voit dans ce paragraphe, les résultats obtenus avec seulement
2 éléments "continus” sont quasi identiques que ceux obtenus avec 80 éléments "discrets”.
Au vu de 'avantage que le modele de connexion continue apporte, nous n’utiliserons plus

que ce modele pour la suite des applications dans ce chapitre.
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-2014 : : : ,
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Figure 3.17 — Evolution au cours du temps de la réaction de 'appui intermédiaire pour
les deux modeles de connexion
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Figure 3.18 — Distribution de la fleche le long de la poutre pour les deux modeles de
connexion
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Figure 3.19 — Distribution du glissement le long de la poutre pour les deux modeles de

connexion
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Figure 3.20 — Distribution du déplacement axial dans la dalle le long de la poutre pour
les deux modeles de connexion
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Figure 3.21 — Distribution du déplacement axial dans le profilé le long de la poutre pour

les deux modeles de connexion
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Figure 3.22 — Distribution de la courbure le long de la poutre pour les deux modeles de

connexion
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Figure 3.23 — Distribution du
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deux modeles de connexion
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3.5.4 Comparaison des différentes méthodes de discrétisation en temps

La méthode pas-a-pas générale est consommatrice de temps de calcul et de mémoires
tandis que la mise en oeuvre de la méthode "rate-type” (séries de DIRICHLET) se heurte
au probleme délicat de I'identification des parametres du modele. Il est alors naturel de
rechercher des méthodes moins consommatrices de temps de calcul et facile a mettre en
oeuvre. Ces méthodes sont presque toujours des méthodes a un pas (one step methods)
qui tentent d’approcher le comportement sur tout l'intervalle de temps en considérant
seulement l'instant initial et l'instant final. Ces méthodes sont qualifiées d’algébriques.
Dans ce paragraphe, nous comparons toutes les méthodes mentionnées au début, a savoir
la méthode générale pas-a-pas, la méthode "rate-type” (série de DIRICHLET), la méthode
AAEM, la méthode EM et la méthode MS.

La figure indique l’évolution de la réaction a I'appui intermédiaire pour le premier
cas d’action avec et sans retrait. L’augmentation de la valeur absolue de la réaction est
évidente et restituée par ’ensemble des méthodes. On releve la proximité des méthodes
pas-a-pas et "rate-type”, que le retrait soit pris en compte ou non. On observe également
que la méthode AAEM est proche des deux méthode précitées lorsque le retrait est né-
gligé. La méthode MS a tendance a surestimer l'intensité de la réaction tandis que la
méthode EM a plutot tendance a la sous-estimer. La figure [3.26| représente 1’évolution
de la réaction a 'appui intermédiaire pour le second cas d’action avec et sans retrait.
On observe encore une fois une excellente concordance entre les méthodes pas-a-pas et
"rate-type”. La méthode AAEM s’écarte significativement des deux méthodes précitées
lorsque le retrait est pris en compte. Pour ce cas d’action, la méthode EM a tendance
a surestimer l'intensité de la réaction tandis que la méthode MS a plutét tendance a la
sous-estimer. Le tableau fournit les écarts relatifs sur les grandeurs mécaniques ob-
tenues par les méthodes "rate-type”, AAEM, EM, MS par rapport celles obtenues par la

méthode pas-a-pas générale.

Les figures [3.27] et présentent ’évolution au cours du temps de la fleche en milieu
de travée pour les deux cas d’action. On y observe que la méthode AAEM a tendance a

sous-estimer la fleche par rapport a la méthode pas-a-pas et "rate-type” lorsque le retrait
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Cas d’action 1 Cas d’action 2
Sans retrait | Avec retrait | Sans retrait | Avec retrait
Méthode "rate-type"
Réaction -0.001% -0.082% 0.161% -7.413%
Fleche -0.058% -0.131% -0.002% -0.036%
Glissement 0.085% -0.571% 0.352% -0.381%
Méthode AAEM
Réaction -0.003% -1.261% 0.401% -99.648%
Fleche -0.283% -1.454% -0.004% -0.480%
Glissement 0.433% -71.527% 0.924% -4.956%
Méthode EM
Réaction -0.030% -2.132% 4.161% | -194.857%
Fléche -1.076% -2.951% -0.045% -0.853%
Glissement 1.484% -13.248% 9.013% -9.186%
Méthode MS
Réaction 0.068% 1.003% -9.420% 148.268%
Fleche 1.522% 1.991% 0.102% 0.396%
Glissement -1.875% 6.113% -20.117% 5.400%

Tableau 3.2 — Ecarts relatifs des différentes méthodes par rapport a la méthode générale

est pris en compte. La méthode MS surestime la fleche tandis que la méthode EM la sous-
estime. L’évolution du glissement a 'extrémité gauche de la poutre est donnée aux figures
et pour les deux cas d’action. On observe qu’en I’absence de retrait et pour les
deux cas, le glissement décroit au cours du temps. Ainsi on peut conclure que le glissement
diminue avec la diminution du module de Young de béton puisque le fluage a tendance
a diminuer ce module. En I’absence de retrait, les trois méthodes pas-a-pas, "rate-type”
et AAEM fournissent des résultats tres proches. La méthode EM surestime le glissement
tandis que la méthode MS le sous-estime. Lorsque le retrait est pris en compte, on observe
une inversion du signe du glissement, et ce pour les deux cas d’action. Cela montre que la
déformation de retrait influence considérablement le glissement. En présence du retrait,
la méthode AAEM sous-estime I"amplitude du glissement, la méthode EM le sous-estime

et la méthode MS le sur-estime.

Au vu des résultats, il apparait clairement que les méthodes pas-a-pas et "rate-type sont
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équivalentes. Pourtant, leurs applications sont assez complexes. La méthode AAEM est
précise en l’absence de retrait mais I’est moins lorsque le retrait est pris en compte. Les
méthodes EM et MS ont tendance a sous-estimer ou surestimer les grandeurs mécaniques
selon le cas d’action que I'on considere. La méthode AAEM est moins complexe que les mé-
thodes pas-a-pas et "rate-type mais plus complexe que les méthodes EM et MS puisqu’elle
nécessite le connaissance de la fonction de relaxation. On peut considérer d’un point de
vue pratique que la méthode EM donne des résultats relativement acceptables. C’est la
méthode la plus simple a utiliser. Cette méthode est recommandée dans le principal code
technique de calcul pour 'analyse du fluage des poutres mixtes [61]. Par ailleurs, le retrait
semble jouer un role important et est analysé plus particulierement dans le paragraphe

suivant.
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Figure 3.25 — Cas d’action 1 : Evolution de la réaction d’appui intermédiaire calculée par
les différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.26 — Cas d’action 2 : Evolution de la réaction d’appui intermédiaire calculée par
les différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.27 — Cas d’action 1 : Evolution de la floche au milieu de travée calculée par les
différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.28 — Cas d’action 2 : Evolution de la flecche au milieu de travée calculée par les
différentes méthodes : (a) sans retrait; (b) avec retrait
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Figure 3.29 — Cas d’action 1 : Evolution du glissement a ’appui gauche calculée par les
différentes méthodes : (a) sans retrait ; (b) avec retrait
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Figure 3.30 — Cas d’action 2 : Evolution du glissement a ’appui gauche calculée par les
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différentes méthodes : (a) sans retrait; (b) avec retrait
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3.5.5 Effets du fluage et du retrait

Physiquement, le mécanisme de fluage a tendance a modifier le béton de la dalle en
diminuant son module de YOUNG. C’est la raison pour laquelle on observe a la figure
que le fluage seul augmente la fleche de la poutre (27.3%). Cette augmentation est
accentuée si le retrait est pris en compte (39.3%). Cela peut étre expliqué par le fait que
le retrait a tendance a réduire la longueur de la dalle ce qui provoque une flexion positive
se traduisant également par une redistribution singuliere de 'effort normal dans la dalle
a la figure [3.32) 11 est & noter que la déformation de retrait au temps infini est de 6x 1074,
ce qui est assez important et explique une telle augmentation de la fleche. La distribution
du déplacement axial de la dalle le long de la poutre est illustrée a la figure [3.33] On y
observe que le déplacement axial a I'extrémité de la poutre augmente considérablement
lorsque le retrait est pris en compte. La distribution du glissement le long de la poutre
est donnée figure [3.34] On y observe que le fluage a tendance & diminuer le glissement
aux appuis mais qu’il 'amplifie en travée, I'allure générale étant conservée. En revanche,
comme on peut I'observer sur la figure [3.34] le retrait modifie significativement I’allure de
la distribution précédente du glissement vers les extrémités de la poutre. La figure [3.35
représente la distribution de moment fléchissant. On observe que sans le retrait, il n’y
a quasiment pas de redistribution de moment fléchissant tandis qu’avec le retrait, on a
une redistribution remarquable avec une augmentation de 70.3% du moment fléchissant
a I'appui intermédiaire.

La tableau présente les écarts des grandeurs entre 30 et 25550 jours ainsi que les

Fluage seul Fluage + Retrait
Av(z=10m) | 5.0 mm (27.3%) 11.8 mm (39.3%)

Ad,(z=50 m) | 0.2mm (-22.2%) | 1.6 mm (-220.3%)

Au,(z=50m) |-1.9 mm (-322%) | 14.7 mm (-2496.7%)

AM(z=10m) |-32kN-m (-1.1%) | -1381 kN-m (-48.0%)

AM(z=25m) | -80 KN-m (1.6%) | -3452 KN-m (70.3%)

AN, (z=20m) |-315KN (-17.1%) | -5215 kN (-282.5%)

Tableau 3.3 — Effets du fluage et du retrait
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Figure 3.31 — Distribution de la fleche le long de la poutre

écarts relatifs sous les effets du fluage et du retrait. On y observe que le retrait joue un
role tres important. Mais on ne doit pas perdre de vue que le retrait peut provoquer
des fissures dans le béton, ce qui implique un comportement non-linéaire que la présente
méthode n’est pas capable de prendre en compte. La modélisation des effets du temps

avec le comportement en fissuration sera 'objet du chapitre [6]
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Figure 3.32 — Distribution de 'effort normal dans la dalle le long de la poutre
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Figure 3.33 — Distribution du déplacement axial dans la dalle le long de la poutre
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3.6 Conclusions

Au cours de ce chapitre, nous avons développé une solution semi-analytique originale re-
lative au comportement viscoélastique linéaire des poutres mixtes avec prise en compte
du retrait et du vieillissement du béton. Cette solution a été établie pour les deux modele
de connexion. Elle s’obtient en résolvant analytiquement un systeme d’équations différen-
tielles qui correspond aux équations d’équilibre exprimées en fonction des déplacement.
Ce systeme d’équations s’obtient donc en combinant les équations d’équilibre, de compa-
tibilité et la loi de comportement viscoélastique discrétisée. Ainsi cette solution, exacte
en espace, est approchée en temps. Néanmoins, I'usage d'un schéma trapézoidale permet
de d’obtenir une solution avec une précision suffisante. De cette solution semi-analytique,
nous avons construit un élément fini avec matrice de raideur exacte pour la version dis-
crétisée du comportement. Cet élément a été intégré dans un programme d’éléments finis
classique qui nous avons ensuite utilisé pour analysé des poutres mixtes continues. Encore
une fois, le caractere exacte de la matrice de raideur conduit a une réduction importante
du nombre d’éléments nécessaire. Nous avons ensuite confronté nos résultats avec eux
d’autres auteurs ayant utilisés d’autres méthodes de résolution et nous avons observé un

bon accord.

Une étude comparative des deux modeles de connexion a été présentée et nous avons pu
conclure que malgré la complexité induite par le modele de connexion continue, il reste
avantageux par rapport au modele de connexion discrete car il permet une réduction si-

gnificative du nombre d’éléments.

La méthode pas-a-pas générale fournit un résultat avec une précision satisfaisante mais
elle nécessite de stocker toute histoire de solicitation, ce qui peut conduire a un temps de
calcul élevé notamment pour les structures de taille importante. La méthode "rate-type”
de BAZANT présente 'avantage d’éviter un stockage de toute I’histoire des contraintes
puisque cette derniere est caractérisée par les valeurs actuelles des variables internes. En
revanche la mise en oeuvre de la méthode rate-type se heurte au probleme délicat de 1’'iden-
tification des parametres de la fonction de fluage. Les méthodes algébriques (AAEM, EM
et MS) présentent un avantage au niveau du temps de calcul et de la de la mise en oeuvre,

facilitée par la forme simplifiée de la relation de comportement discrete (un seul pas).
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Parmi ces trois méthodes, la méthode AAEM conduit aux meilleurs résultats qui dans

certains cas peuvent étre proches de ceux issus de la méthode générale pas-a-pas.

L’étude comparative de 'effet de fluage et retrait sur le comportement nous permet de
conclure que le retrait joue un role tres important sur le comportement de poutres mixte.
Le retrait conduit a un augmentation des fleches et a une redistribution significative des
efforts internes dans les poutres hyperstatiques. Egalement, le retrait peut provoquer des
fissures dans le béton et nous conduire dans le domaine nonlinéaire du comportement du
béton, qui est 'objet du chapitre suivant. L’interaction entre le fluage et la fissuration est

abordé au chapitre [6]
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CHAPITRE 4

MODELISATION DU COMPORTEMENT MATERIEL

4.1 Introduction

Les poutres mixtes sont constituées de deux matériaux, ’acier et le béton, dont il convient
de modéliser le comportement mécanique afin de pouvoir analyser le comportement des
poutres mixtes jusqu’a la charge ultime. Dans une approche par éléments finis a fibres, un
ingrédient essentiel est la relation contrainte/déformation en uniaxial. Ainsi, la majorité
des modeles sont décrit a ’aide de relations explicites exprimant la contrainte en fonction
de la déformation. Cette approche a ’avantage d’étre intuitive mais peut conduire a des
complications d’ordre algorithmique. A partir de cette écriture "ingénieur” des modeles, il
est possible de formuler ces modeles dans le cadre mécaniquement rigoureux de I’approche
par variables internes. L’avantage principal est que ce formalisme permet une intégration
numérique cohérente du comportement et conduit a des algorithmes efficaces. Toutefois
soulignons que si le chargement n’est pas cyclique, il est possible d’éviter cette reformu-

lation qui, dans le cas du béton, peut conduire a des fonctions d’écrouissage complexes.

Dans ce chapitre, nous décrivons brievement les aspects phénoménologiques les plus mar-
quants du comportement de I’acier et du béton et présentons les modeles correspondants.
La modélisation de I’acier ne pose aucun souci spécifique car son comportement mécanique
est bien décrit par les modeles classiques de 1’élastoplasticité. Par contre la modélisation
du béton est moins évidente car ce matériau a un comportement qui differe en traction et
en compression (anisotropie) et qui exhibe un radoucissement compliquant ainsi la mise en
oeuvre numérique. Pour le béton, le modele CEB-FIP MoDEL CODE 1990 [I] a été retenu
pour le comportement en charge. Un modele de plasticité couplé a ’endommagement a été
développé. L’endommagement permet de modéliser la dégradation de la raideur. Ce nou-
veau modele permet de reproduire exactement la courbe enveloppe contrainte/déformation
en compression du modele CEB-FIP MopeL CoDE 1990 [I]. La procédure d’identifica-
tion, qui est décrite, conduit a des courbes d’écrouissage complexes. Par ailleurs, lorsque
le béton est associé a une armature, le phénomene de "tension-stiffening” apparait dans

la zone tendue. La modélisation de ce phénomene, par ailleurs important, est donnée. A
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ces aspects, on doit ajouter une description des modeles de comportement des goujons.

4.2 Acier : Aspects expérimentaux du comportement

L’acier est un matériau cristallin, dont la structure présente des défauts de type disloca-
tion. Sans mouvement de ces défauts, les déformations de la structure cristalline corres-
pondent a des déformations réversibles, dites élastiques. Les mouvements des dislocations

induisent des déformations irréversibles, dites plastiques [79].

plastique | plastique non-;"; A0
uniforme uniforme |

&£ £ ELid & &

Figure 4.1 — Courbe contrainte/déformation : (a) acier dur; (b) acier doux

Les propriétés mécaniques de ’acier sont déterminées par des procédures normalisées d’es-
sais de traction d’éprouvettes normalisées. On considere une éprouvette que 1’on soumet
a un chargement monotone en augmentant progressivement la contrainte o ou la défor-
mation e (essai & déformation imposée) et on mesure la déformation qui en résulte (ou la
contrainte). Cet essai met en évidence un domaine a 'intérieur duquel le comportement est
linéaire et a 'extérieur duquel il devient non-linéaire. Selon les aciers, on observe un dur-
cissement plus ou moins prononcé qui correspond au cas d’une courbe (o, €) croissante. Au
cours de cette phase on observe un allongement plastique uniforme. Au-dela d’une valeur
de la déformation €,, on note un radoucissement et donc une courbe (o,¢) décroissante
au cours de laquelle se développe des déformation plastiques non uniformes (localisation).
Cette partie de la courbe ne peut s’obtenir que si ’essai est piloté en déformation. Un

aspect essentiel est la plus ou moins grande ductilité de ’acier qui se caractérise par sa
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capacité plus ou moins grande a se déformer sans atteindre la rupture. Pour un acier doux,
on observe que sitot apres la perte de linéarité, la courbe (o, ) présente un plateau avant
de se redresser pour des déformations plus importante. La figure montre des courbes

contrainte-déformation pour deux types d’acier (dur et doux).

Apres décharge complete, il subsiste une déformation résiduelle permanente qui corres-
ponds a la déformation plastique. Comme indiqué la figure [£.2] la déformation au point
B se décompose donc une partie élastique réversible et une partie plastique qui subsiste
apres décharge. Lorsque 1'on effectue une décharge de B a C et que 'on recharge a partir
de C, on observe pour la plupart des métaux que la charge se fait a nouveau le long du
trajet BC et de fagon élastique (le trajet est donc réversible). Ainsi, la limite d’élasticité
pour une charge a partir de I'état C est op. Si la limite d’élasticité est fixe (op = o,
pour tout B), on dit le matériau est parfaitement plastique. Si la limite d’élasticité varie
(op # 0,), on dit que le matériau est écrouissable. Lorsque 1'on soumet une éprouvette a
un essai de traction suivi d'un essai de compression, on constate que la traction préalable a
écroui le matériau dans le sens de la traction (augmentation de la limite d’élasticité) mais
I’a adouci dans le sens de la compression. Ce phénomene est connu sous le nom d’effet
BAUSCHINGER [92]. La figure 4.2 montre que la limite d’élasticité actuelle en compression

est plus faible que la limite d’élasticité en compression initiale.

AC
B =
Op
= i
y .
/ % % don‘l)alne.a’ct)uel
domaine initial i d'élasticité
d'élasticité gl / e
; &
/C !
O-B' B" r
effet
% Z Bauschinger
A -o
_/_/‘ Y

Figure 4.2 — Effet de BAUSCHINGER
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4.3 Modeles de comportement de ’acier

Dans un contexte d’éléments a fibres, le comportement mécanique d’un matériau est
décrit par une loi uniaxiale qui relie explicitement la contrainte et la déformation totale.
Une premiere approche, satisfaisante pour un chargement monotone, consiste a décrire
le comportement mécanique de 'acier a ’aide d’une ou plusieurs relations explicites qui
correspondent aux phases observées expérimentalement. Schématiquement, les modeles
les plus fréquents sont les modeles multi-linéaires et les modeles qui comportent a la
fois une partie linéaire et une partie parabolique (voir figure . Ainsi, il ne semble a
priori pas nécessaire de recourir a la théorie de la plasticité, comme on le ferait dans
une situation tridimensionnelle tout a fait générale. En se souvenant que pour un état
de contrainte uniaxial, les modeles élastoplastiques de l'acier les plus courants peuvent
étre intégrés exactement, on observe le parallele qui existe entre les deux écritures. Pour
des chargement cycliques avec inversement du signe de la contrainte, il est avantageux

d’utiliser le cadre rigoureux de la plasticité.
4.3.1 Modeles mécaniques explicite pour 1’acier

AC AC

E

0

E, c
&

Y.,

&

1

bilinéaire multilinéaire linéaire + parabolique

i

Figure 4.3 — Modeles mécaniques explicites de ’acier.

Ce sont des modeles qui sont destinés au cas unidimensionnel. A partir des essais traction-
compression unidimensionnels ou la résolution analytique de ’équation d’évolution (en
1D) associée au modele élastoplastique, on déduit une relation explicite entre la contrainte
et le déformation totale. Ce type de modele est souvent utilisé pour analyser le comporte-
ment des structures sous charges statiques monotones a cause de sa simplicité. Par contre,

il devient assez complexe a mettre en oeuvre pour les chargements cycliques. En pratique,
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pour une analyse sous chargement statique monotone, il est courant d’adopter les modeles

explicites simples représentés & la figure

Pour une analyse sous chargement cyclique, il existe des modeles explicites avec réactuali-
sation des coefficients caractéristiques qui sont capables de restituer les effets d’écrouissage

linéaires, comme par exemple le modele de MENEGOTTO-PINTO [100].
4.3.1.1 Modele multi-linéaire

(a)

— — — Chargement monotone

— Chargement cyclique

Figure 4.4 — Modele multi-linéaire : (a) écrouissage isotrope; (b) écrouissage cinématique

Dans I'analyse des structures, le modele multi-linéaire est souvent utilisé pour représenter
le comportement mécanique de 'acier. La relation contrainte-déformation est linéaire par
morceaux apres la présence de plateaux. Un point essentiel est la décharge qui peut se pro-

duire en tout point de la structure et dont il convient de prendre compte dans ’algorithme
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de calcul. Pour définir de maniere précise le chemin de contrainte, il est important de choi-
sir le type d’écrouissage. La figure [f.4h représente un modele bi-linéaire avec écrouissage
isotrope avec plusieurs chemins de chargement. Ainsi, a partir de la donnée d’un incrément
de déformation et de la contrainte initiale, il est possible de calculer la contrainte finale.
De méme, le modele bi-linéaire avec écrouissage cinématique est représenté a la figure

M.4b. C’est ce modele qui sera utilisé dans les applications numériques aux chapitres

4.3.1.2 Modele de Menegotto-Pinto

Le chargement monotone initial suit une loi bilinéaire. En cas de décharge apres plastifi-
cation, le comportement est initialement asymptotique a la droite de décharge élastique,
avant de s’en écarter pour devenir asymptotique a la droite d’écrouissage. La courbure
de la transition entre les deux droites augmente en fonction de la déformation plastique
atteinte lors du cycle précédent (Fig. . La relation contrainte-déformation est définie

par la relation suivante :

1-0b)z
og=>be+ ( )1/3 (4.1)
(1+2%)
ou :
o — 0,
o= 4.2
i (4.2)
et
€ — &,
g = 4.3
e — (4.3)
avec

e 0, et ¢, la contrainte et la déformation au dernier changement de signe de la variation
de la déformation;

e 0 et &g la contrainte et la déformation de la limite élastique (fictive) courante;

e b le rapport du module d’écrouissage au module élastique ;

e R un parametre définissant la forme de la loi de comportement et dépendant de la
déformation plastique dans le demi-cycle précédent, c’est-a-dire entre changements de
signe de la variation de la déformation. L’expression de R proposée par MENEGOTTO

et PINTO [100] est :

a§

R:Ro—a2+§

(4.4)
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ou Ry = 20, a; = 18.5 et as = 0.35 sont des parametres du modele et le parametre & est

mis a jour a chaque changement de signe de la variation de déformation :

R 5 Ori — Ori—1
ri — Eri—1 T T 5

€045 — Eri

)

ol les indices 7 et 7 — 1 désignent respectivement les valeurs au dernier et a ’avant dernier

changement de signe de la variation de la déformation.

52 (‘90 —& )2

(‘9070_0 )0

(c.2,)

Figure 4.5 — Modele de MENEGOTTO-PINTO [100]

Ce modele a 'avantage de permettre d’intégrer un écrouissage isotrope en modifiant la
limite d’élasticité a chaque changement de signe de la variation de contrainte. FILIPPOU

et al [66] ont proposé la relation suivante :

€max
00,new = 00,ini 3 ( — a4 (4.6)

€0,ini

Ol Emax est la déformation maximale en valeur absolue lors du changement de signe de la

variation de déformation.
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Dans ce travail de these, tous les modeles explicites présentés précédemment sont pro-

grammeés et intégrés dans notre propre programme.

4.3.2 Modélisation élastoplastique de I’acier

Les courbes monotones peuvent étre remplacées par un modele élastoplastique de ma-
niére assez aisée pour les chargements monotones. Il suffit pour cela d’adopter un type
d’écrouissage (isotrope et/ou cinématique) et d’identifier la fonction d’écrouissage. Bien
que cela ne soit pas nécessaire pour les modeles 1D en chargement monotone, il est pré-
férable d’adopter le cadre général de la plasticité, en particulier si I'on souhaite décrire le
comportement cyclique des matériau. La formulation générale de ces modeles est écrite
en 1D comme suit. Classiquement, on adopte une décomposition de la déformation totale

£ en une partie élastique £° et une partie plastique &P :
e=¢%+¢P (4.7)
Le contrainte est reliée a la déformation élastique par le module de Young :
o= FE° (¢ —¢&P) (4.8)

Pour décrire I’évolution du domaine élastique, on introduit deux variables internes : p
et a. La variable interne p est associée a 1’écrouissage isotrope et la variable interne
« est associée a ’écrouissage cinématique. A ces deux variables, on associe deux forces

thermodynamiques conjuguées R et X de maniere a ce que la puissance dissipée s’écrive :
oe? — Xa—Rp >0 (4.9)

Le domaine élastique est défini par la surface de charge (expression générale) :
flo,R,X)=|oc—X|—(0,+R) (4.10)

ou o, est la taille initiale du domaine élastique. En adoptant le cadre général des Ma-
tériaux Standards Généralisés, I’évolution de la déformation plastique et des variables

internes découle d'une regle de normalité généralisée dans laquelle la vitesse de déforma-
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tion plastique P et des variables internes —p et —a s’obtiennent, comme le produit d'un
scalaire positif proportionnel A donnant lintensité et la dérivée du critere f (0, X, R) par

rapport a la force thermodynamique conjuguée qui donne le sens de ’évolution :

P = )\% = Asign(o — X) (4.11)
. ﬁ o

—p=hgr = (4.12)

—Q = g—;; = —\sign(o — X) (4.13)

Le scalaire \ est appelé le multiplicateur plastique. Il est nul en charge élastique ou en
décharge élastique et il est strictement positif en charge plastique. Prenant en compte le
critere de plasticité avec le caractere non-négatif du multiplicateur plastique, on obtient

alors les conditions de complémentarité de KUHN-TUCKER pour déterminer A :

flo,R,X)<0 , A>0 , MNf(o,R,X)=0 (4.14)

On observe ainsi que & = P et p = |€P|. Ces deux relations traduisent les régles d’écrouis-
sage cinématique et isotrope. Les forces thermodynamiques et les variables internes sont

liées par les lois d’état :

X =Ca (4.15)
R = R(p) (4.16)

Le multiplicateur plastique s’obtient a partir de la condition de cohérence qui exprime le

fait que le point correspondant a un état de charge ne peut quitter la surface de charge :

f(o,R,X)=0 (4.17)
On obtient alors
Of .
) E°—¢
i = do (4.18)

f\? [(Of\*dR [0f\*dX
Ee _f + _f — + _f R
do OR/) dp 0X ) da
Ainsi, lorsque 'expression de la surface de charge f(o, R, X) est connue, I’évolution de la

déformation plastique peut étre déterminée. En combinant les équations (4.8]), (4.11]) et
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(4.18), le taux de contrainte peut étre relié a la vitesse de déformation totale comme :
& = B¢ (4.19)

ou E°P est le module élastoplastique dont ’expression est :

2
-
EP=F|1- . ad . (4.20)
o (2 () 5 (2
do OR) dp 0X ) da

Le module élastoplastique tangent continu peut s’interpréter comme 'opérateur tangent

obtenu a partir des relations discrétisées. Ceci n’est vrai que pour le cas unidimensionnel.

Bien qu’il ne soit pas strictement nécessaire d’adopter ce formalisme rigoureux lorsque
I'on fait usage des modeles a fibres, 'identification des parametres d’écrouissage C' et R

conduirait a des fonctions discontinues qui dépendent de ’état de déformation plastique.

4.4 Béton : Aspects expérimentaux du comportement

Le béton est un matériau composite constitué d’'une matrice de ciment et d’inclusions de
granulats ou d’agrégats (sables, graviers). A I'hétérogénéité de la composition du béton
vient s’ajouter celle dite structurelle et qui provient de l'existence de défauts initiaux
(microfissures) entre linterface des granulats et de la pate de ciment qui constitue le
lien le plus faible du matériau. De par sa nature hétérogene, le béton présente donc
un comportement mécanique tres complexe englobant un comportement fortement non

linéaire sous un état de contraintes multiaxiales.

4.4.1 Béton en compression

Considérons une éprouvette de béton comprimée par I’application d’une déformation im-

posée (Figure 4.6)). Le comportement axial est non linéaire, et passe par un maximum.

En générale, jusqu’a plus ou moins 30% de la résistance en compression, noté fe.,,, le com-

portement est linéaire. En suite, la non linéarité du comportement va croissant, jusqu’a
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Ao/ L

/

/\ déformation

tension

critique

extension axiale extension

latérale volumétrique
& £,
- -

Figure 4.6 — Comportement en compression uniaxiale [79]

atteindre la contrainte maximale. Cette altération est due a ’apparition et la propagation

des microfissures. Si la contrainte augmente encore, les déformations se concentrent et

un mécanisme de ruine se met en place. La charge atteint son maximum et commence a

décroitre. Si des contraintes normales existent (en raison d’un frettage ou d’un confine-

ment), le comportement post-pic est plus ductile et la descente qui fait suite a I'atteinte

du maximum est moins brutale [53].

V4

VIR

~100
£ 80
Z
x
s —60
g
72}
2 -0
g -20
0 —

=

|
|
\

—/

: : -3
compressive strain, €, [107]

Figure 4.7 — Evolution du diagramme o — ¢ en fonction de sa résistance [107]

L’allure du diagramme o — ¢ change avec la résistance du béton (cf. Figure [4.7)). Lorsque
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celle-ci croit :
— le module initial et la déformation au pic augmentent,

— le comportement post-pic devient moins ductile.

-10+

contrainte axiale [MPa]
KN
&)

0 1 -2 -3 -4 5
déformation axiale x10?

Figure 4.8 — Comportement du béton en compression sous charges cycliques [142]

Les décharges et recharges sont non linéaires, avec une raideur moyenne inférieure au

module a l'origine. Cette raideur décroit avec la déformation maximale atteinte (cf. Figure

4-8).

4.4.2 Béton en traction

En traction uniaxial, la courbe o —¢ est différente de celle en compression. La résistance en
traction du béton est beaucoup plus petite qu’en compression. C’est principalement du a la
résistance en traction de 'interface agrégat-mortier qui est bien plus faible que la résistance
en traction de I'agrégat. Lorsqu’une éprouvette de béton est soumise a traction, elle a un
comportement quasi linéaire jusqu’a la limite de fissuration (résistance en traction), fem.
Ensuite, si I'essai est effectué a déformation imposée, il apparait une branche descendante
non linéaire appelée "tension softening”. La contrainte ne tombe pas directement a zéro,

il faut maintenir un certain effort pour continuer a ouvrir la fissure.

Tout comme en compression, en cas de décharge, la rigidité est inférieure a la rigidité

initiale et diminue lorsque la déformation maximale atteinte augmente (cf. Figure [4.9)).
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Figure 4.9 — Courbe contrainte-déformation du béton soumis a traction cyclique [118]

4.5 Modeles de comportement du béton

Plusieurs modeles mécaniques ont été proposés pour décrire le comportement du béton.
Les premiers modeles étaient basés sur des observations expérimentales directes. Ils étaient
par nature incomplets. Les modeles actuels ont une base physique nettement plus sérieuse,

et sont donc plus robustes. Cependant, ils font généralement I’hypothese d’un comporte-

ment continu.

O o (o2
A E() A EO A E(]

Y I, 7

E E

& & &
> > >

(a) (b) ()

Figure 4.10 — Types de modeles utilisés pour le béton en compression : (a) endommagement
pur; (b) plasticité; (c¢) couplage plasticité-endommagement [100]

Quatres formulations de base peuvent étre distinguées :

— Les modeles basés sur une relation explicite entre les contraintes et les déformations.
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Ils sont capables de restituer le comportement sous chargements croissants. Ils ont
par contre plus de mal a reproduire le comportement en décharge et le comportement
cyclique.

— Les modeles basés sur la théorie de la plasticité (cf. Figure [£.10p). Cette théorie per-
met de rendre compte des déformations résiduelles lors des décharges. Bien qu’initiale-
ment développée pour les matériaux cristallins comme les métaux, elle peut moyennant
quelques adaptations étre appliquée au béton.

— Les modeles basés sur la théorie de 'endommagement continu (cf. Figure [1.10k). Ces
modeles simulent la dégradation progressive du matériau en diminuant la surface résis-
tante. Les décharges se font selon des droites passant par I'origine.

— Les modeles basés sur le couplage plasticité-endommagement (cf. Figure MC) qui per-

mettent d’approcher le mieux les courbes expérimentales.

La modélisation élastoplastique du béton s’integre dans le formalisme de la plasticité
développé pour l'acier avec, comme différence essentielle, un critere de plasticité aniso-
trope pour distinguer la compression de la traction et des fonctions d’écrouissage (crois-
sante/décroissante) pour décrire le durcissement et le radoucissement. Par ailleurs, le
modele élastoplastique endommageable dégénere en un modele élastoplastique classique

pour une variable d’endommagement égale a zéro.

4.5.1 Modeles mécaniques explicites pour le béton

Dans la majorité des cas, ces modeles fournissent un relation explicite entre la contrainte
normale et la déformation axiale totale. Ils émanent d’une exploitation directe des essais de
compression/traction. Chaque phase du comportement est décrite a I’aide d’une fonction
analytique :

o= f(e) (4.21)

On retrouve ce type de description dans la plupart des normes. Ainsi ces modeles ont
la faveur des ingénieurs qui en font usage dans des code de calcul basés sur les éléments
finis & fibres [I31], [113], [136], [68]). Il est évident que la relation contrainte-déformation
totale ne permet pas de prendre en compte la base physique du comportement du béton,
notamment dans le cas de charge/décharge. Par ailleurs, il semble difficile de généraliser

les modeles explicites aux sollicitations cycliques.
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Nous allons présenter dans les paragraphes suivants deux modeles explicites largement

utilisés en pratique.

4.5.1.1 Modele de PTEUROCODE 2

Pour les béton normaux, 'EUROCODE 2 [2] propose la relation contrainte-déformation

totale (cf. Figure [4.11)) donnée par I'expression (4.22)) :

o k(e%) - (66_1> 2 (4.22)

Jem 4k~ ) (i>

Ecl
ol &, est la déformation au pic de contrainte et k est déterminé par :

o 1.1 Ec,nom Ecl

k
Jem

(4.23)

avec I om le module sécant relatif, calculé conventionnellement & une contrainte de
0.4f.m. Au-dela de la déformation ultime e.,, le modele ne fournit aucune relation. Par

ailleurs, I'EC2 néglige la résistance du béton en traction.

A O-c

0.4f,, -

cm

7 e,nom

-
gcl gcu

Figure 4.11 — Modele de 'EUROCODE 2 [2]

Remarque : Ce modele ne prédit aucune information sur la décharge.
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4.5.1.2 Modele de CEB-FIP Model Code 1990

Le modele proposé dans "TEUROCODE 2 [2] n’est pas adapté aux bétons a haute résistance
qui ont une certaine ductilité. Par contre le modele de CEB-FIP MoDEL CoDE 1990 [I]
est plus général et permet de bien décrire le comportement d’un béton a haute résistance.
Par ailleurs, comme le modele de 'TEUROCODE 2, ce modele ne fourni aucune information
sur la décharge. La relation contrainte-déformation totale de ce modele est donnée par :

— Pour e < ecim

o —fem (4.24)

¢ 2 2
Ec,lim Ec,lim €cl Ec,lim €cl

E ; ? 2 c,lim Eci
i 9 Ec,lim + Ee)l .
Ecl Ecl Ecl Ecl

avec

4

= 4.25
5 1 + Eci 2 Ec,lim ( )
Ecl €ecl
— Pour e.jim <. <0
Eci Ec Ec ? f
Ecl €cl Ecl o A 2%
O-C - 1 + EC,L 2 66 ( ° )
Ecl Ecl
— Pour 0 < e, < 0.9fum/Ee
Oc = Ecigc (427)
— Pour 0.9fum/FEe < . < 0.00015
B 0.1 foem (0.00015 — &,)
Oc = fctm - O-9fctm (428)
0.00015 — ———
— Pour si . > 0.00015
0. =0 (4.29)

Les notations utilisées dans les relations ci-dessus ont la signification suivante :
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E.; module initial tangent du béton a 28 jours [MPa] ;

e F, module sécant de I'origine au pic de contrainte — f,,,, [MPa];

e f.n, résistance a la compression du béton [N/m?|;

® f.m résistance & la traction du béton [N/m?];

e £, déformation au pic de contrainte — f,,.

® c.im déformation correspond a la contrainte apres le pic o, = —0.5 fop,.

A
_f;m ________ /

Compression

—0.5f, | ——f LN

15% \E"l

\

Tension e 0.9f

ctm

Figure 4.12 — Modele de CEB-FIP MoDEL CODE 1990

4.5.2 Modeles basés sur la théorie de ’endommagement scalaire

L’idée d’une représentation répartie de 'endommagement (fissuration) des matériaux a
été proposée initialement par KACHANOV [83]. 1l s’en est suivi le concept de contrainte
effective introduit par RABoTNOV [106]. Il faut cependant attendre le début des années
70 pour que la théorie de 'endommagement continu (Continuous Damage Theory) se
développe avec dynamisme et le début des années 80 pour que le formalisme de la ther-
modynamique des processus irréversibles apporte un cadre rigoureux et élégant. Depuis
lors, plusieurs modeles d’endommagement continu ont été proposés dans la littérature.
On distingue assez clairement deux classes de modeles : 'endommagement ductile et ’en-

dommagement fragile. Le premier s’accompagne de grandes déformations et s’applique
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plutot aux métaux et alliages. L’endommagement fragile permet de modéliser I'appari-
tion de micro-fissures et de micro-vides dans les bétons. Sa version la plus simple consiste
a introduire une variable d’endommagement scalaire d définie comme la perte de rigidité

du matériau lors d’un essai uniaxial :

E
d=1—-— 4.
5 (4.30)

ou Ej est le module de YOUNG initial et £ le module de YOUNG endommagé. La va-
riable d’endommagement d varie entre 0 (matériau sain-pas de micro-fissures) et 1 (maté-
riau rompu). Elle peut s’interpréter physiquement, soit comme une porosité relative, soit
comme une densité de micro-fissures. Conformément au premier principe de la thermody-
namique, on associe au matériau une énergie libre volumique (potentiel de HELMHOLTZ)
qui dépend uniquement des valeurs actuelles des variables d’état qui sont la déformation
et la variable interne d :

(e, d) = %(1 — d)Eye? (4.31)

Les lois d’état s’obtiennent par dérivation du potentiel ¥(e,d). On obtient ainsi

_ 0V(e,d)
e

= (1 — d)Eoff y Y = —W = %EO 52 (432)

g

Y est la force thermodynamique associée a la variable interne d et correspond au taux
de restitution de I'énergie dii a 'endommagement. Il s’ensuit que le taux de dissipation

mécanique est positif au cours de I’évolution puisque :

: . ov ov .
D=0c—-V (a 65)5 8dd_0 (4.33)

L’inégalité devant etre satisfaite quelque soit € et d, on obtient

0V (e, d) oV(e,d) 1 ,
=—2 7 —(1—-d\E Y =—— 7~ =_F 4.34
7 Oe (1-d)Ee ad p0e (4:34)
Il s’en suit que :
oV(e,d) . ~
24 d=Vod >0 (4.35)
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puisque ¥ et d sont tout deux positifs. Il convient encore de préciser 1’évolution de la
variable interne d. Autrement dit, il importe de définir quand I'’endommagement commence
(critere d’endommagement) et comment il évolue avec le chargement (loi d’évolution de d).

On adopte un critere qui s’exprime dans I'espace de la force thermodynamique associée :
1
faY,d) =Y = Sho(1+ 27 ) (4.36)

ol %ko représente le seuil initial d’endommagement ; v représente une pseudo-ductilité en
référence a 'écrouissage plastique (MARIGO). L’évolution de la variable interne d s’obtient
a I'aide d’une regle de normalité :

. Of

et des relations de complémentarité
f1<0 . XA=0 , Afa=0 (4.38)

La présentation ci-dessus rentre dans le cadre des "stress-based formulations”. On retrouve
dans la littérature des critéres qui s’expriment en fonction des déformations ("strain-
based formulations”) dont le plus célebre est celui de MAZARS(1984) [97]. Par analogie
avec la plasticité, I’évolution de la variable d’endommagement d peut s’écrire a ’aide de

I'inéquation variationnelle suivante (Principe de dissipation maximale de HILL) :

VY e Ky :
. @ (4.39)
d(Y =Y')>0, YeKy
f1<0 , Xa=0 , Aafy=0 (4.40)
ou K4 est un convexe qui dépend de I'é¢tat d’endommagement au travers de d :
Ka={Y eR"|f(Y,d) <0} (4.41)

4.5.3 Modeles basés sur le couplage plasticité-endommagement

Le modele d’endommagement scalaire présenté ci-dessus permet de modéliser de maniere

satisfaisante la dégradation de la raideur du béton au cours du chargement. A lui seul, un
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modele de plasticité adoucissante avec prise en compte du comportement anisotrope n’est
pas suffisant. Il semble alors assez naturel de combiner endommagement et plasticité afin

d’obtenir un modele complet qui puisse traduire le comportement réel du béton.

Il existe plusieurs facon de coupler la plasticité et la théorie de I'endommagement et
une description complete des modeles serait trop longue. Pour une étude approfondie
de la théorie de I'endommagement, le lecteur pourra consulter les références ([106],[101],
[91], [65]). On peut toutefois signaler que I’endommagement peut également affecter les
propriétés de résistance et pas uniquement le module de YOUNG comme il est souvent
d’usage de le considérer. Dans ce travail, il nous a semblé judicieux d’adopter un modele
ou I’évolution de la résistance est pilotée par un modele de plasticité adoucissante et la dé-
gradation de la raideur a I'aide d’un modele d’endommagement scalaire tel que décrit plus
haut. Un point particulier du modele est le démarrage concomitant des deux processus.
Autrement dit, des que I'on plastifie, on endommage également. Ce modele s’inspire du
modele présenté par MESCHKE et al. ([101]). Enfin signalons que 'écriture des modeles
élasto-endommageables est loin d’étre unique. Nous avons retenu une description dans
I’espace des contraintes généralisées au sens thermodynamique. Un excellent résumé de

cette théorie est donné par GOVINDJEE [75].

4.5.3.1 Equations fondamentales de la théorie de 1’élastoplasticité endomma-

geable : cas 1D

Dans cette these, notre choix s’est porté sur un modele élastoplastique anisotrope avec
endommagement de la raideur du béton. Afin de faciliter 'identification des parametres
du modele, nous avons retenu un modele qui couple les deux processus. Ce modele a été
présenté par MESCHKE [101] initialement. Nous en faisons ici une présentation 1D un
peu différente. On peut également la trouver dans les références [127), [75] , [88], [87]. Le
concept qui suit est basé sur la formulation en contrainte de la théorie de I’élastoplasticité

avec endommagement.

De facon similaire a la théorie de plasticité, on suppose que la déformation totale se dé-
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Figure 4.13 — Modele élastoplastique endommageable

compose en une partie élastique €, une partie plastique P et une partie endommagement

et (cf. Figure 4.13)) :
e=¢e%+eP + &t (4.42)

Cela revient & substituer a la variable interne d la déformation € qui résulte de ’endom-
magement. En conséquence, on considere un potentiel densité énergie libre "HELMHOLTZ

U fonction des variables d’état €°, €4 et p :
U = (%) 4 W () + UP(p) (4.43)

ou :

2 , . . . .7 ’ . , .
— We(e®) = 1 E° (°)° : Iénergie libre qui est associée aux déformations élastiques
— Ud(e?) = $E4 (1) : Pénergie libre qui est associée aux déformations d’endommagement

— WP(p) : Iénergie libre qui est associée aux déformations plastiques

Le choix des variables internes indépendantes n’est pas unique. En effet, il est possible de
substituer la déformation plastique a la déformation d’endommagement. Pour ce faire, il
suffit d’observer que :

0=E%=FE=E(e—¢P) (4.44)
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et apres quelques manipulations algébriques, on obtient une nouvelle expression de W :

1 1 1
U =B (&) + S BN +0P(p) = 5(D"+ DY) (e — ) +UP(p)  (4.45)

En examinant le membre de droit de l'expression (4.45), on remarque que la complai-
sance DY joue le role de variable interne, avec une fonction d’HELMHOLTZ de la forme :

V(e —eP, D4 p).

L’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM s’écrit :

- o o ov . o
P S, . DI p> 4.4
D =o0¢ (a a(g—gp)) €+ 9ecC ~ 3Dd app_ 0 (4.46)

Cette équation (4.46|) doit étre satisfaite pour toute évolution, y compris le cas élastique

non endommagé e? =0, p =0 et DY = 0; ceci implique la premiére loi d’état

o= % _ Dl (e— P (4.47)

De maniere analogue, on définit les forces thermodynamiques associées aux variables in-

ternes p et DY par dérivation de W :

P
potv_ov "
- oV 1

Ayant retenu pour variable interne une complaisance, il est tout a fait naturel que la
variable associée ne soit pas un taux de restitution d’énergie mais plutot une fonction
quadratique des contrainte. Ainsi, 'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM est finalement réduite
a:

) 1 ..
D = 0P + §U2Dd —~R(p)p>0 (4.50)

L’intérét est d’introduire un couplage entre les deux phénomenes en introduisant un critere
unique qui ne dépende que de o et de R. En 'absence d'un critere explicite sur Y, on
peut s’affranchir de sa présence dans I'inégalité de dissipation. Le domaine de réversibilité

convexe C est défini dans l'espace des forces thermodynamiques (o, R). A l'intérieur de
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ce domaine, aucune irréversibilité n’est possible. Ce convexe est limité par la surface de
charge f(o, R) = 0.
C:={(o,R)|f(0,R) <0} (4.51)

On suppose une évolution normale des variables internes (normalité généralisée). Il s’en
suit que I’évolution des variables internes e, D et p s’obtient & partir du principe de
maximum de la dissipation (4.50)) :
inf [—@} (4.52)
(o,R)eC
Ainsi, pour les variables d’état admissibles données (o, R) € C, les taux P, DY et p sont
ceux qui produisent un point stationnaire de la dissipation ®. Pour trouver la solution

de ce probleme, la méthode du multiplicateur de Lagrange est utilisée. La fonctionnelle

Lagrangienne suivante est introduite :

sup inf £(o, R, A 4.53
x;g ok ( ) (4.53)
avec
. . 1 .. .
Lo, RN) =D+ ) f(o,R) = —0éP — 502Dd + R(p)p+ A f(o, R) (4.54)

ot A > 0 est le multiplicateur de Lagrange. A partir des deux conditions de stationnarité,

on obtient
9f _ -y 4390 (4.55)
Jo Jo
0L . L Of

En définissant I'incrément de déformation lié a la dégradation du module de souplesse :

¢l — plg (4.57)
il s’en suit que :
.0
EP 4 gda = 2 (4.58)
do
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p= —A% (4.59)

En introduisant un taux de déformation inélastique définie par :
gPd = gp | gda (4.60)

La relation (4.55)) peut étre récrite sous une forme analogue a la théorie de plasticité
associée classique comme :

Of

pd _ S
£ )\80 (4.61)

On constate que le taux de déformation inélastique P9 est dit d’'une part & la plasti-
cité, d’autre part a I’endommagement. Comme proposé dans [101], pour séparer ces deux

parties de déformation, un parametre scalaire 5 avec 0 < [ < 1, est introduit :

P =(1—-0)\=— 4.62
=19 (4.62)
-da
= B\ 4.63
eio — 321 (163)
En combinant les relations (4.55) et (4.63) on obtient la loi d’évolution pour D9 :
. Of
D'=2(1-8) =% 4.64
(1-p)3 2L (4.60)

Le multiplicateur de Lagrange est déterminé par la relation de cohérence f (o, R) =0 qui
exprime le fait que le point correspondant a un état de charge ne peut quitter la surface
de charge f(o, R) = 0 [86]. On écrit alors le relation de KUHN-TUCKER pour déterminer
A

Af(o,R)=0 avec f(o,R)<0 et A>0 (4.65)
On obtient alors :
or
A= o (4.66)

of\? Of\? OR
@) o) %
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4.6 Modele mécanique proposé pour le béton : Concept de détermination de

la fonction d’écrouissage

Afin de tenter de traduire la non-linéarité matérielle et en particulier, la phase d’adoucis-
sement du béton, dans cette section, le comportement non-linéaire du béton est décrit a
'aide d’un modele de plasticité avec endommagement tel que décrit au paragraphe[4.5.3.1]
Plus précisément, il s’agit de plasticité anisotrope avec écrouissage isotrope et endomma-
gement de la raideur. Le modele développé reproduit exactement la courbe enveloppe du

CEB-FIP MopEL CoODE 1990 [I] pour la compression.

4.6.1 Cas du béton en compression

Le modele de béton du CEB-FIP [I] fournit une relation explicite, par trongon, entre la
contrainte et la déformation totale. La principale lacune du modele est I’absence d’une loi
de décharge sachant qu’en pratique le module de décharge, qui correspond a la raideur,
diminue avec la déformation maximale atteinte. L’objectif est de déterminer I’expression
de la fonction d’écrouissage qui permette de reproduire exactement la courbe enveloppe

du CEB-FIP MopeL CODE 1990 [1].

En compression, I'expression du critere en uniaxial est :

fc(0-7 Rc) = —0 — RC(p) <0 (467)

ou l'indice "c¢” indique que nous somme en compression. Les relations (4.47), (4.62)), (4.63)

deviennent alors :

€= (Eio + Dd) o+ &P (4.68)
e = —(1—8.) A (4.69)
¢ = Dlo = — 3.\ (4.70)
p=—cPd =) (4.71)

avec Fy désignant le module élastique initial de béton. En dérivant une fois I’équation
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(4.68) que I'on combine ensuite avec les équations (4.69) et (4.70]), on obtient :

¢ = Eio + Dig 4 erd (4.72)

Une démarche pour permettre une identification ultérieure (en particulier courbe CEB-

FIP [1]) consiste & supposer que la quantité D5 est proportionnelle & P4 :
DY = ¢erd (4.73)

ou ¢ est un parametre scalaire constant. Ce parametre ¢ sera déterminé en accordant
le résultat numérique avec la courbe expérimentale de I’essai de compression uniaxial de

maniere a reproduire au mieux le module de décharge. En introduisant les relations (4.71])

et (4.73) dans (4.72)), on obtient :

‘o Eio (140 (4.74)
dot
= Eio —(1+0p (4.75)

La relation dévoile le sens de I’hypothese (4.73). En effet, si I'on supprime la
contrainte (décharge), on observe que le rapport entre la déformation totale et la dé-
formation plastique cumulée % est une constante qui vaut —(1+ (). Afin de déterminer la
fonction d’écrouissage R.(p), nous allons distinguer trois régions dans la courbe contrainte-
déformation du modele CEB-FIP MoDEL CoDE 1990 (cf. Figure [4.14)).

Région 1 : Dans cette région, le comportement est supposé étre élastique linéaire jusqu’a
une contrainte seuil f., = f.n/3 a laquelle correspond une déformation e., (cf. Figure

4.14]). Ce comportement est défini par le module de Young initial (non endommagé)
(4.76)

ol la détermination de €., est présentée en Annexe [V] Ainsi, nous avons la condition
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O-CA

_'}((-37”
i
=
2
&b
D
o

1

T3 Jom région 2
B, région 3
>
€ £ &

cy ¢ lim c

Figure 4.14 — Définition de trois régions pour la fonction d’écrouissage R.(p)

initiale pour R.(p) :
1
Rc<p - O) - fcy - gfcm (477)

Région 2 : Cette région est limitée par l'intervalle de déformation [e.jim ; €¢y]. Selon le

CEB-FIP MopEL CoDE 1990 [I], la relation analytique du comportement dans cette

E.,; ¢ _ e \? f
Ecl €el Eecl o
Eci 9
1 -2 —
* (Ecl ) €cl

En introduisant la relation (4.75)) dans I’équation (4.78]), nous obtenons :

o ? EBaea (o
(F-0ran) B (F -0 o) -
a Eecl E,; o 531 .
o) (o)

En résolvant 'équation (4.79)) en o, nous trouvons :
)

région est :

(4.78)

o= \/51192 +6p+ 8 —&p — & (4.80)
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olt les coefficients §;—; 4 sont donnés en Annexe [V]

La condition d’étre sur le critere f.(o, R.) = 0, nous conduit, pour cette région, a l'ex-

pression de la fonction d’écrouissage suivante :

R.(p) = \/§1p2 +&p+ 85— &p— &3 avec p < p <0 (4.81)

oll p a pour expression :

1
b ——— (g, 4+ L 482
P="97¢ <€ dim + 2E0> (4.82)

Région 3 : Cette région se trouve dans la partie adoucissante pour des déformations
€ < €cjim- Selon CEB-FIP 1990 code [I], la relation de comportement analytique dans

cette région est :

= : —fem 5 y (4.83)
Ec Ec € Ee 3
e ]G (B9 S
Ec,lim Ee,lim €cl Ec,lim Ecl
En introduisant la relation (4.75)) dans I’équation (4.83]), nous obtenons :
o ~fem (4.84)

§ 2 o 2 4 ¢ o

En résolvant cette équation (4.83]) en o, nous trouvons :

1 3
2 2 2 2\ 3
. 1 . .
o= [0p+ B+ ( E mp’) cos 3 arccos ( E mpz> E pip" (4.85)
=0 i=0 i=0

ol les coefficients ;=1 2, Ni=o.2, Mi=o.3 sont définis en Annexe [V] Ainsi, nous obtenons

finalement ’expression de la fonction d’écrouissage dans cette région :

1 3
2 2 2 2 3
) 1 . .
R.(p) = Bip+ Ba + ( E 771‘]91> Cos 3 arccos <i§_0 mpz) ;_0 wip"| avec p < p

=0

(4.86)
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Finalement, nous pouvons écrire la fonction d’écrouissage R.(p) sous la forme :

Re(p)={p—p)" [(QPQ + Gop + sz)% —(3— C4p} +

3
2 2 2 2\ 3
- i 1 i i
+{p—p) Bip+ B+ ( E nip ) cOS | = arccos ( E nip ) E ip (4.87)
=0 i=0 i=0

ot les symboles ( )" et ( )~ désignent les opérateurs :

1 siz>0 B 0 siz>0
+
(z)" = (z)” = (4.88)
0 siz<0 1 siz<0

4.6.2 En traction

En traction, la fonction de charge a pour expression :

filo, Ry) =0 — Ry(p) <0 (4.89)

Les relations (4.47)), (4.62)), (4.63]) deviennent alors :

P = (1—-06)A\ (4.90)
e = Dlg = B\ (4.91)
p=ePl=)\ (4.92)

Dans cet étude, de fagon similaire a l’expression proposée par MESCHKE [101], une loi

hyperbolique adoucissante est prise pour la fonction d’écrouissage R;(p) :

fct
2
DPu

ou le parametre p, est déterminé a partir de I’énergie de fissuration dissipée localement.

Ri(p) = (4.93)

Il faut que I’énergie de fissuration soit égale au travail externe total :

G _ / ode (4.94)
e Jo
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ou G, est I'énergie de fissuration par unité de surface fissurée et [. est une longueur
caractéristique (qui, en pratique, sont déterminées empiriquement). En introduisant dans

(4.94) la relation (4.75) considérée avec une autre valeur de ¢ en traction, nous obtenons :

G

lc :/00+ gda—(1+g)/oooadp:—(1+g)/°ogdp (4.95)

EO + ot

A partir de la condition de critere fi(o, R;) = 0 et de la relation (4.93), on déduit 'ex-

pression de o en fonction de p :

o(p) = —I4—; (4.96)

OAR,
J N relation o — ¢
A N
N adoucissement
SN hyperbolique R, (p)
NG \/
g g -
04 ———__
E 0
L N1+ EDS 4
£ £

ct

Figure 4.15 — Représentation schématique du comportement uniaxial en traction avec une
loi adoucissante hyperbolique

En introduisant cette relation (4.96]) dans (4.95)), nous obtenons :

Gt > ct
l_:_(1+o/ ! 5 dp = — (1+ Q) fupu (4.97)
C 0 p
o5
Du
d’ou
Gy
b= 010 (4.98)
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La relation contrainte-déformation (cf. Figure [4.15)) peut étre obtenue en substituant la

relation (4.75]) dans (4.96)) :

E.e sie < ey
o= 4 9. (1 B (4.99)
E. = + M + 2p; cos | arccos —p32 sisie> ey
3 3 2py
ou :
e —pu(1+ W2 (1+0? 20 —p,(1+0)°

On peut également déduire a partir des relations (4.73)) et (4.96) I'évolution de DY en

fonction de p :

plocd PGl P 3 (4.101)
dU 2fct Pu

La combinaison des équations (4.91)), (4.92)), (4.96)) et (4.101)) amene a la relation suivante :

B=—2¢ (4.102)

4.6.3 Identification expérimentale

On procede dans ce qui suit a I'identification des parametres du modele a partir de ré-
sultats d’essais. Ensuite, la réponse du modele est confrontée a la courbe contrainte-

déformation expérimentale.

4.6.3.1 Comportement en compression

On considere les résultats de ’essai en compression avec décharges multiples de KARSAN
et JIRSA [85]. Les caractéristiques mécaniques du béton en compression sont donnés dans

le tableau .11

E. (MPa) | fen (MPa) | €4 (N/m)
30000 27.9 -0.22%

Tableau 4.1 — Propriétés mécaniques du béton en compression [85]
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R, [MPa]
-30 w
. Parameétres matériels
""""" =27.9[MP
E, = 30000[MPa]
20t ¢ =-0.647
p=04

-15

-104

. —— Modéle
) --@--- Essai
0 1 1 1 1 1 1
0 -0.5 -1 -15 -2 -2.5 -3 -35
&” [mm/m)|

Figure 4.16 — Courbe contrainte limite/déformation résiduelle [85]

Les parametres ¢ et 3 sont déterminé de sorte que la courbe contrainte/déformation ré-
siduelle soit bien décrite (cf. Figure . Apres avoir réalisé plusieurs tests, on constate
qu'une valeur de 0.4 pour le parametre 3 et une valeur de —0.647 pour le parametre (
permettent de restituer le comportement pour I’ensemble des décharges successives consi-
dérées. La courbe contrainte-déformation, obtenues avec ces parametres, est représentée
et comparée a celle de l'essai [85] a la figure . On constate que le modele proposé

décrit bien I’ensemble de comportement du béton en compression cyclique.

4.6.3.2 Comportement en traction

On considere la courbe contrainte-déformation de ’essai de traction uniaxiale réalisé par
GOPALARATNAM et SHAH en 1985 [74]. Des décharges ont été effectuées permettant de
mesurer le module endommagé. Les caractéristiques mécaniques du béton en traction sont

données au tableau [4.2].

Pour , On définit la valeur de la longueur caractéristique [, a partir de la taille d,,q, du plus

gros granulat : 3d,ae < o < 6d4.. Pour un béton standard 20 mm < dee < 30 mm. La
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o [MPa]
-30 w
Parameétres matériels
251 f.. =27.9[MPa]
E, = 30000[MPa]
20t ¢ =-0.647
=04

-15

-10

. —— Modéle |
VA A P O~ Essai

Figure 4.17 — Comparaison de I’essai de compression cyclique du béton [85] avec le modele
proposé

E. (MPa) | fu (MPa) | G; (N/m)
31000 3.5 65

Tableau 4.2 — Propriétés mécaniques du béton en traction [74]

valeur [. = 68 mm est retenue ce qui permet de décrire correctement la phase adoucissante

(cf. Figure [4.18]).

De méme, le parametre ¢ est choisi de maniere a ce que la phase de décharge soit restituée
au mieux (cf. Figure . Apres avoir réalisé plusieurs tests, il s’est avéré que la valeur
de —0.2 pour ¢ étant optimale. Ainsi, a partir de la relation , on peut déduire la
valeur du parametre p, = 3.414 - 10, La courbe contrainte-déformation, obtenue avec
ces parametres, est illustrée et comparée a celle de l'essai [74] a la figure . On observe
que le modele proposé décrit bien le comportement du béton en traction avec décharges

multiples.
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o[MPa]
4 —— Modéle
=-O--  Essai
3 Parameétres matériels
f, = 3.5[MPa]
E, = 31000[MPa]
2r G, = 65[N/m]
I, = 68[mm]
£ =02
01 02 03 04 05 06
&[mm/m]

Figure 4.18 — Comparaison de l'essai de traction cyclique du béton [74] avec le modele
proposé

4.7 Algorithme d’intégration local du modele

Indépendamment de la méthode de résolution adoptée dans une analyse par éléments
finis des problemes matériellement non-linéaires, il est indispensable d’intégrer, en cer-
tains points, les relations de comportement. Le plus souvent, cette procédure est réalisée
a déformation controlée. On adopte le cadre classique d’une plasticité indépendante du
temps ou de la vitesse ("rate-independent plasticity”). On précise que le temps dont il est
fait usage pour écrire commodément les relations de comportement, n’est pas le temps
physique mais un temps purement cinématique, permettant de repérer sur une échelle
croissante, une succession d’événements - généralement associés a des modifications des
sollicitations - constituant le trajet de chargement. En pratique, I'intervalle [0, 7] est di-
visé en N sous-intervalles tels que t; = 0 et ty = T. L’ensemble des bornes de temps
est désigné par [0,T]a = {t1,...,tn,...,tx}. Pour intégrer les lois d’évolution, on intro-
duit une hypothese sur 1’évolution de la déformation au cours des sous-intervalles. On
considere que le taux de variation temporel de la déformation est constant sur chaque

sous-intervalle. Ainsi, I'intégration des équations constitutives consiste a déterminer I’état
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mécanique a l'instant ¢,,,1 en connaissant 1’état mécanique a l'instant ¢,, et I'incrément de
déformation totale Ae associé a l'intervalle de temps [t,,, t,41]. On a choisi ici d’utiliser le
schéma implicite d’EULER (toutes les relations de comportement sont écrites a l'instant
final ¢ = ¢;,1) pour effectuer la mise & jour des variables. Cette méthode a l'avantage
d’étre précise et inconditionnellement stable, quelle que soit la complexité du critere de
plasticité utilisé [109]. Ce schéma conduit a un algorithme basé sur une prédiction élas-
tique des contraintes suivie d'un correcteur plastique/endommageable, afin de satisfaire

les conditions de complémentarité (de KUHN-TUCKER).

Entrées Sorties

Etat mécanique au pas n

: . Etat mécanique au pas n+1
{o,,¢,,¢",p,, D} Algorithme de

'> p d
retour radial 1001 €nias Enias Poaas Doa}

Incrément de déformation
Ag

Figure 4.19 — Intégration locale

A Tinstant ¢, 41 les relations de comportement discretes s’écrivent :

1
n+1
Ry = R(Pn+1) (4-104)
AeP =¢) , —eb = (1 — ) Adsign (,41) (4.105)
Ae® =¥ — % = AD%,, 1 = BAXsign (0,41) (4.106)
AD = ppi1 — pn = AN (4.107)
Fn+1 = |0n+1| - R(pn+1) S 0 s AN Z 0 s AN Fn+1 =0 (4108)
En combinant les équations (4.103)), (4.105) et (4.106]), on obtient :
1 b A
Opi1 = Do (Ent1 —€P) — D—ns1gn (Ont1) (4.109)
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que 'on réécrit sous la forme suivante :

AN
Opi1 = orrial — D—s1gn (Ont1) (4.110)
avec
riQ 1
= o (Ent1 = €l) (4.111)

La relation (4.110)) est transformée en :

, AN .
aflrﬁl — [|0n+1| + D_} sign (0,,41) (4.112)

En tenant compte que AX > 0, on observe que deux situations distinctes apparaissent.

trial

Soit AN = 0; alors on en déduit que 0,1 = 0,7} Autrement AX > 0, et on en déduit
que

trial

sign (0/14') = sign (0,41) (4.113)
Tenant compte que si AX > 0 on a F,,; =0, on peut déduire que

AN
oyt = o] + D (4.114)

en ajoutant R, des deux cités de I'égalité et tenant compte que si AN > 0on a F,;; =0,

il s’ensuit que
trial
F (Jn+1)

AN = 4.115
= (4.115)
En pratique on définit une prédiction élastique.
Prédiction élastique :
trial 1 P
= oo (En+1—€n) (4.116a)
b trial = P | (4.116b)
P = pa (4.116¢)
pirdl = D, (4.116d)
Rt = otri| — Rl (41160)

ce qui revient a faire (temporairement) I’hypotheése d’'une évolution purement élastique (et
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donc en particulier telle que A\ = 0) des contraintes entre les instants t,, et t,,+1. Une fois
la prédiction calculée, il reste alors a vérifier si F77¢8 < 0, donc si la prédiction élastique

était admissible. L’intégration locale est achevée au pas n 4 1 avec :

el = bt (4.117a)
Prt1 = D1t (4.117h)
D, = Diriel (4.117c)
Opi1 = ol (4.1174d)

Dans le cas contraire, on procede a une correction non-linéaire.

Correction non-linéaire : si F!"/! > 0, 'écoulement inélastique a alors lieu . Il faut
donc intégrer I’évolution de la plasticité et de I'endommagement durant le pas de temps,

et donc A\ > 0. La condition de complémentarité discrete
AN f(O'n+1, R(pn+1> =0 (4118)

implique alors

f(ont1, R(pr41)) =0 (4.119)

L’équation , qui permet de calculer la déformation plastique cumulée p,.q, est
fortement non-linéaire. Pour la résoudre, un schéma itératif de type NEWTON-RAPHSON
est adopté. Supposons qu’a l'itération i, le résidu de soit supérieur a la tolérance
fixée au préalable. Il faut alors procéder a une nouvelle itération de fagon a forcer le résidu
a étre nul a 'itération 7 + 1. L’équation donnant le résidu au pas n+ 1 est alors linéarisée

autour de la solution a l'itération i, soit :

L) = f(Wh) + ( of ) (P —p) =0 (4.120)

OPn+1

Une fois le résidu inférieur a la tolérance, le processus itératif est arrété et les autres

variables sont déterminées a ’aide des relations suivantes :

AN = Ap = pnt1 — pa (4.121a)
el = &b + (1 — ) Axsign(o™ri4) (4.121b)
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1 AX : Tia
Tnt1 = 7~ (Ent1 —€p) — _sien (otriah) (4.121c)
sign(o7i1)

D¢ =D+ AD*= D¢ + BAX
Ont1

(4.121d)

et I'intégrale locale au pas n + 1 est alors achevée. La rigidité tangente a la fin du pas est

donnée par :

9ol __L _ ! (4.122)

Dn+1 2 OR
Dn - Dn a_
+1 ( +1) ap

EY., =
n+1 86

n+1
n+1

L’algorithme de 'intégration locale du modele est résumé dans le tableau [4.3]
Remarque importante : La présentation rigoureuse de I'intégration numérique du com-
portement qui vient d’étre faite ci-dessus n’est pas nécessaire en pratique si le chargement
n’induit pas de changement de signe de contrainte et s’il n’y pas de couplage avec les effets

du temps.
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1. Connues au pas n : {o,, €n, €2, Dy, Dg}
2. Données au pasn+1: Ae = ¢,,1 =€, + Ace

3. Prédiction élastique : Calculer la contrainte de test et vérifier pour le chargement
inélastique

trial __ P
Ont+1 = D (5n+1 - 5n)
n

Rtrial — R(pn)

| i?;i({l _ ‘O,:Lir(;il o Rtrial
SI fiif <0
Ens1 = €1
ALORS |7 ikl Pn d FIN : I'intégration locale est terminée
Dn+1 = Dn

__ ~trial
On+1 = Opyy

SINON aller a I’étape 5

4. Correction : Résoudre I’équation (4.119)) par la méthode NEWTON-RAPHSON pour
obtenir la correction A\ et corriger les autres variables

AN = Ap =pny1 — Pn
Ent1 = &+ (1 = B) Adsign(o}17)

1 A/\ : ria
Ony1 = D_n (5n+1 - 52) - D_nSIgn (va,+1l)
: trial
DY, = D+ AD" = D¢ 4 parSERTniE)
On+1

FIN : I'intégration locale est terminée

5. Calculer la rigidité tangente prochaine itération globale

Jo 1 1

Etg _
Dyi1 — (Dnsa)

n+1:§

—Dn—i-l_ 2@

dp

n+1

n+1

Tableau 4.3 — Algorithme de l'intégration locale du modele élastoplastique endomma-
geable : cas unidimensionnel
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4.8 Effet de ”tension stiffening”

Si I’éprouvette est armée (cf. Figure ), la qualité de la liaison béton/acier influence
considérablement ’apparition des fissures, leur espacement et leur largeur. La premiere
fissure est formée lorsque la contrainte dans le béton, transférée de ’acier au béton via
I’action de 'adhérence, atteint la résistance en traction du béton. Au droit de la fissure,
la contrainte du béton est nulle et 'acier reprend a lui seul 'effort ; un glissement entre
le béton et 'acier a lieu puisque la contrainte d’adhérence 7, est négligeable. Dans la
zone adjacente a la fissure, la contrainte d’adhérence 7, augmente rapidement (cf. Figure
4.20b). 11 s’en suit une augmentation de la contrainte de traction dans le béton o, (cf.
Figure [4.20c) et une diminution de la contrainte de traction dans l'acier oy (cf. Figure
). A une certaine distance de la premiere fissure s,, la contrainte d’adhérence s’an-
nule et les contraintes dans le béton et 'acier ne sont plus influencées par la fissure. Ce
n’est que si la force de traction augmente, une deuxieme fissure va probablement se former
lorsque la résistance de traction du béton est dépassée. La procédure continue jusqu’a ce
que la fissuration se stabilise. Il n’y a plus de fissures qui se forment si la distance entre les
fissures n’est pas suffisamment importante pour que la contrainte de I’adhérence puisse se
développer et permettre a la contrainte dans le béton d’atteindre sa limite en une section

quelconque située entre deux fissures.

o L
Sl ‘m ST’!Y! 87'77L
T
¥ § (b)
oA (c)
c,m
O.A (d)
O-s,m

\

Figure 4.20 — Fissuration dans un tirant en béton armé

Un des principaux facteurs qui affecte la rigidité de I’élément en béton armé est ’adhérence
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entre 'armature et le béton. En section fissurée, tous les efforts de traction sont repris par
les armatures. Cependant entre fissures adjacentes, les efforts de traction sont transférés
de 'armature au béton qui ’enrobe par ’adhérence. Par conséquent, la rigidité globale
du béton armé fissuré est plus élevée que les barres d’armature seules. Ce effet est appelé
effet de "tension stiffening”. L’effet de "tension stiffening” est principalement influencé
par la résistance du béton en traction, la valeur limite de la contrainte d’adhérence, la
densité d’armature et I'histoire de chargement. La figure |4.21| illustre le diagramme force-
déplacement d’un tirant de béton armé tel que proposé par le CEB-FIP MoODEL CODE

1990 [I]. Sur ce diagramme, quatres zones différentes peuvent étre distinguées :
1. Une premiere phase élastique (zone a);

2. Ensuite, une phase de formation des fissures au cours de laquelle leur nombre aug-

mente, jusqu’a l'atteinte d’un schéma stabilisé (zone b) ;

3. Une phase de fissuration stabilisée, durant laquelle une augmentation de ’effort
entraine une dégradation de 1’adhérence béton/acier et une augmentation de 1'ou-

verture des fissures (zone c);

4. La phase stabilisée prend fin avec la plastification de 'acier dans les fissures, qui en-
traine une ruine du tirant. L’augmentation de rigidité apportée par le béton fissuré

disparait totalement (zone d).

Y d
(6]
g c a Uncracked
= b Crack formation
=R b S ¢ Stabilized cracking
E’ d Post-yielding

\ ) R First crack
a Reinforcement S Last crack

(unembedded) Y Yielding

\

Elongation

Figure 4.21 — Comportement d’un tirant en béton armé [1]

L’effet de "tension stiffening” dans la cas des poutres mixtes acier-béton se traduit par une

augmentation significative de la rigidité de flexion en moment négatif apres fissuration. Le
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fait d’ignorer cet effet donne en général une surestimation de la fleche. C’est pourquoi une
modélisation correcte de l'effet de "tension stiffening” est importante dans l'analyse du
comportement des poutres mixtes en service dans la zone des moments négatifs. Notons
d’ores et déja que le module de décharge n’est pas évoqué, ce qui pourrait poser quelques
difficultés si une décharge, méme numérique, avait lieu au cours d’une simulation. Dans la

littérature, il existe deux approches pour modéliser le comportement du béton armé apres

fissuration :
@ yort, ® yort,
1 1
0.6
AD
Q! 005 039
ele, ele,
1 4 10 - 1 10
© port, @ yort,
1 /\\ 1
0.9 N 0.8
\\
. 0.5
N
N ele, 02
1 2.2 6 1227 1 4 10

Figure 4.22 — Modeles de "tension stiffening” : (a) Modele de SCANLON-MURRAY ; (b) Mo-
dele de LIN-SCORDELIS ; (¢) Modele de VEBO-GHALI; (d) Modele de GILBERT- WARNER

1. Approche béton. En pratique, la résistance a la traction du béton est souvent né-
gligée. Dans certains cas, on suppose un comportement élastique jusqu’a la résistance
et on considere que la relation contrainte/déformation s’arréte a cette contrainte limite.
Dans 'approche béton, on ajoute une branche adoucissante (“strain softening”) a la loi
de comportement du béton apres fissuration (apres la contrainte limite). Cette branche
permet de prendre en compte la contribution du béton entre les fissures. La loi de compor-
tement de l’acier reste inchangée. Cette approche a été proposée en premier par SCANLON
et MURRAY (1971) [124], considéré plus tard par LIN et SCORDELIS (1975) [93], VEBO
et GHALI (1977) [I35], GILBERT et WARNER (1978) [69], CARREIRA et CHU (1986)
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4.8. Effet de "tension stiffening”

[47], KAKLAUSKAS et GHABOUSSI [84]. Quatre courbes contrainte-déformation du béton
tendu sont présentées dans la figure [4.22] SCANLON et MURRAY (1971) [124] ont proposé
une courbe contrainte-déformation avec des marches, présentée a la figure [£.22h. LIN et
SCORDELIS (1975) [93] ont utilisé une courbe de décharge graduelle avec une branche
polynomiale dans leurs recherches sur les dalles et coques de béton (Figure [1.22p). VEBO
et GHALI (1977) [135] ont proposé une branche linéaire et une branche bi-linéaire descen-
dante dans leurs analyses de dalles de béton (Figure ). GILBERT et WARNER (1978)
[69] ont modifié la courbe bi-linéaire de VEBO-GHALI en considérant une discontinuité a
la fissuration initiale. Ils ont également proposé une série de courbes pour les couches de

béton & proximité de Parmature (Figure [4.22d).

v @ (b)

ct

154

EEN IR

154 ¢

Yo

g 5¢ 16¢

cr cr cr

Figure 4.23 — Modele de MASSICOTTE et al. (1990) [96] : (a) Loi de "tension stiffening”;
(b) Définition des aires influencés par le tension stiffening.

Plus récemment MASSICOTTE et al. (1990) [96] ont développé un modele tres abouti de

“tension stiffening”. Le modele, initialement développé pour un tirant de béton, a été

ensuite appliqué a I’étude de plaques. Ce modele fait appel aux hypotheses suivantes :

— Le béton est divisé en deux zones, une intacte et une entierement fissurée.

— Dans la zone entierement fissurée, le béton suit une loi de "tension softening” (Figure
4.23R).

— A l'initiation de la fissuration, une liaison parfaite entre le béton et 1’acier est supposée
exister.

— Les déformations moyennes de 1’acier et du béton sont supposées étre les mémes.

— Le "tension stiffening” est supposé s’annuler & la plastification de I'acier (méme si 'acier
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s’écrouit ensuite).
— Le béton dans lequel apparait le "tension stiffening” est supposé occuper une zone de

150 autour de chaque armature (Figure ).

2. Approche armature. Seule 'armature est considérée mais le comportement de 1’acier
d’armature est modifié pour tenir compte de 'effet "tension-stiffening”. Ainsi, la courbe
contrainte/déformation moyenne d’'un tirant équivalent est utilisée pour I'armature. Cette
courbe est obtenue soit par des modeles élément finis dans lesquels 1’engrenage et la
liaison des matériaux sont représentés (bond-slip based model), soit par des modeles semi-
empiriques se basant sur des essais expérimentaux. Beaucoup d’études expérimentales et
numériques ont été réalisées et plusieurs modeles ont été donnés : GILBERT et WARNER
(1978) [69], SOMAYAJT et SHAS (1981) [129], FLOEGL et MANG (1982) [67], MURAKAMI
and HEGEMIER (1986) [76], CHAN et al. [48], OUYANG et al. (1997) [110], BISCHOFF
(2003)[38].
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|
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|
|
|
|

|
|
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|
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srn ©sr2 sry h sru
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Figure 4.24 — Modele proposé par CEB-FIP MoDEL CODE 1990

Le CEB-FIP MoDEL CODE 1990 [1] a proposé une relation contrainte-déformation moyenne
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de I'armature entourée de béton qui est la suivante :

1 .
Oy = (1 + —) Essm St €sm < Esr1 (4.123a)
ap
g — Ogpr1l .
Os = Ogr1 + - = <€s,m - <C537"1) Sl Egr1 < Es,m S Esrn (4123b)
Esrn — Esrl
fsy — Osrn .
Os = Ospp + ————— (55,m - 537‘71) S1 Egrp < Es,m S Esry (4123C)
sry Esrn
s = foy Sl €sry < Esm < Esrsh (4.123d)
fsu _ fsy .
Os = sy + (gs,m - 557’3/) 51 Z':sr,sh < 5s7m S Esru (41236)
Esru — Esry
Os = fsu Sl €sm > Esru (4.123f)

ou :

— « et p désignent respectivement le rapport des modules d’élastcité et le rapport entre
la section d’armature et celle du béton concerné;

— 04 est la contrainte dans 'armature au droit de la premiere fissure lorsque celle-ci se
forme ;

— 04 est la contrainte dans I'armature au droit de la derniere fissure lorsque celle-ci se
forme ;

— €411 €t €49 sont respectivement les déformations dans 'armature au point de glissement
nul et a la fissure lorsque la contrainte atteint la résistance fi,, ;

= Esrn = Osrn/ Es — Bi(€sr2 — €51)

— Eory = Esy — BilEsr2 — €sr1)

= Esrsh = Esh — Bi(Esr2 — €sr1)

— €sru = Esrsh + 01— 0gr1/ foy) (fsu — fsy)/ st ;

— B; = 0.4 pour le chargement instantané, et 3; = 0.5 pour un chargement a long terme
et un chargement cyclique;

— 0 = 0.8 un coefficient qui prend en compte du rapport fs,/fs, et la contrainte de

résistance fs,.

Dans les simulations que nous effectuons aux chapitres [5] et [6] nous ferons en fait usage

de I'approche béton pour modéliser le tension-stiffening.
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4.9 Connecteurs

Le role des connecteurs est primordial ; sans eux, il n'y a pas de collaboration entre la
section en acier et la dalle de béton. Ils permettent de limiter le glissement pouvant se
produire le long de l'interface acier-béton. En assurant ainsi une reprise des efforts de
cisaillement longitudinaux, ils permettent d’obtenir une section mixte dont les deux com-

posants travaillent ensemble.

Les connecteurs les plus utilisés sont les goujons a téte soudés qui sont mis en place au-
jourd’hui sans problemes. De plus, ces connecteurs ont ’avantage de présenter la méme
résistance dans toutes les directions latérales. Ils permettent également une bonne redis-
tribution des efforts de cisaillement grace a leur ductilité. La téte du goujon favorise sa
résistance en cisaillement et surtout permet d’empécher le soulevement de la dalle de bé-
ton. La premiere utilisation des goujons est due a VIEST, SIESS et NEWMARK [104]. Au
départ, ils étaient soudés manuellement jusqu’a ’apparition du systéeme industriel proposé

et commercialisé par Nelson Stud Welding (cf. Figure 4.25)).

Goujon atéte  Goujon lisse Goujon avec
M . ~armature en spirale

Figure 4.25 — Types de goujons soudés sur la semelle supérieure du profilé métallique

L’Eurocode 4 [3] distingue deux classes de connecteurs : les connecteurs ductiles et les
connecteurs non-ductiles qui présentent des capacités différentes de déformation en glisse-
ment. Un connecteur est dit ductile lorsque sa capacité de déformation est suffisante pour
justifier, a ’état limite ultime de la poutre, I’hypothese d’'un comportement parfaitement
plastique de la connexion(cf. la courbe "effort de cisaillement-glissement” avec une branche

quasi-horizontale a la figure [4.26)). Dans le cadre des reégles d’application de 1'Eurocode
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4 [3], les connecteurs sont considérés ductiles lorsqu’ils présentent une capacité de glisse-

ment au moins égale a 6 mm.

A
A, | non-ductile
< pafaitement ductile
Q
g ductile
=
n
-z ]
° o]0 e
o -
- IS WA
o 1T "
O ¥
[
—t—t— ——— >
6 10

glissement & (mm)

Figure 4.26 — Comportement des connecteurs

En revanche, un connecteur est dit non ductile, si son comportement est essentiellement
élastique avant rupture. Ainsi, un connecteur non ductile présente une courbe “effort de

cisaillement-glissement” sans palier avec une rupture des que l'effort P atteint la résistance

(cf. Figure {4.26]).

Généralement, on utilise des connecteurs relativement plutot ductiles : en priorité des
goujons avec ou sans téte connecteurs, éventuellement des connecteurs soudés réalisés
avec des troncons de cornieres. Dans le passé, on utilisait des connecteurs véritablement
rigides (de type butée), mais ils sont moins pratiques a poser que les goujons et impliquent
un dimentionnement élastique de la connexion en sécurité (en raison du risque de rupture

fragile).

Depuis les années 50 [133], relativement a la résistance ultime d’'un connecteur et a son
comportement glissement-cisaillement, de nombreux chercheurs ont essayé de trouver des
formules empiriques a partir d’essais de type "Push-out” (cf. Figure [4.27)). Ce type d’essai,

standardisé pour les goujons soudés, a fait ’objet de tentatives de généralisation a d’autre
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Profilé d’acier.

Dalle de béton.

Armature.

Figure 4.27 — Principe de 'essai "Push-out”

type de connecteurs, tentatives qui ne font pas 'unanimité sur le plan international en
raisons de nombreux facteurs (géométrie des connecteurs, utilisation de tole mince profilée

en dalle mixte, découpage de I’ame acier en forme de queue d’aronde, etc..).

La version actuelle de I'Eurocode 4 (paragraphe 6.6.3.1) a adopté comme formule de calcul
de la résistance ultime d’un goujon a téte soudé (automatique avec un bourrelet normal),

apres un recalibrage récent des coefficients partiels de sécurité, la formule suivante [140)] :
— i (1) @)
Prq =min | Py, Pry (4.124)

< pl \ . . .
ou Pf({d) correspond a une ruine de l'acier du goujon :

2
py = O8hm T/ (4.125)
v

et P}%) a une ruine de type pression diamétrale du béton enrobant le goujon :

290 &/ T FBorn
p@) = 9290 d v a (4.126)

4%
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a=02 <— + 1) pour 3 < hg/d <4 (4.127)

a=1 pour hse/d > 4 (4.128)

ou :

e 7y est le facteur partiel dont la valeur recommandée est 1.25;

d est le diametre de la tige du goujon, avec d C [16 ; 25] mm;

fu est la résistance a la traction ultime spécifiée du matériau du goujon, mais sans étre

supérieure a 500 N/mm

fox est la résistance caractéristique a la compression sur cylindre a 1’age considéré du

béton ;

E., est la valeur moyenne du module sécant du béton ;

hse est la hauteur nominal hors-tout du goujon.

En ce qui concerne la loi de comportement d'un goujon soudé, OLLGAARD, SLUTTER
et FISHER [108] ont proposé, a la suite d’une série de 48 essais "Push-out”, la relation

explicite "effort de cisaillement-glissement” suivante :
P = P,[1 —exp (—0.7]0])]"* (4.129)

ou le glissement § est exprimé en mm et P, est la résistance ultime d’un connecteur en

cisaillement.

En 1983, ARIBERT et al. ont réalisé une série d’essais "Push-out” sur des éprouvette com-
portant une couche de silicone entre ’acier et le béton pour éviter tout effet d’adhérence ;
ces essais ont conduit a remplacer 'exposant 0.4 de la formule (4.129)) par 0.8, donnant

une meilleure concordance avec les courbes expérimentales.

Plus récemment, SALARI [120] a proposé un modele explicite du comportement non-
linéaire cyclique des goujons. Ce modele est capable de prendre en compte la perte de

résistance et de rigidité du connecteur au cours de sollicitations cycliques. La courbe
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enveloppe est donnée par les formules (voir figure [4.28¢) :

_ —as )
P = P,a0 exp (—062(5 > pour 0<6= 5 <1 (4.130)
< B3 < J
P =P, exp (—ﬁg (5 — 1) ) + P pour 0= 5 > 1 (4.131)
avec :
Eydy, P,
a1 = ]‘;u br=1- P_fu
LH(Rl)
= L = — —
Qg n(ay) Bo G — 1)
1 LI](Rl) - LI’I(RQ)
a3 = — By = = =
Q Ln(d; — 1) — Ln(d2 — 1)
Py — Py, <= 0 .
Rl Pu _ Pfu 62 " b Z )

Dans ces formules, on désigne par :

0y le glissement correspondant a effort ultime P, ;

P;, est la résistance d’adhérence relative a la friction ;

01 est le glissement correspondant a 'effort P, = 0.95P, apres le pic;

09 est le glissement correspondant a l'effort P, = 1.05F, apres le pic;

Le comportement cyclique de ce modele n’est pas abordée ici. Lecteur peut trouver plus

de détail dans la référence [120].

4.9.1 Modeles mécaniques choisis pour les connecteurs

Dans notre étude, les connecteurs sont modélisés comme un ressort dont le comportement
peut etre adopté soit par un modele élasto-plastique soit par un modele explicite de
relation “effort de cisaillement-glissement”. A 1’état actuel, trois modeles ont été intégré
dans notre propre programme (cf. Figure . Le premier est élastique parfaitement

plastique. Le deuxieme est basé sur la relation explicite généralisée de OLLGAARD et al. :

P =P, [1—expe |0])] (4.132)
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(a) (b) ()
I e a P
F, '/\ i F, F, \P2 = 0.95P,
7 L = LOSE,
C 0
B, 1S 4 <5 P=P, [1 - exp(cﬁ)] B, B, y
5 5 5.6, 0, >

Figure 4.28 — Modeles mécaniques utilisés pour les connecteurs : (a) modele élastique
parfaitement plastique; (b) modele généralisé de OLLGAARD et al; (¢) modele de SALARI

ou les coeflicients c¢; et ¢y sont déterminés de sorte que la courbe “effort de cisaillement-
glissement” analytique est la plus proche possible de la courbe expérimentale. Le troisieme

modele est celui de SALARI [120] qui peut étre intéressant en comportement cyclique.

4.10 Synthese et conclusions

Dans ce chapitre, nous avons abordé la modélisation du comportement non linéaire de
I’acier, du béton et des connecteurs de type goujon. Le fil conducteur du chapitre a été
de présenter ces lois dans un cadre rigoureux qui est celui de la mécanique non-linéaire
des matériaux qui repose sur 1'usage de variables internes pour décrire les irréversibilités.
Les modeles existant ont aussi été réécrits dans ce cadre. Classiquement, les modeles de
comportement sont donnés sous la forme d’un diagramme contrainte-déformation et décrit
par une ou plusieurs relations entre la contrainte et la déformation totale. Cette écriture,
bien que satisfaisante dans un contexte ”"élément fibre”, peut étre a l'origine de difficul-
tés d’ordre numérique. L’écriture des modeles de comportement dans un cadre rigoureux
permet de rationaliser I'implémentation numérique sous un format unique. Cependant, la

difficulté est qu'une telle démarche peut conduire a des fonctions d’écrouissage complexes.

Dans ce chapitre, un modele de plasticité couplé a 'endommagement a été développé pour
le béton. Ce modele a été ici adapté pour permettre de reproduire exactement la courbe
enveloppe contrainte/déformation en compression du modele CEB-FIP MoODEL CODE
1990 [1]. La procédure d’identification, qui est décrite, conduit a des courbes d’écrouis-

sage complexes. La comparaison entre les résultats obtenus par ce modele et les résultats
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expérimentaux indique le modele est capable de prédire le comportement uniaxial du bé-
ton sous des charges/décharges multiples. Le phénomene de tension-stiffening a été pris en
compte dans ce modele en modifiant la fonction d’écrouissage en traction du béton pour
la zone concernée par le phénomene. Un algorithme d’intégration numérique des relations

de comportement a été développé.

Enfin, les connecteurs (goujons) ont été modélisés par un ressort dont le comportement

est décrit soit par un modele élastoplastique, soit par un modele explicite.

172 These de doctorat



CHAPITRE 5

MODELES ELEMENTS FINIS DE POUTRE MIXTE

5.1 Introduction

Au chapitre 2] nous avons présenté une solution analytique pour une poutre mixte élas-
tique quelconque avec chargement uniforme, et ce pour les deux modeles de connexion.
Cette solution nous a servi de guide pour développer, au chapitre [3| une solution semi-
analytique pour l'analyse des effets du temps dans les poutres mixtes en supposant un
comportement viscoélastique linéaire pour le béton. Bien que complexe, de telles solutions
ne sont possibles que si le comportement est linéaire ou, pour étre plus exact affin d'un
comportement linéaire. Des que le comportement des matériaux devient non linéaire, il est
nécessaire de recourir a la méthode des éléments finis. L’approche en déplacements est la
plus courante. Elle conduit aux éléments finis en déplacements qui peuvent rencontrer des
problemes de verrouillage de la courbure (curvature locking) pour le modele de connexion
continue a rigidité élevée, dont l'utilisation peut étre donc limitée. Une maniere simple
d’éviter ces problemes numériques consiste a recourir au modele de connexion discrete, le
prix a payer étant I’augmentation, parfois considérable, du nombre de degrés de liberté.
Une autre fagon d’améliorer les performances et la précision est d’abandonner la formu-
lation déplacement pour les formulations équilibre et mixte qui présentent des avantages
certains, notamment pour les problemes fortement non-linéaires. Ainsi, ces formulations
méritent que I’on y porte toute notre attention. Dans ce chapitre, nous présentons de fagon
détaillée les formulations éléments finis pour les poutres mixtes acier-béton et ce pour les
deux modeles de connexion. Les trois formulations courantes (déplacement, équilibre et
mixte) sont développées ainsi que les algorithmes associés. Le cas d’un chargement réparti
entre les noeuds, qui n’a pas été traité dans la littérature, est inclus dans la formulation
"équilibre”. Dans notre présentation, nous partirons de la formulation la plus générale
(connexion continue) et nous déduirons les relations fondamentales pour la connexion dis-
crete en suivant le schéma développé au chapitre [2, Les outils numériques développés sont
validés en comparant les prédictions des modeles a des résultats d’essais expérimentaux.
On observe que les trois formulations conduisent a des résultats satisfaisants. Il s’en suit

une analyse de I'influence du modele de connexion sur la réponse d’une poutre mixte. Une
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comparaison des performances des trois formulations cloture le chapitre.

5.2 Probléme aux limites

5.2.1 Probléme aux limites continu

On considere une poutre mixte qui occupe a l'instant ¢y, un domaine €2 de ’espace physique
P qui s’identifie & un espace euclidien a une dimension R (cf. Figure . Le bord de
ce domaine 02 est défini (constitué) par les deux points matériels d’extrémité. Tout
point M € ) est repéré par sa coordonnée z. La poutre mixte est soumise, au cours de
I'intervalle [0, T, a des sollicitations mécaniques que I’on peut caractériser a tout instant ¢,
par une densité d’effort linéique p, appliquée dans le domaine 2. Sur une partie 9,2 de la
frontiere, des déplacements généralisés sont imposés alors que sur la partie complémentaire

0,2 des efforts généralisés sont imposés. Les parties 9, et 9,Q (singletons) satisfont :

p.(z) o
° T @
--------- P ey
v = J T
\ VP
0,Q L 9,2
v,

Figure 5.1 — Probleme aux limites associé a une poutre mixte

Le chargement est supposé étre quasi statique et on se place en condition isotherme. Sous
'action des sollicitations, la poutre mixte se déforme ; on note d(M, t) le vecteur déplace-
ment au point M de () et a I'instant ¢. Se placant dans le cadre des petites déplacements,
ce qui signifie que les différentes configurations occupées par le milieu peuvent étre confon-
dues avec la configuration initiale 2, on associe a d le tenseur linéarisé des déformations
généralisées e(d). Il importe de déterminer les champs inconnus de déplacement d(M,t),

de déformation e(M,t) et de contraintes généralisées D(M,t) sur Q x [0,7]. Ils sont
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solutions du probleme aux limites P} suivant :

Pi: Trouver d, D et e sur Q x [0, 7]
e Conditions initiales
YMeQ: dM,0)=0, D(M,0)=0

e Equations d'équilibre

VMeQ et t€[0,T]:0D(x) — 0seDse(z) — P, =0

e Equations de compatibilité (5.2)
VMeQ et t€[0,T]:e(r) =0d(x), Osd(x) — dse(z) =0
e Comportement
VMeQ et t€[0,T]: DIM,t) =C(d(M,7), T <t)
e Conditions aux limites
Sur les efforts : M € 3, et t €[0,T]: D(z = L) =D
Sur les déplacements : M € 9,0 et t € [0,T]:d(x =0) =d

La forme fonctionnelle de la loi de comportement synthétise le principe de causalité et le
caractere local en variable d’espace. Tout champ de contraintes généralisées qui satisfait le
groupe des équations d’équilibre est dit statiquement admissible, en abrégé s.a., et
s.a. A zéro pour des efforts de bord nuls (D = 0). De méme, tout champ de déplacement qui
vérifie le groupe des équations cinématique est dit cinématiquement admissible,

en abrégé c.a., et c.a. a zéro pour un vecteur déplacement imposé nul sur la frontiere

(d=0).

5.2.2 Probleme aux limites discret en temps

Le caractere non-linéaire du comportement impose une discrétisation en temps du pro-
bleme aux limites, ce qui revient a ne satisfaire les équations de champs (équilibre et
compatibilité) qu’a certains instants particuliers. On adopte le cadre classique d’une plas-
ticité indépendante du temps ou de la vitesse (rate-independent plasticity). Ainsi, le temps
dont il est fait usage pour écrire commodément les relations de comportement, n’est pas
le temps physique mais un temps purement cinématique, permettant de repérer sur une
échelle croissante, une succession d’événements - généralement associés a des modifications

des sollicitations - constituant le trajet de chargement. En pratique, U'intervalle [0, T est
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divisé en N sous-intervalles tel que t; = 0 et ty = T'. L’ensemble des bornes de temps est
désigné par [0, T|a = {ti1,...,tn, ..., tx}. Les champs mécaniques sont continus en espace.

L’équilibre a la borne de temps t,.1 est solution du probleme aux limites suivant :

Pl Trouver d, D et e sur Q x [0,T]a
e Conditions initiales

YMeEQ: d(M,0)=0 , D(M,0)=0

e Equations d'équilibre

YMeQ : 8Dn+1($) - aschc|n—|-1(x) - Pe|n+1 =0

e Equations de compatibilité (5.3)
YMeQ e,i(x) =0dni1(x) , dselns1(x) = Osedpgr(x)

e Comportement
YMeQ et te0,7]: DIM,t)=C(d(M,T), 7<)

e Conditions aux limites

Sur les efforts : M € 9,Q : Qui1(2) = Q1 (2)

Sur les déplacements : M € 9,9 : d,.1(x) = dpi1(x)

Le probleme nécessite une discrétisation en espace. Il est nécessaire de choisir le champ
mécanique que 1’on souhaite discrétiser qui devient le champ inconnu principal, les autres
grandeurs mécaniques étant déduites (grandeurs secondaires). On peut également choisir

de discrétiser en espace plus d’'un champ mécanique ; on parle alors de méthode mixte.

5.3 Formulation en déplacements

Dans ce modele, c’est le champ de déplacement qui est discrétisé et constitue ainsi 1'in-
connue fondamentale du probléeme aux limites. Ainsi, le champ de déplacement est connu
en tout point de la structure tandis que le champ de contrainte n’est connu qu’aux points
d’intégration. Ces éléments sont construits a partir d’'une formulation variationnelle des
équations d’équilibre qui releve du principe des travaux virtuels, applicable quelque soit
le comportement du matériau constituant la structure. Dans la section qui suit, nous
détaillons cette formulation pour le cas de la connexion répartie; le cas de la connexion
ponctuelle s’en déduit sans trop de difficultés. Avant de développer les éléments finis de

type déplacement, il est nécessaire de réécrire les équations d’équilibre sous une forme

176 These de doctorat



5.3. Formulation en déplacements

plus appropriée, forme dite "faible” ou variationnelle.

5.3.1 Connexion continue
5.3.1.1 Formulation variationnelle des équations d’équilibre

Les éléments finis de type déplacement occupent une place importante car ils constituent
la grande majorité des modeles utilisés en pratique. Leur introduction dans un code de
calcul est classique. Toutefois, les modeles déplacement ne sont pas exempt de problemes
qui nécessitent un soin particulier dans le choix des fonctions de forme, et ce afin d’éviter
le verrouillage numérique (connexion continue) qui sera expliqué plus tard. Dans cette for-
mulation, le champ des déplacements est I'inconnue fondamentale et les champs d’efforts
internes apparaissent comme des variables secondaires, déterminées (de maniere itérative
dans le cas non-linéaire) a partir des déplacements. Classiquement, le champ des dépla-
cements s’exprime en fonction des déplacements nodaux des éléments finis a 'aide de
fonctions d’interpolation appropriées de déplacements. Les déformations en section sont
directement obtenues a travers des relations cinématiques. Par conséquent, les relations
cinématiques sont satisfaites de maniere stricte en tout point de la structure. Lorsque les
déformations généralisées sont connues, on peut calculer les forces associées en utilisant les
relations forces/déformations généralisées qui traduisent le comportement de la section.
Ne pouvant satisfaire de maniere stricte a la fois la cinématique et les relations d’équilibre,

une formulation faible (variationnelle) des équations d’équilibre est considérée :
/ §d" (0D — 0,.Ds. — P,)dz =0 Vod € Uy () (5.4)
L

ou 0d est tout vecteur de I'ensemble Uy(£2) qui regroupe les déplacements virtuels (fonc-
tions de poids) qui sont cinématiquement admissibles, sous réserve qu’ils soient suffisam-
ment differentiables et que les conditions homogenes de frontiere soient également satis-
faites. L’équation ([5.4) est la forme intégrale des équations d’équilibre pour une poutre

mixte. En développant cette équation, on a :
dN., dN, d>M dD,.
/(5uc + Dy, da:—l—/(SuS - D, da:—i—/dv + H +p, |dr=0
I dx I dx L da? dx
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En intégrant par parties les trois termes de la relation ([5.5)) :

/L5uc%dx = [du, Nc]g — /Ldjochx (5.6)
/L5us d(fisdx = [du, Ns]§ — /Ldgzs N.dz (5.7)
/L5v(§;\jdx - {50% - %’MK + /L (fj;’de (5.8)
/L(Svdfxscdx = [ov Dsc]g - /L%Dscdx (5.9)

on déduit que

2
/%cher/%Nde—/d—&)M dx—l—/ Su — Su, + HY D e
. dz . dx , dx? L dz

= / ov p,dx + [du.N. + dusNs + ov T + 06 M]iig (5.10)
L

Le dernier terme du membre de droite de 'équation ([5.10)), qui représente le travail vir-
tuel des efforts de frontiere, est remplacé par 1'expression (produit scalaire) : 6q7Q. Par
ailleurs, le champ de déplacements virtuels étant cinématiquement admissible, I’équation

(5.10) peut étre réécrite sous la forme suivante :

/ (6€"D + édy.Dy.) dz = / 5d P dz + 6q"TQ (5.11)
L L

La relation n’est rien d’autre que principe des travaux virtuels qui traduit une
forme faible des équations d’équilibre. L’avantage de cette forme est que 'on peut ajou-
ter des efforts ponctuels (force, moment etc...) a la charge répartie p,. Si 'on identifie la
poutre a un élément fini de longueur L, la relation (5.11)) permet de construire la relation
forces/déplacement de ’élément fini (les efforts de frontiere deviennent les forces nodales).
Le principe des travaux virtuels doit étre satisfait indépendamment de la loi de compor-
tement. Lorsque les matériaux ont un comportement non-linéaire, il n’est pas possible de
le satisfaire a chaque instant, il est alors satisfait de maniere discrete a certaines bornes

de temps qui correspondent a I’évolution du chargement, soit pour la borne ¢, :

/ (66" D i1 + 0dyDyc | ) dz = / 6d"P.|, 1 dz+6q"Qny1 VoA (5.12)
L L
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On se place dans un sous-intervalle donné [t,,t,.1]. Dans cet intervalle, les relations de

comportement (2.47)) et (2.57)) s’écrit sous la forme linéarisée suivante :

D'=D""'+ Kk 'Ae (5.13)
D =Dt kA, (5.14)

717 désigne litération d’équilibre, k"1 et %! sont respectivement la matrice de

ol l'indice
rigidité tangente de la section et la raideur de la connexion, déterminées a l'itération 7 — 1.
En combinant I'équation (5.12)) avec les relations (5.13]) et (5.14]), on obtient la relation

suivante :
/ [6e” (D" + k' 'Ae) + ddy. (D" + k' Adye) | do = / 6d"P.dz + 69" Q (5.15)
L L

ou les indices "n + 1”7 on été supprimés afin de ne pas alourdir les notations. L’équation
(5.15)), qui satisfait I’équilibre de facon faible (sous forme intégrale) et les relations ci-
nématiques et le comportement linéarisé de facon forte, est I’équation de base pour la
formulation des éléments finis de type déplacement d’une poutre mixte avec 'interaction
des composants acier et béton. Cette équation doit étre discrétisée en terme de déplace-
ments nodaux et de forces nodales d'un élément pour obtenir I’équation fondamentale de

I’élément fini.

5.3.1.2 Discrétisation en élément fini

L’équation ([5.11]) peut étre utilisée pour développer un élément de déplacement de poutre
mixte. Pour cela, le champ de déplacement d(z) est approché en terme de déplacements
nodaux q :

d(z) = a(x)q (5.16)
T
ot a(x) = |a,(z)T a.(z)" av(x)T} est la matrice des fonctions d’interpolation de dé-

placements. Elle dépend du nombre de degrés de liberté de 1’élément que 1'on a choisi.

En utilisant les relations cinématiques (2.40)) et (2.41)), les déformations généralisées et le

glissement a l'interface peuvent également étre calculées a partir des déplacements nodaux
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par :

ou B(z) = 0a(z) et By.(z) = Os.a(x).

En substituant les relations (5.16]), (5.17) et (5.18) dans I’équation ({5.15]), on obtient :

5qt {/ [BT (Di’1 + ki’lBAq) + B;fc (Digl + kingsch)] dx} = oqt [/
L

L

a'P.dx + Q]
(5.19)

Cette relation doit étre vérifiée quelque soit dq, d’ou :

/ [B" (D' + k" 'BAq) +B_, (D' + k.'B,.Aq)| dz = / a'P.dz+Q (5.20)
L L

Apres arrangement, on a :

{ / (B'k''B + B_k!.'B,.) dx] Aq = / a’P.dz +Q — / (B'D" '+ B D, ') dz
L L L
(5.21)

ou bien :

KAq=Q,+Q - Q%" (5.22)

ou K. est la matrice de rigidité tangente de 1’élément a l'itération ¢ — 1, déterminée par :
sc'"sc

K= / Bk 'Bdx + / Bl k' 'B,.dzx (5.23)
L L

Qo est le vecteur des forces nodales équivalentes due a la charge répartie appliquée a

I’élément, dont ’expression est :
Qo = / a'P.dx (5.24)
L
et le est le vecteur des forces nodales équivalentes a l'itération 7 — 1, déterminé par :

= / B'D ldz + / BID 'dx (5.25)
L L
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5.3.1.3 Fonctions d’interpolation de déplacements

La solution analytique présentée au paragraphe indique que les déplacements exacts
en élasticité linéaire sont des fonctions complexes qui comportent a la fois une partie
hyperbolique et une partie polynomiale. Bien entendu, on pourrait substituer a la partie
hyperbolique une fonction polynomiale issue d’un développement en série de TAYLOR et
qui conduirait & un polynéme comportant des termes de degré plus ou moins élevé (variant
de zéro jusqu’a 'infini). Cela signifie que pour approcher le champ des déplacements, plus
le nombre de degrés de liberté (DDL) est élevé, plus la précision est bonne. Remarquons,
d’ores et déja, que ce probleme n’existe pas pour le modele de connexion discrete pour
lequel le champ de déplacement exact est un polynéme dont 1’ordre dépend du charge-
ment. Plusieurs éléments "déplacement” de nombre de degrés variable ont été proposés
dans la littérature. L’élément a 8 DDL est certainement le plus simple, mais des analyses
ont montré que cet élément présente des problemes de verrouillage numérique (curvature
locking) et conduit & des erreurs significatives lorsque la rigidité de la connexion devient
grande [54]. En 1981, ArizuMI et al. [I6] ont proposé un élément a 12DDL. En 1993,
DANIELS et CRISINEL [56] ont présenté un élément a 10DDL. Récemment en 2002, un
élément a 16 DDL a été développé et comparé avec les éléments a 8 DDL, 10 DDL et
16 DDL par DALL’ASTA et ZONA [54]. La comparaison a mis en évidence les mauvaises
performances de I’élément a 8 DDL qui sont la conséquence des problemes de verrouillage
numérique (curvature locking) évoqué plus haut et les bonnes performances de 1’élément

a 16 DDL, bien qu’il soit compliqué a implementer.

qs} L/2 | L/2 }‘17

Figure 5.2 — Elément de déplacement a 10 DDL
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Dans notre étude, nous considérons un élément a 10 degrés de libertés (cf. Figure . Des
polynéomes HERMITIENS cubiques sont utilisés pour approcher le déplacement transversal
v(x) et une fonction d’interpolation quadratique est utilisée pour approcher les déplace-
ments axiaux u.(z) et us(x). Ainsi, la matrice a(x), que 'on peut décomposer en trois

vecteurs lignes, est donnée par :

[ 3r 222 222 4z 43:2}
a(z)=10 1-—4+-"=5 000 - 000 ——— 5.26
(> i L+L2 L2 L L L? ( )
[ 3z 2 222 dr 42 }
ac(r)=|1- =4 2z = _Z == 5.27
@=1-FT+%F 000 F75-7 000 +=-750 (5.27)
3x2 223 2r2 13 3x2 223 3 a2 }
ar)=[0 0 1-°2L ;20 L, 2 T g2 2T T
(@) i 2 s YT T 2 I3 12 1L
(5.28)

5.3.2 Connexion ponctuelle

Comme signalé plus haut, la solution analytique conduit a un champ de déplacement
polynomial. Par conséquent, ces éléments ne présentent pas de probleme de verrouillage
numérique, inhérent a une modélisation continue de la connexion. On pourrait ainsi en
conclure, qu'une modélisation discrete de la connexion est un remede au verrouillage numé-
rique. Toutefois, le prix a payer est une augmentation significative du nombre d’éléments
et donc du nombre total de DDL. Pour le modele a connexion ponctuelle, la matrice de
rigidité K ainsi que la vecteur de forces nodales équivalentes le d’un élément de poutre
mixte non-connectée s’obtiennent a partir de relations et en faisant k,. = 0
et D,.,=0:

K= / Bk 'Bdx (5.29)
L

QL' = / B'D" dx (5.30)
L

La matrice de rigidité de I’élément de poutre mixte avec la connexion ponctuelle s’obtient
en assemblant la matrice précédente avec les matrices de rigidité de 1’élément de connexion

(ressort) qui est développées au paragraphe [2.4.1.2]
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5.3.3 Algorithme de calcul

La méthode de NEWTON-RAPHSON est utilisée pour résoudre le systeme d’équations non-

linéaires global. L’itération NEWTON-RAPHSON (i) comporte les étapes suivantes :
(1) Résoudre le systéme global des équations et mettre a jour les déplacements de structure.

A Titération NEWTON-RAPHSON (i) la matrice de rigidité globale K;fl a l'itération pré-

cédente (i — 1) est utilisée pour calculer les incréments de déplacement A@' correspondant
. ; ; i1 . ; s es

aux incréments de chargement donnés AP;U qui représentent les forces hors équilibre par

rapport a l'itération précédente.

K. 'Aq, = AP, (5.31)
q, =q, ' +Aq, (5.32)

(2) Pour chaque élément, extraire les déplacements et les incréments de déplacement.

Les incréments de déplacement nodal de chaque élément Aq’ sont extraits & partir de
ceux de la structure Agj.

q =q " +Aq (5.33)
Pour chaque élément effectuer les opérations suivantes (3 - 9).
(3) Calculer les déformations généralisées et le glissement auzx points d’intégration .

e'(zg1) = B(zg)q’ (5.34)
dsc(xgl)i = Bsc(xgl)qi (535)

(4) Pour chaque fibre, calculer la déformation.

e (a1, 26 1 0 z| .
i e’ () (5.36)
e (zgr, 25) 01 =z

(5) Pour chaque fibre, calculer la contrainte et le module tangent.

La contrainte dans les fibres o(z4, 2) et le module tangent E*(z4, z) qui correspondent &

la déformation &'(z 4, z) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement des matériaux
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(cf. chapitre {)).
(6) Calculer les efforts de cisaillement et mettre a jour le module tangent de connexion.

L’effort de cisaillement de connexion D’ (z,) et le module tangent k.(x,) qui corres-
pondent au glissement d' (x,) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement de la
connexion (cf. chapitre 4).

(7) Pour chaque point d’intégration, calculer la matrice tangente de rigidité de section et

les efforts internes.

La détermination de la matrice tangente de rigidité de section k(z,) et des efforts in-

ternes D'(z,) est présentée dans I'annexe

(8) Calculer la matrice de rigidité de I’élément.
K — / B(2) K (2)B(2)dz + / B..(2) K (2)Bu(z)dz (5.37)
L L
(9) Calculer les les efforts aux noeuds de ’élément.

Qi - /L B(2)"D' (x)dz + / B..(2)'D’(2)dz (5.38)

L

(10) Calculer les efforts auz noeuds pour toute la structure et mettre a jour la matrice de
rigidité globale a l’itération i.
Les efforts nodaux équivalents des éléments et les matrices de rigidité des éléments sont

assemblés pour obtenir la mise a jour des efforts internes de structure et de la matrice de

rigidité globale.

P) = assembler (Qf) (5.39)
K/ = assembler (K}) (5.40)

A ce stade, les efforts internes de la structure P} sont comparés avec les forces totales
appliquées. Si la différence AF;U, qui est le vecteur des forces hors-équilibre de la struc-
ture, n’est pas inférieure a une précision fixée, l'itération de NEWTON-RAPHSON suivante
est entreprise. Les étapes de (1) a (19) sont répétées jusqu’a ce que la convergence au

niveau de la structure soit obtenue.
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Il est a noter que, en travaillant avec 'incrément de chargement (chargement controlé),
on risque de dépasser le pic de chargement lorsque les matériaux ont un comportement
élastique parfaitement plastique (acier) ou un comportement adoucissant (béton). Par
conséquent, on risque de ne pas avoir convergence des itérations. Ce probleme peut étre
résolu en travaillant avec l'incrément de déplacement (déplacement controlé), mais cela
n’est possible que dans le cas o1 on peut admettre une variation du chargement a un seul
parametre. Dans cet étude, afin d’éviter le probleme de divergence du au pic de charge-
ment, nous utilisons un algorithme de résolution se basant sur la méthode de longueur

d’arc cylindrique [114]. Le détail de cet algorithme est présenté an annexe [VIII]

5.4 Formulation équilibre

Dans la formulation des éléments finis de type "équilibre”, les efforts internes de 1’élément
sont les inconnues fondamentales du probleme. Ces inconnues sont interpolées a partir
d’efforts aux noeuds et a ’aide de fonctions d’interpolation qui, par construction, doivent
satisfaire les conditions d’équilibre d’un élément de poutre mixte. Il s’en suit que I’équilibre
est satisfait de maniere stricte le long de I’élément. Lorsque forces internes D et Dy, sont

connues, on peut calculer les déformations associées e et d,. en utilisant les relations

constitutives force-déformation (2.47) et (2.57)).

5.4.1 Connexion continue
5.4.1.1 Formulation variationnelle des équations de compatibilité

Les déformations généralisées se déduisent des déplacements a 'aide des relations ([2.40))
et (2.41). La formulation intégrale des équations de compatibilité s’obtient en intégrant le
produit des relations (2.40) et (2.41)) par un champs de contraintes généralisées virtuelles,
soit :

/ sDT (0d — e)dz + / 5Dy (Dsed — dy) dz = 0 (5.41)
L L

0D et § Dy, sont les contraintes généralisées virtuelles (efforts internes virtuels) qui satis-

font les équations différentielles d’équilibre homogenes :

96D — 0,.0D,. = 0 (5.42)
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On note So(2) P'espace des contraintes généralisées statiquement admissibles & zéro :
So(Q) = {D, D,. € S| 96D — 9,.0D,. = 0 et D = 0 sur 9,0} (5.43)

L’équation est la forme intégrale des relations cinématiques pour une poutre mixte.
Cette équation traduit que dans une formulation en contraintes généralisées, les relations
de compatibilité ne sont satisfaites que de maniere faible. En intégrant par parties, on
obtient :

2
/ sDoddx + / §D,.0,.ddz = / 5N, S g 1 / s, s g / st L0 s
L L L dw L d L

T dz?

+ / 0D, (us — U+ Hj—v) dz = [0 N.ue + dNgug + 6MO + 5TU]OL -
L

Xz

2
/uc doN. + 0D, | dr — / Uy doN, — 0D, | dr — /v oM + Hd(SDSC dz
L dx I dx I da? dx

(5.44)

Prenant en compte que le champ d’efforts internes virtuels est choisi de maniere a sa-
tisfaire les conditions d’équilibre homogenes, on en conclut que les trois derniers termes
du second membre sont nuls. Par ailleurs, on observe que le premier terme du second
membre représente le travail des efforts virtuels a la frontiere que I’on peut remplacer par

le produit scalaire §QTq. Ainsi, cette équation est réduite a :
/ sDTod dz + / 6D,e0sed dz = 6QTq (5.45)
L L

En substituant ’équation ({5.45) dans I’équation ([5.41]), on obtient la relation

/ sD%edx + / 6 Dyedse dr = 6Q"q (5.46)
L L

qui correspond au principe des forces virtuelles (ou travaux virtuels complémentaires).
Enfin les déformations généralisées e et le glissement dy. sont éliminées de I'équation
en utilisant la forme linéarisée des relations de comportement inverse et
(12.57) -

/ D" (e + £ 'AD) dz + / 6D, (di;' + fL'AD,) dz = 6Q'q (5.47)
L L
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ou £ et fi1 sont respectivement la matrice de flexibilité (souplesse) tangente de la

section et celle de la connexion, déterminées a l'itération ¢ — 1.

L’équation ([5.47)) est la relation de base pour la formulation des éléments finis type "équi-
libre” pour une poutre mixte avec interaction partielle. Cette équation doit étre discrétisée

afin d’établir la relation fondamentale force-déplacement de 1’élément fini.

5.4.1.2 Discrétisation en élément fini

L’équation , qui représente la forme variationnelle continue des équations fonda-
mentales de poutre mixte, est utilisée dans ce qui suit pour développer un élément fini
"équilibre” de poutre mixte. Sur chaque élément, les efforts généralisés D et l'effort de
cisaillement a l'interface D,. sont interpolés entre les noeuds ici au moyen de fonctions

polynomiales (fonctions de forme) devant satisfaire a priori les équations d’équilibre :

D(z) = b(z)Q + ¢(z)Qsc + Do() (5.48)
Die() = bse(2)Q + €oc(7) Qse (5.49)

ou Q et Q.. sont les contraintes généralisées et les efforts de cisaillement aux noeuds.
b(x), c(x), bs.(x) et cs(x) sont des fonctions d’interpolations polynomiales. Dy(z) est
une solution particuliere des equations différentielles d’équilibre qui permet de prendre en
compte la charge répartie p, :

ODy(z) = P, (5.50)

Les fonctions polynomiales b(x), c(z), bs(x) et cgs(x) sont construites de maniere a
assurer la satisfaction a priori des équations d’équilibre homogenes, quelque soient Q et
Qsc- Une particularité des éléments de poutre mixte réside dans le fait que le nombre
de noeuds pour l'interpolation de D,. n’est pas nécessairement égal a celui utilisé pour

I'interpolation de D. Ce point est détaillé au paragraphe [5.4.1.3] En introduisant les

relations (5.48)) et ([5.49)) dans 1’équation ((5.47]), on obtient :

/ (0Q"b" +6Qc") [ + £ (bAQ + cAQuc + ADg)] dr+
L

/ (6Q™bL +6QLel) [t + fi! (beeAQ + €, AQy.)] dz = 0QTq  (5.51)
L
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Apres quelques manipulations algébriques, nous obtenons :

6Q" (FoqAQ + Fqq, AQ. + q, + Aqy — q) +
5QSTC <F5QSCAQ + FQchscAQsc + Qrse + Aquc> =0 (552)

L’équation précédente doit étre vérifiée quelque soient dQ et dQ., ce qui conduit a :

ou :

FQoAQ +Fqq, AQsc =d — Aqo — gy
FngcAQ + FQchscAQSC - _Aq.(]sc — Qrsc

Fqq = / b'f"'bdx + / blfi b, dz
L L
Fqq, = /bei_lCdl'+/bg::(x)fsic_lcscdx
L L
FQSCQSC :/CTfZ1Cdx+/cchslclcscdx
L L
qr = / bleda + / b.d, dx
L L
qrsc:\/CTei_ldx—i—/Cidizldx
L L
_ Tei—1
Aqp —/b f" "ADydx
L

AqOSC:/CTfi_lADodZE
L

En résolvant I’équation ([5.54]) par rapport & AQs., on obtient :

AQSC — _FéicQSC <AqOSC + qTSC + FEQSCAQ>

qui, ré-injectée dans I’équation (5.53|) donne :

FAQ=q—Aqy—q, +Faq, Fg' q.. (Grse + Adose)

(5.55)
(5.56)
(5.57)
(5.58)
(5.59)
(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)
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ou F est la matrice de flexibilité tangente de 1’élément a l'itération ¢ — 1, déterminée par :

F =Fqq — FQQSCF(;QCQSCFEQSC (5.64)

Afin d’utiliser les éléments finis en efforts dans un programme classique d’éléments finis
en déplacements, il est nécessaire d’inverser la matrice de flexibilité F dans la relation
(5.63) pour obtenir le matrice de rigidité d'un élément. Par construction, cette matrice
est ici singuliere (comme la matrice de rigidité) exigeant d’éliminer des modes rigides de
I’élément. Ces modes rigides proviennent du fait que les éléments du vecteur Q ne sont
pas indépendants puisqu’ils satisfont les équations d’équilibre d’ensemble. Au préalable,
il est donc nécessaire d’éliminer ces modes rigides. La figure présente un élément de
poutre mixte avec ses modes rigides. Pour éliminer les modes rigides, il est nécessaire de
bloquer les 3 déplacements dans le plan (correspondant aux équations d’équilibre). Cela
est réalisé a 1’aide d’un appui simple et d’un appui a rouleau (cf. Figure [5.3b). On aurait
pu choisir aussi un encastrement a une extrémité, par exemple. En identifiant les deux
éléments, on obtient la relation entre les efforts nodaux de I’élément avec et sans modes
rigides :

Q=TiurQ+Q (5.65)

ou Tjs/p est une matrice de transformation :

1 1 H/L 00 0 —H/L 0]
0 0 —1/L 100 1/L 0

Tyr=10 -1 0 0 0 1 0 0 (5.66)
0 -1 H/L 01 0 —H/L 0
0 0 -1/L 000 1/L 1

et
_ L L 1"
Qy=1{0 0 —p'; 000 -2 0 (5.67)

En utilisant le principe des travaux virtuels, on en déduit la relation entre les déplacements

nodaux de I’élément avec et sans modes rigides :

a=Turq (5.68)
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pl
(a) A 2 T N 2 T 2 2 $@_
%’@1761 +_>5’q5

(%%%%%jW

_ @mas
A= L
Q27Q2
Y- _ v Q¢
Q37q3

%X%%%%

Figure 5.3 — Elément de poutre mixte : (a) avec modes rigides; (b) sans modes rigides

L’équation (5.63|) peut alors étre réécrite comme :
KAq = AQ + AQy — AQ, (5.69)
ot K = F~! désignant la matrice de rigidité tangente de I’élément équilibre et

AQ, =K (qifl —q + FQQSCFéiCQSCqmc) (5.70)
AQO =K (Aqo - FQQscFéicQschOSC) (571)

La matrice de rigidité K. de I’élément fini (avec modes rigides) s’obtient aisément a partir

de la matrice de rigidité K sans modes rigides en utilisant la relation suivante :
K. =Ty KTur (5.72)

5.4.1.3 Fonctions d’interpolation de forces

Il est a noter que pour un élément de poutre classique, les fonctions d’interpolation des
efforts internes, qui sont obtenues a partir des conditions d’équilibre, représentent la distri-
bution exacte de ces efforts internes. Un élément de poutre mixte avec interaction partielle

est intérieurement hyperstatique (voir les équations d’équilibre ([2.13| - [2.15))) et donc la
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distribution exacte des efforts internes n’est disponible que pour le cas élastique linéaire.
Il s’en suit que si la distribution de l'effort de cisaillement a l'interface D,. est connue,
tous les autres efforts internes peuvent étre déterminés a partie des conditions d’équi-
libre, quelque soit le comportement. Dans la présente formulation, 'effort de cisaillement
a l'interface est considéré comme l'inconnue hyperstatique, que 'on détermine a partir
des conditions de compatibilité a 'interface. Il est important de noter que si la connexion
est continue, le degré d’hyperstaticité interne devient infini [120]. Afin de se ramener a
un degré d’hyperstaticité fini, il est nécessaire d’approcher la distribution de 'effort de
cisaillement par une fonction qui dépend d’un nombre fini de parametres. Cela peut se
faire en interpolant 'effort continu de cisaillement Dy, en terme des forces de cisaillement
Q. en certains points de référence le long de I’élément. Dans le travail de SALARI en 1999
[120], une distribution cubique a été adoptée pour Ds.. Cette hypothese a été ensuite
reprise par ALEMDAR en 2001 [9]. Dans notre étude, la force de cisaillement le long de
I’élément est interpolée par une fonction parabolique. Comme le montre la figure 5.4, une
distribution parabolique de D;. nécessite d’introduire les variables nodales internes Q4.1

Qse2 €t Qqe3. Ainsi leffort de cisaillement D,. s’exprime comme :

Qscl
(22 3 Cd4x 42?0 222 oz
DSC(I)_{F_I“ T F‘Z] Quc (5:73)
Q503

Qs‘cl QSC:}

L/2 | L/2

Figure 5.4 — Approximation parabolique de I'effort de cisaillement a I'interface
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En exprimant 1’équilibre de la dalle dans la direction x, on obtient une relation entre

I'effort de cisaillement Dy, et les forces nodales :

/ Dao()dz + Q1 + Qs = 0 (5.74)
L

En combinant les relations ((5.73)) et (5.74]) et en intégrant le premier terme, on obtient :

QSC3 = _% (Ql + Q?)) - Qscl - 4@502 (575)

En substituant ’équation (5.75) de nouveau dans ’équation ([5.73)), la distribution des
forces de cisaillement Dy, exprimée en terme des forces nodales indépendantes (sans mode
rigide) de I’élément Q et les efforts de cisaillement de référence Qg (cf. Figure |5.3)) est

obtenue plus précisément par :

Dsc<x> - bsc(x>Q + Csc(‘r)Qsc (576)

ou les fonctions d’interpolation des efforts de cisaillement by.(z) et cg.(x) sont définies

par :
|6z 1222 . . 6z 1222 :
bsc($> — |:ﬁ — IE : . ﬁ — e 0O : 0 (577)
2¢ . 8z 1222
CeclZ) =] — — : — — 5.78
=12 B 579

La relation entre les efforts internes, les efforts nodaux indépendants (5, l'effort de

cisaillement et le chargement extérieur s’obtient en exprimant 1’équilibre d’un troncon de

poutre mixte (cf. Figure :

No(z) = - / " D(w)de — Q) (5.79)
Nu(#) = Qi+ Qs+ Qu + /O " Dy(r)da (5.50)
M(z) = H (@ + Nole)) — Qo + L2y 202 0) (5.81)

En substituant 1’équation (5.76)) dans les trois équations ci-dessus et apres quelques ma-
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D,

@ﬁ%

@
_Q1 _Qg _Q4
_QQ +@Q; _ p.L
L 2

0

8l

Figure 5.5 — Equilibre d’un trongon de poutre mixte

nipulations algébriques, on obtient :

ou :
423 32?
br)= | w1 0
ex (@) = [ 22 43 4x?
NV T T
322 423
bNS(x)__?_F—{—l 0
e, (z) = [ x? 4% 423
M TT 21
I 42 322
bute) = |1 (75 = 73
B 2
cu(x)=|H (% — x) (

(5.82)
(5.83)
(g—x) (5.84)
g 0} (5.85)
L2
(5.86)
423
-7 +1 1 0] (5.87)
(5.88)
(%% %%) 0 %} (5.89)

£-9)
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Sous forme matricielle, on peut écrire :

D(z) = b(2)Q + ¢(7)Qsc + Do() (5.91)
bAQ(x) CAQ($) 0
b(z) = |by,(z)| ; c@)=|en(2)| ; Dolr)= 2
b () cr () p=a( - z)

5.4.2 Connexion ponctuelle

Pour un élément de poutre mixte non connectée, puisqu’il n'y a pas d’effort a I'interface
(Ds. = 0), il s’en suit que cet élément est intérieurement isostatique (comme une poutre
réguliere). La distribution exacte des efforts internes est donc disponible, quelque soit le
comportement. Ainsi les fonctions d’interpolation des efforts s’obtiennent directement a
partir des conditions d’équilibre. Considérons un élément de poutre mixte non connectée
sans mode de corps rigide comme le montre la figure [5.6p ; le champ des efforts internes

est déterminé par :

D(z) = b(z)Q + Dy(z) (5.92)
avec :
0 0 01
b(zy=] 0 0 10 (5.93)
X X

De maniere identique au cas de la connexion continue, la formulation faible des relations

cinématiques est considérée :
/ D' (0d — e)dr =0 (5.94)
L

En intégrant par partie et en faisant usage des relations cinématiques, 1’équation (}5.94)

devient :
/ sD%edz = 5Q"q (5.95)
L
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En introduisant la forme linéarisée des relations de comportement inverse ([2.47)) et (2.57))

dans ’équation ([5.95)), on obtient :
/ 6Q'b" [ +f(bAQ+ ADy)| dz = 6Q"q (5.96)
L

Cette équation doit étre vérifiée quelques soient dQ et apres quelques arrangements, nous
obtenons donc :

FAQ = Aq + Aq, (5.97)

ou
F— / b7 ()£ (2)b(z)da (5.98)
L
Aq, =q ' — /LbT(x) [ (z) + f(2) ADy(z)] dz (5.99)
L’équation (5.97) peut étre réécrite sous la forme suivante :
KAq =AQ — AQ, (5.100)
ot K = F~! désignant la matrice de rigidité tangente de 1’élément équilibre et
AQ, = KAq, (5.101)

La matrice de rigidité K de I'élément sans modes rigides peut étre transformée pour
obtenir la matrice de rigidité K, de I’élément qui contient les modes rigides en utilisant

la relation (5.48). La matrice de transformation dans ce cas est :

0 0 —-1/L 10 0 1/L 0]
0 0 —1/L 0 0 0 1/L 1
Tun = / / (5.102)
10 0 010 0 0
(0 -1 0 001 0 o0

La matrice de rigidité de I’élément de poutre mixte avec la connexion ponctuelle s’obtient
en assemblant la matrice précédente avec la matrice de rigidité de 1’élément de connexion

(ressort) qui a été développée au paragraphe [2.4.1.2]
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P. Qs 45
(a) = _{ L L L L L ) —
91;q1¢—> """""""""""""""" Q545
QQ;aQ#—> *************************** _6766
Qi *@3@3 *67757
D, 0
(b) R S A S A > AL
%x) 7777777777777777777777777 Q:;;q:;
ng; ”””””””””””””””” Q4vQ4
Qiq
L

Figure 5.6 — Elément de poutre mixte non connectée : (a) avec modes rigides; (b) sans
modes rigides

5.4.3 Algorithme de calcul

Le calcul non-linéaire a I’aide d’éléments de type équilibre est plus compliqué qu’avec
des éléments de type déplacement. La difficulté dans une formulation force provient du
fait que le champ des déplacements dans 1’élément n’est pas connu a l'intérieur de celui;
seules les déformations généralisées sont connues aux points d’intégration (connaissance
faible du champ de déformation, qui est une propriété inhérente aux éléments de type
équilibre). L’algorithme repose sur deux boucles imbriquées ou la premiere correspond a
une itération classique de NEWTON qui fournit le vecteur incrément de déplacement, so-
lution des équations d’équilibre globales. Les incréments de déplacement agissent comme
des déplacement imposés pour la seconde boucle, dont l'objectif est de déterminer les
efforts correspondant a ces déplacements qui vérifient a la fois la loi de comportement et
les équations d’équilibre fortes. Dans ce travail, I’algorithme de SPACONE 1996 [130] pour
une poutre classique est étendu a la poutre mixte. De plus, le cas de la charge répartie,
non abordé par SALARI 1999 [120] et ALEMDAR 2001 [9], est traité rigoureusement. Cela
nous a conduit a proposer un algorithme spécifique pour l'actualisation des efforts in-
ternes. Par ailleurs, ces deux auteurs font une présentation tres sommaire de 1’algorithme

de résolution qui n’en permet guere une utilisation pratique.

Les travaux récents ont montré la supériorité de 1’élément équilibre (SALARI 1999 [120],

ALEMDAR 2001 [9]) particulierement dans le domaine non-linéaire, et ce malgré les diffi-
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cultés de mise en oeuvre.

Dans le programme de ’analyse non-linéaire de structure, chaque pas de charge corres-
pond a une application d’un incrément de charge extérieure sur la structure. L’incrément
de déplacement correspondant de structure est déterminé et les déplacements nodaux sont
extraits pour chaque élément. Puisque dans I'élément d’équilibre, il n’y a pas de fonctions
d’interpolation de déplacement pour relier le champ des déformations dans 1’élément avec
les déplacements nodaux, la détermination des efforts internes n’est pas directe comme
pour 1'élément de déplacement. On a besoin d’un algorithme spécifique (au niveau de

I'élément) pour déterminer les efforts internes de chaque élément.

ITERATION EQUILIBRE DE NEWTON-RAPHSON : BOUCLE I :

L’itération NEWTON-RAPHSON (i) est organisée de la maniére suivante :

(1) Résoudre le systeme d’équations d’équilibre global et mettre a jour les déplacements

de la structure.

A Titération de Newton-Raphson (i), la matrice de rigidité globale Kg_l a l'itération pré-
cédente (i — 1) est utilisée pour calculer les incréments de déplacement Aq' correspondant
aux incréments de chargement donnés AF;;JI qui représentent les forces hors équilibre par

rapport a l'itération précédente (cf. Figure |5.7)).

K/ 'Aq, = AP, (5.103)
q,=4q, ' +Aq, (5.104)

(2) Pour chaque élément, extraire les déplacements et les incréments de déplacement.

Les incréments de déplacements nodaux de chaque élément sans modes rigides Aq’ sont

extraits a partir de ceux avec modes rigides Aq" en utilisant la matrice de transformation
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Figure 5.7 — Algorithme de calcul pour la formulation équilibre
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Aq’ = Ty rAT (5.105)
qd =q 1+ Aq (5.106)

ACTUALISATION DES EFFORTS INTERNES : BOUCLE J :

(3) Pour chaque élément, effectuer les opérations (3) a (10).

Les déplacements q' sont maintenant imposés au niveau de I’élément afin de déterminer
les efforts internes qui satisfont conjointement les équations d’équilibres locales et les
relations de comportement. Pour cela, un processus itératif, repéré par l'indice 7, est

appliqué. L’indice de la premiere itération est j = 1.
A= = Aq’ (5.107)

Lorsque j > 1, Aq’ est égale aux déplacements résiduels de I'élément (cf. Figure ,

comme déterminé a ’étape (18).

(4) Calculer les incréments des efforts nodau.

AQ =K''Aq’ (5.108)
| o L
avec
Kg. =~ [Faea.) [Foa.l K (5.110)

4 i i i—1 i1 i—1 i—1 ; .
Lorsque j = 1, KI™' = K1, Foy  =Fq o Faqo. = Faq.. ¢t Aq/, =0oti—1
correspond a la configuration finale de 'itération NEWTON-RAPHSON (i — 1). Lorsque

J > 1, Aql, est déterminé a I'étape (18).

(5) Actualiser les efforts nodau.

Q = Q4 AQ (5.111)
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L=QL' +AQL (5.112)

Lorsque j = 1, Q1 = QT et Q71 = QL.

sc

(6) Calculer les incréments des efforts internes et des efforts de cisaillement.

ADY(z) = b(2)AQ’ + c(z)AQ/, (5.113)
AD! (x) = bye(2)AQ! + coe(1)AQY, (5.114)

(7) Actualiser les efforts internes et les efforts de cisaillement.

Di(z) = D' (z) + AD/(z) + ADy (2) (5.115)
Dl.(x) = Di;'(x) + ADl (z) (5.116)

ot AD}(z)
T

1 .. .
00 éApzx(L—x)) , sii=7=1;

ADy (z) = (5.117)

0, autrement.

Lorsque j = 1, D/7'(z) = D" '(z); DI ' (z) = Di;'(x).

(8) Calculer les incréments de déformations généralisées et de glissement auz points d’in-

tégration xy.

A€l (z,) =17 (z,) + 77 (2y) AD? (5.118)
Adgc(xgl) = rggl(xgl) + fggl(xgl)ADj

sc

(5.119)

ot 1/~ (xy) et ri (x,) sont respectivement les déformations généralisées résiduelles et
les glissements résiduels de l'itération (j—1) (cf. Figure[5.7). Lorsque j = 1, r/~*(z,) = 0,

ngl(xgl) - O, fjil(mgl) = fiil(l‘gl) et fggl(xgl) = fsigl(xgl)'

(9) Actualiser les déformations généralisées et le glissement.

e (z,) =& zy) + Ael(z,) (5.120)
& (xg) = & (wg) + Ad (2g) (5.121)
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(10) Pour chaque fibre, calculer la déformation.

ez, 2s 1 0 z| .
?( )| _ o (zy) (5.122)
el(xg, 2s) 0 1 =z

(11) Pour chaque fibre, calculer la contrainte et le module tangent.

La contrainte dans les fibres 07 (x4, z) et le module tangent E’(z,, z) correspondant & la
déformation &7 (x4, z) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement des matériaux (cf.

chapitre {4).
(12) Calculer Ueffort de connezion et mettre a jour le module tangent de connexion.

L’effort de cisaillement DgcR(xgl) et le module tangent kI (z,) correspondant au glisse-

ment @’ (x) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement de la connexion (cf. chapitre

).
(13) Calculer les matrices de flexibilité tangentes de section et de connexion.

-1

t/(zy) = [K (2q)] (5.123)

filag) = [k (zg)] (5.124)

o 'expression de la matrice tangente de rigidité de section k’(z4) est détaillée dans I’an-

nexe [Il
14) Calculer les efforts internes satisfaisant la loi de comportement.
( p
Les efforts internes Dgz(atgl) sont déterminés a l’aide de la condition d’équilibre de section
(cf. Annexe [I)).
(15) Calculer les forces hors-équilibre de section et de connexion auz points d’intégration.

D]ﬁ(xgl) = Dj<xgl> - D§%<xgl) (5.125)

Dly(xq) = D, = Dl p(zy) (5.126)
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(16) Calculer les déformations généralisées résiduelles et les glissements résiduels.

r/ (zq) = fI (xgl)ng(xgl) (5.127)
rl(xg) = fl(xg) Dl (1) (5.128)

(17) Calculer les matrices de flexibilité et rigidité de l’élément.

FLq = /L bTf/bdz + /L bl i b,.dx (5.129)
Fho, = /L bTficdz + /L bl (2)f! c . dx (5.130)
F{QSCQSC :/Lchjcdx—l—/Lc;Fcfgccscdx (5.131)
P =Fhq -~ Fho, [Fhua.] ' [Fho.]’ (5.132)
K/ = [F] (5.133)

(18) Vérifier le convergence au niveau de l’élément.

- Si DI (z) et D! () sont inférieurs ou égaux a la tolérance fixée pour le précision du
calcul, la convergence au niveau de I’élément est atteinte. Passer a 1'étape (19).
- Sinon, la convergence au niveau de ’élément n’est pas atteinte. Calculer les déplacements

résiduels de 'élément :
Ag/tt = / [cTrj(:c) + C;Fcrgc(:c)} dx (5.134)
L
Agit! = — / [b"r/(z) + bLrl,(2)] de + Fhq [Fh..0. ]‘1 Agift, (5.135)
I sc sc\sc

puis retourner a l'étape (4).

(19) Calculer les efforts aux noeuds pour toute la structure et actualiser la matrice de

rigidité globale.

Lorsque pour tous les éléments, la convergence est atteinte, l'itération de NEWTON-
RAPHSON (i) est terminée. Les forces nodales et les matrices de rigidité des éléments

sont assemblées dans le but de mettre a jour la matrice de rigidité globale et le vecteur
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des forces nodales de la structure :

' r = assembler (TLR Q + QS) (5.136)
K/ = assembler (T),z;K'Tyr) (5.137)

%

A ce stade, les efforts internes de la structure P}

R sont comparées aux forces externes
appliquées. Si la différence A?;U, qui est le vecteur des forces hors-équilibre de la struc-
ture, n’est pas inférieure a la tolérance fixée, l'itération de NEWTON-RAPHSON suivante
commence. Les étapes de (1) a (19) sont répétées jusqu’a ce que la convergence au niveau

de la structure soit obtenue.

5.5 Formulation mixte

Les méthodes a un champ que nous venons de présenter imposent aux champs approchés
de vérifier a priori des conditions de continuité au travers des frontieres des éléments. On
peut noter que la continuité forte et la continuité faible sont équivalentes en probléeme 1D.
Dans les méthodes des éléments finis mixtes, plusieurs champs sont discrétisés de maniere
indépendante a l'intérieur des éléments. Dans le cadre des poutres mixtes, on distingue
les formulations mixtes suivantes : formulation a deux champs (d — D) ou formulations a
trois champs (d —e — D ou d — e — Dy,). Les résultats expérimentaux montrent que la
courbure varie brusquement au voisinage de la zone plastique, tandis que la variation du
glissement le long de 'interface acier/béton est moins brutale. Par conséquent, du point
de vue numérique, il est plus avantageux d’approximer le champ de déplacement plutot
que le champ de courbure [17]. Dans notre étude, la formulation mixte de HELLINGER-
REISSNER, ou les champs d et D sont approchés, est développée pour les poutres mixtes,

et ce pour les deux type de connexion.

5.5.1 Connexion continue
5.5.1.1 Formulation variationnelle de Hellinger-Reissner

La formulation variationnelle mixte de HELLINGER-REISSNER obtenue en combinant la
formulation variationnelle des équations d’équilibre et la formulation variationnelle des

équations de compatibilité. En multipliant I’équations d’équilibre ([2.16)) par le terme dd et
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I’équations de compatibilité (2.40)) par le terme dD et en intégrant le tout sur la longueur,

on aboutit a I’équation scalaire :
/ 6d™ (0D — 0,.D,. — P.) dx + / DT (0d —e)dx =0 (5.138)
L L
En utilisant les développements du paragraphe [5.3.1.1, on a :

/ §d™ (0D — 04Dy, — P.) dx = / 06d™Ddx + / §dgeDydx — / sdTP.dzx — 5q" Q.
L L L L

(5.139)
L’équation (5.138]) devient :

/ 06d™Ddz + / 6dseDsedr — / 6d"P.dr — 0q" Q. + / DT (0d — e)dx = 0 (5.140)
L L L L

Faisant usage de la forme linéarisée des relations de comportement inverse (2.47)) et (2.57)),
les déformations généralisées e et 'effort de cisaillement D,. sont éliminés de I’'équation

(5.140)) :

/ 26d™Ddx + / Odse (DM + ki ' Ady,) do — / 6d"P.dz — 6qT Q.+
L L L

/ D" (0d — e —fAD)dz =0 (5.141)
L

L’équation ([5.141)) est 1’équation fondamentale permettant de construire l’élément fini
mixte dédié aux poutres mixtes avec interaction partielle. Il est a noter que la force de
cisaillement a 'interface n’apparait plus explicitement dans 1’équation . En effet, a
I’aide de la loi de comportement linéarisée, AD,,. est éliminé au profit du glissement Ad,..
Cette approche a été également adoptée par AyouB (1999) [17] et ALEMDAR (2001) [9].
Une autre approche, qui correspond a la formulation de SALARI (1999) [120], consiste
a déterminer D,. a partir des équations d’équilibre. Par ailleurs, le glissement d,. sera
directement déterminé a partir de la relation cinématique , donc la cinématique a
I'interface est vérifiée de maniere stricte tandis que 1’équilibre dans la direction horizontale

n’est vérifié qu’en moyenne (équilibre faible).
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5.5.1.2 Discrétisation d’élément fini

Les déplacements et les efforts généralisés sont interpolés en termes des déplacement

nodaux q et des forces nodales indépendantes Q comme :

d(z) = a(z)q (5.142)
D(z) = b(z)Q + Dy(z) (5.143)

En utilisant le relation cinématique (2.41)), le glissement a l'interface est calculé a partir

des déplacements nodaux :

dse(x) = Bse(2)q (5.144)

ou Bg.(z) = Osca(x).

En substituant les relations ([5.142)), (5.143)) et ((5.144)) dans I’équation ([5.141)), on obtient :

/ 6q"B" [b (Q' + AQ) + Dy dz + / 6q"B., (D' +k..'B,.Aq / 5qTa’P,
L L

—6q'Q. + / sQ"b" [B (¢ '+ Aq) —e" ! — £ (bAQ + ADy)| dz =0 (5.145)
L

ou B(z) = 0a(z).

En posant :
K, = / BLEk B, dz (5.146)
G:/Bde:p (5.147)
= /BTDZ 'da (5.148)
L
Qo = / a'P.dr — / B'Dydx (5.149)
L L
F:/bei—lbdx (5.150)
L
q = / b (e + £ 'ADg) dz — G'q'! (5.151)
L
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et apres quelques manipulations algébriques, I’équation (5.145)) devient :

0q" (KieAq+GAQ+G Q™'+ QL' — Q. — Qo) + 0QT (GTAq —FAQ — ;') =0

(5.152)

Cette équation doit étre satisfaite quelque soient dq et 0Q, ce qui conduit aux deux

relations suivantes :

Ksch + GAQ = Qe + QO -G Qiil - ZSZI
GTAq - FAQ =g

Utilisant I’équation (5.154]), on obtient I'expression de AQ en fonction de Aq :

AQ=F"(GTAaq—q )
que l'on ré-injecte dans 1’équation ([5.153|) pour obtenir :
KAq=Q.+ Qo — Qf"

ou

K=K, +GF!GT

est la matrice de rigidité de 1’élément mixte ; et
R =GQT+QL -GF g

est le vecteur des efforts nodaux équivalents considérés a l'itération ¢ — 1.

(5.153)
(5.154)

(5.155)

(5.156)

(5.157)

(5.158)

Remarque : Dans 'approche mixte retenue, les DDL "force” sont éliminés au niveau de

I’élément et seuls les DDL "déplacement” subsistent apres assemblage. Nous rappelons

qu’il existe une autre formulation mixte qui conserve au cours de la résolution tous les

DDL "force” et "déplacement” [17].
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5.5.1.3 Fonction d’interpolation de déplacements et de forces

La méthode des éléments finis mixtes fournit des résultats précis mais elle peut s’avérer
instable si certaines précautions ne sont pas prises. Afin de s’assurer que l'opérateur de

raideur n’est pas singulier, il est nécessaire de satisfaire la condition suivante [17] :

NQz > Nz — Nmrz (5.159)

ol nq, désigne le nombre de DDL "force” dans la direction z, ng, désigne le nombre de
DDL "déplacement” dans la direction x et n,,,, le nombre de modes rigides qui vaut 1 dans
une direction ou rotation. Cette condition fait que les nombres de DDL "déplacement” et

"force” ne sont pas indépendants.

7 ¢
L/2 L/2
<b>< — Wﬁ
Q, /J\ @ H 4
Wesicsa

Figure 5.8 — (a) Degré liberté de déplacements; (b) Degré liberté de forces
L’élément mixte considéré possede 10 degrés de liberté en déplacements q = [g; ... qu]T

(cf. Figure . Les fonctions d’interpolation du champ des déplacements sont celles que

nous avons présenté au paragraphe [5.3.1.3|

Le nombre total de modes rigides est égal a 4 et correspond aux déplacements de transla-
tion selon x de la dalle et du profilé, & un déplacement d’ensemble (dalle 4 profilé) selon y
et & un mouvement de rotation d’ensemble dans le plan. Ainsi, il faut que ng > 6. Comme

AvyouB (1999) [17] et ALEMDAR (2001) [9], nous avons considéré 6 degrés de liberté de
forces Q = [Q; ... Qg]" définis & la Figure .
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Le moment fléchissant M (x) et les forces axiales N.(x), Ny(x) sont interpolés linéairement

a partir des forces aux noeuds. Le vecteur des efforts généralisés est déterminé par :

O
N 0o Z_1 o o L o] 0
) T L z L Q3
N =|-—-1 0 0 — 0 0 + 0 (5.160)
L T L x Q4 p.x (L — )
M 0 0 —-——1 0 0 = B - e—
L L1 Qs 2
ou bien sous forme matricielle :
D(z) = b(z)Q + Dy(z) (5.161)

Les efforts internes Ny, N. et M ne sont pas continus a prior: au passage d'un élément a
un autre. Autrement dit, les (J; sont associés a un élément et non a un noeud. Cependant,
I’équilibre de noeud a 'assemblage des éléments va garantir la continuité du moment total.
Par ailleurs, le moment total est une fonction polynomiale qui se compose d'une partie
linéaire (pas de chargement entre les noeuds) et d’une partie quadratique (charge répartie
constante). Ainsi, le moment total est approché a ’aide de fonction capable de reproduire
la solution exacte. On peut donc s’attendre a une bonne estimation du moment total dans

la poutre.

5.5.2 Connexion ponctuelle

Pour le modele de connexion ponctuelle, il suffit de reprendre le développement précédent
en prenant ks, = 0 et Dy, = 0. On ne présente ici que les expressions de la matrice de
rigidité K et du vecteur de forces nodales équivalentes Q'; ' d'un élément de poutre mixte

non connectée :

K=GF'G" (5.162)
l=GQ'-GF g (5.163)
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La matrice de rigidité de I’élément de la poutre mixte avec la connexion ponctuelle s’ob-
tient en assemblant la matrice précédente avec les matrices de rigidité de I’élément de

connexion (ressort) qui sont développées au paragraphe [2.4.1.2]

5.5.3 Algorithme de calcul

L’itération de NEWTON-RAPHSON (i) est organisée comme suit :
(1) Résoudre le systeme global des équations et actualiser les déplacements de la structure.

A Titération de NEWTON-RAPHSON (i), la matrice de rigidité globale K a I'itération
précédente (i — 1) est utilisée pour calculer les incréments de déplacement Aq' corres-
pondant aux incréments de chargement donnés A?;@l qui représentent les forces hors

équilibre par rapport a l'itération précédente (cf. Figure .

K/ "'Aq, = AP, (5.164)
q,=4q, ' +Aq, (5.165)

(2) Pour chaque élément, extraire les déplacements et les incréments de déplacement.

Les incréments de déplacements aux noeuds de chaque élément Aq’ sont extraits a partir

des ceux de la structure Aqf].

q =q "' +Aq (5.166)

ACTUALISATION DES EFFORTS INTERNES : BOUCLE J :

(3) Pour chaque élément effectuer les opérations (3) a (10).

Les déplacements q' sont maintenant imposés au niveau de 1'élément afin de déterminer
les efforts internes correspondant qui satisfont la relation de comportement. Pour cela, un
schéma itératif, repéré par l'indice j, est utilisé. L’indice de la premiere itération est j = 1

(cf. Figure :
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Structure

Convergence

q,” 9,

D
Ve
Vd
/
/
/
/
/
/
A
j=3 convergence / A,

G'q q” q q

Points d'intégration

AD, @ B .
%ﬁ 1 _--
£ B -
‘ — -
1 /]~
< D;
1D
r'}
D
" TAe I
,,. > — : >
e’ e(r) d. d., d,. ()

Figure 5.9 — Algorithme de calcul pour la formulation mixte

210

These de doctorat



5.5. Formulation mixte

(4) Calculer les incréments des efforts nodauz.
AQ = [F] 7 (GTAG — ¢/t (5.167)

avec, lorsque j =1, F/7! = F~1 Aq’ = Aq’ et ¢/~! = 0. Lorsque j > 1, Aq’ = 0. ¢/ !

est déterminé comme indiqué a I'étape (16).

(5) Actualiser les efforts nodauz.
Q= QLAY (5.168)

Lorsque j =1, Q771 = Qi~1.

(6) Calculer les incréments des efforts internes auzx points d’intégration.
AD’ = b AQ/ (5.169)
(7) Actualiser les efforts internes.
D’ = D/~ + AD/ + AD’ (5.170)

ou ADg’
T

1 L
00 §APZ£L‘(L—I‘)) , sii=j=1;

AD} = (5.171)

0, autrement.
Lorsque j = 1, DY = D1,

(8) Calculer les incréments des déformations généralisées auz points d’intégration x .
Ael (xy) =17 N zg) + 77 (2,0)AD (2,) (5.172)

olt 1771 (z,) sont les déformations généralisées résiduelles de l'itération (j — 1). Lorsque

j=117"Yzy,) =0et £ (zy) = zy,).

(9) Actualiser les déformations généralisées.

e (1) =& (zy) + A€ (zy) (5.173)
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(10) Pour chaque fibre, calculer la déformation.

ey, 2s 1 0 z| .
?< 7 | _ o (z,) (5.174)
el(xg, 25) 0 1 =z

(11) Pour chaque fibre, calculer la contrainte et le module tangent.

La contrainte dans les fibres 07 (z4, z) et le module tangent E’(z, z) correspondant & la
déformation &7 (z,, z) s’obtiennent en intégrant la loi de comportement des matériaux (cf.

chapitre []).
(12) Calculer la matrice de flexibilité tangente de section.

-1

fj(l‘gl) = [kj(flfgl)} (5175)

ot Pexpression de la matrice tangente de rigidité de section k’(z) est détaillée dans I'an-

nexe [l
(13) Calculer les efforts internes satisfaisant la loi de comportement.

Les efforts internes D7 (z,;) sont déterminés a I'aide de la condition d’équilibre de section

(cf. Annexe [I)).

(14) Calculer les efforts hors-équilibre de section.
D} (zg) = D (zg) — D} (2q) (5.176)
(15) Calculer les déformations généralisées résiduelles.
v/ (2y) = £ (25) D} (24) (5.177)

(16) Calculer les matrices de flexibilité de l’élément et le vecteur des déplacements rési-

duels.

F/ :/bT 7 bdx (5.178)
L

q = / b' [¢/ + 1] dz — G'q’ (5.179)
L
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(17) Vérifier la convergence, de maniére globale, au niveau de I’élément.

- Si ||gZ]| est inférieur ou égal & la tolérance fixée pour la précision du calcul, la convergence
au niveau de I’élément est atteinte. Passer a 1'étape (18).

- Sinon, retourner a l'étape (4).

(18) Calculer les glissements, les efforts de cisaillement et actualiser le module tangent

de la connexion.
d., =B, q' (5.180)

L’effort de cisaillement D! () et le module tangent k!, correspondant au glissement d’,

s’obtiennent en intégrant la loi de comportement de la connexion (voir chapitre 4)).

(19) Calculer les efforts nodaux et la matrice de rigidité de connexion de l’élément.

K = / Blk! B,.dz (5.181)
L

L= / Bl D! dz (5.182)
L

(20) Calculer les efforts au noeuds pour toute la structure et actualiser la matrice de

rigidité globale.

Lorsque pour tous les éléments la convergence est atteinte, l'itération de Newton-Raphson
(1) est terminée. Les efforts nodaux et les matrices de rigidité des éléments sont assemblés
pour obtenir la mise a jour des efforts internes aux noeuds de la structure et de la matrice

de rigidité globale :

P} = assembler (G Q'+ Ql,) (5.183)
K| = assembler (K;C + G [F'] - GT> (5.184)

A ce stade les efforts internes de la structure P; R sont comparées avec les forces totales
appliquées. Si la différence A?;U, qui est le vecteur des forces hors-équilibre de la struc-
ture, n’est pas inférieure a la tolérance fixée, l'itération de NEWTON-RAPHSON suivante
commence. Les étapes de (1) a (20) sont répétées jusqu’a ce que la convergence au niveau

de la structure soit obtenue.
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5.6 Validation des modeéles

Afin d’évaluer et de comparer la performance des trois formulations d’éléments finis pré-
cédentes, deux exemples sont étudiés dans ce paragraphe. Le premier exemple est une
poutre mixte isostatique, nommée PI4, qui est issue d’une série d’essais réalisés par ARI-
BERT et al. [I4]. 11 s’agit une poutre simplement appuyée, de portée de 5 metres, soumise
a mi-portée a une charge concentrée P. La section se compose d'un profil IPE400 et d'une
dalle de 800 x 100 mm? renforcée par deux nappes d’armature (5 ¢10 par nappe). La
description géométrique de cette poutre est détaillée a la figure [5.10} Le connexion se fait
de maniere discrete et réguliere par deux rangées de connecteurs de type goujon NELSON.

L’espacement des goujons est de 650 mm.

Le deuxieme exemple est une poutre mixte hyperstatique, nommée PH3, qui est issue d'une
série d’essais réalisée par ANSOURIAN [11]. Il s’agit d’une poutre continue a deux travées
égales de 4.5m, soumise au milieu de chaque travée a une charge concentrée P, comme
indiqué a la figure [5.10] On précise que la section est constituée d’un profil HEA200, et
d'une dalle de 800 x 100 mm? renforcée par deux nappes d’armature dont le pourcentage
varie selon qu’on est en zone de moment positif ou négatif. La connexion se fait de ma-
niere discrete par trois rangées de connecteurs de type goujon NELSON. L’espacement des
goujons est respectivement de 350 mm en zone de moment positif et de 300 mm en zone

de moment négatif.

La figure présente les caractéristiques des matériaux constituant les deux poutres
ainsi que les lois de comportement adoptées dans la simulation numérique. A noter que,
pour les besoins du calcul avec le modele théorique, on a été contraint d’introduire des
valeurs vraisemblables de certaines caractéristiques inconnues. Par exemple, pour I’énergie

de rupture du béton en traction, nous avons considéré Gy = 1000 N/m.

Ces deux poutres sont respectivement simulées par les deux modeles de connexion (dis-
crete et continue) en utilisant trois formulations différentes : formulation en déplacement,

formulation équilibre et formulation mixte.
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O Qi |Q, = Qa6 exp(-a, 5 )|
fs"u = Q - _— *__ —
CaAtn(E T
Ly aAm(E,) Atn(E, )
f-vAtnl(ES) v
| |
| |
| i |
| | |
Atn(E,) : Atn(E,) 1 : P
&y My luzl‘z"ey 3 - 1 5max g d“-’
Acier goujon
O O
fom ~.
Ja Gy Atn(E,)
lct B \\
\
\\
...,\\\Atn(Eﬂ) ;\: T Atn (E))
‘ E{‘, ‘951 En
Béton en traction Béton en compression
Poutre P14 | Poutre PH3
Acier
Semelle | Ame | Armature | Semelle | Ame | Armature
Ly (MPa) 245 260 370 236 238 430
f. (MPa) 361 372 370 393 401 533
E (MPa) 210000
Q, 0.008 0 0.0143 0.015
Hy 18 1 16 1
y2 80 25 62 17
Béton
. (MPa) 34.7 27.2
f+ (MPa) 3.02 25
E, (MPa) 31200 27200
€, 0.0026 0.0025
G, (N/m) 1000 2300
Goujon
@, (kN) 130
E,, (kN/mm) 300 1000
ds(:,u (mm)
dsr.ma.x (mm)

Figure 5.11 — Caractéristiques mécaniques des matériaux constituants les poutres PI4 et

PH3
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5.6.1 Caractéristiques des modeles numériques

Chaque élément fini comporte 5 points d’intégration longitudinaux (schéma de GAUSS-
LOBATTO), quelque soit la formulation choisie. La section de béton est discrétisée a 1’aide
de 20 fibres et celle d’acier avec 30 fibres. Pour les modeles avec connexion discrete, le
nombre d’éléments de connexion est égal au nombre de points de connexion le long de
la poutre. Ainsi, pour la poutre isostatique PI4, il y a 9 éléments de connexion et pour
la poutre hyperstatique PH3, il y a 14 éléments de connexion par travée. La raideur de
I’élément de connexion s’obtient en multipliant la raideur d’'un connecteur par le nombre
de files. Entre deux éléments de connexion, il peut y avoir plusieurs éléments finis de poutre
mixte non connectée, et ce en fonction du degré de précision souhaité. Les caractéristiques
(loi de comportement) du modele de connexion continue sont obtenues en répartissant la
raideur des connecteurs au prorata de I’espacement. Si 'espacement n’est pas identique le
long de la poutre, les caractéristiques deviennent non uniformes le long de la poutre. Bien
entendu, il est nécessaire de placer un noeud au droit de chaque appui afin d’imposer
les conditions cinématiques correspondantes. Pour chacune des formulations, plusieurs
maillages ont été utilisés selon le mode de connexion. Au tableau[5.1] le détail des maillages

est donné pour les deux poutres.

Poutre P14 Poutre PH3
_ 12 éléments 17 éléments / travee
Cginsr;?)é(tlgn 18 éléments 30 éléments / travéee

30 éléments

4 éléments 6 éléments / travée
Connexion 6 éléments 10 éléments / travée
continue 18 éléments 16 éléments / travée
34 éléments 24 éléments / travée

Tableau 5.1 — Maillages disponibles pour la simulation numérique

Le comportement de la poutrelle métallique est représenté a I’aide d’un modele élastoplas-
tique avec palier et écrouissage cinématique linéaire jusqu’a la déformation ultime. Les

parametres du modele sont issus d’essais de traction standards (cf. these de ABDEL Az1z,
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page 164 [5]). Le modele de béton est celui développé au chapitre [ mais ici 'endommage-
ment n’est pas pris en compte. Les caractéristiques sont issues de 'expérimentation. Les
parameétres des modeles acier et béton sont donnés a la figure [5.11] Le comportement du
goujon est décrit a I’aide du modele de SALARI [120] sur la base de la résistance ultime et
du glissement a la ruine obtenus lors d’un essai push-out. Le déchargement se fait selon
le module a l'origine. Dés que le glissement atteint la limite dg.max, on considere que le
connecteur est rompu et que par conséquent ne reprend plus d’effort. Afin d’éviter une
dépendance de la solution vis-a-vis du maillage en raison du radoucissement du béton, le
comportement radoucissant est modifié en fonction de la longueur de 1’élément de maniere
que ’énergie de rupture soit conservée (cf. paragraphe 11.3.5 de la these de BENBOUDIMA
[36]).

Poutre isostatique PI4

Les courbes théoriques charge/fleche obtenues pour les deux modeles de connexion en
utilisant les trois formulations éléments finis, sont tracées et comparées avec la courbe
expérimentale aux figures et pour la poutre PI4. On y observe que les courbes
théoriques charge/fleche s’averent en bonne concordance avec la courbe expérimentale. On
précise que la poutre isostatique PI4 a été sollicitée jusqu’a la ruine. La charge maximale
atteinte était de 490 kN et la fleche a mi-travée observée expérimentalement au moment

de la ruine était de 157 mm.

Au cours du calcul numérique, on releve un écrasement (¢. = 4%) de la fibre de béton la
plus comprimée pour une charge de P = 406 kN. Ce résultat a été obtenu avec 12 éléments
équilibre. L’outil numérique permet d’aller au-dela de cette charge et ainsi d’évaluer la
réserve de résistance dont on dispose. Cette charge correspond a la charge ultime de di-
mensionnement. Au tableau[5.1] nous donnons, pour I’ensemble des formulations,la charge
correspondant a 1’écrasement du béton, a la ruine du premier connecteur et a la ruine de
tous les connecteurs. Les deux connecteurs d’extrémités sont rompus pour une charge de
P = 486 kN. Il ne suffit que d'une légere surcharge pour provoquer la rupture de tous
les autres connecteurs. Le calcul s’arréte lorsque tous les connecteurs sont rompus car la
matrice de raideur devient singuliere. A la ruine, la charge maximale est P,,,, = 488 kN et

la fleche maximale est 162 mm. On observe que les modeles équilibre et mixte fournissent
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des résultats tout a fait identiques au niveau global (charge et déplacement). On observe
que les résultats sont sensiblement identiques pour les deux modeles de connexion. Pour
la connexion répartie, on observe qu’il est nécessaire d’utiliser un nombre plus impor-
tant d’éléments dans la formulation déplacement. En effet, il est nécessaire d’utiliser 18
éléments déplacement contre 4 éléments équilibre et mixte. Si I'on effectue une décharge
complete a 400 kN, on observe que la fleche résiduelle prédite par le modele de connexion

discrete est supérieure (environ 10 %) a celle fournie par le modele de connexion continue.

Ruine observée par Modele de connexion discrete (9 E.F. de connexion)
modele numerique | 18 E.F. déplacement | 12 E.F. équilibre 12 E.F. mixte
Ecrasement du béton P =432 kN P =406 kN P =406 kN
(&> 4%) v =745 mm v=505mm | v=50.5mm
1°" connecteur compu P =487 kN P =486 kN P =486 kN
(dsc>5 mm) v =150 mm v =157 mm v =157 mm
Tous les connecteurs Pmax = 493 kN Pmax =488 KN | Ppax =488 kN
rompus Vmax = 173 mm Vmax = 162 MM | Vpax =162 mm

Tableau 5.2 — Ruine observée par le modele numérique

A la figure [5.14] la distribution expérimentale du glissement le long de U'interface acier-
béton pour 4 niveaux de charge est donnée et comparée a la distribution obtenu a ’aide
de la formulation mixte pour les deux modeles de connexion. On observe que le modele
de connexion discrete fournit des résultats qui sont en meilleure accord avec les résultats
expérimentaux. Par ailleurs, on observe que le modele de connexion répartie a tendance

a surestimer le glissement et fournit donc des prédictions qui sont plutot du coté de la

sécurité.
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Chapitre 5. Modele des éléments finis

Poutre hyperstatique PH3

Pour cet essai, on dispose des courbes charge/fleche et charge/courbure a proximité de
la charge et de I’appui intermédiaire (cf. Figures a . Aux figures et ,
on présente les courbes numériques charge/fleche de la section au droit de la charge com-
parées a celles de 'expérience. On observe une concordance satisfaisante entre les pré-
dictions numériques et les résultats expérimentaux a tous les stades de chargement. La
courbe charge/fleche expérimentale est légerement au-dessus des courbes numériques pour
le modele de connexion discrete et au-dessous pour le modele de connexion continue. On
retrouve donc la méme remarque qu’au paragraphe du chapitre [2[ que le modele de
connexion continue surestime la fleche. Par ailleurs, la formulation équilibre fournit les

mémes résultats que la formulation mixte, et ce avec le méme nombre d’éléments.

D’autres résultats expérimentaux que les fleches ont été fournis par ANSOURIAN [I1], &
savoir, des mesures de la courbure du profilé métallique dans les deux sections : la section
(A-A) au droit de la charge et la section (B-B) situé a 200mm de I'appui intermédiaire.
On donne aux figures et les courbes charge/courbure théoriques et également
les courbes expérimentales. Les courbes charge/courbure sont satisfaisantes en zone de
moment positif mais s’écartent de la courbe expérimentale en zone de moment négatif,
et ce pour les deux types de connexion. Pour la connexion répartie, les éléments de type

équilibre et de type mixte sont légerement meilleurs en zone de moment positif.

En conclusion, on observe que les trois formulations fournissent des résultats tres satis-
faisants avec moins d’éléments pour les formulations équilibre et mixte. On n’observe pas
de différence significative sur les courbes charge/fleche suite au modele de connexion. Par
contre, on releve que le modele de connexion répartie semble avoir tendance a surestimer

le glissement.
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5.7 Comparaison des deux modeles de connexion

Dans cette partie, nous nous proposons d’examiner plus en détails 'influence du modele
de connexion sur les champs mécaniques. Plus particulierement, nous nous intéressons a
effet du modele de connexion (discréte/continue) sur la distribution de la courbure, de
Ieffort normal etc... Pour ce faire, nous poursuivons l'analyse de la poutre PI4 étudiée
dans la section précédente. Pour le modele de connexion continue, nous adoptons une
distribution uniforme des caractéristiques mécaniques obtenue en moyennant la contri-
bution de chaque connecteur sur la longueur. Nous avons fait le choix de comparer les
modeles de connexion en utilisant la formulation élément fini mixte uniquement. Toutefois,
nous pouvons affirmer que, dans ’ensemble, les formulations "équilibre” et "déplacement”
conduisent aux mémes conclusions pour autant que 1’on prenne suffisamment d’éléments
dans la formulation "déplacement”. Le nombre d’éléments considérés correspond au mini-
mum nécessaire pour reproduire la courbe charge/déplacement avec une précision jugée
acceptable vis-a-vis de I'expérience. Autrement dit, une augmentation du nombre d’élé-

ments n’apporterait pas une amélioration significative de la précision.

Comme on peut I'observer sur la figure les courbes charge/fleche pour les deux mo-
dele de connexion sont tres proches avec seulement 6 éléments pour la connexion continue.
Ainsi, le calcul des fleches peut se faire avec une précision satisfaisante en utilisant I'un ou
I’autre modele. On observe que le modele de connexion continue conduit & une fleche supé-
rieure a celle obtenu a I’aide du modele de connexion discrete pour la poutre isostatique.
Comme signalé au paragraphe précédent, le modele de connexion répartie a tendance a
surestimer le glissement par rapport au modele de connexion ponctuelle (cf. Figure [5.20).
A la figure [5.21], on voit que la distribution de la courbure tout au long de la poutre est
assez similaire (méme tendance) pour les deux modeles avec la présence de discontinuités
pour la connexion discrete qui résulte de la présence d’un effort concentré de cisaillement
au droit du connecteur, provoquant un saut de moment. Ainsi la distribution de 'effort
normal est discontinue pour le modele de connexion discréte (cf. Figure [5.22). Pour la
connexion répartie, on observe également une légere discontinuité autour de 1,4 m et 4
m. Cette discontinuité est inhérente a la formulation et sera discutée au paragraphe 5.8
Toutefois, on notera que la connexion répartie conduit a un effort normal maximal dans

la dalle légerement plus important. Précisons aussi que le cas traité est parfaitement sy-

226 These de doctorat



5.7. Comparaison des deux modeles de connexion

métrique et que le connecteur sous la charge ne se déforme pas (pas de glissement).

NGUYEN Quang Huy 227



Chapitre 5. Modele des éléments finis

550

500
450
400
350
300

250
200
150

100 (®-----; Modele de connexion discréte: 12 E.F. mixte [

oy S B Modele de connexion continue: 6 E.F. mixte | |

=@ Résultat exprérimental
1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Fleche a mi-travée [mm]

Force P [kN]

Figure 5.19 — Poutre PI4 : Courbes charge/fleche obtenues pour les deux modeles de
connexion

1 | 090 mm | 650 mm, | o650 mm ,, | 650 mm | (650 mm | 650 mm,, | (650 mm,, 650 mni,
T

T T T T T T T T
] e S
g | | | | | |
= 0 | R U AR : i
C | | | | |
Q | | | | |
5 | | | | |
05 P
G ! ! ! | -
: : | | | | | N ™
-1 fffffff Modele de connexion discréte: 12 E.F. mixte
----- Modele de connexion continue: 6 E.F. mixte
15 i | @ Résdultat exprérimental

Figure 5.20 — Poutre PI4 : Distributions du glissement pour les deux modeles de connexion

228 These de doctorat



5.7. Comparaison des deux modeles de connexion

¥ 297kN

Modeéle de connexion continue: 6 E.F. mixte

[wyt] @IngIn0d

gl |7 Modele de connexion discrete: 12 E.F. mixte

2000 3000 4000 5000
Abscisse [mm]

1000

0

Poutre PI4 : Distributions de la courbure pour les deux modeles de connexion

Figure 5.21 -

¢ 297kN

Modele de connexion discrete: 12 E.F. mixte
-----'Modele de connexion continue: 6 E.F. mixte

5000

3000 4000
Abscisse [mm]

2000

1000

0

500}~

[N>] ON 3jfep e| suep [eixe Hoy3

-600

Figure 5.22 — Poutre PI4 : Distributions de l'effort axial dans la dalle N, pour les deux

modeles de connexion

229

NGUYEN Quang Huy



Chapitre 5. Modele des éléments finis

5.8 Comparaison des trois formulations

Dans ce paragraphe, nous comparons les formulations entre elles. Le précédent paragraphe,
nous a permis de tirer quelques conclusions sur le choix du modele de connexion. Ainsi
dans ce qui suit, les comparaisons entre les trois formulations éléments finis se feront
avec le modele de connexion répartie. Il existe toutefois une différence sensible dans le
comportement suivant que la charge est ponctuelle ou répartie. La prise en compte d'un
chargement réparti avec des éléments équilibre n’a pas été abordé dans la littérature, et ce
pour plusieurs raisons. La raison essentielle en est que la mise en oeuvre des éléments équi-
libre en présence d’un chargement réparti n’est pas aisée et que l'algorithme se complique

tres rapidement.

5.8.1 Cas d’un chargement ponctuel

Pour ce cas de chargement, nous revenons a la poutre isostatique PI4. La figure [5.23| pré-
sente les courbes charge/fleche obtenues par les trois formulations pour un nombre variable
d’éléments. On constate que la formulation déplacement nécessite un nombre d’éléments
important pour que la courbe charge/fleche n’évolue plus de maniére significative. Notam-
ment on y observe qu’il est nécessaire d’utiliser au moins 18 éléments alors que 4 éléments
équilibre ou mixte suffisent a obtenir une courbe charge/fleche avec une précision satis-
faisante. Ceci résulte de l'incapacité des éléments déplacement a traduire correctement
la courbure dans les zones plastifiées. Il est donc nécessaire d’affiner le maillage afin de
s’approcher au mieux de la distribution réelle par une variation linéaire de la courbure
par élément. Le déplacement transversal est en effet approché par une fonction cubique
qui produit une variation linéaire de la courbure. Or dans les zones plastiques, la cour-
bure a tendance est étre fortement non-linéaire et il est nécessaire d’augmenter le nombre
d’éléments particulierement dans ces zones. Au contraire, I’élément équilibre approche
exactement les champs d’effort et la loi de comportement permet d’estimer la courbure
aux points d’intégration uniquement. Ainsi, si le nombre de points d’intégration est suffi-
sant (en général 5 points GAUSS-LABATTO sont largement suffisants), on est tout a fait
capable de restituer la distribution de la courbure, d’ou le bon résultat avec un nombre
d’éléments finis équilibre réduit. Cet aspect est clairement illustré a la figure [5.24| ou la

distribution de la courbure pour une charge de 320 kN est donnée pour les trois formula-
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tions avec 6 éléments pour chacune d’elle. Tout d’abord, on y observe que les formulations
"équilibre” et "mixte” sont tres proches car pour la formulation mixte la courbure est cal-
culée a partir de la distribution de moments et de la loi de comportement comme pour la
formulation équilibre. On y observe clairement qu’avec un nombre insuffisant d’éléments,
la formulation déplacement n’est pas capable de restituer la distribution de courbure de

maniere précise.

La distribution de glissement est quasi identique pour les trois formulations (cf. Figure
. On ne doit pas oublier que pour la formulation en déplacement, on a utilisé une
interpolation quadratique pour le champs de déplacement longitudinal, ce qui semble étre
suffisant. La figure [5.26] illustre la distribution de moment fléchissant total le long de la
poutre. La distribution de moment est linéaire pour les formulations équilibre et mixte
puisque ces formulations reproduisent la solution exacte. Pour la formulation déplacement,
on observe une distribution de moment non-linéaire puisque les moments sont évalués aux
points d’intégration. Ainsi, on observe que pour la formulation "déplacement”, la courbure
est linéaire avec une distribution de moment non-linéaire alors que pour la formulation
équilibre la distribution de moment est linéaire et la distribution de la courbure est non-
linéaire, ce qui correspond mieux a la réalité. D’ou la bonne performance de ce type
d’élément. Enfin, on observe une différence entre les formulations mixte et équilibre lorsque
I’on analyse la distribution de I'effort normal dans la dalle de béton. En effet, a la figure
[5.27] une légere discontinuité de leffort normal apparait qui provient du fait que ’équilibre
longitudinal n’est pas satisfait de maniere forte dans la formulation mixte ; seul I’équilibre
de moment est satisfait rigoureusement. Comme cela a été signalé au chapitre[2] il n’est pas
possible de satisfaire toutes les équations d’équilibre en formulation mixte. Par ailleurs, on
observe que la formulation déplacement restitute une bonne distribution de I’effort normal,

probablement due a I'utilisation d’un champ de déplacement longitudinal quadratique.
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Figure 5.26 — Poutre P14 : Distributions du moment fléchissant pour les trois formulations
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Figure 5.27 — Poutre PI4 : Distributions d’effort axial dans la dalle N. pour les trois

formulations
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5.8. Comparaison des trois formulations

5.8.2 Cas d’un chargement réparti

Afin de tester notre algorithme pour un chargement réparti, nous considérons une poutre
mixte console, nommée SA, soumise a une charge uniformément répartie. La poutre est
constituée de deux poutres de section rectangulaire identiques, connectées de maniere
continue. Le comportement des poutres et de la connexion est supposé élastique par-
faitement plastique. La description géométrique et les caractéristiques mécaniques des

matériaux constituant la poutre SA sont donnés a la figure [5.28

Poutre SA

Py I_A
Y VY VY VYV VY VY YV VvV ¥

50 mm

-t
Kk
K

| N

g
2000 mm LA £
T8
20mm
. e
o, = 300 MPa E =2x10°MPa .

D, =200N/mm  E, =1000MPa

Figure 5.28 — Description de la poutre mixte SA [121]

Ne disposant pas de solution analytique pour analyser les performances des formulations,
nous avons établi une solution de référence obtenue en augmentant progressivement le
nombre d’éléments équilibre jusqu’a ce qu'une augmentation du nombre d’éléments ne
modifie plus significativement la courbe charge/déplacement. Ainsi, la solution de réfé-
rence a été obtenue avec 32 éléments équilibre. La figure [5.29] présente, pour les trois
formulations, les courbes charge/déplacement avec un nombre variable d’éléments. La
charge correspond a l'intensité du chargement réparti et le déplacement correspond au
déplacement de I'extrémité libre de la poutre. On observe qu’il est nécessaire d’utiliser un
nombre important d’éléments en formulation déplacement. Avec un seul élément le pla-
teau, correspondant a l’apparition d’une rotule plastique a I’encastrement, ne peut étre

atteint. L'usage de quatre éléments "déplacement” permet d’approcher mieux la charge
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ultime, mais le plateau ne peut toujours pas étre atteint. Il est nécessaire d’utiliser au
moins 64 éléments “déplacement” pour obtenir un résultat satisfaisant (cf. Figure [5.29h).
La formulation équilibre fournit une solution tres satisfaisante avec un seul élément. Par
ailleurs, on observe que 'utilisation deux éléments n’apporte pas grand chose a la courbe
charge/fleche (cf. Figure [5.29b). Avec un seul élément, la formulation mixte fournit un
résultat satisfaitsant bien que moins bon que la solution équilibre avec un seul élément.
Avec deux éléments, on retrouve un solution de précision équivalente a celle de la formu-
lation équilibre (cf. Figure ) Comme nous 'avons signalé au paragraphe précédent,
la réduction du nombre d’éléments équilibre et mixte par rapport a celui des éléments
déplacement s’explique par le fait qu’en présence de la charge répartie, le moment total
est toujours représenté de maniere exacte, indépendamment la loi de comportement, dans
les formulations équilibre et mixte. Par contre, dans la formulation en déplacement, le
moment total est déterminé a 'aide de la loi de comportement, ce qui peut conduire a
une mauvaise estimation du moment, pour un élément de longueur importante se trou-
vant dans une zone fortement non-linéaire (plastifiée). Il en résulte qu’il faut augmenter

le nombre d’éléments déplacement pour mieux estimer le moment.

La distribution des moments fléchissants est présentée a la figure [5.30] On y observe que
le moment est non nul a 'extrémité de la poutre pour la formulation déplacement, tradui-
sant ’équilibre faible inhérent a la formulation en déplacement. On observe une parfaite
concordance entre les formulations équilibre et mixte. En revanche, la concordance entre
les formulations équilibre et mixte est nettement moins bonne en ce qui concerne 1’effort
normal dans la dalle de béton, comme indiqué la figure [5.31} On observe également que
la distribution de I'effort normal est linéaire pour la formulation mixte et la formulation
déplacement conformément aux approximations faites (déplacement quadratique et effort
normal linéaire). Comme signalé précédemment, on observe une distribution de courbure
linéaire par élément pour la formulation déplacement et une distribution non-linéaire pour
les formulations équilibre et mixte (cf. Figure . Les différences sont plus significatives
sur le glissement (cf. Figure . L’allure générale de la distribution du glissement est
similaire pour les formulation déplacement et mixte, et ces deux dernieres contrastent
fortement avec la formulation équilibre. On observe a la figure [5.33| que la distribution de

glissement dans la zone linéaire est bien représentée par un seul élément équilibre, mais
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(b) Formulation équilibre; (c¢) Formulation mixte
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elle s’écart significativement de la courbe de référence dans la zone non-linéaire. Ceci s’ex-
plique par la condition de compatibilité a l'interface de 1’élément équilibre qui est violée
dans la zone plastique. Il suffit de passer a 3 éléments équilibre pour se rapprocher de la
solution de référence. Finalement, on peut conclure a partir de ces différents résultats que
notre algorithme qui prend en compte la charge répartie dans I’élément équilibre est bien

apte a fournir des résultats valables.

Moment fléchissant [kN.m]

—— 1 E.F. déplacement s
0 r- 1 E.F. équilibre (- T

---=- 1 E.F. mixte |
2 1] e Convergence solution| o
4 | | |
0 500 1000 1500 2000

Abscisse [mm]

Figure 5.30 — Poutre SA : Distributions du moment fléchissant obtenues par les trois
formulations
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Figure 5.31 — Poutre SA : Distributions de I'effort axial N, obtenues par les trois formu-
lations
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Figure 5.32 — Poutre SA : Distributions de la courbure obtenues par les trois formulations
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Figure 5.33 — Poutre SA : Distributions du glissement obtenues par les trois formulations

5.9 Syntheése et Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons développé plusieurs modeles d’éléments finis avec les algo-
rithmes correspondants pour les poutres mixtes acier-béton. L’approche en déplacement,
qui est la plus classique nous fournit une premiere classe d’éléments finis. Si 'on adopte
une modélisation continue de la connexion, I’élément a 10 DDL semble étre exempt de
verrouillage numérique (curvature locking), phénomene inhérent a la formulation en dé-
placement. Cet élément utilise des polynomes HERMITIENS cubiques pour le déplacement
transversal et des polynomes quadratiques pour les déplacements axiaux. Si le modele de
connexion discrete est adopté [14], le probleme de "curvature locking” est évité. L’élément
fini de poutre mixte avec connexion discrete possede 8 DDL avec une interpolation linéaire
pour les déplacements axiaux. L’algorithme de résolution est classique avec opérateur tan-

gent.

Une seconde classe d’élément fini découle du principe des travaux virtuels complémen-
taires. Ces éléments, que 'on appelle "élément équilibre”, reposent sur une interpolation
des efforts internes et conduisent a une solution vérifiant strictement les équations d’équi-

libre. Un élément équilibre a été développé pour les deux modeles de connexion. Ces
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modeles existent dans le littérature pour la connexion continue mais le modele élément
fini avec la connexion discrete est original. Une autre contribution apportée a cet élément
est la prise en compte du chargement réparti qui a nécessité d’introduire des modifications

dans I'algorithme de résolution.

La troisieme classe d’élément fini abordé dans ce travail découle du principe a deux champs
de HELLINGER REISSNER. Ces éléments, appelés "éléments mixte” se trouve en quelque
sorte entre les éléments déplacement et les éléments équilibre. L’approximation porte a
la fois sur les déplacements et les efforts internes. Bien que ces modeles existent dans la
littérature, I’élément mixte avec connexion discrete développé dans ce travail est original.
Egalement, la prise en compte d'un chargement réparti est nouveau. L’algorithme de ré-
solution est similaire a celui développé pour les modeles équilibre. Les performances des

ces éléments se sont avérées remarquable.

Les outils numériques développés ont été validés, sur deux exemples de poutres mixtes
simplement appuyée et continue, en comparant les prédictions des modeles avec les me-
sures expérimentales. On a observé que les trois formulations conduisent a des résultats
satisfaisants. En se basant sur la formulation mixte, une analyse de I'influence du modele
de connexion sur le comportement non-linéaire d’une poutre mixte simplement appuyée
a été effectuée. L’analyse a montré I'avantage du modele de connexion continue par rap-
port a celui de connexion discrete puisqu’il permet de réduire considérablement le nombre
d’éléments et donc le temps de calcul. L’étude comparative des trois formulations nous a
montré que ’élément équilibre et mixte sont plus performants que I’élément déplacement
classique, notamment en présence d'une charge répartie. Par ailleurs, la formulation équi-
libre est plus performante que la formulation mixte, mais sa mise en oeuvre algorithmique

est plus complexe.
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CHAPITRE 6

COUPLAGE DE LA FISSURATION ET DES EFFETS DIFFERES DANS
LE BETON

6.1 Introduction

Comme nous avons 'avons souligné au chapitre [3 le modele viscoélastique linéaire n’est
valable que si le niveau de contrainte reste inférieur a 40% de la résistance du béton en
compression. Au-dela de ce niveau de contrainte, le comportement du béton devient forte-
ment non-linéaire consécutivement a I’endommagement du matériau. Sous un chargement
maintenu au cours du temps, les mécanismes différés se développent en interaction avec
cet endommagement suivant des cinétiques de fluage qui different de la phase primaire
correspondant au domaine linéaire, [37]. Pour ces niveaux de contraintes, la modélisation
des déformations différées doit donc considérer la non-linéarité matérielle. Par ailleurs,
si le retrait est significatif, la contrainte de relaxation obtenue par le modele viscoélas-
tique linéaire risque d’atteindre et de dépasser la limite en traction du béton. La figure
présente I’évolution au cours du temps de la contrainte lors d’un essai de relaxation.
Cette évolution est obtenue a ’aide du modele viscoélastique linéaire présenté au chapitre
Bl On y observe que si le retrait est pris en compte, au bout de 300 jours, la contrainte
dépasse la résistance en traction du béton. Ainsi, est-il nécessaire de considérer I'interac-
tion fluage/fissuration. Cette interaction conduit a une redistribution des contraintes qui

risque de provoquer une fissuration supplémentaire du béton.

Dans ce chapitre, nous avons pris le parti d’éviter I'usage d'un modele viscoélastique non-
linéaire qui peut s’avérer difficile a mettre en oeuvre en pratique. Il est a noter que plusieurs
auteurs ont proposé des approches qui reposent, pour la plupart, sur I'usage d’un modele
viscoélastique non-linéaire (voir [27], [33], [29], [28], [134]). La justification de ce choix est
la complexité des phénomenes qui résultent essentiellement d’une modification de la ciné-
tique de fluage, suite aux transformations irréversibles. Ces modeles non-linéaires restent
compliqués a manipuler suite a l'invalidité du principe de superposition utilisé en visco-

élasticité linéaire. C’est pourquoi nous proposons de modéliser I'interaction entre le fluage
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Contrainte [MPa]

=—0(Vt) =-0.
200 mm (Vt) = -0.03mm

8r----- H
Spécimen béton C30, CEB-FIP model 1990
-10 P R P R R
1 3 4
10 10 10

Temps [jours]

Figure 6.1 — Relaxation de contrainte selon le modele viscoélastique linéaire

et la fissuration en combinant un modele viscoélastique linéaire et un modele de plasti-
cité. Par ailleurs, on considere que les effets différés se manifestent immédiatement apres
chargement et interagissent avec la fissuration produite par ce dernier. Ainsi, on consi-
dere que les non-linéarités matérielles se développent instantanément consécutivement au
chargement, les effets du temps n’apparaissant qu’ultérieurement, une fois le chargement
appliqué. Cela revient a supposé que dans la partie saine du béton, ou se développeront
précisément les effets du temps (retrait et fluage), le niveau de contrainte reste en dega
d’une certaine limite. En pratique, cela revient a combiner une modele élastoplastique avec
un modele viscoélastique linéaire. Mais cette approche qui semble naturelle reste difficile

a implémenter en pratique, dans un code de calcul.

6.2 Modele viscoélastique/plastique pour le béton

Afin d’introduire les effets du temps dans le domaine non-linéaire du comportement du
béton, nous développons, dans ce travail, un modele viscoélastique/plastique permettant
d’analyser l'interaction du fluage et du retrait avec le comportement non-linéaire du bé-
ton. Le fluage sera pris en compte via le modele viscoélastique linéaire présenté dans le

paragraphe [3.3.3.3] tandis que le comportement non-linéaire du béton est représenté a
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I’aide du modele de plasticité adoucissante présenté dans le paragraphe La figure [6.2

illustre le schéma rhéologique du modele.

H
E, (t) E,(t) E,(t) VMV
i} o(t)
—r] —
) o,
m (t) 7, (t) U™ (1) S
£"(t) &P (t) g™ (1)

Figure 6.2 — Modele rhéologique viscoélastique - plastique

Nous suivons la démarche empruntée par VAN Z1JL et al. (2001) [I34] qui repose également
sur une combinaison de la théorie de la viscoélasticité linéaire et de la théorie de la
plasticité adoucissante. On suppose que la déformation totale se décompose de maniere
additive en une partie viscoélastique £Y°, une partie plastique P et une partie due au

retrait 5" (cf. Figure :
e=¢e"+eP +e* (6.1)

La loi constitutive est complétée en substituant dans I’équation les formulations pour
chaque déformation. Cette partition nous permet de considerer séparément les différents
phénomenes. La déformation viscoélastique €¥¢ et la déformation plastique P ont déja été
respectivement formulées dans les paragraphes et [4.6] alors que l'expression pour la

déformation de retrait peut étre trouvée dans I’annexe [[I}

A chaque instant ¢ et quelque soit le modele (cf. voir chapitre 3), la déformation viscoélas-
tique £'¢ est lié a la contrainte par une relation affine que I'on peut écrire sous la forme

générale suivante :

o=E":" 15 (6.2)

ou EY¢ est le module de YOUNG équivalent qui dépend uniquement du temps et o la

contrainte héréditaire qui a en mémoire 'histoire. Rappelons qu’a un instant donné, les

NGUYEN Quang Huy 245



Chapitre 6. Couplage fissuration/effets différés

valeurs de EY© et de ¢ sont connues. Elles dépendent de la méthode d’approximation de

la loi viscoélastique (cf. paragraphe|3.3.3). En combinant les équations (6.1]) et (6.2)), nous

obtenons :

c=FE°(e—c"—e")+7 (6.3)

La loi d’évolution de la déformation plastique et de la variable interne p découle de la

regle de normalité généralisée :

P = N\ 6.4
€ 5 (6.4)
Of
—p = A== 6.5
p=Ag% (6.5)
avec les conditions de complémentarité :
A>0 ., flo,R)<0 , Af(o,R)=0 (6.6)

L’expression de la fonction de charge f est donnée au paragraphe [4.6]

6.2.1 Intégration numérique du modele de comportement

On considére un élément de matiere dont ’état mécanique (o, e, €P, p) est totalement
déterminé a l'instant ¢,,. On impose a I’élément de matiere un incrément de déformation
totale Ae donné, de sorte qu’a l'instant ¢,,,1 = t,, + At sa déformation soit €,,,1 = &, + Ac.

L’état mécanique a l'instant ¢, est recherché.

On a choisi ici d’utiliser le schéma implicite d’EULER (toutes les relations de comporte-
ment sont écrites a Uinstant final ¢ = ¢,,1) pour effectuer la mise a jour des variables.
Cette méthode a I'avantage d’étre précise et inconditionnellement stable, quelle que soit
la complexité du critere de plasticité utilisé [109]. Les relations de comportement discretes

écrites a l'instant ¢,,.; sont les suivantes :

Un+1 — Exi_l (671—‘,—1 - 524,1 - 8213_1) + 571_1_1 (67)
Ryi1 = R(pni1) (6.8)
0
A — a2 (6.9)
do n+1
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of
—Ap=A 1
\or| (6.10)
AN Z 0 ) f(0n+17 Rn—i—l) S 0 ) A>\f<0-n+17 Rn+1> =0 (611)

Elles conduisent naturellement a un algorithme de type prédiction/correction.

Prédiction viscoélastique et correction.

Elle consiste a supposer a priori que le nouvel état de contrainte est situé a l'intérieur de
la surface de charge de plasticité, c’est-a-dire que 1’évolution entre les instants ¢,, et ¢,41
est viscoélastique. Cette hypothese permet de calculer ’état mécanique a l'instant ¢,
et de vérifier a posteriori si ’hypothese initiale était correcte. Dans le cas contraire, une

correction est nécessaire [127].

Prédiction viscoélastique : la prédiction viscoélastique de I’état mécanique a I'instant

final est alors obtenue par

gl = B (e — P — &) + G (6.12)
el frial _ cp (6.13)
pirisl = p, (6.14)

;:-zizl :Lrﬁl — R(py) (6.15)

ce qui revient a faire (temporairement) I'hypotheése d'une évolution purement viscoélas-
tique des contraintes entre les instants ¢, et t,, .1 avec, en particulier Ap = AeP = 0. Pour
mémoire, I'expression de la fonction d’écrouissage R(p) est celle de I’équation (4.87)) pour

la compression et celle de I'équation (4.93) pour la traction.

Une fois la prédiction calculée, on vérifie le signe de la fonction de charge. Si la valeur de

la fonction de charge est négative pour la prédiction :

< (6.16)
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I'intégration locale est achevée a 1"instant ¢, avec :

Ens1 = €1 (6.17a)
Opi1 = o (6.17c)

Dans le cas contraire, on procede a une correction non-linéaire.

Correction non-linéaire : si f,fffl > 0, alors la prédiction viscoélastique n’est pas

plastiquement admissible. I1 faut donc calculer AeP et Ap correspondant au pas de temps.

De la condition de complémentarité discrete

AN F(0nit, R(pnsr) = 0 (6.18)

et en tenant compte que A\ > 0, on déduit que :

f(an—i-la R(pn—i—l) = O (619)

L’équation , qui permet de calculer la déformation plastique cumulée p,, 1, est for-
tement non-linéaire et il est nécessaire d’adopter un schéma itératif de type NEWTON-
RAPHSON. Supposons qu’a l'itération 7, le résidu de soit supérieur a la tolérance
fixée au préalable. Il faut alors procéder a une nouvelle itération de facon a forcer le résidu
a étre nul a l'itération ¢ + 1. La condition donnant le résidu au pas n + 1 est linéarisé

autour de la solution a l'itération ¢ :

f(pi:rll) = f(piH*l) + ( o ) (pi:rll - piﬂ) =0 (6.20)

apn—i—l

Une fois le résidu inférieur a la tolérance fixée, la variable interne p, ;1 est déterminée. Les

autres variables sont directement déterminées par les relations suivantes :

AN = Ap=pui1 — Dn (6.21a)
el = €P + Alsign(o14) (6.21b)
Opi1 = o8 — EX Adsign(ol%) (6.21c)
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et I'intégration locale au pas n 4 1 est achevée. La rigidité tangente a la fin du pas est

déterminée par :

_ o S S
n+l — 85 n+1 dR

i Bt g,

(6.22)

L’algorithme d’intégration numérique de la loi de comportement viscoélastique/plastique

est résumé au tableau [6.1]
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1. Variables connues au pas n : {o,, €2, py, 'yi(n)}
2. Données au pas n + 1 : {Ae, At}
3. Calculer les parametres du modele viscoélastique : E5Y |, 0pq1
4. Prédiction viscoélastique : Calculer la contrainte de test et vérifier pour le charge-
ment plastique
ot = EYy (et — €8 — €3°) + Ongt
| el — f (4%, R(p,))
ST firis <0
Ens1 =€
ALORS Dni1 = DPn FIN : l'intégration locale est terminée
__ ~trial
On+1 = Opyq
SINON aller a I’étape 5
5. Correction : Résoudre I’équation (6.19) par la méthode NEWTON-RAPHSON pour
obtenir la correction A\ et corriger les autres variables :
Pn+1 = Pn + AN
Ent1 = En + Adsign(c14)
On+1 = Uﬁcil + E;{ilA)\sign(affﬁl)
Calculer la matrice de rigidité tangente :
EY . = 9o — e 1= B
n+1l Oe - n+1 dR
n+1 Eve + -
n+1 dp
FIN : l'intégration locale est terminée
Tableau 6.1 — Algorithme de lintégration locale du comportement viscoélastique-

plastique : cas unidimensionnel
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6.3 Applications

Dans ce paragraphe, nous traitons trois exemples. Dans un premier temps, on simule I’es-
sai de relaxation d’un barreau en béton soumis a un déplacement imposé. Ensuite, nous
étudions les effets du temps en phase non-linéaire pour deux poutres mixtes. L’algorithme
présenté plus haut est tout a fait général et indépendant du modele viscoélastique dis-
cret utilisé. Toutefois, nous avons choisi la méthode AAEM pour la partie viscoélastique
puisque cette derniere conduit a des résultats proches de ceux issus de la méthode générale

pas-a-pas.

6.3.1 Relaxation de contrainte

Il s’agit d'une éprouvette standard du béton C30 de longueur 200 mm et de section
100 x 100 mm?. A ty = 28 jours, un déplacement de -0.03 mm est imposé a 1'extrémité
de I’éprouvette pour une durée de 10000 jours (cf. Figure . Les fonctions de fluage et
de retrait sont celles du CEB-FIP MoDEL CODE 1990 [I] données en annexe [[1| avec les

parametres suivants :

to = 28 jours Temps initial
feos = 30 MPa Résistance a la compression du béton a 28 jours
RH = 80% Humidité relative

ho =2A./u =50 avec u =400 mm périmetre en contact avec I'atmosphere

s =10.25 coefficient correcteur sur le fluage

La figure [6.3| illustre ’évolution de la contrainte dans 1’éprouvette au cours du temps.
On y observe que de 28 jours a 50 jours, la contrainte diminue (relaxation) jusqu’a ce
qu’elle s’annule. Ensuite, puisque la déformation de retrait se développe significativement,
I’éprouvette est soumise a des contraintes de traction. La contrainte augmente jusqu’a
atteindre la résistance en traction a 300 jours. A partir de la, la déformation plastique
(fissures) est activée et se développe (cf. Figure[6.4). Il s’en suit que la contrainte commence
a diminuer afin de ne pas sortir du domaine élastique, dont la taille évolue au cours du
temps (écrouissage isotrope). On peut conclure que le modele semble étre capable de

reproduire le phénomene de fissuration di au retrait.
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6.3.2 Poutre mixte simplement appuyée PI4

La poutre mixte simplement appuyée PI4 étudié au chapitre |5| est reprise dans ce pa-
ragraphe pour étudier son comportement non-linéaire au cours du temps. Les propriétés
mécaniques et géométriques de la poutre sont strictement identiques a celles données au
paragraphe du chapitre [f] Les fonctions de fluage et de retrait sont celles du modele
CEB-FIP MobpeL CoDE 1990 [1]. En ce qui concerne les parametres de ce modele, on
suppose que 'humidité relative est de 80% et qu’elle ne change pas au cours du temps. Le
coefficient correcteur sur le fluage est pris égale a 0.25. On précise que la poutre est simulée

par le modele de connexion discrete avec 9 éléments de connexion et 18 éléments de poutre.

A ty = 30 jours, on applique une charge de 400 kN. A ce niveau de chargement, la poutre
se plastifie au voisinage de la charge. On se propose d’analyser la poutre sur une durée de

18250 jours (50 années).

¥ 400kN

Fléche [mm]

60 777777 — 30 jours
I 18250 jours (50 années): sans retrait
20 | 18250 jours (50 années): avec retrait

0 1000 2000 3000 4000 5000
Abscisse [mm]

Figure 6.5 — Poutre PI4 : Distribution de la fleche pour un chargement de 400 kN

Le moment total étant constant au cours du temps, les effets différés vont accroitre la

fleche de maniere plus ou moins significative. Cela s’explique par le fait que la raideur
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du béton diminue au cours du temps, suite aux effets différés (cf. paragraphe . La
distribution de la fleche & 30 jours et & 18250 jours est illustrée a la figure [6.5] On observe
que le fluage contribue a augmenter significativement cette fleche. Si le retrait est pris en
compte, on observe un augmentation de la fleche encore plus importante. L’évolution de
la fleche en milieu de travée au cours du temps est représentée aux figures et [6.6b. On
y observe que le fluage conduit a une augmentation de la fleche en milieu de travée de 15
mm (60%). Cette augmentation s’accentue si le fluage est couplé au retrait. En pratique,

on double la fleche.

Si I'on observe I'évolution de la contrainte dans la fibre la plus comprimée dans la section
au droit de la charge, représentée a la figure [6.7] on constate que la contrainte se relaxe
de maniere viscoélastique. Autrement dit, il y a déchargement viscoélastique au cours
du temps. On en conclut que la déformation plastique est constante au cours du temps,

comme on peut le voir a la figure [6.8

Lors du chargement a 30 jours, la contrainte dans la fibre la plus tendue se trouve apres
le pic de contrainte comme indiqué a la figure [6.9p. On précise que cette fibre se trouve
dans la section au droit de la charge. On observe a la figure que, comme pour
la fibre la plus tendue, le contrainte diminue au cous du temps. Mais cette fois, cette
diminution correspond a un écoulement plastique se traduisant par une augmentation de
la déformation plastique (voir figure [6.10). Il est & noter que le déformation plastique

devient plus importante que la déformation totale, suite a ’action du retrait.
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6.3.3 Poutre mixte continue PH3

Afin d’étudier I'influence des effets différés du béton sur le comportement non-linéaire a
long terme des poutres mixtes continues, la poutre PH3, étudiée au chapitre [5] est re-
prise dans ce paragraphe. On rappelle que les propriétés mécaniques et géométriques de
la poutre sont données au paragraphe du chapitre [5| L’analyse se fait de la maniere
suivante : a 30 jours, la poutre est sollicitée jusqu’a une charge de 150 kN ; autrement dit,
a ce niveau de charge, la poutre est déja entrée dans le domaine non-linéaire de compor-
tement. Cette charge est maintenue constante tout au long d’une durée de 50 années. Les
fonctions de fluage et de retrait sont celles du modele CEB-FIP MoDEL CoDE 1990 [1J.
En ce qui concerne les parametres de ce modele, on suppose que I’humidité relative est
de 80% et qu’elle ne change pas au cours du temps. Le coefficient correcteur sur le fluage

est pris égal a 0.25.

Les figures [6.11) montrent 1’évolution de la fleche en milieu de travée. Encore une fois,
on constate que la fleche augmente de maniere plus ou moins significative au cours du
temps. On représente a la figure [6.12 les distributions de la fleche le long de la poutre
pour la charge constante de 150 kN. On observe que le fluage seul augmente fleche maxi-
male de 7.7 mm a 10.1 mm, soit une augmentation de 31%, alors que la fleche maximale
augmente de 7.7 mm & 12.8 mm, soit une augmentation 66%, si le retrait est pris en
compte. La figure |6.13]illustre la distribution du moment fléchissant total a 30 jours et a
1825 jours. On y constate une redistribution des moments, ce qui ne surprend pas puisque
la poutre est hyperstatique, mais ici cette redistribution a l’originalité d’étre due aux
effets du temps. Comme sous chargement instantané par fissuration et plasticité, la redis-

tribution ici est plus importante en zone de moment négatif qu’en zone de moment positif.

Examinons maintenant I'évolution de la contrainte et de la déformation de la fibre de
béton la plus comprimée, donnée respectivement aux figures et [6.15] On précise que
cette fibre se trouve dans la section au droit de la charge. La déformation plastique ob-
servée a la figure comfirme que sous la charge de 150 kN, a 30 jours, cette fibre est
déja plastifiée. De plus, la figure précise que la contrainte ne dépasse pas encore le
pic. Ceci explique que la diminution de contrainte au cours du temps, observée a la figure

[6.14b, corresponde & un déchargement purement viscoélastique. Ce déchargement s’effec-
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tue d’ailleurs avec la déformation plastique qui n’évolue pas au cours du temps, comme
I'illustre la figure . L’augmentation de déformation totale au cours du temps (cf. Fi-
gure ) peut paraitre étrange puisqu’en général avec un déchargement, la déformation
totale doit décroitre. Cette augmentation s’explique par 'augmentation considérable de

la déformation de retrait, comme on I’a signalé a la premiere application.

L’évolution de la déformation et de la contrainte dans la fibre la plus tendue de la section
au droit de 'appui intermédiaire (zone de moment négatif), est représentée respectivement
aux figures et L’apparition de déformation plastique indique qu’avec une charge
de 150 kN, cette fibre se plastifie des 30 jours (cf. Figure . Ceci est confirmé par la
contrainte se trouvant apres le pic, comme le montre la figure [6.17h. On observe a la figure
que la contrainte diminue au cours du temps. Cette diminution correspond a un
écoulement plastique avec 'augmentation de la déformation plastique au cours du temps,
comme indiqué a la figure [6.16p. On observe encore une fois que la présence des effets
différés du béton conduit a une déformation plastique plus importante que la déformation

totale.
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Figure 6.12 — Poutre PH3 : Distribution de la fleche pour une charge de 150 kN
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6.3. Applications

Poutre PH3

-—-

0 — 150kN

t =
P =

[edIA] alurenuod

250

50

\\\\\\\\ - - - Tt - """ "~ fT"=—"=—""""“~"*°"~""—"=—"""""”" /7

| | | | |
\\\\\\\\ - " " "~"r-"-"-"~-~"~-~"~-~"~“"*+t-" " ~"~"~“"~“"“~“"*+t°-"“~"~"~“~"~“"“~“"~“"**°-”"~"~"~"~-~"=-~°7/°

I I I I I

I I I I I

I I I I I

| | | | | <t
\\\\\\\\ Yl ___l_______1_______1 O
CCCCCICCoICCCICCOICCCICCyIICCIoICyCICCIoIZiTIZooIzgo
\\\\\\\\ R | I e S T |
\\\\\\\\ L 1 A A |

I I I I
I ! 2 B S S

I I I I
\\\\\\\ [ I o T O S

” ” o i i
““““ =3 D S S

| % | |

I I I

| | | ™
\\\\\\\\ [ R—— wl__. i _____ ] O
e e E e M Fo-io-oooooioizoizd o
\\\\\\\\ [ R T ——— k O |
\\\\\\\\ [ I <
““““ R S
“““““ R [niits A % P
““““ L T e

| | A - | |
\\\\\\\\ =====-- - === Fr——f+t—-———"—>">"~"~*+t—-—==—==——17

I I T I I

I I I I I

I I I I I
“““““ Y N S S S A o
e Sy i u e S e B |
\\\\\\\\ e
\\\\\\\\ | e |
““““ RS S
\\\\\\\\ - ___ 4y - _______r_______+r_______+t_______]

I I I I I
\\\\\\\\ ,\\\ \\\, \\\\\\\,\\\\\\\,\\\\\\\,\\\\\\\\

< i H B 1
““““ P L

I I I I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I —

L L L L L o
™ T} o~ T} — T} o -

o\ — o

[edin] @wrenuod

—
o)
N—

Temps [jours]

Figure 6.17 — Poutre PH3 : Evolution de la contrainte de la fibre de béton la plus tendue

au cours du temps

)

b

(

I

lors du chargement ;

)

a

(

appui intermédiaire :

Y

au droit de 1

267

NGUYEN Quang Huy



Chapitre 6. Couplage fissuration/effets différés

6.4 Conclusions

Dans ce chapitre, un modele viscoélastique/plastique a été proposé pour le béton. Ce
modele prend en compte le couplage entre les effets différés et la plasticité en supposant
que le critere de la plasticité ne dépend pas du temps. C’est une premiere approche
qui nous a permis d’analyser l'interaction du fluage et du retrait avec le comportement
non-linéaire du béton. Les effets différés (fluage et retrait) ont été pris en compte via le
modele viscoélastique linéaire présenté au paragraphe [3.3.3.3] et le comportement non-
linéaire du béton a été exprimé a l'aide du modele de plasticité adoucissante présenté
dans le paragraphe[£.6] Ces modeles de comportement ont été intégrés dans le programme
élément fini de poutre mixte développé au chapitre [f] afin de pouvoir analyser les poutres
mixtes dans le domain non-linéaire et a long-terme. Trois applications numériques ont été
effectuées. La premiere application, basée sur un essai 1D de relaxation, a eu pour but de
valider 'algorithme d’intégration numérique du modele. Les deux autres applications ont
porté sur deux poutres mixtes étudiées au chapitre 5} Ces applications ont eu pour but de
voir, en premiere approche, le comportement au cours du temps des poutres mixtes lorsque
celles-ci sont déja entrées dans le domaine non-linéaire de comportement. En particulier,
on estime que le modele est tout a fait apte a reproduire le phénomene de fissuration da

au retrait dans les poutres mixtes continues.
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CONCLUSIONS GENERALES

Le tout premier objectif premier de ce travail de these a été de développer des outils
numériques permettant ’analyse des poutres mixtes acier-béton, en particulier en vue de
la modélisation des effets différés et des aspects d’interaction entre les non-linéarités ma-
térielles. La premiere question qui s’est posée a nous a été de choisir entre un modele de
connexion discret ou continu? Pour répondre, au moins en partie, a cette premiere inter-
rogation, nous avons mis au point deux éléments finis avec matrice de raideur élastique
exacte. Le premier modele élément fini porte sur la connexion discrete qui naturellement
représente la réalité. Le second, plus classique, considere une modélisation continue de la
connexion. Ces éléments finis font usage de fonctions d’interpolation exactes, obtenues a
partir de la solution des équations d’équilibre exprimées en fonction des déplacements. A
I’aide de ces deux outils, nous avons pu analyser 'impact du modele de la connexion sur
la réponse d’une poutre mixte. Les deux modeles de connexion donnent des résultats, en
termes d’efforts et de déplacements sensiblement proches, excepté lorsque les connecteurs
sont tres espacés, ce qui est le cas lorsqu’on se trouve en présence d’une connexion par

paquets.

Une seconde question, essentielle pour les poutres mixtes, porte sur des effets différés dans
les poutres mixtes et leur couplage avec les non-linéarités matérielles. Le développement
d’outils capables d’intégrer toutes ces interrogations s’est déroulé en 3 phases. La premiere
a consisté a évaluer les effets différés en supposant un comportement linéaire de ’acier, des
goujons et du béton. Cette hypothese nous a permis de mettre au point deux éléments finis
avec matrice de raideur exacte en espace, mais discrete en temps, puisqu’il a été nécessaire
de discrétiser la loi de comportement viscoélastique a 1’aide d’un schéma trapézoidal. La
démarche suivie pour construire ces matrices de raideur exacte a été identique a celle
suivie pour la solution élastique avec toutefois une plus grande complexité des calculs,
notamment pour le modele de connexion continue. Nous avons pu constater que le fluage
et le retrait jouaient un role important dans le comportement des poutres mixtes. Par
ailleurs, le retrait conduit a une augmentation des fleches et a une redistribution significa-
tive des efforts internes dans les poutres hyperstatiques. La méthode pas-a-pas est la plus

précise, mais elle nécessite un stockage de I'histoire. La méthode "rate-type” de BAZANT



permet d’éviter ce stockage, mais pose un probleme d’identification de parametres. Les
méthodes algébriques dites & un pas (AAEM, EM et MS) présentent ’avantage d’une
forme simplifiée de la relation de comportement discrete, mais sont par nature approxi-
matives. En analysant les résultats obtenus par ces méthodes, on observe que la méthode
AAEM est la plus précise. Si 'on observe attentivement les résultats, on constate que
I’état de contrainte sort du domaine élastique linéaire et qu’en conséquence, il est né-
cessaire d’abandonner I’hypothese d’un comportement linéaire. En effet, au-dela d’une
certaine valeur de la charge, le comportement d’une poutre mixte devient non-linéaire et

on ne peut faire abstraction de ce fait.

Si on considere alors 'aspect non-linéaire du probléeme posé, 1'idée d'une solution analy-
tique doit étre abandonné au profit de la méthode des éléments finis. Mais quel élément
fini? Avant de répondre a cette question, il est indispensable de préter attention a la
modélisation du comportement non-linéaire des matériaux. On peut se demander pour-
quoi accorder de I'importance au formalisme alors que nous allons adopter un contexte
d’élément fibre ? Les lois uniaxiales ne sont-elles pas suffisantes 7 La réponse est oui si le
chargement n’est pas alterné. Et pourquoi se priver du cadre rigoureux de la mécanique
non-linéaire des matériaux ? Cela a été I'objet du chapitre 4 ou un modele de plasticité
couplé a 'endommagement a été développé pour le béton. Ce nouveau modele permet
de reproduire exactement la courbe enveloppe contrainte/déformation en compression du
modele CEB-FIP MoDEL CODE 1990 [I] ainsi que le comportement uniaxial du béton
sous trajets charge/décharge multiples. Le formalisme adopté permet une intégration co-

hérente des relations de comportement, quelque soit la nature du chargement.

La simulation du comportement non-linéaire des poutres mixtes nécessite une discrétisa-
tion en espace, souvent réalisée a ’aide de la méthode des éléments finis. Les éléments
de type déplacement sont fréquemment utilisés. Cependant, si le modele de connexion est
continu, ce type d’élément peut souffrir du "curvature locking”, c’est-a-dire du verrouillage
numérique qui résulte d’'une mauvaise représentation de la courbure. Cela nous amene a
poser la question suivante : quel élément fini faut-il choisir, déplacement, équilibre ou
mixte et quel modele de connexion discrete ou continue ? A cette question, il n’est pas fa-

cile de répondre. Pour tenter d’apporter une réponse satisfaisante, plusieurs éléments finis
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ont été développés et programmés. Pour chacune de ces formulations, deux éléments avec
connexion continue et discrete ont été comparés, ce qui nous a conduit a proposer deux
nouveaux éléments avec connexion discrete : un élément équilibre et un élément mixte. Le
cas de la charge répartie étant fréquent en pratique, nous avons étendu les formulations
équilibre et mixte afin que la charge répartie soit prise en compte. La comparaison entre
les différents éléments montre une nette supériorité des éléments équilibre et mixte sur les

éléments déplacement.

Arrivés a ce stade, nous avons les outils pour analyser I'interaction entre les effets diffé-
rés et les non-linéarités matérielles. Au niveau de ’approche, le choix s’est directement
porté sur une combinaison en série de la plasticité et de la viscoélasticité. Ce choix a été
motivé par le fait que les non-linéarités matérielles se développent instantanément consé-
cutivement au chargement, les effets du temps n’apparaissant qu’ultérieurement, une fois
le chargement appliqué. Toutefois, cette approche qui semble naturelle n’est pas triviale
a introduire dans un code de calcul. L’intégration numérique conduit a un prédiction de
type viscoélastique. En analysant les exemples préliminaires, on observe un augmentation
significative des fleches ainsi qu’une redistribution des efforts internes qu’on ne peut né-

gliger, contrairement a ce suggere I'analyse linéaire des effets différés.

Ayant a disposition une variété d’outils, nous sommes aujourd’hui en mesure d’aborder
un certain nombre de problemes, d’ordre plus pratique, qui constituent un objectif des
travaux futurs a réaliser. Il convient de mettre au point une méthode simplifiée permet-
tant d’estimer la fleche a long terme d’une poutre continue mixte. Traditionnellement, on
considere que le retrait peut étre ignoré si la portée est inférieure a 20 m. Ce travail nécessi-
tera un étude paramétrique détaillée qui nécessitera un tres grand nombre d’analyses. Les
effets différés influencent également la charge critique des poteaux mixtes. Pour estimer la
charge critique, il est nécessaire de prendre en compte les effets du second ordre et donc de
développer un élément fini poutre/poteau mixte. Ce type d’élément a été développé pour
les applications incendie par BIN ZHAO en formulation lagrangienne actualisée, mais en
absence d’effets différés. Afin de ré-utiliser les éléments finis développés dans cette these,
I’approche co-rotationnelle semble tout a fait appropriée. Des résultats préliminaires qui

ne sont pas présentés dans cette these nous encouragent dans cette voie. Ainsi, il devrait
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étre possible d’adapter notre programme existant afin qu’il puisse prendre en compte les
effets géométriques non-linéaires. Par ailleurs, des développements théoriques actuels, non

présentés dans cette these, seront également utiles pour les recherches futures.

Un second volet porte sur 'analyse des portiques mixtes pour lesquels il n’existe pas de
méthode d’analyse simplifiée. L’objectif serait alors de définir des pourcentages de redis-
tribution des moments comme cela a été fait pour les poutres continues. Pour conduire a
bien une telle étude, il est souhaitable de prendre en compte le comportement des assem-
blages. La premiere étape consisterait donc a sélectionner des modeles d’assemblage et a
les implanter dans le programme de calcul. Disposant de la formulation co-rotationnelle,

les effets des grands déplacement pourraient étre pris en compte dans un deuxieme temps.

Enfin, des développements théoriques sur les poutres mixtes avec le modele de Timo-
SHENKO sont en cours. Une solution analytique remarquable a pu étre déja obtenue pour
le cas de deux poutres de TIMOSHENKO reliées par une connexion continue. Cette solution
tres complexe est le pendant de la solution de NEWMARK pour les poutres mixtes avec
I’hypothese de BERNOUILLI. Ces résultats ouvrent la voie a de futurs développements sur
des éléments finis linéaires et non-linéaires géométriques qui restent ouverts aux travaux

de recherches.
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Annexe 1
Modeéle a fibres

Le modele a fibres, qui est connu dans la littérature, est utilisé pour analyser le compor-
tement nonlinéaire de section d’une poutre mixte en flexion composée. Ce modele permet
de calculer la loi de comportement de la section de la poutre (c’est a dire la relation
entre vecteur déformation e(x) et vecteur efforts généralisés associés D(x)) a partir d'une
description géométrique de la section basée sur des fibres constituant la section droite et
de lois de comportement uniaxiales pour chaque matériau (acier, béton). La section est
discrétisée en plusieurs fibres (cf. Figure qui sont suffisamment petites pour que I'on

puisse considérer une distribution linéaire de contrainte dans chaque couche.

Sous forme discrétisée, le vecteur efforts généralisés de section mixte est déterminé par la

condition d’équilibre suivante :

- ns -

Y oA

=1

(@) | = | D oA (L.1)
=1

Y oiAizi+ Y olALZ

=1 i=1

contrainte normale au centroide de la fibre 7 ;
Al aire de la fibre 7 ;
coordonnée du centroide de la fibre 7;

ns, nc nombre de fibres de la section du profilé et de la dalle, respectivement ;

En se basant sur I'hypotheése de Bernoulli, la déformation en un point de cote 2 se calcule

a partir des déformations généralisées :

e(z, 2") = e(z) + 2" k(x) (1.2)
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Figure I.1 — Modele a fibres : discrétisation de section de poutre mixte

Le module de YOUNG tangent E(z, 2%) et la contrainte o(x, 2") au centroide de la fibre ¢
sont déterminés a partir de la déformation (x, 2*) et de la relation constitutive contrainte-
déformation. En appliquant le principe des travaux virtuels, on obtient I’expression de la

matrice de rigidité tangente de section k(z) :

(BA), 0  (EB);
k(z) = 0 (EA). (EB), (L.3)

ou :
(BA), =Y FiAl
=1
(EB), = i ElA
=1
(BA). = i ELA, + Eq Ay
=1

(EB)e =Y E/Alzl+ EyAy2,
=1

XxXX11
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Annexe 11
Modele de fluage et de retrait du code model CEB-FIP 1990
1. Modele de fluage

La fonction de fluage J(t,t) dépend de I’age du béton au chargement t, et de la durée
d’application de ce chargement (¢ — ty). Elle considere également le vieillissement du
matériau avec l'introduction du module de raideur E. () en fonction de 'age du béton

to. La fonction de fluage s’exprime par :

1 elt.t) (IL1)

J(t, tg) = F.(to) E.

avec

— p(t,to) : coefficient de fluage [sans unité]
— E.(to) : module de Young a ’age tq jours [MPa]
— E. : module d’Young a 28 jours [MPa]

Le coefficient de fluage ¢(t,to) est évalué a 'aide de I'expression suivante :

p(t,to) = oru B(fem) B(to) Be(t — to) (I1.2)
ou
_RH
Grir =1+ htoo - (IL3)
0 46<m)
(%)
Bllto) = —— (11.5)
01+ (t)"? '

Bt — to) = {L")] " (IL6)



By = 150

RH\"| ho
1+ (1222 91950 < 1500 1.7
+< 100) ]100+ = (IL.7)

avec
— RH : 'humidité relative [%)]

— ho = 2A./u [mm]

— A, : aire de la poutre en béton considérée [mm?|

— u : périmetre de la section de la poutre en béton en contact avec 'atmosphere [mm|
— fem = fe2s + 8 : résistance moyenne a la compression a 28 jours [MPa]

— feos : résistance a la compression a 28 jours [MPa]

Le module de Young a 28 jours est donné par :

E.=10*Y/ fom (IL.8)

Le module de Young a I’age ty jours est donné par :

E.(to) = /BecE. (IL.9)

ou

Bee = exp {s <1 - 5—\2)} (I.10)

avec s = (.25 pour les ciments normaux et a prise rapide

2. Modéle de retrait

La déformation totale de retrait €4, (¢, ts), recommandée par le code model CEB-FIP [1],

est de la forme :

ean(tyts) = Ecas(t) + Ecas(t, L) (IL.11)
avec
Ecas(t) = Ecaso(fom) Pas(t) (I1.12)
et
Ecds(t, ts) = Ecasol fem) Bru(RH) Bas(t — ts) (IL.13)
ou :

XXXV



Ecas(t) @ retrait endogene a l'instant ¢
eds(t,ts) : retrait de dessiccation a 'instant ¢

Ecaso(fem) © coefficient de retrait endogene, déterminé par

fcm 2.5

5caso(fcm) = _10_6aas L (1114)

Jem
6
10

avec (s un coefficient qui dépend du type de ciment :

aqs = 800 pour les ciments a hydratation lente
qs = 700 pour les ciments a hydratation rapide

qs = 600 pour les ciments a hydratation rapide et haute résistance initiale

Ecdso( fem) : coefficient de retrait de dessiccation, déterminé par

Ecdso(fem) = 1079 |(220 + 1100r4s1 ) exp <—ozd82flc—81>} (I1.15)

avec (g1 et aggo sont les coefficients qui dépendent du type de ciment :

ags1 = 3 et agse = 0.13 pour les ciments a hydratation lente
ags1 =4 et agse = 0.11 pour les ciments a hydratation rapide

ags1 = 6 et ageo = 0.12 pour les ciments a hydratation rapide et haute résistance initiale

Bas(t) : fonction qui représente le développement du retrait endogene, déterminé par

Bos(t) = 1 — exp (—0.2\/Z> (IL.16)
Bru(RH) : coefficient qui prend en compte 'effet de ’humidité sur le retrait de dessicca-
tion, déterminé par

H 3
—1.55 [1 — (]1%0_())

Bru(RH) =
0.25 pour RH > 99% [

pour RH < 99% [

(I1.17)

XXXVl



avec

0.1
Bs1 = (f3—/510) (I1.18)

Bas(t—ts) : fonction qui représente le développement du retrait de dessiccation, déterminer

par
t—1s

. r ’ (11.19)
350 (ho/100)* + (t — t,)

Bt — 1) = {

t : age du béton [jours]

ts : age du béton au commencement du séchage [jours]
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Annexe II1

Détermination de la fonction de relaxation

J(t, tl)R<t1, tl) + /t J(t, T) dR(T, tl) =1 (1111)

Pour résoudre cette équation, nous pouvons la discrétiser en utilisant le schéma trapézoi-
dal. En subdivisant l'intervalle de temps [t1;t] en temps discrete ty, to, ... t;, ... t,, avec

n > 2 et en notant J,,; = J(t,,t;) et Ri1 = R(t;,t1), 'équation ([IL.1)) devient :

n—1
Jni + Jni
Jn,z‘Rl,l + Z % (Ri—i-l,l - R@l) - 1 (1112)
=1

Apres arrangements et simplifications, nous obtenons :

n—1
24> AJyiRig

R, = — =L 111.3
: Jn,n + Jn,n—l ( )

ou AJ,; est déterminé par :

Jno — Jn ifi=1
Ady; = (111.4)

Jn,i+1 — Jn,i—l ife>1






Annexe IV
Détail des parametres du paragraphe [3.4

Les parametres de la solution semi-analytique (paragraphe sont détaillés ci-apres :

o (HEA? - FB) b W
" 1
1 (EA(E") - (EB((;”)>2> (BA),EI

()
=S (IV.2)
p-
(ﬁ”) - Hﬁ,@) ok
G = — — (IV.3)
(EA;" - (EB;")) )(EA)SEI
)
. EAY (EA),
¢ = A (1v.4)
ke (HEAC _EB! )
—
o FA™ 4 (BA),
() — (EA) (IV.5)

- HEA"™ —EB™

-1
¢ = —— (IV.6)
HEA" — EB'

G+ 2206 + ")

() _ _ V.7
(n) o(n) | -(n) y (n)
3 A
¢ = G G+ A (IV.8)
12
(m) ()
o Co : 2 (IV.9)
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Annexe V

Expressions des coefficients dans le paragraphe [4.6.1]

1. Déterminations de &3, &, &3 et &4

&1, &9, &3 et &4 sont déterminés par :

b2 (1+¢)
& = (—02 (V.l)
4D% (D —b)
bc — abd — 2cd) (1 +
. )(1+) Vo)
2D?(D —b)
ad+ ¢
S — V.3
S =Dy V-3)
b—2d)(1+
(- 02 (140 V.4
2D?% (D —b)
ol
Eci €ecl €ecl (Ecz )
a= b= -2
Ecl fcm Ecl
2
€21 1
— ¢ _D _ —
¢ me EC
2. Détermination de ¢,
La déformation ., est celle qui correspond a la contrainte o = — f,,,,/3 et elle correspond
a la racine de 1’équation : )
fom €8 —ac
_ — V.5
3 be+c (V-5)
En résolvant cette équation nous trouvons :
3a—bfemn 9a? — 6abfe, + 022 —12¢f.n
by = — o ¥ /B0 gf + e = 2] (V.6)



3. Détermination de [;—1 2, 7i—0.2, [ti—0..3

Les coefficients (3;—1. 2, 1i—o..2, Mi=o..3 sont donnés par :

b=

Mo

Ho

H3 =

ou

2(149)
3D
B 4e2
© 9D2j2
8e3 4

= 57Dk T Dk
8(1+¢)*
57 D3

k

(&

3

1
 fem
1
~ fem

(
(

(&

3Dk

_4e(14¢)

m =

9D?k

= 4e? (1+¢)

9D3k?

§

2

Ec,lim€el

4

Ec,lim

xlvi

§

€cl

52

)

c,lim

)

_4(01+¢)

9D?

_ de(1+¢)

9D3k

(V.11)
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Annexe VI
Intégration numérique par points de Gauss - Lobatto

On remarque que d'une maniere générale pour obtenir la matrice de rigidité de section ou
de I’élément, il est nécessaire d’intégrer des fonctions quelconques qui n’ont pas a priori
de primitives explicites. Par conséquence, I'intégration numérique est indispensable. Dans
cet étude, pour calculer numériquement l'intégrale d’'une fonction d'une variable, on uti-
lise la formule de quadrature de GAUSS-LOBATTO [126]. Dans les modeles de plasticité
croissante (spread plasticity) ceux que nous développons dans cette these, cette formule
est plus précise que la méthode d’intégration classique de Gauss car elle inclut les points
au bord du domaine d’intégration. Lorsqu’il n'y a pas de charge répartie agissant sur
I’élément, les sections extrémités sont soumises aux efforts les plus élevés ou se développe
la plasticité et deviennent les section les plus inélastiques. Le controle des sections extré-

mitées donne donc une réponse non-linéaire de la poutre plus précise.

Soit I'intégration suivante :
1
[— / f(x)dz (VL)
0

L’idée générale est d’approcher la fonction f par un polynome que I'on saura parfaitement
intégrer par la suite. Supposons tout d’abord que 1’on a n points x; dans U'intervalle [0 ; 1],
et utilisons par exemple une interpolation de Lagrange £;, I'intégration (VI.1)) peut étre

approchée par :

1 1/ n n—1
[ / f(@)dz ~ / (Z f(xi)ﬁi(:c)> dr~ wif(0)+ S wif () + waf(1)  (VI2)
0 0 \i=1 i=2
ou les w; représentent les poids d’intégrations, définis par :

w; = /1 Li(x)dz (VL3)

L’idée de la méthode de GAUSS-LOBATTO est de chercher les positions de points x;—9 ,,_1,
pour un nombre de points n donnés, de maniere d’obtenir la précision maximale. Il est

facile de voir qu’a n points de définition correspondent 2n — 2 inconnues (x; et w;) et que,



par conséquence, on peut former et intégrer exactement un polynome de degré 2n — 3.

L’erreur est donc de l'ordre de 0(A)?", ot A est I'espacement de points [126]. Dans notre

propre programme, toutes les intégrations sont numériquement approchées par cinq points

de GAUSS-LOBATTO dont les positions et les poids correspondant sont détaillés comme

suivants :

ZEl—O
7T—+/21
To =
2 14
1
$3—§
7+ v21
X =
! 14
335—1

xlviii

1
w1:2—0
49
’wz—@
16
w3:4—5
49
w4—@
1

Ws 2—0



Annexe VII
Détermination des constantes de la série de Dirichlet

La fonction de fluage qui s’exprime a l'aide d’une série de DIRICHLET

e t—T1

J@J)Q£Z+E:D?ﬂ[1—wp@—n ) (VIL1)

i=1 ¢

est completement définie si les constantes m, D;(7) et 7; sont déterminées. Le constantes
m, D;(T) et 7; sont évaluées de sorte que la courbe donnée par 'expression analytique
VII.1| esoit la plus proche possible de celle du CEB-FIP MopeL Cope 1990 [1]. La

détermination de ces constantes est réalisée selon la procédure suivante :

1. Choisir les valeurs de m et de 7, © = 1..m.
2. Choisir plusieurs bornes de temps ¢;, j = 1..n de sorte que t; > 7.

3. Calculer la valeur de la fonction fluage J(t;,7) & partir de 'expression dans le CEB-

FIP MobpEL CoDE 1990.

4. Imposer a chaque borne t; I'égalité entre la série de DIRICHLET et J(t;,7).

— 1 1 tj—T
J(t;,7) = — 1— —-2 VII.2
) =g+ S [ e ) (VIL)
Cela conduit au systeme des équations suivantes :
Ax=B (VIL.3)
ou :
(1 — exp (—i—?)) ) (1 — exp (—’i—:))
A= : : (VIL4)
(1 — exp (—“;T)) . (1 — exp (—t*;—’f)>
1 e
x = [DI(T) . m} (VIL5)

sz@ﬂ_%.”ﬂ%ﬂ—ﬂT (VIL6)



L’équation (VIIL.3|) est résolue pour x :

AT (Ax)=A"B (VILT)
x = (ATA)" (ATB) (VILS)

5. Choisir d’autres valeurs de m et de 7;, 1 = 1..m et répéter les étapes de 1 a 4 jusqu’a

ce que ’écart sur x soitt minimisé.

6. Répéter les étapes de 1 a 5 pour plusieurs valeurs de 7 afin de déterminer les D;(7)
correspondants. La valeur D;(7) a un age quelconque peut étre déterminée en utili-

sant une interpolation linéaire.

Il est & noter que dans ce travail, nous avons fixé m = 6 et les temps de retards 7; sont

choisis comme :
T T2 T3 T4 T5 T6

1 10 100 1000 10000 36500

(VIL9)



Annexe VIII

Méthode de résolution numérique arc-length cylindrique

Le traitement par la méthode des éléments finis d’'un probleme mécanique conduit d’une

facon générale a la résolution d’un systeme des équations algébriques de la forme suivante :
R(g,\)=Q(q)— AP =0 (VIIIL.1)

ou :

e R est le vecteur résidu qui exprime 'état de déséquilibre de la structure;

e Q est le vecteur des efforts internes aux noeuds de la structures qui est fonction des
déplacements nodaux q;

e P représente le vecteur de chargement total appliqué a la structure;

e le scalaire A\ désigne un parametre de controle du chargement.

L’idée de la méthode arc-length est que la taille de la combinaison de l'incrément de
déplacement et l'incrément de chargement (Aq, AP) doit étre controlée au cours des
itérations de 1’équilibre. Cette méthode consiste a trouvé la solution de I’équation équilibre
située a une longueur d’arc Al du dernier point convergé. CRISFIELD (1983) [51]

a proposé pour Al I'expression suivante :
(A1)? = Aq"Aq + (AN PP, Py (VIIL2)

ou ¥ est un facteur de graduation scalaire. Pour la méthode arc-length cylindrique ¢ est

égale a zéro. Ainsi I'équation (VIIL.2) devient :
(Al)* = AqTAq (VIIL3)

Par rapport a la méthode classique de NEWTON ou A est connu, la méthode arc-length en
générale et la méthode arc-length cylindrique en particulier considere A comme une va-
riable inconnue. En conséquence, avec n déplacements inconnus, on a totale n+1 variables.

Pour déterminer ces variables, on a n équations d’équilibre (VIII.1)) et une équation sup-



plémentaire (VIII.3). En tenant compte du fait que A est une variable, un prédicteur et

un correcteur peut étre réalisé de la méme miniere que la méthode classique de NEWTON.

* Le prédicteur
La figure [VIIL.1| présente la procedure de la méthode arc-length pour un seul degré de

liberté. Supposons que le point A(q,, \,Pey) est un point convergé :

R, = R(qu, \,P) =0 (VIILA)
AAP
(qiwl’ ﬂ’rlﬁ-lp)
i ﬂﬁ q§+l'ﬂ’nz+lp)
i V4
o N/
°Fl ol & \
<) =g Convergence
<
n-\—i
%E
<
§q11+1
A 2
(qn,ﬁnp) P 5qn+l
5 >
Ac1n+1 q
> Aqanrl
Aqﬁﬁ[

Figure VIII.1 — Méthode arc-length pour un seul degré de liberté

En développant, en série de TAYLOR a l’ordre 1, le vecteur des efforts internes et le vecteur

de la charge extérieure on obtient :

Qi1 = Qn+ KrnAg (VIIL5)
M P~ )\, P+ AP (VIIL6)
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ou
Aq = Qni1 — An et AN = N1 — A\ (VIIL.7)
Le vecteur résidu au stade n + 1 est ainsi écrit :
R,:1=Q,+Kr,Aq—\,P-A\NP =0 (VIIL.8)

d’ou :

Aq=AX Kr,]'P=ANA]G (VIIL9)

ou Aq est le vecteur des déplacements correspondant a le vecteur de charge extérieure P.

En substituant ’équation (VIIL.9) dans I’équation (VIIL.3|), on obtient :

Aol (VIIL10)

VAqTAq
ou Al est un incrément donné de longueur d’arc. L’équation (VIIL.10]) indique qu’il y a
deux prédicteurs possibles. Selon CRISHFIELD [52] le signe plus dans I’équation (VIII.10)
est pris si la matrice tangente est définie positive et le signe moins est pris dans le cas

contraire. Apreés avoir applicqué le prédicteur, on met a jours des variables (avec les

notations indiquée a la figure |VIIL.1)) :

Ay = Ao + Ad), (VIIL11)
A1 = An + AN (VIIL.12)

* Le correcteur
Comme indiquée a la figure [VIIL.1| au stade (q}l 15 AL +1), la structure n’est clairement
pas en équilibre. Un correcteur doit étre appliqué. Le développement en série de TAYLOR

est encore une fois utilisé :

Q.1 = Quyt + K 1004 (VIIL13)
NFLP ~ X P+ 6M P (VIIL.14)
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ou
5QZ+1 = qmll - qu—l—l et 5)‘:1—‘,-1 /\::&—11 /\fm+1 (VIIL15)
Le vecteur résidu est donc :
R =K., 0d,, +R,, — 0\, P=0 (VIIL.16)

En résolvant cette équation pour dq’,_,, on obtient :

1

) 7 i -1
041 = — [KT n} R+ 6)‘n+1 [KT, n} P (VIIIL.17)
= 0,y + 0N 0G4 (VIIL18)
ot 0q,,, = — [Ki ] - Ri ., et 0q;, = [Ki ] ~'P désigne le vecteur des déplacements

correspondant au vecteur de charge extérieure P. Ayant obtenu dq’,,;, la mis & jours

suivante peut étre réalisée :
Aqn+1 = Aqn+1 + 5qn+1 + 0Ny 5qn+1 (VIIIL.19)

En itroduisant 1’équation (VIII.19) dans I’équation (VIIL.3|). On obtient une équation du

second degré en 6\, suivante :
ay (0N, 1) + ag N, +ag =0 (VIIIL.20)

ot les coefficients sont donnés par :

= (0@,11) " 06y (VIIL21)
az = 260,41 (Ad, — 00, (VIIL.22)
= (A +0q, ) (Adh +6d,,,) (VIIL.23)

La résoulution de I’équation (VIII.20) nous conduit a faire un choix entre deux racines.
Le choix des racines se fait de la maniere suivante : le vecteur incrément de déplacements
obtenu par la racine choisie est le plus proche du vecteur incrément de déplacements de

l'itération précedente (afin d’éviter le retour du chemin d’équilibre parcouru) (cf. figure

liv



VIIL.2). Pour cela, on cherche I’angle minimal entre le vecteur incrément de déplacements

de l'itération précedente et le vecteur incrément de déplacements de l'itération actuelle :

(Aq;;ll)T Aq;+1|j
[ Ad || [ Adg 4 i

cost; = ,7=1,2 (VIIIL.24)

\ i ’ ‘ 4 ; i i
ot Aq},,]; est 'incrément du vecteur de déplacements pour le racine 6, ,|;. La racine

choisie doit donner le valeur mixiale de cos 6.

Ad I
Aqnil )
(Aqn+l )1
91
0, 1" racine
2" racine
(Aqinﬂ )2
6, <6,
choix de la 1% racine
Ll

Figure VIII.2 — Choix de la solution évitant le retour sur le chemin d’équilibre parcouru

Une fois, 0%, est choisi, I'incrément du parametre de contrdle du chargement peut étre

actualisé :
AN = AN 4+ 0N (VIIL.25)

Enfin, le vecteur de déplacements et le parametre de controle du chargement sont mis a

jours :

Qi =, + Adg, (VIIIL.26)
AL =N+ AN L (VIIL.27)
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