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Notations

Soit x un signal physique, ou un vecteur de signaux physiques, variant
avec le temps.

t Variable temporelle
ẋ Dérivée temporelle de x
ẍ Dérivée temporelle seconde de x
x(n) Dérivée temporelle d’ordre n de x
x̂ Valeur estimée de x
x̃ Erreur d’estimation de x, i.e. x̃ = x− x̂
xk Composante de x suivant l’axe k
x(s) Transformé de Laplace de x
j Imaginaire pur (j =

√
−1)

x Notation complexe de x
x∗ Complexe conjugué de x

Acronymes

DC Courant continu (Direct Current)
AC Courant alternatif (Alternating Current)
MI Machine à induction (asynchrone)
MS Machine synchrone
AP Aimants permanents
RB Rotor bobiné
RV Réluctance variable
PL Pôles lisses
PS Pôles saillants
HF Haute Fréquence
f.é.m. Force électromotrice
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Notations

Matrices usuelles

In Matrice identité de dimension n× n
On×m Matrice nulle de dimension n×m
P(η) Matrice de rotation d’angle η

P(η) =
[
cos η − sin η
sin η cos η

]
J2 Matrice de rotation d’angle π/2

J2 = P(π/2) =
[
0 −1
1 0

]
K2 Matrice analogue à l’opération de conjugaison complexe

K2 =
[
1 0
0 −1

]
CT

32 Matrice de transformation triphasé-diphasé iso-amplitude

CT
32 = 2

3

[
1 −1

2 −1
2

0
√

3
2 −

√
3

2

]
TT

32 Matrice de transformation triphasé-diphasé iso-puissance

TT
32 =

√
2
3

[
1 −1
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0
√

3
2 −

√
3

2

]
C(η) Matrice de projection : C(η) =

[
cos η sin η

]T
Observation des systèmes dynamiques

x Vecteur d’état
u Vecteur d’entrée
y Vecteur de sortie, y = h(x)

I(x) Ensemble des états indistinguables de x
Lfh(x) Dérivée de Lie d’une fonction h(x) le long d’un champ de vec-

teurs f
Sy Espace d’observabilité associé à la sortie y
Oy Matrice d’observabilité associée à la sortie y
∆ Déterminant de la matrice d’observabilité

K Matrice de gain d’observation
P Matrice de covariance de l’erreur d’estimation
Q Matrice de covariance du bruit d’état
R Matrice de covariance du bruit de mesure
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Machines Électriques

Repères de modélisation

abc Repère triphasé stationnaire d’une machine AC triphasée
αβ Repère diphasé lié au stator d’une machine AC
dq Repère diphasé lié au champ tournant d’une machine AC
daqa Repère diphasé arbitraire

asbscs Repère triphasé statorique d’une machine asynchrone triphasée
arbrcr Repère triphasé rotorique d’une machine asynchrone triphasée
αsβs Repère diphasé lié au stator d’une machine asynchrone
αrβr Repère diphasé lié au rotor d’une machine asynchrone

Ces repères sont fixes ou tournants. Les positions et vitesses de rotation
relatives de ces repères sont :

θa, ωa Position et vitesse angulaires du repère daqa par rapport à αβ
θ, ω Position et vitesse angulaires du repère dq par rapport à αβ dans

une machine AC
θs, ωs Position et vitesse angulaires du repère dq par rapport à αsβs

dans une machine asynchrone
θe, ωe Position et vitesse angulaires du rotor par rapport à αsβs dans

une machine asynchrone
θr, ωr Position et vitesse angulaires du champ tournant dq par rapport

au repère rotorique αrβr dans une machine asynchrone

Grandeurs électromagnétiques

Notation scalaire

Le signal x correspond à l’une des grandeurs physiques suivantes :

ψ Flux magnétique
i Courant électrique
v Tension électrique
e Force électromotrice

Pour chacune de ces grandeurs, on note :

xpk Grandeur x du circuit p suivant l’axe k.
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Notations

L’indice p peut prendre les valeurs suivantes :

s Circuit statorique dans une machine AC
r Circuit rotorique dans une machine asynchrone
f Circuit rotorique dans une machine synchrone
a Circuit de l’induit (armature) dans une machine DC

Et l’indice k désigne un axe qui appartient à un référentiel réel (comme
les axes triphasés) ou à un référentiel fictif (par exemple les repères d’axes
diphasés). Les axes désignés par k sont ceux qui appartiennent aux repères
présentés ci-dessus. Les axes les plus utilisés sont :

a,b,c Composantes suivant les axes triphasés a, b et c
α,β Composantes suivant les axes diphasés α et β
d,q Composantes suivant les axes diphasés d et q

‘R’ désigne la résistance d’un circuit électrique :

Rs Résistance statorique dans une machine AC
Rr Résistance rotorique dans une machine asynchrone
Ra Résistance du circuit d’induit dans une machine DC
Rf Résistance du circuit inducteur dans une machine synchrone (ro-

tor) et dans une machine DC (stator)

‘L’ désigne l’inductance d’un circuit électrique :

Ls Inductance statorique d’une machine AC à pôles lisses
Lr Inductance rotorique dans une machine asynchrone
Lf Inductance du circuit inducteur dans les machines synchrone et

DC
La Inductance du circuit d’induit dans une machine DC
Ld Inductance d’axe direct d’une machine AC à pôles saillants (-PS)
Lq Inductance d’axe en quadrature d’une machine AC-PS
L∆ Inductance différentielle L∆ = Ld − Lq
L0 Inductance statorique moyenne d’une machine AC

L0 = Ls0 − Ms0
L2 Valeur maximale de la fluctuation de l’inductance statorique au-

tour de sa valeur moyenne d’une machine AC-PS. L2 = 1.5Ls2
Mkl Inductance mutuelle entre les circuits k et l
M Inductance mutuelle maximale entre un circuit statorique et un

circuit rotorique dans une machine asynchrone M = 1.5Msr

Mf Inductance mutuelle maximale entre un circuit statorique et un
circuit rotorique dans une machine synchrone Mf =

√
1.5M0
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Notation Matricielle

Soit X un vecteur contenant les composantes de x dans tous les circuits
p dans un repère donné. Ce vecteur peut être l’un des vecteurs suivants :

Ψ Vecteur des flux magnétiques dans une machine AC
I Vecteur des courants électriques dans une machine AC
V Vecteur des tensions aux bornes des circuits d’une machine AC
E Vecteur des f.é.m. induites dans les circuits d’une machine AC

La présence d’un indice ‘s’ ou ‘r’ indique que le vecteur ne contient que
les composantes du circuit statorique ou rotorique respectivement exprimées,
par défaut, dans un repère diphasé défini par le contexte :

Xs Vecteur des composantes statoriques dans un repère diphasé
Xr Vecteur des composantes rotoriques dans un repère diphasé

Un indice ‘2’ ou ‘3’ peut être ajouté pour préciser s’il s’agit d’un repère
diphasé ou triphasé respectivement. D’autres indices peuvent être ajoutés
pour spécifier le repère concerné. Exemple :

Xfαβ Vecteur des grandeurs rotoriques dans le repère αβ d’une MSRB
Xsdq Vecteur des grandeurs statoriques dans le repère dq d’une ma-

chine AC

Les mêmes règles de notation indicielle s’appliquent pour les matrices de
résistances et d’inductances :

R Matrice (diagonale) des résistances dans une machine AC
L Matrice des inductances dans une machine AC

Grandeurs électromécaniques

Cm Couple électromagnétique
Cch Couple de charges
Cr Couple résistant (charges + frottements)

p Nombre de paires de pôles d’une machine électrique
Ω Vitesse angulaire mécanique (ω = pΩ)
J Inertie totale de l’arbre de la machine
fv Coefficient de frottement visqueux sur l’arbre de la machine
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Introduction Générale

L’Énergie est l’élément moteur de toutes les activités qui contribuent au
développement de la civilisation humaine. Pendant très longtemps, l’effort
physique humain et animal a été la seule source d’énergie disponible pour
ces activités (transport, usinage, agriculture, etc.).

L’invention de la roue, il y a plus de 6500 ans, a amélioré notablement
le rendement de la conversion de l’énergie musculaire en énergie mécanique.
Les premiers véhicules équipés de roues, et mus par des chevaux domestiqués,
apparurent dans la civilisation Sumérienne en Mésopotamie vers 3500 av. J.-
C. Ces véhicules ont constitué le mode de transport le plus efficace pour
l’homme durant des millénaires. D’ailleurs, ils restent encore aujourd’hui une
référence de puissance pour les moteurs, par l’utilisation de l’unité de mesure
cheval-vapeur (en Anglais horsepower).

Suite aux évolutions dans la machine à vapeur en Europe durant le XVIIIe
siècle, une nouvelle source d’énergie, thermique, vient actionner massivement
les industries et joue un rôle très important dans la révolution industrielle du
XIXe siècle. Cette nouvelle source d’énergie a donné naissance à un nouveau
moyen de transport, motorisé : l’automobile 1. Le XIXe siècle a amené d’autres
inventions remarquables qui ont révolutionné l’industrie des véhicules moto-
risés, notamment les moteurs à explosion et les moteurs électriques.

Bien que le premier véhicule qui ait dépassé le seuil de 100 km/h fût un
véhicule propulsé par deux moteurs électriques à courant continu (c’est "La
Jamais Contente" en 1899, figure 1), les véhicules à essence prédominaient
dans le marché automobile mondial au cours du XXe siècle. Ceci est dû à
plusieurs facteurs, y compris l’invention du starter et le prix compétitif des
véhicules à essence. L’autonomie, le stockage d’énergie, le temps de recharge
et l’infrastructure étaient les principales limitations pour les véhicules pro-
pulsés par des moteurs électriques.

Il a fallu attendre les progrès technologiques du XXe siècle, poussés par
les risques d’épuisement du pétrole et par la conscience mondiale de l’échauf-

1. Le terme "automobile" est composé d’un préfixe grec, autós (soi-même) et d’un suffixe
latin, mobilis (mobile).

1



Introduction Générale

fement de la Terre, pour permettre aux véhicules propulsés en électrique de
reprendre leur place dans le marché automobile [Bilgin et Emadi, 2014,Chan,
2007] 2. C’est également le cas des autres moyens de transport, aérien [Ro-
boam et al., 2012] et maritime [Kirtley et al., 2015]. Les mêmes enjeux envi-
ronnementaux ont conduit à l’apparition de nouvelles formes de conversion
d’énergie, à partir des sources dites renouvelables, telles que l’énergie solaire,
éolienne, hydraulique, biomasse, géothermique, etc. Dans ce contexte, les ma-
chines électriques jouent un rôle central en tant que génératrices et motrices.
Elles sont utilisées dans une grande variété d’activités industrielles de notre
vie moderne [Chattopadhyay, 2010,Singhal, 2014].

Cette thèse est focalisée sur la modélisation et l’observabilité des machines
électriques en vue de leur commande sans capteur mécanique.

Aperçu historique de la machine électrique
La machine électrique a été inventée durant le XIXe siècle, suite à l’in-

vention de la pile galvanique et à la découverte des phénomènes électroma-
gnétiques. Voici quelques événements marquants liés au développement des
machines électriques [Bose, 2015] :

1800 Pile galvanique (A. Volta).
1820s Découverte et étude des phénomènes électromagnétiques (H. Oers-

ted, M. Faraday et autres).
Invention du solénoïde par A-M. Ampère.

1830s Moteur à courant continu de M.H. Jacobi.
Premier brevet d’un moteur électrique (T. Davenport).

1860s Équations de Maxwell.

2. Les références sont regroupées à la fin du document ; elles sont classées en références
personnelles, thèses, livres, polycopié, articles de revue et articles de conférence.

(a) J.K. Maxwell
(1831 - 1879)

(b) Camille Jenatzy dans "La
Jamais Contente", 1899

(c) Nikola Tesla
(1856 - 1943)

Figure 1: Célèbres contributeurs du XIXe siècle
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1880s Principe du champ tournant d’un bobinage polyphasé (G. Ferraris).
Moteur à induction à rotor bobiné (N. Tesla, figure 1).
Moteur à induction à cage (M.D. Dobrovolsky).

1890s Alternateur polyphasé (N. Tesla).
Commande en vitesse d’un moteur à courant continu (W. Leonard).

Durant le XXe siècle, la technologie de la commande des machines élec-
triques a témoigné de développements remarquables. La formulation de la
théorie des deux circuits (dite théorie de Park), les contributions de l’Au-
tomatique, surtout la théorie des observateurs, et les développements dans
l’électronique de commande et de puissance ont contribué à l’apparition de
nouvelles techniques plus performantes pour la commande des machines élec-
triques à courant alternatif (dites AC ), telles que la commande vectorielle
et la commande directe du couple. On cite ci-dessous les principales contri-
butions qui ont conduit au développement de la commande avancée des ma-
chines électriques :

1929 Théorie des deux circuits [Park, 1929].
1930s Généralisation de la théorie des deux circuits [Park, 1933,Concor-

dia, 1937,Stanley, 1938].
1948 Invention du transistor bipolaire (Bardeen, Brattain et Schockley).
1956 Invention du thyristor (Moll, Tanenbaum, Goldey, et Holonyak).
1960s Modulation par largeur d’impulsion (MLI) sinusoïdale (Schonung

et Stemmler).
Filtrage de Kalman [Kalman, 1960].
Théorie des observateurs [Luenberger, 1964].

1970s Microprocesseur 8-b (Intel).
Commande vectorielle, ou à flux orienté [Blaschke, 1972].

1980s Modélisation des machines AC par le vecteur d’espace [Kovacs et
Rácz, 1984].

(a) E. Clarke
(1883 - 1959)

(b) C. Concordia
(1908 - 2003)

(c) W.B. Shockley
(1910 - 1989)

(d) R.E. Kalman
(1930 - ...)

Figure 2: Célèbres contributeurs du XXe siècle
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Commande directe du couple, DTC [Takahashi et Noguchi, 1986,
Takahashi et Ohmori, 1989].
MLI Vectorielle, ou Space Vector PWM (Pfaff, Weschta, et Wick).
Défluxage et commande maximum couple par courant [Sneyers
et al., 1985,Jahns, 1987].

Contexte de l’étude
La figure 3 montre la structure générale d’une commande avancée d’une

machine à courant alternatif [Leonhard, 2001, Chiasson, 2005]. Avec cette
structure de commande, les performances dynamiques des machines AC sont
meilleures que celles des machines à courant continu. En revanche, des calcu-
lateurs numériques performants, des composants de puissance à fréquence de
commutation élevée et certains capteurs supplémentaires branchés sur l’arbre
du rotor sont requis pour la commande avancée des machines AC [Boldea,
2008,Pacas, 2011,Betin et al., 2014].

Courants Mesurés

Position et/ou Vitesse Mesurées

Consigne
Couple

Régulateur
de courant

Machine
AC

Figure 3: Structure de commande avancée d’une machine AC.

L’utilisation des capteurs mécaniques, pour mesurer la position et/ou la
vitesse du rotor, dans une structure de commande des machines électriques
engendre les contraintes suivantes :

— le coût supplémentaire des capteurs et de leurs électroniques associées ;
— l’encombrement dû à l’installation des capteurs et à leur câblage ;
— la sensibilité des capteurs à leur environnement (température, bruits,

oscillations mécaniques, compatibilité électromagnétique, etc.) ;
— la possibilité de défaillance d’un capteur ou d’une de ses connexions,

ce qui réduit la fiabilité du système.
Ces contraintes limitent l’utilisation des capteurs, voire la rendent im-

possible, dans certaines applications. Pour cela, des travaux de recherche
intenses sont effectués, depuis les années 1980s, afin de trouver des solutions
pour éliminer les capteurs mécaniques [Joetten et Maeder, 1983,Iizuka et al.,
1985, Jones et Lang, 1989, Baader et al., 1989]. Le principe consiste à rem-
placer les capteurs mécaniques par des algorithmes qui estiment la position
et/ou la vitesse du rotor à partir des mesures de courants. La figure 4 montre
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la structure générale de la commande des machines AC sans capteur méca-
nique.

Cette technique de commande sans capteur mécanique est souvent appelé,
par abus de langage, “commande sans capteur”. Dans la littérature anglo-
saxonne, elle est dite sensorless. Néanmoins, il existe plusieurs appellations
pour cette commande dans la communauté scientifique : certains chercheurs,
tel que R.D. Lorenz (figure 5(a)), proposent le terme self-sensing [Wang et
Lorenz, 2000] à la place de sensorless, vu que cette commande nécessite
des capteurs de courants et le terme sans capteur paraît plutôt commercial.
D’autres chercheurs, comme I. Boldea (figure 5(d)), utilisent le terme motion-
sensorless [Boldea et al., 2008] pour montrer qu’il s’agit d’une commande
sans capteur de mouvement. On peut trouver aussi des travaux sur le su-
jet sous le terme mechanical-sensorless, speed-sensorless, position-sensorless,
encoderless, transducerless, tacholess, etc.

Dans cette étude, nous adoptons le terme sensorless pour désigner la
commande sans capteur mécanique, vu qu’il est utilisé par les références les
plus réputées dans le domaine, comme J. Holtz [Holtz, 2002,Holtz, 2005] et
P. Vas [Vas, 1998].

Commutations

ObservateurCourants Mesurés

Position/Vitesse/Flux Estimés

Consigne
Couple

Régulateur
de courant

Machine
AC

Figure 4: Commande d’une machine AC sans capteur mécanique

Dans les années 1990s, la commande sensorless a subi un grand essor
dans ses techniques et technologies ; la majorité de l’état de l’art actuel a
été proposée durant cette décennie. On distingue aujourd’hui deux grandes
catégories de techniques d’estimation [Holtz, 2005] :

— Estimation passive, par observateur d’état, en se basant sur le
modèle d’excitation fondamentale de la machine [Dhaouadi et al.,
1991,Atkinson et al., 1991,Ezzat, 2011,Ghanes, 2005,Traoré, 2008,Del-
poux, 2012].

— Estimation active, par injection de signaux (haute-fréquence), en
exploitant les anisotropies magnétiques de la machine pour détecter
la position du rotor [Corley et Lorenz, 1998,Ha et Sul, 1999,Medjmadj
et al., 2015,Jebai, 2013].
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Dans le cadre de notre étude, nous nous intéressons aux techniques passives.
Il existe dans la littérature une large variété d’observateurs d’état pour la
commande sensorless, on trouve à titre d’exemple le filtre de Kalman [At-
kinson et al., 1991,Dhaouadi et al., 1991,Bolognani et al., 1999], les obser-
vateurs adaptatifs [Schauder, 1992,Kubota et al., 1993], les observateurs par
mode de glissement [Foo et Rahman, 2010a] et d’autres observateurs non
linéaires [Solsona et al., 1996,Ortega et al., 2011].

(a) R.D. Lorenz (b) S. Bolognani (c) J. Holtz (d) I. Boldea

Figure 5: Chercheurs ayant des contributions remarquables dans la
commande sensorless

A partir de l’année 2000, on remarque deux nouvelles tendances, qui nous
intéressent dans cette thèse, dans le domaine de la commande sensorless. La
première est l’étude d’observabilité des machines électriques [de Wit et al.,
2000, Zhu et al., 2001, Ibarra-Rojas et al., 2004, Li et al., 2005] pour mieux
analyser les performances de la commande avec observateur. Et la deuxième
est la recherche d’un modèle unifié des machines à courant alternatif [Chen
et al., 2000,Koonlaboon et Sangwongwanich, 2005,Boldea et al., 2008] afin
de développer des stratégies unifiées de commande et d’estimation [Harnefors
et Nee, 2000,Harnefors et al., 2003]. C’est dans ce contexte-là que se situe
cette thèse.

But de la thèse
Cette thèse a été effectuée à CentraleSupélec, au sein de l’équipe SYCO-

MORE 3, qui est une des composantes du Laboratoire des Signaux et Sys-
tèmes (L2S), dans le cadre d’une convention CIFRE 4 avec Renault, équipe
de commande avancée de l’électronique de puissance. Elle s’inscrit dans le
contexte de la commande sensorless des machines à courant alternatif, et

3. Commande robuste et sous contraintes des systèmes complexes
4. Convention Industrielle de Formation par la Recherche
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cherche à contribuer à une meilleure analyse des performances de cette com-
mande. Elle cherche également à ouvrir de nouveaux horizons dans un do-
maine qui paraît, pour certains, devenir assez mature.

Le but de cette thèse est double : trouver un modèle unifié des machines
AC, et formuler leurs conditions d’observabilité, en vue de la commande
sensorless. La grande majorité des travaux de la littérature est focalisée sur
la machine asynchrone et la machine synchrone à aimants permanents. Dans
cette étude, toutes les machines AC connues dans l’industrie sont étudiées,
y compris les machines synchrones à rotor bobiné et à réluctance variable.

Modélisation unifiée des machines AC Le modèle unifié des machines
électriques fondé sur la théorie de Park [Park, 1929] est extrêmement utile
pour la commande. Avec ce modèle toutes les machines électriques s’assi-
milent à une machine à courant continu généralisée [Barret, 1982]. Il s’avère
que le modèle de Park n’est pas bien adapté pour l’estimation de la position
et de la vitesse du rotor : ce modèle nécessite la connaissance de la position.
Pour cela, nous proposons une autre modélisation unifiée, avec laquelle toutes
les machines à courant alternatif sont assimilées à une machine synchrone à
pôles lisses avec un flux rotorique généralisé. Autrement dit, si la machine
à courant continu était la source d’inspiration pour la commande, du fait
qu’elle est facile à commander, elle n’est pas le bon modèle à suivre pour
établir un modèle général des machines AC en vue de l’estimation. C’est la
machine synchrone à aimants permanents à pôles lisses qui va nous inspirer
pour le développement d’un modèle unifié des machines AC, pour des raisons
que nous détaillerons dans le chapitre 5.

Conditions d’observabilité des machines électriques Dès les premiers
travaux sur la commande sensorless avec observateur d’état, les ingénieurs et
chercheurs ont remarqué que les performances de la commande sont détério-
rées dans certaines conditions de fonctionnement, surtout à faibles vitesses
et à faibles fréquences d’alimentation [Holtz, 1993]. Ce problème est souvent
jugé être un problème de stabilité de la commande [Shinnaka, 1999,Kubota
et al., 2001]. Toutefois, en présence d’un observateur d’état, l’observabilité
du système est la propriété à étudier avant l’étude de stabilité. Pour cela,
nous cherchons dans cette étude à formuler des conditions d’observabilité
des machines électriques qui soient analytiques, vérifiables en temps-réel, et
faciles à interpréter. Plusieurs travaux traitent le sujet de l’observabilité des
machines asynchrone et synchrone à aimants permanents dans la littérature.
Néanmoins, les résultats restent encore dispersés et insuffisants [Vaclavek
et al., 2013]. De plus, on ne trouve pas de travaux sur l’observabilité des
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machines synchrones à rotor bobiné et à réluctance variable.

Les machines électriques sont souvent étudiées séparément. L’approche
généralisée adoptée dans cette thèse permet d’avoir une vision plus large sur
les machines AC, et conduit à la définition de nouveaux concepts, tels que le
flux équivalent et le vecteur d’observabilité.

Organisation du rapport
Ce rapport de thèse est divisé en deux parties, chacune comportant une

introduction, quatre chapitres et une conclusion :

La première partie porte sur la modélisation des machines électriques
en vue de l’observation et de la commande. Elle comprend une introduction
sur les machines électriques, suivie d’un chapitre sur les principes de mo-
délisation des machines à courant alternatif. Les modèles détaillés des deux
grandes familles de machines AC, asynchrone et synchrone, sont ensuite pré-
sentés respectivement dans les chapitres 3 et 4. Cette approche générale de
modélisation nous permettra d’élaborer un modèle unifié des machines AC,
que nous présentons dans le chapitre 5.

La deuxième partie porte sur l’étude d’observabilité des machines élec-
triques en vue de la commande sensorless. Après une introduction sur le
sujet, la théorie de l’observation des systèmes dynamiques est rappelée dans
le chapitre 8. L’observabilité de la machine asynchrone est étudiée dans le
chapitre 9, où plusieurs cas sont considérés : observabilité avec et sans me-
sure de vitesse, et identifiabilité de la constante de temps rotorique. L’obser-
vabilité de la machine synchrone à rotor bobiné est étudiée dans le chapitre
10. Cette machine est considérée comme une généralisation des machines
synchrones, ce qui conduit à une formulation unifiée des conditions d’obser-
vabilité pour les machines synchrones, en introduisant le concept de vecteur
d’observabilité. Les développements des chapitres 9 et 10 sont illustrés en
effectuant la synthèse d’un filtre de Kalman étendu appliqué dans un premier
temps en simulation, puis sur des signaux acquis sur un banc d’essai Renault.
L’étude détaillée des autres machines synchrones est faite dans le chapitre
11, où les modèles des forces électromotrices sont aussi étudiés.

Dans la conclusion générale, nous proposons quelques pistes à examiner
comme perspectives de nos travaux.
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Chapitre 1

Introduction aux machines
électriques tournantes

Une machine électrique tournante est un système électromécanique réver-
sible, qui transforme l’énergie électrique en énergie mécanique (fonctionne-
ment moteur) et vice versa (fonctionnement générateur).

Inventées durant le XIXème siècle, les machines électriques constituent
aujourd’hui l’une des principales forces motrices de la civilisation contem-
poraine. Elles sont quasiment omniprésentes dans les industries : production
d’énergie électrique, transport (voitures, trains, avions), robotique, machines-
outils, produits électroménagers... etc.

Ce chapitre introduit la première partie du rapport de thèse, qui est dé-
diée à la présentation des machines électriques : leurs structures, principes
de fonctionnement, domaines d’application, leur mise en équations et leurs
modèles en vue de la commande sensorless. Nous mettons l’accent sur les ma-
chines à courant alternatif, qui seront étudiées avec une approche générale
dans le deuxième chapitre. Les chapitres 3 et 4 sont consacrés à la présen-
tation, en détail, des machines asynchrones et synchrones respectivement.
Enfin, le chapitre 5 présente une modélisation unifiée des machines à courant
alternatif, en introduisant le concept de Flux Équivalent.

Rotor Stator

Figure 1.1: Dessin des deux parties d’une machine tournante
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Bien qu’il s’agisse d’un état de l’art inévitable pour la thèse, cette pre-
mière partie est particulièrement utile pour les étudiants, ingénieurs et cher-
cheurs travaillant dans le domaine de la commande et de l’observation des
machines électriques, vu qu’elle présente une approche unifiée pour la modé-
lisation des machines AC, qu’on trouve rarement dans la littérature. De plus,
cette partie contribue à une nouvelle vision des machines à courant alternatif
par l’introduction du concept de Flux Équivalent. Ce concept ouvre de nou-
veaux horizons dans le domaine de la commande des machines électriques,
comme on le verra dans le chapitre 5.

1.1 Structure des machines électriques
Les machines électriques tournantes sont constituées d’une partie fixe,

le stator, et d’une partie mobile (tournante), le rotor, comme illustré dans
la figure 1.1. Ces deux parties sont séparées par un entrefer, qui peut être
constant, on parle alors de machines à pôles lisses, ou variable, dans le cas
des machines à pôles saillants (figure 1.2).

On distingue plusieurs catégories de machines électriques selon :
— leur alimentation statorique : continue ou alternative ;
— leur rotor : bobiné excité, bobiné en court-circuit, à aimant permanent,

à réluctance variable, à cage, etc.
— et leur entrefer : pôles lisses ou saillants.

(a) Pôles lisses (b) Pôles saillants

Figure 1.2: Coupe de la structure simplifiée des machines à pôles lisses et
à pôles saillants.

Il est difficile de définir une classification unique de toutes les machines
électriques ; les classifications changent selon les critères. Néanmoins, pour
les ingénieurs et chercheurs travaillant dans le domaine de la commande des
machines électriques pour les entrainements à vitesse variable, la classifica-
tion présentée dans l’arbre de la figure 1.3 est souvent adoptée. Dans cette
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1.2 Les machines DC

classification, on distingue deux grandes catégories de machines électriques :
— les machines à courant continu, ou machines DC (du terme Anglais

direct current), et
— les machines à courant alternatif, ou machines AC (alternating cur-

rent).

Continu Alternatif

AsynchroneSynchrone

Reluctance
Variable

Série Shunt

Machines Electriques

Aimant

Aimants
Permanents

Rotor
à Cage

Rotor
Bobiné

Rotor
Bobiné

Séparée Composée

Figure 1.3: Arbre des différentes familles des machines électriques

1.2 Les machines DC
Les machines DC sont les premières à apparaître parmi les machines élec-

triques. Leur principe de fonctionnement est le suivant : le stator (inducteur)
fournit un champ magnétique de direction et sens constants dans l’entrefer
(via un électro-aimant ou un aimant permanent). Le rotor (induit) est équipé
d’un certain nombre d’électro-aimants (spires) dont la polarité est inversible
par un système mécanique de balais-collecteurs (figure 1.4) ; la polarité de
chaque spire est inversée une fois par demi-tour de façon à créer un champ
magnétique induit en quadrature avec le champ inducteur pour produire un
couple électromagnétique.

Suivant la configuration des bobinages statorique et rotorique, il existe 5
sous-catégories de machines DC (voir Annexe A) :
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Introduction aux machines électriques tournantes

— machine à excitation séparée : le stator et le rotor sont séparément
alimentés ;

— machine série : les enroulements statoriques et rotoriques sont montés
en série ;

— machine shunt ou à excitation parallèle : les enroulements inducteur
et induit sont montés en parallèle ;

— machine à excitation composée : une partie du stator est montée en
série avec le rotor et une autre est de type shunt ;

— machine à aimant permanent : l’inducteur est un aimant permanent.

Stator

N SRotor

Figure 1.4: Schéma d’une machine DC

Avantages et inconvénients Les machines DC sont plus faciles à comman-
der que les machines AC. En revanche, elles ont un rapport puissance/volume
inférieur à celui des machines AC, et la présence d’une commutation méca-
nique raccourcit la durée de vie de ces machines (entretien nécessaire) et
limite leur utilisation dans certains lieux vulnérables aux étincelles générées
par le système de commutation.

Domaines d’application La machine DC trouve ses applications dans
une large gamme d’activités industrielles ; elle est utilisée dans le secteur
automobile pour les démarreurs, les petits actionneurs (essuie-glaces, vitres
électriques, etc.), elle est également utilisée dans la traction ferroviaire, dans
la robotique et dans les produits électroménagers. La machine DC est de
moins en moins utilisée dans les industries de haute précision et est rempla-
cée par les machines triphasées qui sont faciles à fabriquer, robustes et sans
balais.

1.3 Les machines AC
Dans les années 1880s, Nikola Tesla décrivit le principe de fonctionnement

des machines à courant alternatif [Tesla, 1888]. Plusieurs variantes de la
machine de Tesla existent aujoud’hui, mais le principe de fonctionnement
reste le même : le stator, alimenté par un système polyphasé, crée dans
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l’entrefer un champ magnétique tournant qui interagit avec le rotor pour
fournir un couple sur l’arbre de la machine. Il existe trois types d’interactions
entre le champ tournant et le rotor :

— interaction champ tournant - aimant : c’est le cas des machines syn-
chrones à aimants permanents,

— interaction champ tournant - courant : comme dans les machines asyn-
chrones et les machines synchrones à rotor bobiné,

— interaction champ tournant - matériau ferromagnétique : il s’agit des
machines à réluctance variable.

La figure 1.5 montre des exemples sur les différents types d’interaction pour
les machines triphasées.

(a) champ tournant -
aimant

(b) champ tournant -
courant

(c) champ tournant -
matériau

ferromagnétique
Figure 1.5: Exemples de différents types d’interaction entre le champ

tournant et le rotor

Les machines AC se divisent en deux grandes familles :
— Machines synchrones : le rotor peut contenir des aimants perma-

nents, un électroaimant, ou simplement un matériau ferromagnétique
avec une saillance. Dans tous les cas, il tourne à la même vitesse que
le champ tournant (vitesse de synchronisme).

— Machines asynchrones, ou à induction : la vitesse du rotor est légè-
rement différente de celle du champ tournant ; la vitesse relative entre
le rotor et le champ tournant est appelée glissement. Le rotor d’une
machine asynchrone est généralement en court-circuit.

Domaines d’application Les machines asynchrones sont largement utili-
sées dans les applications ne nécessitant pas une haute précision. La machine
synchrone à rotor bobiné est souvent utilisée en fonctionnement générateur
dans les centrales électriques, ou en tant que compensateur synchrone (fonc-
tionnement moteur tournant à vide branché sur le réseau électrique pour
compenser la puissance réactive par le réglage du courant d’excitation), elle
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est peu utilisée en tant que moteur de traction. La machine synchrone à ai-
mants permanents est très performante, elle est utilisée en tant que moteur
dans des applications de haute précision et de haute puissance. Les machines
à réluctance variable sont moins performantes que les machines à aimants,
elles sont utilisées dans des applications à faible coût.

Avantages et inconvénients Par rapport aux machines DC, les machines
AC présentent un plus grand rapport puissance sur volume. La plupart des
machines AC sont des machines sans balais, nécessitant moins de mainte-
nance. En revanche, la commande performante de ces machines n’est pas
simple comme celle des machines DC.

1.4 Aperçu bibliographique
Les modèles des machines électriques sont étudiés dans des dizaines de

livres et des centaines d’articles de revues. Cependant, nous sélectionnons
quelques références de cette immense bibliothèque :

— Le principe de fonctionnement des machines AC a été publié par Ni-
kola Tesla dans son article intitulé [Tesla, 1888] : A New System of
Alternating Current Motors and Transformers.

— La littérature française est assez riche en livres de référence sur la mo-
délisation des machines à courant alternatif [Barret, 1982, Caron et
Hautier, 1995,Mayé, 2011,Grellet et Clerc, 2000,Louis, 2004]. Toute-
fois, nous recommandons en plus les deux livres de référence [Krause
et al., 2013,Fitzgerald et al., 2003].

— Les articles fondateurs de la théorie des deux circuits (théorie de Park)
pour la modélisation des machines AC, présentée dans le chapitre
suivant, sont publiés dans les revues de l’AIEE (acronyme anglais de
American Institute of Electrical Engineers) : [Park, 1929,Park, 1933,
Concordia, 1937,Kron, 1948,Kron, 1950,Stanley, 1938].

— Les travaux les plus récents sur la modélisation des machines AC en
vue de leur commande sont majoritairement publiés dans les revues
de IEEE (acronyme anglais de Institute of Electrical and Electronics
Engineers) : [Pillay et Krishnan, 1988,Slemon, 1989,Holtz, 1995].

— Pour le calcul du couple dans les machines électriques nous recomman-
dons l’article par Doherty et Park [Doherty et Park, 1926] :Mechanical
Force Between Electric Circuits.

Concernant la modélisation unifiée des machines AC avec le concept de flux
équivalent, les articles suivants sont pertinents [Chen et al., 2003,Koonlaboon
et Sangwongwanich, 2005,Boldea et al., 2008].
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Chapitre 2

Principes de modélisation des
machines à courant alternatif

2.1 Introduction

Les machines électriques tournantes sont des systèmes physiques régis par
des phénomènes électriques, magnétiques, mécaniques, thermiques, acous-
tiques, etc. Dans le contexte de la commande en couple ou en vitesse de
ces machines, seuls les phénomènes électromagnétiques et électromécaniques
sont pertinents pour la mise en œuvre d’un modèle simplifié et représentatif.
Ces phénomènes peuvent être décrits par des lois de la physique telles que
les équations de Maxwell (pour la partie électromagnétique) et la force de
Laplace et la deuxième loi de Newton (pour la partie électromécanique).

La modélisation des machines électriques en vue de leur commande exige
la prise en compte de certaines hypothèses simplificatrices, et se base sur 3
types d’équations :

— Equations magnétiques : il s’agit des équations qui décrivent les flux
en fonction des courants qui parcourent les enroulements (théorème
d’Ampère).

— Equations électriques : la relation entre les tensions et les courants est
décrite par la loi d’Ohm généralisée avec la loi de Faraday.

— Equations mécaniques : la deuxième loi de Newton décrit la variation
de la vitesse de l’arbre de la machine en fonction du couple (résultant
de la force de Laplace).

Malgré la prise en compte des hypothèses simplificatrices, les équations
d’une machine AC restent fortement non linéaires, ce qui rend l’analyse du
comportement de la machine très difficile, surtout en régime transitoire. Pour
faciliter l’analyse des régimes transitoires et permanents des machines AC et,
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par la suite, faciliter leur commande, la théorie des 2 circuits (de Park) a été
introduite ; il s’agit d’une série de transformations mathématiques qui sim-
plifient le modèle de la machine en gardant l’aspect physique des grandeurs
transformées.

Dans ce chapitre, nous présentons les lois physiques et les outils mathé-
matiques utiles pour la modélisation des machines AC. Pour la généralité de
l’exposé, une machine AC généralisée, décrite ci-dessous, est étudiée.

2.2 Mise en équation d’une machine AC

La machine généralisée, pour laquelle les principes de modélisation sont
présentés, est une machine AC :

— polyphasée au stator, ayant ns circuits magnétiques (enroulements)
statoriques,

— multipolaire, à p paires de pôles,
— avec un rotor bobiné saillant à nr enroulements.

Les enroulements rotoriques peuvent être excités ou court-circuités. Sans
perte de généralité, cette machine ne contient pas d’aimants permanents ;
un aimant permanent peut être représenté par une bobine qui génère un flux
constant indépendamment de sa position. Le nombre total d’enroulements
est nt (nt = ns + nr). Pour les machines triphasées par exemple, ns vaut 3.
La figure 2.1 montre deux exemples de machines triphasées déduites de la
machine AC généralisée.

(a) Machine synchrone à rotor
bobiné : nt = 4

(b) Machine asynchrone : nt = 6

Figure 2.1: Exemples de machines électriques tournantes.
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2.2 Mise en équation d’une machine AC

2.2.1 Principe de fonctionnement
Prenons le cas des machines à une seule paire de pôles (p = 1) : le sta-

tor est alimenté par un système polyphasé de façon à générer des champs
magnétiques pulsants (ondes stationnaires) décalés dans le temps et dans
l’espace par 2π/ns rad., le champ magnétique résultant est un champ ma-
gnétique tournant (onde progressive) qui évolue à la même pulsation élec-
trique que les champs pulsants (théorème de Ferraris), et qui interagit avec
le rotor pour générer un couple. On peut répéter ce phénomène plusieurs fois
par tour mécanique complet en multipliant le nombre de paires de pôles (p)
de la machine, on parle de machines multipolaires. Dans ce cas-là, la vitesse
de rotation du champ tournant se divise par p.

Pour les machines multipolaires (p ≥ 2), lorsque le champ tournant ac-
complit un tour complet, il passe par p périodes magnétiques. On définit
alors la position électrique θ, qui accomplit un tour complet pour chaque
paire de pôles, ce qui correspond à une période électrique. On peut donc ré-
duire l’étude des phénomènes électromagnétiques de la machine à la période
électrique en effectuant un chagement d’échelle sur la position :

θ = pΘ (2.1)

Θ étant la position mécanique. En conséquence, la pulsation électrique ω est
p fois plus grande que la vitesse de rotation du champ tournant Ω :

ω = pΩ (2.2)

Pour la commande des machines électriques, on cherche à contrôler les
grandeurs électromagnétiques (courant, flux, force électromotrice), il convient
donc d’utiliser les variables électriques directement liées à ces grandeurs.
Dans la suite, les variables électriques (position θ et vitesse ω) sont utilisées
dans la modélisation. La vitesse mécanique Ω intervient dans l’équation de
mouvement mais la position mécanique ne sera pas utilisée.

2.2.2 Hypothèses de modélisation
Certaines hypothèses classiques sont admises pour la modélisation des

machines électriques. Elles permettent d’avoir un modèle simplifié pour la
commande et également pour la synthèse d’observateur :

— Hypothèse 1 : la répartition spatiale des conducteurs statoriques
est sinusoïdale, la distribution spatiale de la force magnétomotrice
(m.m.f.) l’est aussi ; les harmoniques spatiales de la distribution du
flux sont négligées ;
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— Hypothèse 2 : les pertes par hystérésis et par courant de Foucault
sont supposées nulles ;

— Hypothèse 3 : les circuits magnétiques sont linéaires (non saturés) ;
— Hypothèse 4 : la composante homopolaire est supposée nulle pour

les grandeurs statoriques, i.e. le système polyphasé est équilibré.

2.2.3 Equations magnétiques
Selon le théorème d’Ampère, tout courant (i), parcourant un circuit, crée

un champ magnétique à travers la section qu’il entoure. L’inductance de ce
circuit est le quotient du flux de ce champ magnétique (ψ) par l’intensité du
courant traversant le circuit.

Flux magnétique

Etant donné une machine AC à nt enroulements, les interactions magné-
tiques entre enroulements agissant sur une bobine j font intervenir :

— les inductances propres Lj(θ),
— et les inductances mutuelles Mjk(θ).

Les inductances dépendent des chemins magnétiques des flux, elles sont donc
fonctions de la position relative du rotor par rapport au stator.

Si on appelle ψj le flux d’enroulement du circuit de rang j, son expression
en fonction des inductances et des courants ik traversant les circuits k est
(la dépendance en temps des courants et flux est supprimée pour alléger
l’écriture) :

ψj = Lj(θ)ij +
nt∑
k 6=j

Mjk(θ)ik (2.3)

Il est pratique de formuler les équations d’une machine électrique sous
forme matricielle, la forme générale des flux sous cette forme est :

Ψ = L(θ)I (2.4)

Sous forme explicite, on écrit :

ψ1(t)
ψ2(t)
...

ψnt(t)

 =


L1(θ) M12(θ) . . . M1nt(θ)
M21(θ) L2(θ) M2nt(θ)

... . . . ...
Mnt1(θ) Mnt2(θ) . . . Lnt(θ)



i1(t)
i2(t)
...

int(t)

 (2.5)
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Sous l’hypothèse de distribution sinusoïdale de la m.m.f. (hypothèse 1),
la matrice d’inductance s’écrit sous la forme :

L(θ) = L0 + L2(θ) (2.6)
où L0 est une matrice constante comprenant les inductances indépendantes
de la position, et L2(θ) est une matrice qui dépend de la position θ contenant
les inductances qui varient en fonction de la position ; l’indice 2 signifie qu’on
se contentera de la deuxième harmonique dans la répartition spatiale des
inductances.

Energie magnétique emmagasinée

i

ψ

Energie

Coénergie

Figure 2.2: Flux en fonction du
courant

La figure 2.2 représente la courbe de
variation du flux généré par une bobine
en fonction du courant qui la traverse.
L’énergie magnétique totale emmagasi-
née dans un enroulement de rang j est :

Wmag(t) =
∫ Ψ

0
ij(t)dψj (2.7)

L’aire sous la courbe de la figure (2.2)
est la coénergie définit par :

W ′
mag(t) =

∫ i

0
ψj(t)dij (2.8)

On obtient :
Wmag(t) +W ′

mag(t) = ψj(t)ij(t) (2.9)
Pour un système d’enroulements on peut généraliser l’équation précé-

dente :
Wmag +W ′

mag = ΨTI (2.10)
Sous l’hypothèse 3 de linéarité, l’énergie magnétique emmagasinée dans

le moteur vaut la coénergie :

W ′
mag = Wmag = 1

2ΨTI (2.11)

Remplaçons Ψ par son expression (2.4) :

W ′
mag = Wmag = 1

2I
TLT (θ)I = 1

2I
TL(θ)I (2.12)

sachant que LT (θ) = L(θ), du fait de la réciprocité des inductances mutuelles
(Mij(θ) = Mji(θ)).
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2.2.4 Équations électriques
Ces équations décrivent le comportement des courants et des f.é.m. dans

les enroulements, elles se basent sur la loi de Faraday et la loi d’Ohm.

Loi de Faraday

Selon la loi de Faraday, chaque enroulement de rang j, soumis à un flux
magnétique ψj variable, est le siège d’une force électromotrice (f.é.m.) ej,
mesurée en convention générateur, avec :

ej = −dψj
dt

(2.13)

Le signe négatif présent dans cette loi provient de la définition historique
de l’orientation du champ électrique (de la charge + vers la charge -) et du
champ magnétique (à l’extérieur de l’aimant les lignes de champ vont du pôle
nord de l’aimant vers le pôle sud).

La loi de Faraday s’exprime en écriture matricielle (vectorielle) pour nt
enroulements :

E = − d

dt
Ψ (2.14)

D’après la relation (2.4) entre flux et courants, on distingue deux termes
dans la dérivée du vecteur flux :

— un terme correspondant aux dérivées des courants par rapport au
temps ; c’est la f.é.m. de transformation définie par :

Etr = −∂Ψ
∂t

= −L(θ)dI
dt

= −[L0 + L2(θ)]dI
dt

(2.15)

— un terme correspondant à la dérivée de la matrice d’inductance par
rapport au temps (la seule variation possible résulte d’une variation
de l’angle θ puisque les circuits sont supposés indéformables) ; c’est la
f.é.m. de rotation définie par :

Erot = −∂Ψ
∂θ

∂θ

∂t
= −dL(θ)

dθ
I ω = −dL2(θ)

dθ
I ω (2.16)

ω étant la vitesse électrique de rotation (dérivée temporelle de θ).
Finalement, la loi de Faraday pour les machines électriques s’écrit comme

suit :

E = Etr + Erot = −L(θ)dI
dt
− dL(θ)

dθ
I ω (2.17)
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Loi d’Ohm

La loi d’Ohm appliquée sur le système d’enroulements d’une machine
tournante s’écrit sous la forme matricielle suivante :

V + E = RI (2.18)

où R est la matrice des résistances R = diag{R1, R2, ..., Rnt}, et V le vecteur
de tension V = [ v1(t) . . . vnt(t) ]T .

En remplaçant le vecteur f.é.m. par son expression, on obtient :

V = RI + dΨ
dt

= RI + L(θ)dI
dt

+ dL(θ)
dθ
I ω (2.19)

2.2.5 Equations mécaniques
Les flux générés par le stator interagissent avec le rotor pour produire

un couple électromagnétique dans l’entrefer. Si le couple produit est suffi-
samment grand, le rotor se met à tourner ; ce phénomène est décrit par la
deuxième loi de Newton pour les corps en rotation.

Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique, décrit par la deuxième loi de
Newton, postule qu’un corps de moment d’inertie constant J par rapport
à un axe de rotation possède, dans un référentiel galiléen, une accélération
angulaire proportionnelle à la somme des moments de forces qu’il subit, et in-
versement proportionnelle à son moment d’inertie. Dans le cas d’une machine
électrique tournante, ce principe est présenté par l’équation :

J
dΩ
dt

= Cm − Cr (2.20)

où J est le moment d’inertie du rotor avec la charge associée, Ω est la vitesse
angulaire mécanique du rotor, Cm est le couple électromagnétique fourni
par le stator sur l’arbre de la machine, Cr est le couple résistant. Le couple
résistant comporte le couple exercé par la charge et celui dû aux frottements
(sec, visqueux etc.).

Génération du couple

Sous les hypothèses classiques, une machine électrique, en fonctionne-
ment moteur, absorbe de l’énergie électrique, et la transforme en partie en
énergie mécanique utile. Une autre partie sera dissipée sous forme d’énergie
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Principes de modélisation des machines à courant alternatif

thermique dans le circuit résistif (par effet Joule) et une dernière partie sera
stockée dans le circuit inductif sous forme d’énergie magnétique.

Le bilan de puissance d’un moteur électrique est donc le suivant (voir
figure 2.3) :

Pin = Pmeca + PJ + Pmag (2.21)

où Pin, Pmeca, PJ et Pmag sont, respectivement, la puissance électrique absor-
bée par la machine :

Pin = ITV (2.22)

la puissance mécanique fournie sur l’arbre de la machine :

Pmeca = CmΩ (2.23)

la puissance thermique dissipée par effet Joule dans le circuit résistif :

PJ = ITRI (2.24)

et la puissance magnétique emmagasinée dans le circuit inductif :

Pmag = dWmag

dt
= d

dt

(1
2I

TL(θ)I
)

= ITL(θ)dI
dt

+ 1
2I

T ∂L(θ)
∂θ
Iω (2.25)

Pin

PJ

Pmag

Pmeca

Figure 2.3: Bilan de Puissance pour une machine électrique

Remplaçons (2.19) dans (2.22) :

Pin = ITV = ITRI + ITL(θ)dI
dt

+ IT ∂L(θ)
∂θ
Iω (2.26)

On résout l’équation (2.21) pour la puissance mécanique :

Pmeca = Pin − PJ − Pmag = 1
2I

T ∂L(θ)
∂θ
Iω (2.27)

L’expression générale du couple est donc la suivante :

Cm = p

2I
T ∂L(θ)

∂θ
I (2.28)
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2.3 Théorie des deux circuits

2.2.6 Représentation d’état
Dans une machine AC, l’expression du couple est une fonction des cou-

rants traversant les enroulements et de la position du rotor (équation (2.28)).
La dynamique du courant dépend de la vitesse et de la position du rotor
(équation (2.19)). La commande en couple (ou en vitesse) d’une machine AC
nécessite, alors, la connaissance des courants et des vitesse et position du
rotor. Il convient donc de choisir le vecteur d’état ci-dessous pour la repré-
sentation d’état :

x =
[
I Ω θ

]T
(2.29)

Dans ce paragraphe, on propose une représentation d’état généralisée
pour les machines AC, à partir des équations (2.19), (2.20) et (2.28). Les
équations d’état s’écrivent comme suit :

dI
dt

= −L(θ)−1ReqI + L(θ)−1V (2.30)

dΩ
dt

= 1
J

p

2I
T ∂L(θ)

∂θ
I − 1

J
Cr (2.31)

dθ

dt
= pΩ (2.32)

où Req est la matrice de résistance équivalente :

Req = R + p
∂L(θ)
∂θ

Ω (2.33)

Pour certains types de machines, cette représentation peut être modifiée :
pour les machines asynchrones par exemple, il est utile de remplacer les
courants rotoriques (non mesurables) par les flux rotoriques (variables qu’on
désire contrôler). Pour les machines comprenant des aimants permanents, on
considère l’aimant comme étant un enroulement qui génère un flux constant ;
on élimine alors l’équation d’état associée à cet enroulement.

2.3 Théorie des deux circuits
Le modèle des machines AC élaboré dans les paragraphes précédents n’est

pas adapté pour l’analyse et la commande de ces machines ; il s’agit d’un
modèle non linéaire multivariable à n (n = ns + nr + 2) états fortement
couplés. Dans le but de faciliter l’étude des machines électriques, les ingé-
nieurs et chercheurs du début du XXe siècle (Blondel, Park, Doherty, Nickle,
Concordia, Clarke et autres) ont proposé des transformations mathématiques
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qui gardent l’aspect physique des variables. Leurs résultats nous permettent
aujourd’hui de mieux analyser le comportement des machines AC, surtout
en régime transitoire. La contribution la plus intéressante a été publiée par
Park dans les années 1929 [Park, 1929] et 1933 [Park, 1933], elle consiste
à modéliser la machine synchrone avec deux enroulements (circuits) fictifs
diphasés tournants liés au rotor. Plus tard, cette théorie a été généralisée,
pour l’étude des régimes transitoires de toutes les machines AC, grâce aux
travaux de Concordia [Concordia, 1937], Stanley [Stanley, 1938], Kron [Kron,
1948,Kron, 1950], et autres. Dans les années 70, Blaschke proposa d’appliquer
cette théorie pour la commande des machines triphasées [Blaschke, 1972], ce
qui a ouvert une nouvelle ère dans la théorie des entrainements à vitesse
variable.

αs : stator

βs

d : champ tournant

q

αr : rotor

βr
da : arbitraire

qa θa

θeθs

θr

Figure 2.4: Différents repères diphasés pour une machine AC

L’idée de base de la théorie des deux circuits s’articule sur le fait que,
pour n’importe quelle machine AC polyphasée, le principe de fonctionnement
est le même : le rotor interagit avec le champ magnétique tournant créé
par le stator pour générer un couple qui permet au rotor de se mettre en
rotation. Il convient donc de représenter les variables tournantes (champ et
flux magnétiques, par la suite courant et tension électriques) comme des
vecteurs dans un repère orthonormé. Ce repère peut être lié au stator (αsβs),
au rotor (αrβr), au champ tournant du stator (dq) ou à un repère arbitraire
(daqa) comme le montre la figure 2.4.

Mathématiquement, le passage du repère polyphasé fixe à un repère di-
phasé fixe se fait par projection de la résultante de la variable désirée (flux,
courant, etc.) sur un système de 2 axes. Ensuite, le passage d’un repère di-
phasé à un autre se fait par une rotation P(η), où η est l’angle entre les deux
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2.3 Théorie des deux circuits

repères :

P(η) =
[
cos η − sin η
sin η cos η

]
(2.34)

L’ensemble de changements de variable qui transforme le système poly-
phasé fixe en un diphasé tournant est appelée transformation de Park. Cette
transformation peut être interprétée comme la substitution, aux enroule-
ments polyphasés immobiles par rapport au stator, de deux enroulements d
et q, dont les axes magnétiques sont solidaires du repère diphasé tournant.

2.3.1 Avantages de la représentation par deux circuits
La théorie des deux circuits présente plusieurs avantages du point de vue

de la commande et de l’analyse des machines :
— quelle que soit la machine AC, le modèle d’état du stator se réduit

à deux équations, et le modèle du rotor se réduit au plus à deux
équations d’état ; selon le type du rotor, on peut avoir deux équations
(machine asynchrone), une seule (machine synchrone à rotor bobiné)
ou aucune équation d’état (machine synchrone à réluctance variable).

— les dynamiques des deux circuits en quadrature sont découplées, i.e.
le flux généré par la bobine d’un axe est indépendant du courant
traversant la bobine de l’autre axe.

— dans le repère du champ tournant, le modèle d’une machine AC se
rapproche de celui d’une machine DC, ce qui permet d’appliquer des
techniques de commande plus performantes telle que la commande
vectorielle (ou commande à flux orienté).

2.3.2 Cas des machines triphasées
Dans ce paragraphe, on traite le cas des machines triphasées, qui sont

les machines AC les plus répandues. Le passage du système d’enroulement
triphasé (Xabc) à un système diphasé fixe (Xαβ) est possible grâce à la relation
suivante (figure 2.5) :

[
xα
xβ

]
=
(2

3

)m [1 −1
2 −1

2
0

√
3

2 −
√

3
2

] xaxb
xc

 (2.35)

Suivant la valeur de m, on distingue principalement deux types de trans-
formation triphasé-diphasé :

27



Principes de modélisation des machines à courant alternatif

vα

vβ

vd
vq

d
q

θ

α

β

a

b

c

Figure 2.5: Diagramme des différents repères pour une machine triphasée

— Transformation de Clarke, noté C32, pour m = 1 :

Xαβ = CT
32Xabc = 2

3

[
1 −1

2 −1
2

0
√

3
2 −

√
3

2

] xaxb
xc

 (2.36)

Elle conserve l’amplitude des grandeurs transformées mais pas la puis-
sance ni le couple (on doit multiplier par le coefficient 3/2).

— Transformation de Concordia, noté T32, pour m = 0, 5 (matrice
normée) :

Xαβ = TT
32Xabc =

√
2
3

[
1 −1

2 −1
2

0
√

3
2 −

√
3

2

] xaxb
xc

 (2.37)

Elle conserve la puissance mais pas les amplitudes. Cette transfor-
mation est souvent utilisée pour simplifier les opérations matricielles,
pour des raisons de symétrie de transformation directe et inverse (voir
ses propriétés dans le paragraphe 2.3.3).

Le passage du repère fixe αβ au repère tournant dq (figure 2.5) se fait
par application de la transformation de rotation d’angle θ (angle que fait le
repère dq par rapport au repère fixe, dans le sens trigonométrique) sur les
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grandeurs Xαβ, suivant la relation suivante :

Xdq = P(−θ)Xαβ =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
Xαβ (2.38)

L’ensemble de transformations qui transforment les grandeurs triphasées
en diphasées tournantes est souvent appelé Transformation de Park. Cette
appellation est parfois donnée à la transformation de rotation toute seule.

2.3.3 Propriétés des matrices de transformation
Les matrices de transformation usuelles pour les machines AC possèdent

quelques propriétés intéressantes et utiles pour la modélisation et l’analyse
de ces machines. Elles sont résumées dans ce paragraphe.

Matrice de rotation
— La matrice de rotation P(η) est orthogonale, son déterminant vaut 1.

De plus, son inverse est égale à sa transposée :

P(η)−1 = P(−η) = PT (η) (2.39)

— La rotation d’un angle nul est l’identité :

P(0) =
[
1 0
0 1

]
= I2 (2.40)

— La rotation d’un angle π/2 est l’analogue matriciel de l’imaginaire pur
‘j’ pour les nombres complexes (j2 = −1) :

P
(
π

2

)
=
[
0 −1
1 0

]
= J2 (2.41)

— La multiplication de deux rotations est la rotation de la somme des
angles :

P(η)P(ξ) = P(η + ξ) (2.42)

— La dérivée de la matrice de rotation s’écrit comme suit :

d

dt
P(η) = dη

dt
P
(
η + π

2

)
= dη

dt
J2P(η) (2.43)
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Matrice de Concordia
— Une propriété très intéressante de la matrice de Concordia est la sui-

vante :

T32
TT32 = I2 (2.44)

— Soit S une matrice circulante :

S =

a b c
c a b
b c a

 (2.45)

on a :

TT
32ST32 =

(
a− 1

2(b+ c)
)

I2 −
√

3
2 (b− c)J2 (2.46)

On prend le cas particulier de la matrice circulante S(η) :

S(η) =

 cos(η) cos(η + 2π/3) cos(η + 4π/3)
cos(η + 4π/3) cos(η) cos(η + 2π/3)
cos(η + 2π/3) cos(η + 4π/3) cos(η)

 (2.47)

Cette propriété donne :

TT
32S(η)T32 = 3

2P(η) (2.48)

Ces propriétés sont utilisées dans les deux chapitres suivants pour la mise en
œuvre des modèles diphasés des machines asynchrone et synchrone.
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Chapitre 3

Modélisation de la machine
asynchrone

La machine asynchrone, ou à induction (MI), est une machine AC dont le
rotor tourne à une vitesse légèrement différente de la vitesse de synchronisme.
Cette machine est utilisée dans une large variété d’applications industrielles
grâce à ses propriétés : il s’agit d’une machine robuste, fiable, de coût mo-
déré, sans besoin de maintenance périodique, capable de démarrer en boucle
ouverte et facile à commander pour des applications à vitesse variable ne
nécessitant pas une haute précision dynamique. Dans ce chapitre, on traite
la modélisation de la machine asynchrone triphasée dans différents repères.

3.1 Structure et principe de fonctionnement
Le stator de la machine à induction est triphasé. Son rotor, à pôles lisses,

est soit bobiné soit à cage, dans les deux cas il peut être modélisé par un
bobinage triphasé en court circuit (voir figure 3.1).

Les enroulements statoriques identiques, alimentés par un système tri-
phasé équilibré de tensions de pulsation ωs, créent un champ magnétique
tournant à la vitesse synchrone :

Ωs = ωs
p

(3.1)

Le champ tournant produit par le stator induit des courants dans les en-
roulements rotoriques. Ces courants, soumis à l’action du champ magnétique
statorique, produisent un couple et le rotor se met en mouvement. Suivant
la loi de Lenz, le rotor se met à tourner avec le sens de rotation du champ
tournant. Néanmoins, si le rotor tourne à la vitesse de synchronisme, les en-
roulements rotoriques ne seront plus exposés à un flux variable, et aucun
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vas

vbs

vcs

as

bs

cs

ar

br

cr

θe

Figure 3.1: Représentation des enroulements d’une machine à induction

courant n’y sera induit. Le couple produit est nul dans ce cas-là, ce qui fait
que la vitesse du rotor Ωe ralentit. Lorsque Ωe devient inférieure à la vitesse
de synchronisme, le rotor ressent un champ magnétique variable, et un couple
est produit de nouveau pour accélérer le rotor. La différence relative entre
la vitesse de rotation du rotor et la vitesse de synchronisme est appelée le
glissement, qui est noté g :

g = Ωs − Ωe

Ωs

= ωs − ωe
ωs

(3.2)

La pulsation des courants rotoriques ωr est égale à la pulsation du champ
tournant vue dans le repère du rotor :

ωr = ωs − ωe = gωs (3.3)

La figure 3.2 montre les différents repères :
— triphasé lié au stator et noté asbscs ;
— triphasé lié au rotor et noté arbrcr ;
— synchrone, lié au champ tournant et noté dq.
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as

bs

cs

d

q

arbr

cr

θeθs

θr

Repère triphasé statorique

Repère triphasé rotorique

Repère lié au champ tournant

Figure 3.2: Définition des angles dans le plan électrique

3.2 Mise en équation
La mise en équation s’appuie sur quelques hypothèses classiques. Suivant

les principes de modélisation présentés dans le chapitre précédent, et en se
basant sur la structure de la machine asynchrone, on déduit les équations de
la machine présentées ci-dessous.

3.2.1 Equations magnétiques
Les relations entre les flux totaux et les courants s’écrivent sous la forme

matricielle suivante :

Ψ3s = Ψss + Ψsr (3.4)
Ψ3r = Ψrs + Ψrr (3.5)

où Ψss et Ψrr sont les flux propres du stator et du rotor respectivement :

Ψss = L3sI3s =

Lss Ms Ms

Ms Lss Ms

Ms Ms Lss


isaisb
isc

 (3.6)
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Ψrr = L3rI3r =

Lrr Mr Mr

Mr Lrr Mr

Mr Mr Lrr


irairb
irc

 (3.7)

Ψsr et Ψrs sont les vecteurs des flux mutuels entre stator et rotor :
Ψsr = M3srI3r = MsrS(θe)I3r (3.8)
Ψrs = MT

3srI3s = MsrST (θe)I3s (3.9)
où Msr est scalaire et S(θe) est une matrice circulante :

S(θe) =

 cos(θe) cos(θe + 2π/3) cos(θe + 4π/3)
cos(θe + 4π/3) cos(θe) cos(θe + 2π/3)
cos(θe + 2π/3) cos(θe + 4π/3) cos(θe)

 (3.10)

3.2.2 Equations électriques
La loi des mailles, appliquée sur les phases statoriques et rotoriques, donne

les équations suivantes (on rappelle que, puisque les enroulements rotoriques
sont en court-circuit, les tensions rotoriques sont nulles) :

V3s = RsI3s + dΨ3s

dt
= RsI3s + L3s

dI3s

dt
+ d

dt
(M3srI3r) (3.11)

= RsI3s + L3s
dI3s

dt
+M3sr

dI3r

dt
+ ωe

dM3sr

dθe
I3r (3.12)

V3r = RrI3r + dΨ3r

dt
= RrI3r + L3r

dI3r

dt
+ d

dt
(MT

3srI3s) (3.13)

= RrI3r + L3r
dI3r

dt
+MT

3sr
dI3s

dt
+ ωe

dMT
3sr

dθe
I3s = 0 (3.14)

3.2.3 Couple électromagnétique
Le couple électromagnétique produit par la machine est :

Cm = p

2I
T ∂L(θe)

∂θe
I = p

2

[
I3s
I3r

]T
∂

∂θe

([
L3s M3sr
MT

3sr L3r

]) [
I3s
I3r

]
(3.15)

sachant que les coefficients des matrices L3s et L3r sont indépendants de la
position θe. De plus, tenant compte de l’égalité :

IT3s
dM3sr

dθe
I3r = IT3r

dMT
3sr

dθe
I3s (3.16)

Cela donne :

Cm = p

2

(
IT3s

dM3sr

dθe
I3r + IT3r

dMT
3sr

dθe
I3s

)
= pIT3s

dM3sr

dθe
I3r (3.17)

= pIT3sMsrS(θe + π/2)I3r (3.18)
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3.3 Modélisation dans un repère diphasé
Plusieurs repères peuvent être choisis pour appliquer la théorie des deux

circuits sur la machine asynchrone : repère statorique, repère rotorique ou
repère synchrone. Pour cette raison, on choisit un repère diphasé quelconque
daqa, faisant un angle θa avec le repère statorique fixe et tournant à une
vitesse arbitraire ωa (figure 3.3). Les modèles dans les différents repères seront
déduits en remplaçant ωa par la pulsation correspondante.

αs (ωa = 0)

βs

d (ωa = ωs)

q

αr (ωa = ωe)

βr
da

qa θa

θeθs

θr

Repère diphasé lié au stator
Repère diphasé lié au rotor
Repère diphasé lié au champ tournant
Repère diphasé quelconque

Figure 3.3: Définition des angles entre les repères diphasés

3.3.1 Modélisation dans un repère quelconque daqa
On applique la transformation de Park qui projette les grandeurs tripha-

sées statoriques X3s et rotoriques X3r sur le repère diphasé daqa, pour avoir
les grandeurs diphasées X2s et X2r, suivant les équations :

X3s = T32P(θa)X2s (3.19)
X3r = T32P(θa − θe)X2r (3.20)

Substituons (3.19) et (3.20) pour les flux, courants et tensions. On obtient
pour les flux :

Ψ3s = T32P(θa)Ψ2s (3.21)
= L3sT32P(θa)I2s +MsrS(θe)T32P (θa − θe)I2r (3.22)

Ψ3r = T32P(θa − θe)Ψ2r (3.23)
= L3rT32P(θa − θe)I2r +MsrS(θe)TT32P(θa)I2s (3.24)
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et pour les tensions :

V3s = T32P(θa)V2s = RsT32P(θa)I2s + d

dt
(T32P(θa)Ψ2s) (3.25)

0 = RrT32P(θa − θe)I2r + d

dt
(T32P(θa − θe)Ψ2r) (3.26)

En multipliant à gauche par P(−θa)TT
32 pour les grandeurs statoriques,

et par P(−θa + θe)TT
32 pour les grandeurs rotoriques, et en appliquant les

propriétés (2.42), (2.43), (2.44), (2.46) et (2.48) des matrices P(η) et T32, on
aura :

Ψ2s = L2sI2s +MsrP(−θa)TT
32S(θe)T32P(−θe)P(θa)I2r (3.27)

= LsI2s +MI2r (3.28)
Ψ2r = L2rI2r +MsrP(−θa)P(θe)TT

32S(θe)TT32P(θa)I2s (3.29)
= LrI2r +MI2s (3.30)

V2s = RsI2s + d

dt
(Ψ2s) + ωaJ2Ψ2s (3.31)

0 = RrI2r + d

dt
(Ψ2r) + (ωa − ωe)J2Ψ2r (3.32)

où Ls et Lr sont les impédances cycliques du stator et du rotor respective-
ment, et M est l’inductance mutuelle maximale normalisée :

Ls = Lss −Ms (3.33)
Lr = Lrr −Mr (3.34)

M = 3
2Msr (3.35)

Couple électromagnétique

L’expression du couple est :

Cm = pIT3sMsrS(θe + π/2)I3r (3.36)

Exprimons le dans le repère quelconque en appliquant les transformations
nécessaires, on obtient :

Cm = pMsrIT2sP(θa)TTT
32S(θe + π/2)T32P(θa − θe)I2r (3.37)

= pMIT2sJ2I2r = pM (isqairda − isdairqa) (3.38)

D’autres formulations peuvent être obtenues en utilisant les relations entre
les flux et les courants dans le repère daqa :

Cm = pIT2sJ2Ψ2s = pΨT
2rJ2I2r = pksΨT

2sJ2I2r = pkrIT2sJ2Ψ2r (3.39)
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où

ks = M

Ls
; kr = M

Lr
(3.40)

Dans la suite, on omet l’indice 2, les indices s et r désigneront par défaut
des grandeurs diphasées liées au repère défini par le contexte.

3.3.2 Modélisation dans les différents repères diphasés
Les différentes formulations de l’expression du couple sont indépendantes

de la position/vitesse du repère tournant, et sont donc valables dans tous les
repères diphasés. Ceci est vrai aussi pour les expressions des flux (3.28) et
(3.30). Seules les relations dynamiques des courants et tensions varient.

Modélisation dans le repère fixe αsβs

Le repère diphasé lié au stator αsβs étant fixe, sa vitesse de rotation
correspondante est nulle. Donc, les équations de la machine dans ce repère
peuvent être déduites en remplaçant :

ωa = 0 (3.41)

Cela donne le modèle suivant :

Vs = RsIs + dΨs

dt
(3.42)

0 = RrIr + dΨr

dt
− ωeJ2Ψr (3.43)

Modélisation dans le repère tournant αrβr

Le repère αrβr est lié au rotor, sa vitesse de rotation est alors :

ωa = ωe (3.44)

Ce qui donne les équations suivantes :

Vs = RsIs + dΨs

dt
+ ωeJ2Ψs (3.45)

0 = RrIr + dΨr

dt
(3.46)
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Modélisation dans le repère synchrone dq

Le repère synchrone est lié au champ tournant, sa pulsation est égale à
la pulsation électrique des tensions statoriques :

ωa = ωs (3.47)

Le modèle de la machine dans ce repère s’écrit comme suit (rappelons que
ωr = ωs − ωe) :

Vs = RsIs + dΨs

dt
+ ωsJ2Ψs (3.48)

0 = RrIr + dΨr

dt
+ ωrJ2Ψr (3.49)

3.4 Représentation d’état
Les équations d’état sont présentées dans le repère daqa quelconque, celles

des autres repères en seront déduites. Pour plusieurs raisons (paramètres
rotoriques mal connus, techniques de commande de flux rotorique, etc.), on
s’intéresse à écrire les équations d’état avec les dynamiques des courants
statoriques et des flux rotoriques. Pour cela, écrivons les courants rotoriques
(ird et irq) en fonction des courants statoriques (isd et isq) et flux rotoriques
(ψrd et ψrq) :

Ir = 1
Lr

(Ψr −MIs) (3.50)

On pourra donc écrire les flux statoriques comme suit :

Ψs = σLsIs + krΨr (3.51)

σ étant le coefficient de dispersion (de Blondel) :

σ = 1− kskr (3.52)

3.4.1 Modèle mécanique
En exprimant le couple en fonction des courants statoriques et flux roto-

riques, le modèle mécanique est le même dans tous les repères :

dΩe

dt
= p

J
krITs J2Ψr −

1
J
Cr (3.53)
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3.4 Représentation d’état

3.4.2 Modèle électrique
Substituons (3.51) dans les équations de tension (3.31) et (3.32), et pre-

nons Is et Ψr comme variables d’état, on aura les équations d’état suivantes
pour le modèle électrique :

dIs
dt

= 1
Lσ

[
Vs − (RσI2 + ωaLσJ2) Is + kr

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψr

]
(3.54)

dΨr

dt
= −

[ 1
τr

I2 − (ωe − ωa)J2

]
Ψr + M

τr
Is (3.55)

avec

Rσ = Rs +Rrk
2
r (3.56)

Lσ = σLs (3.57)

τr = Lr
Rr

(3.58)

Les équations d’état dans les différents repères diphasés sont :
Repère αsβs (ωa = 0) Le modèle suivant est souvent utilisé pour la syn-
thèse d’un observateur qui estime la vitesse et les flux rotoriques à partir des
mesures des courants statoriques :

dIs
dt

= 1
Lσ

(Vs −RσIs) + kr
Lσ

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψr (3.59)

dΨr

dt
= −

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψr + M

τr
Is (3.60)

Repère dq (ωa = ωs) Ce repère est utilisé pour la commande des machines
asynchrones en flux orienté :

dIs
dt

= 1
Lσ

[
Vs − (RσI2 + ωsLσJ2) Is + kr

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψr

]
(3.61)

dΨr

dt
= −

( 1
τr

I2 − (ωe − ωs)J2

)
Ψr + M

τr
Is (3.62)

Repère αrβr (ωa = ωe)
dIs
dt

= 1
Lσ

[
Vs − (RσI2 + ωeLσJ2) Is + kr

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψr

]
(3.63)

dΨr

dt
= − 1

τr
Ψr + M

τr
Is (3.64)

Ce dernier repère est rarement utilisé dans la commande des machines asyn-
chrones, et il est peu important.

Notons qu’il est possible d’utiliser plusieurs repères de modélisation dans
un même algorithme de commande et/ou d’observation.
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Chapitre 4

Modélisation des machines
synchrones

La machine synchrone est une machine AC dont la vitesse de rotation
du rotor est égale à la vitesse du champ tournant créé par le stator. Cette
machine est surtout utilisée dans les centrales électriques en tant que géné-
ratrice. Contrairement à la machine asynchrone, la machine synchrone ne
peut pas démarrer en boucle ouverte. Pour cette raison elle a été, pendant
longtemps, utilisée dans des applications de forte puissance à vitesse fixe.
Néanmoins, avec les progrès dans l’électronique d’alimentation et de com-
mande, il est devenu possible de l’utiliser dans des applications à vitesse
variable. De plus, avec la découverte d’aimants permanents très efficaces, les
machines synchrones sont potentiellement présentes, en tant que moteurs,
dans les applications de forte puissance et haute précision.

(a) MSRB (b) MSAP (c) MSRV

Figure 4.1: Machines synchrones avec différents types d’interaction champ
tournant - rotor

Il existe aujourd’hui une grande variété de machines synchrones, qui vont
de l’alternateur à rotor bobiné de plusieurs centaines de méga-watts, jus-
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Modélisation des machines synchrones

qu’au moteur de quelques watts à aimants permanents, en passant par les
moteurs à réluctance variable. Dans ce chapitre nous détaillons le modèle
de la machine synchrone (MS) à rotor bobiné (RB) à pôles saillants, qui est
considérée comme la machine synchrone la plus générale. Nous présentons
aussi la dérivation des modèles des MS à aimants permanent (AP) et à ré-
luctance variable (RV) à partir de celui de la MSRB, sachant que les modèles
détaillés des MSAP et MSRV sont dans l’annexe B.

4.1 Structure et principe de fonctionnement
Le stator d’une machine synchrone est triphasé, comme celui d’une ma-

chine asynchrone. Le champ tournant du stator peut être vu comme un ai-
mant fictif qui tourne à la vitesse de synchronisme autour du rotor ; il existe
trois types d’interaction entre le champ tournant et le rotor de façon à avoir
une vitesse de rotation rotorique égale à celle de synchronisme (figure 4.1) :

— Champ tournant - électroaimant : dans ce cas le rotor est bobiné et
excité par une source DC, c’est le cas de la MSRB ;

— Champ tournant - aimant permanent : il s’agit des MSAP, où le ro-
tor est équipé d’aimants permanents qui peuvent être surfaciques ou
enterrés (figure 4.2).

— Champ tournant - matériau ferromagnétique : on parle ici des MSRV,
dans ce type de machines, le rotor présente une structure saillante, et
le principe de fonctionnement se base sur l’alignement du rotor avec le
champ tournant de façon à assurer un chemin magnétique à réluctance
minimale (i.e. flux maximal).

(a) AP surfaciques (b) AP enterrés

Figure 4.2: Exemples de rotors des MSAP

Toutefois, on peut combiner plusieurs types de rotor pour adapter la
machine à une application spécifique, on cite à titre d’exemple :

— MSRB à pôles saillants
— MSAP à pôles saillants
— MSRV assistée par des AP
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4.1 Structure et principe de fonctionnement

— MSRB avec des AP (machine à excitation hybride)
Du point de vue de la modélisation, sous les hypothèses classiques, on re-
groupe les MS dans 5 catégories présentées dans la figure 4.3 ; on appellera,
par exemple, MSAP à pôles saillants toute machine comportant des aimants
au rotor avec une saillance (y compris les MSAP enterrés et les MSRV assis-
tées par des AP).

Machines Synchrones

MSRB MSAP
MSRV

pôles
lisses

pôles
lisses

pôles
saillants

pôles
saillants

Figure 4.3: Classification des machines synchrones

Les MSRB possèdent un degré de liberté supplémentaire, par rapport
aux MSAP et MSRV : le flux rotorique est réglable. Ceci permet d’avoir un
facteur de puissance réglable et d’effectuer un défluxage plus aisé par le ré-
glage du courant d’excitation. En revanche, le couplage entre les dynamiques
statorique et rotorique rend la commande de cette machine plus complexe.
De plus, l’alimentation du rotor nécessite une électronique supplémentaire,
ce qui diminue le rendement de la machine par rapport à la MSAP. De plus,
les contacts glissants du rotor limitent sa vitesse de rotation.

Les MSAP sont des machines sans balais (Brushless) ; les pertes sont sur-
tout localisées au stator, ce qui améliore le rendement de la machine par
rapport à la MSRB. De plus, elles possèdent une puissance massique impor-
tante. La commande de ces machines est un domaine relativement mature
aujourd’hui, en comparaison avec les MSRB. Les points faibles de la MSAP,
hormis son coût assez élevé, sont l’ondulation du couple et le risque de dé-
magnétisation dans certaines conditions de fonctionnement.

Les MSRV sont aussi des machines sans balais, mais également sans ai-
mants, ce qui réduit notablement leur coût. La conception et la commande de
ces machines sont encore des domaines ouverts ; le prix croissant des aimants
permanents utilisés dans les MSAP augmente la compétitivité des MSRV.
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Modélisation des machines synchrones

4.2 Mise en équation
Sous les hypothèses classiques de modélisation des machines électriques

en vue de leur commande, nous considérons une machine synchrone à rotor
bobiné à 2p pôles saillants. Nous appliquons les principes de modélisation
présentés dans le chapitre 2 à cette machine.

va

v
b

v c

vf

d

q

θ

a

b

c

Figure 4.4: Représentation symbolique de la machine synchrone à rotor
bobiné à pôles saillants

4.2.1 Equations magnétiques
Les flux de la machine s’écrivent comme suit :

Ψ3s = L3s(θ)I3s +Msf (θ)if (4.1)
ψf = MT

sf (θ)I3s + Lf if (4.2)
Dans ce type de machines (rotor à pôles saillants), la matrice des induc-

tances L3s(θ) contient deux termes ; L3s0 constant, et L3s2(θ) fonction de
l’angle électrique θ :

L3s(θ) = L3s0 + L3s2(θ) (4.3)
où

L3s0 =

Ls0 Ms0 Ms0
Ms0 Ls0 Ms0
Ms0 Ms0 Ls0

 (4.4)
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4.2 Mise en équation

et

L3s2(θ) = Ls2

 cos(2θ) cos(2θ − 2π/3) cos(2θ + 2π/3)
cos(2θ − 2π/3) cos(2θ + 2π/3) cos(2θ)
cos(2θ + 2π/3) cos(2θ) cos(2θ − 2π/3)

 (4.5)

En ce qui concerneMsf (θ), qui est l’inductance mutuelle entre l’enroule-
ment rotorique et les enroulements statoriques, elle a l’expression suivante :

Msf (θ) = M0

 cos(θ)
cos(θ − 2π/3)
cos(θ + 2π/3)

 (4.6)

4.2.2 Équations électriques
La loi des mailles, appliquée sur les phases statoriques et rotorique, donne

les équations suivantes :

V3s = RsI3s + dΨ3s

dt

= RsI3s + L3s
dI3s

dt
+MT

sf

dif
dt

+ ω
dL3s

dθ
I3s + ω

dMT
sf

dθ
if (4.7)

vf = Rf if + dψf
dt

= Rf if + Lf
dif
dt

+MT
sf

dI3s

dt
+ ω

dMT
sf

dθ
I3s (4.8)

4.2.3 Couple électromagnétique
Rappelons l’expression générale du couple, établie en (2.28) :

Cm = p

2I
T ∂L(θ)

∂θ
I = p

2

[
I3s
if

]T
∂

∂θ

([
L3s(θ) Msf (θ)
MT

sf (θ) Lf

]) [
I3s
if

]
(4.9)

Tenant compte de l’égalité :

IT3s
dMsf

dθ
if = if

dMT
sf

dθ
I3s (4.10)

On aura :

Cm = p

2I
T
3s
dL3s

dθ
I3s + pIT3s

dMsf

dθ
if (4.11)

On distingue dans l’expression (4.11) deux termes distincts :
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Modélisation des machines synchrones

— le premier terme, fonction des courants et inductances statoriques,
décrit l’effet de la saillance. Il est le seul à exister dans le cas des
machines synchrones à réluctance variable (qui n’ont pas d’excitation
mais une forte saillance). Dans le cas des machines à pôles lisses il est
nul ;

— le second terme présente le couple produit par la réaction des flux
statorique et rotorique. Il existe pour les machines à rotor excité (par
bobinage ou par aimants), où il est souvent le terme dominant.

4.3 Modélisation dans un repère diphasé
On peut écrire les équations de la machine synchrone dans un repère

diphasé quelconque, en procédant de la même manière que pour la machine
asynchrone. On aura les équations de tensions suivantes :

Vs = RsIs + dΨs

dt
+ ωaJ2Ψs (4.12)

Vf = RfIf + dΨf

dt
+ (ωa − ω)J2Ψf (4.13)

Contrairement aux équations des flux de la machine asynchrone, celles
d’une machine synchrone changent d’un repère à un autre. On se contentera
donc de la modélisation de la machine synchrone dans deux repères : sta-
torique (ωa = 0) et rotorique (ωa = ω). Rappelons que le rotor tourne à la
même vitesse que le champ tournant.

Le repère rotorique est souvent utilisé pour la commande (commande
vectorielle ou à flux orienté), tandis que le repère statorique est mieux adapté
pour l’observation de la position et de la vitesse du rotor (pour la commande
sans capteur mécanique).

4.3.1 Modélisation dans le repère fixe du stator
Le repère diphasé fixe, lié au stator, est noté αβ pour la machine syn-

chrone. Les équations dans ce repère sont obtenues à partir de la projection
des équations triphasées par application de la transformation de Concordia.
Cette transformation est définie pour toutes les variables magnétiques et
électriques :

Xαβ = TT
32Xabc (4.14)

Après application de cette transformation, nous pouvons définir un schéma
de la machine diphasée, équivalente au sens de Concordia, présenté dans la
figure 4.5.
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4.3 Modélisation dans un repère diphasé

vsα

vsβ

vf

d

q

θ

α

β

Figure 4.5: Représentation symbolique de la machine synchrone
équivalente au sens de Concordia

Equations magnétiques

Pour simplifier l’exposé, les matrices d’inductances sont factorisées de
façon à faire apparaitre les matrices usuelles des machines triphasées.

Sous l’hypothèse du système triphasé équilibré (la somme des courants
statoriques est nulle), on peut écrire la partie constante de la matrice d’in-
ductance, qui est une matrice circulante symétrique, sous la forme suivante :

L3s0 = (Ls0 −Ms0)T32TT
32 (4.15)

La partie variable (en fonction de la position) de la matrice d’inductance,
L3s2(θ) symétrique non circulante, peut s’écrire de la manière suivante :

L3s2(θ) = 3
2Ls2T32P(θ)K2P(−θ)TT

32 (4.16)

où la matrice K2 est une matrice 2×2 analogue à l’opération de conjugaison
pour les nombres complexes et qui s’écrit :

K2 =
[
1 0
0 −1

]
(4.17)

Finalement, la matrice d’inductance statorique s’écrit sous la forme fac-
torisée suivante :

L3s = L3s0 + L3s2 = T32 [L0I2 + L2P(θ)K2P(−θ)] TT
32 (4.18)
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avec :

L0 = Ls0 −Ms0 (4.19)

L2 = 3
2Ls2 (4.20)

En ce qui concerneMsf (θ), elle peut être factorisée comme suit :

Msf (θ) =
√

3
2M0T32P(θ)

[
1
0

]
= MfT32

[
cos θ
sin θ

]
(4.21)

où

Mf =
√

3
2M0 (4.22)

Flux statoriques Appliquons la transformation de Concordia aux flux
statoriques :

Ψ3s = T32Ψsαβ = L3s(θ)T32Isαβ +Msf (θ)if (4.23)

Multipliant à gauche par TT
32, on obtient :

Ψsαβ = LsαβIsαβ +MfIfαβ (4.24)

où Lsαβ est la matrice d’inductance statorique dans le repère diphasé αβ :

Lsαβ = L0I2 + L2P(θ)K2P(−θ)

=
[
L0 + L2 cos 2θ L2 sin 2θ
L2 sin 2θ L0 − L2 cos 2θ

]
(4.25)

et Ifαβ le vecteur des projections du courant rotorique dans le repère αβ :

Ifαβ = if
[
cos θ sin θ

]T
(4.26)

Flux rotoriques Le flux rotor dans le repère diphasé fixe s’écrit comme
suit :

Ψfαβ = ψf

[
cos θ
sin θ

]
=MT

sfI3s

[
cos θ
sin θ

]
+ LfIfαβ (4.27)

= MfαβIsαβ + LfIfαβ (4.28)

avec

Mfαβ(θ) = Mf

[
cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

]
(4.29)

= Mf

2

[
1 + cos 2θ sin 2θ

sin 2θ 1− cos 2θ

]
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4.3 Modélisation dans un repère diphasé

Finalement, les équations des flux s’écrivent sous la forme matricielle
compacte :[

Ψsαβ

Ψfαβ

]
= L(θ)I =

[
Lsαβ MfI2
Mfαβ LfI2

] [
Isαβ
Ifαβ

]
(4.30)

ou sous forme scalaire développée :
ψsα = (L0 + L2 cos 2θ) isα + L2isβ sin 2θ +Mf ifα (4.31)
ψsβ = (L0 − L2 cos 2θ) isβ + L2isα sin 2θ +Mf ifβ (4.32)
ψfα = Lf ifα +Mf isα cos2 θ +Mf isβ sin θ cos θ (4.33)
ψfβ = Lf ifβ +Mf isα cos θ sin θ + isβMf sin2 θ (4.34)

Equations électriques

Appliquons la transformation de Concordia pour les équations (4.7) et
(4.8) en tenant compte de l’équation (4.30) :

Vsαβ = RsIsαβ + dΨsαβ

dt
(4.35)

= RsIsαβ + Lsαβ
dIsαβ
dt

+Mf
dIfαβ
dt

+ ω
dLsαβ
dθ
Isαβ (4.36)

Vfαβ = RfIfαβ + dΨfαβ

dt
(4.37)

= RfIfαβ +Mfαβ
dIsαβ
dt

+ Lf
dIfαβ
dt

+ ω
dMfαβ

dθ
Isαβ (4.38)

Couple électromagnétique

L’expression du couple dans le repère αβ s’écrit comme suit :

Cm = p

2I
T ∂L(θ)

∂θ
I = p

2I
T
sαβ

∂Lsαβ
∂θ
Isαβ + p

2I
T
fαβ

∂Mfαβ

∂θ
Isαβ (4.39)

= pMf if (isβ cos θ − isα sin θ)
−pL2

[
(i2sα − i2sβ) sin 2θ − 2isαisβ cos 2θ

]
(4.40)

4.3.2 Modélisation dans le repère tournant du rotor
Le modèle de la machine synchrone dans le repère rotorique dq (repère

synchrone) est obtenu, à partir du modèle dans le repère fixe αβ, par rotation
d’angle θ, angle du rotor par rapport au stator :

Xαβ = P(θ)Xdq (4.41)
On peut alors définir un schéma de la machine diphasée équivalente au

sens de Park, montré dans la figure 4.6.
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vd

vq

vf

θ

d

q

α

β

Figure 4.6: Représentation symbolique de la machine synchrone
équivalente au sens de Park

Equations magnétiques

La matrice d’inductance statorique (4.25) dans le repère diphasé fixe se
factorise comme suit :

Lsαβ = P(θ) (L0I2 + L2K2) P(−θ) = P(θ)LsdqP(−θ) (4.42)

où

Lsdq =
[
Ld 0
0 Lq

]
(4.43)

avec Ld et Lq les inductances d’axe direct (d) et en quadrature (q) respecti-
vement :

Ld = L0 + L2 (4.44)
Lq = L0 − L2 (4.45)

L’inductance mutuelle entre les enroulements statoriques et l’enroulement
rotorique se factorise comme suit :

Msf = MfT32P(θ)
[
1
0

]
(4.46)

La composante nulle dans le vecteur à droite de l’équation (4.46) vient du
fait que seul l’axe direct du rotor est excité par le courant if .
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4.3 Modélisation dans un repère diphasé

Flux statoriques A partir des formes factorisées des matrices d’induc-
tances, l’application de la transformation de rotation sur les flux statoriques,
en multipliant à gauche l’équation (4.24) par P(−θ), donne :

Ψsdq = LsdqIsdq +MfIfdq (4.47)

La composante en quadrature du vecteur courant rotorique dans le repère
dq est nulle (ifq = 0), tandis que la composante d’axe direct est égale au
courant d’excitation ifd = if .

Flux rotorique Les composantes du vecteur de flux rotorique ψfαβ (4.28)
s’écrivent sous la forme développée suivante :

ψfα = Mf isd cos θ + Lf if cos θ (4.48)
ψfβ = Mf isd sin θ + Lf if sin θ (4.49)

En conséquence, les composantes du flux rotorique dans le repère dq sont :

ψfd = Mf isd + Lf if (4.50)
ψfq = 0 (4.51)

Il est intuitif que les composantes d’axe en quadrature des courants et flux
rotoriques, dans le repère tournant, soient nulles ; par définition, l’axe d est
aligné avec le flux rotorique. Dans la suite, on ne parlera plus de la compo-
sante d’axe q pour les variables du rotor, et on omettra l’indice d pour la
simplification. Les flux de la machine synchrone dans le repère dq s’écrivent
donc sous la forme :ψsdψsq

ψf

 =

Ld 0 Mf

0 Lq 0
Mf 0 Lf


isdisq
if

 (4.52)

Equations électriques

Remplaçons les variables Xsαβ par P(θ)Xsdq dans l’équation des tensions
statoriques (4.35), et multiplions à gauche par la matrice P(−θ), en utilisant
les propriétés de cette matrice, on obtient :

Vsdq = RsIsdq + P(−θ) d
dt

(P(θ)Ψsdq) (4.53)

= RsIsdq + dΨsdq

dt
+ ωP(−θ)P

(
θ + π

2

)
Ψsdq (4.54)

= RsIsdq + dΨsdq

dt
+ ωJ2Ψsdq (4.55)
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Modélisation des machines synchrones

On procède de la même manière pour la tension rotorique (4.37) pour avoir :

vf = Rf if + dψf
dt

(4.56)

On aura finalement les équations des tensions dans le repère dq qui s’écrivent
comme suit :

vsd = Rsisd + Ld
disd
dt

+Mf
dif
dt
− ωLqisq (4.57)

vsq = Rsisq + Lq
disq
dt

+ ω(Ldisd +Mf if ) (4.58)

vf = Rf if + Lf
dif
dt

+Mf
disd
dt

(4.59)

Couple électromagnétique

La puissance électrique fournie aux bornes de la machine synchrone est :

Pin = ITsabcVsabc = ITsdqVsdq = (vsdisd + vsqisq + vf if ) (4.60)

Remplaçons les tensions par leurs expressions :

Pin = Rs

(
i2sd + i2sq

)
+Rf i

2
f︸ ︷︷ ︸

PJ

+ isd
dψsd
dt

+ isq
dψsq
dt

+ if
dψf
dt︸ ︷︷ ︸

Pmag

+ p (ψsdisq − ψsqisd) Ω︸ ︷︷ ︸
Pmeca

(4.61)

On distingue 3 termes dans l’équation de puissance :
— PJ représente les pertes par effet Joule dans les enroulements ;
— Pmag représente la variation par unité de temps de l’énergie magné-

tique emmagasinée ;
— Pmeca représente la puissance électrique transformée en puissance mé-

canique à l’intérieur du moteur.
Sachant que la puissance mécanique est égale au produit du couple Cm et de
la vitesse de rotation Ω, on déduit l’expression du couple :

Pmeca = CmΩ =⇒ Cm = Pmeca
Ω = p (ψsdisq − ψsqisd) (4.62)

On obtient finalement :

Cm = p(ψsdisq − ψsqisd) = p [(Ld − Lq)isd +Mf if ] isq (4.63)

La formulation matricielle du couple dans le repère dq est la suivante :

Cm = p ITsdqJ2Ψsdq (4.64)
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4.4 Modèles des autres machines synchrones

Représentation d’état dans le repère dq

On présente le modèle d’état de la partie électrique de la machine syn-
chrone dans le repère tournant. Le vecteur d’état contient les courants du
stator et du rotor. Les équations d’état sont :

disd
dt

= 1
σdLd

[vsd −Rsisd + Lqisqω − kf (vf −Rf if )] (4.65)

disq
dt

= 1
Lq

[vsq −Rsisq − (Ldisd +Mf if )ω] (4.66)

dif
dt

= 1
σdLf

[vf −Rf if − kd (vsd −Rsisd + Lqisqω)] (4.67)

avec

σd = 1− kdkf ; kd = Mf

Ld
; kf = Mf

Lf
(4.68)

4.4 Modèles des autres machines synchrones
On peut dériver les modèles des autres machines synchrones à partir de

celui de la MSRB à pôles saillants comme suit :
— Pour avoir le modèle de la MSAP à pôles saillants, on considère que

les flux et courant rotoriques sont constants. Le flux de l’aimant per-
manent ψr est équivalent au flux rotorique induit dans le bobinage du
stator :

dψf
dt

≡ 0 (4.69)

ψr ≡ Mf if (4.70)
— Le modèle de la MSRV peut être déduit de celui de la MSAP à pôles

saillants en considérant que le flux rotorique est nul :
ψr ≡Mf if ≡ 0 (4.71)

— Finalement, pour avoir les modèles des MSRB et MSAP à pôles lisses,
on considère que les inductances d’axe direct et d’axe en quadrature
dans le modèle de Park sont égales :

Ld = Lq (4.72)
Ces modèles sont présentés en détail dans l’annexe B.

On souligne, finalement, que le modèle de la MSRB est présenté dans ce
chapitre de façon à montrer quelques caractéristiques, qu’on a remarquées,
qui rapprochent cette machine de la machine asynchrone ; dans les deux ma-
chines il existe un couplage dynamique entre les flux statoriques et rotoriques,
d’où la particularité de la MSRB.
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Chapitre 5

Modélisation unifiée des
machines AC

Les modèles des machines électriques présentés dans les chapitres pré-
cédents sont de différents niveaux de complexité et de non-linéarité. Pour
cela, les machines AC sont traditionnellement étudiées séparément dans la
littérature de la commande sensorless des entrainements à vitesse variable.
Par exemple, on peut remarquer que la machine synchrone à rotor bobiné
(MSRB) est assez difficile à étudier en comparaison de la machine synchrone
à aimants permanents (MSAP) à pôles lisses (PL). Cette dernière, ayant des
propriétés particulières, sert souvent de référence pour les enseignants dans
leurs cours de commande des machines électriques, mais elle constitue éga-
lement une source d’inspiration pour les ingénieurs et chercheurs dans leur
développement de nouvelles techniques de commande ou d’estimation pour
les machines AC.

Comme le principe de fonctionnement est le même pour toutes les ma-
chines AC, pourquoi ne cherche-t-on pas un modèle unifié qui serve à la
synthèse unifiée de lois de commande et d’observation pour ces machines ?
Et si un tel modèle existe, pourquoi n’émule-t-il pas celui de la plus simple
des machines AC, i.e. celui de la MSAP-PL ?

En effet, plusieurs tentatives d’unifier la modélisation des machines AC
sont proposées dans la littérature. La première a été proposée par [Chen
et al., 2000] pour unifier les modèles des MSAP, en introduisant le concept
de force électromotrice étendue (voir annexe C) qui transforme le modèle de la
MSAP-PS en un modèle d’une machine à pôles lisses, d’inductance statorique
Ld, avec une f.é.m. modifiée (étendue). Dans le même souci d’unification des
modèles, les auteurs dans [Koonlaboon et Sangwongwanich, 2005] proposent
un nouveau concept, le flux fictif, qui paraît plus efficace, en prenant Lq
comme étant l’inductance statorique avec un flux rotorique modifié (fictif).
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Modélisation unifiée des machines AC

Néanmoins, seules les MSAP sont concernées jusqu’ici. Une extension du
concept de flux fictif, par le concept de flux actif, a été proposée par Boldea et.
al [Boldea et al., 2008]. Ce nouveau concept permet d’unifier la modélisation
de toutes les machines synchrones, y compris la MSRB. Pourtant, pour la
machine à induction (MI), le vecteur flux rotorique est supposé d’amplitude
constante dans la formulation du modèle avec le concept de flux actif. Il est
à noter que certains auteurs utilisent le terme f.é.m. équivalente à la place
du flux actif [Liu et al., 2011].

A partir des motivations et de l’état de l’art ci-dessus, on propose dans
ce chapitre une modélisation unifiée des machines AC, en introduisant le
concept de flux équivalent 1. Cette modélisation décrit une machine à pôles
lisses, d’inductance statorique Leq, avec un flux rotorique équivalent, ψeq, qui
peut être constant ou variable, et qui émule le flux rotorique d’une MSAP-
PL [Koteich et al., 2016a].

Le modèle unifié proposé est particulièrement intéressant pour la synthèse
des observateurs de flux dans le cadre de la commande sans capteur de po-
sition. Ces observateurs de flux, basés sur le modèle électromagnétique de la
machine, sont connus pour leur robustesse vis-à-vis de la méconnaissance des
paramètres mécaniques. Il est montré à la fin de ce chapitre que la nouvelle
formulation permet de généraliser les structures d’estimation des flux propo-
sées dans la littérature pour les machines à induction [Lascu et al., 2000,Lascu
et al., 2005,Holtz et Quan, 2002,Holtz et Quan, 2003], synchrone à rotor bo-
biné [Boldea et al., 2009a,Koteich et al., 2016c], synchrone à aimants à pôles
saillants [Boldea et al., 2009b,Paicu et al., 2009,Foo et Rahman, 2010b] et à
pôles lisses [Ortega et al., 2011,Koteich et al., 2013] et synchrone à réluctance
variable [Agarlita et al., 2012,Barnard et al., 2015].

La formulation du modèle unifié proposée est plus exacte que celle propo-
sée par [Chen et al., 2000], plus générale que celle proposée par [Koonlaboon
et Sangwongwanich, 2005], et n’exige aucune approximation contrairement
au cas de la machine à induction dans [Boldea et al., 2008]. De plus, vu qu’il
s’agit d’un sujet relativement récent dans le domaine de la commande sen-
sorless, nous consacrons ce chapitre à la présentation de cette théorie avec
la démonstration des formules pour chaque machine. Pour cela, la théorie
des deux circuits est appliquée ; les variables sont exprimées dans un repère
diphasé. De plus, la notation complexe est utilisée pour exprimer les vecteurs
d’espace, c.à.d. l’axe transversal (d ou α) est l’axe des réels, et l’axe longitu-
dinal (q ou β) est celui des imaginaires. Dans cette représentation, le passage
du repère stationnaire αβ au repère tournant dq, faisant un angle θ avec le

1. Parmi les différents termes possibles et utilisés, nous préférons le terme de flux équi-
valent qui nous semble plus pertinent.
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5.1 Motivation

repère stationnaire, s’exprime comme suit pour le vecteur complexe x :
xrs,r = e−jθxss,r ⇔ xd + jxq = (cos θ − j sin θ)(xα + jxβ) (5.1)

Les indices s et r désignent les grandeurs du stator et du rotor respectivement.
Les exposants s et r désignent le repère dans lequel le vecteur concerné est
exprimé ; s correspond au repère lié au stator αβ et r correspond à celui lié
au champ tournant dq.

5.1 Motivation
Comme nous l’avons mentionné précédemment, la MSAP-PL possède une

structure particulièrement intéressante parmi les machines AC. Son principe
de fonctionnement est assez élémentaire et intuitif, et peut être facilement
expliqué à un novice en génie électrique : le stator triphasé génère un champ
magnétique tournant, et l’aimant du rotor cylindrique le suit. De plus, sa
mise en équation dans les différents repères de modélisation est assez aisée.
La figure 5.1 montre la représentation symbolique de la MSAP-PL.

Ls

Ls

d

q

θψr

α

β

Figure 5.1: Représentation symbolique d’une MSAP-PL

Dans le repère diphasé stationnaire αβ, les flux statoriques s’écrivent
comme suit :

ψs
s

= Lsi
s
s + ψs

r
(5.2)

ψs
r

= ψre
jθ (5.3)

L’équation de la tension statorique est :

vss = Rsi
s
s +

dψs
s

dt
= Rsi

s
s + Ls

diss
dt

+ jωψre
jθ (5.4)
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Modélisation unifiée des machines AC

Le couple électromagnétique s’écrit comme suit :

Cm = p Im(ψs∗
r
iss) = p

∣∣∣ψs
r
× iss

∣∣∣ = pψr (isβ cos θ − isα sin θ) (5.5)

avec ∣∣∣x× y∣∣∣ = Re(x)Im(y)− Im(x)Re(y) (5.6)

Dans le repère diphasé lié au champ tournant dq, les expressions des flux
deviennent (on applique la relation xr = e−jθxs) :

ψr
s

= Lsi
r
s + ψr

r
(5.7)

ψr
r

= ψr (5.8)

Et l’équation de la tension statorique devient :

vrs = Rsi
r
s +

dψr
s

dt
+ jωψr

s
= Rsi

r
s + Ls

dirs
dt

+ jω(Lsirs + ψr) (5.9)

Le couple s’exprime dans le repère dq comme suit :

Cm = p Im(ψr∗
r
irs) = p

∣∣∣ψr
r
× irs

∣∣∣ = pψrisq (5.10)

Le diagramme vectoriel de la MSAP-PL, en régime sinusoïdal permanent,
est montré sur la figure 5.2.

d

q

isd

isq
irs

ψr

Lsi
r
s

ψr
s

jωψr
s

Rsi
r
s

vrs

Figure 5.2: Diagramme de Blondel de la MSAP-PL

L’estimation du vecteur flux rotorique dans le repère statorique est l’une
des techniques d’estimation les plus efficaces pour la commande de la MSAP-
PL sans capteur mécanique. L’équation de base pour l’estimation est :

ψ̂
s

r
= −Lsiss +

∫
(vss −Rsi

s
s) dt (5.11)
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5.2 Concept du Flux Équivalent

La position θ et la vitesse ω du champ tournant peuvent être estimées suivant
les équations suivantes :

θ̂ = ∠ψ̂
s

r
= arctan

(
ψrβ
ψrα

)
(5.12)

ω̂ = dθ̂

dt
=
ψrα

dψrβ
dt
− ψrβ

dψrα
dt

ψ2
rα + ψ2

rβ

(5.13)

En outre, le couple électromagnétique peut être estimé comme suit :

Ĉm = p
∣∣∣ψ̂s

r
× iss

∣∣∣ (5.14)

Serait-il possible d’appliquer cette technique d’estimation pour toutes les
machines AC?

5.2 Concept du Flux Équivalent
Le but de ce paragraphe est de prouver que toutes les machines AC,

présentées dans les chapitres précédents, possèdent un modèle unifié où les
flux statoriques s’écrivent dans le repère αβ comme suit :

ψs
s

= Leqi
s
s + ψs

eq
(5.15)

ψs
eq

= ψeqe
jθ (5.16)

L’équation de la tension statorique est :

vss = Rsi
s
s +

dψs
s

dt
= Rsi

s
s + Leq

diss
dt

+ dψeq
dt

ejθ + jωψeqe
jθ (5.17)

Et le couple résistant s’écrit comme suit :

Cm = p Im(ψs∗
eq
iss) = p

∣∣∣ψs
eq
× iss

∣∣∣ = pψeq (isβ cos θ − isα sin θ) (5.18)

avec Leq = Ls pour les machines synchrones et Leq = σLs pour les machines
asynchrones. ψeq est le flux équivalent au flux de l’aimant permanent dans
une MSAP-PL, et il s’exprime comme suit pour chaque machine :

MSRB : ψeq = L∆isd +Mf if

MSAP-PS : ψeq = L∆isd + ψr

MSAP-PL : ψeq = ψr

MSRV : ψeq = L∆isd

MI : ψeq = krψrd

(5.19)
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Modélisation unifiée des machines AC

Dans le repère dq, le modèle unifié des machines AC s’écrit comme suit.
L’équation du flux est :

ψr
s

= Leqi
r
s + ψeq (5.20)

L’équation de la tension est la suivante :

vrs = Rsi
r
s +

dψr
s

dt
+ jωψr

s
(5.21)

= Rsi
r
s + Leq

dirs
dt

+ dψeq
dt

+ jω (Leqirs + ψeq) (5.22)

Et le couple s’écrit simplement :

Cm = pψeqisq (5.23)

Le diagramme vectoriel de ce modèle unifié est présenté dans la figure 5.3.

d

q

isd

isq
irs

ψeq

Leqi
r
s

ψr
s

jωψr
s

Rsi
r
s

vrs

Figure 5.3: Diagramme vectoriel du modèle unifié des machine AC.

Le vecteur du flux équivalent ψs
eq

est aligné avec l’axe direct du champ
tournant. Il peut être d’amplitude constante, comme dans le cas d’une MSAP-
PL, ou il peut avoir une amplitude fonction des courants statoriques et/ou
des flux rotoriques. Le flux équivalent est vu comme étant le flux qui produit
le couple, i.e. qui multiplie le courant isq dans l’expression du couple dans
le repère lié au champ tournant. Dans la suite, nous démontrons que cette
modélisation unifiée s’applique pour chaque machine.

5.2.1 Machines synchrones
L’expression du flux statorique d’une machine synchrone à rotor bobiné

dans le repère αβ est présentée dans l’équation (4.24). On peut l’écrire en
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5.2 Concept du Flux Équivalent

notation complexe comme suit :

ψs
s

= L0i
s
s + L2i

s∗

s e
j2θ +Mf ife

jθ (5.24)

Si on ajoute et retranche le terme L2i
s
s, on obtient :

ψs
s

= (L0 − L2)iss + L2
(
iss + is

∗

s e
j2θ
)

+Mf ife
jθ (5.25)

On rappelle que Lq = L0 − L2, l’équation précédente s’écrit comme suit :

ψs
s

= Lqi
s
s + L2

(
isse
−jθ + is

∗

s e
jθ
)
ejθ +Mf ife

jθ (5.26)

ce qui est équivalent à écrire :

ψs
s

= Lqi
s
s + L2

(
isse
−jθ +

(
isse
−jθ
)∗)

ejθ +Mf ife
jθ (5.27)

La somme d’un nombre complexe avec son conjugué est égale au double de
sa partie réelle, on peut donc écrire :

ψs
s

= Lqi
s
s + 2L2Re

(
isse
−jθ
)
ejθ +Mf ife

jθ (5.28)
= Lqi

s
s + (2L2Re (irs) +Mf if ) ejθ (5.29)

Sachant que L∆ = 2L2, le flux statorique s’écrit sous la forme suivante :

ψs
s

= Lqi
s
s + (L∆isd +Mf if ) ejθ = Lqi

s
s + ψeqe

jθ (5.30)

où ψeq est le flux équivalent, défini pour la MSRB par :

ψeq = L∆isd +Mf if (5.31)

Donc, l’équation de la tension s’écrit comme suit :

vss = Rsi
s
s +

dψs
s

dt
(5.32)

= Rsi
s
s + Lq

diss
dt

+ dψeq
dt

ejθ + jωψeqe
jθ (5.33)

Et le couple électromagnétique, donné par l’équation (4.40), s’écrit :

Cm = p
∣∣∣ψs

eq
× iss

∣∣∣ = pψeq (isβ cos θ − isα sin θ) (5.34)

Passons au repère dq, le flux statorique, donné par l’équation (4.47), s’ex-
prime comme suit en notation complexe :

ψr
s

= Ldisd +Mf if + jLqisq (5.35)
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Modélisation unifiée des machines AC

Si on ajoute et on retranche à l’expression du flux le terme Lqisd, on obtient :

ψr
s

= Lq(isd + jisq) + (Ld − Lq)isd +Mf if = Lqi
r
s + ψeq (5.36)

L’équation de la tension est donc :

vrs = Rsi
r
s +

dψr
s

dt
+ jωψr

s
(5.37)

= Rsi
r
s + Lq

dirs
dt

+ dψeq
dt

+ jω(Lqirs + ψeq) (5.38)

L’expression du couple, donnée par l’équation (4.63), s’écrit :

Cm = pψeqisq (5.39)

Le diagramme vectoriel de la MSRB est donné par la figure 5.4.

d

q

isd

isq
irs

Mf if

ψeq L∆isd

Lqi
r
s

ψr
s

jωψr
s

Rsi
r
s

vrs

Figure 5.4: Diagramme vectoriel de la MSRB

Remarque 5.2.1 En régime sinusoïdal permanent, la dérivée temporelle du
flux équivalent n’est rien d’autre que la tension d’excitation (en anglais :
excitation voltage), un concept très utilisé dans l’analyse du fonctionnement
en régime permanent de la MSRB [Krause et al., 2013]. D’ailleurs, il est
intéressant de comparer le modèle des machines synchrones formulé dans ce
chapitre avec l’état de l’art de leur étude en régime permanent.

On procède de la même manière pour les autres machines synchrones
pour avoir le flux équivalent de la MSAP-PS sous la forme :

ψeq = L∆isd + ψr (5.40)
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5.2 Concept du Flux Équivalent

et celui de la MSRV sous la forme :

ψeq = L∆isd (5.41)

On rappelle que les équations de la MSAP-PL sont déjà présentées en tant
que source de motivation, et le flux équivalent est dans ce cas le flux rotorique.

d

θψr

q

α

β

(a)

L∆

d

θ

q

ψr
α

β

Rs, Lq

Rs, Lq

(b)

Figure 5.5: Représentation symbolique de : (a) la MSAP à pôles saillants
et (b) la machine équivalente avec le flux équivalent.
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β
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L∆
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θ

q

α

β

Rs, Lq

Rs, Lq

(b)

Figure 5.6: Représentation symbolique de : (a) la MSRV et (b) la machine
équivalente avec le flux équivalent.
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Modélisation unifiée des machines AC

Les figures 5.5 et 5.6 montrent la représentation symbolique équivalente
des MSAP-PS et MSRV respectivement, et la figure 5.7 montre les dia-
grammes vectoriels de ces deux machines.
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(a) MSAP-PS

d

q

isd

isq

irs

L∆isd

Lqi
r
s

ψr
sjωψr

s

Rsi
r
s

vrs

(b) MSRV

Figure 5.7: Diagramme vectoriel de : (a) la MSAP-PS et (b) la MSRV.

5.2.2 Machine asynchrone
Dans le repère diphasé stationnaire, les flux de la machine à induction

sont donnés par les équations (3.28) et (3.30). Ils s’expriment en notation
complexe comme suit :

ψs
s

= Lsi
s
s +Misr (5.42)

ψs
r

= Miss + Lri
s
r (5.43)

La deuxième équation donne :

isr = 1
Lr

(
ψs
r
−Miss

)
(5.44)

En remplaçant (5.44) dans (5.42), on obtient :

ψs
s

= Lσi
s
s + krψ

s
r

= Lσi
s
s + ψs

eq
(5.45)

avec :

Lσ = σLs ; σ = 1− kskr ; ks = M

Ls
; kr = M

Lr
(5.46)

L’équation de la tension statorique s’écrit comme suit :

vss = Rsi
s
s +

dψs
s

dt
= Rsi

s
s + Lσ

diss
dt

+ kr
dψs

r

dt
+ jωkrψ

s

r
(5.47)
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Et le couple électromagnétique, donné par l’équation (3.39), s’écrit :

Cm = pkr
∣∣∣ψs

r
× iss

∣∣∣ = pkr (ψrαsisβs − ψrβsisαs) (5.48)

Dans le repère lié au flux rotorique, on peut de même écrire le flux sta-
torique comme suit :

ψr
s

= Lσi
r
s + krψ

r

r
= Lσi

r
s + krψrd (5.49)

L’équation de la tension est :

vrs = Rsi
r
s +

dψr
s

dt
+ jωψr

s
(5.50)

= Rsi
r
s + Lσ

dirs
dt

+ kr
dψr

r

dt
+ jω

(
Lσi

r
s + krψ

r
r

)
(5.51)

Et le couple électromagnétique s’exprime dans ce cas comme suit :

Cm = pkrψrdisq (5.52)

Donc les équations de la machine asynchrone s’écrivent sous la forme unifiée
proposée en prenant :

Leq = Lσ (5.53)
ψeq = krψrd (5.54)

Les auteurs de [Boldea et al., 2008] proposent une autre formulation des
équations de la machine asynchrone en se basant sur le modèle en régime
permanent. En partant de l’équation :

krψrd = kr (Misd + Lrird) (5.55)

Si le flux rotorique est constant, c.à.d. ψ̇rd = 0, le courant ird est nul car (voir
équation (3.49)) :

ird = − 1
Rr

dψrd
dt

(5.56)

On obtient :

krψrd = krMisd = (Ls − Lσ) isd (5.57)

Remarque 5.2.2 Cette dernière équation montre qu’en régime permanent
la machine asynchrone se rapproche d’une machine synchrone à réluctance
variable, où Ld = Ls et Lq = Lσ (on rappelle que Leq = Lq pour les machines
synchrones et Leq = Lσ pour la machine asynchrone).
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Modélisation unifiée des machines AC

5.3 Observateur unifié des machines AC
Les techniques de commande avancées des machines AC nécessitent la

valeur instantanée de la position du champ tournant, dans le cas de la com-
mande à flux orienté, ou la valeur du couple électromagnétique et des flux
statoriques pour la commande directe de couple. La formulation du modèle
unifié proposée dans ce chapitre permet d’unifier la stratégie d’estimation
des signaux nécessaires pour la commande sans capteur mécanique.

5.3.1 Estimation par Flux Équivalent
A partir des équations (5.15) et (5.17), le flux équivalent peut être estimé

par l’équation du modèle de tension (figure 5.8) :

ψ̂
s

eq
= −Leqiss +

∫
(vss −Rsi

s
s) dt (5.58)

Soit :

ψ̂
s

eq
= ψ̂eqα + jψ̂eqβ = ψ̂eq(cos θ̂ + j sin θ̂) (5.59)

iss

Rs

vss ψ̂
s

s

ψ̂
s

eq
Leq

Figure 5.8: Estimateur du flux équivalent par le modèle de tension.

Après estimation de ψs
eq
, on peut estimer la position et la vitesse du champ

tournant en utilisant les équations suivantes :

θ̂ = ∠ψ̂
s

eq
= arctan

 ψ̂eqβ
ψ̂eqα

 (5.60)

ω̂ = dθ̂

dt
=
ψ̂eqα

dψ̂eqβ
dt
− ψ̂eqβ

dψ̂eqα
dt

(ψ̂eqα )2 + (ψ̂eqβ )2
(5.61)
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Le couple électromagnétique peut aussi être estimé comme suit :

Ĉm = p
∣∣∣ψ̂s

eq
× is

∣∣∣ = p
(
ψ̂αeqisβ − ψ̂βeqisα

)
(5.62)

En pratique, on peut utiliser les équations suivantes pour l’implantation de
l’estimateur en temps-réel (figure 5.9) :

θ̂k = arctan
 ψ̂eqβk
ψ̂eqαk

 (5.63)

ω̂k = 1
Te

ψ̂eqαk−1
ψ̂eqβk − ψ̂

eq
βk−1

ψ̂eqαk

(ψ̂eqαk)2 + (ψ̂eqβk)2
(5.64)

Ĉmk = p
(
ψ̂eqαkisβk − ψ̂

eq
βk
isαk

)
(5.65)

où Te est le pas d’échantillonnage, et l’indice k désigne la valeur du signal à
l’instant kTe.

arctan

(
ψeq
βk

ψeqαk

)

ψeqαk−1
ψeq
βk

−ψeq
βk−1

ψeqαk

Te(ψ
eq
αk

)2+Te(ψ
eq
βk

)2
z−1ψ̂

s

eqk

ω̂k

θ̂k

p
(
ψeqαk isβk − ψeqβk isαk

) Ĉmk
issk

Figure 5.9: Estimateur des grandeurs mécaniques à partir du flux
équivalent estimé et du courant mesuré.

5.3.2 Observateur du Flux Équivalent
Les équations de l’estimateur sont utilisées pour la synthèse d’un observa-

teur de flux, par ajout d’un terme de correction (voir la partie suivante pour
la théorie des observateurs). La structure générale de l’observateur unifié est :

ψ̂
s

eq
= −Leqiss +

∫
(vss −Rsi

s
s + vcor) dt (5.66)

où vcor est le terme de correction qui compense les erreurs d’intégration dues
aux non-linéarités du convertisseur de puissance et aux incertitudes sur les
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paramètres de la machine. Cette structure générale est représentée en schéma
fonctionnel sur la figure 5.10. Le choix du terme de correction, crucial pour
assurer une bonne estimation, est un sujet ouvert. D’une manière générale,
on distingue deux types de correction possibles : par le courant et par le flux.
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p
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Figure 5.10: Observateur de flux équivalent pour la commande sensorless

La correction par le courant consiste à estimer le courant statorique à
partir du flux estimé en se basant sur la relation entre les flux et les courants
(figure 5.11). L’erreur à corriger est alors l’écart entre le courant statorique
mesuré et celui estimé.

iss

Rs

vss ψ̂
s

s

ψ̂
s

eq
Leq

î
s

s

θ̂

vcor

Modèle
Courant

Correction

iss

tan
ψeq
β

ψeqα

−1

Figure 5.11: Observateur de flux équivalent avec correction par le courant
statorique.

On peut montrer que la structure de la figure 5.11 généralise les observa-
teurs conçus pour la machine asynchrone [Lascu et al., 2004], et les machines
synchrones à aimants permanents à pôles saillants [Foo et Rahman, 2010b]
et à pôles lisses [Koteich et al., 2013].
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Une autre technique de correction, par le flux, consiste à estimer le flux
statorique en utilisant deux modèles différents : 1) par intégration de la ten-
sion et 2) par la relation entre les flux et les courants (Figure 5.12). L’écart
entre les flux estimés est l’erreur à compenser par le terme vcor.

iss

Rs

vss ψ̂
s

s

Leq

θ̂

vcor
Correction

ψ̂
s

si

tan
ψeq
β

ψeqα

−1

ψ̂
s

eq

Modèle
Flux

Figure 5.12: Observateur de flux équivalent avec correction par le flux
statorique.

La structure de la figure 5.12 généralise les observateurs présentés dans
la littérature pour la machine asynchrone [Lascu et al., 2000] et les machines
synchrone à rotor bobiné [Boldea et al., 2009a, Koteich et al., 2016c], syn-
chrone à aimants permanents à pôles saillants [Boldea et al., 2009b] et à pôles
lisses [Iepure et al., 2012] et synchrone à réluctance variable [Agarlita et al.,
2012,Barnard et al., 2015].

Le bloc Correction dans les figures 5.11 et 5.12 peut contenir, entre autres,
un gain [Foo et Rahman, 2010b,Koteich et al., 2013], un gain avec une action
intégrale [Boldea et al., 2009b, Lascu et al., 2000] ou un terme de mode de
glissement (sliding mode) [Foo et Rahman, 2010a,Lascu et al., 2004].

Les avantages de cette modélisation unifiée et des perspectives sur son
application dans la commande des machines AC sont présentés dans le cha-
pitre 6 qui conclut cette première partie.
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Chapitre 6

Conclusions sur la modélisation
des machines AC

Cette première partie de thèse a été dédiée à la modélisation des machines
électriques en vue de leur commande sans capteur mécanique. Le choix d’un
modèle approprié est nécessaire pour le développement des stratégies de com-
mande innovantes. Pour cela, les modèles des machines sont présentés dans
différents repères.

A l’issue de cette partie, nous noterons quelques observations concernant
les modèles des machines AC. Nous avons remarqué que le modèle de la
machine synchrone à rotor bobiné présente des similarités avec celui de la
machine à induction. En effet, dans certains cas, le modèle de la MSRB res-
semble plus à celui de la MI qu’à ceux des autres machines synchrones. Cela
est dû au fait que les flux rotoriques des MSRB et MI ne sont pas constants,
contrairement à ceux des autres machines AC. En conséquence, il existe un
couplage dynamique entre les courants statoriques et rotoriques. D’ailleurs,
les notations dans l’équation (4.68) de la MSRB sont choisies de façon à
faire apparaître les similarités avec les équations (3.40) et (3.52) de la MI. La
différence entre ces deux machines à rotor bobiné réside dans la dynamique
du flux rotorique, cette dynamique est libre en l’absence d’une tension dans
la machine à induction, et elle est forcée dans la machine synchrone par la
tension vf .

En outre, nous nous sommes aperçus, dans cette partie, qu’une modélisa-
tion unifiée des machines AC est possible. Cette modélisation est fondée sur
le concept du flux équivalent qui émule le flux rotorique dans une machine
synchrone à aimants permanents à pôles lisses. Il s’avère que le modèle unifié
présenté est particulièrement utile pour l’estimation de la position et de la
vitesse du champ tournant et pour l’estimation du couple électromagnétique.
De plus, ce modèle présente plusieurs avantages dans le contexte de l’esti-
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mation : il permet la mise en œuvre d’une structure d’observation unifiée
pour toutes les machines AC, ce qui fournit une base sur laquelle on peut
s’appuyer pour développer un contrôleur universel pour les entrainements à
courant alternatif. En outre, l’estimateur par flux équivalent est robuste vis-
à-vis de la méconnaissance des paramètres mécaniques de la machine, car il
exige uniquement la connaissance de la résistance statorique Rs et de l’in-
ductance Leq. On peut donc penser à des stratégies d’adaptation de ces deux
paramètres afin d’améliorer la robustesse de l’estimation.

Dans la partie suivante, nous nous intéressons à une propriété très impor-
tante pour la commande avec observateur, i.e. l’observabilité des machines
électriques. Pour cela, le repère diphasé stationnaire lié au stator sera utilisé,
vu que les grandeurs physiques sont réelles dans son référentiel, contrairement
aux grandeurs fictives dans les autres repères diphasés.
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Deuxième partie

Observabilité des machines
électriques en vue de la
commande sensorless
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Chapitre 7

Introduction à l’observation des
machines électriques

L’utilisation des observateurs d’état, ou capteurs logiciels, dans la com-
mande des machines électriques est une tendance qui ne cesse pas de croître.
Initialement, le but de l’observation était d’estimer les grandeurs difficiles
à mesurer, comme les flux rotoriques dans une machine asynchrone par
exemple, afin d’améliorer les performances de la commande. Toutefois, un
observateur d’état est utilisé aujourd’hui pour plusieurs objectifs (voir figure
7.1) :

Objectifs de l’observation

Commande sans
capteur

Identification des
paramètres

Commande tolérante
aux défauts

Figure 7.1: Objectifs de l’observation pour les machines électriques

• Commande sans capteur, ou sensorless (figure 7.2) : l’objectif de
l’observateur est de remplacer certains capteurs dans le but de réduire le
coût de la commande et d’améliorer sa fiabilité. La commande sensorless des
machines électriques est une technologie qui continue à se développer, depuis
ses premières applications vers la fin des années 1980s. Plusieurs techniques
d’estimation existent aujourd’hui, la majorité de ces techniques se sert d’un
observateur d’état qui, à partir des mesures des courants et de la connaissance
des tensions 1, estime les variables désirées (position, vitesse, flux, etc.).

1. Les tensions peuvent être mesurées, mais elles sont généralement reconstruites à
partir des commutations des interrupteurs de puissance et de la tension du réseau DC qui
alimente le système.
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Commutations

ObservateurCourants Mesurés

Position/Vitesse/Flux Estimés

Consigne
Couple

Régulateur
de courant

Machine
AC

Figure 7.2: Structure générale de la commande sensorless

• Commande tolérante aux défauts : l’observateur fournit une es-
timée des grandeurs mesurées dans le but de détecter la défaillance ou la
dégradation des performances des capteurs, en comparant la sortie de ces
derniers à la sortie de l’observateur.
• Identification des paramètres : l’observateur est utilisé dans ce

cas pour estimer les valeurs des paramètres du modèle de la machine (par
exemple : la résistance qui varie avec la température, ou le couple résistant qui
varie avec la charge) afin d’améliorer la robustesse de la commande vis-à-vis
des variations paramétriques.

Dans cette partie de la thèse, nous nous intéressons surtout à la com-
mande sensorless. Néanmoins, les méthodes utilisées et les résultats obtenus
sont valables également pour la commande tolérante aux défauts. Quelques
résultats sur l’identification des machines sont aussi présentés.

7.1 Limitations et défis
L’utilisation d’un observateur d’état à la place des capteurs dans une

structure de commande peut affecter les performances de la commande. Ceci
est lié à certaines propriétés, notamment l’observabilité du système et la
stabilité de la commande en présence d’un observateur.

— L’observabilité est une propriété intrinsèque au système, et qui est
primordiale pour l’observateur.

— La stabilité est une propriété qui concerne la stratégie de commande
et la dynamique du système. L’utilisation d’un observateur peut avoir
un impact sur la stabilité de la boucle de commande (en raison de
l’introduction d’un retard, d’une erreur d’estimation, etc.).

L’étude de ces propriétés est intéressante pour analyser la détérioration
des performances de la commande, avec observateur, dans certaines condi-
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tions de fonctionnement, telles que les faibles vitesses de rotation et les basses
fréquences d’alimentation.

L’étude de stabilité de la commande sensorless des machines électriques
dépend de la stratégie de commande appliquée et de son réglage, de l’ob-
servateur utilisé et de son réglage, et de la machine elle-même. Néanmoins,
l’observabilité, qui est une condition nécessaire pour la synthèse d’un obser-
vateur à dynamique réglable (voir le chapitre suivant), est une propriété à
vérifier avant la conception d’un observateur d’état, et concerne la faisabilité
de la commande sensorless.

Aujourd’hui, après plus de deux décennies de commande sensorless, les
conditions d’observabilité ne sont pas encore bien formulées pour toutes les
machines électriques, et les résultats sont encore dispersés. Bien que l’étude
d’observabilité de la machine asynchrone soit assez mature, celle de la ma-
chine synchrone à aimants permanents ne l’est pas encore. De plus, l’obser-
vabilité des machines synchrones à rotor bobiné et à réluctance variable n’est
pas étudiée dans la littérature.

Dans cette deuxième partie, nous étudions l’observabilité des machines
électriques présentées dans la partie précédente. Ce chapitre introductif pré-
sente un état de l’art, ainsi qu’un résumé de nos contributions, sur le sujet.

7.2 Aperçu bibliographique
Dans ce paragraphe, nous donnons des références utiles sur l’observation

des machines électriques, avec un état de l’art détaillé sur l’étude d’observa-
bilité des machines AC.

7.2.1 Observabilité et Observateur
La bibliothèque de IEEE est riche en travaux de référence sur la com-

mande sensorless des machines électriques. On y trouve de bons articles
d’état de l’art sur les différentes techniques d’observation pour les machines
asynchrone [Holtz, 2002, Pacas, 2011] et synchrone à aimants permanents
[Acarnley et Watson, 2006, Finch et Giaouris, 2008]. Pour des études plus
approfondies, nous recommandons le livre de [Vas, 1998]. Nous recomman-
dons aussi le livre, récemment publié, de [Glumineau et de Leon Morales,
2015] pour l’étude d’observabilité et la synthèse d’observateur avancée des
machines AC.

La théorie d’observation dans le cadre des systèmes linéaires est pré-
sentée par D. Luenberger dans ses articles [Luenberger, 1964, Luenberger,
1966,Luenberger, 1971]. Pour une introduction à l’observation des systèmes
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non linéaires, les lecteurs sont invités à se référer au livre de G. Besançon [Be-
sancon, 2007] et à celui plus récent de H. Khalil [Khalil, 2015].

Concernant l’étude d’observabilité des systèmes dynamiques, nous recom-
mandons l’article par Hermann et Krener [Hermann et Krener, 1977], et le
livre de Besançon cité ci-dessus.

La théorie du filtrage de Kalman est largement appliquée dans la com-
mande sensorless [Dhaouadi et al., 1991, Atkinson et al., 1991, Bolognani
et al., 1999,Barut et al., 2007,Zheng et al., 2007,Idkhajine et al., 2012,Alonge
et al., 2015]. Les premiers développements de cette théorie sont présentés dans
les articles de Kalman [Kalman, 1960,Kalman et Bucy, 1961]. Nous recom-
mandons l’article [Auger et al., 2013] pour un état de l’art sur l’application
industrielle du filtre de Kalman.

7.2.2 Observabilité des machines asynchrones
A notre connaissance, la première étude d’observabilité d’une machine

électrique AC, dans le but d’analyser les performances des techniques sen-
sorless, a été publiée par J. Holtz en 1993 [Holtz, 1993], dans un paragraphe
sur les limitations sur l’estimation de la vitesse rotorique à faibles fréquences
d’alimentation, pour une machine asynchrone. Cette étude a été reprise et
améliorée plusieurs fois dans des publications suivantes de Holtz ; la dernière
version étant [Holtz, 2002].

L’analyse de Holtz est basée sur le schéma fonctionnel complexe 2 de la
partie électrique de la machine dans le repère du stator (voir figure 7.3, avec
les notations du chapitre 3, on note de plus que τσs = Lσ/Rσ). Holtz a
remarqué que la vitesse du rotor (ωe) intervient dans la fonction de transfert
du courant statorique vers le flux rotorique comme suit 3 (s est l’opérateur
de Laplace) :

ψr(s) = M

τr(s− jωe) + 1 is(s) (7.1)

Elle intervient aussi dans le signal de rétroaction du rotor vers le stator, sous
la forme d’un facteur (1−jωeτr)Ψr(s) multiplié parM/(LrRστr), qui s’ajoute
à la dynamique du courant statorique sous forme d’une f.é.m., es, ayant la
transformée de Laplace suivante :

e(s) = M

Lrτr
(jωeτr − 1)ψr(s) = M2

Lrτr

jωeτr − 1
1 + τr(s− jωe)

is(s) (7.2)

2. les signaux sont représentés dans le plan complexe, la phase directe étant l’axe réel
et la phase en quadrature l’axe imaginaire.

3. Les équations peuvent être déduites des équations d’état dans le repère αsβs du
chapitre 3.
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Figure 7.3: Schéma fonctionnel complexe de la partie électrique d’une
machine asynchrone dans le repère du stator proposé par [Holtz, 1993]

A une fréquence d’alimentation nulle, la tension d’entrée vs est une tension
DC dans le repère stationnaire du stator. En conséquence, les courant, flux et
f.é.m. sont à fréquence nulle en régime permanent, et la variable de Laplace
tend vers zéro (s→ 0). On aura donc :

lim
s→0

e(s) = − M2

Lrτr
is(s) (7.3)

Cette dernière équation montre que la f.é.m., qui provient de la rotation
du rotor, est proportionnelle au courant indépendamment de la vitesse ro-
torique. Il est donc impossible de reconstruire la vitesse à partir des seules
variables dont on dispose, les courants et tensions statoriques.

Bien que l’approche précédente soit capable d’analyser les performances
dégradées de la commande sensorless à faibles fréquences, plusieurs consi-
dérations nous empêchent de l’adopter comme approche unifiée pour l’étude
d’observabilité des machines électriques :

— cette approche ne peut pas être généralisée d’une manière systéma-
tique aux autres machines,

— elle n’est pas capable d’analyser l’observabilité des paramètres de la
machine (problème d’identifiabilité),

— il est difficile, avec cette approche, d’étudier l’observabilité de plusieurs
variables à la fois.

Il est donc préférable de chercher une approche systématique qui soit appli-
cable pour toutes les machines électriques, et qui remédie aux limitations de
l’approche de Holtz.

En 2000, un article par C. de Wit et al. [de Wit et al., 2000], traitant du
problème d’observabilité de la machine asynchrone, apparut dans la confé-
rence IEEE Conference on Decision and Control - CDC. Dans cet article,
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l’étude d’observabilité est fondée sur la théorie d’observabilité locale faible
des systèmes non linéaires proposée par [Hermann et Krener, 1977]. L’avan-
tage de cette approche est l’analyse mathématique formelle qui fournit des
conditions analytiques assez faciles à interpréter. Les résultats de cet ar-
ticle se trouvent aussi dans le rapport de thèse de l’un des auteurs, F. Mar-
lait [Malrait, 2001]. D’autres travaux, appliquant la même approche, ont été
publiés dans les années qui suivent ; nous citons par exemple les travaux
de thèse de [Ghanes, 2005] et [Dib, 2012], et leurs articles [Ghanes et al.,
2006, Dib et al., 2011], nous renvoyons également les lecteurs aux travaux
de thèse de [Souza Marques, 2001,Alvarez Salas, 2002, Saheb, 2004,Traoré,
2008]. Les travaux les plus récents sur le sujet sont publiés dans [Glumineau
et de Leon Morales, 2015, Ch. 2] et [Alonge et al., 2015]. Le problème d’iden-
tifiabilité des paramètres rotoriques est traité dans [Marino et al., 2010, Ch.
1] et [Vaclavek et al., 2013].

L’approche de l’observabilité locale faible paraît très utile et pratique pour
l’étude des machines électriques. Il s’agit d’une analyse fondée sur le modèle
d’état d’un système non linéaire, et qui fournit des conditions suffisantes pour
l’observabilité instantanée locale du système.

Toutefois, on trouve dans la littérature d’autres approches appliquées à la
machine asynchrone : les auteurs de [Ibarra-Rojas et al., 2004] étudient l’ob-
servabilité globale de la machine, et déduisent qu’il n’existe pas d’observateur
global pour la machine asynchrone, vu qu’elle n’est pas globalement obser-
vable 4. Une approche algébrique différentielle est appliquée par [Li et al.,
2005, Li et al., 2006], néanmoins, les résultats ne sont pas prometteurs et
l’approche possède des limitations similaires à celles de l’approche de Holtz.
Quelques remarques sur l’observabilité de la machine asynchrone sont pré-
sentées dans [Basic et al., 2010].

7.2.3 Observabilité des machines synchrones
Dans la littérature, les travaux sur l’observabilité des machines synchrones

traitent uniquement de la machine synchrone à aimants permanents (MSAP),
vu que cette dernière prédomine dans les applications utilisant une motori-
sation synchrone. La première étude d’observabilité de la MSAP qu’on a
trouvé est celle dans [Zhu et al., 2001], où la théorie d’observabilité locale
faible est appliquée sur la MSAP à pôles lisses (PL), et où il est montré que
l’observabilité est garantie sauf à vitesse nulle. D’ailleurs, cette conclusion
peut être également tirée de l’approche de Holtz : la figure 7.4 montre le
schéma fonctionnel de la MSAP-PL dans le repère du stator (τs = Ls/Rs).

4. On retrouve dans cette conclusion l’importance de l’approche locale.
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La transformée de Laplace de la f.é.m. est :
e(s) = −jωψr(s) (7.4)

A vitesse nulle, la f.é.m. est nulle indépendamment du flux rotorique (qui
contient l’information sur la position du rotor). Dans ce cas la position n’est
pas observable.

isvs

Stator

τs

ω ψ
r

Rotor
/esRs

j
Rs

1
Rs

1
Rs

Figure 7.4: Schéma fonctionnel complexe de la partie électrique d’une
MSAP à pôles lisses dans le repère du stator

Cette dernière conclusion est aussi présentée dans les travaux de [Mobara-
keh, 2001,Ezzat et al., 2010,Ezzat, 2011,Delpoux, 2012,Hamida et al., 2013].
Plusieurs solutions sont proposées pour remédier au problème d’observabilité
à vitesse nulle de la MSAP-PL :

— dans les travaux de [Abry et al., 2011, Zgorski et al., 2012, Zgorski,
2013] il est montré qu’avec une tension haute fréquence (HF) injectée
au stator, on peut rétablir l’observabilité à vitesse nulle,

— les auteurs de [Scaglione et al., 2011,Scaglione et al., 2012] proposent
d’extraire un signal g(θ), fonction de la position, des boucles hystérésis
du stator. Si on ajoute g(θ) aux mesures, l’observabilité sera rétablie
à vitesse nulle.

Concernant la MSAP à pôles saillants (PS), ses conditions d’observabilité
ne sont pas bien élaborées dans la littérature, et les résultats ne nous semblent
pas assez satisfaisants : par exemple, l’étude de [Zaltni et al., 2010] ne fournit
pas de conditions d’observabilité exploitables, celle de [Vaclavek et al., 2013]
manque de précision dans les équations et dans l’analyse.

7.3 Contribution
Dans les chapitres suivants de cette partie, nous présentons nos contribu-

tions sur le sujet de l’observabilité des machines électriques. Par rapport à
l’état de l’art présenté ci-dessus, nous apportons les contributions suivantes :
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— Étude générale des machines électriques couvrant les MSRB et MSRV
non étudiées dans la littérature [Koteich et al., 2015c].

— Correction de quelques résultats sur l’observabilité de la MSAP [Ko-
teich et al., 2015b,Koteich et al., 2015a] et analyse détaillée pour cette
machine [Koteich et al., 2015e].

— Introduction de la notion de vecteur d’observabilité qui permet d’uni-
fier les conditions d’observabilité des machines synchrones [Koteich
et al., 2015d,Koteich et al., 2015c].

— Proposition d’un observateur de type Kalman étendu pour la MSRB,
avec une technique d’injection d’un signal HF dans le bobinage du
rotor pour assurer l’observabilité à vitesse nulle [Koteich et al., 2015d].

Le tableau ci-dessous montre les variables pour lesquelles l’observabilité
est étudiée pour chacune des machines synchrone et asynchrone. L’observa-
bilité d’une variable (considérée) constante est dite identifiabilité.

Machine
Synchrone

Machine
Asynchrone

Position
Rotor

Vitesse
Rotor

Flux
Rotor

Couple
résistant

Résistance
Rotor

Observabilité Identifiabilité

F.E.M.

*

* sauf MSRB

Figure 7.5: Les grandeurs pour lesquelles l’observabilité est étudiée

Les variables à observer ne sont pas les mêmes pour les deux machines,
par exemple le flux rotorique doit être observé pour la machine asynchrone
car il n’est pas mesurable, ce qui n’est pas le cas pour les MSRB et MSRV. De
plus, la position du rotor est incontournable pour la commande des machines
synchrones, tandis qu’elle est peu importante pour la machine asynchrone si
les flux et la vitesse rotoriques sont connus.
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Chapitre 8

Observation des systèmes
dynamiques

Dans ce chapitre la théorie d’observation d’état pour les systèmes dyna-
miques est présentée. Après quelques préliminaires dans le paragraphe 8.1, la
synthèse d’observateur pour les systèmes linéaires et non linéaires est abor-
dée dans le paragraphe 8.2. Deux approches d’observation sont présentées : le
placement de pôles et le filtrage de Kalman. Cette dernière approche est in-
téressante pour les chapitres suivants de cette partie, où un filtre de Kalman
étendu est utilisé pour valider les résultats sur l’observabilité des machines
électriques. L’observabilité des systèmes dynamiques, qui est une condition
nécessaire pour la synthèse d’observateur, est abordée dans le paragraphe
8.3. Nous mettrons l’accent sur l’approche locale instantanée qui est très
utile dans la pratique.

8.1 Préliminaires

Système
x

x̂

u
Capteurs

Observateur

y

Figure 8.1: Observateur d’état

Un observateur d’état est un algorithme mathématique qui sert à esti-
mer (reconstruire) l’état x d’un système dynamique, à partir de la connais-
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Observation des systèmes dynamiques

sance des mesures disponibles (sorties y) et des entrées u, en se basant sur
un modèle représentatif du système (figure 8.1).

8.1.1 Modèle du système à observer
La représentation d’état d’un système dynamique est une modélisation

mathématique pratique pour la synthèse d’observateur. Suivant la physique
du système, le choix des variables d’état et les hypothèses de modélisation,
cette représentation peut être linéaire ou non linéaire. La forme générale de
cette représentation, pour un système noté Σ, s’écrit comme suit :

Σ :
{
ẋ = f (x, u)
y = h (x)

(8.1)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm le vecteur d’entrée (signaux de
commande) et y ∈ Rp le vecteur de sortie (signaux mesurés par les capteurs).
f(., .) et h(.) sont des fonctions analytiques.

Le système linéaire est un cas particulier des systèmes dynamiques, où la
dynamique de l’état est une combinaison linéaire des variables d’état et des
entrées, et la sortie est une combinaison linéaire des variables d’état :

ẋ = Ax+ Bu (8.2)
y = Cx (8.3)

A, B et C sont respectivement les matrices d’état, d’entrée et de sortie de
dimensions adéquates.

8.1.2 Principe d’observation
L’observation est une estimation à base de modèle avec une correction par

les mesures. Le modèle d’un observateur d’état est une réplique du modèle
du système à observer, à laquelle s’ajoute un terme de correction, fonction
de l’écart e entre la sortie mesurée y et celle estimée ŷ. La forme générale
d’un observateur d’état du système (8.1) est :

˙̂x = f(x̂, u) + K(.) [y − h(x̂)] (8.4)

La matrice de gain K, dite gain d’observation ou gain d’observateur, peut
être constante ou variante avec le temps. Le premier terme f(x̂, u) est le
terme de prédiction (estimation), tandis que le deuxième terme est celui de
correction (ou innovation).
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8.2 Synthèse d’observateur

Un observateur est dit asymptotiquement convergent si l’erreur d’obser-
vation x̃ = x− x̂ tend vers zéro à l’infini :

lim
t→+∞

||x̃|| = 0 (8.5)

Si l’observateur est convergent pour tous les états initiaux x(0) et x̂(0), on
dit qu’il est global, sinon, il sera local. Si la dynamique de convergence est ré-
glable, l’observateur est dit réglable, si elle peut être majorée par une fonction
exponentielle décroissante, l’observateur est dit exponentiel.

8.1.3 Problème d’observabilité
Avant de concevoir un observateur, il est important de vérifier si l’état du

système à observer est estimable (observable), de façon unique, à partir de ses
entrées/sorties. Cette propriété est dite observabilité du système ; il est intui-
tif que l’observabilité peut être assurée si la sortie contient des informations
suffisantes sur le vecteur d’état.

L’observabilité est une condition nécessaire pour la conception d’un obser-
vateur qui reconstruit toutes les variables d’état avec une dynamique réglable
(à travers le gain d’observation). Néanmoins, certains systèmes, dits détec-
tables, ne sont pas complètement observables, mais leurs variables d’état non
observables sont stables. Dans ce cas, il est possible de concevoir un obser-
vateur qui reconstruit asymptotiquement toutes les variables d’état, mais la
dynamique de reconstruction des variables non observables n’est pas réglable.

Exemple On considère le système linéaire suivant [Besancon, 2007] :

ẋ = −x+ u ; y = 0 (8.6)

Il est clair que la sortie ne contient aucune information sur l’état. Cependant,
l’observateur ˙̂x = −x̂+ u est asymptotiquement stable, vu que :

˙̃x = ẋ− ˙̂x = −(x− x̂) = −x̃ (8.7)

Nous nous intéressons dans la suite aux observateurs réglables, pour lesquels
l’observabilité est une condition nécessaire.

8.2 Synthèse d’observateur
La conception d’un observateur d’état pour un système linéaire est une

tache assez facile à accomplir. En revanche, l’observation des systèmes non li-
néaires est un domaine ouvert, à cause de la grande diversité de ces systèmes ;
on parle souvent d’observateurs pour des classes de systèmes non linéaires.

85



Observation des systèmes dynamiques

Dans la suite nous présentons la structure de base pour l’observation des
systèmes linéaires (illustrée dans la figure 8.2). Deux méthodes de réglage de
la matrice de gain sont présentées : réglage par placement de pôles et par
filtrage de Kalman. Ce sont les méthodes les plus répandues dans l’industrie.
Concernant les systèmes non linéaires, nous nous contenterons des approches
basées sur la linéarisation, d’où la notion d’observateurs locaux ou étendus.

8.2.1 Observateur de Luenberger
Théorème 8.2.1 [Luenberger, 1964] Si un système linéaire invariant est
observable, alors il existe un observateur de la forme :

˙̂x = Ax̂+ Bu+ K(y −Cx̂) = (A−KC)x̂+ Bu+ Ky (8.8)
Dans ce cas, les valeurs propres de la matrice A−KC peuvent être arbitrai-
rement placées dans le demi-plan gauche, par le choix de la matrice K de
dimension n× p. �

B
∫

A

C

B
∫

A

C

K

ẋ x

˙̂x x̂

yu

ŷ

x̂

Système

Estimateur

Observateur e

Figure 8.2: Observateur d’état pour un système linéaire

La dynamique de l’erreur d’observation x̃ = x− x̂ est :
˙̃x = (A−KC)x̃ (8.9)

La même matrice A−KC apparaît dans la dynamique de l’état observé
et dans celle de l’erreur. Donc, si l’observateur est stable, l’erreur x̃ tend vers
0 asymptotiquement (limt→+∞ x̃ = 0).

Dans un observateur de type Luenberger, le choix de la matrice K est
dit par placement de pôles (de l’observateur, donc des valeurs propres de la
matrice A−KC). La matrice K est constante dans ce cas.
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8.2 Synthèse d’observateur

8.2.2 Observateur local
Un observateur local est un observateur de type Luenberger qui s’applique

sur un système non linéaire, en linéarisant le système autour d’un point
d’équilibre, sous certaines conditions présentées ci-dessous.

On considère le système non linéaire (8.1) avec son observateur (8.4). La
dynamique de l’erreur d’observation x̃ = x− x̂ est :

˙̃x = f(x, u)− f(x̂, u)−K(.) [h(x)− h(x̂)] (8.10)

Le but est de trouver une matrice K qui stabilise le système linéarisé
autour du point d’équilibre x̃ = 0. La linéarisation de (8.10) donne le système
suivant :

˙̃x =
[
∂f

∂x
(x, u)−K

∂h

∂x
(x)
]
x̃ (8.11)

Il est difficile, voire parfois impossible, de trouver une matrice K constante
qui stabilise le système (8.11) variant avec le temps. Néanmoins, si on suppose
que le système non linéaire (8.1) possède un point d’équilibre à x = xss pour
une entrée u = uss, qui donne une sortie y = 0 :

0 = f(xss, uss) ; 0 = h(xss) (8.12)

et si on suppose de plus que le vecteur x(t), défini pour tout t ≥ 0, se
trouve dans un voisinage ε de xss, c.à.d. ||x(t)− xss|| ≤ ε, et que les matrices
suivantes :

A = ∂f

∂x
(xss, uss) ; C = ∂h

∂x
(xss) (8.13)

satisfassent la condition d’observabilité (ou, plus faiblement, de détectabi-
lité), on peut alors trouver une matrice K constante tel que A−KC soit une
matrice de Hurwitz, i.e. ses valeurs propres sont à parties réelles négatives.

Lemme 8.2.2 [Khalil, 2015] Si l’erreur initiale, ||x̃(0)|| = ||x(0)− xss||,
est suffisamment petite, et si l’entrée u(t) reste suffisamment proche de uss
(c.à.d. supt≥0 ||u(t)− uss|| suffisamment petit), alors :

lim
t→+∞

x̃(t) = 0 (8.14)

♦
Ce type d’observateur est parfois appelé Luenberger étendu.
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Observation des systèmes dynamiques

8.2.3 Filtre de Kalman
Le filtre de Kalman est un estimateur linéaire quadratique qui estime

des variables inconnues d’un système à partir des mesures (éventuellement
bruitées). Il est nommé d’après un de ses premiers développeurs Rudolph E.
Kalman [Kalman, 1960,Kalman et Bucy, 1961].

Le filtre de Kalman trouve ses applications dans une grande diversité de
domaines technologiques. Nous restreindrons notre exposé à son application
en tant qu’observateur d’état dans un contexte déterministe. Dans ce cas-là,
le filtre de Kalman est un observateur optimal, dans le sens que sa synthèse
constitue une version duale de la recherche d’un retour d’état par commande
linéaire quadratique.

Pour les systèmes linéaires, la structure d’observation par filtrage de Kal-
man est la même que celle d’un observateur de type Luenberger :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + K(t) [y(t)−Cx̂(t)] (8.15)

L’originalité du filtre est dans le calcul de la matrice de gain K(t), qui n’est
pas (forcément) constante, ce qui rend le filtre de Kalman mieux adapté aux
systèmes variant avec le temps. La formule du gain d’observateur est :

K(t) = P(t)CTR−1 (8.16)

où P(t), la matrice de covariance de l’erreur d’observation, est la solution de
l’équation différentielle de Riccati :

Ṗ(t) = AP(t) + P(t)AT + Q−P(t)CTR−1CP(t) ; P(0) = P0 (8.17)

Les matrices Q, R et P0 sont des matrices symétriques positives définies.
Dans le contexte de reconstruction d’état, elles sont considérées comme des
matrices de pondération qui servent à régler la dynamique de l’observa-
teur [Duc, 2005] ; si on augmente tous les coefficients de Q, la dynamique
de reconstruction devient plus rapide, et si, inversement, on augmente tous
les coefficients de R, le filtrage des bruits de mesures devient plus important,
et la dynamique d’observation ralentit. Il n’existe pas de méthodes systéma-
tiques pour calculer ces deux matrices, leur réglage nécessite une expertise
sur le filtrage de Kalman et sur le système observé.

La matrice P0 joue un rôle sur la dynamique de l’observateur au démar-
rage de l’algorithme ; de grandes valeurs de ses coefficients signifient qu’on
s’attend à une grande erreur initiale, ce qui génère une dynamique d’obser-
vation plus rapide au démarrage, et vice versa.
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Filtre de Kalman discret

Suivant l’application, il existe plusieurs variantes du filtre de Kalman.
Une version discrète du filtre est particulièrement intéressante pour son im-
plémentation sur un calculateur numérique. Dans ce cas, en effectuant une
discrétisation de la dynamique (8.2) et en négligeant les termes d’ordre su-
périeur à 2 en Ts, l’algorithme de Kalman se divise en deux parties :

— Estimation a priori (en boucle ouverte) :
x̂k+1/k = (In + ATs) x̂k/k + BTsuk (8.18)
Pk+1/k = Pk/k + Ts

(
APk/k + Pk/kAT

)
+ Q (8.19)

— Correction a posteriori (comparaison avec les mesures) :
x̂k+1/k+1 = x̂k+1/k + Kk

(
yk −Cx̂k+1/k

)
(8.20)

Pk+1/k+1 = (In −KkC) Pk+1/k (8.21)
Le gain d’observateur étant :

Kk = Pk+1/kCT
(
CPk+1/kCT + R

)−1
(8.22)

Filtre de Kalman étendu

Pour les systèmes non linéaires, il existe une version étendue (locale) du
filtre de Kalman, basée sur la linéarisation du système. Reprenons l’équation
de l’erreur d’observation pour les systèmes non linéaires (8.10) :

˙̃x = f(x, u)− f(x̂, u)−K(.) [h(x)− h(x̂)] (8.23)

Le développement en série de Taylor de cette équation autour de x̃ = 0, en
évaluant la jacobienne autour de x̂, donne :

˙̃x = [A(t)−K(t)C(t)] x̃+ δ(x̃, x, u) (8.24)

où

A(t) = ∂f

∂x
(x̂(t), u(t)) ; C(t) = ∂h

∂x
(x̂(t)) (8.25)

et

δ = f(x, u)− f(x̂, u)−A(t)x̃−K(t) [h(t)− h(x̂)−C(t)x̃] (8.26)

Lemme 8.2.3 [Khalil, 2015] Si le système linéarisé est observable, et si la
solution de (8.17) est bornée, l’origine de (8.24) est exponentiellement stable
quand la matrice K(t) est calculée par (8.16), et il existe des constantes
positives c, k et λ tel que :

‖x̃(0)‖ ≤ c =⇒ ‖x̃(t)‖ ≤ ke−λ(t−t0),∀t ≥ t0 ≥ 0 (8.27)

♦
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Le filtre de Kalman étendu est largement utilisé dans l’industrie pour les
systèmes non linéaires. Sa version discrète est illustrée par l’algorithme de la
figure 8.3.

On souligne que pour un filtre de Kalman étendu discret, on n’a pas
besoin d’assurer l’observabilité du système dans tout l’espace d’état et pour
tous les intervalles de temps. On a besoin d’une notion d’observabilité locale
(autour du point de linéarisation) instantanée (application temps-réel). Dans
le paragraphe suivant, nous présentons cette notion, qui peut être vérifiée par
un certain critère de rang.

Prédiction / Estimation

x̂k+1/k = x̂k/k + Tsf
(
x̂k/k, uk

)

Pk+1/k = Pk/k + Ts
(
AkPk/k + Pk/kA

T
k

)
+ Q

Pk+1/k+1 = Pk+1/k −KkCkPk+1/k

Correction / Innovation

x̂k+1/k+1 = x̂k+1/k + Kk

(
yk − h(x̂k+1/k)

)

Kk = Pk+1/kC
T
k

(
CkPk+1/kC

T
k + R

)−1

Gain d’observateur

Linéarisation

;∂f(x,u)
∂x

∣∣∣∣
x̂k/k,uk

Ak =
∂h(x)
∂x

∣∣∣∣
x̂k/k

Ck =

x̂0,P0

x̂0

Figure 8.3: Filtre de Kalman étendu discret

8.3 Observabilité des systèmes dynamiques

La théorie d’observabilité des systèmes linéaires est assez mature aujour-
d’hui. A contrario, il existe plusieurs façons de définir la notion d’observabilité
pour les systèmes non linéaires. Sachant que l’observabilité (ou non) des sys-
tèmes linéaires est globale indépendamment des entrées et des trajectoires
suivies par l’état, l’observabilité des systèmes non linéaires est intrinsèque-
ment liée aux entrées et aux conditions initiales. Lorsqu’un système non

90



8.3 Observabilité des systèmes dynamiques

linéaire est observable, il peut perdre son observabilité pour certaines en-
trées (entrées singulières), ou dans certaines conditions de fonctionnement
(trajectoires indistinguables).

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques définitions de base pour
l’observabilité des systèmes dynamiques. Nous détaillerons ensuite l’approche
d’observabilité locale faible des systèmes non linéaires proposée par Hermann
et Krener [Hermann et Krener, 1977]. Cette approche est liée à la notion de
trajectoires indistinguables et admet une certaine condition algébrique.

8.3.1 Observabilité au sens global
Soit t0 l’instant initial et x0, x1 ∈ X ⊂ Rn deux états initiaux distincts

du système (8.1), où X représente l’ensemble des états admissibles.

Définition 8.3.1 (Indistinguabilité) Les états x0 et x1 sont dits indistin-
guables si, ∀ t > t0, les sorties y1(t) et y2(t), associées respectivement aux
conditions initiales x0 et x1, suivent les mêmes trajectoires, quelle que soit
l’entrée admissible u(t) du système. Dans le cas contraire, x0 et x1 sont dis-
tinguables. ♦

On notera I(x0) l’ensemble des points indistinguables de x0.

Définition 8.3.2 (Observabilité) Le système dynamique (8.1) est dit ob-
servable en x0 si l’ensemble des états indistinguables de x0 ne contient que x0
(I(x0) = x0). Si cette propriété est vraie pour tout x ∈ X ⊂ Rn (I(x) = x),
le système est dit observable. ♦

Pour les systèmes linéaires, l’observabilité définie ci-dessus peut être vé-
rifiée par le critère de Kalman énoncé dans le théorème suivant.

Théorème 8.3.3 [Kalman, 1960] Un système linéaire invariant est obser-
vable si et seulement si la matrice d’observabilité suivante est de rang plein :

Oy =
[
CT ATCT A2TCT . . . An−1TCT

]T
(8.28)

�
On dit alors que la paire (C,A) est observable.

Pour les systèmes non linéaires, cette définition est contraignante vu
qu’elle est globale ; on n’a pas besoin de distinguer les différents couples
d’états partout sur l’ensemble de définition pour n’importe quel intervalle de
temps. En pratique, il peut être nécessaire de distinguer les états dans un
certain voisinage (localement), et d’une manière instantanée. D’où la motiva-
tion pour introduire le concept d’observabilité locale faible des systèmes non
linéaires proposé par Hermann et Krener [Hermann et Krener, 1977].
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8.3.2 Observabilité locale faible
Soient x0 et x1 deux états initiaux distincts du système (8.1), et soit

U ⊂ Rn un ensemble contenant x0 et x1.

Définition 8.3.4 (U-indistinguabilité) Les états x0 et x1 sont dits U-
indistinguables si, pour toute entrée admissible u(t), ils sont indistinguables
en considérant les intervalles de temps pour lesquels les trajectoires restent
dans U. ♦

On notera IU(x0) l’ensemble des états U-indistinguables de x0. La notion
de U-indistinguabilité fait intervenir le temps. Elle nous permet de définir
une observabilité instantanée, ou locale. Dans la suite, le terme observabilité
locale est utilisé pour désigner l’observabilité instantanée, tandis que le terme
faible désignera l’opposé de globale.

Définition 8.3.5 (Observabilité locale) Un système (8.1) est dit locale-
ment observable (LO) en x0 si, pour tout voisinage U de x0, l’ensemble des
états U-indistinguables de x0 se réduit au singleton x0 (IU(x0) = x0). Le
système Σ est dit localement observable si cette propriété est vraie pour tout
x ∈ X ⊂ Rn. ♦

On peut affaiblir cette notion en la restreignant à un voisinage de l’état.
On introduit alors l’observabilité locale faible.

Définition 8.3.6 (Observabilité locale faible) Le système (8.1) est lo-
calement faiblement observable (LFO) en x0 s’il existe un voisinage U de
x0, tel que pour tout voisinage V de x0, V ⊂ U, V ne contient aucun état
indistinguable de x0 [Hermann et Krener, 1977]. ♦

Autrement dit, un système est LFO si :

∀ x0, ∃ U(x0), ∀ V(x0) ⊂ U(x0), IV(x0) = x0 (8.29)

Intuitivement, on peut dire qu’un système est localement faiblement ob-
servable si on peut distinguer, instantanément, chaque état de son voisinage.

8.3.3 Observabilité au sens du rang
L’espace d’observation Sy du sytème non linéaire (8.1) est défini comme

étant le plus petit sous-espace vectoriel contenant les observations hi et fermé
par différentiation de Lie le long de tous les éléments fu(.), u ∈ U ⊂ Rm :

Sy(x) =
[
h(x)T Lfh(x)T L2

fh(x)T . . .
]T

(8.30)

92



8.3 Observabilité des systèmes dynamiques

Rappelons que la dérivée de Lie d’une fonction h le long d’un champ de
vecteurs f est donnée par :

Lfh = (∇h)f = ∂h

∂x
f =

n∑
i=1

∂h

∂xi
fi (8.31)

Lkfh = LfLk−1
f h ; L0

fh = h (8.32)

Cet espace peut être vu comme étant une concaténation de la sortie et de
ses dérivées temporelles.

Définition 8.3.7 (Observabilité au sens du rang) Un système de forme
générale (8.1) est dit observable au sens du rang (resp. en x0), si sa matrice
d’observabilité Oy, qui est la jacobienne de l’espace d’observation (resp. en
x0), est de rang plein :

rang Oy = rang
∂Sy
∂x

= n (8.33)

♦

Théorème 8.3.8 [Hermann et Krener, 1977] Si le système (8.1) est obser-
vable au sens du rang en un point x, alors il est LFO en x. �

L’intérêt de ce théorème réside dans le critère algébrique qu’il fournit pour
assurer l’observabilité d’un système non linéaire, ce qui permet de formuler
des conditions d’observabilité analytiques, faciles à analyser et à exploiter.

A partir des définitions précédentes, on peut lier les différents concepts
d’observabilité comme suit :

Observabilité globale instantanée ⇒ Observabilité globale
⇓ ⇓

Observabilité faible instantanée ⇒ Observabilité faible

On remarque que l’observabilité instantanée est une notion plus forte que
l’observabilité.

Exemple [Hermann et Krener, 1977] L’exemple ci-dessous illustre ces der-
niers concepts. Soit le système :

ẋ = u ; y1 = cosx ; y2 = sin x (8.34)

avec x ∈ R, u ∈ R et y ∈ R2.
Il est clair que ce système satisfait la condition d’observabiltié au sens du

rang, donc il est localement faiblement observable. En revanche, il n’est pas
observable, car x0 et xk = x0 + 2kπ sont indistinguables ∀x0 ∈ R,∀k ∈ Z. ♦
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Remarque 8.3.9 L’observabilité au sens du rang d’un système linéaire est
équivalent au critère de Kalman énoncé dans le théorème 8.3.3, sachant que
la notion de localité n’a pas de sens dans le contexte linéaire. ♦

Remarque 8.3.10 La condition d’observabilité au sens du rang est une
condition suffisante, mais non nécessaire, pour s’assurer de l’observabilité
d’un système dynamique. ♦

Les concepts introduits dans ce chapitre sont appliqués aux machines
électriques AC dans les chapitres qui suivent ; l’observabilité locale faible de
ces machines est étudiée. De plus, un filtre de Kalman étendu est appliqué
pour vérifier les conditions d’observabilité obtenues.

8.4 Exemple introductif : machines DC

Dans ce paragraphe, nous étudions l’observabilité de la machine DC,
pour introduire les lecteurs à l’étude des machines AC dans les chapitres
qui suivent. Deux types de machines DC sont traités ci-dessous : machine
DC à aimant et machine DC série. Le modèle de la première est linéaire, ce-
lui de la deuxième ne l’est pas (voir l’annexe A pour la mise en équation des
machines DC). L’objectif est d’étudier l’observabilité de la vitesse du rotor Ω
et l’identifiabilité du couple de charge Cch, en disposant du courant d’induit
ia comme mesure.

8.4.1 Machine DC à aimant
Le modèle d’état d’une machine DC à aimant est :

dia
dt

= 1
La

(va −Raia −Ke Ω) (8.35)

dΩ
dt

= 1
J

(Ke ia − Cch)−
fv
J

Ω (8.36)
dCch
dt

= 0 (8.37)

Il s’agit d’un modèle linéaire, les matrices d’état et de sortie étant :

A =

−
Ra
La
−Ke
La

0
Ke
J

−fv
J
− 1
J

0 0 0

 ; C =
[
1 0 0

]
(8.38)
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L’application du critère de Kalman donne la matrice d’observabilité suivante :

Oy =

 C
CA
CA2

 =


1 0 0
−Ra
La

−Ke
La

0
R2
a

L2
a
− K2

e

JLa
Ke
La

(
Ra
La

+ fv
J

)
Ke
JLa

 (8.39)

Son déterminant est :

∆ = − K2
e

JL2
a

6= 0 (8.40)

Donc la machine DC à aimant est observable partout dans l’espace d’état si
le flux de l’aimant est non nul.

8.4.2 Machine DC série
Dans une machine DC série, les circuits du stator et du rotor sont montés

en série : le même courant ia circule dans les deux circuits. Le modèle d’état
est non linéaire et s’écrit comme suit :

dia
dt

= 1
La + Lf

(v − (Ra +Rf )ia −KsiaΩ) (8.41)

dΩ
dt

= 1
J

(
Ksi

2
a − Cch

)
− fv
J

Ω (8.42)
dCch
dt

= 0 (8.43)

L’espace d’observation est construit à partir de la sortie et ses dérivées :

y = ia

ẏ = 1
L

(v −Ria −KsΩia) (8.44)

ÿ = v̇

L
− R +KsΩ

L2 (v −Ria −KsΩia)−
Ksia
JL

(
Ksi

2
a − Cch − fvΩ

)
avec

L = La + Lf (8.45)
R = Ra +Rf (8.46)

La matrice d’observabilité, qui est la jacobienne de l’espace d’observation,
s’écrit comme suit :

Oy =


1 0 0

− (R+KsΩ)
L

−Ksia
L

0
(R+KsΩ)2

L2 − Ks(3Ksi2a−Cch)
JL

Ksfvia
JL
− Ks(v−2ia(R+KsΩ))

L2
Ksia
JL

(8.47)
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Son déterminant est :

∆ = − K2
s

JL2 i
2
a (8.48)

Donc, l’observabilité instantanée de la machine DC série ne peut être assurée
que si ia 6= 0. De plus, dans ce cas particulier, on peut dire que le système
n’est pas observable à courant ia nul, car le couple et la f.é.m. sont nuls, et
les équations de la machine sont :

dia
dt

= 1
L
v (8.49)

dΩ
dt

= − 1
J
Cch −

fv
J

Ω (8.50)

Il est clair que le signal mesuré, ia, ne contient aucune information sur la
vitesse et le couple résistant ; l’induit et l’inducteur n’interagissent plus.

A partir de l’étude d’observabilité des machines DC à aimant et série, et
des autres machines DC, on conclut que l’observabilité n’est garantie qu’en
présence d’un champ inducteur. Ceci n’est pas étonnant, car en absence d’un
champ inducteur aucune f.é.m., fonction de la vitesse, n’est générée dans le
circuit de l’induit, il n’est donc pas possible d’estimer la vitesse à partir des
tension et courant d’induit.

8.4.3 Synthèse d’observateur
Dans ce paragraphe, on applique un filtre de Kalman discret pour estimer

l’état de la machine DC à aimant (système linéaire), et un filtre de Kalman
étendu discret pour la machine DC série (système non linéaire). Le but est de
vérifier les résultats de l’étude d’observabilité ci-dessus. Pour cela, on réalise
la simulation suivante. Soient deux machines DC, à aimant et série, ayant les
mêmes paramètres mécaniques suivants :

J = 0.05 kg.m2 ; fv = 0.02 N.m.s.rad−1 (8.51)

Les paramètres électromagnétiques de la machine DC à aimant sont :

R = 2 Ω ; L = 0.25 H ; Ke = 0.1 V.s.rad−1 (8.52)

Ceux de la machine série sont :

Ra = 0.25 Ω ; La = 0.05 H ; Ks = 0.1 V.s.rad−1 (8.53)
Rf = 1.75 Ω ; Lf = 0.2 H (8.54)

Les deux machines sont alimentées par la même tension et soumises au
même couple de charge :
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— La tension est tracée sur la figure 8.4. Cette tension est nulle sur
l’intervalle [0; 1.5 s], puis augmente linéairement pour atteindre 10 V
à t’instant t = 3.5 s.

— Le profil du couple de charge appliqué au rotor des deux machines est
illustré dans la figure 8.5.

Cette simulation assure que le courant d’induit est nul durant la première
seconde, où une erreur initiale est introduite sur l’estimation de la vitesse
(10 rd/s) et du couple (0.25 N.m). On s’attend à ce que l’observateur de la
machine à aimant converge, sans pouvoir prédire le comportement de celui
de la machine série, tant que le courant est nul.
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Figure 8.4: Tension d’alimentation de l’induit
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Figure 8.5: Couple résistant

Pour une simulation plus réaliste, le pas de simulation des modèles des
machines est choisi à Tsys = 10−5s, et la période d’échantillonnage choisie
pour les observateurs est Tobsv = 10−3s. De plus, pour une comparaison plus
juste, les réglages des deux observateurs sont choisis identiques :

Q =

1 0 0
0 105 0
0 0 104

 ; R = 1 (8.55)

Les courants induits dans le rotor de chaque machine sont présentés dans
la figure 8.6. On remarque que pour la machine série, aucun courant n’est
induit avant l’application de la tension, tandis que dans la machine à aimant
le courant induit apparaît dès que le rotor tourne, du fait de l’existence d’un
champ inducteur.
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Figure 8.6: Courant ia circulant dans l’induit de chaque machine

La figure 8.7 montre les vitesses réelle et estimée pour la machine à ai-
mant : la vitesse estimée converge dès les premiers instants vers la vitesse
réelle. Par contre, la figure 8.8 montre que la vitesse estimée pour la machine
série ne converge vers la vitesse réelle qu’à partir de l’instant t = 1.5 s, où la
tension est appliquée et le courant devient non nul.
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Figure 8.7: Vitesse rotorique de la machine DC à aimant

La figure 8.9 montre aussi que le couple de charge estimé pour la machine
à aimant suit le couple réel sur toute la plage de fonctionnement, tandis que
celui de la machine série n’est corrigé qu’à partir de l’application de la tension
(qui entraîne la circulation du courant). Ces résultats sont en cohérence avec
l’étude d’observabilité ci-dessus.

Les démarches appliquées sur les machines DC seront appliquées sur les
machines AC dans les chapitres suivants de cette partie. Il est à noter que
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Figure 8.8: Vitesse rotorique de la machine DC série
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Figure 8.9: Couple résistant

l’observateur n’est pas intégré dans une boucle de commande pour séparer
les problèmes d’observabilité et de stabilité : les machines fonctionnent en
boucle ouverte. De plus, nous ne cherchons pas dans cette partie à étudier
le réglage de l’observateur en lui-même ; nous préférons parfois des réglages
qui permettent de montrer la dynamique d’observation sur ceux qui assurent
une dynamique d’observation très rapide. En outre, dans les simulations à
venir, la période d’échantillonnage, Te = 10−5s, et le pas de simulation sont
identiques, pour éviter d’autres problèmes qui s’éloignent du cadre de l’ob-
servabilité.
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Chapitre 9

Observabilité des machines
asynchrones

Dans ce chapitre, on étudie l’observabilité de la machine asynchrone dans
le contexte de la commande sensorless. Pour cette machine, les principales
variables sont les courants statoriques qu’on mesure, les flux du rotor très
difficilement mesurables et qu’on souhaite estimer et maîtriser, la vitesse du
rotor qui n’est pas égale à celle du champ tournant, et le couple résistant qui
gagne une importance particulière en présence du phénomène de glissement.

Ces variables formeront le vecteur d’état utilisé pour la modélisation de la
machine. Le modèle est développé dans le repère diphasé stationnaire, dans
lequel les mesures des courants sont effectuées. En l’absence d’un modèle
dynamique précis des frottements et de la charge, le couple résistant est
supposé constant (ou lentement variant), on parle alors de l’identifiabilité de
ce couple.

Le premier problème d’observabilité qui se pose pour les machines asyn-
chrones, et qui n’est pas vraiment lié à la commande sensorless, est l’obser-
vabilité des flux rotoriques ; les techniques de commande avancées, telles que
la commande à flux orienté ou la commande directe du couple, nécessitent la
connaissance de ces flux pour la régulation du couple. Pour cette raison, nous
étudierons en premier lieu l’observabilité des flux rotoriques et l’identifiabilité
du couple résistant avec la mesure de vitesse, avant d’entamer l’observabilité
de la machine sans mesure de vitesse. Ensuite, l’identifiabilité de la constante
de temps rotorique (liée à la résistance du bobinage rotorique) est étudiée
dans le contexte de la commande sensorless ; il s’agit d’un exemple d’appli-
cation de la théorie d’observabilité locale faible pour étudier l’identifiabilité
de certains paramètres de la machine.

Les résultats de l’étude d’observabilité en vue de la commande sensorless
sont examinés par des simulations numériques et des données expérimentales.
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9.1 Modèle d’état
Pour les raisons mentionnées dans l’introduction, on se met dans le repère

stationnaire diphasé αsβs, et on choisit les vecteurs d’état et d’entrée suivants
pour l’observation :

x =
[
ITs ΨT

r ωe Cr
]T

; u = Vs (9.1)

A partir des équations de la machine asynchrone (Ch. 3), on obtient le modèle
d’état suivant :

dIs
dt

= −Rσ

Lσ
Is + kr

Lσ

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψr + 1

Lσ
Vs (9.2)

dΨr

dt
= −

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψr + M

τr
Is (9.3)

dωe
dt

= p2

J
kr ITs J2Ψr −

p

J
Cr (9.4)

dCr
dt

= 0 (9.5)

Nous rappelons que :

kr = M

Lr
; ks = M

Ls
; τr = Lr

Rr

(9.6)

σ = 1− krks ; Lσ = σLs ; Rσ = Rs + k2
rRr (9.7)

Le couple résistant Cr contient tous les frottements, et sa variation est sup-
posée lente.

9.1.1 Etude d’observabilité
Le système (9.2)-(9.5) est d’ordre 6. La matrice d’observabilité suivante

doit donc contenir 6 lignes linéairement indépendantes pour assurer l’obser-
vabilité instantanée de la machine :

Oy = ∂

∂x

(
y, ẏ, ÿ, y(3), y(4), . . .

)
(9.8)

Vue la complexité des équations, les 6 premières lignes de la matriceOy seront
étudiées pour tirer des conditions suffisantes d’observabilité. On sait qu’en
pratique les premières lignes sont riches en information sur l’observabilité, et
que les lignes de rangs supérieurs à 6 ont des expressions plus complexes.
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9.1.2 Changement de variable
Pour simplifier l’exposé, on effectue le changement de variable suivant :

Ĩs = LσIs (9.9)
Ψ̃r = krΨr (9.10)

Réécrivons les équations d’état avec le vecteur d’état suivant :

x =
[
ĨTs Ψ̃T

r ωe Cr
]T

; u = Vs (9.11)

On obtient :
dĨs
dt

= −Rσ

Lσ
Ĩs +

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψ̃r + Vs (9.12)

dΨ̃r

dt
= −

( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
Ψ̃r + krM

Lστr
Ĩs (9.13)

dωe
dt

= p2

J

1
Lσ
ĨTs J2Ψ̃r −

p

J
Cr (9.14)

dCr
dt

= 0 (9.15)

De plus, pour alléger l’écriture, on pose :

a = −Rσ

Lσ
; b = −Rs

Lσ
; c = p2

Lσ
(9.16)

γ(t) =
( 1
τr

I2 − ωeJ2

)
; dγ

dt
= −dωe

dt
J2 (9.17)

Cela donne le modèle suivant :
dĨs
dt

= aĨs + γ(t)Ψ̃r + Vs (9.18)

dΨ̃r

dt
= −γ(t)Ψ̃r − (a− b) Ĩs (9.19)

dωe
dt

= c

J
ĨTs J2Ψ̃r −

p

J
Cr (9.20)

dCr
dt

= 0 (9.21)

9.2 Observabilité des flux rotoriques
Les flux rotoriques dans une machine asynchrone ne sont pas facilement

mesurables, mais ils sont importants à évaluer pour les stratégies de com-
mande performantes. Dans ce paragraphe, nous étudions l’observabilité des
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flux rotoriques et l’identifiabilité du couple résistant en prenant comme me-
sures les courants statoriques et la vitesse du rotor :

y =
[
ĨTs ωe

]T
(9.22)

La (sous-)matrice d’observabilité formée par la sortie et sa dérivée pre-
mière est la suivante :

Oy1 = ∂

∂x

[
y
ẏ

]
=



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
a 0 1

τr
ωe ψ̃rβs 0

0 a −ωe 1
τr

−ψ̃rαs 0
− c
J
ψ̃rβs

c
J
ψ̃rαs

c
J
ĩsβs − c

J
ĩsαs 0 − p

J


(9.23)

Son déterminant est :

∆y1 = − p
J

(
ω2
e + 1

τ 2
r

)
(9.24)

Donc le système est observable quelles que soient la vitesse et la fréquence
des tensions d’entrée. Nous n’avons pas besoin d’étudier les dérivées d’ordres
plus élevées de la sortie.

9.3 Observabilité de la vitesse du rotor
Dans une stratégie de commande sensorless, on ne mesure pas la vitesse ;

seuls les courants statoriques sont mesurés :

y = Ĩs (9.25)

L’observabilité des flux et vitesse rotoriques et du couple résistant est étudiée
ci-dessous. La dérivée première de la sortie est :

ẏ = dĨs
dt

= Vs + aĨs + γ(t)Ψ̃r (9.26)

Additionnant les équations (9.18) et (9.19), nous obtenons :

dĨs
dt

+ dΨ̃r

dt
= Vs + bĨs (9.27)

ce qui est équivalent à écrire :

dΨ̃r

dt
= Vs + bĨs −

dĨs
dt

(9.28)
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Cette équation est utile pour évaluer la dérivée seconde de la sortie :

d2Ĩs
dt2

= dṼs
dt

+ a
dĨs
dt

+ γ(t)dΨ̃r

dt
+ dγ

dt
Ψ̃r (9.29)

= dVs
dt

+ a
dĨs
dt

+ γ(t)Vs + γ(t)bĨs − γ(t)dĨs
dt

+ dγ

dt
Ψ̃r (9.30)

= dVs
dt

+ γ(t)Vs + (aI2 − γ(t))dĨs
dt

+ γ(t)bĨs + dγ

dt
Ψ̃r (9.31)

En remplaçant la dérivée du courant par son expression (9.18), on obtient :

d2Ĩs
dt2

= dVs
dt

+ aVs +
(
a2I2 − (a− b)γ(t)

)
Ĩs

+
(
dγ

dt
+ aγ(t)− γ(t)2

)
Ψ̃r (9.32)

La sous-matrice d’observabilité peut être construite à partir des vecteurs
suivants :

y = Ĩs (9.33)
ẏ = Vs + aĨs + γ(t)Ψ̃r (9.34)

ÿ = dVs
dt

+ aVs +
(
a2I2 − (a− b)γ(t)

)
Ĩs

+
(
dγ

dt
+ aγ(t)− γ(t)2

)
Ψ̃r (9.35)

Il s’agit d’une matrice carrée de dimension 6 :

Oy2 = ∂

∂x

yẏ
ÿ

 =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
a 0 1

τr
ωe ψ̃rβs 0

0 a −ωe 1
τr
−ψ̃rαs 0

d11 d12 e11 e12 f11 f12
d21 d22 e21 e22 f21 f22


(9.36)

avec

d11 = a2 − a− b
τr
− c

J
ψ̃2
rβs (9.37)

d12 = −(a− b)ωe + c

J
ψ̃rαsψ̃rβs (9.38)

d21 = (a− b)ωe + c

J
ψ̃rαsψ̃rβs (9.39)

d22 = a2 − a− b
τr
− c

J
ψ̃2
rαs (9.40)
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e11 = a

τr
− 1
τ 2
r

+ ω2
e + c

J
ĩsβsψ̃rβs (9.41)

e12 = aωe − 2ωe
τr

+ dωe
dt
− c

J
ĩsαsψ̃rβs (9.42)

e21 = −aωe + 2ωe
τr
− dωe

dt
− c

J
ĩsβsψ̃rαs (9.43)

e22 = a

τr
− 1
τ 2
r

+ ω2
e + c

J
ĩsαsψ̃rαs (9.44)

f11 = 2ωeψ̃rαs − (a− b)̃isβs +
(
a− 2

τr

)
ψ̃rβs (9.45)

f12 = − p
J
ψ̃rβs (9.46)

f21 = 2ωeψ̃rβs + (a− b)̃isαs −
(
a+ 2

τr

)
ψ̃rαs (9.47)

f22 = p

J
ψ̃rαs (9.48)

Le déterminant ∆y2 de Oy2 s’écrit en fonction des flux rotoriques comme
suit :

∆y2 = p

J

[
1
τr

dωe
dt

(
ψ̃2
rαs + ψ̃2

rβs

)
− γTγ

(
dψ̃rαs
dt

ψ̃rβs −
dψ̃rβs
dt

ψ̃rαs

)]
(9.49)

Revenant aux variables de base Ψr = krΨ̃r, le déterminant ∆y2 devient :

∆MI = p

J

k2
r

τ 2
r

[
τrω̇eΨT

r Ψr −
(
1 + τ 2

r ω
2
e

)(
ΨT
r J2

dΨr

dt

)]
(9.50)

La condition d’observabilité ∆MI 6= 0 est équivalente à écrire :
τrω̇e

1 + τ 2
r ω

2
e

6=
(
ΨT
r Ψr

)−1
ΨT
r J2Ψ̇r (9.51)

Sachant que 1 :(
ΨT
r Ψr

)−1
ΨT
r J2Ψ̇r = − d

dt
(∠Ψr) (9.52)

∠Ψr étant l’angle du vecteur flux rotorique dans le repère αsβs, qui évolue à
la même vitesse que le champ tournant, c.à.d. :

d

dt
(∠Ψr) = ωs (9.53)

1. plus explicitement : d
dt

(
arctan ψrβs

ψrαs

)
= 1

ψ2
rαs

+ψ2
rβs

(
dψrβs
dt ψrαs −

dψrαs
dt ψrβs

)
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et que de plus, on a :
τrω̇e

1 + τ 2
r ω

2
e

= d

dt
arctan(τrωe) (9.54)

la condition d’observabilité devient :
d

dt
arctan(τrωe) + ωs 6= 0 (9.55)

Cette dernière équation peut résumer les analyses d’observabilité de la MI
existant dans la littérature :
• Vitesse constante (ω̇e = 0) : A vitesse rotorique constante, il suffit

que la pulsation d’entrée soit non nulle (ωs 6= 0) pour assurer l’observabilité.
• Flux rotoriques constants (ψ̇rαs = 0; ψ̇rβs = 0) : A flux rotoriques

constants, ce qui correspond à ωs = 0, l’observabilité est garantie si la vitesse
du rotor est variable.
• Droite d’inobservabilité : Si la fréquence d’alimentation est nulle,

on a :
ωs = ωe + ωr = 0 (9.56)

La pulsation des courants rotoriques ωr peut être calculée à partir des équa-
tions de la machine dans le repère lié au champ tournant (repère dq), où :

ψrq = 0 (9.57)

ψ̇rq = 0 =⇒ ωr = Rrkrisq
ψrd

(9.58)

Sachant que :
Cm = pkrψrdisq (9.59)

on aura :

ωr = Rr

p

Cm
ψ2
rd

(9.60)

La condition ωs = 0 est équivalente à :

ωe = −ωr ⇔ ωe = −Rr

p

Cm
ψ2
rd

(9.61)

Cette dernière équation décrit une droite dans le plan (ωe, Cm) :

Cm = −Kωe ; K = p
ψ2
rd

Rr

(9.62)

Cette droite est appelée droite d’inobservabilité par abus de langage 2, et se
situe dans le deuxième et quatrième quadrants du plan, qui correspondent
au fonctionnement en génératrice (figure 9.1).

2. il s’agit d’une chute de rang où l’observabilité n’est pas garantie.
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ωe

Cm

Cm = −Kωe

Figure 9.1: Droite d’inobservabilité dans le plan (ωe, Cm)

9.4 Identifiabilité de la résistance rotorique

La constante de temps électrique du rotor τr d’une machine asynchrone est
susceptible de varier avec le temps en fonction de plusieurs facteurs (comme
la température et les courants rotoriques). Dans le contexte de la commande
sensorless, où la vitesse n’est pas mesurée, l’identification de ce paramètre
est plus difficile. Nous présentons, dans la suite, l’étude d’identifiabilité de la
constante de temps rotorique par mesure des courants statoriques :

y = Ĩs (9.63)

Pour adapter le système à l’étude d’observabilité, nous étudions l’identifia-
bilité de νr, l’inverse de la constante de temps τr :

νr = 1
τr

= Rr

Lr
(9.64)

Cette nouvelle variable est ajoutée au vecteur d’état avec une dynamique
nulle. La dynamique de la vitesse du rotor est également considérée nulle 3.
Le vecteur d’état est donc le suivant :

x =
[
ĨTs Ψ̃T

r ωe νr
]T

(9.65)

3. Sans perte de généralité, on étudie l’identifiabilité à une vitesse constante donnée.
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9.4 Identifiabilité de la résistance rotorique

Les équations d’état sont :

dĨs
dt

= −
(
Rs

Lσ
+ Mkr

Lσ
νr

)
Ĩs + (νrI2 − ωeJ2) Ψ̃r + Vs (9.66)

dΨ̃r

dt
= − (νrI2 − ωeJ2) Ψ̃r + Mkr

Lσ
νr Ĩs (9.67)

dωe
dt

= 0 (9.68)
dν

dt
= 0 (9.69)

La sortie et ses dérivées jusqu’à l’ordre 2 sont :

y = Ĩs (9.70)

ẏ = −
(
Rs

Lσ
+ Mkr

Lσ
νr

)
Ĩs + (νrI2 − ωeJ2) Ψ̃r + Vs (9.71)

ÿ = −
(
Rs

Lσ
+ Mkr

Lσ
νr

)
dĨs
dt

+ (νrI2 − ωeJ2) dΨ̃r

dt
+ dVs

dt
(9.72)

Après calcul de la sous-matrice d’observabilité correspondante, on calcule le
déterminant qui s’écrit sous la forme factorisée compacte suivante :

∆νr = (ω2
e + ν2

r )
[
dΨ̃T

r

dt

dΨ̃r

dt
− kskr

σ

dĨTs
dt

dΨ̃r

dt

]
(9.73)

En dérivant (9.67), à vitesse constante, on tire :

dĨs
dt

= σ

kskrνr

(
d2Ψ̃r

dt2
+ (νrI2 − ωeJ2) dΨ̃r

dt

)
(9.74)

En remplaçant l’équation précédente dans l’expression du déterminant, on
obtient :

∆νr = ω2
e + ν2

r

νr

(
ωe
dΨ̃T

r

dt
JT2
dΨ̃r

dt
− d2Ψ̃T

r

dt2
dΨ̃r

dt

)
(9.75)

= −ω
2
e + ν2

r

νr

d2Ψ̃T
r

dt2
dΨ̃r

dt
(9.76)

La condition d’identifiabilité ∆νr 6= 0 est équivalente à dire que la vitesse
et l’accélération du vecteur flux rotorique ne doivent pas être perpendicu-
laires. Il est clair qu’à vitesse nulle, si les flux sont constants, l’identifiabilité
de la constante de temps rotorique n’est pas garantie.
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9.5 Résultats de simulation
Les résultats de l’étude d’observabilité élaborée dans ce chapitre sont

examinés en simulation dans ce paragraphe. Un filtre de Kalman étendu
est conçu pour vérifier l’observabilité de la machine asynchrone avec et sans
mesure de vitesse. La machine étudiée possède les paramètres suivants :

Rs = 2.8 mΩ ; Ls = 9.865× 10−5 H (9.77)
Rr = 1.5 mΩ ; Lr = 1.033× 10−4 H (9.78)
M = 9.395× 10−5 H ; p = 4 (9.79)
J = 10−2kg.m2 ; fv = 10−4 N.m.s.rad−1 (9.80)

Le scénario de simulation est le suivant : les tensions qui alimentent le
stator de la machine sont montrées dans la figure 9.2, dans le repère αsβs,
Leur fréquence est nulle sur l’intervalle t = [0 s; 2 s], et elle est égale à 20 Hz
ensuite. La machine opère donc en boucle ouverte. Un échelon de 2 N.m. de
couple de charge est appliqué sur l’arbre de la machine à l’instant t = 0.5 s
(figure 9.3). Dans ces conditions, la vitesse du rotor évolue suivant la courbe
de la figure 9.4, et les flux rotoriques, dans le repère αsβs, suivent celles
montrées dans la figure 9.5.
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Figure 9.2: Tension statorique

L’observabilité de la machine avec mesure de la vitesse est examinée en
premier temps. On s’attend à ce que l’observateur converge, quelle que soit
la fréquence d’alimentation, vers les vraies valeurs des flux rotoriques et du
couple résistant. Ensuite, l’observabilité de la machine sans mesure de vitesse
est étudiée, et le comportement de l’observateur est étudié avec une attention
particulière au fonctionnement à fréquence d’alimentation nulle (intervalle
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9.5 Résultats de simulation

[0 s; 2 s]). Dans les deux cas, on conçoit un filtre de Kalman étendu avec les
mêmes coefficients pour la matrice Q :

Q =



100 0 0 0 0 0
0 100 0 0 0 0
0 0 0.1 0 0 0
0 0 0 0.1 0 0
0 0 0 0 105 0
0 0 0 0 0 104


(9.81)
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Figure 9.3: Couple résistant
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Figure 9.4: Vitesse rotorique
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Figure 9.5: Flux rotoriques
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Dans le cas où la vitesse est mesurée, la sortie est de dimension 3, la matrice
R est choisie comme suit :

R = 100 I3 (9.82)

Dans le cas où la vitesse n’est pas mesurée, la matrice R est la suivante :

R = 100 I2 (9.83)

Les conditions initiales du filtre de Kalman sont :

x̂(0) =
[
0 A 0 A −0.02 Wb −0.02 Wb 50 rd/s 5 N.m

]T
(9.84)

P(0) = 0.1 I6 (9.85)
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Figure 9.6: Estimation du flux rotorique ψrαs
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Figure 9.7: Estimation du flux rotorique ψrβs
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Figure 9.8: Estimation du couple résistant
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Figure 9.9: Estimation de la vitesse rotorique

Les figures 9.6 et 9.7 montrent respectivement l’estimation des flux ψrαs
et ψrβs avec et sans mesure de la vitesse. La figure 9.8 montre l’estimation
du couple de charge pour ces deux cas. Les résultats de simulation valident
les conditions d’observabilité (9.24) et (9.55), i.e. les flux rotoriques et le
couple résistant sont reconstruits sur toute la plage de fonctionnement si la
vitesse est mesurée vu qu’ils sont observables, et ne sont pas correctement
reconstruits à fréquence d’entrée nulle à vitesse nulle sans mesure de vitesse
vu que leur observabilité n’est pas garantie .

La figure 9.9 montre l’estimation de la vitesse dans le cas où elle n’est pas
mesurée 4. Les résultats présentés dans cette figure sont aussi en cohérence
avec l’étude d’observabilité.

Il est à noter que si on répète cette simulation avec d’autres combinaisons

4. Il est inutile de montrer l’estimation de la vitesse quand elle est mesurée.
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de conditions initiales, nous aurons d’autres dynamiques dans les régions où le
déterminant de la matrice d’observabilité est nul, mais les mêmes conclusions
peuvent être énoncées.

9.6 Résultats expérimentaux
Dans ce paragraphe, nous examinons la validité des résultats de l’étude

d’observabilité sur un scénario expérimental. Les signaux sont acquis à partir
d’un banc d’essai de Renault, et sont traités sous Matlab/Simulink. Les va-
leurs nominales des paramètres de la machine asynchrone sont données par
les équations 5 (9.77) à (9.80). La tension statorique appliquée est montrée
sur la figure 9.10 dans le repère diphasé lié au stator, et la vitesse à laquelle
le rotor est entraîné (par un moteur commandé en vitesse) est présentée sur
la figure 9.11. On rappelle que l’observateur fonctionne en boucle ouverte et
qu’on ne cherche par à régler finement sa dynamique d’observation.

Nous procédons d’une manière similaire à celle du paragraphe précédent :
deux filtres de Kalman sont conçus pour l’étude d’observabilité avec et sans
mesure de vitesse. La matrice Q est la même pour les deux cas :

Q =



105 0 0 0 0 0
0 105 0 0 0 0
0 0 10−3 0 0 0
0 0 0 10−3 0 0
0 0 0 0 104 0
0 0 0 0 0 104


(9.86)

Dans le cas où la vitesse est mesurée, la sortie est de dimension 3, la
matrice R est choisie comme suit :

R =

1010 0 0
0 1010 0
0 0 105

 (9.87)

Dans le cas où la vitesse n’est pas mesurée, la matrice R est la suivante :

R = 1010 I2 (9.88)

La période d’échantillonnage est Te = 5× 10−5s.
En l’absence de mesure du couple résistant et des flux rotoriques, nous

considérons que l’observateur ayant la mesure de vitesse en entrée converge
en régime permanent vers les valeurs réelles de ces variables non mesurées.

5. Les valeurs des paramètres de la machine sont incertaines.
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Figure 9.10: Tension statorique
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Figure 9.11: Vitesse rotorique

Les flux rotoriques estimés sont montrés sur les figures 9.12 pour ψ̂rα et
9.13 pour ψ̂rβ.On remarque que dans la zone de fonctionnement à vitesse
nulle (ωe = 0) et à fréquence d’entrée nulle (ωs = 0), le flux estimé sans
mesure de vitesse est différent de celui estimé avec mesure de vitesse. Dans
les mêmes conditions, la figure 9.14 montre que le couple résistant estimé
sans mesure de vitesse ne converge pas vers celui estimé avec mesure de
vitesse 6. Concernant la vitesse, la figure 9.15 montre une erreur d’estimation
à fréquence et vitesse nulles. Dans le cas où la vitesse et la fréquence sont
non nulles, les deux observateurs convergent vers les mêmes valeurs en régime
permanent.En conclusion, les résultats expérimentaux et ceux de simulation
sont en cohérence avec les résultats de l’étude d’observabilité présentés dans
ce chapitre.

Il existe plusieurs techniques pour remédier au problème d’observabilité
à faibles fréquences d’alimentation. Nous en citons quelques-unes dans le
chapitre 12 qui conclut cette partie.

6. On rappelle que le comportement de l’observateur en régime transitoire est hors du
cadre de notre étude.
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Figure 9.12: Estimation du flux rotorique ψrαs
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Figure 9.13: Estimation du flux rotorique ψrβs
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Figure 9.14: Estimation du couple résistant
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Figure 9.15: Estimation de la vitesse rotorique
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Chapitre 10

Observabilité des machines
synchrones à rotor bobiné

Ce chapitre est dédié à l’étude d’observabilité de la machine synchrone
à rotor bobiné (MSRB), en vue de la commande sans capteur mécanique.
L’objectif est d’analyser la possibilité de reconstruire la position et la vitesse
du rotor, à partir des courants mesurés et des tensions de commande. La
MSRB est rarement étudiée dans la littérature de commande sensorless. La
plupart des travaux sur les machines synchrones en fonctionnement moteur
traitent de la machine synchrone à aimants permanents (MSAP).

L’intérêt de l’étude de la MSRB à pôles saillants est la possibilité de
généraliser les résultats sur les autres machines, comme nous l’avons vu dans
le chapitre 4 : en négligeant la dynamique du flux rotorique on aura les
résultats pour la MSAP, et en annulant le flux rotorique (et sa dynamique) on
obtient les résultats pour la MSRV. Pour avoir les résultats pour les machines
à pôles lisses, il suffit d’annuler l’inductance différentielle de saillance (L2),
c.à.d. considérer Ld = Lq.

Cette approche unifiée de modélisation et d’étude d’observabilité permet
de formuler une condition d’observabilité unifiée pour toutes les machines
synchrones, ce qui constitue la contribution majeure de cette étude, en intro-
duisant la notion de vecteur d’observabilité. Cette condition se postule
comme suit : Une machine synchrone est instantanément observable si la
pulsation angulaire du vecteur d’observabilité dans le repère du rotor est dif-
férente de celle du rotor dans le repère du stator.

Cette condition est examinée en simulation et sur des données expérimen-
tales en appliquant un filtre de Kalman étendu. Les résultats sont présentés
à la fin de ce chapitre.
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10.1 Modèle d’état

Dans une machine synchrone, le rotor tourne à la vitesse de synchronisme.
En contraste avec la machine asynchrone, l’effet du couple résistant est moins
important sur l’estimation de la vitesse. C’est pourquoi, dans la suite, le
vecteur d’état ne contient pas le couple résistant, il comporte les courants de
la machine, la position et la vitesse du rotor.

Pour l’étude d’observabilité, il est préférable d’établir le modèle de la
machine en mettant les variables dans leurs repères naturels. De plus, il est
pratique d’exprimer des variables triphasées dans un repère diphasé solidaire
de celui du système triphasé. Pour ces raisons, nous adoptons un modèle
hybride de la MSRB, où une partie du vecteur d’état (les courants statoriques
isα et isβ) est prise dans le repère stationnaire, et une partie est prise dans
le repère tournant lié au rotor (repère naturel du courant rotorique if ). Ce
qui donne les vecteurs d’état x, d’entrée u et de sortie y suivants :

x =
[
IT ω θ

]T
; u = V ; y = I (10.1)

avec

I =
[
isα isβ if

]T
; V =

[
vsα vsβ vf

]T
(10.2)

Par abus de langage, on dit qu’il s’agit d’un modèle dans le repère αβ. Le
modèle d’état s’écrit comme suit (voir les équations (4.35) à (4.40)) :

dI
dt

= −L(θ)−1ReqI + L(θ)−1V

dω

dt
= p

J
Cm −

p

J
Cr

dθ

dt
= ω

(10.3)

où Req est la matrice de résistance équivalente :

Req = R + ω
∂L(θ)
dθ

(10.4)

avec R la matrice de résistance :

R =

Rs 0 0
0 Rs 0
0 0 Rf

 (10.5)
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et L(θ) la matrice d’inductance :

L(θ) =

L0 + L2 cos 2θ L2 sin 2θ Mf cos θ
L2 sin 2θ L0 − L2 cos 2θ Mf sin θ
Mf cos θ Mf sin θ Lf

 (10.6)

Le couple électromagnétique est donné par l’équation (4.40) :

Cm = pMf if (isβ cos θ − isα sin θ)
−pL2

[
(i2sα − i2sβ) sin 2θ − 2isαisβ cos 2θ

]
(10.7)

10.2 Matrice d’observabilité
Le vecteur d’état est de dimension 5, donc la matrice d’observabilité sui-

vante doit contenir 5 lignes linéairement indépendantes pour garantir l’ob-
servabilité locale faible de la machine :

Oy = ∂

∂x

(
y, ẏ, ÿ, y(3), . . .

)
(10.8)

Cependant, les dérivées d’ordre supérieur à 1 sont difficiles à interpréter ma-
thématiquement et physiquement. Pour cela, nous nous contenterons de la
première dérivée de la sortie, à partir de laquelle il est possible de tirer des
conditions suffisantes d’observabilité. Nous rappelons aussi que la dérivée
première est assez riche en information, et qu’un observateur d’état, de type
Kalman par exemple, n’utilise que cet ordre de dérivée dans ses équations.
Donc, la (sous-)matrice d’observabilité étudiée est la suivante :

Oy1 = ∂

∂x

[
y
ẏ

]
=

 I3 O3×1 O3×1

−L−1Req −L−1L′I L−1
′
LdI
dt
− L−1L′′ωI

 (10.9)

où In est la matrice identité de dimension n, et On×m est une matrice nulle
de dimension n×m. L′ et L′′ sont les dérivées partielles première et seconde
de la matrice L(θ) par rapport à la position θ :

L′ = ∂

∂θ
L ; L′′ = ∂

∂θ
L′ (10.10)

Remarque 10.2.1 Le choix de l’espace d’observation nous évite d’évaluer la
dérivée temporelle de la vitesse dans l’étude d’observabilité. Les résultats de
cette étude seront donc indépendants du couple résistant et de la dynamique
de la vitesse.
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Pour que la matrice (10.9) soit de rang plein, il suffit que la sous-matrice
formée des deux vecteurs suivants soit de rang plein :

O′y1 =
[
−L−1L′I , L−1

′
LdI
dt
− L−1L′′ωI

]
(10.11)

Il s’agit d’une matrice de dimension 3 × 2. Pour la généralité de l’étude, on
prend les deux premières lignes qui correspondent aux courants statoriques
(isα et isβ). Parmi les machines synchrones, seule la MSRB a un vecteur de
sortie de dimension 3, en présence du courant rotorique mesuré (if ). De plus,
puisque les courants isα et isβ sont alternatifs liés à la même source, et if est
un courant DC, on préfère prendre la dérivée des deux premiers pour avoir
des expressions qui peuvent être facilement simplifiées mathématiquement et
interprétées physiquement.

10.3 Calcul du déterminant
Un logiciel de calcul symbolique est utilisé pour calculer le déterminant

de la sous-matrice choisie précédemment. Pour alléger l’écriture de l’expres-
sion du déterminant, les courants sont exprimés dans le repère tournant dq
par application de la transformation de Park, ce qui garde le sens physique
de l’interprétation des résultats. Nous présentons dans un premier temps le
déterminant en fonction des courants et flux statoriques uniquement, pour
généraliser les résultats aux autres machines. Le déterminant s’écrit sous la
forme générale :

∆MS = Dω +N (10.12)

avec

D = 1
σdLdLq

[
(ψsd − Lqisd)2 + σ∆L

2
∆i

2
q

]
(10.13)

N = σ∆

σd

L∆

LdLq

[
dψsd
dt

isq + dψsq
dt

isd −
(
disd
dt

ψsq + disq
dt

ψsd

)]
(10.14)

en rappelant que :[
isα
isβ

]
=
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
isd
isq

]
(10.15)

Dans le cas d’une MSRB :

σd = 1−
M2

f

LdLf
; σ∆ = 1−

M2
f

L∆Lf
(10.16)
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10.3 Calcul du déterminant

Dans le cas des machines synchrones sans balais (MSAP et MSRV) :

σd = σ∆ = 1 (10.17)

Pour les machines à pôles lisses :

L∆ = Ld − Lq = 0 (10.18)

Ce déterminant doit être non nul pour garantir l’observabilité instantanée
d’une machine synchrone. Nous présentons ci-dessous l’expression du déter-
minant pour chaque machine.

MSRB à pôles saillants

En remplaçant les flux statoriques ψsd et ψsq par les expressions suivantes
pour la MSRB à pôles saillants :

ψsd = Ldisd +Mf if (10.19)
ψsq = Lqisq (10.20)

on obtient :

∆MSRB = 1
σdLdLq

[
(L∆isd +Mf if )2 + σ∆L

2
∆i

2
sq

]
ω (10.21)

+σ∆

σd

L∆

LdLq

[(
L∆

disd
dt

+Mf
dif
dt

)
isq − (L∆isd +Mf if )

disq
dt

]

MSRB à pôles lisses

Le déterminant pour la MSRB-PL est tiré à partir de ∆MSRB en rem-
plaçant l’inductance différentielle par zéro (L∆ = 0 et σ∆L∆ = −M2

f /Lf ) :

∆MSRB−PL =
M2

f

σdLdLq

[
ω i2f −

Mf

Lf

(
isq
dif
dt
− if

disq
dt

)]
(10.22)

MSAP

En remplaçant les flux par leurs expressions suivantes pour la MSAP :

ψsd = Ldisd + ψr (10.23)
ψsq = Lqisq (10.24)
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on obtient le déterminant suivant :

∆MSAP = 1
LdLq

[
(L∆isd + ψr)2 + L2

∆i
2
sq

]
ω

+ L∆

LdLq

[
L∆isq

disd
dt
− (L∆isd + ψr)

disq
dt

]
(10.25)

Pour la MSAP-PL, avec L∆ = 0, on aura :

∆MSAP−PL = ψ2
r

L2
0
ω (10.26)

MSRV A partir de l’expression de ∆MSAP (10.25), en annulant le flux
rotorique (ψr = 0), on aura le déterminant de la MSRV :

∆MSRV = L2
∆

LdLq

[(
i2sd + i2sq

)
ω + disd

dt
isq − isd

disq
dt

]
(10.27)

10.4 Vecteur d’observabilité
La condition d’observabilité pour la MSRB, ∆MSRB 6= 0, donne :

ω 6=
(L∆isd +Mf if )σ∆L∆

disq
dt
−
(
L∆

disd
dt

+Mf
dif
dt

)
σ∆L∆isq

(L∆isd +Mf if )2 + σ∆L2
∆i

2
sq

(10.28)

Ceci est équivalent à écrire :

ω 6=
(L∆isd +Mf if )2 + σ2

∆L
2
∆i

2
sq

(L∆isd +Mf if )2 + σ∆L2
∆i

2
sq

×

(L∆isd +Mf if )σ∆L∆
disq
dt
−
(
L∆

disd
dt

+Mf
dif
dt

)
σ∆L∆isq

(L∆isd +Mf if )2 + σ2
∆L

2
∆i

2
sq

(10.29)

On remarque que l’équation précédente est équivalente à la suivante :

ω 6=
(L∆isd +Mf if )2 + σ2

∆L
2
∆i

2
sq

(L∆isd +Mf if )2 + σ∆L2
∆i

2
sq

d

dt

(
arctan σ∆L∆isq

L∆isd +Mf if

)
(10.30)

On suppose que :

(L∆isd +Mf if )2 + σ2
∆L

2
∆i

2
sq

(L∆isd +Mf if )2 + σ∆L2
∆i

2
sq

≈ 1 (10.31)
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10.4 Vecteur d’observabilité

Cette dernière équation est vraie pour les MSAP et MSRV, pour lesquelles
σ∆ = 1, et elle est une approximation justifiée pour la MSRB, vu qu’elle n’af-
fecte pas la condition d’observabilité à vitesse nulle et qu’elle est raisonnable
à vitesse non nulle. Soit le vecteur ΨO ayant les composantes suivantes dans
le repère dq :

ΨOd = L∆isd +Mf if (10.32)
ΨOq = σ∆L∆isq (10.33)

Nous appelons ce vecteur le vecteur d’observabilité, qui peut être généralisé
pour les autres machines synchrones comme suit :

MSAP : ΨOd = L∆isd + ψr (10.34)
ΨOq = L∆isq (10.35)

MSRV : ΨOd = L∆isd (10.36)
ΨOq = L∆isq (10.37)

10.4.1 Condition d’observabilité
A partir de la condition (10.30) et l’approximation (10.31), on peut for-

muler la condition d’observabilité suivante pour les machines synchrones :

ω 6= ωO (10.38)

où ωO est la vitesse angulaire du vecteur d’observabilité dans le repère dq :

ωO = d

dt
θO = d

dt
arctan

(
σ∆L∆isq

L∆isd +Mf if

)
(10.39)

Cette condition s’énonce comme suit (voir figure 10.1) : Une machine syn-
chrone est instantanément observable si la pulsation angulaire ωO du vecteur
d’observabilité ΨO dans le repère synchrone est différente de celle du rotor
(ω) dans le repère stationnaire.

Remarque 10.4.1 Pour les machines synchrones à excitation hybride, où
le rotor bobiné contient des aimants permanents, la composante directe du
vecteur d’observabilité est ΨOd = L∆isd + Mf if + ψr, et la composante en
quadrature est ΨOq = σ∆L∆isq.
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α
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q

θ

Figure 10.1: Illustration du vecteur d’observabilité

Il est à noter que la composante directe du vecteur d’observabilité n’est
rien d’autre que le flux équivalent, qu’on a introduit dans le chapitre 5. De
plus, la composante en quadrature du vecteur d’observabilité est proportion-
nelle au courant iq, qui produit le couple. Ces résultats généralisent et cor-
rigent la littérature sur les conditions d’observabilité de la MSAP [Vaclavek
et al., 2013,Koteich et al., 2015b].

La figure 10.2 montre des exemples de vecteurs d’observabilité pour quel-
ques machines synchrones. L’étude détaillée de l’observabilité des MSAP et
MSRV est présentée dans le chapitre suivant.

10.4.2 Observabilité à vitesse nulle
Le fonctionnement à vitesse nulle est une situation critique pour la com-

mande sensorless des machines synchrones. L’observabilité de ces machines
à vitesse nulle peut être analysée avec la formulation du vecteur d’observa-
bilité : une machine synchrone est observable à vitesse nulle si le vecteur
d’observabilité tourne par rapport au repère dq. Donc, une solution pour ga-
rantir l’observabilité dans ce cas est de ‘bouger’ le vecteur d’observabilité.
Ceci est possible par injection d’une composante HF sur un des courants
de la machine. La technique d’injection HF est pratique et connue pour son
efficacité dans la commande sensorless.

La particularité de la MSRB, dans le domaine de la commande sensorless,
est son rotor : il est accessible à la commande et à la mesure. Contrairement
aux autres machines AC, le rotor de la MSRB fournit un degré de liberté
très utile. Nous bénéficions de cette particularité pour proposer d’injecter un
signal HF au rotor de la machine, à vitesse nulle, pour rétablir (ou garantir)
son observabilité.
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Figure 10.2: Exemples de vecteur d’observabilité pour des machines
synchrones

10.5 Résultats de simulation
Soit une MSRB ayant les paramètres suivants :

Rs = 0.01 Ω ; Ld = 0.8 mH ; Lq = 0.7 mH; (10.40)
Rf = 6.5 Ω ; Lf = 850 mH ; Mf = 5.7 mH (10.41)
J = 10−2kg.m2 ; p = 2 (10.42)

Cette machine est auto-pilotée, i.e. les courants d’axes d, q et f sont
régulés par des correcteurs de type proportionnel-intégral (PI). Les consignes
de courant sont :

i#d = 2 A ; i#q = 15 A ; i#f = 4 A (10.43)

On considère que le rotor de la machine est entrainé par un système méca-
nique qui lui impose le profil de vitesse montré par la figure 10.3. La figure
10.4 montre le comportement des courants dans les premières 500 ms de la
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Figure 10.3: Vitesse rotorique
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Figure 10.4: Courants dans le repère dq

simulation. La position réelle θ est utilisée pour le calcul des courants id et
iq à réguler.

Le but est d’examiner le comportement de l’observateur à vitesse nulle si
les courants id, iq et if sont constants, c.à.d. si la vitesse du vecteur d’observa-
bilité est nulle, égale à celle du rotor. Nous injectons, ensuite, une composante
HF dans le bobinage du rotor de façon à remplir la condition d’observabilité.
On s’attend donc à une bonne estimation avec l’injection HF.

Le modèle de la machine dans le repère αβ est utilisé pour la simulation
et un filtre de Kalman étendu est conçu pour l’observation. Les matrices de
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réglage sont choisies comme suit :

Q =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 200 0
0 0 0 0 5

 ; R =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (10.44)

10.5.1 Observation sans injection HF
La figure 10.5 montre les vitesses réelle et estimée si aucun signal HF

n’est injecté. La figure 10.6 montre les positions réelle et estimée. Il est clair
que le problème d’observabilité se pose plutôt pour la position. On remarque
que, dès que le rotor accélère, l’estimation de position converge vers sa valeur
réelle, et, dès que le rotor cesse de tourner, l’observateur perd la valeur de la
position réelle.
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Figure 10.5: Estimation de la vitesse rotorique sans injection HF

10.5.2 Observation avec injection HF
La composante HF est injectée au bobinage rotorique dans les intervalles

[1 s; 1.5 s] et [4.5 s; 5 s], à vitesse nulle. Dans notre simulation, cette compo-
sante est ajoutée à la consigne du courant if :

i#f = if0 + ifHF = If0 + IfHF sinωHF t (10.45)

avec

If0 = 4 A ; IfHF = 0.5 A ; ωHF = 2π.103 rd/s (10.46)
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Figure 10.6: Estimation de la position rotorique sans injection HF

La figure 10.7 montre le comportement des courants dans cette situation. On
remarque que la composante HF injectée au rotor induit une composante HF
sur le courant id, due à l’inductance mutuelle entre ces deux courants portés
par le même axe d.
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Figure 10.7: Courants dans le repère dq

La figure 10.8 montre que l’observateur converge, à vitesse nulle, vers
la vraie valeur de la position durant l’injection HF. Toutefois, la valeur de
la position estimée n’est pas égale à la valeur réelle de la position durant
l’injection HF : elle oscille autour de cette valeur à la fréquence du signal
injecté. De plus, la vitesse du vecteur d’observabilité dans le repère synchrone,
présentée dans la figure 10.9 sur l’intervalle [1 s; 1.5 s], oscille à la même
fréquence que le signal HF à partir du moment de l’injection. Ce qui confirme
nos conclusions.
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Figure 10.8: Estimation de la position rotorique avec injection HF
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Figure 10.9: Vitesse angulaire du vecteur d’observabilité

La figure 10.10 montre l’estimation de la vitesse avec injection HF. Pour
mieux examiner l’effet du signal HF sur l’estimation de la vitesse, on montre
dans la figure 10.11 l’erreur d’estimation de la vitesse avec et sans injection.
On remarque qu’une petite erreur statique apparaît sur l’estimation de la
vitesse durant l’injection.

10.5.3 Choix du signal HF
Dans ce paragraphe, nous examinons l’effet d’autres signaux d’injection

sur la qualité de l’estimation et sur le comportement de la machine (notam-
ment l’effet du signal sur le couple électromagnétique).

Nous testons en premier lieu un signal de même amplitude que celui du
paragraphe précédent, 0.5 A, mais de fréquence 50 Hz, pour examiner l’effet
de la fréquence. Même s’il s’agit d’un signal de moyenne fréquence, nous le
notons par abus de langage HF :

ifHF = 0.5 sin(2π.50t) A (10.47)

La figure 10.12 montre l’estimation de la position à vitesse nulle sur l’inter-
valle [0 s; 1.5 s] pour les deux fréquences 50 Hz et 1 kHz. Nous retrouvons
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Figure 10.10: Estimation de la vitesse rotorique avec injection HF

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−2

0

2

Temps(sec)

E
rr

ue
ur

 (
rd

/s
ec

)

 

 avec HF
sans HF

Figure 10.11: Erreur d’estimation de la vitesse rotorique

de nouveau que la position estimée oscille autour de la valeur réelle à la fré-
quence du signal injecté. De plus, l’amplitude de l’erreur d’estimation de la
position est plus grande si la fréquence du signal est plus faible. Ceci peut
être expliqué par la figure 10.13, qui montre les vecteurs d’observabilité cor-
respondant aux deux fréquences : à 50 Hz, le vecteur d’observabilité oscille
à une fréquence de 50 Hz et à une amplitude plus faible que celle du vecteur
d’observabilité à 1 kHz.

On rappelle qu’une faible amplitude de vitesse angulaire du vecteur d’ob-
servabilité est équivalente à une valeur plus proche de zéro du déterminant
de la matrice d’observabilité.

Pour analyser l’effet de l’amplitude du signal injecté, nous examinons un
troisième signal de fréquence 50 Hz et d’amplitude 2 A :

ifHF = 2 sin(2π.50t) A (10.48)

La figure 10.14 montre l’estimation de la position, avec injection des signaux
de même fréquence 50 Hz, et d’amplitude 0.5 A et 2 A. On remarque que
l’oscillation de la position estimée autour de la position réelle est d’amplitude
plus faible si l’amplitude du signal injectée est plus grande. Ce qui s’explique
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Figure 10.12: Estimation de la position rotorique à vitesse nulle avec
injection HF
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Figure 10.13: Vitesse angulaire du vecteur d’observabilité avec injection

par l’amplitude plus grande de la vitesse angulaire du vecteur d’observabilité
sur la figure 10.15.

Le gain en qualité d’estimation n’est pas gratuit. Il faut surveiller l’effet
du signal injecté sur la qualité du couple électromagnétique qui dépend des
courants. Une composante HF sur les courants introduit des ondulations sur
le couple (ripple de couple). La figure 10.16 montre le couple électromagné-
tique que produit la machine avec les trois signaux testés auparavant. On
remarque que les ondulations du couple sont plus importantes si la fréquence
du signal diminue et si son amplitude augmente. On a donc intérêt à injecter
des signaux à fréquences élevées et à faibles amplitudes, sachant que l’am-
plitude doit être suffisamment grande pour éloigner le déterminant de zéro,
et que la fréquence est limitée par la bande passante de la machine avec son
électronique d’alimentation.

En conclusion, le choix du signal HF à injecter est un compromis : un
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Figure 10.14: Estimation de la position rotorique à vitesse nulle avec
injection HF
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Figure 10.15: Vitesse angulaire du vecteur d’observabilité avec injection
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Figure 10.16: Couple électromagnétique
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signal d’amplitude plus grande assure une meilleure estimation de la position,
mais risque de générer des ondulations indésirables de couple, tandis qu’un
signal à fréquence plus élevée assure une meilleure estimation de la position,
mais augmente les pertes par courant de Foucault et par hystérésis, et risque
d’être filtré (invisible) par la machine.

10.6 Résultats expérimentaux
Dans ce paragraphe, nous examinons la validité des résultats de l’étude

d’observabilité sur un scénario expérimental. Les signaux sont acquis à partir
d’un banc d’essai de Renault, et sont traités sous Matlab/Simulink.

Les paramètres de la MSRB sont donnés, avec une incertitude importante,
par les équations (10.40) à (10.42). Les courants de la machine sont présentés
sur la figure 10.17 dans le repère dq, et le profil de vitesse imposé au rotor
(par un moteur commandé en vitesse) est présenté sur la figure 10.18. Ce
scénario nous permet de tester l’observabilité de la machine à vitesse nulle.

Les matrices de réglage du filtre de Kalman sont choisies comme suit :

Q =


1010 0 0 0 0

0 1010 0 0 0
0 0 0.02 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 10−8

 ; R =

108 0 0
0 108 0
0 0 1

 (10.49)

La période d’échantillonnage est Te = 10−4s.
La figure 10.19 montre les vitesses mesurée et estimée. L’erreur d’estima-

tion de la vitesse est présentée sur la figure 10.20. De même, la figure 10.21
montre les positions mesurée et estimée, et l’erreur d’estimation de la posi-
tion est montrée sur la figure 10.22. On remarque que l’erreur d’estimation de
la vitesse est autour de zéro à vitesse nulle (la mesure de vitesse est bruitée),
alors que l’erreur d’estimation de la position oscille autour de zéro à vitesse
nulle. Ceci peut être expliqué par la figure 10.23, qui montre la différence
entre la vitesse de rotation du vecteur d’observabilité et celle du rotor ; cette
valeur est l’image de la valeur du déterminant de la matrice d’observabilité.

Pour mieux analyser ces résultats, on montre les erreurs d’estimation sur
l’intervalle [5 s; 7 s] sur la figure 10.24 pour la vitesse et sur la figure 10.25
pour la position. De plus, l’image du déterminant sur le même intervalle est
donnée par la figure 10.26. On retrouve le même comportement que celui
observé en simulation : lorsque le déterminant s’annule, l’erreur d’estimation
de la position s’éloigne de zéro tandis que celle de la vitesse s’annule. De plus,
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si la valeur du déterminant oscille autour de zéro, l’erreur d’estimation de la
position oscille aussi autour de zéro suivant la même dynamique.

En conclusion, les résultats expérimentaux confortent l’étude théorique,
et le concept de vecteur d’observabilité paraît un outil utile pour l’analyse
des performances des techniques d’estimation à vitesse nulle.
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Figure 10.17: Courants de la machine dans le repère dq
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Figure 10.18: Mesure de la vitesse rotorique
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Figure 10.19: Estimation de la vitesse rotorique
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Figure 10.20: Erreur d’estimation de la vitesse rotorique
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Figure 10.21: Estimation de la position rotorique
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Figure 10.22: Erreur d’estimation de la position rotorique
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Figure 10.23: Différence entre la vitesse rotorique et celle du vecteur
d’observabilité - image de la valeur du déterminant de la matrice

d’observabilité

5 5.2 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7
−10

−5

0

5

10

Temps(sec)

E
rr

eu
r 

(r
d/

se
c)

Figure 10.24: Erreur d’estimation de la vitesse rotorique
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Figure 10.25: Erreur d’estimation de la position rotorique
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Figure 10.26: Différence entre la vitesse rotorique et celle du vecteur
d’observabilité - image de la valeur du déterminant de la matrice
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Chapitre 11

Observabilité des machines
synchrones sans balais

Ce chapitre étudie l’observabilité des machines synchrones sans balais
(en Anglais Brushless), i.e. les MSAP et MSRV. Ces machines possèdent
une structure et un modèle plus simples que ceux de la MSRB, à cause de
l’absence de la dynamique rotorique. Les seules mesures dont on dispose
pour ces machines sont les courants statoriques, et on cherche à reconstruire
la position et la vitesse du rotor à partir des mesures et des tensions d’entrée.

L’absence du bobinage au rotor pour les machines sans balais permet
d’estimer les variables mécaniques sans utiliser le modèle mécanique du rotor.
Il s’agit d’estimer les forces électromotrices (f.é.m.) qui reflètent la position
et la vitesse du rotor. Cette technique d’estimation est très utilisée dans la
littérature. L’observabilité des f.é.m. est donc étudiée pour ces machines.

En premier lieu, un intérêt particulier est donné à la MSAP à pôles lisses,
qui est largement utilisée et étudiée dans la littérature, mais qui souffre le
plus du problème d’observabilité. Pour cette machine, nous étudions l’obser-
vabilité du modèle électromécanique et celui des f.é.m. ; le problème d’obser-
vabilité à vitesse nulle est évoqué dans les deux cas.

Ensuite, nous étudions l’observabilité de la MSAP à pôles saillants : le
modèle électromécanique est d’abord examiné, et il est montré que cette ma-
chine peut être observable à vitesse nulle. De plus, nous étudions le modèle
de la f.é.m. étendue (f.é.m.é.) proposé par [Chen et al., 2003] pour les ma-
chines à pôles saillants (annexe C) ; il s’agit d’un modèle qui transforme la
MSAP à pôles saillants en une machine similaire à la MSAP-PL avec une
f.é.m. modifiée.

Finalement, l’observabilité de la MSRV est étudiée pour les deux mo-
dèles, électromécanique et f.é.m. : il est montré que cette machine peut être
observable à vitesse nulle.
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11.1 Observabilité de la MSAP-PL

La simplicité du modèle de la MSAP à pôles lisses facilite l’étude de
son observabilité, mais pose également un sévère problème d’observabilité à
vitesse nulle. Dans ce paragraphe nous étudions en détails les caractéristiques
de cette machine.

11.1.1 Observabilité du modèle électromécanique
Les équations d’état du modèle électromécanique de la MSAP à pôles

lisses sont (voir annexe B) :

disα
dt

= 1
Ls

(vsα −Rsisα + ωψr sin θ) (11.1)

disβ
dt

= 1
Ls

(vsβ −Rsisβ − ωψr cos θ) (11.2)

dω

dt
= p2

J
ψr(isβ cos θ − isα sin θ)− p

J
Cr (11.3)

dθ

dt
= ω (11.4)

Il s’agit d’un modèle facile à étudier, sa matrice d’observabilité peut être
calculée avec des dérivées de la sortie jusqu’à l’ordre 3 (n = 4). Dans la suite,
nous construisons une sous-matrice d’observabilité pour chaque ordre de dé-
rivée. Sans perte de généralité, on peut toujours prendre les deux premières
lignes de la matrice d’observabilité, qui correspondent à la sortie y, avec deux
autres lignes qui correspondent à la dérivée de même ordre de la sortie. On
obtient alors 3 sous-matrices à étudier :

Oy1 = ∂

∂x

[
y
ẏ

]
; Oy2 = ∂

∂x

[
y
ÿ

]
; Oy3 = ∂

∂x

[
y
y(3)

]
(11.5)

Dérivée première

La sous-matrice formée par les 4 premières lignes de la matrice d’obser-
vabilité est :

Oy1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
−Rs
Ls

0 ψr
Ls

sin θ ψr
Ls
ω cos θ

0 −Rs
Ls
−ψr
Ls

cos θ ψr
Ls
ω sin θ

 (11.6)
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11.1 Observabilité de la MSAP-PL

Son déterminant est :

∆y1 = ψ2
r

L2
s

ω (11.7)

Le déterminant ∆y1 s’annule à vitesse nulle. L’observabilité n’est pas garantie
dans ce cas. Nous examinons donc la dérivée seconde de la sortie.

Dérivée seconde

Le déterminant de la sous-matrice formée par les 1ère, 2ème, 5ème et 6ème

lignes de la matrice d’observabilité est (les courants et les flux seront exprimés
dans le repère dq) :

∆y2 =
[(

2ω2 +
(
Rs

Ls

)2
+ p2

2J ψrisd
)
ω − R

Ls

dω

dt

]
ψ2
r

L2
s

(11.8)

A vitesse nulle, ce déterminant devient :

∆y2|ω=0 = −ψ
2
r

L2
s

Rs

Ls

dω

dt
(11.9)

Donc, la MSAP à pôles lisses est observable à vitesse nulle si l’accéleration
est non nulle. Nous examinons dans la suite la dérivée troisième de la sortie
à accélération nulle.

Dérivée troisième

En remplacant les conditions qui annulent le déterminant ∆y2 dans l’ex-
pression du déterminant ∆y3 de la matrice Oy3, on obtient :

∆y3|ω=0;ω̇=0 = ψ2
r

L2
s

((
Rs

Ls

)2
− p2

J

ψr
Ls
ψsd

)
d2ω

dt2
(11.10)

où, sous l’hypothèse d’un couple résistant (Cr) constant, on a :

d2ω

dt2
= p2

J
ψr
disq
dt

(11.11)

L’équation (11.10) implique qu’il est possible de rétablir l’observabilité à
vitesse et accélération nulles si la dérivée de l’accélération est non nulle.
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Vitesse identiquement nulle

A partir de l’étude ci-dessus, il est clair que si la vitesse est identiquement
nulle, l’observabilité instantanée n’est pas garantie. En effet, à vitesse iden-
tiquement nulle, la matrice d’observabilité s’écrit comme suit [Zaltni et al.,
2010] :

Oy|ω≡0 =



1 0 0 0
0 1 0 0
−Rs
Ls

0 ψr
Ls

sin θ 0
0 −Rs

Ls
−ψr
Ls

cos θ 0
(−Rs

Ls
)2 0 −Rs

Ls

ψr
Ls

sin θ 0
0 (−Rs

Ls
)2 Rs

Ls

ψr
Ls

cos θ 0
(−Rs

Ls
)3 0 (−Rs

Ls
)2 ψr
Ls

sin θ 0
0 (−Rs

Ls
)3 −(−Rs

Ls
)2 ψr
Ls

cos θ 0


(11.12)

La forme de la matrice d’observabilité montre qu’une relation de récurrence
peut être obtenue comme suit :

∂

∂x
Lkfh = −Rs

Ls

∂

∂x
Lk−1
f h|ω≡0 (11.13)

Même si on calcule les dérivées d’ordres plus élevées il n’y aura aucune possi-
bilité pour reconstruire la position. Physiquement parlant, si le rotor (cylin-
drique) à pôles lisses et à aimants permanents est fixe par rapport au bobi-
nage statorique, il n’aura aucun effet sur les phénomènes électromagnétiques
du rotor, quelle que soit la position du rotor. Néanmoins, la présence d’une
saillance crée une anisotropie magnétique qui entraîne un changement des
inductances statoriques en fonction de la position du rotor. Donc la situation
où la vitesse est identiquement nulle est une singularité pour l’observabi-
lité de la MSAP à pôles lisses, si on se contente du modèle de l’excitation
fondamentale.

Pour pallier à ce problème, plusieurs solutions existent dans la littérature.
Dans les travaux de [Abry et al., 2011,Zgorski, 2013], il est proposé d’injecter
une composante HF dans les phases statoriques, de façon à faire bouger le
rotor (vitesse non nulle) ; la composante HF est injectée à la phase d̂ faisant
un angle θ̂ avec le repère du stator (figure 11.1), cette composante n’a un
effet sur le couple que si l’erreur d’estimation θ̃ = θ̂ − θ est non nulle. Si la
composante injectée est :

v
d̂HF

= VHF cos(ωHF t) (11.14)
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11.1 Observabilité de la MSAP-PL

Sa transformée dans le repère dq est :

vdHF = VHF cos(ωHF t) cos θ̃ (11.15)
vqHF = VHF cos(ωHF t) sin θ̃ (11.16)

Si l’erreur θ̃ est nulle, aucune tension ne sera injectée sur l’axe q qui génère le
couple, et la machine ne vibre pas. Rappelons que le couple de cette machine
s’écrit dans le repère dq de la manière suivante :

Cm = 3p
2 ψrisq (11.17)

α

β

d̂

q̂

d

q

θθ̂

θ̃

Repère diphasé lié au stator
Repère diphasé lié à la position du rotor
Repère diphasé lié à la position estimée

Figure 11.1: Repère d̂q̂ dans lequel la composante HF est injectée

L’étude d’observabilité du modèle HF de la machine mène au déterminant
suivant :

∆y1 = ψ2
r

L2
s

ω − ψr
L2
s

V
d̂

cos(ωHF t) sin θ̃ (11.18)

Ce déterminant ne s’annule à vitesse nulle que si l’erreur d’estimation de la
position est nulle. Donc il suffit d’injecter une tension HF sur le repère d̂
pour garantir l’observabilité locale de la machine.

Une autre solution, proposée dans [Scaglione et al., 2011,Scaglione et al.,
2012], consiste à augmenter le vecteur de sortie, en y ajoutant un signal
dépendant de la position. Ce signal, noté g(θ), se trouve dans les boucles
hystérésis du stator et peut être approximé par une fonction affine de la
position. La position est donc observable par cette sortie.
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11.1.2 Observabilité des F.É.M.
Le modèle d’état des f.é.m. de la MSAP-PL, dans le repère αβ, s’écrit

comme suit 1 (voir les équations (C.1) et (C.2) dans l’annexe C) :
dI
dt

= 1
Ls

(V −RsI − E) (11.19)

dE
dt

= ωJ2E (11.20)

où E est le vecteur des f.é.m. induites dans les enroulements statoriques :

E =
[
esα
esβ

]
=
[
−ωψr sin θ
ωψr cos θ

]
(11.21)

A partir de l’équation (11.21) , on peut déduire la position et la vitesse
rotoriques comme suit :

θ = arctan
(
−esα
esβ

)
(11.22)

ω = 1
ψr

√
e2
sα + e2

sβ (11.23)

Le modèle (11.19) (11.20) est sous forme linéaire à paramètres variables
(LPV), ses matrices d’état et de sortie sont :

A(ω) =


−Rs
Ls

0 − 1
Ls

0
0 −Rs

Ls
0 − 1

Ls

0 0 0 −ω
0 0 ω 0

 ; C =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
(11.24)

On peut appliquer le critère de Kalman pour l’étude d’observabilité. Les 4
premières lignes de la matrice d’observabilité sont :

Oy1 =
[

C
CA

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
−Rs
Ls

0 − 1
Ls

0
0 −Rs

Ls
0 − 1

Ls

 (11.25)

Le déterminant de la matrice Oy1 est :

∆y1 = 1
L2
s

(11.26)

Le système est donc observable quelle que soit la vitesse. Cependant, à vitesse
nulle les f.é.m. sont nulles (voir équation (11.21)), en conséquence, la position
est indéterminée (inobservable) dans ce cas (équation (11.22)). On retrouve
le même problème d’observabilité à vitesse nulle.

1. Vu que le système étudié est purement électrique, la vitesse est considérée constante,
i.e. sa variation est relativement très lente.
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11.2 Observabilité de la MSAP-PS
Le modèle de la MSAP à pôles saillants est fortement non linéaire en

comparaison avec celui de la MSAP-PL. Les travaux sur l’observabilité de
cette machine dans la littérature ne nous semblent pas satisfaisants [Zaltni
et al., 2010, Vaclavek et al., 2013, Koteich et al., 2015b]. Le but de l’étude
ci-dessous est de donner une formulation claire et pratique des conditions
d’observabilité de cette machine.

11.2.1 Modèle électromécanique
Le modèle d’état électromécanique de la MSAP à pôles saillants, dans le

repère αβ, s’écrit comme suit (se référer à l’annexe B) :

dI
dt

= −L−1ReqI − ψrL−1C ′(θ)ω + L−1V

dω

dt
= p

J
Cm −

p

J
Cr

dθ

dt
= ω

(11.27)

avec :

Req = R + ω
∂L

∂θ
(11.28)

où

R =
[
Rs 0
0 Rs

]
; L =

[
L0 + L2 cos 2θ L2 sin 2θ
L2 sin 2θ L0 − L2 cos 2θ

]
(11.29)

et

C(θ) =
[
cos θ
sin θ

]
; C ′(θ) = ∂C(θ)

∂θ
=
[
− sin θ
cos θ

]
(11.30)

Le couple moteur est donné par :

Cm = pψr(isβ cos θ − isα sin θ)
−pL2

[
(i2sα − i2sβ) sin 2θ − 2isαisβ cos 2θ

]
(11.31)

La sous-matrice d’observabilité construite à partir de la sortie y = I et
de sa dérivée première est :

Oy1 = ∂(y, ẏ)
∂x

=
[

I2 O2×1 O2×1
∂
∂I

(
dI
dt

)
∂
∂ω

(
dI
dt

)
∂
∂θ

(
dI
dt

)] (11.32)
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avec
∂

∂I

(
dI
dt

)
= −L−1Req

∂

∂ω

(
dI
dt

)
= −L−1 (L′I + ψrC ′(θ)) (11.33)

∂

∂θ

(
dI
dt

)
= (L−1)′LdI

dt
− L−1 (L′′I − ψrC(θ))ω

Son déterminant, exprimé dans le repère tournant, est :

∆y1 = 1
LdLq

[
(L∆isd + ψr)2 + L2

∆i
2
sq

]
ω

+ 1
LdLq

[
L∆

disd
dt

L∆isq − (L∆isd + ψr)L∆
disq
dt

]
(11.34)

Ce déterminant s’annule si :

ω =
(L∆isd + ψr)L∆

disq
dt
− L∆

disd
dt
L∆isq

(L∆isd + ψr)2 + L2
∆i

2
sq

= d

dt
arctan L∆isq

L∆isd + ψr
(11.35)

Cette dernière équation définit un vecteur d’observabilité ΨO :

ΨOd = L∆isd + ψr (11.36)
ΨOq = L∆isq (11.37)

On retrouve ainsi la formulation de la condition d’observabilité du chapitre
précédent. A vitesse nulle, la seule possibilité d’injection d’une composante
HF, pour la MSAP, est l’injection statorique.

11.2.2 Observabilité des F.E.M. étendues
Le vecteur f.é.m. de la MSAP à pôles saillants s’écrit comme suit :

E = ω (L′(θ) + ψrC ′(θ)) (11.38)

Il est clair qu’on ne peut pas extraire la position à partir de l’expression
précédente, comme on l’a fait pour la MSAP à pôles lisses. Néanmoins, les
auteurs de [Chen et al., 2003] proposent un autre modèle électrique de la
machine à pôles saillants, qui fait apparaître une f.é.m. étendue similaire à
la f.é.m. de la machine à pôles lisses. Ce modèle s’écrit comme suit :

dI
dt

= 1
Ld

(
V −Re

eqI − Ee
)

(11.39)
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11.2 Observabilité de la MSAP-PS

avec

Re
eq = RsI2 − ωL∆J2 =

[
Rs ωL∆
−ωL∆ Rs

]
(11.40)

et Ee désigne le vecteur des f.é.m. étendues (f.é.m.é.) :

Ee =
[
eesα eesβ

]T
=
(
ω(L∆isd + ψr)− L∆

disq
dt

)[
− sin θ
cos θ

]
(11.41)

Ce modèle décrit une machine à pôles lisses équivalente, avec une f.é.m.
modifiée. L’avantage de ce modèle est la possibilité d’estimer la position et
la vitesse du champ tournant à partir des f.é.m.é. comme suit :

θ = arctan
(
−e

e
sα

eesβ

)
(11.42)

ω = 1
L∆isd + ψr

√
eesα

2 + eesβ
2 (11.43)

en négligeant pour (11.43) le terme disq/dt. Les détails sur la modélisation
par f.é.m. étendue sont présentés dans l’annexe C.

Soit le système d’état défini par :

x =
[
IT EeT

]T
; u = V ; y = I (11.44)

Le modèle d’état de la MSAP à pôles saillants s’écrit alors sous la forme 2 (la
vitesse est supposée constante) :

dI
dt

= 1
Ld

(
V −Re

eqI − Ee
)

(11.45)

dEe

dt
= ωJ2Ee + L∆

(
ω
disd
dt
− d2isq

dt2

)[
− sin θ
cos θ

]
(11.46)

où on peut considérer que les courants isd et isq sont constants, donc que le
deuxième terme dans le deuxième membre de (11.46) est nul. Toutefois, les
résultats ci-dessous sont indépendants de la dynamique des f.é.m.

La sous-matrice d’observabilité construite à partir de la sortie et de sa
dérivée première est :

Oy1 =
[

I2 O2×2
− 1
Ld
Re
eq − 1

Ld
I2

]
(11.47)

2. Remarquons que pour L∆ = 0 nous retrouvons le modèle de la MSAP à pôles lisses.
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Le déterminant de cette matrice est :

∆y1 = − 1
L2
d

(11.48)

Ce déterminant est non nul quelles que soient la position et la vitesse ; on n’a
pas besoin d’examiner les dérivées d’ordre supérieur. Donc les f.é.m.é. sont
observables, comme les f.é.m. de la machine à PL. En revanche, à vitesse
nulle, la position peut être déterminée si les f.é.m.é. sont non nulles (équations
(11.41) et (11.42)), ceci est possible si le courant isq n’est pas constant. Dans
ce cas, l’expression algébrique différentielle de la position, qui s’écrit sous la
forme :

θ = arctan
−vsα −Rsisα − Ld disαdt − ωL∆isβ

vsβ −Rsisβ − Ld disβdt + ωL∆isα

 (11.49)

n’est pas indéterminée à vitesse nulle [Koteich et al., 2015a]. Ce résultat
est en cohérence avec celui de l’observabilité du modèle électromécanique ;
contrairement à la MSAP-PL, la MSAP à pôles saillants peut être observable
à vitesse nulle.

11.3 Observabilité de la MSRV
Le modèle d’état de la MSRV dans le repère αβ s’écrit comme suit :
dI
dt

= −L−1ReqI + L−1V

dω

dt
= p

J
Cm −

p

J
Cr

dθ

dt
= ω

(11.50)

Req est donnée par l’équation (11.28), avec :

R =
[
Rs 0
0 Rs

]
; L =

[
L0 + L2 cos 2θ L2 sin 2θ
L2 sin 2θ L0 − L2 cos 2θ

]
(11.51)

Le couple moteur est donné par :
Cm = pL2

[
2isαisβ cos 2θ − (i2sα − i2sβ) sin 2θ

]
(11.52)

La sous-matrice formée par les 4 premières lignes de la matrice d’obser-
vabilité est :

Oy1 = ∂(y, ẏ)
∂x

=

 I2 O2×1 O2×1

−L−1Req −L−1L′I L−1
′
LdI
dt
− L−1L′′ωI

 (11.53)
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Son déterminant est le suivant :

∆y1 = L2
∆

LdLq

[(
i2sd + i2sq

)
ω + disd

dt
isq − isd

disq
dt

]
(11.54)

La condition d’observabilité ∆y1 6= 0 donne :

ω 6= 1
i2sd + i2sq

(
isd
disq
dt
− isq

disd
dt

)
(11.55)

on note que :

1
i2sd + i2sq

(
isd
disq
dt
− isq

disd
dt

)
= d

dt
arctan

(
isq
isd

)
(11.56)

Cela signifie que le vecteur courant dans le repère dq ne doit pas tourner
à la même vitesse électrique que le rotor. Ce résultat est inclus dans le rai-
sonnement par le vecteur d’observabilité présenté dans le chapitre précédent.

Finalement, nous étudions l’observabilité de la f.é.m.é. pour la MSRV.
L’expression du vecteur f.é.m.é. pour cette machine est :

Ee =
[
eesα eesβ

]T
= L∆

(
ωisd −

disq
dt

)
C ′(θ) (11.57)

Le modèle de la machine peut être écrit avec ce vecteur comme suit :

dI
dt

= 1
Ld

(
V −Re

eqI − Ee
)

(11.58)

dEe

dt
= ωJ2Ee + L∆

(
ω
disd
dt
− d2isq

dt2

)
C ′(θ) (11.59)

La position et la vitesse du champ tournant s’en déduisent de la manière
suivante :

θ = arctan
(
−e

e
sα

eesβ

)
(11.60)

ω = 1
L∆isd

√
eesα

2 + eesβ
2 (11.61)

Suivant le même raisonnement que celui pour la MSAP, on établit que la
MSRV peut être observable à vitesse nulle si le courant isq n’est pas constant.
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Chapitre 12

Conclusions sur l’observabilité
des machines AC

Dans cette partie, l’observabilité des machines électriques a été étudiée
en vue de la commande sensorless.

L’étude d’observabilité des machines DC montre qu’il faut que le champ
inducteur soit non nul pour assurer l’observabilité de la vitesse et l’identifia-
bilité du couple résistant.

Concernant la machine asynchrone, les résultats de l’étude d’observabili-
té/identifiabilité sont résumés ci-dessous :

— Les flux rotoriques sont observables par mesure des courants stato-
riques et vitesse rotorique.

— Le couple résistant est identifiable par mesure des courants statoriques
et vitesse rotorique.

— Les flux rotoriques, la vitesse et le couple résistant sont observables par
mesure des courants statoriques si la fréquence des tensions d’entrée
est non nulle.

— Les flux rotoriques, la vitesse et le couple résistant sont observables par
mesure des courants statoriques à fréquence ωs = 0 si l’accélération
du rotor est non nulle.

L’étude d’observabilité des machines synchrones a été faite avec une ap-
proche générale, où la machine synchrone à rotor bobiné généralise les autres
machines. Cette étude a abouti à la définition d’un vecteur d’observabilité,
qui permet d’unifier le raisonnement sur l’observabilité des machines syn-
chrones. On a vu que les machines à pôles saillants peuvent être observables
à vitesse nulle. Le problème d’observabilité à vitesse nulle se pose le plus
pour la machine synchrone à aimant permanent à pôles lisses, pour laquelle
une étude détaillée a été présentée.

Une des contributions les plus importantes de cette partie est l’étude de
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la machine synchrone à rotor bobiné. Nous suggérons pour la suite de ces
travaux d’étudier la dynamique du courant if en détail ; nous croyons qu’elle
est riche en information. Cette étude sera spécifique pour la MSRB et il ne
sera pas possible de la généraliser pour les autres machines synchrones.

Plusieurs techniques sont proposées dans la littérature pour contourner
le problème d’observabilité dans les zones de fonctionnement critiques, on en
cite quelques unes :

— commutation de l’observateur en mode estimateur [Ghanes, 2005] ;
— injection d’un signal HF à l’entrée pour rendre le déterminant non

nul [Zgorski, 2013] ;
— changement simultané de la fréquence d’alimentation et des consignes

de flux de façon à fournir le couple demandé en évitant les faibles
fréquences d’alimentation [Lefebvre et al., 2015].

Un exemple sur l’identifiabilité des paramètres de la machine a été pré-
senté dans cette partie, où l’identifiabilité de la constante de temps rotorique
d’une machine asynchrone a été étudiée. Toutefois, cette étude peut être
appliquée pour d’autres paramètres, mais ce sera hors du cadre de la com-
mande sensorless. Des travaux sur ce sujet se trouvent dans [Glumineau et
de Leon Morales, 2015,Marino et al., 2010].

154



Conclusion Générale

Dans ce rapport, nous avons traité de la modélisation et de l’observabilité
des machines électriques, en vue de la commande sans capteur mécanique.

Synthèse
La modélisation des machines à courant alternatif a été présentée avec une

approche générale, de façon à avoir une vision plus large sur les propriétés des
modèles des différentes machines : asynchrone et synchrones à rotor bobiné, à
aimants permanents et à réluctance variable. Ce qui nous a permis de définir
un modèle unifié, inspiré du modèle simple de la machine synchrone à aimants
permanents à pôles lisses, en introduisant le concept de flux équivalent qui
généralise le flux des aimants permanents.

Le deuxième volet de cette thèse est l’étude d’observabilité des machines
électriques. Là aussi, l’approche générale de l’étude nous a conduit à la défini-
tion d’un nouveau concept, le vecteur d’observabilité, qui permet de formuler
une condition d’observabilité unifiée pour les machines synchrones.

La théorie de l’observabilité locale, appliquée dans ce travail, a fourni
des conditions faciles à interpréter et à vérifier en temps-réel. En effet, les
conditions d’observabilité formulées dans la deuxième partie de ce rapport
montrent une liaison avec les phénomènes physiques dans les machines, et
leur validité a été confirmée par des simulations et à partir de données expé-
rimentales, d’où la pertinence des résultats.

Perspectives à court terme
Nous avons montré, dans la première partie de ce rapport, que le mo-

dèle unifié proposé pour les machines à courant alternatif permet de définir
une structure unifiée pour l’estimation du couple électromagnétique et de
la position et de la vitesse du rotor. Nous avons ainsi fait le lien avec des
observateurs, qui existent déjà dans la littérature, conçus pour la commande
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sensorless de certaines machines à courant alternatif, chacune à part. Il se-
rait intéressant de concevoir un observateur unifié pour les machines AC, i.e.
chercher un terme de correction qui pourrait stabiliser la structure unifiée
d’estimation pour toutes les machines. Ceci pourrait être réalisable par la
théorie des observateurs (par des approches Luenberger et/ou de Lyapunov),
mais rien ne nous empêche d’examiner d’autres outils, tel que l’intelligence
artificielle ou les filtres numériques, pour compenser l’erreur d’estimation.

Les conditions d’observabilité montrent qu’il n’est pas évident de sta-
biliser la commande avec observateur d’une machine à courant alternatif à
vitesse nulle ou à faible fréquence d’alimentation. Nous croyons que la for-
mulation de ces conditions permet de concevoir des stratégies optimisées qui
assurent l’observabilité des machines dans les régimes de fonctionnement cri-
tiques. L’étude du vecteur d’observabilité en simulation, avec injection des
signaux haute fréquence, et les résultats expérimentaux favorisent cette voie
de recherche.

La théorie de l’observabilité locale semble utile pour l’étude de l’identifia-
bilité de certains paramètres d’une machine électrique, comme nous l’avons
montré pour la constante de temps rotorique d’une machine à induction. Il est
envisageable d’étudier l’identifiabilité d’autres paramètres pertinents pour la
commande des machines électrique, tels que le flux de l’aimant permanent
d’une machine synchrone à aimants permanents, ce qui permet de détecter
la démagnétisation. L’étude de l’identifiabilité de la résistance statorique est
aussi particulièrement intéressante, pour assurer une meilleure estimation des
flux statoriques par la relation : ψs =

∫
(vs −Rsis).

Perspectives à long terme
Les travaux de cette thèse nous ouvrent de nouveaux volets dans le do-

maine des machines électriques. Bien que les modèles des machines traitées le
long de ce rapport soient non saturés, nous recommandons d’étendre l’étude
d’observabilité à des modèles plus sophistiqués en tenant compte de la sa-
turation du circuit magnétique. De plus, on suggère de se servir de l’étude
d’observabilité lors de la conception des machines électriques, et de chercher
à concevoir des machines qui soient intrinsèquement sensorless.

Finalement, un observateur unifié, fondé sur le concept du flux équivalent,
pourrait être combiné avec une technique d’injection de signaux haute - fré-
quence (dans le cas des machines à pôles saillants), ce qui peut aboutir à un
observateur hybride qui fonctionne sur toute la plage de vitesse : à faibles
vitesses on utilise l’injection et à grande vitesse on utilise l’observateur.
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Annexe A

Mise en équation des machines
à courant continu

La figure A.1 montre le schéma d’une machine DC à excitation séparée.

va

Ra
ia

La

e
vf

Rf

if

Lf

Tm ω Tr

J

Figure A.1: Représentation schématique d’une machine à courant continu

A.1 Machine à excitation séparée
Les équations de la machine DC à excitation séparée sont :

vf = Rf if + Lf
dif
dt

(A.1)

va = Raia + La
dia
dt

+ e (A.2)

J
dΩ
dt

= Cm − Cr − fvΩ (A.3)
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avec

e = K if Ω (A.4)
Cm = K if ia (A.5)

A.2 Machine à aimant permanent
Dans une machine DC à aimant permanent, le bobinage inducteur est

remplacé par un aimant de flux ψ. Les équations de cette machine s’écrivent :

va = Raia + La
dia
dt

+ e (A.6)

J
dΩ
dt

= Cm − Cr − fvΩ (A.7)

avec

e = Ke Ω (A.8)
Cm = Ke ia (A.9)
Ke = Kψ (A.10)

A.3 Machine à excitation série
Les circuits induit et inducteur sont montés en série, ils constituent en-

semble un circuit avec une résistance Ra + Rf et une inductance La + Lf ,
soumis à la tension v et parcouru par un courant i. Les équations de la
machine DC série sont :

v = (Ra +Rf )i+ (La + Lf )
di

dt
+ e (A.11)

J
dΩ
dt

= Cm − Cr − fvΩ (A.12)

avec

e = K i Ω (A.13)
Cm = K i2 (A.14)

A.4 Machine à excitation shunt
Les équations de la machine DC à excitation shunt sont les mêmes que

celles de la machine DC à excitation séparée avec vf = va = v, car les circuits
induit et inducteur sont montés en parallèle.
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Annexe B

Modèles des machines
synchrones sans balais

Dans cette annexe, on présente les modèles des machines synchrones sans
balais, i.e. à aimants permanents et à réluctance variable. Rappelons les no-
tations suivantes (xy désigne le repère αβ ou dq) :

Isxy =
[
isx isy

]T
; Vsxy =

[
vsx vsy

]T
; Ψsxy =

[
ψsx ψsy

]T
(B.1)

B.1 MSAP à pôles saillants
La figure B.1 montre la représentation schématique d’une MSAP à pôles

saillants dans les deux repères αβ et dq.

Repère αβ
Soient :

Lsαβ(θ) =
[
L0 + L2 cos 2θ L2 sin 2θ
L2 sin 2θ L0 − L2 cos 2θ

]
; C(θ) =

[
cos θ
sin θ

]
(B.2)

Équations magnétiques
Ψsαβ = Lsαβ(θ)Isαβ + ψrC(θ) (B.3)

Équations électriques

Vsαβ = RsIsαβ + dΨsαβ

dt
(B.4)

= RsIsαβ + Lsαβ(θ)dIsαβ
dt

+ ω

(
dLsαβ(θ)

dθ
Isαβ + ψr

dC(θ)
dθ

)
(B.5)
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vα

vβ

d

d

θ

α

β

(a) Repère statorique αβ

vd

vq

d

d

θ

α

β

(b) Repère rotorique dq

Figure B.1: Représentation schématique d’une MSAP à pôles saillants

Couple électromagnétique

Cm = p

(
1
2I

T
sαβ

∂Lsαβ(θ)
∂θ

Isαβ + ψr
∂C(θ)T
∂θ

Isαβ
)

(B.6)

= p
[
ψr(isβ cos θ − isα sin θ)− L2

(
(i2sα − i2sβ) sin 2θ − 2isαisβ cos 2θ

)]

Repère dq

Équations magnétiques

Ψsdq =
[
Ld 0
0 Lq

]
Isdq +

[
ψr
0

]
(B.7)

Équations électriques

Vsdq = RsIsdq + dΨsdq

dt
+ ωJ2Ψsdq (B.8)

vsd = Rsisd + Ld
disd
dt
− ωLqisq (B.9)

vsq = Rsisq + Lq
disq
dt

+ ω (Ldisd + ψr) (B.10)

Couple électromagnétique

Cm = pITsdqJ2Ψsdq = p [(Ld − Lq)isd + ψr] isq (B.11)
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B.2 MSAP à pôles lisses

La figure B.2 montre la représentation schématique d’une MSAP à pôles
lisses dans les deux repères αβ et dq.

vα

vβ

d

d

θ

α

β

(a) Repère statorique αβ

vd

vq

d

d

θ

α

β

(b) Repère rotorique dq

Figure B.2: Représentation schématique d’une MSAP à pôles lisses

Repère αβ

Soient :

Lsαβ =
[
Ls 0
0 Ls

]
; C(θ) =

[
cos θ
sin θ

]
(B.12)

Équations magnétiques

Ψsαβ = LsαβIsαβ + ψrC(θ) (B.13)
ψsα = Lsisα + ψr cos θ (B.14)
ψsβ = Lsisβ + ψr sin θ (B.15)
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Équations électriques

Vsαβ = RsIsαβ + dΨsαβ

dt
(B.16)

= RsIsαβ + Lsαβ
dIsαβ
dt

+ ωψr
dC(θ)
dθ

(B.17)

vsα = Rsisα + Ls
disα
dt
− ωψr sin θ (B.18)

vsβ = Rsisβ + Ls
disβ
dt

+ ωψr cos θ (B.19)

Couple électromagnétique

Cm = p

(
ψr
∂C(θ)T
∂θ

Isαβ
)

= pψr(isβ cos θ − isα sin θ) (B.20)

Repère dq

Équations magnétiques

Ψsdq =
[
Ls 0
0 Ls

]
Isdq +

[
ψr
0

]
(B.21)

Équations électriques

Vsdq = RsIsdq + dΨsdq

dt
+ ωJ2Ψsdq (B.22)

vsd = Rsisd + Ls
disd
dt
− ωLsisq (B.23)

vsq = Rsisq + Ls
disq
dt

+ ω (Lsisd + ψr) (B.24)

Couple électromagnétique

Cm = pITsdqJ2Ψsdq = pψrisq (B.25)

B.3 MSRV
La figure B.3 montre la représentation schématique d’une MSRV dans les

deux repères αβ et dq.
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(a) Repère statorique αβ
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(b) Repère rotorique dq

Figure B.3: Représentation schématique d’une MSRV

Repère αβ
Soit :

Lsαβ(θ) =
[
L0 + L2 cos 2θ L2 sin 2θ
L2 sin 2θ L0 − L2 cos 2θ

]
(B.26)

Équations magnétiques

Ψsαβ = Lsαβ(θ)Isαβ (B.27)

Équations électriques

Vsαβ = RsIsαβ + dΨsαβ

dt
(B.28)

= RsIsαβ + Lsαβ(θ)dIsαβ
dt

+ ω
dLsαβ(θ)

dθ
Isαβ (B.29)

Couple électromagnétique

Cm = p
1
2I

T
sαβ

∂Lsαβ(θ)
∂θ

Isαβ (B.30)

= pL2
[
2isαisβ cos 2θ − (i2sα − i2sβ) sin 2θ

]
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Repère dq

Équations magnétiques

Ψsdq =
[
Ld 0
0 Lq

]
Isdq (B.31)

Équations électriques

Vsdq = RsIsdq + dΨsdq

dt
+ ωJ2Ψsdq (B.32)

vsd = Rsisd + Ld
disd
dt
− ωLqisq (B.33)

vsq = Rsisq + Lq
disq
dt

+ ωLdisd (B.34)

Couple électromagnétique

Cm = pITsdqJ2Ψsdq = p(Ld − Lq)isdisq (B.35)
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Annexe C

Concept de f.é.m. étendue pour
les machines synchrones

Le concept de FEM étendue a été introduit par [Chen et al., 2000,Chen
et al., 2003]. Il consiste à transformer le modèle de la MSAP à pôles saillants
en un modèle d’une machine équivalente à pôles lisses, avec une f.é.m. mo-
difiée (étendue). Le but est de pouvoir estimer la position et la vitesse du
rotor à partir de la f.é.m.é. d’une manière similaire à la MSAP à pôles lisses.
Plusieurs travaux proposent d’estimer la position rotorique, pour la com-
mande sensorless, à partir de la f.é.m.é. [Morimoto et al., 2002,Sayeef et al.,
2010,Akrad et al., 2011].

C.1 MSAP à pôles lisses
Le modèle de la MSAP-PL dans le repère αβ est :[

vsα
vsβ

]
= Rs

[
isα
isβ

]
+ Ls

d

dt

[
isα
isβ

]
+
[
esα
esβ

]
(C.1)

avec [
esα
esβ

]
= ωψr

[
− sin(θ)

cos θ

]
(C.2)

On transpose l’équation précédente dans le domaine de Laplace, on obtient :

v(s) = Rsi(s)︸ ︷︷ ︸
A

+ sLsi(s)︸ ︷︷ ︸
B

+ e(s)︸ ︷︷ ︸
C

(C.3)

Le diagramme vectoriel associé à cette dernière équation est présenté dans la
figure C.1a. Il est possible d’estimer la position du rotor θ à partir des f.é.m.
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(vecteur C). A partir de l’expression (C.2), on tire :

θ = arctan
(
−esα
esβ

)
(C.4)

ω = 1
ψr

√
e2
sα + e2

sβ (C.5)

α

β

A

B

C

(a) Vecteur f.é.m.

α

β

A

B

X
Y

D
C

(b) Vecteur f.é.m. étendue

Figure C.1: Diagramme vectoriel de la MSAP (a) à pôles lisses et (b) à
pôles saillants.

C.2 MSAP à pôles saillants
L’équation de tension pour la MSAP à pôles saillants s’écrit dans le repère

αβ comme suit :[
vsα
vsβ

]
= Rs

[
isα
isβ

]
+ Lsαβ(θ) d

dt

[
isα
isβ

]
+
[
esα
esβ

]
+ ω

dLsαβ(θ)
dθ

[
isα
isβ

]
(C.6)

Cette dernière équation est équivalente à la suivante, dans le domaine de
Laplace :

v(s) = Rsi(s)︸ ︷︷ ︸
A

+ sL0i(s)︸ ︷︷ ︸
B

+ e(s)︸ ︷︷ ︸
C

+ sωLsαβ2(θ)i(s)︸ ︷︷ ︸
D

(C.7)

Le diagramme vectoriel associé à cette machine est présenté dans la figure
C.1b. Il est clair que l’estimation de la position θ à partir des f.é.m. n’est pas
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facile dans ce cas, vue la présence de la matrice Lsαβ2 qui est une fonction de
2θ. On cherche alors à écrire les équations de la MSAP-PS de façon à avoir
un modèle d’une machine à pôles lisses en modifiant les f.é.m.

Rappelons le modèle d’une MSAP-PL dans le repère dq :[
vsd
vsq

]
=

[
Rs −ωLs
ωLs Rs

] [
isd
isq

]
+ Ls

d

dt

[
isd
isq

]
+
[

0
ωψr

]
(C.8)

Le modèle de la MSAP à pôles saillants dans le repère dq est :[
vsd
vsq

]
=

[
Rs −ωLq
ωLd Rs

] [
isd
isq

]
+
[
Ld 0
0 Lq

]
d

dt

[
isd
isq

]
+
[

0
ωψr

]
(C.9)

La matrice d’impédance n’est pas symétrique pour cette machine, on cherche
à avoir une matrice d’impédance symétrique en ajoutant, à la deuxième ligne
correspondant à l’équation de vsq, le terme :

ωLqisd − ωLqisd + Ld
disq
dt
− Ld

disq
dt

= 0 (C.10)

On obtient :[
vsd
vsq

]
=

[
Rs −ωLq
ωLq Rs

] [
isd
isq

]
+ Ld

d

dt

[
isd
isq

]

+
[

0
(Ld − Lq)

(
ωisd − disq

dt

)
+ ωψr

]
(C.11)

Cette formulation montre le vecteur des f.é.m. étendues :

Eesdq =
[

0
Ee

]
=
[

0
(Ld − Lq)

(
ωisd − disq

dt

)
+ ωψr

]
(C.12)

Revenons au repère αβ en substituant pour les grandeurs dans le repère dq :

Xdq = P (−θ)Xαβ (C.13)

et en multipliant à gauche par P (θ), on obtient :[
vsα
vsβ

]
=

[
Rs −ωLq
ωLq Rs

] [
isα
isβ

]
+ LdP (θ) d

dt

(
P (−θ)

[
isα
isβ

])

+P (θ)
[

0
(Ld − Lq)

(
ωisα − disβ

dt

)
+ ωψr

]
(C.14)

=
[
Rs −ωLq
ωLq Rs

] [
isα
isβ

]
+ LdP (θ)

(
P (−θ) d

dt

[
isα
isβ

]
− ωP (−θ)J2

[
isα
isβ

])

+
(

(Ld − Lq)
(
ωisd −

disq
dt

)
+ ωψr

)[
− sin θ
cos θ

]
(C.15)

169
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Ce qui donne :[
vsα
vsβ

]
=

[
Rs ω(Ld − Lq)

−ω(Ld − Lq) Rs

] [
isα
isβ

]
+ Ld

d

dt

[
isα
isβ

]

+
(

(Ld − Lq)
(
ωisd −

disq
dt

)
+ ωψr

)[
− sin θ
cos θ

]
(C.16)

Cette équation s’écrit d’une manière compacte :

Vsαβ = (RsI2 − ω(Ld − Lq)J2) Isαβ + Ld
dIsαβ
dt

+ EeC ′(θ) (C.17)

Après transposition dans le domaine de Laplace, l’équation des tensions d’une
MSAP à pôles saillants s’écrit comme suit :

v(s) = Rsi(s)︸ ︷︷ ︸
A

+ (sLdI2 − ω(Ld − Lq)J2) i(s)︸ ︷︷ ︸
X

+ ee(s)︸ ︷︷ ︸
Y

(C.18)

où ee(s) est la transformée de Laplace de EeC ′(θ).
L’équation (C.18), dont le diagramme vectoriel est illustré dans la figure

C.1b, ne fait pas apparaître la dépendance de 2θ. Avec cette formulation, il
est possible d’estimer la position θ et la vitesse ω comme suit :

θ = arctan
(
−e

e
sα

eesβ

)
(C.19)

= arctan

−vsα −Rsisα − Ld
disα
dt
− ωL∆isβ

vsβ −Rsisβ − Ld
disβ
dt

+ ωL∆isα

 (C.20)

ω = 1
L∆isd + ψr

√
eesα

2 + eesβ
2 (C.21)

Ce concept est transposable à la MSRV en annulant le flux rotorique ψr.
De plus, si Ld = Lq on retrouve les équations de la MSAP-PL.
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Titre : Modélisation et observabilité des machines électriques en vue de la commande sans capteur mécanique.

Mots clés : Machines électriques, commande sans capteur, observabilité, observateur d’état, filtre de Kalman,
machine synchrone, machine asynchrone.

Résumé : Les stratégies de commande avancée des ma-
chines électriques nécessitent une connaissance précise
de la position et/ou de la vitesse du rotor. Ces gran-
deurs mécaniques sont traditionnellement mesurées par
des capteurs, ce qui augmente le coût et diminue la fia-
bilité et la robustesse du système. D’où l’importance de
la commande sans capteur mécanique, dite commande
sensorless : elle consiste à remplacer les capteurs phy-
siques par un observateur d’état, qui estime les gran-
deurs mécaniques en se basant sur un modèle de la ma-
chine et à partir de ses entrées (tensions) et ses sorties
(courants mesurés). Toutefois, avant d’entamer la syn-
thèse d’un observateur, il faut examiner l’observabilité
du système, c.à.d. vérifier si les grandeurs à estimer
peuvent être reconstruites à partir des mesures et des
entrées du système.
Ce travail de thèse concerne la modélisation et l’étude
d’observabilité des machines électriques en vue de la
commande sensorless. Dans un premier temps, les mo-
dèles des machines électriques sont établis, et il est
montré qu’une modélisation unifiée des machines à cou-

rant alternatif est possible. Ensuite, en se basant sur
ces modèles, l’observabilité des machines électriques est
étudiée en vue de la commande sensorless. La théorie
d’observabilité instantanée locale est appliquée, ce qui
permet de formuler des conditions analytiques, faciles
à interpréter et à vérifier en temps-réel, et qui font le
lien avec les phénomènes physiques dans les machines.
La validité des conditions d’observabilité est confirmée
par des simulations et sur des données expérimentales,
en appliquant un observateur de type Kalman étendu.
Cette thèse contribue à une nouvelle vision des ma-
chines à courant alternatif commandées sans capteur
mécanique, et à une compréhension plus profonde de
leurs propriétés. Elle contribue ainsi à la synthèse de
stratégies d’observation plus performantes dans les ré-
gimes de fonctionnement critiques (à vitesse nulle et/ou
à fréquence d’entrée nulle).
Les nouveaux concepts proposés dans cette thèse, tels
que le flux équivalent et le vecteur d’observabilité, avec
les résultats obtenus, ouvrent de nouveaux horizons
dans un domaine qui paraît devenir assez mature.

Title : Modeling and observability of electric drives in view of mechanical sensorless control.

Keywords : Electric drives, AC machines, sensorless control, observability, state observer, Kalman filter, syn-
chronous machine, induction machine.

Abstract : High-performance control of electric drives
requires an accurate knowledge of the rotor position
and/or speed. These mechanical variables are traditio-
nally measured using sensors, which increases the cost
and reduces both the robustness and the reliability of
the system. This emphasizes the importance of electric
drives control without shaft sensors, often referred to
as sensorless control : it consists of replacing sensors
with a state observer algorithm, that estimates the de-
sired mechanical variables from currents and voltages
sensing and based on the system’s model. Nevertheless,
before designing a state observer, the observability of
the system should be examined, that is, it should be
checked whether the states to be estimated can be re-
constructed, unambiguously, from the input/output si-
gnals of the system.
This work addresses the modeling and the observabi-
lity analysis of electric drives in the view of mechanical
sensors removal. Firstly, electrical machines models are
elaborated, and it is shown that a unified modeling of

alternating current machines is feasible, for the purpose
of designing unified control and estimation strategies.
The observability of the machines’ models is next stu-
died in the view of sensorless control. The local instan-
taneous observability theory is applied, which enables
us to formulate physically insightful analytic conditions
that can be easily interpreted and tested in real time.
The validity of the observability conditions is confir-
med by numerical simulations and experimental data,
using an extended Kalman observer.
This work contributes to novel outlooks on the sen-
sorless alternating current drives and to a deeper un-
derstanding of its properties, in order to develop hi-
gher performance estimation techniques in the critical
operating conditions (mainly at standstill and/or zero-
stator-frequency).
The concepts introduced throughout this thesis, such
as the equivalent flux and the observability vector, with
the obtained results, open new horizons in a domain
that seems to become mature enough.
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