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Avant propos

Ce mémoire présente la synthése de mes travaux de rechercledescription numérique de
la propagation d’ondes dans les systémes élancés. Ceaxtrdearecherche ont été réalisés en
grande partie au sein du Laboratoire de Tribologie et Dygamides Systemes (LTDS) de I'Ecole
Centrale de Lyon, dans le cadre d’'un séjour post-doctorédoieans, et plus récemment au sein
du Laboratoire de Mécanique et Rhéologie (LMR) de I'Uniitérde Tours, dans le cadre de mes
fonctions de maitre de conférences a I'Ecole Nationalegéihieurs du Val de Loire. Ces travaux
ont permis la concrétisation de six articles dans les reviiemationales a comité de lecture, d’'un
article dans les revues nationales a comité de lecture edpteastes de congres; ils s’'inscrivent
par ailleurs dans le cadre de collaborations industrieleg@es et de deux co-encadrements de
théses effectuées au sein du LTDS.

Ces activités de recherche gravitent autour dddéeghode WFE« Wave Finite Elementg » cette
méthode permet de décrire numériquement la propagatiaomdd®en basses et moyennes fré-
guences (BF & MF) dans les systémes élancés a section camflere approche multi-modale
a été originellement développée pour décrire les systerassgties ; elle présente des avantages
intéressants pour le calcul des réponses dynamiques en BF, &avis le sens ou elle suggeére des
temps de calculs extrémement réduits et s'appuie sur des ldasreprésentatianpriori haute-
ment convergentes.

Les travaux de recherche présentés dans ce document onttié&pour étendre le champ d’ap-
plication de la méthode WFE. Ces travaux concernent dedatitars de la méthode WFE pour
décrire les systemes élasto-acoustiques, les systeméscoudhes et la réflexion / transmission
d’ondes élastiques au niveau de jonctions complexes.itiscsivent dans le cadre d’applications
industrielles d’actualité telles que I'étude des condudgec fluide interne (ex : ligne d’échap-
pement, circuit de climatisation), la description desdtites sandwichs (ex : coiffe de lanceur
spatial) et le contréle non-destructif des systémes.



Summary

In this manuscript, we investigate thave Finite ElemenfWFE) method to numerically des-
cribe the multi-modal wave propagation into slender systeduch systems are extensively used
in many engineering areas, such as automotive and aerorisldis among others, and can re-
veal complex and multi-physic cross-sections. The WFE &ism also provides the low- and
mid- frequency (LF & MF) vibratory behavior of those systeosing wave modes as represen-
tation bases. Those wave modes involve the standard priopg@ad evanescent wave motions
(say longitudinal, flexural, torsional and shearing) anditt@hal MF solutions, termed cross-
section modes, which exhibit non uniform cross-sectiorppghaCompared to the standard finite
element method [ZT00, BS01], the WFE method appears adyeoiiz as it involves relatively
small numerical models, whose sizes are related to the-sexd®n dynamics only, and uses
highly convergent reduced wave motion bases to describklEhbehavior of systems [MGBO0O].
Also the numerical implementation of the method appearg ®esandle as it requires the extrac-
tion of typical mass / stiffness operators obtained via cenmunal finite element codes.

The framework of the WFE method is recalled in Chapter 2. Tle¢hod has been originally
developed to numerically describe the multi-modal waveppgation into beam-like structures.
The wave modes stand for specific cross-section shapesgatopz at specific velocities and are
numerically extracted from an eigenvalue problem estabtisfrom the finite element model of
a typical subsystem. It is shown that the numerical appr@acticularly provides the frequency
evolution of the standard wave shapes which is not refleceghblytical approaches. Also, the
WFE method is used to describe the forced response of systamstrategy consists in projecting
the related kinematic variables (displacements, force&) wave mode bases having appropriate
sizes with regard to the studied frequency range. The cgamwee of the WFE formalism with
regard to the size of the wave mode bases is examined withaateielescribing the harmonic
response of an elastic beam.

In this manuscript, we extend the WFE method to investigagewiave propagation into elasto-
acoustic and multi-layered systems. Also, the method iBexpfw describe the reflection / transmis-
sion mechanisms occurring between several waveguidegctaththrough an elastic junction.
The elasto-acoustic wave propagation into elastic pip#siwiernal fluid is investigated in Chap-
ter 3. The WFE method provides complex MF frequency evahgtiof the elasto-acoustic modes
which are not predicted by analytical theories. Those cempbolutions relate the modal cou-
pling induced from the fluid-structure interaction phenomeThe WFE formalism is applied to
describe the response of an acoustic fluid in an axisymn@pes using LF & MF wave modes as
representation basis. Also the formalism is investigadetkscribe the time response of an exhaust
line.

The wave propagation into multi-layered systems is ingastid in Chapter 4. We present tde-
dified Wave Finite ElemerfMWFE) method to construct the global wave modes from thalloc



wave modes propagating in the layers with free interfacég. formalism uses a dynamic sub-
structuring scheme which allows the dynamics of the layesgisections to be projected onto
reduced local wave mode bases with appropriate dimensgpedially when layer cross-sections
exhibit multiscale behavior, the MWFE method solves a seturherical issues associated with
the WFE method. Those issues are related to numerical jpolleffects and are highlighted in the
case of a sandwich beam consisting in a rubber core surrdumgéwno steel skins. The MWFE
method allows the classic global wave motions to be cogreetptured. Also the MWFE method
constitutes an underlying efficient reduced model to ptetiie forced response of multi-layered
systems. This is explained because the kinematic variabtgeecially the boundary conditions,
are projected onto reduced bases with small dimensionaicing global wave motions whose
natures remain unchanged over the studied frequency raig®. the boundary value problem
associated with the MWFE formalism is investigated. Theébfgnm is established from a duality
principle between incident and reflected waves, which eef®ithe convergence of the model.
Numerical simulations involving a sandwich structure uraldal and transverse loads show the
pertinence of the MWFE formalism.

The reflection / transmission mechanisms of the WFE wave spaigagating into several slender
structures connected through a complex elastic junctionvisstigated in Chapter 5. The reflec-
tion and transmission coefficients are numerically deteeahiin the framework of th®iffusion
Matrix Model (DMM). The formalism uses a finite element model consistimgéveral typical
substructures, described using WFE wave modes, conndutaegh the coupling element. Also
the DMM is based on the Lagrange multiplier formalism whielates the dynamics of each sys-
tem from an appropriate mesh density. The mesh tying proldarmulated in the framework of
the Mortar method which consists in projecting the high tagdynamics of the WFE solutions
onto the low regular dynamics of the coupling element. Atke, DMM constitutes an efficient
numerical tool to investigate non-destructive testingliappons using MF wave modes. In this
case, the DMM relates two coaxial identical waveguides eoted through a notch-like coupling
element. It is shown that the DMM successfully provides thiplex MF wave shapes which are
reflected from small structural defects located in a be&adtructure.

We finally present in Chapter 6 a set of WFE issues which coalohestigated in further works.

10



Chapitre 1

Introduction

Les systemes élancés de types poutres ou conduites imeeviedans de nombreuses applica-
tions industrielles : citons a titre d’exemple les élématitm fuselage d'avion ou d’'un chéssis
d’automobile (cf. Fig. 1.1), les circuits de climatisatid®s conduites offshore. L'analyse du com-
portement vibratoire de ces systémes élancés, ou d'asagesidle ces systémes élancés, constitue
a I'’heure actuelle un sujet d'intense recherche. La desanigle ces systéemes souléve de nom-
breuses problématiques numériques, rattachées notanamerttaractéresnulti-physiquedi.e.
structure, fluide et/ou matériau)raulti-échelledi.e. diversité des longueurs d’ondes) que peuvent
révéler leur section.

FIGURE 1.1 —lllustration des éléments d’'un chassis d’automobile.

La Méthode des Eléments FifiaT00, BS01] demeure I'outil numérique le plus utilisé paig-
crire le comportement vibratoire de ces systémes. Elle respendant pénalisée en moyennes
fréquences (MF) par les temps CPU excessifs qu'elle gépéng, le traitement de modéles a
grands nombres de degrés de liberté (ddl's), et par la fadolgergence des bases modales « clas-
sigues » pour décrire le comportement dynamique de ceswsyste

L'utilisation des approches ondulatoires numériques pearpriori de s’affranchir de ces limi-
tations. Ces approches sont basées sur la représentdidgtéhamps cinématiques a partir de
bases denodes d’ondesElles s’appuient sur des modeles éléments finis a faibles elds’ap-
puient sur des bases de représentation fortement contesgdéraduisant les phénoménes phy-
sigues essentiels en basses et moyennes fréquences (BF §uvigg propagent le long de ces
systemes [MI07]. Comparativement aux approches anabgiglassiques [Gra91, Fun03], ces ap-
prochesmulti-modaleshumériques sont non contraintes en BF par les hypothéseassdu type

11



ondes planest permettent de retranscrire en MF les dynamiques nonramé® de section.

Les travaux présentés dans ce mémoire s’appuient sur ladetéveloppée par Zhong & Wil-
liams [ZW95], originellement développée pour décrire ntimément la propagation multi-moda-
le guidée dans les structures élancées. Cette méthodaigstgphmunément connue sous le nom
de « Wave Finite Elements $WFE) dans la littérature internationale [MMO08]. Le forrsahe
permet de décrire la réponse vibratoire des systemes pgcfiom des variables cinématiques
(déplacements, forces) sur des bases de modes d’ondes [RMB89]. Contrairement aux ap-
proches hybrides éléments finis / analytiques égalemeigéass pour les problemes de propa-
gation d’ondes [NF08, Sho04], la méthode WFE présente ritagge de pouvoir étre aisément
implémentée a partir des opérateurs standards de massegatieurs obtenues via des codes
éléments finis commerciaux.

Le deuxiéme chapitre du mémoire présente le principe de thadé WFE pour décrire la propa-
gation d’'ondes élastiques et la réponse forcée des stesctues chapitres 3 a 5 sont consacrés a
la présentation synthétique de mes travaux de recherche siithode WFE :

Le chapitre 3 concerne I'application de la méthode WFE paurice la propagation d’ondes
élasto-acoustiques dans les conduites avec fluide int®&]. La méthode permet de décrire
certaines évolutions fréquentielles des modes d’ondesoétcoustiques en MF non prédites par
les modéles analytiques. Ce chapitre présente par aillapdication de la méthode WFE pour
décrire laréponse forcée des systeémes élasto-acoustiguesicul de la réponse temporelle d’'une
ligne d’échappement est notamment traité.

Le chapitre 4 concerne le développement d'une version néedide la méthode WFE, appelée
MWFE (« Modified Wave Finite Element$,>pour décrire la propagation d’'ondes dans les sys-
temes multi-couches. Cette version est basée sur une geehdée sous-structuration dynamique
gui permet de construire numériguement les modes d’onddmgk se propageant dans un sys-
teme multi-couche a partir des modes d’ondes locaux se geapd dans les couches homogénes
avec interfaces libres. La méthode MWFE a été mise au poimtgiaffranchir des effets de pollu-
tions numériques (génération de modes parasites) indaila pnéthode WFE lorsque les couches
exhibent des comportements dynamiques multi-échelles&Bi-). Ce chapitre concerne par
ailleurs I'utilisation du formalisme MWFE pour décrire léponse forcée des systemes multi-
couches ; cette étude s’appuie sur une version alternatiyverabléeme aux limites, basée sur le
principe de dualité entre ondes incidentes et ondes réfigchiii améliore la convergence du for-
malisme.

Le chapitre 5 concerne le développement d’'un modéle de ceate diffusion en vue de caracté-
riser la réflexion et la transmission des ondes se propageastdifférentes structures connectées
au travers d’'un élément de couplage élastique de formearbifMI05]. Ce modéle s’appuie
sur le formalisme deMultiplicateurs de Lagrangeour décrire le comportement dynamique de
chaque systeme a partir d'un maillage adapté. Il est appligucontrdle non-destructif pour dé-
crire la réflexion d’'ondes complexes au niveau de défautsmeds [IMZ09].

Le chapitre 6 présente finalement un ensemble de perspedevecherche, relatives a la méthode
WFE, qui pourront étre abordées dans l'avenir.
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Chapitre 2

Présentation de la méthode WFE

2.1 Introduction

La méthode WFE a été originellement développée pour déatireériquement la propagation
d’'ondes dans les structures élancées, élastiques etadigsfp[Mea73, ZW9I5] . Le concept de
propagation d’'ondes est relié a celui de modes d’ondes,iskdint un ensemble de vitesses de
propagation associées a des formes de sections spécifigeedormes d’ondes constitueat
priori une base de représentation pour décrire localement lespsheimématiques de ces struc-
tures [YL89].

Le formalisme WFE est rappelé ci-dessous : la stratégie ldalaes modes d’ondes élastiques
est tout d’abord présentée ; la stratégie de calcul de lans&ptorcée des structures élancées est
par ailleurs détaillée.

2.2 Propagation d’ondes élastiques

2.2.1 Propos liminaires

On présente le formalisme WFE pour décrire la propagationd£s dans une structure élancée,
élastique et dissipative. La structure est supposée Jibésirement, sous excitation harmonigque
de fréquencev/2m, autour d’'une configuration de référence reflétant la posid'équilibre sta-
tique. L'hypothése sous-jacente a la méthode WFE est lagiéité de la structure, c’est-a-dire
gue cette derniere doit étre décrite par un ensemble destaucstres identiques, connectées selon
une direction donnée. Une structure a section uniformdigdrotamment cette hypothése et peut
étre discrétisée par un ensemble de sous-structuresgdest{cf. figure 2.1).

2.2.2 Modéle éléments finis de référence

La méthode WFE s’appuie sur le modele éléments finis d’'une-stsucture représentative, ex-
traite du systéme global (cf. figure 2.1). Au vu du caractéggodique du probléme, les fron-
tieres gauche et droite de cette sous-structure sont ségposentenir le méme nombueade ddl's.
L'équilibre dynamique du probléme discrétisé s’exprimessiquement dans le domaine fréquen-
tiel par

Dq = F, (2.1)
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ou D représente I'opérateur de rigidité dynamiqugeet F représentent respectivement les dépla-
cements nodaux et forces nodales. Par condensation dyneuchég ddl's internes sur les ddI's de
frontiéres, I'équation (2.1) peut étre formulée en termegeatteurs d'étatfZW9o5] :

UuRp = SuL, (22)

otuy = ((qu)” (—=F)")” etug = ((qr)” (Fr)")” représentent des vecteurs de taille x 1),
partitionnés en composantes déplacement et force ; leeisidet R renvoient respectivement aux
frontiéres gauche et droite de la sous-structure ; finalerSerprésente un opératesymplectique
[ZW95] de taille(2n x 2n) qui S’exprime par

—(Dip) "Dy | —(Dip)"!
Di. — Dir(Din) 'Dfp. | —Dia(Dir) " |’

S = (2.3)

ou D* représente I'opérateur de rigidité dynamique condenstesuidl’s de frontiéres.
Introduisons finalement les vecteurs et valeurs proprés oespectivement not§ap; }; et{y; };,
tels que :

S‘I)j = /Lj‘I)j y ‘S - /L]I‘ =0. (24)

La signification physique des solutiofi§u;, ®;)}; sera précisée dans la suite.

FIGURE 2.1 —Modele éléments finis d’une structure élastique a sectictangulaire et modéle éléments
finis d'une sous-structure typique.

2.2.3 Calcul des modes d’ondes élastiques

Supposons que la structure globale soit constituée d'uenasdage deV sous-structures iden-
tiques. Les relations de couplage entre deux sous-stasctamsécutives etk — 1 s’expriment

uﬁk) = ulgk_l) k=2,...,N, (2.5)

et permettent d’obtenir, a partir de (2.2), la descripties dariables cinématiques (déplacements,
forces) de la sous-structukea partir des variables cinématiques de la sous-struéturé :

uP =sulf Y k=2, N (2.6)
La forme des solutions de s’obtient par considération dhéoréme de Blocfwil78] :

u? =Y p=2. N 2.7)
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Cette forme de solutions caractérise une onde se propagglant’axe principal de la structure a
une célérité déterminée a partir de la valeuEn combinant (2.7) et (2.6), on retrouve le probleme
aux valeurs propres (2.4). Dans ce sens, les param{ées®;)};—1 2, représentent les modes
d’'ondes se propageant dans la structure : ils traduisenhsengble de vitesses de propagation,
décrites a partir des valeurs propfgs; } ;, associées a un ensemble de formes de seffion ;,
partitionnées en composantes déplacement et force. Atdrdgaaractere symplectique Seces
modes d’ondes vérifient la relation d’orthogonalité sufed@W95] :

(®,)73,@; =0 pour pm #1/u; ob J, = [ _‘i Ig } . 2.8)

Les vecteurs propregP; } ; constituent la matrice des modes d’ondes

(I)inc (I)ref
= a d
e |: (I):IL?nc (I)%ef :| . (29)

Ci-dessusﬁr(ilnc, b, <I>flef et ®1°f représentent des matrices de taille similditex n), ou les
indicesq et F reflétent les composantes déplacement et forcé® det ol les exposantisnc et
ref refletent les modes qui sont incidents a — et réfléchis par -linmite donnée de la struc-
ture globale. Notons que dans le cadre de cette étude, le téflxchidésigne par convention un
mode qui « apparait réfléchi» par une limite du guide d’onltgsque I'on observe cette limite
depuis l'intérieur du systéme. Ce mode englobe formellememnsemble de trois composantes :
celle effectivement réfléchie, celle transmise et celleégém par les sources d’excitation. Notons
finalement que I'ensemble des modes incidents et I'ensedddemodes réfléchis sont associés
respectivement a I'ensemble des valeurs progfgs : |u;| < 1} et a 'ensemble des valeurs

propres{py : |ux| > 1}.

Par considération du théoréme de Bloch, les valeurs prdprgs décrivent les vitesses de pro-
pagation et précisément les nombres d’'onfdeg ; de la maniére suivante :

Log(|u;|)  Arg(u;
by — —Loelml) _Areley) o) (2.10)
id d

ol d représente I'épaisseur de la sous-structure représemtati

Description des modes dans le domaine fréquentiel

La méthode WFE permet de décrire les évolutions fréquéggieles modes d’ondes (en particu-
lier les courbes de dispersiofs — k;(w)};) par considération de la propriété d'orthogonalité
(2.8). La stratégie employée pour décrire le suivi d'un mddede dans le domaine fréquentiel
se décrit de la maniére suivante :

Connaissant deux modgstm définis a la frequence /2, tels quep,, (w) = 1/u;(w), et pour
A, suffisamment petit, le modedéfini aw + A, est tel que [MI07] :

‘((I)m(w))Tan)j(w +Ay)| = maxk{\(q)m(w))TJn@k(w + Au)l} (2.11)

En pratique, I'utilisation de ce critere implique de norisat tous les mode§®;}; de maniére
similaire, via notamment la norme hermitienne [MI08].
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Définition des domaines BF & MF

Dans le cadre de la méthode WFE, nous définissons les donigfin&$1F au regard de ldensité
modale de sectiqrqui renvoie au nombre de fréquences de coupure — c’esededi fréquences
auxquelles les modes évanescents et complexes deviemogapgptifs — contenues a l'intérieur
d’'une bande de fréquences donnée. Dans ce sens, le domaieaBke au domaine « modal »
pour lequel la densité modale de section est faible ; le doenlsiF représente une zone intermé-
diaire entre le domaine « modal » et le domaine « non-moéapeur laquelle la densité modale
de section exhibe de large variations [MI08].

Note sur la convergence de la méthode

La méthode WFE génére de la dispersion numérique liée alésemtation discréte par éléments
finis des solutions d’ondexp(—ik;d)};. Cette erreur de convergence est d'or@é?d?) dans

le cas ou l'interpolation est linéaire ; elle peut étre miisid@ en choisissant I'épaissealisuffi-
samment faible, dans la mesure du raisonnable (au regamragiemes singuliers pouvant étre
générés si I'élancement des éléments finis est trop élevé).

2.2.4 Reésultats numériques

La méthode WFE est appliqguée pour décrire la propagationdd'® le long d’'une structure a
section rectangulaire. Le modéle éléments finis décrivastructure a partir de sous-structures
identiques est illustré sur la figure 2.1. Chaque soustsireicest maillée pat6 éléments 3D
linéaires et exhibe les caractéristiques suivantes : depsi= 7800 kg/m?>, module d’Young

E = 2x10" Pa, coefficient de Poisson = 0.3, facteur de pertg = 0.01, section30 cm x 20 cm

et épaisseut = 5 cm.

Le formalisme WFE s’appuie sur le modéle éléments finis d'smas-structure représentative,
telle qu'illustrée sur la figure 2.1. L'obtention des modésndes { (1, ®;)},=1,...2, S€ propa-
geant dans la structure s'obtient par résolution du problamx valeurs propres (2.4). La figure
2.2 illustre les courbes de dispersion obtenues par la détid-E (cf. (2.10)) pour lemodes
standards(compression, torsion, flexions, cisaillement) et quesquedes de sectich[MIJ06].

La figure 2.3 illustre par ailleurs I'évolution fréquenteldes formes de section associées aux
modes de compression et de flexion, calculés par la méthode WF

Soulignons que la méthode WFE permet de retranscrire enBfdeles d’'ondes analytiques et
gu’'elle permet de décrire en MF les fluctuations spatialesali@mps cinématiques de section,
non prédites par les modéles analytiques d’'ondes plane®]Grassociées aux modes standards.
La méthode apparait de ce fait bien adaptée au domaine tbessflmingueurs d’ondes. Elle permet
en outre de décrire les comportements dynamiques faibleréguliers de structures sur la base
de modes de section, qui refletent a fréquences élevéesnamiyes de section non uniformes.

1. Le domaine non-modal refleéte une zone fréquentielle payudlle la densité modale de section est élevée et
uniforme.

2. Ces modes exhibent en BF et MF des formes de section rédélammndes stationnaires ; ces modes deviennent
propagatifs a certaines fréquences de coupures pour leEsgjlzestructure révele des résonances de section.
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2.3 Calcul de la réponse forcée

2.3.1 Probleme aux limites

Considérons une structure composéeNdsous-structures identiques (cf. figure 2.1). Le forma-

lisme WFE consiste a décjre, pour une sous-strudiudennée, les vecteurs d’étajék) ou uff)
a partir d’'une base réduitgp; } ,—1, 2, (m < n) extraite de la base compléte des modes d’ondes

{q)j}jzl,...,Qn [M|07] .
u® = 3Q® | W —BQED  p—1... N, (2.12)
ol ® représente la matrice associée a la base ré@&iyéjzlv___,gm, exprimée par (cf. (2.9)) :
?anc ?aef
@%nc ‘I)i':ﬂef

P — (2.13)

gi—dessusQ représente les amplitudes modales, qui sont partitioneéesmposantes incidente
Qirc et réfléchieQr*f de la maniére suivanteQ = ((Q**¢)” (Q**H)")T. Au vu de (2.6), la
distribution spatiale de ces composantes s'écrit de laégnaisuivante :

Qinc(k) _ [ﬁinC]k—IQinc(l) k=1,...,N+1, (214)

Qref(k) _ [ﬁref]k—léref(l) k=1,...,N+1, (215)
ou [*™°] et [z"f] désignent les matrices diagonalgs x m) des valeurs propre§ii*©}; et
{ii5°' };, extraites dey; };, associées respectivement aux modes incidBrfts et réfléchishret,
Par ailleurs, les conditions de frontieres peuvent étrigeSad’'une maniere générale par [M1J06] :

Q™ i = CQ™[1im + F, (2.16)
ouC et F représentent respectivement la matrice de diffusion efffets des sources d’excitation
[MIO5]. Il a été montré en ref. [MIJO6] que la relation gérnéré2.16) s'applique pour décrire
les conditions aux limites classiques du type Neumann etidat. Ces conditions s’expriment
formellement

[0|I]u = +Fy (condition de Neumann) (2.17)

[I|0]u = qo (condition de Dirichlet) (2.18)
et se traduisent, par projection du vecteur d'étatur la base réduite des modes d'ondes (cf.
(2.12)), sous la forme suivante :

PircQinc 4 Q™ = 4+F (condition de Neumann) (2.19)

PireQirc + Q™ = q (condition de Dirichlet) (2.20)
Le signe+ devantF souligne le caractére négatif ou positif que revét la cormpiesforce du
vecteur d'état selon la frontiére ou R considérée, dans le sens afl = ((qv)” (=FL)")7 et

up = ((qr)” (Fr)")7.

Enrésumé, le probléme aux limites constitué des relatidigl, (2.15) et (2.16) permet de décrire
de maniéreuniqueles amplitudes modales associées aux ondes se propageariaddructure.
L'évolution spatiale des variables cinématiques (dépramds et forces) de la structure s’obtient
finalement au vu de (2.12).
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Note sur la dualité ondes incidentes / ondes réfléchies
Au vu du caractére symplectique 8¢ les modes incidents et réfléchis sont duaux dans le sens
ou :

[ﬁref] — [ﬁinC]—I. (221)

Il n'est pas évident que cette relation soit exactemenfigérnumériqguement, dans le sens ou la
description des matricég "] et[z"*] peut étre sujette a des effets de dispersion numérique ; elle
est cependant usuellement utilisée pour renforcer la cgexiee de la méthode WFE. Soulignons
cependant qu'il n’existe a priori aucune relation de ce tgpaer décrire, en ce qui concerne les
formes modales, la dualité entig™* et $:°%, et la dualité entréire et $Let.

Note sur la convergence de la méthode

La méthode WFE s’appuie sur la représentativité des vasabinématiques d’'une structure a
partir d'une base réduite de modes d’ondes. Paradoxalewstg-ci doit étre « suffisamment »
riche pour décrire, a fréquence donnée, la dynamique &pati@ntuellement peu réguliere de la
structure, mais ne doit pas étre surdimensionnée pour negase de modes parasites, sources
de problémes numériques singuliers [MI08]. Cela nécessited’abord d’adapter la densité de
maillage de section (frontieres gauche ou droite de la strusture représentative) pour décrire
des modes de section d’'ordres suffisamment élevés au ragaahthine fréquentiel étudié. Cela
nécessite par ailleurs de sélectionpticieusementians la base compléte dg®;}; les modes
d’'ondes qui contribuent effectivement a la réponse de leckire. Deux techniques empiriques
ont été examinées a ce sujet : (i) par sélection des modeagatifs et qui deviennent propagatifs
en deca d'une certaine fréquence limite [DMBO6] ; (ii) paleson des modes qui sont les plus
excités par les conditions aux limites imposées, c’esr@dbnt les puissances associées sont suf-
fisamment élevées [MIO7]. Soulignons que ces techniqguesdemt approximatives et qu’elles
suscitent une prise en main minutieuse pour chaque apphicainsidérée.

2.3.2 Probleme de Neumann

Nous appliguons la méthode WFE pour décrire le probléme deridan, illustrant une structure
dont les limites gauche et droite sont soumises a des chaefpsags surfaciques (cf. figure 2.4).

FIGURE 2.4 —lllustration du probléeme de Neumann.

Pour cet exemple, les conditions aux limites (2.19) et (2s2Qraduisent par :

&;%ncéinc(l) + i,}l;eféref(l) = —Fy, (222)
‘I)li;aninc(N—i_l) + @;eeref(N+1) — F6’ (223)
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ou N représente le nombre de sous-structures composant lausérggobale ;F et F(, repré-
sentent les vecteurs forces appliqués aux frontiéres gagictiroite du modéle éléments finis de
la structure (cf. figure 2.1). En observant les relation$4pet (2.15), on déduit :

(i;%ncéinc(l) + (i;;eféref(l) = —F,, (224)
q);nc [ﬁlnC]Nch(l) + (I>I1;ef [ﬁref]NQref(l) = F6 (2.25)

En observant la relation de dualité (2.21), on obtient fimalet :

&)%ncéinc(l) + (’Iv,ﬁeféref(l) = —F,, (2.26)
(I);nCﬁNanc(l) + Qgefﬁ—NQref(l) — F{), (227)
ol = [*™°] = [™f]~'. Sous forme matricielle, ce systéme d’équations donne :
&;%nc i,;ef

Qinc(l) - —Fy
( Qref(l) o F6 (2.28)
La résolution du systéme (2.28) donne les amplitudes me@ies(!) et Q==t(1) associées a la

sous-structurd. La description des variables cinématiques de la souststelk s’obtient par
considération des relations (2.14) et (2.15) et par coredidé de la décomposition (2.12).

opep eptp

Note sur la résolution du systeme (2.28)
D’un point de vue numérique, la résolution directe du syst€2n28) — par inversion de la matrice
du membre de gauche — peut s’avérer délicate au vu des casmasymptotiques suivants,

(minj{|p;n°|})N =0,  (ming{|p*|}) N5 0 lorsqueN — oo, (2.29)

si 'on suppose qué [12'"°]||lnax < 1. Dans ce sens, le probléme apparait singulier. Cette problé
matigue peut étre levée en reformulant le systeme (2.28) dahiére suivante :

&Hinc FHref N I Ninc(1) _
A O = Ee). (2.30)
@%nclj, ‘I,§ef 0 1 Qref( ) FO
La premiére matrice du membre de gauche de (2.30) appatigifais-ci bien conditionnée, dans
la mesure ou tous les modes d’'ondes sont normalisés de la mamiere (par exemple, via la

norme hermitienne [MI08]) ; la deuxieme matrice du membrgaigeche de (2.30) est diagonale et
peut étre inversée sans difficulté. La résolution du sysi@n®®) donne alors :

Qinc(l) I 0 + —Fy
Qref(l) = |: 0 ﬁN :| < F6 )a (2.31)

ou le symbolet désigne la pseudo-inverse.

FHinc Freft ~N
P N P

NN £
dicp) e

2.3.3 Reésultats numériques

Le modeéle de réponse forcée obtenu par résolution numédig2.31) est mis en situation pour
décrire le comportement vibratoire d’une poutre3de de longueur dans la bande de fréquences
By = [100 Hz, 8000 Hz]. La structure est constituée dé = 60 sous-structures identiques (cf.
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figure 2.5), dont les caractéristiques sont similaires l@saspécifiées précédemment. La structure
est excitée transversalement sur sa frontiére gauche paramp de forces surfaciques uniforme
que reflete le vectedr ; 'extrémité droite de la structure est supposée lilitg € 0).

FIGURE 2.5 —lllustration d’'une structure composée de = 60 sous-structures identiques, excitée par
forces transversales sur sa frontiere gauche.

On compare sur la figure 2.6 les solutions obtenues par laoci€tWFE, dans les cas ou la base
de représentatio{@j}j contient respectivement = 10 etm = 40 modes d’ondes, a la solution
obtenue par la méthode des éléments finis classique. Notenslans chacun des cas, la base
réduite{i;j }; est construite a partir des modes propagatifs (compres#éaion, cisaillement) et
des modes de section qui deviennent propagatifs en deca fitéguence limité.
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FIGURE 2.6 —Réponse harmonique de 'extrémité gauche de la poutre saitatéon transversale : solu-
tions WFE (0—0-) pour10 modes (a) et0 modes (b) ; solution éléments finis classique ( ).

La formulation WFE présente un manque de convergence auslds2000 H z, lorsqu’elle est
établie a partir de@0 modes ; en d’autres termes, la base de représentation agstuffisamment
riche pour décrire les comportements dynamiques de frégsedlevées, moins réguliers qu’en
BF. En revanche, la formulation s’avére suffisamment ptiégidorsqu’elle est établie a partir de
40 modes. La complétude de la baigg; }; est cette fois-ci vérifiée, dans le sens ou elle contient
un nombre suffisant de modes de section capables de désrifgriamiques moins réguliéres de

3. Cette fréquence, choisie empiriquement, définie lzetdil la base réduite [DMBO6].
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structure a fréquences élevées.

2.4 Conclusions

Nous avons présenté la méthode WFE pour décrire numériqudapropagation d’ondes dans
les structures élastiques élancées et pour décrire le gtenpent dynamique de ces structures
soumises a des conditions de frontieres de type Neumanrriehlet. La méthode a été numé-
riguement testée et vérifiée pour décrire la propagationd#e dans une structure élastique a
section rectangulaire ainsi que pour calculer la réponsarmjque de cette structure excitée par
forces imposées. Il apparait que la convergence du formall&/FE est intimement liée a la di-
mension des bases modales réduites utilisées pour le ckddalréponse forcée. La stratégie de
sélection de ces bases réduites est centrale a la métholden!eslt pas bien définie a I'heure
actuelle et peut étre source, si elle est mal appréhendéee donvergence faible et d’effets de
pollution numérique. Le probléeme associé a la sélectionbdsss modales réduites sera mis en
situation dans la suite.

Les chapitres 3, 4 et 5 présentent des applications et dgsatidas de la méthode WFE pour
décrire les systemes élasto-acoustiques, les systemgscoudhes et les problemes de couplages
entre différentes structures élastiques.
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Chapitre 3

Propagation multi-modale dans les
systemes élasto-acoustiques

3.1 Introduction

Nous abordons le probleme de propagation d’'ondes dansrigguses élastiques contenant un
fluide acoustique. Ces systemes sont fréquemment rensataing I'industrie, illustrant par exemp-
le des conduites offshore, des circuits de climatisatiordes lignes d'échappements. L'étude
des ondes se propageant le long de ces systémes trouve digateppdans des domaines di-
verses tels que le contréle non-destructif et le rayonnéraeoustique des structures. L'objec-
tif de ce chapitre est I'étude des mécanismes de propagdiimues vibratoires et acoustiques
dans ces systémes. Ces mécanismes sont mal appréhendéspan lg-approches analytiques
[Kum72,KS72,SPKC92,FF82], au vu des phénomenes compliexeansferts énergétiques entre
fluide et structure mis en jeu.

Nous appliquons la méthod&ave Finite Element8NVFE) pour décrire la propagation d’ondes
élasto-acoustiques en BF et MF. L'ensemble de cette étugeédsenté en détails en ref. [MI07].
Dans une premiére étape, nous présentons le modéle éléinentke référence associé a la mé-
thode ; ce modéle s’appuie sur la formulation symétridue¥) d’un sous-systeme élasto-acous-
tique représentatif. Nous présentons dans un second tarsgratiégie de calcul des modes d’'ondes
élasto-acoustiques ; I'évolution fréquentielle des matlesdes en BF & MF est mise en évidence
dans le cadre d’'une application numérique. Nous appligpansilleurs le formalisme WFE pour
décrire la réponse harmonique d’'une conduite élastiqueyapétrique contenant un fluide acous-
tique. La stratégie de calcul de la réponse en temps des itesduec fluide interne est présentée
en fin de chapitre.

3.2 Formulation du modele éléments finis de référence

Nous décrivons le comportement élasto-acoustique d’'unetste élancée contenant un fluide
acoustique. La structure est supposée élastique et digsiple fluide intérieur est supposé homo-
géne, barotrope, compressible et non dissipatif. Nousdattades vibrations linéaires du systéeme
élasto-acoustique, sous excitation harmonique de fréguef2=, autour d’'une configuration de
référence dans laquelle le fluide est au repoRappelons que I'hypothése sous-jacente a la mé-

1. En d’autres termes, les phénomenes d’entrainement die fiei sont pas pris en compte dans le cadre de cette
étude.
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thode WFE est la périodicité de la structure, c’est-a-dire cptte derniére doit pouvoir étre assimi-
Iée a un ensemble de sous-structures identiques, de sévdatuellement complexe, connectées
selon une direction principale (cf. chapitre 2). Le systagiobal (structure et fluide) s’assimile
donc a un ensemble de sous-systemes élasto-acoustiquéguds, chaque sous-systeme étant
composé d’'une partie solide (sous-structure) et d'unéepfwide (cf. figure 3.1).

Elasto-acoustic waveguide

Subsystem k — 1 Subsystem k + 1

Subsystem k

Solid part : °

Fluid part : QF

FIGURE 3.1 —lllustration d’une conduite élastique a section constantgenant un fluide acoustique, et
illustration d’'un sous-systéeme élasto-acoustique retasf.

Fluid part Wave propagation

Solid part

FIGURE 3.2 —lllustration du modéle éléments finis d’un sous-systémst@lacoustique.

Le modeéle éléments finis d’'un sous-systéme représeritdfif = 1,..., N) est illustré sur la
figure 3.2. L'épaisseur du sous-systeme, selon I'axe prahai, est notéel. NotonsU et p les
déplacements nodaux de la partie solide et les pressionstapes nodales de la partie fluide ;
introduisons par ailleurs les potentiels de vites#edéfinis tels quep = —iwpeWP, OU pg repre-
sente la densité du fluide. La formulation symétriqi& &) permettant de traduire I'équilibre
dynamique du sous-systeme, en régime permanent et sotegiexcharmonique, s’exprime clas-

24



siquement par [MO92] :
Kq=F, (3.1)

ol q etF définissent les variables cinématiques :

S
=(3) ()

Ci-dessusF* représente les forces appliquées sur les frontieres gatatmeite S U S5 de la
partie solide (cf. figure (3.1)F* représente les forces acoustiques appliquées sur legfiemnt
gauche et droites™ U SE de la partie fluide (cf. figure (3.1)K désigne un opérateur de rigidité
dynamique symétrique défini par [MO92] :

MS 0 0 C K3 0
2 . o
K=-w { 0 —poM* } +iw { wCT 0 ] + { 0 —poK* } ) (3.3)

ou M5 et M* représentent les opérateurs de masses structurales stiqees, respectivement ;
K*® et K* représentent les opérateurs de raideurs structuralegestapies, respectivement;
représente I'opérateur de couplage fluide-structure. héagmeénes de dissipation a I'intérieur de
la partie solide sont pris en compte a partir d’un facteur eltep)® tel queK®S = Re{K5}(1 +
in®). Par condensation dynamique des ddl's internes sur les dielfrontieress$ U ST et S5 U S5

(cf. figure (3.1)), on reformule (3.3) en termeswdeteurs d’'étatécf. chapitre 2) :

UuRp — SuL, (34)
ou u;, = ((qL)T (—FL)T)T, URp — ((qR)T (FR)T)T ; S est défini par

—(Kfn) 'KfL ‘ —(Kfp) ™t

S = * * * — * * * —
Kiw — Kir (Kir) IKLL ‘ —Kgr (Kfg) !

(3.5)

et désigne un opérateur symplectique de téillex 2n), oun représente le nombre de ddl’s struc-
turaux et acoustiques contenus sur la frontiere gaw¢he ST ou droite.S§ U S ; ci-dessuskK*
désigne I'opérateur de rigidité dynamique condensé sutdés de frontiéres.

3.3 Calcul des modes d’ondes élasto-acoustiques

3.3.1 Généralités

Le calcul des modes d’ondes élasto-acoustiqigs, ® )} ; s'obtient dans le cadre de la méthode
WFE par résolution du probléme aux valeurs propres suigdntitfapitre 2) :

S‘i’j = ,uj‘I’j 5 |S - ,ujI| = 0, (36)

ou S est donné par (3.5). La forme de la matrice des modes d'ofidest analogue a (2.9),
c'est-a-dire @ = [®] ®{]”. Dans le cas présent, les composasdiget @5 s'expriment par

P &3
e [5] (3]
q

ou les composant@il et®3, sont associées respectivement aux déplacements et fersestibn
de la partie solide, et ou les composaniq'?et &1 sont associées respectivement aux potentiels
de vitesses (c’est-a-dire aux pressions) et aux forcesstiquas de section de la partie fluide.
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3.3.2 Reésultats numériques

La méthode WFE est appliquée pour décrire numériquemenbfaagation des modes d’ondes
élasto-acoustiques dans une conduite cylindrique élestacier) contenant un fluide acoustique
(eau). Une telle conduite est illustrée sur la figure 3.1.datien du systeéme est telle qUe§| =
|S5| = w((RS)? — (RF)?) et|ST| = |S5| = m(RF)2 00 R® = 5 x 1072m, R¥ = RS — h et
h/RS = 0.05.
Le formalisme WFE s’appuie sur le modeéle éléments finis dausssysteme élasto-acoustique
représentatif, tel que décrit sur la figure 3.2. Ce souserystest maillé par éléments finis 3D
linéaires [ZT00] et ne contient pas de noeuds internes @utids termes, les noeuds sont contenus
sur les frontieres gauche et droite). Le nombre de ddI'sezansurS$ ou S5 (cf. figure 3.1) est
n® = 192; le nombre de ddI's contenu s ou S5 estnf = 361. L'épaisseur du sous-systeme
estd = 1 mm (cf. figure 3.2) ; elle est choisie suffisamment faible au regke la convergence de
la méthode WFE pour décrire les modes d’ondes en MF (cf. tleap). L'obtention des modes
d’ondes élasto-acoustiqué§:;, ®;)}; se propageant dans la structure s’obtient par résolution du
probléme aux valeurs propres (3.6).
Introduisons la fréquence adimensioniiée= wRF /c, exprimée a partir de la vitesse de phase
cr, = (E%/p%(1—(v®)?))Y/? du mode de compression associée & une coque de Donnellléqgteéva
in vacuo[FF82, JF86] : les courbes de dispersidgn — k;(£2)};, obtenues par la méthode WFE
(cf. (2.10)), de huit modes significatifs sont tracées simalade de fréquences, = [0.1, 3] (cf.
figure 3.3). A l'intérieur deBg, ces courbes illustrent des modes élasto-acoustiqueagatfs et
des modes élasto-acoustiques qui deviennent propagatiitaines fréquences de coupures. Les
solutions WFE sont comparées a des solutions analytigpeésentant :
— Les modeglastiquesd’anneau, de compression et de torsion d’'une coque de Oannel
vacuode rayonkF [JF86];
— les trois premiers modegoustiquesiu fluide a paroi rigide, exprimés a partir de la fonction
de Bessel d’'ordre = 0 (modes axisymeétriques), et le troisieme madeustiquedu fluide
a paroi rigide, exprimé a partir de la fonction de Besseldtes = 1.

Les solutions analytiques reflétent correctement les teretabasses et hautes fréquences des
modes numériques « standard$-3 et du mode numérique d’anneéuLes écarts observés entre
les deux types de solutions, dans les domaines basses e lfi@guences, refletent les effets de
charge du fluide, non pris en compte dans la solution anakytig structure élastique, ainsi que les
effets de vibrations de paroi, non pris en compte dans ldisnlanalytique acoustique. Les solu-
tions numeériques-3 et6 révelent des changements de natures analogues a ceus padiuller

& Fahy [FF82], dans le sens ou les courbes de dispersion da@éss « bifurquent » d’'un mou-
vement d’'onde fortement élastique a un mouvement d’onderfant acoustique ovice versa
Ces bifurcations apparaissent notamment aux coincidetee$ongueurs d'ondes élastiques et
acoustiques, lorsque les transferts d’énergies peuvepeiEr.

Soulignons cependant que la méthode WFE permet de décereatieportements ondulatoires
MF non expliqués par les théories analytiques classiquESZF- L'évolution fréquentielle du
mode7 permet d'illustrer ces propos, dans le sens ou la courbesgeidion associée bifurque du
troisieme mode acoustique analytique= 0 (axisymétrique) vers le troisieme mode acoustique
analytiqgues = 1 (asymétrique) aux alentours du mode analytique de tor€l@s. comporte-
ments modaux complexes sont décrits dans le cadre de la de€WWBE et refletent les effets de
couplages entre différents modes de méme nature (élasiigaeoustique), non prédits par les
approches analytiques [FF82]. Ces mécanismes sont d&icgipréhender et n’interviennent pas
forcément aux phénomeénes de coincidence des longueuided'@tastiques et acoustiques.
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FIGURE 3.3 —Courbes de dispersioff2 — £;(Q)}; : ( ) solutions WFE (- - - - ) solutions
analytiques pour la coque de Donnell équivalanteacuo; (— — —) solutions analytiques = 0 pour le
fluide dans la conduitdgide; (— - —) solution analytique = 1 pour le fluide dans la conduit&gide.

3.4 Reéponse harmonique

3.4.1 Généralités

La stratégie de calcul de la réponse forcée est présentédedeimapitre 2. Elle s’appuie sur la dé-
composition du systeme global &hsous-systémes élasto-acoustiques identiques (cf. figlye 3
La technique consiste a décrire, pour un sous-systedmné, les vecteurs d’éta@k) ou ul(f) a
partir d'une base réduit{ai»j}jzl,mgm (m < n) extraite de la base compléte des modes d’ondes
élasto-acoustiquef®; } -1 . 2, (cf. (2.12)).

La distribution spatiale des amplitudes moda@a’?c et Qref s’obtient par considération des re-
lations (2.14) et (2.15) et des conditions aux limites. Lasditions aux limites classiques du type
Neumann et Dirichlet s’expriment dans le cas présent par :

(0,550, |T,,5|0,,r] u = F} (condition de Neumann, partie solide) (3.8)
1 . . .
[0,,5]0,,7|0,s|L,r]u = EFS (condition de Neumann, partie fluide) (3.9
[I,,5]0,,#|0,s]0,:] u = qp (condition de Dirichlet, partie solide) (3.10)
[0,,5]1,,7]0,,5|0,r ] u = ¥q (condition de Dirichlet, partie fluide) (3.11)
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3.4.2 Reésultats numériques

Nous appliquons la méthode WFE pour décrire le comportenribridiacoustique d’'une conduite
élastique axisymétriqgue de longuelir= 0.3m, telle gu'illustrée sur la figure 3.4, contenant
un fluide compressible. La conduite est encastrée sur sesedémités. Le fluide est excité
enz = 0 (extrémité gauche) par déplacement impb&¢ et est couplé em = L (extrémité
droite) & un systéme masse-resqdiic, K°(1+in°)} présentant les caractéristiques suivantes :
M® =0.2kg ?; \/K</M¢ x RF /e, = Q°00Q° = 2.5;7° = 0.01.

u .
|_’ . Solid Mass-spring system
\
Fluid
....... s e S s srscsssssise R

=10 =1L

FIGURE 3.4 —lllustration d’'une conduite élastique contenant un fluidewstique excité par déplacement
et couplé a un systeme masse-ressort.

Dans le cadre de la méthode WFE, le systeme global est dgenitibde300 sous-systéemes élasto-
acoustiques identiques (cf. figures 3.1 et 3.2), dont leact@nistiques sont similaires a celles
spécifiées précédemment. Les conditions de frontiéres skérag conduite-fluide s’expriment
formellement :

z=0: wS =0 et wh=U,g, (3.12)

r=1L: wS=0 et / pds = iwZUp, (3.13)

ou S° représente la surface de couplage entre le fluide et le systéamse-ressoit];, représente

le déplacement de la mas3£° et Z représente I'opérateur d’impédance de frontiere de I'éii#m

de couplage iwZ = —w?M*® + K°(1 + in°). Sous I'hypothése d'uniformité des champs de
forces acoustiques en= 0 etz = L, on montre que les conditions (3.12) et (3.13) peuvent étre
écrites sous la forme suivante [MI07] :

1 iwpo|ST|

Xr = O . U =0 et .—FA = 7F1HFX1UeX7 (314)
1w nI
1 : 2| QF|2
c=L: U=0 et —F= MPOE i (3.15)
iw Zny

oun® désigne le nombre de ddlI's de surface pour la partie fluidé esigne le nombre de ddI's
de surface pour la partie fluide, qui n'appartiennent pasnéetface de couplage avec la partie
solide. A partir de (3.14) et (3.15), les conditions de fiémgs peuvent s’expliciter sous le forma-
lisme WFE suivant (cf. (2.16)) :

2. Le rapport de masses entre I'élément de couplage et e fiuiihtérieur de la conduite est approximativement
10%.
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Pour la frontiére gauche

- (1)~ ~. N1 =
<Qref) =C (anc> + ]:’ (316)
ouC représente la matrice de diffusion (décrivant la réflexidnemsmission des modes d’ondes) :

~ + ~ s
(q)z)ref ] (?g)lnc ] 7 (317)

C=-| '~ ‘
(‘I,%‘)ref ((I,%‘)ll’lc

et F représente les effets des sources d’excitation :

~ +

~ (q)(sl)ref ‘ F()

Tl @b | e ) (2.18)
Pour la frontiére droite

~7re (N+1) ~ ~inc (N+1)

(g f) — (g ) , (3.19)

ot C’ représente la matrice de diffusion :

" (;IV,S )ref * (if,s )inc
C=—| - <a _ a s |, (320
(@t S lyer || (@yne I @l | O

Ci—dessus,:Iiinc et dref désignent les modes incidents et réfléchis relatifs a laién@mgauche,
tandis queb " et®"*" désignent les modes incidents et réfléchis relatifs a ldiéxandroite. Ces

~inc ~ref ~inc

modes sont reliés de la maniére suivante [MIOF] © = ®7f, @ = dirc, Q" = Q°f et

~ref

Q — éinc.

Nous déterminons ci-aprés la distribution spatiale dedagion acoustique moyennée sur la sec-
tion du fluide, définie par

iwpo ;Y

< P>=-—
’I’LF

, (3.21)
ou ¥; représente la—eme composante du vectellr. La solution WFE, obtenue par résolution
numérique du probléme aux limites constitué des relati@&4, (2.15) et des conditions aux
limites (3.16) et (3.19), est comparée a la solution argiipour le fluide a paroi rigide [Bru83],
exprimée a partir du premier mode acoustigue 0. La solution WFE est exprimée, d’une part
a partir du mode2 (cf. figure 3.3) qui est proche de la solution analytiquedaes? > 1.5, et
d’'autre part & partir des0 modes élasto-acoustiques qui sont les plus sollicités gesitation.
Ces modes sont associés aux puissances acoustiques nedghiss élevées [Lan99] et sont
supposés supporter la dynamique du systéme lorQqge3 °. Les deux types de solutions sont

3. En d'autres termes, la base rédbﬁ@j }; est supposée compléete au regard des fréquences considérées
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illustrés sur la figure 3.5 lorsque = Q¢ = 2.5 — reflétant la résonance du systéeme masse-ressort
— et sur la figure 3.6 lorsque = 3.

w10 w10

Acoustic pressure (Pa): real part
Acoustic pressure (Pa): real part
Q

1 L . 1 L .
0 a0s 0.1 0.15 02 0.25 03 0 a0s 0.1 0.15 02 0.25 03
Puosition {m) Puosition {m)

FIGURE 3.5 —Evolution spatiale de la pression acoustique moyenne &tpiémce? = 2.5 : solutions
WFE ( ) décrites aved mode (a gauche) é0 modes (a droite), comparées a la solution analytique
décrivant le fluide dans la conduitgide (- - - - - - ).

x 10 x 10

08k

Acoustic pressure (Pa): real pant
Acoustic pressure (Pa): real pant

.

1 L L 1 L L
0 a.0s 0.1 0.15 02 0.25 0.3 0 a.0s 0.1 0.15 02 0.25 0.3
Position {m) Position {m)

FIGURE 3.6 —Evolution spatiale de la pression acoustique moyenne &tuénce) = 3 : solutions
WFE ( ) décrites aved mode (a gauche) é0 modes (a droite), comparées a la solution analytique
décrivant le fluide dans la conduitgide (- - - - - - ).

La solution WFE construite uniguement a partir du medgparait similaire a la solution analy-
tique lorsque = 2.5. Ces deux solutions se révéelent cependant sensibleméedifes lorsque

2 = 3, au regard des effets d'interaction fluide-structure qusom pas retranscrits par la théorie
analytique. La solution WFE, obtenue a partir idemodes, apparait moins réguliere que la so-
lution analytique lorsqué) = 2.5 et 2 = 3; la solution numérique, obtenue a partir de la base
réduite{i’j}j supposée complete, permet de décrire les phénoménegatiime fluide-structure

et de couplage modal qui se révéelent prépondérants auxeinéga élevées.
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3.5 Réponse temporelle

3.5.1 Propos liminaires

Le calcul de la réponse temporelle des systemes via la m&tWieE s’opére usuellement par
Transformée de Fourier inversie la réponse harmonique [vF86]. Cette derniére s’exprieniad
maniere suivante :

u(k) _ ;Iv,incéinc(k:) + (’Iv,reféref(k) k=1,...,N, (3.22)
soit par considération des relations (2.14) et (2.15)

u(k) _ :I;incljk—léinc(l) + (i;refﬁ—(k—l)éref(l) k=1,...,N. (3.23)

~ref] — [~inc

oup = [p ']~ (cf. (2.21)). Notons que contrairement aux matrices madaseielles
issues de la méthode des éléments finis, la matrice des moadees® issue de la méthode WFE
dépend de la fréquence. L'intégration temporelle de (3r&REessite donc la prise en compte de
cette dépendance fréquentielle. La réponse temporelpriee donc

F! [u(k)} N [«iiﬂ « FL [ﬁ’f—lém‘:(l)}
yF [&Sref] « F1 [ﬁ‘“ﬂ‘l)émf(l)} k=1,....N, (3.24)
soit
Pue] = o] e )
L e S s [Tl (3.25)
k=1,...,N,

ou F~! associe a chaque fonctigifw) sa transformée de Fourier inverg@).

Note sur la convergence du modeéle

La convergence du modele WFE décrit a partir de (3.25) ni@dppas optimale au regard des
différentes intégrations numériques qu'’il requiert. Qaggrations peuvent se révéler extréme-
ment colteuses en termes de temps de calculs, pour reirarg@rectement les comportements
MF. Notons qu’une solution alternative a la transformée derier inverse consiste a transposer
a la fonction de transfert obtenue par (3.22) un systemaitiaéu premier ordre de la forme
X =AX+B.

3.5.2 Résultats numériques

La méthode WFE a été utilisée dans le cadre d’'une applicatidustrielle pour décrire la ré-
ponse temporelle d'un gaz, a I'intérieur d’une ligne d'ggbement, a partir du code commercial
AMESin©. La ligne d’échappement illustre une conduite axisymégitelle que décrite sur la fi-
gure 3.1. Le gaz est soumis sur la frontiére gauche a un déhistque simulant une montée en
régime. La solution WFE est obtenue par considération dystesne du premier ordre équivalent
X = AX + B (voir ci-dessus) ; la fonction de transfert, reliant la gies acoustique du gaz
en sortie de ligne a la pression acoustique d’entrée, estraite a partir del0 modes élasto-
acoustiquessignificatifs tels que décrits dans le cadre du calcul de la réponse hajusorLa
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solution WFE est comparée a une solution analytique déjiémgntée dansMESin®© (cf. figure
3.7). ll apparait que la solution WFE refléte des comportesngynamiques plus riches que ceux
décrits par la solution analytique ; elle permet notammentiécrire des couplages modaux MF
complexes résultant des phénomenes d’interaction flurdetare et non décrits par les approches
standards.

FIGURE 3.7 —Réponse temporelle d’une ligne d’échappement-«—) solution WFE aved (0 modes;
( ) solution analytiQuAMESim®©.

3.6 Conclusions

Nous avons appliqué la méthode WFE pour décrire numériguelag@ropagation d’ondes dans
les systemes élasto-acoustiques. La méthode a été testedquoire la propagation d'ondes BF
& MF dans une conduite élastique axisymétrique remplie dluide acoustique. L'approche nu-
mérique permet de décrire les évolutions complexes MF detesnd’'ondes élasto-acoustiques,
non décrites par les approches analytiqgues. La méthode WHE ailleurs été appliquée pour
décrire la réponse spatiale du fluide, a I'intérieur de ladoite, sollicité par déplacement harmo-
nique imposé et couplé a un systéme masse-ressort. La ftifamuWFE, établie a partir d’'un seul
mode acoustique, permet de décrire fidélement la solutionstique du fluide a paroi rigide. La
formulation permet en outre de décrire le comportementi@dgf non régulier du fluide lors-
gu’elle est construite sur la base tlemodes élasto-acoustiques. La méthode WFE a finalement
été implémentée dans le code commeraitsin© pour décrire la réponse temporelle d’un gaz
a l'intérieur une ligne d’échappement.

32



Chapitre 4

Propagation multi-modale dans les
systemes multi-couches

4.1 Introduction

Les systémes multi-couches représentent des solutioasekgt rigides pour la conception des
systemes mécaniques, dans l'industrie automobile, agéfigne et aérospatiale notamment. La
compréhension et la prédiction de leurs comportementstdlves suscitent un engouement crois-
sant dans la littérature internationale [MSG06, MGO03, BSBbur décrire la propagation d’ondes
dans ces systemes, la méthode WFE apparait cependantnpatiige d’un point de vue nu-
mérique, au regard du comportement dynamique multi-éxlygie peuvent exhiber ces couches.
Dans ce cas, la méthode génére des modes parasites HF gubesttla description des modes
physiquesians le domaine fréquentiel.

Nous présentons ci-apres une version modifiée de la méthdele, Wppelée méthode MWFE
(«Modified Wave Finite Element3. Cette méthode s’appuie sur une technique de souststatict
tion dynamique permettant de construire les modes d'ogligsmuxse propageant dans un sys-
teme multi-couche a partir des modes d’onltesuxse propageant dans les couches homogénes
avec interfaces libres. La méthode MWFE permet de s’affrardes probléemes numériques as-
sociés a la méthode WFE et permet de décrire le comportergaatrdque des systémes multi-
couches a partir de bases de modes d'ondes dont les natmtesosectement retranscrites a
l'intérieur des bandes de fréquences étudiées. L'ensedebtette étude est présenté en détails en
refs. [MI108, Men08].

Ci-apres, les problématiques associées a la méthode WEEnsses en évidence. Nous présen-
tons dans la suite la méthode MWFE pour décrire la propagdtandes dans les systemes multi-
couches. Nous présentons finalement la stratégie de caltaléponse forcée des systémes multi-
couches a partir de la méthode MWFE.

4.2 Analyse de la formulation WFE

4.2.1 Propos liminaires

Dans le cadre de la méthode WFE, nous examinons la propagiitades dans une structure
élancée, élastique et dissipative, composé@/deouches homogénes de sections constantes (cf.
figure 4.1). Le systeme multi-couche est supposé vibreailiagent sous excitation harmonique
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FIGURE 4.1 —lllustration d’'un systéme élastique multi-couche a sectectangulaire et illustration d’'un
sous-systeme représentatif.

La méthode WFE s’appuie sur le modéle éléments finis d’'un-sgsi@me multi-couche extrait
du systeme global (cf. chapitre 2), tel que décrit sur la &guf.. Les modes d’ondg$y;, ®;)};

se propageant le long du systéme multi-couche sont nunaeénigut calculés a partir du probléme
aux valeurs propres (2.4), établi sur la base du modele ékérfiais du sous-systeme (cf. chapitre
2).

4.2.2 Discussion

En pratique, 'implémentation de la méthode WFE consisteadlen de maniere uniforme la sec-
tion d’une structure avec un nombre de noeuds suffisant gauird le comportement dynamique
de cette section a l'intérieur d'une bande de fréquenceséd@nnCette routine a été appliquée
avec succes aux systemes homogénes [MIJ06], dans le semg aéttion exhibe spatialement la
méme échelle de vibrations. Ce critére ne peut cependaiétiggsistifié dans le cas des systemes
multi-couches, dans le sens ou leur section peut révéldéiakpaent des comportements dyna-
migues de natures trés disparates. Ce type de systémeeilpsst exemple une poutre sandwich
composée d’'un coeur souple en caoutchouc, vibrant en MFe eedx peaux rigides en acier,
vibrant en BF (cf. figure 4.2). Pour appliquer la méthode WRIEgensité de maillage de la section
globale doit étre suffisamment riche pour décrire notamrgeadmportement MF du coeur ; cela
suppose, dans la mesure ou I'on admet la compatibilité dékges aux interfaces entre couches,
de maliller les couches rigides aussi finement. La dimensigrabléme aux valeurs propres (2.4)
peut donc largement excéder la somme des dimensions c@&stiqtées des couches : le processus
d’extraction numérique des modes d’ondes génére de cedwmitndes d’'ordres élevés associés
a des valeurs propres extrémement larges ou proches deCasoodes HF n'ont pas de réalité
physique et sont sources d’une mauvaise convergence di@prelux valeurs propres (2.4) pour
décrire les modes BF & MF.

Pour illustrer ces propos, nous examinons le probleme deagedion d’ondes dans la poutre

sandwich illustrée sur la figure 4.2, composée d’'un coeuraguitchouc (couche) et de deux
peaux en acier (couché®t3). Les peaux exhibent les mémes caractéristiques : densitép?® =
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7850 kg/m?, module d’YoungE! = E3 = 2.1 x 10! Pa, coefficient de Poisson' = 12 = 0.3

et sectiorb0 x 2mm? ; le coeur posséde les caractéristiques suivantes : dedsité50kg/m?,
module d’YoungE? = 1.5 x 10%Pa, coefficient de Poisson? = 0.3 et section50 x 20 mm?.
Les trois couches ont le méme amortissement struciural 0.01. Les modes d’ondes globaux
{(nj,®;)}; se propageant dans le systéeme couplé sont obtenus nunméeiqueur la base du
modele éléments finis d'un sous-systeme multi-couche septatif, tel que décrit sur la figure
4.2. L'épaisseur du sous-systéme selon l'aestd = 2 x 10~3m. Les couches et3 (peaux) sont
maillées par éléments 3D linéaires tandis que la cougt{eoeur) est maillée par6 éléments 3D
linéaires. Dans le cadre de la méthode WFE, ce maillageigrass supposé adéquat pour décrire
les modes standards BF du systéme global ainsi que les psemales de section, reflétant la
dynamique locale MF du coeur.

FIGURE 4.2 —Modele éléments finis d’une poutre sandwich et modele élé&niimis d'une sous-structure
représentative.

Les courbes de dispersidu — k;(w)}; de quelques modes propagatifs sont estimées par la
méthode WFE et tracées sur la bande de frequeBiges [100 Hz, 1500 Hz] (cf. figure 4.3).
Ces modes représentent notamment les modes standards piession, flexion et cisaillement.
L'évolution de chaque mode numérique dans le domaine frégpieest estimée au regard du cri-
tere (2.11) développé dans le chapitre 2. En BF, les courbafispersion des modes standards
apparaissent similaires aux solutions analytiques dppéles en ref. [BS05]. Les solutions numé-
riqgues WFE, obtenues par résolution du probleme aux vajgommes (2.4), dévoilent cependant
des changements de natures non prédits par la théorie ignalyCes changements de natures
traduisent formellement des interférences entre modes Bfodes HF parasites. Les figures 4.4
et 4.5 illustrent précisément la similarité entre le modecaimpression BF et un mode parasite
— non propagatif — aux alentours @e0 H z, ou I'on note un changement de nature du mode BF
(cf. figure 4.3). La dépendance entre modes standards editearast donc établie : elle perturbe
I'extraction des modes standards et génére des problenmsdisrs, notamment dans le calcul des
réponses forcées.

Nous proposons ci-aprés une méthode permettant de seffrastes effets de pollutions numé-
riques associés a la formulation WFE. Cette méthode, appdFE (Modified Wave Finite Ele-
ment$, s'appuie sur une technique de sous-structuration pé&antede décrire le comportement
dynamique de chaque couche sur une base de modes loctmedsion adaptépour décrire le
comportement dynamique du systéme global. Ces modes loefiétent les ondes se propageant
dans chaque couche avec interface libre.
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FIGURE 4.3 —Courbes de dispersion associées aux modes d’ondes globptpmgeant dans la structure
sandwich : solutions WFE.

@) (b)

FIGURE 4.4 —Composantes déplacement (parties réelles) des formedaBat00 H z : (a) mode de
compression standard ; (b) mode de compression parasite.

FIGURE 4.5 —Composantes force (parties réelles) des formes d’on6@s & = : (a) mode de compression
standard ; (b) mode de compression parasite.
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4.3 Présentation de la méthode MWFE

4.3.1 Calcul des modes d’'ondes locaux

Considérons un sous-systeme multi-couche extrait duragstgobal, englobant/ couches ho-
mogenes (cf. figure 4.1). Les frontiéres gauche et droitehdque coucheé (i = 1,..., M) sont
respectivement notéds; }; et {Si}; et sont supposées contenir le méme nombree ddl’s (cf.
chapitre 2). Noton$* la surface de couplage entre la couclet son voisinage, représentant I'en-
semble des couchgg},..; connectées.

La méthode MWFE consiste a construire la base des modesafagidbaux{®;} ;, attachée au
systéme multi-couche, a partir d’'un ensemble de baseseb{:@&vr;l}j:lv___v?mi}i a dimensions
spécifiques{2m'}; (m' < n' Vi), attachées aux couches homogefigs avec interfacegI™};
libres. Pour chaque couch&écouplée de son voisinage, la base Io«ﬁég}j:l,mzmi est suppo-
sée refléter, a I'intérieur d’'une bande de fréquences dotiéékelle de vibrations de la secticii

ou St ; cette base est extraite de la base comqléﬁt?}j:17...,ni des modes d’ondes se propageant
dans la couchée avec interface libre ; ces modes sont obtenus dans le cadeendéthode WFE
par résolution du probléme aux valeurs propres suivan{Zcf)) :

S'®l = pidl | ST pld=0 i=1,...,M, (4.1)

ou S’ représente un opérateur symplectique de dimen@ohx 2n?), exprimé a partir de I'opé-
rateur de rigidité dynamiquB®’ associé au modele éléements finis de la couche homagaver
interface libre. La matrice des modes d’ondes locdtixs’exprime usuellement a partir des ma-
trices(n’ x 2m?) 51321 et®: (cf (2.13)) :

$i—| e

ol i =1,..., M. 4.2
a| (4.2)

La stratégie de calcul des modes d’ondes glodyix, @)} ; S'appuie sur une technique de sous-
structuration présentée ci-dessous.

4.3.2 Schéma de sous-structuration

Le schéma de sous-structuration associé a la méthode MWREid&gralement présenté en ref.
[MI08]. Le formalisme est brievement rappelé ci-dessous :

L'équilibre dynamique de I'ensemble des couches connget@®mposant le sous-systéeme multi-
couche — s’écrit ;

ql JT_’l
[Dlocal 4 Dcoupling] — , (43)
qJ\/[ ]:'M

ou D*°ca! représente une matrice diagonale par blocs, composée demt@ps de rigidités dy-
namiques{D?}; des couches avec interfaces librd3% rine exprime les couplages inertielles,
élastiques et dissipatifs entre couch@g.}; représente les déplacements nodaux des couélies.
désigne la restriction a la coucheles forces nodaleB appliquées au sous-systéme ; les forces
{F*}; s’expriment a partir des forced}; appliquées aux couches avec interfaces libres de la
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maniere suivante :
]:1 Fl
: — [I + Ecoupling] ) (44)
]:M FM
L'équation (4.4) décrit la continuité des forcg%*}; aux interfaceqT;}; ; il n’existe en revanche

aucune relation traduisant la continuité des fordgS}; aux interfaceqT; };.
En reformulant I'équilibre dynamique (4.3) en termes daeais d'états, on obtient :

Qg qL
M M
g _ qL
| = S| —%— 7| (4.5)
FM _FM
ou
b2 P ~7 ¥
: =g" : et : =g" : (4.6)
7 ! i ~FY

Les matricesS etG* sont détaillées en ref. [MIO8E représente une matrice de taid ", n’ x
23", n%) qui n'est pas symplectique priori. Le schéma de sous-structuration, établi par (4.5) et
(4.6), permet de décrire localement les variables cinémes (déplacements et forces) de chaque
couche indépendamment de son voisinage. Il permet notattteeaprésenter les modes globaux
du systéme multi-couche a partir d'un ensemble de bases destondes locaux, attachées aux
couches avec interfaces libres et dont les dimensions peéue individuellement adaptées aux
échelles de vibrations mises en jeu. Les modes d’'ondesugtatzmnt définis ci-apres :

Les relations de couplage entre deux sous-systénees — 1 s’expriment :
q. W =gl _F® g D o N i=1,..., M, (4.7)

ou N représente le nombre de sous-systémes multi-couches santpe systéeme global. Les
équations (4.5) et (4.7) permettent d’aboutir a une refatie la forme (2.6). Par considération
du théoreme d@loch [Wil78], les solutions rechercheéggp;}; sont de la forme (2.7) et sont
obtenues par résolution numérique du probléeme aux valeopsgs suivant :

(®q)jin (®q)ji1
(®a)jive | _ | _(Ro)jinr LT —
. (®F)jn M @) - Sowll=o, (*.8)
(®F)jim (®F)jim
ou (®,);; et(®r);; représentent des vecteurs de tailié x 1) et désignent les restrictionsSa

ou Sy des composantg®,); et (Pr); associées au mode global
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D’un autre coté, I'équation (4.6) permet d’associer a kemble des restriction§(® r);;}: I'en-
semble des composantes fof¢®r) ;|; }; appliquées aux couches avec interfaces libres :

(®7)in (®r)jn
: _o 5 7 (4.9)
(®F)jim (®r)jim

ou{{(®r);i};}i et{{(®r);;i};}: refletent respectivement les forces associées aux couohes
pléeset découpléesAu regard de (4.4), la relation (4.9) permet de décrire l&ioaité des com-
posanteq{(®r);|;};}; aux niveau des interfaced™};.

On présente ci-apres la stratégie de calcul des modes d'@ideaux{(.;, ®,)};. Ces modes

sont obtenus numériquement par résolution d’'un problémevaleurs propres construit a partir

de bases modales IOC&I@@%;}]':L__’Zmi }i. Ces bases sont associées aux couches homogénes
avec interfaces libres et possédent des dimensions spésifigyn’};.

4.3.3 Construction des modes d’ondes globaux

La méthode MWFE consiste & construire les modes d'ondesgid®; } ; a partir d’'un ensemble
de bases locales réduit¢s®’ };}; de dimensiong2m'}; :

(®o)ji= Y, @) (@)= >, (@) i=1,...,M (410)
I=1,....2m? I=1,...,.2m*

La décomposition (4.10) apparait naturelle dans le seresatoimposantel§ ®r) |; }i et{{(®f); }: }:
refletent communément des forces appliquées aux couchesirdeefaces libres. Notons par
ailleurs que la continuité des composanté® r);;}; aux interfacegI"}; est vérifiée au regard
de (4.9). La construction des modes globdudx; } ; s’écrit a partir de (4.10) et (4.9) de la maniere
suivante :

(‘I’q)jll
Py | _ g (4.11)
(®7)jn
(@F)jm
ol o représente les participations modales ; la matficeexprime
I 0 ;Iv,local
B= [ 0 o } e ] , (4.12)
ou dlocal et local représentent des matrices de taflf€, n’ x 237, m?) :
. 0 ... 0 ®. 0o ... o0
- 0 & ... 0 ~ 0 &2
(]:)éocal — . .q - : , @%ocal — . .F - ) (413)
0 0 .. &M 0 0 .. ®M

39



La stratégie de calcul des participations moddles}; est décrite de la maniére suivante :
En insérant (4.11) dans le probléme aux valeurs propre$, @8obtient un systéeme de taille

(235;n' x235,m'):
SBaj = ,ujBaj. (414)

Ce systéme peut étre réduit & un systéme de t@llle, m* x 23", m") par application de la
transformation3”J :

BTISBa; = ;BT IB aj, (4.15)
ou
0 I ;
J— @¥;n) | (4.16)
Ly 0

Le probleme (4.15) apparait bien conditionné : d'une parsi homogéne et non partitionné
en composantes déplacement et force ; d’autre part, lace#irse révele bien conditionnée au
regard des matricqsfi}i qui peuvent étre normalisées de maniére similaire, audetgia norme
hermitienne par exemple (cf. chapitre 2). Les participatimodaleg a; } ; sont donc obtenues par
résolution d’'un probléme aux valeurs propres classique :

SMWFEaj = iy N ‘SMWFE — /L]I‘ = O, (417)
ou
S"FE — [BT3B] " BTISB. (4.18)

Notons que I'existence de la matrif@’ J3]~! peut étre vérifice B ne contient pas de vecteurs
dépendants, c’est-a-dire lorsque la dimension de chacsmlbeale{@é-}j n'est pas surestimée
au regard du comportement dynamique de chaque cauche

La méthode MWFE peut donc étre énoncée de la maniere suivante

Etant donné un ensemble de bases locales réd{gjtb?}j}i ayant des dimensiorappropriées

les modes globaux sont obtenus par résolution du probléxeaeurs propres (4.17), permet-
tant I'obtention des parametrgg; }; — décrivant les vitesses de propagation des modes — et des
participations modale$c; };, et par considération de (4.11), permettant d’établir éssrictions
a{S{};ou{S;}; des formes de section modalgisP;}:} ;.

Soulignons que la méthode MWFE présente les avantagessiiva

— Lataille du probléme aux valeurs propres (4.17) représrnsomme de dimensions adap-
tées aux échelles de vibrations des couches : dans ce sensmeortements dynamiques
essentiels BF & MF sont correctement décrits par la fornanat

— La taille du probléme aux valeurs propres (4.17) est géar@ent plus faible que celle du
probléme aux valeurs propres WFE (cf. (2.4)) : les temps C&Went étre réduits ;

— La matriceS"™E est homogéne et non partitionnée en composantes force latdéent :
le probleme aux valeurs propres (4.17) apparait bien dondi.
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Note sur la convergence de la méthode MWFE

La convergence de la méthode MWFE dépend étroitement dx clesi bases locales réduites
{{i)é}j}i pour décrire les modes globaux. La stratégie de sélectiaresidases locales reste un
probleme délicat au regard des critéres suivants : (i) cessbiacales doivent étre suffisamment
riches pour décrire les modes d’ondes globaux ; (ii) les dsions de ces bases ne doivent pas
étre surestimées pour éviter les problemes mal condit®n(ié la dimension du probleme glo-
bal varie en fonction de la fréquence.

Description des modes d'ondes globaux dans le domaine frégntiel

Notons que la stratégie WFE pour décrire I'évolution frégiedle de chaque mode global (cf.
(2.11)) ne peut pas étre appliquée au formalisme MWFE dasenie o8 E n’est pas symplec-
tique. Un critére analogue basé sur le produit scalaire itiempeut cependant étre proposeé :
Connaissant le mode globaléfini a la fréquence /27 et pourA,, suffisamment petit, le mode
global j défini aw + A, est tel que

| (Bowj(w + A) Y (Ba(w)) | = maxy{| (Ba(w + A) (Ba(w)) [} (4.19)

En pratique, I'utilisation de ce critére implique de norisat chaque composantBa;) a partir
de la norme hermitienné(Bozj)H(Bozj))1/2 [M108].

4.3.4 Reésultats numériques

Les modes d’ondes globaux se propageant dans la struchdwisa décrite précédemment sont
calculés sur la bande de fréquend®s = [100 Hz , 1500 Hz] a partir de la méthode MWFE.
La stratégie de calcul des modes globaux nécessite de résieugrobléme aux valeurs propres
(4.17), pour obtenir les valeurs proprgs; }; et les participations modalggy; } ;, et de consi-
dérer (4.11) pour construire les formes de section moddlés; };},. Le modele éléments finis
sous-jacent a la méthode MWFE est décrit sur la figure 4.6eésente les trois couches avec in-
terfaces libres. Les caractéristiques de maillage soritesies a celles détaillées précédemment :
les coucheg et3 (peaux en acier) sont maillées chacune4o@iéments 3D linéaires tandis que la
couche2 (coeur en caoutchouc) est maillée péaréléments 3D linéaires.

FIGURE 4.6 —Modeles éléments finis des trois couches découplées stilmér la construction des modes
d’ondes globaux.
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Dans le cadre de la méthode MWFE, les modes globaux sontoigst partir des modes locaux
associés aux couches avec interfaces libres. Ces modes kmat supposés contribuer significa-
tivement au comportement dynamique du systeme global BanBour chaque couche, la base
modale réduite est définie de telle sorte qu’elle contiemsemodes propagatifs et évanescents
standards ainsi que les modes de section qui devienneragatis ou sont proches de devenir
propagatifs a l'intérieur dé¢sy. Dans le cas présent, le nombre de modes locaux incidents-ou r
fléchis estn! = m3 = 7 pour les peaux et? = 30 pour le coeur. La dimension du probléme
MWFE est don@(m! + m? + m?) = 88 et apparait largement réduite comparée a la dimension
du probleme WFE, c’est-a-din = 210.

Les courbes de dispersid — k;j(w)}; de quelques modes standards sont estimees par la meé-
thode MWFE et comparées aux solutions WFE sur la bande daenégs5; (cf. figure 4.7).
Contrairement a la méthode WFE, la méthode MWFE permet kdke modes globaux dont
les natures BF sont conservees syr 1. Cela s’explique au regard des effets de dépendance
entre modes standards et modes parasites HF qui sont &imimde formalisme MWFE. La
méthode permet en outre de décrire fidelement les formes aiersenodales{{®;;}:}; sur

By = [100 Hz , 1500 Hz] (cf. figures 4.8 et 4.9) qui apparaissent cohérentes audegar solu-
tions analytiques. Ces formes de section définissent ladesenodes d’ondes globaux utilisée
pour les calculs de réponses forcées.
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FIGURE 4.7 —Courbes de dispersion associées aux modes d’ondes glabpuogmgeant dans la structure
sandwich : {——) solutions MWFE . ... .. ) solutions WFE.

1. Soulignons le caractére fluctuant de la courbe de digpeesisociée au mode de compression aux alentours de
600 H z, traduisant la fréquence a laquelle les peaux ne vibrestgtile fait que I'énergie est uniqguement véhiculée
par les mouvements du coeur plus souple.
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Contrairement a la méthode WFE, la méthode MWFE permet désepter le comportement
dynamique des systémes multi-couches a partir de basesestdufaibles nombres de modes
globaux, dont les natures sont cohérentes avec les domfagtesntiels étudiés. L'application

de la méthode MWFE pour décrire la réponse forcée des systambi-couches est présentée
ci-dessous.

(b)

: >

0.01

(d)

0.1
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FIGURE 4.8 —Composantes déplacement (parties réelles) des formedefarbtenues par I'approche
MWFE a100 Hz : (a) mode de compression; (b) mode de cisaillement; (c) ndediéexion propagatif;
(d) mode de flexion évanescent.
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FIGURE 4.9 —Composantes déplacement (parties réelles) des formedefarbtenues par I'approche
MWFE a1500 Hz : (a) mode de compression; (b) mode de cisaillement; (¢) ndedéexion propagatif;

(d) mode de flexion évanescent..



4.4 Calcul de la réponse forcée

4.4.1 Propos liminaires

Nous présentons la stratégie de calcul de la réponse foeeydtémes multi-couches par ap-
plication de la méthode MWFE. Dans le cadre de cette méthesl@ariables cinématiques d'un
sous-systeme multi-couche s’expriment sous la forme dewecd’états :

qr, dr
M M
U, = | — L U= |2 (4.20)
L R
FM A

Au regard des relations de couplage entre deux sous-systanig-couches: etk — 1 (cf. (2.5)),
nous obtenons :

u® = sy = sy k=2,...,N. (4.21)

Notons{®"*}; 'ensemble des modes globaux obtenus a partir de la méthoue B4

(‘I’q)jll

PUIE — %IM— tel que @ = Boy; j=1....2) m. (422
Fj|l

(q)f.)j\M

Le stratégie de calcul de la réponse forcée consiste a @régstvecteurs d'etals, et sur une
base réduitg ®'**}; extraite de la base complef@!*"}; :

U = |@E QW ) = [E[ QU p =1, N, (4.23)

o [®"FE] représente la matrice des modes d'on@i®4" =} ; elle s'exprime littéralement (cf,
2.9)) :

inc ref

N [(’I“,MWFE} [(’IV,MWFE}
(@M = | o e o e | (4.24)
|:(I)MWFE} |:(I)MWFE}

F F

OUl [PMVFE]inc | [PNVFE]inc [HNFE|rel gt [HMWFE]re! représentent des matrices de méme taille. La
distribution spatiale des amplitudes modales s’obtieassijuement par considération des rela-
tions suivantes :
Qireth) — ph-1Qine(l) k=1,...,N+1, (4.25)
Qrefh) = (= Qrer®) k=1,...,N+1, (4.26)
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associées aux conditions de frontiéres. A titre d’exempkeconditions de Neumann et Dirichlet
s’expriment (cf. Egs. (2.19) et (2.20)) :

[ 0|1 |U==+LF (condition de Neumann) (4.27)
[I]0]U=_Lqo (condition de Dirichlet) (4.28)

ou L représente un opérateur Booléen reliant les ddl's de sedBachaque couche aux ddI's de
section du systéme global :

ql ]:'1
| =2q .| = zF. (4.29)

Note sur la dualité ondes incidentes / ondes réfléchies

La convergence du systeme (4.27)-(4.28) pour décrire legditons de frontiéres est étroite-
ment liée au caractere dual des modes globaux incidentfiéthis, notamment dans le sens ou
[(@IF7E)3e]| = [|(S7E)z] | et [|(B7R) 3| = ||(BFE)5e7]| ;. Ces relations ne sont pas
exactement vérifiées numériguement : la méthode MWFE gélereffets de dispersion numé-
riqgue pouvant se révéler non négligeables et extrémemaeilipént pour le calcul de la réponse
forcée, notamment lorsque les criteres de sélection de=s basales réduite@{&rg}j}i pour le
calcul des modes globaux sont mal appréhendés. Pour tatterproblématique, nous proposons
d’introduire la base modale modifiée s’appuyant sur lestiubens suivantes :

inc

o [:I;MWFE:|F ' (4.30)

- [:I;MWFE:| inc [:I;MWFE:| ref
a

[(“I;MWFE] ref
q F

La matrice des modes d’ondes modifiée s’exprime alors :

inc

[ZI;MWFE]
~ qinc . (431)
_ |:(I,MWFE}

inc

e

i

q

inc

[(’IV,MWFE] _

F F

Elle permet d’assurer la dualité ondes incidentes / ondiéschées pour le calcul de la réponse

forcée. Nous supposerons dans la suite (sans le démonigelg ghoix de cette base de représen-
tation modifiée permet d'aboutir aux relations (4.25)-63. Lette stratégie de régularisation du

probléme aux limites sera mis en situation dans la suite.

4.4.2 Probléme de Neumann-Dirichlet

Nous appliquons la méthode MWFE pour décrire le probleme eeniann-Dirichlet. Ce pro-
bléme illustre un systéme multi-couche dont la frontieéreahe est soumise a un champ de forces
surfaciques, que refléte le vectdilg, et dont la frontiére droite est sollicitée par déplacement
imposésqyg (cf. figure 4.10).
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i
.

FIGURE 4.10 —lllustration du probléeme de Neumann-Dirichlet.

Dans ce cas, les conditions aux limites (4.27) et (4.28)askuisent par :

[ G MWFE] ;nc Qirc()) 4 [E)MWFE] ;ef Qrt() — _£F,, (4.32)
M~ qinc ~ . ~ ref
FMFE| T Qinc(NH1) [@MWFE]Q Q=t(V+D) — £q, (4.33)

L 1q
soit, a partir des équations (4.25) et (4.26) :

M~ Jinc ~ . ~ ref
GMWFE . Qinc() 4 [@MWFE]F Qrt() — _LF,, (4.34)

in re

_('IV)MWFE_
L 1q

L'utilisation de la base modifiée définie par (4.30) permetédpilariser le probleme (4.34)-(4.35)
de la maniére suivante :

¢ i = t__ Are
v Qi) 4 [@MWFE] g NQEEt = £q,, (4.35)

q

[(’f,MWFE]F Qinc(l) _ [&,MWFE]F Qref(l) — _LF,, (4.36)
[:I;MWFE]q N Qi) 4 [i,MWFE]q ANt = £qp, (4.37)
soit
~ ~ X +
[ 1 Gac() _ ([q,MWFE]%nc> LF,
[ AT ] Qres() - FMIFE]inc | ' (4:39)
([<I> Iy ) Lqo

oul le symbolet+ désigne la pseudo-inverse. Les amplitudes modaf@s) et Q»<(1) sont obte-
nues par résolution du systéme (4.38) a partir de la steatigirite dans le chapitre 2, c’est-a-dire :
~ — & inc *

Qinc(l) I 0 I —[NLN 1 — <[‘I>MWFE]F > LF,

Qret() “lo @V T | FHMFE]inc ) T (4.39)

wo e (12"™=]5) " Lao

L'inversion de la deuxiéme matrice apparaissant dans lebmeighe droite de (4.39) ne pose pas
de probléme d’un point de vue numérique dans la mesutgi., < 1 (cf. chapitre 2).
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4.4.3 Reésultats numériques

Nous décrivons le comportement dynamique d’une structamelgich de longueud.4 m, dont

les extrémités droite et gauche sont respectivement eéeast sollicitée par un champ de forces
surfaciques, que refléte le vectelly, appliqué uniformément au niveau de la peau inférieure
(cf. figure 4.11). Des sollicitations axiales et transviesaont respectivement considérées. La
structure globale est constituée de = 200 sous-systemes identiques dont les caractéristiques
sont similaires a celles décrites précédemment.

Axial load

Transverse load
1

FIGURE 4.11 —Modéle éléments finis de la poutre sandwich, dont I'extrémibite est encastrée et dont
I'extrémité gauche est excitée par forces axiales ou tensales.

Nous appliquons les méthodes MWFE et WFE pour décrire langgdarmonique de I'ex-
trémité gauche de la structure (au milieu de la peau inféEg)edans la bande de fréquences
By = [100 Hz, 1500 Hz|. Les solutions MWFE et WFE sont comparées aux résultats-de si
mulations éléments finis pour la structure globale, illstia solution de référence. La solution
MWFE s’obtient par résolution du systeme (4.39) qui s’exyaria partir de la matrice des modes
globaux incidentg®"¥E]irc construite a partir dé4 modes locaux BF pour chacune des deux
peaux et d&0 modes locaux BF & MF pour le coelfr. Alternativement, la solution WFE s’ex-
prime par résolution d’'un probléme similaire a (4.39),

~ +
~ . ~ —1 inc
(gmgl;):p SlE - (3¥) F @.40)
ref(l 0 o v I Finc ’ '
Q 1 12 <(I)q) qo

basé sur les substitutions suivantes :
Brer e FIT L e, (4.41)

oud représente la matrice des modes d’ondes globaux obtenuessphution du probléme au va-
leurs propres WFE (2.4). L'utilisation du probleme modifiédQ), basé sur le principe de dualité
ondes incidentes / ondes réfléchies, permet de palier a delepres de convergence numériques
majeurs qui ont été rencontrés au travers du formalisme Wé#teard (cf. chapitre 2) pour décrire
la solution du probléme de Neumann-Dirichlet.

2. Les courbes de dispersion et les formes de section dessmybmsaux MWFE sont représentées sur les figures
4.7,4.8 et4.9.
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Réponse harmonique du systéme sous excitation axiale

Nous examinons la réponse harmonique de la structure seimdauis excitation axiale (cf. figure
4.11). Les solutions WFE et MWFE sont tout d'abord estiméedassbase deg modes globaux
standards (compression, cisaillement, flexion propadhiion évanescent) décrits en figures 4.8
et 4.9. Les solutions ondulatoires sont calculées dinet sont représentées sur la figure 4.12.
Le manque de convergence de la méthode WFE est clairemélitattalessus de00 H z, dans

le sens ou le mode de compression n’est plus décrit par laufation (cf. figure 4.7). En d’autre
termes, la base modale WFE n’est plus consistante pouredarilynamique du systéme. D’un
autre c6té, il apparait que la solution MWFE est cohérenge s simulations éléments finis a
l'intérieur de By. La formulation permet de décrire les deux premieres résmsadu systeme et
fournit une estimation moyenne des niveaux vibratoiresesmsus dg¢000 H .

(b)

Magnitude of displacement (dB)
1
4
N

500 1000 1500 0 500 1000 1500
Frequency (Hz) Frequency (Hz)

FIGURE 4.12 —Réponse en fréquences de la poutre sandwich sous excitiime : (a) solution WFE
avec4 modes £x—x-) et solution éléments finis ( ); (b) solution MWFE avwemodes {0—0-) et
solution éléments finis ( ).

@ ‘ ‘ 0)

N
o
S

Magnitudle of displacement (dB)
é
Magnitude of displacement (dB)

110

120, 500 1000 1500 0 500 1000 1500

Frequency (Hz) Frequency (Hz)

FIGURE 4.13 —Réponse en fréquences de la poutre sandwich sous excitiime : (a) solution WFE
avec25 modes £x—x-) et solution éléments finis ( ); (b) solution MWFE avemodes {0—0-) et
solution éléments finis ( ).

Les solutions WFE et MWFE ont par ailleurs été estimées & plarbases modales élargies, conte-
nant les modes standards ainsi que quelques modes de dd&idma solution WFE est estimée

a partir d'une base rédui{eijnc}j contenan5 modes alors que la solution MWFE est estimée
a partir d'une base réduit«&(@?m)im}j contenan8 modes. Pour chacune des formulations, la
base modale contient les modes standards ainsi que quelmoes de section additionnels. Les
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solutions ondulatoires sont représentées sur la figure BigB qu’étant exprimée a partir d’'un
nombre de modes de section important, la méthode WFE sesr@valuveau pénalisée au dessus
de600 H z. Cela s’explique au regard du mouvement BF de compressiomegi pas retranscrit
par la base modale. D’un autre c6té, la solution MWFE appnexies résonances principales et
quelques résonances additionnelles de la structure eouseds1000 H z. Elle fournit en outre
une estimation moyenne des niveaux vibratoires au desst#dée . Notons cependant que les
résonances d'ordres élevées ne sont pas prédites par ladaeéthns le sens ou les modes globaux
ont été construits a partir de bases locales supposéegréfetomportements BF de structure.

Réponse harmonique du systéme sous excitation transversal

Nous examinons la réponse harmonique de la structure seim@dwous excitation transversale (cf.
figure 4.11). Les solutions WFE et MWFE sont tout d’abordneéés sur la base ddsmodes

globaux standards (cf. figures 4.8 et 4.9). Les solutionsilahoires sont calculées daBig et sont
représentées sur la figure 4.14.

10

(b)

o
T
o
T

Magnitude of displacement (dB)
Magnitude of displacement (dB)

500 1000 1500 0 500 1000 1500
Frequency (Hz) Frequency (Hz)

FIGURE 4.14 —Réponse en fréquences de la poutre sandwich sous exciti@imversale : (a) solution

WFE avect modes £x—x-) et solution éléments finis ( ) ; (b) solution MWFE avemodes {0—0-)
et solution éléments finis ( ).

Magnitude of displacement (dB)
Magnitude of displacement (dB)

500 1000 1500 0 500 1000 1500
Frequency (Hz) Frequency (Hz)

FIGURE 4.15 —Réponse en fréquences de la poutre sandwich sous exciti@imversale : (a) solution
WFE ave@5 modes{x—x-) et solution éléments finis ( ) ; (b) solution MWFE aveimodes £0—0-)
et solution éléments finis ( ).
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La méthode WFE permet de retranscrire correctement legaéses de flexion de la poutre en
dessous dé200 Hz. La méthode apparait de nouveau faiblement convergentxaences éle-
vées, au regard du mouvement de flexion qui n'est plus retriapsr la formulation. D’'un autre
c6té, la méthode MWFE permet d’approximer grossiéremealigges résonances de la structure.
Elle estime également le comportement dynamique de latsteuau dela dé200 Hz. La mé-
thode révéle un manque de convergence attribuable a la fdiilnlension de la base modale.

Les solutions WFE et MWFE ont par ailleurs été estimées & plarbases modales élargies, conte-
nant respectivement et8 modes. La méthode WFE révele a nouveau un manque de convergen
au dessous de200 H z et doit s’appuyer sur des bases modales plus élargies peurétise a fré-
guences élevées. D'un autre c6té, la méthode MWFE permetidmscrire certaines résonances
additionnelles de la structure, non décrites a partir dedamglobaux standards.

Bilan

Le manque de convergence de la méthode WFE, pour décrireripartement dynamique de la
structure a fréquences élevées, a été mis en évidence.ptaématique est attribuable au fait
que les comportements BF de la structure ne sont plus retisna partir des modes classiques
aux fréquences élevées. Pour étre convergente, la foipnldoit étre décrite a partir de bases
modales surdimensionnées, englobant suffisamment de edestion MF pour retranscrire les
comportements standards de structure.

La méthode MWFE permet de retranscrire globalement, armtbases modales de faibles di-
mensions, le comportement dynamique de la structurdgguNotons cependant que la stratégie
de calcul des modes globaux ne permet pas, sous sa formélegafieedécrire les modes de sec-
tion d’'ordres élevés. Cela s’explique au regard des dimassiles bases locales qui ont d( étre
adaptéesgour décrire les modes standards. Dans cette optique,fefisme MWFE révele un
mangue de convergence pour retranscrire les comporteiéntie structure.

4.5 Conclusions

Nous avons présenté la méthode MWFE pour décrire numérigniefa propagation d’ondes
dans les systemes multi-couches. La méthode permet dderdiesimodes d’ondes globaux par
sous-structuration dynamique, a partir de bases modatatelkbdont les dimensions reflétent les
échelles de vibrations des couches. Les modes globauxé&salaflétent les mouvements stan-
dards de structures a fréquences élevées. La méthode qpktgiée pour décrire la réponse forcée
des systemes multi-couches. La méthode s’appuie sur ufeprebaux limites non convention-
nel établi sur le principe de dualité ondes incidentes / smd#échies. Ce probléeme aux limites
a été appliqué pour décrire la réponse harmonique d’'unegeandwich. La méthode MWFE
permet de décrire les comportements BF de la structure & garbases modales de faibles di-
mensions ; elle présente cependant un manque de conveggmnagécrire les comportements MF
de la structure. La construction de ces modes d’ondes gtotbaudres élevés nécessigepriori

de reconsidérer les dimensions des bases modales lodale®éats aux couches. Ce sujet n'a pas
été traité dans la présente étude et méritera plus amplegiéagtions dans le cadre d’activités de
recherche futures.
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Chapitre 5

Propagation multi-modale dans les
systemes élastiques couplés

5.1 Introduction

Nous examinons le probléme de couplage entre différentestgtes élancées, connectées a un
élément élastique de forme arbitraire. Nous appliquonsdénate des éléments finis pour décrire
le comportement dynamique de I'élément de couplage et laogdétWFE pour décrire les com-
portements dynamiques des structures élancées sur dedeas®des d’'ondes. Nous appliquons
en outre le formalisme dddultiplicateurs de LagrangéBMP, Pus04, Hac95] pour le traitement
des interfaces guides d’'ondes / élément de couplage. Calisme permet de mailler chaque
systeme d’'une maniéere indépendante au regard des di#fiéréahelles de vibrations mises en jeu.
Le probléeme de couplage entre ces différents guides d'ofadagctures élancées) et I'élément
élastique est illustré sur la figure 5.1.

Nous présentons ci-aprés Mwodele de Matrice de DiffusioDMM) qui permet, dans le cadre de
la méthode WFE, de décrire les mécanismes de réflexion eadsmission des modes d’ondes
au niveau de I'élément de couplage. Les applications inéllst visées par le formalisme DMM
concernent entre autres I'analyse vibratoire des syst@maslés tels qu’un chassis d’automo-
bile (cf. figure 1.1) et I'étude des mécanismes de réflexiandes au niveau de défauts de
formes pour le contréle non-destructif des systéemes. Eetde de cette étude est présenté en
ref. [MIJO6, MIO5, IMZ09].

Dans un premier temps, nous présentons le modéle élémeistsdims-jacent au formalisme
DMM, décrivant un ensemble de sous-structures — représerstade différents guides d’ondes
— connectées a un élément élastique. Le formalisme inadgies termes d’excitations par forces
et déplacements imposés pour I'élément (cf. figure 5.1) Qigll&t s’appuie sur IMéthode Mor-
tar [BMP, CGF"02] pour la discrétisation des champs de multiplicateurkatgange au niveau
des interfaces de couplage. Nous présentons dans un secopsl e formalisme DMM pour dé-
crire la réflexion / transmission des modes d’ondes au nidediélément de couplage. Nous ap-
pliguons par ailleurs le formalisme DMM au contréle nonidedif des structures : les réflexions
d’'ondes BF & MF au niveau de défauts de formes de différertisres sont numériquement étu-
diées dans ce cadre ; la mise en oeuvre industrielle du pnebdéist abordée en fin de chapitre.
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5.2 Formulation du probleme de couplage élastique

Considérond\/ structures élastiques, linéaires et dissipatives, cadas@u travers d’'un élément
élastique. Ces structures sont supposées élancées eligée®!, de sorte qu’elles peuvent étre
décrites sur la base de modes d’ondes obtenus par la méthBe WVélément de couplage est
supposé élastique, linéaire et dissipatif, et peut étratalsms le cadre de la méthode des éléments
finis de la maniére suivante :

Kq° = F°, (5.1)

ou K désigne l'opérateur de rigidité dynamique complex& &tdésigne les forces appliquées,
englobant (i) les actions du couplage, (ii) les déplacem@nposés, (iii) les forces imposées.
L'élément de couplage est maillé indépendamment des sgstemvironnants, la continuité des
déplacements au niveau des interfaces (couplage et dém@ateimposés) étant imposée par I'in-
troduction d’'un ensemble de champs de multiplicateurs dgdraye [BMP, Pus04, Hac95].

Substructure i

Coupling element
Waveguide i

7 ulV
Waveguide 1

Waveguide 2 .
—— Waveguide 3

A

FIGURE 5.1 —lllustration de plusieurs guides d’ondes élastiques coidiseau travers d’'un élément de
couplage excité par forces et déplacements imposés.

Le formalisme DMM s’appuie sur un modeéle éléments finis tisaht le couplage entre un en-
semble de sous-structures et I'élément élastique. La flation variationnelle permettant d’écrire
ce modéle est présentée ci-aprés :

Notons{w()}; etw* les champs de déplacements des sous-structures et degéldencouplage,
respectivement. NotonS; la surface de couplage entre chaque sous-structlire= 1,..., M),
connectée a I'élément, et sa sous-structure voisine aant au guide d’ondeg(cf. figure 5.1).
Notons{T';};=1,.. s I'ensemble des interfaces guides d’ondes / élément de ageptelles que
[;NT; = @sii+#j 2 Notonsw etf les champs de déplacements et forces imposés a I'élé-
ment de couplage et notofk, et O leurs surfaces d’applications respectives. Introduigiores
lement les champs de multiplicateurs de Lagrafiyg -1, s et Ae,,, définis respectivement sur
{T;}i=1....mr €16y, et traduisant les contraintes® = w®) surl’; (i = 1,..., M) etw® = wq sur
Oy . La formulation variationnelle exprimant I'équilibre dgmique des sous-structures couplées

1. Chagque structure est assimilée a un ensemble de sooss=triidentiques.
2. Le cas de deux guides d’ondéisectementconnectés [YL89] n'est pas pris en compte dans le cadre de cet
étude.
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a I'élément de couplage s'éckitw'?) | Vowe, VoA, etVéleg,, de la maniére suivante :
D 0w w®) 4 br, (90X, w® — W) + by (A, ow® — sw(?))}
i=1
+2°(0we, w°) + be,, (0 e, , W — Wo) + bo,, (Ao, 0W®) (5.2)
M
= g5,(6w") + g, (dw°),
i=1
ou les formes bilinéaireg: ()}, 2¢, {b;};, be,, etlinéaires gs, }; etge, sont définies par [0SS97]:

AR (wgi),wgi)) = —wz/g p(wgi))ngi) dx —I—/Q eagi)awg) dx i=1,...,M, (5.3)

26 (wi,w$) = —wz/ p(wS)Tws dx+/ eaﬁawg dx, (5.4)

bi( i, wr,) :/F_AZTWF,L. ds i=1,...,M, (5.5)

bo,, (Ao, We,, ) = /@ S, We,, ds, (5.6)

gsi(w(“)z/s(w(i’)Tf“’ ds i=1,...,M, (5.7)

g@f(wc):/@ (wc)ngds. (5.8)
¢

La discrétisation par éléments finis des champs de dépladsmiede multiplicateurs de Lagrange,
c’est-a-dire

w = NOg® dans®; i=1,..., M, (5.9)
w® = N°q° dans,., (5.10)
wo = £&,90 SUrOyy, (5.12)
)\i :52‘1)2‘ SUI’FZ‘ = 1,...,M, (512)
Ao, = o, POy SUrBy, (5.13)
permet d’aboutir au probléme suivant :
DVq" = (LHTFY + L)TFY i=1,..., M, (5.14)
M
Kq® = (Lg,) F§, + (L§,)"F§ + Y (Lf,)"Ff,, (5.15)
=1
et
Biaf, = B g i=1,...,M, (5.16)
B a5, = B3, do- (5.17)
Ci-dessu3q¥3 etqf. représentent les restrictions des déplacemghtetq® al'; ; qf,  représente

la restriction des déplacemery$ a Oy, . {L(Fiz i {L(S?}i, {Lf }i, Lg,, etLg, représentent des
opérateurs Booléens définis par

a) =LVq" |, o =LPq® | qf =Lfq° i=1,.... M, (5.18)
as, = Lo,a° . a§, = L§,q". (5.19)
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En outre,{Bf)}i, 1B }i, Bg,, et B%w désignent des matrices de couplages définies par :

B = / €)'NYVds ,  Bs= / (€,)7N¢, ds i=1,...,M, (5.20)
BY, = /e (€0 )'NG_ds .  BY = /@ (€0 €0 ds, (5.21)

ou fo) etNg. désignent les traces @) et N© surT’;, respectivement, et aNg  désigne la

7

trace deN° surOy,. 4
Finalement, dans (5.14) et (5.15{)5‘}’3}2-, {Ft. }i representent les forces d'interfaces appliquées
respectivement aux guides d’ondes et a I'élément de coegladI'; };, définies par :

FY =B . Fg=-(88)"ps i=1,...,M. (5.22)

Les équations (5.14) et (5.15) expriment I'équilibre dyigure de chaque sous-structuret de
I'élément de couplage. Les équations (5.16) et (5.17) mqmt la continuité des déplacements
sur{T';}; etO, au sens faible. Il a été montré queNkéthode MortarfBMP, CGFF02] permet
d’optimiser la convergence du modele numérique de coupldgas ce cadre, les fonctions d'in-
terpolations des multiplicateurs de Lagrange sont cloide sorte qu’elles correspondent aux
traces sufl’; }; et©,, des fonctions d'interpolations du déplacement de I'éléndercouplage :

£ = NE& i=1,...,M, (5.23)
I
€o,, = Ng,,- (5.24)

La méthode Mortar permet notamment de retranscrire{Buf; la dynamique de I'élément de
couplage, décrite par éléments finis, a partir des mouvesmikomdes se propageant dans les dif-
férentes structures. La méthode Mortar implique I'unidiéda solution du probléme de couplage,
au regard des matricgd3? }; et Bg_ qui sont carrées définies positives [Pus04] :

B¢ = /F (Nf.)'NE. ds i=1,...,M, (5.25)

Bg. = /@ (Ng.)INg_ ds. (5.26)
Dans ce sens, I:s équations (5.16), (5.17) et (5.22) pemetbbtenir

af, = (B)'Bar) . F =B8R, =1, M, (5.27)

ad,, = (B&,,) ' B, qo- (5.28)

Larelation (5.27) détermine de maniére unique, a part'q@eethi, les deplacementgy.. etles
forces d'interfacestfi) de I'élément de couplage siit ; la relation (5.28) détermine de maniere

unique, a partir deyo, les déplacementgg, =~ de I'élément de couplage s@,. (Bf)—lBi(i) et
(Béw)‘lB%w représentent ici des opérateurs de projections permettexprimer les déplace-

ments de I'élément de couplage sur les interfd¢est ©,, a partir des déplacements imposé@i

etqp. Par ailleurs,—(BEi))T(Bg’)‘T représentent un opérateur de projection permettant d-expr
mer les forces d'interfaces appliquées aux guides d’onaiels; s partir des forces imposee. .
Sous forme matricielle, 'ensemble des relations (5.2p&8) s’exprime

qf =Tqf , FE=-T'F¢% , qf, = Toqo, (5.29)
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ou
c \—112(1)
(Bn) 1BF1 0

T = , To = (Bg,,) ' BY,, . (5.30)

0. (BfM)‘lB(M)

Ty

et oliq® = (( (Fll))T . (q%))T)T etF = ((F}?)T . (F(F]\f{))T)T représentent les déplace-

ments et forces relatifs aux guides d’ondesIsut U;T;.

Les équations (5.29) établissent les relations entre lesblas cinématiques des guides d’'ondes
a celles de I'élément de couplages $u; };. Pour décrire la réflexion / transmission d'ondes
au niveau de I'élément, la méthode WFE s’appuie sur un maoélélments finis exprimant les
couplages entre les déplacements d‘interfa{aﬁ@}i. Ce modéle s’obtient par condensation de
I'opérateur de rigidité dynamiquK sur les interlfaces{l“i}i. La méthodologie est détaillée ci-
apres :

Considérons la réponse dynamique de I'élément de couplage :

Kir K qf _ 0
[ Krr  Krr } ( a ) \ F¢ (5-:31)
oug = ((af)"(a, )" (ag,)")" etFe = ((F§)"(Fg, )" (Fg,)")" représentent les déplace-

ments et forces définis sur la surfdce Oy, U O ; g désigne les déplacements des ddI's internes,
hors des excitations. Par condensatiorkKdeurI' U O, U O¢, on obtient :

Kir  Kre, Kre, qr F{
K*qs = F¢ soit Ko.r Ko,0u K’éw@f g, =| Fe. |- (5.32)
Keor Koo, Koo, qg, F§
ou
K* = Ker — Kr1 (K1) "' Krr. (5.33)

En condensant par ailleuks® surI’, on obtient :

K*qp = FT + Rwag,, + ReFg, (5.34)
ou

K** = K?‘F - K;@f (K*Gfef)_lK*GfF' (535)
La matriceR, permet de retranscrire les excitations par déplacemgnts

Rw = —Kto,, + Ko, K.0,) ' Ko.0, (5.36)
tandis que la matricR¢ permet de retranscrire les excitations par fol€gs
Au regard de (5.29), (5.34) s’exprime finalement

—T'K*Tqp® = F{® — T'"RwToqo — T'R¢F§. (5.38)
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L'équation (5.38) constitue la formulation de couplagessfacente au formalisme DMM. Elle
relie les variables cinématiques de différents guidesaBsrconnectés a un élément de couplage
qui peut étrea priori complexe et sollicité par forces et déplacements imposggrejection des
variables cinématiques sur des bases modales WFE, ceiiemgbermet de décrire en BF & MF
les mécanismes de diffusion (réflexion et transmission)dks au niveau de cet élément de cou-
plage. Le formalisme DMM est présenté ci-dessous.

5.3 Formalisme DMM

Le modele de matrice de diffusion (DMM) s’exprime a partir(8€38), en projetant les variables
cinématiques (déplacements et forces) de chaque guiddabosur une base réduite de modes

d’ondes{i’gi)}j 3

i ~inc(i) Fref(i Qinc(i) .

ap) = | e ) | < Qe i=1,...M, (5.39)
i . " . O inc(i) .

F) = { i) gretl) } ( gmf(i) ) i=1,...,M. (5.40)

Les équations (5.39) et (5.40) s’appuient sur le découpada mhatrice des modes d’ond@s?
proposé par (2.13). Les exposaiis: etref renvoient aux modes d’ondes qui sont respectivement
incidents & — et réfléchis par — I'élément de coupfageQ*(V}; et {Q=f()}, désignent les
amplitudes des modes incidents et réfléchis. Les variabiésatiquesy® et F1%, traduisant les
déplacements et forces de I'ensemble des guides d’ondé&s=suw;T";, s’expriment alors :

~ . . (inc
q‘f‘g — |: \Ilcllnc \I,aef :| ( gref ) , (541)
-~ . Qinc
F;g — |: \I,i.?nc ‘I’i“ef ] Qref , (542)
ou
i) . 0 gt 0
Tl = : : , Wt = : : , (5.43)
Finc(M Fref(M
0 <I>an°( ) 0 @fle( )
Finc(l) Fret(l)
B @Fnc 0 R qﬁ?e 0
‘I’iﬂnc _ , \Iﬂl-;ef = ,(544)
F inc(M) T ref(M)
0 q,Fnc 0 @Fe

et ol Qinc _ ((Qinc(l))T o (Qinc(M))T)T et Qref _ ((Qref(l))T o (Qref(M))T)T repré-
sentent les amplitudes de I'ensemble des modes incidentt eéfléchis par — I'élément de cou-
plage, respectivement. En insérant (5.41) et (5.42) daB8)5on exprime la relation entre modes

3. Ces modes sont obtenus dans le cadre de la méthode WFE@latich du probleme aux valeurs propres (2.4).

4. Rappelons que le termréfléchi désigne, par convention, un mode qui « apparait réfléchi »'gdément de
couplage et que ce mode englobe formellement un ensemhieisledmposantes : celle effectivement réfléchie, celle
transmise et celle générée par les sources d’excitation.
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réfléchis et incidents de la maniére suivante :

-~ -~ . . inc
| TR e + e | TTRST 85t 4 Bt | ( gref ) (5.45)

= TTR, Toqo + TTR¢FE.

L'équation (5.45) permet de décrire les amplitu@’%‘"f des modes réfléchis a partir des ampli-
tudesQ*¢ des modes incidents de la maniére suivante :

Q™*f = CQ™ + F(qo, FY), (5.46)

ou C représente la matrice de diffusion de I'élément de couplagduisant les coefficients de
réflexion / transmission des modes d’ondes :

C=— [TTK**T Tret CI’:rFef} [TT]K**T iy \Illm] : (5.47)
et oUF (qo, F§) représente les effets des sources d’excitation :
Flqo, FS) = [TTK**T Gret 4 \I:ref} [TTRy Toqo + TTReFE] . (5.48)

Le formalisme DMM est décrit a partir des équations (5.4847) et (5.48) : il permet d'appré-
hender les mécanismes de réflexion et de transmission dantimtérieur de différents guides
d’'ondes connectés au travers d’'un élément élastique. beal@me est général et reflé@eriori
I'ensemble des conditions de frontiéres associées a laot&tWFE (cf (2.16)). Il permet notam-
ment de retrouver les résultats classiques de conditionknaites [YL89] : a titre d’exemple, pour
un guide d’ondes excité sur une extrémité libre par une fBig&™* = 0, C = —(®L) T dirc et
}N‘(FC) (@ref)JFFO pour un guide d’ondes soumis sur une de ses extrémités gplacdéent

qo, K** — 00, (C _ _(q)ref)—l—q)lnc etJT_‘(qO) (q)ref)

Le formalisme DMM a été testé et vérifie numériquement pouric d’'une part la réflexion /
transmission des modes d’ondes dans plusieurs systéemasctés par ressort ou systeme masse-
ressort avec force appliqguée [MIO5, MIJ06], et d’autre pemeflexion / transmission des modes
d’ondes dans deux systémes connectés a une jonction stdgled]. Dans ces cas, le formalisme
permet de retranscrire les solutions analytiques BF, Basgéela description en ondes planes,
et permet de décrire en MF les mécanismes de couplages eottesratandards (compression,
flexion) et modes de section, non prédits par les théoridgtanees.

Notes sur la convergence du formalisme DMM
Notons que la convergence du formalisme DMM pour décrirenésanismes de réflexion / trans-

mission d’ondes dépend des dimensions des bases ré@{iéi%}j}i. A l'intérieur d’'une bande
de fréquences donnée, ces bases doivent étre suffisammeplEtes au regard du comportement
dynamlque de I'élément de couplage qui doit étre retranpariles projections dé{«Ir }J }i sur
{Ti}; °

Notons par ailleurs que les valeurs des coefficients de réflet de transmission déduites de la

matrice de diffusiorC (cf. (5.27)) dépendent de la normalisation des modes dmﬁ{j@y)}j}i.
Celle-ci doita priori étre effectuée de maniére similaire pour tous les guidasdé's.

5. Les opérateurs de projection permettant de retrandanitgnamique de I'élément de couplage a partir des dyna-
miques des guides d’ondes th@BE)’le” i (cf. (5.27)).
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5.4 Application au contrdle non-destructif

5.4.1 Propos liminaires

Nous appliquons le formalisme DMM pour décrire la réflexidondles dans deux guides a sec-
tions identiques, connectés a un élément élastique noteegia probléme est central pour les ap-
plications du typeontréle non-destructibu I'on cherche a estimer les caractéristiques de défauts
de structures par réflexion d’'ondes de différentes natuemodéle éléments finis sous-jacent au
formalisme DMM décrit le couplage entre deux sous-strigstudentiques et2, appartenant aux
deux guides d'ondes, et I'élément élastique non excité.rbblpme est illustré sur la figure 5.2,
ol p; etpo reflétent les champs de multiplicateurs de Lagrange définikes interface$’; etl's.

FIGURE 5.2 —lllustration du probléme de couplage entre deux sousistres identiques connectées a un
élément élastique.

Dans ce cas, le formalisme DMM s’écrit :
Q™f = CQ™. (5.49)

Les composante§C .} de la matrice de diffusioff représentent les coefficients de réflexion et
de transmission associés aux différents modes se progatganles deux guides d’ondes.

Afin d’appréhender les mécanismes de réflexion d’'ondes aauide I'élément, nous proposons
de décrire la matrice de diffusion a partir d’'une base maglifié la forme (4.30), qui se traduit
ici de la maniére suivante®ze® — Wirc et ¥t — —Wirc, Dans ce cadre, I'équation (5.47)
devient

~ ~ . ~ . -1 ~ ~.
C = [1— (Pire)*TTK*T \IJ;;‘C} [I + (W) TTR* T \If:;C] , (5.50)

ol (Wire)* est tel quedire(Wirc)* — 1. Les valeurs des coefficients de réflexion sont reliées
aux composantes de la matri ~]i_;“‘:)JFTT]K*T \f'(ilnc qui représente la projection de la « réponse
modale » TTK*T \Tl(ilnc, c’est-a-dire la réponse de I'élément de couplage au déplent modal
Wire, sur(¥ie). D'une maniére générale, les réflexions apparaissent psumodes d’'ondes qui
sont associés a des composante¥ d&* T \f;(ilnc suffisamment petites au regard des composantes

de\Il(ilnc. Cela se vérifie notamment lorsque les formes modalesénésf avec des hétérogénéités
locales contenues dans I'élément. Ces propos sont mis éar@é ci-dessous.
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5.4.2 Applications numeériques

Nous appliquons le formalisme DMM pour décrire la réflexidondles dans deux guides a sec-
tions identiques, au niveau d’entailles de différentesatiisions. Les modéles éléments finis re-
flétant le couplage entre deux sous-structures identiquessealéfauts de formes sont illustrés sur
la figure 5.3 : les entailles étudiées ont pour profondews h, /2 eta = h, /4, respectivement,

ou h, représente la hauteur des guides d’ondes. La densité diageade I'élément de couplage
est supposée suffisamment élevée pour décrire les comgmteiocaux faiblement réguliers en
pointe d’entaille. Les modes d’ondes se propageant dadgilessystémes connectés sont obtenus
dans le cadre de la méthode WFE par résolution numériqueothlepne aux valeurs propres (2.4).

o
S

e

T

FIGURE 5.3 —lllustration du probléme de couplage entre deux guidesdsridentiques connectés a un
élément élastique illustrant une entaille de profondewr h, /2 (& gauche) et une entaille de profondeur
a = h, /4 (adroite).

Les coefficients de réflexion de dix modes d’'ondes ont éténéstisur la bande de fréquences
By = [10° Hz, 25 x 103 Hz| a partir du formalisme DMM. Ces modes désignent les modes
standards (compression, torsion, flexions, cisaillementes modes de section qui deviennent
propagatifs dang;. Pour décrire les coefficients de réflexion de ces dix modemdtrice de
diffusion C a été construite sur une base élargie de trente modes, panmeé retranscrira
priori les comportements faiblement réguliers de I'élément dplege [IMZ09]. Les évolutions
fréquentielles des coefficients de réflexion ont été retrites sur les figures 5.4 et 5.5.

Les coefficients de réflexion des dix modes au niveau d’urudéiagrande dimension & h,,/2)
apparaissent globalement élevesSyrils révelent des maxima locaux lorsque les modes révelent
des formes de section spécifiques (cf. figure 5.6) pour léegues longueurs caractéristiques sont
cohérentes avec la taille du défaut. D'un autre c6té, il eipgue les coefficients de réflexion des
modes standards au niveau d'un défaut de petite dimensien/(, /4) sont globalement faibles
surB¢. Logiquement, seuls certains modes de section (rfiedgamment) permettent de détecter
ce défaut par réflexion ; cela s’explique au regard des fodae®ction de ces modes qui réveélent,
au niveau des bords notamment, des longueurs caractéestmyoches de celle du défaut.
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FIGURE 5.4 —Evolutions fréquentielles des coefficients de réflexionimaau d’'une grande entaille.
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FIGURE 5.5 —Evolutions fréquentielles des coefficients de réflexionigeau d’'une petite entaille.
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Mode 1 Mode 2 (zoom) Mode 3 (zoom) Mode 4 (zoom) Mode 5

Mode 6 Mode 7 Mode 9 (zoom)

0.3
0.2
0.1

FIGURE 5.6 —Composantes déplacement (parties réelles) des formedafqour les modes standards et
les modes de section, évaluées aux maxima des coefficierdfielaon.

5.4.3 Mise en oeuvre expérimentale

Le formalisme DMM permet d’estimer I'efficacité des modesrdies BF & MF pour le controle
non-destructif des systémes. Des travaux ont récemmesh&&pris au Laboratoire de Tribologie
et Dynamique des Systémes (LTDS - Ecole Centrale de Lyonpsigtection de défauts locali-
sés dans une conduite homogene. Un montage expérimenédaneia conduite instrumentée de
transducteurs piézoélectriques a été développé dans i@ (chdigure 5.7).

FIGURE 5.7 —lllustration du montage expérimental permettant de gérse modes longitudinaux dans
une conduite cylindrique.
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De part leur répartition périodique autour de la périphdti¢ube, ces transducteurs permettent de
générer des ondes longitudinales de formes plus ou moinpleges. Les premiers résultats ont
mis en évidence I'efficacité des modes de section MF poucti¥tane masse ponctuelle localisée
sur la conduite (cf. figure 5.8), confortant ainsi les reasltssus du formalisme DMM.

150m I

100m

-50m

-100m

-150m

0 4m Bm 12m

FIGURE 5.8 —lllustration de la réflexion d’une onde longitudinale-{——) conduite sans défaut;
( ) conduite avec masse ponctuelle.

5.5 Conclusions

Nous avons présenté un modele de matrice de diffusion (DMdd)y plécrire, dans le cadre de
la méthode WFE, la réflexion et transmission de modes d'oddas plusieurs structures élan-
cées connectées a un élément de couplage. Le formalisméngsaget incorpore éventuellement
des termes d’excitations par forces et déplacements iraguaé I'élément de couplage. Ce for-
malisme s’appuie sur un modele éléments finis permettamdaite les dynamiques des guides
d’ondes et celle de I'élément de couplage a partir de mailagdépendants et adaptés aux échelles
de vibrations mises en jeu. Le traitement des interfacesdplage s’appuie sur la méthode Mor-
tar qui permet de retranscrire le comportement dynamiquiéldenent de couplage sur la base des
mouvements d’ondes se propageant dans les guides. Le femmeaDMM constitue un outil nu-
mérique efficace pour appréhender les applications du typedie non-destructif des structures :
il permet notamment d'identifier les modes de section MFpents pour détecter des défauts de
diverses natures localisés dans ces structures.
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Chapitre 6

Bilan et perspectives

6.1 Introduction

Au cours de ce document, nous avons exploré d’une manieéraéria méthode WFE«(\Wave
Finite Elements »pour décrire numériquement la propagation multi-modalesdies systémes
élancés de méme que la réponse forcée de ces systéemes. Magsspécifiguement examiné
et adapté le formalisme WFE pour décrire les systemes éastastiques, les systemes multi-
couches et les mécanismes de réflexion / transmission dafdstiques entre plusieurs systemes
connectés. Nous dressons ci-aprés quelques constats detigéés de recherche et présentons
des perspectives de recherche qui s’en dégagent.

6.2 Sur laréponse forcée des systemes

6.2.1 Note sur la description du probléme aux limites

Dans le chapitre 2, nous avons présenté le formalisme WFEd#mire le comportement dyna-
migue des structures élancées. La stratégie de calcul épdmse forcée consiste a projeter les
variables cinématiques (déplacements, forces) sur des béguites de modes d’ondes incidents
et réfléchis. La technique a été appliquée avec succés porredén probléeme de Neumann :
dans ce cas, le formalisme WFE converge vers la solutionfdesréce — décrite par la méthode
des éléments finis — des lors qu'il incorpore un nombre suffida modes d’ondes.

Nous avons cependant souligné la faible convergence duafismme pour décrire les conditions
de frontieres du type déplacements imposés (cf. chapiti@elprobléeme est lié aux effets de dis-
persion numérique qui pénalisent la description des cglatde dualité entre ondes incidentes et
ondes réfléchie$, permettant notamment de retranscrire les phénoménesolearices de sec-
tion. Nous avons proposé de régulariser le problémes auteSndVFE a partir de bases modales
modifiées décrites au travers des relations suivantes :

ST — Bl BFT P (6.1)

La convergence du formalisme WFE, établi a partir de cessbasmlifiées, a été vérifiée nu-
mériquement pour décrire la réponse d'une structure samdenmcastrée, a la condition que le
formalisme incorpore un nombre suffisant de modes d’ondedénts.

1. Ces relations impliquent idéalement les égalités stegat| (®,)2¢|| = [|(®;)=]| et||(®;)E<|| = ||(®;)%" ||
V.
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Formellement, les modes d'ondes réfléchis, décrits darslieale ces relations, ne correspondent
pas aux vecteurs propres de la matrice symplect®jef. (2.4)) mais a ceux d’'une matrice ad-
jointe LTSTL ou L représente une matrice d’incidence. Ce nouveau formalstRE mériterait
d’étre examiné plus en détails du point de vue de la théouigegard de la convergence numé-
rique, et mériterait par ailleurs d’étre généralisé a tiétdes systémes multi-physiques (conduites
avec fluide entre autres) et a I'étude des systémes couplésfarmalisme DMM (cf. chapitre 5).

6.2.2 Note sur les critéres de sélection des bases modales

Rappelons que le formalisme WFE s’appuie sur des bases esodalimensions adaptées pour
décrire le comportement dynamique des systemeféduence donnéees bases doivent étre
suffisamment riches pour refléter la dynamique spatialetégfeament peu réguliere de section,
mais ne doivent pas étre surdimensionnées au regard ddémesbsinguliers pouvant étre gé-
nérés par la présence de modes de section d'ordres éleve8][Mh stratégie de sélection des
modes d’'ondes a prendre en compte dans la formulation duépnebaux limites n’est pas bien
appréhendée a I'heure actuelle : elle repose actuellernentesix techniques empiriques : (i) par
sélection des modes propagatifs et qui deviennent profmegat deca d’'une certaine fréquence
limite [DMBO6] ; (ii) par sélection des modes qui sont lespbxcités par les sollicitations impo-
sées, c’est-a-dire qui sont associés a des puissancesansdéfisamment élevées [MI07]. Souli-
gnons que ces criteres de sélection assignent au formaiigrtedes bases modaleslinension
fixe pour décrire le comportement dynamique des systemes érigéotr de bandes de fréquences
données, sans prise en compte du caractére évolutif de sarigne spatiale de section a I'inté-
rieur de ces bandes de fréquences. Cette stratégie aborgijle générale a la génération de bases
surdimensionnées pour la description des comportementeBBystémes.

La pertinence des critéres de sélection des bases modatesétie examinée plus en détails. Le
développement de routines numériques permettant la eélets bases modales a dimension dé-
pendante de la fréquence constitue une voie d’investigati@ressante.

6.2.3 Comportement des poutres a section élancée

La pertinence du formalisme WFE pour décrire les poutrestioseélancée n'a pas été examinée
dans le cadre de ce document. Ce type de systémes est ifusti@figure 6.1 : dans ce cas, les
dimensions de la section sont telles qug >> h.. Ces systéemes s’apparentent a des plaques
minces et peuvent logiquement étre appréhendés par lelfemmeaWFE dés lors que leurs bords
latéraux sont libres d’excitation&

L'étude proposée vise a décrire, par la méthode WFE, le caempent dynamique BF & MF des
plaques minces dont les extrémités gauche et droite sontisesl a des conditions de frontieres
de type Neumann / Dirichlet ou de type couplage. La figureli&tie deux types de problemes
pouvant étre appréhendés par le formalisme WFE, reflétanplague libre excitée localement
par forces sur sa frontiére gauche ou plus généralemenveawnd’une interface entre deux sous-
structures consécutivés— 1 etk : dans ce dernier cas, le probléme est traité sur la base de deu
guides d’ondes couplés, en observant les relations dencitétides déplacements et de disconti-
nuités des forces (cf. ref. [YL89]).

2. Cette condition est suffisante pour retranscrire la pégitg du systéeme et satisfaire au fait que les ddl's interne
d’une sous-structure représentative ne sont pas excités.
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acoustiques se propageant dans les systemes
dans le cadre de la méthode WFE ont été confrontées et v@kateBF par rapport aux solutions

rique qui sont liés a la représentativité des champs djregftétant des ondes cylindriques g
6.3 Sur la propagation multi-modale dans les systemes élasacous-

duisant des ondes se propageant selon une direction denfEir décrire ces ph
été calculés a partir du probléme aux valeurs propres @ab|i sur la base de |

élevé permettant de retranscrire les dynamiques de squ
L'utilisation des techniques d’enrichissement des
6.3.1 Note sur le calcul des modes d’ondes

par les excitations, et des champs réverb

ces modes peuvent é



analytiques. Notons cependant que la pertinence de cessrpodele calcul des réponses forcées
en MF mériterait d’étre examinée dans le cadre d'une cotdtimm avec des solutions éléments
finis standards. Observons par ailleurs que la détermmdtaces modes peut étre sujette a des ef-
fets de pollutions numériques associés au caractére éuligHe du probléeme couplé. Dans cette
optique, la propagation d'ondes élasto-acoustiques engititd'étre appréhendée dans le cadre du
formalisme MWFE, sur la base des modes locaux élastiqueastques.

6.3.2 Prise en compte des phénomeénes d’entrainement

L'étude présentée dans le chapitre 3 s’intéresse aux mhgat’'un systeme élastique contenant
un fluide acoustique sans mouvement d’entrainement. Nop®gons ci-apres quelques éléments
de réponse pour incorporer dans le formalisme WFE un fluidesitjue possédant une vitesse
d’entrainementVE uniforme (cf. figure 6.3). Ce type de probléme est fréquentmemcontré
dans lindustrie ; il illustre par exemple les vibrationsude ligne d’échappement véhiculant un
gaz interne, sollicité en sortie de moteur par débit acqusti

>
>

—» 1/E

V VAVAVAVAV .4

Fluid . Wave propagation
>

| |

Solid

FIGURE 6.3 —lllustration d’une conduite élastique contenant un fluidestique a vitesse d’entrainement
uniforme.

Pour ce cas, I'équation linéarisée du mouvement du fluidzis[Bru83] :
2 1 . E a ? F
Vp— S5 (iw+ Vi p dans(2™. (6.2)
c§ ox
La formulation variationnelle traduisant I'équilibre dymique de la partie fluide d’un sous-systéme
élasto-acoustique représentatif (cf. figure 3.1) s'étfit :

1 51 iw+1ﬂ£z:ZMk+l/(V&mvadx (6.3)
6(2) QOF Ox QF .
= /F(Sw <iw + VE%> (wiT nds(x) + iw /BQF\F s(wh)'nds(x),

oU ) est défini pap = —iwpge). Par discrétisation des formulations variationnellegeiges aux
parties fluide et solide, il découle :

(K +K®)q =F, (6.4)

ol q etF désignent les variables cinématiques du systeme, donaéé€3.p) ;K désigne I'opéra-
teur de rigidité dynamique pour le systéme couplé avec flsgohs vitesse d’entrainement, donné
par (3.3) ;KE désigne un opérateur traduisant les phénomenes d’emtreiiie

00}[00

0 —pD* po(CH)T —poK* (6.5)

KE:iw[
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La formulation des modes d'ondes élasto-acoustiquesistalpar résolution du probléme aux
valeurs propres (2.4) dans lequel la matcest exprimée a partir de I'opératekir+ K. Dans ce
cas,S n’'est pas symplectique au regard de la non-symétri&dece qui signifie que la stratégie
WFE pour décrire I'évolution fréquentielle de chaque motiades (cf. (2.11)) ne peut pas étre
utilisée ; I'évolution fréquentielle des modes d’ondestpgtanmoins étre appréhendée par utilisa-
tion du critére (4.19), développé dans le cadre de la méthBAEE, basé sur le produit scalaire
hermitien.

L'application numérique du formalisme WFE, établi sur |sdale I'opérateuk + KE, consti-
tue une voie d’investigation future. Elle souléve une diffi¢ liée a I'extraction de la matridgE

via des codes éléments finis commerciaux. L'étude des cmsdaontenant des fluides a vitesse
d’écoulement non uniforme (écoulement laminaire pour l@sldls visqueux notamment) pourra
faire I'objet d’examen ultérieur.

6.3.3 Prédiction du rayonnement acoustique des conduites

Nous donnons ci-aprés des éléments de réponse pour évalugydnnement acoustique des
conduites élastiques. Cette question est frequemmenboma@e dans l'industrie, par exemple
dans la description du bruit émis par une ligne d’échappénNous présentons ci-aprés une ap-
proche analytique pour déterminer le rayonnement acawsstiqune conduite axisymétrique dans
un fluide léger (cf. figure 6.4) ainsi qu’une approche numérigour déterminer le rayonnement
acoustique d’'une conduite de forme arbitraire dans un fliéigler ou lourd :

En ce qui concerne le rayonnement acoustique d'une condxisgmétrique infinie ou bafflée
[JF86] dans un fluide léger occupant un mileu infini sans smutkexcitation, nous suggérons
d’évaluer la pression rayonnée sur la base du champ deeast@ssiétales de la conduite, obte-
nue numeériquement par approche WFE, et de la fonction agadytle Green/Hankel associée au
probléme extérieur [JF86].

FIGURE 6.4 —lllustration d’une conduite élastique axisymétrique mayant dans un milieu infini.

En ce qui concerne le rayonnement acoustique d’'une condeiterme arbitraire dans un fluide
Iéger ou lourd, occupant un milieu pouvant contenir d’aus&uctures vibrantes, nous suggérons
d'utiliser la méthode des éléments de frontieres pour leéssmtation numérique de I'opérateur
d'impédance acoustique associé a un ensemble de surfyoemaates et de discrétiser I'opéra-
teur de Green pour le calcul de la pression rayonnée [0S98].
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6.4 Sur la convergence de la méthode MWFE

Dans le chapitre 4, nous avons présenté la méthode MWFE jgaurealles modes d’ondes glo-
baux se propageant dans les systémes multi-couches. Ces smit construits par sous-structu-
ration dynamique a partir de bases de modes d’ondes locauxle® dimensions refletent les
échelles de vibrations des couches. Dans ce sens, la mét\biie= permet de s’affranchir des
effets de pollutions numériques induits par la méthode WjeEsont liés a la génération de modes
parasites HF. Le formalisme MWFE constitue un outil numsgiefficace pour décrire les com-
portements dynamiques a partir de bases réduites de falinhemsions, représentant des modes
globaux dont les natures sont préservées a l'intérieur aledds de fréquences étudiées.

Nous avons cependant souligné le manque de convergencentiliftme MWFE pour décrire les
modes de section MF. Cette problématique est en cours diesee il apparait notamment que
les dimensions des bases locales choisies pour décrirenlgssnstandards (compression, flexion,
cisaillement) sont trop faibles pour décrire les modes dé@eMF, etvice versail apparait que

le choix de bases locales surdimensionnées pénalise lalisme, au regard d’effets de pollutions
numeériques, pour décrire les modes globaux BF.

Les voies d'investigation empruntées actuellement comcerle développement et I'implémen-
tation numérique de stratégies de sélection des basesdqgoalir le calcul de modes globaux de
différentes natures.

6.5 Sur le formalisme DMM

6.5.1 Note sur la convergence du formalisme

Le formalisme DMM permet de décrire la réflexion / transnuiesile modes d’ondes entre diffé-
rentes structures élancées connectées a un élémentudadédorme arbitraire. La stratégie de
calcul des coefficients de réflexion et de transmission sii@pgur le probleme de couplage élé-
ments finis entre différentes sous-structures connectaagiEment élastique. Les conditions de
couplage sont formulées au sens faible dans le cadre de fedaMortar, dans I'optique ou la
dynamique de I'élément de couplage peut étre décrite suada des mouvements d’ondes des
structures.

Le formalisme DMM permet de décrire d'une maniére génémdecbnditions de frontiéres re-
latives a la méthode WFE. Le formalisme a été vérifié, coniparaent aux solutions analy-
tiques, pour décrire en BF les coefficients de réflexion etatestnission des modes standards (cf.
ref [MIO5, M1J06, IMZ09]). Il serait intéressant d'appligule formalisme DMM pour décrire la
réponse forcée des systémes couplés, et de confronter @aas tapproche WFE a la méthode
des éléments finis.

6.5.2 Description des systémes élasto-acoustiques cosplé

L'application du formalisme DMM a I'étude des systemes @lacoustiques couplés est une voie
d’investigation intéressante. Cet axe de recherche a &€ @&u Laboratoire de Mécanique et
Rhéologie (LMR - Université de Tours / ENI Val de Loire) damsdadre d’'une collaboration
industrielle ; il s’inscrit dans le développement et I'apisation de dispositifs de contréle passif
pour les diminutions des niveaux vibratoires et acousticiiane ligne d’échappement. Un tel
dispositif est illustré sur la figure 6.5. Cet axe de rechersbuléve de nombreuses probléma-
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tiques fondamentales qui sont liées au caractére mulsighg et multi-échelle des interfaces de
couplage.

1 > Coupling el
Solid Coupling element

FIGURE 6.5 —Modeéles CAO et éléments finis de deux conduites connectér2&ment absorbeur de
vibrations.

6.6 Quelgues perspectives annexes

La méthode WFE a récemment été appliquée pour décrire lagatipn d’'ondes dans les sys-
temes bidimensionnels [MMO08] et les systemes de révolftddB07]. Ces travaux s'inscrivent,
entre autres, dans le cadre d’applications industrielletyple propagation d’ondes de chocs dans
les plaques et description du comportement dynamique denl pl’automobile en contact avec
le sol. Pour ces deux applications, les modéles éléments dmisous-systemes représentatifs,
sous-jacents a la méthode WFE, sont illustrés sur la figére 6.

FIGURE 6.6 — Descriptions éléments finis de sous-structures représergassociées au formalisme
WFE : plaque multi-couche [MMO08] (a gauche) ; pneu d’autoiteofVMBO7](a droite).

Concernant I'étude des systemes bi-dimensionnels, lacdétiWFE a été étendue pour décrire
la propagation unidirectionnelle d’ondesfrant rectiligne selon des direction$fy }; données.
Dans ce cas, la variation spatiale de ces ondes revét la frivente [Mea73, MMO08] :

w(x,y,z) = W(z)e etk (6.6)

Il semble intéressant d’examiner ce formalisme WFE pouridg€la réponse forcée des systemes

bidimensionnels. Précisément, il serait intéressantaaférer la convergence des bases modales
ainsi décrites pour représenter les phénomenes physigmesglexes se propageant réellement

dans ces systémes, illustrant notamment un ensemble depshdirects et d'ondes réfléchis /
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générés par les frontiéres [LRO5] (cf. figure 6.7).

En ce qui concerne I'étude des systémes de révolution, lacdétWFE a été étendue pour décrire
la propagation d’ondes selon la direction circonférelatidle formalisme s’appuie sur le modéle
éléments finis d’'un sous-systeme représentatif, tel gstilé sur la figure 6.6. Le formalisme a été
appliqué pour décrire laréponse forcée d'un pneu sousatixeitharmonique localisée [WMBO7].
L'analyse des systemes de révolution excités@ae tournantereprésentant par exemple un pneu
roulant sur une chaussée, constitue une voie d’'investiggtiometteuse notamment pour décrire
l'influence des vitesses et fréquences de rotation sur ans&pforcée de ces systemes.

FIGURE 6.7 —Description du comportement vibratoire d'une plaque vidleéorie Variationnelle des
Rayons Complex¢sR05].
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