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Résumé

Cette these comprend deux parties. Dans la premiere 'on expose les résultats qui portent sur
I’étude des théories de jauge anisotropes. L’anisotropie est introduite d’abord comme une astuce
technique, qui permet de définir des fermions chiraux sur réseau en évitant les hypotheses du
théoreme de Nielsen et Ninomiya. On discute les limitations de cette approche, lorsque les
champs de jauge deviennent dynamiques et comment y remédier. Au coeur de la solution est
la prédiction d’une nouvelle phase, dans laquelle les degrés de liberté seraient confinés a des
branes quadridimensionnelless, sur lesquelles les forces seraient de type Coulomb ou Yukawa.
L’existence de cette phase serait valable au-dela des équations classiques du mouvement, comme
témoignent les études par Monte Carlo ainsi qu'une analyse de type champ moyen. La mise
en relation de ces résultats avec la physique des D-branes, ainsi que des modeles de type
“monde de branes” et, plus généralement, avec la physique au-dela du modele standard, est
une direction de recherche prometteuse, vu la possibilité d’effectuer des calculs concrets dans
un cadre numérique sous controle.

Dans la deuxieme partie I'on étudie une différente discrétisation, celle de ’espace de phases
d’un systeme quantique. On calcule 'opérateur d’évolution quantique, a partir de celui classique,
en déterminant la représentation métaplectique. On construit 'opérateur d’évolution le plus
général, qui réalise la quantification cohérente des symplectomorphismes linéaires du plan. Ces
opérateurs sont également pertinents pour la réalisation d’algorithmes quantiques, ainsi que
pour la description de groupes “quantiques”, lorsque le parametre de déformation est une
racine de I'unité.

On étudie, finalement, la généralisation a l’espace de phase a trois dimensions, introduite
par Nambu et I'on construit la quantification cohérente du crochet correspondant, pour les
flots linéaires sur un espace de phase tri-dimensionnel, a partir de ceux du plan. Il s’agit de
la premiere discrétisation de la dynamique de Nambu, qui respecte toutes les propriétés du
crochet de Nambu.
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Chapitre 1

Introduction

La physique, comme son nom l'indique, est 1’étude de la nature.Cette étude n’est pas seule-
ment “qualitative”, elle est, également, “quantitative” : pour appréhender la complexité des
phénomenes physiques, on observe, on essaie de “systématiser” nos observations, on construit
des “modeles” simples, dont on essaie d’extraire toutes les propriétés possibles, afin que 'on se
rende compte que I'on comprend leur logique et I'on essaie de les raffiner, pour que I'on puisse
acquérir une vision de plus en plus exacte.

Dans ce cadre les méthodes numériques jouent un role fondamental. Elles permettent,
d’une part, d’obtenir des valeurs de plus en plus précises, pour comparer avec des mesures
expérimentales ; d’autre part, elles permettent de calculer des quantités que I’on ne peut obtenir
par aucune approche “analytique”, qui serait fondée sur le developpement dans un parametre et
I’on s’intéresse a la “zone grise”, qui se trouve entre le domaine de validité du développement du
couplage faible et celui du couplage fort ; ou, encore, aux cas ou la dépendance dans la constante
de couplage est non-analytique. Bien entendu un programme d’ordinateur va toujours afficher
un résultat et c’est a nous de l'interpréter, comme pour une mesure expérimentale ou un calcul
quelconque d’ailleurs. De la méme facon que I'on teste un appareil de mesure ou une méthode
de calcul sur des exemples simples, on teste (vore on doit tester) nos algorithmes et nos codes.
C’est un effet sociologique intéressant, pourtant, que perdure une certaine réticence a accepter
les résultats des simulations numériques par rapport a la facilité avec laquelle on accepte ceux,
parfois beaucoup plus approximatifs, d’un calcul analytique.

Les sujets de cette these sont, a ce titre, exemplaires. Dans la premiere partie on emploie
une technique, inventée par Wilson dans les années soixante-dix, pour étudier numériquement
les théories quantiques de champs, dans lesquelles la symétrie chirale est une symétrie locale,
comme c’est le cas dans le secteur électrofaible du modele standard. On se rend compte que
la technique numérique appropriée peut étre mise en place de maniere simple, si I'on travaille
dans un espace-temps a plus de quatre dimensions. On essaie de comprendre les conséquences,
pour la physique a quatre dimensions, des dimensions supplémentaires : On a mis en évidence
le diagramme de phase de telles théories de jauge anisotropes, éventuellement couplées avec des
scalaires. Il permet l'identification de théories de champs quadri-dimensionnels, qui seraient
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fortement couplées (constante de couplage grande le long les dimensions supplémentaires).
L’étude des modeles supersymétriques, qui impliquent tous les champs avec des contraintes par-
ticulieres, est une direction, bien stir, qui constitue une prochaine étape.Une autre est 'enquéte
sur d’autres types de défauts que ceux étudiés jusqu'’ici, a savoir des configurations solitoniques
d’un champ scalaire. Dans leur papier [51] Jackiw et Rebbi ont montré que le monopdle de 't
Hooft—Polyakov, aussi, pouvait servir comme configuration, qui donnerait lieu a des modes zéros
fermioniques d’une chiralité définie. Cette configuration peut étre, alors, identifiée avec une D-
brane, puisqu’elle porte une charge magnétique et ouvre la possibilité d'une étude numérique
concrete des D-branes, jusqu’ici absente, vu la difficulté d’effectuer de tels calculs en théorie de
cordes (qui impliquent la gravitation) directement.

Quoique les techniques numériques dans ce domaine soient, désormais, bien établies, la simu-
lation de degrés de liberté fermioniques est toujours délicate et plusieurs tests sont nécessaires
pour s’assurer de la qualité des résultats.

Dans la deuxieme partie on essaie de mieux comprendre ’espace de matrices unitaires et 1'on
est amené a étudier les propriétés de 'opérateur d’evolution d’'un systeme quantique a un degré
de liberté. La construction de cet opérateur, pour qu’il réalise une quantification cohérente est
présentée. Cette approche peut étre, également, pertinente pour I’étude numérique de la famille
de modeles d’Eguchi—Kawai.



Premiere partie

Discrétisation de ’Espace—temps



Chapitre 2

Champs sur Réseau

Dans ce chapitre 1’on rappelle 'utilisation d’un réseau spatiotemporel pour “régulariser” les
divergences d'une théorie de champs. On met en exergue le probleme particulier posé par les
champs fermioniques et ’on expose la solution proposée par Kaplan en 1992 en section 4.2. On
discute, par la suite, comment cette astuce technique peut avoir des conséquences physiques
intéressantes.

2.1 Introduction

Une théorie de champs est un systeme a un nombre infini de degrés de liberté. Pour faire
des calculs a 'ordinateur, il est indispensable de commencer avec un nombre fini de degrés
de liberté et obtenir la théorie avec un nombre infini par une procédure de limite appropriée.
Une maniere particulierement intéressante fut inventée par K. G. Wilson en 1974 [12]; elle fut
inspirée par ses travaux sur les phénomenes critiques. On considere les points d’espace-temps
qui sont les sommets d'un réseau hypercubique (cf. fig. 2.1)

de pas a, avec n, = (ng,n1,ng,...,np_1) et 0 < n, < N,, ou N, indique le nombre de points
dans la direction p. Le nombre de degrés de liberté est, ainsi, réduit a Hﬁ:ol N, (dans le cas d’'un
réseau isotrope on obtient, alors, N?) et 'on note, également, que 'on a introduit une limite
inférieure a la valeur possible de I'impulsion, & savoir, 27/(Na), avec N = max, {N,} ainsi
qu’'une limite supérieure , 27 /a. Par définition la distance la plus petite que 1'on puisse mesurer
est le pas du réseau, a. Les quantités calculées vont, alors, génériquement, dépendre aussi bien de
N que de a, ainsi que des propriétés géométriques du réseau-1’on note que I'invariance de Lorentz
est explicitement brisée et ne reste que le sous-groupe hypercubique. Mais par 1'expérience
acquise par I’étude des systemes, qui possedent un point critique, c.a.d. un point de transition
du second ordre, on sait qu’a un tel point les quantités physiques ont des valeurs limites bien
définies, si I'on prend la limite N — 0o, a — 0 de maniere a garder certaines combinaisons
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n n+apu

a

FI1GURE 2.1 — Le plan ¢ — v d’un réseau hypercubique de pas a.



Champs sur Réseau 9

fixes (on se rappelle qu’en thermodynamique classique la pression et la température ont des
valeurs limites bien définies si N — oo, V' — oo avec N/V = p fixe qui est la densité, par
exemple). On se rend compte qu’il est essentiel de bien comprendre quelles sont les propriétés
qui dépendent de maniere sensible du réseau ainsi introduit, mais qui ne peuvent pas influencer
la physique a des échelles “grandes” par rapport a son pas et “petites” par rapport a sa taille-et,
par conséquent, on peut choisir de maniere a simplifier les calculs (que 'on appelle, alors, des
propriétés non pertinentes) et quelles, par contre, peuvent influencer la physique aux échelles
qui nous intéressent (propriétés pertinentes).

Notre outil pour effectuer ces calculs sera U'intégrale fonctionnelle [1, 2, 3]. Elle comprend,
a priori, deux ingrédients : 'action “classique” et la mesure des configurations des champs.

On va essayer d’illustrer ces notions avec trois exemples simples : le champ scalaire, le
champ fermionique et le champ de jauge, éléments de base pour la construction des modeles
plus compliqués, par la suite. Comme la régularisation par le réseau est moins présente a l’esprit,
on commence par une présentation élémentaire.

En D dimensions et signature de Minkowski, I'action du champ scalaire neutre est

1 1
Sule] = / daod? 'x ¥ = / drod®x {énﬂvaﬂﬁa@ — §m3¢2 — AV (9) (2.1)
On va poser n** = (1, —1,...,—1) (espace—temps plat).
D-1

Parmi toutes les configurations de champs, celles qui sont particulierment intéressantes sont
celles qui extrémisent ’action et sont solutions de I’équation Euler-Lagrange,

55 0. 0. 26 . oV

05 o 9% 5 0L . 99 Cm2h— A2 = 2.9

) R T At I
—O¢

avec des conditions aux bords appropriées—d’habitude on considere le cas ou les champs tendent
vers zéro a l'infini.

Pour décrire 'espace de toutes les configurations de champs il s’avere utile d’introduire le
poids d’une configuration, formellement donné par I’expression suivante

eiSel/h
ﬂ[d)] = _f 26 ciS[]/h
On remarque la ressemblance avec le poids d’une configuration en mécanique statistique,
quoique, pour l'instant, cette ressemblance soit formelle, vu que ce poids est complexe-on
verra plus bas que cette ressemblance n’est pas une illusion mais récele des éléments d’intérét

pour la compréhension de la physique. L’apparition d’un troisieme élément, au-dela de ’action,
S[¢] et de la mesure, Z¢ : le dénominateur,

7 = /@qbeis[d’]/h (2.3)
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nous fait penser a la fonction de partition. Et, comme en physique statistique, on s’intéresse
aux moments du poids, les fonctions de corrélation,

21)d(xs) - - - d(z,,) S/
G(r1,29. .., 1) = (P(x1)(22) - - d(2,)) = f@gb P(x1)P(x2) - - - p20) _

[ D¢ S (2.4)
/ D $(1)b(x2) -+~ () pld]

Ce sont les quantités qui, typiquement, sont accessibles a des expériences d’une part et, comme
on verra, au calcul numérique d’autre part. Pour l'instant cette expression reste formelle, tant
que l'on n’ait pas définit concretement la mesure d’intégration. Par contre, a partir de ses mo-
ments on peut calculer le poids. Prenons, a titre d’exemple, le probleme plus simple : déterminer
une fonction a une variable, p(x), si 'on connait ses moments, les quantités

@ = [ doalp(a)

Y

(pour [ = 1,2,3,...). Une solution consiste & écrire la fonction caractéristique, la transformée
de Fourier, p(k)

k) = [ deepo

de la fonction p(zx) et en déduire que

d'o(k . d'o(k
c/i)/il ) = il/dxe‘kxxlp(x) = (ml) =it pLk)

ce qui implique que

00 il g . . > i ll’l
plk) = T]f<w’>ép($):/ geﬂm’g <k):/ geﬂkxz(k)zf |

=0 1=0

On remarque que ce n’est pas facile de caractériser les propriétés des suites (z!), pour lesquelles
la fonction p(z) existe. La solution a ce probleme fut, en fait, trouvée par Tschebytscheff, a la fin
du dix-neuvieme siecle. Ce que 1’on cherche dans notre cas est la généralisation lorsque p est une
fonctionnelle & un nombre infini d’arguments. Donner un sens a cette généralisation, appropriée
pour la mécanique statistique (en particulier pour les systémes désordonnés et chaotiques) et
la théorie quantique de champs, est un domaine tres actif de la physique mathématique des
cents dernieres années. C’est un résultat mathématique assez non-trivial de mener a bien cette
construction pour le cas des champs libres a quatre dimensions ; pour certains cas des champs
en interaction, a trois et deux dimensions d’espace-temps c’est également possible. Pour le cas
physique de quatre dimensions d’espace-temps, par contre, cette construction n’a pas, encore,
été réalisée, avec le méme degré de rigueur, pour les champs en interaction. Il est intéressant de
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noter, cependant, que la régularisation par un réseau spatiotemporel est a la base de ’approche
constructive en théorie de champs.
L’introduction d’un réseau réduit le probleme a celui d'un nombre fin: de degrés de liberté.
La mesure devient concrete :
N D-1

2¢ =[] I] don, = (déw,]

n=1 pu=0

Sur chaque noeud de ce réseau vit un nombre réel (pour le champ scalaire neutre), qui prend
toutes les valeurs possibles entre —oo et 4+00. Le probleme de la mesure est, alors, résolu. Pour
calculer les fonctions de corrélation, G(x1,zs,...,x,), il faut, alors, calculer deux intégrales
a NP variables—et, si la dimension de I'espace—temps, D, est un “petit” nombre (un pour la
mécanique quantique, deux a quatre pour la mécanique statistique et la théorie quantique des
champs), on s’intéresse au cas ou N est grand, plus particulierement infini. Il est évident que
I'on ne peut calculer ces intégrales directement : si D = 4 et N = 32 = 2° (taille typique pour
un réseau actuel), on aura deux intégrales & 220 ~ 10° variables & calculer. Aucune méthode
d’intégration directe ne peut étre méme envisagée ici : si 'on emploie K noeuds par dimension,
donc variable, on aurait besoin de K 10° noeuds! Par conséquent, on doit employer une méthode
plus astucieuse, la méthode de Monte Carlo, pour sélectionner, parmi toutes les configurations,
celles dont la contribution sera, numériquement, la plus importante. De surcroit, exp(iS/h) est
une fonction oscillante—elle va osciller “lentement” pour les configurations de champs “proches”
a celles qui sont solutions des équations d’Euler—Lagrange, plus violemment pour celles qui
sont “loin”. C’est beaucoup plus difficile d’effectuer des estimations, aussi bien numériques
qu’analytiques, pour une intégrale dont I'intégrande est une fonction oscillante que pour celle
qui ne l'est pas. On va, alors, employer une astuce, proposée par Wick[5] et appelée, depuis,
la rotation de Wick : on va poser xo = —ixp, kg = ikp pour les coordonnées et impulsions
respectivement. Cette transformation consiste a effectuer une rotation de +m/2 dans le plan
complexe de la variable z, respectivement —m /2 pour kq. Cette opération a les conséquences
suivantes pour 'action, d’abord au niveau formel

2
Sy = —i/da;Dlex [—% (%) — %w Vo — %mgﬁ — XV (9)

=iHg P+

2
i/d% E <%) + %qu Vo + %mgqs? + XV (9)

L’action d'un systeme a D—1 dimensions spatiales (et une dimension temporelle) et de signature
Minkowskien correspond a l’énergie interne d’'un systéeme a D dimensions spatiales (et, donc,
D + 1 dimensions d’espace-temps). La symétrie sous transformations de Lorentz devient la
symétrie sous rotations. La fonction, Z, génératrice des fonctions de corrélation de la théorie
de champs devient la fonction de partition, dans le sens de la physique statistique :

Z = /@qbeiSMw’]/h: /@gbe_HwH)/h (2.5)
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et 'on remarque que 1/ semble jouer le role de U'inverse de la température, § = 1/(kgT),
ou kp est la constante de Boltzmann et T' la température absolue. Les fluctuations quantiques
correspondent, ainsi, aux fluctuations statistiques d’un systeme qui serait en équilibre thermo-
dynamique a la température h/kp. Les exponentielles oscillatoires deviennent amorties, ce qui
facilite le controle de la convergence des intégrales.

Reste la question des conditions aux bords. Le choix le plus simple est celui des conditions
aux bords périodiques.

2.2 Le champ scalaire sur réseau
Maintenant procédons a I’écriture de I'action du champ scalaire (euclidien) sur un réseau

hypercubique. D’abord, comme dans le continu, il est utile d’effectuer une intégration par parties
et remplacer la partie cinétique

par

La fonction de partition (le facteur de normalisation) est donnée par ’expression suivante

Ze = [ ldon,] 500"

On va remplacer les dérivées par des différences finies,

82¢ ~ gbn-‘r?a - 2¢na + ¢n—?a

dx2 a?
dans la direction r = 1,2,..., D (et 'on a noté 7 le vecteur unitaire dans la direction corres-
pondante). Ainsi I'on obtient,
NP1 D
D ¢n+?a - 2¢n + ¢n—?a 1 2,92
Splé] = a Z [—qbn; - + 5madn + AoV (6n) (2:6)

La fonction de partition, Zg est donnée par

N-1 D

ZE = / H Hdgbnre*SEM (27)

n=0 r=1
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et la mesure, que l'on cherche, est donnée, formellement, par ’expression

e—Seld]

p(¢) = 7. (2.8)

Pour le cas des champs libres, Ay = 0 il s’agit d'une mesure gaussienne, déterminée par ses deux
premiers moments, (¢,) et (¢, dn) — (dn){@n), ol les crochets angulaires indiquent la moyenne
par rapport a la mesure (2.8. Le choix des conditions aux bords périodiques nous permet de
diagonaliser la partie quadratique de 'action euclidienne par transformée (discrete) de Fourier :
D’abord, on définit les composantes de I'impulsion sur le réseau comme

p= 2;5 (2.9)
ou P = (P, P,,...,Pp) est un vecteur, dont les composantes sont des entiers modulo N.
1 o B =
b= Sy DTGy Gy = i O P (2.10)
P n=0

Ainsi,
2D\ | ~
|=a quﬁp ——Zcospra+ mo—i—— p (2.11)
Puisque la transformation entre ¢,, et qﬁp est unitaire, on a que
[ don=]]do»
n P

et A
Se6p) = Sp(dn)

Par conséquent

f(Hl doy) ¢n€—s%[¢] B f (Hq dﬁgq) (Epe_s%[d;] ~

(60) o = . = () =0

Il est intéressant de constater que le pas du réseau nous livre les “dimensions d’échelle classi-
ques”, puisque 1’on peut absorber le pas du réseau de la maniere suivante

¢}f“(a) = a¥gbn Miage(@)? = a®m? + 2D (2.13)
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avec ¢ (q) désormais sans dimensions (et My (a) sans dimensions également). Grace a ces
relations on peut comparer les fonctions de corrélation obtenues sur des réseaux de pas différents

@y My (1) (1) ™ By (0)™) =
0™ M B, (02) " oy (02) ™ . Gy, (32)H)

pourvu que l'on prenne pour masse 'expression mia(a;) au membre de gauche et my,(as)
au membre de droite, vu que toutes les deux quantités sont égales a la fonction a M-points
(Ony Ony - - - Omyy )~ Lei C'est une identité triviale, ainsi que la relation

lim a®= M2 (G, (1) Gy (1) Gy (@1)) = (Fry s - Gy} (2:15)

Mais ces relations deviennent vraiment utiles et pas du tout triviales pour des champs en
interaction. En fait la relation (2.14) exprime comment varie la fonction de corrélation, sur
réseau, lorsque l'on varie le pas du réseau—et, pour le champ libre elle indique que cette fonction
est, en fait, indépendante de la valeur du pas. Cette invariance n’est plus vraie, en présence
des interactions. La relation (2.15) exprime 'existence de la limite continue, donc 'existence
des fonctions de corrélation qui soient indépendantes de la régularisation. L’existence de cette
limite est une question ouverte pour le cas des champs en interaction a quatre dimensions.

Ce qui n’est pas explicite ici est le fait que la limite a — 0 n’est pas suffisante—il faut,
également, prendre la limite thermodynamique, c.a.d. N — oo, avec Na — <.

Pour le cas de la masse ce qui est intéressant de remarquer est que, si I’'on veut décrire
une particule physique dans le continu, donc m3 > 0, il faut que la masse sur réseau satisfasse
Myt (@)? > 2D /a?, 1'égalité impliquant que la particule sera de masse nulle.

Les conditions aux bords périodiques imposent que les composantes, p., de l'impulsion
prennent valeurs dans la zone de Brillouin, [—7/a,7/a). Les zéros (en impulsion) de 1'expres-
sion (2.12) sont les poles du propagateur. Pour une particule & masse nulle, my = 0, dans la
limite continue, on trouve que ces zéros sont donnés par

2 2D 4 r
——ZcospTa+—:— sin? 222 = 0 (2.16)
a

(2.14)

C’est une somme de termes non-négatifs, par conséquent, la seule solution est p; = 0,py =
0,...,pp = O-ainsi on trouve le pole habituel. De plus, comme p, € [-7/a,7/a), il n’y a pas
d’autre solution. Bien str, il faut se souvenir que 'on s’est placé en signature Euclidien—ainsi
la relation de dispersion, appropriée pour Minkowski, sera obtenue en “défaisant” la rotation

de Wick et en posant pp = —ipg, ce qui implique pour la “vraie” relation de dispersion
Do | N~ . 5 Pra
—sinh? T + ) “sin® T =0 2.17
inh” = 2 in” = (2.17)

Pour mieux saisir ses conséquences, prenons l'exemple de D = 2, donc 1+1 dimensions en
Minkowski. Alors cette relation devient

sinh? % — sin® % (2.18)
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Dans la limite continue, a — 0, on obtient la relation de dispersion appropriée pour une particule
(voire antiparticule) de masse nulle, a savoir

Po = Ep1 (2.19)

Pour un pas a > 0, on peut, également, résoudre les relations (2.17,2.18) et exprimer e?%?2 ou
e P0%/2 comme fonctions des composantes des impulsions. Dans le cas particulierement simple
de 141 dimensions on trouve les relations suivantes, seules compatibles avec la contrainte que
les impulsions restent dans la zone de Brillouin

a _ 2110

5 = In {:I: sin% +4/1+sin 7} (2.20)

que 'on trace dans le dessin 2.2.

0.04 — T T T T T T 2
f(x)

f(x)

0.03

0.02 |-

0.01 |

ol

p0*a
p0*a
o

-0.01 B -0.5 -

-0.02 - Bl 1

-0.03 |- ] a5k

9(x) — g(x) ==

.0.04 L1 I I I I I I o L I I I I I
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 -3 -2 -1 0 1 2

pl*a pil*a

FIGURE 2.2 — La relation de dispersion sur réseau. On affiche pya comme fonction de pa, pour
le champ scalaire a D = 1+ 1, dans la premiere zone de Brillouin. La courbe rouge correspond
a la particule, la courbe verte a Pantiparticule. Pour |pja|] << 1 on retrouve les relations du
continu, py = £p;. Mais, méme avec un pas de réseau fini on note que pg = 0 n’est possible que
lorsque p; = 0.

Pour une particule massive, on aurait

D
4 . o Pra 2
o > sin 5 tmy=0 (2.21)
r=1
Dans cette expression, également, on doit “défaire” la rotation de Wick, pour mettre en évidence
les conséquences physiques. Ainsi, 'on pose pp = —ipg et 'on trouve la relation
D-1
4 . 9 Ppoa o 4 . o Pra
Esmh Ty :mo—l—?Zsm -

r=1
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qui, dans la limite a — 0, devient la relation habituelle, p3 = mZ + p*. Pour a > 0, on peut,

également, résoudre pour e?°%? comme fonction des composantes des impulsions. On trouve la

relation, analogue a (2.20),

poa _ |, | @Pmi +DZ_1 5 Pr@
— = 1In Sin
r=1 2

Cette relation, dans la limite a — 0, prend la forme attendue, py = ++/m2 + p?. Pour mga = 0
elle coincide, bien siir, avec I’expresion pour la particule a masse nulle. Pour mga << 1 on trouve
bien 'hyperbole lorsque |pia| << 1, cf. fig. 2.3 et des effets du pas du réseau lorsque |p;a| devient
plus grand. Il est intéressant d’afficher la relation de dispersion lorsque mga ~ 1 ou méme

p0*a
=)

pl*a

FI1GURE 2.3 — La relation de dispersion pour une particule massive, mga = 0.1 pour D = 2. On
affiche la relation sur toute la zone de Brillouin, ainsi qu’au voisinage de 'origine, |pia| << 1,
ot 'on note qu’elle s’approche la relation du continu, poa = £+/(p1a)? + (moa)?.

mopa >> 1-ce qui veut dire que 'on veut étudier une particule dont la masse est comparable
a l’échelle de régularisation “ultra-violette”. Des courbes correspondantes sont affichées dans
la fig. 2.4. On constate que, comme on pouvait s’y attendre, ’énergie de la particule varie que

p0*a

(2.22)

0.8

0.6 =

04}

0.2

-0.2

0.4 [

.06 |

-0.8

-0.6

I
-0.4

I
-0.2

|
0
pl*a

tres peu, comme fonction de son impulsion, lorsque mga = 4.

On trouve toujours que la relation de dispersion est monotone dans l'intervalle [0, 7/a) et,
par conséquent, elle décrit la propagation d’une seule particule (ou antiparticule).

Comme on verra dans la section suivante, pour les fermions la relation de dispersion ne sera

pas monotone dans la premiere zone de Brillouin.

I
0.2

I
0.4

I
0.6
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p0*a
p0*a

I
0 1
pi*a

0
pil*a

FIGURE 2.4 — La relation de dispersion pour une particule massive, avec mga = 1 et mpa = 4.
On trace, également, les relations correspondantes pour le continu.

2.3 Le champ fermionique sur réseau

L’action dans le continu, en signature de Minkowski est, bien stir,

St = /deE(i@w —mg) Y (2.23)

avec @ = ,(i0,)n"”. Les matrices de Dirac satisfont les relations

{7#) 71/} = 277/w

avec 1), = diag(l,—1,...,—1) = n*. Ainsi la matrice 7, est hermitienne, tandis que les v,
D—1

sont anti-hermitiennes. Lors de la rotation de Wick, on pose yp = —iv, et les matrices satisfont

{’Yua 'Vu} = _25;w

et sont toutes anti-hermitiennes. Ceci est sujet de convention : On peut tres bien multiplier les
deux membres de cette relation par —1 et définir des matrices, I', = £ivy, hermitiennes, si I'on
veut. C’est la convention que 'on suivra ici : I'p = 7, I'; = —i7; seront les matrices de Dirac
dans I'Euclidien.

On obtient, alors, I'expression suivante pour ’action dans I’euclidien

D
B3on e e | @2

p=1

Sh= [ a7 @0 = mo) v = S = a3

ou l'on a remplacé la dérivée 0,1 (x) par la différence “symétrique” (¢Vniap — Yn—azn)/(2a).
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Ainsi les champ fermioniques 1, et 1, vivent sur les sites du réseau, comme le champ
scalaire. Par un calcul tout a fait similaire a celui pour le champ scalaire on peut obtenir le
poids d’une configuration de champs, p(v, ). L’invariance de Lorentz (ou par rapport au sous-

groupe discret des rotations sur un réseau euclidien) implique que (1)) = 0 et () = 0. Ainsi le
poids statistique, p({¢'}, {¢}) sera donné par I'expression

_ -
p{P}Av}) = e PnDnnrtn (2.25)

E
avec [D’l]nm, = (1,%bn), comme pour le champ scalaire. Ici I'on note, cependant, que, au

contraire de ce qui se passe avec le champ scalaire, la matrice D n’est pas, obligatoirement,
définie—positive. Ceci rend ainsi problématique 1’échantillonnage de 1’espace de configurations
des champs par Monte Carlo, sur lequel on reviendra par la suite. En fait, on ne traite pas
directement les variables fermioniques : aussi bien analytiquement, que numériquement, les
variables fermioniques servent, essentiellement, a définir de maniere commode le déterminant
d’un opérateur, grace a l'identité

det(D) = N / [di), |[dipy] e PnPrans ¥ (2.26)

Une conséquence pertinente de cette expression est la suivante : si le modele, qui nous intéresse,
contient plusieurs “saveurs”, N¢, de fermions, alors on a

Nt Ny
Suvears = [ [0 = #0 0% — Nt (H Dm) (2.27)
=1 =1
Avec un nombre pair de saveurs, en particulier, on peut se rendre compte que le produit pourra
étre défini positif. Un cas d’intérét pratique est celui ou deux saveurs auraient la méme masse,
auquel cas le déterminant fermionique est le carré du déterminant de chaque saveur et, par
conséquent, est manifestement, non-négatif. On peut s’imaginer, alors, quune théorie avec un
nombre impair de “saveurs” sera intrinsequement incohérente. Plus précisément, on sait que
c’est impossible de réaliser la compensation d’anomalies [27, 29] avec un nombre impair de
saveurs chirauz.

On note, aussi, que I'on ne peut pas avoir un terme d’interaction “directe” entre fermions,
(Y1p)P, avec p > 1, qu’en dimension D = 2-le modele de Gross et de Neveu [14]-car 1'opérateur
1) est de dimension D — 1, ce qui rendrait toute interaction directe non-renormalisable (sauf
en dimension D = 2).

Pour calculer le propagateur, on passe, de nouveau, en espace de Fourier,

1 ipn, A 1 —1i -n:
Un = ND/2 Zep Up & Y = ND/2 Ze P
P p
et I'on peut, ainsi, diagonaliser 1’action,
D .
— . sinp,a
Sloatt ZGDZ% llzru au —m()] Vop
P

p=1
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Par conséquent, l'inverse du propagateur a comme expression
0 D .
S |- sinp,a
OUp0T) = a

On trouve, alors, que le propagateur fermionique sur réseau prend la forme suivante

(Sl A g ) S(p + p)
[(Vptp)] = < - ) (2.29)

)
sin® p,a 2
Z,u,zl a2 + mO

— -1

d(p+p)= [<¢p¢p’>latt]

(2.28)

qu’il est, encore une fois, intéressant de comparer avec son expression (formelle) dans le continu,

(@] = i;p :nf;) _ i ;Tfiig 7 (2.30)

On constate que la masse ne recoit pas de correction, dépendante du pas du réseau, comme fut
le cas pour le champ scalaire. La raison est que 'action pour le champ fermionique possede une
symétrie que l'action du champ scalaire n’a pas, la symétrie chirale et la régularisation par le
réseau respecte cette symétrie. Mais il y a un prix a payer.

On note que les sinus ont comme argument pa et non pa/2, comme c’était le cas du champ
scalaire. Ceci est du au fait que l'opérateur a différences finies pour le champ scalaire est du
second ordre, tandis que celui pour le champ fermionique est du premier ordre. Comme la taille
de la zone de Brillouin est pourtant, la méme, la conséquence est que sin pa devient zéro deux
fois par direction : une fois a l'origine et une fois au bord. Par contre, sin(pa/2) ne devient
zéro qu’a l'origine et non au bord. Une autre expression de la différence est que, dans le cas du
champ scalaire, les modes de Fourier de la somme ¢, + ¢,_, donennt le terme en cos pa (et,
donc, en sin” pa/2), tandis que, pour le champ fermionique, les modes de Fourier de la différence
Yty — Yp—p, donnent le terme en sin? pa.

Comme pour le champ scalaire, on va étudier le dénominateur et en extraire la relation de
dispersion. Pour le cas a masse nulle, mg = 0, on trouve

D1
sinh? poa = Z sin’ p,a (2.31)

p=1

Dans la limite a — 0 on obtient la relation habituelle pour une particule relativiste, a savoir,
po = £p1. Mais, pour tout pas fini, a > 0, la relation de dispersion devient (dans le cas a 141
dimensions, ou l'on peut faire des dessins plus faciles a saisir)

poa = In [:I: sinpia + /1 + sin? pla} (2.32)

que 'on trace dans les dessins 2.5 et 2.6. On constate qu’elle n’est pas monotone et ’on note
que, en plus de lorigine, pg = 0,p; = 0, les bords de la zone de Brillouin, py = 0,p; = £7/a
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FIGURE 2.5 — La relation de dispersion, ppa comme
dimensions, dans la zone de Brillouin.
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fonction de pia, pour le cas a 1 + 1
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FIGURE 2.6 — La relation de dispersion, ppa comme fonction de pja, pour le cas a 1 + 1
dimensions, pres des deux bords de la zone de Brillouin. On note qu’elle décrit, également,

des particules a masse nulle.
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sont, aussi, des poles du propagateur. A D dimensions il y a 2P sommets aux bords de la zone
de Brillouin (vu que les coordonnées peuvent prendre deux valeurs pour une (anti)particule, a
savoir 0 et m/a et chaque sommet est défini par un vecteur & D composantes. Par conséquent,
au lieu de décrire une particule, on décrit 2 particules : la particule d’origine et 2P — 1
“partenaires”. Ces partenaires ont la méme masse et la méme normalisation que la particule
d’origine. Doit-on les interpréter comme des particules nouvelles ? Peut-on le faire ? Doit-on les
éliminer, car elles seraient des artéfacts de la régularisation ? Et par quels mécanismes ?

Ces questions ont occupé les chercheurs et le résultat [12, 8, 7] est que, puisque ces particules
sont “physiques” (c.a.d. ne sont pas des phantomes ni des tachyons) elles vont inévitablement
contribuer aux fonctions de corrélation [8].

Alors on doit imaginer des mécanismes, qui puissent distinguer le pole “physique” (et sa
contribution aux fonctions de corrélation) des autres. Deux idées ont survécu : (a) modifier
l'action par des termes supplémentaires (Wilson), (b) séparer les excitations dans 'espace-
temps—au lieu dans 'espace des impulsions (Kogut—Susskind, Kaplan). La deuxieme idée trouve
son aboutissement dans la réalisation des “fermions sur parois” (domain—wall fermions), comme
on expliquera par la suite.

Commencons par 'idée de Wilson. Dans son cours a Cargese, il proposa 1'utilisation d’un
réseau hypercubique pour I’étude numérique et non-perturbative de la QCD et il introduisit un
terme supplémentaire dans 1’action fermionique, qui possede les propriétés suivantes : (a) étre
un terme proportionnel au pas du réseau, ainsi n’apparaissant pas, lors de la limite continue,
a — 0 et (b) levant la dégénérescence de masse entre les partenaires et le fermion original, de
fagon a ce que les premiers se découplent. Un tel terme, par définition, n’est pas unique, mais
la forme la plus simple, qu’il puisse prendre est

WllSOl’l == D Z wn+,u 2¢n + wnf/i) (233>

Que ce terme soit proportionnel au pas du réseau est facile a voir, car il a la forme

T - wn+,u B an + wnfu
axﬁanxz 2

N J/
e

Ly

En ce qui concerne sa capacité a lever la dégénérescence entre partenaires et fermion original,
on note que le fait qu’il ne contient pas de matrices de Dirac implique qu’il contribuera au
terme de masse du fermion. Le fait qu’il est proportionnel au [J implique que sa contribution
sera sensible a I'impulsion de I'excitation, en particulier, il aura une contribution différente a
I'origine qu’aux bords de la zone de Brillouin. Effectivement, par transformée de Fourier on
trouve que ce terme devient

S’/Wilson = D Z ( 2 p# ) ¢ ¢p (234)
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et 'on note (a) que, pour a — 0, il donne une contribution qui tend vers zéro, proportionnelle-
ment au pas, a,du réseau et (b) qu’a l'origine, il donne une contribution nulle, mais, aux bords
de la zone de Brillouin, ott une composante, au moins, du vecteur p, est égale a 7/a, il donne
une contribution a la masse de ’excitation proportionnelle a 1/a.

Au lieu de garder séparés, 'action “naive” et le terme de Wilson, on peut les combiner de
la fagon suivante :

D
Sfermion — (ID Z [En Z (FMQZ r@bn—&-p - %@Dn—u) - En (mo + %) wn] (235)

p=1

La relation de dispersion, pour le cas my = 0, prend la forme suivante
—sinh? poa + sin® pra + r* (2 — cosh poa — sinpla)2 =0 (2.36)

Pour r = 0 on retrouve la relation 2.32—-et 1'on peut controler que, pour r # 0, dans la limite
a — 0 (voire pour |poal, |pr1a| << 1), on retrouve la relation py = +p;—la contribution du terme
de Wilson est, effectivement, non-pertinente dans la limite continue.

Pour un pas a > 0 on peut, en principe, exprimer ppa comme fonction de p;a—mais la
procédure devient assez onéreuse. En employant un logiciel de manipulation symbolique on
peut tracer les courbes correspondantes, pour le cas D = 2 = 1 + 1, dans 2.7. Par conséquent
les excitations peuvent, désormais, étre distinguées et celles avec une masse, qui devient infinie,
a la limite continue, vont découpler—pourvu, bien sir, qu’elles ne portent d’autres charges et
pourront contribuer de fagon, qui ne dépende pas de leur masse. On pense, bien siir, a I’anomalie
chirale, qu’il faut calculer, alors, a part. Finalement, comme ce terme agit comme une masse,
il brise explicitement la symétrie chirale. Par conséquent, pour récupérer la symétrie chirale
dans la limite continue il faut procéder a un ajustement des parametres de la théorie : Comme
pour le cas du champ scalaire, on définit la masse sur réseau, sans dimensions, my,(a), par la
relation

Miate(a) = moa + Dr

et 'on chosit
— *
mlatt(a/) = _DT = mlatt

de facon a obtenir un fermion a masse nulle dans la limite continue-au moins pour le champ
libre.

L’idée de Kogut et de Susskind [13], présentée quelque temps apres la publication de Wilson,
fut d’essayer de séparer les degrés de liberte fermioniques, en exploitant les symétries discretes
du réseau hypercubique, en particulier sa structure “bi-partite” en sites,dont la somme des
coordonnées (entieres) est paire et celles dont la somme est impaire. L’avantage est qu’une
version discrete de la symétrie chirale reste-bien str elle est sensible a la structure du réseau.
Un inconvénient est que, puisque l'on répartit les degrés de liberté, qui, en principe, se trouvent
sur le méme site, sur deux, la taille effective du réseau est d’un facteur 2” plus faible que sa
taille nominale. Par conséquent les effets de taille finie seront, de fagcon correspondante, plus
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3.6

2.4 .
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FIGURE 2.7 — La relation de dispersion, ppa comme fonction de pia, en présence du terme
de Wilson. On trace, en particulier, les courbes qui corresponent aux valeurs r = 0 (noire),
r = 0.25 (rouge), r = 0.5 (orange), 7 = 1 (bleue) et r = /1.5 (verte). On note que, pour
0 <r < 1, la courbe n’est pas monotone, mais, pour > 0 seul le zéro a I’origine subsiste. Pour
r = 1 la courbe est monotone. Il faut faire attention de choisir la bonne branche de la fonction
cosh™, & savoir celle pour laquelle py = 0, lorsque p; = 0.
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importants (mais cette remarque ne tient pas compte de toutes les astuces, qui ont été inventées
dans ce sujet et dont la discussion sort du cadre de cet exposé).

Puisque 'on ne va pas employer cette réalisation par la suite, on renvoit pour les détails
dans larticle de revue de Kogut [7].

L’idée de Kaplan sera I'objet d'un chapitre suivant. On peut dire, schématiquement, qu’elle
exprime la synthese de 1'idée de Wilson et de 'idée de Kogut et de Susskind. L’idée est de
séparer les deux chiralités le long des dimensions supplémentaires, au lieu de les séparer dans
I’espace-temps ordinaire—c’est grace a c¢a que 'on peut s’affranchir des détails du réseau qui
restent dans 'approche de Kogut et de Susskind ; mais 'on doit retenir le terme de Wilson,
cependant, car c’est lui qui distingue les “partenaires” du fermion original sur la paroi elle-
meme.

Cette présentation fournit une indication des subtilités que présente I’étude numérique des
degrés de liberté fermioniques.

2.4 Le champ de jauge sur réseau

Les champs qui décrivent la matiere portent des charges, charge électrique, charge faible,
“couleur” qui sont conservées. La loi de conservation est une loi locale, ce qui veut dire que la
variation dans le temps de sa densité est le résultat d’un courant. La densité et le courant sont,
alors, les sources d'un champ. On cherche a écrire une action sur réseau pour ce champ.

On se rappelle que, dans le continu, on commence par une symétrie globale (c.a.d. indépendante
de la position dans I'espace et de l'instant du temps) de la forme

A(T) nouy = eiquTAcb(fU)ancien [qb(x)qnouv — [¢(x)T]ancien p—igaaTA (2.37)

ot T4 sont les générateurs de 'algebre de Lie, [T4, TP] = if4B°T% et a4 sont des constantes.
On note par ¢ la charge du champ ¢ sous cette transformation. Pour la charge électrique
'algebre de Lie est U(1), pour la charge (électro)faible elle est SU(2) x U(1) et pour la couleur
elle est SU(3). Les termes

09" 0up + mio' o
pour le champ scalaire complexe, ainsi que
iy — mopy

pour le champ fermionique sont invariantes, lorsque 'on remplace les champs “anciens” par
les champs “nouveaux” définis par les expressions de I’éq. (2.37). On peut, également, vérifier
que l'action du champ scalaire complexe ou fermionique est, également, invariante. Les choses
deviennent plus intéressantes lorsque 1'on essaie de rendre ces symétries locales, c.a.d. lorsque
I'on veut imposer la symétrie pour le cas ou les parametres a4 sont des fonctions du site,
as = ay(z). Dans le continu la solution consiste a remplacer les dérivées ordinaires, 0,,¢
par les dérivées covariantes, de facon a compenser les termes proportionnels a d,a4(z). Par
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conséquent on a besoin d'un champ qui porte un indice de vecteur de Lorentz! Comment
réaliser cette construction, lorsque les champs de matiere vivent sur les sites d’un réseau? La
réponse vient—comme dans le continu, d’ailleurs— en regardant les termes dans 1’action sur le
réseau qui ne sont pas automatiquement invariants. Ainsi l'on note les produits ¢f, ¢4, Enlbni;u
Y, Y+, pour le champ scalaire et fermionique respectivement. Ce sont les seuls termes qui
ne soient pas invariants lorsque le parametre de la transformation (2.37) dépend du site. Ils
changent de la maniere suivante :

QbT ¢n+u - ng e_iqan’ATA eiqan+#’ATA ¢n+l£
n n
T T 7iqan,ATA iqo‘n—u,ATA
¢ ¢n w7 ¢ € € ¢n m
n¥n— n -
Dntons = Yo 10na T ioenal’yy,
n n
— — s TA . -~ TA
Futbn — P oA Ty

Mais I'on note que, si 'on introduit un champ supplémentaire, U, (n), associé au lien entre les
sites n et n+ 1 et dans le sens du site n au site n+ g, de fagon & ce que les monomes ¢, ¢,,1, et
@ by, soient remplacés par ¢! U, (n)dy ., respectivement par ¢fU ;;(n — (1) Pn—,, (et de facon
analogue pour les fermions), on déduit que ces mondmes resteront invariants, pourvu que 1’'on
impose la variation

U, (n) — e4naT [ (n)e190msmaT? (2.38)

(cf. fig. 2.8) [Il est intéressant de remarquer que cette procédure de rendre le produit de deux

n n—+u
> T
¢TL7 ¢7t¢ ULL(”) ngH‘M? ¢n+u
FIGURE 2.8 — La configuration typique de champs autour d’un lien du réseau : les champs de

matiere sont situés sur les noeuds et les champs de jauge sur le lien entre deux noeuds. Les
champs prennent valeurs dans le groupe de Lie.

champs, localisés a des points non-coincindents, invariant de jauge fut introduite par Schwin-
ger [16].]

On veut bien identifier les champs U, (n) avec les champs prenant valeurs dans le groupe de
jauge. Pour conforter cette intuition, on va essayer de retrouver les transformations habituelles,
dans le continu. A cette fin on va développer les exponentiels

. A A
elqocn,AT ~ 1+ lqamATA 4.

. A .
61Qom+u,AT ~ 1T+ lqan+u,ATA + ...

et 'on va supposer que U,(n) sont des éléments du groupe de Lie, correspondant a l'algebre et

écrire
Uu(n) = el0ag A (T 1 iaqg A, (n)TY + ...
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Alors, si l'on développe ainsi les deux membres de la transformation de jauge, éq. (2.38) jusqu’au
premier ordre dans le pas du réseau ainsi que dans la variation o, on retrouve, effectivement,
la regle pour le continu, a savoir

1
Ay(n) — Afy(n) — Eaﬂozi\f + Aﬁ(n)a;{bfLJM

Les termes cinétiques habituels sont les limites “directes” des expressions du type ¢f U, (1), .-
Pour le cas du champ scalaire chargé, donc complexe, ’action sur réseau est donnée par 1'ex-
pression

D
Sscalar,latt = GJD Z [( ¢L ¢n+ﬂ +Cg (n — )an_M) + (mg + 2a—2)> ¢L¢n] (239)

Dans la limite a — 0 on pose = n - a et I'on développe & 1'0O(a3) pres, pour compenser les
dénominateurs & a? (pour raisons de simplicité on présente le cas ou le champ de jauge est
abélien, le cas non-abélien ne présentant pas de complications de principe) :

bus 0 0(5) £ 00,0(0) + 5 Vo) + O(c)
Uu(n) = 1+iaqgA,(z) — —¢*¢°A*(z) + O(a®) (2.40)

92
2.2 A2
qA)+O(a3)

Ul(n — u) =~ 1 —iagqA, + a® <18 - gqA(x) —

En remplagant ces développements dans I'expression (2.39) on trouve le résultat suivant pour
action dans la limite a — 0 (ot, bien siir, on remplace a” > par [dPz)

S = / P2t (@) [~V + 2P A2(z) — iggA - 8+ m2] é(x) (2.41)

Si l'on repete la méme démarche pour le champ fermionique couplé a un champ de jauge on doit
développer a I'O(a?) pres pour compenser la puissance du pas de réseau aux dénominateurs—et
I'on peut négliger le terme de Wilson. Ainsi 1'on trouve que

Sfermion,latt =a Z [( Z% ¢”+/L 2%, ( )¢n :“‘) lmo%b wn] GHO
P [~ (@Jr iggA — imo) 9]

Maintenant que 'on sait écrire les termes d’interaction de champs de la matiere, qui vivent
sur les sites du réseau, avec le champ de jauge extérieur, on doit écrire le terme qui décrit la
propagation du champ de jauge. Dans le continu et en signature de Minkowski on a appris que
le terme approprié est

(2.42)

Lrauge sinMink = (—1/4¢%)Tr [FﬁFg”} (2.43)
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avec

Fi = 0,45 — 0,A + [APC[AT, AT (2.44)

ol fABC sont les constantes de structure de 1’algebre de Lie. , qui est invariant de jauge grace a
la trace sur l'algebre de Lie. Lorsque 1’'on passe en signature Euclidien, on doit poser Ay = iAp,
lorsque 'on pose xy = —izp, pour que S = iH. On trouve, alors, que, sous ces conditions,

1
ZyaugokinE = 4—92Tr [F Fu,a] (2.45)
On cherche a transcrire sur le réseau une expression qui, dans la limite continue, a — 0,
coincidera avec éq. (2.45. Une possibilité, bien entendu, est d’y remplacer les dérivées par des
différences finies, comme pour le champ scalaire ou fermionique. Ainsi, pour le cas U(1) on
obtient 1’expression

NP1

1
Sgauge, latt = a? Z 16g2a2

PV (Al,(n—i-,un-:(c)L) —An—p-a)—A,(n+v-a)+A,(n—v-a))
(A(n+p-a) — Agln — p-a) — Ay(n+0 ) + Ayn — - a))

(2.46)

Elle possede, par construction, la bonne limite continue et elle est invariante sous la transfor-

mation

fln+p-a)— fln—p-a)
2a

transcription, sur le réseau, de la transformation de jauge du continu. Puisque les variables

A, (n) prennent toutes les valeurs réelles, elles appartiennent a ’algebre de Lie, comme dans le

continu.

Mais l'on peut employer les éléments du groupe de jauge, U,(n), et construire 'action de
jauge sur réseau seulement a partir d’eux. L’idée est que, vu la regle de la transformation pour
le lien, éq. (2.38), si I'on considere le produit des variables sur les liens d’une boucle, alors la
trace (sur le groupe) sera invariante sous transformations de jauge. La boucle la plus simple
est, bien stur, la plaquette élémentaire du réseau—explicitement

A, ()™ = Ay (n)™ + (2.47)

V() = Up(n)Uy (1 + p)US(n + 1)U} (n) (2.48)
La démonstration est la suivante :
Uu(n) — €9U,(n)e 90n+n
Uy(n + M) N eigen-ﬁ—uUlI(n + M>€*igen+‘u+y
Ul(n+v) — [e199n+0 1, (n + I/)efigen+u+u:|1- = elnturv U1 (n + v)e100n v
Ul(n) — [eifﬁ"Ul,(n)e’ig(’””}T = el90ntv [JT(n)e 190

Par conséquent, la plaquette se transforme comme

Uw(n) — e'90n Uuy(n)e_ige”
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Lorsque 'on calcule la trace, sur la représentation du groupe de jauge, de cette expression on
obtient

Tr U (n)] — Tt [€9°°U,, (n)e 9] = Tr [U,,(n))]

grace a la cyclicité de la trace. Dans le cas particulier d’'un groupe abélien (dont toutes les
représentations sont unidimensionnelles) la plaquette n’est pas seulement covariante, mais, déja,
invariante, puisque €9"U,,, (n)e 9 = 9190, (n) = 71901901 (n) = U,,(n).

C’est le terme qu’a écrit Wilson et I'action s’appelle l’action de Wilson.

Sjauge = B ) (1= Re(Tr [Un(n)])) (2.49)

n,pu<v

On obtient, ainsi, la formulation “compacte”, appelée ainsi car les matrices U,(n) vivent sur
une variété compacte, vu que Uﬂ(n)Ulj(n) = I et que [ est un opérateur compact, puisque le
groupe de jauge est compact.

C’est un exercice intéressant de montrer que, effectivement, si 'on développe la plaquette
on retrouve le terme cinétique habituelle. On écrit

Uu( e

U,,(n + ,U) _ eiaAy(n—i-u) ~ eia[Al,(n)—‘,-a(')uAy(n)}
Ug(n + V) _ e—iaAH(n—&—l/) ~ e—ia[AH(n)—i-aauAH(n)}
Uj(n) _ e—iaAl,(n)

Dans le cas abélien on trouve immédiatement que

U, (n)U,(n+ p) Ul (n + v)Uj (n) ~ e OrArm=004u(m) »
4
1+ iaQ(aﬂAV - &’AM) o %(8MAV - 8VAM)2 + O(CLG)

Ainsi

Re(Uu(n)) =1 - (O A, = 0,A,(n))? & 1
S=a'8y 5D 0uA —0,A)" =a” xa" P8y = (0,4, — 0,A,)’

n pu<v n u<v

et I'on fait I'identification
1
g2
Ainsi 8 “grand” est le régime de couplage “faible” et 3 “petit” est le régime de couplage “fort”.
On trouve, également, la dimension d’échelle “classique” du couplage.

Avec ces ingrédients on peut écrire 1'action, qui sera 'objet de nos études par la suite (on
n’explicite pas le nombre de saveurs fermioniques, ni les éventuels indices de symétrie interne,

pa*™P = (2.50)
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pour ne pas trop alourdir la notation)

Slatt = Sgauge + Sfermion + Sscalaire =

° [ﬁ Y A=RelUnm)])+8 ) (1~ Re[Um(n)])] -

n,pu<v 7“

52 [_¢ Z wn-i-u o ( )¢n " i 1M(ZL’5)@”’I/)”
_ T(n—
) Sszon ’
@y [ oh Z Monin U A N PR P
G, butbn + G, 010

~
Yukawa

On y remarque, d'une part, que la masse du fermion affiche une dépendance explicite a la
cinquieme dimension et que le champ de jauge, également, possede un couplage différent selon
que l'on se trouve dans un sous-espace a quatre dimensions ou dans ’espace a cing dimensions.
Cette anisotropie, pour l'instant, est introduite a la main—on verra sa signification physique
dans un prochain chapitre. Le cas “habituel” est celui on 8 = 3’ et M(z5) = mg (et D = 4).



Chapitre 3

Etude quantitative des théories de
champs sur réseau

Avec les outils du chapitre précédent on peut, maintenant, commencer 1’étude quantitative
des théories de champs sur réseau.

L’objet principal de cette étude sera le diagramme de phases de ces théories. D’intéret
particulier seront les points, lignes ou surfaces de transition entre les différentes phases, ainsi
que leur ordre : si 'on trouve une transition de phase de second ordre, alors on sait que, dans le
voisinage de ce point critique, on pourra définir une théorie de champs, qui sera indépendante
de la régularisation employée. Si, par contre, on trouve une transition de phase du premier
ordre, alors on sait que les quantités mesurées seront sensibles aux détails de la régularisation.
La méme conclusion reste valable pour le cas o I'on est loin d’une surface de transition.

Les parametres a notre disposition, qui vont nous permettre d’établir le diagramme de phase,
sont les constantes de couplage.

Ce point mérite une discussion. En effet, si 'on considere, a titre d’exemple, la théorie d'un
champ scalaire, avec action euclidienne

2 4
Sg = /deE Bé’“’@uqbayqb + %¢2 + g%

les solutions de I’équation d’Euler—Lagrange,
—O¢ + m2e + %gzﬁ —0 (3.1)

semblent dépendre de la constante de couplage, g. Mais si 'on effectue le changement de va-
riables ¢(x) = ®/4/|g|, on trouve que 'action euclidienne devient
1 4

1 m? P
o D = Spv 2
Sp = /d Tp {25 u®0,® + =@ +
et que @ satisfait I’équation
3

d
—0% + m*® + = 0 (3.2)

30
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qui est indépendante de la constante de couplage g, pourvu que celle-ci soit différente de zéro.
On en déduit que I'espace des configurations de champs classiques est indépendant de la valeur
de la constante de couplage (pourvu qu’elle soit non-nulle) et, par conséquent, il n’existe pas
de transition d’une phase a une autre, si I’on varie g d’une valeur non-nulle a une autre, pourvu
que 'on ne passe pas par la valeur g = 0, seule “privilégiée”. En ce qui concerne la dépendance
sur m, toujours au niveau classique, il est intéressant de noter que, si m? = 0, alors 1’équation
prend la forme

1
—00 + 6<1>3 =0

et ne semble dépendre d’aucun parametre. Ainsi, dans ce cas, le “diagramme de phases” de la
théorie consiste de trois parties : la partie g < 0, le point g = 0 et la partie g > 0. Et ces parties
sont I'union de trois points : le point g = 0, un point quelconque g < 0 et un point quelconque
g > 0.

Si I'on considere ce type de champ couplé a un champ de jauge, alors on doit remplacer les
dérivées ordinaires par des dérivées covariantes et ajouter le terme cinétique pour le champ de
jauge

Sp = / dPx EFM,,FW + 6" (0, +1igA,) ) [0y — igAL) 6] + mPeTe + % (67¢)”

et les solutions des équations d’Euler-Lagrange semblent dépendre des deux constantes de
couplage, q et g. Mais I'on remarque que, si 'on effectue le changement de variables suivant

o B,
b= ot A, ="

9] q

alors I'action prend la forme

1 g’ v v . : 1 2
Sp = ? / d"x {_@GWGN + 0" [(au + 1Bu) P] [(0,, —1iB,) (I)Jq +m*®iP + 41 ((I)T(I))

(avec G, = 0,B, — 0,B,,) et I'on constate que la constante de couplage ¢ est devenue, encore
une fois, un facteur global et les équations du mouvement ne sont sensibles qu’au rapport g/q
et non aux deux constantes séparément.

Lorsque I’'on considere la théorie quantique les choses changent, car I’amplitude de transition
entre deux configurations {®;} et {®5}, qui est la quantité qui nous intéresse, est proportionnelle
a

o~ (S[@1]=S8[®2])/g%h
(dans la pratique on travaillera dans des unités ou & = 1). Cette amplitude est, par conséquent,
sensible au rapport AS/h = (S[®,]—S[®])/k, mesuré dans les unités de g*.(D’autre part, cette
amplitude regoit des contributions de toutes les configurations de champs, chacune pondérée
par e 5@/ 92, qu’elles soient ou non solutions des équations du mouvement.)
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De méme, dans la théorie quantique avec champ scalaire chargé et champ de jauge, I’'ampli-
tude de transition entre deux configurations de champs est sensible non seulement au rapport
q/g, mais, aussi, & g2, ainsi & toutes les deux constantes de couplage.

Ces considérations restent valables sur le réseau.

3.1 Champs de Jauge sans matiere

Pour pouvoir parler du tout de phases d’une théorie, il nous faut un paramétre d’ordre, c.a.d.
une quantité, qui prend des valeurs distinctes dans chaque “phase” et-également important !-
dont les fluctuations caractérisent le passage d’une phase a 'autre.

Pour la théorie avec champs scalaires le parametre d’ordre typique est la valeur moyenne
du champ, (¢(x))-pour le cas avec champs fermioniques le parametre d’ordre typique est
((2)1p(x)). Ces quantités sont locales et I'on remarque que les symétries dont la brisure elles
caractérisent, sont des symétries globales. Lorsque 1’on emploie la discrétisation sur réseau, ces
parametres continuent a étre pertinentes pour caractériser les phases de la théorie.

Pour une théorie de jauge sur réseau on peut montrer [40], par contre, qu'une telle quan-
tité locale n’existe pas. La quantité appropriée pour caractériser les phases d’une théorie de
jauge sur réseau s’avere étre la boucle de Wilson, W(C'), qui est définie comme la trace sur la
représentation du groupe du produit des liens le long la boucle C, cf. fig. 3.1

!/
ntvn___ o n+ un' 4+ vn'’

" > n+ un'

FIGURE 3.1 — Une boucle de Wilson sur le réseau, de taille (n’ —n) x (n” — n)a®.

W(C) = Tr [P I1 Uu(n)] (3.3)

ou le préfacteur “P” veut dire path ordered-on suit le chemin, dans le sens des fleches.
Sa valeur moyenne, par rapport & la mesure e %% /Zy, (W(C)), peut afficher deux compor-
tements distincts, dans la limite des grandes boucles :
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~ Loi des aires : (W(C)) ~ e=A/40

— Loi des périmétres . (W(C)) ~ e~L/1o
qui caractériseront les deux phases possibles d'une théorie de jauge : la phase confinante et la
phase Coulombienne. Pour comprendre ces affirmations et se convaincre que les phases méritent
bien leurs noms, on va rappeler le calcul fait par Fischler [41]. On dessine les lignes d’univers
d’une paire de charges (de signe opposé) statiques, cf. fig. 3.2. L’amplitude de transition vide-

e — — — m m e e e e - = ]

FIGURE 3.2 — Les lignes d'univers d'une paire de charges statiques, séparées de R. La paire vit
pendant un temps 7. Dans la limite T" — oo, la boucle peut étre considérée rectangulaire.

vide sera modifiée par la présence de la paire, de la maniere suivante :

f[‘@U ]e—SE-i-f JrAedP g Jo 4o gDy
(0]0) = fu[.@Uu]efsE = (ef TiALPry =

ZplJ)
Z5|0]

(3.4)

Dans la théorie euclidienne cette amplitude, dans la limite ' — oo, est égale & e~ (Fo(/)=Eo)T

avec Ey(J) I'énergie de I’état fondamental en présence de la source J, et £y en I’absence de celle-
ci. Pour une source statique cette différence des énergies est le potentiel, V/(R). Par conséquent,

) 1
V(R) = lim —?1n<W(C’))

T—o00
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Pour les charges statiques, la source aura la forme suivante

T _ _
Jo = 5;;,1)7@ (6P (@ —r,) — 0P —r_)] (3.5)
ol () est la valeur de la charge.

Par conséquent
ol dPTEAL _ f Ap T de, — JW(C)

L’aire de la boucle étant R x T, on déduit que, si W(C) ~ e /40 alors V(R) ~ Ret il y a
une force constante entre les charges, qui seront confinées. Le rapport

est appelé, pour des raisons évidentes, la tension de la corde. Par contre, si W (C') ~ e~ (F+T)/t0,
alors V(R) ~ 1/, et la force s’anulle a grande distance-les charges sont libres. En effet, comme
a noté Creutz, si 'on mesure les quatres boucles de Wilson, W (R £ 1,7 4+ 1), sous I'hypothese
que R et T soient suffisamment grands pour que 'on se trouve dans le régime asymptotique,

alors on déduit que

1. WR+1,T+1)W(R—-1,T—-1

1" WER+1,T-1)W(R-1,T+1)
Par ailleurs, si les boucles de Wilson affichent un comportement de loi de périmetres, W (R, T') ~
exp(—(R + T')/ly), alors le rapport de Creutz est identiquement nul,ce qui est cohérent avec
I’existence de charges libres.

On peut essayer de mener le calcul de (IW(C')) dans le continu. Pour le cas de Iélectrodynamique

quantique on peut faire le calcul exactement [41, 7], puisque les intégrales sont gaussiennes :

(W(C)) = Z[0]™ / @Aue_sE[A]+dezAHJH = Z[0] e~ S 7 wd"yIu(@)Gru (2=) o (y) (3.7)

ou G, (z — y) est le propagateur du photon et I'on trouve que

: 1 2
V(R) = :’ll_If)lo (_T ln(W(C’)>> = const x 7D (3.8)
qui est bien la loi de Coulomb & D dimensions. (Ici on note que (W(C)) ~ e T/E"7° A

D = 4 dimensions il est intéressant de remarquer qu'il est proportionnel au rapport 7'/ R. Dans
tous les cas, la tension de la corde est nulle, signe d’'une phase déconfinante.) La formulation
dans le continu nous donne la possibilité de calculer le potentiel entre charges statiques dans
I’approximation du couplage faible. La formulation sur réseau nous donne la possibilité de
calculer la valeur moyenne des boucles de Wilson pour toute valeur de la constante de couplage,
en particulier en régime de couplage fort et déduire, ainsi, quand la tension de la corde pourra
devenir non-nulle (en couplage fort).
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On peut, intuitivement, comprendre que la phase confinante correspondra a une situation
de couplage fort, tandis que la phase Coulombienne a une phase de couplage faible. Mais le
contraire n’est pas, nécessairement, vrai, car, en couplage faible, il peut y avoir des configura-
tions de type instanton, qui confinent des charges—un tel exemple est fourni par le modele de
Higgs abélien a 141 dimensions [6].

Est-ce que toute théorie de jauge présente les deux phases, avec une transition entre les
deux ? A température zéro, a laquelle on travaille, la réponse surprenante est que les théories de
jauge non-abéliennes ne présentent qu’'une phase, la phase confinante—par contre, les théories de
jauge abéliennes non-compactes présentent seulement la phase Coulombienne—et les théories de
jauge abéliennes compactes présentent toutes les deux phases. L’affirmation sur les théories de
jauge abéliennes non-compactes est une conséquence du fait que le champ de jauge est neutre;
par contre, 'affirmation sur les théories de jauge abéliennes compactes est plus difficile a saisir.
Elle fut présentée pour la premiere fois par Polyakov [18], qui proposa, d’ailleurs, que toute
théorie, symétrique sous un groupe de jauge compact, aurait une phase confinante. De point de
vue technique il n’est pas difficile de montrer que, dans le régime de fort couplage, une théorie
de jauge, définie par 'action de type Wilson, affichera un comportement de loi d’aires pour la
valeur moyenne de la boucle de Wilson. L’argument est le suivant [7] : On veut calculer

(W(C)) = ZLE / (DU, ]efe Andan=Sp

Lors d’un développement en couplage fort on explicite la constante de couplage, exp(—Sg) =
exp(— > p U (P)/g?) et T'on développe en puissances de 1/¢%. Le terme efe4#4%  dans la
limite de couplage fort, est une somme sur les liens des plaquettes, qui “pavent” la boucle. Le
terme e~52/9” va donner une série en 1 /g?, dont les coefficients sont des sommes des plaquettes.
L’intégrale sur les liens, éléments du groupe, va éliminer tous les termes qui ne représentent
pas des plaquettes, qui “pavent” 'aire de la boucle. On trouve ainsi que

1 Aire(C) P
(W(C)) ~ (E) = ¢ Aire(C)Ing

Ce raisonnement repose essentiellement, comme a noté Polyakov, sur la compacité de la variété
du groupe de jauge—car c’est elle qui garantit la convergence de l'intégrale sur le groupe. Par
conséquent, la partie non-triviale consiste a démontrer que, pour les théories de jauge non-
abéliennes, il n’y a pas de transition de phase, lorsque 'on réduit la constante de couplage, qui
conduirait, alors, vers une phase Coulombienne. Une telle démonstration manque encore. Mais
on peut employer les simulations numériques de type Monte Carlo pour mesurer la tension
de la corde et sa dépendance a la constante de couplage. Alors on trouve, effectivement, que
les modeles avec groupe de jauge non-abélien n’ont pas de phase Coulombienne—la tension de
la corde reste toujours non-nulle, tandis que, dans le cas des groupes abéliens compacts, 1’on
trouve une transition de phase entre une phase confinante (tension de corde non-nulle) et une
phase Coulombienne (tension de corde nulle).
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3.2 Champs de Jauge en présence de la matiere

Lors de 'analyse précédente les charges étaient statiques et il faut étudier ce qui change,
lorsque 1'on doit tenir compte de leur dynamique. Une chose, qui change, est qu’il faut une
énergie finie pour créer une paire de charges dynamiques du vide. Ainsi, si 'on commence
avec deux charges statiques, a partir du moment, ou il deviendra énergétiquement favorable de
créer des paires, donc a partir d’une séparation suffisamment grande, celles-ci pourront écranter
les fluctuations des champs de jauge et, ainsi, conduire a une loi de périmetre pour la boucle
de Wilson—malgré le fait que ce qui se passe, en fait, est ’écrantage d’états liés de charges
confinées. On a besoin, par conséquent, de raffiner ’analyse car la loi des périmetres pour la
boucle de Wilson n’est plus suffisante pour exclure le confinement de charges individuelles. Ceci
fut entrepris par Fredenhagen et Marcu [42] et leur argument est le suivant : on va comparer le
comportement d'une boucle de Wilson, ot ’on a inseré les deux charges, et celui de la boucle de
Wilson sans les charges. Si ce rapport tend vers une constante non-nulle, lorsque la taille de la
boucle (et, donc, la séparation des charges) croit, alors on a confinement—la présence de charges
dynamiques ne modifie pas le comportement de la boucle de Wilson.Si, par contre, ce rapport
tend vers zéro, alors, on peut séparer les charges individuelles. Ce rapport ne peut diverger
car il exprime la probabilité de transition de I'état a deux charges a un état quelconque de la
théorie. En équations on écrit [43]

G o HOLITUT 6P

fim S (3.9)

ou le produit des liens porte sur ceux qui relient la charge au site n a celle au site n’; et en
dessins, cf. 3.2 Alessandrini et al. [43] ont calculé cette quantité dans le modele le plus simple,

\ \ A /
Q —Q , /
°® o n Dénom n
n n!
Numérateur A \

FI1GURE 3.3 — Le parametre de Fredenhagen et Marcu

le modele de Higgs abélien. Ils ont trouvé que seulement dans la phase Coulombienne existent
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des charges non-confinées—dans la phase de Higgs les charges sont confinées, de méme que dans
la phase confinante. Ces résultats confirment que le comportement de la boucle de Wilson
ne suffit pas pour caractériser les phases d’une théorie avec degrés de liberté dynamiques. La
raison, pourquoi ce résultat est surprenant est, en effet, que, dans la phase de Higgs, malgré le
fait que le champ de jauge soit massif et, donc, transmet des forces a courte portée, il n’y ait
pas de charges isolées, mais, seulement, des dipoles—qui est 'effet de la compacité du groupe.

Pour le cas non-abélien le parametre de Fredenhagen et Marcu est, bien sir, encore plus
pertinent—et il fut introduit, d’ailleurs, pour le cas de la chromodynamique quantique. Jusqu'ici
la difficulté de mener des simulations avec quarks dynamiques a fait que ’on n’ait pas pu le
mesurer de facon probante dans ce contexte.

Une autre classe de théories, ou ce calcul serait intéressant, est celui avec dimensions
supplémentaires, ou certains champs seraient “confinés” sur une “brane”. Cette brane est définie
par le comportement de la boucle de Wilson : loi de périmetres sur la brane, loi d’aires vers
les directions perpendiculaires. En présence de charges dynamiques la loi de périmetres est-elle
suffisante pour carctériser la brane? Ce calcul n’a pas encore était entrepris.

Maintenant que I'on dispose d’un parametre d’ordre, on peut tracer le diagramme de phases
et s’occuper de l'ordre des transitions éventuelles. On va prendre comme exemple la théorie,
qui va nous occuper le plus par la suite, a savoir, la théorie de jauge U(1) compacte et réaliser
le calcul dans 'approximation du champ moyen.

L’action de Wilson est donnée par

Sige =5 > (1= Re[U(n)]) (3.10)

n u<v

On ne dispose que d’un parametre, la constante 3 = 1/¢* : couplage fort correspond a des petites
valeurs de (3 et couplage faible a des grandes valeurs de (. L’action euclidienne correspond a
I’énergie interne du systeme statistique et, puisque ||U,(n)|| = 1, il s’agit, en fait d'un modele
sigma non-linéaire, car I'intégrale fonctionnelle doit porter sur les variables U,(n), qui prennent
valeurs sur la variété du groupe. Un défi pour 'approximation du champ moyen sera de résoudre
cette contrainte et d’exprimer la fonction de partition en termes de variables non-contraintes.
Plus précisément encore, il s’agit de’'un modele sigma non-linéaire jaugé, puisque 'action est
invariante sous des transformations locales des U, (n).

Dans la section qui suit, on expose cette approche, ainsi que la méthode de Monte Carlo
qui permet de sonder les corrections a le’approximation du champ moyen de fagon plus efficace
que le calcul direct de celles-ci.

3.3 Les méthodes de calcul

Dans cette section on exposera les méthodes numériques, que I’'on a employées pour obtenir
les résultats concrets, qui seront le sujet des deux chapitres qui vont suivre.

On a employé deux méthodes : 'approximation du champ moyen et la méthode de Monte
Carlo.
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3.3.1 La méthode du champ moyen pour les théories de jauge sur
réseau

La méthode du champ moyen nous permet d’obtenir un premier apercu du diagramme de
phase d’un systeme statistique—et fournit le point de départ du calcul des corrections, dues
aux fluctuations. La méthode de Monte Carlo sera sensible aux fluctuations, négligées dans
I’approximation du champ moyen, mais sera sensible, également, a des incertitudes dues aux
corrélations entre configurations engendrées. Ainsi les deux méthodes sont complémentaires.

La méthode du champ moyen pour les systemes statistiques, qui sont invariants sous des
symétries locales fut mise au point dans les années quatre-vingt—un article de référence est le
travail de Drouffe et Zuber [37]. L’idée est la suivante : On cherche a calculer la fonction de
partition d’une théorie de jauge, définie par les liens, U = U,(n) (on va noter le lien du site n
vers le site n + p par [ pour alléger la notation dans certaines expressions qui suivent) :

Z[J] =V = / DU e~ SV Liiens(JV)

Ici 2U est la mesure sur le groupe de jauge. En suivant 'approche habituelle en mécanique
statistique, la quantité qui va nous renseigner sur les différentes phases de la théorie est ’énergie
libre I’énergie libre de Helmholtz, W[J] = In Z[J].

Pour faire I'intégration sur le groupe de jauge on va employer I'astuce suivante [35] : on va
remplacer

/ DU eSS Ju(n) V()

par
/@U Hd‘/}(;(‘/l—Uu(n)) e_S[U]+ZnJu(”)‘UM(n) _
liens
g 1
(67 _ _ .
U TT av ==L e—a(Vi=Up(n)) o =SUI+E,, Ju(n)-Uu(n) —
/ hel—n[S 127Tie €
/Hdw@e_s[‘/l]_av"‘zlw(al-‘rjl)
liens 2mi
ou

ezlw(al—l—Jl) — /@U6—4Re(cx+J)-Re(U)—4Im(a+J)~Im(U)

Par cette astuce on a découplé les liens et ’on a isolé I'intégrale sur le groupe. En fait, comme
oy et V) sont, a priori, des nombres complexes,

a-V =2Re(a-V)=Re(2a-V)
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Pour le groupe de jauge U(1) compact l'intégrale sur le groupe peut étre exprimée en termes
de fonctions élémentaires :

/@U€—4Re a)Re(U)—4Im(a)Im(U

de
H/ av; _(a+aT -cos f—i(a—af)singd _ H[O 2|al| (311)

liens ¥ liens

ou Iy(-) est la fonction de Bessel “modifiée”.
Jusqu’ici le calcul est exact. Il nous reste a traiter 1’expression

1= 11

liens

|:dv dal:| —S[Vi]-Re(2a-V)+>>, w(20q+Jp)

et I'on posera dorénavant 2a; — «;. Dans cette expression les variables d’intégration, V; et oy, ne
sont plus contraintes : le domaine d’intégration va de —oo a +00 pour chacune. Par conséquent
on peut employer la méthode du col. Mais il y a un point subtil, encore [37], car ce n’est pas
clair quelle est la (petite) variable du développement. En fait il s’agit d'un développement en
1/D, comme on peut se l'attendre pour 'approximation du champ moyen.

Dans ces conditions on est, maintenant, en position d’évaluer cette intégrale par la méthode
du col : Si 'on définit

Seg[Vi, a3 )| =SV +a-V — Zw(al +J)
!

on cherche V*, aj, les configurations qui extrémisent Seg lorsque J; =0 :

0S|V, eff [ Vi,
gVl 0 et ISeq V1, au _0
8Vl an
On développe Ses[Vi, oy autour de V/*, af :
* d OO P
Z]J] = ¢ SenlVi i) / [Tavio - U] e a8 (3.12)
Zymr[J] liens
La contribution du champ moyen sera, alors, donnée par
ZMF[J] — e—S[\/I*]_a*.V*+Elw(a;‘+Jl) (3'1?))

ce qui donne 'expression suivante pour I’énergie libre de Helmholtz

War[J] = =S[V7]— a” - V" + > w(o] + J)) (3.14)

Dans le cadre de 'approximation du champ moyen on remarque que I'une des équations pour
la configuration extrémale, a savoir
6Seﬁ Il (Oél)

=0V = 3.15
50&[ : I[)(Oél) ( )
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nous permet d’obtenir une action effective, qui ne dépend que des variables «; exclusivement :

I («
Set(Vi, 1) = Ser (%7(11) = Sur(a) (3.16)
L’équation, qui détermine o, est
5SMF(C¥[)
——2 =0 3.17
5o, (3.17)

Et l'on pourra introduire sa solution, «f, dans éq. (3.15) pour obtenir le lien, V;*-et, par
conséquent, la valeur moyenne de la boucle de Wilson et, ainsi, la tension de la corde.

Comme l'indice [ étiquette les liens, on aura, en principe, autant d’équations que des liens
du réseau—ce qui rend le probleme tres difficile a traiter. Mais 'on peut s’imaginer que les
configurations invariantes par les symétries du réseau seraient particulierement intéressantes a
étudier. Parmi celles les plus simples sont les configurations uniformes. On pose, ainsi, o = «
et ¥V, = V. Alors on n’a qu'une équation a résoudre, par la méthode de Newton—Raphson, par
exemple. On obtient, ainsi, a* et V* par I'équation (3.15). Il y a, maintenant, deux cas de figure :
soit 'on trouve comme solution a* = 0 < V* = 0, ce qui implique que la tension de la corde
est infinie et I’on se trouve, certainement, dans la phase confinante ; soit que a* # 0 < V* #£ 0.
Ce résultat mérite une discussion. En effet, comme on n’a pas imposé une condition de jauge,
V*, qui représente la valeur moyenne du lien dans le groupe, doit toujours étre égal a zéro,
d’apres une interprétation “directe” du théoreme d’Elitzur. Comment peut-on méme imaginer
qu'il soit possible d’obtenir une valeur V* # 07 La réponse est que, lorsque V; =V, oy = «, la
symétrie n’est plus locale, elle n’est que globale. ’argument d’Elitzur dépend du fait que 1’'on
peut varier un nombre fini de liens, ce qui est exclu par construction pour une configuration
uniforme. Alors une solution V* # 0 n’est pas en contradiction avec le théoreme d’Elitzur, car il
n’exclut pas que l'on puisse briser une symétrie globale. Le sens physique de la solution V* # 0
est que, si l'on calcule une quantité invariante de jauge, comme la boucle de Wilson de longueur
L, alors, dans ce cas, (W) ~ (V*)* ~ exp(—L1In(1/V*)) et Pon trouve une loi de périmetre,
donc on se trouve dans la phase déconfinante—et cette affirmation est invariante de jauge. Il est
rassurant que l'on trouve la solution V* = 0 a couplage fort et la solution V* # 0 a couplage
faible.

On a obtenu ainsi une description complete des phases de la théorie dans ’approximation
du champ moyen. On doit encore comprendre quelles sont les quantités que ’on doit varier pour
passer de la phase confinante a la phase Coulombienne. On doit, aussi, discuter la pertinence des
corrections a l'approximation du champ moyen. Il est, alors, préférable d’employer un exemple
concret. Pour préparer la discussion prochaine sur le cas anisotrope, on va présenter le cas du
groupe U(1)-mais l'on va garder la dimension, D, de I'espace-temps, comme un parametre
libre.

La quantité physique, qui va controler quelle phase sera choisie par le systeme, est 1’énergie
libre, WMF = —SMF(Oé*).

L’énergie libre, Wyr, est constituée des termes suivantes :
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— L’action de Wilson :

D(D —1)

S|V] = 1-VH=NPT— —“pa1-v*

V]=5 Z Z( ) A=V
puisque Iétiquette du site prend toutes les valeurs entieres entre 0 et NP — 1 (& raison
de N sites par dimension d’espace-temps) et la double somme sur les directions de la
plaquette comprend D(D —1)/2 termes (et I’on emploie conditions aux bords périodiques
sur toutes les directions).

— Le terme de lintégrale sur le groupe :

> wlon) =Inly(a) Y 1= N"Dlnly()

liens liens

puisqu’il y a 2D liens par site mais chaque lien relie deux sites.
— Le terme de la contrainte :
Z a,-V;=aVNPD
liens

Ainsi I'expression finale est

D(D - 1)

WMF(V, a) = —ND B

B(1 —V* — NPDaV 4+ NPD1n Iy(a) (3.18)

et ’énergie libre par site est donnée par I'expression suivante

D—-1

fur(V,a) = =D (—Tﬁ(l —VYH —aV +1n Io(a)> (3.19)

Si 'on y remplace V par I («)/Io(c), on trouve une fonction a une variable, o et dépendante
d’un parametre, § et de la dimension D. Le voisinage de l'origine, « = 0 (donc V = 0),
correspond a la phase confinante, le voisinage de I'infini a la phase déconfinante, Coulombienne.
Si 'on effectue un développement limité autour de l'origine, on trouve que

D(D-1) D

+ —a® 4+ 0(a?)

far(V(0),0) ~ B2 4

Par conséquent l'origine est un minimum local pour toute valeur du couplage, § et pour toute
dimension de I'espace-temps, D a ’approximation du champ moyen. S’il existe un minimum lo-
cal ailleurs, la transition entre la phase confinante et la phase Coulombienne ne pourra étre que
du premier ordre. En effet, si I’on trace son allure, pour D = 4 (cf. fig. 3.3.1), on trouve que pour
des petites valeurs de 3 = 1/g¢?%, donc en couplage fort, la fonction ne possede qu'un seul mini-
mum, a l'origine, a* = 0, par conséquent V* = 0, résultat cohérent avec le raisonnement général
exposé ci-dessus. Lorsque f augmente, donc le couplage diminue, on constate que I'énergie libre
affiche un minimum secondaire, a a* > 0, pour ﬁﬁl) ~ l-mais, pour [ < ﬁ§2) ~ 1.216[37], il
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FIGURE 3.4 — L’énergie libre par site, dans I'approximation du champ moyen, pour la théorie

U(1) a D = 4.

s’agit d’une configuration métastable, puisque I'on note que son énergie est supérieure a celle
de la configuration a o* = 0. Pour 3 = ﬁﬁ” ~ 1.216, on remarque que les deux configurations
deviennent dégénérées, séparées par une barriere de hauteur et largeur finies—il y a, donc, une
transition du premier ordre entre les deux. Pour 3 > ﬂ?) le minimum a o* > 0 devient le
minimum global et le systeéme se trouvera, alors, dans la phase Coulombienne (cf. panneau de
droite de la fig. 3.3.1).

Il est intéressant de remarquer que le seul terme, qui soit sensible au groupe de jauge, est
le terme .. w(ay + J;). Pour le groupe U(1) la fonction w(a) = In Ip(er), tandis que pour le
groupe SU(2) ! elle vaut w(a) = In(Iy(a) — Ir(«r)) Par conséquent on peut repéter I’analyse sans
trop d’effort et trouver que l'origine est, toujours, un minimum local pour SU(2) également

D(D -1 D
LW, ~ 472D 1 Doz o) (3.20)
et qu’il existerait un minimum a o > 0 pour 3 > 6§1)’SU(2) qui, pour g = 6§2)’SU(2) deviendrait

dégénéré avec le minimum a l'origine et, pour g > ﬁ§2)’SU(2), deviendrait le minimum global.
Ainsi y aurait-il une phase Coulombienne, méme pour le cas SU(2)-a couplage faible—et la tran-
sition de phase serait du premier ordre, ce qui excluerait, également, I'existence d’une théorie
continue. Ces résultats sont en flagrante contradiction avec les résultats obtenus par théorie
de perturbations en couplage faible dans la théorie continue en régularisation dimensionnelle,
ou l'on trouve que la théorie est renormalisable, c.a.d. qu’il existe une théorie, indépendante
de la régularisation. Par conséquent l'existence d’une phase Coulombienne doit étre considérée
comme un artéfact de I'approximation du champ moyen pour le cas du groupe SU(2). Et, en ef-
fet, si 'on tient compte des corrections a cette approximation [36, 34, 37], on trouve qu’a D = 4,
la théorie avec groupe de jauge SU(2) ne possede qu'une phase, confinante, résultat cohérent,
par ailleurs, avec des simulations numériques directes (effectuées dans les mémes travaux). Ainsi

1. Dans ce cas, bien sir, a; et V; appartiennent & l'algebre SU(2). On fait '’hpotheése que o = ap - I et
V =V, - I et V'on supprime l'indice par la suite. [34]
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le minimum a a = 0 est physique-le minimum a « > 0 est un artéfact de 'approximation du
champ moyen.

Pour le groupe U(1) la situation est moins clair. La contribution des corrections a 'ap-
proximation du champ moyen a été calculée [36, 37] et les conclusions ne sont pas,en fait,
aussi tranchées que ’on pouvait penser. D’abord le calcul est assez onéreux (au moins dans les
années quatre-vingt, qaund les logiciels de calcul symbolique étaient, encore, dans les premiers
étapes de leur développement)-1’étude la plus poussée semble étre le travail de Flyvbjerg [36]
qui calcule les corrections a cing boucles; ensuite les résultats pour le cas D = 4 indiquent
que les premieres corrections sont plus importantes que l'on ne pouvait se l'attendre —ainsi
les corrections suivntes devaient étre prises en compte; et la question déja, si le minimum a
a = 0 pouvait devenir un maximum, ce qui serait I'indication que la transition vers la phase
Coulombienne serait continue, reste, toujours, ouverte. Les simulations numériques, n’ont pas
été, a ce jour, concluantes, sur 'ordre de la transition, non plus.

3.3.2 La méthode de Monte Carlo pour les théories de champs sur
réseau

Il est toujours utile de pouvoir résoudre un probleme de plusieurs facons distinctes. L’ap-
proximation du champ moyen est une approche facile a comprendre et a programmer—la prise
en compte des corrections devient, par contre, de plus en plus onéreuse et ’on peut se poser la
question si I'effort en vaut la peine-si I’on dispose d’'une autre méthode, qui peut nous fournir
des résultats fiables pour les quantités que 1’on cherche, qui soit cohérente avec les corrections
a I’approximation du champ moyen mais plus facile a programmer. La réponse est la méthode
de Monte Carlo.

On va illustrer la méthode sur le calcul d’une quantité qui est pertinente pour la localisation
d’une transition de phase, facile a calculer dans 'approximation du champ moyen, de fagon
a pouvoir comparer directement les deux approches. Cette quantité est la valeur moyenne
de la plaquette élémentaire, (U,,(n)), comme fonction de la constante de couplage, 5. Plus
précisément on s’intéresse a la boucle d’hystérésis de cette quantité, comme fonction de 3. La
raison est la suivante : comme cette quantité est, en fait, la premiere dérivée de I’énergie libre, si
la transition de phase est du premier ordre, alors cette boucle aura une aire finie, proportionnelle
a la “chaleur latente”. Si par contre, la transition de phase est continue (du second ordre), alors
la boucle aura une aire, théoriquement zéro, en pratique tres petite. L’existence méme d’une
transition sera signalée par le fait que cette quantité affichera une variation abrupte, comme
fonction de (3, au voisinage du point de transition.

Dans I'approximation du champ moyen on calcule

_Ofwr _ Of0a df df D(D-—1)

wMW—@ﬁ—%%+@—%——7—ﬂ—WW) (3.21)

puisque l'on se trouve a un état d’équilibre, donc I'énergie libre est stationnaire par rapport
a la variation des parametres, a = a*(3) et la seul contribution est la dépendance explicite.
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Pour des raisons présentées auparavant, si l'on trace cette quantité comme fonction de 3, on
va mettre en évidence une boucle d’hystérésis entre ﬂél) et 652), avec @E” ~1et 652) ~ 1.216.
On se propose, par conséquent, de comparer ce résultat a
Uty = L2 e 2
A =TT g e Sell]

(3.22)

pour le cas du groupe de jauge discret, Zs.

Par invariance de translations et de rotations du réseau on s’attend, bien str, a ce que le
résultat soit indépendant du site, n et du plan, (u, v). L’algorithme le plus simple a réaliser est
l'algorithme de Metropolis : On commence avec une configuration initiale de liens, U,(n), choisis
completement au hasard. Pour le cas du groupe Z,, on choisirait U,(n) = 1 ou U,(n) = —1 avec
probabilité égale ; pour le cas du groupe U(1) on écrirait U,(n) = exp(if,(n)) et I'on choisirait
6,,(n) de maniere uniforme sur l'intervalle [0, 27)-ce qui garantit que I'on échantillonne le cercle
de fagon uniforme également.

Ensuite, on essaie d’engendrer une nouvelle configuration, de la facon suivante : On passe
en revue chaque lien, U,(n), et I'on essaie de le modifier, tout en restant dans le groupe. Ainsi,
on essaie de remplacer U,(n) par U,(n)V,(n) (pas de sommation sur p ou v!),avec V,(n) un
élément du groupe choisit uniformément dans celui-ci. Ainsi, pour le groupe Z, on essaie de
“flipper” le lien, c.a.d. de remplacer U,(n) par —U,(n) ; pour U(1) on essaie de remplacer U, (n)
par U,(n)e'?, avec ¢ uniformément distribué sur [0, 27) et indépendamment choisi pour chaque
lien. On calcule la variation de l'action, S[U], S = Shouvelle — Sancienne; Provoquée par cette
variation et I'on accepte le changement au lien du site n au site n + pu, si la condition suivante
est remplie :

e > (3.23)

ou r est un nombre uniformément distribué entre 0 et 1 et indépendamment choisi pour chaque
lien. Un passage en revue de tous les liens du réseau s’appelle un balayage (sweep en anglais) de
celui-ci. On dispose, alors, de la configuration ;. On continue, ainsi et l’'on engendre une suite
de configurations, Cs, Cs, ..., C,, ..., Cy—1. Dans chacune on calcule la valeur de la plaquette,
moyennée sur toutes les directions,

D(DQ— 1) % > (1 -Re (U5 (n)) (3.24)

n pu<v

(m)

ou l'on a ajouté une constante conventionnelle (son utilité sera expliquée par la suite). Naive-
ment, si I'on calcule, maintenant,
| M-l
— (m)
T
m=0

alors, puisque l'on échantillonne les configurations avec un poids statistique, e
tionnel a leur action euclidienne, on peut espérer que

—SelUl " propor-

M—-1
1
Jim ”mEZOU = (U (n)) (3.25)
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ce qui est une expression de 'ergodicité de I’algorithme. On renvoit au cours de Sokal [45] pour
une exposition détaillée, en particulier pour le calcul des erreurs systématiques et statistiques.
Ici on note seulement que 'on peut s’attendre a ce que la configuration Cj, qui ne réflete
certainement pas la physique du systeme, ne doive pas étre prise en compte, ainsi qu'un certain
nombre des configurations successives a elle. On cherche, en fait, a effectuer la somme sur un
grand nombre de configurations, qui seraient tirées suivant la distribution exp(—Sg), mais qui
seraient, dans la mesure du possible, statistiquement indépendantes les unes des autres.

On est, maintenant, en position de comparer les résultats des simulations numériques et de
I’approximation du champ moyen pour la valeur moyenne de la plaquette, ce qui, en fait, est,
également, a une constante additive pres, la valeur moyenne de I’énergie interne euclidienne. Le
choix de la normalisation est tel que, U™ # 0 dans la phase confinante, mais U™ ~ 0 dans la
phase Coulombienne.

Pour illustrer ces calculs sur un cas concret on choisit le cas d'un group de jauge discret, le
groupe Zs.

C’est la théorie la plus simple que 1'on puisse imaginer et elle fut introduite par Wegner [11]
comme un exemple pour la généralisation du groupe de symétrie globale de type Ising a une
symétrie locale. Dans ce cas w(a) = Incosh(a), V(a) = tanh(a) et l'on trouve le résultat
suivant pour ’énergie interne par site

D(D —1)

({Our(a”(8))) = ——— (1~ tanh’(a*(5))) (3.26)
avec a*(3) déterminée par 1’équation
agl(\f =0« a* =28(D — 1) tanh® o* (3.27)

et 'on se rend compte [37] que la constante de couplage “effective” est la combinaison 5 =
28(D —1).

Dans la figure 3.5 on affiche (U([3)), obtenu par simulations Monte Carlo sur des réseaux
de tailles 83, 8% 8%, pour mettre en évidence I'influence de la dimension de I’espace-temps et
les résultats pour des réseaux de tailles 16,323,643, 16* pour mettre en évidence les effets,
éventuels, de la taille finie-que I'on peut constater étre assez faibles, dans ce cas, en comparaison
aux effets dimensionnels. On note que, pour § < 6§1), I’approximation du champ moyen prévoit
(Unmr) = 1, artéfact de 'approximation du champ moyen.

Par conséquent on peut employer tous les deux outils pour étudier les fermions chiraux sur
réseaux, en interaction avec des champs de jauge. C’est le sujet du chapitre qui suit.
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FiGURE 3.5 — Boucles d’hystérésis pour 1’énergie interne, calculées dans par simulations de
Monte Carlo. Elles mettent en évidence la transiton du premier ordre entre une phase confinante
< E ># 0, lorsque 3 < B et une phase déconfinante, < E >~ 0, lorsque g > ® > g,
L’accord avec la prédiction du champ moyen est qualitatif.



Chapitre 4

Fermions Chiraux et Champs de Jauge
sur Réseau

4.1 Introduction

On va employer les méthodes exposées dans le chapitre précédent pour améliorer la modélisation
non-perturbative des champs fermioniques. Dans le chapitre 2 on s’est rendu compte que ¢’était
impossible de trouver une régularisation des champs fermioniques, qui respecte a la fois I'in-
variance de,jauge et l'invariance chirale. En fait, la régularisation par le réseau respecte I'inva-
riance de jauge-mais non l'invariance chirale. Cette affirmation a méme acquis le statut d’un
théoreme [10] et rechercher a contourner ses hypotheses semblait, pendant longtemps, un exer-
cice trop compliqué. Pour les applications en QCD, ou la symétrie chirale est une symétrie
globale, le fait que la régularisation la brise n’implique autre chose, en principe, que 'on ne
pourra la récupérer que lors de la limite continue et que l'on aura des erreurs systématiques
supplémentaires, lors des calculs sur réseau—comme pour la symétrie des rotations (en Eucli-
dien ; qui deviendra la symétrie de Lorentz en Minkowski). Mais pendant longtemps les réseaux
que 'on pouvait utiliser étaient tellement petits et leurs mailles tellement grandes que les er-
reurs systématiques dues a ces effets étaient dominants. Maintenant, ou ’on peut réaliser des
simulations ol la masse des pions est de plus en plus proche a la valeur “physique”, les effets de
la brisure explicite de I'invariance chirale commencent a étre “visibles” et ’on aimerait pouvoir
les réduire, voire les éliminer, pour pouvoir comprendre le mécanisme détaillé de sa (presque)
brisure-qui est, toujours, un probleme ouvert. Alors la recherche sur comment contourner le
théoreme de Nielsen et de Ninomiya est devenue d’actualité.

Dans le secteur électrofaible la symétrie chirale est locale. Dans ce cas, la régularisation
par le réseau brise I'invariance de jauge et 'existence d’une limite continue n’est pas a priori
garantie—il faut bien controler que les identités de Ward—Takahashi sont satisfaites. Jusqu’a
présent 'approche perturbative aux phénomenes du secteur électrofaible est en tres bon accord
avec les mesures expérimentales—mais pour comprendre I’hiérarchie de masses, par exemple, on
a besoin d'une approche non-perturbative du couplage des fermions et champs de jauge avec le
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Higgs, qui pourra étre réalisée par la régularisation du réseau. Jusqu’a présent des modeles ou
des champs scalaires étaient couplés a des champs de jauge ont été étudiés, ainsi que ceux ou
des fermions étaient couplés a des scalaires—mais dans aucun cas on n’a pu étudier le systeme
complet de champs de jauge, champs scalaires et champs fermioniques, avec une symétrie chirale
jaugée.

Un pas dans cette direction fut réalisé a la fin des années quatre-vingt par le groupe de
Rome [39]. Dans ces travaux la symétrie fondamentale est celle, globale, de BRST, qui assure,
déja dans l'approche perturbative, que, dans une théorie de jauge, les degrés de liberté de
norme négative découplent a tous les ordres et que 'on’est pas sensible au choix particulier de
condition de jauge (qui introduit les fantémes, dont la contribution compense celle des degrés
de liberté supplémentaires, de norme négative, des champs de jauge) dans le sens que seuls
les contre-termes symétriques (sous le groupe de jauge) sont nécessaires pour absorber toutes
les divergences de la théorie. Ainsi, en principe, si 'on écrit tous les contre-termes, ceux qui
ne sont pas symétriques seront proprtionnels a des puissances positives du pas du réseau et
ne laisseront aucune trace dans la limite continue—mais sont indispensables pour les calculs a
pas fini. Or ce schéma, correct dans son principe, est tellement élaboré dans la pratique, que
seulement un nombre limité de calculs concrets a été mené jusqu’au bout.

Au début des années quatre-vingt-dix, Kaplan [15] a remarqué qu’une étude de Callan et
Harvey [49] pouvait fournir la possibilité de séparer les composantes chirales fermioniques sur
le réseau et, ainsi, conduire a une formulation de calcul plus efficace que celle du groupe de
Rome. L’étude de sa proposition sera le sujet principal de la premiere partie de cette these.

L’idée est la suivante :

Soit un champ de Dirac, ¢(z), ¢/(x) en interaction avec un champ scalaire, ®(x) & D = 2p+1
dimensions. L’action est, bien stur, donnée par 'expression (en Miinkowski)

S = /de {Eg/w - %@ch — V(®) — Gpdrp (4.1)

Maintenant on choisit V(|®|) = g(|]®|*> — v*)? et I'on impose la condition, le long la dimension
2p+1
lim & =+v

Top41—+o0

Cette condition équivaut a imposer une paroi a zs,+1 = 0. On note qu’elle brise 'invariance par
translations le long la direction x4,1;—et ainsi l'invariance de Lorentz dans D dimensions. Quelles
sont les conséquences pour les champs qui vivent sur la paroi? Les équations du mouvement
sont o
00 —V'(®) — Gyp =0
- — GPY =0
Si I'on définit la matrice Yins = Y071 - - - Y2p, On se rend compte qu’elle anticommute avec toutes
les autres matrices de Dirac—c’est ’analogue de la matrice 75 a quatre dimensions. On écrit,
maintenant, I’équation pour ¢ comme suit

—P = GPY = —7a0at) — Vi) — GPY =0

(4.2)
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Un mode zéro a 2p dimensions satisfait —v,0,1% = 0 et il est, également, un vecteur propre de
la matrice i, avec valeur propre AL = +1. Ainsi I’équation, qui nous fournira I’allure du mode
zéro le long la dimension supplémentaire prend la forme

—A10p1Y = GP(29p41)7)

dont la solution est immédiate :

7% 72+ & (u)du

Yo(zy) (4.3)

Y(x); Topy1) = €

N s . \ . ’ . T
ol 1y est un mode zéro. On note, maintenant, une chose trés intéressante : Uexpression Ay [“*** ®(u)du
a le signe de A1. Par conséquent, un seulement des deux modes zéros chiraux sera normalisable
a Topy1 = 0! Sil'on ajoute une paroi a xg,+1 = L, de pente opposée (cf. dessin 4.1) alors on peut

1F sgn(x)+sgn(10-x)-1 E

-05 | m

FIGURE 4.1 — Deux parois, une localisée a x9,,1 = 0 et 'autre a x4, = L = 10.

imposer des conditions aux bords périodiques le long x4, et I'on aura un mode zéro, fonction
propre de A\ (par exemple), localisé au voisinage de x9,11 = 0 et 'autre mode zéro, fonction
propre de A_, localisé autour de x9,.; = L. Plus franches seront les “marches”, mieux localisés
seront les modes zéro. On note que seul le comportement du champ scalaire a l'infini le long la
direction x4 €tait pertinent pour obtenir ce résultat-son allure dans l’espace transverse ne
porte pas sur l'existence de ces modes zéro chiraux.

Ainsi I'on peut partager le contenu en champs fermioniques de ce modele en trois classes :
(a) le mode zéro de chiralité A\, localisé & x9,+1 = 0; (b) le mode zéro de chiralité A_, localisé
a Topr1 = L; (c) le mode massif, de masse M, qui vit dans le volume entre les hyperplans
Top+1 = 0 et Top+1 = L.
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Les modes zéro ont étendu le long la dimension x9,.; de 'O(1/M)) ; ainsi, si I'on prend la
distance L telle que MyL >> 1, alors le récouvrement des deux modes sera négligeable.

En ce qui concerne le champ scalaire, on note une décomposition en trois classes également :
a peu pres z€ro au voisinage des parois, a peu pres +v entre xg,11 = 0 et 29,11 = L et a peu pres
—v entre Zop11 = L et x9,41 = 0 (cf. fig. 4.1). En particulier le champ scalaire est essentiellement
constant dans “le volume” et zéro au voisinage de chaque paroi.

Ainsi I'espace des états de cette théorie se décompose en trois parties : les modes zéros, qui
sont reliés par une symétrie de réflexion et les modes massifs. Dans la limite My — oo, L — oo
le découplage est total-pour des valeurs finies il est exponentiellement renforcé.

Résumons la situation : les conditions aux bords, le long la direction 5,1, imposent comme
solution classique (c.a.d. des équations d’Euler-Lagrange) celle ou les deux chiralités du champ
fermionique sont chacune localisée sur des hyperplans distincts et les modes massifs remplissent
le volume entre les deux hyperplans

Les questions, auxquelles ont doit maintenant répondre sont les suivantes :

1. Cette solution est un vide “classique”, car elle résout les équations classiques du mouve-
ment. Les fluctuations quantiques vont-elles la déstabiliser ou non ?

2. Cette solution a été obtenu dans I’absence de champs de jauge; or, tous les fermions,
connus dans la nature, portent des charges de jauge. Les champs de jauge peuvent-ils
détruire cette solution ?

3. Cette séparation spatiale des composantes chirales a été trouvé dans le continu; est-il
possible de la réaliser avec la régularisation du réseau?

Les réponses courtes a ces questions sont “non”, “peut-étre” et “oui” respectivement et 1’on va
exposer les arguments détaillés qui les appuient dans la suite de cette these.

Quelques commentaires sur ces questions :

La réponse a la premiere question apparait facile a saisir : la valeur moyenne du champ sca-
laire varie de maniere continue de la valeur —M, a x9p11 — —00 ala valeur +Mj a x4 — +00
(pour une paroi), par conséquent il existera, nécessairement, une position ou elle s’anulle. Cette
position est celle de la paroi et les fluctuations quantiques pourront la faire varier, mais non
la faire disparaitre. Une complication est que les conditions aux bords périodiques impliquent
que la configuration de ’état lié paroi—anti-paroi doit étre stable—et I'argument que 1'on vient
de donner ne suffit pas. D’ailleurs ce que I'on veut est repousser les deux parois a l'infini, de
fagon a ce que les modes zéros ne communiquent pas. Cette question dynamique est difficile a
traiter, car il s’agit de distinguer 1’état a aucune paroi de celui a un état lié paroi—anti-paroi a
la limite thermodynamique. Nous la laissons de coté dans cette these. Une autre fagcon d’abor-
der ce probleme est de saisir que chaque paroi, individuellement, est un état BPS (porteur de
charge topologique scalaire)—mais I’état 1ié d’un état BPS et d'un état “anti-BPS” n’est pas,
nécessairement, également, un état BPS, puisque I’équation du mouvement est non-linéaire.
Dans la perspective ou l'on cherchera a identifier ces parois a des D-branes, il est intéressant de
noter qu’il existe des configurations D3—anti-D3-branes en théories de cordes qui sont stables
et qui pourraient, par conséquent, jouer le role qui est celui des parois “scalaires” ici. Cette di-
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rection mérite une étude plus systématique et les techniques numériques ouvrent des nouvelles
perspectives.

En ce qui concerne la deuxieéme question : la discussion précédente nous fournit I'indication
suivante : La stabilité du systeme paroi—anti-paroi peut dépendre des couplages avec des champs
de jauge : si I’état sans parois est énergétiquement favorisé par rapport a I’état paroi—anti-paroi,
alors il n’y a pas d’endroit ot des modes chiraux fermioniques pourront “s’accrocher” de fagon
distincte selon leur chiralité ; par contre si I’état paroi—anti-paroi est énergétiquement favorisé,
alors les modes chiraux fermioniques auront des endroits “privilégiés”. La question pertinente
est, alors, si I’on pourra mettre en évidence une transition de phase de second ordre pour le
cas des couplages qui permttent 'existence de ce systeme : comme on verra ceci est, en fait,
possible.

On démarre la présentation avec la réponse a la troisieme question.

4.2 La proposition de Kaplan

4.2.1 En P’absence des champs de jauge

Essayons de transcrire les équations en tenant compte de la discrétisation de ’espace—temps
introduite par le réseau. On commence par 1’étude des solutions d’énergie nulle de I’équation
de Dirac. Celle-ci prend la forme[53]

%PM (¢n+a,u - wnfa;) + % <wn+au - an + wnfau) + M(xS)wn = O (44>
pour le cas, ou le champ de jauge est absent, U, ,, = 1. On va travailler ici a D = 5 dimen-
sions, seulement pour des raisons pédagogiques—tous les calculs peuvent étre immédiatement
transposés & D quelconque, impair (dans un langage plus “savant”, les défauts sont de “co-
dimension” égale a 1)-mais le cas générique peut également étre traité; il sufift de définir la
chiralité de maniere appropriée. Les subtilités apparaissent des que I'on couple des champs de
jauge, pas maintenant.

On pose n, = (Iy,n5), A = 1,2,3,4 et 'invariance hypercubique ainsi que les conditions
aux bords périodiques nous permettent de passer en espace d’impulsions p) dans un hyperplan
quelconque. On écrit, alors, 1, = ¢ 4, et les modes de Fourier correspondants

ipyl
Viay = > €PN,

p

On déduit la forme suivante pour ’équation de Dirac

r="75

4
, r+
<7)\ smpya +1r+7r E [COSp)\a - 1] + M(x5)a> ¢p,x5+ gk ¢p,x5+a+T¢p,x5—a =0 (45)

2
A=1
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Il est intéressant de comprendre ce qui se passe si I’'on pose r = 0—c.a.d. I’on n’introduit pas de
terme de Wilson. Est-ce que les défauts le long de la dimension supplémentaire sont-ils suffisants
pour assurer l'existence d’un mode zéro chiral dans le sous-espace quadri-dimensionnel? La
récurrence (4.5) devient, dans ce cas,

. 7
(’YA S pra + M(a:5)a) gbp,a:s + ?5 (gbp,a:s—l—a - ¢p,:c5—a) =0

Un mode zéro satisfait la condition (v, sinpya)¢, ., = 0, on trouve, ainsi

V5
M($5)a¢p,m5 + E (¢p,m5+a - (bpwsfa) =0
Les modes a chiralité bien définie sont
I —7s 1 + Vs
d)}[;,% = gbp,fﬂs et ¢p 5 = ¢P,935

2

(qui satisfont 75¢p o = gbp s ©b 75¢p o = +¢§m .)- On trouve immédiatement que ces modes
satisfont les récurrences suivantes :

M (I5 ) a(bgl;,xg) -

M(‘r5)a¢;§,x5 +

(6 = Ohr-a) =0

p,xz5ta p,x5—a

( letxsﬂl_ p365) =0

N | N | —

On note que ces récurrences sont du deuxieme ordre—et que toutes les deux possedent un
vecteur propre dont la valeur propre correspondante est, en valeur absolue, inférieure a 1. Par
conséquent, on obtient une superposition de modes zéros a l'origine et la chiralité n’y est pas
bien définie.

Il est, bien entendu, intéressant de comprendre dans quelle mesure ce résultat est du juste
a un choix maladroit de discrétisation. On peut se convaincre, par un calcul direct, que, si 'on
remplace 'approximation par différences centrées de 'opérateur de Dirac,

wn—i-u - ¢n—u
2a

@1&(1’) ~ Yy
par I'approximation par différences unilatérales, par exemple,

wn+,u wn

a

Pp(x) =

on trouvera bien une récurrence de premier ordre pour les modes chiraux, le long la cinquieme
dimension—mais cette récurrence sera la méme pour les deux chiralités : ainsi, sur le sous-
espace quadridimensionnel, ou ’on aura défini les modes zéro, toutes les deux chiralités seront
normalisables et le mode zéro n’aura pas de chiralité définie.
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_ 4 . ; : L,R
Par contre, pour r = 1 les équations correspondantes pour les états chiraux, ¢, qui

décrivent I’évolution le long la cinquieme dimension sont

(7)\ SiIlp)\CL) ¢1€:x5 + (]— + Z cosSpra — 1] + M(I5> ) D,T5 + ¢Rx5+a =0 (46)

(’YA Sinp,\a) ¢£x5 + (1 + Z)\ 1 [COSp,\(l - 1] + M(!B5) ) + vao_“ =0

Les modes zéro quadridimensionnels sont annihilés par les termes “cinétiques” v, sin pya, ce qui
découple ces équations

1
(1 + Z [cospra — 1] + M(x5)a> et Oppia =0

e (4.7)
1+ Z [cospra — 1] + M(ZL‘5)CL> qbi% + ¢1§,$5—a =0
A=1
dont les solutions sont
N-1 4
P (Y < ] (1 ©3 fospa— 1]+ M(na)a) r,
N, 1 i (4.8)
Gpva = (=) % (1 + Z cospya — 1] + M(na)a ) bro

n=0 A=1

On constate que, si I'on impose 'existence de toutes les deux chiralités, comme solutions a
énergie zéro a quatre dimensions, donc a x5 fixe, alors seulement une y sera normalisable dans
le volume a cing dimensions, car les deux préfacteurs ne peuvent étre tous les deux, en va-
leur absolue, plus petits que 1. Ces récurrences ne sont autres, d’ailleurs, que la discrétisation
des équations différentielles étudiées dans la section précédente. Mais il y a une différence :
ces récurrences distinguent les deux chiralités grace a la présence du terme de Wilson. Il est,
alors, intéressant de comprendre ce que deviennent les “partenaires”. Le fermion d’origine cor-
respond au point (0,0,0,0) de la zone de Brillouin. Il y a quatre partenaires, pour lesquels
une composante vaut m/a, six pour lesquels deux composantes valent 7/a, quatre avec trois
telles composantes et un avec toutes les quatre composantes égales a m/a. Peuvent-ils avoir
des modes zéro de chiralité définie sur le méme hyperplan que le fermion original 7 Les so-
lutions (4.8) impliquent que le mode zéro “droite” par exemple, sera normalisable & x5 = 0
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si

14+ ) [cospy— 1]+ M(na)a| <1 &

B

A=1
4

-1< 1+Z[cosp,\—1]+M(na)a<1<:>
A=1

-2 < Z [cospy — 1] + M (na)a < 0 &
A=1

4
2> —Z[cospA—l]—M(na)a>O<:>
A=1
4

4
2+ Z [cospy — 1] > =M (na)a > Z [cospy — 1]
A=1 A=1
Pour le fermion d’origine cette condition implique que

2> —M(na)a>0

et 'on se rend compte facilement que les partenaires ne peuvent pas avoir un mode zéro nor-
malisable de chiralité droite également. Ainsi le terme de Wilson reste indispensable, d’une
part pour assurer l'existence d’'un mode zéro de chiralité définie sur le hyperplan, ou M (z5)
change de signe, d’autre part pour assurer la non-dégénérescence des partenaires avec le fermion
d’origine sur le méme hyperplan.

Reste a étudier la modification apportée a ces résultats par la présence de champs de jauge.

4.2.2 La contribution des champs de jauge

Si le lien, U, (n) # I, alors la récurrence devient [53]

%’Vu (Uu(n)wnﬁ-u - U;(TL - M)¢n—u> + % (Uu(n)wn—&-u - Q@Dn + U;(TL - M)¢n—u> +M(5U5)¢n =0

(4.9)
Cette équation nous livre la solution, 1), dans une configuration de jauge donnée, U,(n),
donc non-dynamique. On note, aussi, que le champ de jauge brise, génériquement, 'invariance
par translations—par conséquent, l’analyse, que 1'on a menée précédemment, ne pourra pas
s’appliquer directement dans le cas d’une configuration générique : le terme Ug(n — W) Un_p,
n’est pas manifestément une convolution, comme les autres termes. Le cas spécial le plus simple
d’une configuration de jauge, que l'on puisse traiter au méme degré de détail, serait celui ou
U,(n) = U(xs) pour p = 1,2,3,4 et Us(n) = V(zs), avec V(z5)U(z5)VT(25)UT(25) = €'?, o
® est le flux a travers la plaquette (cf. fig. 4.2), avec & = const. Un choix, qui satisfait les
équations du mouvement pour les champs de jauge, est V(z5) = I et U(zs) = %%, Le flux
est a travers les plaquettes, qui pointent vers la cinquieme dimension, comme indiqué dans le
dessin 4.2. L’équation de récurrence prend, alors, la forme suivante :
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2

4 5

FIGURE 4.2 — Flux & travers le plan 2 — 5 : exp(i®) = VUVTUT.

V(f )(75 + T)¢P r5+1 VT(x5)<’V5 - T)(bp,xg,—l‘i‘

Z (25) (v + 1) = Ul (25) (7, — 7)) + 2aM (25) — 107 | ¢pus = 0

(4.10)

Lorsque, maintenant, on en déduit les récurrences pour les états & chiralité définie, ¢L% 255
analogues aux équations (4.6)—on pose, de nouveau, r = 1- la partie “cinétique”, qui est
responsable pour le “mélange” des deux chiralités, implique le champ de jauge. La condition
précédente, (v, sinp,a)@,.; = 0 n’est plus appropriée pour éliminer une chiralité : la condition
d’élimination impliquera le champ de jauge :

Yusin(® + pu)opl =0 (4.11)

Les récurrences, qui déterminent les profils des modes zéro le long la direction x5, prennent la
forme suivante :

;jxsﬂ =— |aM(x5) +5+ Z cos(Pxs + pua) ]]jxs
p=1 (4.12)
Wi = 1 o
L=
P (M (w5 + 1)+ 54 Y0, cos(®as + pua)) U
On constate que seule une chiralité sera normalisable, car, encore une fois, les préfacteurs
sont l'inverse I'un de l'autre. Par conséquent cette configuration de jauge est cohérente avec
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I’existence d’un seul mode zéro de chiralité bien définie a x5 = 0.

Bien entendu cette configuration de jauge est tres spéciale. Et, comme, déja indiqué, elle
ne tient pas compte de la variation du champ de jauge, provoquée par les champs fermioniques
a leur tour : les récurrences ne mettent pas en évidence les constantes de couplage, 3 et 3.
Elle sert juste a nous reconforter qu’il existent des configurations de champs de jauge, qui ont
une signification physique évidente et qui sont compatibles avec des modes zéros a chiralité
définie, qui seraient localisés sur un sous-espace-temps quadridimensionnel de I'espace-temps
cing-dimensionnel.

Dans la section suivante on essaiera de “cartographier” le diagramme de phases, dans le
plan (3, '), lorsque tous les champs sont dynamiques.

4.3 Le diagramme de phases

On va employer 'approximation du champ moyen pour obtenir le diagramme de phases.
Comme référence on va prendre le diagramme de phase de la théorie en absence des fermions,
cf. fig. 5.1. Comme la masse définit une direction privilégiée, on pose 3’ le poids des plaquettes
qui pointent dans cette direction et (3 le poids de celles qui appartiennent au sous-espace quadri-
dimensionnel.

On y trouve trois phases :

— La phase confinante (Strong sur le dessin) : a = 0,0/ =0 = v = 0,v" = 0. La tension de

la corde est infinie.

— La phase Coulombienne (Coulomb sur le dessin) : a # 0 = v # 0 ainsi que o/ # 0 = v' #
0. La tension de la corde est égale a zéro le long toutes les directions.

— La phase Branaire (Layered sur le dessin) : @« # 0 = v # 0 mais o/ = 0 = v = 0.
La tension de la corde est égale a zéro dans tout sous-espace x5 = const et infinie le
long la direction b. Ainsi I’espace a cinq dimensions devient un empilement de couches
quadri-dimensionnelles non-intéragissantes.

Ce diagramme fut établi la premiere fois par Fu et Nielsen [47]. Dans le chapitre suivant on
s'intéressera de déterminer 'ordre des transitions. Maintenant on va s’occuper a comprendre
comment ce diagramme change lorsque 'on introduit des fermions.

Ces champs entrent dans ’action, d'une part par les “liens covariants”, ou 1’on remplace
Uy Uty PAr P, UL (1)1 ,, dautre part dans le terme des sources, J,(n)U,(n). Le premier terme
ne pose pas de probleme ; mais ’on se rappelle que le terme des sources entre, apparemment, de
fagon non-linéaire, car il apparait dans w(a+J). La solution consiste & effectuer un changement
de variables, &« — «a + J de facon a rendre la dépendance sur les sources linéaire. Ainsi la
contribution des fermions sera contenue dans les termes J et J' qui modifieront les équations
pour 'extrémum de 'action de la fagon suivante

. dw(a) o dw(a)
6_5 o dOi) B 8_5 . doz/) - (4.13)
o vo)=a o5 v, V') =«
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Ces courants représentent le propagateur fermionique, dans la configuration (v, v") du champ de
jauge. En effet, puisque le terme du courant entre dans le’action, désormais, de facon linéaire,
on peut effectuer I'intégrale sur les fermions exactement et obtenir une action effective pour
les champs de jauge. Le caractere abélien du groupe de jauge joue ici un role crucial. Dans le
cas non-abélien il faut effectuer I'intégration simultanément sur les champs de la matiere et la
variété du groupe de jauge [43], puisque le changement de variables, o + J — «, désormais,
n’est pas diagonale dans ’espace des saveurs.

Ces termes ont été calculés dans les papiers [53, 54]. Dans I'approximation du champ moyen,
le fait que les champs de jauge sont uniformes nous donne la possibilité d’obtenir des expressions
concretes par transformée de Fourier. On trouve ainsi que !

. T d4+Dp .y 1

]u:4/ W[vsm pu+rcosqu]F w=1273 i)
e 1

' ™ d4+D ) 1

ju=4/ W—4£[U’81n2py+rcospVW}F v=>5,...,4+D

ou l'on définit

3 44D
W = M—r(Z 1 —wvcosp,) +1—cosp4+z (12 cospA)>

1 A=5
3 44D

P= E v?sin’ py + sin® py + E v sin® py + W2
A=1 =5

De nouveau on peut exprimer les variables de jauge, v et v’ en termes des variables auxiliaires
a et o par les relations v = dw(a)/da et v = dw(a’)/da’, comme dans le cas sans champs de
matiere.

On trouve, toujours, trois solutions : La premiere, (o, ') = (0,0) < (v,v") = (0,0) corres-
pond & la phase “confinante”. Dans cette phase, en effet, J(0,0) = 0 et J'(0,0) = 0-les fermions
sont confinés.

La seconde phase, a # 0 et o/ # 0, alors, v # 0 et v’ # 0, correspond a la phase “Coulom-
bienne”.

On trouve, finalement, une troisieme solution : a # 0 et &/ = 0, ainsi v # 0 mais v' = 0.
Elle correspond a la phase “branaire”, trouvée en absence de matiere. On note qu’elle est
cohérente avec la présence des fermions, puisque J'(v,0) = 0. Ceci implique que les fermions
sont “confinés” sur une “couche” quadri-dimensionnelle, puisqu’ils peuvent se propager sur
une telle (hyper)-surface, car J(v,0) # 0. Il est intéressant de noter que I'on ne trouve pas
de solution de la forme o = 0,a’ # 0! La raison est une question quantitative : il y a trop
peu de dimensions supplémentaires (ici une), en comparaison avec le nombre de dimensions
“ordinaires” (ici quatre)-comme on verra dans le prochain chapitre, lorsque le nombre de di-
mensions supplémentaires devient égal a celui des dimensions “ordinaires” le systeme ne peut
pas distinguer le sous-espace “ordinaire” du “supplémentaire”.

1. Dans ces expressions on travaille dans la jauge axiale Uy = 1.
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En ce qui concerne 'apport des champs fermioniques, ils vont écranter les champs de jauge
abéliens et, ainsi, la phase Coulombienne va “gagner du terrain” au dépens de la phase des
couches. Ceci est indiqué dans le dessin 4.3. Mais la question fondamentale est, que nous

1.6 T T
15+ °
14 +
13 ‘»
1.2
1.1

1 -
09
0.8

0.7 L ! 1 1 [ | 1 1 1

024 026 028 03 032 034 036 038 04 042

B

FIGURE 4.3 — Diagramme de phases en présence de fermions. Les lignes continues sont les
frontieres entre les phases, lorsque seuls les champs de jauge sont présents. On note que la phase
Coulombienne a cing dimensions est plus large en présence des fermions—ce qui est cohérent
avec ’écrantage.

renseigne ce diagramme sur l'existence de modes zéro chiraux, localisés a quatre dimensions ?
C’est ici que la différence entre les configurations de jauge externes et celles dynamiques est la
plus marquée. Dans la phase confinante cing-dimensionnelle, bien entendu, la question n’a pas
de sens, puisque les fermions sont confinés. Dans la phase Coulombienne cing-dimensionnelle, il
n’est pas possible de définir un sous-espace quadri-dimensionnel “privilégié”.Ainsi la présence
des champs de jauge permet aux fermions de se propager partout dans ’espace et leur chiralité
sur un sous-espace quadri-dimensionnel n’est pas, a priori, protégée. Finalement, dans la phase
“branaire” on trouve [53] que le propagateur fermionique est explicitement localisé sur un
sous-espace quadridimensionnel quelconque et qu’il ne possede pas de chiralité définie (cette
expression est valable dans la limite 5 >> 1 ou v ~ 1; pour |v| < 1 on doit I'inclure, mais le
fait que le propagateur soit ultra-local le long la cinquieme dimension n’est pas affecté) :

4 4
G Hp;xs,2%) = (iZ% sinp, + r Z (cosp, — 1) —r + M(:z:5)> Ous (4.15)
p=1 pn=1

Une maniere de comprendre que ce résultat est, en fait, attendu, est que, dans la phase “branai-
re” on se trouve dans une région du diagramme de phases ou le couplage quadri-dimensionnel
est faible, 8 > 1 et le couplage le long la cinquieme dimension est fort, 3’ < 1. Par conséquent
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les deux chiralités subissent une force attractive, qui, dans la phase “branaire” conduit a la
disparition du pole chiral du spectre.

Ces résultats furent confirmés par des simulations numériques dans réf. [55]. Par conséquent
il semble que la proposition de Kaplan soit valable pour des champs fermioniques libres, ou
couplés a certaines configurations de champs de jauge externes, mais rencontre des difficultés
lorsque les champs de jauge deviennent dynamiques.

Cette conclusion a contribué a une confusion considérable et plusieurs scénarios alternatifs
ont été explorés [55].

Mais il y a une issue possible : si la transition de phase entre la phase “branaire” et la phase
Coulombienne cing-dimensionnelle est continue. Alors, a la frontiere entre les deux phases,
on pourra obtenir une théorie, indépendante de la régularisation, avec fermions chiraux. Une
prédiction frappante de ce scénario est que le couplage quadri-dimensionnel renormalisé dépend
de maniere paramétrique du couplage le long la cinquieme dimension et pourra, éventuellement,
servir de signal pour la mise en évidence expérimentale des dimensions supplémenatires dans
cette approche. Ce scénario est le sujet du chapitre suivant.



Chapitre 5

Théories de Jauge Anisotropes sur
Réseau

5.1 Introduction

La lecon que 'on peut tirer du chapitre précédent est que pour étudier, par la régularisation
par le réseau, les théories de champs qui comprennent des fermions chiraux, il est commode de
travailler dans un espace—temps a plus de quatre dimensions. On a trouvé que, cependant, on
peut retrouver des théories de champs a quatre dimensions, mais sous certaines conditions, qui
semblent tres restrictives, pour étre utiles. Dans ce chapitre on va essayer d’approfondir cette
situation.

Pour mieux comprendre les enjeux, commencons avec l’action isotrope a cinq dimensions

S=8YY (1-Re(Uu(n)+

n pu<v

CL5 an [(Z Y ¢n+u > ( )wn ,u) _ M(n5)¢n
e, [ =2 A |

a?

Dans cette expression u,v = 1,2,3,4,5 (on est en euclidien) et la masse M (ns) possede le
profil d'une paroi de domaine le long la cinquieme dimension. Puisque le groupe de jauge est
compact, si I’on pouvait faire tous les calculs exactement, on pouvait ne pas “fixer” une jauge.
Mais, puisque 'on doit mettre en place un schéma approché, on doit imposer une condition
de jauge, de fagon a pouvoir échantillonner convénablement 1’espace des configurations des
champs. On va choisir Uy = 1.

La prochaine question est, comment arriver a la limite continue ? La réponse immédiate se-
rait que c¢’est impossible, car la théorie est a cinq dimensions, par conséquent, non-renormalisable

60
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dans 'incarnation continue habituelle—elle ne pourra jamais s’affranchir des détails de la régularisation
et la seule possibilité serait celle triviale de la théorie libre.

Mais si I’on réfléchit un peu plus, on se rend compte que cette conclusion n’est pas inévitable.
La raison est la suivante : le terme de masse brise I'invariance de Lorentz (a cinq dimensions, et
en signature de Minkowski). Celle-ci, d’autre part, est reliée a I'invariance de jauge, puisque le
champ de jauge, ainsi que le champ fermionique, porte un indice de Lorentz. Par conséquent,
si I'on peut avoir des doutes sur l'existence de la théorie a cinq dimensions, dans le continu,
ces arguments ne nous permettent pas de conclure qu’'un point fixe non-trivial n’existe pas
pour une théorie, ou les champs seraient limités a quatre dimensions. Et, finalement, c¢’est cette
possibilité qui est la plus intéressante de point de vue de la physique : on dispose de beaucoup
plus de données expérimentales a quatre dimensions qu’a cing. Ainsi 'on peut généraliser
I’action précédente et écrire

S=5> > (1-Re(Uu( +ﬁzz (1 —Re(Uyus(n))) +

n pu<v<d

“52% [(Z T M~ %a ( Wn M) — M(ns)y,

T(n —
CL <7 Z w Z )wn—l—u 2wn + Uu(n M)wn—u]

a2
La théorie isotrope, § = ([ n’aura certainement pas une limite continue qui corresponde a
une théorie en interaction, mais cette paramétrisation nous permet de chercher d’autres cas
de figure. Cette paramétrisation est, par ailleurs, cohérente avec ’anisotropie imposée par le
terme de masse. Reste & comprendre comment les champs, U,(n), ¢, et En, ol I'indice de site,
n prend valeurs dans cing dimensions, se laisseraient réduire a une dépendance a quatre ou
moins de dimensions.

Il est intéressant de discuter ici les similarités et différences avec ’approche de type Kaluza—
Klein ou Randall-Sundrum. Aussi bien dans ces modeles que les notres on essaie d’exploiter
la liberté offerte par les dimensions “supplémentaires”. Dans le cas de Kaluza—Klein ou de
Randall-Sundrum l’accent a été mis sur I’'étude des solutions des équations du mouvement,
tandis que notre approche nous permet de calculer les fonctions de corrélation en tenant compte
des configurations de champs qui ne satisfont pas nécessairement les équations du mouvement.
On s’attend a retrouver, évetuellement, les solutions de Kaluza—Klein ou Randall-Sundrum
dans un domaine de l’espace de phases, déterminé par les constantes de couplage et notre
approche nous permet de “cartographier” cet espace au-dela de ce domaine. En particulier les
modeles Kaluza—Klein et Randall-Sundrum font ’hypothese que les constantes de couplage
sont isotropes, c.a.d. ont la méme valeur le long toutes les dimensions der I’espace—temps, donc
correspondent a la droite g = .

Dans les sections qui suivent on va essayer de comprendre sous quelles conditions I’anisotro-
pie des couplages pourrait conduire a des transitions de phases de second ordre. On commence
sans matiere.

+ (5.2)
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5.2 Le diagramme de phases pour la théorie anisotrope
sans matiere

On commence avec la théorie de jauge, anisotrope, mais sans matiere, objet du travail de
Fu et de Nielsen [47]. Elle comprend les deux premiers termes de 1'éq. (5.2)

S=5>" Y (1-Re(Uw(n)+ 8> > (1—Re(Us(n))) (5.3)

n  pu<v<d

Comme pour tout systeme en physique statistique, il est utile d’employer, d’abord, I’approxima-
tion du champ moyen pour obtenir une idée grossiere du diagramme des phases. En fait, en sui-
vant Fu et Nielsen, on peut écrire ’action pour le cas général d'un esace—temps D—dimensionnel,
dans lequel les plaquettes, qui appartiennent dans un sous-espace dj—dimensionnel ont un poids
3, tandis que celles qui “pointent” vers les dimensions “supplémentaires”, d; = D —dj, ont un
poids . On va faire I'hypothese simplificatrice (implicite dans ref. [47]) que les “dj—branes”
sont paralleles. Ainsi les plaquettes a poids 3’ ont seulement deux liens dans le “bulk”. Dans
'approximation du champ moyen le potentiel effectif prend la forme suivante (on reprend les
notations du chapitre précédent)
V;I\é[F(U,U,,Oz,a,) _ ﬁd”(dﬂ 1) (1 . U4) + ﬁ/dJ-(d; — 1) (1 - U/4)+

ﬁ/d d (1 . U2'U/2)+ (54)

1aL
Re[djav + d o'V'] — dyw(a) — d w(a)

ou w(a) contient 'information sur le groupe de jauge,

w(a) = ln/.@UeRe[aU]

Pour le cas du groupe U (1) compact, on trouve que w(a) = In Iy(«). On s’intéresse aux extréma
du potentiel effectif, solutions des équations

a?gF =0&v= dz:l(a)
o
oV , du(o)
I O=v = 1o
oy E « (5.5)
aOH =0«& —Qﬁd”(d” - 1)1)3 - Qﬁ/deLUUQ +a=0
fir
818/? =0« —20'd. (d, —1)v* —28djd vV +a =0

On trouve immédiatement que l'origine, (v = 0,v" = 0,a = 0,a’ = 0) est une solution de ces
équations. D’apres la discussion du chapitre précédent cette solution appartient la phase confi-
nante, avec tension de la corde infinie. On s’intéresse, alors, a sa stabilité. Ainsi 'on développe
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VME 3 Pordre quadratique autour de l'origine. On remarque que les seuls termes qui puissent
contribuer & cet ordre sont les constantes ainsi que les termes de la troisieme ligne de 1'éq. (5.4).
On trouve

1
Vit (v(a),v'(o), 0, 0') & VE{T(0,0,0,0) + 5 (dja® + d1a”) (5.6)

La phase confinante, par conséquent, va occuper une région finie autour de 'origine, dans le
plan (3, 5').

Pour et (' tous les deux “grands” on s’attend a trouver des solutions avec o # 0 et
o # 0—et c’est le cas. Elles corespondent a la phase Coulombienne—et pour le groupe U(1) elles
sont physiques. Pour les groupes non-abéliens elles seraient un artéfact de 'approximation du
champ moyen, car 'on ne s’attend pas a une phase Coulombienne en couplage faible dans ce
cas, en absence de charges duales.

Mais 'on note que I'on peut trouver d’autres solutions, en particulier a # 0 et o = 0,
lorsque 3 est suffisamment “grand”, pour que I’équation

a = 2ﬁd”(d” - 1)?]3 (57)

avec v = dw(a)/dao, possede une solution a # 0.

Cette solution correspondrait a une phase Coulombienne dans le sous-espace a dj dimen-
sions et une phase confinante le long les d; dimensions “supplémentaires”. Si I'on développe
le potentiel effectif autour de cette solution, on trouve une contribution du terme “mixte”
Bdyd (1 — v?0’?) & lordre quadratique. (Elle est absente dans le cas isotrope, car, dans ce cas,
v = v’ et la contribution du terme des plaquettes n’intervient ainsi qu’a l'ordre quartique.) Cette
contribution est tres intéressante, car elle intervient avec “le mauvais signe” pour la variable v’
et peut, ainsi, déstabiliser le confinement le long les dimensions supplémentaires. Puisque cette
contribution intervient a I'ordre quadratique, la transition sera, en plus, de second ordre. C’est
le vrai apport de I'ansiotropie des couplages. Le calcul est direct :

1
Vot (v,0', a, a’) = const + o*w”(0)d, | —B'djv*()w”(0) + 5 (5.8)

(On a regroupé dans “const” toutes les quantités qui sont indépendantes de /. )
Par conséquent le minimum, & o/ = 0, va devenir un maximum lorsque

1
2djv?(a)w”(0)

ﬁ/ > ﬁ(,:rit =

et que ce point critique existe, pourvu que v(a) # 0, a savoir que le sous-espace a d| dimensions
se trouve dans la phase Coulombienne. Il y a une dépendance implicite sur 3, vu que «, racine
de I'éq. (5.7), est une fonction de ce couplage. Dans la limite § — oo on a

1
/ —_—
ﬁcrit - 2de//<0)
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/

Dans le cas du groupe U(1) on a w”(0) = 1/2, ainsi 8.;, — 1/d). 11 est intéressant de noter
que la valeur de [ affiche une dépendance dans la dimension du sous-espace en 1/d, ce
qui est cohérent avec 'approximation du champ moyen [37]. Cependant on remarque que dans
ce calcul la distinction entre groupes abéliens et groupes non-abéliens ne semble jouer aucun
role—c’est la compacité du groupe qui est importante, pour assurer que w(0) est fini et que
oo > w”(0) > 0. Par conséquent on peut se fier de ce résultat pour les groupes abéliens, car
on s’attend a trouver une phase Coulombienne a couplage faible ; par contre, pour des groupes
non-abéliens une étude numérique plus approfondie est nécessaire. Berman et Rabinovici [58]
ont réalisé la premiere étude numérique par simulations Monte Carlo pour les groupes U(1)
et SU(2). Dans le premier cas leurs résultats sont cohérents avec ’étude de Fu et de Nielsen;;
dans le deuxieme ils sont plus nuancés. Vu que la taille des réseaux employés était tres petite
(45 et 3°%) une étude plus poussée, réalisable avec les moyens de calcul actuels, est nécessaire.
de Forcrand, Kurkela et Panero [59] ont réalisé une telle étude et ont trouvé qu’il existait deux
cas possibles pour la limite continue a quatre dimensions : le cas de théorie de jauge pure et
celui d’une théorie comprenant des champs de Yang-Mills couplés a un champ scalaire, qui
appartient a la représentation adjointe. Une question encore ouverte est comment le scénario
de la phase “branaire” est réalisé (ou non) dans ce modele. Une autre est la caractérisation de
la dynamique des composantes supplémentaires des champs de jauge (par exemple du champ

Dans le dessin 5.1 on affiche le diagramme de phases pour les cas dj = 4 et d; = 1 (ainsi
D =5)etd; =2 (D =6). La conclusion que 'on peut tirer est que ’anisotropie des couplages
de jauge modifie de maniere qualitative, et non seulement quantitative, le diagramme de phases
d’une théorie de jauge. En particulier, elle permet de mettre en évidence une nouveauté pour les
théories de jauge sur réseau, une transition de seconde ordre, dans ’approximation du champ
moyen, ce qui conduirait a l'existence d’'une théorie dans le continu, qui serait inaccessible
jusqu’a présent. Mais il ne s’agit pas d’une surprise totale : déja Peskin [48] avait étudié le
comportement de la boucle de Wilson et trouvé qu’elle aurait un comportement Coulombien
sous I’hypothese qu’'une théorie de jauge sur réseau afficherait une transition de phases de
second ordre. Mais a I’époque on ne connaissait pas de scénario ot une théorie de jauge sur
réseau affiche un point de transition de second ordre a couplage faible. L’anisotropie réalise ce
scénario de facon “mixte” a travers le couplage faible porte dans un sous-espace et le couplage
fort dans les dimensions supplémentaires. Toutes les deux contributions sont essentielles. Si ce
comportement persiste en présence de la matiere et, en particulier des fermions, alors il fournit
une issue aux difficultés rencontrées dans le chapitre précédent pour réaliser la proposition de
Kaplan en présence de champs de jauge dynamiques.



Théories de Jauge Anisotropes

1.8
1.6
1.4
1.2

2
1.8
1.6
1.4
1.2

B 1
0.8

0.6

0.4

0.2

0

T

T

T

Layered

T

Coulomb

T

T

T

T

Layered
Coulomb

Strong

T

| | | | | |
0 01 02 03 04 0515 06 07 08 09

1

65

FIGURE 5.1 — Le diagramme de phases de la théorie anisotrope a cinq (en haut) ou six (en bas)
dimensions avec groupe de jauge U(1). On distingue trois phases : deux phases a cinq dimen-
sions, confinante et Coulombienne et une phase, qui est Coulombienne a quatre dimensions et
confinante dans la cinquieme, voire sixieme, dimension. On constate que la taille de la “phase
des couches” n’est pas affectée quand on passe de cinq a six dimensions—par contre les “phases

de volume” le sont.



66 Champs sur Réseau

5.3 Le diagramme de phases pour la théorie anisotrope
avec matiere

La contribution des fermions au potentiel effectif va étre proportionnel & Trlog G~ (v, '),
ot G7(v,v’) est P'inverse propagateur fermionique en présence des champs de jauge v et v'.
Comme on a trouvé dans le chapitre précédent, les fermions vont modifier seulement deux des
quatres équations, qui déterminent les extréma du potentiel effectif, dans I'approximation du
champ moyen et ceci de fagon a ce que la phase branaire, v # 0,v" = 0 reste solution—comme
les deux autres, d’ailleurs. Il est, ainsi, légitime de développer le potentiel effectif autour du
point (v,v" = 0). Le résultat de ce calcul [54] est que, effectivement, I’écrantage des fermions se
manifeste par un décalage du point critique, (., & une valeur plus faible que celle trouvée en
leur absence.

En conclusion, il est possible de réaliser la proposition de Kaplan—mais il faut se placer sur
la frontiere entre phase branaire et phase Coulombienne cing-dimensionnelle. Dans le cadre de
I’approximation du champ moyen il suffit d’'imposer, en méme temps, que I’échelle de masse pour
les fermions, dans le volume a cinq dimensions, devienne infinie et que la pente du profil de masse
a s =0 (et x5 = L) devienne infiniment raide, de fagon a localiser les modes zéro sur les parois
et découpler les degrés de liberté de volume de ceux des parois. La tension infinie de la corde, le
long la cinquieme dimension est cohérente avec ce scénario. Elle implique, notamment, que, dans
la phase “branaire”, les “branes” possedent épaisseur nulle. Les corrections a I’approximation du
champ moyen vont conduire a une tension finie, comme indiquent les simulations numériques.
Par conséquent, les branes ont, en réalité, une épaisseur finie, propotionnelle & 1/+/tension.
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Pour le modele standard on doit ajouter des champs scalaires. Ces champs seront, également,
chargés sous le groupe de jauge, pour pouvoir donner, a travers les termes de Yukawa, les masses
aux fermions. Le premier exercice a résoudre, serait, alors, de tracer le diagramme de phases du
modele abélien de Higgs & cinq dimensions. L’action peut étre écrite sous la forme suivante [57]

S=83" 3" (1-Re(Uu( +5221—Re w5(n))

n pu<v<d

~Bn > Y Re(¢hUu(n)én) ﬂgZRe<¢LU5(n>¢n+g) (5.9)

n 1<p<4

+(1 — 20g) ZMHWRZ (¢h6n)°

avec les définitions 5
m?as® = 5—(1 —20r — 46, — B))

h
A 48R
A 46 (5.10)
as B¢
_ a5
=

Dans la phase symétrique on va retrouver les phases confinante et Coulombienne. Dans la phase
brisée on pourra trouver une phase de couches, ou les sous-espaces quadri-dimensionnels seraient
dans la phase de Higgs, avec confinement le long la dimension supplémentaire. Et ’on pourra,
aussi, trouver une transition de second ordre, entre la phase de Higgs a cinq dimensions et la
phase de Higgs a quatre. Ici, aussi, l'anisotropie des couplages de jauge joue un role crucial :
sans elle, en effet, la théorie serait toujours dépendante de la régularisation.

Les résultats furent le sujet de deux publications [56, 57]. Dans la premiere on effectue un
“tour d’horizon” du diagramme de phases, vu le nombre important des constantes de couplage.
Dans la deuxieme on a déterminé la région dans l’espace des parametres, ou une possible limite
continue peut exister, en mesurant la susceptibilité du lien de jauge (qui est une observable, vu
que l'on a fixé la jauge—on a employé la jauge axiale, U; = I) et en remarquant qu’elle affiche
une allure d’autant plus aigiie et grande, plus le volume augmente (cf. fig. 5.2).
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FIGURE 5.2 — La susceptibilité du lien “spatial” comme fonction de la constante de couplage du
Higgs dans la couche, ), pour différentes valeurs du volume. (B est la constante de couplage
quartique et 3 est la constante de couplage de jauge vers la cinquieme dimension.
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Chapitre 6

Conclusions—Perspectives

Les théories de champs sur réseau, qui sont chargés sous le groupe U(1) compact, ont un
diagramme de phases tres intéressant. Ce sont les seules théories ol 'on puisse observer, sous
conditions “controlées”, une transition entre confinement et loi de Coulomb. L’anisotropie des
couplages des champs de matiere avec le champ de jauge conduit a 'apparition d’'une “phase
branaire”. Dans cette phase I'espace-temps a cing dimensions est instable a la formation de
couches a quatre dimensions, sur lesquelles les champs seraient confinés. C’est sur la ligne
de transition entre la phase des couches et la phase de volume Coulombienne que 1'on peut,
cependant, obtenir une théorie chirale, indépendante de la régularisation, pourvu que les ano-
malies soient compensées [27]. Ce calcul concret reste encore a faire. Les problemes suivants
constituent, également, des directions futures de recherche :

— Le formalisme des fermions a parois, tel qu’il a été exposé, se préte, de maniere tres
naturelle, a I’étude non-perturbative du secteur électrofaible, dont le groupe de jauge est
SU((2), @ U(1)y = U(2). La partie U(1) donnera lieu a la phase des couches et, sur la
ligne de transition avec la phase Coulombienne a cinq dimensions, permettra d’étudier la
limite continue. Un enjeu particulier est le mécanisme de brisure spontanée de la symétrie
U(2) vers U(1)em. par le mécanisme de Higgs.

— Ce formalisme est actuellement largement utilisé pour 1’étude de la QCD, vu qu’il permet,
en principe, une réalisation de la symétrie chirale, dont on aimerait a étudier la brisure
spontanée et I’apparition des pions comme bosons de Goldstone. La relation de Ginsparg—
Wilson [9] fournit une contrainte tres forte sur le propagateur fermionique en présence
d’un champ de jauge, pour que 'on puisse parler de symétrie chirale. Mais, comme 1'on
vient de se rendre compte, dans ce formalisme, la charge chirale sur la paroi est égale,
en valeur absolue, a la charge de jauge dans le volume et son signe est déterminé par la
chiralité sur le sous-espace En fait, un mode zéro chiral, couplé a un champ de jauge,
possede un couplage chiral jaugé et non seulement global, comme c’est le cas en QCD.
Par conséquent, il semble que la théorie sur le sous-espace quadri-dimensionnel, ou vit
le mode zéro, soit invariante sous SU(3). et non SU(3). Or, le groupe SU(3) n’est pas
“protégé” contre 'anomalie chirale [28], ce qui veut dire que la théorie au bord quadri-

7



78

Champs sur Réseau

dimensionnel n’est pas protégée contre les effets quantiques dans le volume. L’élimination
complete d’une chiralité rend la description de la symétrie chirale globale délicate et un
probléeme ouvert dans ce formalisme. Une solution possible serait l'introduction de deuz
profils de masse indépendants, pour chaque chiralité sur une paroi donnée.

On aimerait combiner les champs scalaires les fermions et les champs de jauge en une
théorie supersymétrique, pour étudier, d'une part la réalisation de la supersymétrie dans
la limite continue, d’autre part, les possibilités de sa brisure [61, 60].

La nature des composantes supplémentaires du champ de jauge reste a élucider. Elles
ressemblent a des flux qui conduisent & une compactification spontanée [62] et il serait
intéressant de mettre ce genre d’hypotheses a I’épreuve concrete.

Dans les approches a la Kaluza—Klein et Randall-Sundrum la théorie aux dimensions
au-dela de quatre est non-renormalisable par comptage de puissances. Une approche pour
controler le domaine de la validité des calculs que 'on y fait, en 'employant comme théorie
effective, est celle dite “quiver” ou “moose” [63, 64]. On peut remarquer qu’elle est tres
semblable a la description de la phase branaire, c.a.d. on a déja fait I’hypothese sur le
schéma de brisure de la “théorie—mere”. Il sera intéressant de rendre la correspondance
plus concrete.
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Chapitre 7

Introduction

Dans la premiere partie on a étudié, par des méthodes numériques, des propriétés des
théories de champs dans I'espace-temps. Un autre espace qui est pertinent pour la physique
est 'espace des phases, dont les coordonnées sont les positions et les impulsions d'un systeme
physique. La symétrie fondamentale est l'invariance sous les transformations canoniques-et sa
prise en compte par des algorithmes numériques est un domaine de recherche qui est pertinent,
également, pour la génération de configurations de champs pour la méthode de Monte Carlo
(ces algorithmes appartiennent a la famille qui porte le nom “Hybrid Monte Carlo”. Dans ce cas
les champs eux-mémes sont identifiés avec les coordonnées et les impulsions sont des variables
auxiliaires, initialement tirées d’une distribution Gaussienne [65]).

Par conséquent on se rend compte que 'on est amené a chercher comment échantillonner
I’espace de matrices unitaires. Pour une théorie de jauge c’est, bien entendu, un probleme
difficile, par conséquent on cherche des cas similaires, mais plus simples. Un tel cas fut proposé
par Eguchi et Kawai dans les années quatre-vingt [66] et consiste a ne prendre que I’action de
Wilson “sur un site”. Plus précisément, ’action est la suivante

S=p8>_ (1-Re[Tr (UUUIU])]) (7.1)

p<v

En fait ce que Eguchi et Kawai ont proposé était que la théorie de jauge, sur un réseau LP,
avec groupe SU(N), dans la limite N — oo, dans la limite thermodynamique, L — oo, était
équivalente a une théorie de jauge SU(N) sur un site, dans la limite N — oo, dans le sens
que la valeur moyenne d'une plaquette dans la premiere était égale a la valeur moyenne d’une
plaquette dans la seconde & des corrections O(1/N?) pres. Cette “réduction” est, toujours,
un sujet de recherche actif (cf. par exemple, la présentation [67]) et entre, également, dans la
problématique du développement en 1/N pour les théories de jauge avec groupe SU(N).

On peut trouver une autre classe de systemes physiques, pour lesquels 1’échantillonnage de
I’espace des matrices unitaires est pertinent—et peut se réduire a 1’échantillonnage de 1’espace
de matrices 2 x 2-il s’agit de la mécanique quantique a un degré de liberté.

L’argument est le suivant : L’algebre de Heisenberg est engendrée par les trois opérateurs,
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q,p et U'opérateur identité, I, ou ¢ est 'opérateur de position et p 'opérateur de I'impulsion. La
seule relation de commutation différente de zéro est, bien str,

3.5 = ikl (7.2)

et I'on se rend compte immédiatement que cette relation implique que 1’on ne peut représenter
ces opérateurs par des matrices de dimension finie, puisque, dans ce cas, 'on aurait que 0 = iAN,
ou N serait la dimension de la représentation. Mais, comme a remarqué H. Weyl au début des
années trente [69], si 'on considere le groupe, engendré par les exponentiels de ces opérateurs,
Q = exp(ig/v'h), P = exp(ip/V/h), alors, ceux-ci satisfont la relation

QP = ¢"PQ (7.3)
Il est possible de trouver des matrices de taille finie, NV, qui satisfont cette relation : Si I’'on pose
wy = 2N (7.4)

alors on peut vérifier que les matrices
Qri=whor, Py =651y (7.5)

ou les opérations sur les indices est effectuée modulo N, satisfont bien la relation

QP =wnPQ (7.6)
ce qui permet d’identifier
2T
h= N (7.7)

et de se rendre compte que la limite N — oo semble étre la limite (sémi)-classique, A — 0!
Peut-on en déduire que la limite N — oo est la limite classique ? La réponse courte est négative.
En effet, la taille des matrices est, également, N et ce n’est pas clair, pour 'instant, quelles sont
les quantités qui doivent rester fixes, lorsque N — oo, pour obtenir des résultats intéressants.

L’intéréet de la représentation (7.5) est multiple : tout d’abord on constate que la matrice
() résulte de la diagonalisation de la matrice P. Ensuite, que la matrice, F', dont les colonnes
sont les vecteurs propres et qui satisfait, par conséquent,

QF =FP & Q =FPF! (7.8)

n’est autre que
k-l

o\

Fy JN (7.9)
c.a.d. Uopérateur qui réalise la transformée de Fourier discrete. Cet opérateur joue un role
fondamental dans le traitement du signal et 'informatique “classiques”—depuis le travail de
Peter Shor [70] et de Lov Grover [71] il joue un role important dans le domaine de I'informatique



82

“quantique”, ou le bit ne prend pas les deux valeurs 0 ou 1 seulement et I'une a I’exclusion de
l'autre, mais, dans I'incarnation du “qubit” (bit quantique) définit un état quantique,

) = al0) + b|1) (7.10)

avec |a|*+ |b]> = 1 et |0) et |1) sont les deux états du qubit.En informatique quantique, comme
en mécanique quantique, on a acces a des états qui sont superpositions d’états propres de
certains opérateurs, qui ne commutent pas avec l'opérateur d’évolution. Ces superpositions, qui
n’ont pas d’analogue classique, permettraient, en principe, le traitement d’information de fagon
radicalement différente de celle employée actuellement. C’est tres intéressant de comprendre
quels seraient les algorithmes actuels, qui bénéficieraient, vraiment, par un ordinateur quantique
et quels ne subiraient qu’une accélération pas tres probante [72]. D’autre part, comme Bennett et
Landauer se sont rendus compte dans les années quatre-vingt, puisque la mécanique quantique
réalise une évolution unitaire, le premier souci doit étre de remplacer les “portes” classiques
(AND, OR, NOT, XOR) qui, manifestement ne le sont pas (d’abord elles n’ont pas le méme
nombre d’entrées que sorties, d’autre part il est, génériquement, impossible de déduire ’entrée,
si 'on connait la sortie).

La construction d’opérateurs d’évolution unitaires est un probleme a la fois d’intérét pratique
et théorique. Ce probleme fut abordé dans les publications [76, 77] (cf. travaux ci-joints). Dans
ces travaux on présente la construction de 'opérateur d’évolution quantique le plus général, dont
la représentation matricielle est de dimension N et qui réalise une quantification cohérente de
I’évolution classique. Dans le premier papier N doit étre un nombre premier. Dans le deuxieme
papier on montre, d'une part, comment généraliser la construction pour toute valeur impaire
de N et, d’autre part, comment les techniques, qui furent inventées pour la réalisation de la
transformée de Fourier rapide, peuvent se généraliser pour ce cas. La construction de I'opérateur
unitaire pour le cas N = 2" s’avere beaucoup plus difficile que 'on ne pouvait s’attendre,
vu qu’au niveau “classique” la construction de la transformée de Fourier rapide est la plus
simple dans ce cas. Malgré un certain nombre de succes limités [78], on se rend compte qu’'une
construction complete nous échappe. Il se peut que les difficultés rencontrées ne soient pas
étrangeres au fait que N = 2" est la dimension de l'espace de phases pour n fermions—et,
comme l'on vient de se rendre compte dans la premiere partie de ce texte, la construction de
I'opérateur d’évolution discrétisé pour les fermions est hautement non-triviale.

La difficulté fondamentale vient du fait que I’on voudrait que I’opérateur unitaire d’évolution,
U(A), ou A, opérateur d’évolution classique, est un élément du groupe SL(2, Zy), ne réalise pas
seulement une représentation projective, mais une représentation fidele : ainsi, pour n’importe
quelle paire de matrices, A et B de SL(2,Zy), on voudrait que

U(AB) = U(A)U(B) (7.11)
Les matrices U(A) et U(B) peuvent étre exprimées dans la base des monomes

Jrs = WP PQ? (7.12)
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avec r,s = 0,1,..., N — 1 et la division par 2 dans '’exposant est, en fait réalisée par le calcul
de I'inverse modulo N-ce qui n’est possible que si N est impair-d’ou la difficulté pour mener a
bien la construction lorsque N = 2P. On écrit

D) = enB) S . (7.13)

r,s=0

avec ¢y (A) un préfacteur a déterminer.
Si l'on fait I'hypothese que la phase ¢, s est de la forme

Ors = Arr? + Agrs + Azs® (7.14)

avec Aj, Ay, A3 € {0,1,2,..., N — 1} la condition que 'opérateur U(A) soit un opérateur
d’évolution implique la relation suivante

UT<A)JT,5U(A) = J(r,s)A (715)

Cette relation nous permet de déterminer les coefficients Ay, As et A3 comme fonctions des
éléments de l'opérateur classique A—mais, bien entendu, le préfacteur cy(A) reste indéterminé.
Il sera déterminé par la condition (7.11), si cette condition admet des solutions. Concretement,

N-1

(U(AB)], = ex(AB) D wi ™ 1., =

r,s=0
S [UA)]n U By = ex(A)en (B) Ty [SNo ™™ Uraln| [Nt ® Frl
(7.16)

Lorsque la phase ¢, s(A) est une forme quadratique, on peut employer les propriétés des sommes
de GauBpour obtenir une relation explicite pour le rapport c¢y(AB)/(cy(A)en(B). On cherche,
en particulier, a s’assurer que ce rapport est indépendant des éléments des indices k et [. Alors
on pourra trouver une expression pour cy(A) qui ne dépendra que de N et de la matrice
d’évolution classique A.

Pour N impair on peut effectivement trouver la forme générale de cy(A) (cf. travaux ci-
joints). Pour N = 2P on peut trouver des solutions partielles, soit pour certaines exposants p,
soit pour certaines classes de matrices A. Il est intéressant que cette question ne semble pas
avoir été sujet d’enquéte par la communauté.

Une conséquence pratique de la relation (7.15) est que I’on peut réduire le calcul de I’évolution
quantique, qui mettrait en cause des matrices N x [NV, a un calcul mettant en cause des matrices
2 x 2. Jusqu’ici I'informatique quantique a employé certaines de ces matrices pour la construc-
tion de “portes quantiques” et circuits quantiques. Notre analyse montre que I’on peut employer
n’'importe quel élément de SL(2,Zy) et construire ainsi de nouvelles portes quantiques.
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Chapitre 8

Le modele d’Azbel-Hofstadter et les
groupes quantiques
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8.1 Publication : J. Phys. A : Math. Gen. 31 (1998) 3961

“An SU(2) Analog of the Azbel-Hofstadter Hamiltonian”
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Chapitre 9

Le Crochet de Nambu

93



94



95

9.1 Publication : J. Phys. A : Math. Theor. 42 (2009) 275201

1 “Nambu Quantum Mechanics on Discrete 3-Tori”

1. L’acces électronique au journal ne permettant pas d’atteindre le volume 42, le pré-tirage, déposé chez
arXiv est affiché ici.
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Chapitre 10

Conclusions—Perspectives

Dans cet exposé on a essayé de montrer, par quelques exemples, la relation étroite entre
la physique et l'informatique. Dans la premiere partie on a pris au sérieux les dimensions
supplémentaires, introduites, d’abord, comme une astuce pour définir les défauts sur lesquels
pourraient se définir les fermions chiraux—et ’on s’est rendu compte comment ’anisotropie des
couplages change le diagramme de phases des champs de jauge. On dispose d’une définition
intrinseque, engendrée par la dynamique du systeme, d’un monde a quatre dimensions, dont les
constantes de couplages dépendraient de maniere assez particuliere des dimensions supplémentaires.
Dans 'approximation du champ moyen les branes sont d’épaisseur nulle et la localisation des
champs dans le sous-espace a quatre dimensions est exacte. Au-dela de I'approximation du
champ moyen, la tension finie de la corde, o, dans la phase confinante implique que les branes
auront une épaisseur finie, inversément proportionnelle & /0. La théorie des champs & quatre
dimensions ne sera, alors, pas exactement locale—et c’est une question ouverte , dans quelle
mesure ces effets pourront étre mis en évidence expérimentalement. Les travaux de de Forcrand
et al. [59] indiquent que les théories de Yang—Mills présentent un diagramme de phases assez
différent de ce scénario et ce sera intéressant de comprendre ce que devient la phase “branaire”
dans les théories avec groupe U(N) ~ U(1) @ SU(N).

Dans la deuxieme partie 'identification de 'opérateur, qui réalise la transformée de Fou-
rier discrete, avec un opérateur d’évolution quantique légitime, permet une compréhension plus
systématique des algorithmes quantiques. On peut, ainsi, réaliser un opérateur d’évolution quan-
tique a partir de tout opérateur d’évolution classique, non seulement a partir de la transformée
de Fourier discrete. On peut identifier I’espace ou agissent les portes quantiques avec un espace
de phases et donner, ainsi, un fondement physique au traitement de 'information a un niveau
fondamental.

La représentation métaplectique permet une étude numérique plus efficace de la famille
de modeles Eguchi—-Kawai. L’étude de ces modeles par cette approche n’a pas été jusqu'ici
entreprise et constitue une direction de recherche a suivre.
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