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DOCTEUR de l’ÉCOLE CENTRALE DE LYON

Sujet de la thèse :

Modèles éléments-finis mixtes réduits pour
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nissent pas, ces conférences toujours bien animées et ces soirées parfois mouvementées.
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ou Latex), sans jamais rien attendre en retour. Tu as été un modèle de réussite dans
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Résumé

L’utilisation de structures fines est croissante dans bon nombre d’industries. En
ce sens, leur représentation mécanique et optimisation est un enjeu majeur de la
recherche actuelle. De façon classique, l’optimisation s’effectue avec un critère de
contrainte, obtenue à partir d’une modélisation Éléments-Finis en déplacements.
L’idée de ces travaux est de construire un modèle Éléments-Finis mixte déplacements-
contraintes et de développer des méthodes de réduction adaptées, de façon à améliorer
l’efficacité des méthodes d’optimisation existantes.

On construit d’une part deux modèles élément-finis mixtes déplacements-contrain-
tes généralisées, pour des analyses dynamiques de structures “plaque” fines et épaisses.
Ces derniers présentent l’avantage de donner des résultats identiques aux modèles
classiques en déplacements, avec un meilleur temps de reconstruction des champs de
contraintes. Cependant, ils s’avèrent être délicats pour plusieurs raisons : la taille
des matrices associées, la difficulté de faire une analyse modale rapide, et un temps
d’assemblage accru.

C’est la raison pour laquelle nous développons par la suite des méthodes de sous-
structuration et de double synthèse modale spécifiquement dédiées aux modèles mix-
tes. L’idée est d’utiliser des bases modales tirées du modèle équivalent en déplace-
ments pour composer une nouvelle base mixte réduite. Dix méthodes sont implémen-
tées, basées sur des modes encastrés, libres et de branche, parmi lesquelles certaines
s’avèrent très efficaces pour réduire le nombre de degrés de liberté du système mixte,
sans passer par ses modes propres.

Enfin, nous intégrons les modèles mixtes sous-structurés sous forme de Super-
Éléments Mixtes dans un algorithme génétique, dans le but de mener une optimisa-
tion multi-objectif de structures “plaque” académiques sous chargement dynamique,
avec critères de contrainte et paramètres d’épaisseur. Les modèles précédemment
définis sont ainsi paramétrés en épaisseur, et ne nécessitent plus d’être ré-assemblés
pour chaque configuration. Nous disposons désormais d’un modèle mixte “plaque”,
qui conserve les avantages d’un accès direct aux contraintes, tout en étant affranchi
de sa taille importante par le biais des méthodes de réduction, et de son assemblage
grâce au paramétrage. Il en résulte des modèles mécaniques originaux et efficaces,
permettant de réduire les coûts de calcul des algorithmes d’optimisation classiques.
Ce type de méthode, couplé à de puissants algorithmes génétiques, permet d’avoir
une bonne vue d’ensemble des solutions optimales, et laissent augurer des perspec-
tives intéressantes pour une utilisation industrielle.
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Abstract

The use of thin structures is increasing in many industries. Their mechanical repre-
sentation and optimization is therefore a major challenge in modern research. Usually,
the optimization is done with a stress criterion which is determined through displace-
ments finite-element model. The idea of this work is to build a mixed displacements-
stresses finite-element model and to develop adapted reduction procedures, in order
to improve the efficiency of existing optimization methods.

On the one hand, we build two mixed displacements-generalized stresses finite ele-
ment models, for thin and thick dynamic plate structures analysis. They afford the
advantage of giving identical results as classical displacements models with a better
computational time to re-build the stress fields. Nevertheless, they turn out to be
tricky for some reasons : the bigger matrices size, the difficulty of modal analysis and
an assembling time higher.

That is the reason why we develop afterwards some sub-structuring methods and
double modal synthesis specifically dedicated to mixed models. The idea is to use mo-
dal basis taken from the equivalent displacement model so as to build a new mixed
reduced basis. Ten methods are implemented, based on fixed modes, free modes, and
branch modes. Some of them turn out to be very efficient to drastically reduce the
amount of degrees of freedom of the mixed model, without using its eigenmodes.

Finally, we embed the sub-structured mixed model in the form of Mixed Super-
Element in a genetic algorithm, with the aim of conducting a multi-objective opti-
mization of academic plate structures under dynamic loads, with stresses criterion
and thicknesses parameters. The models previously defined are configured with thi-
cknesses as parameters, and therefore don’t need to be re-assembled for each confi-
guration. We now dispose of a powerful thickness-parametrized mixed reduced plate
finite element model : it keeps the advantages of an easy access to the stresses and is
free of its important size thanks to the reduction method and of its assembling thanks
to the parametrization. The result is an original and efficient mechanical model that
reduces the computational cost of classical optimization algorithms. That type of
model, coupled with powerful genetic algorithms, permits a global optimization with
a good overview of the solutions and promises interesting perspectives for industrial
uses.
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Résumé iii

Abstract v

Table des figures xiii

Liste des tableaux xvii

Introduction générale 1
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4.3.4 Méthode Fre-Fre-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.4 Troncature des modes de branche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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5.6.2 Étape (2.c) : calcul de la réponse et du champ de contraintes . 116
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B.3 Paramétrages dans la basé réduite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple 159

C.1 Mode 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

C.1.1 4 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

C.1.2 6 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

C.1.3 8 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

C.1.4 10 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

C.2 Mode 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

C.2.1 4 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

C.2.2 4 zones + symétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

C.2.3 6 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

C.2.4 6 zones + symétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

C.2.5 8 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

C.2.6 9 zones + symétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

C.2.7 12 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

C.2.8 16 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

x



TABLE DES MATIERES

C.3 Mode 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

C.3.1 6 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

C.3.2 8 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

C.3.3 12 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

C.4 Mode 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

C.4.1 4 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

C.4.2 4 zones + symétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

C.4.3 6 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

C.4.4 6 zones + symétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

C.4.5 8 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

C.4.6 9 zones + symétrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

C.4.7 12 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

C.4.8 16 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

C.5 Mode 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

C.5.1 6 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

C.5.2 8 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

C.5.3 10 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

C.5.4 12 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

D Résultats de l’optimisation d’une plaque double 187

D.1 Mode 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

D.1.1 7 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

D.1.2 10 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

D.1.3 14 zones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple 193

E.1 Mode 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

E.2 Mode 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

E.3 Mode 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

E.4 Mode 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

E.5 Mode 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

E.6 Mode 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

E.7 Mode 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

E.8 Mode 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

E.9 Mode 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

E.10 Mode 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

E.11 Mode 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

E.12 Mode 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

E.13 Mode 13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

E.14 Mode 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

E.15 Bande 0-20 Hz, 0-40 Hz et 0-70 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

E.16 Bande 10-30 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

E.17 Bande 30-70 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

E.18 Bande 50-100 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

xi



TABLE DES FIGURES

E.19 Bande 70-100 Hz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

Bibliographie 217

Publications personnelles 229

xii



Table des figures
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modèle mixte dans un cas de (q) zones d’épaisseurs indépendantes . . 104
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= 8) et la théorie de RM . . . . . . . 25

2.3 Erreur relative ǫi,pri/ref pour les premières fréquences propres i de la

structure 2.1b pour t = 1 cm (R
t
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et sections associées pour la réduction et l’assemblage . . . . . . . . . 50
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Introduction

L’objet général de la thèse est de mettre en place des méthodes d’optimisation
multi-objectifs de structures “plaque” soumises à des chargements dynamiques, sous
critère(s) de contrainte(s), et paramètres d’épaisseur.
Les structures fines de type “plaque”, coque et composite sont caractérisées par
des propriétés mécaniques intéressantes pour un encombrement et un poids réduits.
En ce sens, elles sont très largement utilisées dans les industries automobiles et
aéronautiques, et leur modélisation revêt d’une grande importance. La majeure par-
tie du temps, elle est basée sur des modèles Éléments-Finis discrétisant une for-
mulation dite “primale”, c’est-à-dire exprimée en fonction des déplacements. Cette
modélisation est très largement utilisée, simple et efficace, mais elle nécessite un
calcul supplémentaire pour obtenir les contraintes, critère dimensionnant de toute
étude. Bien que rapide, cette particularité peut s’avérer plus importante qu’il n’y
parâıt si l’on intègre ce type de modèle dans un algorithme d’optimisation itératif
où le calcul du champ de contraintes s’effectue un grand nombre de fois. En effet,
la majeure partie des méthodes d’optimisation existantes dans la littérature, qu’elles
soient “mono-objectif” ou “multi-objectifs”, intégrant un critère de rupture en tant
que contrainte de l’algorithme ou objectif, nécessite, à juste titre, le calcul du champ
de contraintes de la structure pour chaque nouvelle configuration de paramètres.
En ce sens, les calculs supplémentaires que nécessite la formulation en déplacements
s’avèrent couteux.

D’autres types de formulation de mécanique des milieux continus sont moins utilisés
dans la littérature, mais présentent la particularité de discrétiser d’autres champs que
ceux des déplacements. Par exemple, le formulation d’Hellinger-Reissner exprime
les énergies constitutives du système en fonction des champs de déplacements et
de contraintes. Elle est parfois utilisée en statique pour modéliser des structures
“plaques épaisses” et résoudre des problèmes de blocage liés à cette théorie. Les
modèles Éléments-Finis utilisant cette formulation sont dit “mixtes déplacements-
contraintes” (ou “mixte” par souci de concision). Un autre avantage de ces modèles
réside donc dans l’accès privilégié aux paramètres des champs de contraintes. Dans
ce travail, nous implémentons une ToolBox Matlab qui permet de construire des
modèles Éléments-Finis dynamiques mixtes déplacements-contraintes généralisées, à
la fois pour des théories de plaques fines et épaisses (chapitre 1). Nous montrons ainsi
que le temps de reconstruction du champ de contraintes est plus intéressant que pour
un modèle en déplacements pour des résultats équivalents (chapitre 2). Cet aspect
est relativement peut abordé dans la littérature, en raison des inconvénients liés à ce
type de représentation :
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– les matrices qui constituent le système sont plus grandes que pour une formula-
tion primale, donc le calcul de réponse est plus long ;

– elles sont singulières, ce qui implique des difficultés dans l’analyse modale de la
structure ;

– les temps d’assemblage, si nécessaire, sont également plus longs.

Beaucoup de chercheurs considèrent que ces problèmes éclipsent complètement les
avantages liés aux accès contraintes. Cependant, peu de pistes ont été étudiées pour
contourner ou déjouer ces inconvénients. En ce sens, le deuxième grand thème de ce
travail est l’utilisation de méthodes de sous-structuration et de synthèse modale, de
façon à réduire la taille de nos modèles mixtes. Ce type de méthode, très utilisé en
théorie primale, est basé sur une division de la structure globale en plusieurs sous-
structures plus petites. Il s’agit de représenter chaque sous-structure par une famille
de modes propres bien choisis. Les sous-structures réduites sont ensuite assemblées
par leur jonction, et forment la structure globale réduite. Ces méthodes ont prouvé
une grande efficacité dans la représentation, surtout basses fréquences, du comporte-
ment dynamique. Néanmoins, elles sont difficilement applicables à un modèle mixte,
puisqu’elles nécessitent un calcul modal rendu impossible par la singularité des ma-
trices. En ce sens, l’objet de ce deuxième thème est d’adapter ces méthodes aux
spécificités du modèle Éléments-Finis mixte. L’idée que nous développons est de
construire, pour chaque sous-structure, une base réduite mixte à partir du modèle
primal équivalent (avec les mêmes degrés de libertés), en séparant la projection des
déplacements et des contraintes. Les déplacements sont ainsi réduit sur une base
primale classique, et les contraintes sur une projection d’une base primale classique.
On construit ainsi une base réduite pour nos modèles mixtes, à partir des modes du
modèle primal, évitant ainsi les calcul modaux sur le modèle mixte. La mise en place
de ces méthodes est décrite dans le chapitre 3. Certaines de ces méthodes s’avèrent
particulièrement efficaces pour réduire drastiquement la taille des matrices des struc-
tures globales tout en conservant une bonne représentation modale basse fréquence
(chapitre 4). Dès lors, les modèles mixtes réduits peuvent conserver un accès ra-
pide aux contraintes, avec des modèles minimalistes qui n’ont pas nécessité de calcul
modaux de la structure mixte. Subsiste malgré tout un inconvénient important :
l’assemblage des matrices mixtes initiales, auquel il faut ajouter celui des matrices
primales équivalentes nécessaires à la construction de la base de réduction.

C’est ici que l’implémentation de la théorie des plaques va prendre tout son sens.
En effet, cette dernière offre la possibilité de construire des modèles mixtes et des
méthodes de réduction adaptées, qui soient paramétrées en épaisseur. Pour un mail-
lage donné, les matrices de masse et de raideur de la structure peuvent être as-
semblées, libres de tout paramètre d’épaisseur. Il en va de même pour les méthodes
de synthèse modale qui, sous-certaines conditions, restent inchangées vis-à-vis de
l’épaisseur considérée. Ces caractéristiques permettent ainsi de supprimer une étape
coûteuse de remaillage suite à une modification de paramètre, et éliminent de ce fait
le dernier inconvénient de nos modèles à deux champs. On peut donc implémenter des
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méthodes d’optimisation itératives de structures “plaque” qui utilisent pour chaque
sous-structure d’épaisseur donnée, des Super-Éléments mixtes réduits dont l’épaisseur
est facilement modifiable sans re-maillage et qui donne un accès très rapide aux
contraintes (chapitre 5). Cette modélisation peut être intégrée dans n’importe quel
type d’algorithme d’optimisation itératif, dans la mesure où le calcul de la contrainte
est nécessaire, et les paramètres de l’optimisation sont des épaisseurs.

La plupart des optimisations structurelles multi-objectifs sont conduites avec des
méthodes de gradient. Elles sont très répandues et efficaces, mais nécessitent la
construction d’une seule fonction objectif qui intègre nos différents objectifs en les
pondérant. De plus, elles aboutissent à une seule et unique solution qui dépend for-
tement des choix initiaux de l’utilisateur : on parle d’optimisation locale, ou de mini-
mum local. D’autres méthodes multi-objectifs telles que les algorithmes évolutifs (ou
évolutionnaires), basées sur l’évolution des espèces, ne privilégient pas un objectif par
rapport à un autre, et donnent plusieurs compromis à l’utilisateur. Elles permettent
d’explorer tout l’espace de conception : on parle ici d’optimisation globale. C’est
la raison pour laquelle nous avons choisi un algorithme génétique (NSGA-II [SD94,
DAPM00, DPAM02]). Nous considérons plusieurs cas de structures académiques sou-
mises à des chargements harmoniques pour illustrer nos méthodes. Nos objectifs à
minimiser sont la masse et la contrainte maximale de Von Mises, tandis que nos
paramètres sont les épaisseurs de chacune des zones préalablement choisies par l’uti-
lisateur. Pour présenter nos solutions, nous utilisons la représentation sous forme de
front de Pareto, qui permet de donner un ensemble de solutions qui sont autant de
compromis vis-à-vis des critères considérés. Cette représentation est très répandue
dans des cas multi-objectifs, mais assez rarement utilisée avec la contrainte en temps
que critère à minimiser. Nous constatons au chapitre 5 qu’elle permet de cette façon,
de donner une bonne vue d’ensemble du comportement de la structure vis-à-vis des
changements de paramètres, et offre, a posteriori, une réflexion sur les choix à effec-
tuer.

Ce travail se structure en 5 chapitres.
Dans le chapitre 1, nous présentons les modèles Éléments-Finis mixtes pour problè-

mes dynamiques de plaques fines de Kirchhoff-Love, et épaisses de Reissner-Mindlin.
Nous décrivons également la mis en place des modèles primaux équivalents.
Le chapitre 2 est dédié à l’étude de convergence modale de ce type de modèle,

à l’aide de critères de MAC et MAC-like, et d’erreurs relatives en réponse et en
fréquences propres. Nous décrivons également les principaux avantages et inconvé-
nients.
Le chapitre 4 dévoile les nouvelles méthodes de double synthèse modale et sous-

structuration développées spécifiquement pour des modèles Éléments-Finis mixtes
déplacements-contraintes. Nous présentons d’une part les méthodes primales exis-
tantes puis nous les intégrons dans un processus de réduction mixte.
Une étude de convergence modale de nos méthodes de réduction est ensuite dé-

veloppée dans le chapitre 3. Nous utilisons dans ce cadre une structure Éléments-
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Finis divisée en deux sous-structures, et nous étudions d’une part l’influence de la
troncature des modes propres des sous-structures, et d’autre part l’influence d’une
troncature de la jonction entre celles-ci.

Enfin, le chapitre 5 met en place les modèles paramétrés nécessaire à l’optimisa-
tion, décrit les méthodes implémentées et présentent quelques résultats significatifs.
On note qu’il est plus conséquent que les chapitres précédents, mais il nous a paru
plus logique de ne pas le scinder, afin de préserver l’unité de lecture.

Afin de faciliter la lecture, tous les développements et résultats ne figurent pas
dans les 5 chapitres. Nous avons consigné l’ensemble de ces développements dans 5
annexes.

L’annexe A présente le développement variationnel de la formulation primale d’Hel-
linger-Reissner qui vérifie les équations de la mécanique des milieux continus linéaire.

L’annexe B donne le développement précis des matrices de masse et raideur des
Super-Éléments mixtes.

Enfin, les annexes C, D et E donnent une large palette de résultats sous forme de
front de Pareto, des optimisations respectivement des structures “simples”, “doubles”
et “triples” décrites dans le chapitre 5, pour différents cas d’excitation localisées sur
un mode ou sur une bande fréquentielle. Le chapitre 5 se réfère régulièrement à ces
3 annexes pour donner plus d’exemples au lecteur assidu.
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Chapitre 1

Formulation mixte
déplacements-contraintes en
dynamique des structures pour des
problèmes de type “plaque”

Dans ce chapitre, nous utilisons la convention de sommation d’Einstein pour mani-
puler des équations avec coordonnées. Le système de coordonnées cartésiennes nous
amène à utiliser les indices i correspondant aux axes x, y et z. Les exemples suivant
illustrent le sens de cette convention dans notre cas :

biui =
{
bx by bz

}







ux
uy
uz






(1.1)

eijσij =
{
ǫxx ǫyy γxy γxz γyz

}







Mx

My

Mxy

Qx

Qy







(1.2)

σijSijklσkl =

{
Mx My Mxy Qx Qy

}







Sxxxx Sxx yy Sxxxy Sxxxz Sxx yz

Syy xx Syy yy Syy xy Syy xz Syy yz

Sxy xx Sxy yy Sxy xy Sxy xz Sxy yz

Sxz xx Sxz yy Sxz xy Sxz xz Sxz yz

Syz xx Syz yy Syz xy Syz xz Syz yz













Mx

My

Mxy

Qx

Qy







(1.3)

1.1 Introduction

1.1.1 Historique des formulations multi-champs

Le choix d’une formulation de mécanique des milieux continus est primordial dès
lors que l’on veut mettre en place un Modèle Éléments-Finis (MEF ou “Finite Ele-
ment Model” (FEM)) pour étudier et prévoir le comportement d’une structure sou-
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mise à son environnement extérieur. D’une manière générale, si l’on exclue les formu-
lations hybrides qui utilisent des paramètres “non-physiques”, on considère 3 champs
principaux que l’on peut discrétiser et considérer comme champs “mâıtres” : les
déplacements ui, les déformations eij et les contraintes σij . On distingue 7 différentes
possibilités de formulations dans la mécanique linéaire des milieux continus, en fonc-
tion du nombre et du type de champs utilisés (voir le tableau 1.1). Les formulations
(1), (2), (4), (5) et (7) sont toutes utilisées, à leur manière. Cependant, les formula-
tion primales (1) et mixtes d’Hellinger-Reissner (4) sont de loin les plus largement
employées. Les formulations (3) et (4) sont seulement des curiosités mathématiques.

Nombre
de champs

Type
de champs

Nom

1 1 Déplacements
Formulation primale ou

Energie Potentielle Totale

2 1 Contraintes
Formulation duale ou Energie

Potentielle Complémentaire Totale
3 1 Déformations Pas de nom

4 Mixte 2
Déplacements
Contraintes

Formulation mixte d’Hellinger-Reissner

5 Mixte 2
Déplacements
Déformations

Pas de nom officiel

6 Mixte 2
Déplacements
Déformations

Pas de nom

7 Mixte 3
Déplacements
Déformations
Contraintes

Formulation de
Veubeke-Hu-Washizu (VHW)

Table 1.1: Les fonctionnelles de la mécanique linéaire des milieux continus

La plupart des MEF utilisés dans l’industrie pour des problèmes de mécanique des
structures sont basés sur une formulation dynamique en déplacements, aussi appelée
Principe des Déplacements Virtuels (PDV) ou Energie Potentielle Totale (EPT).
Cette approche dite “primale” dans les MEF, a été largement développée dans les
années 60 [ZC67, CT65, Arg65]. Elle est rapide et efficace, mais nécessite des calculs
et intégrations supplémentaires de façon à obtenir les champs de déformations et
de contraintes, et peut aussi conduire à des difficultés de calcul dans le cas des
théories des plaques et coques. Imaginer d’autres solutions numériques permettant
d’accéder aux contraintes de façon directe et donnant une meilleure représentation
des structures fines a toujours présenté un intérêt particulier en ingénierie mécanique.
Une approche “en force”, dite “duale”, basée sur le calcul direct des contraintes, a
été imaginée en premier lieu en Éléments-Finis (EF) par Fraejis de Veubeke [FdV65,
FdVS68] puis par Pian et Tong [PT72, TP69].
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Une autre méthode, appelée “formulation mixte” ou “Formulation Variationnelle
Mixte de Reissner” (FVMR) ou “Reissner Mixed Variationnal Theorem” (RMVT),
est basée sur la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner (HR) et définit ce que l’on peut
considérer comme un Lagrangien mixte intégrant à la fois des paramètres de dé-
placements et de contraintes dans la même fonctionnelle (contrairement aux formu-
lations primales dans lesquelles les termes dérivent des déplacements uniquement).
Cette méthode a été initialement pensées par Hellinger [Hel14] et Prange [Pra16],
et par la suite par Reissner [Rei50, Rei84, Rei86] et Arnold [AF88, ABD84], qui
lui ont donné sa forme la plus répandue actuellement. Une large bibliographie des
principes variationnels et des différentes formulations existantes est disponible dans
le livre de Washizu [Was75]. Durant les quarante dernières années, plusieurs MEF
mixtes ont été implémentés. Initialement, Herrmann [Her65, Her67] a mis en place
l’un des premiers MEF mixtes plaque utilisant la FVMR et prenant en comptant
les effets de cisaillements (“First-order Shear Deformation Theory” (FSDT)), ra-
pidement suivi par d’autres chercheurs [BD72, CS72]. Beaucoup de MEF ont été
imaginés ces dernières décennies pour différents types de théories de solides, tels que
des problèmes de solides 3D [PCK83], d’arcs élastiques [GL76], de poutres de Timo-
shenko [SB86a, SB86b] (prenant en compte le cisaillement) et plus particulièrement
pour des structures “plaque” [SB86a, SB86b, DMID99, dMU06, SC87]. Le livre de
Wriggers [WC09] fournit un large éventail d’applications de MEF mixtes. La stabi-
lité [Bab73, Bre74] et la convergence [AW03] en fonction de l’espace choisi pour les
champs discrétisés dans les MEF mixtes ont également été abordées.

1.1.2 Intérêts et utilisations

Les modèles implémentés avec la FVMR présentent d’une manière générale, deux
avantages principaux : ils permettent d’une part d’avoir un accès privilégié aux
champs de contraintes, et d’autre part ils permettent une meilleure représentation de
certaines théories 2D comme les plaques et coques.

Accès aux contraintes

En ce qui concerne l’accès aux contraintes, plusieurs types de recherches on été
menées de façon à obtenir efficacement les champs de déformations et contraintes,
à partir d’une formulation en déplacements. La méthode classique, utilisée par la
plupart des logiciels de l’industrie, est la méthode des Points de Gauss, qui ap-
proxime l’intégrale d’une fonction par une somme pondérée des valeurs spécifiques
de cette même fonction en certains points au sein de l’élément. D’autres méthodes
de récupération des déformations et contraintes, appelées “Strain & Stress recovery”
dans la littérature, ont été récemment développées par Tornabene et Fantuzzi dans
le domaine des structures fines composites et matériaux stratifiés [FT14a, FT14b,
FTVF14, TFVB15]. Ils ont mis en place une formulation EF forte (“Strong Finite
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Element Model” (SFEM)) qui utilise la formulation forte du système d’équations
différentielles au niveau de l’élément. Ces méthodes associent la généralité des MEF
connus à la précision des Méthodes Spectrales (MS ou “Spectral Methods” (SM)).
Leur méthode est basée sur l’utilisation de la “Generalized Differantial Quadrature”
(GDQ) qui approxime des dérivées de fonctions de contraintes et/ou déplacements
en un point par des sommes pondérées de valeurs spécifiques de ces fonctions le long
du maillage de façon analogue à la méthode des Point de Gauss. La clé des méthodes
de ce type est la détermination des coefficients de pondération. Cependant, com-
parées à des méthodes EF classiques, elles nécessitent peu de ressources de calculs et
donnent une précision de résultats relativement bonne pour des maillages grossiers.
Une fois que les conditions de continuité en déplacements et contraintes sont assurées,
et que le SFEM est construit [FT14a], la récupération des déformations/contraintes
peut se faire à l’aide de la méthode GDQ [FT14b]. Cette méthode donne une bonne
représentation des contraintes dans le plan et hors plan, à la fois pour des analyses sta-
tiques [FT14a, FT14b, FTVF14, TFVB15] et dynamiques [FTVF14]. Par ailleurs, des
comparaisons entre les méthodes d’approximations tels que la “Radial Basis Func-
tion” (RBF) et la GDQ ont aussi été étudiées par ces mêmes auteurs [FTVF14],
de même que la récupération des déformations/contraintes pour des “Functionnaly
Graded Materials” (FGMs) et des structures “coque multi-couches”, à l’aide de la for-
mulation Carrera (“Carrera Unified Formulation” (CUF)) et de la théorie du cisaille-
ment à l’ordre élevé (“High-order Shear Deformation Theory” (HSDT)) [TFVB15].
Une autre façon d’accéder aux déformations/contraintes est de formuler le problème
initial de façon mixte, en fonction à la fois des déplacements et des contraintes in-
ternes à la structure, à l’aide de la FVMR.

Domaines d’application et intérêt

L’utilisation des théories mixtes a été popularisée dans le contexte des analyses
de structures “plaque” et “coque”, dès lors que des descriptions tri-dimensionnelles
sont obtenues avec des modèles bi-dimensionnels, du fait des avantages calculatoires
de ces théories. Les structures “plaque” ont une multitude d’applications dans l’in-
dustrie, et ont attiré l’attention de beaucoup de chercheurs. La théorie des plaques
fines de Kirchhoff-Love (KL), initialement développée par Love [Lov88], est facile-
ment implémentable et prend en considération les moments de flexion et torsion,
mais ne considère pas les phénomènes de cisaillement qui s’avèrent essentiels dans
le cas des plaques modérément épaisses et épaisses. Ainsi, la théorie des plaques
épaisses de Reissner-Mindlin (RM) est naturellement apparue [Rei45, Min51]. Bien
que répandue, cette théorie souffre de problèmes de blocage (“shear-locking problems”
qui se traduisent par une raideur trop importante pour des maillages grossiers)
et sa représentation peut être difficile. De façon à éviter ces problèmes, de nom-
breuses solutions ont été imaginées au fil des ans, tels que les schémas d’intégrations
réduites (“reduced integration scheme” [HCH78]), les méthodes d’interpolations de
déformations (“strains interpolation methods” [BD85, BD86, LR86]), les approxi-
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mations d’ordre élevé en déplacements (“high order polynomial approximation for
displacement” [SB83]), les méthodes dites de “Discrete Shear Gap” (DSG) [BBR00,
KBCB05] et les méthodes EF dites “edge-based/node-based smoothed FEM ” [WLL+14,
NXLTHNT10]. D’autres méthodes de type “mixte” utilisant la FVMR ont montré
des résultats probant dans ce domaine, avec des MEF de type hybride/mixte [SC87,
dMU06], adaptatifs hybride/mixte [DMID99], mixtes avec méthode de décomposition
de modes [SB86a, SB86b] ou encore mixtes à 3 champs [ADB98]. De part cet avan-
tage, l’utilisation de théorie mixtes en EF justifie son utilisation répandue, en plus
de l’accès privilégié aux champs de contraintes mentionné précédemment.
Les modèles mixtes sont également beaucoup utilisés dans le domaine des struc-

tures multi-couches et piézo-électriques multi-couches, en raison de l’emploi grandis-
sant de composites dans les structures fines et épaisses. Sur ce terrain des matériaux
hétérogènes, l’évaluation des contraintes normales et de cisaillement est cruciale. Cer-
taines méthodes consistent à considérer le matériau multi-couches par une seule et
unique plaque (“Equivalent Single Layer models” (ESL)) en utilisant une approche en
déplacements. Elles présentent l’avantage d’un nombre d’inconnues indépendant du
nombre de couches, mais ne satisfont pas les conditions de continuité requises, et le
post-traitement nécessaire peut présenter des résultats imprécis dans le cas de plaques
épaisses. De plus, le développement du cisaillement à ordre élevé “HSDT” [LCW77],
développé par Cho et Parmerter [CP93], dans le cas des modèles ESL, bien que satis-
faisant les conditions de continuité, connâıt des difficultés dès lors que les contraintes
hors-plan jouent un rôle important. Un autre modèle appelé “LayerWise Model”
(LWM) considère chaque couches comme des plaques distinctes [Sri73, Red87]. Bien
que les résultats se révèlent être meilleurs, les conditions de continuité inter-couches
ne sont pas parfaitement satisfaites, et ce genre de modèle demande un grand nombre
de Degrés De Liberté (DDL). Dans ce contexte, les modèles mixtes peuvent per-
mettre de satisfaire a priori les conditions de continuité C0

z inter-couches et donnent
une bonne description des contraintes transverses. Ainsi, une théorie mixte appelée
“mixed layerwise theory”, déterminant à la fois les déformations/contraintes dans le
plan et hors plan de ces structures orthotropes a été implémentée par Carrera. Des
analyses statiques sont disponibles [Car98, CD02a, CD02b], thermo-statiques [Car00],
ainsi qu’une large bibliographie [Car01] des modèles ESL et LWM en modèles mixtes
et primaux. Des développements EF sont également disponibles [CD02a, CD02b]. La
comparaison des modèles en déplacements utilisant le PDV et des modèles mixtes
basés sur la FVMR [Car98, Car01, CD02a, CD02b] donne un avantage certain aux for-
mulations mixtes en terme de continuité inter-couches en déplacements et contraintes,
ainsi qu’en terme de description des contraintes hors-plan.
En ce qui concerne les matériaux piézo-électriques, les formulations mixtes ont aussi

prouvé leur efficacité. Bien que des modèles en déplacements soient utilisés [Ben00],
et satisfassent parfois les continuités inter-couches [Car97], l’utilisation de la “mixed
layerwise theory” (MLT) pour des structures piézo-électriques adaptatives a montré
un grand intérêt en statique, analyse modale [GLMSMSR04a, GLMSMSR04b], et
analyses thermo-dynamique [BA05]. Carrera et Boscolo [CB07] ont également montré
des extensions des théories de Carrera sur les matériaux multi-couches précédemment
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citées [CD02a, CD02b] pour des MEF mixtes et primaux pour structures piézo-
électriques (théories ESL et LWM). Ces articles mettent également en avant les
intérêts des modèles mixtes en mécanique des structures et analyses EF.

D’une manière générale, la plupart des méthodes citées précédemment sont uti-
lisées en statique, mais assez rarement en dynamique [OK98]. La plupart du temps,
lorsqu’elles sont formulées en dynamique, le problème est condensé sur les paramètres
de déplacements : le principe est d’utiliser le lien constitutif entre les déplacements
et les contraintes tirés du modèle mixte et de construire une matrice “équivalente”
qui reprend les informations du modèle mixte complet, mais qui ne joue que sur les
paramètres de déplacements. Cette méthode [OK98], décrite dans la section 2.5.2,
fonctionne mais perd l’intérêt du modèle mixte, puisqu’elle nécessite, après obten-
tion de la réponse en déplacements, un post-traitement pour obtenir les contraintes.
De plus, elle ne résout pas le problème de calcul modale et diagonalisation qui est
propre aux modèles mixtes (également décrit dans la section 2.5.2). Ces raisons nous
ont amené à préférer la forme originale des approches EF mixtes tout au long de ce
manuscrit, tout en imaginant des façons de compenser les inconvénients qui lui sont
liés avec des méthodes de réductions décrites dans le chapitre 3.

1.1.3 Choix d’orientations

Dans notre cas d’étude, l’utilisation d’une formulation continue mixte présente
principalement l’intérêt d’un accès privilégié aux champs de contraintes généralisées
des structures fines que nous proposons d’étudier. Ainsi, le choix a été fait d’utiliser
la formulation continue à 2 champs d’Hellinger-Reissner en dynamique (section 1.2),
et de construire un MEF mixte “déplacements/contraintes généralisées” simple, pour
les théories de plaques fines de KL (section 1.3) et de plaques épaisses de RM (section
1.4) prenant en compte les effets du cisaillement. Notre modèle répond aux condi-
tions basiques de continuités aux nœuds en déplacements, et permet, comme nous
l’expliquons dans le chapitre 2 d’obtenir une bonne convergence et un gain de temps
en calcul de contraintes d’une structure globale. Les méthodes de réduction et d’opti-
misation développées dans les chapitres 3 et 5 pour ces deux modèles sont néanmoins
applicables de façon générale à n’importe quel MEF mixte “déplacements/contrain-
tes”. Cependant, par souci de simplicité et de lisibilité, nous avons fait le choix
de présenter et utiliser un modèle mixte qui n’a pas la prétention de résoudre des
problèmes de blocage des plaques épaisses ou de continuité parfaites des tous les
champs sur les nœuds et les bords.
De cette manière, nous avons mis en place un code MATLAB permettant, à partir
d’un maillage plaques triangles et rectangles quelconque, d’assembler puis manipu-
ler des structures EF mixtes de toutes tailles de maillage, pour les deux théories de
plaques évoquées et différents types d’éléments. Les sections suivantes décrivent le
processus de construction de MEF.
L’annexe A donne le développement variationnel qui permet de vérifier la validité de
la formulation d’Hellinger-Reissner vis-à-vis des équations de la mécanique des mi-
lieux continus élastiques linéaires, en passant de la formulation faible à la formulation
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forte par l’intermédiaire des dérivées directionnelles.

1.2 Formulation variationnelle d’Hellinger-Reissner

La formulation continue mixte d’Hellinger-Reissner (HR) [Hel14, Rei50, Rei84,
Rei86], exprimée pour des problèmes élastiques linéaires de dynamique des structures
peut être considérée comme un Lagrangien classiquement utilisé en dynamique mais
calculé avec des composantes mixtes. En pratique, cela veut dire que les énergies
potentielles et cinétiques sont exprimées en fonction des champs de déplacements et
de contraintes de la structure, dans la mesure du possible. Ainsi, la fonctionnelle de
HR exprimée en dynamique est exprimée comme suit :

ΠHRD =

∫∫∫

V

−σijeij(ui) +
1

2
σijSijklσkl + biui +

1

2
ρu̇2

i dV (1.4)

avec σij le tenseur des champs de contraintes, ui le vecteur des déplacements, eij(ui)
le tenseur des champs de déformations, fonction des déplacements ui, bi les forces
extérieures, ρ la masse volumique et Sijkl la matrice de souplesse élastique. Les
équations d’Euler-Lagrange peuvent ainsi être appliquées de façon à résoudre, de
façon conventionnelle, un problème de dynamique des structures. Cette fonctionnelle
est composée de 3 principaux termes :

– l’énergie de déformation mixte : σijeij(ui) − 1
2σijSijklσkl ;

– le travail des forces extérieures : biui ;
– l’énergie cinétique : 1

2ρu̇
2
i .

1.3 Éléments-finis mixtes déplacements-contraintes pour
plaques de Kirchhoff-Love

Dans toute cette partie, on considère que l’élément que l’on traite est dans le plan
(x, y) et l’épaisseur de l’élément dans la direction z.

1.3.1 Définition de la théorie de plaque

La théorie de Kirchhoff-Love (KL) est une théorie dite de “plaques fines”, ou
“plaques minces” [Red07], c’est-à-dire dont le rapport de la taille caractéristique R
de la structure sur l’épaisseur t vérifie : R

t
> 10. Elle prend en compte les phénomènes

de flexion et torsion, mais considère l’influence du cisaillement comme négligeable, au
contraire de la théorie de Reissner-Mindlin (RM, voir la section 1.4). Cette hypothèse
dérive directement du fait que les déplacements ui du plan moyen sont définis de la
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w

x

y

z

(a) (b)

Figure 1.1: Théorie de Kirchhoff-Love : (a) Déplacements, (b) Contraintes
généralisées : moments de flexions (Mx,My)

T et moment de torsion Mxy

façon suivante (voir figure 1.1(a)) :

ui =







w
θx
θy






=







w
∂w
∂y

−∂w
∂x






(1.5)

avec w le déplacement transverse, θx et θy les rotations de section autour des axes x
et y. La dépendance des rotations de sections en fonction du déplacement transverse
est la raison de la non-présence de cisaillement dans la théorie de KL.
Les déformations eij sont données par :

eij =







ǫxx
ǫyy
γxy






= Dui (1.6)

avec D l’opérateur déplacements/déformations :

D =







0 0 ∂
∂x

0 − ∂
∂y

0

0 ∂
∂x

∂
∂y







(1.7)

Les contraintes généralisées (voir figure 1.1(b)) sont données par :

σij =







Mx

My

Mxy






(1.8)

avec
{
Mx,My,Mxy

}T
représentant les 2 moments de flexion Mx et My et le moment

de torsion Mxy.
La matrice de souplesse qui lie les déformations et les contraintes est donnée par :

Sijkl =







12
Et3

− 12ν
Et3

0
− 12ν

Et3
12
Et3

0

0 0 24(1+ν)
Et3






(1.9)
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1.3 Éléments-finis mixtes déplacements-contraintes pour plaques de Kirchhoff-Love

avec E le module de Young, t l’épaisseur de l’élément considéré et ν le coefficient de
Poisson. Cette matrice de souplesse définie la relation constitutive suivante :

eij = Sijklσij (1.10)

1.3.2 Interpolation des déplacements

Les caractéristiques de la théorie de KL nous laissent le choix entre l’utilisation
d’éléments triangles et quadrangles. Dans le cas d’un élément triangle à 3 nœuds, les
conditions qui lient les champs de déplacements entre eux (voir l’équation 1.5) nous
donnent 9 conditions/équations qui caractérisent chaque fonction de forme. Dans le
cas d’un quadrangle à 4 nœuds, 12 conditions définissent chacune des fonctions de
forme. Les rotations de section étant des dérivées spatiales du déplacement trans-
verse, les conditions de continuités en déplacements sont dites “C1” (continuité du
déplacement transverse et de ses dérivées spatiales). Dans notre cas, l’option à 3
nœuds a été privilégiée par souci de simplicité. Nous interpolons ainsi w, θx et θy, en
terme de déplacements nodaux

{
wi θxi θyi

}
(i = 1,2,3) pour un élément triangle,

de la façon suivante :

w(x, y) =
3∑

i=1

Ni(x, y)wi (1.11)

θx(x, y) =
3∑

i=1

∂Ni(x, y)

∂y
θxi

(1.12)

θy(x, y) =
3∑

i=1

−∂Ni(x, y)

∂x
θyi (1.13)

où les Ni(x, y) sont des polynomes à définir. De façon matricielle, nous avons ainsi :

ui =







w
θx
θy






= NU =







N1 N2 ... N9
∂N1
∂y

∂N2
∂y

... ∂N9
∂y

−∂N1
∂x

−∂N2
∂x

... −∂N9
∂x













U1

U2

...
U9







(1.14)

Le choix d’éléments triangle à 3 nœuds impliquant 9 conditions sur chaque polynome.
Ils sont ainsi au minimum de degré 3, comme suit :

Ni(x, y) = ai + bix+ ciy + dixy + eix
2 + fiy

2 + gix
3 + hiy

3 + ii(xy
2 + x2y) (1.15)

1.3.3 Interpolation des contraintes

Nous supposons ici que les contraintes généralisées sont interpolées par des fonc-
tions linéaires dans les deux directions x et y du plan. Contrairement aux discréti-
sations effectuées sur les paramètres de déplacements, nos choix d’interpolation ne
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satisfont pas les conditions de continuité en contraintes. Chaque champ de contraintes
est défini par 3 paramètres βi dans chaque élément, de la façon suivante :

σij =







Mx

My

Mxy






= Pβ

σij =







1 x y 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 x y 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 x y













β1
β2
...
β9







(1.16)

Les choix effectués nous amènent à avoir des matrices élémentaires constituées de
9 paramètres de déplacements et 9 paramètres de contraintes, soit 18 paramètres au
total.

1.3.4 Formulation matricielle

La formulation continue mixte d’Hellinger-Reissner présentée dans l’équation 1.4
peut être discrétisée grâce aux équations 1.14 et 1.16 :

ΠRD =

∫∫

S

1

2
(NU̇)Tm(NU̇) − (Pβ)T (DNU) +

1

2
(Pβ)TS(Pβ) dS

+

∫∫

V

biUdS

(1.17)

avec

m = ρ







t 0 0

0 t3

12 0

0 0 t3

12







(1.18)

et ρ la masse volumique du matériau. Le développement matriciel nous donne :

ΠRD =
1

2
U̇

T
MU̇ − βTGU − βTHβ + F TU (1.19)

avec :

M =

∫∫

S

NTmNdS (1.20)

G =

∫∫

S

P TDNdS (1.21)

H =

∫∫

S

−P TSPdS (1.22)

et F le vecteur des forces extérieures appliquées aux nœuds du maillage. L’application
des équations d’Euler-Lagrange nous donne le développement matriciel suivant pour
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l’équilibre d’un élément :

{
M 0
0 0

}

︸ ︷︷ ︸

Mmix

{
Ü

β̈

}

+

{
0 GT

G H

}

︸ ︷︷ ︸

Kmix

{
U

β

}

=

{
F

0

}

(1.23)

1.3.5 Assemblage

On considère deux éléments (1) et (2) dont les degrés de libertés s’écrivent res-

pectivement
{

U
(1)
i U

(1)
j β(1)

}T

et
{

U
(2)
i U

(2)
j β(2)

}T

, avec U i les paramètres

de déplacements propres aux éléments, U j les paramètres de déplacements communs
aux deux éléments et β les paramètres de contraintes.
De la même façon que pour un MEF primal, l’assemblage des deux éléments (1) et
(2) se fait explicitement en déplacements de la façon suivante :

U
(1)
j = U

(2)
j (1.24)

L’assemblage en contraintes de ces deux éléments se fait implicitement par le biais de
l’assemblage en déplacements, les paramètres de contraintes n’ayant pas, dans notre
cas, un sens proprement physique correspondant à des valeurs nodales.

1.3.6 Modèle Éléments-Finis primal équivalent

Il convient ici de préciser la façon d’obtenir un MEF primal “équivalent” au MEF
mixte décrit. D’une part, pour pouvoir comparer deux modèles avec les mêmes
caractéristiques de théorie/maillage/discrétisation des déplacements, et vérifier la
convergence de l’un par rapport à l’autre (voir chapitre 2), et d’autre part, parce
que les méthodes de réduction implémentées se servent directement des résultats du
MEF primal équivalent (voir section 3).

La formulation utilisée pour un modèle primal est celle du PDV. En découle di-
rectement le Lagrangien suivant, classiquement utilisé dans les MEF primaux pour
mileux élastiques homogènes :

ΠHRD =

∫∫∫

V

−1

2
σij(ui) eij(ui) + biui +

1

2
ρu̇2

i dV (1.25)

Le terme d’énergie de déformation de la formulation d’Hellinger-Reissner 1.4 a été
remplacé par : −1

2σij(ui) eij(ui).

La définition de la théorie reste la même que pour le modèle mixte 1.3.1, à l’ex-
ception de l’apparition de la matrice de rigidité Cijkl (qui donne les contraintes en
fonction des déformations), inverse de la matrice de souplesse Sijkl qu’elle remplace

15



Chapitre 1 Formulation mixte déplacement-contraintes en dynamique

(qui donnait les déformations à partir des contraintes). Elle est définie par :

Cijkl = S−1
ijkl =

E

1− ν2







t3

12
νt3

12 0
νt3

12
t3

12 0

0 0 (1−ν)
2

t3

12







(1.26)

Cette matrice de rigidité définie la relation constitutive suivante :

σij = Sijkl eij (1.27)

L’interpolation des déplacements donnée dans la section 1.3.3 par l’équation 1.14
reste identique. En appliquant les équations de Lagrange de la même façon que dans
la section précédent 1.3.4, on obtient le système matriciel classique suivant :

MpriÜ +KpriU = F (1.28)

avec :

Mpri =

∫∫

S

NTmNdS (1.29)

Kpri =

∫∫

S

(DN)TC(DN)dS (1.30)

Il est important de noter que la matrice Mpri (équation 1.29) est exactement la
même que la matrice M (équation 1.20) qui constitue la matrice Mmix (équation
1.23), à maillage et assemblage équivalent. De la même façon, les paramètres U du
MEF mixte (équation 1.23) sont les mêmes que les paramètres U du MEF primal
(équation 1.28). Cette dernière caractéristique va s’avérer cruciale dès lors que les
informations du modèle primal nous serviront à réduire le modèle mixte (chapitre 3).
L’assemblage des éléments se fait de la même façon que pour le modèle mixte (voir
section 1.3.5), explicitement en déplacements.

1.4 Éléments-finis mixtes déplacements-contraintes pour
plaques de Reissner-Mindlin

De la même façon que pour la section précédente, dans toute cette partie, on
considère que l’élément que l’on traite est dans le plan (x, y) et l’épaisseur de l’élément
dans la direction z.

1.4.1 Définition de la théorie de plaque

La théorie des plaques de Reissner-Mindlin [Min51] (RM) est dite de “plaques
épaisses”, c’est-à-dire dont le rapport de la taille caractéristique R de la structure
sur l’épaisseur t vérifie : 5 6

R
t
6 10. Elle prend en considération les phénomènes
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w

x

y

z

(a) (b)

Figure 1.2: Théorie de Kirchhoff-Love : (a) Déplacements, (b) Contraintes
généralisées : moments de flexions (Mx,My)

T , moment de torsions Mxy

et efforts de cisaillements transverses (Qx, Qy)
T

de cisaillements qui ne sont pas prépondérants dans la théorie des plaques fines de
KL (voir section 1.3.1). Cela provient de la différence d’hypothèse sur les champs de
déplacements qui sont indépendants les uns des autres (voir figure 1.2(a)) :

ui =







w
θx
θy






(1.31)

avec, de la même façon : w le déplacement transverse, θx et θy les rotations de section
autour des axes x et y. Les rotations n’étant pas des dérivées spatiales du déplacement
transverse, les déformations et contraintes hors-plan ne s’annulent pas et ne peuvent
être négligées.
Dans ce cas, les déformations sont données par :

eij =







ǫxx
ǫyy
γxy
γxz
γyz







= Dui (1.32)

avec D l’opérateur/tenseur déplacements/déformations suivant :

D =







0 0 ∂
∂x

0 − ∂
∂y

0

0 ∂
∂x

∂
∂y

∂
∂x

0 1
∂
∂y

−1 0







(1.33)
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Les contraintes généralisées sont ainsi définies comme suit (voir figure 1.2(b)) :

σij =







Mx

My

Mxy

Qx

Qy







(1.34)

avec, une fois de plus,
{
Mx,My,Mxy

}T
qui représente les moments de flexion et de

torsion déjà présents dans la théorie de KL (voir section 1.3.1). On note dans le cas

plaques épaisses, l’apparition des efforts de cisaillement transverse
{
Qx, Qy

}T
.

La matrice de souplesse élastique qui caractérise l’équation 1.10 dans le cas plaques
épaisses est donnée par :

Sijkl =







12
Et3

− 12ν
Et3

0 0 0
− 12ν

Et3
12
Et3

0 0 0

0 0 24(1+ν)
Et3

0 0

0 0 0 2,4(1+ν)
Et

0

0 0 0 0 2,4(1+ν)
Et







(1.35)

1.4.2 Interpolation des déplacements

Dans le cas des plaques épaisses de RM, le déplacement transverse et les rotations
de section autour des axes x et y ne sont pas liés par une dérivée spatiale (voir
équation 1.31). Par conséquent, la continuité des déplacements ne se fait que sur les
valeur primaires (et non sur les dérivées spatiales comme dans le cas KL, voir section
1.3.2). La continuité est dite C0 en déplacement. Nous supposons que les champs
w, θx et θy, pour un élément quadrangle à 4 nœuds, sont interpolés en terme de
déplacements nodaux

{
wi θxi θyi

}
(i = 1,2,3,4), de la façon suivante :

w(x, y) =
4∑

i=1

Ni(x, y)wi (1.36)

θx(x, y) =

4∑

i=1

Ni(x, y)θxi
(1.37)

θy(x, y) =
4∑

i=1

Ni(x, y)θyi (1.38)

Ce qui nous donne :

ui =







w
θx
θy






=







N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0 0
0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4













U1

U2

...
U12







(1.39)
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Le choix des fonctions de forme, avec 4 conditions/équations caractéristiques (qua-
drangle choisis à 4 nœuds) nous mène à des fonctions quadratiques. Il est à noter que
l’utilisation de triangles (uniquement 3 nœuds, donc 3 conditions et des fonctions
linéaires dans les deux directions) est insuffisante pour observer des phénomènes
de cisaillement, d’où le choix des éléments quadrangles. Les fonctions de forme en
déplacement pour cette théorie sont définies comme suit :

Ni(x, y) = ai + bix+ ciy + dixy (1.40)

1.4.3 Interpolation des contraintes

De façon analogue à l’interpolation des contraintes dans la théorie des plaques fines
1.3.3, nous supposons que les champs sont interpolés par des fonctions linéaires dans
les deux directions du plan, et qu’il n’y a pas de continuité sur les bords ou les nœuds
des quadrangles. Chaque champ de contraintes (5 différents pour cette théorie) est
défini par 3 paramètres β dans chaque élément, de la façon suivante :

σij =







Mx

My

Mxy

Qx

Qy







= Pβ

σij =







1 x y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 x y 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 x y 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 x y 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 x y













β1
β2
.
.

β15







(1.41)

En résulte de ce choix des matrices élémentaires de 27 paramètres par quadrangle
(12 paramètres de déplacements U et 15 paramètres de contraintes généralisées β).

1.4.4 Formulation matricielle

La formulation continue mixte d’Hellinger-Reissner présentée dans l’équation 1.4
peut être discrétisée grâce aux équations 1.39 et 1.41. Il en résulte un système matri-
ciel à l’équilibre identique à l’équation 1.23 définie dans la section 1.3.4 concernant
la théorie de KL, à la différence près que les éléments constitutifs de ces matrices
ont été modifiés et agrandis par l’ajout de cisaillement (voir sections 1.4.1, 1.4.2 et
1.4.3).
Les remarques concernant l’assemblage en déplacement sont également valables pour
cette théorie de plaques.
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1.4.5 Assemblage

De façon analogue à l’assemblage du MEF utilisant la théorie de KL, l’assemblage
se fait de façon explicite en déplacements, et implicite en contraintes (voir section
1.3.5).

1.4.6 Modèle Éléments-Finis primal équivalent

De la même façon que dans la section 1.3.6, il convient de définir le modèle primal
équivalent au modèle mixte pour la théorie de RM, pour les comparaisons de conver-
gence des deux modèles (cf. chapitre 2) et l’utilisation du modèle primal pour réduire
le modèle mixte (cf. chapitre 3).

Le Lagrangien 1.28 reste le même. En revanche, la matrice de rigidité Cijkl est
légèrement modifiée par l’ajout des phénomènes de cisaillements :

Cijkl = S−1
ijkl =

E

1− ν2







t3

12
νt3

12 0 0 0
νt3

12
t3

12 0 0 0

0 0 (1−ν)
2

t3

12 0 0

0 0 0 5(1−ν)t
12 0

0 0 0 0 5(1−ν)t
12







(1.42)

De façon analogue à la section 1.3.6, l’interpolation des déplacements donnée dans
la section 1.4.3 par l’équation 1.39 reste la même. Le système matriciel primal obtenu
après application des équations de Lagrange est identique à celui de l’équation 1.28,
à la différence près que les éléments constitutifs de la matrice Kmix (que sont la
matrice des fonctions de forme et la matrice de rigidité), prennent maintenant en
compte le cisaillement (voir sections 1.4.1, 1.4.2 et 1.4.6).

Les remarques de la section 1.3.6 concernant la correspondance des matrices Mpri

et M sont toujours valables, de même que la correspondance des DDL de déplace-
ments des modèles primaux et mixtes.

1.5 Conclusions

Ce chapitre nous a permis de présenter le Modèle Éléments-Finis Mixte dépla-
cement/contraintes généralisées que nous avons implémenté sous Matlab pour des
problèmes plaques, à partir de la formulation mixte d’Hellinger-Reissner. Ce modèle
est un développement sous la forme dynamique de MEF mixtes statiques présents
dans la littérature (comme celui de [DMID99]). Nous avons développé cette formu-
lation à la fois pour la théorie de Kirchhoff-Love des plaques fines et la théorie de
Reissner-Mindlin pour les plaques modérément épaisses à épaisses. Pour chacun des
deux modèles mixtes, nous avons également mis en place un modèle primal équivalent
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basé sur un Lagrangien classique et les cacluls d’énergies cinétiques et potentielles.

Dans ce cadre, nous avons mis en place une ToolBox Matlab qui permet de cons-
truire les matrices constitutives mixtes d’une structure à partir de n’importe quel
maillage complexe d’éléments plaques triangles et quadrangles, et des fonctions qui
permettent d’utiliser et stocker les structures EF, de bloquer des nœuds, afficher le
maillage et les déformations, et calculer les réponses statiques et dynamiques de nos
modèles. Le schéma 1.3 donne le fonctionnement général de la Toolbox de construc-
tion du modèle.

Il s’agit maintenant de vérifier la convergence de nos modèles par rapport à des
MEF classiques et d’en vérifier les caractéristiques principales, avantages et inconvé-
nients.

PARAMETRES STRUCTURELS
- table des noeuds
- table de connectivité
- épaisseur des éléments

PARAMETRES MATERIAUX
- module de Young E
- masse volumique ρ
- coefficient de Poisson ν

TOOLBOX

“MODELE”

MATRICES
MIXTES

Kmix / Mmix

MATRICES
PRIMALES
Kpri / Mpri

REPONSE
- statique
- dynamique

AFFICHAGE
- déplacements
- contraintes

SORTIES

ENTREES

et/ou

Figure 1.3: Schéma entrées/sorties global de la Toolbox de construction du modéle
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Chapitre 2

Convergence et caractéristiques des
modèles mixtes

Ce chapitre a pour but d’étudier la convergence dynamique en déplacements et
en contraintes, et les caractéristiques, tant positives que négatives, de notre modèle,
tel qu’il a été mis en place. Plusieurs études de convergence sont disponibles dans
la littérature pour différents types de MEF mixtes dont les modèles plaques [AW03,
Bab73, FdV65, FdVS68, GL76, HCH78, LR86, dMU06, PF00, SC87, SB86a, SB86b,
WC09, WLL+14]. La plupart du temps, ces analyses sont faites d’un point de vue
statique pour des plaques épaisses car c’est un domaine dans lequel la formulation
mixte s’avère intéressante en terme de continuité. Les analyses de convergence et des-
criptions de modèles mixtes en dynamique sont beaucoup plus rares [WC09, OK98].
De plus, les choix d’interpolation des deux champs, les espaces d’intégration et les
types d’éléments font différer les convergences entre elles. Il apparâıt donc essentiel
de l’étudier d’un point de vue dynamique vibratoire, en déplacements et contraintes,
pour le modèle développé dans le chapitre 1 et les deux théories de plaques associées.

La structure test sur laquelle on se propose d’étudier la convergence de nos modèles
est une plaque simple rectangulaire encastrée sur un côté et libre sur les trois autres
(voir figure 2.1). Elle est composée de d’EF quadrangles de RM (figure 2.1a) ou d’EF
triangles de KL (2.1b). Le matériau qui est utilisé pour les applications numériques a
les propriétés du tableau 2.1. On se propose de faire varier l’épaisseur t et la densité
du maillage pour vérifier la validité du modèle.

La formulation primale étant la plus répandue, on se concentre dans un premier
temps sur la convergence des modèles primaux équivalents vers une référence choisie.
On étudie ensuite la convergence en champs de déplacements des modèles mixtes des
deux théories des plaques vers leurs modèles primaux équivalents respectifs. Enfin,
nous traitons la convergence en champs de contraintes du modèle mixte de KL vers
son modèle équivalent, pour enfin conclure sur les avantages et inconvénients com-
putationnels de notre modèle.

2.1 Convergence du modèle primal en déplacements

Dans cette section, nous étudions la convergence des MEF primaux équivalents à
nos modèles mixtes pour les deux théories de plaque choisies (sections 1.3 et 1.4), pour
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Chapitre 2 Convergence et caractéristiques des modèles mixtes

Module de Young 2.1× 1011 Pa

Coefficient de Poisson 0.33

Masse volumique 7.5× 103 kg·m−3

Table 2.1: Caractéristiques de l’acier utilisé pour les applications numériques

(a) Éléments quadrangle de Reissner-Mindlin (b) Éléments triangle de Kirchhoff-Love

Figure 2.1: Plaque rectangulaire plane (en m)

deux épaisseurs différentes par théorie et plusieurs densités de maillage différentes.

2.1.1 Méthode

Le test de convergence dynamique se fait avec le calcul de l’erreur relative sur
les valeurs des dix premières fréquences propres du modèle entre les modèles pri-
maux équivalents (sections 1.3.6 et 1.4.6) et une référence choisie. Dans notre cas, la
référence a été prise sur un MEF Comsol avec un maillage extrêmement dense. Le
calcul de l’erreur relative ǫi,pri/ref de la fréquence propre du mode i est donné par :

ǫi,pri/ref =
abs(fi,primal − fi,reference)

fi,reference
(2.1)

avec fi,primal la fréquence propre du mode i du modèle primal et fi,reference la fréquence
propre du mode i de la référence.

2.1.2 Plaques épaisses de Reissner-Mindlin

Les résultats obtenus pour la convergence de la théorie de RM, telle que nous l’avons
implémentée (section 1.4), pour deux épaisseurs différentes, sont résumés dans les ta-
bleaux 2.2 (épaisseur t = 5 cm, ratio “taille caractéristique de la plaque/épaisseur”
R
t
= 8) et 2.3 (t = 1 cm, R

t
= 40). Nous constatons, en accord avec les problèmes

de continuité, de représentation et de “shear-locking” des plaques épaisses (évoqués
dans la section 1.1.2), que cette théorie nécessite un nombre élevé d’éléments, même
pour un ratio taille caractéristique de la plaque/épaisseur conforme à la théorie
(5 6

R
t

6 10, cf. section 1.4.1). L’erreur relative en fréquence ne descend en-
dessous des 10% que si la taille caractéristique de l’élément te devient plus petite que
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2.2 Convergence en déplacements du modèle mixte vers le modèle primal

l’épaisseur (te 6 t), et il apparâıt qu’il faut la diminuer encore plus pour atteindre
des valeurs acceptables. Cela confirme les défauts de la théorie des plaques épaisses
décrites dans la littérature [ADB98, BD86, BBR00, HCH78, dMU06, NXLTHNT10,
SB83].

Taille caractéristique élément te (cm)
9.5 4.8 3.2 2.4 1.9

Mode
Élt

100 400 900 1600 2500

1 44.3 12.7 5.7 3.2 0.01
2 15.5 1.90 0.6 0.16 0.002
3 46.2 12.9 5.9 3.2 0.02
4 12.0 3.20 1.4 0.70 0.006
5 19.0 13.5 6.0 3.3 0.02
6 15.2 5.90 2.5 1.4 0.01
7 26.3 14.9 9.0 0.13 0.002
8 29.5 5.30 1.7 0.90 0.008
9 34.0 8.60 3.7 2.0 0.01
10 16.5 2.40 1.0 0.48 0.004

Table 2.2: Erreur relative ǫi,pri/ref pour les premières fréquences propres i de la struc-

ture 2.1b pour t = 5 cm (R
t
= 8) et la théorie de RM

2.1.3 Plaques fines de Kirchhoff-Love

Les résultats obtenus dans le cadre de la théorie de KL, telle que nous l’avons
implémentée (section 1.3), pour deux épaisseurs différentes, sont résumés dans les
tableaux 2.4 (t = 1 cm, R

t
= 40) et 2.5 (t = 1mm, R

t
= 400). Les ratios “taille

caractéristique de la plaque/épaisseur” correspondent à la théorie des plaques minces
(R
t
> 10, cf. section 1.3.1). Ces résultats montrent une très bonne convergence avec

un nombre bien plus réduit d’éléments que pour la théorie de RM. Le ratio “taille
caractéristique des éléments te/épaisseur t” ne semble pas influencer la convergence
du modèle, c’est-à-dire qu’une plaque donnée a la même convergence en fonction du
nombre d’éléments, quelque soit son épaisseur (vérifiant la théorie des plaques fines),
contrairement à la théorie de RM.

2.2 Convergence en déplacements du modèle mixte vers
le modèle primal

Dans cette section, nous étudions la convergence des MEF mixtes (sections 1.4
et 1.3) par rapport aux modèles primaux équivalents (sections 1.4.6 et 1.3.6) pour
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Chapitre 2 Convergence et caractéristiques des modèles mixtes

Taille caractéristique élément te (cm)
2.4 1.6 1.19 0.95 0.79 0.59

Mode
Élt

1600 3600 6400 10000 14400 25600

1 64.2 32.4 19.1 12.9 8.83 2.67
2 8.10 4.05 2.30 1.44 0.81 0.403
3 100 32.4 19.3 12.7 8.88 2.78
4 24.9 7.32 4.20 2.62 1.77 0.728
5 100 32.2 19.0 12.5 8.78 1.98
6 44.5 12.7 7.40 4.67 3.17 1.39
7 35.8 17.2 13.2 10.6 7.50 2.79
8 45.6 19.3 8.70 4.45 2.70 0.822
9 46.9 8.58 3.01 1.89 1.28 0.463
10 59.6 18.0 10.4 6.65 4.57 1.67

Table 2.3: Erreur relative ǫi,pri/ref pour les premières fréquences propres i de la struc-

ture 2.1b pour t = 1 cm (R
t
= 40) et la théorie de RM

Taille caractéristique élément te (cm)
47.5 32.9 23.8 5.9

Mode
Élt

16 64 256 1024

1 2.94 1.47 0.53 0.21
2 8.13 1.90 0.42 0.10
3 6.80 1.19 0.40 0.13
4 - 7.58 1.6 0.33
5 - 2.87 0.24 0.066
6 - 11.6 2.3 0.41
7 - 1.72 0.015 0.01
8 - 4.90 0.27 0.0086
9 - 3.35 0.062 0.0021
10 - 20.4 3.3 0.43

Table 2.4: Erreur relative ǫi,pri/ref pour les premières fréquences propres i de la struc-

ture 2.1a pour t = 1 cm (R
t
= 40) et la théorie de KL
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2.2 Convergence en déplacements du modèle mixte vers le modèle primal

Taille caractéristique élément te (cm)
47.5 32.9 23.8 5.9

Mode
Élt

16 64 256 1024

1 3.16 2.11 1.05 0.00
2 8.14 1.67 0.421 0.0038
3 6.68 1.17 0.333 0.0021
4 43.2 7.55 1.63 0.3
5 24.8 2.86 0.244 0.2
6 - 11.6 2.26 0.4
7 - 1.77 0.0186 0.0053
8 - 4.85 0.268 0.0084
9 - 3.60 0.291 0.06
10 - 20.4 3.72 0.4

Table 2.5: Erreur relative ǫi,pri/ref pour les premières fréquences propres i de la struc-

ture 2.1a pour t = 1mm (R
t
= 400) et la théorie de KL

les deux théories de plaques choisies, pour deux épaisseurs différentes par théorie
et plusieurs densités de maillage différentes (les mêmes que dans la section 2.1). Le
choix de présenter la convergence des modèles primaux vers une référence avant de
présenter la convergence des modèles mixtes vers les primaux résulte directement des
résultats de cette section. En effet, nous montrons ici que les modèles mixtes tels
que nous les avons implémentés donnent des résultats quasi identiques aux modèles
primaux classiquement utilisés. D’où l’intérêt de présenter les résultats des modèles
primaux au préalable.

2.2.1 Plaques épaisses de Reissner-Mindlin

Méthode

La procédure de vérification de convergence est composée de deux critères. Le
premier des deux est l’erreur relative ǫi,mix/pri entre les fréquences propres du mode
i du MEF mixte (section 1.4) et du MEF primal équivalent (section 1.4.6) pour la
théorie de RM :

ǫi,mix/pri =
abs(fi,mixed − fi,primal)

fi,primal
(2.2)

avec fi,mixed la fréquence propre du mode i du MEF mixte de RM et fi,primal la
fréquence propre du mode i du MEF primal équivalent. Le second critère concerne
la forme des modes propre, symbolisé par un critère de MAC sur les paramètres de
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Chapitre 2 Convergence et caractéristiques des modèles mixtes

déplacements :

MAC(i, j) =
(XT

i Y j)
2

(XT
i Xi)(Y

T
j Y j)

(2.3)

avec Xi la forme du mode i du MEF primal équivalent et Y j la forme du mode j du
MEF mixte, en prenant en considération uniquement les paramètres de déplacements
du MEF mixte. Le principe d’un critère de MAC est de comparer des vecteurs (en
l’occurrence de déformées propres) entre eux.MAC(i, j) est compris entre 0 et 1. Plus
il est proche de 1, plus les deux modes Xj et Y j se ressemblent. Par conséquent, si
les deux modèles correspondent bien l’un à l’autre, le critère doit donner les résultats
suivant :

si i = j alors MAC(i, j) ≃ 1 (2.4)

Il convient de noter que si i 6= j, nous n’avons pas nécessairement MAC(i, j) = 0.
Le critère peut se rapprocher de la valeur 1 si les modes se ressemblent. L’étude de
convergence se fait sur la bande fréquentielle la plus large possible, en fonction de la
densité du maillage et de la fréquence du dernier mode n observable sur un maillage
de n DDL. Nous choisissons toutefois de limiter l’étude à une bande de 0 à 20 kHz
même si un donné maillage permet numériquement d’observer un mode de fréquence
plus élevée.

Représentation des résultats

Les résultats sont présentés dans les figures 2.2 (t = 1 cm) et 2.3 (t = 5 cm). Ces
graphiques donnent l’erreur relative ǫi,mix/pri (équation 2.2) sur les fréquences propres
en fonction du mode i, et comparent cette courbe à une limite arbitraire fixée à 3%.
Ajoutés à cela, des marqueurs sont affectés à chaque point de mode i, et donnent un
aperçu du critère de MAC pour le mode i correspondant. Ces marqueurs sont définis
de la façon suivante :

– marqueur noir : MAC(i, i) > 0.8 (critère “bon”) ;
– marqueur gris : 0.5 6 MAC(i, i) < 0.8 (critère “moyen”) ;
– marqueur blanc : MAC(i, i) < 0.5 (critère “mauvais”).

Quand le graphique n’affiche pas de marqueur pour un mode i donné, cela veut
dire que l’erreur relative associée à ce mode i est nulle et que le critère de MAC est
bon. L’étude de convergence se fait sur différentes tailles de maillage, et le tableau 2.6
répertorie les tailles caractéristiques des éléments te en fonction du nombre d’éléments
des maillages utilisés dans le cadre de la théorie de RM.

Nombre d’éléments 100 400 900 1600 2500 4900

Taille caractéristique élément te (cm) 9.5 4.8 3.2 2.4 1.9 1.35

Table 2.6: Nombre d’éléments composant les maillages de RM et tailles ca-
ractéristiques des éléments te
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2.2 Convergence en déplacements du modèle mixte vers le modèle primal

Épaisseur t = 1 cm

Les résultats présentés pour cette épaisseur dans la figure 2.2 montrent des diffé-
rences en fonction du nombre d’éléments du maillage. Pour 100 élements (2.2a) com-
posant la structure test, plusieurs erreurs relatives sont supérieures à 3% et quelques
critères de MAC sont moyens voire mauvais. Pour 400 et 900 éléments (2.2b et 2.2c),
les résultats sont meilleurs, mais il persiste quelques erreurs relatives supérieures à
3% et des critères de MAC moyens et mauvais. Pour 1600 éléments (2.2d) et plus
(2.2e et 2.2f), les erreurs relatives sur tous les modes observables sont inférieures à
3%. Néanmoins, quelques critères de MAC moyens ou mauvais subsistent pour 1600
et 2500 éléments. Enfin, pour 4900 éléments (2.2f), ce qui correspond à une taille
caractéristique d’élément de te = 1.35cm, les critères de MAC moyens ont disparus
et les deux critères de convergence sont excellents. On peut considérer, à partir de
cette densité de maillage, que le modèle mixte a parfaitement convergé vers le modèle
primal équivalent.
On peut aisément faire l’analogie de ces résultats avec ceux obtenus dans la section
2.1.2 : dès que le modèle primal converge vers la solution du problème, le modèle
mixte converge vers le modèle primal équivalent et donc vers la même référence, ce
qui veut donc dire que les deux formulations, telles qu’implémentées dans le chapitre
1, convergent au même moment, pour la même densité de maillage, et vers la même
solution en déplacements.
Il semblerait même que la convergence mixte/primal soit légèrement meilleure que
la convergence primal/référence, car les résultats sont bons dans le premier cas pour
4900 éléments dans le maillage, alors qu’ils peuvent varier de 25% dans le second
cas. En d’autres termes, du moment qu’il y a convergence de l’un des deux modèles
vers la référence (ou convergence de la théorie), on peut être certains que les deux
formulations EF convergent de la même façon vers cette convergence, ce qui veut
dire que les résultats de convergence de la section précédente 2.1.2, valables pour le
modèle primal, le sont aussi pour le mixte.

Épaisseur t = 5 cm

Les résultats présentés dans la figure 2.3 dans le cas d’une épaisseur plus grande
(t = 5cm) montrent une meilleure convergence. Le critère des fréquences propres est
bon (ǫi < 3%) pour 100 éléments (2.3a) composant la plaque, et plus (2.3b, 2.3c,
2.3d, 2.3e et 2.3f). Il reste cependant quelques critères de MAC moyens pour 100
éléments (2.3a). En revanche, dès 400 éléments (2.3b, ce qui correspond à une taille
caractéristique d’élément de te = 4.8 cm) et pour les maillages plus denses (te plus
petit), les deux critères sont excellents, et par conséquent les modèles mixtes et pri-
maux convergent ensemble vers la même référence.
Ainsi, de la même façon que pour l’épaisseur t = 1 cm, il semblerait que, du mo-
ment que le modèle primal a convergé, le modèle mixte converge de la même façon
que ce dernier, et ces deux MEF donnent des résultats dynamiques identiques en
déplacements. Nos résultats montrent également que la convergence mixte/primal
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Figure 2.2: Erreur relative sur les fréquences propres ǫi,mix/pri en fonction du mode
i et aperçu du critère de MAC pour chaque mode, pour t = 1 cm (a :
100 éléments, b : 400, c : 900, d : 1600, e : 2500, f : 4900)
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est meilleure que primal/référence, ce qui renforce l’idée que, avant même que la
théorie ait convergé, les deux formulations s’accordent sur les mêmes résultats (ceux
énoncés dans la section 2.1.2).

Conclusions sur les plaques épaisses de Reissner-Mindlin

Comme expliqué précédemment, les résultats de la section précédente concernant la
convergence du modèle primal équivalent de RM peuvent être transposés au modèle
mixte de RM. Ainsi, les problèmes de convergence et de “shear-locking” redondants
dans la littérature sont les mêmes pour notre modèle mixte, avec les interpolations
choisies. La convergence d’une telle théorie semble être hautement dépendante de
l’épaisseur des éléments considérés, et demande une densité de maillage très élevée
pour converger vers la solution. Il existe de nombreuses méthodes (voir section 1.1)
qui permettent de compenser ces problèmes. Cependant, l’étude et l’application de
ce genre de méthodes n’est pas l’objet de ce travail, c’est la raison pour laquelle nous
faisons le choix de nous concentrer désormais uniquement sur l’utilisation du MEF
mixte avec la théorie de KL.
Voyons maintenant ce qu’il en est de la convergence de ce dernier d’un point de vue
dynamique sur les paramètres de déplacements.

2.2.2 Plaques fines de Kirchhoff-Love

Méthode

Les résultats obtenus en utilisant la même méthode (cf. section 2.2.1) que pour la
théorie des plaques épaisses de Reissner-Mindlin ne dépendent pas des deux épaisseurs
choisies (t = 1mm et t = 1 cm) et donnent des résultats excellents sur les deux critères
pour tous les maillages testés (cf. tableau 2.4 et 2.5) :

ǫi,mix/pri < 10−5 (2.5)

MAC(i, i) ≃ 1 (2.6)

Ces résultats étant excellents, nous avons décidé d’aller plus loin en calculant l’erreur
relative ǫFRF entre une FRF (“Frequency Response Function”) co-localisée (réponse
en fréquence du modèle à une excitation type figure 2.4) du MEF mixte de KL
(section 1.3) et la même FRF du modèle primal équivalent (section 1.3.6), en accord
avec l’excitation schématisée dans la figure 2.4. L’erreur ǫFRF est définie par :

ǫFRF,mix/pri(ω) =
abs(uFRF,mix(ω)− uFRF,pri(ω))

uFRF,pri(ω)
(2.7)

avec uFRF,mix(ω) la réponse en déplacement dans la direction z du MEF mixte au
niveau de l’excitation (voir figure 2.4) pour la pulsation ω, et uFRF,pri(ω) la réponse
en déplacement dans la direction z du MEF primal au niveau de l’excitation pour
cette même pulsation ω.
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(b) 400 éléments, t = 5cm

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

3920Hz 7793Hz 11496Hz 14222Hz 16907Hz

ǫ
i,
m
ix
/
p
ri

Mode i

(c) 900 éléments, t = 5cm
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(d) 1600 éléments, t = 5cm
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(e) 2500 éléments, t = 5cm
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(f) 4900 éléments, t = 5cm

Figure 2.3: Erreur relative sur les fréquences propres ǫi,mix/pri en fonction du mode
i et aperçu du critère de MAC pour chaque mode, pour t = 5 cm (a :
100 éléments, b : 400, c : 900, d : 1600, e : 2500, f : 4900)
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Résultats

Les résultats sont résumés dans les figures 2.6 (épaisseur t = 1 cm) et figure 2.5
(épaisseur t = 0.1 cm). Les calculs ont été faits pour 6 maillages différents(16(a),
64(b), 256(c), 410(d), 1024(e) et 4096(f) éléments). La bande fréquentielle étudiée
varie en fonction des maillages en raison de la convergence de ces derniers, d’où
la fréquence maximale d’étude faible pour des maillages grossiers. En outre, plus
l’épaisseur de la structure étudiée est faible, moins la plaque est rigide et plus les
fréquences propres sont basses, ce qui explique que le mode le plus élevé observable
soit parfois inférieur à 20 kHz.
Les résultats obtenus sont excellents, avec une erreur relative inférieure à 10−6, pour
les épaisseurs et maillages étudiés. Ils révèlent ainsi que, de façon analogue à la théorie
de RM (voir section 2.2.1), les MEF mixtes et primaux équivalents implémentés dans
les sections 1.3 et 1.3.6 pour la théorie de KL ont exactement les même convergences,
et aboutissent, dans les mêmes conditions de maillage et d’épaisseur, à la même
référence. Ainsi, les bons résultats de convergence du modèle primal de KL décris
dans la section 2.1.3 sont transposables au modèle mixte correspondant.

Figure 2.4: Excitation sur une plaque rectangulaire plane

Conclusions sur les plaques fines de Kirchhoff-Love

Pour conclure sur les plaques fines de Kirchhoff-Love, la convergence dynamique
des MEF utilisant cette théorie est très bonne (cf. section 2.1.3) et ne dépend pas de
l’épaisseur de la structure, dans la mesure où l’on reste dans le cadre des plaques fines.
De plus, le MEF mixte converge parfaitement vers le MEF primal, ce qui montre que
ces deux modèles ont des résultats identiques en terme de déplacements et conver-
gence modale en fréquence et déformées propres (même pour des hautes fréquences
qui se situent au-delà du domaine de convergence du maillage).
Les résultats obtenus avec cette théorie étant bien meilleurs qu’avec la théorie de
RM, nous nous concentrons désormais uniquement sur ce MEF mixte de KL pour le
reste de notre travail sur les méthodes de réduction et d’optimisation.

Il convient désormais de prêter attention à la partie contrainte du modèle, à savoir
la convergence vis-à-vis de ce champ et l’accès privilégié offert par notre formulation.
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Figure 2.5: Erreur relative ǫFRF entre les FRF co-localisées des modèles primaux et
mixtes pour la théorie de KL, pour t = 1mm (a : 16 éléments, b : 64,
c : 256, d : 410, e : 1024, f : 4096)
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Figure 2.6: Erreur relative ǫFRF entre les FRF co-localisées des modèles primaux et
mixtes pour la théorie de KL, pour t = 1cm (a : 16 éléments, b : 64, c :
256, d : 410, e : 1024, f : 4096)
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2.3 Convergence en contraintes du modèle mixte vers le
modèle primal

L’idée de cette section est de vérifier la validité des paramètres de contraintes des
modèles mixtes. En d’autres termes, après s’être assuré que les déplacements dyna-
miques du MEF mixte correspondent à ceux du MEF primal équivalent, on veut
désormais vérifier que les champs de contraintes obtenus correspondent également.
Compte-tenu de la section précédente, nous faisons le choix de nous concentrer uni-
quement sur le MEF des plaques fines de Kirchhoff-Love, que nous utilisons dans le
reste de ce travail et de comparer les champs de contraintes des modes propres des
MEF mixte et primaux. De façon analogue aux sections 2.1 et 2.2 précédentes, les
calculs sont effectués pour 2 épaisseurs et plusieurs maillages différents.

2.3.1 Calcul des contraintes en un nœud du maillage pour la théorie
de Kirchhoff-Love

Obtention du tenseur des contraintes à partir des contraintes
généralisées

Les trois composantes du tenseur de contraintes σxx(z), σyy(z) et σxy(z) dans
l’épaisseur z de la structure en un point donné sont exprimées en fonction des
contraintes généralisées Mx, My et Mxy du point au niveau du plan médian (voir
figure 1.1), de la façon suivante :

σxx(z) =
12Mx

t3
z (2.8)

σyy(z) =
12My

t3
z (2.9)

σxy(z) =
12Mxy

t3
z (2.10)

La différence entre les MEF mixtes et primaux résident dans la façon d’obtenir les
contraintes généralisées Mx, My et Mxy.

Récupération du champ de contraintes généralisées en formulation mixte

Si l’on utilise le MEF mixte, les contraintes généralisées Mx, My et Mxy (en un
point (x, y) du repère local d’un élément) sont définies au sein de l’élément d’après
l’équation 1.16, à savoir que :







Mx

My

Mxy






=







1 x y 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 x y 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 x y













β1
β2
...
β9







(2.11)

avec (β1, β2, ..., β9)
T les paramètres de contraintes de l’élément et (x, y, z) les coor-

données du point où l’ont veut les contraintes.
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Récupération du champ de contraintes généralisées en formulation
primal

Dans le cas du MEF primal, on choisit de reconstruire le champ de contraintes
généralisées (en un point (x, y) du repère local d’un élément) d’après les équations
constitutives 1.14, 1.6 et 1.27 de la théorie de KL, à savoir que :







Mx

My

Mxy
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=
E

1− ν2







t3

12
νt3

12 0
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−∂N2
∂x

... −∂N9
∂x






U

(2.12)

avec U =
{
U1 U2 ... U9

}T
les paramètres de l’élément et (x, y, z) les coordonnées

du point où l’ont veut les contraintes.
Certains MEF primaux utilisés dans l’industrie utilisent la méthode des Points de
Gauss pour reconstruire le champ de contraintes à partir du champ de déplacements.
Néanmoins, cette méthode est basée sur des approximations, et nécessite également
un post-traitement comme la méthode que nous utilisons.

Contraintes maximales dans l’épaisseur

Les contraintes maximales en un point donné (appartenant à un élément d’épaisseur
t) sont calculées pour une des deux couches extérieures de la structure (cf. figure 1.1).
Elles sont ainsi données par :

σxx,max =
6Mx

t2
(2.13)

σyy,max =
6My

t2
(2.14)

σxy,max =
6Mxy

t2
(2.15)

On notera ici que pour un point appartenant à plusieurs éléments en même temps (sur
un bord ou un nœud), nous effectuons la moyenne des contraintes calculées à partir
de chacun des éléments auxquels il appartient. Cette étape pourrait être supprimée
si le modèle construit utilisait un assemblage explicite en contraintes à la fois aux
noeuds et bords des éléments. Cette continuité étant implicite dans notre cas, nous
préférons moyenner les valeurs des contraintes de chacun des éléments.

2.3.2 Critère “MAC-like” en contrainte de Von Mises

Le paramètre défini pour vérifier la convergence en contraintes est un critère que
l’on appelle “MAC-like” en contrainte de Von Mises. Le principe est de calculer un
critère de MAC qui compare les vecteurs des contraintes de Von Mises aux nœuds du

37



Chapitre 2 Convergence et caractéristiques des modèles mixtes

maillage des MEF mixtes et primaux équivalents, pour tous les modes observables,
dans une bande maximale de 0 à 20 kHz. Il est défini comme suit :

MACstress(i, j) =
(XT

VM,iY VM,j)
2

(XT
VM,iXVM,i)(X

T
VM,iXVM,i)

(2.16)

avec respectivement XVM,i et Y VM,j les vecteurs des contraintes de Von Mises maxi-
males aux nœuds du maillage, respectivement pour le mode i du MEF primal et le
mode j du MEF mixte. De façon analogue à la section 2.2.1, le critère est compris
entre 0 et 1, et plus il est proche de 1, plus les vecteurs XVM,i et Y VM,j sont proches.
Le dénominateur du critère ne prend en compte volontairement que le MEF primal
(contrairement au critère 2.3), de façon à vérifier non seulement les correspondances
des champs de contraintes, mais aussi leurs amplitudes (MACstress = 1 uniquement
si les valeurs des amplitudes correspondent). La contrainte de Von Mises maximale
σVM aux nœuds du maillage est définie par :

σVM =
1√
2

√

(σxx,max − σyy,max)2 + σ2
yy,max + σ2

xx,max + 6σ2
xy,max (2.17)

avec σxx, σyy, σxy les composantes du champ de contraintes maximales (en surface
de la plaque), définies par les équations 2.13, 2.14 et 2.15.
De façon analogue à la première équation de 2.2.1, un critère “MAC-like” en contraintes
est bon s’il est défini par :

si i = j alors MACstress(i, j) ≃ 1 (2.18)

En d’autres termes, la propriété 2.18 se traduit par le fait que les champs de contraintes
des MEFmixtes et primaux équivalents sont quasi-identiques pour le mode i considéré.
En pratique, cela sous-entend que l’on veut dans la représentation graphique une dia-
gonale égale à 1, peu importe le reste des valeurs (si les autres valeurs sont proches
de 1, cela signifie just que 2 modes ont des champs de contraintes proches).

2.3.3 Plaques fines de Kirchhoff-Love

Les résultats obtenus sont résumés dans les figures 2.8 (épaisseur t = 1 cm) et 2.7
(épaisseur t = 0.1 cm), pour 5 des maillages cités précédemment dans le cadre de la
théorie de KL (16, 64, 256, 410 et 1024 éléments, les résultats du maillage de 4096
éléments étant difficiles à présenter). Il s’agit ici de se concentrer principalement sur
la diagonale qui donne les valeurs des critères MACstress(i, i) pour tous les modes i
observables dans la bande fréquentielle 0− 20 kHz. On constate ainsi que les valeurs
de ces critères de MAC sont très proches de 1 pour tous les maillages considérés et les
2 épaisseurs étudiées. En rentrant dans le détail des valeurs numériques, on observe :

pour i = j, 0.97 6 MACstress(i, j) 6 1 (2.19)
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Figure 2.7: Critère de MAC en contraintes MACstress(i, j), pour t = 1mm (a : 16
éléments, b : 64, c : 256, d : 410, e : 1024)
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Figure 2.8: Critère de MAC en contraintes MACstress(i, j), pour t = 1 cm (a : 16
éléments, b : 64, c : 256, d : 410, e : 1024)
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2.4 Avantages du modèle

2.3.4 Conclusions sur les plaques fines de Kirchhoff-Love

Les résultats présentés dans cette partie sont analogues à ceux présentés dans la
section 2.2.2 concernant la convergence en déplacements. Ils révèlent ainsi que la
convergence mixte/primal en contraintes est aussi bonne que celle en déplacements,
et que les deux modèles mixtes et primaux donnent, en plus de déplacements iden-
tiques, des valeurs de contrainte de Von Mises également identiques.

Ces observations permettent d’affirmer que les MEF mixtes et primaux de KL
tels que nous les avons mis en place dans la section 1.3 du chapitre 1 donnent, à
maillages et caractéristiques matériaux identiques, des contraintes et déplacements
modaux identiques. On peut donc transposer toutes les données de convergence que
l’on connâıt à propos des modèles plaques primaux utilisant la théorie de KL à des
modèles mixtes équivalents.

2.4 Avantages du modèle

Comme expliqué dans la section 1.1 du chapitre 1, la formulation mixte dans les
MEF présente des avantages énormes quand il s’agit de représenter le comportement
des plaques épaisses lorsque l’on prend en compte le cisaillement, en choisissant avec
précautions les champs et leurs interpolations. Dans notre cas d’étude, nous n’avons
pas cherché à bénéficier de cette caractéristique (voir section 2.2.1 et les problèmes
de convergence de la théorie de RM), mais plutôt à profiter d’un autre attribut es-
sentiel de cette formulation : l’accès privilégié aux contraintes avec les paramètres β
de contraintes généralisées.
En effet, la plupart des MEF utilisés dans l’industrie sont basés sur une formulation
primale, et n’obtiennent ainsi que le champ de déplacements en tant que résultat
primaire. A partir de là, il faut remonter au champ de contrainte en utilisant les
méthodes décrites dans la section 2.3.1, dans le cas primal ou mixte, suivant le cas.
Comme on peut le constater aisément en comparant les équations 2.11 et 2.12, la for-
mulation primale nécessite des calculs plus lourds, et cela se traduit nécessairement
par des temps de calcul plus importants.
C’est ce que nous avons voulu vérifier en notant le temps de calcul nécessaire à la
reconstruction du champ de contraintes de Von Mises pour les deux formulations
et les différents maillages d’éléments triangles de KL (section 2.2.2), dans le cas de
la structure “plaque” de la figure 2.4. Le tableau 2.7 résume les temps de calcul
constatés. On peut voir que si les gains en temps de calculs diminuent lorsque la
taille du maillage augmente, ils restent systématiquement supérieurs ou égaux à 10%
et confirment l’intérêt d’utiliser ce type de modèles mixtes quand il s’agit de recons-
truire le champ de contraintes rapidement, d’autant plus qu’ils donnent des résultats
identiques en déplacements et en contraintes, comme montré précédemment (sections
2.2 et 2.3).
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Nombre d’éléments 16 64 256 410 1024 4096
Nombre de DDL 222 822 3174 5118 12486 49542

Gain en temps de calcul
(champ de contraintes
sur toute la structure)

45% 25% 19 % 15% 11% 10%

Table 2.7: Gain en temps de calcul pour la reconstruction du champ de contraintes
de Von Mises de la structure “plaque” (figure 2.4) avec le MEF mixte
par rapport au MEF primal

2.5 Spécificités et inconvénients du modèle

Bien que meilleurs pour la description des contraintes, et plus rapides pour recons-
truire ces champs, les modèles mixtes présentent quelques inconvénients.

2.5.1 Nombre de degrés de liberté élevé

Tout d’abord, le nombre de DDL des matrices élémentaires est plus grand que
pour le MEF primal équivalent, classiquement utilisé dans l’industrie, en raison de
l’addition des paramètres de contraintes. Dans le cas de la théorie de KL, les matrices
élémentaires sont 2 fois plus grandes. De plus, étant donné que l’assemblage ne se
fait que sur les déplacements, et non sur les paramètres de contraintes (cf. section
1.3.5), ce ratio ne fait qu’augmenter avec la taille de l’assemblage. Cet inconvénient
implique des temps de calcul plus importants pour l’assemblage et la manipulation
des matrices pour le calcul de réponses dynamiques.
En ce qui concerne l’assemblage des matrices, le temps de calcul peut difficilement
être amélioré par rapport à un modèle primal, et toute amélioration a de grande
chances de s’adapter à la fois aux modèles mixtes et primaux. Cependant, dans le
cas d’applications où l’on travaille sur le même assemblage, ou encore dans le cas où
l’on peut changer des paramètres structurels sans remaillage nécessaire (cf. méthodes
d’optimisation chapitre 5), cet inconvénient n’a plus lieu d’être.
Pour ce qui est du calcul de la réponse de la structure, si l’on intègre ce temps de calcul
dans les mesures de gain mixte/primal de la section 2.4 pour la reconstruction du
champ de contraintes, on constate que la différence est infime, et que la formulation
mixte reste avantageuse. En revanche, dans le cas où l’on doit répéter le calcul de
la réponse un certain nombre de fois (et donc répéter une inversion de matrice de
grande taille), cela peut devenir un inconvénient. D’où l’intérêt d’étudier différentes
possibilités de méthodes de réduction des matrices mixtes dans le chapitre 3.

2.5.2 Matrices singulières

Un autre inconvénient des MEF mixtes réside dans la formulation matricielle de
l’équation 1.23. En effet, les matrices de masses mixtes Mmix et de raideurs mixtes
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Kmix sont singulières, ce qui implique que l’on ne peut pas aisément les diagona-
liser, en trouver les valeurs propres et utiliser des méthodes de réduction et sous-
structuration modale classiques. Il existe des méthodes qui consistent à condenser les
DDL sur les DDL de contraintes [OK98] en utilisant la deuxième ligne de l’équation
d’équilibre de base 1.23 de la façon suivante :

β = −(H−1G)U (2.20)

Cette équation donne une relation matriciellement linéaire entre les paramètres de
contraintes et de déplacements, et permet de condenser le système matriciel 1.23 de
la façon suivante :

M eqÜ +KeqU = F (2.21)

avec

Keq = −GTH−1G (2.22)

et

M eq = M (2.23)

Cette méthode permet de réduire le problème mais pas de régler le problème de sin-
gularité, la diagonalisation de M eq et Keq étant impossible. De plus, cette forme
condensée nécessite l’inversion d’une grande matrice H, donne une réponse unique-
ment en déplacements et nécessite un calcul supplémentaire avec l’équation 2.20.
Nous souhaitons pour notre part conserver le modèle mixte dans sa forme primaire.
Une conséquence directe de cette caractéristique : on ne peut pas obtenir une ana-
lyse modale rapide avec des vecteurs et fréquences propres. Nous choisissons ainsi de
construire des FRF co-localisées pour obtenir les fréquences propres et les réponses
dynamiques modales sur une bande fréquentielle choisie. Nous devons pour cela exci-
ter la plaque sur un DDL choisi, comme sur l’exemple figure 2.4 et calculer la réponse
d’après l’équilibre dynamique comme suit :

{
U

β

}

= (Kmix − ω2Mmix)
−1

{
F

0

}

(2.24)

avec ω la pulsation choisie de la force harmonique, F la force appliquée sur le DDL
choisi du maillage (cf. figure 2.4). Ce calcul nous donne ainsi la réponse dynamique
mixte de la structure sous une excitation harmonique de pulsation ω sur le DDL
choisi.
Si l’on souhaite reconstruire une FRF “complète” sur une bande choisie, il faut répéter
cette opération autant de fois que l’on veut de points pour définir la courbe de la FRF
(ce qui s’avère très coûteux, comme expliqué précédemment dans 2.5.1) et choisir un
DDL à exciter/observer. De plus, nous avons le risque de manquer une fréquence
propre à cause de la discrétisation du signal, et également du DDL choisi/observé.
On peut également, d’après les résultats montrés dans la section 2.2, calculer les
fréquences propres du modèle primal et les utiliser pour les modèles mixtes en se
plaçant dans un domaine qui a convergé.
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2.6 Conclusions

Ce chapitre nous a permis de mettre en place des méthodologies d’étude de conver-
gence dynamiques pour des MEF mixtes, avec procédure de vérification de conver-
gence modale en déplacements, et développement d’une méthode “MAC-like” pour
la convergence en contraintes de Von Mises. Le tableau 2.8 récapitule les résultats et
observations de ce chapitre. Pour résumer, les modèles mixtes implémentés dans
le chapitre 1 donnent des résultats dynamiques identiques aux modèles primaux
équivalents, à la fois en déplacements et en contraintes (même en hautes fréquences,
lorsque le maillage n’est plus forcément représentatif). Par conséquent, les résultats
usuels de convergence des modèles primaux équivalents pour les théories de KL et
RM sont transposables à nos modèles mixtes à maillages et propriétés identiques.
Ainsi, la théorie de RM présente des problèmes de convergence numérique (“shear
locking”) tandis que la théorie de KL présente une très bonne convergence. C’est la
raison pour laquelle nous faisons le choix de conserver uniquement le modèle mixte de
KL pour le reste de l’étude. Ce dernier montre des temps de calculs de reconstruction
du champ de contraintes intéressants avec un gain entre et 45 et 10% par rapport
aux modèles primaux équivalents pour les maillages considérés.

Néanmoins, cette étude nous a permis de mettre en lumière des inconvénients im-
portants des formulations mixtes lorsqu’elles sont utilisées en EF. D’une part, la taille
des matrices constitutives qui est importante, ce qui implique un temps d’assemblage
plus important, ainsi qu’un temps de calcul de réponse de la structure accru. Cette
dernière caractéristique nous a amené à imaginer des méthodes de réduction et de
sous-structuration de façon à réduire numériquement les modèles. Cependant, un
autre inconvénient réside dans la singularité des matrices qui ne permet pas une
analyse modale simple, ni l’utilisation de méthodes de sous-structurations modales
classiquement utilisées pour des MEF primaux. Partant de ces constatations, nous
avons décidé d’imaginer des méthodes de réduction qui dispensent de calculer les
modes propres du modèle mixte. Le chapitre 3 suivant décrit cette réflexion et les
méthodes développées.
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2.6 Conclusions

Critère KL RM

Convergence MEF primal

Fréquences propres Très bonne Mauvaise
Influence épaisseur ? Non Oui

Convergence MEF mixte/primal en déplacements

Fréquences propres Excellente Excellente
Déformées propres Excellente Excellente
FRF co-localisée Excellente -

Influence épaisseur ? Non Oui
En déplacements : Mixte = Primal

Convergence MEF mixte/primal en contraintes

MAC-like en contraintes Excellente -
Influence épaisseur ? Non -

En contraintes : Mixte = Primal

Avantges

Gain temps de calcul pour
la reconstruction du champ

10-45 % -

Inconvénients

Taille numérique
- Assemblage plus lent

- Calcul réponse plus lent (négligeable)

Matrices singulières
- Analyse modale complexe

- Réductions modales primales impossibles

Table 2.8: Résumé des convergences, avantages et contraintes du MEF mixtes par
rapport au MEF primal
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Chapitre 3

Méthodes de sous-structurations
modales

3.1 Introduction

Bien que présentant des avantages certains pour les raisons expliquées précédem-
ment dans le chapitre 2, les modèles mixtes sont caractérisés par des tailles de ma-
trices EF importantes. Certains chercheurs considèrent même que cet inconvénient
prédomine sur les avantages possibles qu’ils peuvent offrir. Toutefois, il n’existe pas
vraiment de recherches menées dans le but de les réduire, et ainsi d’éliminer ce
problème. Il s’agit donc d’imaginer des méthodes de réduction adaptées à ce type
de formulation. En ce qui concerne les MEF en déplacements, basés sur une formula-
tion primale, des méthodes de sous-structuration existent et sont largement utilisées.

Les méthodes de sous-structuration basées sur la synthèse modale des structures
considérées ont pour but de décrire le comportement, principalement en basses fré-
quences, d’une structure divisée en sous-structures (SS, voir les SS dans la figure
3.1 dans le cadre d’un MEF) à l’aide de modes propres et de modes de frontière
des SS considérées. Les modes de frontière (voir les DDL de liaison dans la figure
3.1) permettant l’assemblage compensent la troncature modale effectuée sur les SS
et améliorent ainsi ces méthodes.

Figure 3.1: Schéma de principe d’une sous-structuration avec deux sous-structures
et des degrés de libertés de liaison dans le cadre d’un MEF

Les méthodes de synthèse modale ont été initialement développées dans les années
60 et 70 dans un contexte de guerre froide et de conquête spatiale. La NASA a
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notamment commencé à utiliser ces méthodes pour sa navette spatiale pour caracté-
riser le comportement dynamique d’ensemble d’une structure à partir de celui des SS
seules. On peut retrouver ces travaux dans des rapports techniques [Hur64, Bam66,
GS72, CHK77, CC76, CC77] ou encore dans des articles [Hur65]. Par la suite, d’autres
travaux de recherche se sont attachés à étudier les méthodes de synthèse modale sur
des structures discrétisées [HM80, HM82, MH82], puis prenant en compte l’aspect
non-conservatif des structures [Cra81, HB85, Cra89a].

On compte deux principaux types de synthèse modale. D’une part les méthodes
à interface fixe, présentées pour la première fois par Craig et Bampton en 1968
[CB68]. Ces méthodes sont basées sur une représentation de chacune des SS par ses
modes propres, avec l’interface considérée comme fixe, et par des modes statiques de
liaison qui définissent la réaction en déplacements de la SS aux déplacements de la
jonction, et correspondent à une sollicitation en déplacements de la frontière. D’autre
part, on trouve les méthodes à interface libres, comme celle de “Mac Neal” [Mac71,
Rub75, CC77]. Ces méthodes utilisent des modes propres des SS avec l’interface
laissée libre, et des modes d’attaches qui correspondent à des sollicitations en force
de la frontière. On trouve dans la littérature des revues détaillées de ces différentes
méthodes de sous-structuration, ainsi que des vues d’ensembles plus synthétiques
[Cra89b, Cra00, dKRV08]. On trouve également une approche duale des méthodes
de sous-structuration par Rixen [Rix04], qui consiste à assembler les SS sur une
formulation en force, toujours sur un MEF en déplacements.

Ces méthodes de sous-structuration permettent de réduire le nombre de DDL de
chacune des SS par la troncature des modes propres, mais impliquent aussi la conser-
vation des DDL “physiques” de jonction entre les SS. Si la modélisation EF présentent
un grand nombre de DDL, ou encore si les interfaces sont surfaciques ou de grande
taille, le nombre de DDL de frontière peut augmenter et ainsi limiter l’intérêt de la
réduction opérée. Dans ce cadre, des méthodes modales visant à réduire également
la frontière ont été imaginées, en opérant une synthèse supplémentaire sur les DDL
concernés avec des “modes de branche” [Bal96, Tra01, Tra09] : la synthèse modale
devient ainsi “Double”. On parle de Double Synthèse Modale (DSM) ou Double Mo-
dal Synthesis (DMS) [JS94a, Bes06, BJ08, BJBT12]. D’autre part, Jézéquel [Jé85] a
également présenté une méthode dite “développement en ω2” qui permet de compen-
ser la troncature des modes propres en prenant en compte la dynamique des modes
statiques de liaison [JS94a, JS94b, Bes06, BJ08]. Il faut néanmoins prendre quelques
précautions dans la réduction des paramètres de frontières, cette dernière impliquant
nécessairement une disparition des DDL “physiques” et donc une complexité accrue
pour appliquer des forces, le cas échéant.

Toutes ces méthodes sont développées pour et appliquées à des MEF primaux en
déplacements. Il est tentant de les transposer simplement aux modèles mixtes, mais
elles partent du principe que l’on peut facilement calculer les modes des SS. Dans
notre cas, ces derniers sont très complexes à calculer, à cause des spécificités des
MEF mixtes (voir section 2.5.2), et il est donc impossible d’utiliser ces méthodes
telles qu’elles sont formulées dans la littérature. Par ailleurs, il n’existe pas dans la
littérature de méthode générale de sous-structuration adaptées aux MEF mixtes.
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3.1 Introduction

L’idée développée dans ce chapitre consiste à imaginer de la sous-structuration et
de la Double Synthèse Modale de MEF mixte en utilisant des modes propres du MEF
primal équivalent. Les modèles mixtes présentant 2 champs distincts (déplacements
et contraintes dans notre cas), il s’agit de créer, pour chaque SS, une base modale
pour les déplacements (la même qui serait utilisée dans un cas primal), et une autre
base pour les contraintes, qui serait une projection d’une base en déplacements sur
les contraintes associées à ces déplacements. Ainsi apparâıt la possibilité de choisir
une méthode et une troncature différente pour chacun des deux champs considérés.
On peut ainsi construire une base complète pour chacune des SS mixtes, les réduire
de façon classique, et les assembler avec des modes statiques de liaison (assemblage
primal) ou des modes de branche si l’on souhaite réduire leurs jonctions. Bien que
développées dans le cadre de MEF mixtes déplacements-contraintes généralisées pour
structures “plaque”, nos méthodes s’adaptent à n’importe quel type de MEF mixte
déplacements-contraintes.

Dans un premier temps, nous décrivons la représentation de la frontière et la pos-
sibilité de la réduire au moyen de modes de branche, de la même façon que sur
un MEF primal. Ensuite, nous décrivons les méthodes primales de modes libres et
encastrés qui sont appliquées aux paramètres de déplacement, puis la façon de pro-
jeter des méthodes sur les paramètres de contraintes. Par la suite, nous présentons
les différentes méthodes développées et les assemblages qui leur sont liés, pour enfin
décrire la procédure globale de réduction.

De manière à abréger les notations, nous donnons des noms spécifiques à nos
méthodes de réductions. La première partie du nom définit la méthode de synthèse
des déplacements, tandis que la deuxième partie définit la méthode de synthèse des
contraintes (dans les deux cas, “Fix” pour “encastré” et “Fre” pour “libre”). La
troisème partie est un chiffre : 1 pour les méthodes où les paramètres de déplacements
et de contraintes sont les mêmes, et 2 pour les méthodes où ces paramètres sont dis-
sociés. Enfin, un dernier attribut (-br) permet d’indiquer l’utilisation de modes de
branche, le cas échéant. Ainsi, la méthode “Fre-Fix-2-br” indique des modes libres sur
les déplacements (Fre), des modes encastrés sur les contraintes (Fix), des paramètres
dissociés pour les deux champs réduits (2) et l’utilisation de modes de branche (br).
Le tableau 3.2 résume les différentes méthodes que nous avons implémentées.

Par souci de simplicité, nous nous plaçons dans le cas d’une structure composée
de 2 SS (ce qui ne restreint pas la méthode). Un exposant .(s) est ajouté pour faire
la distinction entre chaque SS s. Les indices i et j permettent de faire la distinction
entre respectivement les DDL Internes de chaque SS et les DDL de Jonction (ou “de
liaison” ou “de frontière”) entre elles. Les indices FI des matrices font référence à
des modes propres à interface fixe, tandis que les indices FR font référence à des
modes libres. Le cas échéant, nous ajoutons également les indices (U) et (β) pour
faire la distinction entre les champs de déplacements et de contraintes respectivement.
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Nom des méthodes Synthèse des paramètres Modes de branches
Déplacements Contraintes

Fix-Fix-1(/-br) modes fixes (paramètres identiques) Non(/Oui)
Fix-Fix-2(/-br) modes fixes modes fixes Non(/Oui)
Fre-Fix-2(/-br) modes libres modes fixes Non(/Oui)
Fre-Fre-1(/-br) modes libres (paramètres identiques) Non(/Oui)
Fre-Fre-2(/-br) modes libres modes libres Non(/Oui)

Table 3.1: Méthodes de synthèse modale implémentées, types de modes utilisés et
sections associées pour la réduction et l’assemblage

3.2 Réduction des paramètres de déplacements de la
frontière

La méthode de réduction de frontière est basée sur une formulation primale en
déplacements et c’est dans cette approche que nous décidons de représenter la jonc-
tion. En effet, nous assemblons les SS mixtes uniquement par les paramètres de
déplacements (tout comme les EF eux-mêmes) et les matrices qui nous permettent
de construire la réduction de la jonction proviennent du modèle primal équivalent.
C’est la raison pour laquelle cette partie décrit la méthode sur les paramètres de
déplacements du modèle primal équivalent. Il faudra ensuite replacer ces matrices
dans la réduction du MEF mixte global, sur les paramètres de déplacements. On
rappelle ici que les DDL de déplacements sont les mêmes sur les modèles mixtes
et primaux équivalents. Par conséquent le passage de l’un à l’autre se fait de façon
automatique.

3.2.1 Modes statiques de liaison

Les modes statiques de liaison sont propres à la méthode de “Craig & Bampton”,
mais leur définition est nécessaire à la description des modes de branche utilisés par
nos méthodes. Leur principe est de représenter le comportement en déplacements
d’une structure en fonction du déplacement de la jonction considérée. Il convient
tout d’abord de séparer les DDL de déplacements internes (indice i) des DDL de
jonction (indices j) de la façon suivante :

Kpri =

{
Kii Kij

Kji Kjj

}

et Mpri =

{
M ii M ij

M ji M jj

}

(3.1)

La figure 3.1 représente bien la distinction entre DDL Internes i et de Jonction j.

Les déplacements internes U
(a)
i d’une SS (a) induits par les déplacements U j de la
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jonction sont donnés par :

U
(a)
i = (−K

(a)−1
ii K

(a)
ij )

︸ ︷︷ ︸

Ψ
(a)
i

U j (3.2)

avec Ψ
(a)
i les modes statiques de liaison de la sous-structure (a) pour la jonction

considérée par les DDL j. Ainsi, les modes statiques de liaison de la structure globale
(composée des deux SS (a) et (b)) sont donnés par :

Ψs =







Ψ
(a)
i

Ψj

Ψ
(b)
i







=







−K
(a)−1
ii K

(a)
ij

Iij

−K
(b)−1
ii K

(b)
ij







(3.3)

3.2.2 Modes de branche

Si l’on souhaite réduire la taille numérique de la jonction, et donc la taille de la
matrice des modes statiques de liaison (cf. équation 3.3), plusieurs chercheurs ont
proposé de construire une base de valeurs propres de la structure globale projetée
sur les modes statiques de liaison [Bal96, Tra01, Tra09, BJ08]. Ainsi, les modes de
branche xBj sont définis, pour une jonction j, par les solutions du problème aux
valeurs propres suivantes :

[ΨT
s KtotΨs − ω2ΨT

s M totΨs]xBj = 0 (3.4)

La baseXBj des modes de branche xBj prend le même espace que l’ensemble complet
des modes statiques de liaison Ψs. Le principe de la DSM sur un modèle primal
est de tronquer la base XBj et de garder les modes qui correspondent à la bande
fréquentielle qui nous intéresse.
Les modes de branche, une fois projetés sur la sous-structure (s), s’écrivent :

X
(s)
Bi = Ψ

(s)
i XBj (3.5)

X
(s)
Bj = IjjXBj = XBj (3.6)

Ainsi, la matrice des modes statiques de liaison 3.3 devient celle des modes de branche,
à savoir :







X
(a)
Bi

XBj

X
(b)
Bi







=







Ψ
(a)
i XBj

XBj

Ψ
(b)
i XBj







(3.7)
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3.3 Réduction des paramètres de déplacements des
sous-structures

De la même façon que pour la section 3.2, la méthode présentée ici est une méthode
basée sur un MEF primal, ce qui correspond à notre approche puisque nous souhaitons
construire la réduction des déplacements du MEF mixte à partir du MEF primal
équivalent, en utilisant la même base. C’est donc sur la base du modèle primal que
nous présentons cette synthèse modale. Il faudra ensuite replacer ces matrices de
réduction dans les matrices de réduction mixtes.

3.3.1 Méthodes à interfaces fixes ou “de modes encastrés”

Sans modes de branche

La méthode des modes encastrés est une méthode primale qui sépare, pour chaque

sous-structure (a), les DDL de jonction U
(a)
j et internes U

(a)
i . Elle projette les DDL

d’une sous-structure (a) sur une base réduite composée de DDL généralisés η
(a)
FI

correspondant à des modes encastrés et des DDL de jonction U
(a)
j conservés dans le

cas où l’on utilise pas de modes de branche :

{

U
(a)
i

U
(a)
j

}

=

{

Φ
(a)
FI i Ψ

(a)
i

0 Iij

}{

η
(a)
FI

U
(a)
j

}

(3.8)

avec Φ
(a)
FI i la matrice tronquée des modes propres encastrés de la sous-structure (a)

et Ψ
(a)
i les modes statiques de liaison définis dans l’équation 3.3. Les modes Φ

(a)
FI i

sont dits “encastrés” ou “à interfaces fixes” car ils sont calculés en supposant les DDL

de jonction U
(a)
j fixes.

La méthode telle qu’elle est décrite dans l’équation 3.8 correspond à la méthode de
réduction de MEF primaux de “Craig & Bampton” [CB68].

Avec modes de branche

Si l’on décide d’utiliser des modes de branche, les DDL de jonction U
(a)
j de la

sous-structure sont remplacés par des DDL de branche η
(a)
B et la réduction se fait de

la façon suivante : {

U
(a)
i

U
(a)
j

}

=

{

Φ
(a)
FI i X

(a)
Bi

0 XBj

}{

η
(a)
FI

η
(a)
B

}

(3.9)

avec
{

X
(a)
Bi XBj

}T

les modes de branche tronqués définis dans l’équation 3.7. Le

nombre de DDL restant après réduction pour la sous-structure (a) considérée est ainsi
la somme du nombre de modes encastrés et de modes de branche conservés dans la
troncature (au lieu du nombre de DDL internes et de jonction initialement).
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3.4 Projection des réductions sur les paramètres de contraintes

On présentera désormais toutes les réductions avec des modes de branche à la
place des modes statiques de liaison. Si l’on veut connâıtre le comportement de la
structure avec des modes statiques de liaison simples à la place des modes de branche,
il suffit de mettre la matrice 3.7 complète non tronquée, ou de remplacer les modes
de branche par les modes statiques de liaisons initiaux.

3.3.2 Méthodes à interfaces libres ou “de modes libres”

La méthode des modes libres est analogue à la méthode des modes encastrés
présentés dans la section 3.3.1. Pour chaque sous-structure (a), on sépare les DDL

de jonction U
(a)
j et internes U

(a)
i , que l’on projette sur une base réduite composée de

DDL η
(a)
FR correspondant à des modes libres tronqués et de DDL η

(a)
B de modes de

branche :
{

U
(a)
i

U
(a)
j

}

=

{

Φ
(a)
FR i X

(a)
Bi

Φ
(a)
FR j XBj

}{

η
(a)
FR

η
(a)
B

}

(3.10)

avec
{

Φ
(a)
FR i Φ

(a)
FR j

}T

la base tronquée des modes propres libres de la sous-structure

(a) et
{

X
(a)
Bi XBj

}T

les modes de branche tronqués définis dans l’équation 3.7. Les

modes
{

Φ
(a)
FR i Φ

(a)
FR j

}T

sont dits “libres” ou “à interfaces libres” car ils sont cal-

culés avec les DDL de jonction U
(a)
j considérés libres.

On rappelle que, pour toutes les réductions présentées dans cette section, les ma-
trices constitutives ont été obtenues à partir du modèle primal équivalent ayant le
même maillage que le modèle mixte que l’on cherche à réduire.

3.4 Projection des réductions sur les paramètres de
contraintes

Les projections sur des modes encastrés et modes libres étant définies, il convient
maintenant de décrire la projection des paramètres β de contraintes qui n’étaient pas
traités jusque là. L’équation 2.20 décrite dans la section 2.5.2 donne un lien simple
entre les paramètres β et U . Dans le cas d’une sous-structure, on a :

β(a) = −(H(a))−1G(a)U (a) (3.11)

L’idée ici est de se servir de cette équation pour projeter les bases décrites en
déplacements U (a) dans les équations 3.9 et 3.10 sur les paramètres de contraintes
β(a). Ainsi, la réduction des contraintes se fait sur une nouvelle base qui est une
projection d’une base modale primale.

53
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3.4.1 Méthodes à interfaces fixes ou “de modes encastrés”

Dans le cas où l’on décide de projeter les contraintes sur une base de modes en-
castrés, cela revient à projeter l’équation 3.9 de la façon suivante :

β(a) =

{

P (a)

{

Φ
(a)
FI i

0

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}}{

η
(a)
FI

η
(a)
B

}

(3.12)

avec P (a) = −(H(a))−1G(a). Les paramètres
{

η
(a)
FI η

(a)
B

}

peuvent être considérés

comme les paramètres modaux de contraintes résultant de la projection des déplace-
ments modaux. La projection sur des modes encastrés sans modes de branche aurait
donné une équation similaire à 3.12, avec cependant des composantes de l’équation

3.8 au lieu de 3.9, et des DDL de jonction U
(a)
j à la place des DDL de modes de

branche η
(a)
B .

3.4.2 Méthodes à interfaces libres ou “de modes libres”

De la même façon, si l’on choisit des modes libres pour la projection des contraintes,
on obtient la réduction suivante :

β(a) =

{

P (a)

{

Φ
(a)
FR i

Φ
(a)
FR j

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}}{

η
(a)
FR

η
(a)
B

}

(3.13)

Une fois de plus, la troncature des modes choisie détermine l’ampleur de la réduction

du nombre de DDL. Il convient de noter que les paramètres modaux η
(a)
FI et res-

pectivement η
(a)
FR peuvent être choisis identiques à ceux des équations 3.9 et 3.10

respectivement si la méthode de réduction et la troncature des déplacements choisies
dans la section 3.3 sont les mêmes que celles souhaitées en contraintes (méthodes de
type “1”), ou indépendant de ces paramètres (méthodes de type “2”).

3.5 Application des réductions aux modèles
éléments-finis mixtes

Il s’agit maintenant de mixer les différentes possibilités de réduction pour chacun
des deux champs et d’implémenter des méthodes pour chacune de ces combinaisons
de synthèse modale. Nous avons mis en place 5 méthodes différentes, avec pour cha-
cune, possibilité d’utiliser des modes de branche ou non. La notation utilisée pour
dénommer les méthodes a été définie dans l’introduction du chapitre, section 3.1.
Le tableau 3.2 synthétise les méthodes que nous avons codées. Nous présentons la
méthode Fix-Fix-1 en version “avec” et “sans” modes de branche pour une bonne
compréhension. Toutes les autres méthodes sont ensuite présentées avec modes de
branche (version “-br”). Il convient de noter que, par abus de langage, les méthodes
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utilisant des modes libres sans réduction de la jonction sont dites “sans modes de
branche”, mais elles sont en fait implémentées avec des modes de branche non-
tronqués (cf. sections 3.3.2 et 3.4.2).
La définition des indices (U) et (β) de l’introduction 3.1 prend son sens ici pour
différencier les composantes modales représentant respectivement les déplacements,
et les contraintes. Il convient ici de noter la séparation des DDL de déplacements
Internes i et de Jonctions j dans les matrices mixtes, de façon analogue à l’équation
3.1 primale :

Kmix =







0 0 GT
i

0 0 GT
j

Gi Gj H i






et Mmix =







M ii M ij 0
M ji M jj 0
0 0 0






(3.14)

La figure 3.1 représente bien la distinction entre DDL Internes i et de Jonction j.

3.5.1 Méthode Fix-Fix-1(-br)

Dans cette section, on projette les déplacements sur une base composée de modes
encastrés (section 3.3.1) et les contraintes sur une base projetée de modes encastrés
(section 3.4.1). Il est important de comprendre que les composantes modales ηa

FI (U,β)

représentent à la fois les déplacements et les contraintes (d’où l’indice (U, β)). En

d’autres termes, la base Φ
(a)
FI i (U) composée de modes fixes pour les déplacements

dans l’équation 3.8 est la même que la base Φ
(a)
FI i (β) utilisée pour les contraintes dans

l’équation 3.12, en type et en troncature. Elles sont toutes les deux représentées par
les composantes ηa

FI (U,β) pour chaque mode.

Méthode Fix-Fix-1 sans modes de branche

Si l’on n’utilise pas de modes de branche, on se réfère à l’équation 3.8 et 3.12 sans
modes de branche. La réduction d’une sous-structure (a) est donnée par :







U
(a)
i

U
(a)
j

β(a)







= T (a)

{

η
(a)
FI (U,β)

U
(a)
j

}

(3.15)

avec

T (a) =







Φ
(a)
FI i (U) Ψ

(a)
i

0 Iij

P (a)

{

Φ
(a)
FI i (β)

0

}

P (a)

{

Ψ
(a)
i

Iij

}







(3.16)
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Chapitre 3 Méthodes de sous-structurations modales

Méthode Fix-Fix-1-br avec modes de branche

Si l’on utilise des modes de branche, on se réfère à l’équation 3.9 et 3.12. La
réduction d’une sous-structure (a) est donnée par :







U
(a)
i

U
(a)
j

β(a)







= T (a)

{

η
(a)
FI (U,β)

η
(a)
B

}

(3.17)

avec

T (a) =







Φ
(a)
FI i (U) X

(a)
Bi

0 XBj

P (a)

{

Φ
(a)
FI i (β)

0

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}







(3.18)

3.5.2 Méthode Fix-Fix-2(-br)

Dans cette section, nous projetons aussi les déplacements sur une base composée
de modes encastrés (section 3.3.1) et les contraintes sur une base projetée de modes
encastrés (section 3.4.1). Néanmoins, la différence avec la méthode Fix-Fix-1 réside
dans les composantes modales. Ici, les composantes représentant les déplacements

η
(a)
FI (U) sont différentes de celles représentant les contraintes η

(a)
FI (β). Bien que le type

de mode soit le même pour les deux bases Φ
(a)
FI i (U) et Φ

(a)
FI i (β), la troncature peut être

différente et les composantes des déplacements et des contraintes sont respectivement

séparées en η
(a)
FI (U) et η

(a)
FI (β).

Si l’on utilise des modes de branche, la réduction d’une sous-structure (a) est donnée
par :







U
(a)
i

U
(a)
j

β(a)







= T (a)







η
(a)
FI (U)

η
(a)
FI (β)

η
(a)
B







(3.19)

avec

T (a) =







Φ
(a)
FI i (U) 0 X

(a)
Bi

0 0 XBj

0 P (a)

{

Φ
(a)
FI i (β)

0

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}







(3.20)

3.5.3 Méthode Fre-Fix-2(-br)

Dans cette section, nous projetons aussi les déplacements sur une base composée de
modes libres (section 3.3.2) et les contraintes sur une base projetée de modes encastrés
(section 3.4.1). De la même façon que pour la méthode Fix-Fix-2, les composantes

modales η
(a)
FR (U) représentant les déplacements et η

(a)
FI (β) représentant les contraintes
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sont séparées, ce qui peut parâıtre plus logique pour cette méthode, puisque le type
de mode utilisé pour les deux champs est différent. La troncature peut aussi être
différente.
Si l’on utilise des modes de branche, la réduction d’une sous-structure (a) est donnée
par :







U
(a)
i

U
(a)
j

β(a)







= T (a)







η
(a)
FR (U)

η
(a)
FI (β)

η
(a)
B







(3.21)

avec

T (a) =







Φ
(a)
FR i (U) 0 X

(a)
Bi

Φ
(a)
FR j (U) 0 XBj

0 P (a)

{

Φ
(a)
FI i (β)

0

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}







(3.22)

3.5.4 Méthode Fre-Fre-1(-br)

Dans cette section, on projette les déplacements sur une base composée de modes
libres (section 3.3.2) et les contraintes sur une base projetée de modes libres (section
3.4.2). De façon analogue à la méthode Fix-Fix-1, il est important de comprendre
que les composantes modales ηa

FR (U,β) représentent à la fois les déplacements et les

contraintes (d’où l’indice (U, β)). Ainsi, la base Φ
(a)
FR i (U) composée de modes libres

pour les déplacements dans l’équation 3.10 est la même que la base Φ
(a)
FR i (β) utilisée

pour les contraintes dans l’équation 3.13, en type et en troncature. Elles sont toutes
les deux représentées par les composantes ηa

FR (U,β) pour chaque mode.

Si l’on utilise des modes de branche, la réduction d’une sous-structure (a) est donnée
par :







U
(a)
i

U
(a)
j

β(a)







= T (a)

{

η
(a)
FR (U,β)

η
(a)
B

}

(3.23)

avec

T (a) =







Φ
(a)
FR i (U) X

(a)
Bi

Φ
(a)
FR j (U) XBj

P (a)

{

Φ
(a)
FR i (β)

Φ
(a)
FR j (β)

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}







(3.24)

3.5.5 Méthode Fre-Fre-2(-br)

Dans cette section, nous projetons aussi les déplacements sur une base composée
de modes libres (section 3.3.2) et les contraintes sur une base projetée de modes libres
(section 3.4.2). Néanmoins, de façon analogue à la méthode Fix-Fix-2, la différence
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avec la méthode Fre-Fre-1 réside dans les composantes modales. Ici, les compo-

santes représentant les déplacements η
(a)
FR (U) sont différentes de celles représentant

les contraintes η
(a)
FR (β). Bien que le type de mode soit le même pour les deux bases

Φ
(a)
FR i (U) et Φ

(a)
FR i (β), la troncature peut être différente et les composantes des dépla-

cements et des contraintes sont respectivement séparés en η
(a)
FR (U) et η

(a)
FR (β).

Si l’on utilise des modes de branche, la réduction d’une sous-structure (a) est donnée
par :







U
(a)
i

U
(a)
j

β(a)







= T (a)







η
(a)
FR (U)

η
(a)
FR (β)

η
(a)
B







(3.25)

où

T (a) =







Φ
(a)
FR i (U) 0 X

(a)
Bi

Φ
(a)
FR j (U) 0 XBj

0 P (a)

{

Φ
(a)
FR i (β)

Φ
(a)
FR j (β)

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}







(3.26)

Il est important de noter ici que, nos méthodes de projection nécessitant l’utilisant
de modes provenant du MEF primal équivalent, il faut assembler à la fois les modèles
mixtes et primaux équivalents en même temps pour chacune des SS.

3.5.6 Synthèse

Le tableau 3.2 résume les différentes méthodes utilisées, les modes de réductions
qui leur sont associés pour les déplacements et les contraintes, l’utilisation ou non
de modes de branche, et les sections associées pour la méthodologie de réduction et
d’assemblage

3.6 Assemblage des sous-structures

3.6.1 Méthodes d’assemblage

Après avoir réduit chacune des SS, il s’agit maintenant de les assembler pour re-
construire la structure globale réduite. Dans cette section, nous implémentons l’as-
semblage pour deux SS (a) et (b), ce qui ne restreint pas la méthode.
Il existe différentes méthodes d’assemblage, telles que les méthodes hybrides, impli-
cites ou explicites, les connexions primales ou duales avec des liens en formulation
forte ou faible.
Dans ce travail, nous assemblons les deux SS par une formulation forte explicite en
déplacements. Nous utilisons la même liaison que celle utilisée pour l’assemblage des
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3.6 Assemblage des sous-structures

Nom des Modes de réduction Modes de Section
Méthodes Déplacement Contrainte branche Réduction Assemblage

Fix-Fix-1
Fix-Fix-1-br

Fixes, mêmes composants
Non
Oui

3.5.1
3.5.1

3.6.2
3.6.2

Fix-Fix-2
Fix-Fix-2-br

Fixes Fixes
Non
Oui

3.5.2 3.6.3

Fre-Fix-2
Fre-Fix-2-br

Libres Fixes
Non
Oui

3.5.3 3.6.4

Fre-Fre-1
Fre-Fre-1-br

Libres, mêmes composants
Non
Oui

3.5.4 3.6.5

Fre-Fre-2
Fre-Fre-2-br

Libres Libres
Non
Oui

3.5.5 3.6.6

Table 3.2: Méthodes de synthèses modales implémentées, types de modes utilisés et
section associées pour la réduction et l’assemblage

EF (cf. sections 1.3.5 et 1.4.5) à savoir :

U
(a)
j = U

(b)
j = U j (3.27)

La connexion en contraintes est implicite, et dérive de l’assemblage en déplacements
par l’équation 2.20.
Dans le cas où l’on se passe de modes de branche, les DDL de l’équation 3.27 dits
“physiques” sont conservés après réduction, et par conséquent l’assemblage est direct.
En revanche l’utilisation de modes de branche mène à différentes formulations et
complexifie l’équation 3.27, en fonction de la méthode de réduction des déplacements
que l’on a choisie (modes fixes ou libres).

Avec des modes encastrés et des modes de branche

L’utilisation de modes encastrés pour la projection des déplacements se retrouve
dans les méthodes Fix-Fix-1 (3.5.1) et Fix-Fix-2 (3.5.2). Dans ce cas, les équations
3.27 et 3.9 mènent à la forme suivante :

X
(a)
Bjη

(a)
B = X

(b)
Bjη

(b)
B (3.28)

Or, pour chaque liaison entre deux SS, on a : X
(a)
Bj = X

(b)
Bj = XBj . Ce qui revient

donc à l’équation suivante

η
(b)
B = η

(a)
B (3.29)

Donc l’égalité des déplacements d’interface devient une égalité des modes de branche
de cette interface.
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Avec des modes encastrés et des modes de branche

L’utilisation de modes libres pour la projection des déplacements se retrouve dans
les méthodes Fre-Fix-2 (3.5.3), Fre-Fre-1 (3.5.4) et Fre-Fre-2 (3.5.5). Dans ce cas, les
équations 3.27 et 3.10 mènent à la forme suivante :

Φ
(a)
FR j (U)η

(a)
FR (U) +X

(a)
Bjη

(a)
B = Φ

(b)
FR j (U)η

(b)
FR (U) +X

(b)
Bjη

(b)
B (3.30)

Or, pour chaque liason entre deux sous-structures, on a : X
(a)
Bj = X

(b)
Bj = XBj . Ce

qui revient donc à l’équation suivante

η
(b)
B = (X−1

BjΦ
(a)
FR j (U))η

(a)
FR (U) + η

(a)
B + (−X−1

BjΦ
(b)
FR j (U))η

(b)
FR (U) (3.31)

3.6.2 Méthode Fix-Fix-1(-br)

Méthode Fix-Fix-1 sans modes de branche

Pour la méthode Fix-Fix-1 sans utilisation de modes de branche, la réduction de
l’assemblage des structures (a+ b), à l’aide de l’équation 3.27 est donné par :







U
(a)
i

U j

U
(b)
i

β(a)

β(b)







= T







η
(a)
FI (U,β)

U j

η
(b)
FI (U,β)







(3.32)

avec

T =







Φ
(a)
FI i (U) Ψ

(a)
i 0

0 Iij 0

0 Ψ
(b)
i Φ

(b)
FI i (U)

P (a)

{

Φ
(a)
FI i (β)

0

}

P (a)

{

Ψ
(a)
i

Iij

}

0

0 P (b)

{

Ψ
(b)
i

Iij

}

P (b)

{

Φ
(b)
FI i (β)

0

}







(3.33)

Méthode Fix-Fix-1-br avec modes de branche

Pour la méthode Fix-Fix-1-br avec utilisation de modes de branche, la réduction
de l’assemblage des structures (a+ b), à l’aide de l’équation 3.29 est donné par :







U
(a)
i

U j

U
(b)
i

β(a)

β(b)







= T







η
(a)
FI (U,β)

ηB

η
(b)
FI (U,β)







(3.34)
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avec

T =







Φ
(a)
FI i (U) X

(a)
Bi 0

0 XBj 0

0 X
(b)
Bi Φ

(b)
FI i (U)

P (a)

{

Φ
(a)
FI i (β)

0

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}

0

0 P (b)

{

X
(b)
Bi

XBj

}

P (b)

{

Φ
(b)
FI i (β)

0

}







(3.35)

3.6.3 Méthode Fix-Fix-2(-br)

Pour la méthode Fix-Fix-2-br avec utilisation de modes de branche, la réduction
de l’assemblage des structures (a+ b), à l’aide de l’équation 3.29 est donné par :







U
(a)
i

U j

U
(b)
i

β(a)

β(b)







= T







η
(a)
FI (U)

η
(b)
FI (β)

ηB

η
(b)
FI (U)

η
(b)
FI (β)







(3.36)

avec

T =







Φ
(a)
FI i (U) 0 X

(a)
Bi 0 0

0 0 XBj 0 0

0 0 X
(b)
Bi Φ

(b)
FI i (U) 0

0 P (a)

{

Φ
(a)
FI i (β)

0

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}

0 0

0 0 P (b)

{

X
(b)
Bi

XBj

}

0 P (b)

{

Φ
(b)
FI i (β)

0

}







(3.37)

3.6.4 Méthode Fre-Fix-2(-br)

Pour la méthode Fre-Fix-2-br avec utilisation de modes de branche, la réduction
de l’assemblage des structures (a+ b), à l’aide de l’équation 3.31 est donné par :







U
(a)
i

U j

U
(b)
i

β(a)

β(b)







= T







η
(a)
FR (U)

η
(b)
FI (β)

η
(a)
B

η
(b)
FR (U)

η
(b)
FI (β)







(3.38)
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avec

T =







Φ
(a)
FR i (U) 0 X

(a)
Bi 0 0

Φ
(a)
FR j (U) 0 XBj 0 0

0 0 X
(b)
Bi Φ

(b)
FR i (U) 0

0 P (a)

{

Φ
(a)
FI i (β)

0

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}

0 0

0 0 P (b)

{

X
(b)
Bi

XBj

}

0 P (b)

{

Φ
(b)
FI i (β)

0

}







(3.39)

3.6.5 Méthode Fre-Fre-1(-br)

Pour la méthode Fre-Fre-1-br avec utilisation de modes de branche, la réduction
de l’assemblage des structures (a+ b), à l’aide de l’équation 3.31 est donné par :







U
(a)
i

U j

U
(b)
i

β(a)

β(b)







= T







η
(a)
FR (U,β)

η
(a)
B

η
(b)
FR (U,β)







(3.40)

avec

T =







Φ
(a)
FR i (U) X

(a)
Bi 0

Φ
(a)
FR j (U) XBj 0

0 X
(b)
Bi Φ

(b)
FR i (U)

P (a)

{

Φ
(a)
FR i (β)

Φ
(a)
FR j (β)

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}

0

0 P (b)

{

X
(b)
Bi

XBj

}

P (b)

{

Φ
(b)
FR i (β)

Φ
(b)
FR j (β)

}







(3.41)
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3.6.6 Méthode Fre-Fre-2(-br)

Pour la méthode Fre-Fre-1-br avec utilisation de modes de branche, la réduction
de l’assemblage des structures (a+ b), à l’aide de l’équation 3.31 est donné par :







U
(a)
i

U j

U
(b)
i

β(a)

β(b)







= T







η
(a)
FR (U)

η
(b)
FR (β)

η
(a)
B

η
(b)
FR (U)

η
(b)
FR (β)







(3.42)

avec

T =







Φ
(a)
FR i (U) 0 X

(a)
Bi 0 0

Φ
(a)
FR j (U) 0 XBj 0 0

0 0 X
(b)
Bi Φ

(b)
FR i (U) 0

0 P (a)

{

Φ
(a)
FR i (β)

Φ
(a)
FR j (β)

}

P (a)

{

X
(a)
Bi

XBj

}

0 0

0 0 P (b)

{

X
(b)
Bi

XBj

}

0 P (b)

{

Φ
(b)
FR i (β)

Φ
(b)
FR j (β)

}







(3.43)

3.7 Procédure globale de réduction

La figure 3.2 synthétise la procédure globale de calcul de réponse d’une structure
par l’utilisation préalable d’une de nos méthodes de sous-structuration modale. Les
indices pri, mix et red représentent respectivement les MEF primaux, mixtes, et
mixtes réduits.

Pour une meilleure compréhension du schéma 3.2, il convient de différencier les
deux principaux axes de travail en partant du maillage. L’axe de gauche concerne le
modèle primal, tandis que l’axe de droite concerne les actions sur le modèle mixte.
Les différentes étapes peuvent s’expliquer de la façon suivante :

– il faut tout d’abord construire en parallèle les matrices Kpri / Mpri et Kmix /
Mmix constitutives du maillage de la structure complète ;

– il faut ensuite effectuer la même chose pour les matrices K
(a)
pri / M

(a)
pri et K

(a)
mix

/ M
(a)
mix correspondant à chacune des SS ;
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Maillage

Mpri et Kpri

Matrices primales globales
Mmix et Kmix

Matrices mixtes globales

M
(s)
pri et K

(s)
pri

Matrices primales sous-structures
M

(s)
mix et K

(s)
mix

Matrices mixtes sous-structures

Modes propres Φ
(s)
(U) Φ

(s)
(β)

Modes statiques de liaison Ψ
(s)
i

Modes de jonction Ψs

Modes de branche XBj

Modes de branche X
(s)
Bi

T (s)

Bases de réduction sous-structures
M

(s)
red et K

(s)
red

Matrices mixtes réduites sous-structures

T

Base de réduction globale
ω

Réponse dynamique réduite






η
(a)
(U)(ω)

η
(a)
(β)(ω)

ηB

η
(b)
(U)(ω)

η
(b)
(β)(ω)







Mred et Kred

Matrices mixtes
réduites globales

Réponse dynamique globale

{
U

β

}

Figure 3.2: Calcul de la réponse dynamique d’une structure globale à l’aide de nos
méthodes de sous-structuration modales (niveau de la structure globale
en noir, niveau de la sous-structure (s) en gris). Chaque bloc a besoin
de toutes ses entrées pour être compilé
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– il s’agit ensuite d’utiliser les matrices primales des SS K
(a)
pri / M

(a)
pri de façon à

construire les matrices T (a) de réduction de chacune des SS ;

– une fois ces matrices obtenus, on peut réduire chacune des SS mixtes et ainsi

obtenir les matrices K
(a)
red / M

(a)
red ;

– on obtient ainsi les matrices globales mixtes réduites du maillage complet Kred

/M red, et on peut calculer la réponse dynamique de la structure globale réduite ;

– on peut remonter (si besoin est) à la réponse de la structure dans la base physique
à l’aide de la matrice de réduction globale T .

3.8 Conclusions

Le travail de ce chapitre nous a permis de mettre en place de nouvelles méthodes
de sous-structuration modale spécifiquement adaptées aux MEF mixtes déplace-
ments/contraintes. Ces méthodes sont basées sur une utilisation des modes propres
tirés du MEF primal équivalent de chacune des sous-structures, et sont caractérisées
par une séparation des synthèses des différents champs du modèle mixte. Dans ce
cadre, nous avons implémenté 10 méthodes de sous-structuration (voir le tableau
récapitulatif 3.2) sous Matlab. Les algorithmes et la Toolbox mis en place per-
mettent, à partir du maillage de la structure et des sous-structures choisies et du type
de réduction choisi, de réduire n’importe quelle structure EF mixte déplacements-
contraintes, sur le principe de nos méthodes. Le schéma 3.3 donne le fonctionnement
général de cette Toolbox de réduction. La formulation de ces méthodes les rend trans-
posables à d’autres types de MEF multi-champs.

PARAMETRES STRUCTURELS
- table des noeuds
- table de connectivité
- épaisseur des éléments

PARAMETRES MATERIAUX
- Module de Young E
- masse volumique ρ
- coefficient de Poisson ν

PARAMETRES REDUCTION
- jonction des sous-structures
- type de méthode
- choix de troncature

TOOLBOX

“REDUCTION”

MATRICES STRUCTURELLES
- globales : Kred / Mred

- sous-structures : K
(s)
red / M

(s)
red

MATRICES DE PASSAGE
- globale : T

- sous-structures : T (s)
SORTIES

ENTREES

Figure 3.3: Schéma entrées/sorties global de la Toolbox de réduction mise en place
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Chapitre 4

Convergence des méthodes de
réduction

Le but de ce chapitre est de tester la convergence des méthodes de réduction
définies dans le chapitre 3 sur une structure académique EF composée de deux Sous-
Structures (SS), en fonction du nombre de modes gardés dans les troncatures des
déplacements, des contraintes et des modes de branche. Pour cela, nous comparons les
comportements dynamiques des structures mixtes réduites à l’aide de nos méthodes
et ceux des structures mixtes non-réduites. Dans un premier temps, on définit les
caractéristiques de la structure test et du MEF que l’on utilise pour la modéliser.
Dans un second temps, nous décrivons la méthode d’étude de convergence. Ensuite
nous étudions la convergence des méthodes en fonction de la troncature des modes
propres seuls des SS, pour enfin analyser l’influence d’une troncature des modes
de jonction sur ces dernières. Enfin, nous concluons sur l’intérêt de nos différentes
méthodes.

4.1 Structure “exemple” composée de deux
sous-structures

La structure exemple sur laquelle nous vérifions la convergence de nos méthodes de
réduction est schématisée figure 4.1. Elle est encastrée sur un côté de façon à éviter
tout phénomène de mode de corps rigide. Sa modélisation se fait avec le MEF mixte
de la théorie de KL (voir la section 1.3). La structure est composée de 922 éléments
et 11256 DDL, l’épaisseur choisie est de 1mm et les caractéristiques choisies pour
l’application numérique sont indiquées dans le tableau 2.1. On se propose de la diviser
en deux SS, composées respectivement de 414 et 922 éléments. La structure étudiée
n’appartient pas à un système industriel réel, néanmoins, la modélisation EF rend la
méthode transposable à n’importe quel MEF mixte de grande taille, moyennant une
implémentation trop longue pour être effectuée dans le cadre de cette thèse.
Le tableau 4.1 synthétise les caractéristiques de nombre d’éléments et de DDL de

la structure globale et des deux SS.
Les différentes troncatures de modes internes testées sont résumées dans le tableau
4.2. Nous appelons “n− p” une troncature de n modes en déplacements et p modes
en contraintes, quelle que soit la méthode de synthèse modale.
On tronque ensuite les modes de branche sur les méthodes qui ont des résultats
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Chapitre 4 Convergence des méthodes de réduction

Figure 4.1: Structure “double” en théorie des plaques de Kirchhoff-Love (en m)

satisfaisants avec troncature des modes internes. Nous appelons ainsi “n−p−k” une
troncature “n− p” avec k modes de branche.

Plate Éléments DDL
DDL de

déplacements
DDL de

contraintes
DDL de
jonction

Struct totale 922 11256 2958 8298 /
Sous-struct 1 414 5064 1338 3726 102
Sous-struct 2 510 6294 1722 4572 102

Table 4.1: Caractéristiques de la structure exemple

4.2 Méthode d’étude de convergence

4.2.1 Critères

Il s’agit ici de trouver une méthode pour comparer la dynamique de la structure
avec le MEF mixte non réduit, et celle des MEF mixtes réduits avec les méthodes
décrites dans le chapitre 3. De façon analogue à la méthode de la section 2.2.1, la
procédure de vérification de convergence est composée de deux critères. Le premier
des deux est l’erreur relative 4.1 entre les fréquences propres fi,mixed du mode i du
MEF mixte et les fréquences propres fi,mixed reduced du MEF mixte réduit avec la
méthode choisie :

ǫi,red/mix =
abs(fi,mixed reduced − fi,mixed)

fi,mixed
(4.1)

Dans notre cas, on considère qu’un mode i a une fréquence propre “satisfaisante” si :

ǫi,red/mix 6 3% (4.2)
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4.2 Méthode d’étude de convergence

Méthode de
sous-structuration

Nom
Modes U
par SS

Modes β
par SS

Modes de
branche

DDL

Aucune Modèle primal non-réduit 2958
Aucune Modèle mixte non-réduit 11256

Fix-Fix-1 5-5 5 5 Non 112
Fix-Fix-1 10-10 10 10 Non 122
Fix-Fix-1 20-20 20 20 Non 142
Fix-Fix-1 40-40 40 40 Non 182
Fix-Fix-1 60-60 60 60 Non 222
Fix-Fix-1 80-80 80 80 Non 262

Fix-Fix-2 5-5 5 5 Non 122
Fix-Fix-2 10-10 10 10 Non 142
Fix-Fix-2 20-20 20 20 Non 182
Fix-Fix-2 40-40 40 40 Non 262
Fix-Fix-2 60-60 60 60 Non 342
Fix-Fix-2 80-80 80 80 Non 422

Fre-Fix-2 20-20 20 20 Non 182
Fre-Fix-2 40-40 40 40 Non 262
Fre-Fix-2 60-60 60 60 Non 342
Fre-Fix-2 80-80 80 80 Non 422
Fre-Fix-2 150-150 150 150 Non 702
Fre-Fix-2 200-200 200 200 Non 902

Fre-Fre-1 20-20 20 20 Non 142
Fre-Fre-1 40-40 40 40 Non 182
Fre-Fre-1 60-60 60 60 Non 222
Fre-Fre-1 80-80 80 80 Non 262
Fre-Fre-1 100-100 100 100 Non 302

Fre-Fre-2 20-20 20 20 Non 182
Fre-Fre-2 40-40 40 40 Non 262
Fre-Fre-2 60-60 60 60 Non 342
Fre-Fre-2 80-80 80 80 Non 422
Fre-Fre-2 100-100 100 100 Non 502
Fre-Fre-2 150-150 150 150 Non 02

Table 4.2: Différentes troncatures implémentées pour chaque synthèse modale et
nombre de modes par champ associé
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Chapitre 4 Convergence des méthodes de réduction

Le second critère est un critère de MAC qui compare les formes des modes propres
du modèles mixtes et celles du modèle mixte réduit.

MAC(i, j) =
(XT

i Y j)
2

(XT
i Xi)(Y

T
j Y j)

(4.3)

avec Xi le vecteur propre du mode i du modèle mixte et Yj le vecteur propre du
mode j du modèle mixte réduit, en prenant tous les paramètres. De façon analogue
au critère de MAC utilisé dans la section 2.2.1, les résultats sont bons si :

si i = j alors MAC(i, j) ≃ 1
(4.4)

Contrairement à l’étude de convergence du chapitre 2, il n’est pas nécessaire ici
de différencier la convergence en déplacements et en contraintes, dans la mesure où
les deux critères précédemment cités prennent en compte les paramètres des deux
champs (contrairement au critère de MAC 2.3 de la section 2.2.1 qui ne considérait
que les paramètres de déplacements).

4.2.2 Représentation des résultats

Troncature des modes internes

Les résultats se présentent sous la forme de deux graphiques par méthode (figures
4.2, 4.4, 4.6, 4.8 et 4.10, et figures 4.3, 4.5 4.7, 4.9 et 4.11). Chaque graphique contient
des sous-graphiques pour chacune des troncatures étudiées. Le tableau 4.3 synthétise
les résultats obtenus pour la troncature des modes internes (sans modes de branche).

Le premier graphique est analogue à ceux de la section 2.2.1 : il s’agit de l’erreur
relative (équation 4.1) sur les fréquences propres en fonction du mode i, comparée à
une limite arbitraire de 3%. Chaque marqueur donne un aperçu du critère de MAC
(équation 4.3) du mode i, de la façon suivante :

– marqueur noir : MAC(i, i) > 0.8 (critère “bon”) ;
– marqueur gris : 0.5 6 MAC(i, i) < 0.8 (critère “moyen”) ;
– marqueur blanc : MAC(i, i) < 0.5 (critère “mauvais”).

Le second graphique montre les matrices des critères de MAC comparant les
modèles mixtes non-réduits et réduits. Il permet d’avoir une vue d’ensemble rapide
des correspondances entre les modes pour les différentes troncatures.

Le tableau 4.3 résume les résultats pour chacune des méthodes pour les différentes
troncatures étudiées.
Pour analyser ce tableau, il faut noter que la plupart des résultats donnent de bonnes
représentations modales en fréquence et en forme pour de basses fréquences jusqu’à
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4.3 Troncature des modes propres

une certaine limite en fréquence. Limite qui tend à augmenter à mesure que l’on
augmente le nombre de modes conservés dans la troncature. C’est le sens des “limites”
en “mode/fréquence” du tableau 4.3. Le lecteur notera qu’il est plus intéressant de
s’attarder sur la limite en mode qu’en fréquence, dans la mesure où les résultats
modaux restent les mêmes avec un changement d’épaisseur, alors que les fréquences
associées à ces modes évoluent nécessairement.
Cependant, en fonction de la méthode et de la troncature, on note l’apparition, dans
la bande fréquentielle convergée, de modes avec un des deux critères, ou les deux,
déficients (voir section 4.2.1) à savoir une erreur relative qui n’est pas “satisfaisante”
(ǫi,red/mix > 3%) et/ou un critère de MAC “moyen” ou “mauvais” (voir 4.4). Nous
les appelons des “modes singuliers” (MS).
Le tableau 4.3 analyse donc les deux points clés suivant : la limite en fréquence et
le nombre/la densité de MS dans la bande fréquentielle supposée convergée pour
chacune des méthodes. En fonction de cette densité, la qualité de la méthode peut
être détériorée même si la bande fréquentielle est bonne.

Troncature des modes de branche

Dans le cas où l’on cherche à étudier l’influence des modes de branche (section
4.4), l’analyse est différente. Il s’agit en fait d’étudier l’impact d’une troncature de
ces DDL de jonction dans le cas des méthodes et troncatures des modes internes qui
ont correctement fonctionné dans la section 4.3.
En pratique, on constate que la limite en fréquence ne varie pas avec la tronca-
ture des modes de branche, mais la densité de MS évolue. On trace, pour chaque
méthode/troncature concluante de la section 4.3, l’évolution de la densité de MS en
fonction du nombre de modes de branche conservés dans la jonction. Ces graphiques
se retrouvent figures 4.12 et 4.13.

4.3 Troncature des modes propres

Cette section fait le point sur la convergence des méthodes de réduction décrites
dans le chapitre 3, en se concentrant uniquement sur la troncature des modes internes
à chaque SS pour les champs de déplacements et contraintes. Nous étudions dans la
section suivante la troncature et l’utilisation des modes de branche.

Pour une vue synthétique des résultats, le lecteur peut se reporter au tableau
4.3. La série de figures 4.2, 4.4, 4.6, 4.8 et 4.10, et les figures 4.3, 4.5 4.7, 4.9 et 4.11
permettent de rentrer dans le détail pour chacune des troncatures, en ce qui concerne
respectivement les erreurs relatives et les critères de MAC.

4.3.1 Méthode Fix-Fix-1 et Fix-Fix-2

Les résultats pour les méthodes Fix-Fix-1 et Fix-Fix-2 sont montrés respectivement
dans les figures 4.2 et 4.3 et les figures 4.4 et 4.5, et synthétisés dans le tableau 4.3.
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Chapitre 4 Convergence des méthodes de réduction

Méthode Nom Figures Limite MS DDL
erreur MAC mode freq(Hz) nb %

Modèle primal non-réduit 2958
Modèle mixte non-réduit 11256

Fix-Fix-1 5-5 4.2a 4.3a 12 33 0 0% 112
Fix-Fix-1 10-10 4.2b 4.3b 22 70 0 0% 122
Fix-Fix-1 20-20 4.2c 4.3c 42 149 2 4.8% 142
Fix-Fix-1 40-40 4.2d 4.3d 76 290 2 2.6% 182
Fix-Fix-1 60-60 4.2e 4.3e 113 447 6 5.3% 222
Fix-Fix-1 80-80 4.2f 4.3f 147 580 4 2.7% 262

Fix-Fix-2 5-5 4.4a 4.5a 12 33 0 0% 122
Fix-Fix-2 10-10 4.4b 4.5b 22 70 0 0% 142
Fix-Fix-2 20-20 4.4c 4.5c 42 149 2 4.8% 182
Fix-Fix-2 40-40 4.4d 4.5d 76 290 2 2.6% 262
Fix-Fix-2 60-60 4.4e 4.5e 113 447 6 5.3% 342
Fix-Fix-2 80-80 4.4f 4.5f 147 580 4 2.7% 422

Fre-Fix-2 20-20 4.6a 4.7a 34 110 23 68% 182
Fre-Fix-2 40-40 4.6b 4.7b 66 242 42 64% 262
Fre-Fix-2 60-60 4.6c 4.7c 102 385 59 58% 342
Fre-Fix-2 80-80 4.6d 4.7d 136 530 68 50% 422
Fre-Fix-2 150-150 4.6e 4.7e 260 1100 148 57% 702
Fre-Fix-2 200-200 4.6f 4.7f 325 1500 201 62% 902

Fre-Fre-1 20-20 4.8a 4.9a 27 90 17 63% 142
Fre-Fre-1 40-40 4.8b 4.9b 65 241 29 45% 182
Fre-Fre-1 60-60 4.8c 4.9c 89 338 26 29% 222
Fre-Fre-1 80-80 4.8d 4.9d 131 518 52 40% 262
Fre-Fre-1 100-100 4.8e 4.9e 142 568 62 44% 302

Fre-Fre-2 20-20 4.10a 4.11a 27 90 21 78% 182
Fre-Fre-2 40-40 4.10b 4.11b 65 241 18 28% 262
Fre-Fre-2 60-60 4.10c 4.11c 89 338 7 8% 342
Fre-Fre-2 80-80 4.10d 4.11d 131 518 21 16% 422
Fre-Fre-2 100-100 4.10e 4.11e 165 661 22 13% 502
Fre-Fre-2 150-150 4.10f 4.11f 239 992 20 8% 702

Table 4.3: Synthèse des résultats pour les différents méthodes de synthèses modales
et troncatures des modes internes (pas de modes de branche)
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Figure 4.2: Erreur relative sur les fréquences ǫi,red/mix en fonction du mode i et
aperçu du critère de MAC pour chaque mode (méthode Fix-Fix-1 : tron-
catures : a : 5-5, b : 10-10, c : 20-20, d : 40-40, e : 60-60, f : 80-80)
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Figure 4.3: Critère de MAC pour chaque mode (méthode Fix-Fix-1 : troncatures :
a : 5-5, b : 10-10, c : 20-20, d : 40-40, e : 60-60, f : 80-80)
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Figure 4.4: Erreur relative sur les fréquences ǫi,red/mix en fonction du mode i et
aperçu du critère de MAC pour chaque mode (méthode Fix-Fix-2 : tron-
catures : a : 5-5, b : 10-10, c : 20-20, d : 40-40, e : 60-60, f : 80-80)
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Figure 4.5: Critère de MAC pour chaque mode (méthode Fix-Fix-2 : troncatures :
a : 5-5, b : 10-10, c : 20-20, d : 40-40, e : 60-60, f : 80-80)
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4.3 Troncature des modes propres

La méthode Fix-Fix-1, sans troncature des modes de branche donne de très bons
résultats. La méthode Fix-Fix-2 qui utilise les mêmes méthodes de synthèse mo-

dale par champ mais sépare les paramètres de déplacements η
(a,b)
FI(U) et de contraintes

η
(a,b)
FI(β) donne des résultats identiques à troncature équivalente. Sans rentrer dans le

détail des erreurs relatives entre les résultats des deux méthodes, il apparâıt que la
différence est uniquement une erreur numérique résiduelle.
Les résultats synthétisés dans le tableau 4.3 sont très bons, et montrent qu’il est
possible de tronquer fortement les modes internes et garder malgré tout une bonne
représentation. Comme observé en sous-structuration primale [JS94a, JS94b, Bes06,
BJ08, BJBT12], la représentation basse fréquence est bonne jusqu’à une limite fré-
quentielle donnée, et cette limite augmente avec le nombre de modes conservés dans
la troncature. Cette méthode montre par ailleurs des résultats bien meilleurs que
pour les autres méthodes étudiées, dans notre cas d’étude.
Sans parler de règle claire, nos résultats ont montré que ces deux méthodes donnent
une bonne représentation pour un nombre proche de la somme des modes (de dé-
placements ou de contraintes dans notre cas, car ils sont identiques) utilisés pour les
deux sous-structures (exemple : 12 modes pour 5 par SS, 22 modes pour 10 par SS,
42 modes pour 20 par SS, 76 modes pour 40 par SS, 113 modes pour 60 par SS, 147
modes pour 80 par SS).
Il convient de noter la présence de MS. Néanmoins, la densité reste constamment
inférieure à 6% quelles que soient les troncatures effectuées. On peut donc considérer
que la qualité de la bande fréquentielle convergée n’est pas détériorée, il s’agit uni-
quement de quelques rares modes isolés.
Ces méthodes permettent donc en prenant pour exemple les troncatures 10-10 et 40-
40, de réduire le nombre de DDL de 11256 à respectivement 122 et 182, en gardant
une représentation modale fidèle respectivement jusqu’au 22ème et 76ème mode.

4.3.2 Méthode Fre-Fix-2

Les résultats pour la méthode Fre-Fix-2 sont montrés dans les figures 4.6 et 4.7, et
synthétisés dans le tableau 4.3.

La méthode Fre-Fix-2 montre de gros problèmes d’efficacité. En effet, malgré une
limite fréquentielle quasiment aussi élevée que les méthodes Fix-Fix-1 et Fix-Fix-2,
la densité de MS est supérieure à 50% pour chacune des troncatures étudiées, ce qui
est bien trop élevé pour considérer que les résultats sont concluants. En réalite, la
notion de fréquence limite n’a plus vraiment de sens dans ce cas, dans la mesure où
plus de la moitié de la bande fréquentielle supposée convergée a au moins un de ses
deux critères qui n’est pas considéré comme bon.

4.3.3 Méthode Fre-Fre-1

Les résultats pour la méthode Fre-Fre-1 sont montrés dans les figures 4.8 et 4.9, et
synthétisés dans le tableau 4.3.
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Numéro du mode i

(a) 20-20

0 10 20 30 40 50 60 70

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

39Hz 97Hz 159Hz 219Hz

ǫ
i,
re

d
/
m
ix
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Figure 4.6: Erreur relative sur les fréquences ǫi,red/mix en fonction du mode i et
aperçu du critère de MAC pour chaque mode (méthode Fre-Fix-2 : tron-
catures : a : 20-20, b : 40-40, c : 60-60, d : 80-80, e : 150-150, f : 200-200)
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M
o
d
e
s
M

E
F

m
ix
te

(c) 60-60

 

 

20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

120

140
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Modes MEF mixte réduit
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Figure 4.7: Critère de MAC pour chaque mode (méthode Fre-Fix-2 : troncatures :
a : 20-20, b : 40-40, c : 60-60, d : 80-80, e : 150-150, f : 200-200)
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Figure 4.8: Erreur relative sur les fréquences ǫi,red/mix en fonction du mode i et
aperçu du critère de MAC pour chaque mode (méthode Fre-Fre-1 : tron-
catures : a : 20-20, b : 40-40, c : 60-60, d : 80-80, e : 100-100)
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Figure 4.9: Critère de MAC pour chaque mode (méthode Fre-Fre-1 : troncatures :
a : 20-20, b : 40-40, c : 60-60, d : 80-80, e : 100-100)
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Chapitre 4 Convergence des méthodes de réduction

La méthode Fre-Fre-1 montre des résultats assez moyens. La limite fréquentielle
n’est pas aussi élevée que pour les méthodes Fix-Fix-1 et Fix-Fix-2, et la densité de
MS est également plus élevée. Il apparâıt que, à l’exception des troncatures fortes
(20-20 et plus petit), la densité de MS est d’environ 40%, ce qui est plus intéressant
que les résultats de la méthode Fre-Fix-2. Un aperçu rapide de la figure 4.8 montre
que les résultats ne sont pas aussi mauvais que ceux de la méthode Fre-Fix-2 (figure
4.6), notamment en ce qui concerne les MS. Tout bien pesé, l’intérêt de cette méthode
est assez limité, bien que supérieur à celui de la méthode Fre-Fix-2.

4.3.4 Méthode Fre-Fre-2

Les résultats pour la méthode Fre-Fre-2 sont montrés dans les figures 4.10 et 4.11,
et synthétisés dans le tableau 4.3.

La méthode Fre-Fre-2 montre de bons résultats. En effet, alors que les méthodes
Fix-Fix-1 et Fix-Fix-2 montrent des résultats identiques malgré la dissociation des
paramètres de déplacements et contraintes et des modes identiques pour les deux
champs, les résultats de la méthode Fre-Fre-2 sont différents, et meilleurs que ceux
de la méthode Fre-Fre-1 (section 4.3.3).
Pour les troncatures les plus fortes (20-20, 40-40, 60-60, 80-80), la limite fréquentielle
est la même que pour la méthode Fre-Fre-1, à troncature équivalente. Néanmoins,
quand la troncature est faible (100-100, 150-150), la bande fréquentielle convergée
est plus large avec la méthode Fre-Fre-2.
La plus grosse amélioration, à comparer à la méthode Fre-Fre-1, concerne la densité
de MS, qui est bien meilleure, du moment que la troncature globale n’est pas trop
importante. Par exemple, les troncatures 60-60, 80-80 100-100, 150-150 montrent
une densité inférieure à 16%, ce qui nous donne une qualité de bande fréquentielle
convergée bien meilleure. Néanmoins, il est important de noter que la densité de
modes singuliers est assez élevé si le nombre de modes gardés dans la troncature est
faible, en plus d’avoir une bande fréquentielle moins large par définition (exemple :
troncatures 20-20 et 40-40 avec respectivement 78% et 28% de MS).
La méthode Fre-Fre-2 montre ainsi des résultats très intéressants, dans la mesure où
la troncature reste raisonnable.

4.4 Troncature des modes de branche

Cette section étudie l’influence de l’utilisation de modes de branche pour réduire
la jonction, dans les méthodes décrites au chapitre 3. De façon pratique, il s’agit
de vérifier, sur les méthodes qui fonctionnent bien en gardant la jonction (section
précédente 4.3), l’impact d’une troncature des DDL représentant la jonction. La
structure test est toujours la même (cf. figure 4.1).

Les méthodes que nous avons choisies de conserver dans cette section pour l’étude
des modes de branche sont les méthodes Fix-Fix-1/2 et Fre-Fre-2. Les autres résultats
n’étaient pas suffisamment pertinents pour aller plus loin. Pour chacune des trois
méthodes, et pour chaque troncature effectuée dans la section précédente 4.3, nous
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Figure 4.10: Erreur relative sur les fréquences ǫi,red/mix en fonction du mode i et
aperçu du critère de MAC pour chaque mode (méthode Fre-Fre-2 :
troncatures : a : 20-20, b : 40-40, c : 60-60, d : 80-80, e : 100-100, f :
150-150)
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Figure 4.11: Critère de MAC pour chaque mode (méthode Fre-Fre-2 : troncatures :
a : 20-20, b : 40-40, c : 60-60, d : 80-80, e : 100-100, f : 150-150)
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4.4 Troncature des modes de branche

diminuons progressivement le nombre de modes de branche (initialement autant que
de DDL de jonction, soit 102, cf. tableau 4.1). Les critères utilisées restent ceux
décrits section 4.2.1 et la représentation des résultats se fait comme expliqué section
4.2.2 : on trace l’évolution de la densité de MS en fonction du nombre de modes de
branche conservés dans la troncature (la bande fréquentielle n’étant pas affectée par
la troncature des modes de branche). Les résultats pour les méthodes Fix-Fix-1/2
sont synthétisés dans le tableau 4.4 et tracés dans le graphique 4.12. Les résultats
concernant la méthode Fre-Fre-2 sont tracés dans la figure 4.13.

4.4.1 Méthode Fix-Fix-1-br et Fix-Fix-2-br

Le tableau 4.4 synthétise les résultats tracés dans la figure 4.12. Pour les six
troncatures de la section 4.3.1 (5-5, 10-10, 20-20, 40-40, 60-60, 80-80), on étudie la
dégradation de la densité de MS de la bande fréquentielle convergée en augmentant
la troncature des modes de branche.

La figure 4.12 montre qu’un nombre précis de modes de branche est nécessaire de
façon à garder le comportement dynamique inchangé. Utiliser moins de modes de
branche dégrade fortement la représentation avec une densité de MS qui augmente
fortement. D’autre part, conserver plus de modes de branche parâıt inutile, dans la
mesure où la densité de MS reste quasiment la même que si l’on prend tous les modes
de branche (ou si l’on garde des modes statiques de liaisons à la place).

Une explication de ce phénomène est donnée dans le tableau 4.4, dans lequel sont
listées les fréquences des derniers modes de branche tronqués, c’est-à-dire la plus
basse fréquence de mode de branche qui n’est pas prise en compte dans la jonction
du modèle réduit. Si l’on compare la bande fréquentielle convergée du modèle réduit
sans mode de branche (par exemple 0− 149Hz pour la troncature 20-20) et la valeur
de la fréquence la plus basse tronquée dans les modes de branche (203Hz pour 5
modes restant et 90Hz pour 4 modes restant dans le cas 20-20), nous constatons un
comportement significatif (et récurrent pour chaque troncature de modes internes).
En effet, dès lors que la fréquence d’un mode de branche appartient à la bande
supposée convergée, sa troncature dégrade la réponse (20-20-4 a 33% de MS alors
que 20-20-5 en a 6.5%). D’un autre côté, si l’on garde tous les modes de branche dont
la fréquence est dans la bande convergée (si l’on rajoute un mode par rapport au choix
précédent), il persiste une légère dégradation de la réponse dynamique par rapport
au signal à la structure réduite à jonction complète (20-20-5 a 6.5% de MS alors que
20-20-102 en a 4.8%, ou encore 60-60-9 a 11.5% de MS alors que 60-60-102 en a 5.3%),
mais le comportement dynamique reste extrêmement proche du modèle non réduit
en jonction. Dans le tableau 4.4, la limite entre ces deux domaines est symbolisée
par une ligne simple, tandis que les lignes doubles séparent les troncatures initiales
de modes internes.
On constate également que, lorsque la fréquence du dernier mode tronqué est au
moins deux fois plus grande que la fréquence maximale de la bande convergée, la
réponse réduite est la même qu’avec la jonction complète. Par conséquent, ce type
de choix peut permettre d’assurer une troncature des DDL d’interface sans risque.
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Chapitre 4 Convergence des méthodes de réduction

Il convient de noter que les résultats sont, comme dans la section 4.3.1, identiques
pour les sections Fix-Fix-1 et Fix-Fix-2, et donc très concluants.
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Figure 4.12: Densité de modes singuliers en fonction des modes de branche conservés
dans les méthodes Fix-Fix-1-br ou Fix-Fix-2-br

4.4.2 Méthode Fre-Fre-2-br

La figure 4.13 montre l’évolution de la densité de MS en fonction du nombre de
modes de branche gardés dans la troncature, pour la méthode Fre-Fre-2 et les six
troncatures de la section 4.3.4 (40-40, 60-60, 80-80, 100-100 et 150-150).
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Figure 4.13: Densité de modes singuliers en fonction des modes de branche conservés
dans les méthodes Fre-Fre-2

Les résultats ne sont pas très pertinents. La quantité de MS augmente même lorsque
la troncature est faible, et son évolution ne suit aucune règle particulière. Il semble-
rait que, en gardant entre 85 et 90 des 102 modes de branche, la réponse dynamique
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Nom Modes Limite MS Freq la DDL DDL
de la de plus basse méthode

troncature branche mode freq(Hz) nb % tronquée 1 2

Modèle primal non-réduit 2958
Modèle mixte non-réduit 11256

5-5-102 102 12 33 0 0% Aucune 112 122
5-5-4 4 12 33 0 0% 90 14 24

5-5-3 3 12 33 4 33% 14 13 23

10-10-102 102 22 70 0 0% Aucune 122 142
10-10-5 5 22 70 0 0% 203 25 45
10-10-4 4 22 70 2 9% 90 24 44

10-10-3 3 22 70 9 41% 14 23 43

20-20-102 102 42 149 2 4.8% Aucune 142 182
20-20-6 6 42 149 2 4.8% 226 46 86
20-20-5 5 42 149 4 6.5% 203 45 85

20-20-4 4 42 149 14 33% 90 44 84
20-20-3 3 42 149 25 59% 13 43 83

40-40-102 102 76 290 2 2.6% Aucune 182 262
40-40-10 10 76 290 2 2.6% 579 90 170
40-40-9 9 76 290 4 5.2% 502 89 169
40-40-8 8 76 290 5 6.5% 430 88 168

40-40-7 7 76 290 12 16% 287 87 167
40-40-6 6 76 290 15 20% 227 86 166

60-60-102 102 113 447 6 5.3% Aucune 222 342
60-60-11 11 113 447 6 5.3% 914 131 251
60-60-10 10 113 447 10 9% 579 130 250
60-60-9 9 113 447 13 11.5% 502 129 249

60-60-8 8 113 447 12 10.6% 430 128 248
60-60-7 7 113 447 30 26.5% 287 127 247

80-80-102 102 147 580 4 2.7% Aucune 262 422
80-80-13 13 147 580 4 2.7% 1102 173 333
80-80-12 12 147 580 7 4.8% 963 172 332
80-80-11 11 147 580 15 10.7% 914 171 331

80-80-10 10 147 580 21 14.3% 430 170 330

Table 4.4: Résultats pour différentes troncatures de modes de branche de la méthode
Fix-Fix-1 ou Fix-Fix-2
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Chapitre 4 Convergence des méthodes de réduction

n’est pas altérée, mais dès que la troncature est plus grande, la densité de MS grimpe.
Entre 30 et 80 modes de branche, le nombre de MS est relativement stable et a l’air
de diminuer entre 15 et 30 modes de branche. En tronquant de façon plus prononcée,
la méthode suit la même règle que les méthodes Fix-Fix-1/2, en dégradant le com-
portement dynamique à mesure que l’on augmente la troncature.
Tout bien pesé, l’utilisation de modes de branche pour réduire l’interface n’est pas
intéressante dans le cas de la méthode Fre-Fre-2, étant donné qu’il n’y pas a de règle
particulière qui permette de dire si le procédé est bénéfique ou non, et la troncature
des modes de branche peut vite devenir dégradante. Il parâıt plus sûr d’utiliser la
méthode Fre-Fre-2, le cas échéant, sans modes de branche.

4.5 Conclusions

Cette section avait pour but de tester la convergence des nouvelles méthodes de
sous-structuration modale implémentées dans le chapitre 3 spécialement pour des
MEF mixtes. Il s’agissait ici de prendre une structure simple composée de deux sous-
structures, de la modéliser avec le MEF mixte déplacements/contraintes généralisées
de Kirchhoff-Love (chapitre 1) et de tester la convergence dynamique modale du
modèle réduit à l’aide de nos différentes méthodes. Le MEF non-réduit est composé
de 11256 DDL.

Nous avons fait le choix de scinder ce chapitre en deux parties principales avec,
d’une part, l’étude de l’influence d’une troncature des modes propres des sous-struc-
tures, puis d’autre part, une analyse de l’impact de l’utilisation de modes d’interface
sur les méthodes qui ont fonctionné au préalable. Dans les deux cas, les deux critères
choisis ont été l’erreur relative sur les fréquences propres des modes de la structure
globale et un critère de MAC sur les formes des modes observables. Les méthodes
de sous-structuration modale ont pour habitude, en primal, de converger à basse
fréquence et de s’éloigner du modèle initial à haute fréquence si la troncature est
forte. Ainsi, les points clés analysés ont été la bande fréquentielle sur laquelle le
modèle réduit a, en apparence, convergé, et la densité de Modes Singuliers (modes
ayant au moins un des deux critères négatifs) sur cette bande. Le tableau 4.5 résume
les performances des différentes méthodes implémentées.

Le tableau 4.3 synthétise les résultats des deux points clés pour plusieurs tron-
catures de modes internes sur chacune des méthodes du chapitre 3. On constate de
grandes différences d’efficacité entre les méthodes :

– Les méthodes Fix-Fix-1 et Fix-Fix-2 donnent des résultats excellents (et iden-
tiques). Ces deux méthodes permettent de réduire grandement le nombre de
DDL en gardant malgré tout une très bonne représentation du comportement
en basses fréquences de la structure globale avec le modèle réduit. En utilisant,
par exemple, la troncature 40-40 (c’est-à-dire 40 modes de déplacements et 40
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Méthodes Fix-Fix-1/2-br Fre-Fix-2-br Fre-Fre-1-br Fre-Fre-2-br

Taille bande
fréquentielle

• • • • • •• • • • • • ••

Densité
de MS

• • • • • • •• • • •

Avec modes
de branche

• • • • • Non testé ••

Table 4.5: Performances générales des méthodes implémentées dans le chapitre 3
pour notre cas d’étude

modes de contraintes), nous réduisons la taille du MEF mixte de 11256 DDL à
seulement 262 DDL, tout en gardant une excellente représentation des 76 pre-
miers modes, en fréquence et en forme. Les autres troncatures montrent des
résultats tout aussi intéressants (cf. tableau 4.3).

– La méthode Fre-Fre-2 montre des résultats relativement bons tant que la tron-
cature reste raisonnable (60-60, 80-80, 100-100, 150-150). La bande fréquentielle
est néanmoins plus petite que pour les précédentes méthodes, et la densité de
MS plus significative, mais elle présente toujours des performance intéressantes.

– La méthode Fre-Fre-1 se distingue de la méthode Fre-Fre-2 (malgré l’utilisa-
tion des mêmes modes et mêmes troncatures) par des résultats moyens. Malgré
une limite en fréquence relativement bonne, la densité de MS dégrade trop la
méthode.

– Enfin, la méthode Fix-Fre-2 qui mixe modes libres et encastrés donne de mauvais
résultats, avec une densité de MS rédhibitoire.

La seconde partie de ce chapitre concernait l’utilisation de modes de branche pour
réduire le nombre de DDL de la jonction, et la convergence des méthodes concluantes
de la première partie lorsque l’on décide de tronquer ses modes d’interface. Les
méthodes que nous avons étudiées sont uniquement Fix-Fix-1, Fix-Fix-2 et Fre-Fre-2.
la structure test est la même et les critères également. Il s’agit d’observer l’impact
d’une réduction de l’interface sur les troncatures de la première partie.
Les résultats des méthodes Fix-Fix-1 et Fix-2 sont synthétisés dans le tableau 4.4
et tracés dans la figure 4.12. On montre ainsi que l’on peut réduire de façon très
conséquente la quantité de DDL d’interface, tout en gardant une représentation dy-
namique aussi bonne que si la jonction n’avait pas été réduite. On constate ainsi
qu’en gardant entre 4 et 12 modes (suivant les troncatures des modes internes) sur
les 112 DDL initiaux, le comportement dynamique est intact. Dans notre cas d’étude,
cela peut parâıtre insignifiant à côté de la réduction conséquente des DDL internes
aux sous-structures, néanmoins, sur des structures plus grandes avec des interfaces
importantes, cette caractéristique peut s’avérer cruciale. Si l’on prend l’exemple de
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la méthode Fis-Fix-1 à troncature 20-20-5, on diminue le nombre de DDL de 11256
à 45 (soit 250 fois moins !), et l’on conserve un comportement dynamique fidèle sur
les 42 premiers modes.
En revanche, l’utilisation de modes d’interfaces dans le cas de la méthode Fre-Fre-2
ne s’est pas avéré très concluant.

En conclusion, nous pouvons dire que, parmi les nouvelles méthodes de sous-
structuration modales implémentées dans le chapitre 3, certaines présentent un grand
intérêt dans la mesure où l’on peut réduire de façon drastique le nombre de DDL
d’un modèle dont le principal inconvénient est la taille importante, tout en gardant
un comportement dynamique fidèle au modèle de base. Nous pouvons prendre en
exemple la méthode Fix-Fix-1-br qui permet de réduire le MEF mixte globale de
11256 DDL en un modèle réduit de respectivement 14, 25, 46, 90, 131 et 173 DDL,
tout en conservant une représentation fidèle sur respectivement les 12, 22, 42, 76, 113
et 147 premiers modes.
Il convient de noter ici que ces résultats sont donnés à titre indicatif pour la structure
test choisie avec une jonction mécaniquement raide, mais que l’utilisation de modes
“libres” aurait été plus efficace dans le cas d’une jonction plus souple.
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Chapitre 5

Optimisation de paramètres
d’épaisseurs de structures plaques sous
critère de contrainte

5.1 Introduction

5.1.1 Présentation générale

Ce chapitre a pour objectif de mettre en place une méthodologie d’optimisation de
forme des structures de type “plaque” soumises à un chargement dynamique, sous
critère(s) de contrainte(s) et paramètres d’épaisseurs. L’idée est d’utiliser les MEF
mixtes dynamiques développés chapitre 1 ainsi que les méthodes de sous-structuration
modales adaptées dans le chapitre 3, et de les intégrer dans un processus d’optimi-
sation, dont l’un des objectifs au moins est la minimisation de la contrainte au sein
de la structure et les épaisseurs sont modifiables. Nous mettons ainsi en avant :
– l’accès facile aux objectifs de contraintes grâce au MEF mixte ;
– la possibilité de jouer sur les épaisseurs sans avoir à remailler la structure EF
complète ;

– la réduction de modèle offerte par les méthodes de sous-structuration ;
– l’indépendance des méthodes modales vis-à-vis de l’épaisseur pour des plaques
planes ;

– le temps de calcul gagné par rapport à des méthodes classiques ;
– l’intérêt d’une représentation sous forme de front de Pareto lorsque la contrainte
maximale subie par la structure est un objectif à minimiser (et non une contrainte
à proprement parler).

Il s’agit de tester des méthodes d’optimisation Multi-Objectif (MO), basées sur nos
MEF mixtes sous-structurés, sur des structures numériques académiques soumises à
des chargements harmoniques, dans lesquelles les paramètres de l’optimisation sont
les épaisseurs de différentes zones de la structure considérée, et la contrainte maxi-
male de la plaque est un objectif à minimiser. Pour se placer dans un cas MO plus
conforme à des considérations industrielles et éviter de converger vers une plaque
infiniment épaisse, nous choisissons la masse de la plaque comme autre objectif de
l’optimisation. La figure 5.1 représente le type de cas que l’on souhaite étudier avec
une répartition d’épaisseurs donnée. Dans ce chapitre, nous mettons en place deux
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méthodes différentes, toutes les deux utilisant un Algorithme Génétique (AG) usuel :

– une première méthode utilisant le MEF mixte défini chapitre 1 qui permet
d’accéder plus rapidement aux objectifs de contraintes en bénéficiant de l’in-
dépendance en épaisseur du modèle pour modifier les paramètres ;

– une seconde méthode plus performante se basant sur ce même MEF mixte, mais
sous-structuré (voir les différentes méthodes chapitre 3), de façon à faire de
chaque SS indépendante un Super-Élément Mixte (MSE) d’épaisseur constante
que l’on peut modifier aisément à chaque itération.

5.1.2 Historique de l’optimisation de forme

Optimisation de forme en général

Trop souvent, le processus d’optimisation de paramètres de structure ou d’optimi-
sation de forme se fait manuellement par expérience, de façon intuitive et empirique.
La structure résultant est ensuite testée, numériquement ou expérimentalement, pour
vérifier que le résultat est conforme aux objectifs et/ou aux contraintes fixées. Toute-
fois, beaucoup de chercheurs se sont consacrés à l’optimisation de forme pour la
mécanique des structures [BFLW10, SDS10, HCC10, LBT11, RHX+12, AFB12].
D’une manière générale, les méthodes développées pour aider à trouver la confi-
guration optimale d’une structure visent à construire un modèle facilement modi-
fiable représentant cette dernière. Ainsi, un choix judicieux des paramètres de l’op-
timisation est déterminant. Certains chercheurs se sont concentrés sur des méta-
modèles, ou modèles simplifiées [PD10, RHX+12] qui permettent, de par leurs tailles
réduites, de jouer sur des paramètres en changeant le modèle rapidement. Néanmoins,
la majorité des recherches effectuées dans le domaine de l’optimisation de forme
de structures sollicitées mécaniquement conservent une représentation EF classique
[CFF+04, LP06, AS07, PGF08, DGCZ08, AA09] qui permet, depuis plusieurs di-
zaines d’années, l’une des représentation du comportement mécanique des structures,
notamment élastique linéaire, des plus rapides et fidèles qui soient. Dès lors, la ques-
tion qui se pose est la suivante : comment agir rapidement sur les paramètres du
MEF et comment bien choisir ces paramètres (géométriques ? matériaux ?) de façon
à caractériser la modification géométrique de la structure numériquement, à moindre
coût ? Le problème sous-jacent est celui du re-maillage et du temps de calcul associé.

On préfère ainsi, dans la mesure du possible, trouver des moyens détournés de
modifier numériquement la structure EF sans la reconstruire.
Des méthodes appelées “Grid Perturbation Method” (GPM) permettent d’obtenir
un champ de vitesse pour la détermination de modification de position nodale à
la suite d’une perturbation [HG86, ZBF95, KHK05]. D’autres approches appelées
“mesh mapping”, “Laplacian Morphing” ou encore “boundary nodal perturbation”
permettent également d’appliquer de petites modifications géométriques à une struc-
ture [YC89, CC94, LJ97, RFT04]. Ces méthodes sont basées sur l’idée que toute
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modification de frontière se répercute localement sur un changement des formes des
mailles, et non sur une modification des propriétés des matériaux qui les composent.
D’autres possibilités de modifications locales se basent sur un maillage qui ne change
pas. On parle de Fixed Grid (FG) representation [WTQS99]. Ce concept a été étendu
à l’optimisation de forme dans [GS03]. L’idée est de définir un rectangle qui enveloppe
la structure, rectangle qui lui-même est entièrement discrétisé en EF que l’on peut
classifier comme, soit appartenant à la structure, en-dehors de celle-ci, ou à cheval
entre les deux. La clé est la détermination des éléments qui traversent les deux mi-
lieux au niveau d’une jonction modifiée par l’optimisation. Souvent, on effectue une
moyenne pondérée des propriétés matériaux en fonction de la fraction de l’EF qui est
dans la structure, pour calculer la matrice de raideur. D’autres méthodes comme la
“Area-fraction weighted Fixed Grid” (AFG) [DKM11] ont été récemment proposées
pour améliorer ces démarches de pondération en utilisant la méthode des moindres
carrés. Néanmoins, si l’approximation de la souplesse de la structure est intéressante,
la convergence en contraintes de ces méthodes est assez limitée. Whang et Zhang ont
également étendu le concept de “Material Perturbation Method” (MPM) en associant
la FG method et une modification locale du maillage [XZZ02, WZ13].
Ces dernières années, d’autres méthodes d’optimisation en contraintes pour des mail-
lages fixes ont vu le jour. Garćıa et Steven ont par exemple amélioré la précision en
contraintes par une méthode FG globale/locale qui consiste à raffiner le maillage près
des interfaces entre éléments en mouvement [GS00], tandis que Kim et Chang ont
étudié la sensibilité en contraintes avec une représentation Eulérienne d’un maillage
fixe [KC05]. Le développement d’EF enrichis, ou X-FEM [SMMB00, SCM+01, VMD07,
GZWW11] et d’éléments iso-géométriques [CH09] dans le cadre de l’optimisation de
forme permettent également d’améliorer la précision en contraintes.

Les méthodes précédemment citées permettent une modification légère de la géo-
métrie de la structure sans avoir à remailler, mais trouvent leurs limites dès lors
que la transformation devient importante. C’est la raison pour laquelle bon nombre
d’optimisations de forme font le lien entre la CAD (Computer-Aided Designs) et les
algorithmes d’optimisation, et nécessitent un remaillage de la structure [CFF+04,
LP06, AS07, PGF08, DGCZ08, AA09]. Ces dernières années, on compte des études
d’optimisation structurelle dans le domaine des plaques/coques [DGCZ08, PGF08,
AA09], structures piézo-électrique [KDB09], et composites [WS03, AMMS+09].

Mono-Objectif Vs Multi-Objectifs et Algorithme Génétique

Parmi tous les problèmes d’optimisation, on distingue les optimisations “Mo-no-
Objectif” (ou “Single-Objective” (SO)) et “Multi-Objectifs” (ou “Multi-Objectives”
(MO)). Le plus souvent dans l’industrie, une optimisation de forme se fait sous
différents objectifs, ou du moins avec des contraintes de coût qui rendent néces-
sairement l’optimisation MO. De façon classique, on réunit les différents objectifs en
une seule et unique fonction pondérée, ce qui permet d’utiliser des méthodes de gra-
dient rapides et facilement implémentables [AMMS+09, LP06]. On peut aussi garder
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une unique fonction objectif et symboliser les autres objectifs par des contraintes à
l’optimisation, ce qui permet également d’utiliser des méthodes de gradient. Cepen-
dant, ces méthodes aboutissent à un optimum local et peinent souvent à explorer
l’intégralité de l’espace de conception.
D’autres méthodes d’optimisation MO utilisent des Algorithmes Evolutionnaires (GA
pour “Genetic Algorithms”, ou MOEA pour “Multi-Objective Evolutionnary Algo-
rithms”), basés sur l’évolution des espèces [KDB09, PGF08]. Ils représentent chaque
combinaison de paramètres par des individus d’une population, et font évoluer ces
populations sur plusieurs générations de façon à les améliorer vis-à-vis des objectif
fixés. Les GA permettent d’explorer la totalité de l’espace de conception et mènent
ainsi à une optimisation globale du problème considéré. Un autre avantage des GA
est qu’ils ne demandent pas à l’utilisateur de pondérer les critères, ce qui permet de
converger vers un ensemble de solutions qui sont chacune des compromis entre les
objectifs. On parle de “Pareto-Solution” (PS) et la représentation se fait sous forme
de front de Pareto, dans lequel chacun des points est meilleur que les autres au sens
d’au moins un objectif. L’utilisateur peut ensuite sélectionner les solutions qu’il veut
en fonction du compromis qui l’intéresse et des paramètres qui lui sont associés.
On peut aussi citer une alternative aux MOEA avec les méthodes par essaim particu-
laire (ou “Particle Swarm Optimization” (PSO), [Cle04]) basées sur les mouvements
globaux d’une population influencés par des mouvements locaux d’individus et de
leurs voisinages.
Dans le domaines des MOEA, plusieurs types d’algorithmes sont disponibles tels
que SPEA (“Strength Pareto Evolutionary Algorithms”) [ZT99, ZDT99] et SPEA-
II [ZLT01]), PAES (“Pareto Archived Evolution Strategy”) [KC99]), NSGA (“Non-
dominated Sorting Genetic Algorithms”) [SD94, DAPM00] et NSGA-II [DPAM02,
LZ09]) ou encore APA (“Adaptative Pareto Algorithm”) [DGO01b, DGO01a]. Un
review de ces différentes méthodes est disponible dans [GD02]. Tous ces algorithmes
sont efficaces et convergent nécessairement vers un ensemble de compromis, mais ont
le gros inconvénient de répéter un grand nombre de fois les opérations d’évaluation
des objectifs et cela engendre un coût de calcul important. Dans ce manuscrit, l’idée
n’est pas de travailler à proprement parler sur les algorithmes en essayant d’y ap-
porter une modification mais plutôt d’améliorer la représentation mécanique utilisée
pour l’optimisation et de l’intégrer dans un algorithme répétitif d’optimisation. Pour
cela, parmi les MOEA, nous avons choisi la méthode d’algorithme NSGA-II, pour
sa facilité d’implémentation et les ToolBox et descriptifs complets que l’ont peut
trouver grâce à Deb [DAPM00, DPAM02]. L’idée de ce travail est d’utiliser le MEF
mixte du chapitre 1 et les méthodes de sous-structuration modales développées dans
le chapitre 3 de façon à améliorer l’étape d’évaluation des objectifs, et en particulier
l’objectif de contrainte maximale.
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5.1.3 Intégration de nos modèles dans un Algorithme Génétique

Comme expliqué précédemment, la plupart des optimisations de paramètres de
structures fines, qui calculent des champs de contraintes, utilisent un MEF primal
pour y accéder et nécessitent donc des calculs supplémentaires une fois la réponse
de la structure calculée (voir section 2.3.1). En cela, l’utilisation du MEF mixte
tel qu’implémenté chapitre 1 peut s’avérer intéressant, étant donné qu’il donne des
résultats identiques en déplacements et contraintes (cf. chapitre 2) par rapport à un
MEF primal avec un gain de temps non-négligeable pour reconstruire le champ (cf.
section 2.4). De plus, ce type de modèle, lorsqu’il est construit pour une théorie des
plaques, est caractérisé par une indépendance en épaisseur, c’est-à-dire que l’on peut
intégrer dans l’élément et construire ses matrices élémentaires sans leur paramètre
d’épaisseur. Cela permet de construire la structure EF entière sans caractéristiques
d’épaisseurs, et d’attribuer ensuite les épaisseurs de façon linéaire scalaire pour cha-
cun des éléments, ou chacune des zones choisis. Ainsi, la structure à optimiser est
maillée une seule et unique fois, et chacune des zones, que l’utilisateur choisit à
épaisseur constante, peut être modulée selon ce paramètre de façon quasi-instantanée.
Ainsi, l’inconvénient majeur du temps d’assemblage par rapport à un MEF primal,
cité dans la section 2.5, n’en est plus un, et la difficulté de modification des pa-
ramètres de l’optimisation citée précédemment est considérablement simplifiée. Nous
présentons dans la section 5.5.1 l’intégration dans le GA du MEF mixte du chapitre 1.

A ce stade de l’étude, la méthode employée permet une modification rapide des
paramètres de l’optimisation, et un meilleur accès à l’objectif de contrainte. Toute-
fois, on conserve la difficulté de manipuler et stocker des matrices de grande taille.
C’est ici que les méthodes de sous-structuration modales jouent leur rôle. En effet,
les méthodes développées dans le chapitre 3 présentent également une caractéristique
d’indépendance en épaisseur : les éléments modaux composant les matrices de ré-
duction restent inchangés, et la relation déplacements/contraintes qui contient un
paramètre d’épaisseur peut, tout comme le modèle, être construite indépendamment
de l’épaisseur de la zone concernée. On peut donc ainsi, pour chacune des zones choi-
sies par l’utilisateur, construire un Super-Élément Mixte (MSE pour “Mixed Super
Element”) réduit qui n’est piloté que par son paramètre d’épaisseur et se manipule
plus facilement que la matrice complète initiale. La performance de l’optimisation
n’en est que plus grande. Nous présentons dans la section 5.5 l’intégration dans le
GA du MEF mixte sous-structuré.

Une autre particularité de nos méthodes d’optimisation, en comparaison avec ce
qui est fait dans la littérature, est l’utilisation de la contrainte en tant qu’objectif.
En effet, la plupart du temps, la contrainte maximale subie par la structure est une
“contrainte” du processus d’optimisation, en ce sens que l’utilisateur impose une
valeur “seuil” qui doit être respectée pour la/les solutions de l’optimisation. Si un
individu (dans le cas d’un GA) est au-dessus du seuil, il est automatiquement éliminé
des potentielles solutions, mais on ne fait pas la différence entre un individu qui a
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une contrainte maximale 2 fois, ou 10 fois inférieure à la limite fixée par l’utilisateur.
Dans notre cas, la contrainte maximale est un objectif au sens propre, et elle tend
ainsi à être minimisée, sans limite particulière. Ainsi, les solutions obtenues en sortie
du GA qui se représentent sous forme de Front de Pareto sont définies, en partie, par
leur contrainte maximale, et l’utilisateur peut choisir l’intensité maximale endurée
par la structure au niveau qu’il le souhaite, après l’optimisation, en fonction des
configurations paramétriques qui l’intéressent et des autres objectifs des compromis.
Dans le cas de chargements cycliques ou de tout type de cas où la fatigue intervient,
il peut être judicieux de choisir une valeur de contrainte intermédiaire qui n’est pas
seulement inférieure à une maximale, mais qui est modérée, en fonction de l’utilisa-
tion prévue et de la répétition de la charge.

Ce chapitre s’articule de la façon suivante : dans un premier temps nous présentons
le type de problème d’optimisation que l’on souhaite résoudre en précisant bien les
cas, en terme de paramètres et d’objectifs, qui peuvent être traités avec nos méthodes.
Ensuite, nous étudions plus en détail le fonctionnement d’un Algorithme Génétique
dans le cadre d’une optimisation MO. Dans les deux parties suivantes, nous décrivons
les méthodes d’optimisation, d’une part à l’aide du MEF mixte et ensuite à l’aide du
MEF mixte sous-structuré. Enfin, nous présentons les principaux types de résultats
que l’on peut obtenir en testant nos méthodes sur plusieurs cas académiques avec
deux objectifs un nombre variable de paramètres d’épaisseurs.
On introduit dans ce chapitre les indices .pri et .mix qui renvoient respectivement à
des matrices primales et mixtes.

5.2 Présentation du type de problème d’optimisation

Les méthodes d’optimisation présentées dans ce chapitre sont spécifiquement ada-
ptées aux problèmes “plaque” dans lequels les paramètres variables sont des épais-
seurs, et au moins un des objectifs est une contrainte. Dans ces conditions, nos MEF
mixtes “plaque”, les méthodes de sous-structuration modale et l’indépendance de ces
techniques en épaisseur deviennent essentielles pour nos méthodologies.

Il s’agit pour l’utilisateur de définir différentes zones (ou sous-structures) qui sont
chacune définie par une épaisseur (on choisit arbitrairement de diviser la structure
en plusieurs sous-structures plus petites). Le nombre de paramètres de l’optimisation
est donc égal au nombre de zones choisies. L’utilisateur définit également une plage
de variation pour chacune des épaisseurs. On cherche à minimiser :

– la contrainte maximale de Von Mises (VM) au sein de la structure sous un
chargement donné ;

– la masse de la plaque dans un souci de coût.

Ces deux objectifs étant antagonistes, nous sommes bien dans un cas MO. La figure
5.1 illustre ce type de problème, dans un cas d’une structure divisée en 3 sous-
structures.
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Figure 5.1: Exemple d’optimisation pour 3 sous-structures

La structure est optimisée dans le cas d’un chargement harmonique localisé (voir
figure 5.1). La fréquence d’excitation peut être fixée sur un mode spécifique de la
structure ou dans une bande fréquentielle qui contient des modes.

L’idée générale de cette partie est d’utiliser un Algorithme Génétique de façon à
résoudre le problème MO précédemment décrit (voir section 5.3). Il s’agit d’utiliser
les MEF mixtes déplacements/contraintes définis dans le chapitre 1 de façon à avoir
un accès privilégié aux champs de contraintes, et les méthodes de sous-structuration
du chapitre 3 dans le but de réduire chacune des sous-structures et d’en faire des
MSE facilement manipulables. Ainsi nous implémentons deux méthodes : une basée
sur le MEF mixte seul (voir section 5.4) et une seconde basée sur le MEF mixte sous-
structuré 5.5. Plusieurs cas pratiques sont ensuite étudiés pour différentes structures,
différents choix de sous-structures et pour les deux chargements définis (voir section
5.8).

5.3 Optimisation Multi-Objectifs et Algorithme
génétique

Un processus d’optimisation de forme regroupe souvent plusieurs fonctions à maxi-
miser ou à minimiser, dont les objectifs sont antagonistes. En réalité, comme évoqué
brièvement dans l’introduction du chapitre 5.1, la notion de solution optimale n’existe
pas dans un problème d’optimisation MO. Suivant les conditions d’utilisation, les li-
mitations techniques de fabrication ou encore les contraintes évidentes de coût, une
solution peut être préférée par rapport à une autre, sans savoir à l’avance le type de
solution que l’on veut/va obtenir. On définit ainsi un point optimal si aucun autre
point n’est meilleur sur tous les critères. L’ensemble de ces points fournis par l’al-
gorithme d’optimisation constitue ainsi le front de Pareto optimal. Il est composé
de plusieurs solutions qui sont chacune des compromis entre les différents objectifs,
définis par une combinaison spécifique des paramètres d’entrée. Nous voyons dans
cette section comment on peut formuler ce type de problème d’optimisation, et une
méthode pour le résoudre.
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5.3.1 Formulation déterministe d’un problème Multi-Objectif

Un problème d’optimisation MO nécessite la minimisation de plusieurs fonctions-
objectif, potentiellement avec ou sans contraintes. Ce problème peut être formulé de
la façon suivante :







Minimiser y = F (d) = [F1(d), F1(d), ..., FN (d)]T

gj(d) ≤ 0, j = 1, 2, ...,M
hk(d) = 0, k = 1, 2, ..., l
d = (d1, d2, ..., dp) ∈ Ω

(5.1)

avec F1, F2, ..., FN l’ensemble desN fonctions-objectif, gj le vecteur desM contraintes
d’inégalité, hk le vecteur des l contraintes d’égalité et d les paramètres de l’optimi-
sation (p paramètres) appartenant à l’espace de conception Ω.

La résolution d’un problème d’optimisation MO est plus complexe qu’un problème
SO. Alors qu’un algorithme SO converge vers une seule et unique solution, le cas
MO fournit un ensemble de solutions qui constitue le front de Pareto. Dans le
cas d’un problème MO, une seule et unique solution ne peut, par définition, pas
exister ou est difficile à trouver dû aux conflits entre les fonctions-objectif F . Une
amélioration d’une fonction objectif fn1 induit souvent la détérioration d’une autre
fn2. Le problème MO essaye de résoudre le problème en trouvant une solution qui sa-
tisfait au mieux l’ensemble de ces fonctions en respectant les contraintes du problème.

Comme expliqué dans l’introduction (section 5.1.2), plusieurs techniques ont été
proposées dans la littérature permettant de résoudre ce type de problème MO. La
méthode des GA sélectionnée permet de faire une optimisation globale en explorant
la totalité de l’espace de conception, de ne pas privilégier un objectif par rapport à
un autre, et de donner un set de solutions “Pareto-Optimales” qui sont autant de
compromis pour notre problème. L’utilisation de ces méthodes nécessite la définition
du concept de solutions d̂ıtes “Pareto-optimales”.

5.3.2 Notion de dominance et optimalité au sens de Pareto

Dans un problème d’optimisation MO, les solutions sont classées suivant le concept
de dominance au sens de Pareto comme défini par Deb [DAPM00, DPAM02]. Ce
concept se prononce comme ceci :

Notons par S l’espace de décision, une solution faisable x∗ ∈ S est connue sous Pareto
optimale, d̂ıte aussi solution efficace ou non-dominée, si et seulement si il n’existe pas
une solution x ∈ S tel que x domine x∗.

Une solution y = (y1, y2, ..., yn) domine une solution z = (z1, z2, ..., zn) dans le cas
d’une minimisation des n fonctions-objectif fi, si ∀i ∈ [1, ..., n], fi(y) ≤ fi(z) et fi, si
∀i ∈ [1, ..., n], fi(y) < fi(z).
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La figure 5.2 illustre la notion de solution dominée et Pareto-Optimale dans le cas
d’une minimisation de deux fonctions-objectif f1 et f2 par une représentation gra-
phique 2D.

Figure 5.2: Notion de dominance au sens de Pareto, solutions dominées et Pareto-
Optimales

5.3.3 Algorithmes évolutionnaires ou Algorithmes génétiques

Ces dernières années plusieurs types d’algorithmes ont été développés permettant
l’optimisation MO, et notamment les MOEA (ou GA). Comme expliqué dans l’intro-
duction (section 5.1.2), plusieurs types d’algorithme sont disponibles tels que SPEA,
SPEA-II, PAES, NSGA, NSGA-II ou encore APA. Le principe de ces méthodes,
basées sur l’évolution des espèces de façon aléatoire et la sélection naturelle, est ex-
pliqué plus en détail dans la section suivante. Par rapport aux méthodes classiques,
les GA présentent de gros avantages :

– L’adaptation : le GA ne nécessite pas de formulation mathématique complexe
ou de calculer des gradients pour trouver la direction de descente. Il peut ma-
nipuler n’importe quel type de fonction-objectif et de contraintes (linéaires ou
non, continues ou discrètes) ainsi que des espaces de recherches mixtes.

– La robustesse : l’utilisation des opérateurs d’évolutions laisse l’algorithme géné-
tique faire une recherche globale. Il a été démontré à travers plusieurs études que
l’algorithme génétique localise au mieux l’optimum global et réduit énormément
le temps de calcul.
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– La flexibilité : l’algorithme génétique présente une bonne flexibilité si l’on sou-
haite le coupler avec des stratégies de recherche locale pour des problèmes com-
plexes.

5.3.4 Fonctionnement des Algorithmes Génétiques

Définitions

Les méthodes de GA peuvent être comparées à l’évolution des espèces dans leur mi-
lieu naturel. Ils consistent à faire évoluer une population, dont les individus, solutions
du problème, tendent à s’améliorer vis-à-vis de nos objectifs, au fil des générations.
Dans ce contexte, les termes utilisés pour décrire son fonctionnement sont tirés de la
biologie, à savoir :

– un “individu” est une solution du problème (dans notre cas, une combinaison de
p épaisseurs (une par zone) qui donne un compromis entre les objectifs) ;

– une “population” est un groupe d’individus (dans notre cas, un ensemble de
combinaisons d’épaisseurs, qui forment un Front de Pareto avec un compromis
par individu/combinaison d’épaisseurs) ;

– une “génération” est une itération de l’algorithme et correspond à la population
courante.

1. Initialisation de la population
Set de combinaisons d’épaisseurs

2. Evaluations des individus
Contrainte max et masse pour chacune des combinaisons

3. Sélection / Mutations / Croisements

2bis. Evaluations des individus
Contrainte max et masse pour chacune des combinaisons

Insertion dans la population

4. Nouvelle population
Set de combinaisons d’épaisseurs

5. Nouvelle itération/
Génération

Figure 5.3: Principe de fonctionnement d’un Algorithme Génétique (blocs gris :
apport de notre travail)
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Fonctionnement Général

Le fonctionnement du GA est synthétisé par le schéma figure 5.3. Il est composé
de 5 étapes :

– 1. Création d’une population initiale de façon aléatoire (répartition d’épaisseurs
aléatoire).

– 2. Calcul des objectifs pour chaque individu de la population (étape “d’éva-
luation” qui donne les valeurs des objectifs pour chacune des combinaisons
d’épaisseurs).

– 3. Création de nouveaux individus par sélection, mutation et croisement.
– 2.bis Évaluation des nouveaux individus (identique à l’étape 2).
– 4. Formation d’une nouvelle population avec un mélange de nouveaux et d’an-
ciens individus le cas échéant.

– 5. Réitération du processus sur plusieurs générations.

Il convient de noter que les étapes identiques 2. (et 2bis.) d’évaluation des individus
et donc des fonctions-objectifs sont très souvent les plus coûteuse, en particulier
lorsqu’elles nécessitent la reconstruction du champ de contraintes comme c’est le cas
dans cette étude. C’est ici que notre travail s’insère dans le reste du chapitre.

Sélections, Croisements et mutations

La compréhension du fonctionnement du GA nécessite la connaissance des signifi-
cations des opérateurs de sélection, mutation et croisement :
Croisement : c’est le principal opérateur pour un GA. Il opère sur deux “chromo-
somes” et génère un troisième (enfant) en combinant les deux derniers. En pratique,
il s’agit dans notre cas de prendre certaines épaisseurs d’un individus, et d’autres
épaisseurs d’un autre individus, et ainsi d’en former un troisième. On part ainsi du
principe qu’en prenant des chromosomes (quelques épaisseurs) de plusieurs individus
donnant de bons objectifs, on peut éventuellement obtenir un nouvel individu dont
certains objectifs sont meilleurs. Une méthode simple pour faire le croisement est
de coupler les chromosomes en définissant un point de coupe et de coller les deux
morceaux. Cette méthode marche bien pour une représentation binaire des variables.
La performance d’un GA dépend fortement du type de croisement. De nombreux
types de croisement ont été proposés dans la littérature dont les plus connus sont :
conventionnel, arithmétique et stochastique.
Mutation : c’est un opérateur basique qui produit des changements aléatoires au
niveau des chromosomes. Une technique simple permettant de générer des mutations
est de modifier des gênes d’une manière aléatoire. Pour les GA, les mutations jouent
un rôle important : elles servent à remplacer les chromosomes “oubliés” de l’ancienne
population.
Sélection : c’est la clé du GA. Différentes stratégies de sélection ont été proposées
dans la littérature : la “roulette wheel selection”, “tournament selection”, “truncation
selection” ou encore la “elitist selection”. Une comparaison de ces différents schémas
de sélection est disponible dans [BT95].
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Spécificités de NSGA-II

L’algorithme NSGA-II proposé par Deb [DAPM00, DPAM02] est très largement
utilisé dans la résolution des problèmes d’optimisation MO. Le principe de base de
cet algorithme consiste à classer l’ensemble des solutions pour chaque génération
selon la notion de dominance de Pareto. L’ensemble des solutions de la population
en cours est rangé sous plusieurs classes. Les meilleures solutions sont sur le front
de Pareto numéro 1, les individus qui sont sur le deuxième front forment le front de
Pareto numéro 2, et ainsi de suite. Deux valeurs permettant de faire la sélection sont
attribuées à chaque individus :

– la première, est le rang de la solution à laquelle il appartient et qui représente
la qualité de la solution en terme de convergence ;

– la seconde, est connue sous le nom de “crowding distance” : elle consiste à estimer
la densité entourant une valeur particulière de l’espace objectif et représente la
qualité de la solution en terme de diversité.

Une solution est dite meilleure qu’une autre si elle a un meilleur rang, en cas d’égalité,
c’est celle qui a la meilleure “crowding distance” qui l’emporte. L’algorithme NSGA-II
est donc basé sur une classification des individus en plusieurs niveaux et utilise une
procédure de tri plus rapide que son prédécesseur NSGA basé sur la non dominance.
D’une part, il bénéficie d’une approche élitiste qui permet de préserver la diversité
des populations en sauvegardant les meilleures solutions trouvées lors des générations
précédentes. D’autre part, l’opérateur de comparaison basé sur un calcul de la “crow-
ding distance” permet une bonne répartition de Front de Pareto sur l’ensemble des
possibilités. Sa mise en œuvre est simple et efficace, grâce à la pédagogie et au temps
consacré par Deb dans l’implémentation de ToolBox dédiées.

5.4 Modèles éléments-finis mixtes paramétrés en
épaisseurs pour plaques fines

L’étape d’évaluation du GA (figure 5.3) est de loin la plus coûteuse, en parti-
culier dans le cas où elle nécessite la reconstruction du champ de contraintes. Les
MEF mixtes déplacements/contraintes généralisée définis dans le chapitre 1 permet
un accès plus rapide au champ de contraintes global par rapport à un MEF pri-
mal (voir section 2.4). Cependant, ce type de MEF présente en contrepartie des in-
convénients de temps d’assemblage et de matrices élémentaires de grandes tailles. Ces
caractéristiques peuvent donc parâıtre rédhibitoires si l’on doit remailler la structure
pour en changer des paramètres géométriques. Toutefois, si les grandeurs modifiées
sont des épaisseurs, la théorie des plaques implémentée dans la formulation mixte de
Hellinger-Reissner nous donne la possibilité de construire un modèle paramétrique
indépendant de l’épaisseur. Ainsi, une modification des paramètres de l’optimisation
n’entrâıne pas remaillage. Nous expliquons ici comment construire ce modèle dans le
cas de la théorie de KL, en se basant sur le développement de la section 1.3.
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Il convient de noter que toutes les composantes matricielles écrits en noir dans les
équations de cette section se réfèrent à des composantes indépendantes de l’épaisseur,
tandis que les termes qui en dépendent sont en rouge. De plus les matrices surmontées
d’un .̃ définissent des composants des matrices de raideur et masse précédemment
définies, dont l’épaisseur a été “sortie” (exemple : P̃ = t3H). Pour aider le déve-
loppement matriciel et le paramétrage en épaisseur, les indices .w et .θ sont aussi
introduits pour différencier respectivement les termes en déplacements transverses
qui dépendent de t et les termes en rotation qui dépendent de t3.

5.4.1 Modèle mixte paramétré

La discrétisation des champs de déplacements et contraintes généralisée reste la
même que dans les sections 1.3.2 et 1.3.3. On peut néanmoins définir la matrice de
souplesse généralisée comme suit :

S̃ijkl = t3Sijkl =







12
E

−12ν
E

0
−12ν

E
12
E

0

0 0 24(1+ν)
E






(5.2)

On peut aussi séparer la matrice m de l’équation 1.18 en deux matrices :

mw = tρ (5.3)

mθ = t3ρ

{
1
12 0
0 1

12

}

(5.4)

Ainsi, le système matriciel mixte qui définit l’équilibre d’un élement (initialement
l’équation 1.23) peut s’écrire de la façon suivante :







tM̃w 0 0

0 t3M̃ θ 0
0 0 0







︸ ︷︷ ︸

Mmix







Üw

Ü θ

β̈






+







0 0 GT
w

0 0 GT
θ

Gw Gθ
1
t3
H̃







︸ ︷︷ ︸

Kmix







Uw

U θ

β






=







Fw

F θ

0






(5.5)

avec

M̃w =

∫∫

S

NT
wρNwdS (5.6)

M̃ θ =

∫∫

S

NT
θ

ρ

12
N θdS (5.7)

Gw =

∫∫

S

P TDNwdS (5.8)

Gθ =

∫∫

S

P TDN θdS (5.9)

H̃ =

∫∫

S

−P T S̃ijklPdS (5.10)
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G =
{
Gw,Gθ

}
, et F =

{
Fw,F θ

}T
les forces nodales (séparées entre composantes

en w et en θ).

Les matrices M̃w, M̃ θ, Gw, Gθ et H̃ constitutives du système 5.5 sont libres de tout
paramètre d’épaisseur.

On peut ainsi, pour chaque zone (q) d’épaisseur donnée t, assembler, et construire

des matrices M̃
(q)
w , M̃

(q)
θ , G

(q)
w , G

(q)
θ (ou G(q) totale) et H̃

(q)
, caractéristiques de

chaque zone.
Ainsi, on peut attribuer a posteriori les épaisseurs de chaque zone pré-assemblée (q)

pour obtenir les matrices de masse M
(q)
mix et de raideur K

(q)
mix, et donc les modifier

facilement.
Il suffit ensuite d’assembler les différentes zones (en déplacements, comme pour les
éléments eux-mêmes (cf. 1.3.5)) pour avoir les matrices de masse M tot

mix et de raideur
Ktot

mix de la structure totale paramétrée.
La figure 5.4 schématise la procédure de calcul de contraintes pour une structure
divisée en (q) zones d’épaisseurs tq, avec le modèle mixte paramétré en épaisseur.

0. Pré-assemblage
0.(2)

M̃
(2)

w , M̃
(2)

θ , H̃
(2)

, G(2)

0.(1)

M̃
(1)

w , M̃
(1)

θ , H̃
(1)

, G(1)
...

0.(q)

M̃
(q)

w , M̃
(q)

θ , H̃
(1)

, G(q)

t2t1 tq

2.a(2) : M
(2)
mix, K

(2)
mix2.a(1) : M

(1)
mix, K

(1)
mix

... 2.a(q) : M
(q)
mix, K

(q)
mix

2.b Assemblage des q zones : M tot
mix et Ktot

mix

2. Evaluation
des individus

2.c Calcul de σV M,max et mmax

Figure 5.4: Étape 2 d’évaluation de l’Algorithme Génétique avec l’utilisation du
modèle mixte dans un cas de (q) zones d’épaisseurs indépendantes

5.4.2 Modèle primal équivalent paramétré

De la même façon que pour le modèle mixte, la discrétisation des champs de
déplacements et contraintes généralisée reste la même que dans la section 1.3.6.
On peut néanmoins définir la matrice de rigidité généralisée, inverse de la souplesse
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généralisée, comme suit :

C̃ijkl =
1

t3
Cijkl =

E

1− ν2







1
12

ν
12 0

ν
12

1
12 0

0 0 (1−ν)
2

1
12






(5.11)

Les termes mw et matrices mθ sont définies de la même façon que dans le cas mixte
(cf. équation 5.3 et 5.4).

Ainsi, le système matriciel primal qui définit l’équilibre d’un élement (initialement
l’équation 1.28) peut s’écrire de la façon suivante :

{
tM̃w 0

0 t3M̃ θ

}

︸ ︷︷ ︸

Mpri

{
Üw

Ü θ

}

+

{
0
0

t3K̃F

}

︸ ︷︷ ︸

Kpri

{
Uw

U θ

}

=

{
Fw

F θ

}

(5.12)

avec

K̃F =

∫∫

S

(DNF )
T C̃ijkl(DNF )dS (5.13)

et F =
{
Fw,F θ

}T
les forces nodales (séparées entre composantes en w et en θ).

De façon analogue au modèle mixte (cf. 5.5.1), les matrices M̃w, M̃ θ et K̃F consti-
tutives du système 5.12 sont libres de tout paramètre d’épaisseur.

On peut ainsi, pour chaque zone (q) d’épaisseur donnée t, les assembler, et construire

des matrices M̃
(q)
w , M̃

(q)
θ et K̃

(q)
F , caractéristiques de chaque zone.

Ainsi, on peut, comme pour le modèle mixte, attribuer a posteriori les épaisseurs de

chaque zone pré-assemblée (q), et construire les matrices de masse M
(q)
pri et de raideur

K
(q)
pri de chaque zone (q).

Il s’agit ensuite de les assembler pour avoir les matrices de masse M tot
mix et de raideur

Ktot
mix de la structure totale.

La figure 5.5 schématise la procédure de calcul de contraintes pour un structure
divisée en (q) zones d’épaisseurs tq, avec le modèle primal paramétré en épaisseur.

5.4.3 Méthodologie/Intégrations dans l’Algorithme Génétique

Il s’agit ici d’intégrer les processus de calcul de contraintes au sein d’une structure
divisée en différente zones d’épaisseur constante (schéma 5.4 et 5.5) dans le principe
général des GA (schéma 5.3). Les processus sont schématisés dans les figures 5.6 pour
le modèle mixte et 5.7 pour le modèle primal.
Les termes entre parenthèses en couleur bleue présents dans l’algorithme mixte défi-
nissent l’ajout optionnel de construction du modèle primal en parallèle, dans le cas où
le calcul de la contrainte σVM,max nécessite le calcul préalable d’une fréquence propre
ωn de la structure (en pratique, si l’excitation à laquelle la structure est soumise se
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0. Pré-assemblage
0.(2)

M̃
(2)

w , M̃
(2)

θ , K̃
(2)

F

0.(1)

M̃
(1)

w , M̃
(1)

θ , K̃
(1)

F

...
0.(q)

M̃
(q)

w , M̃
(q)

θ , K̃
(q)

F

t2t1 tq

2.a(2) : M
(2)
pri, K

(2)
pri2.a(1) : M

(1)
pri, K

(1)
pri

... 2.a(q) : M
(q)
pri, K

(q)
pri

2.b Assemblage des q zones : M tot
pri etInsertion dans la Ktot

pri

2. Evaluation
des individus

2.c Calcul de σV M,max et mmax

Figure 5.5: Étape 2 d’évaluation de l’Algorithme Génétique avec l’utilisation du
modèle primal dans un cas de (q) zones d’épaisseurs indépendantes

fait sur mode n et que l’on cherche la fréquence propre associée). Pour rappel, le
calcul des modes propres ne peut se faire simplement que sur le modèle primal (cf.
section 2.5.2.
On parle dans la suite du rapport d’optimisation par “Modèle mixte/primal pa-
ramétré” pour citer ces méthodes.

Étape (0) de pré-assemblage

Il convient de noter l’ajout dans ces algorithmes d’une étape (0) de “pré-assemblage”
qui constitue les matrices constitutives de chaque sous-structure (q), sans notion
d’épaisseur :

– les matrices M̃
(q)
w , M̃

(q)
θ , H̃

(q)
et G(q) dans le cas du modèle mixte (et K̃F (q)

le cas échéant (la matrice de masse étant composée des mêmes composantes que
la matrice de masse mixte)) ;

– les matrices M̃
(q)
w , M̃

(q)
θ et K̃

(q)
F dans le cas du modèle primal.

Étape (1), (3) et (4)

Les étapes d’initialisation (1), de sélection/mutation/croisement (3), de constitution
de la nouvelle population (4) et de réitération des opérations sur g générations sont
les mêmes.

Étape (2) et (2bis)

En revanche, c’est dans l’évaluation des p individus (2 et 2.bis) que l’on utilise la
sous-structuration précédemment décrite. Celle-ci se fait en 3 principales étapes :
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– Étapes 2.a(q) : attribution des (q) épaisseurs tq à chaque zone pour obtenir les

matrices M
(q)
pri et K

(q)
pri dans le cas du modèle primal, M

(q)
mix et K

(q)
mix dans le cas

du modèle mixte (et ainsi que les matrices M
(q)
pri et K

(q)
pri le cas échéant).

– Étape 2.b : assemblage des (q) zones pour faire la structure globale : M tot
pri et

Ktot
pri dans le cas primal ; M tot

mix et Ktot
mix dans le cas mixte (avec M tot

pri et K
tot
pri

le cas échéant).
– Étape 2.c : calcul des contraintes σVM,max sur la structure globale assemblée
(et ωn le cas échéant).

5.5 Modèle éléments-finis mixtes sous-structurés
paramétrés en épaisseurs pour plaques fines :
“Super-Éléments Mixtes”

Dans la section précédente, le MEF mixte est sous-structuré de telle façon que
chacune des zones de la structure est représentée par un modèle mixte paramétré
en épaisseur. On peut ainsi définir les matrices de masse et de raideur constitu-
tives de chacune des sous-structures et attribuer les épaisseurs par la suite. Cette
méthodologie nous permet d’envisager l’utilisation de méthodes de synthèse modale
définies dans le chapitre 3, de façon à ajouter à la sous-structuration déjà effectuée,
une représentation modale de chacune des sous-structures considérées. Ainsi, l’étape
répétitive d’évaluation du GA (figure 5.3) est simplifiée.
En effet, les méthodes de sous-structuration modale implémentées présentent aussi
la particularité d’être facilement modifiables en épaisseur, sans avoir à reconstruire
la base modale. On peut ainsi définir, pour chaque zone considérée (d’épaisseur
constante), un Super-Élément Mixte (MSE) réduit, facilement manipulable et as-
semblable, qui permet de calculer les contraintes sur la structure globale réduite plus
rapidement. La méthode choisie pour nos problèmes est Fix-Fix-1 (cf. section 3.5.1,
modes encastrés sur les déplacements et sur les contraintes, sans modes de branches).
Cette méthode a montré son efficacité (cf. chapitre 4), et sa simplicité dans le cas où
les DDL de jonctions sont conservés.
Il s’agit de présenter ici le modèle paramétrique de MSE avec la méthode Fix-Fix-1
et la méthodologie associée dans le cas d’une optimisation définie section 5.2. On
présente d’une part le modèle paramétrique et la méthodologie d’autre part.
De façon analogue à la section précédente, les couleurs noires et rouges définissent
respectivement les termes indépendants et dépendants de l’épaisseur, et les exposants
.̃ et indices .w et .θ sont aussi utilisés.
De plus, l’exposant .(a) définit un composant de la sous-structure (a). Par souci de
clarté, les indices .U, β (qui définissent un composant modal à la fois de déplacements
et de contraintes dans la méthode Fix-Fix-1) sont supprimés.
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2.c Calcul de σV M,max et mmax, (et ωn)
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4. Nouvelle population
Set de p combinaisons d’épaisseurs

5. Nouvelle itération
g générations

Figure 5.6: Principe de fonctionnement d’un Algorithme Génétique (de g
générations et p individus) utilisant un “MEF mixte paramétré” dans le
cas de (q) zones d’épaisseurs indépendantes (blocs gris : apport de notre
travail, matrices bleues : optionnelle si besoin de calculer un mode)
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Figure 5.7: Principe de fonctionnement d’un Algorithme Génétique (de g
générations et p individus) utilisant un “MEF primal paramétré” dans le
cas de (q) zones d’épaisseurs indépendantes (blocs gris : apport de notre
travail, matrices bleues : optionnelle si besoin de calculer un mode)
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5.5.1 Modèle et Super-Élément Mixte

Le modèle utilisé pour construire les MSE est basé sur le MEF mixte pour plaques
de KL défini dans la section précédente et sur la méthode de sous-structuration mo-
dale Fix-Fix-1 (cf. section 3.5.1).

Paramétrage de la réduction Fix-Fix-1

Cette méthode utilise une base de réduction composée de modes propres de la
sous-structure ΦFI, i (avec la jonction considérée comme fixe) et modes statiques de
liaison (ou relèvement statique) Ψi.
Ces deux bases présentent des caractéristiques d’invariance en fonction de l’épaisseur
qui s’avère essentielles dans notre cas :

– dans le cas d’un MEF défini par la théorie de Kirchhoff-Love, et d’une sous-
structure plane, la forme des modes ΦFI, i et Ψi reste inchangée avec une modi-
fication de l’épaisseur ;

– dans le cas d’un MEF défini par la théorie de Kirchhoff-Love, et d’une sous-
structure non-plane (type coque), les matrices ΦFI, i et Ψi ne restent pas stricte-
ment identiques avec un changement d’épaisseur. Cependant, les effets de mem-
branes étant souvent négligeables, on peut considérer qu’il s’agit d’une bonne
approximation de garder les mêmes modes malgré une épaisseur différente (dans
la mesure ou la plage d’épaisseur choisie n’est pas trop large).

Par conséquent, pour des sous-structures planes, et dans une moindre mesure pour
des sous-structures qui ne le sont pas, ces deux bases modales restent identiques
pour une plaque donnée, quelle que soit son épaisseur. De plus, la relation 2.20 qui
introduit la matrice P (a) peut, à l’aide de l’équation 5.5, s’écrire de la façon suivante :

β = t3P̃U (5.14)

avec

P̃
(a)

= −H̃
−1

G (5.15)

H̃ et G étant indépendant de tout paramètre d’épaisseur Ces caractéristiques nous
permettent de réécrire la projection matricielle de la section 3.5.1 en isolant les va-
riables d’épaisseurs, pour une sous-structure donnée (a) :







Ua
i, w

U
(a)
i, θ

U
(a)
j, w

U
(a)
j, θ

β(a)







=







Φ
(a)
FI, i, w Ψ

(a)
i, w

Φ
(a)
FI, i, θ Ψ

(a)
i, θ

0 Iij, w

0 Iij, θ

t3P̃
(a)







Φ
(a)
FI, i, w

Φ
(a)
FI, i, θ

0
0







t3P̃
(a)







Ψ
(a)
i, w

Ψ
(a)
i, θ

Iij, w

Iij, θ













{

η
(a)
FI

U
(a)
j

}

(5.16)
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avec Φ
(a)
FIi =

{
ΦFI, i, w ΦFI, i, θ

}T
la matrice tronquée des modes fixes de la sous-

structure (a) et Ψ
(a)
i = −K−1

ii Kij =
{

Ψ
(a)
i, w Ψ

(a)
i, θ

}T

la matrice des modes statiques

de liaisons de la structure (a) pour la jonction considérée. La conservation des DDL

physiques U
(a)
j permettent d’assembler facilement deux sous-structures (a) et (b) tel

que : U
(a)
j = U

(b)
j = U j .

Paramétrage des MSE

De façon analogue aux équations 5.5 et 3.14, il convient de réécrire les matrices
Mmix et Kmix en séparant à la fois les termes dépendants de t, t3 et 1

t3
et les DDL

Internes i et de Jonction j :

Kmix =







0 0 0 0 GT
i, w

0 0 0 0 GT
i, θ

0 0 0 0 GT
j, w

0 0 0 0 GT
j, θ

Gi, w Gi, θ Gj, w Gj, θ
1
t3
H̃







(5.17)

et

Mmix =







tM̃ ii, w 0 tM̃ ij, w 0 0

0 t3M̃ ii, θ 0 t3M̃ ij, θ 0

tM̃ ji, w 0 tM̃ jj, w 0 0

0 t3M̃ ji, θ 0 t3M̃ jj, θ 0
0 0 0 0 0







(5.18)

avec
G =

{
Gi, w Gi, θ Gj, w Gj, θ

}T
(5.19)

M̃w =

{
M̃ ii, w M̃ ij, w

M̃ ji, w M̃ jj, w

}

(5.20)

M̃ θ =

{
M̃ ii, θ M̃ ij, θ

M̃ ji, θ M̃ jj, θ

}

(5.21)

Une fois réduit, l’équilibre d’une sous-structure (a) peut être donnée par ses matrices

de masse réduite M
(a)
mix, red et de raideur réduite K

(a)
mix, red :

{

M
(a)
ηη M

(a)
ηj

M
(a)
jη M

(a)
jj

}

︸ ︷︷ ︸

M
(a)
mix, red

{

η̈
(a)
FI

Ü
(a)
j

}

+

{

K
(a)
ηη K

(a)
ηj

K
(a)
jη K

(a)
jj

}

︸ ︷︷ ︸

K
(a)
mix, red

{

η
(a)
FI

U
(a)
j

}

=

{
F η

F j

}

(5.22)
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A l’aide des équations 5.16, 5.17 et 5.18, l’équation 5.22 d’équilibre d’une sous-
structure (a) peut s’écrire de façon paramétrique en épaisseur, à l’aide des matrices

M̃
(a)
mix, red, t, M̃

(a)
mix, red, t3 et K̃

(a)
mix, red, t, indépendantes de toute variable d’épaisseur :

{

tM̃
(a)
mix, red, t + t3 M̃

(a)
mix, red, t3

}
{

η̈
(a)
FI

Ü
(a)
j

}

+
{

t3K̃
(a)
mix, red

}
{

η
(a)
FI

U
(a)
j

}

=

{
F η

F j

}

(5.23)

On se réfère à l’annexe B pour le détail des matrices M̃
(a)
mix, red, t, M̃

(a)
mix, red, t3 et

K̃
(a)
mix, red.

L’équation 5.23 permet ainsi de décrire le comportement d’une sous-structure/d’un

MSE (a) en fonction des matrices M̃
(a)
mix, red, t, M̃

(a)
mix, red, t3 et K̃

(a)
mix, red qui sont in-

dépendantes de l’épaisseur pour un maillage donné.
Ces matrices dérivent elles-mêmes des matrices :

– M̃
(a)
w , M̃

(a)
θ , G(a) et H̃

(a)
constitutives des matrices du système non réduit

(équations 5.17 et 5.18) ;

– Φ
(a)
FI, i, Ψ

(a)
i et P̃

(a)
caractéristiques de la réduction Fix-Fix-1 avec la troncature

choisie (équation 5.16).

Toutes ces matrices sont libres de tout paramètre d’épaisseur.

On peut ainsi, pour chaque zone (a) d’épaisseur donnée t, assembler, et construire

les matrices M̃
(a)
w , M̃

(a)
θ , G(a), H̃

(a)
, Φ

(a)
FI, i, Ψ

(a)
i et P̃

(a)
, et ainsi les matrices

M̃
(a)
mix, red, t, M̃

(a)
mix, red, t3 et K̃

(a)
mix, red caractéristiques de chaque zone/MSE (a), sans

connâıtre leurs épaisseurs.
On peut attribuer a posteriori les épaisseurs de chaque MSE pré-assemblé, et donc
les modifier facilement.
Il suffit ensuite d’assembler les différentes zones par les déplacements de jonctions
conservés dans la réduction. La figure 5.8 schématise la procédure de calcul de
contraintes pour une structure divisée en (q) zones d’épaisseurs tq, avec les MSE
paramétrés en épaisseur.

5.5.2 Méthodologie/Intégrations dans l’Algorithme Génétique

Il s’agit ici d’intégrer les processus de calcul de contraintes à l’aide des MSE au
sein d’une structure divisée en différentes zones d’épaisseurs constantes (schéma 5.8)
dans le principe général des GA (schéma 5.3). Le processus est schématisé dans la
figure 5.9.
On parle dans la suite du rapport d’optimisation par “MSE paramétrés” pour citer
ces méthodes.
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0. Pré-assemblage
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Figure 5.8: Etape 2 d’évaluation de l’Algorithme Génétique avec l’utilisation des
MSE dans un cas de (q) zones/MSE d’épaisseurs indépendantes

Étape (0) de pré-assemblage

De façon analogue à la méthode de la section 5.4, on note l’ajout d’une étape (0)
de “pré-assemblage” qui constitue les matrices constitutives de réduction de chaque
MSE (q), sans notion d’épaisseur :

– les matrices du modèle mixte réduit libre de toute épaisseur : M̃
(a)
mix, red, t,

M̃
(a)
mix, red, t3 et K̃

(a)
mix, red ;

– la matrice de raideur du modèle primal le cas échéant : K̃F (q).

Étape (1), (3) et (4)

Les étapes d’initialisation (1), de sélection/mutation/croisement (3), de constitution
de la nouvelle population (4) et de réitération des opérations sur g générations sont
une nouvelle fois les mêmes.

Étape (2) et (2.bis)

C’est cependant dans l’évaluation des p individus (2 et 2.bis) que l’on utilise la sous-
structuration modale en MSE que l’on vient de décrire. Elle se fait en 3 principales
étapes :
– Étapes (2.a(q)) : attribution des (q) épaisseurs à chaque MSE pour calculer :

M
(q)
mix, red et K

(q)
mix, red (ainsi que les matrices M

(q)
pri et K

(q)
pri le cas échéant si l’on

a besoin des modes propres de la structure).
– Étape (2.b) : assemblage des (q) zones pour faire les matrices de la structure
globale réduite M tot

mix, red et Ktot
mix, red (avec M tot

pri et K
tot
pri le cas échéant).
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– Étape (2.c) : calcul des contraintes σVM,max sur la structure globale réduite
assemblée (et ωn le cas échéant).

5.6 Temps de calcul et bénéfices

Dans un cas d’optimisation comme le nôtre, l’algorithme 5.7 qui utilise un modèle
primal “plaque” paramétré en épaisseur est la méthode qui parâıt la plus évidente
et intuitive, car elle permet de changer les paramètres d’épaisseurs sans avoir à re-
mailler, tout en utilisant un MEF primal classique.

Les deux méthodes implémentées dans les sections 5.4 et 5.5.1 utilisent respectivement
un MEF mixte sous-structuré et un MEF mixte réduit sous-structuré, tous les deux
paramétrés en épaisseur. Au delà de l’originalité de ces méthodes et de la possibilité
d’utiliser des MEF mixtes plus complexes, elles présentent l’intérêt d’améliorer les
temps de calcul dans certains compartiments de l’algorithme. Le tableau 5.1 résume
les performances de l’algorithme en fonction des méthodes de calcul de contraintes
que l’on utilise.

Les étapes (1), (3) et (4) de l’algorithme sont identiques quelle que soit la méthode
utilisée. L’étape de pré-assemblage (0) n’étant pas répétitive le temps qui lui est as-
socié (pour l’exemple présenté ici, entre quelques secondes et quelques dizaines de
secondes suivant la méthode) n’est pas significatif. En revanche, l’étape (2) que l’on
répète au minimum pour chaque individus p sur g générations est la plus importante.
C’est cette étape que l’on examine dans le tableau.

Le cas d’étude est celui d’une structure composée de 768 éléments et 3 sous-structures
d’épaisseurs variables. Le modèle mixte est réduit avec la méthode Fix-Fix-1 et une
projection sur 20 modes par sous-structure. Ainsi, le modèle primal est composé de
2448 DDL, tandis que le modèle mixte est composé de 9360 DDL et le modèle mixte
réduit de 168 DDL.
Il convient de noter que les temps donnés correspondent à un seul individu, avec un
seul calcul du champ de contraintes global de la structure (un seul cas de chargement).
D’autre part, on souligne le fait que le nombre de sous-structures considéré (et donc
le nombre de paramètres) ne modifie que très légèrement les temps de calcul décrits
ici. On peut ainsi considérer ces temps comme étant valable pour ce modèle, quelque
soit le nombre de paramètres d’épaisseurs. On distingue ainsi 2 cas de figure :

– le cas où l’excitation ne nécessite pas le calcul des fréquences propres ;
– le cas où l’excitation se fait sur un mode en particulier et où il faut calculer les
premières fréquences propres (texte bleu dans le tableau) ; dans le cas des étapes
(2.a) et (2.b), il s’agit de construire le modèle primal en plus du modèle mixte
(ajout de 0.023 s pour les méthodes mixtes et mixtes réduites), dans le cas de
l’étape (2.c) il faut calculer les modes en plus (ajout de 0.110 s pour tous les
modèles).
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Figure 5.9: Principe de fonctionnement d’un Algorithme Génétique (de g
générations et p individus) utilisant un MEF mixte sous-structuré réduit
dans le cas de (q) zones d’épaisseurs indépendantes (blocs gris : apport
de notre travail, matrices bleues : optionnelle si besoin de calculer un
mode)
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Pour une meilleure lisibilité du tableau 5.1, nous avons séparé les étapes (2.a) et (2.b)
d’assemblage et l’étape (2.c). Les temps de référence sont ceux du modèle primal pa-
ramétré. A titre indicatif, la dernière colonne donne les temps associés à un modèle
primal non-paramétré (avec re-maillage).

5.6.1 Étape (2.a) et (2.b) : construction du modèle

Les résultats de cette section sont à observer dans la partie “Étape (2.a)” du
tableau 5.1.

Le modèle mixte souffre d’un assemblage des sous-structures lent et il en résulte un
temps d’étape (2.a) et (2.c) 10 fois plus élevé que pour le modèle primal paramétré.
L’ajout d’une étape optionnelle (construction du modèle primal en parallèle) rend le
ratio encore plus défavorable pour le modèle mixte.

Le modèle mixte réduit, de par l’assemblage de matrices plus petites, a un temps
d’assemblage avantageux, de même que son temps d’attribution des épaisseurs. En
revanche, l’ajout de la construction du modèle primal en parallèle dégrade de façon
logique les temps de calcul.

Malgré tout, il convient de noter que ces étapes ont des temps de calcul relativement
dérisoires par rapport au calcul de contraintes en lui même (étape (2.c)). L’ordre
de grandeur est de quelques centièmes de seconde dans le cas des modèles primaux
et mixtes réduits, tandis qu’il est de quelques dixièmes de seconde dans le cas du
modèle mixte non-réduit. Cela reste bien inférieur à des temps de l’ordre de quelques
secondes quand il s’agit de reconstruire le champ de contraintes.

La dernière colonne donne, à titre indicatif, le temps nécessaire à la reconstruction
globale du modèle primal, dans le cas où il ne serait pas paramétré en épaisseur : on
constate un temps 300 fois plus élevé (7.3 s) qui, à lui seul, est supérieur à temps total
de l’étape (2) quel que soit le modèle utilisé. A titre d’information, la reconstruction
globale du modèle primal prend 10.3 s, soit 40 % de plus que le modèle primal. Le
paramétrage de nos modèles permet donc, que l’on utilise un modèle primal ou mixte,
un gain très important, supérieur à tout calcul de contraintes.

5.6.2 Étape (2.c) : calcul de la réponse et du champ de contraintes

Cette étape (2.c) est divisée en deux sous-étapes : le calcul de la réponse de la struc-
ture, puis le calcul du champ de contraintes (voir “Étape (2.c)” dans le tableau 5.1).

Compte-tenu de la taille des systèmes matriciels, il est logique de voir un temps de
calcul supérieur dans le cas du modèle mixte, et bien meilleur dans le cas du modèle
réduit. Néanmoins, les ordres de grandeur considérés sont faibles par rapport au

116



5.6 Temps de calcul et bénéfices

Modèle Primal Mixte MSE Primal
paramétré classique

Étapes (2.a) et (2.b) : temps (s) de construction du modèle

Étape 2.a Attribution tq 0.006 0.008 0.002 Assemblage

Étape 2.b Assemblage 0.017 0.220 0.012 global

Total Étape 2.a et 2.b 0.023 0.228 0.014 7.3

Gain (en %) MEF primal Réf.
+891 %

•
-39 %
• • ••

+31600 %
•

+étape optionnelle (0.023) Idem 0.251 0.037 Idem

Gain % MEF primal Réf.
+991 %

•
+60 %
•• Idem

Étape (2.c) : temps (s) de calcul réponse et champ de contraintes

Étape 2.c.’ Réponse 0.05 0.250 0.003 0.05

Étape 2.c.” Contraintes 2.95 2.25 2.15 2.95

Total Étape 2.c 3.00 2.500 2.153 Idem Réf.

Gain (en %) MEF primal Réf.
-16.7 %
• • •

-28 %
• • • • • Idem Réf.

+étape optionnelle (0.110) 3.11 2.61 2.263 Idem Réf.

Gain % MEF primal Réf.
-16.1 %
• • •

-27.2 %
• • • • • Idem Réf.

ÉTAPE (2) TOTALE : temps (s) de l’étape 2 pour 1 individu/configuration

Temps 3.023 2.728 2.167 10.3

Gain (en %) MEF primal Réf.
-9.8 %
• • •

-28.3%
• • • • •

+240 %
•

Avec étape optionnelle 3.133 2.861 2.300 10.41

Gain % MEF primal Réf.
-8.7 %
• • •

-26.6 %
• • • • •

+240 %
•

Table 5.1: Temps de calcul de l’étape 2 d’évaluation du GA pour 1 individu et 1
calcul de contraintes avec les modèles paramétrés primaux (5.4.2), mixtes
(5.4) et mixte réduits (MSE, 5.4.1), et un modèle primal classique avec
remaillage. **Les lignes bleues correspondent à l’étape 2 avec étape op-
tionnelle de calcul de fréquence propre
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temps de reconstruction du champ de contraintes qui joue un rôle plus important.

Ce temps de reconstruction du champ, de 2.95 s dans le cas du modèle primal (pa-
ramétré ou non), est nettement amélioré dans le cas du modèle mixte (2.25 s), et
même encore meilleur dans le cas du modèle mixte réduit (2.15 s).

Tout bien pesé, l’utilisation du modèle mixte pour calculer la réponse et le champ
associé est très bénéfique.
Dans le cas du modèle mixte non-réduit, malgré un temps de calcul de réponse bien
plus élevé, le gain total sur cette étape est de 16.7 %, grâce à l’accessibilité du champ
de contraintes.
Dans le cas du modèle mixte réduit, le gain étant positif à la fois pour le calcul de la
réponse et pour la reconstruction du champ, le gain total sur cette étape est de 28
%.

L’ajout de l’étape optionnelle qui consiste ici à calculer les premières fréquences
propres de la structure (+0.110 s), est d’une durée assez courte, et à créditer à chaque
modèle. Par conséquent, cela ne change que très peu les gains des modèles mixtes et
réduits.

5.6.3 Étape (2) globale : évaluation d’un individu

Il s’agit ici d’observer les temps totaux relatifs à l’étape (2). Les résultats sont à
observer dans la partie “ÉTAPE (2) TOTALE” du tableau 5.1).

On constate que l’étape (2.c) est vraiment prépondérante, de par les ordres de gran-
deurs qui sont mis en jeu. En effet, bien que le paramétrage des modèles soit in-
dispensable à la modification des épaisseurs pour éviter des temps d’assemblage de
modèle rédhibitoires (cf. temps du modèle non-paramétré, et accrus dans le cas d’un
modèle mixte), les temps de calcul de réponse et de champ de contraintes sont la clés
de cette méthode.

On constate ainsi un gain global de 9.8 % avec le modèle mixte paramétré, et de
28.3 % avec les MSE. L’ajout de l’étape optionnel ne dégrade que légèrement ces
avantages, avec des gains respectifs de 8.7 % et 26.6 %. L’utilisation de modèles
mixtes, qui plus est avec réduction, présente donc un apport intéressant par rapport
à des méthodes d’optimisation avec la contrainte à calculer à chaque itération, et les
épaisseurs en paramètres du problème.

Remarque : dans le cas où la fréquence d’excitation appartient à une bande fré-
quentielle, il est nécessaire de calculer la contrainte sur toutes les fréquences propres
appartenant à cette bande. Par conséquent, ce cas précis nécessite de répéter l’étape
(2.c) autant de fois qu’il y a de modes dans l’intervalle. Ainsi, l’étape (2) totale devient
plus longue, mais l’étape (2.c) étant prépondérante, les gains de temps autorisés par
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5.7 Cas d’étude et représentation des résultats

les méthodes mixtes et mixtes réduites sont d’autant plus élevés.

5.7 Cas d’étude et représentation des résultats

Il s’agit maintenant de vérifier la cohérence de nos méthodes en présentant quelques
résultats significatifs. Dans cette optique, nous présentons d’une part les cas d’étude
avec trois différentes structures EF, 2 types d’excitation et les 3 types d’amortisse-
ment que l’on utilise. Ensuite nous décrivons la représentation sous forme de front
de Pareto avec l’évolution des épaisseurs intégrée dans les graphiques.

5.7.1 Cas d’étude

On propose 3 structures différentes pour tester nos méthodes. Nous les appelons
“Plaque simple”, “Plaque double” et “Plaque triple”, en raison de leur forme (voir
figure 5.10). Les structures “simples” et “doubles” sont optimisées avec la méthode
“Mixte paramétrée”, tandis que la structure “triple” est optimisée avec la méthode
des “MSE”. Cependant, considérant les résultats du chapitre 4, il s’avère que l’utili-
sation de la méthode Fix-Fix-1 implémentée dans les MSE de la section 5.5.1 n’altère
pas les résultats donnés par le modèle. On peut donc considérer que, dans la mesure
où la troncature choisie est judicieuse, les méthodes “mixtes paramétrées” et “mixtes
réduites” donnent des résultats identiques. Seule la durée des calculs diffère.

Le MEF représentant la plaque simple est composé de 256 éléments. Pour l’optimi-
sation du mode 5, on utilise cependant un modèle composé de 1024 éléments.
La plaque double est représentée par un MEF de 512 éléments. Nous avons aussi fait
le choix d’effectuer certains calculs avec un MEF de 128 éléments, étant donné les
faibles déformations à observer.
La plaque triple est pour sa part représentée avec 768 EF.
Le matériau choisi pour l’application numérique est le même que celui du chapitre 2
(cf. tableau 2.1).

Pour rappel, les objectifs de l’optimisation sont de minimiser la contrainte maximale
de Von Mises au sein de la structure sous un chargement dynamique, et sa masse.
Les paramètres de l’optimisation sont les épaisseurs de chacune des zones définies par
l’utilisateur : ce sont les zones colorées sur les figures 5.10a.b.c (ici par exemple, les
structures simples, doubles et triples sont respectivement divisées en 8, 7 et 3 zones).
Dans notre cas, nous choisissons arbitrairement une plage de variation de 1 à 2 mm.
Cette plage de variation nous permet de rester dans l’hypothèse des plaques minces
(R
t
> 10, voir section 1.3.1).

5.7.2 Excitation

Les structures sont soumises à des chargements harmoniques localisés (cf. figure
5.10). Nous étudions deux cas de chargement : un cas où la pulsation correspond à
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(a) Plaque simple

(b) Plaque double

(c) Plaque triple

Figure 5.10: Schéma des trois structures académiques à optimiser (en m)

une fréquence propre de la structure (fréquence qui est modifiée pour chaque set de
paramètre), et un autre cas plus réel et robuste, où la pulsation peut varier dans une
plage de fréquence définie qui contient une ou plusieurs fréquences propres :

−→
F = F eiωt avec :

Cas 1 : ω = ωn (pulsation du moden)

Cas 2 : ω1 ≤ ω ≤ ω2

(5.24)

On calcule ensuite la réponse de la structure à l’aide de la raideur dynamique D, de
la façon suivante :

{
U

β

}

= D−1

{
F

0

}

(5.25)
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5.7 Cas d’étude et représentation des résultats

avec D = Kmix−ω2
nMmix dans un cas conservatif, avec un chargement de type “cas

1”. Dans le “cas 2” de chargement, il faut répéter le calcul de réponse de la structure
pour chacune des fréquences propres appartenant à l’intervalle choisi.
Il convient d’ajouter une notion d’amortissement, dans un souci de réalisme.

5.7.3 Introduction de l’amortissement

Dans notre cas, nous cherchons à intégrer de l’amortissement par le biais des ma-
trices de raideur et d’amortissement précédemment définies (matrices mixtes dans
notre cas). En dynamique linéaire, il existe plusieurs types d’amortissement, par-
mis lesquels les amortissements hystérétiques (ou amortissements structurels) ou les
amortissements visqueux. Nous avons choisi d’utiliser et de présenter ici trois amor-
tissements différents.

Amortissement hystérétique global

Dans le cas d’un amortissement hystérétique global, la matrice d’amortissement
est proportionnelle à la matrice de raideur, d’un coefficient ξ. L’équilibre général de
la structure s’écrit de la façon suivante :

Mmix

{
Ü

β̈

}

+ (1 + jξ)Kmix

{
U

β

}

=

{
F

0

}

(5.26)

Dans notre cas de vibrations forcées, F = F eiωt, donc U = Ueiωt. Le calcul de la
réponse forcée se fait de la façon suivante :

{
U

β

}

= ((1 + jξ)Kmix − ω2Mmix)
−1

{
F

0

}

(5.27)

Ce type d’amortissement est dit “structurel”, et ne dépend pas de la fréquence d’ex-
citation. On l’utilise dans les cas à la fois d’une excitation sur une fréquence propre
et pour une bande fréquentielle.

Amortissement global de Rayleigh (ou visqueux proportionnel global)

L’amortissement de Rayleigh est dit “global”. Il est basé sur une combinaison linéaire
des matrices de masse et de raideur. La matrice d’amortissement C est ainsi définie
par C = αK + βM . L’équilibre général de la structure, dans un cas mixte, s’écrit
ainsi :

Mmix

{
Ü

β̈

}

+ (αK + βM)
︸ ︷︷ ︸

C

{
U̇

β̇

}

+ Kmix

{
U

β

}

=

{
F

0

}

(5.28)

Dans un cas de vibrations forcées, on obtient ainsi :

{
U

β

}

= ((1 + jωα)Kmix + (−ω2 + jωβ)Mmix)
−1

{
F

0

}

(5.29)
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Figure 5.11: Évolution de l’amortissement global de Rayleigh en fonction de la pul-
sation d’excitation.

Ce type d’amortissement dépend de la fréquence d’excitation de réponse. En primal,
on peut définir un coefficient ξR d’amortissement modal réduit de la façon suivante :

2ξR = αω +
β

ω
(5.30)

Bien que nos études soient basées sur un MEF mixte, nous utilisons aussi cette
équation pour définir ξR. La figure 5.11 décrit l’évolution de ce coefficient d’amortis-
sement en fonction de la pulsation.
On peut déterminer deux coefficients α et β qui permettent d’obtenir le même coef-
ficient ξR pour 2 fréquences ω1 et ω2 données :

2ξR = αω1 +
β
ω1

2ξR = αω2 +
β
ω2

}

⇐⇒
{

α = 2ξR
ω1

− β

ω2
1

β = 2ξRω2 − αω2
2

}

⇐⇒
{

α = 2ξR

1−
ω2
2

ω2
1

(ω1−ω2

ω2
1

)

β = 2ξRω2 − αω2
2

(5.31)
Dans le cas où nous optimisons sur une bande fréquentielle, nous pouvons choisir un
amortissement de Rayleigh global en choisissant ω1 et ω2 comme étant le début et la
fin de la bande fréquentielle.
Remarques :

– ce type d’amortissement ne permet pas de représenter une hétérogénéité (exemple :
dissipation au contact, appuis...) ;

– l’identification des coefficients ne peut se faire que pour deux fréquences modales
données ;

– pour une seule fréquence donnée, on peut poser β = 0 et ainsi : α = 2ξR
ω1

. La
réponse de la structure est donnée par :

{
U

β

}

= ((1 + 2jξR)Kmix − ω2Mmix)
−1

{
F

0

}

(5.32)

On perd ainsi la dépendance en ω de l’amortissement, et on se ramène finalement
à un amortissement hystérétique global avec 2ξR = ξ. Par conséquent, dans le
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5.7 Cas d’étude et représentation des résultats

cas où un seul mode est optimisé (cas 1), la méthode d’amortissement global de
Rayleigh n’est pas testée en plus de celle de l’amortissement hystérétique.

On utilise ce type d’amortissement uniquement dans le cas 2 d’excitation sur une
bande fréquentielle.

Amortissement global de Rayleigh “raideur”

On peut également définir un amortissement de Rayleigh dit de “raideur”, défini
par Cmix = αKmix. L’équilibre général de la structure s’écrit ainsi :

Mmix

{
Ü

β̈

}

+ αKmix
︸ ︷︷ ︸

Cmix

{
U̇

β̇

}

+ Kmix

{
U

β

}

=

{
F

0

}

(5.33)

Dans un cas de vibrations forcées, on obtient ainsi :

{
U

β

}

= ((1 + jωα)Kmix + (−ω2)Mmix)
−1

{
F

0

}

(5.34)

L’évolution de l’amortissement de Rayleigh “raideur” est décrit dans la figure 5.11.
Dans ce cas, la raideur augmente avec la pulsation. On utilise ce type d’amortisse-
ment dans le cas d’une excitation sur une fréquence propre et dans le cas d’une bande
fréquentielle.

Il convient de noter que les valeurs d’amortissement choisies par la suite sont suffi-
samment faibles pour que la valeur des fréquences propres du système conservatif et
des fréquences de résonance soient quasiment identiques. On choisit donc par la suite
des valeurs de résonance égales aux fréquences propres du système conservatif.

5.7.4 Représentation sous forme de Front de Pareto et évolution
des épaisseurs

Chaque résultat présenté dans les annexes C, D et E pour le “cas 1” d’excitation
(localisée sur un mode) est composé de 3 graphiques : (a) un front de Pareto qui
contient les résultats de l’optimisation et l’évolution des épaisseurs pour les différents
compromis trouvés, (b) la configuration d’épaisseur et la structure choisies pour ce
cas, (c) la forme du mode à optimiser (dont la fréquence est celle de l’excitation) avec
le champ de contraintes de Von Mises. La figure 5.12 en donne un exemple.

(a) Front de Pareto et évolution des épaisseurs

La figure 5.12(a) présente un exemple des graphiques donnant les résultats de l’opti-
misation. Ces derniers sont représentés sous forme de front de Pareto (points noirs).
Chaque point du front est un compromis (ou une Pareto-solution) entre les deux
objectifs : la masse (ordonnée de droite) et la contrainte maximale (abscisse). Les
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Figure 5.12: Exemple de présentation des résultats : (a) Front de Pareto (Masse
de la plaque / Contrainte maximale de la plaque) avec l’évolution des
3 épaisseurs paramètres, (b) Répartition des zones d’épaisseurs sur la
structure concernée, (c) forme du mode optimisé
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5.7 Cas d’étude et représentation des résultats

courbes colorées correspondent aux évolutions de chacune des épaisseurs des zones
colorées sur la figure (b) (ordonnées de gauche).
La lecture de ce graphique se fait comme suit : l’utilisateur choisit une Pareto-solution
en fonction des compromis de masse et de contraintes qu’il souhaite. Pour obtenir
le set de paramètres correspondant à ce compromis, il faut prendre les points de
chacune des courbes d’épaisseurs sur la même abscisse. L’exemple de la figure 5.12
montre par exemple une configuration d’épaisseurs t1 = 1.5 mm, t2 = 1.16 mm et
t3 = 1 mm, pour un résultat d’une contrainte maximale de 37 MPa et une masse de
3.5 kgs.

(b) Répartition des zones d’épaisseurs indépendantes

La figure 5.12(b) donne la structure concernée par l’optimisation, et surtout la
répartition des zones épaisseurs indépendantes.

(c) Forme du mode

La figure 5.12(b) donne la forme du mode de la structure (b) que l’on cherche à op-
timiser, avec le champ de contrainte de Von Mises associé. Cette figure permet de se
rendre compte rapidement du côté intuitif ou non des résultats (la logique voudrait
que l’augmente l’épaisseur des zones les plus contraintes).

Particularité des cas d’excitation sur un intervalle

Dans le cas où l’on excite avec une fréquence inconnue contenue dans un intervalle
connu, plusieurs modes peuvent appartenir à cet intervalle (pas nécessairement les
mêmes à chaque fois) et donc être mis en jeu. On ne peut pas savoir a priori le-
quel des modes est le plus contraint. Il faut, pour chaque individu, calculer les
fréquences propres des modes (qui varient pour chaque individu), et calculer le champ
de contraintes (et donc la réponse) de chacun de ces modes. Le plus contraint est
dimensionnant, et définit le point du front de Pareto pour cet individu.
Nous choisissons ainsi d’ajouter au Front de Pareto des flèches horizontales qui
définissent les domaines dans lesquels les modes n ont une influence. Au-dessus de
chaque flèche est inscrit à la fois le numéro du mode le plus contraint dans ce do-
maine et les fréquences concernées (voir section 5.8.3 et annexes E.15, E.16, E.17,
E.18 et E.19). Lorsqu’un domaine affiche deux modes à la fois, cela indique que l’in-
fluence des deux modes est alternée sur ce domaine. Ce cas d’excitation sur une bande
fréquentielle n’est étudié que pour la plaque “triple”. Dans ces cas, la figure (c) n’est
plus nécessaire, et la figure (b) reste la même que la figure 5.12(b) (même répartition
des zones d’épaisseurs indépendantes).
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Populations et générations

Tous les résultats présentés dans la section 5.8 et dans les annexes C, D et E ont
convergé pour un nombre de générations entre g = 500 et g = 1000. Il est à noter
que certaines optimisations ont convergé à partir de g = 300. Tous les résultats ont
été obtenus pour des populations entre p = 50 et p = 100 individus, en fonction
de la précision dans la forme du front de Pareto voulue. Cependant, la qualité de
convergence de NSGA-II en fonction de ces deux paramètres n’est pas l’objet de ce
rapport, et il ne parâıt donc pas important de s’attarder sur ce point.

5.8 Principaux résultats significatifs

Il s’agit ici de présenter les résultats pertinents que l’on peut obtenir avec nos
méthodes et l’intérêt du type de représentation choisi. Après un bref résumé des
résultats disponibles en annexe, nous présentons des fronts de Pareto obtenus avec
une excitation localisée sur un mode, puis ceux obtenus avec l’excitation sur une
bande fréquentielle, et enfin des cas pratiques de typage paramétrique et fonctionnel.

5.8.1 Synthèse des calculs effectués

Les résultats de l’optimisation de la plaque “simple” sont contenus dans l’annexe C.
Seul le cas 1 d’excitation sur un mode particulier a été choisi. Les cinq premiers modes
ont été optimisés. Respectivement 4, 8, 3, 8 et 4 configurations de zones d’épaisseurs
ont été testées pour respectivement les modes 1, 2, 3, 4 et 5. Pour chacun des modes,
les deux amortissements hystérétiques et “Rayleigh raideur” ont été implémentés.
L’intégralité de ces résultats et les annexes C correspondantes sont résumés dans la
première partie du tableau 5.2.

Les résultats concernant la plaque “double” sont contenus dans l’annexe D. De façon
analogue à la plaque simple, seul le “cas 1” d’excitation a été implémenté pour les
deux amortissements hystérétiques et “Rayleigh raideur”, cette fois uniquement pour
le mode 3. Trois configurations de répartition d’épaisseurs ont été utilisées. Tous ces
résultats et les annexes D correspondantes sont résumés dans la deuxième partie du
tableau 5.2.

Le lecteur pourra noter que, dans les graphiques présentés en annexes C, D et E,
certaines grandeurs associées aux contraintes ne sont physiques (valeur trop élevées),
en raison d’un coefficient d’amortissement choisi très faible. Cependant, la répartition
des contraintes est physique et l’optimisation des paramètres d’épaisseurs reste co-
hérente. Des calculs similaires avec des coefficients d’amortissement plus élevés don-
neraient des résultats analogues avec un niveau de contrainte plus faible (tant que le
coefficient d’amortissement influe peu sur les fréquences de résonance).
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Plaque Simple

Mode Configuration Annexe

4 zones C.1.1
Mode 1 6 zones C.1.2

8 zones C.1.3
10 zones C.1.4

4 zones C.2.2
4 zones + symétrie C.2.2

6 zones C.2.3
6 zones + symétrie C.2.4

Mode 2 8 zones C.2.5
9 zones + symétrie C.2.6

12 zones C.2.7
16 zones C.2.8

6 zones C.3.1
Mode 3 8 zones C.3.2

12 zones C.3.3

4 zones C.4.2
4 zones + symétrie C.4.2

6 zones C.4.3
6 zones + symétrie C.4.4

Mode 4 8 zones C.4.5
9 zones + symétrie C.4.6

12 zones C.4.7
16 zones C.4.8

6 zones C.5.1
Mode 5 8 zones C.5.2

10 zones C.5.3
12 zones C.3.3

Plaque Double

7 zones D.1.1
Mode 3 10 zones D.1.2

14 zones D.1.3

Table 5.2: Modes optimisés pour les structures plaques “simples” et “doubles” avec
la méthode d’optimisation du modèle mixte paramétrée (section 5.4.1)
avec différentes configurations de zones d’épaisseurs. Se référer aux an-
nexes pour voir les résultats
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En ce qui concerne la plaque triple, les deux cas d’excitation ont été optimisés. Les
annexes E.1 à E.14 concernent le “cas 1” d’excitation pour les modes 1 à 14, tandis
que les annexes E.15 concernent les “cas 2” d’excitation pour des bandes fréquentielles
0 − 20 Hz, 10 − 30 Hz, 30 − 70 Hz, 50 − 100 Hz et 70 − 100 Hz. Tous ces calculs et
les annexes E correspondantes sont résumés dans le tableau 5.3.

Plaque Triple

Mode Annexe

Mode 1 E.1
Mode 2 E.2
Mode 3 E.3
Mode 4 E.4
Mode 5 E.5
Mode 6 E.6
Mode 7 E.7
Mode 8 E.8
Mode 9 E.9
Mode 10 E.10
Mode 11 E.11
Mode 12 E.12
Mode 13 E.13
Mode 14 E.14

Bande fréquentielle (Hz) Annexe

Mode 0-20, 0-40, 0-70 E.15
Mode 10-30 E.16
Mode 30-70 E.17
Mode 50-100 E.18
Mode 70-100 E.19

Table 5.3: Modes et bandes fréquentielles optimisés pour la structure triple avec la
méthode d’optimisation des Super-Éléments Mixtes (section 5.5.1) et 3
sous-structures. Se référer aux annexes pour voir les résultats

5.8.2 Excitation localisée sur une fréquence propre et validation
qualitative des méthodes

Il s’agit ici d’étudier le type de résultat obtenu avec le “cas 1” d’excitation, où la
pulsation correspond à une fréquence propre d’un mode choisi. Néanmoins, il faut
noter que le changement d’épaisseurs pour chaque individu induit un changement
dans les matrices de masse et de raideur, et par conséquent une modification des
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fréquences propres du système. Dans ce cas, il faut, pour chaque individu (ou set de
paramètres), recalculer la fréquence propre du mode en question que l’on cherche à
optimiser, et exciter la structure avec cette pulsation. Il s’agit de “l’étape optionnelle”
(couleur bleue) dans les algorithmes et méthodes des sections 5.4.1, 5.4.2 et 5.5.1.

Validation sur des cas simples

Le cas choisi pour valider qualitativement nos méthodes est celui de la structure
“simple” avec excitation localisée sur le mode 1, quel que soit l’amortissement choisi.
Les résultats présentés dans la figure 5.13 correspondent au cas “8 zones” d’épaisseurs
indépendantes, pour un amortissement de type Rayleigh “raideur” dont le coefficient
α = 2e−2 et un MEF composé de 256 éléments.
Cet exemple montre des combinaisons d’épaisseurs qui permettent d’obtenir une
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Figure 5.13: Optimisation de la structure “simple” pour le mode 1 : (a) Front de
Pareto (noir) & épaisseurs (m) pour chaque Pareto-solution (couleur),
(b) zone d’épaisseurs indépendantes, (c) Champ de contraintes pour le
mode 1 (Pa)

contrainte maximale de Von Mises entre 17 et 142 MPa, pour une masse de la struc-
ture comprise entre 2.85 et 4.8 kg.
Plus que la régularité du front de Pareto et le nombre important de solutions perti-
nentes proposées par le front, c’est l’évolution des épaisseurs en fonction des contrain-
tes maximales qui est intéressante dans ce cas (figure 5.13(a)). En effet, on observe
que les zones les plus importantes à renforcer (zones dont l’épaisseur est la plus
grande) de façon à diminuer la contrainte maximale, sont les zones proches de l’en-
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castrement. Plus une zone est proche de l’encastrement (plus son numéro est bas dans
notre cas) et plus son importance est grande dès lors que l’on veut diminuer le ni-
veau de contraintes tout en conservant une masse la plus petite possible. En réalité,
il suffit de regarder la forme du champ de contraintes du mode 1 (figure 5.13(c))
pour supposer ce résultat, puisque que la contrainte est grande vers l’encastrement,
et tend à diminuer à mesure que l’on s’en éloigne. Intuitivement, nous aurions aug-
menté l’épaisseur des zones les plus contraintes de la plaque, et laissé les zones peu
contraintes avec une épaisseur minimale pour conserver une masse acceptable. Cette
exemple met donc en avant la pertinence de nos méthodes et de nos représentations,
mais permet aussi de donner un sens quantitatif à notre intuition avec des valeurs
précises de nos objectifs et de nos paramètres. Il convient de noter que les résultats
sont très similaires avec ceux utilisant un autre type d’amortissement (cf. annexe
C.1.3).

Si l’on tente de vérifier ces résultats avec une structure différente, nous montrons ici
l’optimisation du mode 3 de la structure double, dans un cas de “7 zones” d’épaisseurs
indépendantes et un amortissement de Rayleigh “raideur”, pour α = 2e−3. Le MEF
est composé de 512 éléments. Ces résultats sont présentés dans la figure 5.15.
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Figure 5.14: Optimisation de la structure “double” pour le mode 3 : (a) Front de
Pareto (noir) & épaisseurs (m) pour chaque Pareto-solution (colored),
(b) zones d’épaisseurs indépendantes, (c) Champ de contraintes pour
le mode 3 (Pa)

Cette exemple montre une amplitude de contrainte maximale de Von Mises entre
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14 et 142 MPa, pour une masse entre 4.95 et 8.3 kg (voir figure 5.14(a)). Une fois
de plus, le champ de contraintes du mode 3 (figure 5.14(c)) et la répartition des
épaisseurs (figure 5.14(b)) nous incitent à renforcer les zones 1, 5, et 6. Le front de
Pareto et les épaisseurs associées confirment cette tendance. On note que les résultats
sont très proches que l’on utilise un type d’amortissement ou un autre (cf. annexe
D.1).

D’autres exemples “intuitifs” permettant de constater l’intérêt qualitatif de la méthode
peuvent se retrouver dans toutes les optimisations du mode 1 de la structure simple
(4, 6, 8 et 10 zones, en annexe C.1), du mode 3 de la structure double (7, 10 et 14
zones, annexe D.1), et du mode 1 de la structure triple (3 zones, en annexe E.1).

Validation sur des cas plus complexes

On peut aussi trouver des résultats similaires mais relativement moins intuitifs,
sur des déformées plus complexes. On prend ici l’exemple du mode 5 de la structure
simple, pour un cas de 10 zones d’épaisseurs indépendantes et un amortissement de
type Rayleigh “raideur”, avec α = 2e−3. Le MEF est composé de 256 éléments. Ces
résultats sont présentés dans la figure 5.15.
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Figure 5.15: Optimisation de la structure “simple” pour le mode 5 : (a) Front de Pa-
reto (noir) & épaisseurs (mm) pour chaque Pareto-solution (couleur),
(b) zones d’épaisseurs indépendante, (c) Champ de contraintes pour le
mode 5 (MPa)
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Cette exemple montre une amplitude de contrainte maximale de Von Mises entre 18
et 160 MPa, pour une masse entre 2.85 et 4.8 kg (voir figure 5.15(a)). Une fois de plus,
outre le côté quantitatif, c’est plus l’évolution des épaisseurs qui nous intéresse. A la
vue du champ de contraintes (figure 5.15(c)) et de la géométrie des zones d’épaisseurs
(5.15(b)), nous voudrions renforcer, dans l’ordre, les zones 1, 7, 8 et 4. Il s’agit bien
des zones les plus épaisses pour les Pareto-solutions de basses contraintes, dans le
même ordre.
Néanmoins, on note ici l’importance non-négligeable des zones 9 et 10, bien qu’elles
soient respectivement peu, et très peu contraintes. Ceci tend à prouver que, même
pour des cas qui semblent faciles à traiter sans algorithme particulier, ces derniers
peuvent faire apparâıtre quelques subtilités, en plus de valeurs précises des objectifs
en fonction des sets de paramètre.

On retrouve des résultats similaires à ceux-là pour les optimisations du mode 3 de
la structure simple (6, 8 et 12 zones, en annexe C.3) et du mode 5 de la structure
simple (6, 8, 10 et 12 zones, en annexe C.5).

Résultats imprévisibles et influence des zones choisies

On choisit ici de présenter certains des résultats du mode 4 de la structure simple,
pour deux cas de configurations d’épaisseurs différentes. Ces résultats ont été ob-
tenus dans le cadre de l’amortissement de Rayleigh “raideur”, pour α = 1e−4. Les
résultats sont disponibles dans la figure 5.16. Le premier front 5.16(a) correspond à
la configuration 5.16(b), d̂ıte “4 zones”, tandis que le front 5.16(d) correspond à la
configuration 5.16(e), dite “4 zones + symétrie”. Dans les deux cas, le MEF de 256
éléments est le même.

Dans les deux cas de figure, les front de Pareto ne sont pas aussi réguliers que dans
les cas précédents. La première configuration donne à l’utilisateur des compromis
allant de 3.4 à 170 MPa en contraintes pour une masse entre 2.85 et 4.23 kg. La
seconde configuration donne des choix entre 3.3 et 170 MPa, pour une masse entre
2.85 et 4.24 kg.

Évolution des épaisseurs : le cas “4 zones” (figure 5.16(a) et 5.16(b)) montre une
évolution des épaisseurs qui n’est ni linéaire, ni prévisible. On constate par exemple
que la zone 4, à l’extrémité de la plaque, a une grande importance, tandis qu’elle
n’est pas la plus contrainte. La zone 1 d’encastrement que nous voudrions intuitive-
ment renforcer joue son rôle, mais dans une moindre mesure par rapport à la zone 4.
Cela veut donc dire que l’on peut diminuer un niveau de contraintes générales d’une
structure, sans forcément renforcer la zone la plus contrainte. On observe également
des changements brusques de valeurs d’épaisseurs, pour des points pourtant proches
en terme de valeur d’objectif : on parle plus en profondeur de “typage paramétrique”
dans la section 5.8.4 (ou “parametric typing”).
Les résultats associés à la configuration “4 zones + symétrie” sont également sur-
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Figure 5.16: Optimisation de la structure “simple” pour le mode 4 : (a) Front de
Pareto (noir) & épaisseur (m) pour la configuration (b), (b) zones
d’épaisseurs indépendante du front (a), (c) et (f) Champ de contraintes
pour le mode 4 (Pa), (d) Front de Pareto (noir) & épaisseurs (m) pour
la configuration (e), (e) zones d’épaisseurs indépendantes du front (d)
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prenants (figure 5.16(d) et 5.16(e)). Outre le front de Pareto qui présente une forme
similaire au cas “4 zones” (malgré une configuration très différente), ces résultats
donnent une importance quasi exclusive à la zone 4, qui se trouve en position cen-
trale sur la seconde partie de la plaque, malgré une contrainte assez faible dans cette
zone, tandis que les autres zones ne sont pas du tout concernées par une augmenta-
tion d’épaisseur.

Évolution du front de Pareto : on observe des spécificités dans les fronts que l’on
n’observait pas dans les front précédents, avec des zones dont l’un des deux objectifs
reste quasiment constants tandis que l’autre varie, pour des valeurs de paramètres
changeantes (front quasi-vertical avec une contrainte qui ne varie que très peu). On
parle de typage fonctionnel dans la section 5.8.4.

Ces deux configurations présentent donc des répartitions d’épaisseurs relativement
inédites, et difficiles à appréhender pour un designer, ainsi que des spécificités dans
les front de Pareto. On montre ici également que le choix initial des configurations
d’épaisseurs disponibles joue un rôle majeur dans les résultats obtenus, tant en terme
de configuration géométriques qu’en terme de valeur d’objectif.

Des résultats similaires sont également disponibles dans le cadre de l’optimisation du
mode 2 (8 configurations différentes, annexes C.2) et du mode 4 (8 configurations
différentes, annexes C.4) de la structure simple. Dans tous ces cas, les résultats sont
peu intuitifs, tant en terme de valeur de paramètres que d’objectif, et les choix de
configuration de zones d’épaisseurs jouent un rôle très important.

Influence de l’amortissement

Si l’on se réfère aux annexes C.4.1 pour la configuration “4 zones” et C.4.2 pour la
configuration “4 zones + symétrie”, on constate que le choix du type d’amortissement
joue logiquement un rôle dans les résultats.
Pour la configuration “4 zones”, la zone 1 ne joue un rôle que dans les compro-
mis à contraintes faibles pour l’amortissement hystérétique, tandis qu’elle est non
négligeable pour des compromis à contraintes modérées dans le cas d’amortissement
de Rayleigh “raideur”. Un simple coup d’œil révèle une évolution différente des pa-
ramètres.
D’un autre côté, la configuration “4 zones + symétrie” fournit des évolutions de pa-
ramètres très proches, quel que soit l’amortissement choisi.
Ces variations peuvent s’expliquer par la dépendance en fréquence de l’amortisse-
ment dans le cas “Rayleigh raideur”, absente dans le cas hystérétique. Un mode
d’une même configuration d’épaisseurs n’est donc pas amorti de la même façon dans
les deux cas. Il convient donc à l’utilisateur de bien choisir le type d’amortissement
adapté à sa structure et son cas d’excitation.
D’autres cas particuliers où l’amortissement est déterminant sont disponibles pour les
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optimisations notamment des modes 2 (“4 zones + symétrie”, “6 zones + symétrie”, 8
zones, annexes C.2.2, C.2.4 et C.2.5) et mode 4 (8 zones C.4.5) de la structure simple,
et le mode 7 de la structure triple (annexe E.7). Néanmoins, quand il s’agit d’opti-
miser un mode en particulier, les résultats restent la plupart du temps concordants,
quel que soit l’amortissement. Seules les amplitudes de contraintes varient légèrement.

Remarques

Les variations de paramètre ont été arbitrairement choisies dans une plage de 1 à
2 mm. Ces variations étant relativement faibles, elles sont censées ne pas trop influer
sur la forme du mode choisi et sur le champ de contraintes associé. Néanmoins, on
comprend aisément qu’un ratio supérieur à 1.5 entre les épaisseurs de deux zones
adjacentes entrâıne une forte discontinuité et peut mener à une concentration de
contraintes élevée. Cela peut expliquer l’obtention de certains résultats surprenants
dans le cas des modes 2 et 4 de la plaque simple (annexes C.2 et C.4).

5.8.3 Excitation sur une bande fréquentielle

Les résultats présentés jusqu’ici concernaient le “cas 1” d’excitation sur une fré-
quence propre du système. Ce cas nous a permis de montrer à la fois des cas intuitifs,
et des cas plus complexes et moins évidents.
Dans le “cas 2” d’excitation, la fréquence précise de l’excitation n’est pas connue,
mais en revanche on connâıt un intervalle précis qui contient cette fréquence. Ce
cas de figure peut se retrouver par exemple dans l’automobile où une excitation
harmonique, correspondant aux vibrations du moteur, est comprise dans une plage
fréquentielle associée au régime moteur (exemple : entre 1000 et 4000 tr/min). Ce
type d’excitation est plus fidèle à la réalité et permet d’ajouter une dimension de
robustesse à nos méthodes.

Les fréquences propres du système étant modifiées pour chaque répartition d’épais-
seurs différente, il est nécessaire de recalculer les fréquences propres pour chaque
individu (ou set d’épaisseurs), de sélectionner les fréquences contenues dans la bande
d’étude, de calculer les contraintes maximales pour chacun des modes, et de sélec-
tionner la plus élevée. Comme expliqué dans la section 5.7.4, des flèches horizontales,
surplombées du numéro du mode et des fréquences correspondantes définissent les
domaines où le mode en question est celui qui est le plus contraint. On appelle ce
mode : “mode dominant”. Plusieurs raisons peuvent expliquer un changement de
mode le plus contraint :

– le changement des épaisseurs modifie les niveaux de contraintes des modes conte-
nus dans la bande fréquentielle, et un mode devient plus contraint qu’un autre ;

– le changement des épaisseurs modifie les fréquences propres du système et le
mode précédemment le plus contraint sort de la bande fréquentielle.
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Ce cas d’excitation a uniquement été implémenté pour la structure “triple” (annexes
E). La nécessité de calculer plusieurs fois le champs de contraintes (pour chaque
mode de la bande fréquentielle) augmente fortement le temps d’évaluation des in-
dividus, c’est la raison pour laquelle la méthode rapide d’optimisation utilisant les
MSE (section 5.5.1) a été préférée.

Cas type

Le cas choisi pour présenter ce type d’excitation est celui de la structure “triple”
pour une excitation comprise dans la bande fréquentielle 70 − 100 Hz, avec 3 pa-
ramètres d’épaisseurs (un par “plaque simple”) . Les résultats présentés dans la fi-
gure 5.17 ont été obtenus pour un amortissement de type Rayleigh “raideur” dont le
coefficient ξ = 1e−3, et un MEF composé de 768 éléments.

Figure 5.17: Optimisation de la structure “triple” pour la bande fréquentielle 70−
100 Hz : Front de Pareto (noir) & épaisseurs (mm) pour chaque Pareto-
solution (couleur)

Les résultats montrent des compromis allant de 3 à 148 MPa, pour des masses de
la plaque allant de 2.9 à 4.25 kg. Le front de Pareto et les évolutions des épaisseurs
associées présentent des discontinuités, en raison, entre autres, des changements de
mode dominant. Quatre modes influencent le résultat : les modes 11 à 14 (voir annexe
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E.11(b) à E.14(b) pour les formes des modes et les champs de contraintes associés).
Ces quatre modes présentent successivement, en fonction des valeurs des épaisseurs,
la contrainte maximale la plus élevée.

On distingue plusieurs domaines d’influence :

– Le domaine 1 (“faibles contraintes”) est dominé par les modes 11 et 12. Il est
dit “typé masse” car il contient des compromis qui ont tous une masse proche.
De plus, les 3 sous-structures ont des valeurs similaires, entre 1.3 et 1.6 mm,
mais qui présentent une évolution différente, avec une augmentation de la zone
2, une diminution de la zone 3 et une zone 1 relativement constante. On note
un gap important des valeurs de masse des compromis par rapport au domaine
2 suivant, ainsi qu’un changement radical des valeurs d’épaisseurs.

– Les domaines 2 et 3 (“contraintes modérées”, dominés par les modes 13 et 14)
présentent une particularité intéressante, avec une zone 3 (loin de l’encastrement)
d’épaisseur très élevée (entre 1.8 et 2 mm) et des zones 1 et 2 d’épaisseurs
minimales (1 mm). La jonction avec le domaine 4 ne présente pas de discontinuité
de front mais une importante discontinuité dans les valeurs des paramètres.

– les domaines 4 et 5 (“contraintes élevées”) sont respectivement dominés par les
modes 13 et 14, et uniquement le mode 14. Ils présentent un front de Pareto que
l’on peut qualifier de régulier. L’épaisseur de la zone 3 reste la plus élevée (bien
que moindre par rapport aux domaines précedents), tandis que les épaisseurs
des zones 1 et 2 ne sont plus minimum comme elles l’étaient dans le domaine
précédent.

Il faut noter qu’un domaine du front dominé par un mode n ne ressemble pas à un
front correspondant à l’optimisation du mode n seul. Cela pourrait parâıtre intuitif
“d’assembler” les fronts du mode (annexes E.1 à E.14) dominant pour construire le
front d’une bande fréquentielle. Cette supposition est cependant érronée. En effet,
un set de paramètre donné qui donne un compromis intéressant pour un mode, peut
devenir très contraint pour un autre mode de la bande. C’est la raison pour laquelle
on ne peut pas faire de correspondance entre les front “des modes” et les fronts “des
bandes fréquentielles”.

La majorité des résultats d’optimisation concernant le cas d’excitation sur une bande
fréquentielle présente de nombreuses discontinuités de front et de valeur d’épaisseurs,
qui peuvent jouer un rôle intéressant en terme de design : on parle de typage pa-
ramétrique et typage fonctionnel dans la section suivante. On peut se référer aux
annexe E.16, E.17, E.18 et E.19 pour plus de résultats de ce type.
On note cependant que les cas particuliers de l’optimisation des bandes 0−20, 0−40
et 0 − 70 Hz sont intégralement dominés par le mode 1, et ressemblent ainsi aux
résultats de l’optimisation du mode 1 (voir annexes E.1).
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Influence de l’amortissement

Chacun des calculs d’optimisation sur une bande fréquentielle (annexes E.15(0−20,
0 − 40 et 0 − 70 Hz), E.16(10 − 30 Hz), E.17(30 − 70 Hz), E.18(50 − 100 Hz) et
E.19(70−100 Hz)) a été effectué pour les trois types d’amortissement précédemment
définis. Hormis l’optimisation des bandes 0 − 20, 0 − 40 et 0 − 70 Hz qui sont des
cas particuliers, tous les résultats varient fortement en fonction de l’amortissement
choisi, aussi bien en terme de valeurs de paramètres que d’objectifs.

Ces différences peuvent facilement s’expliquer par le fait que certains amortisse-
ments dépendent de la pulsation d’excitation, alors que d’autres sont des amortis-
sements visqueux. Ainsi, un mode haute fréquence fortement amorti dans un cas
“Rayleigh raideur”, peut par exemple l’être beaucoup moins dans un cas d’amortis-
sement hystérétique. De la même façon, les amortissements de “Rayleigh global” se
basant sur les valeurs extrêmes de la bande peuvent aussi donner un amortissement
modal bien différent, et non monotone sur la bande choisie. De plus, les amortisse-
ments de Rayleigh étant dépendants de la pulsation, et ces pulsations étant modifiées
pour chaque individu, un même mode n’a pas le même amortissement propre pour
tous les individus. L’utilisateur doit choisir avec soin l’amortissement qui correspond
à sa structure.

5.8.4 Cas spécifiques de typage

Qu’il s’agisse d’un cas d’excitation localisée sur un mode, ou d’une excitation incon-
nue appartenant à une bande fréquentielle connue, de nombreux résultats présentent
des discontinuités de forme de front de Pareto et de valeurs de paramètre. Ces
résultats sont rarement intuitifs et peuvent surprendre, néanmoins ils peuvent mettre
en lumière des avantages importants pour un designer, et laisser à l’utilisateur plus de
possibilités qu’il n’en aurait avec une optimisation SO, qui ne donne qu’une seule op-
tion locale. On trouve plusieurs cas, dits “de typage” qui s’avèrent intéressants pour
la conception et la mise en forme des structures. On distingue deux cas principaux
de typage : le typage paramétrique, et le typage fonctionnel.

Typage paramétrique

Pour présenter un cas de typage paramétrique, on choisit l’exemple de l’optimisa-
tion mode 7 (cas 2 d’excitation) de la structure triple, avec une configuration de 3
zones d’épaisseurs indépendantes et un amortissement hystérétique, avec ξ = 1e−3.
Le MEF est composé de 768 éléments. Ces résultats sont présentés dans la figure
5.18.

On s’intéresse ici aux deux points particuliers du front de Pareto, entourés sur la
figure 5.18. Les paramètres de ces points, à récupérer sur la même abscisse (pointillés
noirs). Ces deux compromis peuvent être considérés comme la jonction entre deux
domaines paramétriques :
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Figure 5.18: Optimisation de la structure “triple” pour le mode 7 : (a) Front de Pa-
reto (noir) & épaisseurs (mm) pour chaque Pareto-solution (couleur),
(b) zones d’épaisseurs indépendante, (c) Champ de contraintes pour le
mode 7 (MPa)
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– Domaine “basses contraintes” de 18 à 86 MPa (masses de 2.9 à 3.75 kg). L’é-
paisseur de la zone 3 reste dans le minimum de la plage autorisée, tandis que
les zones 1 et 2 ont des épaisseurs importantes qui décroient à mesure que la
contrainte des compromis augmente. L’épaisseur de la zone 1 reste supérieure à
celle de la zone 2.

– Domaine fortes contraintes de 86 à 140 MPa (masses de 3.75 à 2.85 kg). Les
épaisseurs des trois zones ont des ordres de grandeur similaires (de 1.3 à 1 mm)
et une évolution décroissante commune à mesure que la contrainte des solutions
augmente.

La jonction entre ces deux domaines présente une discontinuité importante en terme
de valeur de paramètre, mais des valeurs d’objectif très proches : on parle de typage
paramétrique. Cette caractéristique peut se traduire de la façon suivante : l’algo-
rithme d’optimisation donne deux compromis ayant des objectifs quasi-identiques,
pour des valeurs de paramètres très différentes. En pratique, cela veut dire que deux
sets de paramètres différents donnent le même résultat, et donc que deux géométries
différentes débouchent sur la même masse et la même contrainte maximale dans notre
cas d’excitation. Il en résulte un plus large choix pour le designer ou le fabriquant,
qui peut, selon d’autres critères, préférer une géométrie à une autre, tout en conser-
vant les mêmes critères. Ainsi, chaque discontinuité dans les valeurs de paramètres
(associée à un front de Pareto régulier), fait apparâıtre un typage paramétrique qui
peut s’avérer bénéfique pour le concepteur. La représentation sous forme de front
de Pareto trouve encore une fois son intérêt dès lors que la contrainte en est un ob-
jectif : alors qu’une optimisation SO donne un seul et unique résultat basé sur des
contraintes et objectifs préalablement définis, nos front permettent de donner une
vue d’ensemble du comportement de la structure et peut ainsi donner a posteriori
des idées aux designers.

On peut retrouver des cas similaires de typage paramétrique dans les résultats
de l’optimisation du mode 2 (“4 zones”, “4 zones + symétrie”, “8 zones”, “9 zones
+ symétrie”, “12 zones”, “16 zones” respectivement dans les annexes C.2.1, C.2.2,
C.2.5, C.2.6, C.2.7 et C.2.8), du mode 3 (“8 zones”, annexe C.3.2) et du mode 4 de la
plaque simple (“4 zones”, “6 zones”, “8 zones”, “9 zones + symétrie”, “12 zones” et
16 zones, respectivement dans les annexes C.4.1, C.4.3, C.4.5, C.4.6, C.4.7 et C.4.8).
L’optimisation de la plaque triple propose aussi des cas de typage paramétriques avec
le mode 5 (annexe E.5), le mode 7 (annexe E.7) et les bandes fréquentielles 10− 30
Hz (annexe E.16), 30− 70 Hz (annexe E.17), 50− 100 Hz (annexe E.18) et 70− 100
Hz (annexe E.19).

Typage fonctionnel

Pour présenter un cas de typage fonctionnel, on choisit l’exemple de l’optimisa-
tion de la bande fréquentielle 70− 100 Hz (cas 2 d’excitation) de la structure triple,
avec une configuration de 3 zones d’épaisseurs indépendantes et un amortissement
hystérétique, avec ξ = 1e−3. Le MEF est composé de 768 éléments. Ces résultats ont
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d’ores et déjà été présentés dans la section 5.8.3.
Pour rappel ce cas d’optimisation présentait plusieurs zones de dominance de certains
modes. Il s’agit ici de se concentrer sur le premier domaine de “faibles contraintes”,
dominé par les modes 11 et 12. Tous les compromis de ce domaine ont des masses
très proches (entre 4.15 et 4.25 mm) pour des contraintes maximales très variables
entre 3 et 42 MPa. Ce domaine est dit “typé masse”. En pratique, cela veut dire que
le front de Pareto propose plusieurs compromis dont les masses sont quasi-identiques,
ce qui peut présenter un intérêt pour un designer qui cherche des solutions de ce type
et qui se contente de la plage disponible pour l’autre objectif. Chacun des compromis
de ce domaine peut lui convenir.
Dans le même temps, les 3 paramètres d’épaisseurs des zones choisies sont assez va-
riables dans ce domaine, ce qui indique que les solutions proposées sont bien basées
sur des géométries différentes, et qu’elles offrent réellement plusieurs solutions à l’uti-
lisateur de l’algorithme. Dans ce cas, ce dernier peut choisir un compromis au milieu
du domaine, et ainsi prendre moins de risques sur les tolérances de géométrie, tout
en gardant des objectifs conformes à ses attentes.

On peut retrouver des cas similaires de typage fonctionnel dans les résultats de l’opti-
misation du mode 2 (“16 zones”, annexe C.2.8) et du mode 4 (“4 zones”, “4 zones +
symétrie”, “6 zones + symétrie”, “8 zones”, “9 zones + symétrie”, “12 zones” et “16
zones”, respectivement les annexes C.4.1, C.4.2, C.4.4, C.4.5, C.4.6, C.4.7 et C.4.8)
de la plaque simple, et du mode 9 (annexe E.9), mode 13 (annexe E.13), et bande
fréquentielle 70− 100 Hz (annexe E.19) de la plaque triple.

Remarques : certains cas de typage fonctionnel peuvent parâıtre intéressants d’un
point de vue des valeurs des objectifs, mais sont en réalité délicats compte tenu des
valeurs de paramètre qui lui sont associés. En effet, si les valeurs des paramètres va-
rient dans le domaine de typage, les solutions proposées sont riches (cf. cas précédent).
Cependant, si les paramètres varient peu sur l’intervalle de typage, les géométries pro-
posées sont toutes très proches sur le domaine, malgré des valeurs très variables pour
l’objectif qui n’est pas typé (bien que l’autre objectif, typé, soit quasiment constant
pour toutes les solutions du domaine). En pratique, cela se traduit par un risque im-
portant en terme de fabrication, puisque l’on peut passer d’une solution à une autre
moins bonne pour une légère erreur ou tolérance de fabrication. Cela rend le typage
fonctionnel peu robuste, et le choix d’un compromis très risqué.

On retrouve des cas où le typage fonctionnel est dangereux dans les résultats de l’op-
timisation du mode 2 (“4 zones”, ”4 zones + symétrie” et “8 zones”, respectivement
dans les annexes C.2.1, C.2.2 et C.2.5) de la plaque simple et des modes 3, 4, 8, 10,
11 et 14 (respectivement dans les annexes E.3), E.4, E.8, E.10, E.11 et E.14).
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5.9 Conclusions

Ce chapitre nous a permis de mettre en place de nouvelles méthodes d’optimisa-
tion de forme pour des cas de structures “plaque” soumises à des chargements dyna-
miques, avec des paramètres d’épaisseurs et des critères de contraintes. Ces méthodes
utilisent un algorithme génétique pour l’optimisation multi-objectifs, tandis que le
modèle mécanique est basé sur les MEF mixtes présentés dans les chapitres 1 et 2,
ainsi qu’une des méthodes de réduction implémentées dans les chapitres 3 et 4. Les
résultats sont présentés sous forme de fronts de Pareto en ajoutant les paramètres
d’épaisseurs aux graphiques, et permettent une bonne vue globale des résultats de
l’optimisation.

Alors que la plupart des optimisations de paramètres structurels calculent les con-
traintes avec des modèles en déplacements, nous faisons ici le choix d’utiliser le modèle
mixte décrit dans le chapitre 1. Ce choix est fait dans le but d’accélérer le calcul des
contraintes que l’on répète à chaque itération de l’algorithme. En effet le chapitre
2 a montré que ce type de modèle donne un accès privilégié et rapide aux champs
de contraintes. Le temps d’assemblage étant rédhibitoire, l’idée principale de ce cha-
pitre est de construire un modèle mixte paramétré qui ne nécessite pas de remailler
à chaque nouveau set de paramètre. Ainsi, on construit une méthode d’optimisation
multi-objectifs utilisant l’algorithme génétique NSGA-II et un MEF mixte paramétré.
Cette méthode s’avère bénéficier d’un gain de temps d’environ 9/10 % par rapport
aux méthodes classiques utilisant des modèles en déplacements.

De façon analogue, les méthodes de réduction développées dans le chapitre 3 peuvent
également être paramétrées en épaisseur. Ainsi, il est possible de construire un modèle
mixte réduit paramétré qui ne nécessite pas de remaillage à chaque itération, et qui
présente l’avantage de manipuler des matrices bien plus petites. On parle ainsi de
Super-Éléments Mixtes (MSE). Le temps de calcul de réponse n’en est que meilleur,
de même que le temps de calcul du champ de contraintes. Dans notre cas, la méthode
que nous avons choisi de paramétrer est la méthode Fix-Fix-1 sans mode de branche.
La méthode d’optimisation Multi-Objectifs utilisant des MSE de type Fix-Fix-1 bé-
néficie d’un gain de temps de 27/28 % par rapport aux méthodes classiques en
déplacements.

Ces méthodes ont été testées dans des cas d’optimisation multi-objectifs sur des
structures élément-finis académiques. Les objectifs sont de minimiser la contrainte
maximale de Von Mises au sein de la plaque et sa masse. L’utilisateur est chargé de
définir des zones dont l’épaisseur est un paramètre de l’optimisation. L’utilisation de
modèles éléments-finis permet d’imaginer aisément l’extrapolation de nos méthodes
à des structures industrielles de plus grande taille. Deux cas d’excitation ont été
implémentés, avec une force harmonique de pulsation connue, et de pulsation incon-
nue comprise dans un intervalle connu.

142



5.9 Conclusions

La présentation des résultats se fait sous forme de front de Pareto, avec les paramètres
intégrés aux graphiques. Ce type de représentation est classique dans l’optimisation,
mais rarement utilisé pour des cas multi-objectifs où les contraintes sont un objec-
tif de l’optimisation (et non une simple contrainte). Elle permet d’avoir une vue
d’ensemble des possibilités offertes à l’utilisateur, et donne l’opportunité de faire des
choix a posteriori, en fonction du comportement de la structure face aux change-
ments de paramètres. Au-delà des cas d’optimisation triviaux que l’on peut résoudre
intuitivement, confirmés par nos calculs, nos méthodes présentent également des dis-
continuités dans les fronts de Pareto et dans les évolutions des paramètres. Ces parti-
cularités permettent de mettre en lumière des typages paramétriques et fonctionnels
qui sont autant de possibilités offertes à l’utilisateur et au designer.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Au cours de cette thèse, nous avons développé des méthodes numériques de calcul
et d’optimisation de structures “plaque”, basées sur l’utilisation de Modèle Éléments-
Finis mixtes, de nouvelles méthodes de synthèses modales dédiées et d’algorithmes
génétiques. La formulation mixte apporte un gain de temps significatif, une certaine
originalité à nos méthodes, et enfin des perspectives intéressantes.

Dans un premier temps, au chapitre 1, nous avons développé deux Modèles Élé-
ments-Finis mixtes déplacements-contraintes généralisées en dynamique, pour les
théories de plaques fines de Kirchhoff-Love et de plaques épaisses de Reissner-Mindlin.
Ces modèles sont basés sur la formulation mixte de mécanique des milieux continus
linéaire d’Hellinger-Reissner, qui a la particularité d’exprimer l’énergie de déformation
d’une structure en fonction à la fois des déplacements et des contraintes généralisées.
Une fois discrétisée, cette approche permet d’obtenir un modèle dont l’accès aux
paramètres de contraintes est privilégié, par rapport à un modèle classique en dé-
placements. Dans ce cadre, notre travail a permis de mettre en place une ToolBox
Matlab complète qui permet de construire les matrices mixtes constitutives d’une
structure donnée à partir des caractéristiques de son maillage, d’utiliser et de stocker
les structures éléments-finis, et de leur appliquer des conditions aux limites et char-
gements dynamiques.

Nous avons ensuite étudié la convergence de nos modèles, ainsi que les avan-
tages et inconvénients qui leur sont liés (chapitre 2). Dans ce cadre, nous avons
utilisé des méthodes d’analyse et de comparaison modale basées sur des critères de
MAC en déplacements, des erreurs relatives sur les fréquences propres, et enfin un
critère MAC-like en contraintes. Ces analyses ont permis de montrer une convergence
délicate du Modèle Éléments-Finis mixtes pour plaques de Reissner-Mindlin tel que
nous l’avons implémenté, de façon analogue à un modèle en déplacements. En re-
vanche, le modèle pour plaques de Kirchhoff-Love offre une très bonne convergence
modale, et s’avère donner des résultats identiques à un modèle en déplacements, aussi
bien en terme de déplacements qu’en terme de contraintes (il est ainsi exclusivement
utilisé dans le reste de notre travail). Cependant, ce chapitre montre qu’une fois les
modèles assemblés, le calcul du champ de contraintes d’une structure s’avère plus ra-
pide avec une formulation mixte (de 10 à 45 % de gain), et c’est cette caractéristique
qui a retenu notre attention. Cependant, deux problèmes majeurs persistent pour ce
type de modèle : une taille numérique plus importante qui nous incite à opter pour
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des méthodes de réduction, et une singularité qui empêche une analyse modale rapide.

Ainsi, le chapitre 3 est dédié à la présentation de nouvelles méthodes de réduction,
de sous-structuration et double synthèse modale, adaptées à notre formulation. En ef-
fet, de telles méthodes existent dans la littérature pour des modèles en déplacements,
mais rien n’est mentionné pour la réduction de modèles mixtes. De plus, la diffi-
culté d’obtenir les modes propres de la structure nous empêche d’utiliser simplement
les méthodes primales existantes. En ce sens, nous avons développé 10 méthodes de
réduction spécifiquement adaptées aux Modèle Éléments-Finis mixtes déplacements-
contraintes. L’idée est de diviser la structure en plusieurs sous-structures de petite
taille. Dès lors, la réduction de chaque sous-structure se fait en séparant la projec-
tion des paramètres de déplacements, et de contraintes. Ainsi, les déplacements sont
réduits à partir du modèle primal équivalent, en utilisant des méthodes primales
classiques de projection modale. D’autre part, la base de réduction des contraintes
est construite sur une projection d’une base en déplacements (obtenue à partir du
modèle primal équivalent) sur les paramètres de contraintes (sur des “contraintes
modales”). On peut ainsi mixer le type de mode utilisé (encatrés, libres, ...) pour les
déplacements et les contraintes, et ajouter une réduction de la jonction à l’aide de
modes de branche. Une fois de plus, une ToolBox a été mise en place. Elle permet
d’obtenir une structure réduite à partir des sous-structures et de la méthode choisies
par l’utilisateur, et de l’utilisation ou non de réduction de la jonction. Ce type de
méthode pourrait s’adapter à d’autres formulations mixtes multi-champs.

Le chapitre 4 donne un aperçu des performances des méthodes développées dans
le chapitre précédent. Pour se faire, nous prenons un exemple d’une structure di-
visée en deux sous-structures, soumises à un chargement dynamique harmonique. Le
modèle primal équivalent contient 2598 degrés de libertés, tandis que le modèle mixte
non-réduit en contient 11256. Toutes les méthodes implémentées n’offrent pas les
même garanties, les meilleures étant les méthodes Fix-Fix1-2 (avec ou sans mode de
branche) et la méthode Fre-Fre-2 (sans mode de branche). Ces dernières permettent
par exemple de réduire le modèle à 14, 25, 46, 90, 131 et 173 degrés de liberté,
tout en conservant une représentation modale excellente sur respectivement les 12,
22, 42, 76, 113 et 147 premiers modes. Elles offrent ainsi un gain de stockage et de
temps de calcul considérables et suppriment l’inconvénient de taille du modèle mixte.

Une fois ces modèles et réductions mis en place, le but était de les implémenter
dans un algorithme génétique afin de procéder à une optimisation multi-objectifs
sur des structures “plaque” (chapitre 5). Ces méthodes sont adaptées à des cas où
la contrainte est un objectif de l’optimisation, et les paramètres sont les épaisseurs
de zones préalablement choisies par l’utilisateur. Cependant, subsiste l’inconvénient
du temps d’assemblage des modèles mixtes. En ce sens, l’idée de ces méthodes est
de paramétrer en épaisseur les modèles et réductions précédemment définies, de
façon à éliminer l’étape de remaillage et d’assemblage et à ne garder que les avan-
tages du modèle. Dans ce cadre, nous avons mis en place deux méthodes d’opti-
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misation utilisant NSGA-II : une basée sur notre modèle éléments-finis mixte pour
plaques de Kirchhoff-Love (sans réduction) et une seconde intégrant les méthodes
de réduction paramétrée utilisant ainsi des Super-Éléments mixtes. La première des
deux méthodes, bien que manipulant des matrices de grande taille, offre un gain de
temps entre 9 et 10 %, tandis que la seconde permet de gagner 27 à 28 % de temps
de calcul, par rapport à des méthodes classiques en déplacements. L’utilisation d’un
algorithme génétique est intéressante ici puisqu’elle permet d’effectuer une optimi-
sation globale qui explore l’intégralité de l’espace de conception et évite ainsi les
extremums locaux. D’autre part, ces méthodes se prêtent bien à une présentation des
résultats sous forme de front de Pareto. Bien que très répandue, cette représentation
est assez rare avec la contrainte en tant qu’objectif. Cela permet d’avoir une vue d’en-
semble intéressante du comportement de la structure vis-à-vis des changements de
paramètres, et offre une large palette de choix à l’utilisateur. On constate également
l’apparition de phénomènes de typage paramétrique et fonctionnel qui sont autant
de possibilités pour le designer.

Perspectives

Ces travaux ont permis de mettre en lumière de nombreuses perspectives.

Tout d’abord, des perspectives relatives au modèle utilisé apparaissent.
En ce qui concerne les modèles éléments-finis mixtes, il parâıt essentiel d’explorer la
discrétisation des champs de contraintes et les choix de continuités et de fonctions
de forme qui vont avec ceux-ci. D’une part, cela permettrait de résoudre certains
problèmes de convergence des plaques épaisses (“locking”) en améliorant le modèle
pour la théorie des plaques épaisses, mais améliorerait également la représentation
des plaques fines. D’autre part, cela mènerait à un gain en temps de calcul de recons-
truction des champs de contraintes, en ne calculant qu’une seule fois la contrainte
pour les points communs à plusieurs éléments.
De plus, les temps d’assemblage étant un inconvénient des modèles mixtes, la méthode
implémentée pour construire nos modèles sous Matlab mériterait d’être améliorée
pour se rapprocher des performances élevées des logiciels du commerce.
Dans ce travail, les déformations dans le plan de l’élément “plaque”, dites “de mem-
brane”, ont été prises en compte de façon primale uniquement (non développé dans le
manuscrit par souci de concision). Pour certains cas de structure et de chargement,
il serait intéressant d’intégrer les efforts membranaires de façon mixte, au même
titre que les phénomènes de flexion, avec des paramètres associés. Cela alourdirait le
modèle, mais permettrait éventuellement une meilleure définition de ces phénomènes,
le cas échéant.
D’autres méthodes de représentation mécanique basées sur des éléments isogéomé-
triques sont bien adaptées à l’optimisation de forme dans la mesure où elles per-
mettent de modifier localement le maillage en jouant sur certains paramètres. Il serait
intéressant de coupler ce type d’éléments à nos modèles en imaginant des éléments
isogéométriques mixtes déplacement-contraintes qui allient à la fois les bénéfices des
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modèles mixtes en terme d’accès et de définition des contraintes, et les performances
de ces éléments en terme de modification de géométrie.
On constate également dans le chapitre 5 que les temps de calcul des contraintes
sont de loin ce qu’il y a de plus coûteux dans l’algorithme d’optimisation. Ce cal-
cul nécessite une reconstruction de la contrainte choisie sur l’ensemble des points
du maillage, ce qui multiplie d’autant plus le temps nécessaire. En ce sens, il parâıt
intéressant d’imaginer un moyen d’anticiper la zone dans laquelle le point le plus
contraint (et donc dimensionnant) va se trouver, de manière à ne calculer la contrainte
qu’en certains points choisis du maillage.

Ensuite, d’autres perspectives relatives aux méthodes de sous-structuration peuvent
être envisagées
Il serait intéressant d’étudier plus en détail les autres méthodes de sous-structuration
modale primale, de façon à les adapter aux modèles mixtes, comme nous l’avons fait
pour les méthodes de modes encastrés, libres et de branche. De plus certaines com-
binaisons de modes n’ont pas été testées dans le cadre de notre formulation.
En outre, les méthodes de sous-structuration développées sont adaptées à des modèles
“plaque” mixtes déplacements-contraintes, mais pourrait également être étudiées et
généralisées dans le cadre d’autres modèles mixtes (coques, composites ...) ou encore
pour d’autres formulations multi-champs (interaction fluide structure...).
De manière plus générale, la convergence de ces méthodes mériterait d’être étudiée
dans le cadre d’une structure industrielle à grande échelle. De plus, la structure
académique que nous avons choisie possède une jonction particulièrement raide, qui
favorise les méthodes de modes encastrés. Il serait intéressant de tester nos méthodes
sur des structures dont la jonction est plus souple.

Enfin, des perspectives relatives à l’optimisation elle-même paraissent indispen-
sables.
En effet, l’algorithme d’optimisation utilisé a été choisi par pure affinité et pour son
côté ludique et facilement implémentable. L’apport de notre travail ne se faisant que
sur la modélisation mécanique, il parâıt important d’étudier en profondeur les types
d’algorithme d’optimisation multi-objectifs, de façon à sélectionner le plus adapté à
notre problème.

De façon plus générale, il est indispensable de tester nos algorithmes sur une op-
timisation de structure industrielle de grande taille, et dans ce cadre, nos méthodes
pourrait être amélioré en effectuant un gros travail de parallélisation des taches.
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Annexe A

Développement variationnel de la
formulation mixte d’Hellinger-Reissner

A.1 Définition des espaces fonctionnels

L’espace des déplacements ui(M, t) cinématiquement admissibles ΩR(V × ]t0, t1[)
est défini par :

– des déplacements réels ;
– des déplacements définis sur V × ]t0, t1[ ;
– des fonctions de classe C∞ ;
– le respect de la condition aux limites de “déplacements imposés” :

ui(M, t) = Di(M, t) ∀(M, t) ∈ V E× ]t0, t1[ (A.1)

– le respect des conditions initiales et finales :

ui(M, t) = ui(M, t0) ∀M ∈ V (A.2)

ui(M, t) = ui(M, t1) ∀M ∈ V (A.3)

avec V le volume du solide considéré, t0 et t1 les temps initiaux et finaux.

L’espace des champs de contraintes σij(M, t) non nécessairement statiquement
admissible ΣR(V × ]t0, t1[) est défini par :

– des contraintes réelles ;
– des contraintes définies sur (V × ]t0, t1[) ;
– des fonctions de classe C∞.

A.2 Définition de la fonctionnelle

La fonctionnelle de Hellinger-Reissner Π(ui,σij) est définie par :

Π : ΩR × ΣR → ℜ
(ui,σij) → Π(ui,σij)

(A.4)
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Π(ui,σij) =

∫ t1

t0

[ ∫

V

1

2
ρ
∂ui

∂t

2

− σijǫij(ui) + biui +
1

2
σijSijklσkl dV+

∫

V F

siui dV

]

dt

(A.5)

où l’on adopte les notations suivantes :
– ui est le vecteur des déplacements du solide considéré ;
– σij est le tenseur des contraintes du solide ;
– ǫij(ui) est le tenseur de déformations du solide exprimé en fonction du déplace-
ment ui ;

– V et V sont respectivement les surfaces extérieures et le volume du solide
considéré ;

– Sijkl est le tenseur inverse de Cijkl caractéristique de la loi de comportement
élastique : ǫij = Cijklσkl ;

– bi et si sont respectivement les vecteurs des forces de volume et de surface ;
– ρ est la masse volumique du matériau considéré.

A.3 Équations de la mécanique des milieux continus
élastiques à vérifier

Les dérivées directionnelles de la fonctionnelle de Hellinger-Reissner δuΠ et δσΠ
s’annulent pour le couple solution (ui,σij ∈ (ΩR,ΣR)) si et seulement si il vérifie les
équations suivantes :

ρ
∂2ui

∂t2
= σij,j + bi surV × ]t0, t1[ (A.6)

σij = Cijklǫkl surV × ]t0, t1[ (A.7)

σijnj = 0 surV L× ]t0, t1[ (A.8)

ui = Di surV E × ]t0, t1[ (A.9)

σijnj = F surV F × ]t0, t1[ (A.10)

où V , V L, V E , et V F correspondent respectivement au volume total, aux surfaces
sans efforts imposés, aux surfaces à déplacements imposés et enfin aux surfaces avec
un effort imposé.

A.4 Dérivées directionnelles et vérification du théorème

Vérifions la véracité du théorème précédent en calculant les dérivées directionnelles
énoncées précédemment. Pour cela, il faut décomposer ui et σij .

ui = ui + λu∗

i (A.11)
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ui est un champ de déplacements vérifiant les équations de mouvements pour σij fixé,
λ est un réel et u∗

i est un champ de déplacements virtuels quelconque, et représente
des déplacements qui ne sont pas astreints à vérifier toutes les conditions imposées
aux déplacements réels du milieu continu (les conditions aux limites en particulier).

σij = σij + λσ∗

ij (A.12)

De la même façon, σij est un champ de contrainte vérifiant les équations de mou-
vements pour ui fixé, λ est un réel et σij∗ est un champ de contrainte virtuel quel-
conque, et représente des contraintes qui ne sont pas astreintes à vérifier toutes les
conditions imposées aux contraintes réelles du milieu continu (les conditions aux li-
mites en particulier).

A.4.1 Calcul de la dérivée directionnelle en déplacements δuΠ

δuΠ(ui,σij ,u
∗

i ) =
∂

∂λ
Π(ui + λu∗

i ,σij) (A.13)

δuΠ(ui,σij ,u
∗

i ) =
∂

∂λ

∫ t1

t0

[

∫

V

1

2
ρ(

∂ui

∂t
+ λ

∂u∗

i

∂t
)2 − σijǫ

∗

ij − λσijǫ
∗

ij

+ bi(ui + λu∗

i ) +
1

2
σijSijklσkl dV +

∫

V

siui + λsiu
∗

i dV ] dt

=

∫ t1

t0

[

∫

V

ρ
∂ui

∂t

∂u∗

i

∂t
− σijǫij

∗ + biu
∗

i dV +

∫

V F

siu
∗

i dV ] dt

(A.14)
Or

ǫ∗ij =
1

2
(u∗

i,j + u∗

j,i) (A.15)

De plus, la formule de Green nous donne :

∫

V

u(−→x div(−→v (−→x ) dV = −
∫

V

−−→
grad(u(−→x ))v(−→x ) dV +

∫

S

−→v (−→x−→n ju(
−→x ) dS) (A.16)

Dans notre cas, cela se traduit par :

−
∫

V

σij
−−→
grad(u∗

i ) dV =

∫

V

u∗

iσij,j dV −
∫

V=V F+V L

σij
−→n ju

∗

i dS) (A.17)

Nous devons également utiliser une intégration par partie pour éliminer la partie
temporelle, c’est-à-dire :

∫ t1

t0

∂ui

∂t

∂u∗

i

∂t
dt =

[
∂ui

∂t
u∗

i

]t1

t0

−
∫ t1

t0

∂2ui

∂t2
u∗

i dt (A.18)
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Ainsi, l’équation A.14 devient :

δuΠ(ui,σij ,u
∗

i ) =

∫ t1

t0

[ ∫

V

(−ρ
∂2ui

∂t2
+ σij,j + bi)u

∗

i dV −
∫

V F

(σijnj − si)u
∗

i dV

−
∫

V L

(σijnj)u
∗

i dV

]

dt+

[
∂ui

∂t
u∗

i

]t1

t0
(A.19)

Si cette dérivée directionnelle est nulle, cela doit nous permettre de retrouver les
équations A.6, A.7, A.8, A.9 et A.10. On suppose :

u∗

i (M, t0) = u∗

i (M, t1) = 0 surV (A.20)

Parmi les champs virtuels, il en existe une infinité qui vérifient ces conditions. Ainsi,
nous avons : [

∂ui

∂t
u∗

i

]t1

t0

= 0 (A.21)

On suppose que :

u∗

i (M, t) = 0 surV×]t0, t1[ (A.22)

Parmi les champs virtuels, il y en a une infinité qui vérifient cette condition. En
supposant également que u∗

i est libre sur V×]t0, t1[ et en appliquant le lemme de
Haar, nous retrouvons ainsi l’équation A.6, à savoir :

ρ
∂2ui

∂t2
= σij,j + fi surV × ]t0, t1[ (A.23)

On considère maintenant :

u∗

i (M, t) = 0 surV × ]t0, t1[ (A.24)

Étant donné le résultat obtenu par l’équation A.23, et d’après le lemme de Haar,
l’équation A.19 nous permet de retrouver les équations A.8 et A.10, à savoir :

σijnj = 0 surV L× ]t0, t1[ (A.25)

σijnj = F surV F × ]t0, t1[ (A.26)

A.4.2 Calcul de la dérivée directionnelle en déplacements δσΠ

δuΠ(ui,σij ,u
∗

i ) =
∂

∂λ
Π(ui + λu∗

i ,σij) (A.27)

152
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δσΠ(ui,σij ,σij ]
∗) =

∂

∂λ

∫ t1

t0

[ ∫

V

1

2
ρ(

∂ui

∂t
)2 − σijǫij − λσ∗

ijǫij + biui

+
1

2
(σij + λσ∗

ij)Sijkl(σkl + λσ∗

kl) dV +

∫

V F

siui dV

]

dt

=

∫ t1

t0

[ ∫

V

−σ∗

ijǫij +
1

2
σijSijklσkl dV

]

dt

δσΠ(ui,σij ,σij ]
∗) =

∫ t1

t0

[ ∫

V

σ∗

ij(−ǫij + Sijklσkl) dV

]

dt

(A.28)

Si cette dérivée directionnelle est nulle, cela doit nous permettre de retrouver les
équations A.7 et A.8 restantes. On suppose que :

σ∗

ij(M, t0) = σ∗

ij(M, t1) = 0 (A.29)

Il existe une infinité de champ de contrainte vérifiant cette équation. En utilisant le
lemme de Haar, on retrouve l’équation A.7, à savoir :

ǫij = Sijklσkl surV × ]t0, t1[ etSijkl = C−1
ijkl (A.30)

L’équation A.9 concernant les conditions aux limites de déplacements imposés est
vérifiée intrinsèquement par la définition même de l’espace des champs de déplacements
ΣR.
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Annexe B

Développement des matrices
paramétriques des Super-Éléments
Mixtes

Tout le développement de cette annexe est fait pour une sous-structure (a).

B.1 Définitions de la base de réduction

Pour rappel, la méthode utilisée dans la section 5.5 est Fix-Fix-1 ; elle est définie
par la projection suivante :







Ua
i, w

U
(a)
i, θ

U
(a)
j, w

U
(a)
j, θ

β(a)







=







Φ
(a)
FI, i, w Ψ

(a)
i, w

Φ
(a)
FI, i, θ Ψ

(a)
i, θ

0 Iij, w

0 Iij, θ

t3P̃
(a)







Φ
(a)
FI, i, w

Φ
(a)
FI, i, θ

0
0







t3P̃
(a)







Ψ
(a)
i, w

Ψ
(a)
i, θ

Iij, w

Iij, θ













{

η
(a)
FI

U
(a)
j

}

(B.1)

B.2 Paramétrages i/j et w/θ

Les matrices de masses Mmix et de raideur Kmix des MEF mixtes peuvent être
paramétrées de la façon suivante :

Kmix =







0 0 0 0 GT
i, w

0 0 0 0 GT
i, θ

0 0 0 0 GT
j, w

0 0 0 0 GT
j, θ

Gi, w Gi, θ Gj, w Gj, θ
1
t3
H̃







(B.2)
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et

Mmix =







tM̃ ii, w 0 tM̃ ij, w 0 0

0 t3M̃ ii, θ 0 t3M̃ ij, θ 0

tM̃ ji, w 0 tM̃ jj, w 0 0

0 t3M̃ ji, θ 0 t3M̃ jj, θ 0
0 0 0 0 0







(B.3)

B.3 Paramétrages dans la basé réduite

L’équilibre d’une sous-structure (a) réduite avec la méthode Fix-Fix-1 peut être

donnée par ses matrices de masse réduite M
(a)
mix, red et de raideur réduite K

(a)
mix, red :

{

M
(a)
ηη M

(a)
ηj

M
(a)
jη M

(a)
jj

}

︸ ︷︷ ︸

M
(a)
mix, red

{

η̈
(a)
FI

Ü
(a)
j

}

+

{

K
(a)
ηη K

(a)
ηj

K
(a)
jη K

(a)
jj

}

︸ ︷︷ ︸

K
(a)
mix, red

{

η
(a)
FI

U
(a)
j

}

=

{
F η

F j

}

(B.4)

Les équations B.1, B.2 et B.3 permettent d’écrire l’équation B.4 d’équilibre d’une

sous-structure (a) de façon paramétrique en épaisseur, à l’aide des matrices M̃
(a)
mix, red, t,

M̃
(a)
mix, red, t3 et K̃

(a)
mix, red, t, indépendantes de toute variable d’épaisseur :







t

{

M̃
(a)
ηη, t M̃

(a)
ηj, t

M̃
(a)
jη, t M̃

(a)
ηη, t

}

︸ ︷︷ ︸

M̃
(a)
mix, red, t

+ t3

{

M̃
(a)
ηη, t3 M̃

(a)
ηj, t3

M̃
(a)
jη, t3 M̃

(a)
ηη, t3

}

︸ ︷︷ ︸

M̃
(a)

mix, red, t3







{

η̈
(a)
FI

Ü
(a)
j

}

+







t3

{

K̃
(a)
ηη K̃

(a)
ηj

K̃
(a)
jη K̃

(a)
ηη

}

︸ ︷︷ ︸

K̃
(a)
mix, red







{

η
(a)
FI

U
(a)
j

}

=

{
F η

F j

}

(B.5)
avec

M̃
(a)
ηη, t = Φ

(a),T
FI, i, wM̃

(a)
ii, wΦ

(a)
FI, i, w (B.6)

M̃
(a)
ηη, t3 = Φ

(a),T
FI, i, θM̃

(a)
ii, θΦ

(a)
FI, i, θ (B.7)

M̃
(a)
ηj, t = Φ

(a),T
FI, i, wM̃

(a)
ii, wΨ

(a)
i, w + Φ

(a),T
FI, i, wM̃

(a)
ij, wIij, w (B.8)

M̃
(a)
ηj, t3 = Φ

(a),T
FI, i, θM̃

(a)
ii, θΨ

(a)
i, θ + Φ

(a),T
FI, i, θM̃

(a)
ij, θIij, θ (B.9)

M̃
(a)
jη, t = (Ψ

(a),T
i, w M̃

(a)
ii, w + IT

ij, wM̃
(a)
ji, w)Φ

(a)
FI, i, w

(B.10)
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M̃
(a)
jη, t3 = (Ψ

(a),T
i, θ M̃

(a)
ii, θ + IT

ij, θM̃
(a)
ji, θ)Φ

(a)
FI, i, θ

(B.11)

M̃
(a)
jj, t = (Ψ

(a),T
i, w M̃

(a)
ii, w + IT

ij, wM̃
(a)
ji, w)Ψ

(a)
i, w + (IT

ij, wM̃
(a)
jj, w + Ψ

(a),T
i, w M̃

(a)
ij, w)Iij, w

(B.12)

M̃
(a)
jj, t3 = (Ψ

(a),T
i, θ M̃

(a)
ii, θ + IT

ij, θM̃
(a)
ji, θ)Ψ

(a)
i, θ + (IT

ij, θM̃
(a)
jj, θ + Ψ

(a),T
i, θ M̃

(a)
ij, θ)Iij, θ

(B.13)

K̃
(a)
ηη =







P̃
(a)







Φ
(a)
FI, i, w

Φ
(a)
FI, i, θ

0
0













T

{

G
(a)
i, wΦ

(a)
FI, i, w +G

(a)
i, θΦ

(a)
FI, i, θ

}

+







Φ
(a),T
FI, i, wG

(a),T
i, w +Φ

(a),T
FI, i, θG

(a),T
i, θ

+







P̃
(a)







Φ
(a)
FI, i, w

Φ
(a)
FI, i, θ

0
0













T

H̃
(a)







P̃
(a)







Φ
(a)
FI, i, w

Φ
(a)
FI, i, θ

0
0







(B.14)

K̃
(a)
ηj =







P̃
(a)







Φ
(a)
FI, i, w

Φ
(a)
FI, i, θ

0
0













T

{

G
(a)
i, wΨ

(a)
i, w +G

(a)
i, θΨ

(a)
i, θ +G

(a)
j, wIij, w +G

(a)
j, θIij, θ

}

+







Φ
(a),T
FI, i, wG

(a),T
i, w +Φ

(a),T
FI, i, θG

(a),T
i, θ

+







P̃
(a)







Φ
(a)
FI, i, w

Φ
(a)
FI, i, θ

0
0













T

H̃
(a)







P̃
(a)







Ψ
(a)
i, w

Ψ
(a)
i, θ

Iij, w

Iij, θ







(B.15)

K̃
(a)
jη =







P̃
(a)







Ψ
(a)
i, w

Ψ
(a)
i, θ

Iij, w

Iij, θ













T

{

G
(a)
i, wΦ

(a)
FI, i, w +G

(a)
i, θΦ

(a)
FI, i, θ

}

+







Ψ
(a),T
i, w G

(a),T
i, w +Ψ

(a),T
i, θ G

(a),T
i, θ + IT

ij, wG
(a),T
j, w

+ IT
ij, θG

(a),T
j, θ +







P̃
(a)







Ψ
(a)
i, w

Ψ
(a)
i, θ

Iij, w

Iij, θ













T

H̃
(a)







P̃
(a)







Φ
(a)
FI, i, w

Φ
(a)
FI, i, θ

0
0







(B.16)
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et

K̃
(a)
jj =







P̃
(a)







Ψ
(a)
i, w

Ψ
(a)
i, θ

Iij, w

Iij, θ













T

.
{

G
(a)
i, wΨ

(a)
i, w +G

(a)
i, θΨ

(a)
i, θ +G

(a)
j, wIij, w +G

(a)
j, θIij, θ

}

+







Ψ
(a),T
i, w G

(a),T
i, w +Ψ

(a),T
i, θ G

(a),T
i, θ + IT

ij, wG
(a),T
j, w + IT

ij, θG
(a),T
j, θ

+







P̃
(a)







Ψ
(a)
i, w

Ψ
(a)
i, θ

Iij, w

Iij, θ













T

H̃
(a)







P̃
(a)







Ψ
(a)
i, w

Ψ
(a)
i, θ

Iij, w

Iij, θ
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Annexe C

Résultats de l’optimisation d’une
plaque simple

Cette annexe concerne les résultats de l’optimisation de la plaque simple (cf. figure
C.1). Le MEF la représentant est composé de 256 éléments (excepté certains modèles
composés de 1024 éléments pour le mode 5). Les caractéristiques matériaux utilisés
sont résumés dans le tableau 2.1.
Le cas d’excitation étudié est le “cas 1” qui considère une fréquence d’excitation
calquée sur la fréquence propre du mode choisi. Les cinq premiers modes de la plaque
sont optimisés, pour plusieurs configurations de zones d’épaisseur différentes (respec-
tivement 4, 8, 3 ,8 et 4 configurations pour les modes 1, 2, 3, 4 et 5). Chacun des
calculs a été effectué à la fois pour l’amortissement hystérétique et pour l’amortis-
sement de Rayleigh “raideur”. La première partie du tableau 5.2 résume les calculs
effectués et les annexes auxquelles il faut se référer.
La méthode d’optimisation utilisée est celle du MEF mixte paramétré (voir section
5.4.1). Les résultats présentés ont tous convergé.
La section 5.7.4 donne plus d’explication sur la signification des graphiques.
On note que certaines grandeurs associées aux contraintes ne sont pas physiques (va-
leur trop élevées), en raison d’un coefficient d’amortissement choisi très faible. Ce-
pendant, la répartition des contraintes est physique et l’optimisation des paramètres
reste cohérente. Des calculs similaires avec des coefficients d’amortissement plus élevés
donneraient des résultats analogues avec un niveau de contrainte plus faible (tant que
le coefficient d’amortissement influe peu sur les fréquences de résonance).

Figure C.1: Schéma de la structure “simple” (en m) à optimiser (exemple à 8 zones
d’épaisseur)
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.1 Mode 1

C.1.1 4 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 2−3, 256 éléments
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C.1 Mode 1

C.1.2 6 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 2−3, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.1.3 8 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 2−3, 256 éléments
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C.1 Mode 1

C.1.4 10 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 2−3, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.2 Mode 2

C.2.1 4 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−4, 256 éléments
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C.2 Mode 2

C.2.2 4 zones + symétrie

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−4, 256 éléments

2 4 6 8 10 12 14

x 10
8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

x 10
−3

E
pa

is
se

ur
s 

(m
)

Front Paretto et Epaisseurs=f(Contrainte), gen=1950, pop=50, mode=2, 4 divisions sym

 

 

2 4 6 8 10 12 14

x 10
8

3

3.5

4

4.5

P
oi

ds
 d

e 
la

 p
la

qu
e 

(k
gs

)

Contrainte VonMises max (Pa)

zone1
zone2
zone3
zone4
Front

(a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

−1

−0.5

0

0.5

1
 

 

2

4

6

8

10

12

14

x 10
8

(c)

165



Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.2.3 6 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−4, 256 éléments
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C.2 Mode 2

C.2.4 6 zones + symétrie

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−4, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.2.5 8 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−4, 256 éléments
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C.2 Mode 2

C.2.6 9 zones + symétrie

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.2.7 12 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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C.2 Mode 2

C.2.8 16 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.3 Mode 3

C.3.1 6 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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C.3 Mode 3

C.3.2 8 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−4, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.3.3 12 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−4, 256 éléments
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C.4 Mode 4

C.4 Mode 4

C.4.1 4 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−5, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.4.2 4 zones + symétrie

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−5, 256 éléments
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C.4 Mode 4

C.4.3 6 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−5, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.4.4 6 zones + symétrie

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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C.4 Mode 4

C.4.5 8 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.4.6 9 zones + symétrie

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−5, 256 éléments
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C.4 Mode 4

C.4.7 12 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.4.8 16 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−5, 256 éléments
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C.5 Mode 5

C.5 Mode 5

C.5.1 6 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.5.2 8 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 1024 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 5−6, 1024 éléments

2 4 6 8 10 12 14

x 10
8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

x 10
−3

E
pa

is
se

ur
s 

(m
)

Front Paretto et Epaisseurs=f(Contrainte), gen=880, pop=50, mode=5, 8 divisions

 

 

2 4 6 8 10 12 14

x 10
8

3

3.5

4

4.5

5

5.5

P
oi

ds
 d

e 
la

 p
la

qu
e 

(k
gs

)

Contrainte VonMises max (Pa)

zone1
zone2
zone3
zone4
zone5
zone6
zone7
zone8
Front

(a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

 

 

2

4

6

8

10

12

x 10
8

(c)

184



C.5 Mode 5

C.5.3 10 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments

200 300 400 500 600 700 800

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

E
pa

is
se

ur
s 

(m
m

)

Front Paretto et Epaisseurs=f(Contrainte), gen=1000, pop=100, mode=5, 10 divisions

 

 

200 300 400 500 600 700 800

3

3.25

3.5

3.75

4

4.25

4.5

4.75

M
as

se
 d

e 
la

 p
la

qu
e 

(k
gs

)
Contrainte VonMises max (MPa)

zone1
zone2
zone3
zone4
zone5
zone6
zone7
zone8
zone9
zone10
Front

(a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(b)

0
200

400
600

800
1000

0

100

200

300

400

−4000

−2000

0

2000

4000

 

 

200

400

600

800

1000

1200

(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 5−6, 256 éléments
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Annexe C Résultats de l’optimisation d’une plaque simple

C.5.4 12 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 256 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 5−6, 256 éléments
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Annexe D

Résultats de l’optimisation d’une
plaque double

Cette annexe concerne les résultats de l’optimisation de la plaque double (cf. figure
D.1). Le MEF la représentant est composé de 512 éléments (excepté le configuration à
14 zones, également implémentée pour un MEF de 128 éléments). Les caractéristiques
matériaux utilisés sont résumés dans le tableau 2.1.
Le cas d’excitation étudié est le “cas 1” qui considère une fréquence d’excitation
calquée sur la fréquence propre du mode choisi. Seul le mode 3 est étudié, pour 3
configurations d’épaisseur. Chacun des calculs a été effectué à la fois pour l’amor-
tissement hystérétique et pour l’amortissement de Rayleigh “raideur”. La seconde
partie du tableau 5.2 résume les calculs effectués et les annexes auxquelles il faut se
référer.
La méthode d’optimisation utilisée est celle du MEF mixte paramétré (voir section
5.4.1). Les résultats présentés ont tous convergé.
La section 5.7.4 donne plus d’explication sur la signification des graphiques.
On note que certaines grandeurs associées aux contraintes ne sont pas physiques (va-
leur trop élevées), en raison d’un coefficient d’amortissement choisi très faible. Ce-
pendant, la répartition des contraintes est physique et l’optimisation des paramètres
reste cohérente. Des calculs similaires avec des coefficients d’amortissement plus élevés
donneraient des résultats analogues avec un niveau de contrainte plus faible (tant que
le coefficient d’amortissement influe peu sur les fréquences de résonance).

Figure D.1: Schéma de la structure “double” (en m) à optimiser (exemple à 7 zones
d’épaisseur)
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Annexe D Résultats de l’optimisation d’une plaque double

D.1 Mode 3
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D.1 Mode 3

D.1.2 10 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 512 éléments
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Annexe D Résultats de l’optimisation d’une plaque double

D.1.3 14 zones

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3

512 éléments
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500 1000 1500 2000 2500

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

E
pa

is
se

ur
s 

(m
m

)

Front Paretto et Epaisseurs=f(Contrainte), gen=1000, pop=100, mode=5, 10 divisions

 

 

500 1000 1500 2000 2500

5

5.5

6

6.5

7

7.5

M
as

se
 d

e 
la

 p
la

qu
e 

(k
gs

)

Contrainte VonMises max (MPa)

zone1
zone2
zone3
zone4
zone5
zone6
zone7
zone8
zone9
zone10
zone11
zone12
zone13
zone14
Front

(a)

0 0.5 1 1.5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(b)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

−0.5

0

0.5

1

 

 

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
x 10

8

(c)

190



D.1 Mode 3

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 2−4

512 éléments
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Annexe E

Résultats de l’optimisation d’une
plaque triple

Cette annexe concerne les résultats de l’optimisation de la plaque triple (cf. fi-
gure E.1). Le MEF la représentant est composé de 768 éléments. Les caractéristiques
matériaux utilisés sont résumés dans le tableau 2.1.
La configuration d’épaisseur est la même que sur la figure E.1 pour tous les calculs.
Les deux cas d’excitation sont étudiés.
Le “cas 1” qui considère une fréquence d’excitation calquée sur la fréquence propre
du mode choisi a été implémenté pour les 14 premiers modes (section E.1 à E.14).
Ces tests ont été lancés avec un amortissement hystérétique et un amortissement de
Rayleigh “rigide”.
Le “cas 3” qui considère un excitation inconnue comprise dans un intervalle connu,
a également été implémenté pour des bandes fréquentielles 0 − 20 Hz, 10 − 30 Hz,
30 − 70 Hz, 50 − 100 Hz et 70 − 100 Hz. Chacun des calculs a été effectué pour les
trois amortissements décrits dans la section 5.7.3 : pour l’amortissement hystérétique,
l’amortissement de Rayleigh Global et l’amortissement de Rayleigh “raideur”. Le ta-
bleau 5.3 résume les calculs effectués et les annexes auxquelles il faut se référer.
La méthode d’optimisation utilisée est celle du MEF mixte réduit paramétré ou “MSE
paramétrés” (voir section 5.4.1). Les résultats présentés ont tous convergé.
La section 5.7.4 donne plus d’explication sur la signification des graphiques.
On note que certaines grandeurs associées aux contraintes ne sont pas physiques (va-
leur trop élevées), en raison d’un coefficient d’amortissement choisi très faible. Ce-
pendant, la répartition des contraintes est physique et l’optimisation des paramètres
reste cohérente. Des calculs similaires avec des coefficients d’amortissement plus élevés
donneraient des résultats analogues avec un niveau de contrainte plus faible (tant que
le coefficient d’amortissement influe peu sur les fréquences de résonance).

Figure E.1: Schéma de la structure “triple” (en m) à optimiser
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.1 Mode 1

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−2, 768 éléments
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E.2 Mode 2

E.2 Mode 2

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−3, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.3 Mode 3

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 2−5, 768 éléments
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E.4 Mode 4

E.4 Mode 4

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 5−5, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.5 Mode 5

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−5, 768 éléments
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E.6 Mode 6

E.6 Mode 6

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments

100 150 200 250 300 350 400 450
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

E
pa

is
se

ur
s 

(m
m

)

Front Paretto et Epaisseurs=f(Contrainte), gen=1000, pop=100, mode=6, 3 sous−structures

 

 

100 150 200 250 300 350 400 450

3

3.5

4

4.5

M
as

se
 d

e 
la

 p
la

qu
e 

(k
gs

)
Contrainte VonMises max (MPa)

zone1
zone2
zone3
Front

(a)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

0

100

200

300

400

0

50

100

150

200

Zone 1

Zone 2

Zone 3

(b)

0 200 400 600 800 1000
−100

0

100

200

300

400

500

−100

0

100

200

300

 

 

20

40

60

80

100

120

140

(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−5, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.7 Mode 7

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−6, 768 éléments
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E.8 Mode 8

E.8 Mode 8

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−6, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.9 Mode 9

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 4−7, 768 éléments
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E.10 Mode 10

E.10 Mode 10

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 4−7, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.11 Mode 11

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Amortissement “Rayleigh raideur” α = 5−8, 768 éléments
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E.12 Mode 12

E.12 Mode 12

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments

0 10 20 30 40 50 60
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

E
pa

is
se

ur
s 

(m
m

)

Front Paretto et Epaisseurs=f(Contrainte), gen=1000, pop=100, mode=12, 3 sous−structures

 

 

0 10 20 30 40 50 60

3

3.5

4

M
as

se
 d

e 
la

 p
la

qu
e 

(k
gs

)
Contrainte VonMises max (MPa)

zone1
zone2
zone3
Front

(a)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

0

100

200

300

400

0

50

100

150

200

Zone 1

Zone 2

Zone 3

(b)

0 200 400 600 800 1000
−100

0

100

200

300

400

500

−100

0

100

200

300

 

 

20

40

60

80

100

120

(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 4−7, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.13 Mode 13

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 4−7, 768 éléments
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E.14 Mode 14

E.14 Mode 14

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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(c)

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 6−7, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.15 Bande 0-20 Hz, 0-40 Hz et 0-70 Hz

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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E.16 Bande 10-30 Hz

Amortissement de Rayleigh global (bande fréquentielle), 768 éléments
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E.16 Bande 10-30 Hz

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 1−5, 768 éléments
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E.17 Bande 30-70 Hz

E.17 Bande 30-70 Hz

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

Amortissement de Rayleigh global (bande fréquentielle), 768 éléments
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E.18 Bande 50-100 Hz

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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E.18 Bande 50-100 Hz

Amortissement “Rayleigh raideur” α = 5−7, 768 éléments
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Annexe E Résultats de l’optimisation d’une plaque triple

E.19 Bande 70-100 Hz

Amortissement Hystérétique ξ = 1−3, 768 éléments
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E.19 Bande 70-100 Hz

Amortissement de Rayleigh global (bande fréquentielle), 768 éléments
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– P. Garambois, S. Besset and L. Jézéquel, A new component mode synthesis
for dynamic mixed plate finite element models, Archive of Applied Mechanics.
Publication acceptée.
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