
HAL Id: tel-01261180
https://hal.science/tel-01261180v1

Submitted on 24 Jan 2016

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Analyse des Séquences de Processus et Champs
Aléatoires d’Ondelettes

Abdourrahmane Atto

To cite this version:
Abdourrahmane Atto. Analyse des Séquences de Processus et Champs Aléatoires d’Ondelettes. Math-
ématiques [math]. Université Grenoble Alpes, 2015. �tel-01261180�

https://hal.science/tel-01261180v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


HDR

présentée à

Université Savoie Mont Blanc

pour obtenir

le grade de : HDR de l’Université Grenoble Alpes

Mention : Sciences et Technologies de l'Information et de la Communication

par

Abdourrahmane Mahamane ATTO

Équipe d’accueil : - Laboratoire d’Informatique, Systèmes, Traitement de l’Information et de la Connaissance

Analyse des Séquences de Processus et Champs
Aléatoires d’Ondelettes

Soutenue le 04 Décembre 2015 devant la commission d’Examen :

Composition du Jury :

Président : Truchetet Frédéric, Professeur, Université de Bourgogne

Rapporteurs : Abry Patrice, Directeur de recherche, CNRS
Bel Liliane, Professeure, AgroParisTech
Tupin Florence, Professeure, Télécom ParisTech

Examinateurs : Bolon Philippe, Professeur, Université Savoie Mont Blanc
Ovarlez Jean-Philippe, Directeur de recherche, ONERA-SONDRA





TABLE DES MATIÈRES i
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SYNTHÈSE DES TRAVAUX DE RECHERCHE 1

Synthèse des Travaux de
Recherche

Dans de nombreux domaines des sciences, on s'int�eresse �a l'analyse des variables es-

sentielles �a la description d'une information donn�ee. Le traitement de cette information

est alors plus simple et performant lorsque ces variables sont :

{ d�eterministes [stochastiques d�eg�en�er�ees] et associ�ees �a une fonction su�samment

r�eguli�ere : de cette r�egularit�e d�epend notre capacit�e �a repr�esenter cette fonction de

mani�ere plus ou moins parcimonieuse. La parcimonie au sens de la repr�esentation

des fonctions d�eterministes se d�e�nit ici comme �etant notre capacit�e �a trouver une

base fonctionnelle pour laquelle, la projection de cette fonction se traduit en un petit

nombre de coe�cients signi�catifs.

{ stochastiques [non-d�eg�en�er�ees] et ob�eissant �a des formes/structures de d�ependances

connues ou faciles �a approximer : de la complexit�e de ces structures d�epend notre

capacit�e �a d�ecrire ce processus de mani�ere parcimonieuse 1. La parcimonie au sens

de la description d'un processus stochastique se mesure selon notre capacit�e �a

associer �a ce processus, un mod�ele statistique ou probabiliste pertinent et admettant

tr�es peu de param�etres de description.

La litt�erature anglophone s�epare les 2 contextes de description et de repr�esentation

�a travers les terminologies de parsimony (description compacte des processus al�eatoires)

et sparsity (repr�esentations compactes des fonctions d�eterministes).

Dans la litt�erature francophone, sparsity a �et�e traduit (et est tr�es largement utilis�e) par

parcimonie. Et comme une variable d�eterministe peut être vue comme �etant une variable

al�eatoire d�eg�en�er�ee, nous utiliserons donc le terme parcimonie pour ces 2 contextes, en

sp�eci�ant selon les cas qu'il s'agit de la représentation d’une fonction déterministe

ou la description d’un processus aléatoire.

Les repr�esentations parcimonieuses (pour une fonction d�eterministe donn�ee) ont vu

leur int�erêt d�ecupl�e dans les ann�ees 19-80s/90s, avec la r�evolution num�erique et ses

1. La notion de parcimonie �etait rattach�ee historiquement (ann�ees 1960s notamment) au contexte

de description des variables al�eatoires. Une variable al�eatoire d�ecrite par une distribution de probabilit�es

Gaussienne est ainsi une association de l'ensemble des �eventualit�es r�egissant le ph�enom�ene sous-jacent �a

travers un mod�ele connu par seulement 2 param�etres : la moyenne et la variance des r�ealisations de cette

variable.
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probl�ematiques de compression et d'analyse de donn�ees (signaux et images num�eriques

notamment) associ�ees �a des grandeurs souvent r�eguli�eres.

Aujourd'hui, les transform�ees en ondelettes 2 se sont tr�es largement impos�ees comme ou-

tils de repr�esentations parcimonieuses des fonctions d�eterministes r�eguli�eres ou r�eguli�eres

par morceaux. On trouve ainsi une litt�erature tr�es dense sur les caract�erisations de coe�-

cients d'ondelettes de telles fonctions, selon le nombre de coe�cients signi�catifs [Donoho

and Johnstone, 1994], [Mallat, 1999] ou selon la d�ecroissance en amplitude des coe�cients

[Mallat, 1999], [Ja�ard, 1991], [Daubechies, 1992] et cela, relativement �a la r�egularit�e de

la fonction analys�ee versus celle de l'ondelette analysante.

Consid�erons maintenant la projection d'un processus al�eatoire donn�e sur

un sous-espace hilbertien g�en�er�e par des fonctions ondelettes. Appelons

processus al�eatoire d'ondelettes , la s�equence des `coe�cients' de cette projection.

Nous distinguerons 2 cat�egories de travaux : {c1} celle portant sur l'analyse des propri�et�es

statistiques des processus al�eatoires d'ondelettes et {c2} celle dont le c�ur est l'estimation

des param�etres d'un mod�ele, explicite ou implicite, par le biais de processus al�eatoires

d'ondelettes. Nous distinguerons �egalement 2 types de sch�emas de d�ecomposition en

ondelettes : le premier type, {t1}, consiste �a d�ecomposer tr�es �nement les composantes �a

faibles variations du processus (approximations) et tr�es grossi�erement les composantes �a

fortes variations de ce processus (d�etails), par opposition au second type {t2} d'analyse

�ne �a plusieurs niveaux de d�etails. Dans les sch�emas {t1}, la transform�ee orthogonale et

telle que la division r�ecursive de ses n�uds ne concerne que le chemin des approxima-

tions sera appel�e TO [Transform�ee en Ondelettes]. La TO est un cas particulier de la

d�ecomposition dite TPO [Transform�ee par Paquets d'Ondelettes] o�u la division r�ecursive

des n�uds n'est pas forc�ement contrainte ou peut l'être - mais de plusieurs mani�eres

possibles (sch�emas de type {t2}).

Dans les ann�ees 1990 et d�ebut des ann�ees 2000, les principaux travaux sur la ca-

ract�erisation des processus al�eatoires d'ondelettes concernaient justement :

{ la TO, donc un sch�ema {t1} de d�ecomposition tr�es �ne de la partie plutôt `basses

fr�equences' [Flandrin, 1992] ({c1}, mouvement Brownien fractionnaire), [Veitch and

Abry, 1999] ({c2}, processus �a `m�emoire longue'), [Delbeke and Abry, 2000] ({c1},

mouvement de L�evy fractionnaire), [Audit, Bacry, Muzy, and Arneodo, 2002] ({c2},

processus int�egrale fractionnaire), [Craigmile and Percival, 2005] ({c1}, processus

int�egrale fractionnaire),

{ des sch�emas {t1} sp�eci�ques pr�esentant les mêmes caract�eristiques `basses fr�equences'

que la TO [Leporini and Pesquet, 1999] ({c1}, processus al�eatoires stationnaires),

[Touati and Pesquet, 2002] ({c1}, processus al�eatoires cyclostationnaires) et plus ra-

rement,

{ la TPO [Pastor and Gay, 1995] ({c1, t2}, statistiques du second ordre dans le cas des

2. Nous utiliserons la terminologie transform�ees en ondelettes pour les di��erentes variantes de trans-

form�ees continues ou discr�etes, orthogonale ou non, ind�ependamment du sch�ema de d�ecomposition ou de la

forme de l'ondelette.
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processus stationnaires).

Cette h�eg�emonie de la r�egularit�e (large majorit�e de travaux sur les sch�emas {t1}) est

justi��ee par le fait que les principales informations que nous exploitons sont port�ees par

des signaux/images plutôt r�eguliers (faibles variabilit�es), ainsi que le souci de limiter le

coût algorithmique induit par les multiples divisions r�ecursives intrins�eques aux sch�emas

de type {t2}.

Au milieu des ann�ees 2000, les outils de calcul scienti�que (ordinateurs notamment)

�etaient su�samment puissants pour permettre, �a coûts raisonnables, des simulations

num�eriques et une validation/exploitation de r�esultats th�eoriques sur les sch�emas plus

complexes de d�ecomposition {t2}. C'est dans ce contexte que notre th�ese [Atto, 2008] (2005-

2008) a propos�e, pour les sch�emas de type {t2} impliquant des processus al�eatoires station-

naires au sens strict, une g�en�eralisation �a tous les ordres statistiques des r�esultats obtenus

dans [Pastor and Gay, 1995]. En partant des interactions entre le processus analys�e et les

fonctions d'ondelettes analysantes, en �etudiant le comportement limite des cumulants

des processus al�eatoires d'ondelettes, [Atto, 2008] (voir aussi [Atto and Pastor, 2010]) a

propos�e des th�eor�emes centraux limites TPO dans le contexte o�u l'on s'int�eresse �a une com-

position quelconque mais r�ecursive de fonctions d'ondelettes de nature di��erentes (chemin

asymptotique pris arbitrairement dans un arbre TPO). Cette th�ese a �egalement fourni

une caract�erisation de la vitesse de convergence des cumulants des processus al�eatoires

TPO vers les cumulants limites, en fonction de la r�egularit�e et du support fr�equentiel de

l'ondelette analysante. Ces di��erents r�esultats ont �et�e analys�es et valid�es par le biais de la

simulation num�erique sur des donn�ees issues de g�en�erateurs de nombres al�eatoires et des

donn�ees r�eelles.

Ces travaux de th�ese ont soulev�e de nombreuses questions dont l'une des plus im-

portantes est de savoir si certains de ces th�eor�emes limites s'appliquent aux processus

non-stationnaires. Les r�eponses �a ces questions ont �et�e �etudi�ees dans di��erents articles

scienti�ques : apr�es les travaux de th�ese [Atto, 2008], nous avons men�e une premi�ere �etude

portant sur un processus non-stationnaire bien connu : le Mouvement Brownien Fraction-

naire (MBF). Les propri�et�es du MBF �etaient d�ej�a connues pour une analyse de type TO

[Flandrin, 1992], [Dijkerman and Mazumdar, 1994], mais pas pour une TPO. Nous avons

ainsi montr�e dans [Atto, Pastor, and Mercier, 2010] que les r�esultats obtenus dans [Atto,

2008] s'appliquent sur tous les chemins TPO d'un MBF, sauf sur celui des approxima-

tions : toutes les non-stationnarit�es du MBF sont rejet�ees sur ce chemin et, en excluant

ce chemin, on obtient par le biais des paquets d'ondelettes, une m�ethode performante de

caract�erisation spectrale ({c1}) et d'estimation du param�etre de Hurst du MBF ({c2}).

Nous nous sommes alors pos�e la question de savoir s'il existait des non-stationnarit�es

ou d'autres types de d�ependances statistiques fortes qui pouvaient a�ecter des chemins

sp�eci�ques autres que le chemin des approximations, rendant ainsi ces chemins singuliers

au sens o�u les th�eor�emes centraux limites obtenus dans [Atto, 2008] ne s'appliquent pas.

C'est ainsi que nous nous sommes munis d'une fonction g�en�erique de d�ependances pre-

nant en compte des formes explicites de non-stationnarit�es et de nombreuses structures
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de corr�elations. �A partir de cette fonction, nous avons mis en �evidence dans [Atto and

Berthoumieu, 2012], les facteurs qui contribuent �a rendre un chemin

{ singulier (lieu des non-stationnarit�es et corr�elations fortes) ou

{ r�egulier (associ�e �a des sous-s�equences stationnaires et d�ecorr�el�ees asymptotiquement).

L'objectif de l'�etude asymptotique propos�ee dans les r�ef�erences [Atto, Pastor, and Mer-

cier, 2010] et [Atto and Berthoumieu, 2012] est la compr�ehension du comportement des

coe�cients d'ondelettes en pr�esence de non-stationnarit�es. Connaitre la nature de ces coef-

�cients est en e�et essentiel pour le choix de mod�eles statistiques ou probabilistes parcimo-

nieux. On dissociera par la suite les descriptions statistiques des descriptions probabilistes

(même si des liens �evidents existent entre les 2 descriptions).

Par description statistique, on cherche �a caract�eriser le comportement des cumulants

d'une variable (sans n�ecessit�e de sp�eci�er la nature des probabilit�es) et �a trouver des

liens entre les cumulants des di��erentes variables d�e�nissant le processus. Ces liens sont

souvent param�etrables et conduisent dans ces cas �a des descriptions par le biais de formes

analytiques dites param�etriques (processus autor�egressifs, processus de Wiener, etc.).

Par description probabiliste, nous nous int�eresserons plus sp�eci�quement au comporte-

ment des distributions de probabilit�es : toute la fonction g�en�eratrice des cumulants statis-

tiques est alors prise en compte a�n de d�e�nir la loi de probabilit�e pour chaque variable.

Ces lois de probabilit�es sont elles aussi souvent associ�ees �a des formes param�etriques.

Les r�ef�erences [Atto, Pastor, and Mercier, 2010], [Atto and Berthoumieu, 2012], [Atto,

Trouv�e, Berthoumieu, and Mercier, 2013c] fournissent un point de vue panoramique des

mod�eles statistiques (principalement les mod�eles �a di��erentiation / int�egration fraction-

naire) et probabilistes (�a travers des dictionnaires de mod�eles param�etriques simples) qui

sont propos�es pour une description parcimonieuse. Les r�esultats donn�es dans [Atto, Pas-

tor, and Mercier, 2010], [Atto and Berthoumieu, 2012] et [Atto, Trouv�e, Berthoumieu, and

Mercier, 2013c] sont pour la plupart des contributions {c1, t2} de caract�erisations de pro-

cessus al�eatoires d'ondelettes. L'exploitation de ces r�esultats est donn�ee pour di��erentes

applications relatives aux probl�emes :

{ de caract�erisation spectrale d'un champ al�eatoire (texture) et proposition de mod�eles

parcimonieux �a partir de l'observation de chemins singuliers dans un arbre de la

TPOD ([Atto, Berthoumieu, and Bolon, 2013a], [Atto, Tan, Alata, and Moreaud,

2014c], [Atto, Fillatre, Antonini, and Nikiforov, 2014a]) ;

{ de caract�erisation d'un ensemble d'images d�ependantes sur les meilleures bases d'on-

delettes, au sens du contenu texture (attributs de stochasticit�e), ainsi que dans un

contexte dit distribu�e semi-collaboratif avec minimum d'�echange d'informations

([Atto, Berthoumieu, and M�egret, 2013b] et [Atto, Salamatian, and Bolon, 2014b]) ;

{ d'analyse de s�eries temporelles d'images avec des probl�ematiques de d�etection de

changements et de r�egularisation spatio-temporelle ([Atto, Trouv�e, Berthoumieu, and

Mercier, 2013c], [Atto, Trouv�e, and Nicolas, 2015] et [Atto, Pastor, and Mercier,

2011]).
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Conclusion - Perspectives

Les travaux r�esum�es dans la section pr�ec�edente proposent des r�esultats concernant

la caract�erisation des processus et champs al�eatoires non-stationnaires par le biais des

transform�ees en ondelettes. Ils montrent que les transform�ees en ondelettes, du fait de :

{ la disponibilit�e de di��erentes formes d'ondelettes admettant des caract�eristiques spec-

trales di��erentes (moments nuls, support fr�equentiel �etroit ou �etal�e, etc), ainsi que

{ leurs sch�emas de d�ecomposition multi-r�esolution r�ecursif,

sont un cadre id�eal d'analyse non-param�etrique ou de mod�elisation param�etrique (statis-

tique et/ou probabiliste) des champs al�eatoires. Ces travaux de recherche montrent en

e�et que la description d'une grande classe de processus et champs al�eatoires est possible

avec une s�erie de processus/champs al�eatoires d'ondelettes simples et cela, lorsque la base

d'ondelettes est d�etermin�ee �a l'avance.

Tel est l'avantage des descriptions en ondelettes, en comparaison avec les descriptions

adaptatives ou adapt�ees de type `poursuite it�erative de bases' et `transform�ee de Karhunen-

Lo�eve'. Cet avantage devient une solution incontournable pour des applications n�ecessitant

une mesure de similarit�e entre champs al�eatoires, donc qui imposent la contrainte de

bases communes et d'attributs comparables. Une extension imm�ediate de ces descriptions

concerne l'analyse impliquant des transform�ees en ondelettes non-usuelles, notamment les

transform�ees bas�ees sur des �ltres fractionnaires [Mendlovic, Zalevsky, Mas, Garcia, and

Ferreira, 1997], [Bel, Oppenheim, Robbiano, and Viano, 2010] ou des sch�emas d'analyse

multir�esolution rationnelle [Baussard, Nicolier, and Truchetet, 2004].

Concernant l'analyse non-param�etrique, il est certain qu'on peut am�eliorer l'estima-

tion spectrale en consid�erant des transform�ees en ondelettes tr�es redondantes. L'autre

perspective �a ce sujet concerne le d�eveloppement d'une m�ethode d'�echantillonnage spec-

tral irr�egulier et adapt�e �a la nature du champ en entr�ee : pour de nombreuses textures,

le spectre est tr�es creux et l'utilisation d'un test de d�ecorr�elation permettrait d'arrêter la

d�ecomposition dans certains chemins sp�eci�ques (d�ecorr�elation atteinte pour un processus

al�eatoire d'ondelettes donn�e).

Concernant la mod�elisation statistique, la pertinence des mod�eles G�en�eralis�es de

Champ Brownien Fractionnaire (GCBF) introduits dans [Atto, Tan, Alata, and Moreaud,

2014c] doit être v�eri��ee exp�erimentalement, pour la description de di��erents types de tex-

tures . Ces mod�eles pourront �egalement être enrichis par composition avec des mod�eles
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autor�egressifs g�en�eralis�es [Bel, Oppenheim, Robbiano, and Viano, 1996] a�n de prendre en

compte des d�ependances �a la fois sur le long et court terme. L'estimation des param�etres

de ces processus g�en�eralis�es pourra s'inspirer de l'analyse multifractale [Abry, Ja�ard, and

Lashermes, 2004], [Bacry, Gloter, Ho�mann, and Muzy, 2010] puisque les GCBF poss�edent

par d�e�nition, plusieurs param�etres fractionnaires.

Concernant la mod�elisation probabiliste, la prise en compte des d�ependances r�esiduelles

n'est pas �evidente : d'une part, le fait de d�ecomposer de mani�ere tr�es �ne le champ al�eatoire

n'est pas toujours envisageable, d'autre part, les fonctions de d�ependances usuelles telles

que les copules posent de nombreux probl�emes �a la fois th�eoriques et pratiques d'estima-

tion. Une perspective pertinente �a ce sujet semble être le choix d'une mod�elisation jointe

statistique et probabiliste avec prise en compte des d�ependances r�esiduelles par une va-

riante du d�eveloppement d'Edgeworth [Barndor�-Nielsen and Cox, 1994] bas�ee sur des

gaussiennes compos�ees [Ovarlez, Pascal, Forster, Ginolhac, and Mahot, 2011].

De nombreux champs d'applications restent encore �a explorer, notamment les

probl�emes de codage/compression conjoint, d'�echantillonnage compressif ou de fusion dans

un contexte distribu�e, avec un int�erêt potentiel de cette analyse pour les s�eries temporelles

d'images satellitaires et l'imagerie optique 3D.

Pour les s�eries temporelles d'images, le d�eploiement de la future constellation `Senti-

nel' de satellites imageurs (agence spatiale europ�eenne) sera un cadre id�eal de test, de

validation et de proposition de nouvelles m�ethodes/mod�eles de traitements de donn�ees

multimodales distribu�ees. Du fait de la diversit�e des images Sentinel (modalit�es radar,

optique et infrarouge), ces nouvelles m�ethodes devront mettre en �evidence, les invariances

d'un objet observ�e sous di��erentes modalit�es. Cela requiert l'int�egration de la connaissance

experte [Rejichi, Chaabane, and Tupin, 2015] et l'interaction mod�eles/connaissances dans

les m�ethodes de d�etection de changement.
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