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Résumé

Ce mémoire est consacré a des résultats d’analyse harmonique réelle dans des cadres
géométriques discrets (graphes) ou continus (groupes de Lie).

Soit I" un graphe (ensemble de sommets et d’arétes) muni d'un laplacien discret
A =1— P, ou P est un opérateur de Markov. Sous des hypotheses géométriques conve-
nables sur I', nous montrons la continuité L? de fonctionnelles de Littlewood-Paley frac-
tionnaires. Nous introduisons des espaces de Hardy H'! de fonctions et de 1-formes diffé-
rentielles sur I', dont nous donnons plusieurs caractérisations, en supposant seulement la
propriété de doublement pour le volume des boules de I'. Nous en déduisons la continuité
de la transformée de Riesz sur H'. En supposant de plus des estimations supérieures
ponctuelles (gaussiennes ou sous-gaussiennes) sur les itérées du noyau de l'opérateur P,
nous obtenons aussi la continuité de la transformée de Riesz sur LP pour 1 < p < 2.

Nous considérons également 1'espace de Besov B?((G) sur un groupe de Lie unimodu-
laire G muni d’un sous-laplacien A. En utilisant des estimations du noyau de la chaleur
associé a A, nous donnons plusieurs caractérisations des espaces de Besov, et montrons
une propriété d’algebre pour B24(G)NL®(G), pour a« > 0,1 <p < +ooet 1 < g < 4o0.
Les résultats sont valables en croissance polynomiale ou exponentielle du volume des
boules.

Abstract

This thesis is devoted to results in real harmonic analysis in discrete (graphs) or
continuous (Lie groups) geometric contexts.

Let T" be a graph (a set of vertices and edges) equipped with a discrete laplacian
A = [ — P, where P is a Markov operator. Under suitable geometric assumptions on
I', we show the L” boundedness of fractional Littlewood-Paley functionals. We introduce
H' Hardy spaces of functions and of 1-differential forms on I, giving several characte-
rizations of these spaces, only assuming the doubling property for the volumes of balls
in I'. As a consequence, we derive the H' boundedness of the Riesz transform. Assu-
ming furthermore pointwise upper bounds for the kernel (Gaussian of subgaussian upper
bounds) on the iterates of the kernel of P, we also establish the LP boundedness of the
Riesz transform for 1 < p < 2.

We also consider the Besov space B?%(G) on a unimodular Lie group G equipped with
a sublaplacian A. Using estimates of the heat kernel associated with A, we give several
characterizations of Besov spaces, and show an algebra property for B2(G) N L*(G) for
a>0,1<p<4ocand 1 < g < +oo. These results hold for polynomial as well as for
exponential volume growth of balls.



Structure de la these

Le mémoire est divisé en 10 chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons des résultats classiques concernant les diffé-
rentes notions rencontrées dans ce mémoire (transformées de Riesz, fonctionnelles de
Littlewood-Paley, espaces de Hardy et espaces de Besov), puis nous énongons brievement
les principaux résultats obtenus.

Les trois chapitres suivants sont consacrés a la présentation détaillée des résultats : fonc-
tionnelles de Littlewood-Paley fractionnaires sur les graphes (Chapitre 2), espaces de
Hardy et transformées de Riesz sur les graphes (Chapitre 3), espaces de Besov sur les
groupes de Lie unimodulaires (Chapitre 4).

Le cinquieme chapitre propose quelques questions ouvertes et perspectives de travail a
partir des résultats de cette these.

Enfin, les cinq derniers chapitres rassemblent les articles consacrés au contenu des cha-
pitres 2 a 4.

Structure of the thesis

The memoir is divided in ten chapters.

In Chapter 1, we recall classical results about the notions dealt with in this thesis (Riesz
transforms, Littlewood-Paley functionals, Hardy and Besov spaces), and we give a short
account of our main results.

The next three chapters are devoted to the detailed presentation of our results : fractional
Littlewood-Paley functionals on graphs (Chapter 2), Hardy spaces and Riesz transforms
on graphs (Chapter 3), Besov spaces on unimodular Lie groups (Chapter 4).

In Chapter 5, some open problems and perspectives are proposed.

Finally, in the last five chapters, the complete papers devoted to the results of Chapters
2,3 and 4 can be found.
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Notations

Nous donnons ici les notations utilisées pour les cinq premiers chapitres du mémoire.
Le paragraphe ou la notation est introduite est donné a la fin de la ligne.

Relations d’ordre et d’équivalence

S A(x) S B(x) s'il existe C' > 0 indépendant
de z tel que A(x) < CB(xz).
Les parametres dont la constante C' est indépendante
seront évidents de par le contexte ou rappelés.

S A(x) ~ B(x) ssi A(x) S B(x) et B(x) S A(z).
N x ~ 1y si x et y sont voisins dans le graphe ............... §2.1
C o Deux espaces vectoriels normés X, Y vérifient X C Y

ssi X s’injecte continiment dans Y.
= Deux espaces vectoriels normés X, Y vérifient X C Y
ssi X CYetY CX.

Ensembles

N* L’ensemble des entiers naturels non nuls.

Ry o L’ensemble des réels strictement positifs.

Ly oo, Ensemble des mots de longueur inférieure a n dans [[1, k]| p. 59
(G,X)ouG ... Groupe de Lie unimodulaire ........................... §1.3.2
() ouT ....  Graphe (pondéré non-orienté) ............................ §2.1
(I, p) ouI' .. Graphe muni d'une quasidistance .................. §2.1 et 3.1
Tr oo, “Fibré tangent” au graphe I' ........ ... .. ... .. ... ... §3.3

la,0] ..., Ensemble des entiers compris entre a et b.
By(z,r),B(z,r) Boule de centre z et de rayon r (pour la distance d) §2.1, 1.3.2
B,(x,k),B(x,k) Boule de centre x et de rayon k (pour la quasidistance p) §3.1

Ci(B) ......... Anneau défini a partir de B ....... ... oo §2.1
Ci(x, k) ........ Anneau centré en x de rayons 27k et 27k ..o L §3.1
y(x) o Cone de I' x N* de sommet & ..., §3.2
R(F) ... Union des cones de I' x N* avec sommets dans F' ........ §3.2
TO) .......... Tente associée & O ... §3.2
Tp ool Espace “tangent” a un point x d'un graphe .............. §3.3
Géométrie

le| oo Distance de = au neutre e du groupe de Lie ............ §1.3.2
d ... Distance (plus court chemin) sur un graphe I' ............ §2.1
d ..o Distance de Carnot-Carathéodory sur un groupe de Lie §1.3.2

X



de ............ Mesure de Haar sur le groupe de Lie.

Do Quasidistance sur un graphe I' ......... .. .. .. ... ... §3.1
Mo Mesure sur le graphe I' ....... ... ... ... ... ... §2.1
V(B) cocooon.. Volume de la boule B .................... ... .. §2.1et 1.3.2
Vir) .......... Volume de n’importe quelle boule de rayon r

sur un groupe de Lie ...... ... ... ..ot §1.3.2
Viz,r) ....... Volume de B(z,r) sur un graphe ........................ §2.1
X oo Famille de champs de vecteurs invariants a gauche sur

un groupe de Lie unimodulaire G ...................... §1.3.2

Opérateurs de différentiation

d ... Différentiation extérieure sur un graphe I' ............... §3.3
[0/ Différentiation sur la droite du temps “discrete” N* §2.8, p. 41
Op oo Différentiation sur la droite du temps R .
A Laplacien discret sur un graphe I' ....................... §2.1
A Sous-laplacien sur un groupe de Lie .................... §1.3.2
Voo Longueur du gradient sur un graphe I' ................... §2.1
Vy oo Opérateur renvoyant la différence entre une fonction f

et la fonction f translatée de y .......... ... ... .. §4.5
X oo Famille de champs de vecteurs invariants a gauche sur

un groupe de Lie unimodulaire G ...................... §1.3.2
Xi oo Un élément de la famille X ... §1.3.2
Xr oo Une différentiation multiple X;, ... X, ................. §1.3.2

Opérateurs de convolution et noyaux

Hy ... Opérateur de la chaleur e™** sur un groupe de Lie G .. §1.3.2
he ool Noyau de Hy ..o §4.1
P Opérateur de Markov sur un graphe I' ................... §2.1
Do Noyau de P ... §2.1
PE o Chaine de Markov sur un graphe I' ...................... §2.1
Dh vereennnnn Noyau de P* ... ... §2.1
Opérateurs linéaires et sous-linéaires
dA~2 L Transformée de Riesz du graphe I" dans Tt.
VAT ... Transformée de Riesz sur le graphe I'.
OB e Fonctionnelle de Littlewood-Paley horizontale

(avec le semi groupe e ™) ... §1.1.1
GB e Fonctionnelle de Littlewood-Paley verticale (avec e=*4) §1.1.1
gg ............ Fonctionnelle de Littlewood-Paley horizontale “discrete” .§2.5
gg ............ Fonctionnelle de Littlewood-Paley verticale “discrete” ... §2.5
Lg ............ Fonctionnelle de Lusin “discrete” ........................ §3.8
Lea oo Semi-norme sur BP9 ..o §4.5
AP Semi-norme sur BP9 oo §4.2

Espaces de fonctions et de distributions
Br(G) ... .. Espace de Besov sur un groupe de Lie G ................ §4.2
BMOggz.m(I')  Espace BMO sur un graphe I' ... ..., §3.6

X



[
[

Hypotheses

Espace dense dans Hy,,. () ... §3.8
Espace dense dans H,,q5(T0) - oo §3.9
Espace dense dans H?(TT) . .oooniiiiiiie i §3.3

Espace de distributions sur un graphe ....................... §3.6
Espace de distributions sur un graphe inclu dans &y,
Espace de Hardy de fonctions donné par le Théoreme 3.10.1 §3.10
Espace de Hardy de 1-formes donné par le Théoreme 3.10.1 §3.10
Espace de Hardy de fonctions défini par décomposition

moléculaire sur un graphe I' ........ ... ... . oL §3.7

Espace de Hardy de fonctions donné par le Théoreme 3.7.7 ..§3.7
Espace de Hardy de 1-formes sur I" défini par

décomposition moléculaire ........... ... .. .. il §3.9
Espace de Hardy de fonctions sur I' défini a l'aide

de fonctionnnelles quadratiques .............. ... .. .. ..., §3.8
Espace de Hardy de 1-formes sur I' défini a I'aide

de fonctionnnelles quadratiques .............. ... .. ... ..., §3.9

Image de L?(Tt) par la projection dA™*d* ................... §3.3
Espace LP sur un groupe de Lie G.

Espace LP (ou ) sur un graphe I' .......................... §2.1
Espace LPL? sur ensemble Tt ......ooooviiiiiiiiiiiain... §3.3
Espace de fonctions tests sur un graphe ..................... §3.6
Espace de Schwartz sur un groupe de Lie G ................. §4.2
Espace des distributions tempérées sur un groupe de Lie G ..§4.2
Espaces de Tentes sur I' ....... ... oo §3.2
Norme pour une fonction définie sur 7, ..................... §3.3
Norme de L*.

Norme d’opérateur pour un opérateur défini de LP dans LY.
Norme d’opérateur pour un opérateur défini de X dans Y.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Transformées de Riesz et fonctionnelles de
Littlewood-Paley

1.1.1 Cas du laplacien de R?

Soit d € N*. Dans RY, les transformées de Riesz sont les opérateurs @(—A)_%, J €
[1,d]. Un moyen de les définir est d’utiliser la transformée de Fourier. Plus précisément,
si on note F la transformée de Fourier, pour toute f € L*(R%) et tout £ € R,

Fh)e) = i%f(f)(f)-

Les transformées de Riesz sont des opérateurs a noyaux, c’est-a-dire que, pour toute
f € L(RY),
_1
(=A)2f =k f
ot le noyau k;(x) = Cd‘xTTj-H est une distribution tempérée définie par valeur principale.

Les transformées de Riesz rentrent dans la catégorie des opérateurs a noyaux dits “de
Calderén-Zygmund”. Le noyau k& d’'un opérateur de Calderén-Zygmund vérifie k € L2(R?),
F(k) € L®(R?) et |Vk(x)| < Irl% pour tout x € R?\ {0}. Ces opérateurs sont en
particulier continus sur LP(R?) pour tout p € (1,+00) (cf [Ste70a, Chapter 2, Theorem
1]).

L’un des intéréts des transformées de Riesz est de montrer que les espaces de Sobolev
WLP(R?) peuvent, pour 1 < p < +o00, se définir a I’aide du laplacien. La continuité L?, p €
(1, +00), des transformées de Riesz permet d’obtenir, & I'aide de I'égalité ||(—A)z f||2, =
Z?Zl 10 f]|22, d’un argument de dualité et d'un argument de densité, I'équivalence

d
IV A1, = 2101l = [1(=2)2 £,

pour tout p € (1,4+00). Un aspect remarquable de cette équivalence est que I'opérateur V
est local alors que (—A)% ne 'est pas. Cela nous permet de définir de maniere équivalente
Pespace de Sobolev W1?(R9) comme l'espace {f € L?, (—A)2f € LP} 1.

1. Cela suggere une définition des espaces de Sobolev fractionnaires, voir paragraphe 1.3.4.



Par la suite, on parlera de la transformée de Riesz, comme de l'opérateur V(—A)_%
ou V est 'opérateur gradient. La continuité LP de cet opérateur est équivalente a celle

de d(—A)7Y2, o d est I'opérateur de différentiation extérieure.

Les fonctionnelles de Littlewood-Paley sont une classe de fonctionnelles quadratiques.
Dans le cas euclidien, leur prototype est la fonctionnelle g définie comme suit. Soient
p € (1,+00) et f € LP(RY). On définit, pour tout t > 0 et tout = € R?, u(x,t) par
u(x,t) = hy * f(x) = Hyf(x), avec H; 'opérateur de la chaleur? et h; son noyau, donné

. 2
1 T
h(z) :== (47?1%)% exp (—?> (1.1)

pour tout ¢ > 0 et tout z € R%. Alors, pour tout x € R,
1/2
“\ dt
" )

Un résultat classique sur cette fonctionnelle ([Ste70a, Chapter 4, Theorem 1] pour la
fonctionnelle avec le noyau de Poisson, et [CDL03, Section 1.5] et les références données

dans ce dernier papier pour celle avec la noyau de la chaleur) est que, pour tout p €
(1,400) et toute f € LP(RY),

ou

9(f)(x) = ( [ (’@(””’“r >

1<i<n

ou

||g(f)||LP(]Rd) = ||f||LP(]Rd)' (1.2)

Pour présenter les extensions de ce résultat a des contextes variés, on remarque
d’abord que la fonctionnelle g peut se décomposer en la somme de deux fonctionnelles dis-
tinctes aux propriétés différentes. Une premiere partie, appelée fonctionnelle de Littlewood-
Paley horizontale, est définie pour tout f € LP(R?) (1 < p < +00) et tout x € R? par

- 1/2
gif (z) == (/0+ [tAH, f(x) 2 @)

t

et ne s’exprime qu’a l'aide du laplacien.
La deuxiéme partie est la fonctionnelle verticale, définie pour tout f € LP(R?) (1 < p <
+00) et tout z € R? par

- ) 1/2
Gof (x) = (/; VIV, f(x) @> |

t

A Taide du calcul fonctionnel, on peut définir (—A)? comme un opérateur non borné
sur LP(RY) lorsque p € (1,+00) et 3 € R. Cela nous permet de définir une classe plus
large de fonctionnelles en remplacant le laplacien par une puissance du laplacien. On
définit ainsi gs et g pour tout f € LP(R?) et tout z € R? par

i) o= [ ey %)/

2. Tl'y a en réalité deux versions de la fonctionnelle g. L’autre possibilité est de définir u(z,t) = P f(x)
avec P; Popérateur de Poisson (cf [Ste70a, Chapter 4]). En d’autres termes, u est 'extension harmonique
de f & R? x (0, +00). Cette version ne sera pas considérée dans la suite de ce mémoire.




et
gaf(x) = (/O+OO }\/EV(—tA)ﬁHtf(:c) 2%) / :

Une conséquence immédiate de (1.2) est que les deux fonctionnelles g; et gy sont continues
sur IP p € (1,400). En fait, pour tout p € (1, +00), on peut montrer les équivalences

195 fHLP(Rd) ~ || f1l po(ray (1.3)
des lors que 5 > 0 et

195 Fll o gay = £l 2o ray (1.4)
si® f > —3. Pour (1.3), voir [Med95, Theorem 1.1, Theorem 1.5]. L’équivalence (1.4),

que nous n’avons pas réussi a localiser explicitement dans la littérature, peut se montrer
a I'aide d’arguments analogues a ceux de [Fenl5b].

1.1.2 Opérateurs elliptiques d’ordre 2 sous forme divergence
dans R?

Une premiere extension est de remplacer —A par des opérateurs elliptiques d’ordre 2
sous forme divergence. On reste toujours dans le cadre euclidien R?. Soit A une matrice
de taille d x d & coefficients dans L>®(R?) et vérifiant la condition d’ellipticité uniforme
suivante : il existe 0 < o < M tels que, pour presque tout z € R?,

alé]* < Re(A(2)€ - €) et |A(x)€ - (| < MIEJIC] V€, ¢ e Ch

On définit 'opérateur L comme 'unique opérateur maximal accrétif avec domaine maxi-
mal dans L*(R?) tel que, pour tout f € D(L) et toute ¢ € Wh2(R?),

(Lf.0) = [, A@)VS (@) Vo(a)de.

On dira alors que Lf = —div(AV f). Que deviennent les résultats du paragraphe précé-
dent si on remplace le semigroupe de la chaleur H,f par e=** f ? Pour formuler la réponse,
on définit les intervalles de [1, 4+00] suivants :

(a) I est l'intervalle des p tels que g1 est continue sur Lr,
5 est I'intervalle des p tels que le semi-groupe (e~ est uniformément borné sur
(b) I, est Dintervalle des p tels que 1 i-groupe (e~*L),-¢ est uniformément borné
Lp,
(c) Jp est Iintervalle des p tels que gy est continue sur LP,
(d) J, est 'intervalle des p tels que (vtVe ™). est uniformément borné sur L2,
(e) J3 est I'intervalle des p tels que la transformée de Riesz VL ™2 est continue sur L.

Précisons que J5 est d’intérieur non vide car il existe € > 0 tel que [|[VL72 f||o ~ || f||z»
pour tout p € (2 —€,2 + ¢€) (cf [Aus07, p.xiii]; le cas p = 2 est la conjecture de Kato
prouvée dans le cas général par Auscher, Hofmann, Lacey, Mc Intosh et Tchamitchian
dans [AHL"02]). Dans cette situation, Auscher a montré le résultat suivant (cf [Aus07,
Theorem 4.1, Theorem 4.6 et Theorem 6.1]) :

Théoreme 1.1.1. Les intérieurs de I; et Iy sont égauz.
Les intérieurs de Jy, Jo et Js3 sont égaux et inclus dans celui de 1.

3. La borne f% pour le domaine de 8 pour lequel Gz est continu sur LP est di a la présence du
gradient. En effet, on remarque que [|gs_1 fll2—2 = [lgsfl2—2 < +00 si et seulement si 8 > 0. De plus,

f% est la puissance du laplacien dans l'expression de la transformée de Riesz.
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1.1.3 Fonctionnelles de Littlewood-Paley horizontales, cas des
espaces mesurés généraux

Les résultats de continuité LP de la fonctionnelle de Littlewood-Paley horizontale
peuvent s’étendre a des contextes tres généraux, plus précisément celui d’un espace mesuré
(X,m).

On considere d’abord le cas des semigroupes de diffusion symétriques. Soit (7});~0 un
semigroupe agissant sur LP(X) pour tout 1 < p < +o0, avec lim;_,oT;f = f pour toute
f € L*(X). On suppose que :

LT fl, < [|f]l, pour tout 1 <p < 400 et toute f € LP(X),

2. pour tout ¢ > 0, T} est auto-adjoint sur L*(X),

3. T,f > 0si f >0,

4. T,1 = 1.

On définit pour tout f € LP(X) et tout x € X,

81&
glf ( ‘ o

) 3
Alors ([Ste70b, Chapter 4, Theorem 10]) :
Proposition 1.1.2. Soit 1 < p < +00. Pour toute fonction f € LP(X) ,

lgrflle S 1o

Un autre cadre dans lequel des inégalités semblables a celle de la proposition 1.1.2
peuvent étre obtenues est celui des opérateurs non nécessairement auto-adjoints mais
possédant un calcul fonctionnel H*. Pour 6 € [0, 7), on définit Sy = {z € C*, |arg(z)| <
0}.

Soit w € (0,7). Un opérateur T sur un espace de Banach X est dit de type w (avec
€ [0,m)) si T est fermé, o(T) C S, (on o(T) désigne le spectre de T) et pour tout
0 € (w,m),

(T — 207 < Cylz|™ Vz e C\S,.
Soit p € (0, 7). On définit H>°(.S,,) comme l'espace des fonctions holomorphes et bornées
sur S,. Nous avons le résultat suivant (cf [CDMY96, Section 6]) :

Théoréme 1.1.3. Soient p € (1,400) et 0 < w < 7. Définissons p' € (1,+00) tel que
% + z% = 1. Soit L un opérateur injectif de type w dans LP(2). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(a) Pour un 3 > 0, les fonctionnelles g et g5, définies pour tout f € L*(X) et tout
x € X par

95 f(x) = (/Omy( D)Pe P f(x )th> avec D = L ou L,

sont continues sur respectivement LP(Q) et L' (Q).

(b) Pour tout 3> 0, g et g5~ sont continues sur respectivement LP(Q) et L' ().

(c) L’opérateur L posséde un calcul H> borné, c’est-a-dire que pour tout p € (w, ), il
existe C,, > 0 tel que, pour tout b € H>(S,,), on ail

{ b(L) est un opérateur continu sur LP(2)
16(L)llp—p < Cullblloo-



1.1.4 Cas des variétés riemanniennes

Les résultats décrits dans le paragraphe 1.1.3 ne concernent que les fonctionnelles
de Littlewood-Paley horizontales. Si on considere maintenant une fonctionnelle verticale
dans un contexte géométrique ot la notion de gradient a un sens (variétés riemanniennes,
espaces métriques munis d'une forme de Dirichlet et d'un carré du champ, graphes), la
présence du gradient ne permet pas d’appliquer les méthodes utilisées pour les fonction-
nelles de Littlewood-Paley horizontales pour montrer la continuité LP des transformées
de Riesz ou des fonctionnelles gg.

Considérons M une variété riemannienne complete, d la distance géodésique et pu
la mesure riemannienne. L’opérateur V est le gradient riemannien et A lopérateur de
Laplace-Beltrami. Les résultats du paragraphe 1.1.3 (en particulier la proposition 1.1.2)
sont applicables. Pour montrer la continuité LP des fonctionnelles de Littlewood-Paley
verticales, ou des transformées de Riesz, on formule certaines hypotheses géométriques
sur M.

Pour tout = € M et tout r > 0, B(x,r) est la boule ouverte (pour d) de centre = et de
rayon r. On dit que M a la propriété de doublement si, et seulement si,

u(B(x,2r)) < p(B(x, 7)) (1.5)

pour tout x € M et tout r > 0.
On dit que M vérifie I'inégalité de Poincaré L? sur les boules si, et seulement si, pour
toute boule B = B(x, ) et toute fonction f € C*(B),

| 15@) = £ du(@) S 2 [ 194(@)P dpa), (16)

avec fgp = ﬁ I5 f(y)du(y).

Soit h; le noyau de H, := e~*2, appelé noyau de la chaleur. On dit que h; satisfait des
estimations gaussiennes ponctuelles supérieures si, et seulement si, pour tout ¢ > 0 et

tous z,y € M,
1 NG

On utilisera aussi une hypothese d'uniforme continuité du gradient du semi-groupe : si
1 < g < o0, il s’agit de I'estimation

tA

IVEVe ™ fllza < 11 £lls (1.8)

pour tout ¢t > 0 et toute f € L9.
Une derniére condition est la majoration suivante de Ve ™ f pour tout ¢ > 0 et toute

fonction f € CY(M) : )
Ve | S HIVIF)- (1.9)

On peut alors énoncer :

Proposition 1.1.4. Soit M une variété riemannienne compléte. Alors :
1. la fonctionnelle gy est continue sur LP(M) pour tout p € (1,2],



2. si (1.5) et (1.7) sont satisfaites, alors la transformée de Riesz VA% et les fonc-
tionnelles gs (et gg) sont de type (1,1) faible*, et donc continues sur LP pour tout
pe(1,2],

3. si (1.5) et (1.6) sont vérifiées, et si q > 2, alors VA™Y? est continue sur LP pour
tout p € (2,q) si, et seulement si, (1.8) est satisfaite pour tout p € (2,q),

4. si ¢ > 2, si (1.5), (1.6) et (1.8) sont satisfaites pour tout p € (2,q), alors gg est
continue sur LP pour tout p € (2,q).

Pour 1, voir [CDL03, Theorem 1.2]. La partie de I’assertion 2 consacrée & VA2 se trouve
dans [CD99, Theorem 1.1] et celle relative a gs peut se montrer a l'aide d’arguments
analogues & ceux de [Fenl5b, Theorem 1.13]. L’assertion 3 est montrée dans [ACDHO04,
Theorem 1.3]. Notons que ’hypothese (1.6) peut étre affaiblie : il suffit en fait de supposer
une inégalité de Poincaré LP° ainsi que (1.8) pour ¢ = py avec un p, > 2, [BCF14,
Theorem 1.1]. Enfin, 'assertion 4 peut se montrer a I'aide d’arguments analogues & ceux
de [Fenl5b, Theorem 1.13]. Notons que la continuité L de la version de §/, faisant

intervenir le noyau de Poisson (c’est-a-dire celui de e *A"*) est montrée dans [CDO3]
pour toute variété riemannienne complete pour laquelle (1.9) est satisfaite.

La continuité L? des transformées de Riesz pour 2 < p < pg peut aussi se traduire en
termes d’inégalités de Holder inverses pour le gradient de fonctions harmoniques (c’est-
a-dire solutions de Au = 0). On a le résultat suivant (JAC05, Theorem 2.1})) :

Proposition 1.1.5. On suppose (1.5) et (1.6). Il existe py > 2 tel que, pour tout q €
(2,p0), les assertions suivantes sont équivalentes :
1. VA™Y2 est continue sur LP pour tout p € (2,q),
2. pour tout p € (2,q), toute boule B C M et toute fonction u harmonique dans 3B,
on a l'inégalité de Holder inverse suivante pour Vu :

(), |VU($)|de($)>% < (s Tt auto)

Ce résultat a été amélioré tres récemment dans [BF15, Theorem 1.1] : l'inégalité de
Poincaré peut étre remplacée par des inégalités de type Gaffney L? — LP° pour e ** pour
un po > 2 (les estimations de type Gaffney seront présentées dans la section 1.2.2 plus
loin).

Relevons que les hypotheses précédentes ((1.5), estimations (1.7), inégalité de Poincaré
(1.6), estimation (1.8) pour un ¢ € (2, +0o0]) sont satisfaites dans différentes situations
géométriques : R?, groupes de Lie unimodulaire a croissance polynomiale® (cf [VSCC92]),
variétés riemanniennes a courbure de Ricci positive ou nulle (voir [ACDHO04, Sections 1.3
et 1.4] et les références données dans ces sections).

Néanmoins, ces hypotheses ne sont pas vérifiées en toute généralité.

Les estimations (1.7) sont vérifiées pour les variétés a courbure de Ricci positive. Lorsque
la courbure de Ricci est seulement minorée, les estimations (1.7) ne sont vérifiées que

NI

4. On rappelle qu’un opérateur sous-linéaire T' est de type (1,1) faible si

Au{ITf|(z) > A})

sup < +o00.
A>0, fEL? (ralFA

5. ou le gradient et le sous-laplacien A sont définis a I'aide d’'une famille de champs de vecteurs
invariants a gauche vérifiant la condition de Hérmander. Voir paragraphe 1.3.2.



pour ¢t € (0,1]. Des exemples explicites de variétés riemanniennes qui ne vérifient pas
les estimations gaussiennes lorsque ¢ > 1 sont donnés par des fractals de type Sierpinski,
pour lesquels on a des estimations sous-gaussiennes lorsque ¢ est grand (cf [BB92, Gri01]).
De plus, la variété riemannienne formée de deux copies de R? reliées par un cylindre est
un exemple de variété riemannienne vérifiant les estimations gaussiennes (1.7) mais ou
la transformée de Riesz n’est continue sur LP pour aucun p > 2 (cf [CD99]) et (1.6)
est fausse. Il existe aussi des variétés coniques pour lesquelles on a (1.5), (1.6) et pour
lesquelles il existe pg > 2 tel que (1.8) ne soit satisfaite pour aucun p > po ([CLO04, Li99]).

1.1.5 Cas des graphes

Les fonctionnelles de Littlewood-Paley et les transformées de Riesz ont aussi été consi-
dérées sur des graphes. Précisons que dans notre contexte, un graphe I' est un ensemble
(infini) de sommets reliés entre eux par des arétes. On le munit d’une marche aléatoire
de pas 1 (Popérateur de Markov associée a la marche aléatoire noté P, et p; est le noyau
de P') & partir de laquelle on définit un laplacien positif A := I — P et une longueur de
gradient V (voir le paragraphe 2.1 pour une présentation compléete).

Comme dans le cas des variétés, Dungey a montré dans [Dun08] que la fonctionnelle
verticale g (utilisant le semi-groupe de la chaleur engendré par A) est bornée sur L?, 1 <
p < 2, sous une hypothese de doublement pour des boules de petit rayon. Cependant, les
preuves du cas des variétés utilisant des estimations gaussiennes ponctuelles supérieures
du semi-groupe ne peuvent pas étre adaptées au cas des graphes, car ces estimations
gaussiennes sur le semi-groupe ne sont pas vérifiées méme pour les cas les plus simples
comme Z? et les groupes discrets (cf [Pan93], ott Pang a établi des estimations optimales
pour Z). Par contre, sous des hypothéses convenables, des estimations gaussiennes sont
obtenues sur le noyau de la chaine de Markov P! (cf [Del99], et [HSC93] pour le cas
des groupes discrets de type fini a croissance polynomiale). Cette observation conduit a
introduire des fonctionnelles de Littlewood-Paley “discrétisées en temps” définies pour
f e L*T) et tout z € T par :

oo N\ 2
ggf(x) = (Z % ’(ZA)ﬁpl—lf@)’ ) (1.10)

=1

si >0 et

oo 1/2
i) = (3 1 Vivaay P (111)
=1

si 8> —%. Comme leur version continue, les fonctionnelles de Littlewood-Paley horizon-
tales discrétes sont continues sur LP pour tout p € (1,+00) dés que P est un opérateur
positif contractant (cf [LMX12]). Ce résultat de continuité s’applique en particulier au
cas des graphes précédemment décrit ([Fenlbb, Remark 1.16], voir aussi le chapitre 2 du
présent mémoire).

Si on suppose des hypothéses correspondant a (1.5) et (1.7) dans ce contexte discret,
on peut montrer que g{ est aussi de type (1,1) faible ([BR09, Theorem 1.16]). Nous
reviendrons sur la continuité de gg et de gg dans LP(I") au chapitre 2. Ajoutons que les
résultats sur la continuité LP de la transformée de Riesz VA~Y2 correspondant a ceux de
[AC05, ACDHO4] (et rappelés dans les propositions 1.1.4 et 1.1.5) ont été obtenus dans
[BRO9).



1.2 Espaces de Hardy

Nous avons pu constater dans la partie précédente que les espaces LP pour p € (1, 400)
se prétent bien a 1’étude des fonctionnelles de Littlewood-Paley et de la transformée de
Riesz. Il est raisonnable de se poser la question suivante : que se passe-t-il dans le cas
limite p = 1?7 Une réponse possible est de considérer les espaces L et obtenir ainsi la
continuité de la transformée de Riesz de L' dans LY (cf [CD99] dans le cas de variétés
riemanniennes et [Rus00] pour le cas des graphes). L’autre possibilité est de restreindre
I'espace de départ. On veut trouver un espace (que l'on va appeler H'), le plus grand
possible, tel que la transformée de Riesz soit continue de H! dans L!.

1.2.1 L’espace H!(RY)

Le terme “espace de Hardy” a été utilisé pour la premiere fois dans les années 1910. Les
espaces de Hardy sont issus de ’analyse complexe a une variable et étaient les noms don-
nés, dans la premiere moitié du 20° siecle, a des sous-espaces des fonctions holomorphes
sur D (le disque unité) ou P (le demi-plan supérieur complexe).

En définissant une notion de systeme de fonctions harmoniques conjuguées qui géné-
ralisent les équations de Cauchy-Riemann, Stein et Weiss ont défini dans les années 1960
les espaces H'(RE™)6 (cf [SW60]) généralisant I'espace H'(P) & des dimensions supé-
rieures. Les fonctions de H 1(Ri+1) ont une limite non tangentielle en presque tout point
de RY. L’espace de Hardy & variables réelles H'(R?)7 est I'espace des fonctions défini a
partir de H'(R%™) par

fe H'RY) & fe LYRY et IF € H'(RUY); f(z) = lim F(x,t) p.p.o € R%.

Fefferman et Stein ont donné dans [FS72| différentes caractérisations de ces espaces
H(R?), notamment en termes de fonction maximale et de fonctionnelles quadratiques,
et ont développé des méthodes pour I'étude de ces espaces de Hardy a variable réelle.
Dans le théoréme qui suit, pour toute fonction ¢ : R? — R, tout ¢t > 0 et tout z € RY,
on définit ¢;(z) :=t~¢ (%)

Théoréme 1.2.1. Soitd € N* et f € §'(R?). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) f € H'(RT),
(b) sup |f * ¢ € L'(RY) pour tout ¢ € S(RY),
0
(c) sup|f * ¢:] € L*(R) pour une fonction ¢ € S(RY) vérifiant [za ¢(x)dx # 0,
0

(d) x v sup |f*d(y)| € LY(RY) pour tout/un ¢ € S(RY) vérifiant

lz—y|<t

[ oz £ 0,

(¢) </OOO | f* ¢t|2%> 5 € Ll(Rd) pour tout/un ¢ € S(R?) vérifiant [za ¢(x)dx # 0,

6. La notation R‘f‘l est utilisée pour désigner le demi espace R? x (0, +00).
7. En réalité, on peut définir de fagon similaire H?(R?) pour p > 0, mais on ne s’intéressera jamais
dans notre mémoire au cas p # 1 Notons que HP(R%) = LP(RY) si 1 < p < +o0.



(f) © — </|my|<t |f = ¢t|2i2ﬁt> c LY(RY) pour tout/un ¢ € S(R?) vérifiant

| oz #0,
(9) f € L'RY) et V(-A)~3f € LY(RY).

Dans litem (f) du théoréme 1.2.1, on peut remplacer f * ¢, par t(—A)/2e Y f —
toyP,f (ou P est le semigroupe de Poisson) ou bien par 2Ae!”® = t9,H,>. Notons que,
dans (f), I'intégrale est calculée sur un cone de sommet . Une telle intégrale sera qualifiée
de non tangentielle par la suite.

La derniére caractérisation de 'espace H!(R?) dans le Théoréme 1.2.1 montre que H*(R?)
est exactement l'espace des fonctions de L!'(R?) dont les transformées de Riesz sont dans
LY (R?), et est donc le bon substitut & L*(R?) lorsque 'on travaille avec des transformées
de Riesz. On peut ajouter que H' et les espaces LP pour p > 1 s’interpolent par la
méthode complexe : [H', LP]y = L7 avec % =(1-0)+ g, 1 < p < 400 ([FS71, Section
5],[Ste93, Chapter 4, Section 6.17]).

Quelques années plus tard, une caractérisation importante des espaces de Hardy,
appelée décomposition atomique, fut découverte (le cas d = 1 a été prouvé par Coifman
dans [Coi74] et le cas d > 2 par Latter dans [Lat78]). L’espace H'(R?) est, via cette
caractérisation, I'espace des fonctions f € L'(R?) vérifiant f = Yo \ja; ol la série
converge dans L', avec ();); € }(N) ou chacun des atomes a; vérifie, pour une boule B;,

(i) a; est a support dans B;,

(11) fRd a; = 0,
1
(i) flaille <

De plus, la norme || f[|: = inf{3> |\i|, f = X Nia;} est équivalente a celle de H'(RY).
Cette caractérisation a permis & Coifman et Weiss d’étendre la définition de H' & des
espaces métriques mesurés (X, d, p) de type homogene (c’est-a-dire que la mesure pu est
de Radon et vérifie u(B(x,r)) < 400 pour tout z € X et tout r > 0 et u(B(z,2r)) S
wu(B(x,7)) pour tout z € X et tout r > 0, cf [CW77]).8

Le dual de H!(IR?) est isomorphe a I'espace BMO(R?) des fonctions d’oscillation moyenne
bornée ([FS72, Theorem 2]). Rappelons que, si f € L} (RY), f € BMO(R?) si, et seule-
ment si,

1
sup —/ |f(x) — fpldx < +o0,
Bcre |B| /B

ot la borne supérieure est prise sur toutes les boules B C R? et fz désigne la moyenne
de f sur B.

L'espace H'(RY) est également relié aux espaces de tentes introduits par Coifman,
Meyer et Stein dans [CMS85]. Compte tenu de I'importance de ce lien dans la suite de
ce mémoire, nous présentons ici la situation euclidienne. Pour tout z € R?, on définit le
cone I'(x) par

D(w) == {(y,t) e RE; |y —a| < t}.

8. De nombreux outils essentiels en analyse harmonique, comme les fonctions maximales de Hardy-
Littlewood, les lemmes de recouvrement, la décomposition de Whitney, la décomposition de Calderén-
Zygmund, s’étendent aux espaces de nature homogene



Si B = B(x,7) C R? est une boule ouverte, on définit la tente au-dessus de B par
T(B):={(y,t) R |y — x| <r—t}.

Pour toute fonction mesurable F' : Rffl — R et tout z € R?, on pose

e (ff, ety

On dit que F appartient & I'espace de tentes TH?(R%) si, et seulement si, SF € L'(R?)
et on pose alors HFHTLQ(MH) 1= [|SF| 1 gay-
Un aspect important de cet espace T’ 172(]1%1“) est qu’il possede lui aussi une décomposition
atomique. On appelle atome de Tl’Q(Rflle) toute fonction A : Rflﬁl — R telle que :

1. il existe une boule B C R? telle que A soit a support dans T'(B),

2 dyd

2. fpans | Ay, ) 22 < L

La décomposition atomique pour TH?(R%™) s’énonce alors ainsi ([CMS85, Theorem 1]) :

Proposition 1.2.2. Soit F' une fonction mesurable sur RE™. Alors F € T?(RT™) si,
et seulement si, il existe une suite (\;)i>1 € ' et une suite d’atomes (A;)i>1 tels que
F = Y51 NA; avee convergence dans L. On a alors HFHTL?(Riﬂ) ~ inf 3751 |\, la
borne inférieure étant prise sur toutes les décompositions possibles de I

Le lien entre TV2(R%™) et H'(R?) peut étre décrit comme suit. Soit f € L'(R?).
D’apreés la remarque suivant le théoréme 1.2.1, f € H*(RY) si, et seulement si, t9, P, f €
T2(RE) (ot P,f est I'extension harmonique de f & RE™). On a aussi I'équivalence des
normes |||l 1 gay = [[10: P f || 1.2 gty

De plus, si f € HY(R?) N L?(R?), on peut écrire la formule reproduisante suivante :
_ 4/+oo 1/2 —t( A)1/2t<—A)1/2€ 1/2f_

Comme F := t(—=A)Y2e~ 122 f ¢ TR on peut décomposer F = ¥, \;A; (pro-

position 1.2.2), et puis on obtient une décomposition atomique (ou plus précisément
moléculaire) de f en utilisant 'opérateur

dt

F H—A) e N Py )=

d+1
RY t

qui envoie, & une constante pres, un atome de TH2(R4) vers une “molécule” de H'(R?)
(voir [CMS83, Théoreme 3]). Les molécules, dont on ne donne pas la définition exacte
ici, sont des fonctions qui posseédent une décroissance L? suffisante sans étre supposées a
support compact, et appartiennent a H' avec une borne uniforme sur la norme H'.

1.2.2 Espaces de Hardy et opérateurs

La condition d’annulation des atomes de H'(R?) ([ a = 0) s’avere adaptée a I'étude
des opérateurs a noyau k(z,y)? vérifiant la condition de Hérmander, c’est-a-dire pour

9. Un opérateur intégral T' est de noyau k(z,y) si Tf(z) = [pa k( (y)dy des que f € S(R?) et
r € R4

10



lesquels il existe des constantes ¢, C' > 0 telles que
/ \k(z,y) — k(z,y)|de < C  Vy,y' € R% (1.12)
B(y:2ly—y')°

En effet, les opérateurs T' continus sur L?(R?) et dont le noyau K vérifie (1.12) se pro-
longent en des opérateurs continus de H! dans L' ([Ste93, Theorem 3, Chapter 3]). Ce
résultat s’applique a la transformée de Riesz dans RY, mais aussi ([Rus01]) & la transfor-
mée de Riesz dans une variété riemannienne vérifiant la propriété de doublement (1.5)
et 'inégalité de Poincaré L? sur les boules (1.6) (dans ce dernier cas, 'espace de Hardy
considéré est défini en termes d’atomes, au sens de Coifman Weiss, voir [CW77]).

Dans le cas d'une variété riemannienne vérifiant (1.5) et (1.6), la condition (1.12)
s’obtient de la maniére suivante : on écrit que

—+o0
VA2 — ¢ / ﬁvetﬁ%,
0

et on utilise le fait que, sous les hypotheses sur M, le noyau de la chaleur h; vérifie non
seulement (1.7) mais aussi une propriété de régularité holderienne : il existe n > 0 tel que

d(?jg?/))"’

hu(,y) — ()] < ( (1.13)

pour tout t > 0 et tous x,y,y € M.

Toutefois, les espaces de Hardy caractérisés en termes d’atomes d’intégrale nulle, et
en particulier 'espace H'(R?), se révelent inadaptés & 'étude de la continuité de certains
opérateurs de type transformée de Riesz. Nous allons illustrer ce phénomene par deux
exemples.

Soit L = —div(AV) un opérateur uniformément elliptique dans R? & coefficients

mesurables bornés et a valeurs complexes (cf Section 1.1). En général, la transformée
de Riesz VL™'/2 n’est pas continue de H'(R?) dans L'(R?), car cela entrainerait, par
interpolation avec la continuité L?, que VL~ Y? serait continu sur LP(RY) pour tout
p € (1,2), ce qui est faux en général ([Aus07, p. xiii]). Cela montre en particulier que
le noyau de cette transformée de Riesz ne vérifie pas la condition (1.12). Notons que,
dans cette situation, le noyau du semigroupe engendré par L ne vérifie pas en général
de majoration gaussienne ponctuelle du type (1.7), ni de régularité holderienne de type
(1.13). Le fait de ne pas avoir assez de régularité sur le noyau du semigroupe engendré
par L empéche d’utiliser une condition d’intégrale nulle pour des atomes.
Obtenir un résultat limite de continuité (pour p = 1) pour VL~/2 suppose donc de
construire un espace de Hardy adapté a l'opérateur L. Cet espace Hi(R™), et plus géné-
ralement HY (R™) pour 0 < p < 400, a été construit dans [HM09, HMM11]. Ces espaces
forment une échelle d’interpolation complexe, peuvent étre caractérisés en termes de fonc-
tionnelles quadratiques et de décompositions moléculaires et redonnent les espaces H”
(pour p < 1) et LP (pour p > 1) lorsque le semigroupe engendré par L possede des esti-
mations gaussiennes en taille et régularité. De plus ([HMM11, Proposition 5.6]), VL™!/2
est continu de H}(R?) dans L'(R?). On précise ici que les molécules sont des fonctions
a € L? telles que a = L*b pour un entier £ > 1, b € L? et a et b ont une décroissance L2
convenable. La condition d’intégrale nulle pour les atomes de H*(R?) est remplacée par
la condition a = L¥b.
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Un autre cadre géométrique qui nécessite 'introduction d’espaces de Hardy adaptés
a des opérateurs est celui des variétés riemanniennes completes M doublantes, qui sont
des espaces de type homogenes. Par conséquent, on peut définir un espace de Hardy
noté Hyy (M) au sens de Coifman Weiss (& 'aide d’une décomposition atomique, voir le
paragraphe précédent). On reprend les notations de la section 1.1.
Si on suppose toujours (1.7) et (1.5) mais plus I'inégalité de Poincaré (1.6), le noyau de
e~ A ne vérifie pas de régularité holderienne (1.13) et VA™Y/2 n’est pas en général continu
de Hlyy (M) dans L'(M) (en particulier lorsque M est la variété formée par deux copies
de R? reliées par un cylindre, [AMROS, Section 8.2.1]). Il est toutefois possible, sous
les hypotheses (1.7) et (1.5), d’introduire un espace de Hardy H'(M) adapté a A (voir
[DY05b, DY05a] pour une construction analogue dans R?).
On peut aussi définir un espace de Hardy H'(M), et méme des espaces HP(M) pour
1 < p < +o0, associés a l'opérateur de Laplace-Beltrami, sous la seule hypothese
(1.5), et d’obtenir une théorie “satisfaisante” pour ces espaces ([AMRO0S8]). Comme pour
[HMO09, HMM11], ces espaces forment une échelle d’interpolation complexe et sont ca-
ractérisés en termes de fonctionnelles quadratiques non tangentielles. L’espace H', qui
est un sous-espace de L', et méme de I'espace Hlyy (M), peut étre caractérisé en termes
de décompositions moléculaires et de fonctions maximales. De plus, sous les hypotheses
(1.5) et (1.6), il coincide avec Hly, (M).

Nous rappelons brievement ici ces diverses descriptions des espaces de Hardy de
[AMROS], renvoyant a [AMROS8] et [AMM] pour les énoncés exacts. Les espaces de Hardy
dans [AMROS] sont définis grace au lien avec les espaces de tentes, comme décrit dans le
cas euclidien au paragraphe 1.2.1. Cela entraine que f € H' ssi hgf € L' ou h est une
fonctionnelle de Lusin, donnée par

N g dydt N
hﬁf@c)—(/o [, Aleare s rp ﬂ))) ,

qui peut étre vue comme une version non tangentielle de gz *°.
Une des caractérisations de H! se formule a l'aide d’atomes!'. Schématiquement, un
atome a est une fonction pouvant s’écrire a = Lb, avec b supportée dans une boule B

de rayon r, et vérifiant r||al/z2 + ||b]|z2 < V(;)l' Une fonction f € LY(M) est alors dans
2

H' si, et seulement si, elle peut s'écrire f = Z)\Zai avec (\)ien € A(N), (a;); € N
ieN

une suite d’atomes et ot la convergence a lieu dans L*(M). On notera que la condition
d’annulation [a = 0 des atomes de l'espace de Hardy H'(R?) est remplacée par le fait
que a = Lb.

La caractérisation maximale de H' obtenue dans [AMRO08] est comparable a celle donnée
dans le théoréeme 1.2.1 pour H'(R%), mais la borne supérieure doit étre remplacée par
une moyenne L? appropriée pour compenser le manque de régularité pour le semigroupe
e 2 (JAMROS, Theorem 7.1]).

10. Dans R, si L = —A, on a ||ggfl/z1 =~ |hafl L (cf [FS72, Corollary 3]).

11. En fait, ¢’est une décomposition moléculaire qui est obtenue dans [AMROS]. Il est toutefois possible
d’obtenir une décomposition atomique, comme le montrent les résultats de [HLM™*11]. Contrairement
aux atomes, les molécules ne sont pas & support compact mais vérifient des conditions de décroissance L2
adaptées. La définition donnée ici est déja une version simplifiée de ce qu’est un atome. Voir le chapitre
3.
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Une observation fondamentale dans [AMRO0S8, HM09, HMM11] est que e~ et e*4
vérifient des estimations “de Gaffney” L? (beaucoup plus faibles que les estimations ponc-
tuelles), et que ces estimations sont suffisantes pour définir correctement les espaces de
Hardy associés a L ou A et obtenir toutes les propriétés citées précédemment. Les esti-
mations de Gaffney sont du type

d*(E, F
HeftL[]]F f]”LQ(E) 5 exp (—C%) HfHL27 (1.14)

pour tous sous-ensembles E, F''2. Ces estimations L?-L? signifient que, si f € L? est a
support dans F, la norme L?(E) de e £ f décroit selon un facteur exponentiel. Elles sont
plus faibles que les estimations ponctuelles du noyau de e * f, qui sont des estimations
L'-L*>®. En particulier, les estimations (1.14) ne font pas intervenir le noyau de e~** et
sont satisfaites dans des situations ot on n’a pas de majoration gaussienne du type (1.7).
Elles sont notamment satisfaites quand L = —div(AV) dans R? avec A uniformément
elliptique a coefficients mesurables bornés, et quand L est 'opérateur de Laplace Beltrami
sur une variété riemannienne complete vérifiant (1.5).

Une construction d’espaces de Hardy comparables peut étre faite quand L est un opéra-
teur autoadjoint sur L?(X), ot X est un espace métrique doublant et sous I'hypothése
que e~ vérifie des estimations de Gaffney L? (cf [HLMT11]).

1.2.3 Espaces de Hardy et transformées de Riesz

Revenons a la transformée de Riesz. Nous voulions construire un espace de Hardy
H*' le plus grand possible tel que la transformée de Riesz soit continue de H' dans L.
Comme indiqué dans le paragraphe 1.2.2, si M est une variété riemannienne compleéte
vérifiant (1.5), VA™Y2 est continu de H' dans L' (H' désigne I'espace de Hardy associé
a A).

En réalité, dans le cas euclidien, on a le résultat plus fort suivant : @»(—A)’% est
continue de H'(RY) dans H'(R?) pour tout j € [[1,d]. On peut traduire ce fait en disant
que V(—A)"Y2 est continue de H'(R?) dans H'(R? R?). Notons que, contrairement au
cas des espaces LP, on ne peut pas traduire I'appartenance de V(—A)"/2f & un espace
de Hardy en utilisant uniquement la fonction scalaire |V(—A)"2 f|. En effet, les atomes
(et donc toutes les fonctions dans H') vérifient des conditions d’annulation (intégrale
nulle) qui ne sont pas vérifiées par des fonctions positives.

Si on remplace —A par L = —div(AV) comme plus haut, la transformée de Riesz VL~1/2
est continue de H}(R?) dans H'(R?) ([HMM11, Theorem 5.2]).

L’extension de cet énoncé de continuité des transformées de Riesz de H' dans H' au cas
des variétés riemanniennes suppose donc de définir un espace de Hardy “de gradients”
ou de 1-formes différentielles.

Dans [AMROS], les auteurs ont en fait défini Uespace HA(AT*M), ou

AT*M = P AT M,

ke[0,dim M]

AFT* M désigne I'espace des k-formes différentielles pour k € [[0, dim M] et A est le lapla-
cien de Hodge-de Rham. Comme expliqué dans le paragraphe 1.2.2, cette construction ne

12. Dans certaines situations, la décroissance peut n’étre que polynomiale, mais cela suffit encore
pourvu que la décroissance soit assez rapide.
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repose que sur (1.5) et les estimations Gaffney L? pour le laplacien de Hodge de Rham.
Cette construction peut se présenter sous la forme (simplifiée) suivante :

Théoréme 1.2.3. Soit M une variété riemannienne compléte vérifiant (1.5).
11 existe un espace H\(AT*M) C L*(AT*M) tel que
— L’espace HA(AT*M) est caractérisé de manicre équivalente en terme de fonction-
nelle de Lusin ou en terme de décomposition en atomes.
— La transformée de Riesz DA™ est continue de H\(AT*M) dans HA(AT*M) (et
donc dans L*(AT*M)), ot D = d + d* est 'opérateur de Dirac.

La caractérisation de H' & l'aide d'une fonctionnelle quadratique (de Lusin) donne
la continuité de la transformée de Riesz tandis que la décomposition en atomes donne
I'inclusion dans L'.

1.3 Espaces de Besov sur les groupes de Lie

1.3.1 Cas euclidien

On rappelle d’abord ici les définitions et quelques propriétés classiques des espaces de
Besov dans R%.
Ces espaces sont définis a ’aide d’une décomposition de Littlewood-Paley. On utilisera la
notation suivante : si (f;); >0 est une suite de fonctions mesurables sur R? et 1 < p < +o0,
1 < g < 400, on note

a/p Ha
> ([ 15 dr) ) ,

J=0

”(fj)”lq(Lp) = (

avec la modification immédiate si p = oo ou g = oo.
On se donne une suite de fonctions (p;);50 € S(R?) telle que :
1. supp ¢o C B(0,2) et supp p; C B(0,2771)\ B(0,2~!) pour tout j > 1,
2. pour tout 3 € N? il existe cg > 0 tel que ‘Dﬁcpj(x)’ < ¢3279181 pour tout r € R?
et tout 7 > 0,
3. pour tout x € RY, 300 p;(z) = 1.
On définit alors les espaces de Besov inhomogenes de la fagon suivante :

Définition 1.3.1. Soient a € R, 1 < p < oo et 1 < q < oo. On définit BP4(R?) comme
Uespace des [ € S'(RY) telles que

< Q.
la(Lp)

1 | ey = ||(29F 7 (95 F £ ()

L’espace BP4(RY) ainsi défini ne dépend pas du choix de la suite (¢;) ;>0 ([Tri83, Sec-
tion 2.3.2, Proposition 1, p. 46]). Si f € B24(R?), on appelle f = 3, f; la décomposition
de Littlewood-Paley de f. Notons que cette série converge dans S'(R?).

Pour définir la version homogene des espaces de Besov, on se donne maintenant une suite
de fonctions (¢;);ez telle que :

1. supp ¢; C B(0,27t1)\ B(0,27~1) pour tout j € Z,

2. pour tout 3 € N? il existe cg > 0 tel que ‘Dﬁcpj(x)’ < ¢3279181 pour tout r € R?

et tout j € Z,
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3. Pour tout z € R\ {0}, ez ¢;(2) = 1.
Les espaces de Besov homogenes sont des espaces de distributions modulo les polynoémes.
Plus précisément, soit Z(R?) le sous-espace de S(R?) formé des fonctions ¢ € S(RY)
telles que 9% (0) = 0 pour tout B € N¢. Soit Z'(R?) I'espace dual de Z(R?). On vérifie
facilement ([Tri83, Section 5.1.2]) que Z'(RY) s’identifie au quotient &'(RY)/P(R?), ou
P(R?) est I'espace des polynomes sur R<.

Définition 1.3.2. Soient « € R, 1 < p < oo et 1 < g < oo. On définit alors Bqu(Rd)
comme Uespace des f € Z'(RY) telles que

[Flgama = ||(29F 7 (97 ()

Cette définition est correcte. En effet, pour tout polyndéme P et toute f € S'(RY),

1(LP)

|f‘B§’q(Rd) - |f + P|Bg,Q(Rd).

Comme dans le cas inhomogene, Bqu(Rd) est un espace de Banach et ne dépend pas du
choix de la suite (p;);ez [Tri83, Section 5.1.5, Theorem, p. 240].

Pour tout @ > 0 et tous 1 < p <00, 1 < ¢ < o0, on a ([Tri92, Section 2.3.3, Theorem)])

BYY(RY) = LP(RY) N BEARY) et |[fllppogay = ]l poggay + |Fl5pogeay - (1.15)

L’espace BP4(R?) posséde plusieurs caractérisations. L'une d’entre elles fait intervenir
des différences d’ordre fini. Pour toute fonction f : R? — R, tout entier M > 0 et tous
x,h € RY, on définit

M - (M M-
vt =3 (V) oo,
1=0

On a alors la caractérisation suivante des espaces de Besov ([Tri83, Section 2.5.12] et
[RS96, Theorem, p.41] pour le cas inhomogene et [Tri83, Section 5.2.3, Theorem 2] pour
le cas homogene) :

Proposition 1.3.3. Soient a > 0, 1 < p < oo et 1 < q < o00. Soit M > « un entier.
Alors (avec la modification convenable si ¢ = +00), pour toute fonction mesurable f sur
R? :

1. on a l’équivalence de semi-normes suivante :

dh 1/q
! ) (1.16)

e = ([, 107 [

2. Pour tout § > 0,

’ dh \ M
L) |p|?

ey = e + ([, 7 [927

On peut également caractériser B?? en utilisant le noyau de la chaleur ([Tri82], [Tri83,
Section 2.12.2, Theorem, p. 184]).

Proposition 1.3.4. Soient a >0, 1 <p < o0, 1 < g < oo. Pour tout entier M > 5, on
a, pour toute f € LP,
1/
AR
Lr(R4) t

OMH, f
otM )

1| gragay 2 (1 | 2o ey + (/0 t(M-%)a

ou Hy, = e!® est le semigroupe engendré par —A dans R.
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Cette proposition relie la norme Besov de f a la norme d’une extension a R%x (0, +00)
dans un espace de Sobolev a poids. Notons qu’on peut aussi donner une caractérisation du
méme type utilisant ’extension harmonique de f ou d’autres extensions de f obtenues
par convolution (ces idées remontent a [Usp61], voir [MRre|] pour une approche plus
complete).

On termine cette présentation par une propriété d’algebre pour les espaces de Besov
([Dan12, Proposition 1.4.3], [Run86, Theorem 2, p. 336], [MRre, Proposition 6.2]).

Proposition 1.3.5. Soienta > 0,1 < p < +oo et 1 < q < +00. Alors BP4(RY)NL>®(RY)
est une algebre pour le produit ponctuel. Plus précisément, il existe C' > 0 telle que, pour
tous f,g € BP4(RY) N L>®(RY), on a

1fgllszs < C (Ifllszellgllze + 1 Fllz=llgllmze) (1.17)

L’approche de [Dan12| consiste a utiliser des paraproduits (introduits & 1'origine par
Bony dans [Bon81]) pour évaluer le produit fg si f,g € BP4(R?) N L>(R?). L’idée est la
suivante. On écrit les décompositions de Littlewood-Paley de f et de g :

F=> fietg=> g

>0 >0
On pose alors
Trg:= > fiok
Jiky j<k—2

et

R(f,9) =[xl

i
avec
gk = k-1t gk + Gr+1-

Ainsi,

fg=Trg+T,f + R(f,9),

et on estime séparément chaque terme, obtenant a chaque fois une estimation dans
BP4(R?). Nous reviendrons sur cette approche par des paraproduits & propos de I'ex-
tension de ce résultat aux groupes de Lie.

La preuve de la propriété d’algebre dans [MRre] repose sur des propriétés d’extension
analogues a la proposition 1.3.4. Comme expliqué apres ’énoncé de la proposition 1.3.4,
on étend f et g a RY x (0,4+00) en des fonctions appartenant a des espaces de Sobolev
a poids et on est ramené a des propriétés d’algebre pour des espaces de Sobolev portant
sur un nombre entier de dérivées.

La propriété d’algebre pour les espaces de Besov a des conséquences importantes. Elle
permet notamment, par des arguments de point fixe, de donner des résultats d’existence
pour une classe d’équations d’ondes semilinéaires avec des nonlinéarités quadratiques
([BCD11, Theorem 8.47]), ou de Schrodinger non linéaire ([BCD11, Corollary 10.4]).

1.3.2 Groupes de Lie unimodulaires

Nous allons faire ici un rappel des notions sur les groupes de Lie qui nous seront utiles
dans ce mémoire.
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Soit G un groupe de Lie réel connexe unimodulaire. Le terme “unimodulaire” signifie
que la mesure de Haar dz est invariante a la fois a gauche et a droite. On appelle £
'algebre de Lie de G et on considére une famille X = { X7, ..., X;} de champs de vecteurs
sur G invariants a gauche et satisfaisant la condition de Hormander (ce qui signifie que
'algebre de Lie engendrée par la famille associée a X est £). Si I = (iy, ..., ), on utilisera
la notation X; pour X, ... X, .

Le groupe GG est muni d’une métrique standard d, appelée distance de Carnot-Caratheodory.
Elle est définie comme il suit. Soit [ : [0, 1] — G un chemin absolument continu. On dit

que [ est admissible s’il existe des fonctions mesurables ay, ..., a; : [0,1] — C telles que
U(t) =" a;(t)Xi(l(t)) pour presque tout ¢ € [0, 1].

1

k 3
Si [ est admissible, sa longueur est définie par |I| = /0 1 (Z |ai(t)|2> dt. Pour tous les

i—
éléments z,y € G, la distance d(z,y) entre = et y est la borneoinférieure des longueurs des
chemins admissibles reliant = & y (un tel chemin existe grace a la condition de Hormander).
Précisons que l'invariance a gauche des X; implique I'invariance a gauche de d. Nous
utiliserons aussi |x| pour désigner la distance de x a e (et donc |y~tz| pour la distance
de z a y).

Pour r > 0 et = € GG, la notation B(z,r) sera utilisée pour désigner la boule ouverte
de centre x et de rayon r. On écrira aussi V() pour le volume de n’importe quelle boule
de rayon 7.

A partir de maintenant, nous allons écrire G pour (G, X, d,dr). Rappelons les résultats
suivants. D’abord G a une dimension locale (cf [NSW85]) :

Proposition 1.3.6. Soit G un groupe de Lie unimodulaire et X une famille de champs
de vecteurs invariants d gauche vérifiant la condition de Hormander. Alors G a une
dimension locale, c’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 un entier d € N tels que

V(r) ~r? Vr € (0,1].

Par conséquent, G vérifie la propriété de doublement locale, ¢’est-a-dire qu’il existe une
constante C' > 0 telle que

V(2r) < CV(r) vr € (0,1].

Lorsque les boules ont un rayon plus grand que 1, le comportement de V' (r) est décrit
par un résultat de Guivarc’h (cf [Gui73)) :

Proposition 1.3.7. Si G est un groupe de Lie unimodulaire, seules deux situations
peuvent se produire :
1. Soit G est a croissance polynomiale, ce qui signifie qu’il existe D € N* tel que

V(r)~rP Vr > 1.

Dans ce cas, D, qui ne dépend pas de X, est appelée dimension a l'infini de G.
2. Soit G est a croissance exponentielle, ce qui signifie qu’il existe quatre constantes
c1,C9,Ch,Cy > 0 telles que

cre?” < V(r) < Cre®”” Vr > 1.
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On considere le sous-laplacien positif A sur G' défini par

k
=-> X/
i=1

—tA

On écrira H; :==¢ pour désigner le semi-groupe de la chaleur sur G.

1.3.3 Cas des groupes de Lie

Soit (G, X) un groupe de Lie unimodulaire muni d’un systéme de champs de vecteurs
X comme précédemment. On suppose G a croissance polynomiale. Une théorie des espaces
de Besov sur GG a été développée, et présente de nombreuses analogies avec le cas euclidien.
On définit d’abord l'espace de Schwartz S(G) ([FMVO06, Skr02]). Si f € C>*(G), f € S(G)
si, et seulement si, pour tout 5 € N et tout multi-indice I,

po(f) = sup (1 + ) 12X f ()] < +o0

(cette définition est adaptée dans [Skr02] au cas de la croissance du volume au plus
exponentielle, et une adaptation comparable sera utilisée pour la théorie des espaces de
Besov dans des groupes de Lie unimodulaires généraux). Il s’agit d’un espace de Fréchet
pour cette famille de seminormes. On définit ensuite S’'(G) comme 'espace dual de S(G).

Une premiere fagon de définir des espaces de Besov sur G est d’utiliser une décom-
position de Littlewood-Paley. Suivant [FMV06], on fixe une fonction ¢ : [0, +0o[— R de
classe C*°, a support dans [0,1] et telle que ¢(¢) = 1 pour tout ¢ € [0 ,4] On définit

ensuite ¥(t) := ¢ (i) — ¢(t) pour tout ¢ > 0. On vérifie immédiatement que, pour tout

t>0,
() + Y w2 ¥t) =

7>0
On montre ensuite, en utilisant des théoremes de multiplicateurs, que, pour tout j > 0,
les noyaux de ¢(27%A) et (272 A) sont dans S(G). Alors ([FMV06, Proposition 4.1]),
la décomposition

F=0Q)f+2 0@ PA)f=o(A)f + > fi
Jj=0 Jj=0
est vérifiée si f € L*(GQ) (resp. f € S(G), f € S'(Q)) avec convergence dans L*(G) (resp.
dans S(G), S'(G)).
SiaeR, 1 <p<ooetl<qg< oo, on définit B2(G) comme 'espace des distributions
f € 8'(G) telles que

1 l5ze ey = N0(A) fll oy + (Z a0 Hf]HLp(G> ,

7>0

avec la modification usuelle si ¢ = co
Comme dans la proposition 1.3.4, les espaces B2?(G) peuvent étre décrits au moyen
du noyau du semigroupe engendré par A ([FMV06, Proposition 5.2]) :

Proposition 1.3.8. Soient a € R, 1 < p < oo et 1l < g < oo. Soit M > « un entier.
Alors, pour toute f € §'(G), les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. feBrG),

. q
2. pour tout t >0, e A f € LP(G) et [ (t‘? (tA)%etAfHLP(G)) % < +o00.

Notons que, si f € S’ et t > 0, on définit e ** f € S’ par

(e f, o) = (f.e %),

Si a > 0, on peut remplacer dans cette proposition e *Af € LP(G) par f € LP(G) dans
2, et [} par [,

Comme dans la proposition 1.3.3, on peut également caractériser les espaces de Besov
en utilisant des différences finies ([SC90, Théoréme 2|, [GS12, Proposition 3.1]). Pour
toute fonction f sur G et tous x,y € GG, on pose

Vyf(@) = flzy) — f(x).

Proposition 1.3.9. Soient o € (0,1), 1 < p < 00 et 1 < q < oo. Alors, pour toute
fonction mesurable f sur G, ||f| graiqy = LE(f) avec

D,q L HvnyLp(G)>q dy )%
F= </G< [yl V)

Les espaces de Besov posseédent la propriété d’algebre suivante ([GS12, Theorem 1]) :

Proposition 1.3.10. Soient o € (0,1), 1 <p < o0 et 1 < g < 0. L'espace BPI(G) N
L>®(Q) est une algébre pour le produit ponctuel. Plus précisément, il existe C > 0 telle
que, pour tous f,g € BP4(R?) N L>(R%), on a

1fgllsze < C (I flzellgllze + 11 Fllz=llgllmze) (1.18)

Si o> 1, on a la méme conclusion si on suppose 1 < p < oo et 1 < q < o0.

Cette proposition étend le résultat de la proposition 1.3.5 au cas des groupes de Lie
a croissance polynomiale. La preuve pour a € (0,1) est une conséquence facile de la
proposition 1.3.9. Le cas aw > 1 se déduit du cas a < 1 par une caractérisation récursive
des espaces de Besov : f € B (G) si, et seulement si, f € BPY(G) et X;f € B2(G)
pour tout ¢ € [[1, k[]. L’argument présenté dans [GS12] pour le cas a > 1 semble toutefois
incomplet 3.

Rappelons (Propositions 1.3.4 et 1.3.8) que les espaces de Besov sur R¢ ou plus gé-
néralement dans un groupe de Lie a croissance polynomiale peuvent étre caractérisés au
moyen du noyau de la chaleur associé au (sous)-laplacien considéré. Cela conduit (pour
a € (—1,1)) a une définition générale des espaces de Besov associés a des opérateurs
L dans des espaces métriques mesurés X dont le volume des boules croit de maniere
au plus polynomiale ([BDY12], avec une hypothese de majoration gaussienne ponctuelle
pour le noyau de e **, une autre approche nécessitant de la régularité sur le noyau de
eI avait été proposée dans [DHY06]). Cette étude a été complétée dans [GLre], ot une
caractérisation par différences finies est aussi prouvée. Des résultats d’injections pour ces
espaces sont établis dans [BB15].

13. La preuve donnée dans le paragraphe 3.2 de [GS12], semble conduire & I'inégalité ||fgl| B2Y, <

~

(W fllgeea + I fll=)(lgllgea. + ||g]|L=). On obtiendrait donc la propriété d’algebre mais avec une esti-

at1 at1
mation plus faible.
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1.3.4 Espaces de Sobolev fractionnaires sur les groupes de Lie

Les propriétés d’algebre, ainsi que les caractérisations en termes de différences finies
pour les espaces de Besov rappelées dans les propositions 1.3.5 et 1.3.10 ont des analogues
dans I’échelle des espaces de Bessel L?. Nous rappelons ici les résultats obtenus dans le
cas des groupes de Lie, dont les idées de preuves ont partiellement inspiré les résultats
de ce mémoire concernant les espaces de Besov sur les groupes de Lie.

Soit (G,X) un groupe de Lie unimodulaire muni d’un systéeme de champs de vecteurs
comme dans le paragraphe 1.3.3. Si @ > 0 et p € [1, +00], on définit

LK(G) = {f € I'(G); A%f € L/(@)},

muni de la norme

£z = I flloie + A%

Cette définition étend bien celle de R? ([Ste70a, Chapter 5]). Les propriétés d’algebre de
ces espaces pour 1 < p < +oo ont été étudiées dans [CRTNO1]. Si S,, est défini par

Suf(2) = ( [ (v Lo, 100 - f(x)\dy>2 d—) ;

on a ’équivalence, pour toute f € LP(G) ([CRTNO1, Theorem 5])

11z = 1Saf e + [1f]| o (1.19)

Lr(@)

pour tout a € (0,1) et tout p € (1,+00). On en déduit la propriété d’algebre suivante :
si f,g € L2(G) N L*(G), alors fg € LP(G) N L*(G) et

1F9llee S N lepllgllizoe + [1f < llgllzs (1.20)

pour a € (0,1) et p € (1,+00).

Enongons maintenant la reégle de Leibniz. Cette regle ((CRTNO1, Theorem 4]) affirme

que

1f gl S WA eellglio + I Nzee gl oo (1.21)
dés que f € LB NLP2, ge L2 NLT et + = pii +$ pour i € {1,2}.
Les espaces L. possedent la propriété de récursivité suivante ([CRTNO1, Proposition 19]) :
f € Lt si, et seulement si, f € L? et X;f € LP. pour tout 1 < i < k' Cette propriété
permet de montrer que, si (1.21) est satisfaite pour un o > 0, alors elle est satisfaite pour
a+ 1 ([CRTNO1, Section 3.2]). Il suffit donc de prouver (1.21) pour « € (0, 1).

Dans [BBR12], les auteurs présentent deux approches pour montrer la propriété d’al-
gebre (1.20) sur des variétés riemanniennes pour o € (0, 1) sous des hypotheses conve-
nables . La premiére utilise les fonctionnelles de Strichartz S,, et la seconde méthode,
qui montre plus généralement une regle de Leibniz (1.21), utilise des paraproduits (dont

14. La preuve utilise en particulier le fait que, pour tout entier k, les espaces LY(G) et WFP(QG)
coincident, ou I'espace de Sobolev W#P(G) est défini au moyen des champs de vecteurs X;. Ce dernier
fait signifie que les transformées de Riesz itérées locales X (A 4 Id)~!71/2 sont bornées sur LP(G) pour
tout 1 < p < 4o00.

15. Le cas o > 1 est trés peu considéré dans [BBR12], car les hypothéses connues sur la variété M qui
garantissent la coincidence de LY et WP sont trop fortes.
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I'idée remonte a [Bon81]) et qui permettent aussi de montrer la propriété d’algebre dans
les espaces de Besov sur R, voir la proposition 1.3.5, ainsi que la régle de Leibniz pour
les espaces L (R?) ([BMN10]). Dans le contexte de [BBR12], 'approche par paraproduits
consiste a écrire

fg=T(f,9) + 1 (g) + Iy(f)

(f.9) = [~ D)D) u(D))T
et
() = [ oG0S b D)g) T

ou ¥ et ¢ sont des fonctions bien choisies et L le (sous)-laplacien considéré. Nous revien-
drons sur cette approche dans le chapitre 4.

1.4 Description rapide des résultats du mémoire

Nous présentons ici brievement les principaux résultats de ce mémoire, renvoyant aux
chapitres suivants pour des énoncés détaillés.

1.4.1 Fonctionnelles de Littlewood-Paley sur les graphes

Les principaux résultats du deuxiéme chapitre de ce mémoire concernent la continuité
LP de gg et gg. Le cadre est celui d’'un graphe connexe I' localement uniformément fini,
muni de la distance naturelle d, d’'une mesure m et d’'un opérateur de Markov P, de noyau
p. Le laplacien considéré est I'opérateur I — P. Pour tout entier [ > 1, on note p; le noyau
de P'. Pour tout x € I" et tout k > 1, on note V(x, k) la mesure de la boule ouverte de
centre x et de rayon k. Les énoncés qui suivent font intervenir différentes hypotheses.
On dit que I' vérifie la propriété de doublement local si, et seulement si, pour tout x € I,

V(z,2) <V, 1). (1.22)

On dit que I' vérifie la propriété de doublement global si, et seulement si, pour tout x € I'
et tout k > 1,

Vi(z,2k) S Vix, k). (1.23)
On dit que p; vérifie une majoration gaussienne ponctuelle si, et seulement si, il existe

¢ > 0 tel que, pour tous z,y € I' et tout k > 1,

1 d*(x,y)

p(z,y) S WGXP <_CT> : (1.24)

On renvoie au paragraphe 2.1 pour des définitions completes.
Nous obtenons les résultats suivants :
Théoreme 1.4.1. Soit I' un graphe connexe localement uniformément fini. Alors
(a) sous Uhypothése (1.22), la fonctionnelle §d est continue sur LP pour tout p € (1,2].

(b) sous les hypothéses (1.23) et (1.24), alors g et g§ sont de type (1,1) faible et bornées
sur LP pour 1 < p < 2,
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(c) si on suppose en plus que T' vérifie une inégalité de Poincaré L* sur les boules et que
VIV P! est uniformément borné sur LY pour un ¢ > 2, alors §% est continue pour tout
B

pE(2,9).

Ces résultats permettent d’obtenir, sur un graphe I" vérifiant des hypotheses convenables,
la version discrete des résultats de [CRTNO1]. Les récents développements de [BCF14]
permettront probablement d’améliorer les énoncés, y compris dans un contexte discret.
Cela pourra faire 'objet d'un travail ultérieur.

1.4.2 Espaces de Hardy sur des graphes

Le troisieme chapitre porte sur les espaces de Hardy et comprend deux résultats de
nature différente.

Le premier de ces résultats concerne la continuité H' des transformées de Riesz sur
les graphes, dans l'esprit du Théoreme 1.2.3, c’est-a-dire faisant intervenir des 1-formes
différentielles. Il est possible de donner un sens a la notion de 1-forme différentielle dans
ce contexte (il s’agit de fonctions définies sur I'ensemble T des arétes du graphe, suivant
des idées de [BR09]). On définit également la différentielle d, de telle sorte que |d| = V,
la “longueur du gradient”.

On a alors :

Théoreme 1.4.2. Soit I' un graphe connexe localement uniformément fini vérifiant
(1.23). Il existe un espace de Hardy de fonctions (noté H'(T')) et un espace de Hardy
de 1-formes différentielles (noté H'(Tv)) tels que
~ L’espace H(T') C L'(T") est caractérisé de maniére équivalente en terme de fonc-
tionnelles de Lusin ou en terme de décomposition en atomes.
— L’espace H'(Tr) C LY(Ty) est caractérisé de maniére équivalente en terme de fonc-
tionnelles de Lusin ou en terme de décomposition en atomes.
— La transformée de Riesz dA™% est continue de H'(T') dans H(TY).

Dans le théoréme 1.4.2, la continuité H! — H', donc H' — L' de la transformée de Riesz
est établie sous la seule hypothese (1.23). On ne sait pas si cette condition suffit & obtenir
la continuité LP de VA~Y2 pour 1 < p < 2. En particulier, on ne sait pas si un opérateur
continu de H'(T") dans LY(T") et de L?(T") dans lui-méme est aussi continu sur LP(T") pour
l<p<?

On sait par contre ([Rus00, Theorem 1]) que, sous les hypotheses (1.23) et (1.24), alors
VA~Y2 est continu sur LP pour 1 < p < 2 et de type (1, 1) faible. Dans la suite, nous allons
montrer un résultat analogue, en supposant que le noyau de P' vérifie une majoration
ponctuelle plus générale, faisant intervenir une quasi-métrique p sur le graphe. Cette
classe de majorations englobe le cas gaussien, mais aussi des situations ou la majoration
gaussienne (1.24) n’est pas vérifiée. La méthode consiste & définir un espace de Hardy H!
associé au laplacien, montrer la continuité H' de la transformée de Riesz puis interpoler
avec L?. Plus précisément, on appellera quasidistance adaptée a (T, P) (ou T') toute
quasidistance p vérifiant

C plz,y)\" .
pr-1(z,y) < W exp <—c ( - Vr,yeI',Vk € N (UE,)
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pour des constantes C, ¢ > 0 et n € (0,1]. En particulier, si on a (1.24), alors (UE,) est
vérifiée avec p = d?. Si le graphe vérifie des estimations sous-gaussiennes (comme dans le
cas des tapis de Sierpinski, [BB99]), (UE,) sera vérifiée avec p = d”, pour un 3 > 2 fixé.
Nous avons alors :

Théoréme 1.4.3. Soit I' un graphe connexe localement uniformément fini. On suppose
qu’il existe une quasidistance p adaptée a I et satisfaisant une propriété de doublement
pour le volume des boules. Alors il existe un espace de Hardy pour les fonctions (noté
HYT)) et un espace de Hardy pour les 1-formes différentielles (noté H'(Tr)) tels que
~ L’espace H'(T') C L'(T") est caractérisé de maniére équivalente en terme de fonc-
tionnelles de Lusin ou en terme de décomposition en atomes.
— L’espace H'(Tr) C LY(Ty) est caractérisé de maniére équivalente en terme de fonc-
tionnelles de Lusin ou en terme de décomposition en atomes.
~ SiT est un opérateur continu de H'(T') dans L*(T') et sur L*(T), alors T est continu
sur LP(T).
~ La transformée de Riesz dA™2 est continue de H(T') dans H(Ty). Ainsi VA2
est continue de H'(T') dans L*(T'), et sur LP(T") pour tout p € (1,2).

Ce dernier théoreme, dont on pourrait donner une version analogue dans une variété
riemannienne, améliore un résultat de Chen ([Chel4, Theorem 0.32]). Elle y énonce la
continuité LP(T), p € (1,2) des quasi transformées de Riesz VA™ pour o € (0, 1)
sous des conditions tres faibles. Lorsque le noyau de Markov vérifie les estimations sous-

gaussiennes
1 d®(z, A-1
Pe-1(2,y) S ——ay exp | —¢ (M> )
V (w,k7) k

elle montre aussi que VA~ est de type (1,1) faible et définit des espaces de Hardy de
fonctions (mais pas de 1-formes) similaires a ceux introduits dans le présent mémoire.
Notons que [Chel4] ne donne pas de résultat de continuité LP pour VA2, Nous mon-
trons dans ce mémoire plus de propriétés sur nos espaces Hardy de fonctions que dans
[Cheld]. Une comparaison plus détaillée sera faite au paragraphe D.1.5.

1.4.3 Espaces de Besov sur les groupes de Lie

On donne d’abord une définition des espaces de Besov inhomogenes sur des groupes
de Lie unimodulaires (& croissance polynomiale ou exponentielle) par une décomposition
de Littlewood-Paley adaptée (faisant intervenir le semigroupe de la chaleur) et on donne
plusieurs définitions équivalentes de ce type.

On donne ensuite une caractérisation en termes de différences finies, dont on déduit une
propriété d’algebre. On donne une autre approche de cette propriété, et plus généralement
de la régle de Leibniz, par des paraproduits. Nous obtenons en particulier :

Théoréme 1.4.4. Soient G un groupe de Lie unimodulaire, p,q € [1,4+00] et a > 0. 1l
existe C' > 0 tel que

1fgllsze S N Fpallglzoe + 1 F Nl oo llgll 2o
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Nous étendons ainsi les résultats de [GS12], qui ne concernent que le cas de la crois-
sance polynomiale, et qui excluent les valeurs limites de p (1 et +00) lorsque a > 1.
La question des espaces de Besov homogenes semble plus délicate, nous reviendrons sur
ce point dans la remarque 4.7.5.

24



Chapitre 2

Graphes et fonctionnelles de
Littlewood-Paley

Dans ce chapitre, nous allons présenter les résultats obtenus par I’auteur dans I'article
[Fen15b] (rappelé dans le chapitre A) portant sur la continuité LP des fonctionnelles de
Littlewood-Paley discretes.

Nous présenterons précisément les graphes. Nous discuterons ensuite sur les hypo-
theses que l'on met sur les graphes sur lesquels on travaille, en commencant par les
conditions les plus faibles que nous considererons pour aller vers les plus fortes, et en
présentant les liens entre les unes et les autres. Nous finirons par présenter les outils de
démonstration utilisés, renvoyant & [Fen15b| pour les preuves exactes.

2.1 Présentation des graphes

Dans I'ensemble de cette these, nous appellerons graphe (pondéré non-orienté) tout
couple (I', 1) ot I' est un ensemble infini et p: I'xI' — R, un poids symétrique
(SL’ 7y> I
sur I' x T'.
Nous retrouvons une structure “classique” de graphe si nous définissons I' comme
I’ensemble des sommets et 1’ensemble

E={(z,y) €' xT, pyy >0}

comme étant 'ensemble des arétes. Nous dirons alors que z et y sont voisins (et on
notera x ~ y) ssi (x,y) € E. On vérifie que le graphe est bien non orienté, c’est-a-dire
que (z,y) € F < (y,z) € E, car le poids u est symétrique.

Nous supposerons toujours que le graphe est connexe et localement uniformément fini.
Un graphe I' est connexe si pour tous x,y € I', il existe un chemin z = xg, z1,..., 2, =y
tel que pour tout i € [[1,n], x;_1 ~ z; (la longueur d’un tel chemin est alors n). Un
graphe I' est dit localement uniformément fini si le nombre de voisins d’'un sommet est
uniformément borné, c’est-a-dire s’il existe My € N tel que pour tout = € T', #{y €
'y ~a} < M.

Le graphe est muni d’une métrique naturelle d, ot d(x,y) est définie, pour tous x,y €
I', comme la longueur du plus court chemin reliant les deux sommets = et y. Pour tout
x € I' et tout r > 0, la boule de centre x et de rayon r est définie par B(z,r) = {y €
T, d(z,y) < r}. A Dinverse, remarquons que l'on a :
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Lemme 2.1.1. Si(x,r) € I' xR, alors B(z,r) = B(x, [r]) ot [r] indique le seul entier
tel que [r] —1<r<|[r].

De plus, si (x,y,r,s) € I? x (N*)2 sont tels que B(xz,r) = B(y, s) alorsr ~ s (en fait
r<2s<d4r)etd(x,y) <min{r,s} — 1.

Pour toute boule B = B(z, ) et tout A > 0, on définit AB := B(x, A\r). On introduit
ensuite les ensembles C;(B) := 27t B\2/B pour j € N\{0,1} et C;(B) = 4B.

Remarque 2.1.2. Les notations AB et C;(B) sont abusives (on devrait écrire \B(x,r) ou
B(z, Ar) et C;(B(z,1)) ou Cj(x,1)) mais commodes. De plus, on parlera facilement “du”
rayon d’une boule méme s’il n’est pas uniquement déterminé. Nous laissons cependant le
lecteur remarquer que cela n’a aucune incidence sur les preuves.

Nous définissons le poids m(z) d'un sommet = € I" par la somme du poids des arétes,
i.e. m(x) := Y pzy. Plus généralement, le poids (ou mesure ou volume) d'un ensemble

o~y
E est défini par m(FE) := Y ,cpm(z). On utilise la notation V (z,r) pour le volume de la
boule B(z,r) et V(B) pour le volume de la boule B.

Des exemples de graphes sont donnés par les graphes de Cayley de groupes discrets
(par exemple Z4), dont la définition est donnée ci-dessous :

Définition 2.1.3. Soit G un groupe infini de type fini et S une partie génératrice symé-
trique (c’est-a-dire s € S < s~ € S) finie du groupe G. Soit n le cardinal de S.
Le graphe de Cayley de (G,S) (ou G par abus de notation) est le graphe (G, i) avec

Loy = = six" 'y € S et pgyy, = 0 sinon.

Le poids sur les arétes nous permet de construire une marche aléatoire sur le graphe.
Si z,y € I, le noyau de Markov p est défini par p(z,y) = m(f Yo W Remarquons que
p(z,y) = p(y,x), ce qui revient a dire que la marche aléatoire est réversible par rapport
a la mesure m.

Le noyau discret p;(z,y) est alors défini récursivement pour tout [ > 0 par

{ po(z,y) = i;m(;,y)) (2.1)
i1 (,y) = X.er p(x, 2)pi(2, y)m(2).

Remarque 2.1.4. Notons que la définition de p, différe de celle donnée dans [Rus00],
[BR0O9] ou [Del99], a cause du facteur m(y). Cependant p; coincide avec K; dans [Dun06].
Remarquons que dans le cas des graphes de Cayley de groupes discrets, ot m(x) = 1 pour
tout x, les définitions sont identiques.

Nous définissons maintenant les espaces LP(I"). Pour p € [1,4+0c0), une fonction f
définie sur I" appartient a LP(I',m) (ou LP(I")) ssi

1fllp = (Z If(w)lpm(l“)) < oo,

tandis que L™ (I") est l'espace des fonctions satisfaisant

| fllo := ilelll?|f<x)| < 400.
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Observons que lorsque [ > 1, nous avons

o, ey =D oz, y)m(y) = > ple,y)m(y)=1  Vrzel. (2:2)

yel’ d(z,y)<l

Pour toute fonction f sur I', nous définissons P comme 'opérateur de noyau p, i.e.

= > pla.y)f(y)mly) Vel (2.3)

yell

Remarque 2.1.5. Un opérateur P est appelé opérateur de Markov symétrique (ou ré-
versible par rapport a m) ssi le noyau de p de P, défini comme en (2.3), est syméltrique
et vérifie (2.2).

Donner (I', ) est équivalent a donner (I';m,P) ou m est la mesure et P est un
opérateur de Markov symétrique.

Il est facile de vérifier que, pour tout [ € N, P! est 'opérateur de noyau p;.

Remarque 2.1.6. Méme si la définition de p;, est différente de celle de [Rus00] ou
[BR0Y], P! est le méme opérateur dans les deux cas.

Comme 1'égalité (2.2) est vérifiée, on a, pour tout p € [1,+00] ,
[Pllyy < 1. (2.4)

Remarque 2.1.7. Soit 1 < p < +o0o. Comme, pour tout | > 0,

’Palﬁp < 1, les

opérateurs (I — P)? et (I + P)? sont bornés dans LP pour tout 8 > 0 (cf [CSCI0], p.
423).

Nous définissons maintenant un laplacien positif sur I' par A = I — P. On a alors

<Af f >rawy = D pla,y)(f() — f(y)f(@)m(z)m(y)

T yeF

=3 Z p(z, y)|f(x) — f())Pm(x)m(y),

z,yel’

en utilisant (2.2) pour la premiere égalité et la symétrie du noyau p(z, y) pour la seconde.
Le dernier calcul montre que 'opérateur

( > oz y)|f(y) ()|m(y)) :

yel’

appelé “longueur du gradient” (et dont la définition est tirée de [CGI8]) vérifie

<Af, f>re= Vi (2.6)
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2.2 Hypotheses d’analyticité et de doublement

Commencons par présenter les hypotheses les plus faibles que nous considérerons.
La premiere hypothese est la propriété de doublement :

Définition 2.2.1 (Propriété de doublement). Le graphe pondéré (I', ) satisfait la pro-
priété de doublement s’il existe C' > 0 tel que

V(z,2r) < CV(x,r) Ve el Vr > 0. (DV)
Rappelons que sous I'hypotheése (DV), il existe d > 0 tel que
V(z, ) SAXV(z,r)  VYr>0,2€l, A>1. (2.7)

Remarque 2.2.2. Supposer (DV) signifie que (I';m, d) est un espace de nature homogéne
([CWT7]).

Certains graphes ne vérifient pas (DV), comme par exemple Fy, le groupe des mots
de deuz lettres ou l'arbre binaire (sans feuilles / de profondeur infinie), pour lequel la
croissance du volume est exponentielle. On peut aussi avoir une croissance intermé-
diaire, méme dans le cas de graphes de Cayley de groupes ([Gri84]), c’est-a-dire que
exp (C’flrﬁ) < V(x,r) <exp(Cr®) pour tout x €T et tout r > 1, avec 0 < f < a < 1.

Nous aurons aussi besoin d’une version locale de (DV) pour énoncer certains de nos
résultats.

Définition 2.2.3. On dit que (', ) satisfait (LDV) s’il existe ¢ > 0 tel que
V(z,2) < em(x) Ve eI (LDV)
Remarque 2.2.4. L’hypothése (LDV) est équivalente da la conjonction des deux condi-

tions suivantes :

(i) Le graphe est uniformément localement fini (toujours satisfaite par hypothése sur le
graphe, d’aprés le paragraphe précédent),

(ii) Pour tous x,y € I, x ~y = m(x) ~m(y).

Notre deuxieme hypothese est

Définition 2.2.5. Un graphe (I, u) satisfait (LB) s’il existe € > 0 tel que
Lo > €m(x) Ve el. (LB)

Remarque 2.2.6. Présentons une hypothése plus forte que (LB) : il existe € > 0 tel que
pour tout v € I', x ~ x et
Py > €m(T) Vo ~y. (LBy)

Méme si (LBs) joue un réle important dans des estimations de réqularité parabolique sur
les graphes ([Del99]), nous ne ferons pas cette hypothése dans les résultats obtenus dans
ce mémoire. Elle n’interviendra que dans les rappels de certains résultats obtenus par
d’autres auteurs.
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Remarque 2.2.7. Du fait de (2.4), on sait que Sp;2(P) C [—1,1].
L’hypothése (LB) implique (voir par exemple [Dun06]) que —1 n’est pas dans le spectre
L* de P, et implique que pour tout j € N, il existe C; > 0 tel que

A C
[ATP Yy < 5 WL EN,

qu’on traduit par Uanalyticité de P dans L*(T), est la version discréte des estimations
[ATe™2 fllame < 55
Une conséquence est qu’on a alors pour tout p € (1,+00), on a (cf [CSCI0])
, C.

IAT P! |y < =

; vl e N*.

Notons que lhypothése (LB) est vérifiée par P? dés lors que le graphe T vérifie (LDV)
(cf [CGZ05)).

Nous savons que si le graphe satisfait (LB), alors —1 n’est pas dans le spectre de
P dans L?. A-t-on la réciproque? Non, mais nous montrons le résultat suivant (voir
Chapitre B).

Théoréme 2.2.8. Soient (I',m) un graphe vérifiant (DV) et P un opérateur de Markov
réversible par rapport a la mesure m. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) —1 € Spra(P) pour tout q € [1,400),
(ii) =1 € Sp2(P),
(iii) pour tout k € N, (L', m, P**1) ne satisfait pas (LB).

L’hypothese (DV) peut étre légerement affaiblie (voir chapitre B). Néanmoins, dans
notre preuve, nous avons besoin dune hypothese “de doublement” plus forte que la
propriété de doublement locale (LDV). Notons aussi que Iassertion (i) du théoreme inclut
le cas ¢ = 1.

2.3 Estimations sur le noyau de Markov

Méme dans des graphes tres simples, le noyau du semigroupe engendré par A ne
vérifie pas de borne supérieure gaussienne, contrairement a ce qui se passe pour le noyau
de la chaleur dans R? ou certaines variétés riemanniennes.

En effet, Pang a montré dans [Pan93] des estimations ponctuelles non gaussiennes
pour le noyau h; de e7*® lorsque A est le laplacien sur Z¢ 1 :

d
h(z,y) < =% exp [CldF <622_t>1

ou d = d(x,y) est la distance entre = et y et F' est telle que

Fz) ~ —x lorsque x est petit
| —log(z) lorsque z est grand.

1. En fait, Pang suppose une condition sur ses graphes, vérifiée par Z?.
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d

Nous pouvons observer que ces estimations sont gaussiennes lorsque %

le sont plus lorsque % est grand.

De plus, Pang a montré que ces estimations sont optimales lorsque le graphe est celui
de Cayley de Z.

est petit mais ne

En particulier, nous n’avons pas d’estimations de Gaffney (1.14) pour e 2, le se-
migroupe engendré par le laplacien . Néanmoins, il a été constaté que dans le cas des
graphes, la chaine de Markov P! est susceptible d’avoir des propriétés analogues a celles
du semi-groupe sur des variétés riemanniennes. En effet, sous des conditions tres faibles,
un graphe satisfait des estimations de type Gaffney pour P! (démontrées par Coulhon,
Grigor’yan et Zucca dans [CGZ05]) :

Théoréme 2.3.1. Soit (I, u) un graphe satisfaisant (LB) ou bien (LDV). Alors il eziste
des constantes C,c > 0 telles que, pour tous E, F' C I et toute fonction f a support dans
F, on ait

d(E, F)?

HPlflfHLQ(E) S CeXp <_C l

) Iflle  VleN (GUE)

Il nous sera souvent utile d’avoir des estimations ponctuelles du noyau p;.

Définition 2.3.2 (Estimations supérieures diagonales de p;). On dit que (I, ) satisfait
(DUE) s’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout x € I' et tout | € N*,

pi-1(z, ) < m (DUE)

Remarque 2.3.3. Ces estimations ponctuelles sont vérifiées dés lors que ' est le graphe
de Cayley d’un groupe discret a croissance polynomiale (cf [HSC93]). Elles restent vraies
par exemple pour le graphe I' constitué de deux copies de Z2 reliées par une aréte.

L’union des trois hypotheses (LB), (DV) et (DUE) nous donne des estimations sup-
plémentaires sur le noyau p;. Premiérement, on a ([CG98, Theorem 1.1] ou [CGZ05,
Theorem 5.2, Theorem 6.1]) :

Proposition 2.3.4. Soit (I', i) un graphe pondéré vérifiant (DV) et (LB). Alors (DUE)
est équivalent a [’estimation gaussienne supérieure suivante :

1 ’ _Ly)
V(z, VIV (y, ﬂ)) ex"( z

En outre, (DUE) implique [’estimation diagonale inférieure :

p-1(z,y) <C ( ) Ve,y e I', Vi e N*. (UE)

(ma)> —" VYrel, VleN DLE
P 1(fvw)_v(x7ﬂ) x (DLE)

Remarque 2.3.5. [CGY8, Theorem 1.1] nous donne en réalité que la conjonction de
(DUE) et (DV) est équivalente a une inégalité relative de Faber-Krahn, qui signifie qu’il
existe des constantes a,v > 0 telles que pour toute boule B(z,r) avec x € I' et r > % et
pour tout sous-ensemble non vide Q C B(z,r), on ait

o (50
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ot M\ (Q) est la premiére valeur propre de A avec condition de Dirichlet dans ), aussi
égale a

IV 117
2
11172

Remarque 2.3.6. Supposons que I' est un graphe vérifiant (DV). On peut alors vérifier
facilement que (UE) est équivalent a
d2
exp <—c (x,y)) (2.8)

l

M (Q) = inf{ fe CO(Q)}.

pl—l(% y) < m

ou

pi-1(z,y) < ﬁexp (—c@) . (2.9)

Nous avons établi des estimations sur les différences “temporelles” de p; (les estima-
tions pour les différences d’ordre 1 ont été montrées pour la premiere fois par Christ dans
[Chr95] mais une preuve plus simple est donnée par Dungey dans [Dun06]; nous avons
étendu ce résultat aux différences d’ordre supérieur).

Théoréme 2.3.7. Soit (I', ) un graphe pondéré. Supposons que I satisfasse (DV), (LB)
et (DUE). On définit D(1) comme 'opérateur suivant agissant sur les suites :

(D(Vu) = w — upys.

Alors, pour tout j > 0, il existe deuzx constantes Cj,c; > 0 telles que, pour tout | € N* et

tous z,y € T,
) d?
<9 o <—cj (z y)> . (TDUE)
1V (z, /1) [

L’estimation (TDUE) permet de déduire les estimations L'-L? suivantes :

(D) phi(,y)

Théoréme 2.3.8. Soit (I', ) un graphe pondéré satisfaisant les hypothéses (DV), (LB)
et (DUE). L’estimation de Gaffney L'-L?* suivante est vérifiée : pour tout j € N, il existe
c¢,C > 0 tels que pour tous B, FF C T', tout xy € T', tout | € N* satisfaisant l'une des
conditions suivantes

(i) sup{d(zo,y), y € F'} < 3d(E, F),

(ii) sup {d(o,y), y € F} <V,
(7ii) sup {d(zo,z), v € E} < 3d(E, F),
(i) sup {d(zo,x), * € E} < VI,
et toute fonction f a support dans F', on a

107 = PYP il < e Sl (1)
et
V(T = PYP a0y < e e S fll . (GGT))
3 V(x,V1)2

Remarque 2.3.9. Le théoréme précédent va étre classiquement utilisé pour

(E,F) e{(B,C;(B)), B boule ,j > 1} U{(C;(B),B), B boule ,j > 1}.
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2.4 Hypotheses pour le cas p > 2

Dans ce paragraphe, nous introduisons les hypotheses que nous considérons comme
fortes. Elles ne seront utilisées dans ce mémoire que pour avoir des résultats de continuité
L? lorsque p > 2 des fonctionnelles de Littlewood-Paley verticales.

Présentons d’abord les inégalités de Poincaré :

Définition 2.4.1 (Inégalité de Poincaré sur les boules). Soit s € [1,400). Le graphe
pondéré (T, p) satisfait l'inégalité de Poincaré (Ps) s’il existe C' > 0 et b € N tels que
pour tout x € I', tout r > 0 et toute fonction f sur T’

s

1 T

V) yEBZ(x’T) ) = fal'm(y) < Oy y@_%?”b) Vi)my), (P
ot '
s =5 3;9 f@)m(z). (2.10)

Remarque 2.4.2. Dans [HK00], on peut trouver la prewve du fait que la propriété (Ps, )
implique (P, ) si s1 < so. De plus ([KZ08, Theorem 1.0.1]), si le graphe vérifie la propriété
de doublement (DV), alors l’ensemble {s € [1,+o0], T vérifie (Ps)} est ouvert.

Remarque 2.4.3. Soit (I',u) un graphe. Soient s € [1,+00], a > 1 et b € N. On
introduit une variante de de (P;) : on dit que (P%) est satisfaite si, et seulement si, il
existe C' > 0 tel que pour tout x € T', tout r > 0 et toute fonction f sur T

1 5 re s ab
o ¥ W) felm) < O S V), (P2)

yEB(z,r) yEB(z,ar+b)

Soit X un espace géodésique muni d’une mesure doublante . On suppose qu’on a une
inégalité de Poincaré de la forme suivante : il existe X > 1 tel que, pour toute boule B C X,
toute fonction u : X — R intégrable sur les boules de X et tout gradient supérieur p de
u dans X,

) = ual? ) S o 8 (ﬁ ’ (x)du(x)>

Alors ([HKST15, Remark 9.1.19], voir aussi [HK95] et [HK00, Corollary 9.8]) cette in-
égalité s’améliore en :

55 o) = sl ) i 5 (s | @it

pour toute boule B C X, toute fonction u : X — R intégrable sur les boules de X et
tout gradient supérieur p de u dans X. Les arguments de [HK00, HK95, HKST15] ne
semblent pas inclure le cas des graphes. Cependant, les preuves de [HK95] peuvent étre
adaptées pour montrer les résultats suivants :

(i) Soit (T, ) satisfaisant (DV) et (LBg) et s € [1,400]. Alors, pour tous a > 1 et
b € N, Uhypothése (P%Y) est équivalente a (P-0).
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(it) Soit (T, ) satisfaisant (DV) et (LB) et s € [1,400]. Alors, pour tous a > 1 et
beN, il existe b € N tel que Uhypothése (P®Y) est équivalente a (PLY).

La conjonction des inégalités de Poincaré et de (DV) implique en particulier les es-
timations supérieures gaussiennes du noyau de Markov comme 'ont montré Coulhon et
Grigor’yan (cf [CG98, Proposition 2.3]). En méme temps, Delmotte a montré dans [Del99]
que l'inégalité de Poincaré L? était liée a la conjonctions des estimations supérieures et
inférieures du noyau de Markov :

Théoréeme 2.4.4. Soit I' un graphe. Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) T' satisfait les hypothéses (LBs), (DV) et (P),

(ii) il existe C,c > 0 telles que le noyau p; vérifie les estimations ponctuelles supérieures
et inférieures, i.e.

c d*(x,y)

Ve VD) P (‘C

dés que d(x,y) <.

) <msta) < e ()

Remarque 2.4.5. En réalité, Delmotte a montré dans [Del99] que (i) et (ii) sont aussi
équivalentes a une inégalité de Harnack parabolique.

1l a aussi donné des estimations sur le noyau du semi-groupe engendré par A similaires
a celles trouvées dans [Pan93].

La deuxi¢me hypothése est une borne LP uniforme sur les opérateurs vIV P

Définition 2.4.6. Soit p € [1, +00]. On dit que le graphe pondéré (I, u) vérifie (GG)) si
¢ .
IVP fllze < ﬁ!\fl!m Ve N, vfe LP(I). (GGy)

Remarque 2.4.7. Notons que les hypothéses (Py) et (GG, ) sont satisfaites dés lors que
[ est le graphe de Cayley d’un groupe de type fini. En effet ’hypothése (Py) est prouvée
dans [HK00, Proposition 12.3] et (GG ) est une conséquence des estimations

prouvées dans [HSC93, Theorem 5.1] (dans le cas d’une croissance polynomiale du vo-
lume).

Néanmoins, ces hypothéses ne sont pas vérifiées en toute généralité. Par exemple, si
d > 2, le graphe Ty constitué de deux copies de Z¢ reliées par une aréte ne vérifie pas
(Ps) pour s < d.
De plus Uhypothése (GG),) n’est pas vérifiée pour I's si p > 2. En effet, supposons par
Vabsurde que (GGy,) est vérifiée sur I's pour un ¢ > 2. On peut vérifier aussi que, comme
q > 2, (P,)) est aussi satisfaite. L’argument de Bernicot, Coulhon et Frey [BCF14, Theo-
rem 1.1] montre que, dans un espace de Dirichlet doublant muni d’un carré au champ,
la combinaison de (GG,) et (P,) implique la majoration et la minoration gaussienne
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du noyau du semi-groupe de la chaleur. Cet argument doit pouvoir s’adapter au cas des
graphes, ce qui entraine

1 _o @y r 1 @)
—Fe oSl (ny) S ———=e T F Vke N, Vz,ye . (211
V(l‘, \/E) ~ Pk 1( y) V(l‘, \/E) Y ( )

Par le Théoréme 2.4.4, (2.11) implique que (Ps) est vraie sur I'y, ce qui est faur.

Remarque 2.4.8. Dungey a prouvé dans [Dun08] que (GG,) était vérifiée dés lors que
p € (1,2] et T wvérifie (LB) et (LDV). Nous retrouverons ce résultat dans le Corollaire
2.5.4 plus bas.

2.5 Résultats sur la continuité I des fonctionnelles
de Littlewood-Paley

Pour tout g > 0, toute fonction f sur I' et tout sommet x € ', définissons la fonc-

tionnelle )
3

gif(z) = (Z 21 - P)ﬁP“f«c)f)

I>1

De méme, pour tout g > —%, toute fonction f sur I' et tout sommet x € I', on définit

GHOR (Z S P)ﬂPHf(az)f) .

>1

Théoréme 2.5.1. Soit (I', 1) un graphe pondéré satisfaisant (DV), (LB) et (DUE).
Alors :

1. pour tout 5 > 0, gg est de type (1,1) faible, ce qui signifie qu’il existe C' > 0 telle
que, pour tout A > 0,

C
. d
m({z €5 gif (@) > A}) < S Il
et (fortement) continue sur LP(I") pour tout 1 < p < 400, i.e. il existe une constante
C >0 telle que
lg5flle < Cllflle Vf € LP(D) N LA(T).

2. Pour tout 3 > —%, gg est de type (1,1) faible, et fortement continue sur LP(T") pour
tout 1 < p < 2. 8i (I, u) satisfait en plus (Py) et (GG,) pour un q > 2, alors gg est
fortement continue sur LP(I") pour tout p € (2,q).

3. Pour tout 1 < p < 400,
I flle < Cllggfllee  Vf € LP(T) N L*(T),
pour tout 2 < p < 400
I flle < Cllgsfllr  Vf € LP(T) N LA(T)

et si () et (GG,) sont satisfaites pour un q > 2, alors pour tout p € (¢',2) (avec
sE=)
1fllze < Cllgaflle  ¥f € LP(T) N LA(T).
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Remarque 2.5.2. L’intervalle § > —% pour la continuité LP de gg est lié a la présence de
V dans la définition de gg. Pour s’en convaincre, remarquons que ’égalité (2.6) implique

que Uon a, pour tout f € L*(T), [|g4fllr> = ]\gg+%f]\Lz.

Notre second résultat porte sur la continuité LP de la fonctionnelle g¢ sous des hypo-
theses tres faibles sur I :

Théoréme 2.5.3. Soit (I, i) un graphe satisfaisant (LB) et (LDV). Alors gé est bornée
sur LP pour tout p € (1,2].

Corollaire 2.5.4. Soit (I', u) un graphe satisfaisant (LB) et (LDV). Alors (GG,), ¢ est-
a-dire 1

VPl S —=Ifllee VieN

I fller S \/leHL

est vérifiée pour tout p € (1,2].

Remarque 2.5.5. 1. La continuité LP de g¢ a été prouwvée dans [BROY, Theorem
1.16]. Le Théoréme 2.5.1 étend ce résultat a une version fractionnaire de g¢. De
plus, nous prouvons une continuité similaire pour gg et établissons les inégalités
TECIProques.

2. La continuité LP de gg peut étre déduite des résultats de [ALM1/]. En effet, comme
g1 est continue sur LP pour tout p € (1, +00) par [BR09, Theorem 1.16], [ALM14,
Theorem 3.1] entraine que P est un opérateur de R-Ritt, et le fait que gg est conti-
nue sur LP pour tout p € (1,400) est alors une conséquence de [ALM1/, Theorem
3.3]. Cependant, ces arguments ne montrent pas que gg est de type (1,1) faible. De
plus, ils ne donnent aucun résultat concernant gg.

2.6 Théoremes sur les opérateurs de Calderoén-
Zygmund “sans noyau” et leurs conséquences.

Nous allons commencer par nous intéresser a la preuve du Théoreme 2.5.1. La preuve
s'inspire de celle de [BR09, Theorem 1.16].

Un opérateur sous-linéaire T" est dit de type (p, p) faible s’il existe C' > 0 tel que pour
tout A > 0 et toute fonction f € LP,

C
m({z € 5 [Tf(2)] > A < S 1 o) -

Pour monter la continuité L” des opérateurs gg et gg, nous allons utiliser les théo-
rémes suivants, qui portent sur la continuité LP d’opérateurs de Calderén-Zygmund “sans
noyaux” ([BR09, Theorems 1.14 et 1.17] et [Aus07, Theorems 1.1 et 1.2]).

Le premier théoréeme concerne le cas p < 2. Il est di a Blunck et Kunstmann (cf
[BK03, Theorem 1.1]) généralisant un travail plus ancien de Duong et Mc Intosh (cf
[DMI199, Theorem 1]).

Théoréme 2.6.1. Soit py € [1,2). Supposons que T satisfasse la propriété de doublement
(DV) et prenons T un opérateur sous-linéaire continu sur L*(T).
Pour chaque boule B, soit Ag un opérateur linéaire agissant sur L*(T).
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Supposons encore que pour tout j > 1, il existe ¢(j) > 0 tel que, pour toute boule
B C T et toute fonction f a support dans B, on ait

1 1

Vg T4l < SO(j)V(B)% 11l o (2.12)
pour tout j > 2 et
! N
V(2i11B)} 1481\l csm) < ‘PU)V(B)% 1F1lzro- (2.13)

pour tout j > 1.

Si Y p(§)27 < 400, avec un d vérifiant (2.7), alors T est de type (po,po) faible, et
Jj>1
donc continu sur LP pour tout p € (po, 2].

Le deuxieme résultat traite le cas p > 2. Il est dit & Auscher, Coulhon, Duong et
Hofmann (cf [ACDHO04, Theorem 2.1]).

Théoréme 2.6.2. Soit py € (2,+00]. Supposons que I' satisfasse la propriété de double-
ment (DV) et que T soit un opérateur sous-linéaire continu sur L*(T').

Pour chaque boule B, soit Ag un opérateur linéaire agissant sur L*(T).

Supposons ensuite qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction
f € L*T), tout x €T et toute boule B > x, on ait

! 2\ 2
vt U = A0l < € (M f1P(2)) (2.14)
et
! 20\
s TAs i < O (MITFP@)” (2.15)

Alors, pour tout p € (2,po), T est continu sur LP(T).

Lorsque 1'on suppose les estimations gaussiennes ponctuelles (UE), on choisit I—Ap =
(I — P”Q)M avec r le rayon de la boule B et M € N* fixé. On va vérifier que les hypotheses
des théoremes 2.6.1 et 2.6.2 sont satisfaites avec T = gg et T'= §g.

(a) L’estimation (2.13) est alors une conséquence des estimations (GT5).

(b) Les estimations (2.12) et (2.14) sont obtenues en utilisant judicieusement les estima-
tions (GTy) (pour g) et (GGT3) (pour g§). La principale difficulté, que n’avaient
pas rencontrée Badr et Russ dans [BR09], est la présence d’une puissance non entiére
du laplacien dans la définition de gg et gg lorsque S ¢ N. On surmonte ce probléme
en travaillant sur les espaces de suites pour pouvoir obtenir des inégalités de Holder
inverses (voir paragraphe 2.7).

c) L’estimation (2.15) pour g% est basée sur les estimations ponctuelles gaussiennes
B
(UE). En particulier, elle n’utilise ni (P3) ni (GG,).
(d) L’estimation (2.15) pour g§ nécessite les hypotheses (Py) et (GG4) pour un g > po.
En effet, la combinaison de (UE) et (GG,) nous permet de montrer qu'’il existe

C,c > 0 tels que pour toute boule B de rayon r, tout j € N* et toute fonction f a
support dans C;(B), on a

1

Ce=¥ 1
VP fll o <
V(B)»

<% v lree:
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C’est une estimation L?-LP, qui présente des similitudes avec lestimation L'-L2
(GGTy) utilisée dans le cas p < 2.

On conclut la preuve de (2.15) en utilisant 'inégalité de Poincaré (P).
Nous pouvons constater que la méthode repose de maniere importante sur les es-

timations (GT3) et (GGT3). La plus grande difficulté vient de (GGT:) qui généralise
I'estimation suivante de [Rus00, Lemma 7] établissant :

2"‘5’1/ C
Yy, )2 P my) < ——
yEZB| (Y, )] (y)_lwx’ﬂ)

Vie N, Ve el

pour un ¢ > 0 suffisamment petit. Pour la preuve de (GGT3), on procede par intégration
par parties et on utilise les estimations ponctuelles sur les différences “temporelles” du
noyau données par le Théoréme 2.3.7.

Pour montrer les inégalités inverses, nous avons montré que si (I', u) satisfait (LB), il
existe une fonctionnelle h% telle que

(i) pour tout > 0,
1381 flle = Ilgafllee = IRGflle VS € LA(D),

(ii) hg est une isométrie sur L?, c’est a dire, pour toute f € L*(T),
Ihsfllzeey = 1 2y

Les estimations inférieures se déduisent alors des estimations supérieures par dualité.

2.7 Inégalités de Holder inverses pour les suites

Soit (\;);>1 une suite positive. Il est immédiat de vérifier que l'inégalité suivante

1
(Z )\l|ul\2> < Z )\l|ul| V(ul)l c RN*

leN* leN*

est satisfaite si et seulement si A\; > 1 pour tout [ > 1.
Par conséquent, si M > 0, 'inégalité

lEN* leN*

1 2 1

n’est satisfaite que sur un sous-ensemble E); strictement inclus dans I'espace des suites
(w)i>1 telles que ey 7lw| < +o00.
Par exemple, on veut établir (2.12) pour l'opérateur ¢4 et [ — Ap = (I — PTQ), our
2

est le rayon de la boule B. L’inégalité de Minkowski généralisée entraine que, si f est a
support dans B,

) 2
lgs (I = P™) fllzzccymy < - ax (Z I = P)P=HT — P )fll%z(cj(m)) ,

k=0 >1
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oll 3" ag2¥ est la série de Taylor de la fonction (1 — 2z)~2. En utilisant (DV) et les estima-
tions (GT5), on en déduit que

- 2\ 3
1 1l & 9 exp(—crs)
- - ] —pPr . < : a r® su s’
v ! P e S parp 2 | X | S | T ke

(2.16)

La majoration

432
S |2 sup § 2P )
>1 s€[0,72] (I+k+s)?

n’est pas assez fine pour nous donner ’estimation souhaitée. Nous avons donc montré
que ’ensemble des suites

- (l+k+s)?

1
2\ 2 j 0.2
47
<5 s | P
1>1  s€[0,r?]

A={(u)en+, d> 0,k € N,r € N}

dr?
exp ( — 8

ou

s€[0,r?] (l +k+ 8)2

est inclus dans un Ej; pour un M assez grand.
Par conséquent, nous avons la majoration

1
j 2 2\ 2 ip2
|t sup { SRR MY L g {SPECnE)
1| seworn | U+Kk+s)? = Vis 0r2] (I+k+s)? [’

et donc (2.16) devient

MIH

1 r? exp(—cA7s)
_— I — P a su —+k+s
V(2/B)z lo iz Z k; lse[o%}{ (4 k+s)”

AN

<
1l & exp(—c )

V@B & 82835’21{ (m+s)? }Z¢

(2.17)

On remarque ensuite que aj, ~ (k +1)"2 (cf Lemma A.6.1) puis en utilisant les sommes
de Riemann (cf p. 81)

1
y ok 5/ t72(1—t)"2dt < +oo.
0

La majoration (2.17) nous donne alors

1 Sl exp(—ci.)
o I PT‘ 9 m-+sS
v 9 Neem S ya mZJ wconsy | (mts)? [
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qui s’estime par \/(42;jjB)||f||L1 (cf p. 81 pour le calcul).
 Pour montrer que A C FE); pour un M assez grand, nous avons exhibé un ensemble
E)y inclus dans Eyy, qui est stable par le “shift” a gauche (généralisé) et par passage a

la borne supérieure, pour pouvoir nous restreindre a montrer que

Ao = {(v)ien+, d > 0}

d
vl = 172 exp <—7>

est inclus dans un £, pour un M assez grand.

ou

2.8 Méthode de Stein pour la continuité de g

Dans ce paragraphe, nous présentons l'idée de la preuve de la continuité LP de gq.
Par analogie, nous expliquerons d’abord la démarche dans le cadre de R?, puis nous
présenterons les difficultés particulieres aux graphes.

La méthode de Stein consiste a remarquer que 'on asi ¢ > 1 et f > 0 est une fonction
réguliere définie sur R?, on a (cf [Ste70b, Chapter 2, Paragraph 2, Lemma 2])

glq = D2V = —afIAf + A(SY),
et donc
qlq — DIVF? = —qfAf + [7IA(f).
Ainsi, si uy(x) = u(t, z) est défini sur R* x R? on a

q(q — 1)|Vug* = —quy[0, + Alug + (ue)* [0 + Al (uf)

et donc si uy(x) = e "2 f est solution de I'équation de la chaleur, alors d,u + Au = 0, et
on obtient
q(q = DIV |* = w~[0, + Al(uf) := Ny(u) (2.18)

Ensuite, on peut montrer (cf [CDL03, Theorem 1.2], basé sur la preuve de [Ste70b,
Chapter 2, Paragraph 2, Theorem 2]), que

oo ([ v’

~ < / TN (e f)dt>

=

est continue sur LY(G).

Remarque 2.8.1. La méthode ne s’adapte pas pour montrer la continuité de gg pour

B8#0.

Nous allons présenter ici un calcul similaire a celui de [Ste70b, Chapter 2, Paragraph
2, Theorem 2] (et nouveau) qui va nous donner le résultat suivant :

39



Proposition 2.8.2. Pour tout q € (1,2], il existe C > 0 tel que pour tout E C RY et
toute fonction positive f € S(R?), on a

1-4

1 g=1
Ve flluam) < Clle™® fllpadlAe FlZ 2117 ve>o.

Corollaire 2.8.3. Pour tout q € (1,2), il existe C,c > 0 tels que pour tous E, F C R?
et toute fonction f a support dans F', on a

2

196 ey < G oo (e XEEE oy w150

Remarque 2.8.4. Le plus simple pour prouver le Corollaire 2.8.3 d’utiliser [’expres-
sion explicite du noyau de la chaleur dans R? donnée en (1.1). La démarche (montrer
le Corollaire 2.8.3 a l'aide de la Proposition 2.8.2) utilisant le pseudo-gradient N, est
néanmoins susceptible de se généraliser a des contextes non euclidien. L important est de
remarquer que, par la Proposition 2.8.2, on peut déduire des estimations de type Gaffney
LP, p € (1,2) sur le gradient du semigroupe dés lors que l'on en a sur le semi-groupe lui
méme.

Démonstration: (Corollaire)

D’abord, remarquons que I’on peut supposer sans perte de généralité que f est positive
(en écrivant f = f+ — f7) et dans S(RY) (par densité de S(R?) dans LP(R?), p € (1,2]).
La démonstration du corollaire est alors une conséquence immédiate de la proposition et
les estimations de Gaffney (1.14) sur le semi-groupe e~** (qui peuvent étre déduites de
I'expression du noyau de la chaleur h; donnée en (1.1)). O
Démonstration: (Proposition)

Notons u; pour e *2 f. L’égalité (2.18) implique

IVl S [ N ot d

= [ a7 [0+ D)) )] do

<(/ [ut(w)lm da:)% (1@ + a)uf@)* o)’

ou la derniere ligne est une conséquence de l'inégalité de Holder (et du fait que (0, +
— 2
I

=

A)[uf](xz) > 0 pour tout = € T', ¢t > 0). On choisit p’ tel que ﬂ = 1. On a alors p/
zl—getp:ffq. D’ou

IVl Gay S Tl fed ([ 00+ D))z )" (219)
Il nous reste a estimer [ (0; + A)[uf](z)dx. Comme (0, + A)[uf] > 0, il vient

/E (0 + A)ul(2)da < /R (0 + Auf(x)dz

:/ Oui(x)dx

—q/ ui” () Opuy () d.
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Précisons que la deuxieme ligne provient du fait que [, Ahdzr = 0 des lors que Ah est
intégrable, ce qui est le cas car h = uf € S(R?) dés lors que t > 0. Ceci nous donne, en
utilisant l'inégalité de Holder,

0t Ayt @)da < [lulfa |0l (2.20)

La combinaison de (2.19) et (2.20) conclut la preuve de la proposition. O

Un pseudo-gradient N, a été utilisé pour montrer la continuité L? (¢ € (1, 2]) des fonc-
tionnelles de Littlewood-Paley verticales dans des contextes différents du cadre euclidien (
cf [CDLO03], [Dun08] ou encore le Théoréeme 2.2.8 de ce mémoire). Dans [CDL03, Theorem
1.2], Coulhon, Duong et Li ont montré la continuité de gy (cas des variété riemanniennes).
Dungey ([Dun08, Theorem 1.1]) a quant a lui prouvé la continuité L9, ¢ € (1,2], de la
fonctionnelle gy (faisant intervenir le semi-groupe engendré par le laplacien discret) dans
le cas des graphes. Le Théoreme 2.2.8 prouvé dans ce mémoire énonce la continuité de la
fonctionnelle g¢ lorsque I'espace est un graphe.

Pour montrer le Théoreme 2.2.8, nous avons utilisé le pseudo-gradient suivant
No(u) = wy [0y + A (uf) (2.21)

ot u; = P'f et Oy = vipq — vy
La principale difficulté revient alors & montrer la majoration de |V, |* par N,(u;), ou
plus exactement la majoration

[Vuy(2)[* S D7 No(u)(y)- (2.22)

y~z

Chaque discrétisation (en temps et en espace) apporte une difficulté supplémentaire,
traitée grace a la formule de Taylor avec reste intégral et un argument de convexité.

Comme corollaire, nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 2.8.5. Soit (I', i) un graphe. Alors pour tout q € (1,2], il existe C > 0 tel
que pour tout E, F C T et toute fonction positive f € L*(I") a support dans F, on a

1—-4

1 a=1
IV P fllzamy < CUP* el IAPFIZIPFIE ve>o0.
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Chapitre 3

Espaces de Hardy sur les graphes et
transformée de Riesz

Dans ce chapitre, nous allons présenter les résultats obtenus dans [Fenl4] et [Fenl5c]
(rappelés dans les chapitres C et D).

Contrairement aux deux articles que nous avons présentés de maniere différente, nous
allons ici rassembler les deux approches que nous avons développées sur les espaces de
Hardy. A cause de cela, nous allons énoncer des résultats plus généraux que ceux de
[Fen14], mais les preuves de [Fenl4] s’adaptent sans aucune difficulté.

Nous donnons dans ce chapitre la version discréte de résultats dans [AMRO8] et
[HLM™*11].

3.1 Quasidistances

On définit d’abord la notion de quasidistance sur un graphe.

Définition 3.1.1. Une quasidistance sur le graphe (T, p) est une application p : T? — N
vérifiant :

(i) la propriété de symétrie : pour tous x,y € I', p(x,y) = p(y, x),
(7i) la propriété de séparation des points : p(x,y) =0 x =y,
(7ii) pour tous x,y € I' tels que x ~y, x £y, on a p(x,y) =1,

(iv) la quasi-inégalité triangulaire : il existe C' > 0 telle que pour tous z,y,z € ',
plz,y) < Clp(z, 2) + plz,y)]- (3.1)

La plus petite valeur C' pour laquelle (3.1) est vérifiée (qui existe bien) est nommée C,,.

On définit ensuite les boules B,(z, k) par

By(x, k) ={y €L, p(z,y) <k}

puis les poids V,(x, k) des boules B,(z, k) par

Vo(w k) = m(By(z. k) = > m(z).
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L’indexation par p va étre supprimée par la suite et ne sera rappelée que lorsque 1’'on
manipulera plusieurs quasidistances différentes.
On définit ensuite les anneaux C;(z, k) par

Cj(z, k) ={y €T, p(x,y) € [C,27k,C,27'k)}

si j € N* et Cy(z, k) par Co(x, k) ={y €T, p(z,y) <2C,k)}.
Dans ce contexte, on rappelle I'’hypothese de doublement :

Définition 3.1.2. Le graphe (I', i1, p) satisfait (DV,) si
Vo(x,2k) S V,(z, k) Ve e, Vk e N*. (DV,)

Remarque 3.1.3. La propriété de doublement implique, comme avec la distance usuelle,
lexistence de d € R tel que

V(z, \k) SAV (2, k) Vo eD,V\re N (3.2)
La borne inférieure des d vérifiant (3.2) est notée dy.

Remarque 3.1.4. Dans ces espaces mesurés (I', i, p), la fonction mazimale de Hardy-
Littlewood est toujours continue sur LP(T') et de type (1,1) faible ([CW77, Theorem 3.5]).
De plus, nous conservons un lemme de recouvrement “M.r” (oi la constante M wvaut
5 lorsque C, = 1) ([CW77, Theorem 3.1]) et la décomposition de Whitney ([CW77,
Theorem 3.2], voir aussi [MMMM13, Theorem 4.21]).

3.2 Espaces de tentes

Les espaces de tentes sont des espaces de fonctions définies sur X x R, ou I'espace
métrique mesuré X représente “l'espace” et R est “le temps”. Ces espaces sont en par-
ticulier bien adaptés a I’étude, par exemple, de fonctions maximales et de fonctionnelles
quadratiques. Ainsi (voir paragraphe 1.2.1), ils apparaissent naturellement pour 1’étude
des espaces de Hardy.

Les espaces de tentes dans le cadre euclidien X = R ont été introduits et étudiés
par Coifman, Meyer et Stein dans [CMS85]. Néanmoins, les méthodes employées dans
[CMS85] peuvent étre généralisées au cadre des espaces de type homogene (cf [Rus07]).

Dans ce paragraphe, nous présentons les espaces de tentes sur les graphes (I, i, p).
Nous allons aussi énoncer le résultat sur la décomposition atomique de ces espaces établi
par l'auteur dans [Fenlbc|. Les différences par rapport & [Rus07] sont que la droite du
“temps” est discrétisée et devient N* et que l'on considere une quasidistance et non plus
une distance.

Définition 3.2.1. On introduit les sous-ensembles de I' x N* suivants. Six € T,

A() == {(y.k) € T x N', play) < k}

est le cone de sommet x.
Si FCT,
R(F)= U () ={(y,k) e T x N*, p(y, E) < k},

zeF
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et st O CT,
T(0) ={(y,k) e ' x N, p(y,0°) > k}.

On définit ensuite les fonctionnelles A et C envoyant des fonctions sur I' x N* vers des
fonctions sur I' par

1
2

m(y) 2
Af(x) = ( | f(y, k)] )
(y,k)ZE“f(:v) kV (2, k) !

et

2

¢ () = sup (ﬁ > Wy W)

veB (y,k)ET(B)

Pour tout p € [1,400), Uespace de tentes TP(I") est l’espace des fonctions f sur I' x N*
telles que Af € LP(T"). De plus, l’espace de tentes T (I") est l’espace des fonctions [ sur
I' x N* telles que Cf € L>®(T'). L’espace TP(T') est muni de la norme ||f||z» = ||Af|| e
(ou [[fllzee = [[Cf |z lorsque p = o0).

Remarque 3.2.2. Nous avons [’égalité des ensembles suivante
R(O°) = (T(0))".
Définition 3.2.3. Une fonction a définie sur I' x N* est un T'-atome s’il existe une

boule B C I' telle que

(i) a est a support dans T (B),

@ 3 b < g

(y,k)ET(B)

Lemme 3.2.4. II existe une constante C > 0 telle que, pour tout T*-atome a, on a
HaHT1 S C.

Nous avons alors la dualité des espaces TH(T') et T°°(T"), ainsi que la décomposition
atomique de Pespace T*(T).

Théoréme 3.2.5. (i) L’inégalité suivante est vérifice dés lors que f € TH(T) et g €
T>(T) :

S 9y kgl K S Y AF@CF @),

(y,k)el xN* xel

(ii) Le crochet de dualité

(f.o)= > @f(y, k)g(y, k)

(y,k) €T X N*

définit un isomorphisme entre T(T) et (T*(T))*.

(iii) Chagque fonction f € TY(T') peut étre écrite comme f = 3 N\ja; ot les a; sont des
T'-atomes, A\; € R et - [Nj| S| f |-

(iv) De plus, si f € TYT)NT?(T), la décomposition atomique peut étre choisie conver-
gente dans T?(T).
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3.3 1-formes différentielles sur les graphes

On définit pour tout = € T, l'ensemble T, = {(z,y) € T'?, y ~ z} qui joue le role de
I’espace tangent a I' en x et puis,

Tr=J T, ={(z,y) €eT* y ~a}.

zell

En particulier, Tt va étre pour nous le fibré tangent de I'.

Définition 3.3.1. Si x € ', on définit, pour toute fonction F, définie sur T, la norme

Bl = (5 S ot nm)I R

y~x
De plus, la fonction F: Ty — R appartient LP(1Tt) si
(i) F est antisymétrique, c’est-a-dire F(x,y) = —F(y,x) pour tout x ~ vy,
(i) | F oy = Nz = [F (@, )|zl o) < +oo.
L’espace de Hilbert L*(Tv) est muni du produit scalaire {,) défini comme
1
z,yel

Remarque 3.3.2. Une fonction antisymétrique sur T sera appelée une 1-forme diffé-
rentielle, ou forme différentielle d’ordre 1.

Définition 3.3.3. Soient f et F' deux fonctions sur respectivement I' et Tt . On définit
les opérateurs d (envoyant les fonctions sur les 1-formes) et d* (envoyant les 1-formes
sur les fonctions) par

df (z,y) == f(z) = fly) ~ V(x,y) €Tr
et
dF(z) =Y plz,y)F(z,y)m(y) Ve el

y~z

Remarque 3.3.4. On vérifie facilement que d*d = A et |df (x,.)|r, = Vf(x). En parti-
culier, la norme (ou longueur) de d est égal a la longueur du gradient V. Nous appellerons
Popérateur d la différentielle.

Comme suggéré par la notation, d* est I’adjoint de d, c’est-a-dire
Proposition 3.3.5. Pour tout f € L*(T") et G € L*(Ty), on a
<df7 G>L2(Tr‘) == <f, d*G>L2(F) . (3.3)

Nous introduisons & présent un sous-espace de L*(Tt), appelé H?*(Tr), défini comme
'adhérence dans L*(Tt) de

EX(Ty) = {F € L*(Ty), 3f € LX(T) : F = df}. (3.4)

Remarquons que dA™'d* = [ dp2(1yy- L'opérateur dA~'d* peut donc étre étendu en un
opérateur borné sur H?(1r) et

AT = Td g2y (3.5)

Plus précisément, nous avons le résultat suivant

46



Proposition 3.3.6. Pour tout p € [1,+o0], lopérateur d* est continu de LP(Tv) dans
LP(T).

La transformée de Riesz dA™2 est une isométrie de L2(T') dans H2(Ty), et son adjoint
A3d* est donc une isométrie de H*(Ty) dans L2(T).

3.4 Estimations de Gaffney et leurs conséquences

Les estimations de Gaffney sont des estimations L?-L? (ou plus généralement LP-LP)
hors diagonale, c’est-a-dire que si f est a support dans F, la norme L?(E) de P'f décroit
avec un facteur exponentiel en p(E, F). Plus précisément :

Définition 3.4.1. On dit que (I', 1, p) satisfait les estimations de Gaffney (GUE,) s’il
existe Cyc > 0 et n € (0,1] tels que pour tous ensembles E, F C T' et toute fonction f,
on a

P < Comp (¢ 252 Yt weewe. (oup,)

Remarque 3.4.2. Sip = d?, alors (T, p, d?) satisfait (GUEy ) dés lors que (T, ) satisfait
(LB) ou (LDV) (c¢f [CGZ05]).

Si (T, , p) vérifie (UE,) (cf paragraphe 3.5), alors il vérifie (GUE,).

Enfin notons que si p1 S p2, alors (GUE,,) implique (GUE,, ).

Les estimations de Gaffney sur (P*)pen- se “transmettent” alors & d’autres familles
d’opérateurs, comme en particulier la résolvante (cf [Fenl4, Proposition 2.6].

Proposition 3.4.3. Supposons que le graphe (I', i1, p) vérifie (GUE,) et (LB). Alors
1. pour tout j € N*, il existe c; > 0 tel que pour tous £, FF C T,

AP P 7 S o0 (= |52 Vsl e

2. pour tout m € N, il existe c,, > 0 tel que pour tous E, F C T,

(I + s2) ™[ 1]l 20y S exp (—cm [’J(”‘; y)] ) Ifle  VseR:,

et

117 = (T s8) )" A gy S exo (—cm [p(f; ”] ) Ifle Vs € RS,

3. pour tout m € N, il existe ¢,, > 0 tel que pour tous £, F C T,

2D ),

pour tout m-uplet (ki, ... kpy) € (N tel que k1 < - <k, < 2ky.

11— PM) . (1 = Po) (1] ey < exp (—cm
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Précisons que l'exposant n apparaissant dans les estimations de cette proposition est le
méme que celui apparaissant dans (GUE,).

En combinant la Proposition 2.8.5 avec les méthodes utilisées pour montrer la propo-
sition précédente, on obtient (cf [Fenl4, Corollary 2.11]) :

Proposition 3.4.4. Soit (I', i1, p) un graphe vérifiant (GUE,) et (LB), et p € (1,2).
Alors

(1) pour tout j € N*, il existe c,; > 0 tel que pour tous E, F' C T,

HV(kA)]Pkil[f]lF]HLP(E) < exp <—cp7j [p( l{;y)] ) I f e Vk € N*,

(i1) pour tout m € N*, il existe c,, > 0 tel que pour tous E,F C T et tout s >0

m—1 m— 1 _m px7y g
s 3TAm T + s)3 [fﬂF1|rm<E>5exp(—cp,m[<S ) )HfHLp-

Dans le cas particulier o p = d?, alors les estimations de cette proposition sont aussi
vraies pour p = 2.

3.5 Estimations ponctuelles supérieures

Pour avoir plus de propriétés sur nos espaces de Hardy, nous allons parfois avoir besoin
de supposer des estimations ponctuelles sur le noyau de Markov.

Définition 3.5.1. On dit que (I', i, p) satisfait les estimations ponctuelles (UE,) s’il
existe C,c > 0 et n € (0,1] tels que pour toute fonction f, on a

n
M] ) VEe N, Vo,yel.  (UE,)

Py S Ve <'C l k

Comme dans le le chapitre précédent, les estimations (UE,) sont équivalentes, sous
(DVP)7 E\l

c p(z,y)]" .
< — .
pk_l(x’y)_\/(x,k) exp( c[ k: Vk e N*, Vx,y e T

Ces estimations ponctuelles permettent d’avoir des estimations ponctuelles sur les
différences “en temps” de pi(z,y).

Proposition 3.5.2. Soient (', j1, p) un graphe vérifiant (UE,) (DV,) et (LB), et j € N.
On rappelle que D(1) est l'opérateur agissant sur les suites par D(1)uy = g1 — uy.
Alors il existe deux constantes Cj,c; > 0 telles que

. C l‘, ! *
’D(l)ﬂpk,l(:c,y)‘ < mexp (—cj lp( k;y)] ) Vk € N*, Yo,y €T,

La valeur de n dans Uinégalité précédente est égale a celle apparaissant dans (UE,).
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3.6 Espaces BMO : définitions & résultats

Fixons zg € ' et définissons By = B(xg,1) = {x¢}. Pour € > 0 et M € N, pour toute
fonction ¢ € L*(T) telle que ¢ = AMp avec ¢ € L? A support fini, on définit

191l pgprc := sup 2V (2 Bo)2 Il 2, 0| € 10, +00].
j>
On définit ensuite
MY =g = AMyp e LX), 16 pgane < +o0} .
Définition 3.6.1. Pour tout M € N, on définit les espaces de “distributions”

En = M"Y’
e>0
et
Far = (V(Mg")".
e>0
Proposition 3.6.2. Soient M € N, s € N* et (s1,...,sy) € [s,2s]".
Soit ¢ € L*(B) pour une boule B C T'. Alors les fonctions (I — P*') ... (I — P*M)yp et
(I — (I+sA)"YMp sont dans My™ pour tout e € (0, 400).
Soit f € Eny. Il existe e > 0 tel que f € (My")*. Alors on peut définir (I—P) ... (I—
P foet (I — (I 4 sA)")Mf comme des formes linéaires continues sur les fonctions
¢ € L*(T") a support fini par

(I =P (I =P fg) = (£.(I = P*) . (I = P)g) gy

et
(T = (T +s8) ™M f,0) = (£,(T = (T +s8))Mp)

Définition 3.6.3. Soient M € N et f € &y.
On dit que f appartient @ BMOpgyzy (L) si

(M(])M,e)*7MéVI,e .

||f||BMOBZ1,M

1
2

= sup (V(alt, ) Z (I =P)... (- PSM)JC(ZJ)‘QT”(ZU)) (3.6)

seN*,
(81,-501)E[s,25]M,
zel

On dit que [ appartient @ BMOpgyzo (') si

1
2

: > |[1—(1+8A)1]Mf(y)\2m(y)) < oo (3.7)

Vx,s)

”fHBMOBZQ,]M ‘= sup (
seEN*,

B
el y€B(,s)

On a alors le résultat suivant :
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Théoréme 3.6.4. Soit (I', i1, p) vérifiant (GUE,), (DV,) et (LB). Soit M € N*.
Alors on a U'égalité des espaces BMOpzi (1)) = BMOpggzo (1) et leurs normes sont
équivalentes.

Remarque 3.6.5. Ce résultat peut étre vu comme l'analogue de [HLM" 11, Lemma
6.1] ou de [HM09, Lemma 8.1]. Il établit que les espaces BMO peuvent étre définis
de maniére équivalente en wutilisant la chaine de Markov P* (ou le semigroupe, dans
[HM09, HLM* 11]) et la résolvante.

On s’attendrait a avoir [’équivalence entre BMOpgyzo 0 (') et Uespace BMOpz1pis 01 (L)
des fonctions vérifiant

2

> U= PS)Mf(y)IQm(y)) < 4o00.

yeB(x,s)

1

”fHBMOBzun's,M = sselll\lg, (V(;L’, S)
zel

Néanmoins, nous ne savons pas si on a effectivement BMOpgzi (1) = BMOgzipis (1)
pour tout M € N*,

Notons que lorsque M € {0,1}, légalité BMOpz1 (I') = BMOpzipis (L) est immeé-
diate. Il est aussi possible de montrer cette égalité pour M = 2 en utilisant la relation

21 —a)(1-0)=(1—a)*+ (1 -0)*—(a—b)>.
De plus,

Théoréme 3.6.6. Soit (I', i1, p) vérifiant (GUE,), (DV,) et (LB). Soit M € N*.
Alors les espaces BMOpz y (L), initialement définis comme des sous-espaces de Ey,
sont en fait inclus dans Fyr, i.e.

BMOBZLM(F) - BMOBZLM(F) ﬂ .FM - BMOBZZM(F) - BMOBZQ,M(F) ﬂ .FM

Remarque 3.6.7. Ce résultat fait le lien entre [HLM*"11] ot l'espace BMO est défini
a partir de Fyy et [DY05b] o BMO est un sous ensemble d’un espace de distribution
assimilable a Eyy.

3.7 Espaces de Hardy de fonction définis par décom-
position moléculaire

On définit deux types de molécules, correspondant aux deux types d’espaces BMO
introduits dans le paragraphe précédent.

Définition 3.7.1. Soit M € N*. Quand ¢ € (0, +00), une fonction a € L*(T") est appelée
(BZy, M, €)-molécule s’il existe s € N*, un M-uplet (s1,...,sn) € [[s,2s]™, z € T et une
fonction b € L*(T') tels que

(i) a=(I—P%)... (I— P,

(i1) 1[bll 120,00y < 277V (w,275) 73, Vi > 0.

Une fonction a € L*(T') est appelée (BZy, M, o00)-molécule (ou (BZy, M)-atome) s’il

existe s € N*, un M-uplet (s1,...,sy) € [1, M]M, un sommet x € T et une fonction
b e L*(T') a support dans B(z,s) tels que

(i) a=(I—P%)... (I—Ps)b,
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y 1
(i) |16l 2 = bl L2 (Ba,s)) < V(2,5)7>.
On dit que la (BZy, M,€)-molécule a est associée a s, au M-uplet (sq,...,Sy) et au
sommet x quand on veut se Téférer aux s, (s1,...,Sy) et x donnés par la définition.

Le second type de molécules est défini a I'aide de la résolvante :

Définition 3.7.2. Soit M € N*. Lorsque € € (0, +00), une fonction a € L*(T') est appelée
(BZy, M, €)-molécule s’il existe s € N*, un sommet z € T' et une fonction b € L*(T) tels
que

(i) a=[I—(I+sA)~'Mp,

(i6) 1Bl 2(c ) < 27V (2, 275) 7%, ) 2 0.
Une fonction a € L*(T') est appelée (BZy, M,oc)-molécule (ou (BZy, M)-atome) s’il
existe s € N*, un sommet x € T et une fonction b € L*(T) da support dans B(z,s)
tels que

(i) a = [T — (I +sA)1]",

y _1
(i) [1bll> = [1bll 2@ <V (2,5)72.
On dit que la (BZy, M, €)-molécule a est associée a s et au sommet x quand on veut se
référer aux s et x donnés par la définition.

Comme conséquence de la Proposition 3.4.3, on a le résultat suivant

Proposition 3.7.3. Soit (I', i1, p) vérifiant (GUE,), (DV,) et (LB).
Si a est une molécule vérifiant la Définition 3.7.1 ou la Définition 3.7.2, alors ||a|| 1 S
1.

Définissons maintenant les espaces de Hardy associés a ces molécules.

Définition 3.7.4. Soient M € N* et k € {1, 2}.

Soit € € (0, +00]. On dit que f appartient & Hy,, () si f admet une (BZ,, M, €)-
représentation moléculaire, c’est-a-dire s’il existe une suite (N\;)ien € (' et une suite
(a;)ien de (BZ,;, M, €)-molécules telles que

1=0

ot la série converge simplement (point par point). L’espace est muni de la norme

(!

BZk,M,e

= inf {Z Al Y- Njaj, est une (BZ,, M, €)-repr. mol. de f} :

j=0 =0
Proposition 3.7.5. Soit M € N*, k € {1,2} et € € (0,400]. Alors l'espace Hpy, ()
est complet. De plus, Hp,. \ (T') € LY(T).

Démonstration: L’injection Hpy,, () C LY(T') est une conséquence immédiate de la
Proposition 3.9.2, qui montre que, si f € Hpy, 5 (), la série (3.8) converge dans L'(T"),
et donc converge vers f dans L'(T'). De plus, espace Hpy, 5 (') est complet s'il a la
propriété

oo [e.e]

> ||fj||H1BZm,]M,s < +00 =Y f; converge dans Hpy, 5 (T).

=0 =0
Ceci est dans notre cas aussi une conséquence de ||al[z1 < 1 dés que a est une molécule.

0
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Remarque 3.7.6. Les molécules “BZ, " sont des molécules au sens de Bernicot et Zhao
(cf [BZ08], et donc nos espaces de Hardy sont des espaces de Hardy au sens de Bernicot
et Zhao.

Remarquons que la définition des molécules est légerement différente de celle trou-
vée dans [AMROS], [HM09] ou [HLM" 11]. Nous reviendrons sur nos choiz et ferons la
comparaison avec les autres molécules dans le paragraphe 3.12.

Les espaces de Hardy introduits ici sont les préduaux des espaces BMO introduits au
paragraphe précédent.

Théoréme 3.7.7. Soit (I', 1, p) vérifiant (GUE,), (DV,) et (LB). Soient M € N*, k €
{1,2} et e € (0,400].

Alors Uespace dual de Hpy, (T') est BMOpz1,0(T) = BMOpzom(T).

Par conséquent Uespace Hyy,, 1 (I') ne dépend ni de € ni de r. On écrira Hy 1 (T)
pour désigner l'un de ces espaces.

Si on suppose les estimations ponctuelles, on a alors le résultat supplémentaire sui-
vant :

Théoréme 3.7.8. Soit (I', i1, p) vérifiant (UE,), (DV,) et (LB).
Si un opérateur sous-linéaire T est continu de H),, \,(T') dans L'(T') et sur L*(T),
alors il s’étend en un opérateur continu sur LP(I') pour tout p € (1,2).

Démonstration: C’est une application du Theorem 5.3 dans [BZ08| pour l'espace de
Hardy HéZl,M,oo(F)' O

3.8 Espaces de Hardy de fonctions définis a ’aide de
fonctionnelles quadratiques

Définition 3.8.1. On définit, pour 8 > 0, les fonctionnelles quadratiques Lg sur L*(T)
par

2

kj2571
V(x, k)

Lsf(z) = ( >

(y,k)ev ()

ot on rappelle que y(x) = {(y, k) € ' x N*, p(z,y) < k}.

|APPELF (y)\Qm(y))

Remarque 3.8.2. Cette fonctionnelle est une version non tangentielle de gs. Plus pré-

cisément, on obtient gg lorsque l’on remplace (dans Lg) pour chaque x € ' et k € N* la
moyenne de |APPF=1f|? sur B(x, k) par la valeur de |APP*1f|? en x.

Définition 3.8.3. L’espace Ej,.q5(T) est défini par

Epaap(T) = {f € LX), | Lsf |l < +oo}.

1l est muni de la norme

[, = Eaf o

Remarque 3.8.4. Notons que ||f||x s est une norme parce que le noyau de A est
quad,

wad,3

réduit a {0} (et ceci parce que l'ensemble I est infini par hypothése). Donc, si k > [ est
un entier et f € L*(T') est telle que AP f =0, alors A¥f = AFBAPf =0, et ainsi f = 0.
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Remarque 3.8.5. L’espace E;uadﬁ(lﬂ) peut étre défini de la maniére équivalente suivante

Ehyaas(D) = {1 € LAD), (RAPPY), e T'(D)}

avec la norme ||flln = [|[[KAPP*1f||r1. On a aussi

Epaap(D) = {f € LX), 3g e TXO)NT'(T) : f =m5(g)}

avec la norme || f|| g s
quad,

de T? dans L*. La méthode est d’établir une formule reproduisante de Calderén ; puis
définir ms telle que ws([kA]PPE1f) = f.

= inf{||g||71, f =75 (g)} et ou w5 est une application continue

Théoréme 3.8.6. Soit (I', i1, p) un graphe satisfaisant (GUE,), (DV,) et (LB).
Pour tout § > 0, la complétion de E}, ., 5(I") dans L'(T') existe. Elle sera notée

quuad,ﬂ (F) :

Remarque 3.8.7. La complétion d’un espace vectoriel normé existe toujours en tant
qu’espace métrique. La conclusion du Théoréme 3.8.6 (qui est une version discréte du
cas p =1 de [AMM, Theorem 1.1]) est que cette complétion (qui a priori est un espace
métrique abstrait) peut étre identifiée a un sous-espace de L*(T).
1l faut noter que, de facon générale, il peut arriver que, si X est un sous-espace d’un espace
de Banach'Y tel que ['injection de X dans Y est continue, il n’existe pas de complétion
de X dans Y. Soit en effet Y un espace de Banach de dimension infinie, muni d’une
norme N. On définit X comme ['espace Y muni de la norme Ny(y) == N(y) + |f(v)|
pour tout y € Y, ou f est une forme linéaire non continue sur Y. On suppose que X
est une complétion de X dans Y. Cela signifie que X — X <Y, X est dense dans
HyHX = [yl y, pour tout y € X et X est complet pour la norme ||- |- Cela entraine

que X = X =Y comme ensembles, et lyllg = Ni(y) pour tout y € X. Ainsi, Y serait
complet pour la norme Ny.

L’application y — y est un isomorphisme continu de (Y, Ny) sur (Y,N) et (Y,N) et
(Y, N1) sont complets. D’apres le théoréme de lapplication ouverte, la réciproque est
continue, ce qui signifie que N < N, donc |f(y)| < N(y) pour tout y € Y, ce qui
est impossible.

3.9 Espaces de Hardy de 1-formes différentielles

Dans ce paragraphe, nous définissons des espaces de Hardy de 1-formes différentielles,
a I'aide de molécules d’une part et de fonctionnelles quadratiques d’autre part.

Définition 3.9.1. Soient M € N* et e € (0,+00). Une 1-forme a € L*(Ty) est appelée
une (M — %,e)-molécule sl existe un sommet x € I', un entier s € N* et une fonction
b e LA(T) tels que

(i) a= sM—%dAMfl(] + sA) My ;
(i1) 1|bll L2y (s < 277V (2,275)~ 2 pour tout j > 0.

Comme conséquence de la Proposition 3.4.4, on a le résultat suivant :
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Proposition 3.9.2. Soit (I', i1, p) vérifiant (GUE,), (DV,) et (LB).
Si a est une molécule vérifiant la Définition 3.9.1, alors ||a||pr S 1.

Les espaces de Hardy de 1-formes associés a ces molécules sont alors :

Définition 3.9.3. Soit M € N*.
Soit € € (0, +00). On dit que f appartient a Hrlnol,Mf%,e(TF) si f admet une (M — %, €)-

représentation moléculaire, c’est-a-dire s’il existe une suite (\;);en dans (*(N) et une suite

(a;)ien de (M — 3, €)-molécules telles que

1=0

ot la série converge simplement. L’espace est muni de la norme
(o] o0 1
HfHH}W’Me = inf {Z IAj1, Z)\jaj, est une (M — 5,6)—7‘6})’/’. mol. de f} .
7=0 7=0
On a de méme

Proposition 3.9.4. Soit M € N* ete € (0,+00). Alors Uespace H, 1 .(Tr) est complet.
De plus, Hrlnol,M,e<TF> C LY(Tr).

Passons maintenant aux espaces définis par les fonctionnelles quadratiques. On rap-
pelle que H?(Tr) est défini comme I'adhérence de E?(Tr) dans L(Tr) (cf (3.4)).

Définition 3.9.5. L’espace E,,,q 5(Tr) est défini a partir de Ey,., 5(T') comme étant
1
By s(Tr) = {f € HA(Tp), A2d"f € By 5(D)}.

On le muni de la norme

1, 1
Flm, = Lo Fd s = A
Remarque 3.9.6. Remarquons que, si || F || e 0, on a A™V2d*F =0, et donc
quad,

AATVPAT2g F = 0,
ce qui impose, avec (3.5), que F =0 car F € H*(Ty).

Nous pouvons, comme pour les espaces de Hardy de fonctions, effectuer la complétion
dans L'(Tt).

Théoréme 3.9.7. Soit (I', i1, p) un graphe satisfaisant (GUE,), (DV,) et (LB).
Pour tout 8 > 0, la complétion de quuad,ﬂ(Tp) dans L*(Ty) ewiste. Elle sera notée

quuad,ﬂ (TF) :
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3.10 Liens entre les différents espaces de Hardy

Théoréme 3.10.1. Soit (I', i1, p) un graphe satisfaisant (GUE,), (DV,) et (LB). Soient
M e N* e € (0,+00) et > 0.

(a) Nous avons [’égalité (avec normes équivalentes) des espaces de Hardy suivante
Hrlnol,M<F) = H;uadﬁ(r)
des lors que M > %0.
(b) De plus, nous avons l’égalité des espaces de Hardy suivante
H;rwl,Mfé,e<TF) = quuad,ﬂ (TF)
do

o
(c) Enfin, si (I', pu, p) vérifie les estimations ponctuelles (UE,), alors on a

des lors que M — % >

H?%wl,M(P) - Hluad,ﬁ(r)

q

et
H;rwl,Mfé,e<TF) = quuad,ﬁ (TF)

pour tout M € N*,

On appelle H'(T') lespace H,,,q,(T) (resp. H'(T1) espace H;uad’% (Tr)). On utilisera

ces notations pour désigner n’importe quel espace égal & H(T') (resp. a H(Tt)).

Théoréme 3.10.2. Soit (I', 1, p) un graphe satisfaisant (GUE,), (DV,) et (LB). Alors
la transformée de Riesz dA™2 est continue de HY(T) dans H'(Ty). Par conséquent, la
transformée de Riesz VA™2 est continue de HY(I') dans L*(T).

Démonstration: Comme d*d = A, on a

_1 _1
[dA™ fllsryy = A7 £
—F s, = Il o)

|
) = [|[A72d"dA 2f||H§wd’1(F)

uad,l(

Ainsi, dA~3 est continue sur H'. O
Combiné avec le Théoreme 3.7.8, on a

Corollaire 3.10.3. Soit (I', i1, p) un graphe satisfaisant (UE,), (DV,) et (LB). Alors, la
transformée de Riesz VA™% est continue de LP(T') dans LP(T).

Remarque 3.10.4. Dans le cas ot p = d?, ce qui correspond au cas ot on a des esti-
mations gaussiennes ponctuelles supérieures sur le noyau p;, ce résultat est prouvé dans
[Rus00, Theorem 1]. Nous étendons donc la continuité LP, p € (1,2), des transformées
de Riesz au cas ou p; satisfait des estimations sous-gaussiennes. Nous obtenons ainsi une
version limite de [Chelj, Proposition 4.2/, qui donne la continuité LP (1 < p < 2) des
“quasi”-transformées de Riesz, i.e. les opérateurs VA™" avec 3 € (0, %), en supposant
seulement la propriété de doublement local.
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3.11 Meéthode

Réécrivons le théoreme de continuité LP pour les opérateurs de Calderén-Zygmund
sans noyau de Blunck et Kunstmann (vu au paragraphe 2.6) avec les notations du présent
chapitre.

Théoréme 3.11.1. Supposons que I' satisfasse la propriété de doublement (DV,) et
prenons T un opérateur sous-linéaire continu sur L*(T).
Pour chaque entier k € N*, soit Ay un opérateur linéaire agissant sur L*(T).
Supposons encore que pour tout j € N, il existe o(j) > 0 tel que, pour toul entier
k € N*, tout sommet x € T' et toute fonction f d support dans B(x, k), on ait

! 1
— = |[TUI-A < o i) 1
V(z, 27k 17°( )2y @y < SO(J)V(% B /1|21 (3.10)
pour tout j € N* et
e 14 < o) Il (3.11)
V(:L’,ij;)% kL2 (k) = PU Vi B I )

pour tout j € N.
Si Y p(j)27 < 400, avec un d vérifiant (2.7), alors T est de type (1,1) faible, et
i>1
done continu sur LP(T) pour tout p € (1,2].

Bernicot et Zhao ont montré la variante suivante ([BZ08, Theorem 5.11]) :

Théoréme 3.11.2. Supposons que I' satisfasse la propriété de doublement (DV) et pre-
nons T un opérateur sous-linéaire continu sur L*(T).
Pour chaque entier k € N*, soit Ay un opérateur linéaire agissant sur L*(T).
Supposons encore que pour tout j € N, il existe o(j) > 0 tel que, pour toul entier
k € N*, tout sommet x € ' et toute fonction f da support dans B(x, k), on ait

1 1
— |[T(I - A < ) ——— 12
V(:L’,ij)% || ( k)f”m(cj(B)) = SD(])V@’ /{:)% ||f||L2 (3 )
pour tout j € N* et
A < o) I (3.13)
V(x, 2]%)% kL2 o)) = PV V(z, k) Lt .

pour tout j > N.
Si > p(5)2°" < +o0, avec un d vérifiant (2.7), alors T est continu sur LP(T) pour
Jj=1
tout p € (1,2].

Dans notre cas I — Ay, = [[ — (I +kA)" M (vesp. [ — Ay, = [I — P¥]™). A I'aide de ces
familles d’opérateurs, nous avons construit des espaces de Hardy a 'aide de molécules
comme dans [BZ08], que nous avons appelés Hy,,(I') (resp. H},,(T)). Dans [Fenl4] et
[Fenl15c¢], nous avons utilisé les estimations de Gaffney pour en déduire les estimations
L*-L? hors diagonale (3.12) pour les fonctionnelles Lg. Ces estimations sont le principal
argument pour montrer que Hp, (I') C Hy,,q5(), 5k € {1,2}.
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L’injection H, ;uadﬁ(lﬂ) C Hpy,o(T) se montre en utilisant la décomposition atomique
des espaces de tentes. Néanmoins, on ne peut pas adapter simplement cette méthode
pour avoir Hy,,,5(I') € Hpy (L), Pour montrer I'égalité des deux espaces Hpy, (T') et
HY,,(T), sachant que H},,(T') < Hpg,o(T), il suffit de prouver I'égalité des duaux. Pour
cela, on prouve et on utilise un résultat dans l'esprit de [DY05b, Proposition 2.6].

On définit I'espace Hy,,q 5 de 1-formes de sorte que la transformée de Riesz dA~3 soit
une isométrie de Hy, ., 5(I') dans Hy,,q 5(T7).

On peut procéder similairement au cas des espaces de fonctions pour montrer 1’égalité
des espaces de Hardy de 1-formes différentielles Hp,o(Tr) = Hy,oq5(11), ce qui nous

q
permet en particulier d’obtenir 'inclusion H,,q 5(1t) C L'(1t). La transformée de Riesz

dA~% est alors continue de H*(T') dans L'(T}), et par conséquent VA~ est continue de
HYT) dans LY(T).

L’argument qui nous permet de déduire la continuité L*(T") de la continuité H'-L! de
la transformée de Riesz est le Théoreme 3.7.8. Ce dernier, c’est-a-dire qu’'un opérateur
sous-linéaire continu de Hp ) 5, (') dans LNI) et sur L*(T') est aussi continu sur LP(T")
pour tout p € (1,2), peut étre montré en supposant une estimation semblable & (3.13),
nécessaire pour appliquer le Théoreme 5.3 de [BZ08].

3.12 Discussion sur les molécules

Dans ce paragraphe, on considere un graphe (I', 11, p) satisfaisant (GUE,), (DV,) et
(LB).

Si on avait déduit la définition des molécules (pour les espaces de fonctions) en adap-
tant [AMRO8, HM09, HLM"11], on aurait eu :

Définition 3.12.1. Soit M € N* et € € (0,+00). Une fonction a € L*(T) est appelée
une (HM, M, €)-molécule* s’il existe un sommet x € T', un entier s € N* et une fonction
b e LA(T) tels que

(i) a = [sA]Mb,

(i) A bl 2y we) < 27V, 205) 72, Vj € N¥, Wk € [0, M].

L’espace Hippyar (D) est ensuite défini de la méme fagon que Hyy, 5 (T).

En utilisant les méthodes employées dans [HLM™11] et [Fen14] (et [Fenl5¢c]), on peut
prouver que si M > %0 (ousi M € N* si on suppose la condition plus forte (UE,)), il y a
égalité entre les espaces Hipyyar (D) et Hy,oqy (I') = H'(T). Par conséquent, cette autre
définition est équivalente a la notre.

Cependant, en utilisant notre définition des molécules, on explicite les espaces pré-
duaux de tous les espaces BMO que I'on introduits. Ainsi les opérateurs (I — P*)M et
(I — (I +sA)~)M apparaissent a la fois dans la définition des espaces BMO et la défi-
nition des espaces de Hardy H] ,. De plus, donner une définition dans I'esprit 3.12.1 des
molécules pour les espaces de Hardy de 1-formes n’est pas clair.

Des espaces de Hardy ont déja été introduits sur les graphes par Bui et Duong (cf
[BD14]) de la maniere suivante :

1. La notation HM fait référence a 'article [HM09] de Hofmann et Mayboroda.
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Définition 3.12.2. Soit M € N* et € € (0,+00). Une fonction a € L*(T') est appelée
une (BD, M, €)-molécule s’il existe une boule B de rayon r (pour la distance d) et une
fonction b € L*(T') telles que

(i) a = [rA]Mb,
(ii) |[[rA1*bll 2(cy ) < 279Va(2B)72, ¥j € N¥, Wk € [0, M].
L’espace Hyp y (T') est ensuite défini de la méme fagon que Hpy, o (T).

Les résultats de [BD14] supposent toujours 'estimation (UEg2) ou d est la distance
classique définie au paragraphe 2.1. Sous cette estimation, la Définition 3.12.1 devient :

Définition 3.12.3. Soit M € N* et € € (0,+00). Une fonction a € L*(T) est appelée
une (HM, M, e)-molécule s’il existe une boule B de rayon r (pour la distance d) et une
fonction b € L*(T') telles que

(i) a = [r*AJMD,
(i6) 7 AFB] ey my) < 29Va(2B) 4, Vj € N*, Vi € [0, M].
L’espace Hippy oy (D) est ensuite défini de la méme fagon que Hyy, 5 (T).
et differe donc de la Définition 3.12.2 car on a remplacé r par r? dans les conditions (i)

et (ii). Les espaces Hyp 5 (') sont donc seulement inclus dans les espaces Hi s 7. (1)
et nous ne savons pas si I'inclusion

HllfM,M,e(F) C H}%D,M,e(r)

est vraie.
On rappelle que I'équivalence des différentes définitions des espaces de Hardy dans [Fen14]
sont valables sans aucune hypothese de majoration ponctuelle pour les itérées du noyau

de P.
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Chapitre 4

Espaces de Besov sur les groupes de
Lie

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats obtenus dans 'article [Fen15a] (rappelé
dans le chapitre E). Nous commencerons par donner les définitions utiles sur les groupes
de Lie unimodulaires. Ensuite, nous énoncerons une définition des espaces de Besov sur
les groupes de Lie et nous donnerons des définitions équivalentes et des résultats d’in-
terpolation. Puis, nous présenterons deux approches pour montrer la propriété d’algebre
des espaces de Besov : la premiere en utilisant des fonctionnelles “de Strichartz” utilisant
des différences de fonctions et la seconde utilisant des paraproduits.

On utilisera la notation suivante : si n € N, on définit Z, := U {1,..., k:}l. Puis si
<o
I =(iy,...,i,) € Lo, la longueur de I, notée |I| désignera U'entier n.

4.1 Estimations sur le noyau de la chaleur

Dans tout ce chapitre, G sera un groupe de Lie réel connexe unimodulaire. Nous
reprenons les notations du paragraphe 1.3.2 du chapitre 1.

Grace a l'invariance a gauche de A et a 'hypoellipticité de 9, + A, 'opérateur de la
chaleur H; a un noyau de convolution C*°(G), que 'on appellera h;, vérifiant, pour tout
t >0 et tout x € G,

Hif @) = | mly™0)f()dy = [ hu()f(ey)dy

ou la seconde égalité est due a la symétrie de h;. Nous avons les estimations suivantes
sur le noyau h; (cf [VSCC92, Chapter V, Theorems V.4.2 et V.4.3]) :

Proposition 4.1.1. Pour tout I € I, il existe Cyr,c; > 0 telles que pour tout v € G et
tout t € (0,1], on a

2
| Xrhe(z)| < #exp <—clﬂ> :
t2V(Vi) t

Nous en déduisons le résultat suivant (cf [Fenlbal) :

Proposition 4.1.2. Pour tout p € [1,+00|, tout I € Z(N) et tout t € (0,1), on a

_
IXiHifll, < Crit = |[fll, VS € LP(G).
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Remarque 4.1.3. Soit m € N. On en déduit en particulier que ||(tA)"Hf||, < C, pour
tous t € (0,1) et p € [1,4+00]. Dans le cas p € (1,4+00), ce résultat est une conséquence
de Uanalyticité de A sur LP(G), donnant méme que

(A" Hyf]|, < Chy  VE> 0.

4.2 Deéfinition des espaces de Besov

Nous avons introduit dans [Fen15a] la définition des espaces de Besov. Pour cela, nous
définissons d’abord 1'espace des fonctions C'*° a décroissance rapide.

Définition 4.2.1. On définit l’espace de Schwartz S(G) comme 'espace des fonctions
p € C®(G) pour lesquelles toutes les semi-normes

Ne1(p) = sup €C|m||X](p(ZL‘)| ceN, I el (4.1)

zeG

sont finies.
L’espace §'(G) est ensuite défini comme étant le dual de S(G).

Remarque 4.2.2. Relevons que nous avons les inclusions continues S(G) C LP(G) pour
n’importe quel p € [1,400]. Par conséquent, pour tout p € [1,4+00], LP(G) C §'(G).

Remarque 4.2.3. Le facteur e“*l dans lexpression des semi-normes précédentes est di
au fait que l'on considére des groupes a croissance au plus exponentielle et permet de
garantir Uinclusion de S(G) dans LP(G) pour tout 1 < p < +oo (la définition est donc
différente de celle de [FMVO06] ou seul le cas de la croissance polynomiale est considéré).

Remarque 4.2.4. Pour toutt > 0 et tout [ € T, X;hy € S(G). En effet, la Proposition
4.1.1 implique que X1hy € S(G) pourt € (0,1) et I € Z,. Le cast > 1 est di au fait que
S(G)*S(G) C S(G).

Remarque 4.2.5. La Remarque précédente nous donne que H; X;p € S(G) des que
t>0,¢0€S8G) etl €Iy Quand f € S'(G), alors pour tout t > 0 et tout I € I,
X1H,f est défini comme la distribution dans S'(G) donnée par

(XiHif, ¢) = ([, HiX1) Vo € S(G).
Nous avons prouvé la formule reproduisante de Calderén-Zygmund suivante :

Lemme 4.2.6. Soit m € N*. Pour tout ¢ € S(G) et tout f € S'(G), nous avons les
tdentités suivantes :

1 d =l
=—+ [ (tA)"H AkH
@ (m—l)!/< )" Hup— +Z 1
ot l'intégrale converge dans S(G), et par dualité
1 dt
= A)"H, f— AFH
f (m—l)!/<t VU Zk' f

ou l'intégrale converge dans S'(G).
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Définition 4.2.7. Soient a > 0 et p,q € [1,+00]. L'espace BYY(G) est défini comme
Uespace des distributions f € S'(G) vérifiant

[fllpze = AZf + [[Hy fllp < 400,

ol

! m—< m th é
APAf = (/0 (t 2 ||A Htpr) )

t

(avec la modification usuelle si ¢ = +00) et m est I'unique entier vérifiant § < m < §+1.

4.3 Normes équivalentes

Le résultat suivant donne des normes équivalentes a la norme B2? qui s’expriment
uniquement en termes de I'opérateur A et ne font pas intervenir explicitement les champs
de vecteurs X;. Sa preuve n’utilise que le fait que ||(tA)™H,f]|, < C,, pour tout ¢t € (0,1)
et p € [1,+o0].

Théoréme 4.3.1. Soient « > 0 et p,q € [1, +0o0].

alors les normes

1 o=
Sim > 5 est un entier et ty est un réel dans (0’1) sta=0

0,1) sia>0"
suivantes sont équivalentes a la norme de B24(G) :

t

(i) ( [ (2 jamm )’ @)E + 1 Hoo Sl

(i) |\ Hoo fl + (Z [2“’”‘%)||A’”wa||p}q) :

j<—1

2J+1

[ 1)

st on suppose la condition supplémentaire o > 0.

[ONDE

(iii) |[Hi flp + (Zl [Qj%

J<—

Remarque 4.3.2. Ici et dans la suite, “une norme N est équivalente a la norme de
BPA(G) 7 si et seulement si l'espace des distributions f € S'(G) telles que N(f) < +0o0
coincide avec BEY(G) et la norme N est équivalente d |[|-[| gpa.

Remarque 4.3.3. Le Lemme 4.2.6 nous donne la décomposition de Littlewood-Paley
suivante pour toute f € S'(G) :
f=9+ > f
j<—1

avec
m—1 1

9= I;O HAkHlf

et pour tout 7 < —1

2J+1

1 "
fj = (m_ 1)| /2]. (tA) Htf?
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On notera toutefois que la norme de f dans BYY(G) n'est pas définie comme

£l zze = llgll, + (Z [2j%!\fjllp}) , (4.2)

Jj<-1
et nous ne savons pas si | f| gra(q) est équivalente @ la norme donnée par (4.2).

Le prochain résultat est une autre caractérisation des espaces de Besov, utilisant
explicitement la famille de champs de vecteurs X.

Théoréme 4.3.4. Soient p,q, € [1,+00] et a > 0. Soit m > o un entier. Alors

||H%f||p+(z 277 o, s ||X1Htf||p]) (13)

j<—1 te[29,20+1] [I1<m

est une norme équivalente a celle de BY(G).

4.4 Plongement et interpolation

Le Théoreme 4.3.1 nous permet d’étendre aux groupes de Lie unimodulaires des ré-
sultats de plongement et d’interpolation pour les espaces de Besov dans RY.

Corollaire 4.4.1. Soient p,q,r € [1,+00] et a > 0.
Nous avons l'injection continue suivante

Bg(G) C BY'(G)

des que q < r.
Corollaire 4.4.2. Soient sg,s1 >0, 1 < po,p1,q0, 1 < 00 et € (0,1).
Définissons
s*=(1—0)sy+0s;
1 1-60 0
ol T
p Po p1
1 1-0 0
q- o T

Les espaces de Besov forment une échelle d’interpolation pour la méthode complexe,

c’est-a-dire, si So # S1,

(B, BE ™)) = B

4.5 Propriété d’algebre : approche par une fonction-
nelle aux différences finies

Lorsque a € (0, 1), on obtient une caractérisation supplémentaire des espaces B24(G)

a I'aide d'une fonctionnelle définie par différences de fonctions.
Pour toute fonction f sur G et tous x,y € G, définissons V, f(z) = f(zy) — f(z).

Considérons la fonctionnelle L24( f) définie pour toute fonction f sur G par

= (L () V?i/w)% '
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Théoréme 4.5.1. Soient p,q, € [1,+00] et a € (0,1). Alors, pour tout f € LP(G),

L)+ 1l = AL ) + 1 £l

Remarque 4.5.2. Lorsque G est a croissance polynomiale, le Théoréeme 4.5.1 est montré
dans [GS12, Proposition 3.1]. On a en fait, dans ce cas, une version homogéne de la
conclusion du théoréeme 4.5.1 :

APA(f) ~ ( [ <||V|;|J;||p>q szé D)%

pour toute f € C3°(G) (voir [SCI0, Théoréme 2]). Le théoréme 4.5.1 étend donc celui
de Gallagher et Sire au cas des groupes de Lie réel s connexes unimodulaires (donc a
croissance polynomiale ou exponentielle).

Du théoreme précédent, on déduit une reégle de Leibniz pour les espaces de Besov
BP4(@G) lorsque a € (0,1).

Théoréme 4.5.3. Soit a € (0,1). Nous avons la régle de Leibniz suivante.
St p1,pa, D3, Pa, P, q € [1,+00] sont tels que

1 1 1 1 1

pr P2 P33 pa P
alors pour tout f € BPY1(G) N LP3(G) et tout g € BP*1(G) N L2 (G), on a
1f9llsze S I szrallgllizes + [ N|zesllgll gzas.
Démonstration: D’abord, on remarque que
Vy(f - 9)(x) = glzy) - Vy f(2) + f(2) - Vyg(2).

La regle de Leibniz est ensuite la conséquence immédiate de I'inégalité de Holder et du
Théoreme 4.5.1. 0

4.6 Caractérisation récursive des espaces de Besov

Comme les espaces de Bessel, les espaces de Besov peuvent étre caractérisés récursi-
vement.

Théoréme 4.6.1. Soient p,q € [1,+00] et a > 0. Alors
fe B (G)<VYi, X;f € BYYG) et f € LP(G).
De plus,
1/ 1l 2o

a+1

k
~ [ fllze + D1 Xif e
i=1
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Remarque 4.6.2. Si G est nilpotent (donc da croissance polynomiale), une version du
théoréme 4.6.1 pour 1 < p < 400 est montrée dans [GS12, Proposition 4.1] pour les
espaces de Besov homogénes (la restriction sur p est due a lutilisation de la continuité
LP des transformées de Riesz dans la preuve de [GS12, Proposition 4.1]). La conclusion
du théoréme 4.6.1 (i.e. dans le cas des espaces de Besov inhomogénes) est montrée dans
[GS12, Paragraphe 3.2] quand G est a croissance polynomiale et 1 < p < +00. La conclu-
sion du théoreme 4.6.1, qui ne concerne que le cas des espaces de Besov inhomogeénes,
est valable pour tout groupe unimodulaire et pour tout p € [1,+o0].

Dans notre preuve du théoreme 4.6.1, nous estimons les termes faisant intervenir la
différentiation X; a l'aide de la Proposition 4.1.2, valide pour tout p € [1,+0o0].

Remarque 4.6.3. On pourrait espérer que la méthode utilisée dans [CRTNO1] pour dé-
duire la régle de Leibniz pour a > 1 du cas o € (0,1) dans le cas des espaces de Bessel
puisse étre adaptée. Cependant, nous n’avons pas réussi a montrer des inégalités multi-
plicatives appropriées entre les espaces LP et les espaces de Besov (similaires a [CRTNO1,
Proposition 31]). Par ailleurs, la proposition 3.4 de [GS12] énonce une régle de Leibniz
pour les espaces de Besov homogénes dans le cas ou G est a croissance polynomiale. Tou-
tefois, la preuve, qui utilise la caractérisation récursive des espaces de Besov inhomogene,
nous semble donner en fait l’estimation

1 9llsze S (Il Bpe + [ f1lze) (gl 2o + 19l o)

4.7 Propriété d’algebre : approche par les parapro-
duits

Nous allons utiliser des paraproduits faisant intervenir le semi-groupe H;, inspirés par
[Ber12]. Cependant, nous allons légerement modifier la définition trouvée dans [Berl2]
pour tenir compte du fait que la croissance du volume des boules de GG peut étre ex-
ponentielle, alors que les résultats de [Ber12] ne concernent que le cas ot le volume des
boules vérifie la propriété de doublement.

Pour tout ¢ > 0, on définit
i 1
—(tA)"H,
g k ty

et on observe que la dérivée de t — ¢;(A) est donnée par

b1
(m =1t

Le produit ponctuel de deux fonctions peut alors se décomposer comme une somme
de trois paraproduits.

H(8) = A H, = (),

Proposition 4.7.1. Soient p,q,r € [1,+00] avec + :=

LI(G).

+ - <1et(f,g9) € L’G) x

Q=

1
p
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On a lidentité

fg=1;(g) + y(f) + 1(f, g) = p1(A)[¢1(A)f - 61(A)g]  [dans §'(G).

0)= [ o)) -6 (2)5) T
/@ ()%

et
fg /@/)t ¢t( )]it

sont trois éléments de S'(G).
Nous avons les estimations suivantes sur les paraproduits dans les espaces de Besov.

Proposition 4.7.2. Soient o > 0 et p,p1, pa,q € [1, +00] tels que

1 1 1
—_ 4 — = —.
P1 P2 p

Alors pour tout f € BEV(G) et tout g € LP*(G), on a

Ay ()] S 1 lzrallgll e
Proposition 4.7.3. Soient a > 0 et p,p1, pa, p3,Pa, q € [1,+00] tels que
1 1 1 1 1

br P2 P3 Ps P
Alors, pour tout f € BPY(G) N LP3(Q) et tout g € BP*9(G) N LP2(G), on a

AZTICL, 9] S W llszrallgllre + 1 F Nl zes gl e

Nous en déduisons alors la régle de Leibniz pour les espaces de Besov B??(G) pour
tout a > 0.

Théoréme 4.7.4. Soient o > 0 et p, p1, P2, P3, P4, q € [1, +00] tels que

[
11 111

pr P2 Ps Pi D
Alors, pour tout f € BPY(G) N LP3(Q) et tout g € BP*9(G) N LP2(G), on a

1 9llsre S N1 gzrallglizre + 1f 1 zesllgll gpas-

La preuve de la Proposition 4.7.2 utilise principalement la Proposition 4.1.2. Pour la
Proposition 4.7.3, on utilise ’estimation
2m
IA™[f - glller S D sup sup || Xy, f- Xpgler,
k=0 |11|=k [I2|=2m—Fk

qui nous permet de conclure en utilisant, en plus de la Proposition 4.1.2, le Théoréeme
4.3.4 et l'interpolation donnée par le Corollaire 4.4.2.
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Remarque 4.7.5. Dans le cas de RY, les espaces de Besov homogénes Bg’q sont, en
général, des espaces de distributions définies modulo les polynomes (voir le paragraphe
1.3.1 dans le chapitre 1). Cette définition peut étre étendue au cas des groupes de Car-
not ([FM12]). Une autre définition possible des espaces de Besov homogénes consiste d
imposer une condition de limite nulle dans la décomposition de Littlewood Paley (voir
[GS12, Paragraph 2.2]). Toutefois, méme en adoptant ce point de vue, nous ne savons
pas montrer l'analogue des résultats énoncés dans le présent chapitre pour les espaces de
Besov homogenes dans le cas des groupes de Lie unimodulaires, car les preuves semblent
nécessiter des estimations ponctuelles de hy pour tout t > 0 qui ne sont pas vérifiées en
toute généralité. Notons que, dans [CRTNO1], les résultats pour des espaces de Bessel
homogénes sont obtenus uniquement dans le cas des groupes de Lie a croissance polyno-
miale.

Dans [BDY12], Bui, Duong et Yan construisent des espaces de Besov homogénes B2(X)
pour p,q € [1,+00], a € (—1,1) et X un espace métrique mesuré satisfaisant une condi-
tion de croissance polynomiale a l’infini. De plus, ils donnent les formules reproduisantes
de Calderon correspondantes. Il est possible que l’on puisse étendre leurs résultats pour
construire des espaces de Besov homogénes sur un groupe de Lie méme quand o ¢ (—1,1).
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Chapitre 5

Perspectives

5.1 Fonctionnelles de Littlewood-Paley

Soit I un graphe connexe localement uniformément fini, comme dans le chapitre 2. On
a vu dans ce chapitre que les fonctionnelles de Littlewood-Paley gg et gg sont continues
sur LP(I") pour 1 < p < 2 et de type (1, 1) faible si on suppose la mesure doublante et
une majoration gaussienne ponctuelle du noyau py.

e Peut-on montrer les mémes résultats en supposant seulement une majoration sous-
gaussienne de pp 7 La preuve présentée dans le chapitre 2 ne semble pas s’adapter.
L’adaptation semble nécessiter des estimations L? Gaffney pour VP*. Cependant,
on ne sait montrer que des estimations LP Gaffney pour VP* avec p € (1,2).

Une autre approche possible serait d’adapter les méthodes de [ALM14], qui per-
mettent, de facon trés générale, de passer de la continuité de g¢ a celle de gg.

e Pour p > 2, on montre la continuité de gg et gg sur LP en supposant, en plus
des hypothéses déja faites pour le cas p < 2, une inégalité de Poincaré L? sur
les boules et une borne uniforme dans L¢ pour vIVP! pour un ¢ > 2. Peut-on
affaiblir I’hypothese sur I'inégalité de Poincaré? Un travail récent sur la continuité
des transformées de Riesz ([BF15]) suggere qu’on pourrait remplacer 'inégalité de
Poincaré L? par une inégalité L pour un ¢ > 2.

5.2 Transformées de Riesz

On considere a nouveau un graphe I' comme dans le paragraphe 5.1. On dit que (R,)
est vérifiée si la transformée de Riesz est continue sur LP(I'), i.e.

IVAZ= flle S N1z (Ryp)
On dit que (GG,) est vérifiée si

IVP* fllw S k2| flle Yk €N (GGy)

~Y

Dans le cas des graphes, le résultat suivant a été établi (cf [BR09, Theorem 1.4], et
[ACDHO04, Theorem 1.3] pour un analogue dans le cadre des variétés riemanniennes) :

Théoréme 5.2.1. Soit (I', ) un graphe vérifiant (DV'), (UEgz), (Py) et (LBy). Soit
q € (2,+00]. Les assertions suivantes sont équivalentes
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(i) (R,) est vraie pour tout p € (2,q),
(it) (GG)) est vraie pour tout p € (2,q).

Le fait que (R,) implique (GG,) est immédiat avec I'analyticité de P sur L, et ne
nécessite aucune des hypotheses (DV'), (UEg2), (P3). Sous 'hypothese (DV'), 'implication
réciproque a été affaiblie! en (GG,) + (P,) implique (R,) pour tout p € (2,q) (voir la
remarque apres le Theorem 1.1 dans [BF15]).

e Peut-on se passer completement des inégalités de Poincaré dans le Théoreme 5.2.17
Dans le cadre continu, une réponse a été apportée par Bernicot et Frey dans I'ar-
ticle [BF15] en remplagant les inégalités de Poincaré par des inégalités de Holder
inverse pour les fonctions harmoniques. Peut-on donner un résultat analogue sur
un graphe ?

e Que se passe-t-il pour (R,) lorsque p > 2 si on suppose des estimations sous-
gaussiennes ? La conjonction de (DV), de la minoration (LBy) et de l'inégalité
de Poincaré L? sur les boules est équivalente a la conjonction de la majoration
et de la minoration gaussiennes de p; ([Del99, Theorem 1.7]). Une solution dans
le cas sous-gaussien pourrait étre de remplacer l'inégalité de Poincaré (Py) par
des estimations ponctuelles sous-gaussiennes supérieures et inférieures du noyau de
Markov, de maniéere similaire a ce qu’a fait Chen dans [Chel4, Theorem 2.15] dans
le cadre des variétés riemanniennes.

e Dans le cas sous-gaussien, nous obtenons la continuité LP de la transformée de
Riesz pour 1 < p < 2, mais notre approche, qui passe par des espaces de Hardy, ne
permet pas de montrer que la transformée de Riesz est de type (1, 1) faible. Il serait
intéressant de montrer ce dernier résultat. Rappelons que, sous des estimations
gaussiennes ponctuelles supérieures (UE) (équivalentes a (UEz)), VA™Z est de
type (1,1) faible ([Rus00, Theorem 1]). De plus, Chen a prouvé dans sa these
[Cheld] que les quasi-transformées de Riesz VA~ sont de type (1, 1) faible dés que
I'on a des estimations sous-gaussiennes ponctuelles.

e La construction d’espaces de Hardy associés au laplacien discret nous a permis de
montrer la continuité LP de la transformée de Riesz pour 1 < p < 2, en supposant
quiil existe une quasidistance p pour laquelle (I, i, p) satisfait (UE,) et (DV,).
Existe-t-il toujours une telle quasidistance? Une facon de la construire pourrait
étre de procéder comme Grigor’yan et Telcs dans [GT01] en définissant la métrique
a partir du noyau de Green. Cependant, cette méthode semble liée a des estimations
sous-gaussiennes inférieures, ce qui la rend difficilement applicable dans un contexte
général.

e Peut-on montrer la continuité LP des transformées de Riesz (1 < p < 2) sans sup-
poser (DV) 7 Des résultats de cet ordre existent pour les transformées de Riesz “lo-
cales” V(A + ald)~/2 dans le cas des variétés riemanniennes ([ACDHO04, Theorem
1.6]), et une hypothése de minoration du spectre L? du laplacien permet d’obtenir
la continuité LP pour VA~Y2. On rappelle également que des résultats de continuité
L? pour les transformées de Riesz dans certains groupes de Lie a croissance expo-
nentielle ont été obtenus dans [Sj699, SV08] pour le groupe affine ou des produits
semi-directs de R? et R, . Les preuves reposent toutefois de maniére importante sur
la structure de produit.

1. Dans le cadre des variétés mais le cas des graphes ne pose pas de difficulté.
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5.3 Propriétés d’algebre pour des espaces de Bessel
et des espaces de Besov

e Comme précisé dans 'introduction, la continuité L” des fonctionnelles de Littlewood-
Paley discretes sur un graphe vérifiant des hypotheses convenables permet de mon-
trer des propriétés d’algebre, et plus généralement une regle de Leibniz pour des
espaces de Bessel sur un graphe. Ces résultats sont I'analogue discret de ceux de
[CRTNO1, BBR12]. La nouvelle approche des estimées du noyau de la chaleur dé-
veloppée dans [BCF14] devrait toutefois permettre d’améliorer ces résultats.

e Peut-on étendre les résultats du chapitre 4 au cas des espaces de Besov homogenes
sur les groupes de Lie a croissance polynomiale? La propriété d’algebre pour les
espaces de Besov homogenes n’est connue que pour les groupes de Lie nilpotents et
le résultat n’est pas exactement la généralisation de celui de R? ([GS12, Theorem
2]). Comme nous l'avons indiqué a la fin du chapitre 4, ces espaces posent un
probleme de définition. Les espaces de Besov homogenes dans R? sont des espaces
de distributions modulo les polynomes, et cette définition semble difficile a étendre
au-dela du cas des groupes de Carnot. On peut espérer que la définition des espaces
de Besov homogenes donnée dans [BDY12] (qui traite le cas v € (—1,1) sur des
espaces mesurés tres généraux) puisse étre étendue a o > 1.

e Peut-on étendre les résultats du chapitre 4 au cas des variétés riemanniennes (ou
plus généralement des espaces métriques munis d’'une forme de Dirichlet) ou des
graphes? Le cas des espaces de Bessel a été traité dans le cadre des variétés rie-
manniennes dans [BBR12|. Des questions analogues peuvent étre posées pour les
espaces de Triebel-Lizorkin.

e Soit (M, i, d) un espace métrique mesuré vérifiant la propriété de doublement. Soit
L un opérateur autoadjoint positif sur L?(M) a domaine dense tel que e ‘L ad-
mette un noyau h; vérifiant des estimations ponctuelles supérieures gaussiennes.
Supposons que L définisse un carré au champ &£, on note Vf = E(f, f )%. Sous ces
conditions, Bernicot, Coulhon, Frey montrent (cf [BCF15]) que 'uniforme conti-
nuité LP(M) du gradient du semigroupe v/tVe™* (et donc la continuité L? de la
transformée de Riesz VA™2) entraine que, pour tout a € (0,1), L(M) N L (M)
est une algebre pour le produit ponctuel, c¢’est-a-dire que

182l S 1A Ilglaoe + L1 A% g1

Peut-on se passer de I’hypotheése sur I’estimation gaussienne ponctuelle de h; ? Dans
le cas positif, et avec nos travaux sur la continuité de la transformée de Riesz sous
des hypothéses sous-gaussiennes ? | cela permettrait d’étendre la propriété d’algeébre
de LP (M) N L>(M) & des espaces M plus généraux.

Peut-on se passer de I’hypothese de doublement? Une réponse positive a cette
question nous permettrait d’obtenir une propriété d’algebre pour L2 (G) N L®(G)
pour certains groupes de Lie unimodulaires a croissance exponentielle (ceux pour
lesquels on peut établir la continuité des transformées de Riesz, voir le dernier
point du paragraphe précédent). A ce jour, Pauteur ne connait des résultats sur les
propriétés d’algebre de L?(G) N L*®(G) que lorsque G est a croissance polynomiale.

2. Les résultats de [Frel4] sont établis en travaillant avec le semi-groupe e ~* tandis que nous utilisons
la chaine de Markov P*. Cependant, il est raisonnable de penser que les résultats de Bernicot, Coulhon,
Frey s’adaptent au cas des graphes et que les notres s’adaptent a leur contexte.
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Appendix A

Littlewood-Paley functionals on
graphs

A.1 Introduction

Throughout the paper, we use the following notations. If F is a nonempty set and A and B are
some quantities depending on = € E, the notation A(z) < B(z) means that there exists C' such that
A(z) < C B(z) for all z € FE, while A(x) ~ B(z) means that A(z) < B(z) and B(z) < A(x).

If £ and F are Banach spaces and T': E — F is a bounded linear operator, ||T'||,_,  stands for the
operator norm of 7. When E = LP and F' = L% for 1 < p,q < 400, ||T]|»_, ;. Will also be denoted by

HTllp,q'

This paper is devoted to the LP-boundedness of Littlewood-Paley type square functionals on graphs.
The prototype of these functionals is the g-function in the Euclidean space, defined in the following way.
If f is, say, in D(R™) and u(z,t) denotes “the” harmonic extension of f, that is u(x,t) = P * f(x) for
all t > 0 and all x € R", where P, stands for the Poisson kernel, define

1/2

niw) = [ |G

up>

1<i<n

It is a well-known fact ([Ste70a, Chapter 4, Theorem 1)) that, for all p € (1, +00),

HglfHLp(Rn) ~ ||f||Lp(Rn) : (A1)

This result was extended in various directions, and we only recall some of them. In the Euclidean
framework, the harmonic extension can be replaced by e *”, where L is a second order uniformly elliptic
operator in divergence form. In this case, the range of p in (A.1) is related to the LP boundedness of
et or tVe ' (see [Aus07, Chapter 7)).

If, in the functional g, one is only interested in the “horizontal” part, i.e. the derivative with respect
to t, then the LP boundedness of the corresponding Littlewood-Paley functional holds in the much more
general context of measured spaces endowed with appropriate Markov semigroups ([Ste70b, Corollaries 1
and 2]). Notice also that similar results can be proved when the derivative % is replaced by a “fractional”
derivative ([CRW78]).

Littlewood-Paley functionals were also considered in the context of complete Riemannian manifolds. Let
M be a complete Riemannian manifold, V be the Riemannian gradient and A the Laplace-Beltrami

operator. Consider the “vertical” functionals

i = (e Ssf %/

and
Hf() = (/;OO ‘\/EVe—tAf(x)f d’f)m.

t

71



Several LP-boundedness results for G and H are known. Let us recall here that, when 1 < p <2, G and
H are LP(M)-bounded when M is an arbitrary complete Riemannian manifold ([CDLO03, Theorem 1.2]),
while the L?(M)-boundedness of G and H for p > 2 holds under much stronger assumptions, expressed
in terms of the domination of the gradient of the semigroup by the semigroup applied to the gradient
([CDO03, Proposition 3.1]).

Littlewood-Paley functionals on graphs were also considered. In [Dun08], if A is a Laplace operator on
a graph I', a “vertical” Littlewood-Paley functional, involving the (continuous-time) semigroup gener-
ated by A, is proved to be LP(T")-bounded for all 1 < p < 2 under very weak assumptions on I'. In
[BRO9], “discrete time” Littlewood-Paley functionals are proved to be LP(T')-bounded under geometric
assumptions on I' (about the volume growth of balls, or L? Poincaré inequalities), while similar results
are obtained for weighted LP-norms in [BM12]. Note also that the LP-boundedness of discrete time
Littlewood-Paley functionals in abstract settings was recently established in [ALM14].

The present paper is devoted to the proof of the LP-boundedness on graphs of some discrete time
fractional Littlewood-Paley horizontal or vertical functionals. Before stating our results, let us present
the graphs under consideration.

A.1.1 Presentation of the discrete framework

General setting

Let T" be an infinite set and pyy = pye > 0 a symmetric weight on I' x I". The couple (T, 1) induces
a (weighted unoriented) graph structure if we define the set of edges by

E={(z,y) €T xT, pgy > 0}.

We call then x and y neighbors (or x ~ y) if (z,y) € E.

We will assume that the graph is connected and locally uniformly finite. A graph is connected if for all
x,y € I, there exists a path x = zg, z1,...,2ny = y such that for all 1 <i < N, ;-1 ~ x; (the length of
such path is then N). A graph is said to be locally uniformly finite if there exists My € N such that for
allz €T, #{y €T, y ~ z} < My (i.e. the number of neighbors of a vertex is uniformly bounded).

The graph is endowed with its natural metric d, which is the shortest length of a path joining two points.
For all x € T and all » > 0, the ball of center x and radius r is defined as B(z,r) = {y € T, d(x,y) < r}.
In the opposite way, the radius of a ball B is the only integer r such that B = B(xp,r) (with x5 the
center of B). Therefore, for all balls B = B(x,r) and all A > 0, we set AB := B(xz, A\r) and define
C;(B) = 2/T1B\2/B for all j > 2 and C;(B) = 4B.

We define the weight m(z) of a vertex x € I' by m(z) = >°, _, fizy. More generally, the volume of a
subset ' C I is defined as m(E) := ) m(x). We use the notation V(z,r) for the volume of the ball
B(x,r), and in the same way, V(B) represents the volume of a ball B.

We define now the LP(T") spaces. For all 1 < p < 400, we say that a function f on I" belongs to LP(T", m)
(or LP(T)) if

1fllp = (Zlf(x)lpm(x)> < 400,

xzel

while L>°(T") is the set of functions satisfying
Il 3= sup 17 @) < +ox.
xzel’

Let us define for all z,y € I" the discrete-time reversible Markov kernel p associated to the measure m

by p(z,y) = #&(y) The discrete kernel p;(z,y) is then defined recursively for all [ > 0 by

po(,y) = 24 (A.2)
pi1(@,y) =X er p(@, 2)pi(2, y)m(2).

Remark A.1.1. Note that this definition of p; differs from the one of p; in [Rus00], [BR09] or [Del99)],
because of the m(y) factor. However, p; coincides with K; in [Dun06]. Remark that in the case of the
Cayley graphs of finitely generated discrete groups, where m(x) =1 for all x, the definitions coincide.
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Notice that for all [ > 1, we have

I, My =D il y)my) = Y pley)my)=1 Vo eT, (A.3)

yel d(z,y)<l
and that the kernel is symmetric:
pi(z,y) =p(y,x)  Vo,yel. (A4)

For all functions f on I', we define P as the operator with kernel p, i.e.

z) =Y plx,y)f(yym(y) Vzel. (A5)

yel
It is easily checked that P! is the operator with kernel p;.

Remark A.1.2. Even if the definition of p; is different from [Rus00] or [BR09], P' is the same operator
in both cases.

Since p(z,y) > 0 and (A.3) holds, one has, for all p € [1,4+00] ,
[Pllp—sp < 1. (A.6)

Remark A.1.3. Let 1 < p < 4o0. Since, for all | > 0,
(I + P)? are LP-bounded for all 3 > 0 (see [CSCI0], p. 423).

l < 1, the operators (I — P)? and
p—p

We define a nonnegative Laplacian on I' by A =1 — P. One has then

< =P)f.f >r2) = Y pla,y)(f(x) = fy)f(@)m(x)m(y)

z,yel’

5 3 p)lf(@) — F) Pm(m(),

z,yel’

(A7)

where we use (A.3) for the first equality and (A.4) for the second one. The last calculus proves that the
following operator

2

S S b))~ F@)Pm) |

yel’

called “length of the gradient” (and the definition of which is taken from [CG98]), satisfies

< =P)f, f>r2m)= IV flI 2y (A-8)

Geometric assumptions and estimates for the Markov operator

Under suitable geometric assumptions on I', the iterates of P satisfy various LP — L9 estimates, which
we NOwW review.
Our first assumption is:

Definition A.1.4. A graph (T, pu) satisfies (LB) if there exists € > 0 such that
faz > em(z) Ve el (LB)

Remark A.1.5. Let us state a stronger assumption than (LB): there exists ¢ > 0 such that for all
zel,x~zx and
Hay > €em(x) Vo ~y. (LBs)

Even if (LBs) plays a crucial role in some parabolic reqularity estimates on graphs ([Del99]), it will play
no role in our results.

The second assumption is the following one:
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Definition A.1.6 (Doubling property). The weighted graph (T, u) satisfies the doubling property if there
exists C' > 0 such that
V(x,2r) < CV(z,r) Ve eT, Vr > 0. (DV)

Recall that, under the assumption (DV'), there exists d > 0 such that
V(0x,r) <0V (x,7) Vr>0,zel,0>1. (A.9)
In the sequel, a local version of (DV') will also be needed:
Definition A.1.7. Say that (T', u) satisfies (LDV) if there exists ¢ > 0 such that
V(z,2) < em(x) Ve el (LDV)
Let us also state the Poincaré inequalities needed in the sequel.

Definition A.1.8 (Poincaré inequality on balls). Let s € [1,+00). The weighted graph (T, u) satisfies
the Poincaré inequality (Py) if there exists C' > 0 such that, for all x € T, all r > 0 and all functions on
r

S

V(x,r) yEBZ(m , |f(y) = feI"m(y) < CW yEB%%) [V fy)Pm(y), (Ps)
where .
) > fa)m(z) (A.10)

Remark A.1.9. It is a known fact that (Ps, ) implies (Ps,) if s1 < s2 (c¢f [HK00]).
Let us now introduce some estimates on p;, which will be needed in the statement of our results.

Definition A.1.10 (On diagonal upper estimate of p;). We say that (I',u) satisfies (DUE) if there
exists C > 0 such that, for all x € T' and all | € N*,

C
2,z) < —— . DUE
pea) < (D)
Definition A.1.11. Let p € [1,+00|. Say that a weighted graph (T', p) verifies (GGp) if
C
VP fllr» < 7’;|\f|\m Vi e N*, Vf e LP(T). (GG))

Remark A.1.12. Note that the assumption (GG ) holds when T is the Cayley graph of a finitely
generated discrete group (as well as assumption (P1), see [HK00]). Indeed, in this case,

Ve y) 5 <zv<:c, TR ) o (Cd%zc’ 2).

A.1.2 Main results
For all g > 0, all functions f on I' and all z € ', define

=

gef(x) = [ ST - PP P f ()|

1>1

For all g > —%, all functions f on I and all z € ', define

=

sf@) = [ S 12|V - PP f (o)

1>1

Here is our main result:
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Theorem A.1.13. Let (T, u) be a weighted graph satisfying (DV'), (LB) and (DUE). Then
1. ggp is of weak type (1,1), which means that there exists C' > 0 such that, for all X > 0,

(e e T; gof(@) > M) < 5

1 ey
and of strong type (p,p) for all 1 < p < 400, i.e. there exists a constant C > 0 such that
lgsfllee < Cllflle  ¥f € LP(L) N LA(T).
2. gg is of weak type (1,1), and of strong type (p,p) for all 1 < p < 2. Moreover, if (T, i) satisfies

(Py) and (GGy) for some q > 2, then gg is of strong type (p,p) for p € (2,q).

3. Foralll <p< +oo,
Ifllze < Cligsflls  Vf € LP(T) N LA(T),

for all 2 < p < +o0
Ifllce < Cligsflle  ¥f e LP(D) N L*(T)

and if (P2) and (GGg) are true for some q > 2, then for all ¢ < p <2 (with % + % =1),
[flle < Cllgsflle  Vf e LP(T) N LAD).

Our second result deals with the LP-boundedness of gy, under very weak assumptions on I':

Theorem A.1.14. Let (T',pu) be a graph satisfying (LB) and (LDV). Then go is LP-bounded for all
p € (1,2].

Remark A.1.15. The range § > —% for the LP-boundedness of gg is related to the presence of V in gg.

Remark A.1.16. 1. The LP-boundedness of g1 was proved in [BR09, Theorem 1.16]. Theorem
A.1.18 extends this fact to a fractional version of g1. Moreover, we prove a similar estimate for
the vertical Littlewood-Paley functional gg and also establish converse inequalities.

2. The LP-boundedness of gz can be deduced from arguments in [ALM14]. Indeed, since g1 is of
strong type (p,p) for all p € (1,4+00) by [BR0Y, Theorem 1.16], [ALM14, Theorem 3.1] yields that
P is an R-Ritt operator, and the fact that gg is of strong type (p,p) for all p € (1,+00) follows
from [ALM14, Theorem 3.3]. However, these arguments do not yield the fact that g is of weak
type (1,1). Moreover, they do not provide any information about gga.

Acknowledgements: the author would like to thank C. Le Merdy for pointing out reference
[ALM14] to him.

A.2 Preliminary results

A.2.1 Estimates on the kernels

In this paragraph, we gather various estimates on p; which will be instrumental in our proofs. The
conjunction of (LB), (DV') and (DU E) provide us with further estimates on p;. First, one has ([CGZO05,
Theorem 5.2, Theorem 6.1]):

Proposition A.2.1. Let (I',u) be a weighted graph satisfying (DV') and (LB). Then, assumption
(DUE) is equivalent to the off-diagonal upper estimate:

1 3 d*(z,y) N
pi(z,y) <C (V(m, \/Z)V(y, \/Z)) exp (cil ) Ve,y € I', VI € N*, (UE)

Remark A.2.2. An immediate consequence of (DV') is that, for all z,y € T and | € N*,

pa{,y) < © (V(z, ﬂ)lwy, ﬂ)) o (_Cd%?y)) ‘
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Remark A.2.3. Assume that T is a graph satisfying (DV'). It is easily checked that assumption (UE)

is equivalent to
d2
< _¢ exp (c (x,y)) (A.11)

pi(z,y)

or

L(x’y)> . (A.12)

C
pi(z,y) < W exp (C /

We will now state some “time regularity” estimates for higher order differences of p; (first proved for
first order differences by Christ ([Chr95]) but an easier proof was given by Dungey in [Dun06]).

Theorem A.2.4. Let (T, u) be a weighted graph. Assume that T satisfies (DV), (LB) and (DUE). We
define D(r) as the following operator which acts on sequences

(D(r)u); = up — Upgr-

Then, for all j > 0 there exist two constants Cj,c; > 0 such that, for alll>1 and all x,y € T,

(DY p)i(a.y)| < lvf—fl) exp (—M) . (D - UE)

Theorem A.2.4 (actually a slightly more general version) will be established in Section A.5.1 in the
appendix. From the previous estimates, we derive the following result, the proof of which will be given
in Section A.5.2 in the appendix.

Theorem A.2.5. Let (T',p) be a weighted graph satisfying (DV'), (LB) and (DUE). The following
Gaffney type inequalities hold: for all j € N, there exist ¢,C > 0 such that for all sets E,F C T, all
xo €I, all l € N* satisfying one of the following conditions

(1) sup {d(zo,y), y € F'} < 3d(E, F),
(i) sup {d(zo.y). y € F} < V1,
(iii) sup{d(xzp,x), x € E} < 3d(E,F),
(iv) sup {d(zo,z), = € E} < VI,
and all functions [ supported in F, we have, for all j € N,

j C 1 _eHER)? )2
I(I = PY P'f||12(m) < 7 me (FAIPAYeS (GTy)
and

. C 1 d(B,F)? F)

IV(I = PY P fllrap < ————F€° I flloy e
1+3 Vi(zo, V)3

. C (d(zE F)) (GGT2)

IV(I = PY P f|l2(m) < s [ fllL2(r)-

Remark A.2.6. The theorem above will be used for

(E,F)e{(B,Cj(B)), B ball ,j > 2} U{(C;(B),B), B ball ,j > 2}.

A.2.2 Results on the Hardy-Littlewood maximal function
Definition A.2.7. Denote by M the Hardy-Littlewood mazimal operator

Mf(z) = sup 7= Z £y

where the supremum is taken over the balls B of I containing x.
In the same way, for s > 1, Mg will denote

1
s

Mf = MIF1P)=
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The following observation will turn to be useful: under the assumption (UFE), for all £ > 1, all
functions f on I' and all zy, z € I with d(x, z0) < Vk,

|P¥ f(2)] < Mf(0). (A.13)

Indeed,

[Pk f()] =D prl@v) f(y)m(y)

yel
< z; m exp (cd(z’Ty)) |f () Im(y)
1 —022]
< m
S VTR d(wZKf +J§O -~/ 2;f<d(zzy)<21+lf| (y)|m(y)

1
R E m

9(j+1)d,—c2%

Y )im)
>0 V(:C72J \/E) 2j\/E§d(x,y)<2j+1\/E

< 1432092 ) M f ()

Jj=0

S M f(wo),
where we use for the fifth line the doubling property and the fact that d?(x,z0) < k.

Proposition A.2.8. Let (I',u) be a weighted graph satisfying (DV). If (q,qo,3) € (1,400]? x [0,1)
satisfy % = qio — B, then M? is bounded from L% (T) to LI(T).

We also recall the Fefferman-Stein inequality.

Theorem A.2.9. Let (I',u) be a weighted graph satisfying (DV) and s > 1. Then, if p,q € (s,+00),
there exists Cp, 4 > 0 such that for all sequences (fn)nen of measurable functions defined on T,

1
q

Z wﬂ

n=0

+oo é
[Z(Msfm}

This result is proven in R? in [FS71] and the proof easily extends to spaces of homogeneous type.

A.2.3 L? boundedness for Calderé6n-Zygmund operators

We will make use of the following theorems about Calderén-Zygmund operators “without kernels”,
which can be found in [BR09], Theorem 1.14 and Theorem 1.17. See also [Aus07], Theorem 1.1 and 1.2.
Before stating these results, recall (see Theorem A.1.13) that a sublinear operator T' is of weak type
(p,p) (1 <p < 400) if there exists C' > 0 such that, for all A > 0 and all f € LP(T),

m({z el [Tf(z)| >A}) < ”f”Lp(F
Furthermore, T is said to be of strong type (p,p) if there exists C' > 0 such that, for all f € LP(T"),

1Tl oy < C U oy
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Theorem A.2.10. Let py € (2,400]. Assume that T’ satisfies the doubling property (DV') and let T be
a sublinear operator of strong type (2,2) defined on T'. For all balls B, let Ap be a linear operator acting
on L?(T'). Assume that there exists a constant C' > 0 such that, for all f € L*(T"), all z € T and all balls

B>z,
1

V(B IT(I = A)fll2(5) < CMaf(z) (A.14)
and )
i T A ey < CMITI ) (a5

Then, for all p € (2,po), T is of strong type (p,p).

Theorem A.2.11. Let py € [1,2). Assume that T' satisfies the doubling property (DV') and let T be
a sublinear operator of strong type (2,2). For all balls B, let Ap be a linear operator acting on L*(T).
Assume that, for all j > 1, there exists o(j) > 0 such that, for all B C T and all functions supported in

B and all j > 2,
1 1

—||TU-A 20 <@ » A.16
V(2/+1B)3 17°( B) L2y m) QD(J)V(B)% £l zeo (A.16)
and for all j > 1
1 1
71 A . S ] 71 PO . A.17
v@B)n IABf L2,y CP(])V(B)% £l zeo (A.17)

Ifz ©(5)27% < 400, where d is given by Proposition A.9, then T is of weak type (po,po), and therefore
j=1
of strong type (p,p) for all po < p < 2.

A.3 Littlewood-Paley functionals
A.3.1 L*(I')-boundedness of g3

In order to prove Theorem A.1.13, let us introduce an extra functional.

Lemma A.3.1. Let (I', ) be a weighted graph. Let P be the operator defined by (A.5).
Define, for all 8 >0 and all functions f € L*(T), g%f by

By =Y |~ PP ()]

1>1

where Y5y biz'=1 is the Taylor series of the function z v (1 —2)72%. Then gg is L*(T') bounded. More
precisely, g% is an isometry on L?(T'), which means that, for all f € L*(T),
93/ 120y = 1 f L2y

Proof. Since || P||2 < 1, by spectral theory, P can be written as

pP= /_ 11 AE(N).

It follows that for all [ > 1, one has
(I —pP?Ppi-t = /1 (1= X)PALAE(N)
-1
so that, for all f € L?(T') and [ > 1,
I = P*)P P |7 = /1 (1= X220 dE ().

-1
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The L*norm of g3 f can be now computed as

lg3fI72 =D bill(I = P*)P P! f|17e

1>1

1
= / (1= 2222 "0\ DdEy (N

-1 1>1

1
= /_1dEf,f()\)
=f3-

where the third line is a consequence of the definition of b;. O

Lemma A.3.2. Let (T',u) be a weighted graph satisfying (LB).
Then gg and gs are L*(T)-bounded.

Proof. Since I satisfies (LB), —1 is not in the L? spectrum of P (see for instance Lemma 1.3 in [Dun06]).
Therefore there exists a > —1 such that

p- /a1 ME(),

Proceeding as in the proof of the Lemma A.3.1, we obtain

1
a5 = [ (=22 3 0D ()

1>1

S [ 0=V B )

1
1
:/a deﬁf()\)
Sl

where, for the second line, we use Lemma A.6.1.
For §g, just notice that, by definition of V,

198 fllz2 = llgp+1 fllz2-

A.3.2 LP(I')-boundedness of gz, 2 < p < +00

The proof of the LP- boundedness of gg for p > 2 is based on the following Lemma and Theorem
A.2.10. The idea of the proof comes from Theorem 1.16 in [BR09].

Lemma A.3.3. Let (', i) be a weighted graph satisfying (DV'), (LB) and (DUE).
For all n € N*, there exists a constant C,, > 0 such that, for all balls B = B(xo,7) of T, all j > 2
and all f supported in C;j(B), one has

Hgﬁ(I* Py f

1
e V(B) \?
< ](d 2") 2
iy < G2 () e

Proof. First fix n € N*. Denote by n the only integer such that n+1 > 8 > 1 > 0. We use the fact that

(I-P)f~1=3"apP"
k>0

where > axz* is the Taylor series of the function (1 — 2z)#~7~1. Note that the equality holds on L?(T")
by spectral theory and (A.6). Moreover, notice that if 5 is an integer, then ay = do(k).
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By the generalized Minkowski inequality, we get

=

5 2
L2(B < Zak leil H(I*P)ank“fl(f* Pr)tf L2(B
(B) k>0 1>1 (B)

Hgﬁ(I*P’Q)”f

We divide the sequel of the proof in 3 steps.
1- Estimate of the inner term |
Notice that I — P™" = (I — P)Y._,! P*. Then, we get

I =Py PRt = P e < o2 sup (T = DY PR s
se[0,nr2

We now estimate the terms ||(I — P) 1 P*Hs=1 g5 5y For 0 < s < nr?, since f is supported
in C;(B) and by Remark A.2.2, one has,

I(7 = Pyt n PRt £l o )

1 (2j _ 1)2T2

< - _

S U+ k+s)intn eXp( “Tik+s I fllz2(c; By
1 4j7"2

S Ukt sy O (Cm) I1£llz2(cy By

w (V(B) \* 1 4972
< 9% : I
~ <V(233)) (I+k+ s)ttntn eXp( Cl+k+s> [1f1l 2

where the first line follows from (G7») and Cauchy-Schwarz and the third one from (DV).
Consequently, we obtain

2
I(1 = PYS PN PP f o

(4jr2 1
B exXp (76—5) V(B 2
< P29’ sup l+1k+ ( ( ) > I1fllz2
s€[0,nr?] (l +k+ S)( +ntn) V(QJB) (A18)

492
i exp (7C—l+k+s) V) \}
< 2nlf772_'i ‘ |
= : 56[[801,157“2]] (l+/{3+3)1+n <V(2]B)) H.fHL2

2- Reverse Holder estimates _
According to Proposition A.7.2 below , the set of sequences {Af’m, keN, reN* j>2} where

492
- exp (fcl+k+s)
kg _ 18—
A =177 gsup U+ ks
s€[0,nr2] s

)

is included in }

1
Eyn = {(az)zzh VieN , 0<a < Mk%\;* R

for some M > 0. Therefore, Lemma A.7.1 below yields

N

1 r2\n n id j -1 1 g
V(B)E |lgs(T =P f|| SR V@B) R fla ) an | Y0 (A7)

L2(B)
k>0 1>1

id N1 1 kg
< r2% YV (20B) §||f||L2ZakZYAf’ g

k>0 1>1
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3- End of the calculus
Note, thanks to Lemma A.6.1, that, when [ is not an integer,

,_.

m— m—1

ap(m — kzﬂ1"<1+zkn Bm k)BUl
k=0 k=1

m—1 -B B—1-n
1 kN k
R0
m m m
k=1
1
—1 +/ 1= P(1 —t)P=17dt < foo.
0

The integral converges since n — 3 > —1 and § — 1 —n > —1. It follows that

m—1

ap(m — k)Pt <1, (A.19)
k=0

Since ay = do(k) and f — 1 —n =0 when S is an integer, the result above holds for all 5 > 0.
Using the expression of Af’m , we have

. “+oo exp _C4jr2
N | 1d +
s SV(2B)72r®2% | fll2 Y sup —( ZZ)
L*(B) ™ m—=1 s€[0,nr?] (m + S)

V(B)~3

(1= P)f|

But, for some ¢’ € (0, ¢),

.2
oo exp (—c;;:_s )
sup

m—1 5€[0,nr?] (m + 8)1+n

1 =X 492 43p2 \ T
- @ 2w (s (o)

= selon?] m+s m+s
4972 . too ] .
1 4772 1 vt
< e —— €xX 70/ + j < >
N (49r2) mZ:1 b < m+ ”TQ) S m:;2+1 "

5 47]717,7271.

The proof of Lemma A.3.3 is now complete.
O

Proof. The proof of the LP-boundedness of gs for p > 2 is analogous to the one found in [BR09],
Theorem 1.16, when 2 < p < 400. Let us give the argument for the completeness. We are aiming to use
Theorem A.2.10. It is enough to verify the validity of the assumptions (A.14) and (A.15). We choose
Ap =1 — (I —P™)" where r is the radius of B and n > 4.

Proof of (A.14)

We need to check that, for all f € L2, for all zp € " and all balls B > zg, one has

1
V(B)z

lgs (I — PV fllzcmy < (MIF2)? (o).

We can decompose

F=Y fleym =Y 1

Jj=1 Jj=1

First, since gg and I — Ap = (I — PTZ)" are L?(I')-bounded and by the doubling property,

1 2 1
WH%(I— P )" fille2sy S V(B) %||f||L2(4B) < (MIfIP)? (20).

81



For j > 2, Lemma A.3.3 provides:

2 (d_op,
lgs(I — P )" fllp2(my < 272720

1
2

Since n > %, we can sum in j > 1, which gives the result.

Proof of (A.15)
What we have to show is that, for all m € [1,n], all f € L?(I') N L*(T'), all 29 € I' and all balls
B > xg, one has,

2 1
lgsP™ fllzoe(my S (Mlgsf[*)2 (o).
First, since ZyeG p(z,y)m(y) = 1, and by the use of Cauchy-Schwarz inequality, we obtain, for
allz € T and h € L*(T),

1
2

‘P””Qh(:c)‘ < (P""Z|h|2(x))

Hence, it follows that for all [ > 1
2 2 2
P (= PP @) < P - PY P R @),

so that, summing up in [,

(95P™" (@) = Y PP P = PP f ()P
>1

<P (ST - PP | (@)
1>1
=P (lgsf|?) (x)
< M (lgs f1?) (zo),

where the last line is due to (A.13). Here ends the proof of (A.15), and the one of the LP-

boundedness of gg for p € (2, +00).
O

A.3.3 LP-boundedness of gz, 2 < p < py

Lemma A.3.4. Let (T, i) be a weighted graph satisfying (DV'), (LB) and (DUE).
For all n € N*, there exists a constant C,, such that, for all balls B = B(xo,r) of T, all j > 2 and
all f supported in Cj(B) = 2971 B\27 B, we get

o V(B) \*
< C, 252 : :
g S P vom) M

Jostr - Pys

Proof. (Lemma A.3.4)
The proof is analogous to the one of Lemma A.3.3, and we only indicates the main differences.
Define 7 as in the proof of Lemma A.3.3. By the use of the generalized Minkowski inequality, we get

2
2

HQ/&(I ~ P

2 140 pk+1—1 r2\n
oy S Dk | 21 |V = Pyt PN L - Py s,
k>0 1>1
We now distinguish the cases 8 >0 (i.e. 1€ N) and f% <B<0(ie np=-1).
First case: § > 0. In this case, the proof is analogous to the one in Lemma A.3.3, using (GGT%)
instead of (GT3).
Second case: —% < p<0.
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1. By (GGTQ),

47r 1
k+l—1/7_ pr2\n < id op eXp( CH']H'S) V(B) 2
VP (=P )" fllz2s) S 227 SEES,I};)TQ]] (1 kst | \VEB) 1fllz2c; (B))-

2. Define now Blk’T’j by

exp (—c 42 )
Blk’r’j = lﬁ+% sup &

s€[0,nr?2] (l + k+ S)nJr%

Remark A.7.5 below therefore shows

W=

1 2 Jd 1 k ;
2 T\ < 2% J 2 _ VA
vB)E o = PPys| L S 2EVE B e Y | X F(BE)
k>0 1>1 (A.20)
<OF V(P B) || f||por® Zakz Bk .
k>0 1>1
3. Thanks to Lemma A.6.1, one has
m—1 m—1
1 1
arp(m — k)2 <mP- 2—}—2/{: B=tm — k)P~
k=0 k=1
1ot P
<— |t —t)f2dt
~J \/ﬁ ( ) )
if B e (—%, 0). If 8 =0, we have a, = do(k), so that, in both cases,
m—1 1
ak(m — k)B_E 5 ﬁ (A21)
k=0
Using (A.20) and (A.21), one obtains
1 2
V(B) 2 I—-pP )"
B st =7 L
+o0 exp (—c4jf)
< 2BV (2 B)E | f||par?" sup { — M*e)
;senovnﬂﬂ Vm(m + s)t
However, one has,
+oo exp( ;4;_:5)
sup ——
m—1 S€[0,nr2] \/_(m + S) 2
Jf 27y 432 nt3 43p2
su exp | —c¢
4Jr2 ntl \/ﬁ se[[O,,,I?T2]] m+s P m+s
] 2r 1 R A
4]7,2 n+1 Z 4]T2 n+1 Z ( m )
m=47r241
< gmingm2m,
It yields the desired result
V(B)“* |lgs(I - P7)" SPEPIV(IB)E| £ 1
L*(B)
O
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Proof. ( LP-boundedness of g for 2 < p < po)
We use Theorem A.2.10 as well. The proof of (A.14) for gs is analogous to the corresponding one for
g3, by use of Lemma A.3.4. Let us now check (A.15). We argue as in [ACDHO04] pp 932-936, using (P»)
and (GG, ).

We want to prove that, for all 2 < p < pg, there exists C), such that for all balls B C T" of radius r,
all m € [[0,n], all functions f on T and = € B,

< O (M%) (). (A.22)

1 H~
] gsP
V¥ (B) ’
Let f € L?(T"). Since P'1 =1 for all [ € N, we may write, if g' = (I — P)?P'=1f,

VP (L= PP = VP (g = (g ) -

Lr(B)

Write ¢! — (gl)4B = ng with g} = (gl — (gl)4B) Ig,(py. For i = 1, Lemma 4.2 in [BRO9] and (/%)

i>1
yield
1 nE 3

el IIVP’”’”QgilmB)) S ——1 | 2Nl am

lzzl (VE(B) rV(4B)3 lzzl “m
1
2

>1 ye8B
< Mz (gsf) (z)

For ¢ > 2, Lemma 4.2 in [BR09] shows that

1
2 2 . 2
1 2 =t 1
e ( jvpm gl-|) < Ly e, |
1 7 ~ 7 g (CZ(B))

1>1 V¥ (B) " V(2B) 1>1

But for all [ > 1,

HgﬁHLz(Ci(B)) < ”gl - (gl)4B HL2(2i+lB)
i 1%
< ”gl o (gl)2i+1B lL2ivip) + V(2 HB)Q | (gl)sz - (gl)szB |-
=2
For all j € [[2,4], (P2) implies

l l l l
| (9 )ng - (9 )2j+1B | < WHQ - (g )2j+1B HL2(2J+IB)
Py e — ! 2(9j+1
S2 Tv(ngB)%”vg 22541 B)>
while _
Hgl - (gl)2i+lB HL2(2i+1B) S 27y ||Vgl||Lz(2i+1B) )
so that
1
2
lgill 2cu(my) < Z 2r % HVQIHLZ(QJHB) '
As a consequence, by the Minkowski mequahty,
. 3 3
s 2 P NlgH e, S Vr———— PPV 72542
V(2Z+1B) lzzl 2L (CZ(B)) Z 2-7+1B)% lzzl L (21 B)
S Z2JTM29ﬁf( )
S 2 T/\/l2gﬁf( ).
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A.3.4 LP-boundedness of gz and gz, 1 <p <2

The proof of the LP-boundedness of gg for 1 < p < 2 relies on Theorem A.2.11, via the following
lemma:

Lemma A.3.5. Let (I', ) be a weighted graph satisfying (DV'), (LB) and (DUE).

For all n € N*, there exists a constant C, such that, for all balls B = B(xg,r) of T', all j > 2 and
all f € LY(T) supported in B, we get
V(27 B)2

< 2P0 gy
L2(C5(B) v Ml

Proof. The proof of Lemma A.3.5 is very similar to the one of Lemma A.3.3, and we will therefore by

Jostr = 7)1

sketchy. First, we still have

N

2 2 2
1Py <D a | S| = Py PR (L - P
ot I Iliaicymy = ,;) ; U=F) ( Tz,
where ay, is defined as in the proof of A.3.3.
1- Estimate of the inner term
Let B = B(xo, 7). As in Lemma A.3.3 and using (GT3),
2
I(1 = PY"FIPM T — PP fl 2 ey (my)
S sup |[(L = PYHTR PR 0y
s€0,nr2]
ip2
1 eXp (_Cliqus)

S F e sup (A.28)

selonr2] \ V(zo, VI+ k+s)2 (I+k+s)tHn

V(21 B)2 exp (—5—4”2 )

) o 3 2 T4kt

SUM =l sup |
V(B) s€[0,nr?] (l +k+ S)

where we use for the second line the following fact, consequence of (DV)

V(B) r? 2 c  4r?
S{1l4———) Sexplz——].
V(zo, VI+k+s) l+k+s 214+ k+s
2/3- Conclusion

The proof is then the same (with obvious modifications) as the proof of Lemma A.3.3, using the

same sequence Aé”’j as in the proof of Lemma A.3.3.
O

We can now conclude for the LP-boundedness of g and gg for 1 < p < 2.

Proof. ( LP-boundedness and weak (1, 1) type of gg for 1 <p < 2)

We apply Theorem A.2.11. Tt is enough to check (A.16) and (A.17) with g(j) = 277. We take Ap = pr’
where 7 is the radius of B. The inequality (A.16) is then a consequence of Lemma A.3.5 for n = 1. For
the estimate (A.17), it suffices to prove that, for all balls B of T', all j > 1, and all f supported in B,

2 V(2ITIB):
pr . < L e :
IP™ fllze(c;m)) S VB © [PAIPAYSS
The case j > 2 is a consequence of (GT3z) and (DV'), while the case j = 1 follows from (UE) and
(A.45). O

Proof. ( LP-boundedness and weak (1, 1) type of gz )
For B > 0, the proof is the analogous to the one of the LP-boundedness of gg, using (GGT:) instead of

(GTy).
The case 8 € (—%, 0} is analogous, with minor changes identical to the corresponding case in the

proof of LP-boundedness of gg for p > 2.
O
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A.3.5 Reverse L inequalities for g3 and g3
Let us now end up the proof of Theorem A.1.13. What remains to be proved is:

Theorem A.3.6. Let (T, u) be a weighted graph satisfying (DV'), (LB) and (DUE). For all1 <p <
+oo and B > 0, there exist three constants C1,Cy,C5 > 0 such that

£l < Cillgsfllr < Collgfllce < Csllflle VS € LP(T) NL* (D).

Remark A.3.7. Notice that Theorem A.3.6 implies Theorem A.1.13 for gs. A statement analogous to
Theorem A.3.6 holds with Gg, with the same proof, which ends the proof of Theorem A.1.13.

Proof. By Lemma A.6.1, we get
G3F(@) = ga(I + P)Pf(z)  VfeLP(T)NIXT), Vo eT.

As a consequence of this fact and Remark A.1.3, for all p € (1, 4+00), we have the inequalities

g3 f e S Nlgs(I + P)° fllee ST+ P)P fllee SIIFllzr- (A.24)
The proof will then be complete if we establish, for all 1 < p < 400,
Ifllze < llg5fllr  Vf € LP(T)NLA(T). (A.25)

Indeed, assume that (A.25) is established. The conjunction of (A.24) and (A.25) provide the equivalences
Ig3fllLr = | flle  Vf € LP(D) N LA(T)

and
lgsfllze = |Iflle  Vf € A={(I+P) g, g€ L’ N L}
and it is therefore enough to check that A is dense in LP(T').
To that purpose, notice that (A.24) and (A.25) also provide the equivalence ||(I4+P)° f| 1oy = || fl| o(r)
forall f € L?(I')NLP(T), then for all f € LP(I") by the LP-boundedness of (I+P)” and since L?(I")NLP(T')
is dense in LP(I'). This entails that (I + P)? is one-to-one on L? (T") (with % + i = 1), which implies
that A is dense in LP(T).
The inequality (A.25) can be proven by duality. Actually, for all f,h € L?(T"), Lemma A.3.1 shows that
A< f,h>=|f+hl5—|f—hll3
= llgs(f + W13 = g3 (f — I3
< llg3f + g5hll3 — llgaf — g3hll3
:4<g§f,g§h>.
For the third line, notice that
95 f — g5h < g5(f — h),
and interverting the roles of f and h, we obtain
\93.f — g3h| < g3(f — h),
so that
g5 = g5hll 2 < llg5(f = Wl -

Thus, if % + i =1, we have for all f € LP(T) N L*(T), 1 < p < +o0,
Ifllerary = sup < f,h >
heL’nL”
la]l, pr <1
< sup < gif.gih>

her?nL?’
IRl pr <1

A

<\lgifllee  sup  |lg3hllL
her?nr?
IRl <1

Slgafllee  sup (Bl
her?nrL’
(IR, o <1

= |lg5fllz»
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where the third line is a consequence of Hoélder inequality and the fourth one follows from the boundedness
of g3 on L? (T'). We obtain the desired result

I£llze < llgs sl

O
A.4 [P-boundedness of gy, 1 <p <2
Define, for all g € (1,2] and all functions f on T,
Nof = afAf = f7IAf
and, for all functions u, : N xT' = R,
Nyt = qun[0n + Alu,, — u270, + Alul = Nqun + QU Ontty, — uZ" 10, ul.
Here and after, 0,u, = up4+1 — u, for all n € N.
Remark A.4.1. — Dungey proved in [Dun08] that 0 < N,(f) < €|V f|2.
— The Young inequality shows at once that
Opul > qu?flanun, (A.26)

and then Ny(u,) < Ny(uy,).
- As will be shown in Proposition A.4.8 below, Ny(P™f) > 0 for all nonnegative functions f and all
n € N.

We also introduce the functional

=

Go.af (@) = | D Ne(Puf)(x)

n>0
Theorem A.4.2. If q € (1,2], then there exists a constant ¢ > 0 such that

190.af1la < €llfllq

for all nonnegative functions f € L9.

Corollary A.4.3. Let (T', ) be a graph satisfying (LB) and (LDV) and let g € (1,2] Then there exists
cq > 0 such that
o ¢
17"l < <21

Remark A.4.4. In [Dun08], using semigroup arguments, Dungey proved the conclusion of Corollary
A.4.3 under the weaker assumption that —1 does not belong to the L? spectrum of P.

A.4.1 Proof of Theorem A.4.2

The proof of this result is based on Stein’s argument in [Ste70b], Chapter II, also used in Riemannian
manifolds in [CDL03] and on graphs with continuous time functionals in [Dun08].
Let us first state the maximal ergodic theorem for Markov kernels ( see [Ste61], see also [Ste70b], Chapter
IV, Theorems 6 and 9 ):

Lemma A.4.5. Let (X, m) be a measurable space. Assume that P is a linear operator simultaneously
defined and bounded from L*(X) to itself and from L>(X) to itself that satisfies

i. P is self adjoint,

ii. [Pl <1.
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Let f*(x) = sup,,>q |P" f(x)|. Then there exists a constant ¢, > 0 such that

1*lla < €qll fllq
for all ¢ € (1, +00].

We can now turn to the proof of Theorem A.4.2.
If u, = P~ f, then [0, + Alu,, = 0 and, as will be proved in Proposition A.4.8 below, one has

Ny, = —u2" 0, + Alud > 0. (A.27)
Consequently, we have

Go.uf (1) = D No(P"£)(w) = = S [P" ()]~ [0n + A([P" f()]")

n>0 n>0

< =M@Y [0+ AI(P" f(2)]Y).

n>0

It follows, with J(z) = — >, 5 [0n + Al([P" f(2)]7) > 0,

lgo.of112 < 3 f*(@) =" T(2) im(a)
xel’

< (Z f*(z)qm(z)> (Z J(x)m(x)) :

zel xzel

(A.28)

Yet, by Lemma A.4.5,
(Z f*(x)qm($)> S 11 (A.29)
zel’

Besides, note that (A.27) implies that —[9, + A][P™ f]? > 0. By Fubini’s theorem, one has

S T@m(@) =~ 3 S [0 + AP flm().

zel n>0xel’

Since [P"f]? € LY(T) and Z Ag(x)m(x) =0 for all g € LY(T'), we have then

zel

Z J(x)m(x) = — Z Z On[P" f(z)]9m(x)

xzel n>0zel’

== [P flE — | PIe] (A.30)

n>0
<|If1Ig-

Using (A.28), (A.29) and (A.30), we thus obtain the conclusion of Theorem A.4.2.

A.4.2 Proof of Theorem A.1.14
Recall some facts proved by Dungey in [Dun08]. Define the “averaging” operator A by setting

Af)@) = > fw)=>_ fW

yeB(x.2) y~ao

for z € I' and functions f: ' — R.
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Proposition A.4.6. Suppose that (I, 1) satisfies property (LDV), and let q € (1,2]. There exists cg > 0
such that

|Vf| () <cq (qu)(x)
for all x € T and all nonnegative functions f € L9. Moreover, there exists cf] > 0 such that

IAF]g < &))IFg (A31)

for all nonnegative functions F on T.

Remark A.4.7. The first part of the previous proposition was stated by Dungey for all nonnegative
functions 0 < f € L>°(T'). However, since the estimate is a local one, we only need f € L{2 (I') D LI(T).

Note that 4 <1 in (A.31), and that we use the notation || F||, := <Z m(ac)|F(x)|T> for r € (0,1].

zel
In order to prove Theorem A.1.14, we need the following result.

Proposition A.4.8. Let (I', ) be a weighted graph and let ¢ € (1,2]. Then N (P"f) > 0 for all
functions 0 < f € L.
Moreover, if (T, ) satisfies (LB), there exists a constant cq > 0 such that

0< Nq(Pnf) < ¢gNg(P"f).

Proof. (Theorem A.1.14)
Proposition A.4.6 yields the pointwise estimate

VP[> S A(Ny(P"f))
for 0 < f € L9, so that, by Proposition A.4.8,

@Gof)* =>_IVP"f?
n>0
SO ANG(P )
n>0

= A SN ) | = AGonh)

n>0

Theorem A.4.2 and (A.31) provide the conclusion of Theorem A.1.14 for all nonnegative functions f.
We obtain then L?-boundedness of gy by subadditivity of go. O

It remains to prove Proposition A.4.8.

Proof. (Proposition A.4.8)
Taylor expansion of the function ¢ — t7, ¢ € (1,2], gives

t
t9 — g4 = qsqfl(t —s)+q(qg— 1)/ Tq72(t —7)dr

) (A.32)
= g5 (t —s) +qlg - D(t 2/O 172_516%2 q
for t,s > 0 with s # t. From this expansion, one has, for ¢ € (1,2],0 < g and z € T,
=3 p(@y)m(y) [ag(x)(9(x) — 9(v)) — 9(2)* *(g(x)" — g(y)")]
yel
e ) B e Y i
=4l 1) (y%@ . m(w)(o(w) ~ o)) [ = o e
)ga)P Lo 2 W (9(z) — 9(y))?
S /0 Y yg(y #9() PEm) (g + tatw) - g s
(A.33)
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Let f > 0 and n € N. Define g := P™f and notice g > 0. Therefore,
On(P"f)(2) = (P = Dg(x) =Y p(x,y)m(y)(g(y) — g(x))
Yy~
and with (A.32), one has
On(P" f(2))1—q(P" f(2))*~ " 0n(P" f)

L [ (1—t)dt
=q(q—1)((P - I)g(x)) /O (9(z) + t(P — D)g(x))2 4

so that
[Ny — Nolg(x) = g(2)*>7 90, (P" f(2))? — qg(x)n(P" f)

_ 2—q ' _ (P—1D)g(x))*
= ala= V@ [ (-0

If g(x) = 0, then N,(g)(z) = [N, — N,]g(z) = 0, therefore the conclusion of Proposition A.4.8 holds
at x. Assume now that g(x) # 0. Define, for all y € T, h(y) = % > —1and, for all t € (0,1) and
all s € [-1,+00),

dt

2

Fi(s) = A4t
One has )
No(@)a) = ala - DglaP " [ 4=0) S plepym()F i)
0 v g9(y)#9(x)
and

1
Ny = Nilg(e) = ala = Vg [ 1=0F | 3 plepmwhiy) | dr
0 v 9(y)#9(x)
Assume for a while that it is known that F; is convex on [~1, +00) for all € (0, 1), and let us conclude
the proof of Proposition A.4.8. One has N,(g)(x) > [Ny — Nylg(x), which means that Ny(g)(z) > 0.

Moreover, since p(z, z) > €, then Zy:g(y#g(z) %ﬁ(y) <1, so that

3 p(w,y)m(y)ft(h(y))zft 3 p(w,y)m(y)h(y)

1—¢

y: 9(y)#9(x) y: 9(y)#g(x)
>(1-o R D pym@h() |,
y: 9(y)#g(x)

where the first inequality is due to the convexity of F; and the last one to the definition of F;. We
deduce ) )
[Ng = Nolg(z) < (1= €)7 " Ng(g) (),

which means

N(0)(@) < T Vo))
O
It remains to prove the following lemma
Lemma A.4.9. The function F; is convex on [—1,+00) for all t € (0,1).
Proof. Let F(x) = # Easy computations show that F' is convex on (—1,+00). Since, for all
€(0,1), Fy = 5 F(tx), F; is convex on (—1,+00) D [—1,400). O
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A.4.3 Proof of Corollary A.4.3

First we will prove the following result. If ¢ € (1,2], n € N* with n > 1 and 0 < f € L' N L, one
has

INZ (P"f)q < %anq (A.34)
Let u, = P"f and J,, :== —(0p, + A)(ud). Then
INZ (P )lIE =S m(@)NZ2 () ()
xzel’
— m(x UQ(Z;Q) z)4/2
;F ( (@) (A.35)

AN
]
3
—
8
N~—
e
3
=
=
[
[ &)
M| |
]
=
o)
2
=
L
[SIfSY

where the last step follows from Hélde inequality. Yet,

> m(@)un(z)? = | P"fI|I2 < || £l
zel
and

Y dul@)m(z) = =Y On(ul)(z)m(z)

zel zel

qz z)ul™ ()0, un ()

zel
’
< ‘JH“an/q [[Ontnlq

where the first line holds because ) . Ag(x)m(z) = 0 if g € L', the second line follows from (A.26),
and the third one from Holder inequality again (w1th + =1). Here |lunllq < ||f]lq while ||Onun|q =

[ Aunllqg S 2 fllg by the analyticity of P on L9. Thus
> daleym(z) S <11
zel

Substitution of the last two estimates in (A.35) gives

ING (P f) [1£llgs

HQ/v V/_

which ends the proof of (A.34).
Now just use Propositions A.4.6 and A.4.8 to get Corollary A.4.3.

A.5 Appendix: Further estimates for Markov chains

A.5.1 Time regularity estimates

The theorem we prove here is slightly more general than (and clearly implies) Theorem A.2.4.

Theorem A.5.1. Let (I',u) be a weighted graph satisfying (LB), (DV) and (DUE). Then, for all

j >0, there exist two constants Cy,c; > 0 such that, for all (r1,...,7;) € N*J for all | > max;<;r; and
all z,y €T,
Cjry...rj d*(x y)>
D(ry)...D(r; z,y)| < — ) - ex (c- : .
((D(r1) ... D(ry)ph(z, )| < VeV vDE P T

We first recall the following result (Lemma 2.1 in [Dun06]).
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Lemma A.5.2. Let P be a power bounded and analytic operator in a Banach space X. For each j € N
and p € (1,400), there exists a constant c; > 0 such that

(I — P™)(I —P)...(I —P"3)PYpp < cjri...71 70
for all j1,....5x €N, all (r1,...,7;) € NI and all | € N*.
j

Proof. let us now establish Theorem A.5.1. We follow closely the proof of Theorem 1.1 of [Dun06],
arguing by induction on j.

The case j = 0 is obvious since the result is the assumption. The case j = 1 and r; = 1 is the one proven
by Dungey in [Dun06] and we will just here verify that the proof for j = 1 can be extended to all j € N.

Assume now that, for some j € N, the kernel p; satisfies for all (rq,...,r;) € N*/ and all [ > max; r;
Ciry...rj d*(z,y)
D(r;)...D(r z,y)| < — J J ex (—c‘ d A.36

where the constant C; depends only of the graph I' and j.
Let (r1,...,7j4+1) € N*UFD. We then use the abstract identity (which can easily be proved by induction
on k) for all linear operators A and all k£ € N:

k
I—A=2 (HD (1 4277 4 N g=GHh (1 42')2 (A.37)
1=0

where I denotes the identity operator. Hence we have, applying (A.37) with (Au); = w4, ,,

k
D(rj1) =2~ VD@ g0 + 327 I D(2'r10)°
i=0

and if we apply this formula to (D(r;)...D(r1)p):, we obtain, for alll € N, k € N and z,y € T,

|D(rj41) ... D(r1)pi(, )| < 27D DE@¥ ;) D(ry) ... D(ry)pi(, y)|

: —(i+1 i 2 (A.38)
+ 327Dy )2 D(ry) . D y)l
i=0
Suppose that 0 < 2krj+1 <, hence | + 2k+1rj+1 < 3l and (A.36) provides the estimate
|D(2* ;1) D(r)) ... D(r1)pi(z, y)|
<IDG) - D )]+ D) D psmsse, @)l

r...rj d2($,y)>
<C; < —exp | —¢; .
=V VDIV (5, VD) p< i

Besides, observe that

|D(n)?D(r;)... D(r)pi(z,y)|
= (I =P")?*(I—=P")...(I—P™")Pnr(yp)—>L={a}) (A.40)
<P | espoe (I = P)?(I = PT3) oo (1 = P™)P2[|a o || P 1 g3y - 22

whenever [ = Iy + I3 + I3. Moreover, let us notice that for all [y € N* and all z € T, (DUE) provides

N

[Pl 2 oo (o) = PPl (apyszz = | D Pro (@, 9)]°m(y)
yel

X (A1)

= p210($,$)2

C

= Vi)t
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The two last results ((A.40) and (A.41)) combined with Lemma A.5.2 and the doubling property
(DV) give, with I1,l,13 ~ L

3
D)D) Dl )i, )] < C T (A42)
7 PRVBRES D= My (o D) RV (g, VD) E '
k .
Collecting estimates (A.38), (A.39) and (A.42) and using that Z 2071 < 2% we obtain
i=0
STy d*(z,y)
D(riy1)...D(r z,y)| < 27D " - Fi — ex <c- ’ )
[D(rj41) (ro)pz,y)l S Ve eV P T
k i
+227(i+1) 22 r]2+1rj...r1
i=0 2V (2, V)2V (y, VD)2
STy d*(z,y)
< 9—(k+1) 2} - " - ex (—O >
R PR RV L R N
N 2kpy .. TjTJQ-Jrl
142V (x,V/1)
foralll > 1, k € N with 2krj+1 <.
We will now choose k£ to obtain the desired inequality. If [, j, z, y satisfy
d*(z,y)
lexp (—cj 1 > Tt
We choose k such that 2
rij-i-l S lexp (—Cj (Z’y)) < 2k+17“j+1
which gives
T1...Tjg1 c; d*(x,y)
D(rji1)...D(r z,y)| < - — ex (_37 .
ID(e2) - D) S Gy e (5
In the other case, i.e. lexp <fcjd294—ml’y)) < 1jt1, observe that by (A.36)
[D(rjt1) - D(ri)pi(z, )
<|D(rj) ... D(ro)p(,y)| + [D(r)) ... D(r1)pisr;,, (2, 9)]
L. T d2(x,y))
C;— J ex (—o
SV VDIV VDE T T
T1...T ¢ dQ(x,y))
C; exp | ——=— ——~=~
T V(e VDRV (y, Vi)E p( 2
1. Tjg1 ¢ dQ(x,y))
C; exp | —— —~==
SV @ DIV VDE ( 4
where the third line holds because I > ;1. O

A.5.2 Gaffney-type inequalities

This paragraph is devoted to the proof of Theorem A.2.5. Actually, we establish more general
versions in Theorem A.5.3 and Corollary A.5.4.

Theorem A.5.3. Let (I',u) be a weighted graph. Assume (LB), (DV) and (DUE). Then, for all
j €N, there exist ¢,C > 0 such that for all (r1,...,r;) € N7, for all sets E,F CT and zo € T' such that
sup {d(zo,y), y € F} <3d(E, F) and all functions f supported in F,
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. 1 T T )T
(i) |(I=P™) ... (I = PP fl| 20y < C= re T |l

...’I“j
Vo Vo, VI)2
for all (r1,...r;) € N* and all | > max;<; r;.
T1...75 1 cAEF)? F)?
C - J e 1 B
T Il

)

(@) V(I =P
for all (r1,...7;) € N* and all | > max;<; r;.

X

) €

I —P )P f|lr2m <

rL...rj .4

N L F
e T || fllzzr),

(i) [|V(I ~P™)...(I = PP)P ]l ey < €

*

1i+3

for all (r1,...7; and all | > max;<; ;.

Corollary A.5.4. Let (T, u) be a weighted graph satisfying (LB), (DV') and (DUE). The conclusions
of Theorem A.5.3 still hold under any of the following assumptions on E, F,xy and l:

1. sup {d(any)v Yy e F} < \/27
2. sup{d(xo,z), z € E} < 3d(E, F),
3. sup {d(zg,z), = € E} < VI.

The proof of Theorem A.5.3 relies on:

Lemma A.5.5. Let (', u) be a weighted graph satisfying (DV'), (LB) and (DUE), then we have the
following estimates: for all j € N, there exist C;,c; > 0 such that for all (r1,...7;) € N* and all
l Z maxr;<;T;

2 cjd(zléy)Qm . T% - TJQ-
y; (D(r;) ... D(r1)p), (v, z) e W) SO (A.43)
and ) )
STV, (D(ry) .. D(r1)p), (y, @) 2 ““H=miy) < Oyt (A.44)

yel’

The proof of this Lemma is analogous to Lemmas 4 and 7 in [Rus00], where we use the estimates in
Theorem A.5.1 instead of the estimate (UFE).

Proof. (Theorem A.5.3)
(i) We can assume without loss of generality that ||f||z: = 1. Then

I(Z = P™)... (I = P)Pif|[72m)

= m) (Z (D(ry) ... D(r1)p), (»’Cvz)f(Z)m(Z)>

< 30 me) X1 (D0) - Dl L))

<exp (—@) 2; 'f(z)'m(z)gm(x)w(”) O
r?.. .T? ox 1

S T P ( ) ;p 17(2) V(z, V1)

2 2
< ‘7’1 colTf exp (_cd(E,F) )
23V (20, V/I) l

where, for the 4" line, we use the estimate (A.43) and, for the last line, the doubling property
shows

Vieo VD) _ V(e Vi+3d(B.F)) _ <1+ w)d < exp (CM) (A45)

V(z,VI) V(z,V0) Vi 2

which leads to the result (with a different value of ¢).
(if) Similar to (i) using (A.44) instead of (A.43).
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(iii) This result is a consequence of (i). In fact,

- - T1...75 1 B d(EF)
VU =P (= PP ey S S e 55

1

TL... Ty m(F) >2 7d(EF)
< 1 e 2
Tt (V(mo,\ﬁ) 10z

< rL...Ty _Cd(EF)
~ o pits

I fllLer)

where, for the last line, the doubling property yields

m(F) _ V(xo,3d(E,F)) BA(E,F)\* _(cd(E,F)
V(wo,\/i)S V (w0, V1) 5( Vi ) S p< > (A.46)

Proof. (of Corollary A.5.4)
1. Under this assumption, the proof is analogous to the one of Theorem A.5.3, replacing (A.45) by

Vizo, VD) _ 1 VzeF
V(Z’ \/Z) ~ b
which is provided by (DV) and (A.46) by
_mE)_
V(an \/Z) T

which is due to the fact that F' C B(xo, V).

2. Decompose F' = U F;, with
i>0

Fi=Fn{yel, 3d(E,F)<d(y,E) <3T'(E,F)}.
Remark that, if F; # (),

sup d(zo,y) < (3+31)d(E, F) < (3+3'7")d(E, F;) < 6d(E, F,).
yeF;

Let T be one of the operators involved in the left-hand sides in Theorem A.5.3. Let c¢p > 0 be

such that, for all (E, F) such that sup d(zo,y) < 6d(E, F) and all f supported in F, we have
yeF

1Tl L2y < cre™

(Remember that Theorem A.5.3 can be proven with constant 6 instead of 3.) Then, one has

(EF)

ITfll2m) < Z IT(f 1R L2 ) < CTZ@fC HfHLl ) S cre” £l ()

which proves the second point of the corollary (note that the above sum can be restricted to the
indexes 7 such that F; # ().

3. Let R =sup,cpd(z,zo). Decompose F = U F; with
i>1

Fy = FN B(xo,4R)
and if 1 > 2 _ _
F,=Fn{yeTl, 2'R < d(y,z) <2""'R}.
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Write .
ITfllr2e) < Z 1T(f1F,)

=1

L2(E)

(where T is one of the sublinear operators of Theorem A.5.3 and f is supported in F). We want

to estimate each | T(f1g,) . First, notice that sup {d(z,z¢)} < 4R < 4V1. Use then point
zeF1

1 of Corollary A.5.4 to obtain

IT(fUr ) L2(m) < cre”

(F1)

S CT€7 (Fy)-

Next, remark that, if i > 2 and since d(E, F;) > (2° — 1)R,

i+1

2
sup {d(x, )} <2 R < >

d(E,F;) < 3d(E, Fy).
xeF; -1

Hence, using Theorem A.5.3, one has

1T (f1k,)

(F%)

<cre €

Summing up over ¢ yields the desired conclusion. o

A.6 Appendix: Estimates for the Taylor coefficients
of (1—2)7"

Lemma A.6.1. Let v > —1. Let Zalzl be the Taylor series of the function W We have
1>1
a;p =17 Vi e N
A consequence of this result is
~
> oz i z)w Vz €10,1).
1>0
Proof. For |z| < 1, the holomorphic function W is equal to its Taylor series,
l
ﬁ ZH(1+ ) Vz € Be(0,1).
1>0i=1
Let us check that l
7)
Y~ 1+ — vl > 1. A.47
I(3 > (A7)

Indeed, one can write
l i l i
1 -] = —
nH(l-l—Z_) Zln(l-ﬁ-i)
i=1 =1
L4 l 5 .
Vzi_lz—i_zi_l[n +z i
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Yet, one has

Hence we get
l
v
1 (1 _): i+ 0O(1),
nil;ll +i yInl+0O(1)

which yields (A.47) by applying the exponential map.
From the last result, and since the convergence radius of the series under consideration are 1, we deduce

Zl”zlzZﬁ(l—i—%)zl Vz €[0,1)

>1 1>1i=1
1
ST
11—zt
D
N z
T (=)t

A.7 Appendix: Reverse Holder estimates
for sequences

For all M > 0, define the following sets of sequences

1
E]\/I - {(an)nzla vnv 0 S (079 S M Z Eak}

keN*
and
- 1
EM = (an)nZh V?’L, 0 < An, < M; Eak

First, we state this obvious lemma:

Lemma A.7.1.

2

IELANESTEDS
n n>1

n>1

3~

A, V(an)n € Ey.

Let A= {(Af’r’j)leN*, keN, reN* j>2} where

‘ exp (—c%)
Alrd = F=n gup T
! s€0,nr2] (l +k+ S)1+n

The parameters 8 and 7 are chosen as in section A.3 and therefore 8 — n € (0, 1].
Proposition A.7.2. There exists M > 0 such that A C Eyy;.

In order to prove Proposition A.7.2, we will need the following Lemmata:
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Lemma A.7.3. One has the next three results:
7. EM C FEyr,
i. if M > 0 and {(aB)n, p € I} is a set of sequences such that for all p € I, (aB), € Eyr, then

<sup aﬂ) € Eum,

pel n

iii. For a positive sequence \, we define, for all sequences a € RY, py(a) by

An
[px(a)]n = )\—an+1-
n+1

A .
Then, if (An)n is non decreasing and (—n) is mon increasing, Eyr is stable by py.
n

Proof. (i) and (ii) are easy to prove. Let us check (iii).
Since (an)n € En, we have for all n € N*
An

[p)\(a’)]n = )\n+1 an41

An 1
<M —ag

)\n—i-l k>n+1

A, 1
Ant1 ]; R

An 1 kAra
An+1 i>n kE(k+ 1)\

<MY 1ok
k>n

=M

=M

[px(a)]k

because (’\—k’“) , is non increasing and (An)n is non decreasing. o
Define for ¢,a > 0,

AS = {(an)nen+, Ing € N* such that Vn < ng, an < any1

no\ ¢ 1 no\ ¢
and Vn > ng, ctn, (—O) <an < —an, (—O) } .
n c n

Lemma A.7.4. For all (an)n € A% and all n > ng (where ng is given by the def of AY),

Ap =~ Z %ak.

k>n
In particular, there exists M (only depending on o and ¢) such that A% C Er.

Proof. One has if (an), € A% and n > ng ,

Z %ak AN Z ﬁ

k>n k>n
(%)

> Gp, | —

°\n

~ Q.

We are now ready for the proof of Proposition A.7.2.
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Proof. (of Proposition A.7.2)
According to Lemma A.7.3 and Lemma A.7.4, we only need to prove that

exp (—CM)
Aog = lﬁ_nil

D ,meN* 5 >2

leN*

is in some AZ. Indeed, once we proved Ay C AY, Lemma A.7.4 implies that there exists M > 0 such
that Ay C Ejr. The use of Lemma A.7.3(iii) with \; = 1877 yields, since 8 —n € (0, 1],

4772
exp <7Cl+k)
(I +k)t+n

A= o) o) = { [ 7

keN

,r €N EEN,j>23 C Ey.
leN~*
Lemma A.7.3(ii) thus provides that A C Ej; and Lemma A.7.3(i) that A C Ejy.

It remains to prove that Ay C A2. The result is a consequence of the following facts.
For v € [0,1] and n > 1, the function

d
exp (—¢
F:t€R+’—)t7#

satisfies
- F(0)=0and lim F(t)=0,
t—+o0

— F reaches its unique maximum at ty = #‘1{*7’
e'y—n—l 1
T iy < F(t) < prn p— for all ¢t > to.
O
Remark A.7.5. If B € (—1,0] and
4772
. exp (—c )
Blk’m = |P+3 sup T\ ks ,

s€[0,nr?] (l +k+ 5)n+%

a careful inspection of the proof of Proposition A.7.2 shows that the conclusion of Proposition A.7.2 also
k,r,j
holds for B,
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Appendix B

Assumption (LB)

B.1 Introduction and statement of the results

The definitions of a graph (I, i), of the measure m(z), of the Markov chain P!, and of the kernels
p(z,y), pr(z,y) can be found in subsections 2.1 or A.1.1 for

B.1.1 The discrete setting

Definition B.1.1. We say that z,y € T are neighbours in (I', u) if p(x,y) > 0. We write x ~ y.
Let € > 0. We say that x,y € T are e-neighbors if p(z,y) min{m(y), m(z)} > e. We write x ~ y.

Definition B.1.2. A path (joining x to y, of length n) in T is a sequence x = To,x1,...,Tn = Yy Of
vertices of T such that x;—1 ~ x; for all i € [1,n]. Say that the path is closed if x = y.

Let € > 0. An e-safe path (joining x to y, of length n) in T is a sequence © = xg,x1,...,Zy, =y of
vertices of T’ such that x;_1 ~ x; for all i € [[1,n].

Definition B.1.3. Let e > 0. If x # vy, the distance d.(x,y) between x and y is the length of the shortest
e-safe path linking x to y. If x =y, let de(z,y) = 0. We write d.(x,y) = +0oo if no e-safe path from x to
Yy exists.

An e-ball B, = B.(xo,r) is the set containing all vertices x € T' such that d.(z,y) < r.

We also need to define the border of a set.

Definition B.1.4. The border of a set E C T is the set OF = {x € I',d(z, E) = 1}.
In the same way, the e-border of a set E C T is the set O.E = {x € T',d.(z, E) = 1}.

We use the following assumptions:
Definition B.1.5. We say that (T', 1) (or P) satisfies (LB) if there exists e = e g > 0 such that
p(z, x)m(zx) > € Ve eT. (LB)

Remark B.1.6. The assumption (LB) implies that —1 ¢ Spr2(P), which implies ([CSC90, p. 426])
that P is analytic in LY, 1 < q < +00.

Definition B.1.7. We say that (I', 1) satisfies (PDV) if there exists Cpqy,d > 0 such that
V(x,7) < Cparim(x) Vo €T, Vr € N*. (PDV)
Remark B.1.8. Recall the doubling property (DV): there exists Cyqp, > 0 such that
V(z,2r) < CgpV(z,7) Vo e T, Vr € N*. (DV)
Recall also the local doubling property (DVL): there exists Cgy > 0 such that
V(z,2) < Cgpm(x) Ve eT, Vr € N*. (DVL)
We have the following implications: (DV) = (PDV) = (DVL).
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Remark B.1.9. The local doubling property implies the existence of a uniform bound Ng, for the
number of neighbours of a vertez.

Definition B.1.10. A subset E C (T, u) 4s said to be 2-pathed if all closed paths in E are of even length.
Let € > 0. A subset E C (T, p) is said to be (2,¢€)-pathed if all closed e-safe paths in E are of even
length.

Remark B.1.11. If E is 2-pathed, then for all x € E, p(z,z) = 0.
If E is (2, €)-pathed, then for all x € E, p(x,x)m(z) <e.

Let us state the following result, proven in subsection B.2.1. Note that, here and after, if £ C T', by
“partition” of E, we mean a collection of pairwise (possibly empty) disjoint subsets of E.

Proposition B.1.12. The following conditions are equivalent
(i) E is (2,€)-pathed.
(ii) There exists a partition (Eg, E1) of E such that if, for some i € {0,1},

x,y € B = x e y. (B.1)

B.1.2 Main result

Theorem B.1.13. Let (T, ) be a graph satisfying (PDV). The following conditions are equivalent:
(i) —1 € Spra(P) for all g € [1,400),

(i) —1 ¢ Sppa(P),

(iii) for all k € N, P2**1 does not satisfy (LB),

(iv) for all € > 0 and all r € N*, there exists an e-ball Be of radius r that is (2, €)-pathed.

B.2 Proofs
B.2.1 Proof of Proposition B.1.12

Proof:  Let us prove (i) = (ii). We can assume without loss of generality that E is e-connected, that
is, for all z,y € FE, there exists a e-safe path included in E linking x to y. Indeed, let A, B C T" such
that (x,y) € A x B implies x . y. If (B, E{') and (EP, EP) are two partitions of respectively A and
B satisfying (B.1), then (E3' U EF, E{* U EP) and (Eg' U EP, E{* U Ef) are both a partition of AU B
satisfying (B.1).

Let now E be e-connected. Fix e € E. Define now

Ey = {x € E, there exists an e-safe path of even length in E linking e to z}

and
E, = {x € E, there exists an e-safe path of odd length in E linking e to z}.
— Since E is e-connected, one has Fog U By = E.
— Check that Eg N E; = (). Assume the contrary and let f € Eq N E;. Then, since f € Ey, there
exists an integer n and an e-safe path in E such that:
e=1xg,...,Tap = f,
and since f € Fj, there exists an integer m and an e-safe path in E such that:
€=Y0,---,Y2m+1 :f
Thus zq, ..., Ton, Y2m, - - -, Yo is a closed e-safe path in E of odd length, which is a contradiction.
— Let 2,y € E such that z ~. y. If x € E;, then there exist an integer n and an e-safe path
e = xg,...,Tapt+i = x. Consequently, e = xq,...,Taopnti,y is an e-safe path of length 2n + 1 + 4,
and thus y € F1_;.
Let us now turn to the proof of (ii) = (i). Let e = xg,...,2, = e be a closed e-safe path in E.

Without loss of generality, we can assume e € Ey. Then, for all k € [0,n], 2 € E; if and only if k — i
is even. As a consequence, since x, = e € Fy, the integer n is even. As a conclusion, any closed e-safe
path in F is of even length. 0
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B.2.2 First part of the proof of Theorem B.1.13

Proof: |[Theorem B.1.13, (i) implies (ii) and (ii) implies (iii)].

(i) implies (ii) is immediate. For the second implication, notice that —1 € Sp(P) = Vk € N, —1 €
Sp(P?#+1) = Vk € N, P?*1 does not satisfy (LB). O
Proof: [Theorem B.1.13, (iii) implies (iv)].

Fix € > 0 and r € N*.

First step We claim that there exists xg € I' such that there doesn’t exist any e-safe path of
length 2r — 1 starting from x.

Indeed, since P?"~! does not satisfy (LB), there exists 29 € I' such that pa,_1(z0, 20)m(z0) <
€2T_1.

Let xg,z1,...,T2,—1 = 2o be a path of length 2r — 1. One has

I Py zm(z:) < par_i(zo, zo)m(zo) < €71

ie[1,2r—1]

27‘—1)

Then there exists x; such that p(z;_1,z;)m(x;) < (e 7T = ¢ and the path is not a e-safe

path.
Second step

In the first step, we proved that there exists xg € I' such that there don’t exist any e-safe path of
length 2r — 1 starting from zg.
Define now

Ey = {x € Bc(x0,7), de(zo,x) is even}

and

Ey = {x € Bc(xo,7), de(x0, ) is odd}.
The couple (Ey, E1) forms a partition of B(zg,r). Let x,y € Be(xo,r) such that  ~, y. Then
|d5($,$0) - dE(x07y)| < 1.
We claim that |d.(x, xo) —dc(z0,y)| = 1. Assume indeed that n := dc(xg, z) = dc(xo,y) < r. Then
there exist two e-safe paths xg,...,x, =z and xg,y1,...,Yn = y. Thus zg,...,2n,Yn,...,y1,To

is an e-safe path of length 2n + 1. We want to extend this e-safe path to a e-safe path of length
2r — 1. Either n = 0 and then xg, x¢ is an e-safe path of length 1, since o = x = y, and thus

Lo, Loy ---,L0
~————
2r times

is an e-safe path of length 2r — 1. Or n > 0 and =z, z1, z¢ is an e-safe path of length 2 and thus

Loy L1y L0y L1 L0553 LnyYns -+ -5 Y1, L0
N—————
r—n—1 times

is an e-safe path of length 2r — 1.
By contradiction with the first step, one has then

|d6(.’L',.Z'0) - de(-Tan)| = 1. (BQ)
The identity (B.2) yields that de(x, z¢) and dc(zo,y) don’t have the same parity, and thus that x
and y do not belong to the same F;.

Conclusion

In the second step, we built a partition (Ey, E1) of B(xg,r) such that if z,y € B(xg,r) are such
that & ~. y, then z € E; and y € F1_; for some ¢ € {0,1}. Another way to say this is: (Eo, F1)
is a partition of B(xg,r) such that if x,y € F; for some i € {0, 1}, then = £, y.

Proposition B.1.12 yields then that B(zg,r) is (2, €)-pathed.

O

Remark B.2.1. Notice that we didn’t use the assumption (PDV) for this part of the proof of Theorem
B.1.13.
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B.2.3 Fourth implication of Theorem B.1.13

Definition B.2.2. Say that a collection of e-balls (By)pen+ has the property (NB) if and only if, for all
p=1,

m(aeBp) < _m(Bp) (NB)

Proposition B.2.3. Let (I';m, P) be a weighted graph satisfying (PDV) and € > 0. Let (Bp)nen+ @
collection of e-balls such that, for all n > 1, the radius of By, is equal to n. Then there exists a collection
(Bp)pen+ of e-balls that satisfies:

(i) For all p € N*, there exists n € N* such that B, C B,,.
(it) (Bp)pen+ has the property (NB).

Proof: Define x,, as the center of the e-ball B,,. Assume that there exists K > 0 such that for all n € N*
and all [ € [[1,n — 1],
M(0eBe(xn, 1)) > Km(Be(zp, 1)) (B.3)

Since we have the disjoint union
Be(2n,l + 1) = 0cBe(xn,1) U Be(2n,1)
one has for all n € N and all [ € [0,n — 2],
M(Be(xn, L+ 1)) > (1 + K)m(Be(zp,1)),
and thus by induction, one obtains for all n € N*
m(Bn) = m(Be(zn, 1)) = (1 + K)""'m(wn).
Yet, assumption (PDV) yields, for all n € N*,
m(By) < nim(z,).

Hence, we obtain for all n € N*

(1+ K)" = S
which is impossible. This yields that (B.3) is false. That is, for all p € N*, there exist n, € N*,
lp € [1,n, — 1] such that

m(0eBe(xn,, lp)) < —m(Be(zn,, 1))

D=

The collection (By)pen+ where By, = Be(zy,,l,) C By, satisfies (i) and (ii). O
Proof: [Theorem B.1.13, (iv) implies (i)]. B
~ Assume (iv). Let € > 0. Then there exists a collection of e-balls (By),en- such that for all » € N*,
B¢ is of radius r and B¢ is (2, €)-pathed.
According to Proposition B.2.3, there exists then a collection (B;)peN* of e-balls that satisfies
€ 1 €

L. m(0eBy) < 5m(By),

2. for all p € N*, there exists r, € N* such that B, C BTP. Hence, for all p € N*, By is (2, €)-pathed.

Fix now > 0 and ¢ € [1,4+00). We want to prove that there exists a nonzero function f, on I" such
that

1L+ P)follze < nll fallLa- (B.4)

Let p € N* and € > 0 to be fixed later. Since By is (2, €)-pathed, Proposition B.1.12 provides a partition
(Eo, E1) of By,. Define f, : I' = R by

0 if x ¢ By
fn(:c) = 1 ifx e EO
-1 if © S E1
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One has then

q

I+ P fallt = D0 1D Fal@) + fu@)lp(a, y)m(y)| m(z)

zel |yel
< DY @) + fow)|"p(a, y)m(y)m ()
zel’ yel’
< fal@) + fo@) (e, y)m )+ > (@) + fo@) (@, y)my)m ().
Yrved Ykex

Let us estimate the first term. Since |f,(z) + f;(y)| = 0 when z,y € By or 2,y € (B;)¢ (remember that
since x ~. y, either x € Ey and y € Eq, or x € By and y € Ey), we have

> (@) + f2 )| *p(z, y)m(y)m(z)

< D> D @)+ fo)l 'z, y)m + 30 > @) + faly
yEBB zEB;, z€0.Bg yEBS
=2 > > @)+ fuly

)p(z, y)m(y)m(x)
yE€0e By x€BS

<2 Y > play)my)m(z)

y€0. By z€B;,

<2y (Zp(x,y)m(w)> m(y)

zel

Np(x, y)m(y)m(x)

= 2m(0.B;)

p

We turn now to the estimate of the second term

7 (@) + foly

Np(x, y)m(y)m(zx)
Yrhex

< DY s@ A+ L)@, y)

my)m(@) + Y

|fn(x) + fo(y)|Pp(z, y)m(y)m(z)
p(ay)ym(y)<e p(e.y)m(x)<c
< EZ |fn(2) + fo(y)|?[m(z) +m(y)]
Ty

< 90¢ (z Sime) +m@) + Y S m(e) +m<y>])
=277 37 3 () +m(y)]

mEB; T~y

< 20tle Z [Cavi + Nawilm(zx)

mEB;

< 2q+1e[Cdvl + Ndvl]m(B;).

As a consequence, since || f]|%, = m(Bj), we obtain

2
I+ Pl < (24 270G+ ) 151,
We fix p big enough and e small enough (both depend of 7 and ¢) such that 2 + 297 1¢[Cy; + Ngui] < 1,
which gives (B.4).
We conclude by noticing that (B.4) yields that —1 € Spr«(P)

]
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Appendix C

Hardy and BMO spaces on graphs,
application to Riesz transform

C.1 Introduction and statement of the results

The study of real variable Hardy spaces in R™ began in the early 1960’s with the paper of Stein
and Weiss [SW60]. At the time, the spaces were defined by means of Riesz transforms and harmonic
functions. Fefferman and Stein provided in [FS72] various characterizations (for instance in terms of
suitable maximal functions) and developed real variable methods for the study of Hardy spaces.

In several issues in harmonic analysis, H!(R™) turns out to be the proper substitute of L!(R").
For example, the Riesz transforms, namely the operators R; = aj(—A)_%, are LP(R™) bounded for all
p € (1,+00), H'(R™)-bounded, but not L*(R™)-bounded (see [Mey90]).

Hardy spaces were defined in the more general context of spaces of homogeneous type by Coifman and
Weiss in [CW77], by means of an atomic decomposition. An atom is defined as a function supported in a
ball, with zero integral and suitable size condition. However, even in the Euclidean context, the definition
of the Hardy space H' given by Coifman and Weiss is not always suited to the H'-L! boundedness of
some Calderon-Zygmund type operators. Indeed, the cancellation condition satisfied by atoms does not
always match with differential operators (consider the case of — div(AV) on R™, for instance).

To overcome this difficulty, Hardy spaces adapted to operators were developed in various frameworks
during the last decade. In 2005, in [DY05a] and [DY05b], Duong and Yan defined Hardy and BMO
spaces for an operator L when the kernel of the semigroup generated by L satisfies a pointwise Gaussian
upper bound. It was discovered later that, together with the doubling condition for the volumes of balls,
L? Davies-Gaffney type estimates for the semigroup generated by L are enough to develop a quite rich
theory of Hardy spaces on Riemannian manifolds (see [AMRO08]) and for second order divergence form
elliptic operator in R™ with measurable complex coefficients (see [HMO09]). These ideas were pushed
further in the general context of doubling measure spaces when L is self-adjoint (see [HLM™11]).

The present work is devoted to an analogous theory of Hardy spaces in a discrete context, namely in
graphs I' equipped with a suitable discrete Laplace operator, given by I — P where P is a Markov operator
(see [Gri09] and the references therein). We define and give various characterizations of the Hardy space
HY(T) adapted to P, under very weak assumptions on I'. The first characterization is formulated in
terms of quadratic functionals (of Lusin type), relying on results and methods developed in [BR09] and
[Fen15b]. The second one is the molecular (or atomic) decomposition of H!(T'). A description of the
dual space of H'(I') as a BM O-type space is obtained.

We also deal with the Riesz transform on I, namely the operator d(I — P)_% , where d stands for
the differential on I" (i.e. df(z,y) := f(y) — f(x) for all functions f on I" and all edges (z,y)). When
p € (1,400), the LP-boundedness of the Riesz transform was dealt with in [BR09, Rus00]. Here, we
prove an endpoint boundedness result for p = 1: roughly speaking, the Riesz transform is H!'-bounded.
In the same spirit as [AMROS8], this assertion requires the definition a Hardy space of “exact 1-forms“ on
the edges of I'. We define and give characterizations of this space by quadratic functionals and molecular
decompositions. Finally, the H'-boundedness of the Riesz transform is established.

Some Hardy spaces associated with I — P were introduced and characterized in [BD14], together
with a description of their duals and the H'-L' boundedness of Riesz transform was proved. Even if

107



the authors in [BD14] also deal with the case of HP for p < 1, their assumptions on P are stronger than
ours (they assume a pointwise Gaussian upper bound on the iterates of the kernel of P, which is not
required for most of our results) and they do not consider Hardy spaces of forms. Moreover, the Hardy
spaces introduced in the present work are bigger than the ones in [BD14].

C.1.1 The discrete setting

Let T" be an infinite set and pyy = pys > 0 a symmetric weight on I' x I". The couple (T, 1) induces
a (weighted unoriented) graph structure if we define the set of edges by

E={(z,y) €T xT, gy > 0}.

We call then x and y neighbors (or x ~ y) if (z,y) € E.

We will assume that the graph is connected and locally uniformly finite. A graph is connected if for all
x,y € I, there exists a path x = zg, z1,..., 2y = y such that for all 1 <i < N, ;-1 ~ x; (the length of
such path is then N). A graph is said to be locally uniformly finite if there exists My € N such that for
allz €T, #{y €T, y ~ z} < My (i.e. the number of neighbors of a vertex is uniformly bounded).

The graph is endowed with its natural metric d, which is the shortest length of a path joining two points.
For all z € T and all » > 0, the ball of center x and radius r is defined as B(z,r) = {y € T, d(z,y) < r}.
In the opposite way, the radius of a ball B is the only integer r such that B = B(xzpg,r) (with xp the
center of B). Therefore, for all balls B = B(x,r) and all A > 1, we set AB := B(z, Ar) and define
C;(B) = 2/T1B\2/B for all j > 2 and C;(B) = 4B.

If E,F CT,d(E,F) stands for the distance between E and F, namely

d(E,F)= inf d .

(B, F)= _jf  dxy)

We define the weight m(x) of a vertex € I' by m(z) = >_, _, pay. More generally, the volume of a
subset ' C I is defined as m(E) := Y . m(x). We use the notation V(z,r) for the volume of the ball
B(x,r), and in the same way, V(B) represents the volume of a ball B.

We define now the LP(T") spaces. For all 1 < p < 400, we say that a function f on I' belongs to L?(I",m)
(or LP(T)) if

1

£l = (Df |me> < +00,

xzel

while L>°(T") is the space of functions satisfying
[[flloo := sup | f(z)] < +oo.
zel

Let us define for all z,y € I' the discrete-time reversible Markov kernel p associated with the measure
m by p(x,y) = W The discrete kernel p;(x,y) is then defined recursively for all { > 0 by

{ po(,y) = Sy (C.1)
(@, y) =3 cr p(@, 2)pi(2, y)m(2).

Remark C.1.1. Note that this definition of p; differs from the one of p; in [Rus00], [BR09] or [Del99)],
because of the m(y) factor. However, p; coincides with K; in [Dun06]. Remark that in the case of the
Cayley graphs of finitely generated discrete groups, where m(x) =1 for all x, the definitions coincide.

Notice that for all [ > 1, we have

(e, My =D pil@y)my) = Y pile,y)my) =1 Ve eT, (C.2)

yer d(z,y)<l

and that the kernel is symmetric:

p(z,y) =m(y,z)  Va,yel. (C.3)
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For all functions f on I', we define P as the operator with kernel p, i.e.

Pf(x) =Y play)fyym(y) Vzel. (C.4)

yel

It is easily checked that P! is the operator with kernel p;.
Since p(z,y) > 0 and (C.2) holds, one has, for all p € [1,4+00] ,

[1Pllp—p < 1. (C.5)

Remark C.1.2. Let 1 < p < 4o0. Since, for all | > 0,
(I + P)? are LP-bounded for all B >0 (see [CSCI0]).

1P| < 1, the operators (I — P)? and
p—p

We define a nonnegative Laplacian on I' by A = I — P. One has then

Remark C.1.3. One can check that ||Al|151 < 2. Moreover, the previous remark states that AP is
LY(T')-bounded. Note that the L'-boundedness of the operators AP is not true in the continuous setting
(such as Riemannian manifolds), and makes some proofs of the present paper easier than in the case

of Riemannian manifolds. In particular, we did not need then to prove similar results of the ones in
[AMM].

<(I=P)f,f >r2wy = Y p(@,y)(f@) = f(y)f(@)m(z)m(y)

z,yel’

=3 3 pe)lf@) — F) Pminm(y),

z,yel

(C.6)

where we use (C.2) for the first equality and (C.3) for the second one. The last calculus proves that the
following operator

2

Vi) = (5 pw i) - f@Pm) |

yel

called “length of the gradient” (and the definition of which is taken from [CG98]), satisfies

IV 32y =< (I = P)f. f >p2)= 1A% fll o). (C.7)

C.1.2 Assumptions on the graph
Definition C.1.4. We say that (T', 1) satisfies the doubling property if there exists C > 0 such that

V(z,2r) < CV(z,r) Ve el, Vr>0. (DV)
Proposition C.1.5. Let (T, u) satisfying the doubling property. Then there exists d > 0 such that
V(x, Ar) <AV () Veel,r>0and A > 1. (C.8)
We denote by dy the infimum of the d satisfying (C.8).
Definition C.1.6. We say that (I', i) (or P) satisfies (LB) if there exists € = epp > 0 such that
p(x,x)m(z) > € Ve el (LB)

Remark C.1.7. In particular, the condition (LB) implies that —1 does not belong to the L?-spectrum
of P, which implies in turn the analyticity of P in LP(T'), 1 < p < +oo (/CSC90)).

From now on, all the graphs considered ( unless explicitly stated) satisfy the doubling property

and (LB). In this context, Coulhon, Grigor'yan and Zucca proved in [CGZ05] (Theorem 4.1) that the
following Davies-Gaffney estimate holds:
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Theorem C.1.8. Assume that (I', u) satisfies (DV). Then there exist C,c > 0 such that for all subsets
EF C T and all functions f supported in F, one has

d(E, F)?

HPl—1f||L2(E) S CeXp (C I

) Il fllz2cr) vl e N*. (GUE)

The estimate (GUE), also called Gaffney estimate, will be sufficient to prove most of the results
of this paper. However, some results proven here can be improved if we assume the following stronger
pointwise Gaussian estimate:

Definition C.1.9. We say that (T', u) satisfies (UE) if there exist C,c > 0 such that
1 d(w,y)Q)
_1(z,y) <K C———exp [ —c———= Vz,y € T, VI € N*. UE
pi-1(z,y) VD p( ] y (UE)
Remark C.1.10. Under (DV), property (UE) is equivalent to

¢
Vi, V1)

The congunction of (DV) and (UE) (or (DUE)) is also equivalent to some relative Faber-Krahn inequality
(see [CGIS8]).

pi—1(z,x) < Ve eI, Vi € N*. (DUE)

C.1.3 Definition of Hardy spaces on weighted graphs

We introduce three different definitions for Hardy spaces. The first two ones rely on molecular
decomposition.

Definition C.1.11. Let M € N*. When € € (0,+00), a function a € L*(T) is called a (BZ1, M,¢)-
molecule if there exist s € N*, a M-tuple (s1,...,sm) € [[s,28]™, a ball B of radius /s and a function
be L*(T) such that

(i) a= (I —P%)...(I — PM)b,
(i) bl 2,8y <277V (29B)7%, ¥j > 1.
A function a € L*(T") is called a (BZy, M, o00)-molecule (or a (BZy, M)-atom) if there exist s € N*,

a M-tuple (s1,...,sm) € [1, M]M a ball B of radius \/s and a function b € L?(T") supported in B such
that

(i) a=(I—P1)...(I - P*M)b,
(ii) 1[b]l > = [1Bll2(m) < V(B)~%.

We say that a (BZ1, M, €)-molecule a is associated with an integer s, a M-tuple (s1,...,snm) and a ball
B when we want to refer to s, (s1,...,$m) and B given by the definition.

The second kind of molecules we consider are defined via the operators I — (I + sA)~L:
Definition C.1.12. Let M € N*. When € € (0,+00), a function a € L*(T) is called a (BZ2, M, ¢)-
molecule if there exist s € N*, a ball B of radius \/s and a function b € L?(T") such that

(i) a=[I—(I+sA)"1Mb,
(ii) |[bllz2c,(my) < 279V(21B)72, ¥j > 1.

A function a € L*(T) is called a (BZa, M, 00)-molecule (or a (BZa, M)-atom) if there exist s € N*, a
ball B of radius \/s and a function b € L*(T') supported in B such that

(i) a=[I —(I+sA)"1Mp,
(ii) ||bllL2 = [1bll p2(s) < V(B)~%.

We say that a (BZ2, M, €)-molecule a is associated with an integer s and a ball B when we want to refer
to s and B given by the definition.

Remark C.1.13. 1. When b is the function occurring in Definition C.1.11 or in Definition C.1.12,
note that ||b|| 2 < V(B)"=.
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2. As will be seen in Proposition C.2.7 below, when a is a molecule occurring in Definition C.1.11
or in Definition C.1.12, one has ||a||r S 1.

Definition C.1.14. Let M € N* and x € {1,2}. Let € € (0,400].
We say that f belongs to H]}E;ZmM’e(F) if f admits a molecular (BZ,,, M, €)-representation, that is if there
exist a sequence (\;)ien € L1 and a sequence (a;)ien of (BZ., M, €)-molecules such that

f= i Aitt; (C.9)
i=0

where the convergence of the series to f holds pointwise. The space is outfitted with the norm

o0 o0
= inf Z BYIR Z)\jaj, is a molecular (BZ,, M, €)-representation of f
§=0 §=0

11|22

BZr,M,e

Proposition C.1.15. Let M € N* and k € {1,2}. Then the space HéZmM’G(F) is complete. Moreover,
HéZﬁ,M,e(F) c LI(F)

Proof: That Hpy, . (T) C LY(T) follows at once from assertion 2 in Remark C.1.13, which shows
that, if f € Hpy,, pr.(T), the series (C.9) converges in L'(T'), and therefore converges to f in L*(T).
Moreover, the space H} Zr.ar.e(I') is complete if it has the property

o0 oo
Z ||fjHH}32MMW€ < too = Z f; converges in Hyz,. 1y o(T).
=0 =0

This fact is a straightforward consequence of the fact that ||a]lzr < 1 whenever a is a molecule (see

~

Remark C.1.13 and Proposition C.2.7). See also the argument for the completeness of H} in [HM09], p.
48. ]

Remark C.1.16. The BZ,, molecules are molecules in the sense of Bernicot and Zhao in [BZ08] (and
then BZ,, are Hardy spaces in the sense of Bernicot and Zhao). Note that the definition of molecules
is slightly different from the one given in [AMRO08], [HM09] or [HLM" 11]. The article [BZ08] provides
some properties of the spaces Hézn’M’C In particular, under the assumption (UE), these Hardy spaces
are suited for LP interpolation (see Remark C.1.41 below) .

The third Hardy space is defined via quadratic functionals.
Definition C.1.17. Define, for 8 > 0, the quadratic functionals Lz on L*(T') by

2

o (I+ 1)1 8 2

where y(z) = {(y,1) €T x N, d(z,y)? < 1}.

Remark C.1.18. One can also use instead of Lg the Lusin functional Eﬂ defined by

2

Lot = | Y ey A P rem)P

(y,k)e7(x)

where y(v) = {(y,k) € I' x N, d(z,y) < k}.
The functionals Lg and Lg are two different ways to discretize the “continuous Lusin functional
defined by

2

¢ N e 1 s ﬁefsA 2 s
Bf<:c></0 Lo o e 2 ) du(y)d>

= h ! 2 ﬁeftZA 2 2
- </O /d(y,x)<t tV (z,t) |(#°A) fW) duly) dt)
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Definition C.1.19. The space E;uad_ﬂ(lj) is defined by

Euad,s(T) = {f € L*(T), [ Lsfllr < +oo}.

It is outfitted with the norm

Wl o= s fl

wad,B

Remark C.1.20. Notice that || f|[ s , s anorm because the null space of A is reduced to {0} (because
quad,

the set T is infinite by assumption). So, if k > 3 is an integer and f € L*(T') is such that AP f =0, then
AFf=AF-BAPF =0, so that f = 0.

Remark C.1.21. Replacing Lg by Eﬁ in the definition of E;uad.ﬂ yields an equivalent space E;uadﬁ, n
the sense that the sets are equal and the norms are equivalent. The proof of this nontrivial fact can be
done by adapting the proof of Theorem C.1.36 below (details are left to the reader).

C.1.4 Definition of BMO spaces on weighted graphs
Fix 79 € I and let By = B(z0,1) = {2¢}. For € > 0 and M € N, for all functions ¢ € L?(I") which
can be written as ¢ = AM for some function ¢ € L?, define

8l gree = sup [27°V (27 Bo) el e, (o) | € [0, +00).
j>1

We set then
MMe = {¢ =AMy e LA(T), ||¢|\Méw,< < —i—oo}.

Definition C.1.22. For any M € N, we set,

En = [JMg")”

e>0

and
]:M _ m(Mé\J,e)*.

e>0

Proposition C.1.23. Let M € N, s € N* and (s1,...,sn) € [s,25]M. If f € Enr, then the functions
(I —P)...(I—Ps™)f and (I — (I +sA) DM f can be defined in the sense of distributions and are
included in L (T).

Proof: The proof of this fact is done in Lemma C.3.2. O

Definition C.1.24. Let M € N. Let f € Ep.
We say then that f belongs to BMOpgzi,m(T) if

1 , . ?
1 fl BMOB 21 = Sup (m Y IT—-P)..(I-P M)f(if)|2m($)> < +o0. (C.10)
se s z
(s1,-ssr)€[s,25]™, ©7
B of radius /s

We say then that f belongs to BMOpza pm(T) if

— 1 —1WM 2 :
1 fl BMOB 220 = sup (W ZB Il = (I +sA)7 " f(x)["m(z) | < +oo. (C.11)
B of radius /s ve
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C.1.5 Definition of Hardy spaces of 1-forms
We define, for all z € T, the set T,, = {(x,y) € I'?, y ~ 2} and

Tr = 7o ={(x,y) €T% y ~ a}.
zel

Definition C.1.25. If x € ', we define, for all F, defined on T, the norm

1
1 2
17l = (5 Zpu,y)m(ym(x,y)F) .
Yy~ T
Moreover, a function F: Tr — R belongs to LP(Tr) if
(i) F is antisymmetric, that is F(x,y) = —F(y,z) for all x ~ vy,
(i6) 1P|l po(ey < 400, with
1E ey = lz = [ F (2, )zl Lo () -

Definition C.1.26. Let f : T' = R and F : It — R be some functions. Define the operators d and d*
by

and
d*F(x) := Zp(ac, Y)F (z,y)m(y) Vo el

Yy~x
Remark C.1.27. It is plain to see that d*d = A and ||df (z,.)||r, = Vf(x).

The definition of Hardy spaces of 1-forms is then similar to the case of functions. First, we introduce
Hardy spaces via molecules.

Definition C.1.28. Let M € N and € € (0,+00). A function a € L*(Ty) is called a (BZ2, M + 1, ¢)-
molecule if there exist s € N*, a ball B of radius \/s and a function b € L?(T") such that

(i) a=sMradAM (I — sA)~M-3p;

(i) |Ibllr2(c,(my) < 277V (27B)~% for all j > 1.
Remark C.1.29. As in the case of functions, Corollary C.2.12 below implies a uniform bound on the
L' norm of molecules, that is, for all M € N and all ¢ € (0,+0c0), there exists C > such that each
(BZsy, M, €)-molecule a satisfies

lallzy ) < C.
Definition C.1.30. Let M € N and € € (0,+00). We say that F belongs to H},,, v (IT) if F
M43,

admits a molecular (BZy, M + %,6)-7“epresentation, that is if there exist a sequence (\;)ien € ¢* and a
sequence (a;)ien of (BZa, M + %, €)-molecules such that

F = i )\iai
=0

where the sum converges pointwise on Tr . The space is outfitted with the norm

o0 o0
1
| £l & = inf E [\l g Aia; 18 a molecular (BZa, M + =, €)-representation of f ¢ .
Bzz,M+%,s = P 2
Remark C.1.31. The space Hlng2 M4l 6(Tp) is complete. The argument is analogous to the one of
M3,

Proposition C.1.15.
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In order to define the Hardy spaces of forms associated with operators, we introduce the L? adapted
Hardy spaces H?(Tt) defined as the closure in L?(Tt) of

E*(Ty) := {F € L*(Tv), 3f € L*(T") : F = df}.
Notice that dA™1d* = T dg2(1y)- The functional dA~1d* can be extended to a bounded operator on
H?(Tr) and
dA~1d* = IdHZ(TF)- (012)

Proposition C.1.32. For all p € [1,+00], the operator d* is bounded from LP(Tt) to LP(T).

1 1
The operator dA™2 is an isometry from L*(T') to L?(Tr) (or H?(1r)), and the operator A~2d* is an
isometry from H?(Tv) to L?(T).

Proof: First, the LP-boundedness of d* is provided by

p
||d*F||I£p(F) = Z Zp(ac,y)m(y)F(m,y) m(ac)
zel |yel
< Y IF@ ) m@) = 1F o
N*zel

The L2-boundedness of dA~% is obtained by the calculus

1 1 1 1
1A~ £ = 5 D Pl p)| A (@) = A~ f(y) Pz)m(y)

T~y
IVA™2 fl[ 72y = [AZATE £ 22
= [I£1172r)-

The L2-boundedness of A~2d* is then a consequence of (C.12). Indeed, if F € H2(T),

|A=2d"F||p2(ry = [|AAT2AT2d F|| 121y
= 1Fll 2 (zr)-

Definition C.1.33. The space E;uad,B(TF) is defined by
Brioa p(T0) = { F € H(Tp), |Ls[A™3d" F| 11 < +oo}

equipped with the norm
1E ]| 2

= ILAAT A F .
Note that, if || F|| ;1 = 0, one has A~Y2d*F = 0, so that dA~'/2A~1/24*F = 0, which implies

that F' = 0 since F' € H?(Tr). Moreover, check that for all F' € H2(1Tr), || F|| i = [|A"2d*F|

wad, d,B

C.1.6 Main results
In the following results, I' is assumed to satisfy (DV) and (LB).
Theorem C.1.34. Let M € N*. Then BMOBZL]\J(F) = BMOBZQ,]\/[(F).

Theorem C.1.35. Let M € N* and x € {1,2}. Let € € (0, +0o0].
Then the dual space of HEZK,S(F) is BMOpz1,m(T') = BMOpzom(T). In particular, the spaces

Hp 7 a1..(T) depend neither on e nor on k.
Moreover, BMOpz(T), initially defined as a subspace of Enr, is actually included in Fpy.
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Theorem C.1.36. Let 8 > 0 and s € {1,2}. The completion Hy,,q 5(T) of E},.q 5(T) in LN(T) exists.
Moreover, if M € (%,+00) NN* and e € (0,+00], then the spaces Hp 1 00.c(T), Hpgo pr(T) and
H;uad,ﬁ(r) coincide. More precisely, we have

E;uad.ﬂ(r) = HEZI{,I\/[,C(F) N L*(T).
Once the equality Hp ;) 1 (T) = Hp gy pr (D) = H,,uq 5(T) is established, this space will be denoted
by H(T).
Corollary C.1.37. Let M, My > df. Then we have the equality

BMOpzi,m, (T') = BMOpz2 a, ().

Theorem C.1.38. Let 3> 0. The completion Hy,,q 5(Tr) of Ej,aq5(Tr) in L*(Tt) exists.

Moreover, if M € (% — %,Jroo) NN and ¢ € (0,+00), then the spaces HEZQ Mile
M43,

H;uad,B(TF) coincide. More precisely, we have

(Tr) and

E;uad,ﬁ(TF) = H]E‘Z2,M+%75(TF) N LQ(TF).
Again, the space Hp o oy (Tr) = Hyygq,5(Tr) will be denoted by H'(Tr).

Theorem C.1.39. For this theorem only, assume furthermore that (T, u) satisfies (UE). Then M can
be chosen arbitrarily in N* in Theorem C.1.36 and Corollary C.1.87, M can be choose arbitrarily in N
in Theorem C.1.38.

Theorem C.1.40. The Riesz transform dA~2 is bounded from H*(T') to H'(Tv). As a consequence
the Riesz transform N A™% is bounded from H* () to L*(I).

Proof: By definition,

_1 _1 1 a1
[dA™2 flla ey = 1dAT2 fllan, oy = IATEEAATE fllg oy = (1l ) = 1 L)

wad,1 quad,1

Therefore, dA~% is H'-bounded. Moreover,
_1 _1 _1
IVAT2 fllpay = AT fll i) S NAAT2 fll (1)
Indeed, the uniform L'-bound of (BZ2, M + 1, €)-molecules (see Corollary C.2.12) yields

HY(Tr) = H}.

BZ2,M+%,€(TF) < L'(Ir)

d 1
for any M > ¢ — 3. g

Remark C.1.41.

(a) It is easily checked that under (UE), the Hardy space H'(T) = Hp 4, | o (T) satisfies the assumption
of Theorem 5.3 in [BZ08]. As a consequence, the interpolation between H(T) and L*(T) provides

the spaces LP(T), 1 < p < 2. Together with Theorem C.1.40, we can recover the main result of
1
[Rus00], that is: under (UE), the Riesz transform VA~Z s LP-bounded for all p € (1,2].

(b) An interesting byproduct of Theorem C.1.56 is the equality, for any € € (0,+o0] and any M > %,
between the spaces Hp . v (D) N L*(T) and Epy, o (T) defined by

EEZH7M76(F) =< feL*D), Zx\jaj is a molecular (BZ,,, M, €)-representation of f
3=0

and the series converges in L*(I")
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and outfitted with the norm

£l

BZr,M,e

= inf Z|)\i|, Z)\jaj is a mol. (BZ,, M, ¢€)-repr. of f
ieN 3=0

and the series converges in L*(T')

We have similar byproducts of Theorems C.1.88 and C.1.39. Precise statements and proofs are done
in Corollary C.4.18.

As a consequence, the completion of E}an,M,e(F) in LY(T) exists and is equal to HéZ}"i,M,E' On
Riemannian manifolds or in more general contexts, the proof of this fact is much more complicated
and is the main result of [AMM]. Let us emphasize that the proofs of our main results does not go
through the EéZﬁ,I\/l,e spaces.

(¢) We may replace (i) in the definition of (BZa, M, €)-molecules by
(i)a= I~ T+sA)7Y) .. (I — (I +syA)~Hb, where (s1,...,51) € [s,25]M
or
(i”) a = (I — (I +72A)"YMb, where r is the radius of the ball B (or the smallest integer greater

than \/s)
and still get the same space Hp 7o 5 (T).
(d) However, when M > 3, it is unclear whether replacing (i) of the definition of (BZy, M, e)-molecules
by
(i") a=(I—P)M
yields the same space HEZLM,S(F).

Section 2 is devoted to the proof of auxiliary results that will be useful for the next sections. The
proof of Theorem C.1.34 is treated in paragraph 3.2 and the proof of Theorem C.1.35 is done in paragraph
3.3. In the last section, we establish Theorems C.1.36, C.1.38 and C.1.39.

C.1.7 Comparison with other papers

— Comparison with [AMRO8]: In [AMROS], the authors proved analogous results (that is the H*
boundedness of the Riesz transform under very weak assumptions and the various characterizations
of H! ) on Riemannian manifolds. Some differences between the two papers can be noted. First,
BMO spaces are not considered there. They also choose to define some Hardy spaces via tent
spaces (while we prefer to use Lusin functionals). Contrary to us, they introduced the spaces H?,
for all p € [1,+00] , and proved that these spaces form an interpolation scale for the complex
method.

— Comparison with [HLM™11]: This article develops Hardy and BMO spaces adapted to a sym-
metric operator L in a general context of doubling measure spaces when the semigroup generated
by L satisfies L? Gaffney estimates. However, on graphs, it is unclear whether these L? Gaffney
estimates for the semigroup generated by the Laplacian hold or not. Yet, Coulhon, Grigor'yan
and Zucca proved in [CGZ05] that we have L? Gaffney type estimates for the discrete iterates of
Markov operators and we only rely on these estimates in the present paper.

— Comparison with [BD14]: First of all, as in [HLM™11], there are no results about Hardy
spaces on 1-forms and the authors do not prove the H' boundedness of the Riesz transforms.
Then, as said in the introduction, they assume in all their paper a pointwise Gaussian bound of
the Markov kernel while it is not required for most of our results. Moreover, the results of the
present paper stated under (UE) are stronger that those stated in [BD14]. Indeed, in the results
stated in [BD14], the constant M need to be greater than % while, in the present paper, we used
the pointwise Gaussian bound in order to get rid of the dependence of M on the “dimension” dy.
Besides, the definitions of their Hardy spaces and ours a priori differ. Let us begin with the
Hardy spaces defined via molecules. For convenience, we introduce a new definition of molecules.
Definition C.1.42. Let M € N* and € € (0,+00). A function a € L*(T') is called a (HM, M, ¢)-
molecule if there exist a ball B of radius r € N* and a function b € L?(T") such that
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(i) a= [r2A]Mp,

(ii) [P A]b| 2o, (my) < 277V (29B)7%, Wj € N*, Vk € [0, M].
The space Hiypy ap (T) ds then defined in the same way as Hyy, 5 (T).
Using methods developed in [HLM™11] and in the present paper, it can be proved that, if M > %
(or if M € N* if we assume the extra condition (UE)), there is equality between the spaces
Hiproar (D) and Hy,,q(T) = H'(T). The proofs are similar to those of the present paper. The
molecules introduced by Bui and Duong - we call them (BD, M, €)-molecules - are the (HM, M, €)-
molecules where we replaced r2 by r in (i) and (ii). It is easily checked that a (BD, M, €)-molecule
is a (HM, M, €)-molecule and hence, under assumption (UE), our Hardy spaces are bigger than
theirs.
Since they proved (as we do here) that Hardy spaces defined with molecules and with quadratic
functionals coincide, the Hardy spaces via quadratic functionals in [BD14] are also different from
ours. Indeed, our Hardy spaces are of parabolic type (heat kernel) while those of [BD14] are
modeled on the Poisson semigroup. Furthermore, they only consider one Lusin functional, while
we consider a family of Lusin functionals (indexed by 8 > 0), and the independence of Hardy
spaces H;uadﬁ(l") with respect to § is a key point of the proof of the boundedness of Riesz
transforms.

Acknowledgements: the author is grateful to E. Russ for comments and suggestions that im-
proved the paper. He would also like to thank P. Auscher and A. Morris for interesting discussions.

C.2 Preliminary results

C.2.1 L?-convergence

Proposition C.2.1. Let 8 > 0. Let P satisfying (LB). One has the following convergence: for all
fe L),

N
S ar(I - PPPRF TS f i L)
k=0

where 3" az" is the Taylor series of the function (1 — z)~P.

Remark C.2.2. This result extends Lemma 1.13 in [BR0O9]. It provides a discrete version of the identity
f=cs / (tA)Pe A fdt.
0

Corollary C.2.3. Let (T',u) a weighted graph. One has the following convergence: for all f € L*(T),

N
ST an(l - PP p E2EE f i LX)
k=0
Proof: (Proposition C.2.1)
First, notice that Corollary C.2.3 is an immediate consequence of Proposition C.2.1 since P? is a
Markov operator satisfying (LB) (see [CGZ05]).
Let f € L?(T"). Let us check the behavior of

N
‘ > ar(I-P)PPF 1| f (C.13)
k=0 L2
when N — +oo. Since || P|j2—2 = 1 and P satisfies (LB), there exists a > —1 such that
1
P = / AAE(N).
Thus
N 2 1 N 2
‘ lz an(I—PPP*—TI|f| = / [Z ar(1 = NP — 1| dEfp(N). (C.14)
k=0 L2 @ k=0




However,

N
Bk Nooo 1 forall A €la,1)
;O“’“(l A)A —’{0 if A =1

and since the sum is nonnegative and increasing in N, then

<1 VA€ [a,1].

N
> ar(1— NN -1
k=0

We use this result in (C.14) to get the uniform bound

Let us focus on (C.13) when we furthermore assume that f € R(A), that is f = Ag for some
g € L*(T). The identity (C.14) reads as

2

1
il <[ aEn =1 (C.15)

L2

[Z ar(I — P)PPF — 1

k=0

2 2

N 1 N
| lZ a(I - PP —1I|f| = / [Z ar(1 = NN — (1= N) | dEgy (V).
k=0 2 @ k=0
Yet, ZfLO ap(1 — N)PFTINE — (1 — \) converges uniformly to 0 for all A € [a, 1].
Consequently, for all € > 0, there exists Ny such that, for all N > N,
N 2 1
[Z ar(l — P)BPk —If < 6/ dEqge(A) = 6Hg||2L2.
k=0 L2 @
This implies
N
S an(I = PYPPrf E22 f o in L2 and for all f € R(A). (C.16)
k=0

Since L? = R(A), the combination of (C.15) and (C.16) provides the desired conclusion. Indeed,
(C.16) provides the L?-convergence on the dense space R(A) and the uniform boundedness (C.16) allows
us to extend the convergence to L?(I). O

C.2.2 Davies-Gaffney estimates

Definition C.2.4. We say that a family of operators (As)sen satisfies Davies-Gaffney estimates if there
exist three constants C,c,n > 0 such that for all subsets E, F C T' and all functions f supported in I,
there holds

211
4.1 = Coxp (e [ D2 e (©17)

Hofmann and Martell proved in [HMO03, Lemma 2.3] the following result about Davies-Gaffney
estimates:

Proposition C.2.5. If A; and B, satisfy Davies-Gaffney estimates, then there exist C,c,n > 0 such
that for all subsets E, F C I and all functions f supported in F', there holds

d(E, F)?1]"
4.5l < Coxp (- | “EEE N 51 (©18)

In particular, (AsBs)sen satisfies Davies-Gaffney estimates.
More precisely, if na and ng are the constants involved in (C.17) respectively for As and By , then
the constant n that occurs in (C.18) can be chosen equal to min{na,np}.

Proposition C.2.6. Let M € N. The following families of operators satisfy the Davies-Gaffney esti-
mates
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M te

1 .

(i) H t—ZZPk , where for all i € [1, M]), t% € [1, 2s],
i=1 \ 'S k=0

M
(i) H(I — P%), where for all i € [1,M], t% € [s,2s],
i=1

(iii) (sA)M Ps,
(iv) (I +sA)~M,
(v) (I —(I+sA)"HM = (sAYM(I 4 sA)~M,
In (§), (ii) and (iii), the parameter 1 is equal to 1 and in (iv) and (v), n is equal to 3.
Proof: (i) and (ii) are direct consequences of (GUE) and Proposition C.2.5. Assertion (iii) is the
consequence of (GUE) and (LB) and a proof can be found in [Dun06].
We turn now to the proof of (iv) and (v). According to Proposition C.2.5, it remains to show the

Davies-Gaffney estimates for (I +sA)~1, and since sA(I +sA)~! =T — (I +sA)71, it is enough to deal
with (I + sA)~!. The L2-functional calculus provides the identity

1,1 I -1

(I+34) fl—i—s(I 1+5P> /
+o00 1 s k . (019)

kz_ol—i—s<1+s) P,

where the convergence holds in L*(T").
Let f be a function supported in F. Then, one has with the Gaffney-Davies estimates (GUE):

+oo k
_ 1 s
I2+58) o Y- 15 (1) 1Pl
k=0

“+o00 k
1 s d(E, F)>
<y _5 _ A )T )
Nk_01+s<1+s) eXp( Trrn )Wl

S d(E, F)? k
< 2 - , -
N|f|L<F>l;HSeXP( R

+oo
1+s d(E,F)? , k
+é(ul/;)?e’{p(C 1+k  “T+s

Yet, the function ¢ : k € RT cd(lEJ’rIZ)Q + C'st is bounded from below and
d(E,F)
ot LED)
+ s
Hence, the use of Lemma C.6.1 proved in the appendix yields
_ AE,F)\ <~ 1 X 1+s
I A 1 < . ’
N e ) 2T PP

d(E, F)
< 2 — .
Sl (42

Proposition C.2.7. Let s € {1,2}. Let a be a (BZ,, M, €)-molecule. Then

277¢
all;r <1 and a . < ———— — VYjeN*
lallrr S lallz2(c; By S V@B)? j
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Proof: We will only prove the case where xk = 1. The case k = 2 is proven similarly and will therefore
be skipped.
Since )
lallzr <Y V(T B)2 |lall L2 (e, 5y
Jj=>1
we only need to check the second fact. Let s € N, (s1,...,51) € [s,25]™ and a ball B associated with

the molecule a. -
J
Define C;(B) = U Cy(B) and observe that d(C;(B),T\C;(B)) = 27+/s. Then Proposition C.2.6
k=j—1
provides

lallzzc;my < M —P*) .o (I = P)[ble, g)llln2(c;(m)
+ (I =P) . (I = PM) bl gyl 20y (m)

S bl e, my) + e )b 2

2—je e—c4j
/S : T+ 1
V(2iB): V(B)z
2-J¢

e
~ V(2iB)z

C.2.3 Gaffney estimates for the gradient

Proposition C.2.8. Let (T, u) satisfying (LB) (note that (DV) is not assumed here). Let ¢ > 0 such

that
8cede

€LB
There exists C' > 0 such that for all subsets F' C I' and all f supported in F', one has

<1. (C.20)

d2(.,F)
Hpkfec o

< Cf[fllz2-
L2

The proof of Proposition C.2.8 is based on the following result of Coulhon, Grigor’yan and Zucca:

Lemma C.2.9. Let (T', u) satisfying (LB). Let (k,x) — gr(z) be a positive function on N x T'. Then,
for all finitely supported functions f € L*(T') and for all k € N,

|v.gk+1 ($)| > m(:c)

derBgrt1(x)

IVt P s — VP s < S0 1P f()? <gk+1<x) — gilx) +

zel

Proof: This fact is actually established in the proof of [CGZ05, Theorem 2.2, pp. 566-567]. O
Proof: (Proposition C.2.8).

First, let us prove the result for f supported in a finite set ¥ C I'. Let f (finitely supported and)
supported in F. We wish to use Lemma C.2.9 with

2cd2(m,p)

gk (ZC) = e k+1

Check that, with Taylor-Lagrange inequality

2cd*(x, F) 520m
- = — LT
(=00 = g, {5 5
d(z, F))?
= _92 a\z, ') .
C< k+2 > gr+1(x)
In the same way, one has

Vgrg1(z) < MSQCW.

k42
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Since f is supported in F, then P*f is supported in {x € ', d(z, F) < k}. As a consequence, we can
assume in the previous calculus that d(z, F) < k and thus

[d(z, F)+1]? < d*(z, F)

2.
Kr2  © kr2 o
Then )
Vo @l _ (. 1) +1] 4626869k+1($).
derpgrs1(z) — k+2 €LB
First case: d(z, F) > 1, then
2 2 2 8¢
Vgt ()] < d(xz, F)\~ 16c°e grs (2)
derBgrt1(x) k+2 €LB
and by (C.20),
[Vgri1(z)]?
) — gp(x) + ———2_ <(.
9k+1( ) gk( ) 4€Lng+1($) =
Second case, d(z, F) = 0, then
\Y% x)[? 1 16¢2e8¢ 2¢
gre+1(x) — gr(z) + Vaen (@l

<
derpgrii(x) — (k+2)2 €5, — (k+2)?
In all cases, one has then P*f(x) = 0 or

Vit ()] o %
derpgp+1(x) — (k+2)2

gr+1(w) — gr(z) +

Lemma C.2.9 yields

2
d?(.,F) d%(,F) 2c
Pk"rl eC kt2 _ Hpk eC k1 < - Pk 2 ,
H f L f 1 = (k/’ ¥ 2)2 || fHL2
and hence, by induction,
2 k—1
Prfe iR <13+ 3 PR S 12
> L2 (l + 2)2 L2 ~ L2
L2 1=0

Consider now a general f € L?(I'). Without loss of generality, we can assume that f is nonnegative.
Let (I';);en an increasing sequence of finite subsets of I' such that [ J;~(T; =T. Let f; = f1r,. One has
then for any z € I" and k € N,
fit f and P*f; 1 P*f.

By the monotone convergence theorem, we obtain,

2
Ld2(LF) d2(,F)
Priec e || || P pes e
L2 L2
so that
2
d2(,F) . d2(,F)
PFfec™w1 = lim ||P* fec ™%t
L2 1—> 00 L2

< sup | fil|7
€N
= I£IIZ.
O

Proposition C.2.10. Let (T, 1) satisfying (LB) (note that (DV) is not assumed here). Let ¢ > 0 as in
Proposition C.2.8. There exists C' > 0 such that for all subsets F' C T’ and all functions f supported in

F, one has
/1l
<C .
2 Vk+1

d2(.,F)

vak fe? R
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Proof: The proof of this proposition is very similar to the one of Lemma 7 in [Rus00]. We define

I=1I(f) = Hwﬂfﬁ%

L2
One has then
I=3 p(ay)|P*() — PH(y) PS5 m(z)m(y)
z,yel’
= 3 b p)[Pf () — PFF@)IPEf (@)e F m(a)m(y)
z,yel’
= Y bl )P () — PFF)]P* £ ()es T m(z)m(y)
z,yel
—2 3 pla [P (@) — PEF@)IP* f()e T m@)m(y)
z,yel’
Y ) PH ) - Pkf@)]Pkf(x)[”ﬁl“—ecdzﬁ’l‘” m(z)mi(y)
z,yel
= 2[1 + IQ.

We first estimate I;. One has

= 3" PEf(@)e” T mie) Y pla,y) [P f(x) — PRF(y)lm(y)

zel yel’
= 301 = PYP* f(2) P* £ ()es 5 m(a).
xzel

Consequently, with the analyticity of P and Proposition C.2.8, we get

k kel
L <||(I = P)PEf||p2 || P"fef ®+1

L2 (C.21)
S

2

We now turn to the estimate of Ir. One has, since d(z,y) <1 (otherwise p(z,y) = 0),

d2(y,F d2(z,F d2(z,F
pelwr) i) §2[d(ac,F)H]ec_;H)
k+1
cd?(z,F
<1 gfen
~J

:

k+

Since f is supported in F, P*f is supported in {z € ', d(z, F) < k}. Consequently, we can assume that
d(z,F) < k+ 1 so that
[d(z, F) + 1)? < d*(z, F)
k+1 - k+1

+ 2.
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Therefore, the term I can be estimated by

d2(z,F)

PEf(y)||P* f(2)|e® T m(z)m(y)

k

z,yel’
1 Ld2@. )
S = | 3 IPH@) - PRr) P miam(y)
+ z,yel
) ? (C.22)
S PR @) maym(y)
z,yel’
1 a2(,F)
- it
\/k: 1 12
=2,
where we used again Proposition C.2.8 for the last line.
The estimates (C.21) and (C.22) yield
S s IR+ s e
that is
S IR
which is the desired conclusion. (]

Corollary C.2.11. Let (T, u) satisfying (LB) (note that (DV) is not assumed here). Let M € N. The
following families of operators satisfy the Davies-Gaffney estimates

(i) sMtzvAMPps,
(ii) sMYEVAM(I 4+ sA)y~M-3,
Proof: According to Propositions C.2.5 and C.2.6, it is enough to check that \/sVP* and /sV(I4sA)~ 2

satisfy Davies-Gaffney estimates.
Indeed, Proposition C.2.10 yields, if E, F C T', f supported in F' and ¢ > 0 satisfy (C.20)

c d(E,F) cd?(,F)
VST P fllamyed 50 < V5 | VP fed 7o

L2

< Yoy
vVs+1

It suffices now to check that \/sV(I + SA)*% satisfies Davies-Gaflney estimates. First notice that
VAV +58) 73 fllze = [[(s8)* (7 + sA>—%f|\Lz
= H (I+sA)”

< [ fllz2-

Then the family of operators \/sV (I + sA)’% is L?-uniformly bounded. Hence, we can suppose without
loss of generality that d(E, F)? > 1+ s. Write,

(I+sA)3f=—2 (1 > P>_§f




where 3" ag2z* is the Taylor series of the function (1 — z)~2 and the convergence holds in L2(I'). Note

that ar ~ vk + 1 (see for example Lemma A.6.1) and

k
VAV 58) i S 5 3 o (55 ) 1971

o0

k

1 S a(E,F)?

< - | —— —CTiFw
NHf|‘L2kZ_01+k (1+s) ¢

00 k
1 s B F)?
< - Ttk
Sl 3 e 2 <1 +s) ’

1 ]
Sl g [0
k=0
+ i Lrs)’ _c[d(mPﬂM
1+
k=s+1

where we used (i) for the second estimate and Lemma C.6.1 for the last one.
Arguing as in the proof of Proposition C.2.6, we find

< 1+s _Cd(E,F)
VA9 -+ 8) o) 1l g e
Sflzes
since we assumed that d(FE, F)2 >1+s. O

Corollary C.2.12. Let M € N. Then if a = sM+2dAM (I 4+ sA)"M~2b is a (BZy, M + 1, €)-molecule
associated with the ball B, then

7‘]‘6

—— VY5 €N~
vB: Y

||a’||L1(Tl") <1 and HGHLZ(TCJ-(B)) S
Proof: First, notice that

lallscry < D VT B2 e = flalz, )z | 2oy 5)-
j>1
Then it remains to check the last claim, that is
27J¢
lallz(ze, sy = 2 = lla@, )iz lle,m) < V@B

Since a = sM*HdAM (1 4 sA)~~ b, then
v la(e, ), = sMHAVAM( 4 528)7 M Eb(a).

We conclude as in Proposition C.2.7, using the Davies-Gaffney estimates provided by Corollary C.2.11.
O

C.2.4 Off diagonal decay for Littlewood-Paley functionals

Lemma C.2.13. Let M > 0 and o € [0,1]. Define A = {(A;i’“)leN*, d € Ry, u € N}, where, for all
1> 1,
d
oo (1)
APt =1 .
(I 4 u)t+M
Then there exists C = Chy,o such that



Proof: The proof is similar to Proposition A.7.2. 0

Lemma C.2.14. Let M € N* and 8 > 0. Then there exists Cpr g such that for all sets E,F CT', all f
supported in F, all s € N and all M-tuples (s1,...,sn) € [s,25]™, one has

M

ILg(I = P*)...(I = P*)fl 12y < Crrp (1 + [ fllzz-
Proof: The proof follows the ideas of Lemma A.3.3 (or [BR09] Lemma 3.2 if 8 = 1). First, since Lg and
(I — P%1)...(I — P*M) are L?>-bounded (uniformly in s) and without loss of generality, we can assume
that s < d(E, F)2.

Denote by 7 the only integer such that n+1 > 8+ M > n > 0. Notice that M —n <1— < 1 and
thus M —n <0.

We use the following fact, which is an immediate consequence of Proposition C.2.1

APFM = (1= PPN =S ap PRI - P)™' f Vf € LX(T)
k>0

where 3" azz" is the Taylor series of the function (1 — 2)%T=7=1 Notice that if 3 + M is an integer,
then ay, = do(k).
By the use of the generalized Minkowski inequality, we get

1o (T =P f| o

=

_ m(x) 14+n—M k+i—1 2
<> ap | Y PP N m(y)| AT = P (T - P ) PR f ()|
k>0 >1 i Vi VD) yeB(z V1)

=

2

S s Sa| SR Y I ST matptecyy)

te0,2Ms] ;5o =1 =V V1) e B

=

_ _ mixT
S s Yo [T S m@atrlgr 3
tel0.2Ms] > >1 yED(E) z€B(y,V1) (2, V1)

1
2

S sM  sup Zak Zl2ﬂ_1HA1+nPk+l+t_1f||2L2(Dl(E))
te[0.2Ms] ;5 =1

=sM sup  A(t)
te[0,Ms]

where Dy(E) = {y € T, dist(y, E) < v1}, and where we notice that Z _m(@) < 1 with the
€B(y,VD) Vi, Vl)
z€B(y,

doubling property.

1- Estimate when 1 < @

The important point here is to notice that dist(F, Di(E)) > 1d(E,F) 2 d(E,F). Then, using
Davies-Gaffney estimates (Proposition C.2.6, (iii) ) , we may obtain

exp | —c 9Ty

(I + k4 t)+m

[ AT PR £ ey S

£l 2
(C.23)

ex —cd(E’F)2
M-y p I+k+t

<l
- (I+k+t)t+M

£l

since M —n < 0.
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2- Estimate when 1 > d(Ef;Ff

We use the analyticity of P to obtain,

JASF PR gy < (T = PYOPR F

1
S mﬂfﬂm
_ 1
S T 1 (C24)
d(E,F)?
< I\/Ifnexp (70 Ikt )
~ (l+k+t)1+]\/] HfHL2

where the third line is due to M —n < 0 and the last one holds because [ + k 2> d(E, F)?.
3- Conclusion
The first two steps imply the following estimate on A(t):

1
d(E.,F)Z) 2\ 2

1 exp (fc I+h+t
Alt) < ) 2 |jB+M=n)
(05 Wlecry Yo | 327 (ra T o

1 exp (_Cdz(féif)
Z1(B+M—n)
SUfleaery Y w7 RN

k>0 I>1

where we used Lemma C.2.13 for the last line (indeed, 8+ M —n € (0,1]). Check that Thus since

3

ap(m — k)PHM=-n=1 <1,
0

b
Il

Indeed, when S+ M —n = 1, the result is obvious. Otherwise, it is a consequence of the fact that
ap ~ k""M=8 (see Lemma A.6.1). Hence, one has

d(E,F)*
p (o)

ex
A®) S 12w Z

= (m+t)1+M
_ d(E, F)20+M) d(E, F)?
= d(E. F)2(+M) A=) _eAN T
(&, F) ”f”B(F)mzl (m+ ey CPAT T
d(E,F)?

Z d(E,F)2(1+M)

—2(14+M
§d(EaF) 4+ )||f||L2(F) Zl 1+ (m+t)1+M

m>d(E,F)?
S A(E, F)72M|| fll 2wy

As a consequence,

d(B, F)2\ M
L e e I 2

which is the desired conclusion.
O

Lemma C.2.15. Let M € RY and § > 0 such that either M € N or 8 > 1. Define the Littlewood-Paley
functional Gz on L*(T) by

W=

Gaf(x) = Y 1P HAPP f(a))? vz eT.

<1
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Then there exists Cpy > 0 such that for all sets E, F C T', all functions f supported in F' and all s € N,
one has

d(E, F)2\ M
1Ga(sD)™ fll 12y < Om (%) Iz

Proof:  The proof is similar to the one of Lemma C.2.14. Notice that sup A(t) is replaced by
te[0,Ms]
A := A(0). Then the end of the calculus is the same provided that 7 — M > 0, which is the case under

our assumption on M and . See also Lemma A.6.1. 0

Lemma C.2.16. Let M € N. Then there exists Cpr > 0 such that for all sets E, F C T, all f supported
in F' and all s € N, one has

=

2\ —M-
S I 1

fatr -t et

Proof: Since Ly and (I—(I+sA)~")M +2 are L2-bounded (uniformly in s) and without loss of generality,

we can assume that s < d(E, F)2.
We use the following computation,

-M-1
(I+sA)™M=3f=((1+5)1—sP)™M3=(1+s5)"M3 (1_ > P) f

1+s
M1 S F k
:(1+S) 2 E ag 1—_’_8 P f

k>0

(C.25)

where Y aiz¥ is the Taylor series of the function (1 — z)~M =3 and the convergence holds in L? (T).

By the use of the generalized Minkowski inequality, we get

HL%(I— (I+SA)_1)M+%f’

L3(E)
sM+3 s k m(x) 5
< T D ( ) S ———— > my) ATV P f ()
M+1
(L) 5 AL+ =1 ven V(@ VD) yeB(z,VI)
1
M+ s \* _ m(z) 2
g e () (X X mwareogge
k>0 1>1 yeD,(E) €BuVDh -
1
sM+3 Z S k Z 1+ M pk+l—1 g2 2
L (_) |ALEM phti=tp2, o
(14 s)M+3 = 1+s 51 (DrE)

d*(E,F) .
When [ < ===, notice that d(F, D;(E)) 2 d(E, F) so that

14+ M pkti—1 < eXP(*Cle(f;;F))
AT P 2oy S WWHH- (C.26)

, one has

2
Moreover, when [ > @

[ATFMPEHZLEN oy myy < JJATTM PEHELE)
1

< Ty wpr e (C.27)
d?(E,F)

S

~ (U + k)M L
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As a consequence

=

1\M+1 sM+3 s k eXP(*Cdzl(fl’cF))
— - 3 <_° - ) Uk
HL%(I (I +sA)7h) f’LQ(E)N (1+5)M+%”f”L ];Oak (1+S) z>z1 (1 k)200+1D)

1
2 2

sM+z s \" exp(—cEL))

<_° - ) 2 : E e T

~ (1+ S)M-{-% (Raiv kzoak (1 T s) = n2(M+1)

sM+z 1 s \"
< A ——
d(E,F) (1+s)M+3 = 1+s

< M+3 !
<W) (14 51— 1))~ M3 £ 12

s M+3
= <m) | £l z2-

Let us now recall a result that can be found in Theorem A.2.5.

O

Proposition C.2.17. Assume that (T, p) satisfy (UE). Let K > 0 and j € N. There exist C,c > 0
such that for all sets E,F € T" and all xg € T all | € N* satisfying

sup d(xo,y) < Kd(E, F) (C.28)
yer
or
sup d(zo,y) < KVI1 (C.29)
yer

and all functions f supported in F, there holds

. C 1 _od(B.F)?
IAT P f ey < e T 1l

UV (20, Vi)

and o 1 )

VAjPl_l 2 < _—76_Cd(EiF) 1 .

V89 P fluseey < g g e 5 U
Lemma C.2.18. Assume that (T', u) satisfy (UE). For all M € N* and all § > 0, there exists Cpy > 0
such that for all disjoint sets E, F € T' and all xo satisfying (C.28), all f supported in F and all s € N*,
one has

M Cu d(EvF)Q)_M
HL,@(I P ) fHL2(E) < V(xo,d(E,F))% ( s ||f||L1

Proof: The proof of this Lemma is similar to the one of Lemma C.2.14 and we only indicate the main
changes.

When [ < d(ET’F)Z, replace first (C.23) by

2
|Av Pk ) < L oot
2 1 !
BEOE) ~ o Ve L+ D)3 (+ k+ )0+ I
s (C.30)
[M—n exp (*C F; )
< 1fllze

Y V(wo,d(E, F)z (I+k+1)HM

where the second line holds because M — 1 < 0 and the first one holds by Proposition C.2.17. Indeed,
there exists K > 0 such that

sup d(zo,y) < Kd(E, F).

yeFl

Thus, xo, D;(E) and F satisfy (C.28) with constant 4K .
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When [ > d(ET’F)Z, replace also (C.24) by

1 1
AlJrnPkJrlthfl 5 < .
I Hlexomy S 5 T ot i o 12

wron o (-ctEEE) ©31

~ V(xo,d(E,F))z (k+1+1t)1HM LIl

where the first line follows from Proposition C.2.17, since xg, F' and k + | + t satisfy (C.29), and the
second line to the facts that k +1 > d(E, F)> and M —n < 0. a

Lemma C.2.19. Assume that (I',u) satisfy (UE). For oll M > 0 , there exists Cpy such that for all
sets E,F €T and all xg satisfying (C.28), all f supported in F and all s € N*, one has

<G (ABI T,
L2(B) = V(zo,d(E, F))3 s L

HL%(I_ I+ sA)-l)Jv1+%f‘

Proof: The proof of this Lemma is similar to the one of Lemma C.2.16 and we only indicate the main
changes.

When [ < d(ET’F)Z, replace (C.26) by

L ()
_ ¥
[AMPRLE vy () S

Y V(wo,VEFDE (14 k)M (RalFA
S e T
~V(xo,d(E,F))2z (14 k)FM L

where the first line holds due to Lemma C.2.17 since z, D;(E) and F satisfy (C.28).
2
When [ > @, replace also (C.27) by

(C.32)

1 1
V(zo, VE + 1)z (k+1)1+M £l
’ C.33
. : - (76%) I £1] 5
~ V(xo,d(E,F))z  (k+1)1+M 2!

where the second line follows from Lemma C.2.17, since xo, F' and k 41+t satisfy (C.29), and the third
line to the fact that k +1 > d(E, F)?. O

[AFMPRLE N )y S

C.3 BMO spaces

C.3.1 Dense sets in Hardy spaces

Lemma C.3.1. Let M € N and s € {1,2}.
For all € € (0,400), we have the following inclusion

M(I)V[’C(F) — HEZK,,I\/[,OO(F)
and for all ¢ € ./\/léw’E(F),
161l 1

BZk,M,c0

Proof: Let ¢ in My “(T'). Then there exists ¢ € L*(T') such that ¢ = AM¢ and for all j > 1,

S C'M,e|

¢||Mé‘4v€-

el L2(c; 30y 2 S 16l paree-

Observe that

xTr) = a ]l{y}(x) X
o )_yzeg - Ve el (C.34)

where ay; = ¢(y)m(y). In order to prove that ¢ € H}BZK’M,OO, it suffices to prove
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(i) for every y € T', AM ;{(yy}) is, up to a harmless multiplicative constant, a (BZ,, M )-atom,

(ii) Z lay| < ||¢HM[Z)W<a

yel

1

(iii) ¢ = Z ay,AM W) here the convergence holds in L!(T).
et m(y)

It is easy to check that AM% is a (BZ1, M)-atom associated with s = 1, (1,...,1) and the ball

B(y,1). When k = 2, notice that

I o (1 (M2 DANY 1y,
AM L (7 (14 (M2 4+ 1)A)! < v
<>( A G Ty BT
Moreover, (I+(IJV\[422:11) y is supported in B(y, M + 1) and
2 M 2
(M2 +1) ) Ly |« (2M +3) Lyy
M2+1 m(y){,, ~ \ M*+1 W)l L2
<
m(y)?
S
V(y, M +1)2
For point (ii), remark that
Z|ay| :Z Z |ay|
yer j=1yeC;(Bo)
<2 | X ) oyt
- m(y) !

j21 \y€eC;(Bo)

=

<SS vEiB)E | Y o) Pmiy)
j=1 yGCj(BU)

=> V(2 Bo)2 el 2 (c; 80

Jjz1

< 326y

i>1
< 19l g

For point (iii), notice that (ii) implies the L!-convergence in (C.34). The result is then a consequence of
the L'-boundedness of A. O

Lemma C.3.2. Let M € N* and let B C T be a ball. For all s € N*, define A, as either (I—P®')...(I—
PsMY) with (s1,...,80) € [1,28]™, or (I — (I +sA)"Y)M . If o € L?(B) then, for all s € N*, ¢ > 0 and
M e N*, Ayp € MME(T).

As a consequence, if f € Epp for some M € N, then for all s € N we can define Agsf as a linear form
on finitely supported functions and

A f € Lloc(r)

Remark C.3.3. In the case of graphs, a distribution g is in L} (I') means that we can write g(x) for
all x € T, that is g is a function. On the contrary, notice that each function on I' belongs to Lloc(l") and
we use then the notation L}, (T') only by analogy to the case of continuous spaces.

Proof: Fix € > 0 and let ¢ € L?(B) for some ball B and k € N such that B C 2¥*2By. The uniform
L2-boundedness of A4(sA)~M yields

sup  20°V(2/By)% || A,A7M

M2kev(2kBO) H<PHL2(B)-
JelLk+1]

‘P”L%c (Bo)) =
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Moreover, Proposition C.2.6 implies, for j > k + 2

21V (29 By)* || A,A~M Mooy (37 Bg)be—o

‘P||L2(cj(30)) S ell2(m)
< SRV B g ey
where dj is given by Proposition C.1.5. One concludes that Asp € MS/I’C(F) and

e 4 1
1As@l e S M3V (28 Bo) 2 ]| (). (C.35)

Let us prove the second claim of the lemma. Let € such that f € (My"“(T"))*. For all balls B and
all functions ¢ supported in B, one has

|<Asfa§0>| = |<f,145(,0>|
5 HfH(Mé”ve)*

AscpHMéu,e

< gy el o,

which proves the lemma since the estimate works for any ball B and any ¢ € L?(B). a

Definition C.3.4. Let & € {1,2} and M € N*. Define Hpy,,. 1, (T) as the subset of Hp .. 5 (T') made

of the functions g that can be written as g = ZZJ.V:O Aia; where \; € R and a; is a (BZy, M, €)-molecule
and

N
SNl S 2l\gllrr, -
1=0

Lemma C.3.5. For k € {1,2} and M € N*, the set Hp,, 1, (T) is dense in Hpy, o (T).

Remark C.3.6. This lemma is identical to Lemma 4.5 in [BZ08]. However, we present here a different
pProof.

Proof: Let k € {1,2} and M € N*.
Let f € Hpy,. pro(T). There exist a numerical sequence (;)ien € £'(N) and a sequence (a;)ien of
(BZ,, M, €)-molecules such that f = > \;a; and

3
Z |)\Z| = _Hf”H}sZn,M,e'

€N

N
. We set g = Z A;a;. Then
i=0

Let n € (0,%). There exists N € N such that Y-,y [As| < 1| f]l s

BZk,M,e

||f*9||H1 =

BZk,M,e

Z /\iai

i>N

1
HBZN,IVI,G

< Z IXil < 0l f [l

BZk,M,e
i>N

and, therefore || f]| 1 < lgll g2

BZk,M,e BZk,M,e

+ 0l fll 2 , which implies

BZk,M,e

N

3
> < 31l

=0

AN

__ 3
T 2(1-mn)
< 2||gll 2

BZwk,M,c

g1l

BZkr,M,e
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Lemma C.3.7. Let x € {1,2} and M € N. Let 0 < e < & < +00. Then Hy,, ,, (T) C My"*.

Proof:  Since Méw’e is a vector space, it is enough to prove that for each (BZ,, M, €)-molecule a, one
has a € M.

Notice that the case € = co is proven in Lemma C.3.2. Let € < 400 and a = A;b be a (BZ,;, M, €)-
molecule associated with s € N* and the ball B of radius y/s. For all j > 1, Corollary C.5.2 provides
a covering of C;(B) with balls of radius /s and with bounded overlapping. We label these balls as
(Bi)ier,;- - Consequently,

lall wqpee < 37 14000, (3) e

j=1

<3 144615

j>1liel;

M,e.
My

Moreover, d(B;, By) < 291F where k is such that B € 2¥2B;. Thus Lemma C.3.2 implies
j+k)e j+k 1
||a||Mé\4,e < CSZ Z o(i+k) V(275 By) 3 |1b] L2,
j>14€l;

< s Z 2(j+k)€V(2j+kBo)% ||b||L2(C’j(B))

Jj=1
1
20tk (V(20HkBy)\ ?
< — -
<oy 5 (Vo)
Jj=z1

< ngk(e-‘r%) Z 97 (e—€)

Jj=1

< 400

where C; denote C;(B)UC;_1(B)UCj41(B), and where we use the definition of a (BZ,, M, €)-molecule
for the third line and the fact that 27t*B, c 27t+k+2B. O

C.3.2 Inclusions between BMOQO spaces

Lemma C.3.8. There exists C > 0 such that for all s € N*, all M-tuples (s1,...,su) € [s,2s]M, all
balls B of radius /s and all functions f € BMOpggza a1, one has

”(I - PSI) s (I - PSM)fHLZ(B) < CV(B)%HfHBMOBZZ,J\l‘
Proof: For s € N*| the operator s stands for
1 s—1
R k __ _ ps -1
Qs = SZP = (I — P*)(sA)L.
k=0
For all s € N*, all sg € [[s,2s] and all f € &, one has
(= P)f = (I P*)(I + sA)(I +58)f
so—1
= (1 Z Pkf> (I 4 sA)sA(I +sA)" 1 f
—
SO S0 —1
= [2Qu, + (1 =P (1= (1 +528)7)f

Recall that all terms make sense and are in L?

e(I'), according to Lemma C.3.2. As a consequence, for
(81,--.,80m) € [5,25]M, one has

M
([—pP). (=P f=]] [%Q (L= P (1= (I +s8)"H)M (C.36)

i=1
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M
Since 2+ < 2, Proposition C.2.6 yields that H {ﬁQsi + - Psi)} satisfies Gaffney-Davies estimates.
s

i=1
Hence,
Mo
(T =P) . (I =P fllpam < D] [;lei +(I - PSi)} (e, ) (I — (I +sA)"H)Mf]
i>1 |li=1 L2(B)
SY e NI = (I +sA) M fllraiesmy)
j>1
SY eI = (I +sA) )M fll 2o 5y
j>1
’S Ze_C4JV(2j+1B)§ ”f”BMoszz,M
j>1
1
/S V(B>2 ”f”BMoszz,M
where the last line holds thanks to Proposition C.1.5. O

Corollary C.3.9. Let M € N*. Then BMOgzom(I') C BMOpz1,m(T). More precisely, for all
f € BMOpz2,m(T),

”f”BMOBZl,M /S HfHBIVfOBz2,M'
Proof: Immediate consequence of Lemma C.3.8. 0

We want now to prove the converse inclusion, that is BMOBZLM(F) C BMOBZZM(I‘). We begin
with the next proposition, inspired from Proposition 2.6 in [DYO05b].

Proposition C.3.10. Let M € N*. There exists C' > 0 only depending on I' and M such that for all
f € BMOgpz1.m(T), for all balls B = B(zq,+/s) and all integers (a, b1, ...,by) € N x [0,2s]M,

do+1
1Po(T = PP) . (I = P) f|las) < Cas > V(B)? | fll 510510
where as = max {1, %}

Remark C.3.11. We can replace a%*t by adot< with € > 0 in the conclusion of the Proposition C.3.10
(in this case, C' depends on €).
Proof: (Proposition C.3.10)
(1) Let us prove the proposition when s < I[[nin ]] b;. The case where a = 0 is a consequence of the
i€[1,M
definition of BMOpzi1,a and will therefore be skipped. Let (B;)icr; be the covering of Cj(B)
provided by Corollary C.5.2. Then,

|P4(I = P™)...(I = P"™)f|r2(m)

49h
ST =PP) . (I = PP fll 2y my) + 3, exp <CT> (I = Pb)...(I = P")f|l120c;my
j>2
by by 4jb b1 by
< (=P (I =P")f|lL2ap) + Y exp —c— (L =P")...(1 = P"™)fll12(25+1 )
j>2

1 49p
SVAB I Ini0pznn + 3 S exw (e ) IT = PP (1= Pl

j>24€l;

1 » 47h
SV Slpstopann |1+ 20 oxp (-2 )
Jj=2

. g1
/S V(B)2 HfHBI\/[OBZI,Ma’S 2
(C.37)

where we use the Davies-Gaffney estimates for the first line and the doubling property for the last
but one line.
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(2) General case. For each b; < s, write
(I — P%) = (I — P*) — Pb(I — pP?s~%),
Hence, P%(I — P%)...(I — P®1) can be written as a sum of terms
P — PPY... (I — PP)

where b; € [s,2s] and @ € [a,a + Ms]. The general case can be then deduced from the previous
case.
]

Proposition C.3.12. Let M € N*. There exists C > 0 such that for all balls B of radius /s, all
integers b € [[0,2s]] and all f € BMOpz1,m, one has

I = (1 +58) )M fll2s) < CV(B)2 || f | B30s 2101

Proof: Let ¢ € L*(T') supported in B. Recall that Lemma C.3.2 states that o, (I — Pk1)... (I — PkM)gp
and (I — (I +bA)"")My are in My"¢ for all € > 0. Moreover, for all b € N, one has

b -1
-1, _ —1(7_
(I+bA) " o= (1+0) <I 1+bP> 7

+oo k
= (ﬁ) (1—bb> Phe
i + +

where the convergence holds in L?(I"). Consequently,
+o0 1 b k
I—(I+bA) Hp= — ) (+—) I-P*
- aseare =3 (155 (1) 0P
and thus,
1A\ e\
(I—(I+bA)y"HMp = (1—+b) > (1—+b) > {I-PM. . (I-P)p
k=1 ki+-+knm=k

where the convergence still holds in L?(T).
In order to prove that the convergence holds in /\/l(l)w’6 for all € > 0, it suffices to show that

1 M +oo b k
= — - I— Pk . (I — Pk~ Moe )
S (Hb) ;(Hb) S TP )l ane < +oo

ki+-+kn=k

Indeed, according to (C.35), one has

]M-i-oo b k 4
() B 5
1+5b P 1406

ki4-+kn=Fk
<3 Gt )i (2 )km :
MM \T+b L*(B)
<b%+%”+f el
~ 2 1+ k)2 PllL2(B)
< 400

where the third line comes from Lemma C.6.1.
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For f € Ep, there exists € > 0 such that (./\/léwe) . Moreover, Lemma C.3.2 states that (I — (I +
sA)"HM fand (I — P*)...(I — Pkm)f (for all (ki,...,ky) € NM) are in L2 (T). As a consequence,
I = (1 +6A) ™)™ fllLa(m)
= s [(f,(I - (I +0A)"H)Y )]

lell2=1
Supp ¢CB

s(ﬁ)M:f(l%b) ST s [{(AI- PR (- PR |

Ryt =k llell2=1
! M=¥ SupppcB

_ <1LH>M 3 (%b)k ST U= PR = PR e

k=1 ki+--+kn=k

where the pairing is between Méw’e and its dual. Therefore

M +o0 b k
0= e < (15) L(rg) 5 0= P =Pl
k=1

ki+-+kv=k
1 M b b k . .
5(1+b) Z(1+b) Z (L =P")...(I = P™)fll2(m)
k=1 ke =k
1 M oo b k
a— _ k1 k
+(1+b) > (1+b) Do T =PR) (I = PR f s
k=b+1 ki4-+kn=k
=1 + L.

We estimate the first term with Proposition C.3.10 and Lemma C.6.1:

b

1+k? M-1 b k N
Il Zl 1+b M (1+b) HfHB]WOBZ1,MV(B)2

1
1 + b ! Z ||f||BMOBZ1 MV(B)2

1
5 HfHBJWOBZ1,MV(B)2'

We turn now to the estimate of the second term. One has, using Proposition C.3.10 and Lemma C.6.1

again,

ps (=) S (L) S ju—rty -y
2~ \150 1+b L2(\/EB)

k=b+1 k14 +kn=k
1
<1 (1+k\Y/ b \* E\’?
S V|4/:B
~ Z 1+k(1+b) (1+b) ||f||BMOBz1,M ( b )
k=b+1
% M+ 11 k )
’S Z 1+k < ) <1+b) ”f”BMOBz1,MV(B)2
k=b+1
’S Z 1+k ( ) ||f||BMOBZ1 MV(B)E
k=b+1
1
/S HfHBIVfOBzLMV(B)zv
where we used Proposition C.1.5 for the third line. 0

Corollary C.3.13. Let M € N. Then BMOpz1,m(I') C BMOggzo m(T). More precisely, for all
f € BMOgpz1,u(T),
||f||BMOBZ2,M 5 HfHBJWOBZ1,M'

Proof: Immediate consequence of Proposition C.3.12. 0
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C.3.3 Duals of Hardy spaces

Proposition C.3.14. Let x € {1,2} and M € N*.
Let € be a bounded linear functional on Hp,, o (T). Then { actually belongs to BMOpzx p(T) N
Fur and for all g € H,, 2 oo (T), there holds

tg) = (L, 9) (C.38)
where the pairing is between Méw’e(l") and its dual. Moreover,

||£HB1\/[OBZR,]\/I S ”EH(H1 )*

BZk,M,c0

Proof: Let k € {1,2} and M € N.
Let £in [H} . ar00(T)] . According to Lemma C.3.1, £ € (.5, [./\/léw’e} = Fur. The following two
claims
(i) H}BZK,M,OO(F) c Mé\Le’
(ii) H}BZK,M,OO(F) is dense in Hflazn,M,oo(F)a
are respectively a consequence of Lemma C.3.7 and of Lemma C.3.5. They imply that (C.38) makes

sense and uniquely describes .
It remains to check the last claim, that is

1l Baroa S el
Fix s € N*, a M-tuple (s1,...,sn) € [s,2s]M, and a ball B of radius v/s. We wrote Ay for (I —
Ps)...(I—PsM)if k=1and for (I — (I +sA)"HM if xk = 2.

Let ¢ € L?(B) with norm 1. Then
1

v
is a (BZ,, M)-atom. Thus,
e,
vey: i, ,
ie.,
el A9 = o6 A
<l -

Lemma C.3.2 provides that A.¢ € L? (T'). Taking the supremum over all ¢ supported in B, we obtain

loc
1 9 2
_ E m < 1 * .
<V(B) = |A56(x)| (1‘)> ~ Hg||(HBZN,]\4,OO>

Finally, taking the supremum over all s € N* all M-tuples (s1,...,sy) € [s,2s] and all balls B of
radius +/s leads us to the result. U

Proposition C.3.15. Let x € {1,2} and M € N*.
Let € > 0 and f € BMOpzk,m(T') N Frr. The linear functional given by

U(g) :=(f9)

initially defined on H}gzmM,ze(F), and where the pairing is between Méw’e

and its dual, has a unique
bounded extension to HEZmMQE (T) with

”EH(H1 )* 5 ||f||BMOBZn,J\4(F)'

BZk,M,2e
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Proof: Let k € {1,2} and M € N*. In the proof, A; will denote (I — P*')...(I — P*™) (for some
(81,--+,80m) € [[5,25]M) or (I — (I + sA)"1)M  depending whether & is equal to 1 or 2.
Let us prove that for every (BZ,, M, 2¢)-molecule a, one has

| <f7 a> | /S HfHBMOBZR,]\/I' (039)

loc

Since f € Fu, then f € (Méw’e) . In particular, Lemma C.3.2 provides that A,f € L? (T'). Thus, if
a = Agbis a (BZ,, M, 2¢)-molecule associated with a ball B of radius /s, we may write

[{F.0)| = |2 AsT@b()m(a)

zel

<D IAF ey Bl zao, m)
j=1

<D 2HVEB)E A llrrep
i>1

< Z 2-%y (21 B)"2 V(29T B) 3 | fl1BMOE 2000
j>1

SN fllBros 20 s

where we used for the last but one line Proposition C.3.10 (if k = 1) or Proposition C.3.8 and Corollary
C.3.9 (if & = 2).
Our next step is to show that for every g € H}BZ&M’QE, we have
[ (fra) IS N9l

BZk,M,2e

fHBMOBZn,M‘

Indeed, let N € N, (X;); € [0,N] € RY and (a; = As,bi)icpo,n] a sequence of (BZ,, M, 2¢)-molecules
that satisfies g = > Aia; and > [ \i| < 2||g]| g2 then

BZr,M,2¢’

€(9)] <D Nl [€(as)]
i=0

N

5 HfHBI\/IOBZH,]\/I Z |/\Z|

=0

5 HfHB]\/IOBZN,]W ||gHH}13ZH’M’2€-

. 1 . . 1 . . .
Since Hpz, ar.0c is dense in Hp .o 3/ o, £ has an unique bounded extension that satisfies

Vs, o < 171 8310m s

Proposition C.3.16. Let k € {1,2} and M € N*.
Let f € BMOpyz. (D) and let € > 0 such that f € (MY"(D))*. The linear functional given by

U(g) :=(f9)

initially defined on HlBZﬁ,M,oo(F) which is a dense subset of ./\/léw’f, and where the pairing is that between
./\/léw’6 and its dual, has a unique extension to Hp ;.\ (L) with

H£||(H1 )* 5 ||f||BMoBZN,IVI'

BZk,M,c0

Proof: ~ Same proof than Proposition C.3.15 with obvious modifications. The only difference is: in

Proposition C.3.15, € > 0 is given by the Hardy space Hll?Zn,MQe and in Proposition C.3.16, € > 0 is

given by the functional f € &y;. O
We turn now to the proof of Theorem C.1.35.

Proof: Let k € {1,2} and M € N*.

137



Proposition C.3.14 and Corollary C.3.16 provide the continuous embeddings
(Hpz.01,00)" < BMOpze it N Far = BMOpze s = (Hp g aro0)™

As a consequence, BMOpzy ar is the dual space of Hpy, 3 o, and is actually included in Fay.
Besides, Propositions C.3.14 and C.3.16 yield, for any € > 0

(Hp g 01,00)" = BMOpze v N Far = (Hpz,ar.0)"

Since the inclusion (Hpy, ar)* = (Hpg. ar.00)" 18 obvious, we obtain that BMOpzean N Fyr =
BMOpzy i is also the dual space of Hp,, 1 .-

The last claim of the Theorem, that is for a fixed M € N*, the spaces Hpy, 5 (T) for & € {1,2}
and € € (0,400] are all equivalent, is only a consequence of the proposition C.3.17 below. Indeed, for
m € N* and € {1,2}, the inclusion Hy, 5, . C Hpy, ar,, When 0 <7 < e < +o0 is obvious and then
Proposition C.3.17 yields the equality between the spaces H}BZW’M’6 for € € (0, +00], together with the
equivalence of norms. It remains to check that, for example, H} Z1,M00 C H L z2.m,1- For this, notice
first that similarly to (C.36), for a (BZ1, M)-atom a associated with s € N*, (s1,...,8,) € [s,2s]M, a
ball B of radius y/s and a function b € L?(B), one has

a=(—P)...(I—P™)b

= (1= (1 4+s8) OV T [F@u + = P)]b,

We have to check that vail [‘S—; Qs;, + (I — Psi)} b satisfies, up to a multiplicative constant, the estimates
given by (ii) of the definition of a (BZa, M,1)-molecule. This calculus, which is a straightforward
consequence of the Gaffney estimates provided by Proposition C.2.6, is left to the reader. O

Proposition C.3.17. If (E,||.|g) and (F,|.|F) are two Banach spaces with the same dual (G, ||.||c)
and moreover if we have the continuous inclusion E C F, then E = F with equivalent norms.

Proof: Let T be the linear operator defined by
T:eecE—eckF.

T is bounded and its adjoint T is
T :geG—geq,

that is the identity on G. Theorem 4.15 in [Rud91] implies that £ = F', and then, by the open mapping
theorem, we deduce that the norm of E is dominated by the norm of F'. O

C.4 Inclusions between Hardy spaces

C4.1 Hpy y NL*CE,

Proposition C.4.1. Lete >0, M € (%,+00)NN and 8 > 0. Then H} ,, , (T)NLA(T) C E}, 04 5(T)
and

wd,p: the case of functions

1l

Proof: Let f € Hpyy a0 L*(T). Then there exist (Ai)ien € £' and (a;)ien a sequence of (BZ1, M, e)-
molecules such that f =" \;a; and

S I e

uwad,B BZ1,M,e

Z |>\Z| = ”f”H};Zl,M,e'

i€EN

First, since ||[P*|j11 < 1 for all k € N, the operators A? and then A?P!~1 are L!'-bounded for

B > 0 (see [CSCI0]). Consequently,

Aﬁpl71 Z)\iaz = Z)\Z‘Aﬁplilai.

€N €N
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Since the space I is discrete, the L!'-convergence implies the pointwise convergence, that is, for all z € T,

Aﬁpl71 Z )\Zai(z)

€N

Z AiAﬁPlilai(SC)

i€EN

<> Nl AP ag(a)]
€N

From here, the estimate

<Y il Lpaill

L i€N

ILgflle =

€N

is just a consequence of the generalized Minkowski inequality.
It remains to prove that there exists a constant C' such that for all (BZ1, M, €)-molecules a, one has

[Lgallrr < C. (C.40)

Let s € N*, (s1,...,50) € [5,25]™ and a ball B associated with the molecule a. By Hélder
inequality and the doubling property, we may write

> ; 1
ILgallr > V(2'B)7 | LsallL2(c,(m)- (C.41)
j=1

We will estimate now each term || Lgal|L2(c, (B))-
The result is then a consequence of Lemma C.2.14 which can be reformulated as follows

(B, F)2\ M
ot = P (0= P A ey < O (14 95E) e ()
Notice that
0 if|j—kl <1
d(Cp(B),C;(B)) ={ 215 ifk<j—2
2k /s ifk>j+2
Thus,
ILgall 2,y < DL = P*) ... (I = P)ble, )2y (8)
k>1
‘ j+1
< D0 Ml ey + Yo Ibllacusy + D 4TMIblzcn )
k<j—2 k=j—1 k>j+2
< D amiMamhy (2R B)TE 2Ty (2B)TE 4 Y 4TRMamay (25 p)Th
k<j—2 k>j+2
<279V (2/B)" 2
where € = min{e,2M — L@},
As a consequence, one has
V(2B *®
L <N ow (2
Lol £ 27 (o))
jz1
< +o00.
0

Proposition C.4.2. Let (T, u) satisfying (UE), M € N*, e > 0 and 8 > 0. Then HEZLM(F) NLAT) C
E;uad,ﬁ(l") and
1l

S I e

wad,B BZ1,M,e
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Proof:  As in the proof of Proposition C.4.1, it remains to check that for all (BZ1, M, ¢)-molecules
a=(I—P5)...(I —PM)b associated with s € N, (s1,...,sp) and B = B(xp,rp), one has

> V(27 B)# | Lsal| 2o,y S 1.

j=1
The case j = 1 follows from the L2-boundedness of Lg and of (I — P*)™ thus

1
V(B)

I Lgall2c; By S llallre <

=

For the case j > 2, we introduce C’j(B) defined by

C;B) = |J ).

1<k<j—2

Check that C;(B), Cj(B), and xp satisfy (C.28), since d(C;(B),C;(B)) = 2/rp. Thus, Lemma C.2.18
yields

ILsallL2(c, ) < ILs(I = P)M[ble, pllL2 (o) + 1 Ls( = P)M [blp g, pylllL2 (o, 3y

47j1b1
5 - . 1 ol ;1 + ||| 7.2 A
Vi(zp. 2irn)s [0l L2,y + 1Bl L2, ()
< 27
~ V(2iB)z
where € = min{2M, ¢}. Summing in j > 1 ends the proof. O
1 2 1 . -
C.4.2 HBZ%M%ﬁ NH* C E,..z3 the case of 1-forms
Proposition C.4.3. Lete >0, M € (% — 1 +00)NN. Then HL,, s (IT) NH?(Tr) C E;uad 1 (1)
) 3 )
and
Al Sl -
quad, i BZ2,M+1 e
Proof: Let F € H! (Tr) N H?(Tr). Then there exist (\;);en € ¢! and (a;)ien a sequence of

BZ2,M+1%.e
(BZ2, M + 3, ¢)-molecules such that F' =} \;a; and

Sl = 1 flmy,

i€EN

First, by L'-boundedness of the operators P and d* (see Proposition C.1.32) and by the Minkowski
inequality, one has

LA P =Y m@) [ 3 m@)|P - d Fy)?

zel >1 y€B(z,V1)
%
= Zm(m) Z Z m(y)|Pl_1d*Z)\iai(y)|2
xzel >1 yGB(z,\/Z) €N
< Z |Ail Zm(x) Z Z m(y)| P d*a;(y)[?
i€EN zel 121 ye B(z,V1)

It remains to prove that there exists a constant C' such that for all (BZ2, M + %, €)-molecules a, one

has
1
2

Yom@) | > > mP T da@)l] St (C.43)

zel 121 yeB(z,V1)
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Let a = dA™2 (1 — (I 4+ sA)")M+3h be a (BZy, M + 1, €)-molecule associated with s € N* and the ball
B. Since d*dA~2 = Az, (C.43) becomes
1Ly (T = (I +s8)"H)M2p) S 1.
We end the proof as we did for Proposition C.4.1, using Lemma C.2.16 instead of Lemma C.2.14. OJ

Proposition C.4.4. Let (I, ) satisfying (UE). Let e >0, M € N. Then H:  (Tr) N H?(Tr) C

BZ2,M+4
E;uad (Tr) and

[l S 1l
quad,

BZ2 1\4+1

Proof: ~We begin the proof as the one of Prop081t10n C.4.3. We end the proof as Proposition C.4.2
instead of Proposition C.4.1, using Lemma C.2.19 instead of Lemma C.2.16. 0

C.4.3 Ejs C Hpzoar N L*: the case of functions

In this paragraph, we will need a few results on tents spaces (see [CMS85], [Rus07], [HLM*11]).
However, we need in our proofs some "discrete" tent spaces, defined below:

Definition C.4.5. For x € T', we recall

Y(@) = {(y. k) €T x N, d(,y)* < k}
and for a set O C T', we define

O ={(y,k) eT xN, d(y,0°)? > k}.

For a function F' defined on I" x N, consider for all x € T

1 7”@) 2
F = F(y, k
AF(z) > k+1V(z, /—k+1)| (y, k)]
(y,k)ev(z)

For p € [1,400), the tent space TL(T') is defined as the space of functions F on T' X N for which
AF € LP(T'), and is outfitted with the norm ||F||zp = ||AF||L» (the space Ty is then complete).

Definition C.4.6. A function A on T x N is said to be a Ty -atom if there exists a ball B C T' such that

A is supported in B and

1
Al k)] < ——.

V(B)

|| A =
| ||T2 k+ 1
(z,k)EB

Proposition C.4.7. For every element F € Ty (T'), there exist a scalar sequence (\;)ien C €' and a
sequence of T} -atoms (A;)ien such that

F=>Y MNA in Ty (T). (C.44)

Moreover,

Z | Ail = ||FHT21

i>0
where the implicit constants only depend on the constant in (DV). Finally, if F € T3 (') N TZ(T'), then
the decomposition (C.44) also converges in Tg(T).

Proof: This proof is analogous to the one of Theorem 1.1 in [Rus07] and of Theorem 4.10 in [HLM*11]
with obvious modifications. O

We introduce the functional m, 5 : T5(I') — L?(I") defined for any real 8 > 0 and any integer n > 3
by

ﬁnygF(:c):ZlB (A" (1 + P)" PR (L1 - 1)] (2)
1>1

where Z ¢} 2!~ is the Taylor series of the function (1 — 2)~".
>1
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Lemma C.4.8. The operator m, 5 is bounded from T4(T) to L*(T).

Proof: Let g € L*(T). Then, for all F' € T5(T),

n
C p— —
(MaF.g) = 3 L (AT + PYPIUF(, 1), )

1>1

—ch (,1—1),A"F(I + P)1P"1g)
>1

<SP Dl AT+ PYP g
>1

W=
|

IN

1
> 7IFGI=1) DU IATE I+ PYTP g 2

1>1 >1
Szl 4+ P)"g][ 2
S Il rzllglle

where the last but one line comes from the L2-boundedness of Littlewood-Paley functionals (since
11=28(c])? ~ 12(1=A)~1 see Lemma A.6.1). O

Lemma C.4.9. Suppose that A is a T} (T)-atom associated with a ball B C T'. Then for every M € N*,
B >0 and € € (0,+00), there exist an integer n = nar,p,c and a uniform constant Car g, > 0 such that
Cﬁ[}g,eﬂ'n,ﬂ(fl) is a (BZa, M, €)-molecule associated with the ball B.

Proof: Let n= (%" + § + 8] + M + 1, that is the only integer such that

d
n =

ZO+ FA+M 1> 1.

Let A be a Tj-atom associated with a ball B of radius r. We write
a=myp(A)=T—- I+ r2A)~HMyp

where

A 2
Z-é(” A) ABM([ 4 pYIPITLA - 1)
>1

Let us check that a is a (BZa, M, €)-molecule associated with B, up to multiplication by some harmless
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constant Cyy . First, one has, for all g € L?(4nB),

M

n
0.9 < 3 ey 3 AT PTMH (T + PYIPLAG L= 1), )
m=0 >1
M
:ZTQ(]M ’")Zlﬁy L1 —=1), An=A=M+m( 4 pynpl- 1>‘
m=0 >1

1
S Z sty 2T AG = Dl AT M 4 PYT P g ey

1>1
M 1 r2 %
S D Sarmm Az | DO AT e (L 4 PY1P g s
m=0 =1
M r2 3
< Z ||A||T22 ZZQ(W—B—M-i-m)—lHAW—B—M-HH(I+P)?]Pl—lgH%Z(B)
m=0 =1
M
SAllzz Y NGy—p-ntem(I + P)gll 2
m=0
S Allzz I+ P)"gll 2
1
<
~ T 119
gyt lolee

where we used the L2-boundedness of the quadratic Littlewood-Paley functional for the last but one line
(see [Fenlbb], [ALM14]).

Let j > log,(n) + 1 and g € L?*(C;(B)). Since Supp(I + P)"g € C;,,(B) = {z € I, d(z,C;(B)) < n}
and d(C;,(B),B) 2 2’r,

M 2 2
1 8y —B—M+m _
B S —aar—my I Allz > PI=A Y A BEME (T 4 PYIPE g2 )
m=0 =1

=

2
T

< D I A | 3OO AT AT (T 4 PYTP g

=1
M
SO Al 3 (|G AT 4 PYTg|
m=0

r2(n—B-M-1)

N WHAHTZ (I + P)7gll .
_i(do .

S 277G Allgs gl
9-ie

< -

S V@n? gl 12

where we used Lemma C.2.15 for the last but two line and Proposition C.1.5 for the last one. We
conclude that, up to multiplication by some harmless constant, b is a (BZ2, M, €)-molecule. O

Proposition C.4.10. Let M € N*, ¢ > 0 and 8 > 0. Then E},,4 5(T') C Hpzy 3. (T) N L*(T) and
Fls,, . Sl

Proof: Let f € E}, .4 3(T). We set

F(,l)=[1+1)A]PP'f.
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By definition of H,,,, 5(T), one has that I € Ty (T'). Moreover, since f € L*(T'), L*-boundedness of
Littlewood-Paley functionals (see [BR09], [Fen15b]) yields that F' € T%(T"). Thus, according to Lemma
C.4.7, there exist a numerical sequence (\;);en and a sequence of T -atoms (A;);en such that

F =Y XA in 75 (I') and T2(T")
1=0

and
Sl S IFNry = 1l
ieN
Choose 7 as in Lemma C.4.9. Using Corollary C.2.3, since f € L*(T),
f = WnaﬁF('al)
™= (C.45)
= Aimy5(4))
i=0

where the sum converges in L*(I"). According to Lemma C.4.9, 7, g(4;) are molecules and then (C.45)
would provide a (M, €)-representation of f if the convergence held in L!(T"). By uniqueness of the limit,
it remains to prove that > \;m, g(A4;) converges in L'. Indeed,

D il (A S A

ieN ieN
< 400

where the first line comes from Proposition C.2.7 and the second one from the fact that (););en € £1(N).
(]

C.44 Eg,..5CH, N H?: the case of 1-forms

u BZ2,M+1.e

Lemma C.4.11. Suppose that A is a T} (T')-atom associated with a ball B CT. Let M € N and € > 0,
1
there exist an integer 1 = nup,e and a uniform constant Car. > 0 such that C&}EdAfiﬂ' %(A) s a

(BZa, M + 5, €)-molecule associated with the ball B.

,

Proof: Let n=[% + £]+ M + 2. We will also write ¢ for [% + £] € N*.
Let A be a T)-atom associated with a ball B of radius . We write

a:=dA 7, 1 (A) = P?MHLgAM (T 4 TQA)_M_%b

m3

where

el (T+7r2A M3
hi=) L (—— ATI=Mp L pynpl=l 41—
> (14 PYPIAC L)

2 & r2 \* T+ r2A\MT! B
VX () SE () APt
k=0

1>1

(C.46)

where 3" ayz" is the Taylor series of the function (1 — z)~2 (cf (C.25)).
Let us check that a is a (BZy, M + %, €)-molecule associated with B, up to multiplication by some
harmless constant Cjy ..
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Let g € L?(4nB). One has with the first equality in (C.46),

b.o)| < p—2M-1 o AT —1). (I +2AVMHE AL+t (1 4 pynpl-1
g < S0 (a0, (1420) 1+ PP
1>1

C77 1
SrMEr Y \—l[||A(.,z — Dllzell (I +r28)"F2F AT 4 Py P g

>1
- 3
1

SN Al =M1 [ ST 207D (14 28) T2 A (T 4 PP )2,
=1
- 3

1

S [Allggr=2 =0 { SO (1 4920) M A (4 Py P g

=1

S 1Allzz (2 + P)7gll 2
S I[Allzzllgll 2

1/2
r? /

1
where we use that the functionals g ~— 77 2M~1 ZZQ(HHM” (I+7’2A)M+2 AlFtpi=ig2 are
=1
L?-bounded uniformly in 7. Indeed, since (—1) ¢ Sp(P), functional calculus provides, for some a > —1,

1
1
(24 r28) " AP = [ (L (1= )2 (L 020N D )

1
5/ [1 +T2(2M+1)(1 B /\)2M+1:| (1— /\)2(1+t))\2(l71)dEgg(/\).

Thus,

2

P22 § RO () P2A)MTE AL+ pl-lg) 2,

=1
1 r? 1 2
< / (1- )\)2(1+t) Zl2(1+t)_1)\2(l_1)dEgg()\) +/ (1— )\)2(1+t+]w)+1 ZlQ(HHM))\Q(l_l)dEgg(A)
) =1 . =1
1 (o) 1 -
< / (1- )\)2(1+t) Zl?(ut)ﬂ)\z(lﬂ)dEgg(/\) +/ (1— )\)2(1+t+M)+1 Zl2(1+t+M))\2(l,1)dEgg(>\)
’ =t N =1
1 _ 2(1+t) 1 _ 2(1+t+]\/1)+1
1=X (1-))
s /a degg()‘) + . (1— /\2)2(1+t+M)+1 dEgq(N)

1
- / (L4 072050 4 (14 ) 20501 g, ()
1(1
< / 0E,y(N) = g2

where the third inequality comes from the fact that 571 ~ cf (see Lemma A.6.1).

Let j > logy(n) +1 and g € L*(C;(B)). One has d(C;,,(B), B) 2 2/r (cf Lemma C.4.9). The second
identity in (C.46) provides
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I\/[+1
1+t+m l+k—1
(b, 9)| < 2(M+1 m)\/1+ QZ (1+T2) Z (,1—1),A (I+ P)7P+E-1g)]

l>1
M+1
NZMMH m>2 (Hrz) > llA A= Dz [AFH(I 4 PYTPH gl ey
1>1
M+1 k[ r? :
SIEEDY 2<M+1 m>Z ( ) D PO ATE L 4 Py P g
m=0 =1
M+1 00 r2 k r? e c4lj+k2 %
< A ST Pn R 2(n—M—2+m) -
S Al (1 + PYgll mZ: ,; e ;aw) prgeE
M+1 % k JEnEE 3
<A p2ttm) a < >
S| ||T;||g|\LG; g ) (2 (Hk)2<1+t+m>
M+1 ) k 1
< | Allna ) 2(t+m)+1
S Wlrglolzz 3 - HTQZ;% ) e

MAL 2(t+m)+1 ) .
< e -2
Szl S oo e D)

m=0

< 27D Allgz gl 22

< 277

~ m”g”m
where we used the estimate (GUE) for the forth line. O
Proposition C.4.12. Let M €N and ¢ > 0. Then E_ a1 (Tr) c Hy, ,, gyam L (Tr) N H?(Tr) and

G2

BZ2,M+1 e

SIGlm | VG € Bl ()

Proof: Let G € E; (Tr). We set

uad,%
F(.,1)=VI+1Pd*G

By definition of H! quad, L (Tr), one has that F € Ty (I'). Moreover, Proposition C.1.32 yields that

A~2d*G € L*(G) and therefore F € TZ(I') with the L?-boundedness of Littlewood-Paley function-
als.

Thus, according to Lemma C.4.7, there exist a scalar sequence (\;)ien € £1(N) and a sequence of
Ts-atoms (A;);en such that

F=> NA in TJ(T") and in TZ(T)

and

>Nl S IFl = Gl -
’2

i€N

Choose 7 as in Lemma C.4.9. Using Lemma C.2.3, since A~3d*G € L2(T),

A2d*G =, 1 F(,1)
—+o0
= Z )\im%% (Az)
i=0
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where the sum converges in L*(T"). Recall that dA~'d* = Idpz2(r.). Moreover, dA~% is bounded from
L?(T") to L*(Tr) (see Proposition C.1.32). Then

(4)) (C.47)

+oo
G=) NdA 2w,
i=0
where the sum converges in L?(1r). According to Lemma C.4.11, dA’%ﬁMé (A;) are (BZ2, M + %, ¢)-
molecules and then (C.47) would provide a (BZ2, M + %, €)-representation of f if the convergence held in
LY(T). By uniqueness of the limit, it remains to prove that /\idA*%wn7 1 (A;) converges in L. Indeed,

2

_1
ST TIS SN S it
€N i€N
< 400
where the first line comes from Corollary C.2.12 and the second one because (\;);en € ¢1(N). O

C.4.5 Proof of Theorems C.1.36, C.1.38 and C.1.39

Proof:  (Theorem C.1.36)
Let 8 >0, M € N*nN (%,—i—oo) and € > 0. Propositions C.4.1 and C.4.10 yield the continuous
embeddings
H}BZLM,e(F) NL*(T) C E;uad,ﬁ(r) c H}BZQ,M,e(F) N L*(T).

However, Theorem C.1.34 states that Hpy 3 (I') = Hp s 5y ). Thus, we deduce
H}BZLM,E(F) N LQ(F) - E;uad,ﬁ(r) = H}BZQ,M,e(F) n LQ(F) (0-48)

with equivalent norms. In particular, £, 5(T') C L(T).

Let us now prove that the completion of E;uad,ﬁ(l") in L! exists. To that purpose, it is enough (see
Proposition 2.2 in [AMM]) to check that, for all Cauchy sequences (f,)n in E;ua 1,5(I') that converges to
0 in LY(T), f, — 0 for the H.||H;wd’ﬂ norm. Equivalent norms in (C.48) implies that (f,), is a Cauchy
sequence in Hp, 5 () that converges to 0 in L'(T). Since Hpy, 5 (T) is complete, it follows that
fn = g forsome g € Hyy, 5 (), but then also for the L'-norm, which entails that g = 0. Thus, f, — 0
for the norm Hp,, 5 () and so for the norm Iz, , (the norms being equivalent on B adp(T))-

Therefore, the completion H,,, 5(T') of E}, ., 5(T) exists and is defined by

H;uad_ﬂ(F) = {f € F, there exists (f,)n, Cauchy sequence in E;uadﬁ(F) such that f, — f in LY(I")}.

The fact that Hy,,q 5(T) = Hpy, pre(T) is then a straightforward consequence of (C.48) and the fact
that the space Hpy, 3 (T) N L*(T) is dense in Hp . 1. (T). O
Proof:  (Theorem C.1.38)

Let M € NN (@ — %, +00) and € > 0. Propositions C.4.3 and C.4.12 yield the continuous embeddings

4
Hé;zz,MJré,e(TF) N HQ(TF> C E;uad,%(TF) C H}ézz,MJr%,e(TF) N HZ(TF)’

from which we deduce the equality of the two spaces, with equivalent norms.
Since H}3227M+%,€(Tp) is dense in H11322,M+§,5(TF) C LY(Tr) and is included in HéZQ,]M-i—%,e(TF) N
H?(T), it follows that HEZQ M4l E(Tp) is the completion in L!(7t) of H}ézg M4l €(Tp) NH?T) and thus

also of E;ua 4.1 (Tr) with the same arguments than those used in the proof of Theorem C.1.36.
2
Moreover, notice that if F € H?(Tt),

1o
Fe E;uad_ﬂ(Tp) — AT2d*F ¢ E;uad_ﬂ(r).

Indeed, the implication A~2d*F € E;uadﬁ(l") = F ¢ E;uad_ﬂ(Tp) is obvious, and the converse is due
to Proposition C.1.32. As said in Theorem C.1.36, the spaces E;uad,ﬂ (T) are all equivalent once 3 > 0;
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and so are the spaces E, ., 5(Tr). Consequently, for all 5 > 0, the completion of E,,,; 5(Tr) in L*(Tt)
exists and is the same as the one of E;ua a1 (Tr). O
Proof:  (Theorem C.1.39)

Just use Proposition C.4.2 instead of Proposition C.4.1 (in the proof of Theorem C.1.36), and
Proposition C.4.4 instead of Proposition C.4.3 (in the proof of Theorem C.1.38). O
Let us state and prove now item b) of Remark C.1.41. We first introduce Ep,, 5 . (T) defined by

Ebyenel) =1 f € L*I), Z Aja; is a molecular (BZ,, M, ¢)-representation of f

=0

and the sum converges in L*(T")
and outfitted with the norm

1F 1l £ = inf Z [\l Z Aja; is a molecular (BZ,, M, €)-representation of f

BZr,M,e
i€N j=0

and the sum converges in L*(T")

In the same way, we define E, Z2.0+ %76(Tp) by

- 1
E;ZQ,]\J—%%,G(TF) = f e H*(Ty), Z)\jaj is a mol. (BZy, M + 5,6)-representation of f
j=0

and the sum converges in L*(Tr)

and we equipped it with the norm

- 1
1£ 1l & = inf Z [Adl, Z Aja; is a mol. (BZa, M + 2 €)-representation of f

BZN,M+%,< N —
i j=
and the sum converges in L*(Tr)

Corollary C.4.13. Let T be a weighted graph satisfying (DV) and (LB).
(i) If k € {1,2}, e € (0,400) and M € N* N (%L, +00), then

EEZI{,M,E(F) = HEZIQ,I\/[,C(F) N L2(F) = E;uad,l(r)

with equivalent norms. As a consequence, the completion of EEZH7M76(F) in LY(T) exists and is
equal to H'(T) = Hp 4, 5 (T).

(i) If e € (0,400) and M € NN (% — 1 +00), then
EéZQ,M—i—%,e(TF) = HéZQ,]\/I-{-%,e(TF) N LQ(F) = E;uad,%(TF>

with equivalent norms. As a consequence, the completion of E11322,M,5(TF) in LY(Tr) exists and is
equal to H*(Tr) = H113Z2,M+§,5(TF)'

(iii) If the Markov kernel p(x,y) satisfies the pointwise Gaussian bound (UE), then M can be chosen
arbitrarily in N* in (i) and in N in (ii).
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Proof: The proof consists in noticing, as the proofs show, that the (BZ,, M, ¢) (resp. (BZs, M + %, €))

representation of f € E,,q,(I) (resp. F € E_ . 1(Tr)) constructed in Proposition C.4.10 (resp.
: 1

C.4.12) also converges in L?(T") (resp. L?(Tr)).
Therefore, we proved in Propositions C.4.10 and C.4.12 that

E;uad,l(r) - EéZﬁ,I\/f,e(F) - HéZI{,M,E(F) N L2(F)

and
E;uad,%(TF) - E}3Z2,M+%,G(TF) C H}BZ2,M+%,€(TF) N L*(Tr).

We end then the proof as in Theorems C.1.36, C.1.38 and C.1.39. O

C.5 Appendix: A covering lemma

Lemma C.5.1. Let B a ball of radius r € N* and a > 1. There exists a collection of pairwise disjoint

balls (B;)ic1, of radius r such that
U BicaBc ] 3B

€1y i€l

Proof: 1t is a classical fact and we provide a proof for completeness. Let B be a ball of radius r» and of
center zg. Let (B;)icr, be a set of disjoint balls included in aB and of radius r. Assume that (B;)icr,
is maximal, that is, for every ball By of radius r, either By is not included in aB, or there exist ¢ € I,
such that Bg N B; # 0. Let us prove that

aB C | J 3B (C.49)

i€l

Let € aB and let us prove that the ball B(z,2r) intersects one of the B;’s. Assume the opposite.

There exists a path zg,21,...,2,-1,2 joining xy to x and of length n = d(z,z9) < ar. Then the
balls B(Zmax{o,n—r},7) is included in B(z,2r) and in o, that is the set (B;)ics, is not maximal. By
contradiction, there exists 7 € I, such that B(z,2r) N B; # 0, that implies = € 3B;. O

Corollary C.5.2. There exist M € N and C' > 0 such that for all balls B of radius r and all j > 1,
there exists a covering (B;)ic1, of Cj(B) such that

(i) each ball B; is of radius r,
(ii) the covering is included in Cj := C;_1(B) U C;(B) U Cjy1(B) (with the convention Co(B) = 0),

that is R
U B; C Cj

i€l;

(iii) each point is covered by at most M balls B;.
(iv) the number of balls #1; is bounded by C'27(do+1)

Proof: Let B be a ball of radius r and j > 1. Notice that (iv) is a consequence of the three first points.
Indeed,

1 4
#1; = V@B ; V(2’B)
1 +3
S

94(do+1)
< - .
~ V(2/B) 2 V(B

i€l
. 1 .
< Mot ___—___y/(2it2p
- V(29B) ( )
< 2j(d0+1)_
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where the second line is a consequence of (i) and (ii), the third one holds thanks to Proposition C.1.5,
and the forth one is due to (ii) and (iii).

Let us now prove the first three conclusions of the corollary.

Assume that r € {1,2}. Then the collection of balls (B(z,7))sec,(p) satisfies (i), (i) and (iii).
Indeed, only (iii) for = 2 is not obvious, but is a consequence of the uniform local finiteness of T'.

Assume now that r > 3. Let s € [£,£] N N. By Lemma C.5.1 (with @ = 27715, there exists a
collection (B;)sez, of balls of radius s such that

U Bic2t'Bc | 3B
i€l i€ly

We set )
Ij = {Z €l,, 3B;N C](B) 7é @}

and then B; = %Bi. Let us check that the collection of balls (B;)cs, satisfies the conclusions of the
corollary. (i) is a consequence of the construction. (ii) is true since

U B: c{z €T, d(z,C;(B)) < 2s}.

iel;
For the point (iii), define for x € T,
I, ={i€l;,B(z,s)NB; #0}.
Since all B; are disjoints, one has then

> V(Bi) < V(a,r+5) < V(x,6s).

i€ly

However, notice that B(z,6s) C V(12B;) for all i € I,. Hence, with the doubling property,

V(x,65) 2 Y V(12B;) 2 > V(z,6s)

ic€l, ic€l,

and therefore, #1, < 1. d

C.6 Appendix: Exponential decay of some functions

Lemma C.6.1. For all m € [0,400), there exists Cp,,c > 0 such that for allt > 0 and k € N, one has

T+E\"/ t \" k
<1+t> <1+t> —CmeXp< C1+t>

Proof: First check that the function
1o\
1o —
1+t

satisfies 0 < ¢(t) < 1 for all ¢ > 0 and tlim @(t) = e7* < 1. Then there exists ¢ > 0 such that
— oo

@(t) e RY —

7N\

o(t) € (0,e7°) for all t > 0. From here, one has

1+k\™/ t \F EN"/ t \*F
— — ) < (14— —
1+t 1+t 1+t 1+t

m k
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Appendix D

Riesz transform on graphs under
subgaussian estimates

D.1 Introduction and statement of the results

Let d € N*. In the Euclidean case R?, the Riesz transforms are the linear operators aj(—A)_%. A
way to define them is to use the Fourier transform F: for all f € S(R?) and all £ € R?, one has

F(9;(~A)"Ef)(€) = iﬁ}"(f)(&)-

The Riesz transforms have a convolution kernel, that is aj(—A)_% f =k;j* f where k; = cd‘gf% is a
tempered distribution. A remarkable property of the Riesz transform is that they are LP bounded for
all p € (1,400) (see [Ste70a, Chapter 2, Theorem 1]).

This result have been extended to other settings. Let M be a complete Riemannian manifold, with
V the Riemannian gradient and A the Beltrami Laplace operator. Assume M is doubling. Under
pointwise Gaussian upper estimate of the heat kernel h;, the Riesz transform VA~2 is bounded on
LP(M) for all p € (1,2] (see [CD99]). When p > 2, the LP boundedness of the Riesz transform holds
under much stronger condition, expressed in term of Poincaré inequalities on balls and of the domination
of the gradient of the semigroup in L? for some ¢ > p (with L? Poincaré inequality, see [CD03]; with
L? Poincaré inequality, see [BCF14]). Similar results were established in the case of graphs (see [Rus00]
when p < 2, see [BR09] when p > 2).

We are interested now by the limit case p = 1. It appears than the Hardy space H! is the proper
substitute of L' when Riesz transforms are involved. In the Euclidean case, H*(R?) can be defined as the
space of functions f € L'(R?) such that 9;(—A)~2 f € L'(R?) for all j € [1,d] (see [FS72]). Moreover,
the Riesz transforms d;(—A)~%, that are bounded from H'(R?) to L'(R?), are actually bounded on
H'(RY).

This last result, namely the H' boundedness of the Riesz transform, have been extended to complete
Riemannian manifolds in [AMRO8] (completed in [AMM]), under the only assumption that the space is
doubling. In order to do this, Auscher, Mc Intosh and Russ introduced for functions and forms some
Hardy spaces defined by using the Laplacian. In [AMRO8], when M is a (complete doubling) Riemannian
manifold, the authors deduced then a HP(M) boundedness of the Riesz transform for p € (1,2), where
the spaces HP are defined by means of quadratic functionals. Under pointwise Gaussian upper estimates
HP(M) = LP(M) and thus they recover L? (M) boundedness of the Riesz transform obtained in [CD99].

The problem was also considered on graphs I'. In the same spirit as [AMROS], the present author
established in [Fen14] the H! = H] (T')-boundedness of the Riesz transform. In the present paper, we will
assume some pointwise subgaussian upper estimates on the Markov kernel. Under this assumption, we
define a new Hardy space H!(T') which H}(T) is continuously embedded in. Note that H}(T') = H}(T")
if we assume some pointwise Gaussian estimates on the Markov kernel. We prove again the H! = H}(T")
boundedness of the Riesz transform on graphs. However, those new Hardy spaces H!(I') satisfy an
interpolation property that make us able to get the L?(T") boundedness of the Riesz transform on graphs.
Hence, for p € (1,2), we extend the L?(T") boundedness of the Riesz transform to a larger class of graphs
than the one considered in [Rus00].

151



In the context of Riemannian manifolds and graphs, under pointwise subgaussian estimates of the
heat (or Markov) kernel, quasi-Riesz transforms and Hardy spaces have been studied by Chen in [Chel4].
We make a comparison in subsection D.1.5

D.1.1 The discrete setting

Let T" be an infinite set and pyy = pys > 0 a symmetric weight on I' x I". The couple (T, 1) induces
a (weighted unoriented) graph structure if we define the set of edges by

E={(z,y) €T x T, gy > 0}.

We call then 2 and y neighbors (or  ~ y) if and only if (z,y) € E.
We will assume that the graph is locally uniformly finite, that is there exists My € N such that for all
zel,

#{yel,y~az} < M. (D.1)

In other words, the number of neighbors of a vertex is uniformly bounded.
We define the weight m(z) of a vertex x € I' by m(z) = 3_, ., Hay-
More generally, the volume (or measure) of a subset £ C I is defined as m(E) := ) pm(x).
We define now the LP(T") spaces. For all 1 < p < 400, we say that a function f on I" belongs to LP(T",m)
(or LP(T)) if

I1£1lp = (ZU‘ )[Pm( x) < 400,

xzel

while L>°(T") is the space of functions satisfying
[flloc == sup [f ()] < +o0.
zel

Let us define for all z,y € I' the discrete-time reversible Markov kernel p associated with the measure
m by p(z,y) = % The discrete kernel pg(z,y) is then defined recursively for all k > 0 by

{ po(z,y) = islx(f)) (D.2)
Pr+1(,y) = D cr P(T, 2)pK (2, y)m(2).

Notice that for all £ > 1, we have

(e, My = > pr(@y)my) = > pelz,y)my) =1 Vo eT, (D.3)

yel d(z,y)<l
and that the kernel is symmetric:
pr(,y) =pr(y, @)  Vr,y €T, (D.4)

For all functions f on I', we define P as the operator with kernel p, i.e.

x) =Y pl@y)fy)my) Vrel. (D.5)

yel

It is easily checked that P* is the operator with kernel py.
Since p(z,y) > 0 and (D.3) holds, one has, for all p € [1,+o0] ,

[Pllp—sp < 1. (D.6)

Remark D.1.1. Let 1 < p < +o00. Since, for all k > 0, ||Pk||p_>p < 1, the operators (I — P)? and
(I + P)? are LP-bounded for all 3 >0 (see [CSCI0]).
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We define a nonnegative Laplacian on I' by A = I — P. One has then

(A P ey = Y pla,y)(f(x) = f)f(@)m(z)m(y)

T yGF

=3 3 e )lf@) — ) Pm(zm(y),

z,yel’

(D.7)

where we use (D.3) for the first equality and (D.4) for the second one. The last calculus proves that the
following operator

2

S b))~ P |

yel
called “length of the gradient” (and the definition of which is taken from [CG98]), satisfies
IVFl 22y =< Af, [ >r2m= A2 fll 72 (D.8)

We recall now definitions of 1-forms on graphs and their first properties (based on [Fenl4]). We define,
for all x € T, the set T,, = {(x,y) € I'?, y ~ x} and for all set E C T,

zel
Definition D.1.2. If ¢ € T, we define, for all functions F, defined on T, the norm

|Felz, = < > vz, y)m(y)|Fe(@,y)| )

y~zx

2

Moreover, a function F: Tr — R belongs to LP(Tr) if
(i) F is antisymmetric, that is F(x,y) = —F(y,z) for all x ~ vy,
(i) |FllLe(ry) = o = [F (@, )z, | Loy < +00.
The Hilbert space L*(Tr) is outfitted with the inner product (-,-) defined as

(F.G) =5 3 play)F (e y)Gla yym(zim(y).

z,yel

Definition D.1.3. Let f a function on T’ and F an antisymmetric function on Tr. Define the operators
d and d* by

df (x,y) := f(x) = f(y)  Y(z,y) €T
and
)= play)F(,y)m(y)  Vzel.

Y~z

Remark D.1.4. It is plain to see that d*d = A and |df (z,.)|1, = V f(z).
As the notation d* suggests, d* is the adjoint of d, that is for all f € L*(T') and G € L*(1r),

(df, G>L2(TF) =(/, d*G>L2(F) : (D.9)
The proof of this fact can be found in [BR09, Section 8.1].
We introduce a subspace of L?(Tt), called H?(Tt), defined as the closure in L?(Tt) of
E*(Ty) := {F € L*(Tv), 3f € L*(T") : F = df}.

Notice that dA™'d* = Idg2(7y.) (see [Fenl4]). The functional dA~'d* can be extended to a bounded
operator on H?(Tt) and
AT = Idp2 1y, (D.10)

Let us recall Proposition 1.32 in [Fenl4] .

Proposition D.1. 5. For all p € [1,400], the operator d* is bounded from LP(TF) to LP(T).
The operator dA™% is an isometry from L2 (T') to H?(Tt), and the operator A~ 3d* is an isometry from
H?(Tr) to L*(T).

153



D.1.2 Assumptions on the graph
Definition D.1.6. We say that (', u) satisfies (LB) if there exists e = e > 0 such that

Haw
m(z)

= p(z,z)m(z) > € Ve el. (LB)

Let us recall a result in [CSC90].

Lemma D.1.7. The condition (LB) implies that —1 does not belong to the L?-spectrum of P, which
implies in turn the analyticity of P in LP(T), 1 < p < 400. Namely,

n 1
1T = PP,y S -

We will need some assumptions that depends of the metric.

Definition D.1.8. Let X be a nonempty set and p : X — [0,4+00). Say that p is a quasidistance if, and
only if there exists C > 0 such that, for all x,y,z € X:

(i) pla,y) = 0 if, and only if, @ = y,
(@) p(z,y) = ply, @),
(iii) we have the inequality

plz,y) < C(p(z,2) + p(z,y)) .- (D.11)
Throughout all the paper, whenever p is a quasidistance on a graph ', we will assume that p take values
in N and that p(z,y) =1 if © ~ y with x # y.
Definition D.1.9. Let p be a quasidistance on T.

(i) Define C, as the infimum of the constants C > 0 such that (D.11) holds. Note that (D.11) is
satisfied with C,.

(i) For x € T and k € RY_, the ball B(x,k) (or B,(x,k)) is defined by
B, k) ={y €T, p(z,y) <k}

Conversely, B is a ball (for p) if there exists (xp,kp) € T x N* such that B = B(xp,kp). The
radius of B is defined as sup{p(y, B¢), y € B}. Note that the radius r of the ball B(x, k) satisfies
k<r<20,k.

(iti) If j > 1, Cj(x, k) denotes the annulus B(z,C,27 " k)\B(x,C,27k). Moreover, Co(z,k) denotes
B(z,2C,k)

(iv) We will use the notation V,(x,k) or only V(x, k) for m(B(x,k)).

Definition D.1.10. Let p be a quasidistance. We say that (T, u, p) satisfies (DV) if the measure m is
doubling with respect to the quasidistance p, that is if there exists Cq, > 0 such that

V(z,2k) < CgV (x, k) Vo eI, Vk € RY; (DV)
Proposition D.1.11. Let (T, u, p) satisfying (DV). Then there exists d > 0 such that
V(z, Ar) <AV () Veel,r>0and A > 1. (D.12)

Definition D.1.12. Let p be a quasidistance. We say that (T, u, p) satisfies (UE) if there exist three
constants cye, Cye > 0 and n € (0,1] such that py, satisfies the subgaussian estimates

Cue p(z,y) !
_1(z,y) < —Cye | —— Ve, y e T, Vk € N*. UE
Pk 1(wy)NV($,k)eXp[c < . T,y (UE)
Remark D.1.13. Notice that when p = d?, assumption (UE) is the pointwise Gaussian upper estimate
of the Markov kernel. It corresponds then to the estimate (on the Markov kernel) made in [Rus00] or
[Fen15b]. In particular, when p = d?, assumption (UE) is satisfied when T is the Cayley graph of finitely
generated groups. Other graphs satisfying (UE) are presented in section D.5.
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D.1.3 Definition of Hardy spaces

We define two kinds of Hardy spaces. The first one is defined using molecules.

Definition D.1.14. Let M € N*, p € (1,00] and € € (0,400). A function a € LP(T) is called a
(M, p, €)-molecule if there exist x € I', s € R and a function b € LP(T) such that

(i) a=[I—(I+sA)~Mb,
() ||bllLe(c;(zs)) < 279V (z,275)5 "1, V5 > 0.

We say that an (M, p,€)-molecule a is associated with a vertex x and a real s when we want to refer to
x and s given by the definition.

Definition D.1.15. Let M € N*, p € (1,00] and € € (0,400). A function a € LP(Tr) is called an
— 5,D,€)-molecule if there exist x € 1", s € and a function b € such that
M % lecule if th ) r R% and a f jon b e LP(T' h th
(i) a=sM"2dAM=1(] 4 sA)~"M+3p;
(i1) |1Bll o(cy(o,sy) < 279V (2,295)7 " for all j > 0.

Remark D.1.16. In the particular case p = 2, these definitions of molecules can be found in [Fenl/].

Remark D.1.17. As will be seen in Propositions D.2.6 and D.2.9 below, when a is a molecule occurring
in Definition D.1.14 or in Definition D.1.15, one has ||a|p1 S 1.

Definition D.1.18. Let M € N*, p € (1,00] and ¢ € (0,400). We say that a function f on T
belongs to H71nol,]\/1,p,e(r) if f admits a molecular (M, p, €)-representation, that is if there exist a sequence
(X\i)ien € 1 and a sequence (a;)ien of (M, p,€)-molecules such that

f= i)\iai (D.13)
=0

where the convergence of the series to f holds pointwise. Define, for all f € H%lol,l\/[,p,e(l—‘%

(Ralrs

mol,M,p,e

o0 o0
= inf Z IA1 Z)\jaj, is a molecular (M, p, €)-representation of f
j=0 j=0

Definition D.1.19. Let M € N*, p € (1,00] and € € (0,+00). We say that a function f on Tr belongs

to H’rlnol,Mfé,p,e(TF) if f admits a molecular (M — %, p, €)-representation, that is if there exist a sequence

(Ai)ien € 1 and a sequence (a;)ien of (M — %,p, €)-molecules such that

o0
i=0
where the convergence of the series to f holds pointwise. Define, for all f € H}nol M- S(Tp),
M—3.p,
o0 (o] 1
HfHH:nol,J\l—%,p,e = inf ZO [Aj1 ZO)\]-&]-, is a molecular (M — 30D €)-representation of f
j= j=

Proposition D.1.20. Let M € N*, p € (1,00] and € € (0,+00). Then:

(i) the map £ [ flgy  (resp. f o [ fllm
Hopor1— 4 p.c):

(i) the space H} o rrp (D) (resp. H}ml’M_%,p,e

(resp. L'(Tt)).

: 1
- ) is @ norm on the space H,, . v, . (Tesp.
1o

1,M,p, M—21

(Tr)) is complete and continuously embedded in L*(T")
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Proof: Remark D.1.17 shows that, if f is in H! , the series (D.13) (or (D.14)) converges in L', and
therefore converges to f in L!. This yields (i) and the embeddings in (ii). Moreover, a normed linear

vector space X is complete if and only if it has the property

oo oo
Z [ fillx <400 = ij converges in X.

Jj=0 j=0

Using this criterion, the completeness of the Hardy spaces under consideration is a straightforward
consequence of the fact that |lal|pr < 1 whenever a is a molecule. See also the argument for the

completeness of H} in [HM09], p. 48.
The second kind of Hardy spaces is defined via quadratic functionals.

Definition D.1.21. Define, for 8 > 0, the quadratic functional Lg on L*(T) by

=

k2ﬁ71
Lef@)={ > V) |AP PR f(y)Pm(y)
(y,k) € () ’

where y(z) = {(y, k) € T x N*, p(z,y) <k}.
Definition D.1.22. The space E;uad,ﬁ(l") is defined for all >0 by
Eguaas(T) = {f € L*(1), | Lgfllzr < +oo} .

It is outfitted with the norm
(palbes

quad,B
The space E;uad_ﬂ(Tp) is defined from E;uad_’

=1L Sl

ﬁG,S

Bruaa s (Tt) = { f € BX(T0), A73d" [ € Bjyoa 5(D)}

It is outfitted with the norm

1l | o= 1 EsA2d" £l

ad,

Remark D.1.23. The fact that the map f+— || f]l g2 is a morm is proven in Remark C.1.20.

d,8

D.1.4 Main results

O

In all the following statements, let (T, i, p) be a weighted graph outfitted with a quasidistance and

satisfying (LB), (DV) and (UE).

Definition D.1.24. Let (E, ||.||g) a normed vector space and (G, ||.||r) a Banach space such that E C F.

A Banach space (F,|.||r) is the completion of E in G if
(i) we have the continuous embeddings
EcFcG

7

(ii) the set E is dense in F,
(iii) for alle € E, |le|llg = |le|lr.

Remark D.1.25. The completion F of E always exists. However, F is defined in an abstract space.
Even if E is continuously embedding in a Banach G, F cannot always be identified to a subspace of G.

Theorem D.1.26. Let § > 0. The completion H;uad_ﬂ(lj) of E;uad_ﬂ(lj) in LY(T") exists. Moreover,

if M € N*, p € (1,2] and € € (0,+0), then the spaces Hrlnol,M,p,e
precisely, we have
E;uad,ﬂ (F) = H’rlnol,M,p,e(F) N LQ(F)

Once the equality H),,; 1, (T) = H,, 44 5(T) is established, this space will be denoted by H*(T').
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Theorem D.1.27. Let 8 > 0. The completion H;uadﬁ(Tp) of E;uadﬁ(Tp) in L*(Tr) exists. Moreover,
if M € N*, p € (1,2] and € € (0,400), then the spaces H Tr) and H,, .4 3(Tr) coincide.

More precisely, we have

ol,Mfé,p,e(

E;uad.ﬂ(TF) = Hl

mol,]\x[—%,p,e(TF) n LQ(TF)

Again, the space H’rlnol,Mfé,p,e(TF) = H,,04.5(Tr) will be denoted by H'(Tr).

Remark D.1.28. Note that the previous theorem provides that Hrlnol,M,p,e(F) (resp. H;*Lol,l\/ffé,p,e(TF))
is independent of M € N*, € € (0,+00) and p € (1,2].
Theorem D.1.29. If T is linear operator acting on L*(T) such that

1. T is L*(T') bounded, that is there exists Cy > 0 such that

ITflls < Callflli VF € LA(T),
2. T is bounded from H'(T) to LY(T'), that is there exists C1 > 0 such that
ITfllz < Cullfllee YF e HY(T) N LA(D).
Then for all p € (1,2],
ITfll, < C3CT°Nfll,  Yf € LP(T) NLA(T)

where 0 is given by
6 1-0

Lyt

K=

Corollary D.1.30. The Riesz transform dA™% is bounded from HY(T) to HY(Tr). As a consequence
the Riesz transform NA™2 is bounded from H(T') to LY(T), and thus is LP-bounded for all p € (1,2].

Proof: Theorems D.1.26 and D.1.27 yields,
1A flla ey = 1dAT2 fllas, o) = IATEEAATE fllgs oy = Wl ) = 1 L)

wad,l
Therefore, dA~% is H'-bounded. Moreover, by Proposition D.1.20,
_1 _1 _1
IVAT2 fllpiry = [AATZ fllprayy S A2 flla ey S 1) (D.15)

Define now for any function ¢ on Tt the linear operator

Vof(z) =Y p(x,y)df (z,y)¢(x, y)m(y).

yel’

Then the boundedness (D.15) yields the estimate

VoSl S 1w suplo(@, )z
Moreover, since |[VA™Z f| z2 = || f||z2 (cf (D.8)), one has

IVoflle SISz itellglfﬁ(fﬂ, ), -

df (z,y)
Vf(z)

IVAT2 flle = IV, A72 flle S (1]l 2e

Define now ¢ (z,y) = . Note that sup |¢s(x,.)|r, = 1. With Theorem D.1.29, one has then
zel
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D.1.5 Comparison with previous results

For all z,y € T, let d(x,y) be length of the shortest path linking « to y, where xo, ..., z, is a path
of length n if for any i € [1,n], ;-1 ~ ;.

Russ established in [Rus00] the following result:

Theorem D.1.31. Let (T, u,d?) satisfying (LB), (DV) and (UE).
Then the Riesz transform is of weak type (1,1), that is

sup m({VATEf > AN S Il Vf € L)

and of strong type (p,p) (or LP bounded) for all p € (1,2].

In the present paper, as in [Rus00], we established the L? boundedness of the Riesz transform for
p € (1,2]. However, the class of graphs that satisfies our assumptions (Corollary D.1.30) is strictly bigger
than the one satisfying the assumptions of Theorem D.1.31. Indeed, fractal-type graphs (see Section D.5)
such as the Sierpinski carpet fit into our theory but not into the one of [Rus00]. Contrary to [Rus00],
we do not prove the weak type (1,1) of the Riesz transform. It was replaced in the present paper by a
H(T') boundedness of the Riesz transform.

In [Chel4], Chen stated
Theorem D.1.32. Let (I', u) be a graph satisfying (LB) and the local doubling property
m(x) ~ m(y) Vo ~y.

Then, for all a € (0, %), the quasi-Riesz transforms VA~ are LP bounded for all € (1,2).
Let 8> 0 such that (T', u, d?) satisfy (LB), (DV) and (UE). Then, for all a € (0, %), the quasi-Riesz
transforms VA~ is of weak type (1,1), and thus of strong type (p,p) for all p € (1,2].

Notice that the L? boundedness of the Riesz transform VA3 implies the LP boundedness of all
quasi-Riesz transforms VA™2, a € (0, %) Therefore, Corollary D.1.30 and Theorem D.1.32 have a
non-empty intersection. Chen proved more general results than us on quasi-Riesz transforms while we
succeeded, under subgaussian estimates, to prove the boundedness of the “complete” Riesz transform.

In the context of complete Riemannian manifolds M with the doubling property, Chen also intro-
duced in [Chel4] some results on Hardy spaces “adapted” to some elliptic operators satisfying pointwise
subgaussian estimates. She proved Hj (M) := H} (M) = HJ ,,,4(M), i.e. we can define a Hardy

mot(M) is the space of

functions in L' that have a molecular decomposition while Hi quad(M ) is defined by using quadratic

space His(M ) that have two equivalent characterizations. The first one, H}

functionals of Lusin type. The space HX (M) is bigger than the one introduced in [AMROS| and, for
p € (1,2), the “interpolated” spaces HY (M) are equal to LP(M).

The main difference between the present paper and [Chel4] is that Chen did not make the same
work on graphs and for 1-forms. Working on graphs brings some difficulties that do not appear, for
examples, on Riemannian manifolds. Moreover, the present work extends also the notion of subgaussian
estimates met in [Chel4]. Besides, by considering all the functionals Lg for 5 > 0, we have a difficulty
that was not considered in [Chel4], where only the functional Ly was introduced.

Hardy spaces under subgaussian estimates of the heat kernel was defined previously in [KU12|. Let
X be a space of homogeneous space, L be a injective, non-negative, self-adjoint operator in L?(X) such
that the semigroup generated by —L satisfies Gaffney estimates of arbitrary order m. As in [Cheld], the
authors of [KU12] defined Hardy spaces HY (X) for p € [1,2]. They showed that LP(X) = HP(X). As
an application, they proved H} (X) and LP(X) boundedness of some spectral multipliers of L.

D.2 Off-diagonal estimates

D.2.1 Gaffney estimates, first results

Definition D.2.1. Let (X, m,p) be a measured space equipped with a quasidistance and p € [1,+00].
We say that a family of operators (Ax)re, I = N* or R% , satisfies LP(X,m, p) (or L?) Gaffney estimates
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if there exist C,c,n > 0 such that, for any sets E, F C X and any function f € LP(X,m),

441116l < Cemp [ (ZELL) 1), (D.16)

It is plain to observe that (D.16) is equivalent to

4Dlloiey < Comp |- (L) i,

whenever f is supported in F'.
Arguing as in [HMO03, Lemma 2.3], one can establish the following composition property about Gaffney
estimates:

Proposition D.2.2. If A, and B; satisfy LP? Gaffney estimates, then there exist C,c,n > 0 such that
for all subsets E, F C T and all functions f € LP,

p(E,F)]"
e G == D 1 (D.17)
In particular, (AsBs)ser satisfies Davies-Gaffney estimates. More precisely, if na and np are the con-
stants involved in (D.16) respectively for As and By , then the constant n that occurs in (D.17) can be
chosen equal to min{na,np}.

Proposition D.2.3. Let (I, p) be a weighted graph satisfying (DV) and (UE). Then (P*~!)pen-
satisfies LP Gaffney estimates for any p € [1,+00].

Moreover the coefficient n that appears in the Gaffney estimates is the same as the one given by
(UE).

Proof: We will prove the cases p = 1 and p = +00. The conclusion can be then deduced from these
endpoint estimates by interpolation. Moreover, since P* is uniformly bounded on L'(I") and L>(T), we
can assume without loss of generality that p(E, F) > k.

We begin with p=1. Let E,F C T and f € L*(T'). Then, for all k > 1

|PE M SR ey = - mi@) |3 paeale, 2)f (2)m(2)

< :i|f(z>|;i:> ;pk,mx, 2)m(z)

<ZezF|f 2)|m(z) V exp< < >)
<L EImE) z( EHZ)( i Vnzzx;> - (_C (# >>
SICEE) Ve g (o (222

S ZF (=) m(2) J;eXp (5 <@>>

<181 X o (5 (Z22Y]

] (p(fa;; F)))

1
b
Sl (-5 (252)).

Sl — ey exp | —




where the third line holds thanks to (UE), the sixth one is a consequence of (D.12) and the last but one
because p(E, F) > k.
We turn to the case p = +00. One has for all z € F,

[PMH(f1p) ()] S V(;, B ZF |f(2)lm(z) exp (C (p(a;, z)>">

<Y > v”ffi> exXp ( (#))

52023 p(z,E)< pl(a,2) <2+ p(z,E)

Sl (-5 (222)).

where the first line holds because of (UE) and the last line is obtained as in the case p = 1. U

Proposition D.2.4. Let (T, u,p) be a weighted graph satisfying (LB), (DV) and (UE). Let m € N.
Then the family (k™A™ P* V)ien- satisfies LP Gaffney estimates for any p € (1,+00). Moreover the
coefficient ) that appears in the Gaffney estimates is the same as the one given by (UE).

Proof: The proof is similar to the one of Theorem 1.2 in [Dun06]. We give it for completeness. First,
with Proposition D.2.2, we only need to prove the case m = 1. Then notice that we have for any k£ € N
the following operator identity (see (8) in [Dun06]),

I-P=Y"271"Y1 - P¥)2 p 274 (1 — P21,
=0

As a consequence, one has

I(I = PYP*=(f15)||Lr(r)

2n+1

n l
<Y 2N = PPPPR ()l + 27 (- P
=0

VPR (f1R) || 1oy
(D.18)

When 2™ < k, Proposition D.2.3 yields

nt1 . _ -~ nt1
(I = P> )P (f1R) | zemy < 1P (f1R) | Locmy + I P* 2 (F1F) | 2o(m)

S exp [—c (%)n] : (D.19)

Also, Lemma 2.1 in [Dun06] (which is only a consequence of the analyticity of P in L?) implies

n o . - o l -
D 27U = PR PR (R sy < D 27 I = PP sl £

1=0 1=0"
o (2 (D.20)
< (2 Ul
1=0
27’7,
< =1 f .
n
In order to end the proof, we only need to choose the right n. If kexp (fc |:p(?],€F):| ) > 1, we choose

n € N such that .
E F
2" < kexp (c [M} ) < ontl

5k
and the Gaffney estimates of kAP*~! is a consequence of (D.18), (D.19) and (D.20). Otherwise
n
exp (—c {%} ) < % and the desired result is a consequence of Proposition D.2.3. (|
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Corollary D.2.5. Let (T', u, p) be a weighted graph satisfying (LB), (DV) and (UE). Let M € N*. Then
(I-{I+ sA)’l]M)ke]R*+ satisfies LP Gaffney estimates for any p € (1, +00).
Moreover the coefficient n) that appears in the Gaffney estimates is the half of the one given by (UE).

Proof: The proof is analogous to the one of Proposition C.2.6 once we have Proposition D.2.3. g

Corollary D.2.6. Let (T, u, p) be a weighted graph satisfying (LB), (DV) and (UE). Let M € N*,
p € (1,400 and € > 0. Then the (M, p,€)-molecules are uniformly bounded in L*(T').

Proof: Let ¢ € (1,p] N (1,400). Then ([I — (I + sA)’l]M)SG]R*+ satisfies L? Gaffney estimates. Thus,

if a=[I — (I +sA)~1Mp is a molecule associated with the vertex z € I' and the real s > 0, Corollary
D.2.5 yields

lally < D2V, 278) 5 117 = (7 +58) 10 0

Jj=0
j \1—1 —11M
S V@ 2s) T [ — (4 sA) M oy oo sy
>0 5>0
o—c max{i,j} Coq_1
S Y V@29 e Bl ey 2L V@29 T Bl o)
\z jl>n, l[i—j|<n,
> V@28V, 28 e Bl )
li—j|>n,
+ ) V@2 T V(@ 2'8)7 7 bl ey oy
li—jl<n,
> Vi, 2s)\' 7 e 3 2,205)\ 7 yis
~ L V(z,2%s) V(x, 2Z
li—j1>n,p li=jl<n,
Z 2jd(1—%)€7c2"j27i5+ Z 9—ie
li—j|>n, li—jl<n,
S L
where n, denote 2 + Inz(C,), so that p(C;(z,s), Ci(z,s)) 2 2maliils if §j >4+ n,,. O

D.2.2 Gaffney estimates for the gradient

We establish in this paragraph some additional Gaffney estimates.

Proposition D.2.7. Let (T, i, p) satisfying (LB), (DV) and (UE). Let p € (1,2). There exist C,c >0
such that for all sets E, F C I, there holds

VRSP el < Coxp |~ (2520 ) | 11 (D21)

for any function f € LP(T") and any k € N*.
Moreover, the value of n occurring in (D.21) is the same as the one in (UE).

Proof:  First, assume that f is nonnegative and in L'(T') N L>°(T"). We define for all k& € N* and all
€ (1,2) a “pseudo-gradient” by

Np(PE7Hf) = —(PMLf)* P[00 + AJ[(PE1f)7]

where for any function uy defined on I' x N*| Opur = upy1 — ug.
Moreover we define for any function f defined on I' the operator A defined by

©)=> [

Yy~

Propositions A.4.6 and A.4.8 state the following results.
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(i) For all z € T, N,(P*~1f)(z) > 0. That is, for all z € T,
Juf(x) == —[0p + AJ[(P*f)P)(z) = 0. (D.22)

(if) For all p € (1,2], there exists C' = C} such that for all ¥ € N* and all nonnegative function
f € L>=(I"), there holds

VP f(2)|* < C[AN, (P f)] (). (D.23)
As a consequence of (i), if 0 < f € L* and E,F C T, one has

I9P 517 ) S [AN(P D

L2(E)
<> (Z Np(P* f)(y >]) m(z)
S S (NP my)

SN NE I s,

where
Epw={yel, dreE:a~ytCc{yel, ply, E) < 1}.

It remains to estimate || (N, (P*~* f))2 llLr(z, ). Without loss of generality, we can assume that

p(E,F) > 2C,k > 2C, (otherw1se Corollary A.4.3 or Corollary 1.2 in [Dun08] would provide the
(E _ 1> P(Q%F ) >
c, 2

~

conclusion of Proposition D.2.7). Under this assumption, one has p(E, 1, F) > £

p(E,F). The proof of the case where f is nonnegative will be thus complete if we prove that for all
p € (1,2) and for all E,F C T

C E,F)\" .
||Lp(E) S ﬁ exp |:C <%) :| HfHL;D Vf S Lp, vk e N (D24)

N

I (Np(P*~[f1F]))

with some constant C,c > 0 independent of F and F.
In order to do this, we follow the idea of the proof of Corollary A.4.3. Let u, = P*~![f1z], then

NG (i) 12y = 3 ml(@) N2/ (ug) (a)

=Y @)y T T f (@)

zeE

2 : (D.25)
< lz m(z)ug (x)p] lz ka(x)m(:c)]

rel zeFE

< 208 [z ka<x>m<x>]

zel

where the last but one step follows from Holder inequality and the last one from (D.22) stated above.

Yet,
D Tkf@ym(z) = = O (uf) (x)m(x)
zel zel
—p Yy m( ) Ok un(x)
xzel

< pllulB/? (| Okl

where the first line holds because » .. Ag(z)m(z) = 0if g € L1 the second line follows from Young
inequality, and the third one from Holder inequality again (w1th —|— =1). Here |lugll, < ||f]l, while

0kuelly = || Aukllp S £ fllp by the analyticity of P on LP. Thus

S e @ymia) < 71

zel
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Substitution of the last estimate in (D.25) gives

3 LA
NG ()l eee) S =1 F 1 1wl o),

which ends the proof of (D.24) if we replace ||uy | .»(g) by the upper estimate given by Proposition D.2.3.
The result for the case where f € L°(I') N LY(T') is deduced by writing f = f. — f_, with f, =
max{0, f} and f_ = max{0, —f}. Then
IVP* 1) oy < IV P 1) oy + IV P - 1E] | o)

< e e (LB et + 1521

< o[- (ZEL2) 51,

The result for the general case f € LP(T) is then a consequence of the density of L>(I')NLY(T) in LP(T).
O

Corollary D.2.8. Let (T', u, p) be a weighted graph satisfying (LB), (DV) and (UE). Let M € N*.
Then (k:M*%dAMfl(I + kA)’MJF%)keN* satisfies LP Gaffney estimates for any p € (1,2).
Moreover the coefficient n occurring in the Gaffney estimates is the half of the one given by (UE).

Proof: The proof is analogous to the one of Corollary C.2.11, using Proposition D.2.7. 0

Corollary D.2.9. Let (T',u, p) be a weighted graph satisfying (LB), (DV) and (UE). Let M € N*,
p € (1,+00] and € > 0. Then the (M — %,p, €)-molecules are uniformly bounded in L'(Tr).

Proof: The proof is analogous to the one of Corollary D.2.6, using Corollary D.2.8. 0

D.2.3 L4-L? Gaffney estimates

Definition D.2.10. Let (X,m) a measured space equipped with a quasidistance p and o > 0. Let
E.FCX ,2o€ X and k € N,
We say that (E, F,xq) is a-Gaffney suited if it satisfies one of the following conditions
(i) sup{p(zo,y), y € F'} < ap(E,F),
(it) sup {p(zo,x), x € E} < ap(E, F).
Moreover, we say that (E,xq, k) is a-Gaffney suited if it satisfies

sup {d(zo, ), € E} < ak.

At last, we say that (E,F,x0,k) is a-Gaffney suited if either (E,F,xg) or (E,zo,k) or (F,xzo,k) is
a-Gaffney suited.

Proposition D.2.11. Let (T, u, p) satisfying (LB), (DV) and (UE). Then for all a € N, there exists
Cy,cq > 0 such that

n
|D%p—1(x,y)| < m exp [ca <p(:Ek, y)) } Vr,y € ', Vk € N* (D.26)

where D 1is the operator acting on sequences as Day = ar — ap+1-
Moreover, the value of n occurring in (D.26) is the same as the one in (UE).

Proof: The proof is similar to Theorem A.5.1 (see also Theorem 1.1 in [Dun06]). a

Proposition D.2.12. Let (T, u, p) satisfying (LB), (DV) and (UE). Let j € N, a > 0, p,q € [1, 4]
such that g < p.

There exists c; and Cj o such that, for all sets E,F CT', allzg €T, all k € N such that (E, F,zo, k)
is a-Gaffney suited, there holds

1 1 K
(k) P*= [ f1p]|| 1oy < CraV (w0, k)? 7 exp {—cj (p(Ek’ F)) ] £l (D.27)

for any function f € LY(X).
Moreover, the value of n occurring in (D.27) is the same as the one in (UE).
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Proof: When E| F and x( satisfy (i) in Definition D.2.10 and when ¢ = 1, the proof is inspired by the
one of Theorem A.5.3.
We need the following result. There exist C7,¢; > 0 such that

. o plz,y) \" _
Ly = S (kDY prcs ()7 55 my) < OV (@, k)1 (D.28)

yel

Indeed, the estimate (D.26) yields, with ¢ = 3,

S V(x, k)P Z Z R

S0 el
= V(x, 271k g
—— ¢
V(x, k)P

1 d ,_ng
kp YV (r \p—1 22]
<;
~V(x, k)P

We can assume without loss of generality that || f||; = 1. Then, Jensen inequality implies

|(RA)Y P (FLR) 2, ) = 3 mia) (Z(kmapk_l(x,z>f<z>m<z>>

zeE z€F

< 3 ma) 3 (kD) pecs (2, 2) 7| (=) (=)

<5 S f)lmlz) 3 mi@) (D) pr (, 2) e (45

zeF zel

Sexp (—c; (@)) S e e

where, for the 4" line, we use the estimate (D.28). The doubling property (D.12) shows

Viwo k) _ V(zGylk+ap(EF)) <1+ @)dg (1+a)exp <2 ( p(E, F)> > (D.29)

V(z, k) V(z, k) k

then the last line in the previous calculus holds for some ¢ < c,.
Let us now prove the result when E, F' and ¢ still satisfy (i) in Definition D.2.10 with ¢ € (1, p].
Without loss of generality, we can assume that f is supported in F' and in this case, one has

k

S (vﬁ(%) e (o (25) ) e

Then it remains to check that (D.12) yields

m(F) V(zo, ap(E, F)) d p(E,F) ¢ d c p(E,F)\"
Vizo, k) < V(zo, k) S(+a) (1 + > <1+ a)*exp <2 < ) ) . (D.30)

1 E,F)\"
I8P 7o) S ot ewp (e (252 ) sl




The proof when (F, xo, k) is a-Gaffney suited is the same as the case where (E, F, ) satisfies (i) in
Definition D.2.10, once we replaced (D.30) and (D.29) by

m(F)
V(.’Eo,k/’)

k
< ot and %ﬁad Vz € F,

which are both consequences of (D.12).

When (F, F, xg) satisfies (ii) in Definition D.2.10 or when (F, zg, k) is a-Gaffney suited, the proof
of Proposition D.2.12 can be deduced from the previous cases. A way to do this is to adapt the proof of
Corollary A.5.4. O

D.2.4 Off diagonal decay of Lusin functionals

Proposition D.2.13. Let (T, u, p) satisfying (LB), (DV) and (UE), and a, 5, M > 0. Then there exists
C,c > 0 such that, for all xg € T and all sets E,F C T such that (E, F,xo) is a-Gaffney suited, there
holds for all s > 0 and all f € L*(T) N L3(T),

—1\M 9 s M
I = (458 P8l o) < oy () W

The proof of Proposition D.2.13 is similar to the one of Lemma A.3.5 (based itself on Lemma 3.1
in [BR09]). We need the following result, whose proof is analogous to the ones of Lemma A.7.1 and
Proposition A.7.2.

Lemma D.2.14. Let M > 0 and « € [0,1]. Define A = {(Az’")keN*, d € Ry, u € N}, where, for all

1> 1, ,
o ()

(k + u)l-i—]\/f

Then there exists C' = Cpr,o such that

1 : 1
(Z Eai) <C Z 7k V(ag)i € A.

keN* keN*

Proof: (Proposition D.2.13)

Without loss of generality, we can assume that f is supported in F. We also assume that xy, F and
F satisty (i) of Definition D.2.10 (if they satisfy (ii) instead of (i), the proof is similar).

First, if bmz™ is the Taylor series of the function (1 — z)~™ one has the identity

(I —(I+sA)"HMf = (sAYMT +sA)"Mf
(%) (omr) o

A M -l-oo~ m . (D-?)l)
:(ISJrs) me(lis) Py

m=0

= (sA)M i b P™ f,

m=0

where b, := I;m(1+j)+m and the series converges in L?(I"). Notice that

i by = 1. (D.32)

m=0

Moreover, let k be the only integer such that kK < 84+ M < k+ 1. Since 8 > 0 and both x and M are
integers, notice that
M <k (D.33)
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If 3, a;2! is the Taylor series of the function (1 — z)#*M=#~1 then one has

APEME =N " P'ARTf (D.34)
>0

where the sum converges in L?(T") (see Proposition C.2.1 for the proof of the convergence).
The Minkowski inequality together with the identities (D.31) and (D.34) yields

ILa(I = (I +sA)™H)M fllL2()

_ 28—1 m(z)
B Zkﬁ ZV(ac,k:)

=

Y mIATPENI — (14 sA) M fy)P

k>1 = yeB(z,k)
(z) :
< j26-1 m(y)|APPFL(T — (I + sA)"H)M f(y)|? e
< ; yEDZk(E) ()l (= +sA)7)" fy)l mEBZ(y,k) Ve k)
3
< ka*l”AﬁPk%(I* (I+5A)71)Mf|‘%2(Dk(E))

k>1

<MY b [ YO KT AT PR R o )

1,m>0 k>1
2
1
=M Z aibm, ZEI(k,l,m)Q ,
1,m>0 k>1

where Dy (E) denotes the set {y € T, p(y, E) < k}
We want to get the following estimate estimate: there exists ¢ > 0 such that

ool
V(wo, p(E,F)) (k+1+m)+M

I(k,1,m) S J(k,1,m) = KMES=n £ (D.35)

We will first establish (D.35) when k < ’J(QE—Cf) In this case, notice that

E,F)

p(Du(E), F) > PEE) s P(BF)

C, = 2C,

and thus (Dy(E), F, xo) are 2C,a-Gaffney suited. Proposition D.2.12 implies then

kP 1 p(E,F) )")
I(k,l,m) < ~exp | —c| ="+ 1
( ) (k+1+m)stt V(zo,k+1+m)z p( (QCp(k+l+m) 171l

< Ep+M—r 1 c p(E, F) "
~ e M1 TP\ 75 5C k1t £l
(k+1+m) V(zo, p(E, F))2 p(k+1+m)

where the last line holds thanks to estimate (D.30) and (D.33).
Otherwise, k > ’J(QE—df) and then (F,zg,k +1+m) is 2C,a-Gaffney suited and Proposition D.2.12 yields

kP 1

I(k,l,m) < -
( )R G myn V(xo,k+l+m)§”f”]“l
¢ kB Y (D.36)
N B+ L m) MY (g, p(B, F))F '
EA+M—r 1 E,F)\"
R row (- (A55) ) Il
( +1+m) V(zo,p(E,F))2 +l+m

where the second line holds thanks to (DV) and (D.33). This ends the proof of (D.35).
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Recall that M + 8 — k € (0,1]. Then Lemma D.2.14 implies

_ 1
I Ls(I — (I + sA) 1)IV[f||L2(E) < sM E EalbmJ(k,l,m)
k,l,m>0

1 exp[ () ]
_ M Lt Z Z nrm M+B w=1
=95 )M Z‘”
V (o, p( m>0  n>1 (n+m) 1=0

(D.37)

We claim
n—1

Z M+ﬁn1<1
=0

Indeed, when M + 3 = k + 1, one has a; = dp(I) and the estimate is true. Otherwise, Lemma A.6.1
yields that a; < (14 1)*~ M-8 and therefore

- 1
Z IV[Jrﬁ k—1 </ tnfoﬁ(lit)IV[+ﬁfnfldt<+oo'
0

Besides,

sl CER) ey (AEE)™ o [ (HEDY]

= (n+ m)l+M = n+m n+m
p(E,F) M+1
E,F)
< E. F —-M-1 p( ’
pE R Y 1 Y (25D
n=1 n>p(E,F)

SpE, F)™M

Consequently, the estimate (D.37) yields

ILa(I = (I +s8)™ )M fllz2(m) <

1 S
V (w0, p(E, F))* (;,(E,F > 1£lee > b

m>0

1 s M
= Ve s B ) <p<E,F>) e

where the last line is due to (D.32). O
Let us define a discrete version of the Littlewood-Paley functionals, that can be found in [Fenl5b].
For any > 0, the functional gs is defined as

2
9sf(x (Z FPHAP PR f () ) :
k=1
Proposition D.2.15. Let (T, u, p) satisfying (LB), (DV) and (UE), and «, 8 > 0. Then there exists
C > 0 such that, for all zy € T and all sets E,;F C T' such that (E, F,x¢) is a-Gaffney suited, there
holds for all k € N* and all f € L*(T') N L3(T),
c

k
- k 2 1
Lot = Pl < 3o s I

and

C
V(z0,p(E, F))% p(E, F)
Proposition D.2.16. Let (T, u,p) satisfying (LB), (DV) and (UE), M > 0, 8 € (0,1] and « > 0.

(
Then there exists C' > 0 such that, for all zo € T and all sets E, F C T such that (E, F,xg) is a-Gaffney
suited, there holds for all k € N* and all f € L*(T") N L*(T),

ligs(I = PX)[f1p]|| L2 ()

IN

£l

M c EY
oo ) 15 ey < Oy (s ) Il
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Proof: The proofs of these two propositions are similar to the one of Proposition D.2.13 and is left to
the reader. See also Lemma A.3.5 and Lemmata C.2.14 and C.2.15. 0

D.2.5 Application to interpolation results

Definition D.2.17. A function a € L*(T') is called an atom if there exist v € I and k € N* and a
function b € L*(T") supported in B(x,k) such that

(i) a = (I — P*),

. 1
(i0) b1l = bl 2(aeay < Vi k).
We say that f belongs to E}(T) if f admits an atomic representation, that is if there exist a finite
sequence (A;)i—o..N and a finite sequence (a;);—o..N of atoms such that

N
f = Z)\iai. (D38)
=0

The space is outfitted with the norm
o0 o0
[ fllz; = inf Z (A1 Z)\jaj, is a atomic representation of f
3=0 §=0

Theorem D.2.18. Let (T, u,p) satisfying (LB), (DV) and (UE). If T is an L*(T') bounded linear
operator and if there exists C > 0 such that for all atoms

ITallr: < C,
then for all p € (1,2], there exists a constant C = C(p) > 0 such that
ITfllp < Coll flly  ¥feLPnL®
The next result is an immediate corollary of Theorem D.2.18.

Corollary D.2.19. Let (T, u, p) satisfying (LB), (DV) and (UE). Let (Hg(T), [-[[772) @ normed vector
space that satisfies the continuous embedding

Ej(T) c Hy(T) c LY(T).
If T is an L*(T)-bounded linear operator that verifies
1Tl < If e VF € HYT) N Z2(D),
then for all p € (1,2], there exists a constant C = C(p) > 0 such that

ITfllp < Collfll,  VfeLPnL

The constant Cy, can be chosen equal to HT||%2%L2||T|\};9_>L1, where 0 is defined with
9
1_0,1-96
p 2 1

Remark D.2.20. The result holds even if the normed vector space HE is not a Banach space.
This corollary will be used for the Hardy space Hi = H(T'). However, since we did not establish
Theorem D.1.26 yet, we cannot speak of H(T).

Proof: (Theorem D.2.18)

The Vitali lemma, the weak L!-boundedness and the LP-boundedness (for p > 1) of the Hardy-
Littlewood maximal function, or the Whitney decomposition are classical results from harmonic analysis
and are proven in particular when the metric is a quasidistance. These tools are the only ones needed
to prove Theorem 5.3 in [BZ08], which thus remains true in our context. That is, Theorem D.2.18 is a
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straightforward consequence of Theorem 5.3 in [BZ08] if we prove that for any « € T', any k € N* and
any h € L2, we have

1
sup |P*h(y)| S Cu inf [M(|R[)(2)]?. (D.39)
yEB(z,k) z€B(z,k)

With Proposition D.2.12, since (B(z, k), z, k) is 1-Gaffney suited, there holds for any z € Cy(x, k) D
B(z, k),

sup  [P*h(y)| < D IP*hdc, il L= (B@.r)

yeB(x,k) >0
S Z ———— e hll 2y )
= 2]k 2
j> O
< s e o
g (z,C, 23+1k)§€ 1)l L2(B a2+ 10)
720

S 3 MOAR) )

>0
< IM(IR?)(2))2

where the third line is due to (DV). Hence, (D.39) holds true. O
Let us recall a result on L? boundedness of Calderon-Zygmund operators (originally due to Blunck
and Kunstmann, see Theorem 1.1 in [BK03], see also Theorem 1.1 in [Aus07]).

Definition D.2.21. A function f on T is in L1°°(T") if
Il = sup Am(f € T, 7] > 2) < 400,
>

Theorem D.2.22. For any ball B, let Ag be a linear operator in L*(T'). Let T be a L?-bounded sublinear
operator such that for all balls B = B(x, k) and all functions f supported in B

! 1
— |TI-A 5 < ai(B)—— )
Vx, 2k} 17( B L2y @y < @il )V(x,k)HfHL (B)
for all 7 > 1 and
1 1
L AB Sl e < 05 (B ]l

forall 7 >0.
If the coefficients oj(B) satisfy

Vix, 20+
sup Maj (B) < 400
B=B(a,k) ball {53 V(x, k)

then there exists a constant C such that
ITflpre < Cllflle VFfeL®nLh
So by interpolation, for all p € (1,2], there exists a constant C = C), such that
ITflce < Collfllze  VfeL*NLP.
As a consequence, we have the following result

Theorem D.2.23. Let (T, u, p) be a weighted graph satisfying (LB), (DV) and (UE). Then for all
B >0, the functional Lg is LP bounded for any p € (1,2] and also bounded from L*>° to L'.
Moreover, if gg is the discrete Littlewood-Paley quadratic functional defined for any 8 > 0 as

g9sf(x) = (Z kwlIAPklf(w)F) :

k=1
then gg is also LP bounded for any p € (1,2] and also bounded from LY to L.

Proof: We set Ag = P¥2. Tt is then a straightforward consequence of Theorem D.2.22, Proposition
D.2.15 and Proposition D.2.12. O

169



D.3 Tent spaces

In all this section, (T, u, p) is a weighted graph satisfying (DV). We will prove that in this context,
the atomic decomposition in tent spaces still holds (see [CMS85] and [Rus07] for similar results).

Definition D.3.1. We introduce the following sets in I' x N*. Ifx € T,
V(@) ={(y,k) €T x N, p(z,y) <k},

ifFCT,
R(F) = |J v(@) = {(y, k) €T x N*, p(y, E) < k}
zeF

k
R(F) = {(y,k) e T x N*, p(y,E) < —},
(F)={(y, k) e ' x N*, p(y, E) < 2Cp}
and if O C T,
T(O)={(y, k) e xN*, p(y,0°) > k}

‘I(O) = {(yvk) el x N, (y,oc > f}

We define the functionals A and C mapping functions on I' x N* to functions on I" by
1
2

m(y) 2
Af@) = Y ——=[f(y, k)
e CIL))

and

crwy =sup [ S0 Wy

ven \ V(B) ) arer )

For any p € [1,400), TP(T") denotes the space of functions f on I' x N* such that Af € LP(T"). Moreover,
T°°(T) is the space of functions f on T' x N* such that Cf € L>°(T'). The tent space TP(T) is equipped
with the norm ||f||e = | AfllLe (or || fllTe = |Cf|lLe when p = o0).

Remark D.3.2. One has the following equality of sets
R(E®) =T(0)° and R(0°) =T (0)°.
Moreover, T(O) C (0) and R(F) D R(F).

Definition D.3.3. A function a defined on T' x N* is a T -atom if there exists a ball B such that
(i) a is supported in T(B),

@ % Pl < g

(y,k)ET(B) V(B)
Lemma D.3.4. There exists a constant C > 0 such that, for every T'-atom a, one has

lallr <C
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Proof: Indeed, if a is a T'-atom, there holds

[SIE

lallr = mia) (Y el k)P

zel (y,k)ev(x)
%
m(y) 2
= Yoy, k
z€B (y,k)ev(x)

[SIE

)y k)2

A
=
=

]
2
&

]

V(x, k)
zeB (y,k)ev ()
1
=(viB > laly, K)I* Y
k (x,k)
(y,k)ET(B) z€B(y,k)
%
m(y)
slvey Y. Sl k)P
(y,k)ET(B)
SRS
: . . - impli m(z)
where the last but one line holds because the doubling property (DV) implies Z Ve k) 1. O
'T’

z€B(y,k)

Definition D.3.5. Let F C T and 6 € (0,1). We say that a point xy € T has global d-density with
respect to ' if, for all k € N*,
m(F N B(xzo, k)) -

V(ZL'(), k) -
We define F* as the set made of the points in I' with d-density with respect to F. If O = F°€, then we
define O, as
O, := (F")°.
Proposition D.3.6. Let § € (0,1). One has
(i) F* C F,
(i) there exists cs > 0 such that any set O = F° with finite measure verify m(O,) < c¢sm(0).
Proof: The point (i) is obvious. For (ii), notice that O, C {z € T, M(1p) > 1 — ¢}, where M denote

the Hardy-Littlewood maximal function. We conclude then by applying the weak L!-boundedness of the
maximal function. O

Lemma D.3.7. There exists 6 € (0,1) (sufficiently close to 1) so that whenever F C T and ¢ is a
non-negative function on I' x N*| there holds

Yo RV kmy) S Y m@) D by, k)m(y).

(y,k)ER(F*) zeF (y,k)ev(x)
Proof: 'We only need to check that for any (y, k) € R(F™), one has
m{x € Fyx € B(y,k)} 2 V(y, k). (D.40)
Indeed, once (D.40) is established, Fubini theorem yields
Y. RV kmy) S Y dwkmy) Y ma) s (@)
(y,k)ER(F™*) (y,k)ER(F™) zel

=S m@) Yy km@)sem v)

TEF (y,k)€R(F*)

<y oml) Y oy k)ym(y).

zeF (y, k)€ ()
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We turn now to the proof of (D.40). Since (y, k) € R(F™*), there exists xg € F* such thaty € B (zo, %)

Notice then that B (:co, %) C B(y, k). Consequently, assumption (DV) implies
P

m(B(wo, k) N Bly, k) = V <xo, %) > oV (w0, k)

for some constant ¢ € (0,1] depending only of Cg, and C,. Thus
m(B(zo, k) N By, k)) < (1 =)V (zo, k)
Therefore,

m(F N B(y,k)) > m(F N B(xg, k) — m(B(zo, k) N By, k)°)
> (6 +c—1)V(xo, k)
>

(04+c—1)V(y, k)

where the last line holds because the doubling property (DV) implies V(y, k) < V(zo,2C,k) < V (2o, k)
. As a consequence, (D.40) holds and the lemma is proven if we choose § € (1 —¢, 1). O

Theorem D.3.8. (i) The following inequality holds, whenever f € T*(T) and g € T>(T'):

S " sy kg £ Y Af@Cs @)

(y,k)€T xXN* yel

(i) The pairing
(foy= >, #f(y,k)g(y,k)

(y,k) €T xN*

realizes T (T) as equivalent to the Banach space dual of T*(T).
(iii) Every element f € TY(T') can be written as

F=3 " Na in T'(T),

where a; are Tt -atoms, \j € R, S|\ S| fll7e-
(iv) Moreover, if f € THT)NT?(T'), the atomic decomposition can be chosen to be convergent in T*(T).

We use the following Whitney decomposition.

Lemma D.3.9. Let (I', u) a weighted graph equipped with a quasidistance p satisfying (DV).
There exists C' > 0 such that, for all subset E C I' with finite measure, there exists a finite sequence
of sets (Qi)icq,n) such that

(Z) E = U Qi7
i=1
(it) QiNQ;=0ifi#j,
(iii) %p(Qi,Ec) <r;:=max{p(z,y), z,y € Qi} +1 < Cp(Q;, E°).

Proof: (Lemma D.3.9)

Let M (depending only of C,) be the constant replacing 5 in the version of the lemma ‘57’ adapted
to quasidistances. Define for all z € F, B, = B(«, %) We use then Lemma ‘M7’ and we end the
proof as in [CMS83].

Notice that in the particular case of graphs, under assumption (DV), m(E) < 4+oo is equivalent to
E finite. Thus the sequence (Q);); is necessary finite. O
Proof: (Theorem D.3.8)
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(i) Let us define the truncated cone v"(x) by
7 (x) = {(y,k) €T x N*, p(z,y) < k < h}

and define

m(y) 2
h = k
Arm@ = | Y sl
(y,k)evh ()
Check that A(f|h)(x) is nondecreasing in h, and that A(f|oo)(z) = Af(x). For every g, we define
the stopping time h(x) as
h(z) = sup{h € N*, A(g|h)(z) < MCy(x)}
where M is a large constant that will be fixed later.
Define for € T and k € N* the sets By(x, k) and Bs(z, k) by
Ba( k) = {a €T, 3y € T+ max{p(z,9), ply, a)} < k}
and
Bs(z, k) :={a €T, Jy,z € T': max{p(z,y), p(y, 2),p(z,a)} < k}.
Let us prove first that for any = € I' and k£ € N*, one has

U ") ¢ T(Bs(a, k). (DA1)

yEeB(x,k)

Indeed, if (a,l) € U 7% (y), then there exists y € B(x,k) such that p(a,y) <1 < k. As a
yEB(z,k)

consequence max{p(z,y), p(y,a)} < k and a € Ba(x, k). From the definition of Bs(x, k), one get

easily that p(Ba(z, k), Bs(z,k)¢) > k. Hence p(a, Bs(x,k)¢) > k > [, which yields that (a,l) €

T(Bs(x,k)).

Let us prove now the following result: whenever z € I' and k& € N*, there holds
1
m({y € B(z,k), h(y) 2 k}) 2 5V (z, k). (D.42)

Check that B(xz,k) C Bs(x,k) C B(x,ak) where o = C,(1 4 2C,) > 1. Together with (D.41), it
yields

1 20 m(y) = 1 m m(z) 2 D)2
VR yeBz(;k)[A(glk)] (y)m(y) V) yEBZ(M) (v) <z,z>§k(y> lV(y,l)'g( )|
1 m(z) 2 m(y)
S 90 Y
(z,0) €T (B(z,ak)) yEB(z,l)

1 m(z) 2
. S !
S Viwak) ; lg(2,0)]
(z,0) €T (B(z,ak))
< inf Cg(y)?
S 9(y)

where the third line is a consequence of the doubling property (DV) and the fact that

m(y)
2 V(y,1) o
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Thus, we deduce

M? )
B, h inf 2 1 v )
Van W eB by <rh) nf Col)” < s S gy eny IMCo(y)2m(y)
y€B(z,k)
1
= V(:c,k) Y. Lnw<r Alglr)*m(y)
yeB(x,k)
SV Y Alglr)Pmiy)
yeB(x,k)
< v f 2.
<Cpa yeg}z,k) Cy(y)

where C), 4, depends only of C, and C4, We choose then M such that p dv § = and we obtain
(D.42).

From (D.42) and with Fubini theorem, one has for any non-negative function ¢ on I x N*,

Z oy, K)V (y, k)m(y) < Z o(y, k) Zm ) Npe By k), h(x)>k)

(y,k) €T xN* (y,k) €T xN* zel

:Zm(ﬂﬁ) Z ¢(y7k)m(y)]l{yeB(z,k),kSh(m)}

zel (y,k)el xN*

=Y m@) >y, kmly).

z€l’ (y,k)ex" (=) (x)

Take &(y, k) = | f(y, k)||g9(y, k)|m and by Cauchy-Schwarz inequality,

S 9y, kgt k)] £ AU ) Alglh () ()m()
(y,k)ET X N* wer

< MY Af(@)Co(a)m(a)

zel

(i) The fact that every element g € T induces a linear functional on 7" is immediate from (i). The
converse is obtained by a classical argument. Indeed, if [ € (TY(T'))*, we construct a function
g € L? () such that I(f) =< f,g > for any function f with finite support. We check that g € T
and we conclude by noticing that the space made of finitely supported functions is dense in T (T).
Consequently, 7°°(T") is the dual of T(T"). See proof of Theorem 1 in [CMS85] for details.

(iii) Let & € (0,1) sufficiently close to 1 so that Lemma D.3.7 is verified. Define for all i € Z the set O°
as O' = {z € T, A(f) > 2'} and let F; = (O%)°. We can define then F; and O% and Proposition
D.3.6 provides O% D O and m(0%) < m(O?). Notice that |J 7 (0?) and then |JT(O%) contain the
support of f. Indeed if f(y, k) > 0, then for all z € B(y, k), Af(z) > €, > 0. Thus B(y, k) C O;
for some ¢ € Z and then (y, k) € R(O;).

Remark that m(0%) < m(0") < 27 fllz < +oo. Let (Q%)jen be the Whitney decomposition of
O, provided by Lemma D.3.9. Then we can write T(0;)\T(O0"!) as a disjoint union {J; A% where

= (Qj x N*) N (T(O)\T(0L).
Denote by r% the diameter of Q% and z} € QY, we claim that there exists C' > 0 such that any j,1,

there holds . . ' .
A} - T(B;-) = T(B(ml-, Crz-)). (D.43)

It suffices to check that max{k € N*, 3z € I": (z,k) € A}} <l But for all y € Q7

> — max{k € N*, (y,k) € T(O.)}.



And thus
i Z max{k € N*, Jy € Q : (y,k) € T(OL)}
=max{k e N* JyeTl: (yk)e (Q; x N*)NZT(0L)}
<max{k e N*, y eT: (y,k) € A’}

Now write ' L
ah = flas V(BY) ()~
where
wi= oy #If(y,/’f)l2
(y.k)EA!
and set

X = V(B! ()b,

We have then o
f=2 X4 (D.44)
4,7

where the convergence holds pointwise. Observe first that by construction, aé- is a T'-atom associ-
ated with the ball B. Thus the series in (D.44) converge in T*(T') and provide the desired atomic

decomposition if we have that Y Ai < || Af||z1. However, since z ¢ B} implies that (y, k) ¢ B! for
all (y, k) € v(z), remark that

i m(y)
e Y MW
(y,k)ET(BHNR(Fr )
miy
SED DR LTION ST e

(y7k)m(Fi*+1)

D DRI DL ISR TS

k
r€F;+1 (y,k)€v(x) (v, k)

<Y ) X 0 Py )

wEFi41 (y,k)ev ()

= > [Af(@Pm()

zGB;ﬁFi+1

< V(B;)4l+1’

where we used Lemma D.3.7 for the third line and the definition of Fj;; for the last one. We
conclude by noticing that

SN S V(B2
,J ]
S m@)?
4]
=> |05

€L

S loif2!

€L

S [AFl -

(iv) For the last point, it suffices to show that if f € T?(I') N TY(T") the decomposition constructed in
(iii) converges in T2. Notice that
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First, since 37 v, 1) % < 1, check that

s Y "Wy ppe

(y,k) €T xN*

Recall that the sets Aj» form a partition of the support of f. Thus

2 2

> oxa| o~ Y WS s

il j>N r2 (yk)EDXN: lil.j>N

<Y Y "Wiypyp

[il.>N (y,k)EA:

N —oc0

0.

D.4 Equality of Hardy spaces

In all this section, (T, i) is a weighted graph, equipped with a quasidistance p and satisfying (LB)
and (DV) and (UE).

D.4.1 H! NL?>CE}

quad

Proposition D.4.1. Lete >0, M € N*, p € (1,2] and 8 > 0. Then H}, ; rr, (D)NL*(T) C Ej,, 04 5(T)
and

(Ralrs

quad,f

SNl

mol,M,p,e

Vf € Hﬁmol,l\/f,p,e(r) N LQ(F)

Proof:  The proof is similar to the one of Proposition C.4.1. Let f € H,, ; s, .NL*(T). Then there exist
(Mi)ien € ¢! and a sequence (a;);en of (M, p, €)-molecules such that f = > \;a; where the convergence

is in L}(I") and
Z |)\i| = HfHHylnol,J\l,p,e-
€N

First, since ||P*||;; < 1 for all k& € N, the operators A? and then AP P*~! are L'-bounded for
B> 0 (see [CSCI0]). Consequently,

ABPl_l Z)\iai = Z)\iA'BPl_lai.
€N €N

Since the L!-convergence in I' implies the pointwise convergence, that is, for all z € T,

AP pE-1 Z )\iai(x)

i€EN

Z )\iAﬂPk_lai(ac)
i€EN

<IN AP PR ()]

i€EN

From here, the estimate

LB Z )\iai

€N

< D IilllLsaill e

Lt €N

ILafller =

is just a consequence of the generalized Minkowski inequality.
It remains to prove that there exists a constant C such that for all (M, p, €)-molecules a, one has

[Lgallrr < C. (D.45)
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Let € T and s > 0 associated with the (M, p, €)-molecule a. By Holder inequality and the doubling
property, we may write

ILgalls S V(w,278)' || Lgall Lo(c, (2,5)- (D.46)
=0

We will now estimate each term of the above sum. We treat first the case j = 0. Remark that
|(I +sA)~Y|r—srr < 1. Then (I — (I +sA)~1)M is LP-bounded by 1. Together with the fact that Lg
is LP-bounded (see Theorem D.2.23), one has

ILsallLeco,s) S lallze < lbllze S

When j > 1, decompose HLﬂaHLp(Cj(w 5) 38

—1\M
180l Loy sy < D2 1o = T+ 58) )M (Mo, V]l Lo o)) -
k>0

Notice, if |j — k| > n,, that
p(Ch(z, 8), Cj(x,5)) o 2maxtiklg
where n, stands for 2 4 Inp C,.
If |j — k| < n,, the LP-boundedness of Lg and the uniform LP-boundedness of (I — (I + sA)~H)M
implies
| La(I = (I +sA)")M[le, (a0 b]HLp(cj(IVS)) S olleecua,s))-

Besides, there exists a > 0 such that (Ck(z, s), Cj(z, s), x) are a-Gaffney suited whenever |j — k| > n,.
Thus, Proposition D.2.13 yields

s (1 1 —
Isallirc,mny S D2 V@2s)7 72 [La(l = (T +58) ™) Moy w,0 blll 2o, 0

[j—k|>n,
+ > blloecs)
l7—k|<n,
C L1 o— max{i
< Z V(z,278)» D) a{]’k}MHbHLl(Ck(z,S))'i' Z 6]l Lo (C (2,5))
l7—k|=n, li—kl<n,

] i_ — max{7j 2_k€
S 2 Verom i )

li—k|>n, li—k|<n,
_ i€ PN L_ M _ ke
S2V(@,2s)r Tt Y 2Ry Y 2k
lj—k|>n, li—k|<n,

<279V (x, 2js)%71

- 1.
where € = 5 min{e, M}.
As a consequence, one has

. 1—1
e (V(z,275) »
L <N o-a (LW 5)
e T (4229)
<L

O

Proposition D.4.2. Let € > 0, M € N*, p € (1,2]. Then H
and

l,Mfé,p,e(TF) N L2(Tp) - E;uad.é (TF>

”f”H;wd’% S ||f||H;Ol’M7%’p’E Vfe Hrlnolnyé,p,e(TF) N L*(Tv).
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Proof: The proof is similar to the previous one then we will point out only the main differences. Since
1
d* and P* are L'-bounded, it is enough to prove the uniform boundedness of |[LsA™2d"al| 1 when a is

a (M, p, €)-molecule.
However, notice that if a = s =2 dAM=1(] 4+ sA)~M+2} (with s, b associated with a), one has

IEyA7 %l = Ly (T = (T +58) )M 50|
We conclude then as in Proposition D.4.1. O

. (T) and

Proposition D.4.3. The space E}(T') is continuously embedded in E;uad N
)

1l SWfllsy V€ E(D).
quad,zy

Proof:  We refer to subsection D.2.5 for the definition of E}(I') and of atoms.
Due to the definition of E(T"), we only need to check that the quantity || Lgal| 1 is uniformly bounded
on atoms. The proof is analogous to the one of Proposition D.4.1, using Proposition D.2.15. U

D4.2 E! .CH NL?

qua

Proposition D.4.4. Let M € N*, € > 0 and 8 > 0. Then E}, ., 5(U) C H} ; 3so () N L*(T) and

q
[naly7e S I llaz,

mol,M,2,e
Proposition D.4.5. Let M € N*, € >0 and 8 > 0. Then E,,, 5(Tr) C H}

mol,I\/ffé,Q,e

Vf € H;uad.ﬂ(l—‘)'

ad,B

(T)N L*(T") and

SNl
HfHHl 1 ~ f H! a
mol,M—3,2,¢ quad,f

Proof: The proofs of the two above results are analogous to the ones in subsections C.4.3 and C.4.4,
using the atomic decomposition in Theorem (D.3.8) and Propositions D.2.16 and D.2.12.

The use of L'-L? off-diagonal estimates instead of the L?-L? ones enable to simplify the proof (the
homogeneous dimension do not need to appear). (|

D.4.3 Proof of Theorems D.1.26, D.1.27 and D.1.29

Proof:  (Theorem D.1.26)
Let 8 > 0, M € N*, p € (1,2] and € > 0. Propositions D.4.1 and D.4.4 yield the continuous
embeddings

H’rlnol,M,p,e(F) N LQ(F) - E;uad,ﬂ (F) C H71rwl,]\/1,2,6(1—‘) N L2(F) C H’rlnol,M,p,e(F) N LQ(F)

Thus, we deduce
Hl

m

ol,M,p,e(F) N LQ(F) = E;uad,ﬂ (F) (D47)
with equivalent norms. In particular, E,,,, 5(T') C L(T).

Since the space of finite sum of (M, p,e)-molecule is dense in Hﬁwl’M,p,e(I‘) (see Lemma 4.5 in
[BZ08] or Lemma C.3.5), the space H} ; 1., (T) is the completion of H, , ;. (T') N L*(T) in L'. The
completion H,,q 5(T) of Ej, 4 5(T) in L' exists then too and satisfies

(i) the two sets H,, o4 5(T) and Hy oy,

(ii) the norms in Hy,,q 5(T) and Hy ;)

(T") are equal,

(T") are equivalent.

Proof:  (Theorem D.1.27)
Let M € N* p € (1,2] and € > 0. Propositions D.4.2 and D.4.5 yield the continuous embeddings

H! a1 (T0) N L*(Ty) C E;B(TF) C H;wl,M_%’%(TF) NL*(Ty) c H!

1
mo mol,M—35,p,e

(Tr) N L*(Tr).

from which we deduce the equality of the all the spaces, with equivalent norms.
It follows that the completion of E;ua a1 (Tr) in Ll(Tp) exists and satisfies, since H}n
12

e(TF) n L2(TF) in Ll(TF),

1r)

ol,]\/f—%,p,e(

. . 1
is the completion of Hmol,M—%,p,
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(i) the two sets H;uad . (Tr) and H!
2

mol,Mfé,p,e(TF) are equal,

(ii) the norms in H;ua 41(Tr) and H! (Tr) are equivalent.
2

mol,Mfé,p,e
Moreover, notice that if F € H?(Tt),

Fe E;uad_ﬂ(Tp) «— AT2d*F ¢ E;uad_ﬂ(r). (D.48)

Indeed, the implication A~2d*F € E;uadﬁ(l") = F ¢ E;uad_ﬂ(Tp) is obvious, and the converse is due
to Proposition D.1.5. Theorem D.1.26 implies that all the spaces E;uad,ﬁ(l“), B > 0, coincide. Together

with (D.48), for all 8 > 0, the spaces E},,; 5(Tt) coincide with E; 4 1(Tr). Hence, for all § > 0, the
) uad, 5
completion Hy,,q 5(Tr) of EJ, .4 5(Tr) in L'(Tr) exists and satisfies
(i) the two sets H,, .4 5(Tr) and H;uad’% (Tr) are equal,
(i) the norms in Hy, ., 5(Tt) and H;uad,% (Tr) are equivalent.

O

Proof:  (Theorem D.1.29)
According to Corollary D.2.19, it suffices to shows that H'(I') = H,\ ;| 5 5(T') is continuously em-
bedded in L'(T) and that Ej(T) is continuously embedded in H'(T') = H_, .4 (). However, the first
embedding is stated in Proposition D.1.20 and the second one is due to Proposition D.4.3. O

D.5 Examples of graph satisfying (DV) and (UE)

In this paragraph, we need to recall some classical definitions on graphs.

A path joining z to y is a sequence x = xg, x1, . ..,2, = y where for any ¢ € [1, n] we have x;_; ~ x;.
The length of such path is n. We define then on the graph I the “classical” distance d(z,y) as the length
of the shortest path joining = to y. We denote by By(x,r) and Vy(z,r) respectively the ball and the
volume of the ball of center x and of radius 7.

Let (T, i) be a weighted graph with the doubling property for the distance d and that satisfy some
Gaussian upper estimates of the Markov kernels

1 dQ(w,y))
(xyy) S —————exp | —e———= Va,y € T, Vk € N*.
oo S g (<5 g

It is the case, for example, of the Cayley graph of a discrete group with polynomial growth (see [HSC93]).

We define then p(z,y) = d?*(x,y) and one can easily check that both (DV) and (UE) are verified.
As a consequence, the Riesz transform VA~z is L? bounded on T for all p € (1,2] and we find again
the main result in [Rus00].

The second example are fractal-like graphs, that is doubling graphs where the Markov kernel satisfies
some subgaussian estimates such as

1 dP -1
pe(z,y) S ———exp | —¢ {ﬂ} Vr,y € I', Vk € N* (D.49)
Vd(.’L',I{?E) k

for some 8 > 2. An example of such graphs is the Sierpinski carpets (see [BB99], [Jon96]).
In this case, we choose p(z,y) = |d®(z,y)], where || denotes the integer part of » € R,. Since the
collections of balls induced by p and by d coincide, one has

Vo(z,2r) = Vy(x, s2) and Vy(x,s1) = V,(z,7)

with for all i € {1,2}, s; such that |s”| < ir < [(s; + 1)?]. Therefore, the assumption (DV) is implied
by the fact that d is a doubling metric. Besides, assumption (UE) with n = ﬁ € (0,1] is easily deduced
from (D.49).

For our third example, we will present a graph that satisfies (DV) and (UE) for some quasidistance
p, but where the collections of balls defined with p and d do not coincide.
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Definition D.5.1. Let (I'y, ut, p1) and (Ta, pu?, p2) be two weighted graphs. The graph (U, u,p) is the
free product of I'y and I's if

(’L) I'= Fl X FQ,
(it) for allx = (z1,22) €T and y = (y1,92) €T, tay = uilyluizyw
(iii) for all x = (x1,22) €T and y = (y1,92) € T, p(z,y) = max{p1(w1,y1), p2(z2,92)}

Remark D.5.2. Let (T', i, p) be the free product of (U1, u*, p1) and (T2, u2, p2). Then the following facts
are satisfied

(i) (z1,22) ~ (y1,y2) of and only if x1 ~ y1 and 1 ~ y1.

(i) If x ~y and x # y, then p(z,y) = 1.

(iii) d((z1,22), (y1,92)) = max{d(z1,y1), d(z2, y2)}.

Proposition D.5.3. Let (I'1,ut, p1) and (T2, 2, p2) satisfying (LB), (DV) and (UE). Let (T, u,p) be
the graph defined as the free product of T'y and T's. Then the graph (T, pu,p) satisfies (LB), (DV) and
(UE).

Corollary D.5.4. There exists a graph (T, u) satisfying (LB) that can be outfitted with a quasidistance
p such that

— the graph (T, p, p) satisfies (DV) and (UE),

— there does not exist any B > 2 such that p ~ dP.

Proof: (Corollary)

Take I'y and ' two infinite graphs satisfying subgaussian estimates (D.49) with 8; # 52 (for example
I’y = Z™ and I'y is the Sierpinski carpet). Proposition D.5.3 implies that I' = T'; x I'y satisfies (LB),
(DV) and (UE). Notice then that p((z,y), (z,2)) ~ d§2 (y,2) ~ d?*((z,y), (z, 2)) and p((y,z), (2, x)) =~
di*(y,2) = d* ((y, ). (2, 2)) O
Proof:  (Proposition)

The fact that T" satisfies (LB) if and only if both I'y and I'y satisfies (LB) is immediate.

By construction, one has B,(x, k) = B,, (z1,k) X B,,(x2,k). As a consequence,

Vol k) =V, (21, k)Vp, (22, k)

and then assertion (DV) follows from the doubling property of the graphs I'y and I's.
We have by construction p(z,y) = p'(x1,y1)p?(22,y2). Therefore, by induction, we got pi(x,y) =
Pi (@1, 91)ps (22, y2). As a consequence,

1 exp | —¢ p1(z1,91) mic p2(w2,y2) \ "
VPl(xlak)sz(‘TQ’k) ' k ? k

B A
1

= V,wm P [‘c (¥H

where ¢ = min{cy, co} and n = min{n;,n2}. Thus I satisfies (UE).

pr(z,y) S

We finish the article with a question:
Question:
Let (T', 4, d) be any graph satisfying (LB) (DV). Does there always exist a quasidistance p such
that (T, u, p) satisfies (DV) and (UE)?
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Appendix E

Algebra properties for Besov spaces
on unimodular Lie groups

E.1 Introduction and statement of the results

E.1.1 Introduction

Let d € N*. In R?, the Besov spaces B29(R9) are obtained by real interpolation of Sobolev spaces
and can be defined, for p,q € [1, +00] and a € R, as the subset of distributions S’(R¢) satisfying

q

1fllBzea =l fllze + (Z 2% [lpx = f|LP]q> < +00 (E.1)

k=1
where, if ¢ € S(R?) is supported in B(0,2)\B(0,1), ¢, and ¢ are such that Fer(£) = ¢(27%¢) and
Fp§) =1 =302, 0(277¢).

The norm of the Besov space BE:4(R?) can be also written by using the heat operator. Indeed,
Triebel proved in [Tri82, Tri92, Section 2.12.2] that for all p,q € [1,+oc], all @ > 0 and all integer

m> g,
1
q 1
dt\ ?
—) (E.2)
et

81% Ht

g = Wl + [~ em=n| S

where H; = e'® is the heat semigroup (generated by —A). Note that we can give a similar characteri-
zation by using, instead of the heat semigroup, the harmonic extension or another extensions obtained
by convolution (see [Usp61, MRre]).

Another characterization in term of functional using differences of functions was done. Define for
M € N*, f € LP(RY), 2,h € R? the term

t

MM
v =3 (3) o m
1=0
and then for M > a > 0, p,q € [1, +0]
stes = ([ vz, (8.3
We have then for all & > 0, p,q € [1,4+00] and M € N with M > «,
1fllgza 2= I fllLe + S8 5 f- (E.4)

One of the remarkable property of Besov spaces (see [Danl2, Proposition 1.4.3], [Run86, Theorem
2, p. 336], [MRre, Proposition 6.2]) is that B24(R%) N L>°(RY) is an algebra for the pointwise product,
that is for all a > 0, all p,q € [1, +00], one has

1f9llpze S Wf N Bzallgllioe + (1 fllz=<llgll 522 (E.5)
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The idea of [Danl2] consists in decomposing the product fg by some paraproducts. The authors of
[MRre] wrote B24(R?) as a trace of some weighted (non fractional) Sobolev spaces, and thus deduced
the algebra property B2:4(R?) N L>(R?) from the one of WP*(R9) N L>(RY). Notice also that, when
a € (0,1) and M = 1, the algebra property of B2:4(R%) N L>(R?) is a simple consequence of (E.4).

The property (E.5) have also been studied in the more general setting of Besov spaces on Lie groups.
Gallagher and Sire stated in [GS12] an algebra property for Besov spaces on H-type groups, which are a
subclass of Carnot groups. In order to do this, they used a some paradifferential calculus and a Fourier
transform adapted to H-groups.

Moreover, in the more general case where G is a unimodular Lie group with polynomial growth, they
used the definition of Besov spaces obtained using Littlewood-Paley decomposition proved in [FMV06].
When « € (0, 1), they proved a equivalence of the Besov norms with some functionals using differences
of functions, in the spirit of (E.3), and thus they obtained an algebra property for B2(G) N L*™°(G).
They shows a recursive definition of Besov spaces and wanted to use it to extend the property (E.5) to
« > 1. However, it seems to us that there is a small gap in their proof and they actually proved the
property || fgllpze S (1fsza + [ fllz)(lgllzze + llglize).

In our paper, we defined Besov spaces on unimodular Lie group (that can be of exponential growth)
for all @ > 0, and then we proved an algebra property on them. We used two approaches. One with
functionals in the spirit of (E.3) and the other one using paraproducts. We did not state any results on
homogeneous Besov spaces because the definition of these spaces need a particular work (a extension of
the work in [BDY12] to o ¢ (—1,1) should work). However, we have no doubt that our methods work
once we get the proper definition of homogeneous Besov spaces with some good Calderén-Zygmund
formulas.

Note that methods used in [GS12] or in the present paper are similar to the ones in [CRTNO1]
and [BBR12], where fractional Sobolev spaces L?(G) are considered on unimodular Lie groups (and
on Riemannian manifolds). In these two last articles, the authors proved the algebra property for
L2 (G) N L*™(G) when p € (1,+00) and a > 0.

E.1.2 Lie group structure

In this paper, G is a unimodular connected Lie group endowed with its Haar measure dz. We recall
that “unimodular” means that dz is both left- and right-invariant. We denote by £ the Lie algebra of G
and we consider a family X = {X5,..., Xj} of left-invariant vector fields on G satisfying the Hormander
condition (which means that the Lie algebra generated by the family X is £). Denote for n € NU {oo},
Z,(N) = U{l, .k} Then if I = (i1,...,in) € Zoo(N), the length of I will be denoted by |I| and is

I<n
equal to n_, whereas X denotes the vector field X;, ... X;, .

A standard metric, called the Carnot-Caratheodory metric, is naturally associated with (G,X) and
is defined as follows. Let [ : [0,1] — G be an absolutely continuous path. We say that [ is admissible if
there exist measurable functions ay,...,ay : [0,1] — C such that

k
V()= ai(t)X(I(t) for a.e. t € [0,1].

1 k 2
If [ is admissible, its length is defined by |I| = / (Z |ai(t)|2> dt. For any z,y € G, the distance
0 \i=0

d(z,y) between z and y is then the infimum of the lengths of all admissible curves joining x to y
(such a curve exists thanks to the Hérmander condition). The left-invariance of the X;’s implies the
left-invariance of d. For short, |z| denotes the distance between the neutral e and x, and therefore
d(z,y) = |y~ 'z| for all x and y in G.

For r > 0 and = € G, we denote by B(z,r) the open ball with respect to the Carnot-Caratheodory
metric centered at  and of radius r. Define also by V(r) the Haar measure of any ball of radius .

From now and abusively, we will write G for (G,X,d, dx). Recall that G has a local dimension (see
[NSW85)):
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Proposition E.1.1. Let G be a unimodular Lie group and X be a family of left-invariant vector fields
satisfying the Hormander condition. Then G has the local doubling property, that is there exists C' > 0
such that

V(2r) <CV(r) Vo <r < 1.
More precisely, there exist d € N* and ¢,C > 0 such that

crdgV(r)gCrd YO <r<l1.
For balls with radius bigger than 1, we have the result of Guivarc’h (see [Gui73]):

Proposition E.1.2. If G is a unimodular Lie group, only two situations may occur.
FEither G has polynomial growth and there exist D € N* and ¢,C > 0 such that

erP < Vr) < crP Vr > 1,
or G has exponential growth and there exist c1,c2,C1,Co > 0 such that
c1e?" <V (r) < Cre®?" Vr > 1.

We consider the positive sublaplacian A on G defined by

k
A=-)"X7.
i=1
We will denote by H; = e~ the heat semigroup on G associated with A.

E.1.3 Definition of Besov spaces

Definition E.1.3. Let G be a unimodular Lie group. We define the Schwartz space S(G) as the space
of functions p € C*(G) where all the seminorms

Ni () = sup ec‘m‘|XI<p(x)| ceN, I eZ(N)
zeG

are finite.

The space §'(G) is defined as the dual space of S(G).

Remark E.1.4. Note that we have the inclusion S(G) C LP(Q) for any p € [1,4+00]. As a consequence,
LP(G) C S'(G).

Definition E.1.5. Let G be a unimodular Lie group and let « > 0, p,q € [1,+00]. The space f € BP1(G)
is defined as the subspace of 8'(G) made of distributions f such that, for allt € (0,1), A™H,f € LP(G)
and satisfying

[fllgpa == AQUf + |1Hy fllp < +oo,

Lo . e dt\7
o= ([ rnny®)

if ¢ < 400 (with the usual modification if ¢ = +00) and m stands for the only integer such that
g<m<§+1.

where

Remark E.1.6. Lemma E.2.6 provides that the heat kernel hy is in S(G) for allt > 0. Thus Hyp € S(G)
whenever t > 0 and p € S(G). When [ € S'(G), the term X H.f denotes the distribution in S'(G)
defined by

(X1Hyf,0) = ()1 (f, H X 1) Vo € S(G).
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E.1.4 Statement of the results

Proposition E.1.7. Let G be a unimodular Lie group. The one has for all p € [1,400], all multi
indezes I € To(N) and all t € (0,1),

_u
IXtHifll, < Crt™ = | fll,  VfeLP(G).

Remark E.1.8. In particular, one has that ||[tAH|, S 1 oncet € (0,1) and for all p € [1,4+00]. When
p € (1,+00), since A is analytic on L? (and thus on LP), we actually have ||tAH||, <1 for all t > 0.
The case

The following result gives equivalent definitions of the Besov spaces B¢ only involving the Laplacian.

Theorem E.1.9. Let G be a unimodular Lie group and p,q € [1,+00] and a > 0.
0,1) ifa=0

0,1) ifa>0" then the following norms are equivalent to the norm

If m > 5 and to a real in {
of BE(G).

1 o d %
@ ([ (s 1ammg,) $ )+ 1l

q

. o q
(ii) [ Hoflp+ | D[220 A" Ho 1]

Jj<-1

9J+1

d
| earmn g
23

(iii) || Hofllp+ | D> [277%

j<-1

P
if we assume that o > 0.

Remark E.1.10. Here and after, we say that “a norm N is equivalent to the norm in B217” if and only
if the space of distributions f € S’ such that A™H,f is a locally integrable function in G for all t > 0
and N(f) < +oo coincides with B4 and the norm N is equivalent to ||| gr.a.

The previous theorem allows us to recover some well known facts about Besov spaces in R.

Corollary E.1.11. [Embeddings] Let G a unimodular Lie group, p,q,r € [1,4+00] and o > 0. We have

the following continuous embedding
BEUG) € BYT(G)

once q < 1.

Corollary E.1.12. [Interpolation]
Let G be a unimodular Lie group. Let sg,s1 >0 and 1 < pg,p1,qo,q1 < 00.

Define
s*=(1-0)sg+0s1
1 1-60 0
e T
p Po b1
1 1-6 6
pri +
q qo q1

The Besov spaces form a scale of interpolation for the complex method, that is, if sg # $1,
(BL, B ) g = B

The following result is another characterization of Besov spaces, using explicitly the family of vector
fields X.
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Theorem E.1.13. Let G be a unimodular Lie group, p,q € [1,+00] and a > 0. Let m be an integer
strictly greater than o. Then

IHflp+ | D (2557 max - sup | XiHf], (E.6)
j<—-1

t€[27,20H1] | 11<m

is an equivalent norm in B29(G).

With the use of paraproducts, we can deduce from Corollary E.1.12 and Theorem E.1.13 the complete
following Leibniz rule.

Theorem E.1.14. Let G be a unimodular Lie group, 0 < a and p,p1,p2,p3,Pa, q € [1,+00] such that
1 1 1 1 1
+

pi P2 D3 pa D
Then for all f € BE»41 N LP3 and all g € B2*1 N LP2, one has
1f9llpza < 1 f1Ipzrallgllioes + 1f[Les lgll graa- (E.7)

Remark E.1.15. The Leibniz rule implies that B21(G)NL*>(G) is an algebra under pointwise product,
that is

If9llsze S N szallglie + 1 Fllz=llgll 5z

Let us state another characterization of B2'? in term of functionals using differences of functions.
Define V, f(z) = f(azy) — f(x) for all functions f on G and all z,y € G. Consider the following

sublinear functional .
LPA(f) = / (”vyﬂp)q dy !
i<t \ o lyl? V(Jyl)

Theorem E.1.16. Let G be a unimodular Lie group. Let p,q € [1,+00]. Then for all f € LP(G),

L) + 1 llp = AZAC) + 1 f 1l

once a € (0,1).

Remark E.1.17. When G has polynomial volume growth, Theorem E.1.16 is the inhomogeneous coun-
terpart of Theorem 2 in [SC90]. Note that this statement is new when G has exponential volume growth.

Remark E.1.18. From Theorem FE.1.16, we can deduce the Leibniz rule stated in Theorem FE.1.14 in
the case a € (0,1).

As Sobolev spaces, Besov spaces can be characterized recursively.
Theorem E.1.19. Let G be a unimodular Lie group. Let p,q € [1,+0o0] and a > 0. Then
fe B (G) e Vi, Xif € BYY(G) and f € LP(G).

Remark E.1.20. Note that a similar statement is established in [GS12]. However, we prove this fact
for p € [1,400] while the authors of [GS12] used the boundedness of the Riesz transforms and thus are
restricted to p € (1, +00).

E.2 Estimates of the heat semigroup

E.2.1 Preliminaries

The following lemma is easily checked:
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Lemma E.2.1. Let (A,dz) and (B, dy) be two measured spaces. Let K(x,y): Ax B — Ry be such that

sup/ K(z,y)dy < Cp
x€AJB

and

sup/ K(x,y)dx < Cy.
yeBJA

Let q € [1,400]. Then for all f € LY(B)

(U

with obvious modifications when q = +00.

q 1
q 1—1 1
dx) < O Ol

/ K(z,9)f (s)dy
B

Lemma E.2.2. Let (a,b) € (ZU{+oo})? such that a < b, 0 < a < 3 two real numbers and q € [1,+00].
Then there exists Co, 3 > 0 such that for any sequence (cn)nez, one has

q
i lzjoz i 9~ maX{n,j}ﬂcn‘| < i |:2(a—,3)n07{| q .
j=a n=a =

n=a

Proof: We have
, , A !
Z [Qja Z 2= maX{n,j}Bcn‘| = Z [Z K(?’L, J)dn]
= n—a j=a Ln=a

with d,, = 27@=8)¢, and K (n, j) = 20-magn-max{(jn})s,
According to Lemma E.2.1, one has to check that

b
sup > K(n,j) S 1
j€lab] =,

and

b
sup 3 K(n,5) S1.

n€la,b] i—a

For the first estimate, check that

b j b i
sup »_ K(n,j)= sup [2/(07FA Y "gn(ma) pgje R gmna

j€la,b] ,—, j€la,b] n=j+1
. j . +OO ]
< sup 9i(a=8) Z gn(B—a) YL Z g—na
JEZ n=-—oo n=j+1
S

since f§ —a > 0 and a > 0.
The second estimate can be checked similarly:

n

b b
sup » K(n,j)= sup |27 2 onBme) N gile=h)

nela,b] 5= j€la,b] j=a j=n+1

<1
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Proposition E.2.3. Let s > 0 and ¢ > 0. Define, for all t € (0,1) and all z,y € G,

lytz2\° 1 wole?
Kt(xay) = < ¢ V(\/E)e t .

([ ([t atar) dw)%sngu.

Proof: Let us check that the assumptions of Lemma E.2.1 are satisfied. For all x € G and all ¢ € (0, 1),

1 lytx2\° e
Ki(z,y)dy = /< e T T dy
/G V(Vt) Ja t
1 / <|y‘1xl2>s el
= e T dy
VIV Jiy=rapae \
1 Iy‘lxIQ)S lulal?
+—/ ( e T dy
V(\/E) ly=tz[2>t t

=0+ I

Then, for all g € [1,400],

The term I; is easily dominated by 1. As for I, it is estimated as follows:

[e'e] 2 —1_,2
Z N x|
/ (|y $| ) e_c y t dy
20 VE< |y x| <21/ t

_]:O
0o
2]—1—1\/" ;
< 4]3 —c4
NJ; VivE

Notice that Propositions E.1.1 and E.1.2 imply that V(‘Q/(\/‘)/_) < 294 §f 294/t < 1 and

V(ITNE V(I V(1) < (O gid

= N (E.8)
V(V1) V() V(i)
if 274/t > 1. Hence,
oo +1
S A ST 5
—  V(Vt
7=0
which yields with the uniform estimate
/ Ki(z,y)dy < 1. (E.9)
G
In the same way, one has
/ Ki(z,y)dx < 1.
G
Lemma E.2.1 provides then the desired result. O

Proposition E.2.4. Let s > 0 and ¢ > 0. Define

K(t,y) = (%) V(D) o

Then, for all q € [1, +00),
(] (L smom) ) < ([ o
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Proof: Let us check again that the assumptions of Lemma E.2.1 are satisfied, that are in our case

sup /K(t,y)dySCB
te(0,1) JG

and

! dt
sup K(t,y)— < Cga.
yeG JO t

The first one is exactly as the estimate (E.9).For the second one, check that

[ S [ D (WEY el
<[ @ ()
<Z/4 7yl |

|y| —c4?
< jS c
Z V(2-ity)) € +1

~~ |

(J+1)|y|2

< Z 2j(d+2s)ec2fe—c4f +1
§j=0
IS

where the last but one line is obtained with the estimate (E.8). O

E.2.2 Estimates for the semigroup

Because of left-invariance of A and hypoellipticity of ;+ A Hy=e —tA has a convolution kernel
hy € C°°(G) satisfying, for all f € L}(G) and all x € G,

mf@) = [ 0wy = [ e = [ n) e
The kernel h; satisfies the following pointwise estimates.

Proposition E.2.5. Let G be a unimodular Lie group. For all I € Io(N), there existCr,c; > 0 such
that for all x € G, all t € (0,1], one has

2
| Xrhe(z)| < # exp <c1ﬁ> .
t= V(1) t

Proof: 1t is a straightforward consequence of Theorems VIII.2.4, VIII.4.3 and V.4.2. in [VSCC92]. O
Lemma E.2.6. Let G be a unimodular group. Then hy € S(G) for all t > 0.

Proof: The case t < 1is a consequence of the estimates on h;. For t > 1, just notice that S(G)*S(G) C
S(G). O

Proposition E.2.7. For all I € T(N) and all p € [1,+0c0], one has

VX H < (

_
I XiHefllp St | fll,  VEe(0,1], Vf e LX(G).
Proof: Proposition E.2.5 yields for any ¢ € (0, 1]
1
/ Ki(z,y) f(y)dy dm)
711 2
V(l\/g) exp (—c‘y ; ‘ )

The conclusion of Proposition E.2.7 is an immediate consequence of Proposition E.2.3. 0

where K(z,y) =
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E.3 Littlewood-Paley decomposition

We need a Littlewood-Paley decomposition adapted to this context. In [GS12], the authors used the
Littlewood-Paley decomposition proven in [FMV06, Proposition 4.1], only established in the case of poly-
nomial volume growth. We state here a slightly different version of the Littlewood-Paley decomposition,
also valid for the case of exponential volume growth.

Lemma E.3.1. Let G be a unimodular group and let m € N*. For any ¢ € S(G) and any f € S'(G),

one has the identities
m—1

1 dt 1
= — m mH, AkH
where the integral converges in S(G), and
f= #/l(tA)mH fdt +mzl ! AkH f
~(m-1Dl t 1

where the integral converges in S'(G).

Proof: 'We only have to prove the first identity since the second one can be obtained by duality.
Let ¢ € §(G). Check first the formula

+oo 1 m— 1
dt dt
(m—1)! :/ (tu)™ e~ — :/ (tu)™ _t“— + e "
0 t 0 L
Thus by functional calculus, since ¢ C L?(G), one has
1 dt =1
o= m/ (tA)™ Hyp=— + k'A’“ngp, (E.10)

where the integral converges in L?(G). Since the kernel h; of Hy is in S(G) for any ¢ > 0 (see Lemma
E.2.6), the formula (E.10) will be proven if we have for any ¢ € N and any I € Z(N),

lim Ny, (/ (tA)mHt@dt) 0. (E.11)
u—0 0

Let n > % be an integer. Similarly to (E.10), one has for all x € G and all ¢ € (0, 1),

HtCP(SC) = ﬁ/t (’U — t)nilAnH d’U + Z AkngO( )

Hence, for all z € G and all u € (0,1), we have the identity

u min{u,v}
/ (tA)mHt@(x)% = 7/ A H () </ tm (v —t)"—ldt> dv
0 0

n—1)!

+ Z %Akernga(z)/ tmL(1 = t)*dt.
k=0 """ 0

Note that
min{u,v}
/ tm—l(,U _ t)n—ldt 5 um 1
0
and

/ tmH 1 = t)Fdt < u™

0
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Therefore, the Schwartz seminorms of fou(tA)mHtgp% can be estimated by

u dt ! :
Nie (/ (tA)mHtgo—) < um/ " Lsup e°|z||X1Am+”HUg0(ac)|dv
0 3 0 zeG

n—1
+u™ Z sup 1| X AR ™ H ().
k—0 zeCG

Check then that for all w € (0,1] and all I € N, we have

sup e°171| X A Hyyp(n)] = sup 17! | X Hy Al p(w)|
z€C zeG

< sup eclzl/ | X1he(y ') Ao (y)|dy
zeG G

< Sup/ v X phyy (y 1) | el Al (y) | dy
zeG JG

5 <sup/ ec‘yilz‘ |X1hw(y1z)|dy> Z NI,C(SQ)
G

zeCG V=

where the third line holds because |z| < |y~'a| + |z|.
However, for all z € G and all w € (0, 1], Proposition E.2.5 yields that, for all z € G,

24

™ 1 _ Sy lel?
/ ecly Tz \thw(y_lx)\ dy Sw™z / ecly 1$\e—c lv™_a| dy
G G

V(vw)
1] 1 rly=te)?
§w_77/ e ¢ Tz dy
V(vw) Jg
< w_%.

By gathering the estimates (E.12), (E.13) and (E.14), we obtain

Ni.c </ (tA)mHtcp%) <™
0

um Z NI,C((ID)

[7]<2(m+n)

[]<2(m+n)

A

u—0

— 0,

which proves (E.11) and finishes the proof.

1 n—1
Ni.(¢) V v"*lv’%vaer
0 k=0

(E.12)

(E.13)

(E.14)

E.4 Proof of Theorem E.1.9 and of its corollaries

E.4.1 Proof of Theorem E.1.9

In this section, we will always assume that o > 0, p,q € [1, +00].
Proposition E.4.1. For all t1,ty € (0,1) and all integers m > 5,

q dt

1 ;
11 S Wttt ([ (e hamm),)' §) vres©

when a > 0 and

adt

: :
sl < W+ ([ (2 1amms,)' F)" vresie)

when « > 0 and g < 400, with the usual modification when q¢ = +oo.
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Proof: Lemma E.3.1 (recall that L?(G) C S'(G)) yields the estimate

dt

1l < / AT H +Z|\A’“H1f|\p

However, for all k € N, [[A*H, f||, < ﬁHHtopr. Then, when a > 0,

1
1llp < / oA H A, T £

<([ (1amm,)’ dt) </01t—‘ff) + (i1,
<([ (1amma,)’ ﬂ) +1Hu Sl
0

which prove the case a > 0.
If @« =0, Lemma E.3.1 for the integer m + 1 implies

1 dt &
IHe, fllp S /0 gt ||Am+1Ht+t1pr 7 + Z |A*Hy e, fllp

1 thrl
< / jam ), 2 4 m, f1,

5(/01 (e jammg,)” dtf(/ol (tl) %) + |1 Heo f
< ([ (miammsn,)" )+ o gl

U=

Proposition E.4.2. For all integers m > 5,

(/o1 ( R AT | ) @) Sl + (/01 (tmﬂ—— |A™ L £ )q dt)

Proof: We use Lemma E.3.1 and get
! ds
A™Hyf = / sAH,A™H, f— + HiA™H,f.
0 S

Thus

)

1
(/O (=% jamm )" dt)
<(f (s 1) 4) e ([ (ot rammn,) )

= 11 + IQ.

We start with the estimate of I;. One has A™ M H, . f = HA™HH, f = H;A™T H, f. Then

1 t th % 1 1 th %
A ey B S R B R N G N I Y
0 0 P t 0 t P t

= IIl +IIQ
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Notice

1 7
e ([ erisna
0 t

which is the desired estimate. As far as Il is concerned,
1 1 q 3
d dt\"’
1l = </ (/ K(S,t)g(s)—s) _>
0 0 S t
with g(s) = sm+1-% HAm“HSpr and K(s,t) = (é)m_% 1s>¢. Since

1 1
d dt
/ K502 <1  and / K(s,t)= <1,
0 s 0 t

1 1
d q
IS (/ g(s)q—s)
0 s
which is also the desired estimate.

It remains to estimate 5. First, verify that Proposition E.2.7 of Hy implies [[A™ Hyp1 fIl, < [ f]lp-
Then we obtain

Lemma E.2.1 yields then

L S fllp

since fol t‘Z(m_%)% < +o00. O

Proposition E.4.3. For all integers 8 > v > 2,

(/01 (tﬁ*% HMHtpr)q %)5 - (/01 (t”*% ||mHtpr)q %)% |
Proof: Proposition E.2.7 implies A%, pr < -8f[,,» Then
(f (-2 12m11,)° %)% <([ (e |aom] ) %)%
< ( [ (- tiammn,)’ %“)
[y

Q=

Remark E.4.4. Propositions E.4.1, E.4.2 and E.4.3 imply (i) of Theorem E.1.9.

Proposition E.4.5. Let m > Z. Then

Q=

1+ | D2 [ am i £1,)°
j<—1

is an equivalent norm in B29(G).
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Proof:  Assertion (i) in Theorem E.1.9 and the following calculus prove the equivalence of norms:

Q=

IN

Z [QJ(m—_)||AmH2JfH } Z/Q 2J(m——)HAmHtfH } cit

j<—1 j<—1

([
< (/ (=% AT H £1,)° dt)

2]+1

[t FA™H f ]

1

A

[ % A H, ] dt)

Q=

th

/’—_‘\\

]<1

Q=

(m—ﬁ) m q
2= am s £
1

I/I\M

J
This proves item (¢¢) in Theorem E.1.9. O
Proposition E.4.6. Let a >0 and l > 5. Then

9Ji+1

[ leayms s
2i t

J

\}

1H o+ D

Jj<-1

(E.15)

p

is an equivalent norm in B21(Q).

Proof: We denote by ||| gra the norm defined in (E.15). It is easy to check, using assertion (i) in
Theorem E.1.9, the Holder inequality and the triangle inequality, that

115z S M1f 1l B2

For the converse inequality, we proceed as follows. Fix an integer m > 3.

1. Decomposition of f:
The first step is to decompose f as in Lemma E.3.1

-1
=777 / (ta) Htfdt+zk,A’“H1fm S'(G).

(-1

We introduce
2n+1

dt
fr = _/ (tA)lHtf?dt

n

and

' dt
2

n—1

p
Remark then that

-1 -1
1 1 .
n=—oo k=0

2. Estimates of A™H,; f,,

Note that
AmH2J fn
3.2n~1 . dt ontt l dt
= 7AmH2n71+2j / (tA) Ht72"*1f? — AmH2n,+2j / (tA) Ht,an?
n 3.2”'*1
& 1IN\ AL dt & LAl dt
= —AmHanlJ’,Qj / (t + 2”7 ) A Htf? - AmH2TL+2j / (t + 2”) A Htf?
on—1 on—1
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Then Proposition E.2.7 implies,

2’71
dt
/ (t+2n—1)lAlHtf?
2

n—1

IA™ Has follp S 12071 +27)7™

P
n Jj1—m > n\l Al dt
+ 2" + 27] (t+2")A'H f— (E.16)
on—1 t »
n j1—m & l dt
S 2" + 2] a)y | 2
gn—1 t )
In other words,
27"Me if j <n
™ Hy; < ~Cn =
1am sl 5 { 5t 15 (B.17)

. Estimate of AZI(Y" fy)
As a consequence,

q

q
Z 9i(m—%) A" Hy; Z fn < Z 9i(m—%) Z Q*Wmax{jvn}cn
» j<-1

j<-1 n<—1 n<—1

According to Lemma E.2.2, since 0 < m — § < m, one has

q -1
j(m—$%) -n$§. 19
jz [23 J gn;w [27"%¢,]".

<-1

IND /Dy

. Estimate of the remaining term
Remark that

-1
11z S 1 fllp+ A7 (D2 fa) + D AL (AFHLS)
k=0

From the previous step and Proposition E.4.5, we proved that

Azt (3 fa) S sz

In order to conclude the proof of Proposition E.4.6, it suffices then to check that for all & € [0,1—1],
one has
|ARH, £ o S 1| fllze- (E.18)

Indeed, one has for all j < —1
|A™ Hos AYHy fl,p = [|A™F Hy o f |,

i\ —(m+k)
S(1+27) 11 £l
S £l

Consequently,

S [P armmy ahm £, < Il Y e

j<—1 j<—1
SR
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E.4.2 Proof of Theorem E.1.13

Proof: (Theorem E.1.13)
We denote by ||.[[gr«  the norm defined in (E.6). Since

A™H,; f||. < X, H,
[ 2 f1I, S e ﬁgm” rHef,

it is easy to check that
1fllsza S (1flB2s

a,Xsup

For the converse inequality, it is enough to check that

Iz, SIFlsze.

a,X sup

We proceed then as the proof of Proposition E.4.6 since Proposition E.2.7 yields

27"%¢, ifj<n

wx sw [Xif < { 5,0 BIS"
n

te27,271] | 11<m

with a proof analogous to the one of (E.17). O

E.4.3 Embeddings and interpolation

Proof:  (of Corollary E.1.11) The proof is analogous to the one of Proposition 2.3.2/2 in [Tri83] using
Proposition E.4.5. It relies on the monotonicity of [, spaces, see [Tri83, 1.2.2/4]. O
Let us turn to interpolation properties of Besov spaces, that implies in particular Corollary E.1.12.

Corollary E.4.7. Let sg,$1,5 >0, 1 < po,p1,0,90,q1,7 < 00 and 6 € (0,1).

Define
s* = (1—0)sg + 0s1,
1 1-6 0
o T oo
p Po b1
1 1-60 6
— = +

q 9o Q1
. If sg # s1 then
(BG™, BG™ o = BE

7. In the case where so = s1, we have

*
D,4q0 P,q1 — p,q
(Bs7 ’Bs7 )9,11* _Bs’ :

w. If p* =q" =7,
(Bpoﬂo Bph‘]l)e ,= BTJ“
S0 ? S1 9 *

s*

w. If sg # s1,
(3537%735117%)[9] — BS*’q .

Proof: The proof is inspired by [BL76, Theorem 6.4.3].

Recall (see Definition 6.4.1 in [BL76]) that a space B is called a retract of A if there exists two
bounded linear operators J : B — A and P : A — B such that P o J is the identity on B.
Therefore, we just need to prove that the spaces B2? are retracts of l?(Lp ) where, for any Banach space
A (see paragraph 5.6 in [BL76]),

12(A) = Sue A% lullecay == [ D [277% uslla]" ] < +o0
Jj<0

Then interpolation on the spaces I§'(LP) (see [BL76], Theorems 5.6.1, 5.6.2 and 5.6.3) provides the result.
Note the weight appearing IZ'(A) is 277% (and not 2/%) because we sum on negative integers.
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Fix m > 5. Define the functional J by J f = ((J f););<, Where

(Tf); =2""A™Hy f

if j < —1and
(Tflo=Hyf.
Moreover, define P on [g(L*) by
g 2 dt
Pu = Z k|A H1u0+ 7 Z 2—”"/ AT H, o auy— -

We will see below that P is well-defined on lg‘(Lp ) Proposition E.4.5 implies immediately that [J is
bounded from B%? to I§(LP). Moreover, Lemma E.3.1 easily provides that

PoJ =Idgna.

It remains to verify that P is a bounded linear operator from /g (L?) to BL?. The proof is similar to the
one of Proposition E.4.6. Indeed, proceeding as the fourth step of Proposition E.4.6, one gets

2m—1 1
> k'AkHMLO < JJuollp-
k=0 BR
It is plain to see that
Eah dt 2 d
H1 Z 92 Jm/ ﬁQWAmHt_Qj—luj‘? < Z / £2m HH%AmHt_ijmtj ) ¥
Jj<-1 » Jj<-1
2]+1
dt
e
2 P t
Jj<—=
Z 27 u
J<—
S HUHzg(m)-
Then the proof of the boundedness of P is reduced to the one of
. 2 dt !
= Z 2k(m—7) A™ Hou Z 9—im /QJ tQWAWHt_QJAUj? ,S ||u||lg(Lp). (E.19)
E<—1 j<—1 »
Indeed,
Eah arl \
I < Z ok(m—g) Z 9 ]m/ (tA)2mHt,2j71+2kUj?
k<—1 j<—1 »
a
5 Qk(m__) Z 2]m HA2mHQJ 1+2kUJH
k<-1 j<-1
q
k(m—$%
E<—1
a
5 ok (m—%) Z 29— 2m max{j, k}2]m ”u ”
k<-1 j<-—1
Check that 0 < m — § < 2m. Thus, Lemma E.2.2 yields
s . q
17 < Z [2*](§+m)2jm||uj||p:| < ullfa oy
j<—1 !
which proves (E.19) and thus concludes the proof. O
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E.5 Algebra under pointwise product -
Theorem E.1.14

We want to introduce some paraproducts. The idea of paraproducts goes back to [Bon81]. The term
“paraproducts” is used to a denotes some non-commutative bilinear forms A; such that fg = > A;(f, g)-
They are introduced in some cases, where the bilinear forms A; are easier to handle than the pointwise
product.

In the context of doubling spaces, a definition of paraproducts is given in [Ber12, Frell]. We need to
slightly modify the definition in [Ber12] to adapt them to non-doubling spaces.

For all ¢ > 0, define

11

k!

3

dr(A) = — (tA)* Hy,

o~
Il
o

and observe that the derivative of ¢ — ¢:(A) is given by

B(B) = = TUA) Hy = Jun(A),

(m—1)'t¢
Remark E.5.1. Even if ¢; actually depends on m, we do not indicate this dependence explicitly.

Recall that Lemma E.3.1 provides the identity

f= / L)L - oa)f i S(@) (E.20)

Proposition E.5.2. Let p,q,r € [1,+00] such that % =+ + <= <1. Let (f,g9) € LP(G) x LI(G).

One has the formula

fg=14(g) + () +11(f,9) — 1(A)[P1(A)f - 61(A)g]  in S(G),

141
p g

where

t

:/0 (bt(A)[wt(A)f'(bt(A)g]@

and

9) = / BB (A)f - (D)) L

.
Proof: Since fg € L" C §'(G), the formula (E.20) provides in §'(G)

gl /wt 7%~ o (A)[f 9] (B.21)
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We can use again twice (one for f and one for g) the identity (E.20) to get

ot o[ i i) ([ -]
A H/ RNV P }{/ 5Bl — n(a)g}|
_ /0 /0 /0 ¢t<A)[wu(A>f'wv@)g]dtﬁ)@
/Ol/olwt(mwlmﬁ-wv(m]dtd” //w &)1 n 8y

tu

[ [ @@ v@n

1 dt du
+/O (D)1 (A)f - 1 (A) /¢1 J[u(A)S - 1(A)g]—~

+ [ @@ (2192
— 01(A)[p1(A

= R(f.0) ///w (D) ()0 Ty (8)[61(A) - 61(A)]

(E.22)

The domain [0, 1]® can be divided in the subsets D(t,u,v), D(u,t,v) and D(v,u,t) where D(a,b,c) =
{(a,b,c) € [0,1]3, a < min{b, c}}. Consequently,

/01 /01 /olwt(A)w“(A)f'%(A)g]dttd;vdv
Al/ﬁl[wtmwu@ O / / / BB (A)F - 15, (8)g) LLEL

utv
L wtm)[wum)f-%(A)g]d”vfj;dt

= [ @ @) = 011} or (g — (DN T

+ / [61(8) — 6u(A ()] - {01(A)g — 6u(A)g)) 2

/{¢1 P61 A)] — 6u(A)T} - ()5
=S(f,9) + s (g) + e (f) + II(f, 9)
(E.23)

It remains to check that R(f, g)+S(f, g) = 0. This identity, that can be proven with similar computations
as (E.23), is left to the reader. O

Proposition E.5.3. Let G be a unimodular Lie group. Let o > 0 and p,p1,p2,q € [1,400] such that
1 1 1

PPz P
Then for all f € BE»? and all g € LP?, one has

AL (@] S 1 f 1 zrellgllzes-

Proof: Let m > § and j < —1. Notice that, for all u € (0,1),
[A™H, I (g)]], < ; IA™ Huge (D) [0 (D) f - ¢e(A)g]ll, -
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Remark that
[¢e(A)hll, < ([ Hyhll:

for all » € [1,4o00] and all h € L". As a consequence,

[A™ Hye (A)[Yoe(A)f - e (D)glll, = [|oe(A)A™ Hu[toe(A) f - de(A)g]ll,,
S a7 Hy i )f - o d)g)

P
S(5+u) I ol
Smin {7 w9 (A)f - ¢e(A)gll,,
Smin {t77 w9 (A) fIl,, [16:(A)gll,,,
Smin {77 uT L[ (A) " He f,, 9], -
We deduce then
ALy (9)]?

! m—< ! —_m m dt qd’u
<ol [ (vt [ maxtuon 68y ), ) 2

u

1 q
< ||gHg2 Z (2](771%) Z 2mmax{J,n}|(QnA)mHQnﬂpl)

i<-1 n=-—oo
1
q
Slgllees | D 27 2927 A™ Hy f, ]

n<—1

where we used Lemma E.2.2 for the last line. As a consequence, we obtain if o € (0, 2m),

q

AP (9] S llgllze | D 2790 A™ Hon £,

n<—1
5 ||gHLP2 ||f||B§1,q

where we used Proposition E.4.5 for the last line. g

Proposition E.5.4. Let G be a unimodular Lie group. Let o > 0 and p,p1,p2,Ps,pa,q € [1,+00] such
that

1 1 1 1 1
pr P2 P3 P4 D
Then for all f € BE»9 N LP3 and all g € B2*9 N LP?, one has

AL 9] S 1l pzrallglizee + 1 F s gl praa-

Proof: Notice first that

IATHIL ), < [ AT LA 60(8)f - Al

Let us recall then that X;(f -g) = f- X;9 + X, f - g. Consequently, since A = Zle X2, one has
2m—1

IA™(f - glllp S NA™f - gllp + 1f - A™gllp + > |S1|lpk\ ‘Sup kHth'szng'
iy |l=k | I2|=2m—
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In the following computations, (Y7,, Zz,) denotes the couple (Xr,, X1,) if |I1]| # 0 and |Io| # 0, (AM11/2 1)
if |I5] = 0 and (I, Al21/2) if |I;| = 0. With these notations, one has

|A™ Hoyg e (EA)™ [6(A) f - de(A)g]llp
S min {¢77, u”" LH[(EA) [0 (A) f - ¢:(A)g]ll,

Smin {7 u""} Z H (7AVKS H.f- (tA)lHtg]Hp
k,1=0
m—1 2m

<m1n{t m 7m} Z Ztm sup  sup ||Y11 (tAH f - Z1, (tA) HtgH
ki=0i=0 |T1|=i|l2|=2m—i

m—1 2m

fmm{t m, *m} Z Ztm“““ sup  sup HYIlAkHtf Zr, A HtgH

|I1]|=i |I2|=2m—1

k,l=0 =0
m—1 2m
- K+l
Smin {7, u"""} E g tmrRL sup sup Y1, He f - Z1, Hegl,
% 1=0 i=0 |I1|=i+2k |Io|=2m+21—1

S min {7, u"™} Z 5 sup sup [|Yy, Hef - Z1,Hgl|, -

2m<k+l<6m—4 [I1|=k |I2|=!
k+1 even
2n+1
: L
Setting ¢y = Z / = sup sup |Y7, Hif - ZIgHtgH , one has
2m<k+1<6m—4 |11 |=Fk |I2|=l
k41 even

AL )
PP ALY
< [ (s [ 18 s in@s - sl g ) &

1 1
_a . _ _ kel du
5/ u™ 2/ min {¢t~", u""™} Z t= sup sup ||V, Hif - ZIQHtgH —
0 0 2m<k+I<6m—4 [ |=k | I2|=L v
k+1 even
—1 —1 q
< Z [Qj(m%) Z QmmaX{nyj}cn]
j=—o00 n=-—oo
Y rg
n<—1

where the last line is a consequence of Lemma E.2.2, since 0 <m — § < m.
It remains to prove that for any couple (k,l) € N? satisfying 6m — 4 > k +1 > 2m and k + [ even,
we have

2n+1 q a
ket
T := 9—na% / t 2 sup sup |Y,Hif - Z; HtgH
n<zl < L=k L=t ’ (E.24)

S I llszallgllices + 11fllLes gl graa-

1. f k=0o0r=0:
Since k and [ play symmetric roles, we can assume without loss of generality that [ = 0. In this
case, k is even and if k = 2&’,
,

SN

sup sup ||Y, Hef - Z[2Htg|\ —HA’“/Htf.Htg
|I1|=k |I2|=0

<[a¥as| o, -
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Therefore,

Q=

2n+l q
—ng& ! ! dt
7 < gl | 3 208 </ o o ?)

n<—1 " P

5 ||gHLP2 HfHBgil,q

where the second line is due to the fact that &' > m > 3
2. If k>1and [ > 1:
Define a1, ag,71,72,¢1 and g2 by

k l
alzk—_”a y OéQZk—H ,
el _ ko kRl _ kL
™1 D1 pP3 T2 P2 P4
k1l k k1 1
o q @ q

In this case, notice that k > a7 and I > as. One has then

sup sup || Xp, Hef - Xp,Hegll, < sup [ X1, Hefll,, Sup | X1, Hegll,,
[I1|=k |I2|=1 [I1|=k [I2]|=1

and thus Hoélder inequality provides

a1\ 1
k—aq
T < E : < 5 te[gg§+l]‘sup ||X11Htf|r1>

ne1 I |=k

q2 a2
nlfag
Z (2 ’ te[glazﬁlnsup 1X2, Hegll, )

n<—1
S HfHB(:ll’ql ||gHB£22,qz

where the second line is due to Theorem E.1.13.
Let 6§ = . Complex interpolation (Corollary E.1.12) provides

(By B = B

and
(Bg“’q,Bgz’oo)[@] = B;;;,qz.

Remark also that L(G) is continuously embedded in By (G) (this can be easily seen from the
definition of Besov spaces). As a consequence,

T 5 A s llgll prz e
SN Los 1 1 gt allgl Grsoa g1 o2
S flleesllgll grae + (1 £l pzeallgll e

which is the desired conclusion.

O
Let us now prove Theorem E.1.14
Proof: With the use of Propositions E.5.2, E.5.3 and E.5.4, it remains to check that
IHy[f - glllze S [ flIpzaallglizee + [1f[lzesllgll pras (E.25)
and
[61(A)[01(A)f - 1(A)gllpza S Nl szrallglloes + (£l Les gl graa. (E.26)
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The inequality (E.25) is easy to check. By Proposition E.4.1, one has
IHLf - glllze < I1f - gllp < N fllpallgllpe < 1flIz1allglles-
For (E.26), recall that (E.18) implies

[61(A)[01(A)f - P1(A)glll e S 191 (A) S - d1(A)g| v
S 191 (A) fllps 91 (A)gllp,

S 11l szrallglize-

E.6 Other characterizations of Besov spaces

E.6.1 Characterization by differences of functions - Theorem
E.1.16
Lemma E.6.1. Let p,q € [1,4+00] and o > 0. There exists ¢ > 0 such that, for all f € LP(G),

IV, e \* dy \*
AP, (f)S(/G< e ) V(|y|)> :

Tt = [ Tty
= [ )iy~ Sy (B.27)
G
Ohy
- [ v,
Consequently,

H@Ht

oh
] ' >\ 19, Flludy.

Proposition E.2.5 provides

R

AZ(S)

A

([ ftmman) 8
)
S(f (7 [ gm0t ) %)%
(/ (/K“’ |Z|>)q%)%

’ 2\ 5 ’ 2
with ¢ = £, g(y) = %e‘c v* and K(t,y) = xél\% (%) P et (note that we used the fact that

€ (0, 1) in the third line). Lemma E.2.1 and Proposition E.2.4 imply then

wos(fords)
</c<”vyf|ﬁdyi> v?ﬁ;n) |
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Proposition E.6.2. Let p,q € [1,4+00] and o > 0, then

ALY S L) + 1A -

Proof:
According to Lemma E.6.1, it is sufficient to check that

[V fllpeel” Ty %<Lp7q
</G< ly|* ) Vi) ~ (f) + 1 f1lp-

Since we obviously have

1

|\Vyf||pe—0\y\2 a dy q L
</lyls1< il ) V<|y|>> = 1),

all we need to prove is

19, e\ dy \
T = < .
</< i ) vy ) <Ml

Indeed, ||V, fllp, < 2|/ f]|p and thus

T 5|/l </y>1 (e—clylz)qdy>

oo a

Sl [ Y e vt

=0
S 1 fllps

where the last line holds because V(r) have at most exponential growth.
Proposition E.6.3. Let p,q € [1,4+00] and a € (0,1). Then
L) S AL + 1Nl Y e BEUG).

Proof:
1. Decomposition of f:
The first step is to decompose f as

f=(—-Hif)+H:f.

We introduce

gn+1 gn+1

OH
fn:—/ —tfdt:—/ AH, fdt
n ot n
and o
OH
Cn = / 24
Qn—l (915 P
Remark then that
anH;D < Cn+1

and Lemma E.3.1 provides

-1
J—Hif= Z I in §'(G).

n=—oo
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2. Estimate of X;f,:
Let us prove that if n < —1, one has for all 7 € [[1, k]

1Xifullp S 27 % cn (E.28)

Indeed, notice first

27’1,
fom-2 [ At
on—1
== —2H2n—1 Ht,Qn—lAHtfdt
on—1

= HQn—lgn.

Proposition E.2.7 implies then

1Xifalls < 27 % llgnll,

o

s2t |
271,—1
2’71

s2t |
on—1

<
=2"2¢,.

OH, f
ot

dt
p

H, gn

OH.f
ot

dt
P

If ¢: [0,1] = G is an admissible path linking e to y with I(¢) < 2|y|,
td
Vidala) = [ S halapls)ds
0 S
1 k
:/ Zci(s)Xifn(xga(s))ds
0 i=1
Hence, (E.28) implies

19y fully < / Zm WX fo (0(5)) s
XLl / Zm )| ds
52%%/0 ;|ci(s)|ds

S |y|27%0n

where the second line is a consequence of the right-invariance of the measure and the last one
follows from the definition of I(y). Thus, one has
_n . 2 n
< y27%e, iffylf <2
A R (£.29)

3. Estimate of LP9(f — Hyf)
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As a consequence of (E.29),

q
d
[L;mq(f H1f / (|VyJ;|p) Y
jm—oo /2Ty <271 |y V(lyl)
—1 q
/ Z IVy fallp dy
S \ S, WI® V(lyl)
-1 i -1 !
ST e Y ant 3 9
j=—00 n=-—00 n=j+1
-1 -1 G q
. o max{j.n
< Y 0t (Z Q—T[cmwcn])
j=—00 n=—oo
-1
S Y @ F e +el)
0
$ Y e

Note that the third line holds since 27 < 1, so that V(2/71) < V(27) and the fifth one is obtained
with Lemma E.2.2, since a € (0,1).

However
0 0 on q
_na _ha OH: f
[2 ”2cn}q: [2 ”2/ —— dt‘|
n;oo n;m 2n-t at p
0
OH, f |
< 9—ng5 on(q— 1)/ O g
- i / a3 OH, f q@ (E.SO)
Nn__oo o ot t
:/1 tl—% aHtfH dt
0
= (AZI(f)".

. Estimate of L2Y(H, f)
With computations similar to those of the second step of this proof, we find that

IVyHifllp S Ll fllp-

Consequently,

g \*
LEA(Hf) < £l ( /| " |y|q<1‘“WZZ|>>
Y=

9120 dy

j<—1 ]<\y\<2]+1

Q=

q

Sl | D 2907

j<—1
Sl

where the third line is a consequence of the local doubling property.
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O
Theorem E.6.4. Let G be a unimodular Lie group and o € (0,1), then we have the following Leibniz
rule.

If p1,p2,p3,p1,p,q € [1,+00] are such that

1 1 1 1
- 4 — = — 4+ =

1
pr P2 P3 P4 P
then for all f € BP9(G) N LP3(G) and all g € BX*1(G) N LP2(G), one has

1f9llBze S 11f 11 gzaallglizes + [ f]Les llgll pzas.
Proof: Check that

Vy(f - 9)(x) = g(xy) - Vy f(2) + f(2) - Vyg().
Thus, with Holder inequality,

I fgllpza = IIf - gllp + LE(f - 9)

<1l lgllos + ZES4E) - lgllzon + 1 l12os - L29(g)
< A gznaliglon + 11 ra gl oo

E.6.2 Characterization by induction

Proposition E.6.5. Let p,q € [1,400] and o > —1. Let m >

Theorem E.1.19

w[Q

. One has for all i € [1,k]
ALUX ) S A, + 1 fllp = 1f | B2, -
Proof: The scheme of the proof is similar to Proposition E.4.6.
1. Decomposition of f:

Let M be an integer with M > QTH We decompose f as in Lemma E.3.1:

f= N /1(tA)MH fﬁ + Mz_:l Lakg f
N " T
k=0
and we introduce
A dt
e R
and .
dt
n :/ NG A
- Pt
Remark then that
anH;n < Cn+t1
and
1 -1 M-1
= - —A*H
= 2
2. A first estimate of A™H; X, f,:

Let us prove that if n < —1, one has for all ¢ € [[1, k]

HAmXianp S 2_n(m+%)cn-

(E.31)
Indeed, notice first

on
dt
fn = —2]\/1/ (tA)MHQth
2

n—1

n

dt
= oMm,.\ Ht_%l(m)MHtf7

2n—1

= Hon-1gy.
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Thus, since A = — Zle X? can be written as a polynomial in the X;’s, we obtain with the upper
estimate of the heat kernel (Proposition E.2.5),
1
P »
d:z:)

—1..12

1A X, fully < ( / \ 1A Xt a2

—n(m+3)
~oV(22) G

<27 D) | g, |,

p 3
dx)

< 2_"(m+%)cn

where the second line is due to the fact that V(2% ) < V(Q%) and the last two lines are obtained
by an argument analogous to the one for (E.28).

[A™H, X foll, o [ Xifull,

<
S g | XiHan-1gnll,
As a consequence, one has for all t € (0, 1],
Cn(m4d
||AmHtX1fn||p = HHtAleanp 5 2 ( +2)Cn,

since H; is uniformly bounded.

3. A second estimate of A™H X, f,:
Let us prove that for all f € LP(G) and for all ¢ € 1, k]|, one has

IA™H X fll, S 772 £ (E.32)
First, notice that
am
AMHX (@) = | S (X )y
am
= G(,%—mht(y)[Xif(w-)](y)dy

am
_ /G Xigomrha () f (ey)dy
__ /G XiA™hy (z 7 y) £ (y)dy.

Then, using the estimates on the heat kernel (Proposition E.2.5)and the fact that A = — Y X2

we obtain
mor oy tms ol leyIQ) ’
|AmHLX ], (/G e (=) ey
= —m—3 K(x d
' (/G]/G (. 9)| f(4)|dy

p P
dm)
TN
dx)
‘ —1 ‘2

with K(z,y) = V(l\/f) exp (fc = ) Proposition E.2.3 yields the estimate (E.32).

4. Estimate of A2I(>" f,,)
The two previous steps imply

2—n(m+3)e if t < 20

A"H X foll, S 1
sl <{ e S
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As a consequence,

1 —1 dt
A Gl NS A I B
0 =
n=—0oo P
-1
s . dt
Z / <m > A Htan|>
= 27 <t<23+1 =—
j=—00 nETee
1 J —1 ’
S Z 9i(m—%) Z Q—j(m+§)cn+1+ Z 9—n(m+3).
j=—00 n—=—oo n=j+1
1 !
<y ( o) $ g, ]>
j=—o0 n=Tee
-1 . q
< 3 [ et o]
a+1 q
< > [t

where we used Lemma E.2.2 for the fourth estimate, relevant since —1 < § < m by assumption.
We get then the domination

1
[~
0

However computations analogous to those leading to (E.30) prove that

qﬂ< zO: [—na—“cn}q_ (E.33)
t =

AMH XY fa

p

- e L A AYRrE S VAN K
n_zoo[ ) N/o (== 181, ) T (E.34)
< (A1)

5. Estimate of the remaining term.
Recall that

f=ar—m z:h+§:MNHJ

n=—oo

We already estimated AZ?(}" f,). What remains to be estimated is AR4(Y FAYH X, f).
Proposition E.2.7 provides as well

|A™H X ANH f|| ) < |A™ XA Hf| S -

As a consequence, we get,

1
[~
0

M-1

A™H, X; Z 1

)

AkHlf

q
dt b amesgydt
© s (i, [y’

< I

Corollary E.6.6. Let p,q € [1,400] and o > 0.

k
1F e + D I1Xifllszo

=1

Ifllza, ~

a+1
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Proof: The main work was done in the previous proposition. Indeed, notice that Proposition E.6.5
implies

AT = A2, (AS)
< ZAW Xi(Xif)

S Z 1 X1l e,
=1

which provides the domination of the first term by the second one.

The converse inequality splits into two parts. The first one is the domination of AZ4(X;f) b
1Al g, which is an immediate application of Proposition E.6.5. The second one is the domination of
[ Xifllp- But recall that Theorem E.1.9 states that we can replace [|X; f[|, by [[H1X;fllp in the Besov
norm, and (E.32) provides that

IH Xifllp S 1 fllp < I f 1l 2o
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