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Chapitre 1

Historique et présentation
du probleme

1.1 Historique et références

La preuve de I’élimination des quantificateurs dans les corps réels clos [T], permit
de montrer que leur théorie est o-minimale. Depuis ce résultat, de nombreuses
autres classes de fonctions réelles ont été étudiées par le biais de la théorie des
modeles ; le probléme est de considérer (R, +,., <) muni d’un certain ensemble
de fonctions E et d’analyser la théorie complete de R dans le langage ainsi ob-
tenu.

Les résultats de modéle-complétude, d’élimination des quantificateurs
et d’o-minimalité de cette théorie permettent de comprendre la géométrie de
FE. Pour une introduction aux théories o-minimales, on pourra consulter, par
exemple, [C] ou [vdD1].

Une direction prise ces dernieres années est de choisir pour F un ensemble
d’applications de R™ dans R nulles en dehors d’un certain pavé ouvert ou fermé.
Ainsi, en 1986, Van Den Dries a montré ’o-minimalité des fonctions analy-
tiques restreintes [vdD2], c’est-a-dire quand E est constitué par les fonctions
analytiques sur un pavé fermé de R” et nulles en dehors. Cette démonstration re-
pose & la fois sur le théoréme de Gabrielov [G] et le théoréme de préparation
de Weierstrass [B].

En 1988, Denef et Van Den Dries ont montré que cette méme classe de fonc-
tions admet I’élimination des quantificateurs, en ajoutant la fonction inverse au
langage. [DvdD]

Rolin, Speissegger et Wilkie démontrerent en 2003 I’o-minimalité quand E est
l'une des classes quasi-analytiques de Denjoy-Carlman. RSW]

Dans le prolongement de ces études, il est naturel de se demander si I’o-minimalité
et I’élimination des quantificateurs sont préservées dans des classes quasi-analytiques

7



8 CHAPITRE 1. HISTORIQUE ET PRESENTATION DU PROBLEME

FE plus générales ou plus fines. C’est le sujet de cette these.

Une des méthodes les plus utilisées pour étudier I’o-minimalité est celle des
théoremes de préparation. Ces théoréemes permettent localement d’écrire un
fonction sous la forme d’un produit de fonctions plus ”"sympathiques”. Le pre-
mier de ces types de théoreme est celui de Weierstrass. (On ne le rappelle que
dans le cas qui nous intéresse; pour plus de détails, on pourra consulter, par
exemple, [B])

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Weierstrass) . Soit f € R[[X1,..., Xp+1]]
une série formelle sur R ; on suppose que la série réduite de f par rapport a
la variable X,,4+1 n’est pas nulle et note d son ordre réduit. Il existe un unique
couple (u, P) € R[[ X1, ..., Xy p1]] X R[X1, ..., Xpt1] tel que u est inversible, P est
un polynome distingué de degré d et

f=uP
On réduit ainsi une série formelle & un polynome.

Speissegger et Van Den Dries ont ainsi établi des résultats généraux de préparations
dans certaines structures o-minimales [vdDS], de méme que Rolin et Lion [LR].
Daniel Miller a d’ailleurs obtenu des résultats [Mi] trés proches de ceux présentés
dans cette these, mais dans des systémes de Weierstrass, c’est-a-dire des
classes vérifiant d’une certaine fagon le théoréme de préparation de Weierstrass.
Dans la thése, on démontrera aussi un résultat de ce type (cf partie 2.5)

Toutes les classes de fonctions évoquées jusqu’ici sont polynémialement bornées,
autrement dit bornées par un polynéme au voisinage de +oo. On ne s’intéressera
dans la these qu’a des classes F telles que ’ensemble des applications définissables

a partir de E est polynomialement borné.

1.2 Présentation de la these

F désigne un ensemble de fonctions restreintes de R™ dans R, c’est-a-dire d’ap-
plications nulles en dehors de pavés qu’on choisit ici compacts; et Lx désigne
le langage des anneaux ordonnés contenant un symbole de fonction X 7, pour les
puissances %—iéme (p € Z*) et un symbole de fonction pour tout fonction de F.
On interprete dans R le symbole X B par 'application X # usuelle rendue totale
en prolongeant par 0 si nécessaire. Ainsi, par exemple, 07! = % = 0. Les classes
quasi-analytiques F qui sont 'objet de cette these, sont de la forme E = F ot F
est le plus petit ensemble de fonctions restreintes, C'™ sur des pavés compacts,
qui contient F et vérifie les conditions suivantes :

- F contient les indicatrices des pavés compacts (et donc toutes les fonctions
constantes de R)
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- cloture par "germes” de fonctions implicites en 0, c’est-a-dire que si f € F

est C°° autour de 0, f(0) =0 et a‘?ﬁ (0) # 0, on ajoute & F le "germe” de la

fonction implicite définie par f en 0

- cloture par "division C*°”, c’est-a-dire que si f € F et f = X,;.g sur un
voisinage de 0 avec g C* sur ce voisinage, on ajoute a F le "germe” de g en 0

On ne s’intéresse qu’aux cas ol F est quasi-analytique, au sens que toutes les
fonctions non nulles de F, C°° sur un voisinage de 0 sont de multiplicité finie

en 0.

On pose L = L. Soit T I'ensemble des formules universelles de £ qui ex-
priment :

- le £-diagramme simple de R;

- la théorie universelle des anneaux ordonnés;

- la définition des racines p-ieme et de 'inverse;;
- la définition de f, pour chaque f € F;

- le fait que f est bornée.

T est ainsi une théorie universelle du premier ordre. On notera £ les ap-
plications définies par des termes n-aires de £ et qui sont C*° autour de 0.

Le but de la these est d’obtenir que :

1) la théorie T considérée est équivalente a la théorie complete de
R (muni de F)

2) la théorie T est modéle-compléte.

Par (1), on obtient une axiomatisation universelle de la théorie complete de
R au moyen de fonctions de Skolem fournies par L. Le fait que T est a la fois
universelle et modele-complete implique, de plus, que T" admet ’élimination des
quantificateurs et qu’elle est o-minimale. (c.f partie 3.2)

Remarque :

a) Dans tous les cas, 'o-minimalité entraine I’existence de fonctions de Skolem
définissables ainsi que l'existence d’une axiomatisation universelle et modele-
complete a l’aide de ces fonctions. Mais il est intéressant d’avoir en plus, comme
ici, une description simple d’une telle axiomatisation.
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b) On obtient aussi que T admet la décomposition cellulaire C'*°

Comme c’est souvent le cas, le probleme central est de désingulariser locale-
ment les courbes obtenues a partir des termes du langage. Grace a la translation,
on se placera toujours au voisinage de 0. Ainsi si ¢ est un terme n-aire, on doit
savoir comment se comportent autour de 0, les solutions de ’équation

t(z1,...,zn) =0

On espere trouver pour cette équation un nombre fini de branches paramétrées,
définissables dans le langage. Cette situation se produisant de toute fagon dans
une structure o-minimale, elle est nécessaire pour avancer. Pour arriver a cela, on
passe par une transformation de ¢, qui correspond a un théoréme de préparation.
L’idée dans le cas n = 2 et la difficulté pour passer aux cas n > 3 sont expliquées
dans la partie 1.4.

Le parti pris de la these est :

1) de travailler uniquement avec T' afin d’obtenir que 7' est équivalent a la
théorie complete de R.

2) de se placer dans un modele non-standard de T, M, afin de ramener les
probléemes d’études locales a des études en des points infinitésimaux

3) de trouver les “bons” points infinitésimaux (c.f partie 2.2) : étant donnés
n infinitésimaux de M, on veut trouver p < n infinitésimaux F-indépendants
et qui engendrent au moyen de termes C* les n premiers. Ceci est intéressant
en soi mais, de plus, on sait qu’on doit arriver un tel résultat. Comme on veut
des transformations C'°°, on constate que les p éléments doivent engendrer aussi
une section de leur F-cloture (le cas n = 1 est, par exemple, immédiat).

La démonstration se déroule suivant ce schéma.

1) on commence tout d’abord par donner sous le nom de famille stable, une
définition précise de ces “bons” infinitésimaux ; ces familles sont F-indépendantes
et engendrent une section de leur F-cloture

2) on définit la notion de matrice, qui exprime la transformation des familles
stables (ou candidates & l’étre) par des fonctions C*° du langage, lesquelles
appliquent en méme temps cette transformation aux voisinages autour de ces
familles

3) on s’occupe dans un premier temps uniquement des termes de £ ; grace
aux familles stables, on arrive a un théoréme de préparation.

4) on revient ensuite aux termes généraux, 1’étude ici n’étant plus locale mais
globale ; grace a ’étude des termes C'°°, par récurrence, on transforme aussi les
termes quelconques en termes plus “sympathiques”
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5) on démontre que quelque soit une suite finie d’éléments de M, modéle de
T, il existe p < n infinitésimaux qui forment une famille stable et engendrent les
éléments initiaux au moyen de termes qui sont C'* si les élements de départ sont
limités et qui sont dans L£>P U {%} sinon ; on peut ainsi uniquement travailler
avec les familles stables dans les 2 derniéres parties :

6) pour chaque modele M de T, on construit un plongement de M dans une
ultrapuissance de R

7) on démontre enfin que la cléture existentielle de M dans cette ultrapuis-
sance est encore M
1.3 Rappels sur les corps ordonnés

Dans la suite, on suppose que K est un corps ordonné, C' est un sous-corps de
K et G un sous-groupe de (K7, .). De plus, si L est un corps ordonné, on notera
rcl(L) la cloture réelle de L.

Définition 1.3.1 . On définit les ensembles suivants :

1) Uensemble des limités

Oc ={reK;JacC] |z[]<a}

2) l’ensemble des infinitésimaux
oc ={r € K;Va e C} |z| <a}

Oc¢ est un anneau local dont I'idéal maximal est o¢ ; de plus, les idéaux de O¢
sont convexes. On pose OF = Oc¢ \ oc.

Définition 1.3.2 . C est résiduel dans K si
Ve €Oc daeC x—a€oc

Pour x € O¢, I'élément a est unique; on peut ainsi définir une application
appelée partie standard et notée std. On a ainsi

std: Oc — C

et x — std(x) € oc.
Dans ce cas, le quotient de O¢ par o¢ est égal a C.

Remarque : R est toujours résiduel dans ses extensions.
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Définition 1.3.3 . G est une échelle sur C si
GNO§ = {1}
Définition 1.3.4 . G est une section de K sur C si G est une échelle et si
* :I; *
Vee K* IreG — € Og
r

Pour z € K*, I’élément r est unique; on peut ainsi définir une application
appelée valuation et notée val. On a ainsi

val : K* — G

et —va‘f(z) € O¢.

On donne quelques propriétés immédiates de la partie standard et de la va-
luation.

Proposition 1.3.5 (Propriétés de la partie standard) .
1) V(z,y) € O% std(z —y) = std(x) — std(y)

2) V(z,y) € 0% std(z.y) = std(z).std(y)

3)V(z,y) € 0% (z <y = std(z) < std(y))

Proposition 1.3.6 (Propriétés de la valuation) .

1) V(z,y) € K* x K* wal(x —y) < maz(val(x),val(y)) ; de plus, si val(z) <
val(y), val(z +y) = val(y)

2)¥(x,y) € K* x K* wal(z.y) = val(x).val(y)

3)V(z,y) € K* x K* (z <y = wval(z) <wval(y))

Lemme 1.3.7 . Soit € € of et P € C[X]; on note a la plus petite puissance
de P dont le coefficient est non nul. Ainsi il existe u € C7 tel que

[P(e)] = u.le[*
Proposition 1.3.8 . Si K est réel clos, Oc = Oyqc.

Théoréme 1.3.9 . Si K est réel-clos, il existe D, un sous-corps réel-clos de
K tel que :

1)CccD
2) Oc =0p

3) D est résiduel dans K
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Proposition 1.3.10 . Si K est réel-clos et C' est résiduel dans K, C est réel-
clos.

Théoréme 1.3.11 . St K est réel-clos et C est résiduel dans K, il existe S,
un sous-groupe divisible de (K7 ,.) tel que :

1)GcS

3) S est une section de K sur C

Proposition 1.3.12 . On suppose que C est résiduel dans K et que G est
une section de K sur C; soit x € K*, il existe un unique couple de suites
((an)nen, (Tn)nen) tel que a, € C et r, € G, pour n € N et

i=n
VneN x= Zan.rn + pry
i=1

avec | € oc. De plus, (ry,) est décroissante.

Exemple 1 : On pose K = C(X). K est un corps ordonné pour lordre < tel
que, pour toute suite positive de C, (ay,),

ap < a1.X < ag. X?... < ap. X"

On a
Oc ={F € K(X);ord(F) <0}
et
oc ={F € K(X);ord(F) <0}
D’apres le théoreme de décomposition des fractions rationnelles, C' est résiduel

dans K(X); de plus le groupe des monomes, {X*; k € Z} est une section de K
sur C. La proposition revient donc a la formule de Taylor & l'infini.

Exemple 2 : Soit C' un corps o-minimal dans un langage £ qui contient le
langage des corps. On note K le quotient des applications définissables sur C' en
+00. Si ¢ est une application définissable, on note q~5, I'image de ¢ par ce quo-
tient. On sait que dans une structure o-minimale, toute application définissable
a une limite finie ou infinie, a U'infini. On a

Oc ={¢ € K;limy_oodp(z) € C}
et ~

oc = {¢ € K; llmx—>+oo¢(x) = 0}
Proposition 1.3.13 . C est résiduel dans K.

Comme C est un corps o-minimal, C' est réel-clos. Si on pose X l'image de
I'identité par le quotient, {X%;q € Q} est une échelle de K ; ainsi il existe un
section S de K sur C, contenant cette échelle. L’intérét de K est donné par le
théoreme suivant.
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Théoréme 1.3.14 . K est une L-structure et C' est une sous-structure élémentaire
de K.

1.4 Exemple de désingularisation

Présentation du probléme : Soit f une fonction de R? dans R analytique
sur un voisinage U de 0. On suppose que f(0) = 0, que f est non-nulle sur U et
que f s’annule sur tout voisinage de 0, ailleurs qu’en 0, c’est-a-dire

Vr >0 3(z,y) € R2\ {(0,0)} |z| <rAlyl <rA f(z,y) =0. On veut résoudre
localement autour de 0 I’équation

f(xvy) =0

La maniere classique de résoudre ce probléme est décrite dans [DPT]; ci-dessous
nous le résolvons en utilisant une méthode qui introduit celle de la these.

Dans la suite, on peut supposer sans restreindre la généralité du probleme que
f s’annule sur tout voisinage strictement positif de 0, c’est-a-dire sur les ouverts
de la forme []?_,]0,a;[ avec a; > 0.

Notations :

- A, sera I’ensemble des fonctions de R™ dans R analytiques sur un voisinage
de 0 et A, ¢ sera le sous-ensemble de A4,, des applications qui s’annulent en 0.
De plus, on pose A}, = A, \ A, o et Ay, o = Ao\ {0}

- L sera le langage total de R, c’est-a-dire que les sous-parties de R™ sont
définissables dans ce langage

- on considere M une L-extension élémentaire de R et saturée pour tout
ensemble de formules de cardinal au plus celui de L. Si s est un symbole de L,
on note § 'interprétation de s dans M.

M est donc un corps réel-clos et R est résiduel dans M. De plus, on sait
qu’il existe une section de M sur R. On applique a M les notions introduites
précédemment en posant og = o, Og = O ; on note donc val, la valuation ainsi
définie.

On introduit tout d’abord la définition et le résultat classiques suivants. La
proposition 1.4.2 est un théoreme de préparation. On note X la premiere
variable et Y la deuxieme.

Définition 1.4.1 . Soit f € As; f possede un ordre si il existe i € N tel que

o' f
- (0) 0

Si f posséde un ordre, on notera ord(f), le plus petit entier vérifiant la propriété
ci-dessus.
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Proposition 1.4.2 . Soit f € Ay ; il existe g € Ag, possédant un ordre et n € N
tels que

f=X"g

localement autour de 0.

On introduit maintenant deux propositions modele-théoriques dont on va se
servir par la suite. La premiére est tres liée a 'axiome d’Idéalisation de I’analyse
non-standard de Nelson [DR].

Proposition 1.4.3 . Soit o une application de M™ dans l’ensemble des for-
mules sur L a n variables libres. On suppose que

V(z1, .y ) €M™ MEo(x1, ..., Tn)[T1, -, Tn]
alors il existe F1, ..., Fp, p formules de ITm(o) telles que
M EVz . Vo, (Filz,....z0] V...V Fplzy, ..., zy])

Preuve : on considere le n-type p = {-o(ay,...,a,); (a1,...,an) € M"}. Sip

était réalisé dans M, il existerait (¢, ..., ¢,) € M™ tel que M = -0 (c, ..., ¢n)[c1, ...

Or ceci est impossible par définition de . Donc p n’est pas réalisé dans M ; ainsi
p n’est pas finiment réalisé dans M, par saturation de M. De ce fait, il existe
Fi, ..., Fp, p formules de Zm(o) telles que {F1, ..., F,} n’est pas réalisé dans M.
Ceci permet de conclure.

Dproposition

Proposition 1.4.4 . ¢ € Az s’annule sur tout voisinage strictement positif
de O st et seulement si

J(e,6) € 07 x 0} P(e,8) =0

Preuve : Supposons que ¢ s’annule sur tout voisinage strictement positif de 0
alors

REVYr>0 3z Jy (x>0)Ay>0)Ax<r)A(y<r)A(¢(z,y) =0)
ainsi M satisfait la méme formule donc comme M possede un élément infi-
nitésimal, on peut prendre r € o, ce qui conclut.

Supposons qu'il existe (e,d) € oY x o} tel que ¢~>(e,5) = 0; alors pour tout
reRY, 0<e<ret0<d<rdou:

METz Jy @>0)AY>0)A(z<r)A(y<r)A(P(x,y)=0)
ainsi R satisfait la méme formule, ce qui conclut.

Dproposition

On peut maintenant énoncer la résolution du probleme posé au début de ce
sous-chapitre.
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Théoréme 1.4.5 . Soit f € A3 telle que f s’annule sur tout voisinage stric-
tement positif de 0 ; alors il existe r € R, p € N applications 01, ...,0, de A1
et n € N, tels que

Y(z,y) €]0,7)* (f(z,y) =0< 3t e [O,r%] (x=t"ANy=>611)V..Vy =0,(1)))
On va avoir besoin des lemmes suivants pour prouver le théoreme.

Lemme 1.4.6 . Soient f € A5, d'ordre d > 1 et (¢,) € o} x ol tel que

f(e,0)=0;

1) soit il existe h € As d’ordre strictement inférieur a d, (b,n,m) € N,
a€RY, ¢ A et(t,p) € ol tels que

F(X™ O(X™) +a.X™+X™Y) =X h(X,Y)

sur un voisinage de 0, avec
e=1t"

et
d=o(t") +at™ + pt™

2) soit il existe t € 0, n € N et 0 € Ay telle que 6 = 0(t) et e =t".
Preuve :
Partie 1

Comme f est d’ordre d, d’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe
une application ¢, analytique sur un voisinage de 0 et qui s’annule en 0 telle que
adflf
9y d—1

(X, (X)) =0

sur ce voisinage. (Pour montrer que Iapplication est analytique, on peut par
exemple utiliser les fonctions holomorphes.)

On pose § = ¢(€) & u, de fagon & ce que p soit positif. Ainsi u € 0. On suppose
dans la suite, sans restreindre la généralité, que § = ¢(e) + p. Si p = 0, on
conclut ; sinon, d’apres la formule de Taylor, on a

2 2 d d
£(68) =0 = fle 0O b g e, s+ S L (e bt e L (e @) 4t

avec ¢ € o. Ainsi il existe i < d tel que

vat(“: 5L (e o(0) = vat(2. 2L (c.0(0))
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Or, d’une part,

oef
val(go (e, 6(9)) = 1
donc ¢ pig
K _ d
val(ﬁ'ayd (67 ¢(€))) - Ual(ﬂ’ )
D’autre part, grace a la proposition 1.4.2, il existe p € N* tel que
val( 2L (c,0(0)) = val(e?)

Partie 2

De ce fait, il existe t € 07} et a € O tels que
e=1t"
et
uw=a.t™

Comme a € O%, il existe a € RY. et x € o4 tels que a = a £ x. (Dans la suite,
on peut supposer que a = a + .) Si £ = 0, on conclut ; sinon on pose

9(X,Y) = f(X", 6(X") + a. X" + Y. XT)

Ainsi g € Ag et g(t,x) = f(e,0) = 0. D’apres la proposition 1.4.2, il existe
h € As, qui possede un ordre et b € N tels que g(X,Y) = X°.h(X,Y); on pose
ord(h) = c.

Partie 3

On a les deux égalités suivantes :

o1 aeh o1
m(a—ygd(t, k) = val(t").val( 573 (1 1)) = val(tm'd).val(a—y{i(t”, St +a.t™+K.t™)))
et
o° o°h o
3ch (1)) = val(t").val( 5oz (¢, 1) = val (7). val( 8Y{

val( (", o(t")+a.t™+k.t"))

Comme ord(f) = d, on tire de la premiere égalité val(t™?) < val(t*); comme
ord(h) = ¢, on tire de la seconde égalité, val(t®) < val(t™°). De ce fait,

m.c <b<m.d

Si ¢ < d, on conclut ; sinon on a m.c =b = m.d. On se place dans ce cas. On va
montrer, a la fin de la partie 5, que cette situation est impossible.
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Partie 4
On pose o
tm.l 8’Lf n n
v = maxogigdval(i—!.ayi ", o(t")))
et
m [ alf

(", o(t"))) }

e = max{i < d; vaal(

il oY

Montrons que v = val (t)™<.

Si v > val(t)™9, alors e < d. De plus, grace & la formule de Taylor, on a

o°h _ m.e aef
5y (t,k)) = val(t ).val(aYe(

val(t™?).val( " o(t") + at™))

i=d—e g (e+1) ae-‘rzf‘
= a -
il QYyeti

(", p(t")) + t™ LN\

avec A € o.
On divise par v les égalités.

val (t™1). val(

i (t k)

co
v
et d (e+1) +1i
i=d—e pm-(eti)  getip d
Oli. 3! coyeti (tn (rb(tn)) + Q Ae O*
v

=0

Cette situation étant impossible, v = val (t)™-4.

Partie 5

On considere les polynémes P € M[X] et Q € R[X] tels que

itm.l 87,‘}0 n n
P:E%X. Ty (1 6(")

et

1=d 0
Z £ tml (')Y{ (t", ¢(tn)>)
7l tm.d

i=0
Comme f(e,8) = 0= P(a) + t™~, avec v € 0, Q(a) =
De plus, @ est un polynéme non nul dont le coefficient de degré d — 1 est nul.
Comme a # 0, a n’est pas une racine d’ordre d de Q. Il existe donc r < d
tel que Q") (a) # 0. Ceci signifie que h est d’ordre inférieur ou égal & 7, ce qui
est impossible.
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EIlern,me

On en déduit le résultat suivant.

Lemme 1.4.7 . Soient f € A5, et (¢,0) € 0} x 0% tel que f(e,6) = 0; il existe
n €N, t €0} et 0 une application analytique sur un voisinage de 0 tels que
n

e=t

et
5 =0(t)

Preuve :

1) D’apres la proposition 1.4.2, f(X,Y) = X°.h(X,Y), avec b € N et h € A.
Comme f(€,8) =0, h(e,0) = 0.

2) Si ord(h) = 1, il existe par le théoréme des fonctions implicites, une ap-
plication #, analytique sur un voisinage de 0, telle que § = 6(¢). On peut ainsi
conclure.

3) Sinon, on utilise le lemme 1.4.6; ainsi soit on peut directement conclure,
soit on se ramene & ’annulation d’une application hy telle que ord(hy) < ord(h).

4) En itérant ceci suffisamment de fois, on se retrouve dans la situation soit
du 2, soit du début du 3. On peut des lors conclure dans le cas général.

Dlemme

Revenons au théoreme :

Preuve - On considére lapplication ¢ de M? dans I’ensemble des L-formules
a 2 variables telle que :

1)siz<0ouy<O0,
o(r,y) = (X <0)V (Y <0)

2)siz>0ety>0maisz ¢oouydo,
o(r,y) = (X > sup{a € R;a < a}) vV (Y > sup{a € Rja < y})

3) si (x,y) € o x o et f(x,y) #0,
o(z,y) = f(X,Y)#0

4) si (z,y) € o x o} et f(x,y) =0,
o(z,y)=3T (X =T")A (Y =060(T))
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avec n et 6 les objets trouvés dans le lemme 1.4.7.

On se trouve dans les conditions d’applications de la proposition 1.4.3. On en
déduit qu'il existe r € R , p € N applications de A g, 01, ...,0, et n € N, tels
que

Y(z,y) €[0,7]* (f(z,y)=0=3t € [O,r%] (x=t"ANy=0:1(t)V..Vy = 0,(1)))

On s’intéresse maintenant a I'implication inverse. Soit (x,y) € 0% x o7, tel que
f(x,y) =0; il existe t € 07, n € Net i <ptels que x =t" et y = 0;(t). Ainsi
f(t™, 6;(t)) = 0; comme f est analytique, ceci implique que f(X™,6;(X™)) est
localement nulle.

Grace a ceci, on peut conclure.
Dtheoreme

Dans la démonstration ci-dessus, les arguments sont classiques. Le chapitre 2
utilisera des idées proches; mais d’une part il doit le faire avec des fonctions
quasi-analytiques qui ne sont pas forcément analytiques. D’autre part, lorsqu’on
considere des applications a 3 variables, on ne peut plus utiliser la proposition
1.4.2. C’est cette difficulté qui amene a introduire les familles stables.



Chapitre 2

Etude de classes
quasi-analytiques

2.1 Préliminaires

Définition 2.1.1 . On appellera basique, un pavé compact de R™ tel que 0
appartient a son intérieur. On dira qu’une application de R™ dans R est définie
par une fonction g sur un pavé basique P si elle vaut g sur P et 0 en dehors.
Par extension, f est définie sur P si elle vaut 0 en dehors.

Définition 2.1.2 . Soit F un ensemble d’applications de R™ dans R, chacune
définie sur un pavé basique et C'°° sur ce méme pavé; on considere Lx le lan-
gage des anneauz ordonnés contenant un symbole de fonction X7 , pour les puis-
sances %-iéme (p € Z*) et un symbole de fonction pour tout fonction de F. On
interprete dans R le symbole X7 par application X# usuelle rendue totale en
prolongeant par 0 si nécessaire. Ainsi, par exemple, 07! = % =0.

Soit F le plus petit ensemble de fonctions C™ sur des pavés basiques, qui
contient F et vérifie les conditions suivantes; on suppose que f et g sont des in-
terprétations dans R de termes de Lz, telles que f est d’arité n et h est d’arité
n+1

1) R C F et les indicatrices des pavés basiques appartiennent a F.

2) Définition implicite C* : si h est C*° sur un pavé basique P et si
h(0) =0 # 6)?7};1 (0) alors Uapplication définie par ¢ sur le pavé basique D est

dans F, chaque fois que h(X1, ..., Xp, ¢(X1, ..., X)) = 0 sur D et que 8)?7,:+1 #0

sur D x [—a,a] pour a € RY .
3) Division C™ : si f est O sur un pavé basique P alors l'application définie
par g sur le pavé basique Q est dans F, chaque fois que g est C*° sur QQ C P et
f=X;gsur@ (1 <i<n).

21



22 CHAPITRE 2. ETUDE DE CLASSES QUASI-ANALYTIQUES

Remarque 2.1.3 .
1) Par le théoréme des fonctions implicites, il existe toujours ¢ et D comme
dans la condition 2 ci-dessus et ¢ est unique sur D.

2) En revanche D n’est pas unique ; mais plutot que de faire le choix arbitraire
d’un seul pavé D, nous appliquons 2 pour tous les couples ¢ et D possibles.
Cependant on peut montrer que I'ensemble F qui en résulte est le méme que si
un seul D était choisi.

3) Il en va de méme pour 3.

4) La cloture de F est contenue dans sa cloture définissable, avec R comme
parametres. C’est immédiat pour les assertions 1 et 2. Pour 3, il suffit de voir
que g peut étre définie ainsi : soit (x1,...,xn) € Q, si x; # 0, g(x1,...,x,) =
M ; sinon g(x1,...,Ty,) = ;—)’(:(xl, e 0,0,y

Définition 2.1.4 . En utilisant les notations précédemment données, on dira
que F est quasi-analytique si toutes les fonctions non nulles de F sont de
multiplicité finie en 0.

On considére ainsi dans la suite une famille F quasi-analytique et on pose
R est donc une L-structure; on note Tr sa théorie.

On notera T la théorie exprimant :

1) les propriétés de F énoncées dans la définition 2.1.2. On a donc une for-
mule universelle pour chaque énoncé de 2 et 3 dans la définition 2.1.2. Nous
appellerons les formules, axiomes de définition implicite et axiomes de division
C*.

2) la définition des puissances %-
0! = % =0etar =0 pour p pair et x négatif.

ieme pour p € Z*, en précisant qu’on pose

3) le fait que chaque fonction de F est bornée en valeur absolue (puisque conti-
nue sur un pavé compact et nulle en dehors).

4) le diagramme simple de R pour £
5) les axiomes universels d’anneaux ordonnés

T est ainsi une théorie universelle et T C Tr. De plus, R se plonge canoni-
quement dans tout modele de T'. On démontrera a la fin que T + Tg.

Remarque 2.1.5 . Pour commencer, T démontre toutes les identitést = 0, ou
t € L™, qui sont dans Tr, par 'axiome de division triviale t = X1.0.
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L™ désignera I'ensemble des applications déinies par des termes d’arités n.

L™ (P) (respectivement £°™) sera l’ensemble des applications définies par

des termes d’arité n, C°° sur le pavé basique P (respectivement C'*° sur un
co,n co,n

certain voisinage de 0). £ (P) (respectivement £75") sera le sous-ensemble
de L>™(P) (respectivement £°°™) des fonctions qui s’annulent en 0.

On peut remarquer que le langage ne contient pas de symbole pour les dérivées
partielles ; on va montrer maintenant qu’en fait il existe des applications de £
qui jouent ce role.

Proposition 2.1.6 . Soit f € L°"(P) et Q un pavé basique inclus dans
lintérieur de P, l'application h définie par % sur @ (1 <i<n) appartient &
Lo(Q).

On va avoir besoin d’une définition et d’'un lemme pour démontrer cette propo-
sition.

Définition 2.1.7 . Soit E = (t;)icr un ensemble de termes de L™ ; on appelle
support de E, noté supp(E), I’ensemble

8j1+---+jnti

i1y Jn) EN e ] ———————
{1, ) oXIt..0Xir

(0) # 0}

Soit t € L™, on appelle support de t, noté supp(t), le support de l’ensemble

{t}-

Lemme 2.1.8 . Soit t € L>"(P) tel que la premiére coordonnée des éléments
de supp(t) n'est jamais nulle alors il existe f € L°™(P) telle que t = X;.f sur
p.

Preuve : On a :

V(x xn) € P t(x x)—/ldt(Oux u:v)du—i—/ldt(ux x Zp)du
1y ey dm 1y dm) — 0 du g Loy ooy ek o du A1y L2y eeeybn

on considere I'application s(Xa, ..., X,) = t(0, Xs,..., X;,); par définition de ¢,
on sait que toutes les dérivées partielles de s sont nulles en 0; en utilisant la
multiplicité finie de ¢, on obtient que s est nulle sur toute la projection de P.
Ainsi, on a :

Mt Lot

V(z1,...,Zn) € P t(z1,...;2p) = — (w21, 22, ...,y )du = 7. —
(21 ) (21 ) (w1, 22 ) e

| (.1, T2,y .oy Ty )du

. 1 ¢
On pose ainsi f(21,...,Zn) = [, 8%1 (u.21, X2, ..., xy)du sur P et 0 en dehors de

P

Dlemme
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Preuve de la proposition 2.1.6 : Soit f € £L"(P) et @ un pavé basique
inclus dans l'intérieur de P. On pose

g(le seey Xn+1) = f(Xh e Xz + Xn+17 7Xn) - f(Xh 7Xn)

Comme @ est dans I'intérieur de P, il existe a € R tel que pour tout (21, ...,x,) €
Q et pour tout y € [—a,al, (x1,...,7; +Y,...,7,) € P; ainsi g € L"H(Q x
[—a,a]). D’apres le lemme 2.1.8, g = X, 1.6 sur Qx[—a, a] avec ¢ € LT (Qx
[—a,a]). Or

of
(X1, ..., X,,0) = a—x,i(Xl, ey X))
sur Q. On pose ainsi h(X7, ..., X;,) = ¢(X1, ..., Xp, 0).

Dproposition

Notation 2.1.9 . Soit f € L>"(P); comme F n'est pas clos par dérivation

partielle et qu’il y a un probléme d’existence au bord de P, on convient que
ai1+»-»+inf d, . l’ l . . 8i1+---+'inf
XX éstgnera 'application qut vaut XX

dont toutes les coordonnées sont divisées par 2) et non sur P, et 0 en dehors.

P et N T 5
sur 5 (c’est-a-dire le pavé

Soit M un modele de T, opq C M représentera ’ensemble des infinitésimaux de
M par rapport a R et Oy C M, 'ensemble des limités. Si x € O, on appelera
partie standard de z, noté std(x) l'unique réel tel que x — std(z) € opnm.
Dans la suite, jusqu’a la fin du chapitre 2, on fixe un modele quelconque M et
on travaille uniquement dedans; on notera ainsi o pour oxq et O pour Oxg. De
plus, si t € L, on notera encore t l'interprétation de ce terme dans M. Enfin,
on utilisera comme topologie pour M, la topologie classique de I'ordre.

On va relier les dérivées partielles définies ci-dessus aux dérivées partielles de

M.
Proposition 2.1.10 . Soit f € L>™(P) et (x1,...,2,) € M™ N g, f est

dérivable par rapport a X; en (z1,...,x,) dans M et celte dérivée partielle
coincide avec ['interprétation du terme g5 .

Preuve : Soit f € L2"(P) et (21,...,2,) € M™N L. En utilisant les notations
de la preuve de la proposition 2.1.6, on a grace aux axiomes de division C*° de
la théorie T' que

P
M EVY(ug, oy Up, Uny1) € ) X [—a,a] g(ut, .oy Uns1) = Ups1-G(Uty ey Uny1)

De plus, pour les mémes raisons,

P
MEY(u, .. tn, Upt1) € §><[—a,a] AUty ooy Unp1) = AUy vy gy, 0)FUpp1.0(Uny ooy Upp 1)
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avec 0 € L2 (L x [—a, a]).
Or grace aux axiomes 3 de T, il existe b € R’ tel que

P
MEVY(u, . .tunt1) € — X [—a,a] —b<60(up,....;upt1) < b

2
Ainsi on a bien que dans M
cy Ty Ry xn) — sy Ty .
ll‘mh_@f(xh il * h:E ) f(l'l ZL’ ) = lzmh_,g%(xl, ,xn)+h0(u1, ...,un,h) = %(1’1,
Dproposition

Corollaire 2.1.11 . Soit t € L™, pour tout (X1, ...,Tpn, €1, ..., €n) € 0°7
i=n

4
1+ €1,y Tn + €n) = (X1, 0y ) + Z ei.ﬁ(m, oy ) + a1 <i<n (|€])
i=1 ¢

avec f4 € 0
Corollaire 2.1.12 . Soit t € L>"(P), t est C*° sur P dans M.

Remarque 2.1.13 . La théorie T ne comporte pas d’axiome exprimant la mul-
tiplicité finie des termes C™° mnon nuls du langage ; en fait, ces énoncés sont des
théorémes de T par le biais de la ”division C°°” qui permet d’obtenir toutes les
formules de Taylor.

Définition 2.1.14 . La valuation sur M utilisée par la suite sera la valuation
naturelle croissante et sera notée val; si (z,y) € 0%, val(x) = val(y) si et
seulement si 3(a,b) € M a.|z| < |y| < b.|z

Définition 2.1.15 . Soit (x1,...,z,) € 0", cetle famille est indépendante si
pour tout (q1,...,qn) € Q™ non nul, le produit x{".....x3" est infiniment petit ou
infiniment grand.

Dans le cas contraire, la famille est dite liée.

Définition 2.1.16 . Un infiniment petit y est 1ié d une famille {x1,...,x,} si
il existe un uplet (q1,...,qn) € Q™ tel que y et ¥ ...z ont méme valuation.

Définition 2.1.17 . Soient (z1,...,z,) et (a1,...,ap) des uplets deo; @ =X T s’il
eziste n fonctions ¢1, ..., ¢n de LG et p termes t1,...,t, de L™ tels que :
NV1<i<n z; = ¢ilal,...,ap)

2) V1<j<p aj; = tj(xla---axn)
Définition 2.1.18 . Soient (x1,...,2,) et (a1,...,a,) des uplets de o; a <¥' T
St :
DY1<i<n z;=a;"" ay"’..ap™" avec m;; € N
. _ kin kip
2)V1<j<p aj=uzy"".., 25" aveck;; €Q

On a ainsi que <” implique <. De plus, ces deux relations sont réflexives et
transitives.
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2.2 Stabilité

Définition 2.2.1 (Stabilité). Soit (x1,...,x,) un n-uplet de o, ce uplet est
stable si t(z1,...,x,) est li€ a {x1,...,x,}, pour tout terme t, non localement
nul dans M en (x1,...,x,) et tel que t(xy,...,2,) € 0.

On a quelques propriétés immédiates qui découlent de la définition de la stabilité
et de la multiplicité finie.

Proposition 2.2.2 . Soient (a1, ..., an) €t (21, ..., y) deux familles stables telles
que (a1, ...,an) = (21, ...,x,) alors :

1) z; est lié a {a1,...,an} et a; est lié a {x1,...,x,}, pour 1 <i<n.
2) sit e L™(P) et sit(z1,...,zn) =0 alors t est nulle sur P.
3) toute permutation de (x1,...,2,) conserve la stabilité.

4) si (1,...,Tpns1) est stable et si xpyq est lié a {x1,...,xn}, (T1,...,2,) est
stable.

Preuve : On va montrer les assertions 1 et 2. Comme (aq, ...,an) = (1, ..., Tn),
il existe ¢1, ..., ¢n, dans L>P et tq,...,t, dans L™ tels que z; = ¢i(a1, ..., ap) €t
a; = ti(Il, ceey llin).

Dans le cas 1, comme (ai,...,a,) est stable, t;(ai,...,ap) est soit nul, soit lié
a {a1,...,ap}; or x; # 0 donc z; est lié & {a1,...,a,}. De la méme fagon, a; est
ié & {z1,...,z,}.

Dans le cas 2, si t(z1,...,2,) = 0 alors t est localement nul dans M autour
de (21, ..., x,). Ainsi, d’apres le corollaire 2.1.11, (21, ..., z,) = t(0)+J = 0 avec
4 € 0. Donc #(0) = 0. De plus, toujours grace & ce corollaire, pour € € o,

ot

H(X1y ooy T 4 €, ey ) = H(T1, eery T) + €.
(X1, ey @i €y zp) = t(aq ac)—i—eaXi(

T1yeeey Ty) + o€

Ainsi pour e suffisamment petit, e.aa—)gi(xh...,xn) + p.e = 0, ce qui entraine
que 3‘9—;1(0) = 0. On itere cet argument afin d’obtenir que toutes les dérivées
partielles de ¢ sont nulles en 0. Par quasi-analycité, ¢ est donc localement nulle
dans R ; on sait maintenant que ¢ est donc nulle sur tout le domaine réel ou elle
est C'*° et quasi-analytique ; ainsi ¢ est nul sur P dans M par la remarque 2.1.5.

DpToposition

Proposition 2.2.3 . Soit (z1, ..., x,) un uplet stable ; soient s et t deux termes,
A et B deuzx ouverts de M tels que :

1) (.ﬁl,...,.l?n) €A
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2) 8(x1, ., Tp) € 0 et Ty est lié & {x1, ..., Tn1,8(T1, ..., Tn)}.
3) s est continu sur A et t est continu sur B

4)Y(ug, .oy tin) € A (Ugy ooy Un_1, (U1, ...,uy)) € B et
V(U1 Un) € B (01, .00y Up—1,t(v1, ..., 05)) € A

5)V(ut, ey un) € A (U1, ey Up—1, S(UL, o, Up)) = Up e
V(v1,.yp) € B 8(v1, .o, Up_1, t(V1, ..., Up)) = Up

alors (1, ..., Tp-1,$(x1,...,x,)) est stable.

Preuve : On pose X = s(T). Soit f € L™, onpose g(Z1,..., Zn) = f(Z1, ..., Zpn—1,5(Z1, ...

g est ainsi un terme de L£" et f(z1,...,2n—1,X) = g(T). De ce fait, soit on a
que g n’est pas localement nul en T ; ceci implique que f(x1,...,2n,-1,X) est
ié & {x1,...,2,} et donc & {1, ..., X}, grace & 'hypotheése 2. Soit g est locale-
ment nul en Z. On va montrer que ceci implique que f est localement nul en
(z1, ..., Tn—1,X), ce qui conclura.

Dans ce cas, il existe un ouvert U C M™ tel que (21, ..., z5,) € U et g est nul sur
U. On pose ¢ : B — M" telle que @(v1,...;v5) = (v1,.c., Up—1,t(v1, ..., Up))
et V.= o Y (U)N B. Or U et B sont des ouverts, ¢ est continue sur B;
donc V est un ouvert de M™. De plus, par définition de X et grace aux hy-
potheses 1, 4 et 5, (z1,...,2p—1,X) € V. Soit maintenant (a1, ...,a,) € V,
g(ar,...;an—1,t(a,...,a,)) = 0. Or par 'hypothese 5,

flay,...,an) = f(ay, ..., an—1,8(ay, ...,an—1,t(a, ...,a,)))

D'ou f(ay,...,an) = g(ai, ...,an—1,t(a,...,a,)) = 0.
Dproposition

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.4 . Soit (x1,...,x,) un uplet stable,

1) si ?ZL x?j €oavec q; € Q et g, #0, (21, ..., Tp_1, ijll m?j) est stable
2) on suppose que x, est lié a {x1,...,xn_1} et que f € L" est telle que
aann(O) # 0. On pose v = £f(x1,....,x,), de facon a ce que v soit positif;

(21, ey Tpn—1,v) est stable

Preuve : On vérifie dans les cas 1 et 2 que les conditions de la proposition 2.2.3
sont satisfaites.
1) On pose, par exemple, A = B = {(z1, ..., zp) € M™; (1 > 0)A...A(z, > 0)},

j= : 1
8(.’1717 7.’1,',”) = H;:? .”,U;I-] et t(.’L’], 7:1:77,) = (W)q"
i=1 J

+Zn))-
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2) On suppose que f(z1,...,z,) > 0. Dans ce cas, on sait qu’il existe une fonction
t € L2 telle que localement autour de 0 dans R,

FX1y o X1, H(X1, s X)) — X =0

On pose ainsi, par exemple, A = B = 0, s = f. Le seul point délicat est de
montrer que pour (U1, ...,uUp) € 0", t(Ut, .oy Upn_1,8(UL, .c;Un)) = Up. On sait
que

Flug, oy ttn1, t(Ur, ey tp—1, (U1, ey Up))) = S(U1, ey Un) = f(Uug, oy tp)

Comme t(t1, ooy Up—1, (U1, ey Upn)) € 0, t(Ury ey Un—1,8(UL, ey Up)) = Up + €
avec € € o. Ainsi, par Taylor, on a

Flug, ottty ey U1, S(U1, ey up))) — f(U1, oy tp) = €A

avec X € O*. De ce fait e = 0.

Dcorollaire

Proposition 2.2.5 . Soient (z1,...,2n,y) et (a1,...,an) deux familles stables
telles que (a1,...,an) =3 (T1, ..., Tn) ; (Q1, ..., an,y) est stable.

Preuve : Par hypothese, on a z; = ¢;(a1,...,a,) et a; = ui(x1,...,x,) avec
¢; € L™ et u; € L™, Soit t € L™, on pose

S(Xl, ...,Xn, Y) = t(ul(Xl, ceey Xn), ...,un(Xl, ,Xn),Y)

Soit s n’est pas localement nul en (z1,...,2,,y) et dans ce cas, s(z1,...,Tn,Yy)
est 1ié & {x1,...,xn,y}; ainsi t(ay,...,an,y) est lié & {a1,...,an,y}. Soit s est
localement nul en (z1,...,z,); dans ce cas, montrons que ¢ est localement nul
en (a,...,an,y). Par définition, il existe un ouvert U tel que s est nul sur U
et (z1,...,Tn,y) € U. On pose o : 0"t — M"T1 telle que o(Ay, ..., An,Y) =
(61(A1, ey Ap)y ey G (A1, .y A),Y). Onnote V = o= 1(U). Ainsi (aq, ..., an,y) €
V. De plus, on sait que pour tout i < n, u;(p1(a1, ..., an), ..., dnla1,...,a,)) = a;
donc il existe un ouvert V; C M™" tel que

V(A1 ..., An) € Vi wi(91(Ar, s An)s oy On(As, 0 An)) = 4

et (ay,...,an) € V;. On pose W = Vﬂﬂi? V; x 0. Ainsi (ay, ..., an,y) € W. Soit
(Al,...,An,Y) ew,
t(Alv"'vAnaY) -

t(ul(gﬁl(Al, ...,An), ceey ¢n(A1, ,An)), ceey Un(¢1(A1, ...7An), ceey ¢n(A17 7An)), Y)
=so00(Ay,...,A,,Y)
Or o(4y,...,A,,Y) € U donc t est nul sur W.

Dproposition
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Lemme 2.2.6 .Soientt € L3 TY(P) et (x4, ..., x,) une famille stable ; on sup-
pose qu’il existe (aq, ..., an) € N™ tel que pour tout i € N, il existe s; € L>"(P)
tels que
o't
—— (21, %2, ..., Tn, 0) = 27tz .5 (T1, ey Tp)

OXi

alors il existe f € LOL(P) telle que t = X{'... X2 f sur P, avec 8%’11 = 8;.

Preuve : On constate tout d’abord que si

o't
W(xl,xg, ey T, 0) = 2720 s (21, ey Ty
n+1

grace a la stabilité,

o't
W(Xl,Xg, vy X, 0) = Xi“...Xﬁ".si(Xl, ey Xn)
n+1

pour (Xy,...,X,,0) € P. Ainsi en appliquant le lemme 2.1.8 a; + ... + a,, fois,
on obtient le lemme.

EIl(5771m(3

Quelques explications.

Les familles stables peuvent étre vues comme des endroits ou il ne se passe
rien. Comme localement (dans un modele M) autour des familles stables, il ne
se passe rien non plus, on est en présence de zones neutres de M qui vont rester
neutres quelques soient les transformations par des termes de £ qu’on fera subir
a M.

Par exemple, on peut considérer un terme t € £>3; on représente graphique-
ment, dans o2, Pensemble ot ¢ s’annule dans o (on ne s’intéresse qu’on coté
positif) ; il est clair qu’on ne sait pas & 'avance que ’ensemble d’annulation de
t est de cette forme (on ne le saura qu’a la fin...), il s’agit juste d’'un exemple.
On représente aussi une famille stable (z,y) de M.
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On voit que la famille stable n’est déja pas sur les branches d’annulation de
t : la proposition 2.2.2 assure cela dans le cas général. De plus, on voit graphi-
quement la zone neutre qui contient (z,y).

Déformons cette courbe par une transformation de £, application qui a (X,Y)
associe (¢(X,Y),¥(X,Y)) avec ¢ et 1) deux termes C* autour de 0. On obtient,
par exemple, le graphique suivant.

La zone neutre de départ est toujours clairement repérable : c’est la zone connexe
qui contient le point et qui est délimitée par les branches. On peut ainsi appliquer
autant de transformations que 1’on veut ; les régles du jeu maintenant vont étre :

¢ a chaque étape de transformation, on doit pouvoir revenir en arriére ; ce retour
doit étre C'*°. On va introduire pour ce faire la notion de matrice : les transfor-
mations dont on parle sont en fait des sortes de matrices de passages, comme
en algebre linéaire.

¢ a la fin, on veut arriver a une situation sympathique. Voila en fait ce vers
quoi on veut tendre.
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On a completement désingularisé la zone neutre qui nous intéressait : on a re-
dressé les branches d’annulation qui bordait cette zone, jusqu’a les envoyer sur
les axes. On ne s’occupe pas de ce qui est arrivé a la troisieme branche.Cette
situation correspond au théoreme de préparation 2.4.9.

La famille stable (x,y) a donc agi comme une sorte de fil d’Ariane pour ne pas
perdre la zone neutre de départ.

On a utilisé le terme algébre linéaire par rapport aux matrices; la comparai-
son ne s’arréte pas la. Les familles stables peuvent aussi étre vues comme une
sorte de base de o™ : les familles stables sont plus que libres (proposition 2.2.2)

et surtout génératrices (théoreme 2.5.13).

Il est toujours intéressant de trouver dans des structures des notions d’indépendance
et de génération; par exemple, on a la notion d’indépendance dans la stabilité
modele-théorique ([P], entre autres). On peut aussi définir la transcendance
modele-théorique dans un corps :

(21, ..., 25) est transcendant si les seules focntions définissables qui s’annulent
en (z1,...,oy,) sont localement nulles

Dans les corps valués, on a aussi la notion d’indépendance pour la valuation.
En fait, ces deux dernieres notions ne sont pas suffisantes. C’est pourquoi on
introduit les familles stables.

Il faut remarquer que la stabilité englobe les notions d’indépendance présentées.
On peut démontrer que les familles stables sont transcendantes. On montrera
aussi (corollaire 2.5.10) que toute famille indépendante est stable et méme (pro-
position 2.5.11) que si (x1, ..., ;) est stable et y est indépendant de (x4, ..., z,),
(21, ..., Tn,y) est encore indépendant.

Cependant, il faut noter que les familles stables ne sont pas des matroides
([Wh]), contrairement & ce qu’on attend généralement des familles indépendantes.
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2.3 Matrices

Supposons (a1, ...,ap) =< (Z1,...,2,); il existe donc oy,...,0, dans LF et
ti,...,t, dans L" tels que z; = o;(a1,...,ap) €t a; = t;(x1, ..., x5 ). Nous souhai-
tons appeler matrice le n-uplet M = (o1, ..., 0,,), écrire (21, ..., ) = M(ay, ..., ap)
et (a1,...,ap) =m (21, ..., T,) et nous inspirer des notations matricielles pour la
transformation (o4, ..., 0,,) qui envoie le point (a1, ..., ap) sur (21, ..., z,). La suite
va préciser ceci.

Définition 2.3.1 . On appelle matrice de dimension n € N (ou n-matrice),
un n-uplet de termes de Ly~" et on note M,,, Uensemble de celles-ci.

Remarque 2.3.2 . Dans la suite, on considérera que si f € L%P avec p < n
alors f € L™ ; les n — p variables restantes sont donc "muettes”.

Définition 2.3.3 On fize (z1,...,2,) € 0™.

1) Soit M = (01, ..., 0p) une n-matrice, M estde rang p (p < n) en (x1,...,x,),
si il existe p termes u1,...,u, de L™ tels que u;(z1,...,2,) € 0 et

zi =0 (U1 (T1, ooy Ty ooy Up(T1y oy Tn))
On note M1 le p-uplet (us, ..., u,), de sorte que M~ (z1,...,zy) < (21, ..., Ty).

M~ pest pas forcément unique, mais M~ sera toujours supposé étre spécifié
quand on travaillera avec M.

St M est de rang n, M est inversible.

Gnp(X1,...,xy) désignera 'ensemble des n-matrices de rang p et G (21, ..., Tn)
l’ensemble des matrices inversibles.

2) Soit M une n-matrice, M est ouverte en (z1,...,x,) si M est inversible
en (r1,...,2,) et limage d’un voisinage de M ~*(z1, ..., x,) est un voisinage de
(1, .00y Tn)-

On note Oy (x1, ..., T,) U'ensembles des matrices ouvertes en (L1, ...,Tp).

3) On suppose dans la suite que (x1,...,x,) est stable; on appelle matrice
stable en (z1, ..., x,) de dimension n, une n-matrice M inversible en (z1, ..., Ty)
telle que M~ (z1, ..., ) est stable. On note S, (21, ..., xy,) 'ensemble correspon-
dant.

On a ainsi la notation suivante.

Notation 2.3.4 . Soit M = (01, ...,04,) une n-matrice
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1) si M est de rang p, (a1,...,ap) 2 (21, ..., Zn) 8t (T1, ..., Tn) = M(a1,...,ap)
et (at,...,ap) = M~ (z1, ..., 2p).
Par analogie on introduit la notation jﬂ.

On introduit maintenant, grace aux matrices ouvertes, ce qui sera amenée a étre
une ”extension” de la stabilité et ensuite le type de matrices correspondant.

Définition 2.3.5 . Soit (z1,...,x,) une famille stable et y € oY, y est for-
tement lié a (z1,...,2,) $i : y # P(ai,...,an, ) pour toute famille stable
(a1, .eyapn) 2 (21, .., Tp) avec M ouverte en (x1, ..., xy,), pour tout infinitésimal
positif p indépendant de {x1,...,x,} ou nul, et enfin pour tout ¢ € Ego’"+1.

En particulier, si y est fortement lié & (x1, ..., x, ), y est 1ié & cette famille : sinon
on a une contradiction en prenant y = p dans la définition ci-dessus.

Définition 2.3.6 . Soit (z1,...,7p,y) € 0", avec (1, ...,1,) stable et y for-
tement lié a (21, ..., Ty), on appelle matrice pseudo-stable en (x1, ..., z,,y) de
dimension n, une (n+1)-matrice inversible M = (01, ...,0p,0) en (1, ..., Tn,Yy),
telle que :

- 01, ...,0p sont indépendantes de la derniére variable (seules les n premiéres
variables sont effectives)

- la n-matrice N = (01, ...,0,,) est stable et ouverte en (x1, ..., 2y)

-si M~Y = (uy, ..., U, 1), Uy, ..., u, ne dépendent pas non plus de la derniére
variable et (uy,...,u,) = N1

On note Pp(x1,...,Tn,y) U'ensemble de ces matrices.

Remarque 2.3.7 . En reprenant les notations de la définition ci-dessus, si
(21, ..., zp) est stable et y est fortement lié€ a (1, ..., Tn), W(T1, ..., Tn,y) est for-
tement lié & (w1 (21, ooy @)y ooy U (X1, ooy ). Ainsi si aq,...,an ety sont dans
of et si(ai,...;an,€) 2pr (T1,...,2n,y) avec M pseudo-stable, € est fortement
lié a (a1, ...,an).

Notation 2.3.8 . Sio € L>" "L M®o désigne la n+1-matrice (01, ...,0n,0).

Toutes les matrices de Py (21, ..., Tn,y), pour (1, ..., z,) stables et y fortement
lié & (x1, ..., x,) peuvent s’écrire canoniquement sous cette forme.

Définition 2.3.9 . On dira qu’'une n-matrice M est positive si il existe un
ensemble U de M de la forme [[;_}]0,a;[ (a; € R) tel que M est C> sur
UNRx..xRet

V(by,....by) €U M(by,...,bp) >0

Notation 2.3.10 . Si M et N sont deux n-matrices M N sera la composition
canonique de M par N ; sit € L™, tM sera la composition de t par M.
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On donne quelques propriétés des matrices.
Proposition 2.3.11 . Soit (71,..,2,,y) € 0" 1.
-SiM € Gy(z1, ..., zy) (respectivement Oy (21, ..., xy)) et N € Gp(M (21, ...y 1))
(respectivement O, (M~ (xy,...,z,))), alors MN € G, (x1,...,z,) (respective-
ment Oy (21, ...,x,)) et (MN)™1 = N-1p~1

- Supposons que (T) est stable, alors si M € S,(T) et N € S,(M~1(7)),
MN € 8,(T)

- Supposons que y est fortement lié o (T), alors si M € P,(T,y) et si N €
Pu(M~(@,y)), MN € Py(T,y)

- Si M et N sont deux n-matrices positives, M N est encore positive.

Proposition 2.3.12 . Soient M une matrice ouverte en (x1,...,x,), Yy € 0 et
o € L tel que

1) soit 527—(0) # 0

+1
2) soit o est polynémiale, M @ o est inversible en (z1,...,Zn,y) et

do
a)(n-‘,-l

(M ®o) (21,0, 0, y)) # 0

alors M & o est ouverte en (1, ..., Tn, ).
On donne tout d’abord une caractérisation de ” M est ouverte”. On considere
pour cela une ultrapuissance M de M ; on note 6 ’ensemble des infinitésimaux

de M par rapport a M. On montre facilement :

Lemme 2.3.13 . Soient M une n-matrice inversible et (1,...,x,) € 0", on
pose M~ (xq,...,x,) = (a1, ...,a,) ; M est ouverte en (x1, ..., ,) si et seulement

V(01, ...y 0n) € 0" F(e1,...,€n) € 0" M(ar+er,...,an+en) = (21, .o, Xy )+ (91, o, Op)
On peut revenir sur la proposition.

Preuve de la proposition 2.3.12 : On pose M~ = (uy,...,u,) et M~ 1(xq,...,2,) =
(at, ..., an). On sait que

\V/(ala "'a(sn) €o" EI(615 ...,€n) €o" M(a1+€17 "'7an+6n) = (1’1, ...,I‘n)+(51, 75n)

Dauns le cas o, 8)‘?7‘;1 (0) # 0, on considere 0(X1, ..., Xpt1,Y) = 0(X1, .o, Xnt1)—
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Y. Ainsi (X1, ..., X, (X1, ..., Xp,Y)) = Y dans un voisinage standard de 0.
(M@ o)™t = (ur, .., U, (U1, ..o, Up, .)). De plus, soit §, 11 € 6, on pose

€Ent+1 = (b(al + €1y-eey Gy + €EnyY + 6) - ¢(a’17 “wan?y)

€nt1 €0 et o(ar + €1,y Gni1 + €nt1) =Y + 0 avec apt1 = Plar, ..., an,y)

-1 _ 6] _
Dans le cas restant, on pose (M@o) ™t (x1, ..., Tn, Y) = (A1, vy Gy Gng1)s axif;l =

f et a = f(ay,...,any1). On considere 6,41 € 6 et on pose € = 5. Soit
Pe R[Al, ...,A',H_l,El, ,ETL,X] tel que

P = O'(A1+f(A1, ...,An)Q.El, ey An+f(A1, ...,An)Q.En, An+1)—0'(A1, ceey A7z+1)

i) 1
+ Y 870(A1+f(A1,...,An)2.E1,...,An+f(A1,...,An)Q.En,AnH).'.f(Al,...

1!

On utilise f(A1, ..., A,,)? afin de “prolonger” de facon C™ ¢ au bord de son pavé
de définition. Ainsi

P(ay, @i, €16y, X) = 0(ar + €1, ooy + €nyani1 + X) —o(ar, .o, api1)

Il existe un polynoéme @Q € R[A1, ..., A,41, E1, ..., By, X] tel que P = f2.Q; de
plus g—g’g(O) # 0. De ce fait, on a ¢ € £L>2"F2 telle que

Q(Alv '~'7An+17 El» ~~'7Ena ¢(A13 EES) An+1aE13 a3 Env Y)) =Y

sur un voisinage standard de 0. On pose €,11 = @(a1, ..., A1, €7, ons €l %) ; on
obtient ainsi le résultat escompté.

Dproposition

Proposition 2.3.14 . Soit M une n-matrice ouverte en (x1, ..., T, ), toute per-
mutation des applications composant M donne une matrice ouverte.

Soient (1, ...,2,) une famille stable et (y,€) € 0% x 0%, dans la suite, on utili-
sera uniquement les transformations suivantes, & une permutation pres, pour
passer de (21, ..., Tn,Y) & (L1, ..., Tpn,€) :

A) y=éal . xin avec (i,i1,...,0,) € N"T1 et 4 £ 0

n

B) y =o(x1,...,Tn,€) avec o € LT tel que 8)?:“ (0)#£0

C)y=axi. air + el aln avec a € R* et (iy,...,i,) € N”

Notons M la matrice de passage de (x1,...,Zn,Yy) & (T1, ..., Tn, €), c'est-a-dire

JA)LXE
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(xla ooy Ty 6) M (xla ooy Ly y)
Dans les trois cas, A, B et C, M est inversible, pseudo-stable et ouverte en
(21, ..o, Tn,y) d’apres la proposition 2.3.12. De plus, on a les régles suivantes :

1) (z1, ..., Tn, y) indépendante et transformation A — (x4, ..., z,, €) indépendante

2 (x1,...,xn,y) stable avec y lié a (z1,...,x,) et transformation A, B et C
— (@1, ..., Tn, €) stable

Ainsi les matrices considérées dans la suite ne seront que des produits de telles
matrices ; on laissera souvent le soin de vérifier que les matrices sont suivant le
cas ouvertes, stables, inversibles ou pseudo-stables et que les famille obtenues
sont stables (en utilisant ce fait et les propositions 2.3.11, 2.3.12 ou 2.3.14).

Quelques explications

On introduit les éléments fortement liés pour les raisons suivantes. On va rai-
sonner dans la suite, par récurrence sur le nombre d’éléments ; ainsi on considere
(21, ...,x,) stable, ¢’est-a-dire sympathique, et on prend y un infinitésimal quel-
conque.

o Soit y peut s’exprimer grace a une famille stable de taille p < n +1
© Soit non.

Si on se trouve dans le premier cas, on peut continuer la récurrence ; par contre,
dans le second cas, il faut travailler. Or le second cas correspond justement au
cas ou y est fortement lié.

La relation entre stabilité et fortement 1ié est donnée par la proposition 2.4.7 : si
(21, ...,x,) est stable et y est lié & (1, ..., z,), y est fortement lié & (x1, ..., z,).
Il faut rapprocher cette proposition de la proposition 2.5.11 : si (1, ..., x,) est
stable et y est indépendant de (z1, ..., 2,), (21, ..., Tn,y) est stable.

De ce fait, au final, on fera des raisonnements sur I'indépendance de y par rap-
port a la famille (x4, ..., x,).

2.4 Désingularisation C*

Les résultats de la partie 2.4 sont locaux, c’est-a-dire que sauf mention contraire,
on ne s’intéresse qu’aux germes de termes en 0.

Proposition 2.4.1 . Soit (21, ...,x,) une famille d’infinitésimauz strictement
positifs indépendants et E = (t;);c; un ensemble de termes de L3”" (P), non
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tous nuls; il existe (ay, ..., an) une famille indépendante telle que (a1, ..., a,) <,
(21, ..., ) avec M ouverte en (21,...,xy) et

Viel ti(x1,....xn) =a™"...an™.si(ay, ..., an)

avec (mq,....,my) € N s € L™(Q) (Q étant un pavé basique) et Ik €
I si(0) #0.

Preuve : On va utiliser une méthode proche du polygone de Newton. Comme
la famille est indépendante, on sait que {z{*...x2"}, (p1,...,pn) € N, est anti-
bien ordonné pour la valuation. Soit A une partie de N™, on pose Z(A4) =
{3l (41, n) € A}, I(supp(E)) posséde un unique plus grand élément
pour la valuation qui est aussi son plus grand élément pour ’ordre : on note cet
élément z{*...z% = M. On va raisonner en deux étapes.

Etape 1.

On va transformer une famille {z1,...,z,, ..., 2, } indépendante en une autre
famille indépendante afin de changer un quotient

x]tahn
An+1 A €o
x,

avec des puissances entieres, en un simple produit.
. s . . X0 Xon
Pour ce faire, on définit I’ordre de la fraction rationnelle Xanlﬂi;am
ntl cvm

étant la somme des a; (1 <i <m). Si le quotient considéré est déja un produit

simple, il n’y a rien a faire. Sinon on pose € = T:il si ce quotient appartient

comine

a o0, ou € = z;—fl dans 1’ autre cas. Dans les deux cas, on remplace par e,
soit w1 soit x,41 suivant le cas considéré, dans le quotient de départ. Le nou-
veau quotient obtenu avec e abaisse I'ordre. On a ainsi que la nouvelle famille
(6,9 .oy Tpt1) OU (21, ..., Tn—1, €) suivant les cas considéré, est indépendante et
soit (6,22, ...; Tni1) =4 (@1, ), SO (1, ey Tp1,€) = (21,...,2,), pour
une matrice M qui est ouverte par le cas A.

Comme 'ordre est un entier, en recommencant cette opération suffisamment de

fois : on arrive a la fin a un simple produit.
Etape 2.

On considére sur N” 'ordre R suivant :
(k1y ooy kn)R(KY, s kL) > k1 < KU A ARy < K

On sait que tout ensemble de N possede un nombre fini d’éléments minimaux
pour cette relation d’ordre. Il en va donc de méme pour supp(E). On note Min
Pensemble des éléments minimaux de supp(E). ‘

w;l JL;"

Grace a I'étape 1, on transforme tour a tour les quotients ——= avec (i1, ..., i,) €
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Min, en de simples produits. On remarque pour ce faire que si (u1, ..., u,) <

(v1,...,v,), un produit de puissances entiéres de v; reste un produit de puis-

sances entieres de u;. Maintenant, une fois toutes les transformations sur Min
J1 Jn

réalisées, les quotients "2 avec (j1, ..., jn) € supp(E) ont tous été changés

en produits simples, car ils se décomposent en un produit de x; et un quotient

1 in
11 PR

=i avec (iq, ..., in) € Min.

On obtient ainsi une nouvelle famille (u1,...,u,) <* (21, ...,7,) indépendante,
telle que
Yo e Z(A) v=Muf .. .uln

avec (g1, ...,qn) € N”

En appliquant le lemme 2.1.8 a1 + ... + a, fois comme dans la preuve de 2.2.6,
on obtient la proposition.
Dproposition

Proposition 2.4.2 . Soit (x1,...,Tn, Y1, ..., Ym) une famille stable telle que

ot abn
a1 am €0
yit .y

(pla s Pnsqly ey qm) S Qin+m

il existe (U1, ..., Untm ), une famille stable telle que (U1, .., Untm) <57 (T1,5 oy Ty Y1y ey Yim)

et

p1 D
Ty ""rnn _ url uTn+m
q1 qm — 71 o Unt+m
Yy ---Ym

avec (11, ..., Tnam) € N et M ouverte en (T1, ..., Tn, Y1y Ym)-

. 2Pt aPn n+m
Preuve : Soit Q = ﬁ € 0, avec (P1, .oy Pns Q15 -5 Gm) € Q7 ; on pose
!’
pi = ¢ et g = %, les a;, b;, al, b, étant entiers non nuls. Le résultat & mon-
i :

trer est une version de I’étape 1 de la proposition précédente ou “indépendant”
est remplacé par “stable”. C’est plus compliqué parce qu’il peut arriver ici que
x

€ O, autrement dit z; et y; ont méme valuation. D’ot I'étape 2 ci-dessous.
Yi

Etape 1.

On transforme tout d’abord ce quotient de puissances rationnelles en quotient
1

de puissances entieres. Pour ce faire, on commence par poser v; = :E{Tl ; on rem-
place ainsi z; par v;. On a bien (vy,x9,...,7,) =< (21,...,2,) et donc aussi,
par 2.2.4, que (v, Za, ..., x,) est stable. De plus, la puissance de v; dans le quo-
tient est entiere. On procede de la méme fagon pour remplacer un a un tous
les x; par v; puis tous les y; par w;. De ce fait, on obtient a la fin une famille
(V1 eoey Uppy W1, ooy Wi ) =F (w1, ..., 2,,), qui est stable et telle que
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Le quotient est donc un quotient de puissances entieres.
Etape 2.

On considére le cas particulier ou tous les u; et les w; ont méme valuation
etolla; =...=a,=a) =..=al, =a;onaque

1
On remplace un & un w; par w; = w; ™ . On a ainsi que (v1, ..., vy, W}, .., wh,) <F
(T1, ey Tny Y1, -, Ym) €t, par 2.2.4, que cette nouvelle famille est stable. Et

o ( Vly .oy Un )0‘
= Tm.mn 7 m.n
w ™"l
On remplace maintenant tour a tour v; par v; = ot . Ainsi (vq, ..., vy, Wi, ..

Wy e Wiy
(T1y ey Ty ey Y1y ooy Ym ) €8, par 2.2.4, la famille (v, ..., v, wi, ..., w),) est stable.
De plus
Q= (vi..v))"

On obtient ainsi la proposition dans ce cas particulier.
Etape 3.

On revient au cas général obtenu a la fin de 'étape 1 :

al a

Q— Uy .0
- al a’
Wy~ e Wiy

On va raisonner par récurrence a la fois : sur le nombre - inférieur & m + n -
d’éléments de la famille stable intervenant effectivement (avec un exposant a;
ou a} non nul) dans ce quotient; et sur ordre ay + ... + ap, + aj + ... + a,, de
ce quotient.

En effet, on va utiliser deux modes de transformation :

1) si il existe v; et w; tels que v; et w; n’ont pas la méme valuation, on procede
comme dans I’étape 1 de la proposition précédente, ce qui permet d’abaisser
Iordre.

s}

’
2) si il existe v; et w; tels que v} et w;” n’ont pas la méme valuation, on pose

<<

<.

d’abord w; = V;-” et ensuite v; = /LZ'.V;-I . Par 2.2.4, la nouvelle famille obtenue
en remplagant w; par v; et v; par p; est stable et <P & (v1, ..., Uy, W1, oy Wiy ).
De plus, en effectuant le remplacement dans le quotient, on constate que seul
I’élément p; reste apres simplifications. On a donc abaissé le nombre d’éléments

utilisés dans le quotient (méme si la famille conserve m + n éléments).
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Maintenant, si tous les v; et les w; ont méme valuation et tous les v{* et les

’

w;j ont méme valuation, on se trouve dans le cas de I'étape 2, ce qui conclut.
De ce fait, en effectuant I’étape 3 plusieurs fois, soit on abaisse suffisamment le
nombre d’éléments du quotient pour arriver a n’utiliser plus qu’un seul élément,
et dans ce cas, la proposition est prouvée, soit on reste “bloqué” au niveau du
nombre d’éléments employés et dans ce cas on abaisse I’ordre, jusqu’a conclure,
comme dans la proposition précédente. Dans tous les cas, on arrive au résultat
escompté.

DpToposition

Proposition 2.4.3 . Soit (z1,...,x,) une famille stable de M et E = (t;)icr1
un ensemble de termes de L"(P), non tous nuls (I peut étre infini) ; il existe
(a1, ...,an) une famille stable telle que (a1, ...,an) <p (21, ..., ) avec M ou-
verte en (x1,...,Ty,) et

Viel ti(x1,....zn) =al™"...ap™.si(ay, ..., an)
avec (My,....,my) € N g, € L™(Q) avec Q basique et Tk € I s4(0) # 0.

Preuve. On va raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments de la famille
stable (z1,...,2,). Si n = 1, la proposition est vraie par 2.4.1 appliqué a la
famille indépendante {z;}. Dans la suite on suppose qu’elle est vraie pour les
rangs inférieurs ou égaux a n.

Définition 2.4.4 . Soit E = (t;);c; un ensemble de termes (n + 1)-aires, C*
autour de 0 ; E posséde un ordre s’il existe ig € I etn € N tels que %T;fi,? (0) £0;
on appellera ordre de E, qu’on notera ord(E), le plus petit entier n pour lequel
il existe ig € I vérifiant la propriété ci-dessus.

En particulier, on dira que t € L™ posséde un ordre si {t} posséde un ordre ;
on notera ord(t), 'ordre de {t}.

Les preuves des trois lemmes qui suivent vont utiliser I’hypothese de récurrence
en cours : que la proposition 2.4.3 est vraie pour toute famille stable a n éléments.

Lemme 2.4.5 . Soient (x1,...,x,) une famille stable de M et E = (t;)ic; un
ensemble de termes de Lo (Px [u, v]), non tous nuls ; il existe (ay, ..., a,) une
famille stable telle que (a1, ...,an) <pr (X1, ..., ) avec M ouverte en (21, ..., Tp)
et

Viel ti(x1,..,Tn,.)=a"ap™.si(a1, ..., an,.)
sur [u,v], avec (my,...my) € NP, Vi € I s; € L(Q x [u,v]) avec Q

basique, et tel qu’un des s, posséde un ordre.

Preuve : On sait qu’il existe ¢ € I tel que ¢; n’est pas nul donc, grace a la
multiplicité finie, il existe j € N tel que %(Xl,...,Xn,O) est non nul sur
n+1
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P. On utilise alors 'hypothese de récurrence de 2.4.3 pour n, appliquée a 1’en-

semble { Ot (X, ey X, 0); (4, 7) € T xN} et & la famille stable (21, ..., 2,). On

8X}7;+1
obtient ainsi qu’il existe (a1, ..., a,) une famille stable telle que (a1, ...,a,) =<
(21, ..., Tpp) avec M ouverte en (21, ..., Z,) et
. dt; mi m
V(i,7) € I xN (@1, @0, 0) = @i ap s (A, - an)
n+1

avec (my,...,my) € N", s; € L"(P') et Ik € I s,(0) # 0.

On utilise ensuite le lemme 2.2.6 pour les fonctions %(M @ 0).
n+1

Dlemme

Remarque 2.4.6 . La famille (t;) est C* sur le méme pavé basique P ; dans
les preuves de la proposition 2.4.3 et du lemme 2.4.8, on ne précisera pas
les domaines de C-infinité des fonctions obtenues auz différents niveaux des
démonstrations. Cependant, dans ces preuves le lecteur devra s’assurer que le
nombre de transformations du pavé P initial est fini, ce qui permet d’affirmer
que la famille finale est C°° sur un méme pavé Q.

On va avoir aussi besoin d’'un lemme reliant la notion de stabilité, de liaison et
de liaison forte.

Lemme 2.4.7 . Soient (z1, ..., Zn,y) une famille stable ; siy est lié a (x1, ..., zy),
y est fortement li€ d (21, ...,Tp).

Preuve : Supposons que y est lié & (21, ...,z,) mais n’est pas fortement 1ié &
(21, ..., Tp) : il existe une famille stable (a1, ..., a,) <p (21, ..., Tn), p indépendant
de (z1,...,m,) ounul et ¢ € L™ tels que y = ¢(ay, ..., an, u). D’apres 2.4.5,
appliqué & {¢}, on sait qu’il existe une famille stable (by,...,b,) = (a1, ...,an)
telle que

);
).

A1y ey @y o) = b0 . 8(b1,y ey by 1)

avec s € L (my,...,m,) € N et ord(s) = d.
Ainsi, par Taylor d’ordre d appliqué a s

L ais 1
y=bybp > Sy (010 n, 0). i + At
i=0
avec A € O*. On pose g(X1,..,X,,Y) =Y — X" .. X" .s(Xq, ..., Xpn,0),
g(b1,....;bp,y) n'est pas lié & (by,...,b,) donc n’est pas lié & (z1,...,z,,y). Or
g n’est pas localement nul en (by, ..., by, y) donc (by, ..., b, y) n’est pas stable, ce
qui implique que (z1, ..., p, y) n’est pas stable.

EIlemme

Lemme 2.4.8 . Soient E = (;)icr, un ensemble de termes de Lo (P) tel
que ord(E) =d > 1, (z1,...,x,) une famille stable ety € o, tels qu’on se trouve
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dans un des deuz cas suivants :
1) (21, ..., Tn,y) est stable et y est lié a (a1, ..., Tp)
2) I est fini et y est fortement lié a (1, ..., Tp)

alors il existe M € Oy (1, ..., Tn,y), stable dans le premier cas et pseudo-stable
dans le deuziéme, telle que (a1, ...,an,€) Spr (X1, .0y Ty, y) €t

Viel ti(z,...,xn,y) =a*..alrui(ay, ..., an, €)

avec
ord(ug(X1,....X,,Y)) <d

pour un certain k € I et u; € L"T(Q) (Q C P).

Preuve :

Partie 1

adt;
8X7d1.+1
définition implicite C'>° de T, il existe une application ¢ € L>=" telle que
%(Xl, ooy X, @( X1, ..., X)) est localement nul. On pose u = y—d(x1, ..., Tp)
ou pu = ¢(xy,...,x,) — y, de fagon & avoir p > 0. (Dans la suite on supposera,
pour fixer les idées, que y = ¢(x1, ...,x,) + ) On remarque que

Soit j € I tel que ord(t;) = d; comme (0) # 0, par les axiomes de

Tl Y B, o5+t TER A,
Tod—1\T1y s Tn,Y) = g7 X1y -y Ty P\TL, -+ Ty b-mog Tl Ty QAT -5 T M-
axd! axd! 0X3i
d—1,
avec ¢ € 0. Ainsi p est de méme valuation que %(m, ey Ty Y)
n+1

Comme y = ¢(x1,...,2,) + 1, que 'on soit dans le cas 1 ou 2, u n’est pas
nul et est lié & {1, ..., x, }.

Partie 2

Ainsi g = a.xf .. .zi avec (q1,...,qn) € Q" et a € O*. D’apres la proposi-
tion 2.4.2, il existe une famille stable (u1, ..., u,) <n (21, ..., ) avec N ouverte
en (21,...,2,) telle que p = a.ud*..ubr, avec (p1,...,pn) € N". On note a la
partie standard de a et on pose € = p — a.ul'...ub» ou € = a.ult..ubr — p, de
fagon & avoir € > 0 (Dans la suite, on supposera que y = a.u}’...ub» — ¢). € est
donc de valuation strictement inférieure a celle de u; de plus, € # 0.

En effet, si e = 0 alors y = ¢N(u, ..., up) + a.ul*...ubm ce qui est impossible
dans le cas 1 ou 2.

Partie 3
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On pose pour i € 1,
Si(X]_, ...,Xn’XnJrl) = tl(N (§5) (¢N + aXleﬁn + Xn+1))

De ce fait, pouri € I et p € N

&(ul u 6)—ﬂ(1’1 T, Y)

oxr T N oxrk T
on a donc pi-ts, o

6)(73;%(“1, ey Up, €) = @(ul, ey U, 0) + €A
avec A € O.
Comme val(e) < Uul(%(xl, o Ty Y)),
val(f;;;(ul, vy U,y €)) = val(gd);;(uh ey Uy, 0))

Comme € # 0, les termes g;;f{‘ ne sont pas tous nuls; ainsi, par hypothese de

n+1
récurrence, il existe une famille stable (vy,...,v,) =g (u1, ..., uy), telle que

d—1
. Si m m
Viel —a—(ui,...sun,0) = 01" o .gi(v1, .o Un)
n+1

avec g; € L7 tel qu'un certain g ne s’annule pas en 0 et (mq,...,m,) € N™.
De ce fait,

- . adflsj dflsj
val(vi"...op™) > val(——5=7 (U1, .- Un, 0)) > val(——5=7 (U1, ..., un, €)) > val(e)
n+1 n+1

On a donc ¢/ = W € o7} et on considere, pour i € I

O’Z‘(Xl, ...,Xn+1) = Si(SEB (Xn+1XIn1X;n"))

Ainsi pour p € N|

oPo; oPs;
(’Ulv -y Un, € ) - (/Uinl Umn)p' (Ul, .,UL,G)
oxT,, Mt o, :
De plus :
* pour p > d,
o
aXipz(vl, ey Up, 0) = (v{nl....vf")d.h¢7p(vl, ey Up)

n+1
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avec h; p, = (Vlml...V,T")p*d.afii (SeId)(Vy,...,V,,0) ou Id désigne I'identité
n41

pour la derniere variable.
* pour p =d — 1, par le choix de v1,...,U,

Mn

0oy
: o™ g (v, e vn)

m(’()l, veey Uny O) = ('Ul

avec I'un des g; non nul en 0.
Partie 4

On applique 'hypothese de récurrence a l’ensemble de termes F' suivant

oPo; .
(T (X, ooy Xy )i € TAD < d— 1} U (X X))
OX?
et a la famille stable (vy, ..., v,) ; il existe donc une famille stable (wy, ..., w,) =<7

(v1, ..., v) telle que, pour tout terme ¢t € F

t(V1, ey vn) = W w0l O (w1, ... wy)

avec 0; € L™ tels qu’'un certain 6; ne s’annule pas en zéro et (I, ...,1,,) € N™.
On pose
wi(Xl, ceey XnJrl) = O'Z(T D Id)

On a ainsi que

Gpwi
0X5

Iy

V(i,p) € I x N (W1, ooy Wy, 0) = wht ke ki (w1, ..., wy,)

avec :
x pour p > d, kip =0xmi  xmnya-hip.
xpour p=d—1, kip="0xm_ xmnya.gi-

<d-— Po= o .
*pour p <d—1, k;, eai):ﬁ;l (X100 X0 0)
Il existe ainsi 4 € I et p < d — 1 tels que k; ,(0) # 0, ce qui permet d’affir-
mer, grace au lemme 2.4.5 que (w;);cr est d’ordre inférieur ou égal a d — 1.

Dlemme

On peut maintenant revenir sur la démonstration de la proposition 2.4.3. L’hy-
pothese de récurrence sur n dit que 2.4.3 est vraie pour une famille stable
(z1,...,Tn); il reste & le montrer pour une famille stable (z1,...,2n4+1). La pro-
position 2.4.1 permet de l'affirmer si la famille considée est indépendante. On
considére donc une famille stable (z1, ..., Z,+1) qui n’est pas indépendante ; une
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permutation de la famille permet de supposer que x, 1 est lié & {x1,...,z,}. Et
(21, ...,xp) est stable, par 2.2.2. On considére le processus suivant.

Processus

1) D’apres le lemme 2.4.5, il existe une famille stable (a1, ..., an) <p (1, .y 1)
telle que

Viel ti(xy, .. Tn,.)=al . arm.si(a,...,an,.)
sur un intervalle [u, v], avec (my, ...,m,) € N, 8; € L"(Q x [u,v]) pouri € T
et tel qu'un des s; possede un ordre d. Si d = 0, la récurrence s’arréte, sinon on
passe a I’étape suivante.

2) Comme Z,,41 est lié a (x1,...,x,), il est & (aq, ..., a,) ; d’apres le lemme 2.4.7,
Zny1 est alors fortement lié & (ay, ..., a,); on peut appliquer le lemme 2.4.8. 11
existe donc N stable et ouverte telle que (by,...,bn,bpt1) =N (a1, .oy Gny Tpy1)
et

Viel si(al, cery Qi ZZ?n+1) = bflbﬁ”ul(bl, ey bn, bn+1)

avec ord((u;)) < d

3) En posant N = (01, ...,0p,0), on a
Viel ti(.’El, "'7xn7y) = O'l(bl, ...,bn)ml...Un(bl, ...,bn)m”.bll’l...bﬁ".ui(bl, ~~~;bn7bn+1)

D’apres ’hypothese de récurrence appliquée a ’ensemble
{o1( X1,y X)) ™ 0 (X, oy X)) ™ XP X Y en (by, ..., by ), 1l existe une ma-
trice S stable et ouverte telle que (cy, ..., ¢,) =g (b1,...,bp) et

T1(b1, e D)™ 0 (b1, oy by )™ P BE = bl (e, o, ep)

avec v € L™ tel que v ne s’annule pas en zéro. On pose o; = v.u; (S ® Id) : on
a ainsi ord((o;)) < d.

4) On sait que la famille d’arrivée (c1, ..., Cn,bn11) est stable et que b,11 est
lié & (c1,...,¢n). On peut donc reprendre le processus avec cette famille et les
applications o;.

On réitere le processus autant de fois qu’il le faut pour obtenir a la fin un
ordre nul.

Dproposition

Corollaire 2.4.9 . Soit (t;)1<i<p un ensemble fini de termes de L™+, non
tous nuls et soit y fortement lié a une famille stable (x4, ..., xy) alors il existe M
ouverte et pseudo-stable en (x1,...,xn,y) telle que (ay,...,an) <pr (1, 0y Ty Y)
et pour tout 1 <i <p

ti(x1, ey Tnyy) = a7 eap™ hi(ag, ...y an, €)

avec h; € L™ tels qu'un des h; ne s’annule pas en 0 et (mq,...,m,) € N,
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Remarque 2.4.10 . La preuve de 2.4.3 établit en passant que les lemmes 2.4.5
et 2.4.7 sont vrais pour tout n € N.

Quelques explications.

Comme d’habitude dans la désingularisation des fonctions, on utilise les idées
d’Hensel. Soit ¢ un terme C*° autour de 0, n + l-aire et (z1,..., Ty, y) des infi-
nitésimaux. On a par Taylor

ot
HZ1y ooy Ty y) = E(X1, ey T, 0) + y.a—y(xl, ey Ty 0) +

On veut diviser par le plus gros des g—}z(xl, vy T, 0) afin d’avoir une dérivée
de t par rapport a Y non nulle en 0 et de pouvoir appliquer le théoreme des
fonctions implicites.

Malheureusement, on ne peut pas diviser comme on veut; il faut donc arriver
a trouver un diviseur commun a tous les %(wh <oey T, 0), c’est la proposition
2.4.3.

Ensuite, une fois la division effectuée, on utilise les idées classiques de récurrence
sur 'ordre de t, c’est le lemme 2.4.8.

Comme pour I'instant on ne connait pas le lien entre indépendance et stabilité,
on est obligé de travailler parallelement avec ces deux notions; c’est pourquoi
jusqu’a la proposition 2.5.11, on démontre, par des techniques un peu différentes,
les mémes propositions pour les familles indépendantes et les familles stables.
Ainsi on a les correspondances suivantes :

Stabilité - Indépendance
Proposition 2.4.3 ———— Proposition 2.4.1
Proposition 2.5.7 ————— Proposition 2.5.9

2.5 Transformation des termes

Proposition 2.5.1 . Soient (t1,t2) € L7 x L7 non nuls, (21, ..., 7,)
t1(T1,...,%n,Y)
t2(T1,.. %0 ,Y)
o; alors il eviste M € Pp(x1,...,n,y) N Opi1(T1, .0y Ty y) et m € LOONTT
tels que tyM(ay,...,an,€) = N(ay, ..., an, €).taM (a1, ...;an, €), avec (a1, ...,a,) =
M=Yz1, . 2).

une famille stable et y € o%, fortement li€ a (x1,...,x,), tels que
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Preuve : On utilise le corollaire 2.4.9; ainsi il existe M ouverte et pseudo-stable
en (1, ...,on,y) telle que (a1, ...,an,€) <pr (21,..., 25, y) et pour i € {1,2}

ti(x1, ey Tnyy) = a7 eap™ hi(ag, ...y an, €)

avec h; € £+ tels qu'un des h; ne s’annule pas en 0 et (my,...,m,) € N™.

Si hy s’annule en 0, alors h; ne s’annule pas en 0 et ainsi M ¢ o; de

ce fait, ho ne s’annule pas en 0. On pose n = Z—;

Dproposition

Lemme 2.5.2 . Soient t € L™t alors :
1) si {x1,...,xny1} est une famille indépendante, t(z1,...,xp41) =0 —t =0

2) si(x1,...,xn) est stable ety € o indépendant de {xy,...,xn}, t(21, ..., Tn,Y) =
0—t=0

3) si(x1,...,x,) est stable ety € o est fortement li¢ a (x1, ..., x,), L1, ..., Tn,Y) =
0—t=0

Preuve : Les deux premieres assertions sont immédiates : il suffit d’utiliser
la formule de Taylor a tous les ordres; ’assertion 3 est une conséquence du
corollaire 2.4.9.

EIlernme

Corollaire 2.5.3 . Soit (s,t) € Lo x £o°7+L - dans chacun des 3 cas du
lemme 2.5.2, si $(x1,.ccc; T, y) = t(T1,...,Tn,y) alors s et t sont localement
€gaur.

Définition 2.5.4 . Soit (s,t) € L" X L s ~ t si s et t sont égaur sur un
voisinage de 0 de la forme [[,-;,]0,a;], avec a; € R .

Lemme 2.5.5 . Soient (fi,..., fp) € L™ (z4,...,x,) une famille stable et
y € o, fortement lié a (x1,...,x,), tels que fi(x1,...,xn,y) > 0; alors il existe
M pseudo-stable et ouverte en (x1, ..., xy,y) telle que f; M > 0 sur un voisinage
de 0 de la forme [[,-;,]0,a;[, avec a; € R..

Preuve : On pose f = fi...f,; d’apres le corollaire 2.4.9, il existe M pseudo-
stable et ouverte en (x1, ..., z,,y) telle que

fM(ay,...,;an,€) = ai*...al* .h(ay, ..., an, €)

avec (p1,...,pn) € N et (a1, ...,an,€) = M~ Y(x1,...,7,,7y). Cette relation est
localement vraie, par le corollaire 2.5.3; elle entraine que le produit fi...f, est
localement égal & une fonction strictement positive. Le lemme est ainsi démontré.

EIlernme

Corollaire 2.5.6 . Soient My, ..., M), des n+1-matrices, (z1, ..., ) une famille
stable et y € o, fortement lié a (v1,...,xy), tels que M;(x1,...,2n,y) > 0; il
existe N pseudo-stable et ouverte en (x1,...,%n,y) telle que M;N est positive.
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Proposition 2.5.7 . Soitt € L™ ; pour toute famille stable (x1, ..., 1,), pour
touty € oY fortement lié a (x1, ..., xy) et pour toute matrice M € Pp(x1, ..., p, y)N
Oni1(1, ooy Ty y), i t(x1, s, y) € O, il existe N € Pp(M (21, .y 20, y)) N
Ops1(M~Y (21, ..., xn,y)) et il existe f € L™ tel que tMN ~ f; sinon il
existe N € Pp(M Y21, .0, 20, y)) N Opit (M Y21, .y 20, y)) et il eviste f €

Lo+ tel que v ~ f-

Preuve : Pour chaque t € L", il existe un terme du langage dont ¢ est 'in-
terprétation; on va ainsi raisonner sur la hauteur d’un quelconque des termes
qui définissent t. On suppose dans la suite que (21, ..., Z,,y) satisfait les condi-
tions de la proposition et que la proposition vraie pour les termes de hauteur
heN.

Lemme 2.5.8 . Soient ti,...,t, p termes de hauteur h et M une matrice de
Po(21, e Ty y), il existe une (n + 1)-matrice N € P (M~ Y(21,...,Tn,y)) N
Opi1(M~ Y21, ooy T, y)) telle quiil existe p termes de LML fi, .. f, tels
que t; M N ~ f; ou m ~ fi, suwivant si t;(x1,....,xn,y) € O ou non.

Preuve : On raisonne par récurrence sur p. Le lemme est immédiat pour
p = 1. On considere donc (p + 1) termes, t1,...,tp41; pour ¢ < p+ 1, s;
désigne t; M ou ﬁ selon le cas considéré. On sait, par hypothese de récurrence,
qu’il existe N convenable telle que s;N ~ g; avec g; € L™+l pour i < p.

De plus,par la proposition 2.5.7, il existe P convenable telle que s, 1 NP ~
Gpt+1, avec gpr1 € LT On note I la matrice identité. D’apres le corol-
laire 2.5.6, appliqué & I et P, il existe Q € P, (P 'N"M~Y(zy,...,2n,y)) N
Opi1(PTINTIM =Y (21, ..., 2, 9)) telle que Q et PQ soient positives. Ainsi s; N PQ ~
9iPQ et s, 1 NPQ ~ gp4+1Q, ce qui conclut.

Dlemme

On peut revenir a la démonstration de la proposition. On a plusieurs cas a
considérer, suivant le type de construction du terme.

Cas 1. h=0et t € LT,

Comme M est C*°, il suffit de poser N = I.

Cas 2. Les racines %—iéme pour p € N*.

Soient ¢ un terme de hauteur h et M € P,(x1,...; Tn, ¥) N Opi1(X1, ooy Ty ) ;
on va supposer, sans restreindre la généralité que t(z1, ..., z,,y) € O, car les ra-
cines p-ieme commutent avec I'inverse. On pose tM = s. On procede en 5 étapes.

1) On sait qu'il existe N convenable telle que sN ~ f avec f € L7, Si f est
nulle, le terme t7 MN ~ 0 et on conclut ; sinon, f(N~"'M~Y(xq,...,7,,7)) # 0.
Si t(z1, ..., Tn,y) ¢ o, alors f(0) # 0. Ainsi soit f(0) < 0 et p est pair, donc
t5 MN ~ 0, ce qui conclut, soit f(0) > 0 ou p est impair. Dans ce cas, comme
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1 1 1 . . N
fr e LM ts MN ~ f#7, ce qui conclut. Dans la suite on considere les cas
restants.

2) D’apres le lemme 2.5.5, il existe P convenable telle que fP est de signe
constant sur un voisinage strictement positif de 0.

3) En appliquant le corollaire 2.5.6 & I et P, il existe Q € P (P 'N"*M =Y (21, ....,20n, 7))
telle que Q et PQ sont positives. Ainsi sNPQ ~ fPQ ; donc sN PQ est de signe
constant sur un voisinage strictement positif de 0.

On en déduit que si p est pair et t(x1,...,2n,y) < 0, S%NPQ ~ 0, ce qui
conclut. On se place maintenant dans les autres cas.

4) D’apres le corollaire 2.4.9, il existe R € P, (Q 'PIN"'M~Y(2y,...,2,79)
telle que fPQR = X{".. X2 .h(X1, ..., Xp, Xny1) avec (q1,...,¢n) € N" et hy €
£2°7+1! qui ne s’annule pas en 0; on pose S = (01, ...,0,41) avec pour 1 < i < n,
oi = X et 01 = Xpy1. Ainsi S € P (RTIQ'PIN M~ (21, ..., 20, ).
De ce fait, il existe g € L™ tel que fPQRS = g?>P car hy ne s’annule pas
en 0.

5) 1l existe des lors T € P, (ST'RTIQ™IPINT M~ (21, ...,2p,y)) telle que
RST est positive ; ainsi sSNPQRST ~ ¢2>PRST, donc t» MNPQRST ~ ¢>RST,
ce qui conclut.

Cas 3. L’application inverse.

Soit ¢ un terme de hauteur h et M € P,(x1,...,Tpn,y); on pose s = tM. Si
t(x1,...,xn,y) € O, alors en raisonnant comme précédemment, il existe N €
P (M~Y(21,...,70,7)) telle que soit sN ~ 0, soit sN ~ f avec f € L7 de
signe constant sur les positifs. Dans le premier cas, ﬁ ~ 0 ; autrement ﬁ %

Si t(x1, . T, y) ¢ O, il existe N € Pp(M (21, ..., xp,y)) telle que sN ~ %
avec f € L7 et f de signe constant sur les positifs. Ainsi % ~ f.

Cas 4. La somme.

Soient t; et to deux termes de hauteur h et M € P,(x1,...,Tn,y); on pose
s = (t1 + ta)M. Si t1(x1, ..., n,y) € O et ta(x1,...,x,,y) € O alors il existe
N € Po(M~Y(xq,...,m,7)) telle que sN ~ f avec f € Lo,

Sit1(x1, .y Tn,y) € Oetta(xy,...;mpn,y) & O,ilexiste N € P (M~ (1, ..., T, y))
telle que t1MN ~ f et toMN ~ % avec (f,g) € LN x £oontl o ¢

. 1
f.g+1 Lgo,n-&- ,
g

de signe constant sur les positifs. Ainsi sN ~ ; comme g €

g oco,n+1 :
57g € L , ce qui conclut.

Sit1(w1,.sTn,y) & Oetta(xy,...;wpn,y) ¢ O,ilexiste N € P (M~ (1,0, T, y))
telle que t1MN ~ % et taoMN ~ é avec (f,g) € L& et de signe constant
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sur les positifs. Ainsi SN ~ %. Soit il existe P € P (N 1M1 (x1, ..., 2n,7))
telle que sINP ~ 0, soit on utilise la proposition 2.5.1 pour conclure.

Cas 5. Le produit.
On raisonne de la méme facon que pour la somme.
Cas 6. La composition par g € L>P(P).

Soient t1,...,t,, p termes de hauteur h et M € P,(x1,...,xy,y). On pose s; =
t; M. Si il existe ig < p tel que t;,(z1,...,Zn,y) est en dehors de la projec-
tion de P sur la ig-ieme coordonnés, il existe N € P, (M~ (z1, ..., 7, y) telle
que s;,IN reste en dehors sur un voisinage strictement positif de 0; ainsi il
existe R € Pp(N"'M =Y (21,...,2p,7)) telle que g(s1NR, ..., s, NR) ~ 0. Autre-
ment, on sait qu’il existe N € P,(M~Y(xy,...,z,,y) telle que ;N ~ f; avec
fi € L et f; — £:(0) de signe constant sur les positifs. De ce fait, on pose
o = g(fi(XF, ., X2 1), [p(XE, ., X2,1)); ainsi ¢ € L5771 On obtient
donc en posant S = (X7,..., X2 ) : g(s1NS, ...,s,NS) ~ .

Dproposition

Proposition 2.5.9 . Soient t € L™t ; alors pour toute famille indépendante
(X1, ey Tp) et pour toute matrice M € Pp(x1, .o, Tn) N Opi1 (21, ..y @p), il existe
N e P, (M Y (21, ... ) N Opi1 (M~ (1,...,2,)) telle que sit(zy,...,x,) € O,
il existe f € Lo tel que tMN ~ f, sinon tMN ~ %

Preuve : Il suffit de reprendre tous les raisonnements depuis le début de la
partie 2.5 mais en utilisant la proposition 2.4.1 au lieu de la proposition 2.4.3.

Dproposition

Corollaire 2.5.10 . Soit (1, ..., T,) une famille indépendante ; alors (x1, ..., Tn)
est stable.

Proposition 2.5.11 . Soit (z1, ..., x,) une famille stable et y € o’ indépendant
de {x1,...,xn} ; la famille (x1,...,xy,,y) reste stable.

Preuve : On raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments de la famille
stable. La proposition est immédiate pour n = 0. De plus, grace au corollaire
précédent, on peut supposer qu'un des x; est 1ié & (T, ..., Ti—1, Tit1, s T, Y)-
De ce fait, grace a 'hypothese de récurrence et au lemme 2.4.7, z; est fortement
lié & (z1, ..., Ti—1, Tit1, .--Tn,y). On peut donc conclure a I’aide de la proposition
2.5.7 et du corollaire 2.4.9.

|]lenmne

Proposition 2.5.12 . Soient (x1,...,x,) une famille stable, y € o, tel que y
n’appartient pas a la structure engendrée par (x1,...,x,) et t € L") tel que
(21, ..oy Tn,y) € 0; il existe une matrice M ouwverte en (x1,...,2,,y) telle que
tM ~ f avec f € £LnHL,
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Preuve : On peut supposer y > 0. Si y est fortement 1lié & (z1,...,z,), la
proposition est vraie grace & la proposition 2.5.7. Sinon y = ¢(aq, ..., an, €) ot
(a1, .y an) =pr (1,...,2p), avec M ouverte, ¢ € L™ et e indépendant de
{a1,...,an} ou nul. Comme y n’appartient pas & la structure engendrée par
(z1,...,2p), € est non nul. Si (ai,...,a,,€) est une famille indépendante, la
proposition est vraie grace a la proposition 2.5.9. Sinon, comme (a1, ..., a,) est
stable, il existe a; qui est fortement lié aux autres éléments. La proposition 2.5.7
permet de conclure.

Dproposition

Théoreme 2.5.13 . Soit (1, ...,x,) € 07 X ... x 0% ; il existe une famille stable
(a1, ...,ap) telle que (a1, ...,ap) < (21, ..., 2y) avec p < n.

Preuve : On raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments de la famille.
Le théoréme est immédiat pour n = 1. Soit (z1,...,Z,,y) des infinitésimaux
strictement positifs; par hypothese de récurrence, il existe une famille stable
(a1,...;ap) = (21,...,2n) (p < n). Si y nest pas fortement lié & (ai,...,ap)
alors il existe une famille stable (b1,...,b,) =ar (a1,...,ap) avec M ouverte et
il existe € € o4 indépendant de (b1, ...,b,) ou nul, tels que y = ¢(b1,...,bp, €)
avec ¢ € L1 Si e = 0, on conclut; sinon comme (by, ..., by, €) reste stable,
on conclut aussi. On suppose maintenant que y est fortement 1ié & (aq,...,ap).
Soit t € £LP*!, en utilisant la proposition 2.5.7 puis le corollaire 2.4.9, il existe
M € Pplai,...,ap,y) et M ouverte telle que tM ~ 0 ou tM(ci,...,cp,€) =
ey h(cry ey Cpy €) avec (C1y ., Cpy€) =ar (a1, .oy @p,y), (M1, ...,my) € NP
et h € L£°%°PT qui ne s’annule pas en 0. Dans le premier cas, le terme ¢ est
localement nul en (aq, ..., ap,y), car M est ouverte; autrement, comme y est
fortement lié & (a1, ..., ap) et que (c1,...,¢p) <X (@1, ..., ap), t(ai, ..., ap, y) est lié &
{a1,...,a,}, par choix de M.

Dthcoreme

Corollaire 2.5.14 . Soient (x1,...,x,) une famille stable, y € o et t € L™}
tel que t n'est pas localement nul en (x1,...,xn,y) ; si t(z1,...,2n,y) =0 alors y
appartient o la structure engendrée par (x1, ..., Ty).

Preuve : Supposons que y n’appartienne pas a la structure engendrée par
(z1,...,2pn); y est fortement lié & (z1,...,2,) sinon le terme serait localement
nul en (x1,...,2,). Il existe ainsi une matrice M € P,(z1,...,zn,y) telle que
tM(C1y ey Cpy€) = ey P R(C1y ooy Cpy €) @VEC (C1y ooy Cpy€) = MY (@1, oy T,y )
et h qui ne s’annule pas en 0. Cette condition étant impossible, on conclut.

Dproposition
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Chapitre 3

Conséquences
modele-théoriques

3.1 Construction de plongements

Les trois faits suivants résultent aisément de ’o-minimalité et de ’élimination
des quantificateurs dans les corps réels clos.

Fait 3.1.1 . Soient A un corps réels clos et K et L deux corps ordonnés tels
que A se plonge dans K par i et dans L par j ; soient X un ensemble, o1, une
application de X dans K et o9, une application de X dans L tels que :

Yn € N VP € A[Xl,,Xn] V(xl,...,xn) e Xn P(al(xl),...,ol(:pn)) =0 (
respectivement > 0) « P(o2(x1),...,02(xy)) = 0 ( respectivement > 0)

Il existe un plongement k du corps engendré par les o1(x), © € X, dans L
tel que k(o1(x)) = oa(x) et koi = j.

Fait 3.1.2 . Soient A un corps réels clos et B un corps ordonnés tel que A se
plonge dans B par i ; il existe une ultrapuissance A de A telle que B se plonge
dans A par j avec j oi égal au plongement canonique de A dans A.

Fait 3.1.3 . Soient A un corps réels clos et B et K deuz corps ordonnés tels
que A se plonge dans B par i et dans K par j; il existe L un corps ordonné
tel que B se plonge dans L par k et tel que K se plonge dans L par k', avec
koi = k' oj. De plus, en vertu du fait 2, on peut supposer que L est une
ultrapuissance de A et que k o i est le plongement canonique de A dans L.

Proposition 3.1.4 . Soient M un modéle de T' et J une famille stable de M de
taille n, il existe, 17, un plongement de corps de M dans R, une ultrapuissance
de R, tel que iy restreint a R est égal au plongement canonique de R dans R et
tel que :

Vi e L7 ij(t(l‘l, ,J,‘n)) = t(iJ(.Z‘l), . ZJ(l‘n))

53
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ot le t du deuziéme membre est linterprétation canonique de t dans R.

Preuve : On raisonne par récurence sur la taille de la famille J. Pour n = 0,
I’initialisation est immédiate.

On considere ainsi une famille stable de taille n 4+ 1, que 'on ordonne et note
(X1, ey Ty Tny1), &VEC Tpyq le plus petit. On sait qu’il existe une famille stable
(a1,...,ap) avec p < n telle que (a1, ...,ap) <up (21,...,2,). Par hypotheése de
récurrence, on a construit i(q, .. 4,). Soit t € L7+ on a, grace a Taylor :

vV peN |ia1,-..,an (t(zl, ooy xn-«—l)) - t(ial,..»,ap(ml)a ey ial,---,ap (xn+1))| < IZJA

Si t(z1,...,xny1) > 0 alors t(x1,...,Tpe1) est 1ié & {x1,...,2n41}; de ce fait,
t(igy,...2n (1), sty wn (Tn)) > 0. Si maintenant, t(z1,...,Tn41) = 0, ¢ est
localement nul dans R donc ¢ est nul en (iq,.,....q,(21), -, %a;,....a, (Tny1)). En
appliquant le fait 3.1.1, suivi du fait 3.1.2 et 3.1.3, on peut conclure.

Dproposition

Corollaire 3.1.5 . Soient M un modéle de T et (x1,...,x,) une famille d’in-
finitésimauz de M ; il existe jg, .. 5, un plongement de corps de M dans R,
et une ultrapuissance de R telle que j restreint a R est égal au plongement
canonique de R dans R et telle que :

vt € Lo j;cl,.“,l'n (t('rlv ,an)) = t(.]Ll;y-Ln (.231), "'7j321,.--,l'n (xn))

Preuve : On suppose sans restreindre la généralité que tous les x; sont non nuls.
On sait qu’il existe une famille stable (a1, ...,ap) = (21, ..., T, ). Ainsi d’apres la
proposition précédente, on conclut en posant ju, ..z, = fas,....,ap-

Dcorollaire

Corollaire 3.1.6 . Soient M un modéle de T et (x1, ..., ) une famille d’éléments
de M, il existe kg, ... 5, un plongement de corps de M dans R, et une ultra-
z, restreint a R est égal au plongement canonique

.......

de R dans R et telle que :
YVt e L7 kyyw, E(@1, o 2n)) = ks, 2, (X1)s ooy Koy ooz (T0))

Preuve : Si un des z; est infiniment grand, ks, . ., est égal & n’importe quel
plongement de corps de M dans R ; car pour t € L°", t(xq,...,2,) = 0.
Sinon on pose x; = a; + u;.€; avec a; € R, u; € {—1,1}, ; € o4. On pose ainsi

kwlvu-:wn = j\/€1y~~7\/€n

(On utilise les /€; afin de pouvoir considérer la fonction s ci-dessous; s permet
de prolonger de fagon C'*° la fonction ¢ au bord de son pavé de définition.)

En effet, soit ¢ € £L5"(P), on a trois cas possibles. Si un des z; est en dehors
de P, il en va de méme de ]\E\/;(:Ez) ; donc on conclut dans ce cas. Si tous
les a; sont dans l'intérieur de P, on conclut aussi par définition de j 7, . /e
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Enfin si un des a; est sur le bord de P et si tous les x; sont dans P, on pose
(X1, ., X)) = tlar +u1. X2, .., an + up.X2). Ainsi s € £5°7; de plus

I e U@, ) = J e, ye (s(Ver, o Ven)) =

$(J e, var (Ver), o dya,...va (Ven)) = tlya,.. e (X1), o dye,... e (Tn)

Dcorollaira

Proposition 3.1.7 . Soit M un modéle de T, il existe un L-plongement de M
dans une ultrapuissance de R qui préserve les réels.

Preuve : La proposition est immédiate d’apres le corollaire précédent.

Dproposition

3.2 Cloture existentielle

Dans la suite, on considére un modele M de T' qui se plonge dans les conditions
de la proposition précédente dans une ultrapuissance R de R. On assimilera M
et son image dans R.

Proposition 3.2.1 . Soient (z1,...,7,) € M"No" ety € RNo. Soitt € LT ;
si t(Z,y) = 0 (respectivement t(T,y) > 0), il existe (u,v) € M? tel que pour
tout w € R compris entre u et v, t(T,w) =0 (respectivement t(Z,w) > 0).

Preuve : Si y appartient & M, on conclut ; ainsi dans la suite de la preuve, on
suppose que y ¢ M. Il existe tout d’abord une famille stable de R, (aq, ..., ap)
(p < n), telle que (a1, ...,ap) < (21,...,2,); ainsi il existe M une matrice telle
que (x1, ..., zn) = M(a1, ..., ap) et a; appartient & M. On pose s(X1,...,X,,Y) =
t(M(X1,...,X5),Y). On a deux cas a envisager.

Cas 1. t(z,y) = 0.

Si s n’est pas localement nul en (aq,...,ap,y), ¥ appartient a la structure en-
gendrée par (a,...,a,) donc appartient & M, ce qui est exclu. Ainsi s est lo-
calement nul en (ai,...,ap,y); on considere donc U, le plus grand ouvert de
RPFL qui contient (ay,...,ap,y), sur lequel s est nul et tel que la trace de U
sur la droite (aq, ..., ap,Y) est convexe. On note X, la trace de U sur la droite
(@1, ...;ap,Y). On peut supposer que X est borné, sans restreindre la généralité.
Comme X est définissable, X possede une borne supérieure v et inférieure u. On
peut supposer aussi que u et v sont infinitésimaux sans restreindre la généralité.
On ne va s’occuper que de u, le cas de v étant similaire. On va montrer que
u € M. Supposons que u ¢ M. Alors il existe une matrice N, telle que sN ~ f
ot f € L7 L’image de N contient ainsi un ouvert V tel que (ag,u) € V;
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or UNV # 0. Ainsi f est nulle sur f~1(U N'V) qui est un ouvert non vide. De
ce fait f est localement nulle ce qui implique que s est nul sur V, ce qui est
impossible.

Cas 2. t(T,y) > 0.

On sait qu’il existe une matrice N telle que sN ~ f avec f € £>"F1, Ainsi il
existe un ouvert contenant (a1, ..., ap,,y) tel que s est strictement positif sur cet
ouvert. Comme précédemment, on considere U, le plus grand ouvert de RPH!
qui contient (a1, ...,ap,y), sur lequel s est strictement positif et tel que la trace
de U sur la droite (a1, ...,ap,Y) est convexe. De la méme maniére, on se place
dans le cas ot U posseéde une borne inférieure u. Si v ¢ M, il existe une ma-
trice P telle que sP ~ g avec g € £ 1. Par continuité de g, s(a1, ..., ap, u)
est nul ou strictement positif. Si s(a1, ...,ap, u) = 0, comme s ne peut pas étre
localement nul en (a1, ..., ap, ), v € M. Autrement si s(aq, ..., ap,u) > 0 comme
précédemment, cette condition est incompatible avec ’hypothese de maximalité
de U.

Dproposition
Corollaire 3.2.2 . M est existentiellement clos dans la théorie T.
Théoréme 3.2.3 . T est modéle-compléete et T est équivalente a Ti.

Preuve : Soient M et NV deux modeles de T tels que M se plonge dans N.
Comme N se plonge dans une ultrapuissance R de R et comme M est existen-
tiellement clos dans R, il existe une extension élémentaire de M dans laquelle A/
se plonge ; de ce fait, T est modele-complete. Pour ces raisons, T est équivalente
a Tg.

Dtheoreme

Corollaire 3.2.4 . T admet élimination des quantificateurs, est o-minimale
et toutes les fonctions définissables dans T sont polynémialement bornées.

Preuve : On va utiliser pour ce faire la proposition suivante plus générale ; on
pourra par exemple consulter [CK] ou [P] pour plus de détails.

Proposition 3.2.5 . Soit T une théorie universelle et modéle-compléte ; T ad-
met [’élimination des quantificateurs.

Preuve : On note L le langage de la théorie T' et pour n € N* fixé, on pose
L'=LU{er,...,cn}, O €q,...,¢, sONt n nouvelles constantes. Soit M un modéle
de T et (ai,...,a,) € M™; on note < @ > la structure engendrée par (ai, ..., a,)
dans M et D(a) lensemble des conséquences sans quantificateurs de < @ >,
dans le langage £'. (< @ >,aq, ...,a,) est une L'-structure; de plus, comme T'
est universelle et modele-complete, une £'-structure N satisfait 7'U D(a) si et
seulement si N =T et < @ > se plonge dans N.

Soit F[X71, ..., X;,] une formule de L telle que (M, aq, ...,a,) = F[X1,..., X,]; (<



3.2. CLOTURE EXISTENTIELLE o7

a >,a1,...,an) E F(c1,...,¢,) et comme T est universelle et modéle-compleéte,
tout modéle de TUD(a) satisfait F(cy, ..., ¢,). Ainsi F(cy, ..., ¢,) est une conséquence
de TUD(@). Il existe donc une formule ¢(cq, ..., ¢,,) de D(@) telle que F(cy, ..., ¢p)

est équivalente & ¢(cy, ..., ¢,) pour la théorie T'.

Dproposition

De I’élimination des quantificateurs, on tire I’o-minimalité et la borne polynomiale
sur les fonctions définissables grace a la quasi-analycité.

Dcorollaire
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Chapitre 4

Conclusion

Nous donnons des exemples de questions poséees par la these.

Les premieres questions portent sur le caractére constructif des preuves de la
these.

Question 1. Peut-on restreindre les constantes utilisées dans la classe F, de
facon a ne plus considérer R tout entier ?

Comme on peut le constater, R entier est utilisé dans la construction de la
classe F. L’utilité de R réside dans le fait que R est toujours résiduel dans ses
extensions de corps ordonnés. Cet argument est important dans la partie 2.6.

Le probleme est qu’ainsi, on ne peut pas parler de récursivité. Or la méthode
de désingularisation donnée semble constructive et on aimerait pouvoir formali-
ser cette idée. I1 faut donc pour cela restreindre les constantes de F. Le candidat
naturel pour ce remplacement est la cloture existentielle du vide par F et les
fonctions implicites. La question 1 est ainsi reliée a la suivante.

Question 2. Quelle est la complexité du diagramme simple de la cloture du vide
par F et les fonctions implicites.

On est aussi amené a se demander si les arguments employés dans cette these
sont généralisables a des classes de fonctions plus grosses.

Question 3. Peut-on généraliser les résultats de la thése (élimination des quan-
tificateurs et o-minimalité) a des classes F C C*°(]0,1]™) ¢

Les classes de fonctions de Puiseux sont o-minimales [M]. Nous essayons ac-
tuellement d’obtenir aussi des résultats d’élimination des quantificateurs dans
ces classes.

On peut aussi poser la question suivante encore plus générale.

Question 4. Peut-on étendre les résultats de la thése a toutes les classes F
telles que Rr est o-minimale et polynomialement bornée ?

99
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Une réponse positive mettrait a pied d’oeuvre pour la question ouverte sui-
vante.
Question 5. Eziste-il une classe de fonctions E telle que Rg est o-minimale

et polynomialement bornée mais ne satisfaisant pas la décomposition en cellules
C>?

On sait déja qu’il existe des classes de fonctions F telles que Rg est o-minimale
et polynomialement bornée mais ne satisfait pas la décomposition en cellules
analytiques [vdDRS].

Alors que cette theése se limite & des cas polynomialement bornés, depuis la
découverte de I’o-minimalité de 'exponentielle [W], énormément de travaux sur
lexponentielle réelle ont été lancés ([vdDMM] par exemple).

Question 6. Peut-on étendre les méthodes quand on ajoute l’exponentielle a F ?

Cette question est liée a la suivante.

Question 7. Quels types de résultats peut-on avoir grace aux méthodes de la
these quand on ajoute ’exponentielle, la dérivée et la composition comme sym-
boles au langage ?

Ces deux interrogations sont en rapport avec des travaux sur les corps de
transséries ([vdH], [MR],...). On espére obtenir dans le cadre des structures
ordonnées des résultats analogues a ceux des théories différentielles classiques,
dans le cadre des corps algébriquement clos.

Nous revenons maintenant sur des questions concernant directement la construc-
tion de F.

Question 8. Comment construire de facon systématique F pour obtenir F
quasi-analytique ?

On a tout d’abord le résultat suivant.

Lemme 4.0.6 . Soit F une classe de fonctions C*° définies sur des pavés ba-
siques telle que la cloture de F par R, somme, produit et fonctions implicites
est quasi-analytiques ; alors F est quasi-analytique.

C’est-a-dire que rajouter la cloture par racines n-iemes et par division exacte
n’entraine pas de dégénérescence de la classe.

On peut enfin se demander comment construire F quasi-analytique a partir
d’une transsérie donnée.

Question 9. Soit ¢ € R[R] et ¥ l'ensemble des troncages de ¢; a quelles
conditions peut-on trouver un ensemble de fonctions réelles F telle que Rx est
o-minimale et pour tout i € X, il existe f € F dont le quotient par les voisinages
positifs de 0 correspond a 1.



61

Bibliographie

[B] N. Bourbaki, Eléments de Mathématiques : Algébre commutative - chapitre
7, Hermann, 1965.

[C] M. Coste, An introduction to o-minimal geometry, Istituti Editoriali e
Poligrafici Internazionali, 2000.

[CK] C.C. Chang, H.J. Keisler, Model theory, North-Holland, 1990.

[DvdD] J. Denef, L. van den Dries, p-adic and real subanalytic sets, Annals
of Mathematics, 128, 79-138, 1988.

[vdD1] L. van den Dries, Tame topology and o-minimal structures, Cambridge
University Press, 1998.

[vdD2] L. van den Dries, A generalization of the Tarski-Seidenberg theorem
and some nondefinability results, Bulletin of the American Mathematical So-
ciety, 15, 189-193, 1986.

[vdDMM] L. van den Dries, A. Macintyre et D. Marker, The elementary
theory of restricted analytic fields with exponentation, Annals of Mathematics,
140, 183-205, 1994.

[vdDS] L. van den Dries et P. Speissegger, O-minimal preparation theorems,
2003. A paraitre dans “Proceedings of the Euro-Conference in Model Theory
and Applications, Ravello, Italy, May 27-June 1, 2002”.

[DPT] Séminaire sur les Singularités des Surfaces, au Centre de Mathématiques
de I’Ecole Polytechnique, Palaiseau, 1976-1977, édité par M. Demazure, H. C.
Pinkham et B. Teissier, Lecture Notes in Mathematics, Springer, Berlin, 1980.
[DR] F. Diener et G. Reeb, Analyse non-standard, Hermann, 1989.

[G] A. M. Gabrielov, Projections of semi-analytic sets, Functional Analysis
and its Applications, 2, 282-291, 1968.

[vdH] J. van der Hoeven, Asymptotique automatique, Thése, Université Paris
VII, Paris, 1997.

[LR] J-M. Lion, J-P. Rolin, Théoréme de préparation pour les fonctions logarithmico-
exponentielles, Annales de I'Institut Fourier, 47, 859-884, 1997.

[M] C.Miller, Ezpansions of the real field with power functions, Annals of Pure
Applied Logic, 68, 79-94, 1994.



62 CHAPITRE 4. CONCLUSION

[Mi] D. Miller, A preparation theorem for Weierstrass systems, Thése, Uni-
versity of Wisconsin, Madison, 2003

[MR] M-H.Mourgues, J-P. Ressayre, A transfinite version of Puiseuz’s theo-
rem, with applications to real closed fields, Logic Colloquium '90 (Helsinki 1990),
Lecture Notes in Logic, 2, 250-258, Springer, Berlin, 1993.

[P] B. Poizat, Cours de théorie des modéles, Nur Al-Mantiq Wal-Ma’rifah, 1985.
[RSW] J-P. Rolin, P. Speissegger et A. J. Wilkie, Quasianalytic Denjoy-
Carleman classes and o-minimality, Journal of the American Mathematical So-

ciety, 16, 751-777, 2003.

[T] A. Tarski, A decision method for elementary algebra and geometry, Rand
Corporation monograph, Berkeley et Los Angeles, 1951.

[W] A. J. Wilkie, Model completeness results for expansions of the ordered
field of real numbers by restricted Pfaffian functions and the exponential func-

tion, Journal of the American Mathematical Society, 9, 1051-1094, 1996.

[Wh] N. White, Theory of matroids, Cambridge University Press, 1986



