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Introduction

« Le premier était de ne recevoir jamais aucune chose pour
vraie, que je ne le connusse évidemment étre telle [...].

« Le second, de diviser chacune des difficultés que j’exami-
nerais, en autant de parcelles qu’il se pourrait et qu’il serait
requis pour les mieux résoudre.

« Le troisieme, de conduire par ordre mes pensées, en com-
menc¢ant par les objets les plus simples et les plus aisés a
connaitre, pour monter peu a peu, comme par degrés jus-
qu’a la connaissance des plus composés |[...].

« Et le dernier, de faire partout des dénombrements si en-
tiers, et des revues si générales, que je fusse assuré de ne
rien omettre.»

R.DESCARTES, Discours de la méthode.

La théorie des groupes, née autour des travaux d’E.Galois sur la résolution des
équations algébriques (1832), ne traite a ses débuts que des groupes finis. C’est
principalement l'influence de F.Klein avec le programme d’Erlangen (1872), et dans
le méme temps le développement des groupes continus initié par S.Lie, qui mettent
en évidence l'intérét que revétent les groupes infinis en géométrie.

Au début des années 1880, H.Poincaré, tout d’abord seul puis en collaboration
avec F.Klein, utilise de fagon remarquable, les groupes auxquels il donne le nom
de Fuchsiens et Kleiniens, pour résoudre le difficile probleme de l'intégration des
équations différentielles linéaires a coefficients algébriques. Ses travaux sont parmi
les premiers, dans lesquels le concept de groupe infini «discontinu» (par opposition
aux groupes continus de Lie; on dirait aujourd’hui plutot «discret») prend une telle
importance. En outre, pour la premiere fois, il fait une utilisation fructueuse de la
géométrie hyperbolique, la sortant du statut qu’elle avait alors, de curiosité ayant
un intérét d’ordre plus philosophique que mathématique.

Apparait alors la nécessité de se donner un groupe discontinu, abstraitement, par
une présentation (c’est a dire des générateurs et des relations). La théorie qui étudie
les groupes par la donnée de présentation est dénommée théorie combinatoire des
groupes. Elle est initiée par W.Dyck qui fournit une présentation pour un groupe
Fuchsien quelconque (1882). Mais c’est la topologie, avec 'apparition du groupe
fondamental!, qui stimulera son développement en une théorie indépendante.

1. ou premier groupe d’homotopie; introduit en 1892 par H.Poincaré pour montrer 1’existence
d’une 3—sphere d’homologie qui n’est pas une 3—sphere.

9
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Dans ce domaine, l'influence quelques années plus tard de M.Dehn sera prépon-
dérante. Son objectif est 1’étude des variétés topologiques de dimensions 2 et 3. Il
traduit les problemes de topologie auxquels il est confronté, en des problemes de
théorie des groupes, par le biais du groupe fondamental, montrant ainsi I'impor-
tance que revét cette notion en topologie de petite dimension. Il poursuit I’'étude de
H.Poincaré et met en place tout le matériel de théorie combinatoire des groupes et
de topologie de petite dimension, qui conditionnera la plupart des développements
ultérieurs du XX siecle?. Il met surtout en évidence le caractere fondamental en
théorie combinatoire des groupes de trois problemes qui ont depuis pris I’appellation
de problemes de Dehn. Ces problémes sont les suivants :

Probleme du mot : Etablir pour un groupe G quelconque donné par une présenta-
tion, un algorithme permettant de décider pour tout mot w sur les générateurs,
si w représente I’élément neutre de GG. La résolution de ce probleme équivaut a la
constructibilité du graphe de Cayley de G. Si en outre G = (M), le probleme
est identique a celui consistant a décider pour tout lacet arbitraire [ de M, si [ est
contractile dans M ; ce qui équivaut a la constructibilité du revétement universel de
M.

Probleme de conjugaison : Sous les mémes hypotheses, établir un algorithme permet-
tant de décider pour tout couple de mots arbitraires, s’ils représentent des éléments
conjugués de GG. Ce probleme est plus technique et difficile que le probleme du mot,
qui n’apparait alors que comme le cas particulier ou I'un des éléments considérés
représente I’élément neutre de G. Lorsque G = m (M), ce probleme revient a décider
si deux lacets arbitraires sont librement homotopes dans M. Une solution dans un
groupe de surface permet, par exemple, de décider si deux courbes fermées sur cette
meéme surface sont isotopes.

Probleme de I'isomorphisme: Etablir un algorithme qui permette de décider pour
tout couple de présentations, si elles présentent des groupes isomorphes. Puisque le
groupe fondamental est un invariant topologique, le probleme de I'isomorphisme est
intimement lié au probléeme de ’homéomorphisme pour les variétés.

Ces problemes sont devenus d’autant plus célebres, qu’en 1955, P.Novikov et
indépendamment W.Boone démontrent qu’il existe un groupe G et une présentation
finie de G’ pour lesquels le probleme du mot est insoluble; c’est a dire qu’il n’existe
pas d’algorithme permettant de décider si un mot arbitraire représente 1’élément
neutre. Ainsi le probleme du mot est en général insoluble. En corollaire, puisqu’un
algorithme qui résoud le probleme de conjugaison résoud aussi le probleme du mot
(pour décider si w = 1 il suffit de décider si w ~ 1), le probleme de conjugaison
est lui aussi en général insoluble. L’indépendance logique des problemes du mot et
de la conjugaison sera montrée par la suite, avec ’existence d'un groupe admettant

un algorithme qui résoud le probleme du mot, et ayant un probleme de conjugaison
insoluble (cf. [Mi2]).

2. Rien que dans notre travail, le nom de Dehn apparait pour quatres notions différentes: les
problemes de Dehn, I'algorithme de Dehn (qui fonde la théorie des groupes d-hyperboliques de
Gromov), le lemme de Dehn (point de départ de la machinerie des surfaces incompressibles en
dimension 3), et la technique d’obturations de Dehn (qui depuis le célebre théoréeme de Lickorish
est centrale en topologie de dimension 3).
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Quant au probleme de 'isomorphisme, S.Adjan et M.Rabin ont montré que méme
dans des cas tres simples, ce probleme est insoluble (1958). Hors de notre propos, et
admettant trop rarement une solution, nous n’aborderons plus ce probleme dans la
suite et nous concentrerons davantage sur les problemes du mot et de la conjugai-
son. Remarquons que ces derniers problemes dépendent a priori d’'une présentation
du groupe G considéré. Il est aisé de vérifier que I'existence d’une solution — 1i.e.
I’algorithme recherché — elle, n’en dépend pas. Ainsi avoir une solution a 1'un de
ces problemes est une propriété du groupe G.

On sait facilement résoudre ces problemes dans des cas tres simples : les groupes
finis, libres, abéliens, ou obtenus par produit direct, ou par produit libre a partir de
tels groupes. Une part importante des travaux en théorie des groupes s’est dévouée
a la recherche de classes de groupes admettant une solution a ces problemes. Citons
en particulier les groupes hyperboliques de M.Gromov (que nous utiliserons dans le
chapitre 4), les groupes automatiques de D.Epstein et al., et les groupes CAT(0)
de M.Bridson et A.Haefliger. Tous ont en commun une inspiration des travaux de
M.Dehn dans le cas des groupes de surface de genre g > 1, qu’il généralisent, et
présentent des algorithmes efficients, du moins pour le probleme du mot. Seulement
de nombreux groupes de grand intérét échappent a ces classes, qui bien qu’impor-
tantes apparaissent parfois trop restreintes.

Revenons-en au cadre initial de ces problemes, et interrogeons-nous sur le statut
des problemes du mot et de la conjugaison dans le groupe fondamental 71 (M) d’une
variété connexe compacte, de dimension n.

— M.Dehn a résolu le cas n = 2 ou M est une surface (cf. [Del], [De2], [De3]). Il
montre 'existence d'un procédé de réduction monotone d’un mot, appelé depuis
algorithme de Dehn, qui résoud le probleme du mot, et il résoud de fagon analogue
le probleme de conjugaison. Il utilise pour cela un argument utilisant la structure
hyperbolique d’une surface de genre > 1, qu’il simplifiera plus tard en un argument
topologique. Dans une terminologie plus moderne, le groupe d’une telle surface est
un groupe hyperbolique au sens de Gromov.

— Tout groupe finiment présenté est le groupe fondamental d’une variété compacte
de dimension arbitraire > 4. Ainsi, avec le résultat de P.Novikov et W.Boone, les
problemes du mot et de la conjugaison sont en général insolubles dans le groupe
d’une variété de dimension > 4.

— Dans le cas d'une variété de dimension 3, la premier avancée significative est
due a F.Waldhausen qui résoud le probleme du mot dans le groupe d’une variété
«suffisament grande» (cf. [Wa2]). Sa méthode, cependant, n’éclaire en rien sur la
marche a suivre pour résoudre le probleme de conjugaison. Plus récemment, les tra-
vaux d’Epstein et Thurston (cf. [CEHLPT]) établissent que le probleme du mot est
résoluble si I’'on suppose que la variété considérée vérifie la conjecture de géométrisa-
tion de Thurston (cf. §1.3). D.Epstein et W.Thurston ont montré que sous cette hy-
pothese, dans presque tous les cas son groupe fondamental est automatique et admet
donc une solution au probleme du mot ; les cas restants se traitant tres aisément par
ailleurs. Cela ne garantit cependant pas une solution au probleme de conjugaison
(rappelons que I'on ne sait pas résoudre ce probleme pour les groupes automatiques),
que 'on ne sait résoudre que dans certains cas particuliers:
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v'— Les noeuds et entrelacs alternés. Ils ont des groupes a petites simplifications
(Weinbaum 1971, Appel et Schupp 1972, cf.[LS]).

v'— Les variétés hyperboliques de volume fini. Leur groupe est biautomatique (cf.
[CEHLPT]).

v'— Certains espaces fibrés de Seifert ont un groupe biautomatique (cf. [CEHLPT]).
v'— Les noeuds. C’est un résultat de Z.Sela (cf. [Sel]) dont nous nous inspirerons
dans ce travail.

v'— Les variétés irréductibles a bord non vide. Elles admettent une métrique rie-
manienne de courbure non positive, et leur groupe est donc CAT(0). De nom-
breuses autres 3—variétés sont susceptibles d’admettre une telle métrique, mais la
démonstration en est tres difficile, et ce n’est certainement pas le cas de toute 3—
variété.

Le but essentiel de notre travail est la démonstration du résultat qui suit. Pour
ce faire nous allons construire un algorithme, en nous inspirant dans le cas le plus
délicat a considérer, du groupe d’une variété haken, de la stratégie appliquée par
Z.Sela dans le cas du complément d’un noeud.

Théoreme principal Le groupe fondamental d’une 3—variété orientable vérifiant la
conjecture de géométrisation de Thurston, a un probleme de la conjugaison résoluble.

La premiere étape dans la démonstration de ce résultat, consiste a la réduire au
cas de variétés vérifiant des hypotheses plus fortes (c’est 'objet du paragraphe §1.5).
Considérons une 3—variété M (connexe, compacte) orientable, vérifiant la conjecture
de Thurston. Si M est a bord non vide, on obtient la variété 2M en «doublant» M
le long de son bord. Le groupe 71 (M) se plonge naturellement dans m; (2M), et 'on
peut montrer que si u,v € m (M), alors u et v sont conjugués dans m (M) si et
seulement si ils le sont dans 7m1(2M) (cf. proposition 3.2.3). Ainsi, une solution au
probleme de la conjugaison dans 7 (2M) fournit une solution dans (M ). Pour
cette raison, on pourra supposer que la variété M est fermée. Avec le théoreme de
Kneser-Milnor, M se décompose en sommes connexes de 3—variétés fermées, qui sont
soit irréductibles, soit homéomorphes & S x S?. Le groupe fondamental i (M) se
décompose comme produit libre des groupes des 3—variétés obtenues. Par stabilité
du probléme de la conjugaison par produit libre, et puisque 1 (S? x S?) = Z admet
une solution au probleme de conjugaison, on pourra supposer que M est fermée
irréductible.

Avec la classification des 3—variétés fermées vérifiant la conjecture de Thurston
(cf. §1.3), et les résultats connus sur le probleme de la conjugaison dans le groupe
d’une 3-variété (cf. [CEHLPT]), la démonstration du théoreme principal se réduit
a une démonstration des trois résultats suivants:

Théoreme A Le groupe fondamental d’une 3—variété orientable, admettant une
fibration de Seifert, a un probleme de la conjugaison résoluble.

Théoréme B Le groupe fondamental d’une 3—variété fermée orientable, modelée
sur la géométrie Sol, a un probléme de la conjugaison résoluble

Théoreme C Le groupe fondamental d’une 3—variété fermée orientable, Haken,
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qui n’est pas un S* x S'-fibré sur S*, a un probléme de la conjugaison résoluble.

Pour résoudre le théoreme A, nous utiliserons le fait célebre que le groupe 71 (M)
d’un fibré de Seifert, contient un sous-groupe normal cyclique N, et que le quotient
71 (M) /N est un groupe Fuchsien. Nous réduirons alors le probleme de la conjugaison
dans (M), a des problemes de décision dans le groupe Fuchsien m (M)/N.

Le théoreme B se résout sans difficulté en décomposant le groupe fondamental,
en extension HNN de Z®Z, ou en amalgame de deux copies du groupe de la bouteille
de Klein.

La démonstration du théoreme A, fait l'objet de la section 5.5, et celle du
théoreme B, de la section 7.1. Tout le reste de notre travail a essentiellement pour
but la démonstration du théoreme C, qui constitue le cas le plus difficile. Nous
emploierons la stratégie utilisée par Z.Sela dans le cas d'un noeud (cf. [Sel]).

Soit M une 3—variété Haken fermée. Avec le théoreme de Jaco-Shalen-Johannson,
M contient un systeme W, unique a isotopie pres, de tores essentiels, et si l'on
décompose M le long de W, les variétés obtenues — ou pieces élémentaires — ad-
mettent une fibration de Seifert, ou une structure hyperbolique complete de volume
fini. Si 'on suppose en outre que M n’est pas fibré en tores sur le cercle, aucune des
pieces obtenues n’est homéomorphe & S x S x I (c’est pour cette raison que nous
traiterons a part le cas d'un S' x S'-fibré sur S'). Notons My, M, ... M, les picces
¢élémentaires de la décomposition de M. Nous appelons sous-groupe périphéral, tout
groupe libre abélien de rang 2 de m;(M;), provenant du plongement d’une compo-
sante de dM;. Nous souhaitons réduire 'algorithme de la conjugaison dans (M)
a l'algorithme du mot de m1(M) (qui est résoluble, cf. théoreme 1.4.5), et a des
algorithmes — que nous appelerons algorithmes élémentaires — dans les groupes
fondamentaux m(M;) des pieces élémentaires, pour i variant de 1 a g. Ces algo-
rithmes sont les suivants:

Algorithme de la conjugaison dans m(M;).

Algorithme de détermination périphérale : Donné 7" un sous-groupe périphéral
de m(M;), décider pour tout élément arbitraire u € m(M;), siu € T.

Algorithme des classes périphérales: Donné T un sous-groupe périphéral de
m1(M;), décider pour tout élément arbitraire u € m(M;), si u est conjugué dans
m1(M;) a un élément de T

Algorithme des 2-cosets I: Donné T un sous-groupe périphéral de m; (M), décider
pour tout couple d’éléments arbitraires u,v € m (M;) — T, si il existe ¢1,co € T tel
que u = ¢1.v.c3 dans m;(M;).

Algorithme des 2-cosets II: Donnés 717,75 deux sous-groupes périphéraux de
m1(M;), décider pour tout couple d’éléments arbitraires u,v € m(M;), si il existe
c1 € Th, o € Ty, tel que u = ¢y.v.¢5 dans m (M;).

Pour ce faire, nous devons d’abord étudier la structure du groupe m (M ). La
décomposition JSJ de M, fournit une décomposition de 71 (M), en groupe fonda-
mental d'un graphe de groupe, dont les groupes de sommet sont les groupes fonda-
mentaux des pieces élémentaires, et les groupes d’aréte, des groupes libres abéliens
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de rang 2. Nous étudions en détail les éléments conjugués, et le centralisateur d’un
élément dans le groupe fondamental d’un graphe de groupe. Nous en déduisons des
théoremes généraux (théoremes 3.2.1, 3.2.2), généralisant ceux existant, pour un
produit amalgamé (cf. théoremes 3.1.1, et 3.1.2). Ce sont alors des propriétés to-
pologiques des pieces élémentaires — la caractérisation des anneaux essentiels, cf.
propositions 4.3.1 et 5.4.2 —, ainsi que de la décomposition — minimalité et recolle-
ment de Seifert, cf. proposition 2.1.2 — qui nous permettront de réduire ’algorithme
de la conjugaison dans (M), aux algorithmes élémentaires dans les pieces de la
décomposition et a l'algorithme du mot dans 71 (M) (cf. chap. 7).

Nous résolvons dans le chapitre 4 les algorithmes élémentaires dans le groupe
d’une variété M, hyperbolique de volume fini (remarquons que la théorie des groupes
automatiques résout le probleme de conjugaison dans un tel groupe, cf. [CEHLPT]).
La stratégie consiste a chercher deux variétés hyperboliques fermées My, M, obte-
nues par obturations de Dehn sur M, et a réduire les algorithmes élémentaires dans
(M), a des algorithmes analogues dans 71 (M;), m(Ms). Les groupes de M; et
M, étant hyperboliques dans le sens de Gromov, nous utiliserons cette théorie pour
résoudre les algorithmes obtenus dans 71 (M) et 71 (Ms). Seulement, pour procéder a
cette réduction, il est nécessaire que m (M) et w1 (Ms) vérifient certaines propriétés.
Plus précisemment, pour tout couple de sous-groupes périphéraux 77,7, de 71 (M),
si p:m (M) — m(M;) désigne la surjection canonique, on désire avoir, que:

— p(T1), p(T3) sont des sous-groupes cycliques infinis maximaux de 71 (M),

— si u conjugue deux éléments de p(717), alors u € p(T}),

— un élément non trivial de p(T}) n’est pas conjugué dans 71(M;) a un élément de
p(12).

Et de méme pour M,. Pour montrer 1'existence de telles «bonnes» variétés, nous au-
rons besoin de rentrer plus profondément dans les détails du théoreme de chirurgie
hyperbolique de Thurston, et de la topologie géométrique.

Quant aux algorithmes élémentaires dans un fibré de Seifert, nous les résoudrons
dans le chapitre 5, en utilisant I'interprétation algébrique de la structure de S-fibré
sur une orbiété, 7.e., on a la suite exacte:

1 —Z—m(M) — m(M)/N —1

et le groupe quotient m(M)/N est Fuchsien. Nous réduirons les algorithmes de
w1 (M) a des algorithmes analogues dans le groupe Fuchsien m(M)/N. Ce dernier
est soit un produit libre de groupes cycliques, soit virtuellement un groupe de sur-
face fermée, et admet des solutions a ces algorithmes. A 'exception du probleme de
la conjugaison, un peu plus délicat, la résolution s’effectue sans difficulté.

Plan de la these:

Les chapitres 1, 2, et 3 ne sont essentiellement constitués que de rappels des notions
que nous serons amenés a employer, et pourront ne présenter d’autre intérét au lec-
teur averti, que celui de fixer les conventions décriture.

Chapitre 1: Ce chapitre a pour fonctions, d’une part de fixer les notations (§1.1) et
d’introduire le probleme (§1.2, 1.3, et 1.4), et d’autre part de justifier de la réduction
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du théoréme principal aux théoremes A, B, et C (§1.5).

Chapitre 2: Nous énoncons le théoreme de décomposition Jaco-Shalen-Johannson
pour les variétés Haken fermées (théoreme 2.1.1). Nous rappelons deux propriétés
d’une décomposition minimale (propositions 2.1.1 et 2.1.2), qui sont essentielles a
notre travail, et seront utilisées dans les chapitres 6 et 7. Nous rappelons la notion
de graphe de groupe, et comment la décomposition JSJ de la variété M procure
une décomposition de 71 (M) en groupe fondamental de graphe de groupes. Cette
décomposition sera largement utilisée dans la suite pour étudier le groupe 1 (M).

Chapitre 3: Ce chapitre constitue la clef de voiite de notre travail. Son but est
de généraliser les théoremes existants sur les éléments conjugués et les éléments
qui commutent dans un amalgame ou une extension HNN, au cas du groupe d’un
graphe de groupe. Pour cela nous définissons les notions de cycles et de trajets, qui
apparaissent naturellement des lors que 1’on s’intéresse a ces problemes, et qui vont
nous permettre d’énoncer des résultats concis (théoreme de conjugaison, 3.2.2, et
théoreme de commutativité, 3.2.1). Nous montrons aussi, le fait déja utilisé dans le
paragraphe 1.5, que le probleme de la conjugaison dans le groupe G se réduit au
méme probleme dans son double 2G (proposition 3.2.3).

Chapitre 4 : Nous résolvons dans ce chapitre les algorithmes élémentaires dans le
groupe d’une variété M hyperbolique de volume fini (cf. propositions 4.3.9, 4.3.10,
4.3.11). L’idée est de trouver deux «bons» quotients de 71 (M), qui soient hyperbo-
liques au sens de Gromov, et de réduire ces algorithmes, a des algorithmes dans ces
quotients. Pour prouver l'existence de tels quotients, nous avons besoin d’utiliser
I’existence d’une suite de variété hyperboliques fermées convergeant vers M au sens
de la topologie géométrique, donnée par le théoreme de chirurgie hyperbolique de
Thurston.

Chapitre 5: Nous résolvons dans ce chapitre les algorithmes élémentaires dans le
cas du groupe d’'un fibré de Seifert M. Pour cela nous les réduisons au groupe Fuch-
sien w1 (M)/N. Lorsque M est a bord non vide, m(M)/N est un produit libre de
groupe cyclique, ce qui fournit aisément une solution aux algorithmes élémentaires
de détermination des 2-cosets, et des classes périphérales (propositions 5.6.3, 5.6.4,
5.6.2). Le probleme de la conjugaison (théoreme A), est quant a lui plus délicat a
traiter, car la variété M peut-étre fermée. Dans ce dernier cas, w1 (M) /N est virtuel-
lement un groupe de surface fermée. Nous réduisons le probleme de la conjugaison
dans 71 (M) au probleme de la conjugaison dans 71 (M)/N, et a un algorithme qui
fournirait le centralisateur d’un élément arbitraire de m (M )/N (proposition 5.5.1),
que nous établissons.

chapitre 6: L’objectif principal de ce chapitre, est de montrer qu’il existe tres peu
de trajets et de cycles dans le graphe de groupe d’une variété Haken M. Ainsi le
probleme consistant a décider s’il existe un trajet reliant deux éléments de m (M) —
qui sera nécessaire a une résolution du probleme de la conjugaison dans le chapitre
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7 — se réduit aux algorithmes de détermination des classes périphérales dans les
pieces élémentaires. Nous formalisons aussi la notion de graphe de groupe presque
sans cycle, qui généralise la notion de graphe de groupe sans cycle, apparue au cha-
pitre 3. Cette notion permet de redémontrer, tout en le généralisant a cette premiere
classe, le théoreme caractérisant les centralisateurs dans le groupe d’une variété Ha-
ken, di a P.Shalen (cf. [JS]). Ce résultat sera utile, pour établir une procédure de
re-écriture de mots dans 71 (M) qui nous sera nécessaire dans le dernier chapitre.

Chapitre 7: Nous donnons ’algorithme principal de la conjugaison, c’est a dire
celui qui traite du cas d’une variété Haken fermée. Nous traitons d’abord le cas
d'un St x S'-fibré sur S* (théoreme B ou théoreme 7.1.2). Il se résout aisément
en utilisant la décomposition de (M) en produit semi-direct (Z @ Z) X Z, ou en
amalgame de deux copies du groupe de la bouteille de Klein, 71 (KB,). Le reste du
chapitre est ensuite dévoué au cas d’une 3—variété Haken fermée qui n’est pas fibrée
en tores sur le cercle (théoreme C ou théoreme 7.2.1). C'est la (§7.2 et 7.3), que
nous montrerons comment les algorithmes élémentaires, et 1’algorithme du mot de
71 (M), permettent de résoudre le probleme de la conjugaison.



Chapitre 1

Réduction du probleme

Dans la premiere section de ce chapitre, nous fixons les notations générales,
ainsi que le vocabulaire élémentaire de topologie de dimension 3. Dans les sections
1.2, 1.3, et 1.4, nous exposons le cadre de notre travail. La section 1.2 traite de
la décomposition topologique d'une 3-variété, la section 1.3 de la conjecture de
géométrisation de Thurtson, et la section 1.4 des problemes de Dehn.

La derniere section, a pour objet de justifier de la réduction du probleme de la
conjugaison dans le groupe d'une 3—variété vérifiant la conjecture de Thurston, aux
cas d’une 3—variété fermée, admettant une fibration de Seifert, ou modelée sur Sol,
ou Haken non fibrée en tores sur le cercle. Pour cela nous admettrons un résultat
qui ne sera démontré que dans la section 3.2 (proposition 3.2.3).

1.1 Préliminaires

Le lecteur sera supposé étre familiarisé avec la théorie des groupes, la topologie
algébrique, la topologie des variétés de dimensions 2 et 3, et la géométrie hyperbo-
lique. Nous emploierons essentiellement les notations usuelles.

Dans une démonstration, le symbole B désignera la fin de la démonstration.
Lorsqu'une démonstration sera scindée en plusieurs cas indépendants, Le symbole
[] pourra désigner la fin du traitement de I'un des cas.

Théorie des ensembles. L’ensemble vide est désigné par &, 'appartenance par €,
I'inclusion par C, et I'inclusion stricte par C. Si X est un ensemble, et A C X, B C
X, nous noterons AUB, AN B respectivement la réunion, et I'intersection de A et B.
Le complémentaire de A dans X sera désigné par X — A. Si x1,29,... ,x, € X, alors
{x1,29,... ,x,} désigne le sous-ensemble de X ayant pour éléments xi,xs,... .2, ;
tandis que (x1,x9, . .. ,x,) désigne le n-uplet, ou suite finie de X, que I’'on pourra aussi
noter (z;);=1,.. n. Une suite (infinie) de X est notée (x,)nen. Le produit cartésien
de A et B est désigné par A X B, et le cardinal de I'ensemble A, par card(A).

Si f: X — Y est une application, et A C X, BCY, f(A) CY désigne I'image
directe de A par f, et f~1(B) C X désigne 'image réciproque de B par f. L’identité
de X dans X est désigné par Idx ou Id. Si f est bijective, on notera f~!:Y — X
'application vérifiant fo f~' =1Idy, f~'of =1Idx. Si X C Y, 'inclusion de X dans

17
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Y pourra étre notée i : X — Y.

Notions générales. Nous notons N, Z, Q, R, et C, respectivement 1’ensemble
des entiers, des entiers relatifs, des rationnels, des réels, et des nombres complexes.
Nous les supposons munis de leurs structures habituelles. Nous notons I = [0,1],
I'intervalle.

Si K est un anneau, GL(n,K), SL(n,K), PSL(n,K) désignent respectivement
le groupe général, spécial, et projectif spécial, linéaire de degré n, sur I’anneau K.

Théorie des groupes. Dans un groupe abstrait G, nous utiliserons en général les
notations multiplicatives, i.e., si g h € G, alors g.h ou gh désigne le produit de g et
h, g~ I'inverse de g, et 1 I’élément neutre. Dans un groupe abélien nous utiliserons
plutot les notations usuelles, additives, provenant du théoreme de classification des
groupes abéliens de type fini (cf. [Ro]).

Le groupe trivial est désigné par {1}, le groupe cyclique infini par Z, et le groupe
cyclique d’ordre n par 7Z,.

Si X est un ensemble fini, F'(X) est le groupe libre engendré par X. On notera
H < Gou H C G, si H est un sous-groupe du groupe . Si H est un sous-groupe
distingué (ou normal) de G, nous noterons H < G. Si X est un sous-ensemble de
(G, nous noterons < X >g ou < X >, le plus petit sous-groupe de G contenant
X (ou sous-groupe engendré par X ), et gp(X) le plus petit sous-groupe normal de
G contenant X. Deux éléments g,h € G sont conjugués dans G, s’il existe u € G,
tel que g = uhu™?!, et I'on note g ~ h; c’est une relation d’équivalence sur G, les
classes d’équivalence, sont appelées classes de conjugaison. Si g,h sont deux éléments
d’un groupe G, leur commutateur est donné par [g,h] = ghg~'h™!. Le sous-groupe
commutateur, est le sous-groupe de G engendré par les éléments [g,h], Vg,h € G,
noté [G,G|. Le centralisateur d'un élément g € G, est le sous-groupe défini par
Z(g) = {h € g | [g,h] = 1}. Le centre de G, est le sous-groupe défini par Z(G) =
{9 € G|Vh € G,lg,h] =1}.

Le noyau d’un homomorphisme ¢ est noté ker(¢). Un homomorphisme de groupe
est appelé un monomorphisme, épimorphisme, isomorphisme lorsqu’il est, respecti-
vement injectif, surjectif, bijectif. On note G = H si les groupes G' et H sont iso-
morphes. Si G est un groupe, Aut(G), Out(G), Inn(G) désignent respectivement le
groupe des automorphismes, des automorphismes extérieurs, des automorphismes
intérieurs de G. Si A et B sont deux groupes A x B, Ax B désignent respectivement,
le produit direct, et le produit libre de A et B. Si A et B sont abéliens leur produit
direct pourra aussi étre noté A @ B.

Si X est un ensemble fini, ou dénombrable, X = {xy,x5,... 24 ...}, nous
considérons un ensemble abstrait, en bijection avec X, que nous notons X ! =
{x7 2yt ...z} Un mot sur X U XL, est une suite finie (w;)i—1,.. , de X UX L,
que 'on note wyws...w,. Il est dit librement réduit s’il ne contient pas de sous-
mot (i.e. de sous-suite), de la forme zz™! ou 7'z, avec x € X. On notera ()
le mot vide. Une présentation < X | R > d’'un groupe G est un ensemble fini ou
dénombrable X, et un ensemble fini ou dénombrable R de mots sur X UX 1, tel que
G = F(X)/gp(R). Tout groupe dénombrable admet une présentation. Les éléments
du groupe seront donnés par des mots sur X U X!, et lorsque le contexte le per-
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mettra, on ne distinguera pas un mot, et I’élément qu’il représente dans le groupe.
Lorsque 1'on désirera marquer la distinction entre mot et élément du groupe, nous
noterons pour deux mots w,w’, w = ' pour I’égalité en tant que mot, et w = '
pour 1’égalité, en tant qu’ élément du groupe. Une présentation est dite finie, si X
et R sont des ensembles finis. Si X = {zy,... ,x,} et R = {r1,...7,}, on pourra
noter < xy,... Ty | r1,...,rp, > aulieude < X | R >.

Topologie des 3—variétés. Si X est un espace topologique, et U C X, alors int(U)
et adh(U) désignent respectivement 'intérieur et I'adhérence de U. Une variété de
dimension n, est un espace topologique Hausdorff, localement homéomorphe a
R? = {(z1,... ,x,) € R" | &, > 0}. Si M est une variété de dimension n, nous
notons Int(M), 'ensemble des points de M admettant un voisinage homéomorphe
a un ouvert de R™. Si Int(M) = M, nous disons que M est sans bord. Nous notons
OM = M — Int(M), le bord de M. C’est une variété de dimension n — 1, sans bord,
compacte si M est compacte. Une variété compacte et sans bord sera dite fermée.

Soit M une variété connexe de dimension n, et x un point de M. Un lacet basé
en * est une application continue f : I — M, vérifiant f(0) = f(1) = *. La relation
d’homotopie de lacets dans M, relativement & {0,1}, est une relation d’équivalence
sur I’ensemble des lacets de M basés en *. L’ensemble des classes d’équivalence est
naturellement muni d’'une structure de groupe, que I'on note m (M,x). Il s’avere que
la classe d’isomorphisme de m(M,*) ne dépend pas du choix du point de base x.
Aussi nous pourrons le noter 71 (M). Ce groupe est appelé premier groupe d’homo-
topie de M, ou plus couramment groupe fondamental de M. Si [ est un lacet, sa
classe dans (M) sera notée [I]. Une application continue f : M — N entre des
variétés connexes, induit un homomorphisme de leur groupe fondamental, que ’'on
note fi : m (M) — m(N). On montre sans difficulté, que si f est une équivalence
d’homotopie (en particulier lorsque f est un homéomorphisme), alors f, est un iso-
morphisme.

En fait une variété sera vue, plus comme une classe de variétés a homéomorphis-
me pres, que réellement comme une variété. Ainsi, par exemple, nous aurons coutume
de dire «M est une sphere», plutot que «M est homéomorphe a une sphere».

Nous appelerons surface, une variété de dimension 2, compacte, et 3—variété,
une variété de dimension 3, connexe, compacte, orientable. Nous travaillons initiale-
ment dans la catégorie TOP. Tous les plongements de 1-variété ou de 2-variété dans
une 3—variété seront cependant supposés ne pas étre des plongements «sauvages».
Aussi, avec le théoreme de Moise ([Mo]), nous pourrons passer dans les catégories
PL et DIFF, et munir les 1,2,3—variétés, les applications, (etc...) de structures PL,
ou lisses.

Nous désignerons usuellement par S°,51,52,53, les sphéres respectivement 0,1,2
et 3-dimensionnelles, D? le disque, B? la boule 3-dimensionnelle, S* x I I’anneau,
St x St le tore, RP, le plan projectif réel, CP; la droite projective complexe, Ps
I’espace projectif réel de dimension 3, et KB, la bouteille de Klein. Si F' est une p-
variété connexe compacte, et B est une ¢-variété connexe compacte, avec p+ q = 3,
nous appelerons F-fibré sur B (ou F-fibré), toute 3—variété homéomorphe a I’espace
total d’un espace fibré localement trivial, ayant pour fibre F', et pour base B.
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Nous terminons, en rappelant la terminologie associée a la théorie des surfaces
incompressibles.

Une surface F', plongée dans une 3-variété M, est proprement plongée dans
M, si NNOM = ON. Une surface N proprement plongée dans M, N est a deux
faces dans M si il existe un plongement h : N x [ — M, tel que h(x,%) = x pour
tout x € N, h(ON x I) C OM, et h(N x I) est un voisinage de N dans M.

Une surface F', proprement plongée dans une 3—variété M ou plongée dans 0M,
est dite compressible, si soit :

— (i) Il existe un disque D plongé dans M, tel que DN F = 0D, et D n’est pas
contractile dans F'.

— (ii) F est une sphere qui borde une boule dans M.

Si F' n’est pas compressible, on dira que F' est une surface incompressible de M.
Remarquons qu’avec cette définition, tout disque proprement plongé dans M est
incompressible.

Le résultat suivant est une application directe du lemme de Dehn (lemme III.8,

[Ja]).

Lemme 1.1.1 Une surface F, plongée dans une 3—variété M, a 2 faces, distincte
de S? est incompressible si et seulement si ker(i, : m (F) — m(M)) = {1}.

Une 3—variété M est irréductible si elle ne contient pas de sphere incompres-
sible. Remarquons qu’avec cette définition, si M est irréductible, alors soit M est
homéomorphe & B3, soit M ne contient pas de sphere.

Une 3-variété irréductible M, est O-irréductible, si toutes les composantes
connexes de OM sont incompressibles.

Une 3—variété M est Haken, si elle est irréductible, et si elle contient une sur-
face proprement plongée, a 2 faces, incompressible. Remarquons que toute 3—variété
irréductible a bord non vide est Haken, en effet il suffit de considérer n’importe quel
disque proprement plongé.

Ce dernier exemple n’est pas de grand interét : un tel disque n’est intéressant que
lorsqu’il permet de décomposer non trivialement la variété. Aussi nous introduisons
la notion plus fine de surface essentielle.

Une surface F' proprement plongée dans M est parallele au bord, si il existe
un plongement ¢ de F' x I dans M, tel que ¢(F x {0}) = F, ¢(F x {1}) C OM, et
OF x I C OM.

Une surface essentielle dans la 3—variété M, est une surface proprement plon-
gée dans M, a deux faces, incompressible, qui n’est pas parallele au bord. Avec les
lemmes 6.6 et 6.7 de [He], toute variété Haken distincte de B® contient une surface
essentielle. Une 3—variété est dite atoroidale, si elle ne contient pas de tore essentiel.

En remarquant que toute surface F' simplement connexe proprement plongée
dans M, est a deux faces (avec le lemme 2.1 de [He], si i, : Hy(F\Zo) — H1(M,Zs)
a pour image {0}, alors F est a deux faces dans M), une sphere essentielle est une
sphere proprement plongée incompressible, et un disque essentiel, est un disque D
proprement plongé dans M dont le bord 0D n’est pas contractile dans oM.
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1.2 Deécomposition topologique d’une 3—variété

Considérons dans la suite, une 3—variété M (orientable). Il existe une procédure
canonique de décomposition de M le long de spheres, de disques, et de tores, essen-
tiels. Pour plus de précisions, nous renverrons le lecteur aux ouvrages de référence,
[He], [Ja], et [JS].

La premiere étape consiste a décomposer M en somme connexe,
M = Mi#My# - - - #M,

ol les My, ... ,M, sont des facteurs premiers, non homéomorphes a S* (théoréeme
de Kneser-Milnor). La décomposition est unique, et chacun des facteurs My, ... ,M,
est soit irréductible, soit homéomorphe & S x S?. Remarquons que les composantes
sphériques de M, sont en bijection avec les facteurs homéomorphes & B?, et qu’a
I’exception de ces derniers, aucun facteur ne contient de sphere dans son bord. Le
groupe fondamental 71 (M) se décompose en produit libre des groupes fondamentaux
des facteurs de la décomposition :

T (M) = my(My) * my(Ma) * - - - % w1 (M)

La deuxieme étape consiste a décomposer le long de disques essentiels, c’est a dire,
pour chacun des facteurs M;,Mo, ... M, a rendre incompressible son bord, lorsque ce
dernier est non vide. Si un des facteurs irréductibles M; a un bord non vide, compres-
sible, alors, avec le lemme de Dehn, M; contient un disque proprement plongé dont le
bord est une courbe essentielle de dM;, i.e. un disque essentiel. On décompose M; le
long de ce disque. Il est facile de vérifier que les facteurs obtenus sont irréductibles.
On répete ce procédé; a chaque étape le genre du bord diminue, et donc il finira
par s’arréter. On obtient finalement des 3-variétés d-irréductibles, M}, ... M. Les
facteurs obtenus non homéomorphes & B?, sont uniquement déterminés a isotopie
ambiante de M pres. La famille de disque, n’est, elle, pas uniquement déterminée,
méme a isotopie pres (considérer le cas d’un handlebody).

Le groupe fondamental 71 (M;) est produit libre des groupes fondamentaux des
facteurs, m (M}),...m (M), et d'un groupe libre F (ou le rang de F est égal au
nombre de disques non séparants utilisés dans cette décomposition).

7T1(Mz') = 7T1(MZ_1) % WI(MZZ) K oe .ok 7T1(qu) x F

Ainsi M s’obtient par les opérations de sommes connexes, et d’identifications le
long de disques sur des 3-variétés O-irréductibles, ou homéomorphes & S x S2.

La derniere étape consiste a décomposer les variétés obtenues le long de tores
essentiels. W.Jaco et P.Shalen (indépendemment K.Johanson), ont montré que pour
toute 3—variété O-irréductible, il existe une famille W finie de tores essentiels de
M (eventuellement vide), telle que chaque composante connexe de la variété ob-
tenue en décomposant M le long de W, est soit un fibré de Seifert (cf. chapitre
5), soit atoroidale. De plus, la famille W est uniquement déterminée a isotopie
ambiante de M pres (cf. [JS]). Nous verrons plus en détail dans le chapitre 2,
comment se décompose alors le groupe fondamental. Ainsi, en procédant a cette
décomposition sur une variété O-irréductible Haken, on obtient finalement des 3—
variétés J-irréductible qui sont soit atoroidales, soit des espaces fibrés de Seifert.
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1.3 Conjecture de géométrisation de Thurston

Nous rappelons dans cette section ce qu’est la conjecture de géométrisation de
Thurston. Pour de plus amples détails, nous renvoyons le lecteur a [Sc].

Nous appelerons géométrie 3-dimensionnelle, que nous noterons (X,Isom(X)), la
donnée d’une 3-variété lisse sans bord, X, simplement connexe, qui admet une struc-
ture riemanienne complete, homogene, et ou Isom(X) désigne le groupe d’isométrie
de X.

On dira qu’'une 3—variété M admet une structure géométrique, si son intérieur
Int(M) admet une structure riemanienne complete localement homogene. Dans ce
cas, le revetement universel M de Int(M) admet une structure riemanienne naturelle,
homogene, et (1\7 ,Isom(]\7 )) est une géométrie 3-dimensionnelle. La variété Int(M)
est isométrique au quotient de M par l'action d’un sous-groupe de Isom(]\7 ), agissant
par isométrie de facon libre et proprement discontinue sur M. On dit que la variété
M est modelée sur la géométrie (M, Isom(M)) (ou plus simplement, sur M).

W. Thurston a classifié les géométries 3-dimensionnelles intéressantes (c¢’est a dire

celles pour lesquelles il existe une 3—variété modelée dessus). Elles sont au nombre
de huit (c’est le théoreme 5.1, de [Sc]).
Théoréeme 1.3.1 (Thurston) A isométrie prés, il existe huit géométries 3-dimen-
sionnelles «intéressantes». Les 3 géométries de courbure constante S* B3 H?, les deux
géométries produits, S* x E! H? x E!, et les & géométries «fibrées non triviales» Nil,
Sol, et le revétement universel de SL(2,R).

Dans le cas d'une 3—variété fermée M, la géométrie de M est unique (théoreme
5.2, [Sc]).
Théoréme 1.3.2 Si M est une 3-variété fermée modelée sur l'une des huit géo-
métries 3-dimenstonnelles, alors la géométrie sur laquelle est modelée M est unique.
On peut classifier topologiquement les 3—variétés géométriques fermées, qui ne
sont pas modelées sur H? (théoreme 5.3, [Sc]).

Théoreme 1.3.3 Soit M une 3-variété fermée. Alors,

(i) M est modelée sur Sol, si et seulement si M est finiment revétue par un
St x Sl-fibré sur S, dont Uapplication de recollement est Anosov. Dans ce cas, M
est Haken.

(i1) M est modelée sur S*, B3, §* x E!', H? x E!, Nil, ou sur le revétement
universel de SL(2,R), si et seulement si M est un espace fibré de Seifert. Dans ce
cas, M est un S'-fibré ayant pour base une orbifold O, et si e désigne le nombre
d’Euler du fibré, et x la caractéristique d’Euler de la base Oy, alors la géométrie de
M est caractérisée par e et x, selon le tableau suivant :

x>0 x=20 x <0

e = S? x E! E3 H? x E!
e#0 S3 Nil SL(2,R)
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Une 3-variété modelée sur H?3, sera appelée 3—variété hyperbolique. Son intérieur
Int(M) est isométrique & Pespace quotient H? /T, ou I' agit par isométrie de fagon
libre et proprement discontinue sur H® (dans ce cas, I' est un sous-groupe discret
sans torsion de PSL(2,C)). On dit que M est de volume fini, si action de I" sur
H? admet un domaine fondamental de volume fini. On a une caractérisation topo-
logique partielle des 3—variété hyperboliques, dans le cas Haken. C’est le théoreme
d’hyperbolisation de Thurston.

Théoréme 1.3.4 (Thurston) Soit M une 3—variété Haken, qui n’est pas le I-fibré
non trivial & base la bouteille de Klein. Alors M est modelée sur H? si et seulement
si M est atoroidale. Dans ce dernier cas, si de plus x(M) = 0, alors M est de
volume fina.

I1 est facile de vérifier que toute 3—variété n’admet pas de structure géométrique.
Par exemple, une 3—variété géométrique est soit irréductible, soit homéomorphe a
St x S% ou & P3#P5. La conjecture de géométrisation de Thurston, affirme qu’apres
avoir décomposé topologiquement une 3—variété, les facteurs obtenus admettent une
structure géométrique.

Conjecture de géométrisation de Thurston. Les variété obtenues dans la
décomposition topologique d'une 3-variété, admettent une structure géométrique.

Il n’est pas toujours judicieux de mener a bout la procédure de décomposition
topologique. Par exemple, un S x St-fibré sur S! se décompose le long d'un tore es-
sentiel, en un facteur S'x St x I. Bien stir St x S x I admet une structure géométrique
(et méme plusieurs), mais un S x S'-fibré sur S', est aussi soit un espace fibré de
Seifert, soit modelé sur Sol, et admet donc une structure géométrique bien plus
«riche». Un cas similaire apparait pour la variété Ps#P5. Elle peut-étre décomposée
en somme connexe de P3 par lui-méme, qui admet une structure géométrique mo-
delée sur S?, ou étre munie d’une structure géométrique modelée sur S' x S%. Ces
cas font figure d’exception.

Tout espace fibré de Seifert (a bord éventuellement non vide), admet une struc-
ture géométrique (cf. [Sc]). Ainsi, avec le théoreme d’hyperbolisation de Thurston, la
conjecture de géométrisation est vérifiée par les variétés Haken. C’est certainement
I’avancée la plus significative dans ce sens, et on ne peut-étre sur que d’une chose, il
s’agit d’une conjecture tres difficile : elle implique en effet la conjecture de Poincaré,
qui depuis plus d'un siecle a su tenir téte aux assauts répétés des topologues.

Nous dirons d'une 3—variété qu’elle vérifie la conjecture de géométrisation
de Thurston, lorsque les facteurs obtenus dans sa décomposition topologique, ad-
mettent une structure géométrique. Nous disposons du théoreme de classification
suivant.

Proposition 1.3.1 Une S-variété irréductible M, vérifiant ’hypothese de géomé-
trisation de Thurston, est soit Haken, soit fermée, et munie d’une fibration de Sei-
fert, ou d’une structure hyperbolique de volume fini.
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1.4 Les problemes de Dehn

Max Dehn fut le premier a formuler, en 1910, des problemes, qui outre le fait
d’avoir pris son nom, on acquis entretemps une place fondamentale en théorie com-
binatoire des groupes (cf. [Del], [De2]).

Considérons un groupe G, et une présentation finie < X | R > de G. Un élément
w de G sera donné par un mot sur les générateurs.

Probléeme du mot Existe-t-il un algorithme, permettant de déterminer pour tout
mot w sur X UX ! siw=1dans G ?

Probléeme de la conjugaison Existe-t-il un algorithme permettant de décider
pour tout couple de mots w,w’ sur X U X!, si w ~ ' dans G ?

Probléme de ’isomorphisme Existe-t-il un algorithme permettant, donnés deux
groupes (GG1,G5 par des présentations finies G; =< X7 | Ry >, et Gy =< Xs | Ry >,
de décider si GG; et G5 sont isomorphes 7

Le dernier probleme, le probleme de l'isomorphisme, a un statut différent des
deux autres (il porte sur des présentations, et non sur des mots), et n’entre pas dans
le cadre de notre travail. Nous ne le citons qu’a titre indicatif.

Notons P une propriété algébrique, portant sur des p-uplets de GG. Un probleme
de décision pour la présentation finie < X | R >, est dans un sens heuristique,
le probleme consistant a déterminer un algorithme, qui décide pour tout p-uplet
(w1,wa, . .. ,wy,) de mots sur les générateurs, si P(wy,ws, ... ,w,) dans G. Ces notions
ont un statut mathématique, ou plus précisemment, par le biais de la these de
Church, la notion d’algorithme se conceptualise en théorie de la récursivité (ou
calculabilité) (cf. [Da]). Nous continuerons cependant a considérer des algorithmes
dans leur sens commun, «comme des recettes de cuisine».

Les problemes du mot et de la conjugaison sont des exemples de probleme de
décision. Un algorithme qui résoutud un probleme de décision, est appelé une so-
lution a ce probleme de décision. Un probleme de décision est dit résoluble, s’il en
existe une solution, et insoluble, dans le cas contraire.

Une solution au probleme du mot pourra aussi étre appelée algorithme du mot, et
une solution au probleme de la conjugaison, algorithme de conjugaison. Remarquons
qu’une solution au probleme de la conjugaison fournit une solution au probleme du
mot, puisque u = v dans G si et seulement si uv™! ~ 1 dans G.

Citons aussi le probleme du mot généralisé.

Probleme du mot généralisé Si wi,... ,w, est une famille finie de mots sur
X U X! existe-t-il un algorithme permettant de décider pour tout mot w sur
XuXtsive<wy,... w,>CG?

Une solution a un probleme de décision, dépend clairement d’une présentation.
Il est immeédiat de vérifier que 'existence d’une solution, elle, n’en dépend pas.

Proposition 1.4.1 Si G muni de la présentation fini < X | R >, admet une
solution a un probléme de décision (par exemple le probleme du mot, de la conju-
gaison, ou du mot généralisé), alors G admet aussi une solution pour toute autre
présentation finie.
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En particulier, on parlera de ces problemes pour le groupe finiment présenté G et
non plus pour une présentation de G. De plus si < X; | Ry > et < Xy | Ry >
sont deux présentations finis d'un groupe G, et si I'on dispose d'une solution a un
probleme de décision dans G pour la présentation < X; | Ry >, on peut en déduire
une solution au méme probleme de décision pour la présentation < X, | Ry >, des
lors que I'on sait exprimer les éléments représentés dans G par les éléments de X,
comme des mots sur X; U X; .

On dit qu’un groupe finiment présenté a un probleme du mot résoluble si il existe
une solution au probléme du mot. Sinon on dira que GG a un probleme du mot in-
soluble. De la méme facon on parlera de probleme de la conjugaison résoluble ou
insoluble pour G. En 1955, Novikov (indépendemment Boone) démontre I'impossi-
bilité de I'existence d’'une solution a ces problemes dans le cas général (cf. [No]):

Théoréme 1.4.1 (Novikov) [l existe un groupe finiment présenté ayant un proble-
me du mot (et donc de la conjugaison), insoluble.

De nombreux autres résultats d’insolubilité sont venus étayer cette perspective
pessimiste. Citons en particulier

Théoreme 1.4.2 [] existe un groupe finiment présenté ayant un probleme du mot
résoluble et un probleme de la conjugaison insoluble.

Voir [Mil], [Mi2], pour une généralisation de ce résultat, avec la notion de degré
d’insolubilité, ainsi que pour de nombreux autres résultats d’insolubilité.

La résolution de tels algorithmes étant centrale en théorie combinatoire des
groupe, la démarche a alors consisté a chercher des classes de groupe, les plus larges
possibles, admettant une solution au probleme du mot et au probleme de la conju-
gaison. Les plus belles réussites en ces domaines sont certainement la théorie des
groupes hyperboliques de M.Gromov ([Gr]), et la théorie des groupes automatiques
de D.Epstein, et al. ((CEHLPT]).

Les problemes de Dehn sont essentiellement nés de 1’étude des variétés topolo-
giques par leur groupe fondamental. En effet, si M est un espace topologique connexe
par arc, un lacet de M représente un élément trivial de (M) ssi il est contractile,
deux lacets représentent des éléments conjugués ssi ils sont librement homotopes, et
un lacet représente un élément du sous-groupe H de G, ssi il se releve en un lacet
dans le revetement de M associé¢ a H. Il est donc naturel de se demander quel est
le statut de ces problemes dans le groupe fondamental d’une variété.

M. Dehn a commencé par résoudre les algorithmes du mot et de la conjugai-
son, dans le groupe d’une surface fermée. Remarquons qu’il a employé pour cela
des méthodes qui constituent les fondements d’une part significative de la théorie
géométrique des groupes (groupes hyperboliques selon Gromov, groupes C AT'(0)).
Théoréme 1.4.3 (Dehn) Les groupes de surface ont un probléme du mot et un
probleme de la conjugaison résoluble.

Les groupes de surface ont une structure tres particuliere. A 'opposé, pour tout
groupe finiment présenté G, et pour tout entier n > 4, dans les catégories TOP,
PL, et DIFF, il existe une procédure canonique qui permet de construire une variété
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de dimension n (connexe) fermée, ayant pour groupe fondamental G (cf. [BHP]).
On obtient alors immédiatement le résultat suivant, que 'on peut bien sur, affi-
ner a volonté. Remarquons que c’est aussi pour cette raison que le probleme de
’lhoméomorphisme est insoluble pour n > 4 (cf. §9.4 de [JS)]).

Théoreme 1.4.4 Pour tout n > 4, dans les catégories PL, TOP, DIFF, il existe
une variété de dimension n, fermée, ayant des problemes du mot et de la conjugaison
insolubles.

Quant aux 3—variétés, la question reste ouverte. Tout groupe de 3—variété (com-
pacte) est finiment présenté, mais tout groupe finiment présenté n’est pas le groupe
d’une 3—variété. Par exemple, les groupes abéliens de rang au moins 4, ou les groupes
de Baumslag-Solitar < a,b | b* = b* > avec p # +1, ne sont pas des groupes de
3—variétés (cf. [He], [JS]). On connait cependant beaucoup de groupes de 3—variété.
La classe des groupes de 3—variétés contient clairement la classe des groupes de sur-
face (Si F' est une surface, considérer un I-fibré a base cette surface, non trivial
seulement lorsque F' est non orientable), elle est aussi considérablement plus large.

En I’absence de théoreme de classification des 3—variétés, on se placera toujours
dans des sous-classes mieux appréhendées, i.e. la classe des 3—variétés Haken, ou la
classe des 3—variétés vérifiant la conjecture de Thurston.

Le probleme du mot a été résolu dans la plupart des cas.

Théoréme 1.4.5 (Waldhausen) Le probléme du mot est résoluble dans la classe
des groupes de 3—variétés Haken.

Citons aussi,

Théoréme 1.4.6 (Epstein, Thurston) Soit M une 3—variété vérifiant [’hypothe-
se de géométrisation de Thurston, et w (M) son groupe fondamental. Alors m (M)
admet une structure automatique, si et seulement si aucun des facteurs obtenus dans
la décomposition topologique de M, n’est fermé, et modelé sur Sol ou sur Nil.

Si la variété M est modelée sur Sol, alors M est Haken, et donc 7 (M) admet une
solution au probleme du mot. Si M est modelée sur Nil, alors 7 (M) est virtuellement
nilpotent (cf. théoreme 4.7.12 [Th3]). Or, un groupe nilpotent admet un probleme
du mot résoluble (cf. [Mi2]), et la propriété d’avoir un probleme du mot résoluble est
stable par extension finie (proposition 1.5.1). Ainsi, le probleme du mot est résoluble
dans le groupe d’une 3—variété vérifiant I’hypothese de Thurston, et toujours avec la
proposition 1.5.1, on peut généraliser ce résultat, au cas d’'une variété de dimension
3, compacte, connexe (non nécessairement orientable). Une telle variété qui est non
orientable, sera dite vérifier la conjecture de géométrisation de Thurston, si son
revétement double la vérifie.

Corollaire 1.4.1 Si M est une variété de dimension 3, connexe, compacte (non
nécessairement orientable) vérifiant I’hypotheése de Thurston, son groupe fondamen-
tal a un probleme du mot résoluble.
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Le probleme de la conjugaison quant a lui reste ouvert, méme dans la classe des
3—variétés vérifiant ’hypothese de Thurston (rappelons qu’une structure automa-
tique fournit une solution au probléeme du mot, mais pas au probleme de la conju-
gaison, ou tout du moins personne n’a jamais démontré le contraire). La théorie
des groupes biautomatique donne une solution dans le cas hyperbolique (théoreme
11.4.1, [CEHLPT]), et Z.Sela a donné une solution dans le cas des groupes de Noeud

([Sel]).

Théoréme 1.4.7 (Epstein,Thurston) Le groupe fondamental d’une 3-variété
hyperbolique, admet une structure biautomatique.

Théoréme 1.4.8 (Sela) Le probléeme de la conjugaison est résoluble dans le groupe
d’un noeud.

Le résultat essentiel de notre travail est le suivant :

Théoreme principal Le probleme de la conjugaison est résoluble dans le groupe
d’une 3—variété vérifiant Uhypothese de Thurston.

Pour établir ce résultat, nous montrerons indépendamment, les 3 résultats sui-
vants (une justification sera établie dans la prochaine section).

Théoréme 5.5.1 Soit M un espace fibré de Seifert (orientable). Son groupe m (M)
a un probleme de la conjugaision résoluble.

Théoréme 7.1.2 Soit M une 3—variété modelée sur Sol. Son groupe w1 (M) a un
probleme de la conjugaison résoluble.

Théoréme 7.2.1 Soit M une 3-variété fermée Haken, qui n’est pas un S' x S*-
fibré sur S*. Alors son groupe m (M) a un probléme de la conjugaison résoluble.

La démonstration du théoreme 5.5.1 sera l'objet de la section 5.5, et celle du
théoreme 7.1.2, I'objet de la section 7.1. Tout le reste de notre travail, est dévoué a
la démonstration du théoreme 7.2.1, c’est a dire au cas Haken non fibré en tores sur
le cercle. Nous emploierons pour cela, la stratégie utilisée par Sela dans le cas d'un
noeud. Plus précisemment, considérant la décomposition JSJ de la variété fermée
M, nous réduirons le probleme de la conjugaison dans (M) a des problemes de
décision dans les groupes des pieces obtenues apres décomposition, c’est a dire a des
groupes fondamentaux de variétés, admettant soit une fibration de Seifert, soit une
structure hyperbolique de volume fini.
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1.5 Reéduction du probleme de la conjugaison

L’objet de cette section est de réduire le probleme de la conjugaison dans le

groupe d’'une 3—variété vérifiant la conjecture de Thurston, au cas de classes plus
restrictives de 3—variétés. Le premier point important, est le résultat suivant (cf,
[Mi2]):
Proposition 1.5.1 Les problemes du mot et de la conjugaison sont stables par pro-
duit libre, i.e. st G,G1,G sont des groupes finiment présentés, et G = G Go, alors
G a un probléme du mot (respectivement de la conjugaison) résoluble si et seulement
si G et Gy ont des problémes du mot (de la conjugaison) résoluble.

Le probleme du mot est stable par extension finie, i.e. si H est un sous-groupe
dindice fint de G, alors H a un probleme du mot résoluble si et seulement si G a
un probleme du mot résoluble.

Remarque: Le probleme de la conjugaison quand a lui n’est pas stable par ex-
tension finie. Plus précisemment il existe un groupe G ayant un probleme de la
conjugaison résoluble, contenant un sous-groupe H d’indice 2 ayant un tel probleme
insoluble, et il existe un groupe H ayant un probleme de la conjugaison résoluble,
et une extension d’indice 2, G de H ayant un tel probleme insoluble (cf. [Mi2]).

Corollaire 1.5.1 Le probleme de la conjugaison dans le groupe d’une 3-variété
vérifiant Uhypothese de Thurston, se réduit aux problemes de la conjugaison dans
les classes des groupes de 3—variétés O-irréductibles, qui sont soit Haken, soit des
fibrés de Seifert, soit modelés sur Sol.

Démonstration Avec la proposition 1.5.1 et la décomposition des 3—variétés on
peut supposer que M est irréductible, et O-irréductible. Alors soit M est Haken,
soit non. Si M n’est pas Haken, alors soit M est hyperbolique fermée, et alors
son groupe, Gromov-hyperbolique, a un probleme de la conjugaison résoluble (cf.

§4.2), soit M est un fibré de Seifert. (Si M est modelé sur Sol, alors M est Haken). B

Quant au deuxieme point important, c’est le fait que si 2G' désigne le double
d’un groupe, et si u,v € GG, alors u ~ v dans G si et seulement si u ~ v dans 2G. Ce
point sera démontré dans le chapite 3, section 3.2.4, ol nous aurons mis en place,
les notions adéquates. Ainsi, en doublant la variété le long de ses composantes au
bord, on peut encore ramener le cas Haken, au cas Haken fermé.

Proposition 1.5.2 Le probleme de la conjugaison dans le groupe d’une variété Ha-
ken O-irréductible, se réduit au probléme de la conjugaison dans le groupe d’une
variété Haken fermée.

Démonstration Soit M une 3—variété Haken 0-irréductible ayant un bord non vide.
On double M le long de ses composantes au bord. On obtient une variété Haken
fermée dont le groupe fondamental est le double 27, (M) de w1 (M). Si 27 (M) a un
probleme de la conjugaison résoluble, c¢’est aussi le cas pour 71 (M), puisque avec la
proposition 3.2.3, une solution dans 27 (M) fournit une solution dans 7;(M). H
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Nous aurons besoin dans le cas Haken fermé de distinguer le cas d’un S* x St-fibré
sur St des autres cas. Nous discuterons plus en détail de ce point dans le chapitre

7.



Chapitre 2

Le groupe d’une variété Haken
fermée

Dans la premiere section de ce chapitre, nous énoncons le théoreme de décomposi-
tion Jaco-Shalen-Johannson d’une 3-variété Haken fermée, et nous définissons le
vocabulaire associé. Nous remarquons les résultats — qui nous serons utiles dans les
chapitres 6 et 7— sur les propriétés d'une décomposition JSJ minimale (propositions
2.1.1 et 2.1.2).

Dans la deuxieme section, nous définissons la notion de graphe de groupe, et
remarquons comment le groupe d’'une variété Haken, se décompose en groupe fon-
damental d'un graphe de groupe, associé a la décomposition JSJ de la variété.

2.1 Décomposition JSJ d’une variété Haken

2.1.1 Théoréme Jaco-Shalen-Johannson

Soit W une surface compacte, a deux faces, proprement plongée dans une 3-
variété M. On notera ow (M) la 3-variété obtenue en décomposant M le long de
W . Plus précisément, si 771,75, ... ,7, sont les composantes connexes de W, on peut
trouver des voisinages réguliers des composantes, V(77),... ,V(7,), deux a deux
disjoints, et oy (M) est défini par:

ow (M) =M — U int(V(7;))

La 3—variété oy (M) est en général non connexe. Si W # @, toutes les compo-
santes connexes de oy (M) sont a bord non vide. Nous pouvons, deés lors énoncer le
théoreme de décomposition des variétés Haken fermées (cf. [JS] corollaire V.5.1.):

Théoréme 2.1.1 (Jaco-Shalen-Johannson) Soit M une 3-variété Haken fer-
mée. Il existe une surface W proprement plongée dans M, incompressible, a deux
faces, unique a isotopie ambiante de M pres, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Les composantes connexes de W sont des tores.

30
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(ii) Chaque composante connexe de oy (M) est un fibré de Seifert, ou atoroidale.

(iii) W est minimale par rapport a l'inclusion, dans la classe des surfaces vérifiant
les propriétés précédentes.

Remarque 1 : Le théoreme reste vrai si M est une 3—variété Haken, 0-irréductible
de caractéristique d’Euler x = 0 (ou de fagon équivalente a bord torique ou vide).
Si M contient dans son bord une surface de genre > 1, le résultat se généralise en
décomposant M le long d’anneaux et de tores essentiels. Les composantes connexes
de ow (M) sont alors des fibrés de Seifert, des I-fibrés localement triviaux, ou bien
vérifient une condition topologique plus forte que la notion d’atoroidal (la difficulté
provient du cas ou le bord d’une telle composante contient une surface de genre
> 1).

Remarque 2: Si I'on décompose une 3—variété M irréductible le long de surfaces
incompressibles, les variétés obtenues sont encore irréductibles. Dans le cas ou la
décomposition s’effectue le long de tores, si M est O-irréductible, les variétés ob-
tenues le sont aussi. De plus, si W # @, elles sont a bord non vide, ainsi, les
composantes connexes de oy (M) sont Haken.

Remarque 3 : Avec le théoreme d’hyperbolisation de Thurston (cf. §1.3), les compo-
santes connexes de oy (M) admettent soit une fibration de Seifert, soit une structure
hyperbolique de volume fini.

2.1.2 Décomposition d’une 3—variété en pieces élémentaires

Dans tout ce paragraphe, on note M une 3-variété Haken de caratéristique d’Eu-
ler x(M) = 0.

T

ow (M) M
Fi1G. 2.1 — Décomposition de M le long de W = T, UTs.

On appelle décomposition JSJ de M, une surface W incompressible, a deux
faces, proprement plongée dans M, vérifiant les conditions (i) et (ii), du théoreme
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2.1.1. On appelle décomposition minimale de M, une surface W vérifiant les
hypotheses (et les conclusions) du théoreme 2.1.1. Bien str, une décomposition de
M (resp. minimale) existe toujours. Nous verrons dans le prochain paragraphe, des
exemples de décomposition non minimale. On dira que la décomposition est triviale
silW =g.

Considérons une décomposition W de M. Il existe une application canonique,

Papplication d’identification, r : oy (M) — M, qui est telle que r~ (W)
consiste en deux copies homéomorphes de W dans OM, et que r restreinte & r~ (M —
W) soit un homéomorphisme.

Notons 71, ... .,7;, ... , 7} les composantes connexes de W (en nombre fini, puis-
que W est compacte). Ce sont des tores, proprement plongés dans M. Puisque pour
tout 4, 7; est & deux faces dans M, r~!(7;) consiste en deux copies homéomorphes
de 7;, dans doy (M). On les note arbitrairement 7;~, et 7;".

Les restrictions de r & 7, et 7;* sont des homéomorphismes sur 7;. Cela permet
de définir 'homéomorphisme f; : 7,7 — 7.7, qui fait commuter le diagramme
sulvant :

fi

—_—

Id
—_

_l’_
7;

y' -
7;
Ainsi, pour i = 1,... ,k, on dispose d’'un homéomorphisme naturel f; de 7,~ a 7,".
On appelera f;, ’homéomorphisme associé a 7;, et de facon moins précise, un tel f;,
un homéomorphisme associé a la décomposition.

On note M, ... ,M,, les composantes connexes (en nombre fini, par compa-

cité de M et de W), de o (M). On les appelle les pieces élémentaires de la
décomposition. Ainsi,

T;

M%( U MZ) S s fp

i=1...p

2.1.3 Minimalité de la décomposition

Soient 7; et 75 deux tores, et f; : St x St — T, fo : St x S — T; des
homéomorphismes. On considere S' x S' x I, et les homéomorphismes f; : S x
St x {—1} — Ty et fo : St x St x {1} — Ty, définis par fi(z, — 1) = fi(z) et
fo(z,1) = fo(x), pour tout x € St x S*.

Soit M une 3-variété orientable, et 771,75, deux composantes toriques dans 0M.
Il est aisé de décrire les homéomorphismes suivant :

MUS'xS'xI =M

et
1 1 _
MUS"'xS' XTI f7=M ;0o
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De meéme, si M,M’ sont deux variétés orientables, et 7 C OM, 75 C OM’ sont
deux composantes toriques,

1 1 / o~ /
MUS" x5 xTUM f7=MUM ;-

Ainsi considérons, une 3—variété M Haken, et une décomposition le long de
W. Supposons que S! x S! x I soit une piece élémentaire apparaissant dans la
décomposition. Si la décomposition est non triviale, alors avec tout ce qui précede,
soit on peut trouver une décomposition W’ C W, soit St x S x I est I'unique piece
apparaissant dans la décomposition. On résume ce fait dans la proposition suivante :

Proposition 2.1.1 Soit M une variété Haken fermée et W une décomposition mi-

nimale. Si S' x S x I est une picce élémentaire de la décomposition, alors M est
un St x St fibré sur S*.

Soit M un fibré de Seifert, et 77, 75 deux composantes toriques de M. On
considere un homéomorphisme f : 7, — 7, et la variété M ; obtenue en recollant
M par f.

Si M est muni d’une fibration, 77 et 75 sont fibrés (trivialement) par des fibres
régulieres. Si 'image par f d’une fibre réguliere ¢ € 77 est homotope dans 75 a une
fibre réguliere de 7y, alors la fibration de M s’étend en une fibration de M ;.

Si M et M’ sont deux fibrés de Seifert, 7;,7; deux tores, 7y C OM, T, C OM’, et
f 71 — 75 un homéomorphisme. On considere la variété M U M’ ;.

Si M et M’ sont munis de fibrations, si ¢ est une fibre réguliere de 77, et f(c)
est homotope dans 75 a une fibre réguliere de ms, alors les fibrations de M et M’
s’étendent en une fibration de M U M’ - On a ainsi, clairement :

Proposition 2.1.2 Soit M une 3—variété Haken fermée, et W une décomposition
minimale de M. Soient My,My deux pieces élémentaires de la décomposition (éven-
tuellement My = M, ), qui soient des fibrés de Seifert. Soient 11,75 des composantes
toriques respectives de OMq,0M,, distinctes, et f : Ty — Ty un homéomorphisme
associé a la décomposition.

Alors si ¢y et co sont des fibres réguliéres de 11,75, f(c1) et co ne sont pas homo-
topes dans 7.

Si W est une décomposition minimale de la 3—variété M, et si r désigne ’appli-
cation d’identification, et M;,M,, ... M, les picces ¢élémentaire de la décomposition,
la sous-variété de Seifert de M, est la sous-variété de M, dont les composantes
connexes sont les images par r, de Int(M;), pour tout piece M; admettant une fibra-
tion de Seifert.
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2.2 Groupe fondamental d’une variété Haken

2.2.1 Produits amalgamés et extensions HNN

Nous rappelons les définitions et les propriétés fondamentales d’un produit amal-
gamé, et d’une extension HNN. Nous ne ferons qu’énoncer les résultats sans en four-
nir de preuve, le lecteur pouvant se référer aux ouvrages [MKS], [LS], [Ro], (etc...).

Produits amalgamés. Soient A et B des groupes donnés par les présentations
respectives < S | R > et < S’ | R’ >. Soient C4 un sous-groupe de A, C'z un sous-
groupe de B, et ¢ : C4 — Cg un isomorphisme. On appelle produit amalgamé
de A et B le long de ¢, le groupe que 'on note A *4 B, donné par la présentation :

AxyB < SUS | RUR U{¢(c) =c Vee Cy}>

Si les présentations de A et B sont finies, et si C4 est de type fini, A *, B est
de présentation finie. En fait si ¢y, ... ,c, est une famille génératrice de C'4, on a la
présentation finie:

AxyB 2<SUS |RUR' U{¢(¢;) =¢; i=1,... n}>

On considere 'application d’inclusion de S dans SUS’. Elle s’étend naturellement
en un unique homomorphisme du groupe libre F'(S), dans le groupe libre F/(SU.S"),
qui passe au quotient pour donner un homomorphisme de A dans A *4 B. De la
meéme fagon on définit un homomorphisme naturel de B dans A *, B, qui étend
I'inclusion de S’ dans S U S’.

Proposition 2.2.1 Les homomorphismes naturels de A et de B dans A x4 B, sont
injectifs.

On les appelera les plongements naturels, et on les notera:

in:A— Ax, B
ZBB—>A>I<¢B

L’image de A est appelée premier facteur, celle de B deuxieme facteur. On ne dis-
tinguera pas en général A et B de leur image i4(A) ou ig(B) par ces plongements.
Ainsi A et B seront considérés comme des sous-groupes de A *, B. De plus, les
sous-groupes i4(Cya) et ip(Cp) de A %4 B, sont confondus, en un sous-groupe que
I’on note C'; en fait :

C = iA(CA) = iB(CB) = ZA(A> N ZB(B)

Nous pourrons dire, de facon quelque peu imprécise, que A *4 B est un amalgame
de A et B, le long du sous-groupe C, et le noter A *. B.

Si g est un élément de A *4 B, une forme normale pour g, est une suite finie
(91,92, - - - ,gn) d’éléments de A x, B, vérifiant les conditions :
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-Vi=1,... n,g; € A—C,oug; e B-C.
~-Vi=1,... n—1,si g; € A, alors g;,1 € B.
—g=0192- - gn dans A x4 B.

Puisque A %, B a pour famille génératrice S U S’, oul S engendre A, S” engendre B
et que AN B = C dans A x4 B, alors clairement, tout élément admet une forme
normale. Dans un certain sens, cette forme normale est unique. C’est le théoreme
fondamental des produits libres amalgamés.

Théoreme 2.2.1 (forme normale) Considérons un élément g de A x4 B, ainsi
que (g1,92, - - - ,gn) €t (91,95, - - - ,g.,) deux formes normales de g. Alorsm =n, Vi =
1,....,n, g et g sont dans un méme facteur, et g;'q, € C.

L’entier n sera appelé longueur de I’élément g, et noté |g|. En particulier |g| = 1
ssi g est dans un des facteurs.

Nous utiliserons plutot la formulation suivante. Si (g1,92, ... ,9,) est une forme
normale pour g, ou les g; sont des mots sur S ou sur S’, alors le mot ¢19s- -+ gn
représente g dans A *4 B, et pourra étre dénommé d’écriture sous forme réduite
(ou par abus de langage, d’écriture sous forme normale) de I’élément g, pour la
décomposition de A *4 B en amalgame de A et B le long de ¢.

Nous avons une motivation topologique a I'introduction d’un produit amalgamé,
donnée par un cas particulier d’application du théoreme de Van-Kampen. Soient
M;,Ms,N1,Ny des espaces connexes par arc, non vides, avec Ny C My, No C Mo,
tels que N7 et Ny soient des ouverts homéomorphes, et que si i1 : Ny — M;
et 19 : Ny — My désignent les inclusions, alors les homomorphismes induits sur
les groupes fondamentaux iy, : m(Ny) — m(My) et ige : m(No) — w1 (M)
sont des monomorphismes. Soit f : Ny — N, un homéomorphisme. Alors I'espace
topologique (M; U M) f est connexe par arc, et son groupe fondamental est iso-
morphe au produit amalgamé de 71 (M), et de 71 (M) le long de I'isomorphisme

fe Dt (m(N1)) — dgi(m1(N2)).

My UMy ) = m(My) *y, m(Mo)

Extensions HNN. Soit A un groupe, C_; et C'y; des sous-groupes de A, et ¢ :
C_1 — (41 un isomorphisme. Si A admet pour présentation < S | R >, on
appelle extension HNN de A, relativement a ¢, le groupe que 'on notera Ax, de
présentation,

Axy 2 < SU{t} | RU{c=to(c)t™" VeeC 1} >

Si le sous-groupe C_; admet une famille génératrice finie, ¢y, . .. ,c,, alors Ax, admet
la présentation finie,

Axy 2 < SU{t} | RU{ci=to(c)t™ Vi=1,... n}>
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On considere 'application identité de S dans S. Elle s’étend de fagon unique en
un homomorphisme de F(S) dans F(S U {t}), qui passe au quotient pour donner
un homomorphisme naturel de A dans Ax.

Proposition 2.2.2 L’homorphisme naturel de A dans Ax, est un plongement.

On note 14 : A — Ax, le plongement naturel. Nous confondrons A et son image
ia(A) par iy, ainsi nous verrons A comme un sous-groupe de Asx.
Etant donné un élément v € Ax,, une forme normale pour g, est une suite

finie d’éléments de Ax,, de la forme (g1,t°%,g2,t%2, ... ,t°",gny1), Vérifiant:
~-Vi=1,... n+1, g€ A,etVi=1,... n, g = +1.
~Vi=1,... n—1,siey = —¢;, alors gi1 € C,.

— g = g1ttt gt - - -t gpq1 dans Axg.

Une forme réduite (ou par abus de langage: forme normale) pour g est un mot
sur S U {t}, de la forme g1t ¢ot*2---t*"g, 11, ou les g; sont des mots sur S, et
(91,151 ,92,%2, . .. t°" ,g,11) est une forme normale pour g.

Un mot de la forme t°ct™¢, ou ¢ = %1, et ¢ € C., est appelé un pinch. Si un
mot contient un tel pinch, 'opération consistant a remplacer ce sous-mot par le mot
¢~ °(c), ne change pas I'élément de Axy représenté. Ainsi, clairement tout élément
admet une forme normale.

Le théoreme suivant est le résultat fondamental pour les extensions HNN, qui
garantit 'unicité d’une forme normale. Il est connu sous le nom de lemme de Britton.

Théoréme 2.2.2 (Lemme de Britton) L’élément 1 € Axy, admet pour unique
forme normale, la suite (1) .

On peut alors facilement établir, que si g admet pour formes normales a la
fois, (g1,671,92,%, ... 5. Gn11) €t (g1,tH,g5,t#2, ... tF™ gl ), alors nécessairement,
n=m,Vi=1,... . n,& = u; et gi_lgl e (C_, et gnﬂggﬂ_l € C,,. En particulier
I'entier n est unique, et on appelle longueur de g, notée |g|, 'entier défini par
gl =n+ 1. Ainsi, |[g| =1 < g € A.

Comme précédemment, nous avons une motivation topologique a l'introduction
des extensions HNN, via une adaptation du théoreme de Van-Kampen. Soit M un
espace connexe par arc, et N,No deux ouverts connexes par arc, disjoints dans M,
et homéomorphes. Soit f : Ny — Ny un homéomorphisme. Si iy et iy désignent
les inclusions respectives de Nj et Ny dans M, et si iy, @ m(Ny) — m (M) et
ig« @ M (Ng) — m (M) sont des monomorphismes, alors w1 (M ) est isomorphe a
'extension HNN de 7, (M), le long de f, : i1.(m1(N1)) — 0. (m1(N2)).

(M p) = m(M)xy,
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2.2.2 Graphe de groupe

Un graphe fini X est la donnée de deux ensembles finis Ay et Sx, d'une
involution j: Ax — Ay, vérifiant Ya € Ay, j(a) # a; et de deux applications
o, : Ax — Sx, vérifiant Va € Ax,e(a) = o0o0j(a).

Les éléments de Ay seront appelés des arétes, et les éléments de Sy, des som-
mets. On notera —a = j(a), et les arétes a et —a seront dites opposées.

Une orientation de X, est un sous-ensemble A% de Ay, contenant, pour tout
a € Ax, exactement un élément de 'ensemble {a, — a}. Un graphe muni d’'une
orientation sera dit orienté.

Un chemin de X est une suite finie d’arétes, ¢ = (aq,...,a,), vérifiant
Vi=1,...,p—1,e(a;) = o(a;y1). Les sommets o(ay) et e(a,), sont appelés respecti-
vement origine et extrémité du chemin c. Le chemin est dit fermé si o(a;) = e(a,).
Il est dit réduit, siVi=1,... p—1, a; # —a;1.

Un graphe X est dit connexe, si pour tout couple de sommets, s1,5o, il existe
un chemin de X ayant pour origine sy, et pour extrémité ss.

Un graphe est un arbre, si pour tout couple de sommets s1,55, il existe un
unique chemin réduit d’origine s; et d’extrémité so. C’est un fait bien connu, que
tout graphe fini X contient un arbre maximal, i.e. un sous-graphe qui est un arbre,
et qui a méme sommets que X. Il n’est en général pas unique.

Un graphe de groupe (G,X) est la donnée d’'un graphe fini connexe, orienté,
et d’'une famille G, consistant en:
Un ensemble GAx = {G,,a € A%} de groupes, appelés groupes d’aréte.

Un ensemble GSx = {Gs,s € Sx} de groupes, appelés groupes de sommet.
Pour tout a € A}, les monomorphismes

Qba : Ga - Go(a)
¢—a : Ga - Ge(a)

Un lacet dans (G,X) est une suite de la forme (go,a1,91,... ,Gn,9n), OU
(a1,a2,... ,an) est un chemin fermé de X, et Vk = 1,... n, gr-1 € Goay), €t
Gn € Ge(a,)- On dit qu’il a pour origine o(ay).

Il existe une relation d’équivalence = pour les lacets de (G,X), engendrée par les
relations:

Va € AX;\V/h S Ga,Vg € Go(a) (gaa7¢—a(h)7 - a7¢a(h)_1) - (g)

et
Va € AxNg,9' € Gowy, (9,01, —a,g") = (g9')

Si s est un sommet de X, ’ensemble des lacets d’origine sy, admet une opération,
appelée opération de concaténation :

(gO;ala s aapagp)-(gp+17ap+17 e anngn+1) = (gO;ala o 5 QpGpGp+1,Ap41, - - - an;gm—l)
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Cette opération se quotiente par la relation = en une opération sur 'ensemble des
classes d’équivalence de lacets basés en sy, qui admet des lors une structure de
groupe. On I'appele le groupe fondamental de (G,X), basé en sy, et on le note
71(G,X,s0). Si tous les groupes de sommets (et donc les groupes d’arétes) sont tri-
viaux, on retrouve le groupe fondamental de X basé en sg.

Le théoreme qui suit est un résultat fondamental pour les graphes de groupe, du
point de vue de la théorie combinatoire des groupes. C’est le seul résultat sur les
graphes de groupe que nous emploierons pour mener a bien notre étude, délaissant
pour ce propos le concept de groupe agissant sans inversion sur un arbre. (cf. [Ser],

[DDJ).

Théoréme 2.2.3 Soient (G,X) un graphe de groupe, sy un sommet de X, et T un
arbre mazimal de X .

Alors m(G,X,s0) est le groupe obtenu a partir du produit libre (xses, Gs) % F, ot
F' est le groupe libre engendré par {t,;a € Ax}, en ajoutant les relations :

¢a(h) =tad_o(R)t,;'  Va€ AL Vh€EG,
t_q = t;l Va € Ax
t, =1 Va € Ax N Ar

Remarque 1: Ainsi m(G,X,s9) ne dépend pas du choix du point de base s5. On
parlera du groupe fondamental de (G,X) que I'on notera 7 (G,X).

Remarque 2: Un graphe de groupe (G,X), muni d’un arbre maximal T de X,
est appelé un graphe décomposé. On pourra le noter (G,X,T'). Donné un arbre
maximal 7" de X, un élément de Ap sera appelé aréte T-séparante, et un élément
de Ax — Ar, aréte non T-séparante.

Remarque 3: Si X = T est un arbre, m(G,X) est 'amalgame des groupes de
sommets Gy,s € St, le long des isomorphismes ¢_, o ¢, ! définis pour tout a € Af.
Ainsi pour tout s € Sr, on a le morphisme injectif

Ds - Gs — 77-1(garf)

Si X n’est pas un arbre, m(G,X) est 'extension HNN de 71(G,T), le long des
isomorphismes pe(q) © P—q © ¢t o p;(z) pour toute aréte a non T-séparante (i.e. a €
AL N (Ax — Ar)). Ainsi on a le morphisme injectif

IT : 7T1(Q,T) — Wl(g;X)

On a donc, pour tout sommet s € Sy = Sy, un plongement naturel II; = II o p;
de G4 dans m(G,X). Ces plongements ne dépendent que de la donnée d’'un arbre
maximal 7" de X. Lorsque T sera fixé (ce qui sera toujours le cas), on commettra
'abus de langage de confondre I1,(Gy) avec G4. Ainsi on pourra voir G4 comme un
sous-groupe de 71(G,X). Un tel sous-groupe de m(G,X) sera appelé sous-groupe
de sommet.
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Pour toute aréte a T-séparante (i.e a € A}), d'origine s; et d’extrémité so, les
applications de G, dans m(G,X), Il o ¢, et Ily, o ¢_, sont égales. On confondra
G et I, 0 9o (Gy) =1, 0 0_o(G,) C Gg, NGy, C m(G,X).

Soit a € Ax une aréte, d’origine s; et d’extrémité s,, on notera

G, =1l 0 ¢a(Ga)
G =TI, 0¢_o(G,)

et @,, I'isomorphisme de G, dans G, défini par
¢a(h) =1, 0¢_q0¢, oIl '(h) pourtout h € G,

Si a est T-séparante, les applications I, o ¢, et Il;, o ¢_, sont identiques, ainsi
G, = GI = G, et ¢, = p_, est l'identité. Si a est non T-séparante, en général
G, # G, et dans m(G,X), on a la relation

VheG,, h=typ.(h)t,"

Les sous-groupes G, ,G} de 71(G,X) seront appelés sous-groupes d’aréte. Notons
que G; C Go(a) = G517 G;L C Ge(a) = Gs2.

Remarque 4: Soit (G,X) un graphe de groupe, et Y un sous-graphe orienté de X
(i.e. X et Y sont d’orientations compatibles). On peut construire un sous-graphe
de groupe (G',Y) de (G,X) de la facon suivante:

G'Sy ={G; € GSx; s € Sy}
Q’Ay = {Ga € Q.AX; a € .Ay}

et les monomorphismes de G’ sont les monomorphismes de G, ¢, et ¢_, pour tout
a€ Ay C A%,

Dans la suite, on notera (G,Y) au lieu de (G')Y). Observons que m1(G,Y) se
plonge naturellement dans m(G,X). En effet, notons 7" = T'NY’; il est immédiat de
vérifier que T” est un arbre maximal de Y, et que m(G,T") se plonge dans 71(G,T).
Maintenant, 7m1(G,Y") s’obtient par une extension HNN de 71(G,T"), le long des iso-
morphismes associés aux arétes de A', sous-ensemble de A% N (Ax — Ar). Ainsi,
71(G,X) se plonge naturellement dans I’extension HNN de m1(G,T") le long des arétes
de A!, qui elleeméme se plonge naturellement dans I’extension HNN de 7,(G,T) le
long des arétes non T-séparantes, i.e. m (G, X).

Remarque 5: Ce théoreme fournit implicitement un présentation pour le groupe
fondamental 71(G,X), d'un graphe de groupe décomposé (G,X,T). Si de plus les
groupes de sommet sont finiment présentés, et les groupes d’aréte de type fini, alors
71(G,X) est finiment présenté. Plus précisemment, supposons que I'on dispose d’une
présentation finie de chaque groupe de sommet G,

Vs e Sy, Gs =< X(s) | R(s) >
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ainsi que pour toute aréte o € A%, d'une famille finie de mots sur la famille
génératrice X (o(ar)), notée X(G), qui engendre le sous-groupe G, C Gy ; et
que Vh € X(G,), l'on connaisse un mot sur la famille génératrice X (e(«)) qui
représente ¢(h) € Gt C Ge(ay. Alors m1(G,X) admet la présentation finie suivante:

< |J X(s)U{tasae AL — A7} | | R(s)
seSx s€Sx
U{h=ga(h) heX(G,)oeAr}
U{h=tupa(h)t,} heX(G,)aec AL — AL} >

Une telle présentation de (G,X) sera appelée présentation canonique de 71(G,X).
La famille génératrice donnée par cette présentation, sera notée Gen(X).

Si 'on considere un sous-graphe de groupe (G,Y) de (G,X), alors 7 (G,Y") admet
une présentation naturelle, «sous-présentation de 7m1(G,X)»:

< |J X()U{tasac Af — AL} | | R(s)
SESy s€Sy

U{h=pqh) he X(Gy),ae A} }
U{h = tapa(h)t,' heX(G,)ae Ay —Af } >

avec Ty = T NY. La famille génératrice de m1(G,Y") donnée par cette présentation
sera notée Gen(Y'). En particulier, si Y est réduit & un sommet s, alors Gen(s) =
X (s), est famille génératrice du groupe de sommet G.
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2.2.3 Groupe fondamental d’une variété Haken

Soit M une 3-variété haken, a bord torique non vide. Notons 75, ... ,7, les com-
posantes connexes de M. On appelle systéme périphéral de 71(M), la donnée
pour tout i = 1,...¢, d'un plongement p; : Z @ Z — m1(M) induit par l'inclusion
de 7; dans M (il est essentiellement déterminé par la donnée d’un chemin du point
de base de (M) au point de base de m(7;)).

On se donne une variété Haken M vérifiant x(M) = 0, et une décomposition W
de M. On note 7Ty, ...7, les composantes de W, My, ... M, les variétés élémentaires,
et fi1,...,f; les homéomorphismes associés a la décomposition. On considere aussi
un systeme périphéral de 7 (M ). On note pouri = 1, ... ,q, le plongement de 7 (7;")
dans (M)

p; LDL— m(M)

et le plongement de 71 (7;") dans 7 (M)
pi LB — m (M)

et I'on note f;, Uapplication de p; (Z ® Z) sur p; (Z @ Z) induite par f;.

On construit un graphe de groupe associé a la décomposition W de M, de la
facon suivante:

Le graphe orienté X est défini par:

SX:{Sl,... ,Sj,...Sp}

Ay ={a1,... a4, ... a,}
avec lorigine de a;, o(a;) = S, ou 7, C M,, et I'extrémité de a;, e(a;) = S; ou
T+t C M.
Les groupes de sommets et les groupes d’aréte sont définis par:

st:’ﬂ'l(Mj) ]:1, Ny

Gy, =2ZDL i=1,...,q

et les monomorphismes par

¢ai =D; QS_G%‘ = fai* °op;

et alors, avec les notations de la remarque 4 du théoreme 2.2.3, G = p; (Z ®
7),G} = pf(Z®Z), et p4; = fa,,- On a bien construit un graphe de groupe,
(G,X). Ce graphe dépend de W, et du choix d’un systeme périphéral. Sa classe
d’isomorphisme n’en dépend pas.

Le résultat suivant, s’obtient par une suite d’applications du théoreme de Van-
Kampen.

Théoreme 2.2.4 Soit M une variété Haken, et W une décomposition. Le groupe

fondamental du graphe de groupe associé (G,X), est isomorphe au groupe fondamen-
tal de M.
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Exemple : Considérons I'entrelacs & 3 composantes, L de S® figurant ci-dessous:

2

S —S— Ca—
|

0

Fic. 2.2 — L’entrelacs L de S3.

Considérons trois tores essentiels 77, 75, et 73 dans le complément de L, S3 —
int(V(L)), donnés ci-dessous.

) | D). Hl
==

AN
)

—7

I

— =
1

F1G. 2.3 — Les tores essentiels Tr, T, et T3 de S* — int(N(L)).
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En décomposant S® — int(N)(L) le long de 7; U 75 U T3, on obtient les variétés
Ni,No,N3, Ny (ce sont des compléments d’entrelacs dans S?), ainsi que des homéomor-
phismes f1, fs,f3 associés a la décomposition.

Fic. 2.4 — Les pieces élémentaires N1,No,N3,Ny, et les homéomorphismes fi,fa,f3
associés a la décomposition.

Il est facile de voir que N; est un fibré de Seifert ayant pour base la sphere a
3 trous, et aucune fibre exceptionnelle; que Ny est un fibré de Seifert ayant pour
base la sphere a 2 trous, et une fibre exceptionnelle d’indice 3; et que N3 et Ny
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contiennent tous deux un tore essentiel.
On note 7, le tore essentiel suivant de N3, et on décompose N3 le long de 7y,
comme ci-dessous :

F1a. 2.5 — Le tore essentiel T, de My (a gauche), et les deuz piéces obtenues en
décomposant My le long de Ty (a droite).

)

Notons aussi 75 le tore essentiel suivant de Ny, et décomposons N, le long de 7s.

Echalhs

F1G. 2.6 — Le tore essentiel de M3 (a gauche) et les deux variétés obtenues en
décomposant le long de T5.

Notons M; = Ny, My = Ny, M3, M, les pieces obtenues en décomposant N3 le
long de 74 (ou My est le trefle), et Ms, Mg les pieces obtenues en décomposant Ny le
long de 75 (ou Mg est le noeud de huit). Les pieces M3z et M5 sont homéomorphes
au S'-fibré trivial ayant pour base la sphere a trois trous. De plus le complément du
trefle est un fibré de Seifert, et le noeud de huit est connu pour avoir un complément
hyperbolique (de volume fini). Ainsi, la surface W = 73 U 7o U 73 U 7, U 75 est
une décomposition du complément de l’entrelacs L. En utilisant la classification
des compléments d’entrelacs admettant une fibration de Seifert ([BM]), on vérifie
immédiatement que W est minimale. Il est facile de se donner des homéomorphismes
fi,f2,f3, f1, et f5 associés a la décomposition.
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Ainsi, on obtient en décomposant S® — int(N (L)) le long de W :

M; (Q_:) : /) M,
T3 U3

7" .. — T

. T5

M, 200
i P
)

F1G. 2.7 — Décomposition de S* —int(N(L)) le long de W.

On peut remarquer, bien que cela soit anecdotique, que M; et M3 sont homéomor-
phes, bien qu’ils soient des compléments d’entrelacs de types distincts (comparer
avec le théoreme de Gordon-Luecke dans le cas d’'un noeud).
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On construit alors le graphe de groupe (G,X), en considérant tout d’abord le
graphe orienté X : puis les groupes de sommets :

53 ——0F,

a4
A a;z
as
81 85
y @ 5
Sy @ Se

Fia. 2.8 — Le graphe orienté X.

Gs, =m (M) = <z,01,21 | [T1,01] = [z1,21] =1 > 2 Fy X Z

Gg, = m (M) = < Tayo,20 | @3 = Y3, [y2,22) = 1 >
Gg, = m(M3) = < x3,y3,23 | [T3,03] = [y3,23] =1 > = Fy X Z
Goy = m(My) = < x4y, | 25 = yj >
Gg, = m(Ms) = < x5,y5,25 | [25,05] = [ys5,25] =1 > = Fy X Z
Gs, = m(Mg) = < 26,56 | T6ysT5y6teys T5 Yo = 1>

Il est alors nécessaire de choisir un plongement des groupes des composantes ’];i
pour obtenir les plongements des groupes d’arétes dans les groupes de sommet ;
et les isomorphismes ¢,; pour toute aréte a; sont alors déterminés par les classes
d’isotopie des homéomorphismes f;, pour j variant de 1 jusqu’a 5. Le calcul fournit:

G, =m(T)=< 1YY >ag, C G,

G:; = 7T1(71+) = < 22,Y2 >G52 - G5'2

Ca(T1yr) =12 @a (Y1) = 20

G, =m(T,) = <z 'm0 >as, C G,

a2

G;—g - 7T1(,T2+) = < 3,43 >Gs3 C G53

Ca (121 =Yz Gan(T1) = 73



2.2. GROUPE FONDAMENTAL D’UNE VARIETE HAKEN 47

G_ — 7T1(7:1 ) = < 23,Y3 >G53 C GS3

G =m(T,) = < x;'ys,2] >ag, C Gs,

QD(M(Z;),) - xi 90(14(3/3) - xl Ya

G- = 7T1(7;_) = < Z5,Y5 >Gs C G5’5

as
~1.2 2
G:fg, =m(7;") = < we,l = T6YsTeYg x6 y6x6y6x6 >as, Gsg

Pas(25) = 1 Va5 (Ys) = T6

Ceci nous suffit a définir le graphe de groupe (G,X). Il dépend clairement d’un choix
des plongements des composantes au bord. Son groupe fondamental, cependant,
n’en dépend pas. C'est aussi le groupe fondamental du complément de L dans S°.
Le théoreme 2.2.3 nous permet de fournir la présentation :

< X1,Y1,21,22,Y2,22,T3,Y3,23,L4,Y4,T5,Y5,25,L6,Y6 \

[z1,01] = [21,21] = [Y2,22] = [73,y3] = [y3,23] = [25,05] = [y5,25] = 1,
552 = yg, 37?1 = yia x6y§$§y6x6yglx52ygl =1,
xlyl_l = Y2, Y1 =%z2, y12f1 =13, T1 = T3,
21 =VY5, IT1 =I5, Z3= x21y4, Y3 = xi,
1

1 1292
Z5 = Xe, Ys = TeYsTelg Lg YsLelelg >

Comme nous l'avons dit, My, My, M3, M,,Ms sont des espaces fibrés de Seifert. Dans
leur groupes fondamentaux respectifs, la classe d'une fibre réguliere est respective-
ment : xq, y5, y3, T3 et ys (ils engendrent le centre). Remarquons que les isomor-
phismes ¢, associés n’envoient pas la classe d’une fibre réguliere, sur la classe d’une
fibre réguliere, ce qui est en accord avec le fait déja observé, que la décomposition
W soit minimale.



Chapitre 3

Extension HNN, amalgame, et
cgraphe de groupe

Le but de chapitre est de généraliser au cas du groupe fondamental d’'un graphe
de groupe, les théoremes de conjugaison et de commutativité dans un amalgame ou
une extension HNN. Dans la premiere section, nous énoncons ces résultats pour un
amalgame et une extension HNN. On peut trouver une démonstration pour le cas
d’un amalgame dans [MKS]; quant au cas d'une extension HNN; il sera démontré
dans la derniere section de ce chapitre.

Dans la deuxieme section nous établissons ces résultats pour le groupe d’un
graphe de groupe (théoremes 3.2.1, 3.2.2). Nous aurons besoin pour cela de définir
les notions de trajet et de circuit, dans un graphe de groupe.

3.1 Extension HNN et amalgame

Nous rappelons dans cette section les théoremes de conjugaison et de commuta-
tivité dans un amalgame ou une extension HNN. Dans le cas d’'un amalgame nous
ne faisons qu’énoncer ces résultats, renvoyant le lecteur désireux d’une preuve a
I'ouvrage de Magnus, Karrass, et Solitar [MKS]. Le cas d'une extension HNN sera
quant a lui démontré dans la derniere section de ce chapitre (§3.3). Nous pouvons
cependant aiguiller le lecteur sur I'ouvrage de Lyndon et Schupp, pour une preuve
d’une forme moins explicite du théoreme de conjugaison (lemme de Collins, [LS],
chap. IV, théoreme 2.5).

3.1.1 Produit amalgamé

Nous considérerons tout au long de ce paragraphe, un groupe I', produit amal-
gamé des groupes A et B le long du sous-groupe C.

Conjugaison dans un amalgame. Soit w un élément de I', donné par une écriture
sous forme réduite w = wyiws - - - w,. On dira que w est cycliquement réduit si w;
et w, sont dans des facteurs différents. Clairement cette définition ne dépend pas
du choix d’une forme réduite de w, ainsi on pourra parler d’élément cycliquement

48
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réduit. De plus, il est clair que tous les conjugués cycliques w, - - - wywy - - - wy_1, d'un
élément cycliquement réduit, sont aussi cycliquement réduits.

Pour traiter le probleme de la conjugaison dans un produit amalgamé, on dispose
du résultat suivant, qui constitue le théoreme 4.6 de [MKS].

Théoreme 3.1.1 Soit I' = A x. B. Alors tout élément v € I’ est conjugué a un
élément cycliquement réduit. De plus si vy est un élément cycliquement réduit, alors :
(i) Si v est conjugué a un élément ¢ € C, par h € T, de forme réduite h =
hihg...h,i1 avec n > 0, alors v est dans un des facteurs, et il existe une
suite finie (Co,C1y ... ,Cnyy), avec cg = ¢, et ou Vi =0,... n, ¢; € C, et hiyq
conjugue ¢; en c;r1 (en posant cpi1 = y).

(ii) Si 7y est conjugué a un élément 7', qui est dans un des facteurs, mais n’est
pas conjugué a un élément de C, alors v et v sont dans un méme facteur, et
conjugués dans ce facteur.

(1ii) Si v est conjugué a un élément cycliquement réduit, d’écriture sous forme
réduite p1ps - - - pr our > 1, alors v peut étre obtenu en conjuguant un conjugué
cyclique p; -+ - ppp1 -+ Pi_1 de pips - - - pr par un élément de C.

On obtient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 (Théoréme de conjugaison dans un amalgame) Soient -~
et v, deux élément de I' = A x. B, cycliquement réduits, conjugués par un élément
h de I'. Alors v et~ ont méme longueur, et de plus :

(i) Si vy est conjugué a un élément de C, alors v et v sont de longueur 1, et
st h s’écrit sous forme réduite h = hohy---hpi1, il existe une suite finie
C0,C1, - - - sCn d’éléments de C, telle que, cy est conjugué a v par hal dans un
facteur, ¢, est conjugué a ' dans un facteur par h,y1 , et¥Vi=0,... n—1
¢; et cip1 sont conjugués dans un facteur par hiyq.

)

(11) Si~y est dans un des facteurs et n’est pas conjugué a un élément de C, alors
et v sont dans le méme facteur, et conjugués par h dans ce facteur.

(1ii) Si~y n'est pas dans un des facteurs, alors ~y s’obtient en conjuguant un conjugué
cyclique de ~' par un élément de C.

Commutativité dans un amalgame. Le théoreme qui suit, caractérise les élé-
ments qui commutent dans un produit amalgamé. Ses parties (i'), (i) et (i77) consti-
tuent le théoreme 4.5 de [MKS], auquel nous renvoyons le lecteur pour une preuve
dans ces cas. Quant a la partie (i), elle s’obtient immédiatement avec le théoreme
de conjugaison, des que 1'on a remarqué que x et y commutent ssi y conjugue x en
lui-méme.

Théoréme 3.1.2 (Théoréeme de commutativité dans un amalgame) Soient
[' = A x. B, et deux éléments x et y de I' qui commutent. Alors :
(i) Six est dans C, ety s’écrit sous forme réduite, y1ys - - - Yn, alors il existe une
suite finie d’éléments (co,c1,- - ,cn) de C, aveccog = ¢, = x, etVi=0,...n—1,
Yir1 conjugue c; en c;11 dans un des facteurs.
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(i’) x ouy est dans un conjugué de C.

it) Sinix niy n’est dans un conjugué de C, et x est dans le conjugué d’un facteur,

i) Sinix niy nestd jugué de C, et t dans | Jugué d’ t
alors y est dans le méme conjugué du meme facteur.

i11) St mi x niy nest dans le conjugué d’un facteur, alors x = LW, e

1) Sioni y n'est dans 1 Jugué d’ t l ghg * W7, et
y=gh'g . WF ot gW € G, et hh' € C, et ghg—t.,gh’g™", et W, commutent
deuz a deuz.

3.1.2 Extension HNN

Nous considérons dans ce paragraphe, le groupe I', extension HNN de A le long
de Iisomorphisme ¢ : C_y — C;.

Conjugaison dans une extension HNN. Soit w un élément de G, qui s’écrit
sous forme réduite w = w1t - - - t**w, 1. On dit que w est cycliquement réduit si
soit |w| = 1, (i.e. w € A), soit w,y+1 = 1, et dans ce dernier cas, soit |w| = 2, (i.e.
w = wyt), soit |w| > 2, et t*w1t°! n’est pas un pinch. Il est clair que cette condition
ne dépend pas du choix d’une forme normale réduite de w. Aussi on pourra parler
d’élément cycliquement réduit de I'.

On dispose d'un théoreme de conjugaison dans une extension HNN, da a D.J.
Collins, (cf. théoreme 2.5, chap. IV [LS]), nommé le lemme de Collins. La version
que nous donnons est plus explicite que la version originale, et nous en fournirons
une preuve dans la derniere section de ce chapitre.

Théoréme 3.1.3 SoitI' = Axy. Alors tout élément v € I" est conjugué a un élément
cycliquement réduit. De plus si v est cycliquement réduit, alors :

(i) Si v est conjugué a un élément ¢ € Cy1 U C_y par Uélément h de forme
réduite h = hit* hy - - -t°Ph,1q, alors 7y est dans A, et il existe une suite finie
(cosc1y -+ yCop) d’éléments de Cqy U C_q, telle que cop = ¢, v = hl.co.hl_l, et
pourit=20,... .p—1,

-1
Coit1 = Niy2.Coiq2 -h¢+2

(i1) Si~y est conjugué a un élément v € A, mais n'est pas conjugué a un élément
de C'y 1 UC_q, alors ~y est dans A, et v et v sont conjugués dans A.

(iii) Si 7y est conjugué a un élément v, cycliquement réduit, d’écriture sous forme
réduite, u ttt - - - u,tPm avec m > 1, alors v peut-étre obtenu en conjuguant
un conjugué cyclique de ', U tFr+r -« thmugtht - - uttt par un élément de

Cy, -
Et 'on obtient alors immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2 (Théoréme de conjugaison dans une extension HNN) i
v et ¥ sont deux éléments cycliquement réduits de I' = Ax,, conjugués par h € I,

alors v et ' ont méme longueur, et de plus :
(i) Si~y est conjugué a un élément ¢ de Cy1 U C_y, alors v et 7' sont dans A, et
st h s’écrit sous la forme réduite h = hit® - - -t°7h, 1, il existe une suite finie
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(cosC1y - - - ,Cop_1) d’éléments de Cq U C_y, telle que v = hy.co.hi', et pour
i=0,...,p—1, en posant cop =7/,

-1
C2i+1 = hi—|—2-62i+2-hi+2
Coj = tg(i+1>.c%+1.t_5(i+1>

(11) Si-y est dans A, mais n'est pas conjugué a un élément de C1 U C_q, alors +'
est dans A et vy et v sont conjugués par h dans A.

(1ii) Si vy n'est pas dans A, v = uitht -« - uyth™, avec m > 1 alors ¢ s’obtient en
conjuguant un conjugué cyclique v t* - - vttt - v tP1 de v par un
élément o de C,, .

Commutativité dans une extension HNN. Pour une démonstration du théo-
reme suivant, nous renvoyons encore le lecteur a la derniere section de ce chapitre.

Théoréme 3.1.4 (Théoréme de commutativité dans une extension HNN)
Sotent G = Axy, ot ¢ : C_y — Cpq, et x ety, deux éléments de G qui commutent.
Alors :
(i) Six € C1UC_q, ety s’écrit sous forme réduite, y = y115'ya - - - Yt Y11, alors
il existe une suite d’éléments (co,c1,-++ ,Cons1) de C11UC_1 0l ¢y = Copyy1 = T,
et ¢; et c;11, sont conjugués, par Yi si 1 est pair, et par ts(%“), st 1 est
impair.
(i) z ou y est conjugué a un élément de C 1 UC_4.
(ii) Six est dans un conjugué de A et n’est pas conjugué a un élément de C.1UC_q,
alors y est dans le méme conjugué de A.
(iii) Sinix niy n'est dans un conjugué de A, alors x = geg W7 ety = gc'g 1W¥,
ou g W € G, ¢, € Cyy (respectivement c,d € C_1), et gcg™', gdg™!, et W
commutent deuzr a deu.
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3.2 Graphes de groupe

C’est dans cette section que nous établissons des théoremes généraux concernant
le groupe fondamental d’un graphe de groupe ; principalement les théoremes de com-
mutativité (théoreme 3.2.1), et de conjugaison (théoréeme 3.2.2), que nous traitons
respectivement dans les paragraphes 3.2.2 et 3.2.3.

Un autre résultat essentiel de cette section est la proposition 3.2.3 (§3.2.4), qui
nous permet de réduire le probleme de la conjugaison dans un groupe G, au méme
probleme dans son «double» 2G ; rappelons que cette propriété a déja été employée
dans le cas ou G est le groupe fondamental d'une 3—variété O-irréductible a bord
non vide, et 2G est le groupe fondamental du double de M le long de son bord (cf.
proposition 1.5.2).

L’approche démonstrative que nous employons est inductive. Si (G,X) est un
graphe de groupe, décomposer X le long d’une de ses arétes, décompose m1(G,X) en
extension HNN ou en amalgame de sous-graphes(s) de groupe. Les théoremes de la
section précédente servent alors a la fois de conditions initiales, et de conditions de
récurrence.

Une généralisation des parties (i) et (ii) de ces théoremes, fait apparaitre une
notion naturelle, que nous formalisons dans le paragraphe 3.2.1, en circuit et trajet.
Lorsque u et v sont des éléments des sous-groupes de sommet Gy, ,Gg, de (G, X),
u ~ v par h dans m(G,X) si et seulement si il existe un trajet de u a v de label h
(proposition 3.2.2) ; I'élément A’ € 71(G,X) commute avec u si et seulement si h’ est
le label d'un circuit en u (corollaire 3.2.2). Dans le contexte qui est le notre, c’est a
dire pour le graphe de groupe associé a la décomposition JSJ d’une variété Haken
M, il est tres simple de visualiser géométriquement ce qu’est un trajet. Si u et v
sont conjugués, alors ils cobordent un anneau singulier A de M. Puisque des lacet
représentant u et v sont contenus dans des pieces élémentaires, A peut étre mis en
position générale, de facon a ce que son intersection avec une décomposition JSJ
de M soit constituée de courbes fermées. Ainsi A se décompose en une suite d’an-
neaux contenus dans des pieces élémentaires, et recollés sur leurs bords. A chacun
des anneaux obtenus correspond une conjugaison dans un groupe de sommet. Un
trajet est une suite de conjugaison dans des sous-groupes de sommet, qui donne une
conjugaison dans 71 (M), de la méme fagon que le recollement des anneaux sur leurs
bords redonne I'anneau A. Un circuit admet la méme interprétation, en considérant
un tore au lieu d’'un anneau. Les résultats du paragraphe 3.2.1 seront essentiels tout
au long de cette section, ainsi que durant le chapitre 6.

Nous mettons en évidence dans le dernier paragraphe de cette section (§3.2.5),
comment, dans un sens que nous expliquerons, la compléxité des circuits contribue
a la compléxité algébrique du groupe fondamental d’un graphe de groupe. Ce pa-
ragraphe a pour but essentiel d’introduire a une approche qui sera poursuivie de
maniere plus fructueuse dans le chapitre 6.

Nous aurions peut-étre pu adopter un autre point de vue. Le groupe fondamental
d’un graphe de groupe (G,X) agit sans inversion sur un graphe infini Y (appelé arbre
de Bass-Serre). Les groupes de sommet de (G,X) sont les stabilisateurs des sommets
de Y, et les groupes d’aréte les stabilisateurs des aréetes de Y. Le quotient du graphe
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Y sous cette action est X. Il serait intéressant de voir comment se transcrivent les
résultats de cette section dans cette terminologie — la théorie de Bass-Serre — ne
serait-ce que pour les rendre plus facilement communicables.

3.2.1 Trajets et circuits

Définition III.1. Soit (G,X,T) un graphe de groupe décomposé. Soient s, et s. des
sommets de X, et les éléments u € G,,, v € G5, de m1(G,X). Un trajet de u a v,
d’origine s, et d’extrémité s., est la donnée de:

a) Un chemin de X, d’origine s, et d’extrémité s,

(a1,az, ... ,a,)
avec n > 0. On note sy = $,,5, = S¢, €t sin > 2, pour tout ¢ = 1,... n — 1,
s; = e(a;).
b) Une suite
(c],cf,c5,e8, ... ¢ .ch)
avecVi=1,...n, ¢ € G, ¢ € Gl et ¢ =q(c;).
¢) Une suite
(ho,hi, ... hy)

avec soit n = 0 et u = hovhy " dans Gy, ; soit Vi =0,... ,n, h; € Gy, et
u = hocy hy'  dans Gy,

ch = hnvhgl dans Gy,

n

etsin>2,Vei=1,... n—1,
¢f = hicqhyt dans Gy,

On symbolisera la donnée d’un tel trajet, par la notation suivante:

— al _ a2 a; _ ai41 An—1 _ a
uOc ==l Ocg == Ocy — - ——=ch O ¢, == Ov
ho hy h; hn—1 hn

Sin = 0, on parlera du trajet trivial, que ’on notera:

uOwv

ho

Si h; € G, est I’élément neutre, on notera

+_ —
...Ci_ci+1...

au lieu de
_l’_ —_
.. Ci (15 C’H—l ..
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Définition III.2. Si le trajet C est donné par:

—_ a1 — a2 a; _ ai41 an—1
WO S df O s S e, M M
ho h1 hi hnfl hn

on appelle label du trajet C, I’élément h € m(G,X), que 'on pourra noter label(C),
défini par
label(C) = h = hotg, hita, - - - ta, hn

pour la présentation donnée par le théoreme 2.2.3 (rappelons que si a est une aréte
T-séparante, t, =t_, = 1). Il est clair, qu’alors

u = hvh™' dans m(G,X)

Définition III.3. Un circuit en u d’origine s,, est un trajet pour lequel s, = s,
de u a u. Si h est ’élément associé a un circuit en u, alors

[u,h] =1 dans m(G,X)
Un circuit trivial en u, est un circuit de la forme:
uOu
ho

Définition III.4. Considérons un trajet 7; de v a v, d’origine s; et d’extrémité s,.

— al a; _ ai41 an
u@cl_>..._Z>CZ—_’_OCZ,+1—>..._>C;’L_OU
ho hi han
Notons 7, ' le trajet ainsi défini:
—an —Qai+1 —a; —ail _
v O e T T e, O T T O
hot ht hy!

C’est un trajet de v a u, d’origine sy et d’extrémité s;. Si hy est le label de 77, alors
7,7! a pour label h;'. On dira que le trajet 7, " est I'inverse de 7;. Considérons
un trajet 7, d’origine sy et d’extrémité ss, de v a w:

_ b j — bin b
v©d1—1>---—>d.+®d. J_>..._m>d:1©w
ko km

Sous ces hypotheses, on définit le produit de 77 et 75, noté 7;7,, par

—  al a; a — b1 b; b
u@cl_>..._>..._n>c;t Odl AN md;Ow

C’est un trajet de u a w, d’origine s; et d’extrémité ss. Si hy est le label de 75, alors
le label de 7775 est le produit hihs. 11 est facile de vérifier que lorsqu’il est défini, ce
produit est associatif.
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Définition III.5. Considérons un élément non trivial v dans un sous-groupe de
sommet G, et notons C(u,s) 'ensemble des labels des circuits en v d’origine s. Re-
marquons que le produit de deux circuits en u d’origine s est toujours défini, et que
le produit et l'inverse de deux circuits en u d’origine s, est encore un circuit en u
d’origine s. Ainsi C(u,s) muni de 'opération de m(G,X), forme un sous-groupe de
T (Q,X) .

Les premieres propositions que nous démontrons, ont pour but de ne plus avoir
a parler de l'origine et de 'extrémité d’'un trajet.

Proposition 3.2.1 Soit (G,X,T) un graphe de groupe décomposé. Soient s1,52 deux
sommets distincts de X, et u un élément de m (G,X).

Alors u € Gg, N Gl,, si et seulement si il eziste un trajet dans 7 (G,X), de u a
u, d’origine s1, et d’extrémité so, de la forme

_ ag + - Qi1 an 4+
’U/:Cl—>...—>ci:Ci+1—>...—)cn:u
avec pour tout i = 1,... n, a; € A(T) (et donc le label de ce trajet est l’élément

neutre).

Démonstration La réciproque étant triviale, nous démontrons I'implication directe.

Remarquons qu'un trajet dans un sous-graphe de groupe de (G,X) est aussi
naturellement un trajet de (G,X), ayant méme label. Ainsi, puisque G, ,G,, C
(G, T) C m(G,X), il est suffisant de montrer la propriété dans le sous-graphe
(G, T) de (G,X), muni de la décomposition induite. Considérons dans 7" I'unique
chemin réduit (aq,... ,a,) d’origine s; et d’extrémité s, et notons C' le sous-graphe
orienté de T d’arétes aq, ... ,a,. Comme précédemment, m(G,C) contient Gy, et
Gs,, et se plonge naturellement dans 71(G,T"), aussi on travaille dans (G,C).

Soit u € G, N Gg,. Décomposons C' le long de a;. Notons C le sous-graphe
ayant pour arétes as, ... ,a,, alors m(G,C) est 'amalgame de Gy, et de m(G,C) le
long de g, . Alors u € G5, N711(G,Ch), et donc u € G, C Gy, et u € G C Ge(ay) C
71(G,C1), ce qui fournit le trajet en u, d’origine s; et d’extrémité e(a;)

U=UuUu—UuUu=1u

Maintenant, dans 71 (G,C1), 4 € Ge(a,)NGs,. On procede au méme raisonnement dans
71(G,C1), et ainsi de suite. Le trajet produit des trajets successivement déterminés,
est le trajet souhaité. |

On obtient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Soit (G,X,T') un graphe de groupe décomposé. Soient s1,59,53,54
des sommets de X, et des éléments u,v € m(G,X), tels que u € Gg, N G,, et
v e G, NGy,.

Alors il existe un trajet de u a v d’origine s; et d’extrémité ss, si et seulement
st 1l existe un trajet de u a v, d’origine sy et d’extrémité sy. De plus, ils ont méme
label.
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Définition ITL.6. Ainsi C(u,s) ne dépend pas du choix de s, et on notera C(u). De
meéme on parlera de trajet de u a v, et de circuit en wu.

Le résultat qui suit, motive l'introduction des notions de circuits et de trajets.
C’est le résultat fondamental de cette section.

Proposition 3.2.2 (Théoréeme fondamental des trajets) Soit (G,X,T) un
graphe de groupe décomposé. Soient les éléments u,w de 7 (G,X) dans les sous-
groupes de sommet respectifs G, ,Gs,.

Alors uw = hvh™! dans 7,(G,X), si et seulement si il existe un trajet de u & v
ayant pour label h.

Démonstration Nous avons déja vu (définition II1.2), que s’il existe un trajet de
u & v ayant pour label h alors u = hvh™!. Montrons la réciproque.

Soient donc, u € Gy, et v € G, tels que u = hvh™! dans 7 (G,X). Soit I'aréte
a € Ax ; on décompose (G,X) le long de a afin d’obtenir le sous-graphe (G,X7).

Si a est non T-séparante, m1(G,X) est 'extension HNN de 71(G,X;) le long de
0o : G, — GI. Les éléments u et v sont dans m(G,X;), et on peut donc les
supposer cycliquement réduits de longueur 1. Puisque u = hvh™! dans m(G,X),
avec le corollaire 3.1.2, soit h conjugue v en u dans m(G,X7), soit h s’écrit sous
forme réduite h = hyt3' - - - tffhmh et il existe une suite finie vy, ... /7y, de G; UG,
avec m = 2p pour p € N,, vérifiant les conditions:

U= hwlhfl Y = hp+1vh;i1 dans 71(G,X1)

V2 = @z ()
et pour tout 1 =2,... ,p,

Voi-1 = hﬂz(z‘—l)hi_l dans m (G, X))
Yoi = 05 (Yai-1) g = %1

Dans ce cas, on symbolise ces conditions par la notation suivante, que I’on nomme
un pré-trajet de u a v,
u~m ﬂ%’v%ﬂ“'ﬂ’m ~ U
h ha hpi1

avec —1a qui dénote —a, et 1a qui dénote a. L'élément hytS - - - ;" b,y de m(G,X)
est appelé label du pré-trajet. Il faut remarquer qu’avec cette notation, v —s +/,
implique que v € G et 7 € G.

Dans le cas ou h est de longueur 1, on considere le pré-trajet de v a v:

u~"v
h

Si a est T-séparante, 7m1(G,X) est 'amalgame des facteurs 7 (G,X1) et m(G,X32)
le long de ¢, : G; — G. Avec le corollaire 3.1.1, soit h conjugue v en u dans un
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des facteurs, soit h s’écrit sous forme réduite h = hy - - - h,, 11, et il existe une suite
Y-+ Ym de G UG, ou deux éléments successifs de u,71, . . . Ypm,v sont conjugués
dans un facteur, et deux couples successifs d’éléments conjugués sont dans des fac-
teurs distincts. De plus, on a les m + 2 égalités suivantes,

Vi = thvh};}l u = hlfylhl_l

pour tout i =1,... ;m—1,
Vi = hivieihy !

chacune dans un facteur 71(G,X;) ou m1(G,X5). Puisque a est T-séparante, si o(a)
et dans X, alors e(a) est dans X5 et inversement. Supposons par exemple, que
o(a) € X;. On se donne deux couples successifs, v;_1,7; conjugués par h;_; dans un
facteur, et v;,7;,21 conjugués par h; dans ’autre facteur. Supposons que v;_1,7vi,hi_1
soient dans m1(G,X7). On note alors

Yi—-1 h:l Yi — Vi ’}: Yi+1
Il faut remarquer que 'on a bien v; € G, = G et 7; = v.(7;). Dans 'autre cas, on
note

Yi-1 h:1 Vi — 7 ’}: Yi+1
et Ponay € G-, = G, et 75 = ¢_u(v;). On symbolise ainsi ces conditions par la
notation que l’'on baptise encore de pré-trajet de u a v,
ca —ca g(—1)mtlg
U~y —mN~% —— = Ym0V

hl h2

de label A = hy -+ .
Si h est de longueur 1, on a le pré-trajet trivial :

U~
h

Revenons a la démonstration de la proposition; on procede par induction en
décomposant successivement X le long de ses arétes. Apres avoir décomposé X le
long de a, on obtient I'un des préchéminements précédents, que 1’on note D, ; il est
soit trivial, soit de la forme suivante:

Vo o T T oy TR g
ho hi ham

La notation ;" ~7;.; implique la condition ;" = h;y;;,h; " dans un des facteurs
m1(G,X1) ou m(G,X>), et de plus, 7,7, sont dans des groupes de sommet. On
peut des lors leur appliquer le méme procédé dans 7(G,X71) (ou 7 (G,X5)), en
décomposant X; (ou X3) le long d’une aréte. On obtient comme précédemment
un précheminement &; de ;" & Vit1» de label h;. On construit alors un pré-trajet Dy
de u a v en substituant dans D; pour tout ¢+ = 0,... ,m, VELN%_H par le pré-trajet
&;. Il est important de remarquer que D; et Dy ont méme label A. On procede de la
méme fagon lorsque D; est trivial.
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En répétant ce procédé, on finit par obtenir le pré-trajet C, de label h,

_ o _ oyan «a
U ~ 1&)..._l>d:_,\/dz+ll_+>..._q)d+~,v
k ks 1 p
0 (2 q

vérifiant en outre la condition que les égalités u = hidy hy', d = hipd; 1 hi ) et
d;r = hq+1vhqji1, ont lieu dans des sous-groupes de sommet. On a ainsi réuni toutes
les conditions pour avoir un trajet de u a v, a l'exception d’une: que (ay,...ay)
soit un chemin de X. A priori rien n’assure que ce soit le cas, et une manipulation
simple montre qu’il est en effet facile d’avoir e(a;) # o(ay,1). Néanmoins, d; €
Gl C Getay), dipq € G| C Goazyy), €6 d di,, sont dans un méme groupe de
sommet G,. Avec la proposition 3.2.1, on peut construire un trajet C;", de label 1,
de d a d;, dorigine (o) et d’extrémité s. de méme on construit un trajet C;, de
d;, ad;,, dorigine s et d’extrémité o(a;4;). On substitue alors dans C,

. o
Ldf ~dn S
Zk' i+1

K

par
o + o B Br + — 01 Os - = Q4
' ’fii—dz' o >di1;di+1 e oy = diy —
t 7 \ . -~ 7
C; Ciy

Cette opération n’a pas modifié le label du pré-trajet, et cette fois-ci,
(i,B1, -+ 0,01, ... 0s,41) €st un chemin. On procede ainsi pour tout i = 1,... ,q,
pour peu que ce soit nécessaire. On peut alors changer la notation ~ par O, car le
pré-trajet obtenu, est un trajet de v a v dans m(G,X), ayant pour label h, ce qui
conclut la preuve. |

Corollaire 3.2.2 Soit le graphe de groupe décomposé (G, X,T). Soit G5 un sous-
groupe de sommet de m(G,X), et u € G.

Alors le centralisateur Z(u) de u dans m(G,X) est l’ensemble C(u) des labels des
circuits en u.
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3.2.2 Théoréme de commutativité

Avec I’étude faite dans la section précédente, nous pouvons généraliser les théore-
mes 3.1.2 et 3.1.4, qui caractérisent les éléments qui commutent dans un produit
amalgamé et dans une extension HNN, au cas du groupe fondamental d’un graphe
de groupe.

Théoréme 3.2.1 (Théoreme de commutativité pour un graphe de groupe)
Soit (G,X) un graphe de groupe muni d’une décomposition. Soient I' = m1(G,X), et
x,y € I' des éléments qui commutent. Alors,
(i) Si x est dans un sous-groupe d’aréte, alors y € C(x), i.e. y est le label d’un
circuit en x.
(i’) x ou y est dans le conjugué d’un sous-groupe d’aréte.
(ii) Six est dans le conjugué d’un sous-groupe de sommet G, et n’est pas dans le
conjugué d’un sous-groupe d’aréte, alors y est dans le méme conjugué de Gj.
(1ii) Si ni x niy nest dans le conjugué d’un sous-groupe de sommet, alors r =
ghg * W, y=gh'g ' W¥, ougW €T, h,h sont dans un sous-groupe d’aréte

G, et ghg t,gh'g~',W commutent deux a deu.
Démonstration cas (i) C’est le corollaire 3.2.2. O
cas (i’) Il n’y a rien a montrer dans ce cas. O

cas (ii) Si z est dans un groupe de sommet, et n’est pas dans le conjugué d’un groupe
d’aréete, tout circuit en x est trivial, et donc le corollaire 3.2.2 permet de conclure.
Si z est dans le conjugué d’un groupe de sommet gG,g~!, alors g 1zg est dans G,
g lxg et g7 lyg commutent, et le méme raisonnement s’applique. O

Pour achever la démonstration, on procede par induction sur le nombre d’arétes
de X. Si X n’a qu'une aréete, les théoremes 3.1.2 et 3.1.4 permettent de conclure. Il
est essentiel de remarquer que pour tout g € I', si x,y € I' commutent et vérifient
une des conclusions (7),(7'),(i7) ou (ii1), alors, grg™' et gyg~' commutent et vérifient
(7),(4"),(it) ou (74¢). Plus précisemment, lorsque x et y vérifient (4),(4'),(47),(i14), grg™?
et gyg~! vérifient respectivement (i'),(’),(i1),(¢i4).

On considere une arete a de X. On décompose X le long de a. Si a est non
T-séparante, on note Y le graphe obtenu. Alors I' = 7;(G,X) est une extension
HNN de I'" = m(G,Y). Avec le théoreme 3.1.4, soit on a la conclusion (i) (i’) ou
(iii), et 'on peut conclure, soit il existe g € G, tel que x et y sont dans ¢g~'I"g. On
pose alors 2’ = grg~! et v = gyg~!. Les éléments 2’ et 3 sont dans G’ et I'on peut
appliquer I'induction.

Si o est T-séparante, on note Y] et Y5 les deux composantes connexes du graphe
obtenu en décomposant Y le long de a. Alors I' est un produit amalgamé de
[y = m(G,Y7) et I'y = m1(G,Y3). Ainsi, avec le théoreme 3.1.2, soit = et y vérifient
les conditions (7),(i') ou (#i4), soit il existe g € T, tel que x et y soient dans g~ 'T';g
(respectivement g~ 'T'5g). On pose alors @’ = grg™' et v/ = gyg™', 2’y € 'y (res-
pectivement z’,y’ € I'y), et 'on peut appliquer I'induction. H
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3.2.3 Théoreme de conjugaison

Nous nous intéressons maintenant au cas de deux éléments conjugués dans un
graphe de groupe. La caractérisation que nous employons, n’a pour seul but que la
résolution du probleme de la conjugaison. A ce titre, cette section constitue la clef
de voute de la résolution de ce probleme dans le cas du groupe d’une variété haken,
c’est a dire de la majeure partie de notre travail.

Nous avons pris le parti de ne pas aborder dans ce travail la notion de forme nor-
male dans un graphe de groupe, lui préférant ’approche inductive, que nous avons
utilisé jusque la. Nous décomposerons successivement le graphe de groupe le long de
ses arétes, décomposant ainsi son groupe fondamental en amalgame ou en extension
HNN. Nous aurons alors besoin d’introduire une certaine procédure de re-écriture

de mots, pour étudier les éléments conjugués. C’est de cela dont nous parlerons tout
d’abord.

Définition III.7. Soit (G,X,T) un graphe de groupe décomposé. Un ordre de
décomposition est un ordre (au sens large, i.e. une relation réflexive, antisymé-
trique et transitive) total < sur A%, tel que

V(a,8) € (A% — AF) x AF, a </

Intuitivement, un ordre de décomposition, n’est rien d’autre que le choix d’'un
ordre total sur A%, pour lequel les arétes non T-séparantes précedent les arétes T-
séparantes. Puisque A% est un ensemble fini, tout sous-ensemble £ non vide admet
un minimum pour <, que nous noterons min. (%) ou plus simplement min(F). Ainsi
on peut parler du 1¢7,2ém¢ . pime glément de A%.

Nous allons décomposer le graphe de groupe le long de toutes ses arétes. L’ordre
de décomposition décrira 'ordre dans lequel nous effectuerons cette décomposition.
Il sera purement arbitraire, nous avons juste, par commodité, souhaité décomposer
le m; d’abord en extension HNN, puis en amalgame.

Définition III.8. Un sous-graphe de groupe (G,Y) de (G,X), sera dit <-occurent,
si soit (G,Y) = (G,X), soit il existe un entier n > 1, tel que le graphe Y soit une
composante connexe du graphe obtenu en décomposant X le long des n premiers
éléments de A% . Cest & dire que c’est un sous-graphe de groupe apparaissant lors
de la décomposition de (G,X) imposée par l'ordre de décomposition <.

Procédure de réductions cycliques successives
Soit un graphe de groupe (G,X,T), que 'on munit d’'un ordre de décomposition <.
Donnée une présentation des sous-groupes de sommets de (G,X), on dispose d'une
présentation canonique de I' = 71(G,X), et d’une famille génératrice notée Gen(X)
(cf. théoreme 2.2.3, remarque 5), que nous fixons dans la suite.

Considérons un élément v € I', donné par un mot sur la famille génératrice
S = Gen(X) de T'. Notons a; = min(A¥); on décompose le graphe de groupe (G,X)
le long de l'aréte ay;.

Si v est non T-séparante, soit X; le graphe obtenu en décomposant X le long
de ay. Alors I' est 'extension HNN de I'y = m1(G,X1) le long de ¢,, : G, — G

(0%
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Remarquons que S = S;U{t,, }, ou S; = Gen(X7) est une famille génératrice de I';.
Au sens de la décomposition HNN de I', on considére un mot u; sur .S, cycliquement
réduit représentant un conjugué de u dans I'.
— Si |ug| > 1, alors u; est un représentant satisfaisant de la classe de conjugaison de
u, et la procédure s’arréte.
—Si |ug| = 1, alors uy est un mot sur Sy, et représente un élément de I';. On considere
I'ordre de décomposition induit par < sur A}l, et on répete la procédure a u; dans
(G,X,1,T7), (en posant T3 =T N X7).

Si oy est T-séparante, on considere les graphes X, X5, obtenus en décomposant
X le long de ay, et I'y = m(G,X1),I'y = m(G,X5). Alors I' est 'amalgame des
groupes I'y et I'; le long de ¢, : G, — G;Ll. Au sens de cette décomposition de
I', on peut considérer un mot u; sur .S cycliquement réduit, conjugué a v dans I.
— Si |uy| > 1, alors u; est un représentant de la classe de conjugaison de u, satisfai-
sant, et la procédure s’arréte.
— Si |ug| = 1, alors uy est un mot sur Gen(X;) ou Gen(Xz), et respectivement,
uy € I'1 ou uy € I'y. Sans perte de généralité, supposons que u; € I'y. On considere
I’ordre de décomposition induit par < sur A}l, et on réapplique la méme procédure
a uy dans (G,X;,T1).

En répétant ce procédé, on finit par trouver un mot uq, représentant de la classe

de conjugaison de uw dans I', avec un entier p > 0, et un graphe X, <-occurent,
composante connexe du graphe obtenu en décomposant X le long des p premiers
éléments aq,as, ... o, de A% (en posant Xy = X), tel que uy € m(G,X,), et soit:
— Le graphe X, est réduit a un sommet s, u; est un mot sur Gen(s), et u; € Gs.
— Le graphe X, n’est pas réduit a un sommet. Lorsque I'on décompose X,, le long
de l'aréte a,q1 = min(A}p), m(G,X,) se décompose en une extension HNN ou un
amalgame, et au sens de cette décomposition, u; est un mot cycliquement réduit
(sur Gen(X,)), de longueur |u;| > 1.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme de conjugaison pour un graphe de groupe)
Soit (G,X,T') un graphe de groupe décomposé muni d’un ordre de décomposition
<. Soient u,w € m(G,X) des éléments conjugués, et les mots uy,v1 obtenus en ap-
pliquant la procédure de réductions cycliques successives a des mots sur Gen(X)
représentant u et v. Alors soit :

(1) Il existe deur sommets s,s' de X, tels que uy et vy soient des mots respective-
ment sur Gen(s) et Gen(s"). En particulier, uy et vy représentent dans m1(G,X) des
éléments des sous-groupes de sommet G4,Gy, et il existe un trajet de uy a vy dans
(G,X,T).

(11) uy et vy sont des mots sur Gen(X,) ou X, est un sous-graphe <-occurent de X,
et représentent des éléments conjugués dans '), = m(G,X,). En décomposant X,, le
long de l'aréte oy = min(.A}p), '), se décompose, et au sens de cette décomposition,
u1,v1 sont de méme longueur |ui| = |v1| > 1 (les notations sont celles du paragraphe
précédent).

Démonstration Considérons donc sous ces hypotheses, deux éléments u,v de I' =
71(G,X) conjugués, donnés par des mots sur la famille génératrice Gen(X). On leur
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applique la procédure de réductions cycliques successives, pour obtenir des mots
uq,v1, représentants de leur classe de conjugaison dans I'. Observons de plus pres,
ce qui peut se passer a chaque étape de la décomposition de X. On décompose X
le long d’une aréete a. Le groupe I' se décompose soit en une extension HNN de
'y, soit en un amalgame de I';,I'y, le long de ¢, : G, — G, selon si « est ou
non 7T-séparante, et ['y,(I'y) est(sont) le(s) groupe(s) du(des) graphe(s) obtenu(s).
Avec les corollaires 3.1.1 et 3.1.2, dans cette décomposition de I' on obtient des
représentant cycliquement réduits ug,vg des classes de conjugaison de u et v, qui ont

méme longueur, et 'on est dans un (seul) des cas suivants:

cas 1) |ug| = |vg| > 1.

cas 2) |ug| = |vg| = 1, et ug,vg sont dans un méme facteur I'; ou I'y, et conjugués
dans ce facteur.

cas 3) |ug| = |vo| = 1, et ug,vg ne sont pas conjugués dans un méme facteur. Dans

ce cas ug est dans un facteur, et conjugué dans ce facteur & un élément c, de G=,
v est dans un facteur et conjugué dans ce facteur & un élément c, de G=, et ¢, et
¢, sont conjugués dans I'.

Dans le cas 1), on pose u; = ug, v1 = vg, et la procédure s’arréte. On se trouve
alors dans le cas (i7) de la conclusion du théoreme.

Dans le cas 2), si ug,vg sont dans un facteur m;(G,X;), et si X; est réduit a un
sommet s, alors on pose u; = ug, v1 = Vg ; uy et vy sont conjugués dans Gy, et donc
il existe un trajet (trivial) de u; a vy, et la procédure s’arréte. On se trouve dans le
cas (7) de la conclusion du théoreme. Sinon, on applique la méme procédure a uq et
vo dans (G,X7).

Dans le cas 3), puisque ¢, et ¢, sont conjugués dans I, et sont dans les sous-groupes
d’aréte G, ou G, avec la proposition 3.2.2, il existe un trajet C de ¢, a ¢, dans
(G,X). Si les facteurs sont des groupes de sommet, on pose u; = ugy et v1 = vy, et on
obtient immédiatement I'existence du trajet souhaité de u; a v; dans (G,X). On se
trouve dans le cas (i) de la conclusion du théoreme, et la procédure s’arréte. Sinon,
on applique le méme procédé de réduction cyclique successive, dans un facteur, a wug
et ¢, d’'une part, et vy et ¢, d’autre part.

Sans perte de généralité, supposons que ¢, € G, et que l'aréte a a pour origine
un sommet du graphe Xj. Ainsi, G, C I'y = m(G,X1), et ug,c, € I'y. Puisque ¢,
est dans le sous-groupe d’aréte G, de (G,X;), dans tout décomposition de (G,X;)
le long d’une aréte, ¢, est un mot de longueur 1. Pour poursuivre la procédure, on
décompose (G,X;) le long de l'aréte g = min(A};l), ce qui décompose le groupe
['; en amalgame ou en extension HNN. Dans cette décomposition de I', ¢, est de
longueur 1, et puisque ug et ¢, sont conjugués dans I';, en réduisant cycliquement
ug, on obtient un mot uj de longueur 1, dans la classe de conjugaison de ug et de
¢, dans I';. Ainsi, on se trouve dans le cas 2) ou 3). Puisque pour tout sous-graphe
de groupe (G,Y) de (G,X), un élément d'un sous-groupe d’aréte G de m(G,Y),
est de longueur 1 dans toute décomposition de 7m;(G,Y") le long d’une aréte de Y, le
meéme argument montre qu’en répétant le méme procédé, on ne se trouvera jamais
dans le cas 1). Aussi, on finira par déterminer un conjugué de u dans I'; uy, dans
un sous-groupe de sommet Gy, conjugués a ¢, € GG dans I', et donc un trajet C,
dans (G,X) de u; a ¢,. En procédant de la méme fagon avec ¢, et vy, on trouvera
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de méme un élément v; dans un sous-groupe sommet, conjugué de v, et un trajet
C, de vy & ¢, dans (G,X). Alors, le trajet produit C,.C.C; ! est un trajet de u; & v,
dans (G,X). On se trouve dans le cas (7) de la conclusion du théoréme. |
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3.2.4 Probleme de la conjugaison et double d’un groupe

Comme promis, nous montrons dans cette section que le probleme de la conju-
gaison dans un groupe G se réduit au probleme de la conjugaison dans le double de
G. Commencons par définir la notion de double d’un groupe.

Définition III.9. Soit G un groupe, et Hy,H,,... ,H, des sous-groupes de G.
Considérons un copie isomorphe G’ de (G, et un isomorphisme ¢ : G — G’. Notons
H{,H), ... H) les images respectives de Hy,H,, ... ,H, par ¢. Considérons le graphe
de groupe ayant deux sommets s,s’, et n arétes ay,aq,...q,, ayant pour origine s
et extrémité s, avec Gy = G, Gy = G', et pouri = 1,... n, G, = H;, G = H],
et @, est la restriction de ¢ a H;. Le groupe fondamental de (G,X) est appelé le
double de G le long des sous-groupes Hy,Hs, ... H,, et pourra étre noté 2G.

Proposition 3.2.3 Soient G un groupe, et 2G son double. Alors G se plonge natu-
rellement dans 2G, et siu,v € G, alors u et v sont conjugués dans 2G si et seulement
st ils sont conjugués dans G.

Démonstration Reprenons les notations de la définition II1.9. La premiere asser-
tion provient clairement de la définition. Puisque G se plonge dans 2G, si u et v
sont conjugués dans G, alors ils sont conjugués dans 2G. Montrons la réciproque.
Supposons que u et v soient conjugués dans 2G. Puisque u et v sont dans le sous-
groupe de sommet G4 = G, avec le théoreme 3.2.2, il existe un trajet réduit C de u
a v. Si C est trivial, alors u et v sont conjugués dans G, aussi on peut supposer que
C est non trivial. Puisque u et v sont dans le méme groupe de sommet G, que X
n’a que deux sommets s,s’, et que toute aréte «; a pour origine s et pour extrémité
s’, le chemin sous-jacent a C est nécessairement de longueur paire. De plus, si p est
la longueur du chemin, il existe une application de {1,... ,p} dans {1,--- ;n} (on
note o; 'image de i), telle que le chemin sous-jacent a C soit :

(aap = Qoyy v sQoy; 15 = Qgyyy e 7aap_17 - aap)
Ainsi, nécessairement, C est de la forme Cy.C; avec Cy :

—_ Qo — TQoy
uOuy — uf O ug Fuy = uy
k1 h'

olt u,uy ,uqg k1 € G, uf uy ,h' € G'. Puisque ui = p(uy),u; = o(ug), et K = ©(h)

pour un certain h € G, alors u; = hug h~! dans G. Ainsi on a le trajet trivial D de
N ot
ua uy

u O ug
kih

dans G, = (. Considérons le trajet D.C;. Il va de u a v, et a pour chemin sous-jacent :

(Qoyy = Qs oo Qggy 1y = Qs oo Qg1 — Q)

qui est de longueur p — 2. Ainsi en appliquant le méme argument a D.C;, puis,
successivement, a tous les trajets de u a v obtenus, on finit par construire un trajet
trivial de u a v. Ainsi v et v sont conjugués dans G. |
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3.2.5 Propriétés algébriques d’un graphe de groupe sans cir-
cuit

Aprés I’étude faite tout au long de cette section, nous nous proposons de mettre
en évidence que la «complexité» algébrique de 71(G,X) résulte pour une part si-
gnificative, de la «complexité» des circuits de (G,X). Nous commengons par nous
intéresser dans cette partie au cas limite, ou (G,X) ne contient pas de circuits, dans
un sens que nous allons commencer par définir. Cette étude sera poursuivie, dans un
cadre plus large, dans le chapitre 6. Avertissons tout de méme le lecteur, du fait que
cette section n’est pas nécessaire a l'établissement du résultat principal, et qu’elle
admet, avec le chapitre 6, une lecture indépendante.

Définition II1.10. Nous aurons besoin dans la pratique de parler de sous-trajet
d’un trajet 7. Si 7 est donné par,

_ a a; _ Q541 an
uOc — = O — =5 Ov
h.
3
pour considérer un sous-trajet de 7, on considere un sous-chemin (ay,... ,a,) de
(ay, ... ,a,). On restreint alors le trajet a ce sous-chemin. On a plusieurs fagons de
procéder, qui sont désignées par les notations:
- Yot LA I LI
uOc — -y O ¢ — — ¢, Ocq-r—¢, Ov
hp1 hq
D
dans ce cas, le sous-trajet D, est le trajet
_ a a _
O S-St Oc
p—1 q q+1
hp1 h
ou
- a + — Gap Qq + — an +
uOc — -y O ¢ — — ¢, Ocq-r— ¢, Ov
p—1 hq
D
dans ce cas, le sous-trajet D, est le trajet
+ - Y Y. + _ -+
Cp1 hO c, — —c, =Cy
p—1
ou
—_ a _ a a
uOcy —-cp O ¢ ===l Ocgy e Ov
hp—l N ~ _ hq
D
dans ce cas, le sous-trajet D, est le trajet:
-_ % b, + _ .+
p =6 Cq =6

Le lecteur déduira sans peine le quatrieme et dernier cas.
Plutot que d’utiliser cette notation utilisant des accolades, nous pourrons aussi
désigner un sous-trajet par 'utilisation de pointillés, comme dans la définition qui
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suit.

Définition II1.11. Un trajet est dit réduit, lorsqu’il ne contient pas de sous-trajet
de la forme suivante, avec h € G} = G—Z,:

a —a
"'Cl—>CQOC3—>C4"'
h

——
dans G;_

Si un trajet C n’est pas réduit, on peut procéder a la substitution dans C, consistant
a remplacer

a a —a a
'—O>U061—>CQQC3—>C4OU—1>"'
ho, h hy

par

.ﬂ)u O vL}.

hup—a(h)hy
Une telle opération est appelée une réduction de C. Il est clair que tout trajet peut
étre transformé par une suite finie de réductions, en un trajet réduit, de méme label.
Il est moins clair que 'ordre des réductions n’importe pas, ¢.e. que le trajet réduit
obtenu est unique. Il est élémentaire, mais fastidieux, de vérifier que c’est bien le cas.

Définition II1.12. Un graphe de groupe décomposé est dit sans circuit, si pour
tout u # 1, tout circuit réduit en u est trivial. Nous pourrions remarquer que ’ad-
jectif décomposé est redondant.

Exemple Considérons un graphe de groupe (G,X), dont les groupes de sommets G
vérifient tous la propriété suivante: si G1,Gs, ... G, sont les sous-groupes d’aréte de
G, alorssii,j = 1,2,... ,n, et ¢ # j, aucun élément non trivial de G; n’est conjugué
a un élément de G, et si deux éléments c,c’ de G;, sont conjugués par un élément
h; dans G, alors ¢ = ¢ et h; € G. Alors (G,X) est sans circuit. Avec la proposition
4.3.1, c’est le cas pour le graphe associé a une décomposition minimale d’une variété
Haken a bord torique ou vide, dont toutes les pieces élémentaires sont des variétés
hyperboliques de volume fini.

Le groupe fondamental d’un graphe de groupe sans circuit vérifie des propriétés
algébriques particulierement simples.

Théoreme 3.2.3 Soit (G,X) un graphe de groupe décomposé sans circuit. Soit u #
1 un élément de m(G,X) et Z(u) le centralisateur de u dans 7 (G,X).
Alors, soit :

(i) Si u est dans un sous-groupe de sommet Gg, Z(u) est le centralisateur de u
dans G,.

(11) w est dans un conjugué d’un sous-groupe de sommet.

(1ii) Si u n’est pas dans le conjugué d’un sous-groupe de sommet, alors Z(u) est
cyclique infina.
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Démonstration Cas (i) Avec le théoreme 3.2.1, si = est dans un groupe de sommet,
et si y commute avec x, alors y est le label d’un circuit trivial, et donc y est dans
G.

Cas (i17) Supposons que ¥y soit dans Z(u), et que x ne soit pas dans le conjugué
d'un facteur. Avec le théoréme 3.2.1, x = ghg 'W" et y = gh'g 'W?*, et ghg .-
gh'g~t,W commutent deux & deux. Ainsi, soit h = I/ = 1, soit ¢~ W ¢ commute
avec un élément non trivial d’un sous-groupe d’aréte G, . Ainsi g~ 'W g est le label
d’un circuit réduit, et donc puisque (G,X) est sans circuit, g~ W g est dans le groupe
de sommet G, contenant G, avec s = o(a). Ainsi x ou y est dans gG,g~'. Mais
avec le (1), ceci implique que x est dans gG,g~!, ce qui est contradictoire. Ainsi,
h=h" =1, et x et y sont dans le groupe cyclique engendré par W. Nécessairement,
W n’est pas dans le conjugué d’un sous-groupe de sommet, et est donc sans torsion.l

Rappelons qu'un groupe G est dit avoir une structure de racines triviale
(SRT), si pour tout g € G, I'ensemble {x € G; In € Z,,2™ = g} est inclus dans un
sous-groupe cyclique.

Théoréme 3.2.4 Soit (G, X) un graphe de groupe muni d’une décomposition, sans
circuit. Soient g et x des éléments non triviaur de m(G,X).

Si x est une racine de G, alors soit x et g sont dans un méme conjugué d’un sous-
groupe de sommet, soit x est dans le sous-groupe cyclique infini Z(g). En d’autres
termes, m(G,X) est SRT, si et seulement si tous ses groupes de sommet sont SRT.

Démonstration il suffit de remarquer que sous ces hypotheses, x et g commutent,
et d’appliquer le théoreme précédent. |

Il est clair que la propriété d’étre sans circuit est tres restrictive. Les graphes
de groupe qui nous intéresseront ne la vérifieront en général pas. Seulement, nous
verrons au chapitre 6 qu’il suffit de la généraliser légerement, pour contenir la classe
des graphes associés a la décomposition mimimale d’une variété Haken.
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3.3 Démonstrations des théorémes 3.1.3 et 3.1.4

Démonstration du théoreme 3.1.3

Nous montrons d’abord que vy est conjugué a un élément cycliquement réduit.
Nous procédons par ’absurde. Supposons que ~ ne soit pas conjugué a un élément
cycliquement réduit. Soit K la classe des conjugués de v, et soit g un élément de
K de longueur minimale dans K. Puisque g n’est pas cycliquement réduit, alors
nécessairement |u| > 1.

L’élément p s’écrit sous forme réduite p = puqt°t - - - p, t°" pina1, et quitte a conju-
guer [ par [i,+1, on peut supposer que j,+1 = 1, c’est a dire que p = gt - - - pupt.
Puisque p n’est pas cycliquement réduit, |u| > 2, et t*» 1t est un pinch, et alors:

™ It = Ot g 5 gt

= (n® " (1) p2)- 1722 -+ pp—at™ "

En posant p) = pn¢™"" (p11) pio

— ,U/,ltEQ o« e M’n—ltEn_l

qui est dans K, et de longueur strictement inférieure a ||, ce qui est contradictoire.[]
cas (i) Si~ est conjugué a un élément ¢ € Cy; UC_q.

y=hch! ou h = Ryt - hpthyiq

et h est réduit. Nous raisonnons par induction sur |h|.
Si |h| =1, 7 est conjugué a ¢ par 1’élément h = hy, qui est dans A, et la conclusion
est donc vérifiée.

Supposons que |h| > 1.

v = hch™

= Mt Rt hyyy e ho Tt Ry

Le membre de droite n’est pas réduit, et donc contient un pinch. Puisque h est
réduit, ¢ hpyq c h;il {7 est un pinch, v.e. hy1 c h;il € C,, On pose ¢y, = ¢, et
Cop—1 = Npy1 C h;l. Alors:

vo= hyt--- hptEPCQP_lt_Eph;I . t—€1h1—1
= hytt--. hpgb‘ap(ch,l)h;l co TR
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en posant cgpo = ¢~ (cop1) € C_¢,

fy — hltsl . . tgp_lhp 62]772 h/]:]'t_ep_l o o t_51 hl_l

-1
= h/ Cop—2 h/

en posant ' = hyt°! - - - t°»~1h,. On a obtenu la suite (cop_2,c2p—1,c2p = ¢), d’éléments
de C—H U 0_1, ou

Cop—2 = @ P (Cop—1)

_ -1
Cop—1 = Npy1.Cop. p+1

. —1 N ’ \ . .
Puisque v = hcgp—2h’ ", ou |A'| < |h|, on peut procéder a 'induction, et ce
faisant on construira la suite cy,cy,...cqp, d’éléments de Cyy U C_;, vérifiant les
conclusions du théoreme. ]

cas (ii) Si vy est conjugué a un élément 1 € A, et n’est pas conjugué a un
élément de C'; UC .

v = hyh™
= hy-t"hp Y hﬁ}rlt_g” . --hfl

qui est dans A, et donc soit n = 0, soit ’écriture n’est pas réduite. Or h est réduit,
et donc, sin #£ 0, t°» hnﬂyh;}rl t~°" est un pinch, ce qui est impossible, puisque
~v n’est pas conjugué a un élément de C'y; U C_;. Donc n = 0, c’est a dire v est
conjugué a ' dans A. ]

cas(iii)  Si-y est conjugué a un élément cycliquement réduit v = uyt" - - - w,, t*m
y=hyh Tt =kttt R Y bt TR

ou h est réduit. Nous procédons par induction sur |h.
Si |h| = 1.
v =hy v h{t = hy wgt* - upttm byt
Le membre de droite est réduit (car 7’ est réduit), tandis que le membre de gauche
7 est cycliquement réduit. Alors h;', et donc hy, est dans Cl.., et la conclusion est
vérifiée.

Si|h| > 1.

v o= Mttty Y hy gt et R

= hyt™ et hyg wg gt R Lt T R
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et le membre de droite est de longueur supérieure a |v|, et donc contient un pinch,

Puisque A et o' sont réduits, ce ne peut-étre que t°"h, u t"* ou thm h;}rlt_gn.
Sit°7h, 1wy t*' est un pinch.

Alors €, = —py et hpiug =a € Cy,

¥ = hyt et Ry ug gttt T R

en remplacant h,.q u; par a, et h;}rl par ujo "

v =t hpttrattt -ttt e R
= hyt™ ot R () Uy - Ut gt T (o R e ]
= hyt™ -t R (@)U - - U tP gt T (o) TR e e p

puisque £, = —,

= h1t€1 R hn¢ul (Oz)Uth e U R ¢N1 (Oé)_lhglt_g’“l L..pE hl—l
en posant h, = h,¢" (),

N = gttt SR gt -t g R, T e e
et en posant h' = hyt®' .- t*»-1hl

v =h (ugth? - - - upthmugth) Bt

Et alors 7 s’obtient en conjuguant un conjugué cyclique de 4" par un élément réduit,
B, avec |W'| < |h|.

Si thm h,:il t™°" est un pinch, alors h,41 € C,,., et €, = .

v = hat™ et Ry wg gt b Lt T R
aprés réduction

v = Tt R Wt U P (hn) TRt AT
v = Tt B (R U P () PR R

en posant h! = h,¢ "™ (h,i1)
v o= hyttt e RSt ety BT e
ot I = hyte - -t R,

T YT PR L PV
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Remarquer que l'on a |h/| < |h|. Seulement tF™uy - - - tFm—1u,, n’est pas un conju-
gué cyclique de v/, au sens ou nous I'entendons. On distingue maintenant deux cas,
selonsin=1,oun > 1.

Si n = 1. Puisque v est cycliquement réduit, Pélément A/ tFmuy - - - thm—1a,, h'~"
est réduit. Or il est égal a v qui est cycliquement réduit, et donc, wu,, A/ 1= 3 est
un élément de C),, |, ainsi,

v =h trrug et g, - By, thmuy - - thmt B

Et alors 7 est conjugué a un conjugué cyclique de 4" par un élément de C,,, .

Sin>1.
N = hlta . .tEn—lh;LtMmultﬂl o tum—lumh%—lt—enq copE hl_l

Le membre de droite est de longueur supérieure a ||, et donc contient un pinch.
Puisque R/, et uytht ---tFm=1y,, sont réduits, ce ne peut étre que, t°"~*h! tF™ ou
thm—ty, bl ~'t7en=1 Or, t=»-1h! t*m ne peut pas étre un pinch. En effet, si c’est le
cas, alors on a h;, = h,¢ " (h,11) € C_,,,, et donc, puisque ¢'"(h,11) € C_,,,
h, € C_,,,. En se rappelant que p,,, = €,, on obtient que ¢t**~*h,t** est un pinch, ce
qui contredit le fait que h soit réduit.

Ainsi t“mflumh;_lt_snfl est un pinch. C’est a dire, t,,—1 = €,_1, et umh;_l =

6 S Cﬂmfl'
= hltal .. gEn—l h;ltumU1t'u1 . .. tﬂmflﬁt—fnfl LoetTer hl_l

en remplacant k!, par 8 u,,

N = gttt B by gt g G e
v = h/ltgl . hn71¢_€n—1(ﬁ)_ltsn—lumtﬂm . tﬂm_Qumf1¢_Mm_l(6)h;E1 L.o.te hl_l

avec €p_1 = Um—1
= h1t€1 . hn_1¢—#m—1 (6)_1t€”‘1(umt“m . ,tﬂm—zum_ltum—l)
{En—1 ¢_Nm—l (6) h?’_Lil S..pE hl—l
et finalement, en posant h” = hyt®' -+ h,_1¢ Fm=1(B) 1t

v = b (upt"™ - - .tum—zum_ltum—l)h//—l

et donc v est conjugué, a un conjugué cyclique de 4/, par un élément h”, réduit,
et |h'] < |hl|.

Ainsi, dans tous les cas, v s’obtient a partir d’'un conjugué cyclique de ', en
conjuguant par un élément réduit, h’ ou h”, de longueur strictement inférieure a |h|,
ce qui nous permet d’appliquer 'induction. |
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Démonstration du théoreme 3.1.4
cas (i) Il suffit d’appliquer le corollaire 3.1.2, apes avoir remarqué que y conjugue
x en x. ]

cas (i’) Il n’y a rien a prouver dans ce cas. O

cas (ii) On suppose que z est dans A. On a encore
r=yzy
—1y—e1,,—1

T =Yt Yo Yt Y1 T Yt T ys Ty

qui est dans A, et donc le membre de droite n’est pas réduit. Or puisque x n’est pas
conjugué a un élément de Cy 1 UC_q, t°"y, 41 @ y;ilt_&'" ne peut pas étre un pinch,
et donc, puisque y est réduit, la seule possibilité est n = 0, c’est a dire y € A.

Si x est conjugué a un élément xo € A, v = h xy h™, alors h™! y h commute avec
xo, et est donc dans A. O

Pour achever la démonstration, nous procédons par contradiction. Nous suppo-
sons qu’il existe z,y € GG, qui commutent, et qui ne vérifient pas les conclusions de
la proposition. Alors, avec tout ce qui précede, ni x ni y n’est dans un conjugué de
A. En particulier, z et y sont de longueur supérieure a 1.

On considere un élément x € GG, de longueur minimale, pour lequel il existe y €
G, tel que x et y commutent et ne vérifient pas les conclusions de la proposition. On
prend y de longueur minimale dans I’ensemble des éléments vérifiant cette condition.
On pose r + 1 =|z|,s + 1 = |y|; = et y s’écrivent sous forme réduite:

T =x1twy X T

Yy =ity -yt Y

Bien str, 0 < r < s.

Remarquons tout d’abord, que t*"z,12:t°* n’est pas un pinch. En effet, dans le
cas contraire, tx, 41 x x, 1t~ est de longueur inférieure a |x|, et t=2, 1 @ 2, Lt
et t7x, 11 Yy T, jlt_g’” commutent, et ne vérifient pas les conclusions de la proposition,
ce qui est contradictoire, puisque 1’on a supposé, que x était de longueur minimale.

Maintenant, soit zy, soit xy !, est sous forme réduite de longueur r + s + 1.
Dans le cas contraire, t*7x,, 1y1t"" et t_slxl_lyltl“ sont des pinchs. Alors, ¢, = —¢q,
et o,41y1,27 Y1 € C.,, et donc

-1
Tr41Y1 = CT U1

ou c € C,,, et alors
Tr4121 = C

et t°"x,121t°" est un pinch, ce qui est contradictoire.
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Sans perte de généralité, on peut supposer que xy est sous forme réduite de
longueur r + s 4+ 1. Ainsi,

xy =ttty ety (%)
= y:)j
= gttt they g gttt T, ()

et (x) et (xx) sont deux écritures réduites de xy = yx. Avec le lemme de Britton,
en supposant s > r,

g g
tulﬁ-lyq_’_z . .tusy8+1 =ct 11-2 <ot Txr—{—l
ougq=s—r,et ce C_. Alors,

y[L’_l — yltul .. 'tuqu—i-l cxl_l

est de longueur ¢ +1 = s —r + 1. Or, x et yz~! commutent, et donc, puisque

lyz~!| < |yl|, avec le choix que nous avons fait de z et y, nécessairement z et yx ™!
vérifient les conclusions de la proposition.
Si yx~! est conjugué a un élément c € C; UC_y,

yr~' = geg!

et donc,
y=gcg 'x
et puisque z = glg~! x, x et y vérifient (4i7), ce qui est contradictoire.

Si yz~! est dans un conjugué de A, et n’est pas conjugué a un élément de C; U
C_1, avec (ii), x et y sont dans le méme conjugué de A, et vérifient donc (i), ce qui
est contradictoire.

Si yz~! = geg P W, et x = gc'g~! W¥, vérifient la conclusion (ii4), alors

y=yr tax=qgeg P W gdg 1 Wk
= geg~tgdg Tt WIWF
_ gCC/g_l Wj+k:

et puisque gcg~t,9c g™, W commutent deux a deux, gc’g~t,gec’ g™t et W commutent
deux a deux. De plus ¢, sont dans C; (respectivement C'_;), et donc cc’ est dans
(11 (respectivement C'_1). Ainsi, x et y vérifient la conclusion (7i7), ce qui est contra-
dictoire. Il n’existe donc pas d’éléments x,y € GG, qui commutent et ne vérifient pas
les conclusions de la proposition. Ceci termine la démonstration. |



Chapitre 4

Algorithmes dans le cas
hyperbolique

Nous donnons dans ce chapitre, une solution aux algorithmes élémentaires dans
le cas du groupe d’'une variété hyperbolique de volume fini M. Nous utilisons princi-
palement pour cela, la théorie des groupes hyperboliques de Gromov, et le théoreme
de chirurgie hyperbolique de Thurston.

La stratégie va consister a réduire les algorithmes dans les groupes fondamentaux
de deux variétés hyperboliques fermées N, N, obtenues par obturation de Dehn
sur M. Les groupes m(NN1) et m(N2) étant hyperboliques au sens de Gromov, ils
se prétent particulierement a la résolution d’algorithmes. L’obtention d’une solution
dans 71 (M), nécessite en outre que 71 (Ny) et m(Ny) vérifient certaines conditions
techniques supplémentaires. L’existence de telles variétés obtenues par obturation
de Dehn sur M provient du théoreme de chirurgie hyperbolique de Thurston, qui
établit I'existence d’une suite de variétés hyperboliques fermées, convergeant vers
M pour la topologie géométrique.

Dans la premiere section, nous rappelerons, le théoreme de chirurgie hyperbo-
lique de Thurston (théoreme 4.1.2), et la définition de la topologie géométrique. Dans
la deuxieme section, nous démontrerons les algorithmes qui nous seront nécessaires,
dans un groupe hyperbolique au sens de Gromov. Enfin, nous résoudrons dans la
derniere section, les algorithmes élémentaires dans le groupe d’une 3-variété hyper-
bolique de volume fini.

4.1 Convergence géométrique

Nous rappelons dans cette section, la construction de la topologie géométrique, et
le théoreme de chirurgie hyperbolique de Thurston. Pour tous les faits énoncés non

démontrés, ou pour de plus amples détails, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages
de référence [BP], [CEG], et [Thl].
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4.1.1 Définition de la topologie géométrique

Définition 1 Soit X un espace topologique. On note F(X) l’ensemble des fermés
de X . La topologie de Chabauty, sur F(X), est la topologie admettant pour sous-
base les ensembles de la forme suivante :

1) O1(K)={Ae F(X)|AnNK =2} pour un compact K.
2) O,(U)={Ac F(X)|ANU# @} pour un ouvert U.

La topologie de Chabauty vérifie de jolies propriétés.

Proposition 4.1.1 Soit X un espaces topologique quelconque. On munit F(X) de
la topologie de Chabauty. Alors,

1) F(X) est compact.

2) Si X est Hausdorff, localement compact, et a une base dénombrable d’ouverts,
alors F(X) a une base dénombrable d’ouverts, et est métrisable (et donc Haus-

dorff).

3) Si X est compact et métrique, la topologie de chabauty sur F'(X) est équivalente
a la topologie induite par la distance de Hausdorff.

Cette topologie peut a premiere vue, sembler abstraite. La partie 3), de la pro-
position précédente, la rend déja plus concrete. En outre, sous des hypotheses suffi-
santes, le résultat suivant montre que la notion de convergence dans cette topologie
est tres naturelle.

Proposition 4.1.2 Soit X un espace métrisable, localement compact. Une suite
(Fn)n de F(X) converge vers F' € F(X) pour la topologie de Chabauty, si et seule-
ment Si:

1) Sixz € X est la limite d’une suite (x,,),, avec pout tout n € N.x,, € F,,, alors
x e F.

2) Donné x € F, il existe une suite (x,),, telle que pour tout n € Nz, € F,,, qui
converge vers .

Si GG est un groupe de Lie, alors GG est un espace Hausdorff, localement compact, et
métrisable. On munit F(G) de la topologie de Chabauty. On note C(G) I’ensemble
des sous-groupes fermés de G, et D(G) I'ensemble des sous-groupes discrets de G.
Bien sur, D(G) C C(G) C F(G). On peut considérer les topologies induites par
F(G) sur C(G) et D(G). On vérifie alors, que C(G) est un fermé dans F(G), et
que D(G) est un ouvert dans C'(G). Ainsi C(G) est compact métrisable, muni d'une
base dénombrable d’ouverts, et D(G) est localement compact, métrisable et muni
d’une base dénombrable d’ouverts.

Cette topologie est tres usuelle lorsque 'on considere des représentations dans
un groupe de Lie. Soit (I',),, une suite de sous-groupes fermés d’un groupe de Lie, on
dit que (I',,),, converge géométriquement vers I', si elle converge pour la topologie de
Chabauty. Une suite de représentations discretes dans GG, converge géométriquement,
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lorsque la suite de D(G) constituée de leur image, converge pour la topologie de Cha-
bauty.

Nous nous restreignons maintenant au cas ot G = PSL(2,C) = Isom™ (H?). On
note D,(PSL(2,C)), ou plus simplement D, (I*(H?)), 'ensemble des sous-groupes
discrets sans torsion de PSL(2,C). On munit D, de la topologie induite par la topo-
logie de Chabauty sur F(PSL(2,C)). On note 7¢ cette topologie. On construit une
topologie pour les 3—variétés hyperboliques (completes), en utilisant I'identification
de D,(IT(H?)) et de I'ensemble des 3-variétés hyperboliques (complétes), munies
d’un repere. Nous ne pouvons pas procéder directement pour les 3-variétés hyper-
boliques, car la représentation d’holonomie n’est définie qu’au choix d’un repére pres.

Nous avons besoin d’introduire les notations qui suivent. Soit H l’espace des
3—variétés hyperboliques completes. On note:

H*={(Mx) € Hx M},
ou (M,x) ~ (M'x') si il existe une isométrie ¢ : M — M’ telle que ¢(z) = z'.
H™ = {(Mﬁjab)}/N

ou M € H,x € M, et b est une base orthonormale de T, M, et ou (M,x,b) ~ (M’ 2’ .b)
si il existe une isométrie ¢ : M — M, telle que ¢(z) = o/, et b’ est 'image de b
par do, : T,M — T M.

On a les surjections naturelles :

He L e 2w

Pour définir une topologie géométrique, on utilise le fait célebre suivant :
Proposition 4.1.3 Fizons un point de base z, de H?, et un repére orthonormal by
de T,,JH>. alors l'application :

A:D,(IT(H*)>T — (H‘;’F,ﬂ(zo),dz()ﬂ(bo)) e H™
(ou m désigne lapplication de revétement), est une bijection.
Définition 2 La topologie géométrique pour H**, est la topologie T qui fait de
A+ (Dy(I* (BP)),70) — (H™7)

un homéomorphisme.
Les topologies géométriques pour H* et 'H sont les topologies les plus fines, pour
lesquelles fi et fo sont continues.

Remarques: — Il faut garder a l'esprit, qu’avec cette topologie, une suite (M),
de H converge vers My, si et seulement il existe (z,), tel que la suite (M,,z,) de
H* converge vers (My,z), si et seulement si il existe (x,,),, et (b,)n tels que la suite
(M,,x,,b,) de H** converge vers (Mg, xo,bp).

— On peut montrer que munis de ces topologies, H** est localement compact et
Hausdorff, H* est Hausdorff, alors que H n’est pas Hausdorff.
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4.1.2 Caractérisation géométrique

Nous commencons par donner une caractérisation forte de la convergence géomé-
trique. Soient z,y € H? on note P,, : T,H* — T,H?, le transport parallele le
long du segment [y,z], c’est a dire la valeur de la différentielle en y, de I'isométrie
hyperbolique d’axe (x,y), qui se décompose en une translation qui envoie y sur z, et
une rotation d’axe (z,y) d’angle 0.

Soit K un compact de H3, et f,g des applications C* sur un voisinage de K. On
note d,, la n-ieme différentielle, et pour x € K, et n > 1, on considere I'application
suivante :

Pf(w),w o dnf(x) - Pg(w),x o dng(x)

On peut définir une distance entre f et g sur K, par:

D(f.9)x = maz d(f(z).g())

+ Z 2_nmln{1777;bg% HPf(x),a: © dnf(l') - Pg(m),x o dng(x)H}

n=1
On peut vérifier le résultat suivant :

Proposition 4.1.4 Pour toute boule fermée B, la topologie induite par Dz sur
I'T(H3) = PSL(2,C) est équivalente a la topologie usuelle.

Soient (M,xq,b) € H*™, et R,e > 0, on définit V' ((M,x¢,b),R,e) comme ’ensemble
des variétés (N,yo,c) € H** vérifiant les propriétés suivantes. Si

M - (H3,Zo) — (Mﬂ?o) TN - (HS,ZO) - (NayO)

sont les applications de revétement données par la proposition 4.1.3, Il existe une
application f, lisse dans un voisinage U de B(z,R) C H?, & valeur dans H3, telle
que:

(i) f(Zo) = 20

(i) f est équivariante, i.e.
Van,ze €U, mu(z1) = mu(22) <= 7n(f(21)) = v (f(22))

(111) D(f,[d)m <e€
On définit la topologie 7o sur H** comme la topologie admettant comme sous-

base la classe des ensembles des la forme V ((M,xq,b),R,e). On peut démontrer que
{V((M,x,b),R,c)|R,e > 0} est une base de voisinage de (M,z(,b) dans (H**,7¢).

Proposition 4.1.5 La topologie ¢ sur H** est équivalente a la topologie géomé-
trique.

Afin de mieux appréhender la signification géométrique de cette convergence,
remarquons que la boule centrée en zy, de rayon R dans M est I'image par m,; de
la boule de centre zy et de rayon R, et que par équivariance, f passe au quotient en



4.1. CONVERGENCE GEOMETRIQUE 78

une application ¢ définie sur B(zo,R) C M, a valeurs dans N, qui est k-bilipschitz,
ou k ne dépend que de ¢, et k(¢)—1" quand ¢ — 0. L’application ¢ envoie xq sur
Yo et b «pres» de ¢, dans un sens fort.

Remarquons de plus que ’on peut montrer que si f est une application lisse sur
un voisinage de B = B(zg,R), telle que f(29) = 2 et D(f,Id)5 < &, alors pour ¢
suffisament petit f~! est bien définie et lisse sur un voisinage de B’ = B(zy,R’), et
D(f~ 1 Id)5 < €, pour € ,R ne dépendant que de R et ¢, et vérifiant R — R et
g — 0, quand ¢ — 0.

On peut utiliser f et f~! pour montrer qu'il existe R > 0, tel que B(xy,R) C M
et B(yo,R) C N sont (k,0)-quasi-isométriques, avec k qui ne dépend que de ¢, et
k — 17 quand ¢ — 0.

Cela permet d’introduire une définition (& priori plus faible) d’une topologie sur
H**. 1l s’avere (cf. [CEG]) que la topologie obtenue est encore équivalente a la topo-
logie géométrique. Ainsi on aurait pu adopter une définition plus faible. Cependant,
il est important de garder a l’esprit que ces applications bilipschitziennes, sont en
fait induites par des applications équivariantes C*°-proches de 'identité sur B(zy,R).

4.1.3 Interprétation topologique de la convergence

Nous nous restreignons dans cette partie, au cas des variétés hyperboliques de
volume fini. Nous rappelons le fait célebre suivant (cf. [Ral).

Proposition 4.1.6 Une variété hyperbolique M, est de volume fini, si et seulement
st OM est soit vide, soit une réunion de tores.

Nous noterons respectivement F,F* F**, les restrictions de H,H* ,/H**, aux varié-
tés hyperboliques de volume fini. C’est a dire, F est I’ensemble des 3—variétés hyper-
boliques de volume fini, 7* I'ensemble des 3—variétés hyperboliques de volume fini
munies d’un point de base, et F** ’ensemble des 3—variétés hyperboliques munies
d’un point de base x et d’un repere orthonormal de leur espace tangent en x. On
munit ces ensembles des topologies induites par H,H*, H**.

Si M est une 3—variété hyperbolique complete, on peut fixer un repere, de fagon
a ce que M = A(T") avec les notations de la proposition 4.1.3. Rappelons que pour
e > 0 donné, on définit la partie épaisse de M, notée M|, o, comme 'image par
my de {x € H*|V~y € I'd(z,y.z) > e}. La partie fine de M, notée M, est le
complémentaire de M, o) dans M. Il existe une constante uniforme (sur I’ensemble
des 3—variétés hyperboliques), u, appelée constante de Margulis, telle que si € < p,
alors My, consiste en un nombre fini de Z @ Z-cusps et de tubes de Margulis (cf.

[Ral).

Proposition 4.1.7 Soit (M,,x,) une suite d’éléments de F*, convergeant vers
(Mo,xo) € F*. Alors pour € > 0 suffisament petit, et pour n>> 0, x, € My o). Soit
un € > 0 fixé; alors pour n > 0, il existe:

— Une suite de réels strictement positifs, (o,)n, t.q. 0, — 0.
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— Une suite de réels, (kp)n, kn > 1, t.q. k, — 1.
— Pour tout n, une application k,-bilipschitzienne,

an : MO[s,oo] - Mn

qut vérifie les propriétés suivantes :
(i) ¢n est la restriction d’une application lisse sur un voisinage de Mo )
induite par une application équivariante C™ proche de [’identité.
(i) fa(xo) = 4.
(191) Myjeio, o) €5t contenu dans lintérieur de ¢n(Mo: ), €t on(Mope o)) €5t
contenu dans l'intérieur de My

€—0n,00]

Donnée M, on peut choisir a(M),avec) < a(M) < p, suffisament petit, de fagon
a ce que pour tout € < a(M), la partie e-fine de M consiste en un nombre d > 0 de
7. ® Z-cusps. Ils sont en correspondance bi-univoque avec les composantes (toriques)
de OM. En fait, pour € < a(M), M est homéomorphe & M) ..

Pour ¢ suffisament petit, et n suffisament grand, le complémentaire de ¢, (Mo )
dans M, est contenu dans la partie u-fine de M, qui consiste en des Z & Z-cusps
et des tubes. Une étude topologique et géométrique simple, permet d’arriver aux
résultats suivants:

Théoréme 4.1.1 Soit (M,), une suite de F**,.F*, ou F, convergeant vers M dans
le méme espace, ayant k Z.&Z-cusps. Soit € > 0 suffisament petit, alors, pourn > 0,
la partie e-épaisse de M, est homéomorphe a M. La suite M, est partitionnée en
k—+1 sous-suites (éventuellement finies), (M,Sh))n, pour h=0...k, ou MM ak—h
7B Z-cusps et h tubes dans sa partie fine. De plus la longueur des géodésiques axiales
des h tubes tend vers 0 quand n tend vers [’infina.

On peut remarquer que la suite (M,SO))n est stationnaire, égale a M. En particu-
lier, les points de F correspondant aux variétés fermées, sont isolés.

Sous une version corollaire, on obtient une interprétation topologique de la
convergence géométrique.

Corollaire 4.1.1 Sous les méme hypotheses, pour n > 0, Méh) est obtenu par h
obturations de Dehn sur M.

4.1.4 Convergence de représentation

Par définition, la suite (M,), de F converge vers M € F si il existe une suite
(M, 20,0, ) de F** qui converge vers (M,xq,by). Si 'on note Iy, = A~ ((M,,2,,,b,))
et I' = A1 (M,z0,by), alors par définition de la convergence géométrique, la suite
(I'y)n € PSL(2,C) converge géométriquement vers I' € PSL(2,C). On désire préci-
ser cette notion de convergence.

Considérons une suite (M,,,z,) de F* convergeant vers (M ,zq). Alors pour n > 0,
on a le plongement

wn : (MaxO) — (Mnaxn)
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donné par le corollaire 4.1.1, 11 n’est bien défini, qu’a homotopie pres. On considere
’homomorphisme (bien défini),

wn* : 7T1<M7$0) E— 7-(-1(]\4717'%71)

Puisque M, \v,, (M) est constitué de tores solides, avec le théoreme de Van-Kampen,
Un, est surjectif, et son noyau est normalement engendré par les classes des pentes
de chirurgies.

Pour tout n, on a (donné b, ), la représentation d’holonomie,

P 1 (My,x,) — PSL(2,C)
dont 'image est I',,. On considere (donné by), la représentation d’holonomie,
P :m(M,xy) — PSL(2,C)

dont 'image est I'. La suite (I',,),, converge géométriquement vers I'. On construit
la suite de représentations (non fideles) (P,),,

P, :m(M,zy) — PSL(2,C)
en posant P, = p, o ¥,,.

Proposition 4.1.8 Soit (M,,), une suite de F, F*F**, convergeant vers M. La
suite (Py,),, converge algébriquement vers P. C’est a dire, que pour tout élément
v € m(M,xo), la suite (P,(7)), converge vers P(v) dans PSL(2,C).

On savait déja que pour v € m(M,x), il existe une suite (v,), ou v, € I';, =
P, (m(m,xq)) qui converge vers P(). Cette proposition montre, que la suite (P, (7))n
converge vers P(7).

Démonstration Considérons une suite ((M,,x,,b,)), de F** convergeant vers
((M,xg,by)). Fixons un repere de H?, et considérons les applications de revétement
données par la proposition 4.1.3,

7 (H?,29) — (M,x0)

T (H?,20) — (M,,,2,)

et les représentations d’holonomie associées,
P:m(Mxy) — PSL(2,C)

P 1 (My,x,) — PSL(2,C)

Comme précédemment, on note I, = p, (11 (M,,z,)), et I' = P(m(M,x0)).
Soit v € T', on pose R > 2d(zp,7.29). Soit 4 un arc géodésique de zg a 7.zo. Alors
(%) est un lacet fermé basé en g, de classe ¢ dans 71 (M,xg), et v = P(c). Pour

tout n, il existe une application f, définie sur un voisinage de B(zo,R), a valeur
dans H?, équivariante, proche de l'identité, qui fixe zg. Posons 7, = f,(7); alors,
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par équivariance, 7, (%,) est un lacet fermé de M, basé en x,. Notons ¢, sa classe
dans 71 (M,,x,,), et v, = pn(c,). Alors, on vérifie sur un voisinage de 2o,

an’V:’Vnofn

et puisque f,, — Id; v, — 7 sur B(2o,R) pour la topologie C*, et donc, avec la
proposition 4.1.4, 4, — 7 pour la topologie usuelle de PSL(2,C).

Pour € > 0 donné, il existe R assez grand, tel que m(B(zy,R)) DO M ). On prend
e suffisament petit pour que, M| ) soit homéomorphe a M. Avec le notations du
paragraphe précédent, on a un plongement (bilipschitzien), v, de M. o dans M,,
induit par f,. Ainsi le lacet ¥, (7m(%)) est bien défini, et il s’agit en fait du lacet
Tn(Vn). Remarquons que ¢, = 1,,(c), et qu’alors P,(c) = py, 0 ¥y, (c) = 7, converge
vers P(c) = 7. |

4.1.5 Théoreme de chirurgie hyperbolique de Thurston

Dans la section précédente, nous avons déduit des conditions nécessaires, pour
qu’une suite de variétés hyperboliques de volume fini converge, mais nous ne nous
sommes pas assuré de leur existence. Pour cela, nous disposons du théoreme de
chirurgie de Thurston.

Rappelons que pour des entiers naturels, on note pA g = 1 si, soit p et ¢ sont non
nuls, et premiers entre eux, soit 1'un est nul, et l'autre est égal a +1. Soit M une
3-variété a bord non vide, et 7 C dM un tore. Une fois fixée une base de (7)), la
classe d’homéomorphisme de la variété obtenue par obturation de Dehn sur 7, ne
dépend que des coefficients (p,q) de chirurgie ou pente de chirurgie), ou p A ¢ = 1.
Posons que la chirurgie sur 7 de coefficient co consiste a retirer la composante au
bord 7. Posons D = {(p,q)[pAq=1} et D = DU {oo}; D peut étre vu comme un
sous-ensemble de S?. En effet D est un sous-ensemble de R x R, et en considérant
la compactification de R? en S? par projection stéréographique qui envoie le pole
nord sur oo, D se plonge dans S2. Remarquons, qu’avec la topologie usuelle de S?,
si U est un voisinage de oo, alors tous les points de D, & l’exception d’un nombre
fini, sont dans U. On munit D de la topologie induite.

Si M a g composantes toriques au bord, 7y, ... ,7;, une obturation de Dehn (au
sens large) sur 7y, ... ,7,, est déterminée par un élément de D'=Dx---xD. On
munit cet espace de la topologie produit.

Théoreme 4.1.2 Soit M une variété hyperbolique de volume fini, ayant k compo-

santes (toriques) au bord, k > 1. Il existe un voisinage U de (o0, ... ,00) dans Ek,
tel que si (dy,... ,dy) € U, alors Mg, . a,) est hyperbolique de volume fini. De plus
l’ensemble de toutes les 3-variétés hyperboliques obtenues de cette fagcon, contient
des sous-suites non triviales convergeant vers M.

Remarques : — Par une suite non triviale, nous entendons une suite qui n’est pas
stationnaire au bout d’un certain rang.
— La premiere partie de ce résultat est souvent résumée sous la forme «presque
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toutes» les 3-variétés obtenues par chirurgie sur une variété hyperbolique sont hy-
perboliques. Mais attention au sens de «presque toutes». Si M n’a qu’'une compo-
sante au bord (le complément d’un noeud dans une variété fermée), alors «presque
toutes» signifie «toutes sauf un nombre fini» ; mais si M a plusieurs composantes, le
complémentaire de U peut étre de cardinalité infinie.

Corollaire 4.1.2 Soit M une 3-variété hyperbolique de volume fini, a bord non vide.
Il existe une suite non triviale (M, )nen de variétés hyperboliques fermées convergeant
vers M, vérifiant les propriétés suivantes :

— Pour tout n € N, M, s’obtient par obturation de Dehn sur M.

— 81 T est un composante de OM, 1;,l; les pentes respectives sur T pour M;,M;,

alors st i # 3, l; # ;.

Remarque: Si M est fermée, toute suite (M,),, convergeant vers M est station-
naire au bout d’un certain rang.

Démonstration Nous commencons par montrer I'existence d’une suite de variétés
hyperboliques fermées, obtenues par obturation de Dehn sur M, convergeant vers
M. Nous procédons par récurrence sur le nombre k de composantes au bord de M.

Si k = 1, le théoreme de chirurgie hyperbolique fournit une suite (M), conver-

geant vers M. La sous-suite (Mn)g)) (avec les notations du théoreme 4.1.1) est sta-

tionnaire, or, puisque (M,), est non triviale, la suite (M), est infinie, c’est donc
une suite extraite et donc elle converge vers M.

Supposons que la propriété soit vraie jusqu’au rang k. Soit M € F ayant k +
1 composantes au bord, et (M,), une suite de F convergeant vers M. Comme
précédemment, en considérant une suite extraite, on peut supposer que (MT(LO))n est
vide. Soit (M, ), la sous-suite de (M,,),, constituée des éléments M,, non fermés.

Par hypothese de récurrence, pour chaque n, My, est la limite d’une suite de
variétés fermées de F, (F)'),.

En remplagant dans (M, ),, pour tout n, Mg, par un I suffisament proche, il est
aisé de construire (abstraitement), une suite de variétés fermées de F, convergeant
vers M.

Soit maintenant 7 une composante au bord de M. On note [,, la pente de chi-
rurgie sur 7 pour M,,. Donnée une pente [ de 7, il existe un nombre fini de pentes
l,, égales a [. En effet supposons le contraire, alors il existe une suite extraite M),
dont toutes les pentes de chirurgie sur 7 sont égales a [. On fixe [l], la classe de [
dans 7 (M). Avec les notations de la proposition 4.1.8, la suite P, ([l]) converge
vers P([l]) dans PSL(2,C). Or, par définition d’une obturation de Dehn, pour tout
n Py ([l]) = 1 dans PSL(2,C), ainsi P([l]) = 1 dans PSL(2,C). Alors, puisque P
est une représentation fidele, [[] = 1 dans m (M), ce qui est impossible puisque 7°
est incompressible.

Nous allons maintenant construire une suite extraite de M,,, vérifant pour 7 fixé
les conclusions du corollaire. Soit p > 1, tel que toutes les pentes ly,... [, sur T
soient distinctes. Avec ce qui précede, il existe p tel que pour tout n > pu, [, est
distinct de [y,... ,l,. Posons Ny = M,,... N, = M,, N,i1 = M,. En répétant ce
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procédé on montre I'existence d’une suite extraite vérifiant pour 7 fixé, les conclu-
sions du corollaire. On procede de la méme facon pour toutes les composantes au
bord de M, et on obtient ainsi la suite extraite désirée. |
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4.2 Algorithmes dans un groupe J-hyperbolique

4.2.1 Définition d’un groupe hyperbolique au sens de Gro-
mov

Nous commengons par définir la notion de groupe hyperbolique selon Gromov (cf.
[Gr], [CDP], [GdIH], [GHVS]). Pour cela nous équipons un groupe arbitraire d’une
métrique, appelée métrique du mot. Cette métrique dépend d’une famille génératrice
du groupe. Néanmoins, pour des groupes de type fini, nous verrons que la propriété
d’hyperbolicité ne dépend pas d’une famille génératrice finie. Pour cette raison, nous
nous restreindrons dans la suite a des groupes de type fini.

Il existe de multiples facon équivalentes de définir la notion de groupe hyper-
bolique. Initialement, M.Gromov définit sa notion d’hyperbolicité pour un espace
métrique quelconque, en introduisant un produit (appelé depuis produit de Gro-
mov). Il dit alors quun groupe est hyperbolique, si muni de la métrique du mot,
il est hyperbolique en tant qu’espace métrique. Il généralise ainsi le cas du groupe
fondamental d'une variété riemanienne compacte de courbure strictement négative.

Nous avons choisi d’utiliser la caractérisation de I’hyperbolicité dans un espace
géodésique, par des «triangles fins». Nous devons des lors, pour définir I’hyperboli-
cité d’un groupe, le plonger isométriquement dans un espace métrique géodésique.
Nous introduisons pour cela la notion de graphe de Cayley d'un groupe. C’est un
espace géodésique propre, sur lequel le groupe agit par isométrie de facon propre-
ment discontinue et cocompacte.

Soit G un groupe de type fini, et S une famille génératrice finie pour G. On
définit une distance sur GG, appelée métrique du mot, de la maniere suivante :
Soit w un mot sur S, i.e. w = aq---a;---a,, avec pour tout ¢ = 1---n, a; €
SUS™!, nous notons lgrg(w), la longueur de w en tant que mot, c’est & dire l'entier
n.
Soit g un élément de GG. On définit l'entier |g| par,

lg| = inf{lgrs(w)|w est un mot représentant g}

Remarquons que puisque 1’on considere la borne inférieure d’un sous-ensemble non
vide de N, cette borne est atteinte, c’est a dire qu'il existe un mot w de longueur |g],
représentant ¢ (il n’est en général pas unique). Nous définissons alors une distance
sur (z, en posant pour tout g;,g0 € G,

ds(g1,92) = |91 " 92|

Il est trivial de vérifier les axiomes de symétrie, de séparation, et I'inégalité trian-
gulaire. Il faut remarquer que cette définition dépend d’une famille génératrice.

Lorsqu'une famille génératrice S sera supposé fixée, nous aurons coutume de
noter lgr et d au lieu de lgrg et dg. Nous commettrons aussi I’abus de langage
consistant & noter |w| pour un mot w. Plus généralement, donné un mot, nous le
confondrons souvent avec I’élément qu’il représente dans le groupe.
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Soit G un groupe muni d’une famille génératrice finie. On définit un graphe
orienté, localement fini, appelé le graphe de Cayley, noté I'(G,S) de la fagon
suivante :

— Les sommets de I'(G,S) sont en bijection avec les éléments de G. Si g € G, on
note g le sommet de I'(G,S) lui correspondant.

— Il existe une aréte ayant pour origine g; et pour extrémité gy, lorsque il existe
s € SUS™! tel que ¢go = ¢1.s dans G. On munit alors cette aréte du label s.
Trivialement, si une aréte « est labellée par s, son aréte opposée —a sera labellée
par s71.

Etant donné deux sommets g7,g2, un chemin de g7 a g3 est une suite fini d’arétes

ai, ... 0, telle que gy est 'origine de aq, g9 est 'extrémité de «,,, et pour tout ¢ =
1,... ,n—1, extrémité de a; est l'origine de ;1. Un chemin est alors naturellement
muni d’un label. C’est le mot w sur S obtenu par concaténation des labels des arétes
A1y ... Oy, 6. W= S1---8;--Sy, ou s; est le label de a;. On a alors dans G la

relation g = giw. Il faut remarquer que donné un sommet, ’ensemble des chemins
ayant pour origine ce sommet est en bijection avec I’ensemble des mots sur S.

Un chemin bi-infini, est une suite (a,),cz d’arétes, telle que pour tout i € Z,
I’extrémité de «; est 'origine de ;1.

On munit I'(G,S) d'une métrique simpliciale, en imposant que la longueur d’une
aréte soit égale a 1. Cela fait de I'(G,S) un espace métrique géodésique propre. Avec
cette métrique, I’ensemble des sommets muni de la métrique induite, est naturelle-
ment isométrique a (G,dg). Si un chemin ayant pour label w est une géodésique, on
dira que w est un mot géodésique.

Soit g € G. Si h est un sommet, on définit g.h comme le sommet gh, et si o est
I'aréte de label s, entre h; et hy, g.o est I'aréte de label s entre g.h; et g.hy. On
définit ainsi une action G xI'(G,S) — I'(G,S). Cette action se fait par isométrie. Si
I’on considere un chemin C, son image sous ’action de g € GG est encore un chemin,
que 'on note ¢g.C. Si C est un chemin de gy a gz, alors g.C va de gg; a ggs et a meme
label que C.

Le graphe de Cayley d’un groupe peut aussi se définir de maniere plus concrete.
Soit G’ un groupe admettant la présentation finie < S| R >. Il existe une fagon stan-
dard de construire un 2-complexe simplicial fini, ayant un sommet, une aréte pour
chaque élément de S, et pour groupe fondamental G. Considérons son revétement
universel K, et fixons un point de base. Alors le 1-squelette K de K est naturel-
lement isomorphe au graphe de Cayley I'(G,S). L’action précédemment définie, est
la restriction sur K; de laction de G sur K comme groupe d’automorphisme du
revetement. Il est alors clair que G agit de fagon libre et proprement discontinue sur
['(G,S). L’action est cocompacte, car ’espace quotient est le 1-squelette de K.

Nous en arrivons maintenant a la définition de I’hyperbolicité selon Gromov.
Soit F un espace métrique géodésique. Nous appelons triangle géodésique [z,y,2], la
donnée de 3 points distincts x,y,2 de E, et de géodésiques les reliant deux a deux,
[z,y],[y,2],[z,2] (elles ne sont en général pas uniques).

Etant donné un triangle géodésique [x,y,z] de E, on peut toujours le plonger
isométriquement dans un triangle [A,B,C] de 'espace euclidien 2-dimensionnel. Ap-
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pelons W l'isométrie ¥ : [z,y,2] — [A,B,C], telle que ¥V (z) = AV (y) = B,V(z) =
C.

A

'l )

[SC,Z/,Z] —> [AaBJC} —_— A
Fi1G. 4.1 — Le tripode A et l’application © o V.

Notons [ le centre du cercle inscrit dans [A,B,C], et a,b,c ses points de contact
(voir la figure 5.1). Considérons le tripéde A constitué des segments [A,I],[B,1],
[C\,I]. On construit I'application continue © de [A,B,C] dans A de la fagon sui-
vante : la restriction de © sur [A,c] est 'unique application affine qui préserve A, et
qui envoie ¢ sur I. De la méme facon, la restriction de © sur [A,b] est I'application
affine qui préserve A et envoie b sur I. On définit de fagon similaire © sur [C,b],[C,al,
[B,al], [B,c]. Ceci définit © sur [z,y,z]. Remarquons que O est bijective sur A,B,C,
la pré-image de I est {a,b,c}, et que tout autre point admet deux pré-images. On
construit ainsi 'application © o ¥ de [z,y,2], qui est unique, & composition par une
isométrie du plan, pres. Soit 6 € R,.. Nous dirons que E est é-hyperbolique, si
pour tout triangle géodésique, et pour tout point m € A (ou A est obtenu par cette
construction), le diametre de (© o ¥)~1(m) dans E est majoré par §. Nous dirons
que F est hyperbolique si il existe 0 € R, tel que E soit d-hyperbolique.

Un groupe de type fini G, muni d’une famille génératrice S sera dit é-hyperboli-
que, si son graphe de Cayley I'(G,S) est d-hyperbolique. Cette définition dépend
du choix de S. Néanmoins, si S’ est une autre famille génératrice finie pour G, et
si I'(G,S) est d-hyperbolique, alors I'(G,S’) est ¢’-hyperbolique pour un certain ¢§'.
Nous dirons qu’'un groupe est hyperbolique si pour une (toute) famille génératrice
S finie, il existe un réel positif § tel que I'(G,S) soit d-hyperbolique. Ainsi étre hy-
perbolique ne dépend pas du choix d'une famille génératrice finie.

Considérons un groupe d-hyperbolique G, et I'(G,S) son graphe de Cayley pour
cette famille génératrice. Soit [x,y,z] un triangle géodésique dans I'(G,S). Soit A le
tripode, et ’application © o U, comme définis plus haut. Par définition, si u,v sont
deux sommets dans [x,y,z], ayant méme image par © o W, alors ils sont reliés dans
['(G,S) par un chemin de longueur au plus §. La donnée d’un chemin géodésique
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si Abg N si Abe N

Fi1G. 4.2 — Foliation d’un triangle géodésique dans le graphe de Cayley.

pour tout couple de sommet de [z,y,z] ayant méme image par © o ¥, s’appelle une
foliation de [z,y,z].
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4.2.2 Premieres propriétés

Nous avons défini dans la section précédente, les groupes hyperboliques. Nous ne
rappelerons pas leurs propriétés élémentaires. Concernant leur étude, et toutes les
propriétés utilisées dans cette section, nous renvoyons l'intéréssé aux ouvrages de
références [CDP], [GdIH]. Nous citons néanmoins le résultat suivant, qui sera utilisé
tout au long de cette section.

Proposition 4.2.1 Dans un groupe hyperbolique, les problemes du mot et de la
conjugaison sont résolubles.

Rappelons maintenant la définition d’une quasi-géodésique. Soit ¢ un chemin
(fini ou infini) dans le graphe de Cayley. Soient des réels A > 1, ¢ > 0. Nous dirons
que ¢ est une (\e)-quasigéodésique, si pour tout sous-chemin ¢’ de ¢, si u est le
label de ¢, alors,

lgr(u) < Mu|+ €

Un chemin sera dit quasigéodésique si c’est une (\,e)-quasigéodésique, pour A >
1,6 > 0. Nous appelerons quasigéodésique infinie, un chemin bi-infini, qui est une
quasigéodésique.

Nous commencerons par démontrer la propriété algébrique majeure des groupes
hyperboliques. Elle nous sera utile tout au long de cette section.

Proposition 4.2.2 Soit G un groupe hyperbolique et h € G un élément sans tor-
ston. Supposons qu’il existe a € G et p,q € Z, tels que

hi = ahPa~t dans G

Alors p = +q. De plus, < a >g est une extension finie d’un sous-groupe de
< h>g.

Démonstration Montrons tout d’abord, que pour tout n € Z, h?" = a"h?"a™"
a"h? o™ = a" aha P @l "
:an—l(ahp 1)p" L' 1—n
— an—lhqxp CLl n

— n—2
:an 2(6th —1\gxp 2 -n

n th xXp" CL2 n

_ _ k—1 n—=k _
a® k(ahpa 1)q Xp CLk n
_ k n—=k _
a® khq Xp ak n
= qh?"*Pg!
_ n—1
= (ahPa™ )"
= he"
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On se place maintenant dans le graphe de Cayley I'(G,S), pour S une famille
génératrice. On suppose que pour cette famille G est d-hyperbolique.

Notons [1,A], un chemin géodésique entre 1 et h, et considérons le chemin infini H
défini par H = |J,,., h".[1,h]. Remarquons que les sommets h" sont dans H. Puisque
h est sans torsion, avec le lemme 10.6.5 de [CDP], H est une (\,e)-quasigéodésique,
avec \,e ne dépendant que de h. Ainsi ‘H admet deux points limites h_ et h, et si
nous notons [h_,h | une géodésique de h_ & h, alors [h_,h | est dans le K-voisinage
de H, avec K ne dépendant que de \e et 0 (théoreme 3.3.1 de [CDP]).

Pour n € Z, considérons ‘H,, = a".’H, image de H sous l'action de a" € G.
Puisque G agit par isométrie, H,, est une (\,e)-quasigéodésique, pour tout n. Puisque
hP" = a"h9" ¢~ " dans G, les quasi-géodésiques H et H,, restent & une distance bornée
(dépendant de p,q,n,|al,|h|). Avec le corollaire 2.1.3 de [CDP], H,, a alors pour points
limites h_ et hy, et avec le théoreme 3.3.1 de [CDP], pour tout n, [h_,h,] est dans
le K-voisinage de H,,.

Considérons un point T de [h_,h ]. Pour tout n € Z, il existe un chemin de T a
un point de H,,, de longueur au plus K ; et donc pour tout n, il existe un entier i, et
un chemin de T a a™h?, de longueur au plus K + |h|. Ainsi la boule fermée centrée
en T de rayon K + |h|, contient pour tout entier n, un sommet de la forme arh,
pour un certain ¢ € Z. Puisque le graphe est localement fini, une boule contient un
nombre fini de sommets. Ainsi, il existe n,m,i,j, avec n # m, tels que a"h® = a™h’
dans GG. Et donc, il existe r € Z*,s € Z, tels que

a = h’

Il est alors clair que < h® >4 est un sous-groupe d’indice fini de < a >¢g. De
plus, a” et h commutent, et donc,

™

W = a h? a™" = h?

ce qui, puisque h est sans torsion, n’est possible que si p = +q. |

Remarques: — On obtient alors le corollaire suivant: un groupe hyperbolique ne
peut pas contenir Z @ 7Z, et plus généralement, aucun groupe de Baumslag-Solitar
< a,blabPa™t = b7 >, pour p,q € Z (si p = +q on peut facilement montrer — en
utilisant par exemple la structure d’extension HNN — que 'on n’a pas a" = b™
pour n,m € 7).

— On peut montrer sur le méme modele que ’ensemble C' des éléments de G qui
préservent ’ensemble {h_,h,} est une extension finie de < h >. En particulier, le
centralisateur d'un élément A sans torsion, contient le sous-groupe cyclique infini
engendré par h comme sous-groupe d’indice fini.

4.2.3 Les algorithmes

L’argument utilisé dans la démonstration de la proposition 4.2.2, pour montrer
que [h_,h,] est dans le K-voisinage de H,, (les deux premiers paragraphes du se-
cond argument) sera récurrent tout au long de cette section. Il nous permettra de
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déterminer des bornes sur la longueur d’éléments vérifiant les relations algébriques
étudiées. Ces bornes seront calculables, et ne dépendront que de grandeurs liées au
groupe, et de parametres de quasigéodésicité. Le probleme qui se pose est alors le
suivant : si h est un élément sans torsion de G hyperbolique, alors le chemin bi-
infini H = U,z h™.[1,h] est une quasigéodésique. Peut-on, donné un mot sur les
générateurs représentant h, déterminer algorithmiquement les parametres \,e de
quasigéodésité de H?

[, b7

F1G. 4.3 — La (\g)-quasi-géodésique H. Elle admet deux points limites h™,h™ dans
II'(G,S), et reste a distance de Hausdorff au plus k de toute géodésique [h=,h™], ot
k ne dépend que de 6,\c.

L’approche que nous emploierons sera inverse. Donné un élément h sans torsion,
nous le transformerons en un élément A’ sans torsion tel que |J, ., (h')".[1,//] soit
une (\e)-quasigéodésique pour A,e connus, et tel que h vérifie une propriété P
recherchée, si et seulement si A’ vérifie une propriété P’ analogue. Nous introduirons
pour cela la notion de mot C-réduit.

Définition Considérons un groupe G, é-hyperbolique pour une famille génératrice
finie, .S donnée. Soit C' > 0 une constante. Un mot sur S, w sera dit C-réduit, si
lgr(w) > C, et si w et tous ses conjugués cycliques sont des mots géodésiques.

Proposition 4.2.3 Soit G un groupe muni de la famille génératrice finie S, de
fagon a ce que (G,dg) soit 6-hyperbolique. Il existe des constantes calculables, C > 0,
A>1,e >0, telles que st w est un mot C-réduit sur S, alors le chemin infini VW =
U,.cz w™.[1.0] de I'(G,S) est une (\e)-quasi-géodésique (en particulier, w représente
un élément sans torsion de G).

Démonstration Si w est C-réduit, alors le chemin infini W = J, ., w".[1,00] est
une (1,0,C')-quasi-géodésique locale (cf. [CDP]). Avec le théoreme II1.1.4 de [CDP]
(quasi-géodésité locale implique quasi-géodésité globale), il existe C' > 0, A > 1 et
e > 0, tels que toute (1,0,C)-quasi-géodésique locale soit une (\,e)-quasi-géodésique.
n
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Considérons un groupe G, o-hyperbolique, muni de la famille génératrice finie
S. Fixons durant la fin de cette section, la constante C' provenant de la proposition
précédente. Nous décrivons maintenant la procédure permettant donné un mot sur
S représentant un élément h sans torsion de G, de lui associer un mot C-réduit
représentant un conjugué d’une puissance de h.

Procédure de C-réduction : Considérons un mot w sur S, représentant un élément
sans torsion h € (. La procédure de C-réduction permet de déterminer un mot a
sur S, un entier non nul n, et un mot C-réduit hy, tels que hy = ah™a~' dans G.

Etape 1: Avec ’algorithme du mot, on peut supposer que w est un mot géodésique.
Supposons maintenant qu’un conjugué cyclique de w ne soit pas géodésique. Par
exemple w = wjw; et il existe un mot géodésique wy, tel que

wiw; = w;  dans G

et
lgr(wy) < lgr(ww;) = lgr(w;) + lgr(w;) = lgr(w)

On peut utiliser I'algorithme du mot pour décider si le mot w;w; est ou non géodési-
que, et le cas échéant déterminer w;. On considere des lors le mot wy, il représente
dans G le conjugué de w par w, 1. On applique alors cette procédure & wy, pour ob-
tenir wo, et ainsi de suite. Puisque la longueur des mots diminue strictement, cette
procédure s’arréte, et on obtient un mot wy non vide, et un mot «, tels que tous les
conjugués cycliques de wq soient géodésiques, et tels que a conjugue w en wy dans
(. Si wy est de longueur au moins C, la procédure s’arréte et on pose h; = wy, sinon
on applique 'étape 2 a wy.

Etape 2: Si w est un mot de longueur inférieure a C', alors on considere un entier
n, tel que le mot w” soit de longueur au moins C. On applique alors I'étape 1 a w,.

Montrons que si h est d’ordre infini la procédure s’arréte. Si ce n’est pas le cas,
alors il existe une suite strictement croissante d’entiers positifs (u,,), telle que pour
tout entier n > 0, il existe un conjugué de h"" qui s’écrit comme un mot de longueur
inférieure a C. Puisque dans (G,dg), la boule centrée en 1, de rayon C' contient un
nombre fini d’éléments, il existe une suite extraite (u,(m)), (strictement croissante),
telle que pour tout nq,ne € N, h¥ 1) ~ h% 02 Avec la proposition 4.2.2, ceci n’est
possible que si h est de torsion. On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Proposition 4.2.4 (Déterminer la torsion) Soit G un groupe muni d’une fa-
mille génératrice finie S, telle que (G,dg) soit 0-hyperbolique. Il existe une procédure

qut, donné un mot sur les générateurs décide s’il représente un élément de torsion
dans G.

Démonstration D’une part on énumere les entiers n € N, et pour chacun on uti-
lise I’algorithme du mot pour décider si A = 1 dans G. D’autre part on applique la
procédure de C-réduction a h. Au bout d’un temps fini, I'un des procédés s’arrétera



4.2. ALGORITHMES DANS UN GROUPE 0-HYPERBOLIQUE 92

et nous fournira une réponse. |

Dans le cas ou nous traiterons avec deux constantes h,h’, nous aurons besoin de
raffiner la procédure de C-réduction.
Procédure de C-réductions jumelées: Si I'on considere deux mots h,h’ repré-
sentant des éléments sans torsion de S, et qu’on leur applique la procédure de C-
réduction, on obtient deux mots hy,h] et deux entiers n,m, tels que dans G, h; soit
conjugué a h", et h soit conjugué a h'™. Dans le cas de deux éléments, cette derniere
approche s’avere étre souvent insuffisante pour déduire d’une relation algébrique por-
tant sur h et h’, une relation portant sur hy,h’. Aussi, nous modifions la procédure
de fagon a obtenir hy,h| et N € N,, tels que hq,h]| soient les conjugués respectifs de
RN WY, Pour celd nous réduisons h et i’ simultanément, de la facon suivante :

Etape 1: On applique I'étape 1 de la procédure de C-réduction a h et h'. Si I'on
obtient hj,h] tous deux de longueur au moins C, alors la procédure s’arréte. Sinon
on passe a 1’étape 2.

Etape 2: On y détermine N € N,, tel que lgr(h™) et lgr(h'") soit au moins C. On
reprend alors la procédure a 1’étape 1.

Si h et h' sont sans torsion, le méme argument que dans de le cas de la C-
réduction, permet de montrer que cette procédure s’arréte.

Maintenant que nous avons défini, les notions d’élément C-réduit, et de procédure
de C-réduction, nous allons donner des solutions aux problemes algorithmiques qui
nous intéressent, dans un groupe hyperbolique. Nous utiliserons de facon systéma-
tique, les solutions aux problemes du mot et de la conjugaison, combiné a I’argument
évoqué au début de cette section (il utilise les propriétés de stabilité des quasi-
géodésiques dans un espace hyperbolique). Rappelons que notre objectif, est de
résoudre les algorithmes de détermination des 2-cosets, et des classes périphérales
dans I', groupe d’une variété hyperbolique de volume fini. Pour cela nous aurons
besoin de déterminer un (nombre fini de) groupe I'y, quotient de I', qui soit 6-
hyperbolique, et soit «acceptable», dans un sens que nous expliquerons plus tard.
Les algorithmes de cette section, sont scindés en deux classes. la premiere, constituée
de la proposition 4.2.4, et des corollaires 4.2.2, 4.2.4, 4.2.5, sert a déterminer si ['; est
«acceptable». La deuxieme classe, constituée des corollaires 4.2.1, 4.2.3, sert a donner
une solution aux algorithmes dans I'y, obtenus comme 1’«image» des algorithmes
considérés dans I'. Nous verrons a la fin de ce chapitre, comment une solution dans
(deux tels) I'y peut nous permettre de déterminer une solution dans I

Rappelons, que durant toute cette section, nous considérons un groupe G' muni
d’une famille génératrice finie S, avec (G,dg) d-hyperbolique, et nous fixons les
constantes C,\,e, provenant de la proposition 4.2.3.

Proposition 4.2.5 Soit G un groupe d-hyperbolique, muni de la famille génératrice
finie, S. Sotent 6 > 1, € > 0, et C' comme dans la proposition 4.2.3. Soient h et
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w deux mots sur S, C-réduits. St w est conjugué dans G a h™, alors il existe une
constante calculable L = L(6,e,\,|wl,|h|), tel que n < L.

Démonstration On se place dans le graphe de Cayley. On note [1,h] le chemin
géodésique de label h, et 'H le chemin bi-infini:

Puisque h est C-réduit, avec la proposition 4.2.3, H est une (\.e)-quasigéodésique
de I'(G,S). Avec le théoreme II1.3.1 de [CDP], (théoreme de stabilité des quasi-
géodésiques de longueur infinie), H a exactement deux points d’accumulation, h_
et hy dans OI'(G,S), et il existe une constante calculable k, ne dépendant que de
J,\.g, telle que H est dans un k-voisinage de toute géodésique joignant h_ a h, et
inversement, toute géodésique joignant h_ a h, est dans le k-voisinage de H.
Notons [1,w], le chemin géodésique de label w. Supposons que h™ = uwu~! dans
G. Puisque w est C-réduit, et que G agit par isométrie sur ['(G,S), le chemin bi-infini,

W =u.(| Jw".[12))

est une (\e)-quasi-géodésique, et a donc deux points d’accumulation dans OI'(G,S).
Maintenant, puisque A" = uwu™!, H et W restent a distance de Hausdorf bornée.
Avec le corollaire 11.1.3 de [CDP], W a donc h_ et h, comme points d’accumulation.

Considérons maintenant, [h_,h, ], une géodésique reliant h_ et hy. Avec ce qui
précede, H est dans le k-voisinage de [h_,h.] qui est elle-méme dans le k-voisinage
de W. Ainsi il existe un chemin reliant 1 & un point de W, de longueur inférieure

Fic. 4.4 —

a 2k (cf. figure 5.4). Notons v le label de ce chemin. Alors, il existe p € Z, tel que
dans G,

v = uwPw;
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oll w; est un sous-mot initial de w, i.e. w = w;.w;. Ainsi, u = vw;l

h" = wwu™?!,

w™P et puisque

1 1

wPww Pwv”
1

h" = vw;
= (vw; w(vw; )"
= vwo' !

On obtient donc un élément v = vw; ' de longueur majorée par 2k + |w|, qui
conjugue w en h". Maintenant, puisque H est une (\,e)-quasi-géodésique,
lgr(h"™) < A|R™| + €
nlgr(h) < M4k + 3|w|) + ¢

S (A(4k + 3|w]|) + ¢€)

et ainsi, n est majoré par une constante L, ne dépendant que de §,\e,|w|,|h|. H

Corollaire 4.2.1 (Détermination des classes périphérales) Soit G un groupe
d-hyperbolique sur une famille génératrice S, et h € G un élément d’ordre infini.
Donné un élément w € G, on peut décider si w est conjugué dans G a un élément
de < h >. De plus, si c’est le cas, w est conjugué a au plus deux éléments de < h >.

Démonstration On suppose h et w donnés par des mots sur S. On fixe A > 1
et ¢ > 0, et C donnés par la proposition 4.2.3. Si les mots h et w sont C-réduits,
alors la proposition 4.2.5 nous donne une borne calculable L, ne dépendant que de
I\ |wl,|h|, telle que si w est conjugué a k™, pour n € Z, alors |n| < L. On utilise
ensuite ’algorithme de la conjugaison pour décider si w est conjugué a h?, pour tout
entier p vérifiant —L < p < L. On détermine ainsi tous les éléments p € Z, tels que
w soit conjugué a h” (avec la proposition 4.2.2, il y en a au plus deux).

Si h ou w ne sont pas C-réduits, alors on leur applique la procédure de C-
réduction jumelée, d'une part, et d’autre part, on utilise ’algorithme du mot pour
tester si une puissance de w représente l'identité de G. Si w est de torsion, cet
algorithme finit par le déterminer, et w ne peut définitivement pas étre conjugué a
une puissance non triviale de h. Sinon, on finit par obtenir les mots hy,w; C-réduits,
conjugués respectifs de bV et w’ pour un certain N,

Si w est conjugué a h", alors w; est conjugué a h}. En utilisant la proposition
4.2.5, on détermine au plus deux éléments n € Z tel que w; soit conjugué a hf. Il
suffit pour conclure d’utiliser I’algorithme de la conjugaison, pour décider si w est
conjugué a h"™ pour un tel n. |

Corollaire 4.2.2 (Probleme du mot généralisé de Z dans G) Soient G un
groupe 0-hyperbolique sur une famille génératice S, et h € G un élément d’ordre
infini. Donné w € G on peut décider st w €< h >.

Démonstration Appliquer ’algorithme du mot, pour décider si w est égal a un des
¢léments de < h > qui lui sont conjugués, fournis par le corollaire 4.2.1. |
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Proposition 4.2.6 Soit G un groupe -hyperbolique, muni d’une famille génératrice
finte S. Sotent A\ > 1, ¢ > 0, et C la constante dont [’existence provient de la
proposition 4.2.3. Soient hy et hy des mots sur S, C-réduits, et u et v des éléments
de G.

Supposons qu’il existe ny,no € Z tels que u = hi*vhy?* dans G. Alors il existe une
constante calculable K > 0, ne dépendant que de §,\g,|ul,|v|,|hi|,|he| et du cardinal
de S, et deuz entiers my,mo avec |my| < K ,|ms| < K, tels que u = h{"*vh3? dans

G.

Démonstration On se place dans le graphe de Cayley I'(G,S), et on suppose que
u = h'vh}?. Notons [1,hy], et [1,hy] les chemins géodésiques de labels respectifs
h1,hs. On note

Hy = [L,hy] U Ry [T,h|U--- URP [T Ry

H2 - [T7E] U h;lﬁ,ﬁ] U---u h%_nz'[Taﬁ]

Puisque hy et hy sont des mots C-réduits, avec la proposition 4.2.3, ce sont des
chemins (\e)-quasigéodésiques de longueur finie. Puisque G agit par isométrie sur
['(G,S), le chemin u.H; est aussi une (\,e)-quasi-géodésique.

Fic. 4.5 —

Avec le théoreme de stabilité des quasi-géodésiques de longueur finie (théoréeme
[11.1.3 de [CDP], il existe une constante calculable k ne dépendant que de d,\,¢, telle
que u.Hy, est dans le k-voisinage de toute géodésique joignant u a uhj”.

Considérons un quadrilatere géodésique (), de sommets T,E,W,h; "2 Soit 0 <
n < ny, et notons H, le point uh?. Il existe un chemin de H, & la géodésique
[@,uh}']. Appelons H! son extrémité. En considérant une géodésique de T & uh'™,
puis une foliation des deux triangles géodésiques obtenus a partir de () et de cette
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géodésique, on peut construire un chemin reliant H! a [1,h; "], de longueur inférieure
a ky = 30 + max{|u|,|v|}. Appelons H? son extrémité. Puisque Hy est une (\e)-
quasi-géodésique, avec le théoreme de stabilité des quasi-géodésiques de longueur
finie, il existe un chemin de H? & H,, de longueur inférieure & k. Ainsi, on peut
trouver 0 < m < ny, et un chemin de H? & h;™, de longueur inférieure a k + |ho.
Et finalement, pour tout n,0 < n < n;, On peut trouver un chemin de H,, a h,™ de
longueur majorée par K7 = 2k + 36 + max{|ul,|v|} + |ha| (cf. figure 5.5.).

Il existe au plus card(S)%* éléments de G pouvant s’écrire en un mot de longueur
au plus K. Supposons que n; > card(S)51. Alorsilexistec € G, 0 <r <nj,et s € Z
tels que h} = chic™* dans G. Ainsi u = W' 7"vhy*™* avec ny —r < ny (cf. figure
5.6). Ainsi on peut trouver my,msy, avec m; < card(S)E1, tels que u = h}" vhi™.

Il ne reste plus qu’a majorer ms (on ne peut pas utiliser un argument par
symétrie, car lorsque n; diminue, ns peut augmenter, et réciproquement). Le chemin

[Lhy']U---Uhy ™ [T,E] est une (\,e)-quasi-géodésique, ainsi,

lgr(hy?) < Alhy ™| + ¢
mal|ha| < A(|u| + |v| + ma|hi]) + €

my < o—(A(lu| + [v] +maha]) +¢)

D
— h2 o
1 — — —~ 2
u N U
U I‘IZ H] ’U,h,l_nl
I hy ™
U v
U uhl—’ﬂl‘f']_z
F1G. 4.6 —

Ainsi my est majoré par une constante Ks ne dépendant que de d,\e,|ul,|v|,|h1],
et |ho|. Maintenant on pose K = max{card(S)5!,K,}. |
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Corollaire 4.2.3 (Détermination des 2-cosets) Soit G un groupe 0-hyperboli-
que, sur la famille génératrice S. Soient hy et hy des éléments de G d’ordre infina.
Donnés u,w € G, on peut décider si il existe ny,ny € Z tels que u = hi*vhy?, et le
cas échéant donner un tel couple (ny,ns)

Démonstration On se donne A > 1 et ¢ > 0, et C' comme dans la proposition 4.2.3.
On se donne hq,hs,u,v par des mots sur .S. Si hy et hy sont C-réduits, la proposition
4.2.6 nous donne une constante calculable K, et on peut alors utiliser ’algorithme
du mot pour déterminer, si il existe, deux entiers mq,mq, avec |m;| < K, |ms| < K,
tels que u = hi"vhg™.

Si hqy ou hsy n’est pas C-réduit, on applique le procédé de C-réduction jumelée a
h1 et hy. On obtient des mots H;,Hy, C-réduits, les mots aj,a2, et N € N, tels que
H, = alh{Val_l et Hy = Cbghé\]a/;l dans G. Alors, ny = 1IN +r1 et ng = ¢oN + 79,
pour qi,q2 € Z, et r1,r9 € {0,... ;N — 1}, et

— pma n2
u = hy'vh,

_ h(fl N+ry Uth N+rg

o uhg = (I
& aluh;”agl = al(hiv)mal_lalh?vaz_lag(hév)‘”a;l

& aguhyayt = Hi" (a1 h} vay ') Hy®

Pour 0 <7 < N, on pose
U; = ajuhy‘ay’

i —1
Vi = a1hjva,

Ainsi il existe ny,ny € Z,, tels que u = hi*vhy?, si et seulement si il existe
Q1,92 € Z, et i,j € {0,... ,N — 1} tels que U; = h}"V;h4%, ce dont on peut décider
puisque {0,... ,N — 1} est fini, et que Hy,Hy sont C-réduits. H

Proposition 4.2.7 Soit G un groupe d-hyperbolique muni d’une famille génératrice
S. Soient d,e et C' comme dans la proposition 4.2.3, et soient hy,hy des mots sur S,
C-réduits. S1 un élément non trivial de < hy > est conjugué dans G a un élément
de < hy >, alors il existe une constante L = L(§,e,\,|h1|,|he|), et ni,ny € Z, tels
que |ni| < L, |ng| < L, et hi* est conjugué a hy?.

Démonstration Supposons qu'il existe u € G, qui conjugue hf' en hb>. Notons
[1,h1] et [1,hy] les chemins géodésiques de labels respectifs hi,hy. Avec la propo-
sition 4.2.3, puisque hq,hs sont C-réduits, les chemins bi-infinis de I'(G,S), H; =
U,.ez 21 (L], et Ho = U, ez h5.[1,hs] sont des ().e)-quasi-géodésiques. Puisque u
conjugue hi' en hh?) H; et Ha sont a distance de Hausdorff bornée, et donc avec le
théoreme I11.3.1, et le corollaire 11.1.3 de [CDP], elles ont méme points d’accumula-
tion dans le bord du graphe de Cayley, h_ et h,. Avec le théoreme I11.3.1 de [CDP]
elles sont dans un 2k-voisinage 1'une de ’autre, ou k ne dépend que de d,\,e. De la
méme fagon que dans la démonstration de la proposition 4.2.5, on peut alors trouver
un élément v € G de longueur inférieure a 2k+|h1 |+ |hs|, qui conjugue hi* en h5?. En
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appliquant la proposition 4.2.6 il existe donc une constante L = L(d,e,\,|h1],|ha]),
et ny,ne € Z tels que |ny| < L, [ng| < L, et A" est conjugué a hy?. |

Corollaire 4.2.4 (Conjugaisons périphérales I) Soit G un groupe d-hyperboli-
que, et h un élément d’ordre infini de G. Il existe un algorithme permettant de
décider s’il existe un élément de G — < h > qui conjugue deux éléments non triviaus
de < h >.

Démonstration Commencons par remarquer, bien que cela ne soit pas nécessaire,
qu’avec la proposition 4.2.2, si a conjugue h? en h?, alors nécessairement p = +q et
a” = h®.

Supposons tout d’abord que h soit C-réduit. Avec la proposition 4.2.7, on peut
prendre 0 < p < L ou L est un entier calculable ne dépendant que de §,\e,h|.
Reprenons la démonstration de la proposition 4.2.5. Si u conjugue h” en h9, alors il
existe v’ qui conjugue h? en h? vérifiant en outre |[v'| < 2k + |h| (ou k£ ne dépend
que de 0,\.e). De plus, u = v'h?, et ainsi, u €< h > <= ' €< h >. Ainsi il suffit
d’utiliser 1’algorithme du mot pour décider si h? = uhdu=!, pour 0 < p < L, p = +q,
et |u| < 2k + |h|, et le corollaire 4.2.2 pour décider si u €< h >, pour conclure.

Si h n’est pas C-réduit, on le réduit en un élément ' = ah™a~! C-réduit. Il est
aisé de vérifier que s’il existe un élément hors de < h >, qui conjugue deux éléments
non triviaux de < h >, alors il existe un élément hors de < aha™' >D>< A’ > (de lon-
gueur bornée), qui conjugue deux éléments non triviaux de < h’ >. Réciproquement,
s’il existe un élément w hors de < A’ > qui conjugue deux éléments non triviaux de
< W >, alors soit w €< aha™! >, soit il existe un élément hors de < h > conjuguant
deux éléments non triviaux de < h >. Ainsi il suffit pour en décider de combiner
I’algorithme du corollaire 4.2.2, a une résolution pour h'. |

Corollaire 4.2.5 (Conjugaisons périphérales II) Soit G un groupe d-hyperboli-
que, et hi,ho € G des éléments d’ordre infini. On peut décider si il existe un élément
non trivial de < hy > conjugué a un élément de < hy >.

Démonstration On se donne A > 1,6 > 0, et C' comme dans la proposition 4.2.3.

Si hy et hy sont des mots C-réduits, la proposition 4.2.7 donne une constante
calculable L, telle que si un élément non trivial de < h; > est conjugué a un élément
de ho, il existe ni,ny € Z,, tels que |n1| < L,|ns| < L, et h™ est conjugué a h"2. On
peut alors utiliser I'algorithme de la conjugaison pour décider si c¢’est ou non le cas.

Si hq ou ho n’est pas C-réduit. On applique le procédé de C-réduction jumelée,
pour obtenir les mots C-réduits Hy,H,, conjugués respectifs de hY¥ et hY pour un
certain N. Clairement, un élément non trivial de < h; > est conjugué a un élément
de < hy > si et seulement si un élément non trivial de < H; > est conjugué a un
élément de < Hy >. On peut donc conclure. |
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4.3 Algorithmes dans le cas hyperbolique de vo-
lume fini

4.3.1 Comportement algébrique asymptotique

Si M est une variété hyperbolique de volume fini, M est incompressible ([Sc]), et
les composantes de 9M sont des tores 7y, ... ,7,. On appelle composante périphé-
rale I'image T; d'un plongement de m(7;) dans m(M). Il est bien connu que T;
est un sous-groupe parabolique maximal, isomorphe & Z @ Z (cf. Chap. 12, [Ral).
Le résultat suivant, est une version algébrique (forte), du fait topologique célebre,

qu'une variété hyperbolique de volume fini, n’admet pas d’anneaux essentiels (cf.
[Th1)).

Proposition 4.3.1 (Anneaux essentiels) Soit M une 3—variété hyperbolique de
volume fini, a bord non vide. Si T est une composante périphérale, T' est caractérisé
par un point fire P € OH3, i.e. tout élément de (M) fizant P est dans T. De plus

a) Soit T une composante périphérale, si u € m (M) conjugue deuz éléments de
T, alorsu e T.

b) Si T1,T» sont deux composantes périphérales distinctes, aucun élément non
trivial de Ty n’est conjugué a un élément de T.

Démonstration Sous ces hypotheses, 71 (M) est un sous-groupe discret sans torsion
de PSL(2,C) agissant par isométrie sur H? et dont le quotient est isométrique
a Int(M). Cette action sétend naturellement en une action de 7y (M) sur H3 =
H3 U OH?.

La composante périphérale T consiste en un sous-groupe parabolique maxi-
mal, de point limite P, i.e. T est constitué d’éléments paraboliques fixant P, et
réciproquement tout élément parabolique de m; (M) fixant P est dans T'. Le point P
est appelé point cusp (cf. [Ral, §12.2). Supposons qu’un élément u non trivial quel-
conque de (M) fixe le point P. Alors, puisque (M) est un sous-groupe discret,
de PSL(2,C), avec le théoreme 5.5.4 de [Ra|, u ne peut pas étre loxodromique, et
donc u est parabolique, et © € T', ce qui démontre la premiere assertion.

Si u conjugue deux élément de T, alors u fixe P, et donc u est dans 1. Ceci
démontre la partie a). Reste a démontrer b).

Soient 17 et Ty deux composantes périphérales distinctes, caractérisées par deux
points cusps distincts, Py, P, € OH?. Si un élément u conjugue deux éléments non tri-
viaux de T7,Ts, alors u(P;) = P,. Ainsi, la conclusion b) est un corollaire immédiat,
du fait bien connu, que pour une variété M hyperbolique de volume fini, les compo-
santes connexes de OM, sont en correspondance bi-univoque, avec les orbites sous
'action de m (M), de I'ensemble des points cusps (cf. [Ral, chap. 12). |

Considérons (M, ), une suite non triviales de variétés hyperboliques, obtenues par
obturation de Dehn sur la variété hyperbolique de volume fini M, convergeant vers
M au sens de la topologie géométrique. Nous établissons maintenant deux résultats
essentiels concernant le comportement algébrique asymptotique du groupe 7 (M,,),
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lorsque n — oo. Ces résultats établissent I'existence de «bons» quotients (M)
de m (M), dans le sens ou nous pourrons établir des algorithmes dans (M), en
travaillant dans de tels quotients.

Proposition 4.3.2 (Comportement algébrique asymptotique I) Soit M une
3—variété hyperbolique de volume fini, a bord non vide. Soit (M,)nen une suite de
variétés hyperboliques fermées obtenues par obturation de Dehn sur M, convergeant
vers M. On note p, : m1 (M) — w1 (M,) les surjections canoniques.

Alors pour n >> 0, et pour toute composante périphérale T de m (M),

a) p.(T) est un sous-groupe lozodromique cyclique infini maximal de m (M,).

b) Siv e m(M,) conjugue deux éléments t,t’ de p,(T), alorst =1t et v € p,(T).

c) Si Ty, Ty sont deux composantes périphérales distinctes de w (M), aucun élé-
ment non trivial de p,(T1) n'est conjugué a un élément de p,(Ts).

Démonstration On prend ¢ > 0, avec ¢ < p ou p est la constante de Margulis (cf
[Ral), et la partie e-fine de M ne consiste qu’en des Z @ Z-cusps. Notons p le nombre
de composantes (toriques) de M. Avec la proposition 4.1.1, pour n >> 0 les parties
e-épaisses de M et M, sont homéomorphes. On peut donc considérer un plongement
de M dans M, tel que le complémentaire de M dans M,, consiste en la partie e-
fine de M, constituée de p tubes de Margulis. De tels tubes sont homéomorphes
a 8! x D?. Si T est un composante de M asociée & une composante périphérale
T, et sil est la pente de chirurgie sur 7 permettant d’obtenir M,,, alors pour toute
pente m de 7 vérifiant m Al = 1, m est homotope dans M,, a ’ame du tube de bord
7. Ainsi, a conjugaison pres, p,(T) est engendré par la classe de ’ame de ce tube.

On note 7 : H? — M,, I'application de revétement. Un tube de Margulis est
I'image par m d’un voisinage tubulaire d’une géodésique infinie A, appelée axe.
L’image de l'axe, m(A), est une géodésique fermée de M,,, homotope a 'ame du
tube. Avec le théoreme 9.6.2 de [Ral, il existe un élément h € m(M,,) agissant de
facon m-équivariante sur H? comme un élément loxodromique, d’axe A, tel que 1’ame
du tube représente a conjugaison pres, cet élément h. Puisque h est loxodromique,
h engendre un sous-groupe cyclique infini de 7;(M,). Supposons que h = x™ pour
un certain x € m;(M,). Alors z agit sur H® comme un élément loxodromique d’axe
A, et alors = est représenté par une puissance de ’ame du tube, et ainsi n = +£1.
Puisque p,(T) est conjugué a < h >, on obtient a).

Avec ce qui précede, p,(T) est un sous-groupe loxodromique cyclique maximal.
Un sous-groupe loxodromique cyclique maximal H, est caractérisé par les points
limites h™,h", i.e., u € H, ssi u est un élément ayant pour points fixes h~ et h™.
Ainsi, les éléments de p,(T") sont caractérisés par leurs deux points limites, ¢t 7.
Si un élément v conjugue deux éléments de p,(7T), alors cet élément a pour points
fixes t7,tT, et il appartient donc a p, (7). Ceci démontre la partie b).

Soient 17,15 deux composantes périphérales de M. Elles correspondent a deux
composantes au bord distinctes de M, et donc, si n >> 0, a deux tubes de Margulis
distincts de M,,. Si un élément non trivial de p,(77) est conjugué a un élément de
pn(Ty), alors il existe un élément u € (M), dont I'action sur H?® envoie 'axe A,
de hy sur 'axe Ay de hy. Ceci contredit le fait que les tubes soient distincts, ce qui



4.3. ALGORITHMES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE DE VOLUME FINI 101

démontre c). |

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.3.1 Soit (7,)nen une suite d’éléments loxodromiques de PSL(2,C), con-
vergeant vers un élément parabolique v de PSL(2,C). Notons pour toutn € N, v~ ~-F
les points fizes de 7y, et 0 le point fize de . Alors, dans OH? muni de sa topologie
usuelle, les suites (7, )n et (7, )n convergent toutes deux vers 6.

Démonstration Commencons par rappeler la définition de la topologie usuelle de

PSL(2,C) (cf. §5.1, [Ra]):

— Le groupe général linéaire GL(2,C) des matrices 2 x 2, inversibles, a coefficients

complexes admet pour norme :
1
2 2
2
= (E lai] )
i,j=1

ce qui permet de le munir naturellement d’une métrique d, par d(A,B) = |A — B|.
Remarquons qu'il s’agit de la métrique euclidienne sur GL(2,C) vu comme sous-
ensemble de I’espace hermitien C*. On munit alors GL(2,C) de la topologie métrique
(ce qui en fait un groupe topologique).

[(@ij)i =12

— Le groupe spécial linéaire SL(2,C), des matrices 2 x 2, a coefficients complexes,
de déterminant 1. C’est un sous-groupe de GL(2,C), que 'on munit de la topologie
induite.

— Soit N le sous-groupe normal de SL(2,C) engendré par Id et —Id, N = {Id, —Id}.
Alors, le groupe projectif unimodulaire PSL(2,C), est défini par:

PSL(2,C) = SL(2,C)/N

On munit PSL(2,C) de la topologie quotient. On peut vérifier que SL(2,C) et
PSL(2,C') munis de ces topologies, sont des groupes topologiques, et que la surjec-
tion canonique de SL(2,C) sur PSL(2,C) est un revétement d’indice 2.

On se donne l'espace hyperbolique H? par le modele du demi-plan supérieur, ot
les points sont vus comme des quaternions x + yi + zj, avec z,y € R, z € R%. Le

bord de H? peut-étre vu comme la sphere de Riemann, CP! = C=CuU {o0}, et le
groupe des isométries préservant l'orientation, peut-étre identifié au groupe LF(C)
des transformations de Moebius de C, c’est a dire, des homographies :

az +b
—
cz+d

avec a,b,c,d € C,et ad — bc # 0

Clairement, si I’on multiplie a,b,c,d par un méme nombre complexe, on ne modifie
pas f. Aussi, on pourra supposer que ad — bc = 1. Ces transformations s’étendent
naturellement en des difféomorphismes conformes de H?3, en associant & w € H?,
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I’élément (aw+b)(cw+d)~! de H. 1l existe un isomorphisme naturel ¢ de PSL(2,C)

sur LF(C), donné par:
é a b az +b
= z —
c d cz+d
(si LF (@) est muni de la topologie compact-ouverte, ¢ s’avere étre un isomorphisme
de groupe topologique).
Considérons un élément f de LF(2,C),

az +b

fz) = cz+d

avec a,b,c,d € C, et ad — bc = 1. L’isométrie f est elliptique si a +d € R et
(a + d)* < 4, parabolique si (a + d)* = 4, et loxodromique si a +d € R, ou si
(a+d)? > 4 (cf. proposition A.5.18 de [BP]). Maintenant, f fixe le point z du bord,
si et seulement si, z est solution de I’équation :

c?+(d—a)z—b=0

Si ¢ = 0, alors f fixe 0o, sinon on a un trindbme qui admet pour discriminant
A = (a+ d)? — 4. Lorsque f n’est pas elliptique, considérons arbitrairement ¢ € C,
tel que 62 = A, alors f admet pour points fixes, les éléments 2,20 € C C C,

a—d=+o

RECEN 2c

Venons-en a la démonstration proprement dite. Considérons une suite (7,),
d’éléments loxodromiques de PSL(2,C) convergeant vers 1’élément parabolique 7.

Notons,
a b a, by,
_<c d) et Vn e N, %_<cn dn>

Puisque la surjection canonique de SL(2,C) sur PSL(2,C) est un revétement,
pour n >> 0, v et 7, se relevent dans SL(2,C). Aussi, on supposera que 7 et la
suite (v,), sont dans SL(2,C), et par définition de la topologie quotient, la suite
(Yn)n converge vers v dans SL(2,C). En particulier, par définition de la topologie
de SL(2,C), on a convergence dans C, des suites suivantes :

a, — a, b, — b, ¢, — ¢, d, — d
n—-00 n—-00 n—:oo n——m=aoo
Quitte a composer par une isométrie, on pourra supposer que les éléments v et v,
n’ont pas oo pour point fixe. L’élément v a un point fixe § = (a —d)/2c, et I'élément
Y a deux points fixes v v.F,

an — dy, — O I e
Vo =

T =

QCn QCn
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Or la suite (A,), converge vers 0, et donc (6,), converge aussi vers 0 (en posant
A, = (a, +d,)? —4, et 2 = A,). Ainsi les suites (v, ), et (7,7), convergent toutes
deux vers 0, dans C, et donc dans OH?. |

Proposition 4.3.3 (Comportement algébrique asymptotique II) Soit M
une 3-variété hyperbolique de volume fini, ouverte. Soit (M,),en une suite de varié-
tés hyperboliques fermées obtenues par obturation de Dehn sur M, convergeant vers
M. On note p, : m (M) — 7 (M,) les surjections canoniques.

Soit T une composante périphérale de M. Alors, siu & T, pourn >> 0, p,(u) &

pu(T).

Démonstration Avec les notations du paragraphe 4.1.4, la suite de représentations
P, :m (M) — PSL(2,C) congerge algébriquement vers P : m (M) — PSL(2,C).
On veut montrer que si P(u) ¢ P(T) alors pour n >> 0, P,(u) ¢ P,(T). Puisque
P est une représentation fidele, u € T ssi P(u) € P(T). De plus, puisque par
construction (cf. §4.1.4), P, = p, 0 p,, si l'on a p,(u) € p,(T), alors P,(u) € P,(T).
On aura alors démontré la proposition.

Nous montrons la contraposée. Supposons qu’il existe une suite extraite
(P, (w))n, de la suite (P, (u))nen de PSL(2,C), telle que pour tout n, P, (u) €
P, (T). Avec la proposition 4.3.2 a), pour n >> 0, P,(7T) est un sous-groupe loxo-
dromique cyclique maximal de P,(m(M)) = m(M,), ayant pour points limites
t—tr. Puisque, la suite de représentations (P,), converge algébriquement vers P
(proposition 4.1.8), avec le lemme 4.3.1, les suites de points (¢ ),,(¢}), convergent
vers un meéme point § € OH?, point cusp du sous-groupe parabolique maximal
P(T). La suite de PSL(2,C) (P,(u)), converge vers P(u), et donc la suite extraite
(P, (u)), converge aussi vers P(u). Or, puisque P, (u) € P, (T), P, (u) a pour
points fixes ¢, ,tT | et donc avec le lemme 4.3.1, P(u) a pour point fixe #. Ainsi,
puisque P(T) est un sous-groupe parabolique maximal, P(u) € P(T). H

Remarque : La proposition affirme que si u ¢ T, il existe une constante N(u) € N,
tel que Vn > N(u), pp(u) € p,(T). La constante N (u) n’est pas uniforme, elle dépend
de u (en effet, pour tout n, ker(p,) ¢ T'). A défaut d’une constante uniforme, il nous
aurait été utile de vérifier la propriété suivante, ce pour des questions de compléxité
de lalgorithme de détermination des 2-cosets I, dans le cas hyperbolique (prop.

4.3.9):
— Si (M,), est une suite convergeant vers M, il existe une constante N € N, telle
que la famille finie { My, My, ... ,My} vérifie que pour toute composante périphérale

T C m (M), et tout élément u € 7w (M), si uw & T, alors il existe i € {1,... ,N}, tel
que p;(u) € p;(T) dans m(M;). C'est a dire, dans un sens heuristique, on peut se
donner un ensemble fini de telles variétés, tel que si u ¢ T', alors p;(u) & p;(T), pour
au moins une de ces variétés.

Malheureusement, cette proposition s’avere étre toujours fausse. Fixons un entier
N > 0, et une composante périphérale 7' C 71 (M), provenant d’une composante 7
de OM. Notons respectivement lq,ls,... Iy les classes dans m (M), des pentes de
chirurgie sur 7 de M;y,M,, ... ;My. Alors p;(l;) = 1 dans m1(M;). Donnons nous un
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élément © € m (M), vérifiant x ¢ T. Puisque M est hyperbolique, x est d’ordre
infini. Considérons dans (M), I'élément

[, 2lox ™) = ly.wlpr™ Il P

C’est un produit de conjugués de I:!, mais c’est aussi un produit de conjugués de
It Ainsi, pi([l1,2l27Y]) = 1 dans 71(M)), et po([l1,2l527]) = 1 dans m (M,). De

plus, avec la proposition 4.3.1 a),
[lLxlba™ €T <= sha i alils €T <= wha™' €T < z €T

ainsi, puisque x € T, [l,xloz~'] € T. Sur le méme modele, notons pour tout i =

1,...,N, \; = 27 ;217" et considérons 1'élément de 7 (M),
h(N) = [l [[- - - [[Av Al As] - LA -+ - [ A]
alors, avec les méme arguments, il est facile de vérifier, que pour + = 1,... N,

pi(h(N)) = 1 dans m(M;), et que h(N) ¢ T. Ainsi, on pourra prendre N aussi
grand que 'on veut, il existera toujours un élément de 71 (M) — T, qui est tué dans
m1(M;) pour i < N (et donc qui vit dans p;(T)!).
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4.3.2 Vérifier ’hyperbolicité

Pour résoudre les algorithmes élémentaires dans le groupe d’une variété M hy-
perbolique de volume fini, la statégie consiste a effectuer des obturations de Dehn
sur toutes les composantes (toriques) de OM. Avec le théoreme de chirurgie hyper-
bolique de Thurston (théoreme 4.1.2), «presque toutes» les variétés obtenues sont
fermées hyperboliques, et dans ce cas, leur groupe est Gromov-hyperbolique. On
peut des lors espérer se donner un nombre fini de telles variétés, afin de résoudre des
problémes algorithmiques dans leur groupe, (les groupes hyperboliques s’y prétent
particulierement bien, cf. section 4.2), ce qui permettrait de donner une solution aux
problemes considérés dans 7y (M).

Les deux premiers problemes auxquels nous sommes confronté, afin de trouver
de tels bons candidats, sont les suivants: d’une part, si I' est Gromov-hyperbolique,
nous devons en décider, d’autre part nous avons besoin pour travailler algorithmique-
ment sur I' de connaitre sa constante d’hyperbolicité d, ou du moins une majoration
de celle-ci.

Avec le travail du a Markov, Adjan, et Rabin (cf. [Mi2]), il est clair que dans
la classe des présentations finies de groupes la propriété d’étre hyperbolique est
récursivement inreconnaissable. Il s’agit en effet d’une propriété dite de Markov (un
groupe hyperbolique ne peut contenir Z @ Z). Nous travaillons cependant, dans la
classe des groupes de 3—variétés, et nous devons prendre garde de ne pas en déduire
que dans cette classe étre hyperbolique est inreconnaissable. En effet la propriété
d’étre un groupe de 3—variété, est également une propriété de Markov (le groupe
d’une 3—variété ne peut contenir Z & Z @& Z @® 7 (cf. [He]). De toute fagon, nous
n’avons pas besoin de décider de I’hyperbolicité, mais de le le déterminer lorsque
c’est le cas, i.e., que la sous-classe des groupes hyperboliques, dans la classe des
groupes de 3-variétés soit récursivement énumérable.

Nous donnons deux approches différentes pour résoudre ces problemes. La pre-
miere utilise des méthodes élaborées par D.epstein et D.Holt, utilisant la notion
d’automaticité d’un groupe. La seconde utilise la structure plus restrictive de groupe
de 3-variété hyperbolique fermée, et les travaux de R.Riley, (snap-pea) (cf. [Th2]).
Dans le premier cas, nous n’avons besoin que d’une présentation finie du groupe,
alors que dans le second cas, il est nécessaire de se donner la variété, par une triangu-
lation, une décomposition de Heegard, ou une chirurgie sur un entrelac. Cependant,
dans la pratique, on se donnera souvent — sinon toujours — une variété avant de se
donner un groupe de 3-variété. Dans les deux cas, les algorithmes s’averent étre ef-
ficients, sur des machines de capacités relativement modestes, dans des cas simples.
Seule une étude de la complexité - que nous ne ferons pas - pourrait nous permettre
d’en dire davantage.

Nous commencons par exposer la méthode due a D.Epstein et D.Holt. Concer-
nant les notions d’automaticités (que nous noterons en italique), et tous les faits
énoncés, nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage de référence [CEHLPT]. Tous les algo-
rithmes sont implémentables avec le logiciel KBMAG [Ho]. Un groupe hyperbolique
est automatique. De plus, pour toute famille finie de générateurs, il est short-lex auto-
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matique. Donnée un présentation finie, d'un groupe, s’il est short-lex automatique,
il existe un algorithme qui permet de se donner des automates définissant cette
structure (la pratique, montre méme une étonnante efficience de cet algorithme).
P.Papasoglu, a récemment démontré I’'équivalence entre la propriété d’étre Gromov-
hyperbolique, et la propriété d’étre strongly geodesically automatic ([Pal). 11 suffit
ainsi de décider si 'on a une telle structure. Ceci peut-étre réalisé, en utilisant les
algorithmes donnés dans [EH1] et [EH2|. Dans le cas ou le groupe considéré n’est
pas hyperbolique, cette procédure tourne indéfiniment, sans donner aucune réponse,
mais dans le cas ou le groupe est hyperbolique, cette procédure s’arréte. On peut
alors utiliser ’algorithme figurant dans [EH1] et [EH2] pour déterminer la constante
0 d’hyperbolicité (ou une majoration de celle-ci). Nous résumons ces faits dans la
proposition suivante.

Proposition 4.3.4 Soit I' un groupe fintment présenté donné par une présentation
finte. Il existe un algorithme, qui, si I' est hyperbolique, en décide, et explicite une
constante d’hyperbolicité & de I' pour cette présentation.

Nous donnons maintenant la deuxieme approche. Elle est basée sur une procé-
dure, due a R.Riley, permettant, donnée une variété hyperbolique de volume fini, par
une triangulation (par exemple), de déterminer une structure hyperbolique complete.
Bien qu’efficient que dans des cas relativement simple (snap-pea), il s’avere qu’une
telle procédure est toujours théoriquement réalisable. L’algorithme fournit un polye-
dre fondamental fini et les applications de recollement (applications de pairage de
face). Rappelons qu’une 3—variété hyperbolique de volume fini, admet toujours un
polyedre fondamental convexe, exact, fini (cf [Ral]). Nous résumons cette discussion
dans la proposition suivante (cf. [Th2]).

Proposition 4.3.5 Donnée une variété hyperbolique de volume finie (par une tri-
angulation par ez.), il existe un algorithme qui fournit une stucture hyperbolique,
ainst qu’un polyedre fondamental fini.

Une variété hyperbolique fermée, est le quotient de H?® par un sous-groupe dis-
cret sans torsion de PSL(2,C), agissant de maniere cocompacte. Le résultat suivant,
déja remarqué par Milnor, permet de déduire que son groupe fondamental est hy-
perbolique au sens de Gromov.

Théoreme 4.3.1 Soit X un espace géodésique propre, et I' un groupe discret d’iso-
métrie de X. St X/ est compact, alors ' est de type fini, et I' muni de la métrique
du mot (pour une famille génératrice quelconque), est quasi-isométrique a X.

En affinant ce résultat, on peut, donné un polyedre fondamental fini, estimer la
constante d’hyperbolicité ¢.

Proposition 4.3.6 Soit I' un sous-groupe discret de PSL(2,C), agissant par iso-
métrie, de fagon cocompacte sur H2. Alors T' est Gromov-hyperbolique. Si l’action
de T' sur H? admet un polyédre fondamental fini P, et si 'on munit I’ de la famille
génératrice associée auxr pairages de faces, alors I' est d-hyperbolique, et connaissant
P, on peut trouver m,M > 0, tels que m < 6 < M.
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Démonstration La premiere partie de la proposition provient du théoreme 4.3.1.
On suppose que I’'on connait un polyedre fini P, et les applications de pairage de face,
donnant une structure hyperbolique pour H?/T". Si I'on considére le sous-ensemble
S de I', obtenu a partir des pairages de face, il est facile de vérifier que S est une
famille génératrice (finie) pour I'. Posons,

R = maz{d(xg,x)|xr € P}

m = min{d(xzq,x)|x € OP}

Si A et B sont des faces de P, on pose £(A,B) qui est soit 7 si A et B n’ont
pas d’aréte en commun, soit, si A et B ont une aréte e en commun, ’angle diédral
entre A et B en e. Remarquer que A et B ne peuvent pas avoir plus d’une aréte en

commun. On pose
a = min{4{(A,B)|A,B faces de P}

On pose B
S={yel|y.PNP+#o}

Puisque I est discret, S est fini, et bien siir, S C S. Soit N le plus petit entier tel
que N.a > 27. Alors il est facile de voir qu'un élément de S se décompose en un
produit de moins de N éléments de S.
On pose r = inf{d(Py.P)|y € I'\S}. Alors, on a m < r < R. On pose A\ =
min{d(xg,y.z0)|y € S}, alors 2m < A\ < 2R.
La démonstration du théoreme 4.3.1 consiste en fait a montrer (sous ’hypothese
plus faible que P est une boule fermée de rayon R), que
(a) S engendre T', et que pour tout v € T, dg(1,7) < *|zo — v.20| + 1
(b) |zo — v.mo| < Adg(1l,y) pour tout v € I'.
(c) l'injection I'.zg — H? est R-quasi-surjective.
Nous renvoyons le lecteur a [GdIH] pour une démonstration de ces résultats.
Puisque
dg(1,y) < ds(1,y) < N.dg(1,7)
on a
1

N
ﬁkﬁo —v.xo| <dg(lyy) < EWO —y.20| + N

Ainsi lapplication (T',S) — H? donnée en c¢) est une quasi-isométrie, dont on peut
exprimer les coefficients en fonction de R,N,m. Connaissant P, on peut déterminer

R,N,m, et alors , sachant que H? est log 2-hyperbolique, déterminer § tel que (T',S)
soit 0-hyperbolique (cf [GdIH]) |
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4.3.3 Algorithmes pour des variétés hyperboliques de vo-
lume fini

Les problemes du mot et de la conjugaison dans le groupe d’'une 3—variété hy-
perbolique de volume fini, peuvent étre résolus en utilisant la théorie des groupes
automatiques ([CEHLPT]). Ainsi le résultat suivant est un corollaire immédiat du

théoreme 11.4.1 de [CEHLPT].

Proposition 4.3.7 Le groupe fondamental d’une variété hyperbolique de volume
fini est biautomatique. En particulier les problemes du mot et de la conjugaison sont
résolubles.

Ceci nous permet de donner une solution simple au probleme du mot généralisé
d’une composante périphérale T dans m(M).

Proposition 4.3.8 (Détermination des éléments périphéraux) Soit M une
F—variété hyperbolique, de volume fini, ouverte, et soit T une composante périphérale.
Donné u € m (M), on peut décider siu € T.

Démonstration Avec la proposition 4.3.1, le centralisateur d’un élément non tri-
vial de T" est T'. Pour décider si u € T, il suffit donc de décider avec I'algorithme du
mot si utu~'t~! = 1 pour un élément non trivial t € T'. |

Nous souhaitons maintenant résoudre les algorithmes de détermination des 2-
cosets, et des classes périphérales dans le groupe d’une variété hyperbolique de vo-
lume fini M, a bord non vide. Pour cela, nous allons devoir utiliser toutes les notions
précédemment établies durant ce chapitre. La stratégie consiste a travailler dans des
groupes fondamentaux de variétés hyperboliques fermées obtenues par obturation
de Dehn sur M, 'avantage étant que de tels groupes sont hyperboliques au sens de
gromov. Ces groupes doivent en outre, pour donner une solution dans 71 (M), vérifier
certaines conditions supplémentaires (dans un sens, étre algébriquement «suffisament
proches» de 71 (M)). Commengons par voir comment se donner de tels groupes.

Considérons une 3—variété M hyperbolique de volume fini, a bord non vide.
Soient 71,7, ... ,7, les composantes (toriques, incompressibles) de M. On suppose
donnés, une présentation finie de m (M), et un systeme périphéral, i.e. les mono-

morphismes:
Z'l* . Z@Z — 7T1(M)

’L.Q*ZZ@Z‘HTH(M)

ine 1 2B L — m (M)

ou ¢; désigne le plongement de 7; dans M. Pour tout j = 1,... ,n, on notera m; =
ij*((lvo))v lj = ij*((0?1>)? et Tj = ij*(Z D Z).

Une variété fermée N obtenue par chirurgie sur M est déterminé par n éléments
de Z® Z, (a1,b1), ... ,(a;,bj), ... (an,b,), vérifiant en outre, pour tout j, que a;,b;
sont premiers entre eux, ou a; = 0,b; = 1, ou a; = 1,b; = 0. Le groupe fondamental
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de N est obtenu a partir d'une présentation de 7 (M), en ajoutant les relations
m?jl?j =1 pour tout 7 =1,... ,n.

On énumere les groupes des 3—variétés fermées obtenues par obturation de Dehn
sur M, en énumérant les pentes de chirurgie. Pour chaque présentation G =< S| R >
obtenue, on utilise la proposition 4.3.4, pour déterminer — lorsque c’est le cas —
si < S| R > est une présentation de groupe hyperbolique, et une constante § > 0,
telle que (G,dg) soit d-hyperbolique. On souhaite déterminer deux variétés fermées
obtenues par obturation de Dehn sur M, dont les groupes sont hyperboliques, et
vérifient certaines propriétés.

Supposons que l'on ait déterminé que pour une variété N; obtenue par obturation
de Dehn sur M, (m(NV1),ds) soit d-hyperbolique. Notons py : w1 (M) — m(Ny) la
surjection canonique. On souhaite avoir les conditions suivantes portant sur les sous-
groupes images par p; des sous-groupes périphéraux de 71 (M) :

1) Pour tout j =1,... ,n, p1(7;) est un sous-groupe cyclique infini de 7 (IVy).

2) Si u € m(IN1) conjugue deux éléments t,t’ de p1(7}), alors t = t' et u € p1(7T3).
3) Pour i # j, aucun élément non trivial de p;(7;) n’est conjugué a un élément de
p1(T5).

Si (a;,b;) est la pente de chirurgie sur 7, et si ¢;,d; sont des entiers tels que
ajd;—bjc; = 1, alors pl(mjj ljj) engendre p;(7}). Puisque m1(Ny) est 0-hyperbolique,
on peut appliquer la proposition 4.2.4 (déterminer la torsion) a pl(mjj ljj ) pour
décider de la condition 1), et le corollaire 4.2.4 (conjugaisons périphérales I) pour
décider de la condition 2). Pour la condition 3), on appliquera le corollaire 4.2.5
(conjugaisons périphérales II) & py (mS1%) et pi(m; l;lj). Avec le corollaire 4.1.2 du
théoreme de chirurgie de Thurston, et la proposition 4.3.2 (comportement algébrique
asymptotique I), on sait que 'on finira par trouver deux variétés hyperboliques
fermées Ny, N,, dont les groupes fondamentaux vérifient ces conditions, et vérifiant
en outre que pour chaque composante 7 de OM, les pentes de chirurgie associées a
N;p et Ny sur 7 sont distinctes. La donnée de N; et Ny, nous permettra d’appliquer
une résolution dans (M) aux algorithmes de détermination des 2-cosets 11, et de
détermination des classes périphérales (cf. propositions 4.3.10 et 4.3.11).

L’algorithme de détermination des 2-cosets I, apporte une difficulté supplémen-
taire, et ne peut étre résolu a ce stade. Cela provient du fait que si 'on considere
les variétés Ni,N,, comme déterminées ci-dessus, et un élément = € w1 (M), on peut
avoir © & T et pi(x) € p(T) C m(Ny), po(x) € po(T) C m(N2) (cf. remarque
p.103). Notre technique consistant a chercher des solutions dans m(N7) et m(NV2)
ne s’applique plus, car les algorithmes ne sont plus a méme de fournir d’'uniques
solutions. Aussi, pour déterminer pour une composante 7', et u,v € m (M) — T, les
éléments t1,ty € T, tels que u = t1.v.19, il nous faut déterminer les variétés Ni,N,
ayant des groupes Gromov-hyperboliques, vérifiant les conditions 1) et 2) ainsi que
la condition supplémentaire :

4) Si ww ¢ T, alors on n’a pas pi(u),p1(v) € pi(T) C mi(N1), ou pa(u),pa(v) €
pQ(T) C 7T1(N2).

Ceci est possible, avec la proposition 4.3.3 (comportement algébrique asymptotique
IT), en appliquant le méme raisonnement que précédemment, et le corollaire 4.2.2
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(probleme du mot généralisé de Z dans G). Ce qui est préjudiciale, c’est que les
variétés N7 et Ny dépendent de u et v. Ainsi pour chaque couple d’éléments u,v,
il faudra déterminer des variétés N; et N,, ce qui augmente considérablement la
complexité de 1'algorithme. Nous reviendrons sur ce point dans la remarque qui
cloture cette section.

Proposition 4.3.9 (Détermination des doubles cosets I) Soit M une 3-var-
1été hyperbolique de volume fini, a bord non vide, et T une composante périphérale.
Donné uw € m (M) — T, on peut décider si il existe t,t' € T, tels que u = tvt'. Si
un tel couple existe, il est unique, et ’algorithme peut le déterminer.

Démonstration L’unicité provient de la proposition 4.3.1a). On se donne u et v
dans m (M). Comme décrit ci-dessus, on détermine les variétés Ni,Ns. Elles ont des
groupes fondamentaux hyperboliques au sens de Gromov, qui vérifient les conditions
1), 2), 4).

Dans 71(N7) (respectivement (m1(Ns)), si il existe t,t" € p1(T) tels que pi(u) =
tp1(v)t', alors ils sont uniques. En effet, sinon, p;(v) conjugue deux éléments non
triviaux de pi(T"). Alors, avec la proposition 4.3.1a), p1(v) € p1(T), cas que 'on a
exclu.

Prenons m,l une base pour 7" dans m(M). On se donnera un élément de T,
m%,1° par le couple d’entiers (a,b). Supposons que N; soit obtenu par une obturation
de pente (mq,l;) sur la composante au bord de M associée a T, et que Ny soit
obtenue par une obturation de pente (mo,ls). On prend (aq1,b;),(az,b2), de fagon a
ce que (my,l1),(ay,by) d'une part, (mas,ls),(as,b2) d’autre part soient une base de 7.
C’est possible puisque my Aly = 1 et myg Aly = 1. On note hy = py(m®I™) et
hy = pa(m®1%2). Ce sont les générateurs respectifs de p1(T),p2(T).

Si

u=m"l*om" ¥ dans 7, (M)

alors /

p1(u) = hi"py(v)hi*  dans 7 (V)
et /

pau) = W2 pa() dans (V)

et si (r,s),(r',s") existent, alors (ni,n}) et (n9,nj) existent et sont uniques.
On a d’une part
(r,s) = ni(ay,br) + x1(ma,li)

(r',s") = nl(ay,b1) + y1(mq,ly)

et d’autre part
<T’S) - n2(a27b2) + xZ(m27l2)

(r',8") = n5(az,be) + ya(ma,lz)

On obtient le systeme a deux inconnues x1,2

mMi1T1 — MaXo = Na2Go — N1aq
l1x1 — laxe = noby — nyby
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ainsi que le systeme d’inconnues ¥y,

/ /
miyps — MaYs = Nyl — Ny a7
— 2/ /
liyr — lay2 = noby — nijby

On rappelle (corollaire 4.1.2) que l'on a construit N;,/No avec des pentes de chi-
rurgie distinctes, et donc le déterminant des deux vecteurs de R?, (my,l;) et (mo,ls)
est non nul. Les systemes ci dessus admettent donc d’uniques couples solutions
(x1,22),(y1,y2), rationnels. Si z1,72,y1,y2 ne sont pas entiers, alors il n’existe pas
t,t' € T tels que u = tvt’. Sinon, on peut déterminer d’uniques couples (r,s),(r’,s’),
et il suffit alors d’utiliser 1’algorithme du mot dans 71 (M) pour déterminer si u =
m"Fom” 1%, |

Proposition 4.3.10 (Détermination des double-cosets II) Soit M une 3-var-
iété hyperbolique, de volume fini, ouverte, et soient T, 1" deur composantes périphé-
rales distinctes. Donnés u,v € m (M), on peut décider si il existe t € Tt' € T,
tel que uw = tvt’ dans m (M). Si un tel couple (t,t') existe, alors il est unique et
l'algorithme peut le déterminer.

Démonstration L unicité provient de la proposition 4.3.1 b).

On se donne deux variétés fermées Ni,N,, obtenues par obturation de Dehn sur
M, et p; : m (M) — m(N;) pour i = 1,2, tels que:

() On dispose d'une constante & > 0, et de familles génératrices finies, Sy, So,
respectivement pour w1 (Ny) et m1(Ns), de facon ce que (m(N1),ds,) et (m1(Na),ds,)
soient d-hyperboliques.

(17) Les groupes p;(T) et p;(T") sont cycliques infinis.

(#4) Aucun élément non trivial de p;(T") n’est conjugué a un élément de p;(7") pour
i=12.

(iv) Pour toute composante au bord 7 de M, N; et Ny ont des pentes de chirurgies
sur 7, distinctes.

Notons m,l une base pour 7" et u,\ une base pour 7", dans 71 (M ). Dans la suite,
un élément de T (respectivement T”), m®l® (respectivement pu?\’) sera donné par
(a,b). On suppose que N; est obtenu sur M, avec pour pentes de chirurgie (my,l;)
sur T" et (uy,A1) sur 77, et que Ny est obtenu avec pour pentes (mag,ly) sur T et
(p2,A\2) sur 1.

On note (ay,b;) un couple d’entiers tel que myb; — lya; = 1 (un tel couple existe
puisque mq Aly = 1), et (ay,01) un couple tel que py1 81 — Ajaqg = 1. Alors (mq,ly) et
(aq,b1) constituent une base de T et (u1,A1) et (aq,01) constituent une base de T".
On note hy = p1(m®@1°),& = p1(p®* \%1), les éléments d’ordre infini de (V).

Si

u=m"lvu’\° dans (M)

alors
pi(u) = hi*p1(v)&"  dans mi(Ny)

Puisque aucun élément non trivial de p;(T") n’est conjugué a un élément de p;(77),
sl existe, le couple (nq,m1) est unique. On peut appliquer le corollaire 4.2.3 pour le



4.3. ALGORITHMES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE DE VOLUME FINI 112

déterminer. On a alors,
(r,8) = n1(ay,b1) + x1(ma,l1)

(p,0) = m(a1,81) + y1(p1,\1)
Si 'on considere, de méme, les couples (ag,bs),(q2,02) tels que maobs —loas = 1 et
o Bs — Asaiy = 1, en appliquant le méme procédé, on détermine, s’il existe, I'unique
couple (ng,n9) tel que

pa(u) = hy*pa(v)&3*  dans mi(Na)

et alors
(r,s) = na(ag,by) + xa(ma,ls)

(p,0) = na(a2,B2) + y2(pr2,A2)

On obtient le systeme a deux inconnues x,xs

mMiT1y — MaZo = Mol — N147
lix1 — laxe = noby — nyby

Les deux équations sont linéairement indépendantes si et seulement si (mq,l;) #
+(ma,ls). Puisque N1, N, sont obtenues par des pentes de chirurgie sur T, distinctes,
on obtient un unique couple de rationnels (z1,z5).
De la méme facon, on obtient le systeme linéairement indépendant , d’inconnues
Y1,Y2,
{ H1Yr — H2lY2 = T — 1110
Ay — Aaya = 1202 — M

et 'unique couple de solutions, (y1,y2). Si x1,%2,y1,y2 ne sont pas des entiers, alors

il n'existe pas t € T,t' € T, tels que u = tvt’, sinon on détermine d’uniques
couples (r,s),(p,0), et il suffit alors d’utiliser ’algorithme du mot, pour décider si
u=m"lPopP A’ dans m(M). |

Proposition 4.3.11 (détermination des classes périphérales) Soit M une 3-
variété hyperbolique, de volume fini, a bord non wvide, et soit T une composante
périphérale. Donné u € m (M), on peut décider si u est conjugué a un élément de
T. Si c’est le cas,il existe un unique conjugué de u dans T, et l’algorithme peut le
déterminer.

Démonstration Avec la proposition 4.3.1, deux éléments distincts de T', ont des
classes de conjugaison distinctes, et donc dans le cas ou u est conjugué a un élément
de T', cet élément est unique.

On procede comme précédemment, en se donnant deux variétés fermées Ny,No,
obtenues par chirurgie sur M, telles que 7 (Ny),7m1(Ny) soient -hyperboliques, et si
p1: (M) — 7 (Ny) et po : m (M) — m(NV2) sont les surjections canoniques,
pi(1T1),p:(T3) sont cycliques infinis, pour ¢ = 1,2.

Soit m,l une base pour T dans 71 (M). On suppose que Ni,No ont pour pentes
respectives sur T, (my,ly),(ms,lz). On rappelle que 'on peut supposer ces pentes



4.3. ALGORITHMES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE DE VOLUME FINI 113

distinctes. On note (ap,b;) un couple d’entier tel que mib; — lija; = 1. Alors les
pentes (mq,l1) et (aj,b1) constituent une base de 7. On note h; = py(ai,by). Cet
élément engendre py (7).

Si

uw=ovm v~ dans (M)

alors
pr(u) = pi(v)hi*pr(v)™"  dans m (V)

Puisque 7 (V1) est §-hyperbolique, on peut utiliser le corollaire 4.2.1 pour décider
si p1(u) est conjugué a une puissance de hy. On obtient au plus deux entiers n tels
que hY soit conjugué A p;(u); notons les ni,n?. On obtient au plus deux équations,

d’inconnues r,s,r1,Ts
(r;s) = mny(a,b) +a1(m,h)
(7",8) = n%(al,bl) + X9 (ml,l1>

On procede de fagon analogue pour Ny. On pose (az,b2) un couple tel que mybs —

loaz = 1. On obtient au plus deux entiers n},n3, et deux équations, d’inconnues

r,5,Y1,Y2 o
(r,s) = ng(az,ba) + y1(ma,ls)
(r,s) = n%(ambz) + yo(ma,ls)

On obtient alors au plus 4 systemes de deux équations linéairement indépendantes,
a deux inconnues x;,y;,

—nJ J

mix; — mMayY; = n5ao - niay

_ ] j
Lix; — Ly = nyby — nas

pour i = 1,2, j = 1,2. On obtient ainsi, au plus 4 couples (r,s), éventuellement
conjugués a u. Il suffit alors de leur appliquer ’algorithme de la conjugaison pour
déterminer, s’il existe, un tel élément conjugué a wu. |

Remarque: Pour résoudre les algorithmes de détermination des 2-cosets II, et
de détermination des classes périphérales, on trouve deux variétés N;,No, dont les
groupes sont hyperboliques et vérifient les conditions 1), 2), 3). Certes, déterminer
de telles variétés constitue un algorithme complexe, peu efficient dans la pratique.
Mais une fois que les variétés Ni,Ny (ou plutot des coefficients de chirurgie) ont
été déterminées, elles sont fixées, et la compléxité des algorithmes de détermination
des 2-cosets II, et des classes périphérales, est fonction linéaire de la compléxité
des algorithmes analogues dans un groupe Gromov-hyperbolique, ce qui constitue
le meilleur résultat que nous eussions pu escompter. Cet argument n’est plus valide,
quant a la compléxité de ’algorithme de détermination des 2-coset 1. A chaque
implémentation, il pourra étre nécessaire de trouver des variétés Ni,N, satisfaisants
1), 2), 3) et surtout 4). Ce fait accroit — semble-t-il — considérablement la compléxité
de 'algorithme, et marque une contrainte importante a ’efficience de cet algorithme,
contrastant avec les autres cas.

Pour contourner cette difficulté, tout en gardant la méme stratégie, il aurait été
nécessaire d’avoir pour une suite (IV,), de variétés hyperboliques fermées, conver-
geant vers M, l'existence d’une constante N > 0, telle que si u € m (M) — T, il
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existe i, 0 < ¢ < N, tel que p;(u) & p;(T), dans m(1V;). Comme nous le montrons
dans la remarque p.103, une telle constante N ne peut jamais exister.



Chapitre 5

Le cas des fibrés de Seifert

Ce chapitre est consacré au cas des espaces fibrés de Seifert. Nous y résolvons
les algorithmes élémentaires pour le groupe d’un fibré de Seifert.

Nous commencons par rappeler dans les trois premieres sections les notions qui
nous seront nécessaires. Dans la premiere section, nous rappelons ce qu’est une fibra-
tion de Seifert, le systeme d’invariants d’une fibration, ainsi que des propriétés to-
pologiques générales vérifiées par les espaces fibrés de Seifert. Dans la deuxieme sec-
tion, nous donnons une présentation canonique pour le groupe fondamental d’une 3—
variété munie d’une fibration de Seifert. Nous rappelons la caractérisation algébrique
du groupe m (M) d’un fibré de Seifert M : il contient un sous-groupe normal cyclique,
que nous appelerons la fibre N. Le quotient de m (M) /N est un groupe Fuchsien, que
nous étudierons plus en détail dans la troisieme section. Ce fait servira d’approche
a Iétude du groupe 71 (M) qui sera poursuivie dans la suite de ce chapitre. Nous
nous restreindrons au cas ou 71 (M) est infini.

Dans la quatrieme section (§5.4), nous établissons des propriétés algébriques de
71 (M) : structure du centralisateur d’un élément de m; (M), et surtout caractérisation
algébrique des anneaux essentiels dans un fibré de Seifert (anneaux essentiels dans
un Seifert, proposition 5.4.2), qui nous sera utile dans les chapitre 6 et 7.

Les deux dernieres sections sont consacrées a la résolution des algorithmes élé-
mentaires. L’idée consiste a réduire ces algorithmes a des algorithmes dans le groupe
Fuchsien m(M)/N. Les algorithmes de détermination des 2-cosets, et des classes
périphérales ne présentent aucune difficulté, — car lorsque M est a bord non vide,
m1(M)/N est un produit libre de groupes cycliques —, et il seront résolus dans la
derniere section (§5.6).

L’algorithme de la conjugaison dans 71(M), est lui bien plus délicat a traiter.
Sa résolution occupera toute la section §5.5. Notons p : m (M) — 7 (M) /N la sur-
jection canonique. Si u ~ v dans (M), alors p(u) ~ p(v) dans m(M)/N, ce
dont on peut décider. Si I'on sait que p(u) ~ p(v) dans m (M)/N, peut-on décider
si u ~ v dans m(M)7?... Oui, si lon connait précisément le centralisateur de p(v)
dans 71 (M)/N (cf. proposition 5.5.1). Dans la plupart des cas, m(M)/N est hy-
perbolique au sens de Gromov, et le traitement des groupes hyperboliques dans la
section 4.2 nous permet de déterminer le centralisateur d’un élément dans 71 (M) /N
et donc de résoudre le probleme de la conjugaison dans m(M). Seulement 7 cas
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sont récalcitrants, les groupes Fuchsiens cristallographiques. Nous sommes amenés
a déterminer séparément pour chacun d’entre eux, le centralisateur d’un élément
arbitraire, ce qui nécessite malheureusement de nombreuses pages de calculs. Mais,
pourrait-on dire, le jeu en vaut la chandelle, car les résultats sont consignés sous
forme d’un tableau fournissant précisément le centralisateur d’un élément arbitraire
de I'un de ces groupes, de sorte qu'un algorithme n’est plus nécessaire (proposition
5.5.2).

5.1 Définition et propriétés topologiques

On se donne le disque D? comme le disque complexe D* = {z € C; |z| < 1}. Un
tore solide fibré, d’indice (p,q), ou p,q sont des entiers premiers entre eux, est le
quotient de D? x I par I'application de D? x {—1} dans D?x {1}, qui & (z,—1) associe
(exp(2imp/q).z,1) . L'image de {0} x I est une courbe fermée simple, appelée axe du
tore. Si z # 0, 'image de 2 x [U- - -Uexp(2imkp/q).2 x [U- - -Uexp(2im(q—1)/q).2 x I
est une courbe fermée simple. Ainsi, un tore solide fibré, est réunion disjointe de
courbes fermées simples, que 1’on appelera les fibres. L’axe du tore, est un fibre dite
exceptionnelle, si p n’est pas un multiple de q.

A homéomorphisme préservant les fibres pres, on peut supposer que ¢ > 0 et
que 0 < p < ¢/2. De plus si T est un tore solide fibré de type (p,q), et T" est un
tore solide fibré de type (p/,¢'), avec 0 < p < q/2, et 0 < p’ < ¢'/2, alors il existe
un homéomorphisme préservant les fibres entre 1" et T”, si et seulement si p = p’ et
q = ¢'. Ainsi, dans la suite, nous ne considérerons que (p,q) avec 0 < p < ¢/2.

Un fibré de Seifert (orientable), est une 3-variété compacte (orientable) M,
qui est réunion disjointe de courbes fermées simples, appelées les fibres, de facon a
ce que toute fibre ¢ admette dans M un voisinage fermé V. constitué de fibres, qui
est I'image d’un tore solide fibré, par un homéomorphisme ¢ préservant les fibres.

On peut vérifier que pour une fibre ¢ donnée, le type (p,q) du tore solide fibré
ne dépend pas du choix du voisinage V.. Ainsi on pourra parler du type (p,q) d’une
fibre, mais on parlera surtout de l'indice ¢ de la fibre c. On dira que c est une fibre
réguliere (respectivement exceptionnelle), si ¢ = 1 (respectivement ¢ > 1). Dans
un voisinage fibré d’une fibre exceptionnelle, toutes les autres fibres sont régulieres.
L’ensemble des voisinages fibrés des fibres de M, donnant un recouvrement de M,
par compacité il y a un nombre fini de fibres exceptionnelles.

Si on identifie dans M, chaque fibre en un point, on obtient un espace quotient,
qui est une surface B (éventuellement non-orientable), appelée la base. On dénote
I’application d’identification par p : M — B, et on ’appelle projection canonique.
La base B est a bord non vide, si et seulement si M est a bord non vide. Par
définition, le bord d’un fibré de Seifert M est réunion disjointe de fibres régulieres
de la fibration. Ainsi, on peut munir toute composante connexe de M d’une struc-
ture de S'-fibré sur le cercle, dont la projection canonique, est la restriction de la
projection canonique p : M — B. Les composantes de M sont donc des tores,
fibrés en fibres régulieres.

On munit implicitement un fibré de Seifert M, d’une fibration de Seifert, c’est
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a dire d’une partition de M en fibres, pour laquelle M est un fibré de Seifert.
Deux fibrés de Seifert M et M’ sont dit équivalents, s’il existe un homéomorphisme
préservant les fibres entre M et M'. Si M = M’ on dira que les fibrations sont
équivalentes. Un fibré de Seifert peut etre muni de plusieurs fibrations non équiva-
lentes.

La premiere question que 1’on peut se poser, est la suivante : peut-on déterminer
un systeme d’invariants complet, d’homéomorphisme préservant les fibres, d’une
fibration de Seifert d’une variété M ? Clairement le type (p,q) d'une fibre, est in-
variant par homéomorphisme préservant les fibres, et donc le nombre de fibres ex-
ceptionnelles aussi; la classe d’homéomorphisme de la base, est aussi invariant a
homéomorphisme préservant les fibres pres. La réponse est affirmative, démontrée
par Seifert (cf. [Sei]). Un espace fibré de Seifert muni d’une fibration est unique-
menent déterminé par le systeme d’invariants (théoreme 5, [Sei]) :

(Oug7p7b ‘ 05176170527627 <. 7Oéq75q)
(nagapab ‘ alaﬁlaa%ﬁ% v 7CKQ7ﬁq)

Le premier cas a lieu lorsque la base B est orientable (o pour orientable), et le
second lorsque B est non-orientable (n pour non-orientable). L’entier g est le genre
de la base, p est le nombre de composantes au bord, g est le nombre de fibres
exceptionnelles, a; est I'indice de la i®™ fibre exceptionnelle, 0 < 3; < oy, et (ay,05;)
déterminent uniquement son type. Si dans M on retire un voisinage V. homéomorphe
a un tore solide, de chaque fibre exceptionnelle ¢, la variété M obtenue est un S'-
fibré. Sa structure de S'-fibré est caractérisée par sa base, et son nombre d’Euler
(ou indice de recollement). L’entier b caractérise cet indice de recollement.

La seconde question que l'on peut se poser, est la suivante: quand une variété
M peut-elle admettre plusieurs fibrations non équivalentes? Par exemple, un tore
solide admet une infinité de fibrations non équivalentes, ayant pour base un disque
et au plus une fibre exceptionnelle. De tels espaces sont connus et classifiés, et en
fait, représentent une exception (théoreme VI.17, [Jal).

Théoréme 5.1.1 (non-unicité d’une fibration de Seifert) Soient M et N des
fibrés de Seifert, et f : M — N un homéomorphisme. Soit il existe un homéo-
morphisme qui préserve les fibres, de M dans N, soit M et N sont homéomorphes
a l'une des variétés suivantes :

(i) Un tore solide.

(ii) Un espace lenticulaire.

(iii) Un I-fibré non trivial, sur la bouteille de Klein.

(iv) Le double d’un I-fibré non trivial, sur la bouteille de Klein.

(v) Une variété prisme, i.e. un fibré de Seifert ayant pour base S*, et 3 fibres ex-
ceptionnelles d’indices 2,2 et a > 1.

Dans la suite, nous considérerons un fibré de Seifert M muni d’une fibration. La
proposition suivante constitue le lemme V1.7 de [Ja].

Proposition 5.1.1 Un fibré de Seifert, est soit irréductible soit homéomorphe a
St % S? ou a P3#P3.
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Puisque toute 3—variété irréductible, a bord torique est soit un tore solide, soit a
bord incompressible, on obtient :

Proposition 5.1.2 Pour un fibré de Seifert M, x(M) = 0; de plus, soit M est un
tore solide, soit OM = &, soit OM est incompressible.

Ainsi, tout fibré de Seifert M a bord non vide, est Haken, et soit M est un tore
solide, soit M est d-irréductible. Dans le cas général, on a le résultat qui suit.

Théoréme 5.1.2 A ['exception des espaces lenticulaires, et de P3#P3, un fibré de
Seifert M, est soit Haken, soit a pour base S? et exactement 3 fibres exceptionnelles.
Dans ce dernier cas, M est Haken ssi Hi(M,Z) est infini.

Ainsi, la plupart des espaces fibrés de Seifert sont Haken. C’est la raison pour
laquelle le systeme d’invariants de Seifert est devenu quelque peu désuet, au profit
du groupe fondamental et d'un systeme périphéral.
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5.2 Le groupe d’un fibré de Seifert

Le groupe fondamental d’un espace fibré de Seifert M, muni d’une fibration,
admet une présentation canonique, caractérisée par les invariants de Seifert de M.
Le théoreme qui suit est un résultat bien connu, qui constitue sous diverses formes
les résultats V1.9 et VI.10 de [Ja], le théoreme 12.1 de [He], le §10 de [Sei], ou le §5.3
de [Or].

Théoréme 5.2.1 Soit M un espace fibré de Seifert, orientable, ayant q fibres ex-
ceptionnelles, p composantes au bord, et dont la base a pour genre g. Alors w (M)
admet la présentation (1) ou (2), suivant si la base est orientable ou non.

< ap,by, ... ,agbg.cr, ... Cqudy, .. dp,h |

[ai,h),[bi,h).[c; k] [di,h); €57 = hPi5 b = (ﬁ[ai,bi])cl e Cgdy - dy > (1)
<A1, ,0g,Chy . Coyda, .. dp R | -

azha; " = ™" [c;.h]; [dih); ¢7 = hP5 b = (f[ az)ey - cydy - dy > (2)

=1

ol <i<g,1<j<gq, 1<k<p,oua;estlindice dela jieme fibre exceptionnelle,
0 < B <aj,beZ,etbetp,... 0 sont caractérisés par les invariants de la
fibration de M.

De plus, on peut choisir des représentants, de facon a ce que h soit la classe de
n’importe quelle fibre réguliére, et si Ty est la k™ composante de OM , i.(my(Ty))
soit engendré par dy et h.

Remarque 1: Au vi de ces présentations, il apparait que h engendre un sous-
groupe normal N de 7;(M). On appelle N la fibre de 71 (M). Si de surcroit B est
orientable, alors N est dans le centre de 7y (M).

Si 71 (M) est infini, alors h est d’ordre infini (lemme 11.4.2 (i), [JS]). Dans ce cas,

on a la suite exacte:

l1—7Z—m(M)— m(M)/N — 1

La propriété d’avoir un groupe fondamental contenant un sous-groupe normal
cyclique caractérise les espaces fibrés de Seifert dans la classe des variétés Haken
(théoreme VI.24, [Ja]). Il a été longtemps conjecturé — sous le nom de conjecture
de Seifert — qu’il s’agirait en fait d’'une caractérisation des espaces fibrés de Seifert,
dans la classe entiere des 3—variétés. Ce résultat aurait été récemment montré (mais
non encore publié) par G.Mess.

Le groupe quotient 7y (M) /N fait partie d'une classe de groupes largement étudiée,
la classe des groupes fuchsiens, que nous examinerons plus en détail dans le para-
graphe suivant.
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Remarque 2: Le groupe (M) est soit Z, ou Zs x Zs, soit fini ssi w1 (M)/N est
fini. Avec le théoreme 5.3.1, (M) est fini, si M n’est pas homéomorphe a S x S?
ou P3#P3, et si une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) B =52, et soit ¢ < 2 soit ¢ =3 et 1/ay + 1/ay + 1/as > 1. Dans le premier
cas, M est un espace lenticulaire, dans le second cas les seuls tri-uplets (aq,a9,a3)
satisfaisant la condition 1/ay + 1/ag + 1/asz > 1, sont (2,3,3),(2,3,4),(2,3,5), ou
(2,2,a3) (variétés prismes).

(1i) B = Py, et ¢ < 1. Ce sont les espaces lenticulaires L(4n,2n — 1), ou les
variétés prismes.

Il est intéressant de remarquer qu’il s’agit d’une liste exhaustive des 3—variétés mo-
delées sur la géométrie S* (cf. [Sc]).

Remarque 3 : Rappelons qu’il existe une application surjective de m (M) sur le pre-
mier groupe d’homologie a coefficients entiers de M, Hy(M,Z), appelée application
de Hurewicz, dont le noyau est le sous-groupe commutateur de m(M). Ainsi tout
élément de 7, (M), peut aussi se voir dans Hy(M,Z). Si la base B est non orientable,
h est d’ordre 2 en homologie. Si la base est orientable, h peut étre d’ordre fini ou
infini. Si B est a bord non vide, alors h est d’ordre infini dans Hy(M,Z). Si B est
fermée, alors h peut-étre d’ordre fini ou infini dans Hy(M,Z) (cf. [Or] §7.2, pour une
formule caractérisant I'ordre de h dans Hy(M,Z) dans ce dernier cas).

Le reste de cette section sera consacré a l'introduction du concept essentiel de
sous-groupe canonique du groupe d'un Seifert. Pour cela, on commence par se
placer dans le cas ou la base B est non-orientable. On considere le groupe F', libre

sur les générateurs ay,... ,aq4,c1,... ,cq,d1, ... ,dy,h, et la surjection canonique 7 :
F — 7 (M).
Donné un mot w sur ay, ... ,a4,c1,. .. ,¢q,di, ... ,dy,h, et leur inverse, on dit que w
+1

est A-pair, si le nombre d’occurence dans w, d’éléments de la forme a; ", est pair, et
A-impair sinon. Ainsi on parlera de A-parité de w. Clairement, si le mot w représente
un élément u de F', tous les mots représentant u ont méme A-parité. Ainsi on parlera
aussi de A-parité d’un élément de F'. De méme, avec la présentation donnée par le
théoreme 5.2.1, puisque les relations de 71 (M) sont des mots A-pairs, si 7(u) = 7 (v),
alors u et v ont méme A-parité. Ainsi on peut définir la notion de A-parité pour
un élément o de m (M) ; si @ = m(w), @ est A-pair si w est A-pair, et A-impair si
w est A-impair. L’ensemble des éléments A-pairs de 71 (M), forme un sous-groupe
de 71 (M), que I'on note II.

Proposition 5.2.1 Ainsi défini, 11 est un sous-groupe d’indice 2 de mw (M).

Démonstration Si v ¢ II, alors ayu € II. Ainsi ’ensemble des cosets a droite
71 (M) mod II est constitué de deux éléments, [1], et [a;'], et donc II est d’indice 2
dans 71 (M). |

Si M est un espace fibré de Seifert, muni d’une fibration ayant pour base B,
on appelle sous-groupe canonique de (M), le sous-groupe défini comme étant
w1 (M) si B est orientable, et II sinon.
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Notre définition est en fait une version combinatoire de la définition plus topo-
logique de [JS]. Leur définition est la suivante. La surjection canonique p de M sur
sa base, induit I’épimorphisme p, : (M) — 71(B). Le sous-groupe d’orientation
de 71(B) (i.e. celui associé au revétement d’orientation de B), est un sous-groupe
d’indice 1 ou 2 de 7 (B), que I'on note Q. Alors p; }(Q2) = II. Cela est facile a établir,
des que 'on a remarqué que lorsque B est non orientable, parmi les générateurs ca-
noniques de m(B), images par p, des générateurs canoniques de 71 (M), seuls ceux
de la forme p,(a;) ont pour représentant un lacet de B qui renverse 'orientation de B.

Remarque : Les notions de fibres et de sous-groupe canonique de 71 (M) dépendent,
d’une fibration de M, puisqu’elle dépendent d’une présentation donnée par le théore-

me 5.2.1. Ainsi, lorsque nous les emploierons, nous supposerons fixée une fibration
de Seifert de M.

Le sous-groupe canonique peut aussi etre caractérisé algébriquement, comme
centralisateur d’un élément non trivial de la fibre N. C’est le résultat qu’énonce la
proposition suivante.

Proposition 5.2.2 (Centralisateur d’un élément de la fibre) Soient M un
fibré de Seifert, N la fibre et 11 le sous-groupe canonique de w(M). Si w1 (M) est
infini, soit a € N un élément non trivial de la fibre, alors 11 est le centralisateur de
a dans m (M), et si w €11, alors waw™ = a1,

Démonstration Si la base B de M est orientable, Il = m; (M), et puisque la fibre
est dans le centre de 71 (M), et que Il = 71(M), le résultat est clair. On suppose
donc que B est non orientable.

Soit un élément o = AP dans la fibre N. On veut démontrer que si u € m (M),
uwau! = of, ot e = 1siu €II, et ¢ = —1 sinon. On procede par induction sur
la longueur d’un mot sur les générateurs, représentant u. Si u peut étre représenté
par un mot de longueur nulle, alors u = 1, u € II, et uou ! = . Si u peut étre
représenté par un mot de longueur n + 1, v = m(uy -+ Upy1) = 7(ug)7(Ug -+ Upa1).
On note vy = w(uy), et v = w(ug -+ - Upy1). Alors vy est un générateur de w1 (M),
et v est représenté par le mot us - - - u, 1 de longueur n. En appliquant I’hypothese
d’induction,

T a— vlvav_lvfl
€,,—1
= V107
oue=1siv€ell et e =—1 sinon. Si v; n’est pas de la forme aiﬂ, alors u et v ont

méme A-parité, et avec la présentation (2) donnée par le théoreme 5.2.1,

uoaut = vlofvl_l = vlhgpvl_l = h? =af

Si vy = a7, alors
e vlhepvl_l =h P=qa ¢

de plus, v et u sont de A-parité différente, et donc u € II si et seulement si u ¢ II.
Ceci conclut I'induction.
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Ainsi, IT C Z(«). Si u € II, avec ce qui précede, uau™' = a™ !, et donc u € Z(a)
si et seulement si o® = 1. Or, si 71 (M) est infini, h est d’ordre infini (remarque 1,
théoreme 5.2.1), et dans ce cas, si @ # 1, u € Z(a), et donc Z(«a) C 1L |
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5.3 Groupes Fuchsiens

Etant donnée une fibration de M, et N la fibre, N est un sous-groupe distingué
de 71 (M), et on peut considérer le quotient m(M)/N. C’est un groupe qui fait
partie d’une classe de groupes appelés groupes Fuchsiens, bien connus des analystes
complexes, des géometres et des topologues, et largement étudiés. Aussi, pour une
introduction aux groupes Fuchsiens, adéquate a 1’étude des espaces fibrés de Seifert,
nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de référence [JS] et [He]. Nous rappelerons
les résultats qui nous serons utiles dans la suite.

Sous les hypotheses du théoreme 5.2.1, on peut donner a w1 (M) /N la présentation
(1) ou (2), selon si B est ou non orientable,

g
< Qlubl? ce 7@97@9)217 R aQq?dl) s 7dp | Q?] - 17 (H[Qz?éz])gl e C dl o d = 1 >
=1
ou

aj; 2
<Qla"'7ggvgla"'7Qqac_il7"' d G, _17Q1Q

2
,_p\_J e, e dyd =1>

9= q =P

et 'on note p : m (M) — m(M)/N la surjection canonique. Si u € m (M), on
notera u au lieu de p(u).

Dans le cas ou M a un bord non vide, la derniere relation peut étre transformée
en

g
dj_l =djyy 'C_Zp~(H[Qz'=Qz'])-Ql ey dig

=1
ou

g
Qlj_l _ C_lj—l—l e C—lp'(HQ?)'Ql e ‘qul o 'dj—l
=1

pour tout 5 = 1---n. Un changement de Tietze permet donc de supprimer cette
relation et le générateur d;. Ceci montre que 71(M)/N est le produit libre des
groupes cycliques engendrés par les générateurs a,, I_yj(éventuellement), ¢, et d;, a
I’exception de I'un des d;.

Il est bien connu, qu'un produit libre de groupes cycliques contient un sous-
groupe libre d’indice fini. En particulier, si 0M # @, alors m(M)/N contient le
groupe d’une surface a bord non vide, comme sous-groupe d’indice fini. C’est un fait
remarquable, que ce résultat reste vrai dans le cas ou M est a bord vide. C’est le
théoreme suivant, qui constitue le théoreme 12.2 de [He].

Théoreme 5.3.1 (Sous-groupe de surface d’indice fini) Soit M un espace fi-
bré de Seifert fermé. Si m(M)/N admet pour présentation :

g
< Qlablv cee 7Qg7bgagla o 7Qq | Q?J — 17 (H[wa@])gl t 'Qq =1 > (1)

1=1

ou

221...Q:1> (2)

2
17@1..'Qg q

Q;
<y, 8,Chs e oGy | €=

q
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alors, m (M) /N contient le groupe d’une surface fermée F, comme sous-groupe d’in-
dice fini, . De plus la caractéristique d’Fuler de F', est donnée par la formule sui-

vante :
(F) = AN2—29-31 (1— O%)) dans le cas (1)
A= AM2—g—>1 (1- ai)) dans le cas (2)

En particulier, x(F) > 0 ssi,
Cas (1): g=0, et soit q <2 soitq=3 et 1/ag+1/as+1/az > 1.
Cas (2):g=1etq=0;0uq=1etay =2.

et X(F') =0 seulement dans les cas suivants :

Cas (1):g=1¢etq=0; 0ug=0,q=3, dindices (3,3,3),(2,4,4) ou (2,3,6) ; ou
g=0, q=4, d’indices (2,2,2,2).

Cas (2):g=2¢etq=0;0ug=1, g=2, dindices (2,2).

Remarque 1: Si x(F) <0, alors 71 (F') est infini. Ainsi, si M est fermée, m (M)/N
est fini ssi x(F) > 0. Si OM # 0, alors soit M est homéomorphe a un tore solide,
soit m (M) /N est infini.

Remarque 2: Si M est non vide, m(M)/N est un produit libre de groupes cy-
cliques, c’est en particulier un groupe Gromov-hyperbolique. Si OM = &, et si
X(F) < 0, m(M)/N contient le groupe d'une surface hyperbolique comme sous-
groupe d’indice fini, et est donc Gromov-hyperbolique. Si x(F) > 0, m(M)/N est
un groupe fini. Si x(F) = 0, m1(M)/N contient Z @ Z comme sous-groupe d’indice
fini. Avec le théoreme de Bieberbach (cf. [Ral), 71 (M) /N est un groupe cristallogra-
phique, i.e. un sous-groupe discret de Isom(E?). En particulier, c’est un groupe biau-
tomatique (cf. [CEHLPT]). Ainsi, dans tous les cas, un groupe Fuchsien, (M) /N,
a un probleme de la conjugaison résoluble.

Topologiquement, le groupe Fuchsien m(M)/N, est le groupe fondamental de
I’espace topologique K que I’on obtient en retirant ¢ disques disjoints sur la surface
B, et en recollant sur les ¢ composantes au bord de la surface obtenue, des disques,
par des applications de degrés respectifs aq,a, . .. ,a,. Ainsi, dans un sens, un groupe
Fuchsien est un « groupe de surface avec torsion ». Notons B la surface obtenue en
retirant ¢ disques disjoints sur B. Clairement, si D est une composante de OB le
long duquel on a recollé un disque, alors un élément de 7 (D) C 71(B) est de torsion
dans 71 (M)/N. La proposition suivante, énonce que si w1 (M)/N est infini, les seuls
éléments de torsion, sont a conjugaison pres, ceux ainsi obtenus. C’est la proposition

6.2 de [LS], ou sous une forme plus réduite, la proposition 11.3.6 de [JS].

Proposition 5.3.1 (Torsion dans un groupe Fuchsien infini) Soit 7 (M)/N,
donné par une des présentations (1) ou (2) figurant plus haut. Si w (M)/N est in-
fini, alors tout élément u non trivial, de torsion, est dans un conjugué d’un des
sous-groupes < ¢; >, pour j = 1,... ,q. De plus il s’écrit de fagon unique sous la
forme u = vg?v_l, avec 0 < n < «j, 1e., siil sécrit aussi v = wcPw™!, avec
0<m < ag, alors j =k, n=m, ethvgf;-, pour t € 7.
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Si la surface B est non orientable, alors clairement la surface B sera aussi non
orientable. Considérons le revétement d’orientation de B. Puisque tout lacet de 0B
préserve l'orientation, ce revetement s’'étend a un revétement a deux feuillets K de
K. Le groupe 71 (K) s’injecte dans 71 (K) = m(M)/N, nous noterons © son image.
C’est un sous-groupe d’indice 2 de m(M)/N.

Ce sous-groupe © peut aussi se définir combinatoirement. Supposons encore que
la base B de M soit non orientable, et considérons la présentation (2) de m (M)/N
donnée ci-dessus. Un élément g de w1 (M) /N sera dit A-pair, si un mot le représentant
contient un nombre pair d’occurences de lettres a,,a;", ... ,Qg,gg_l. Puisque les rela-
teurs de m1(M)/N contiennent un nombre pair d’occurences de telles lettres, cette
notion est bien définie. On peut aussi voir cela, en remarquant qu’un élément A-pair
est I'image par p d’un élément A-pair de w1 (M), et que le noyau de p, N, est constitué
d’éléments A-pairs. Notons II le sous-ensemble de 71 (M)/N constitué des éléments
A-pairs. 11 est facile de vérifier que Il est un sous-groupe d’indice 2 de m1(M)/N.
En fait, IT = ©. Pour voir cela, il suffit de remarquer que parmi les générateurs de
m1(M)/N (donnés par la présentation (2) figurant plus haut), seuls les a, ont pour
représentants des lacets qui renversent 'orientation de K. Si B est orientable, on
pose IT = 7y (M)/N. Dans tous les cas, II = p~(II).

Nous disposons maintenant du vocabulaire nécessaire pour énoncer le résultat
caractérisant le centralisateur d’un élément dans un groupe Fuchsien infini.

Proposition 5.3.2 (Centralisateurs dans un groupe Fuchsien infini)

Soient i (M)/N un groupe Fuchsien infini, et uw € m(M)/N. Si u est d’ordre
infini, alors son centralisateur Z(u) est soit isomorphe au groupe de la bouteille de
klein, soit libre abélien de rang 1 ou 2. Si de plus u ¢ 11, alors Z(u) est cyclique
infina.

St u est d’ordre fini, alors son centralisateur est cyclique fini. Plus précisément
(cf. proposition 5.3.1), pouri=1,... .,q, et 0 <n < ay, Z(c!) =< ¢; >.

Remarque: Si m(M)/N est fini, le centralisateur d’un élément n’est pas nécessai-
rement cyclique. Ainsi par exemple si B = S? ¢ = 3 d’indices (2,2,2), 7 (M)/N
admet la présentation :

<zyla®=y = (zy)’=1>

Alors zyzy = 1 implique xyx = y~!, et donc zyx™' =y, et 7 (M) /N est abélien. Le
centralisateur de x est le groupe 7 (M)/N = Zy X Zs. Cet exemple peut aisément,
se généraliser aux cas des groupes diedraux B = S?, ¢ = 3, d’indices (2,2,2n).

Démonstration Notons II le sous-groupe canonique de (M )/N. Considérons le
centralisateur Z(u) d’un élément u de m(M)/N.

Si u est d’ordre infini, puisque u € Z(u), Z(u) est un groupe infini. De plus son
centre est non trivial, puisqu’il contient wu.

Maintenant, d’une part tout sous-groupe d'un groupe Fuchsien est un groupe
Fuchsien (cf. §3 de [JS]), et ainsi Z(u) est un groupe Fuchsien. d’autre part, un
groupe Fuchsien infini G, ayant un centre non trivial C' est soit le groupe de la



5.3. GROUPES FUCHSIENS 126

bouteille de Klein, soit libre abélien de rang 1 ou 2. Si le centre C n’est pas dans
le sous-groupe canonique de G, alors G est cyclique infini (cf. proposition I1.3.11,
[JS]). Le sous-groupe canonique de Z(u) est Z(u) NI, et ainsi si u & I, alors Z(u)
est cyclique infini. Ceci démontre la premiere partie de la proposition.

Si u est d’ordre fini, alors Z(u) ne peut pas contenir d’élément d’ordre infini. En
effet, dans le cas contraire Z(u) contiendrait le sous-groupe Z X Z,,, qui n’est pas un
groupe Fuchsien (lemme I1.3.10 [JS]), ce qui est contradictoire. Avec la proposition
5.3.1, si w est d’ordre fini, u est conjugué a ¢, pour 1 <1 < g et n € Z,, et nous
pouvons donc supposer que u = u!. Si nous considérons un élément non trivial
v € Z(u), il est de torsion, et donc avec la proposition 5.3.1,

v = ag?”a‘l

et puisque u et v commutent,

1 —1

_oon __ m_—1 n_ _—m
u=g¢ =ac;a ¢ ac;a

et donc, avec la proposition 5.3.1, il existe k # 0,

et donc v €< ¢; >. Ainsi, pour n # 0, Z(cf) =< ¢; >. |
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5.4 Certaines propriétés algébriques

Nous commencgons par achever la caractérisation du centralisateur d’un élément
dans un groupe de Seifert infini 71 (M) (avec la proposition 5.2.2, nous avons déja
caractérisé le centralisateur d’un élément de la fibre). Nous aurons besoin pour cela,
du lemme algébrique qui suit.

Lemme 5.4.1 Soit G un groupe, et N un sous-groupe cyclique infini du centre de
G. Si G/N est libre abélien de rang 2, alors soit G est abélien, soit N est le centre
de G.

Démonstration Notons i un générateur de N, et considérons deux éléments a,b €
G, tels que a.N et b.N forment une base de G/N. En particulier, a,b, et h engendrent
G. Puisque G/N est abélien, on a la relation aba='b~! = h™ dans G, pour un certain
n € Z. Sin = 0, alors a et b commutent, et puisque A commute avec a et b, G
est abélien. Aussi nous pouvons supposer que n # 0, et montrer qu’alors, N est le
centre de G.

Avec la relation aba='b~! = h", et le fait que h soit dans le centre de G, tout
élément de G peut s’écrire sous la forme aPb?h", avec p,q,r € Z. Considérons donc
un élément de G, g = a?b?h", et supposons que ¢ soit dans le centre de G. Alors a?b?
est aussi dans le centre de (G, ce qui implique que a? commute avec b et b? commute
avec a. On a la relation aba™! = bh™, et donc b = aPba™P = bh™. Ainsi, puisque h
est d’ordre infini, et n # 0, alors p = 0. De la méme facon, ba='b~! = a=1h", et donc
a ! =0bla"th™? = a7 1h™ et nécessairement ¢ = 0. Ainsi g = h" € N, et donc N est
le centre de G. |

Proposition 5.4.1 (Centralisateurs dans un groupe de Seifert infini)

Soient M un fibré de Seifert, dont le groupe m (M) est infini, et N la fibre
de m (M), pour une certaine fibration de M. Soit u un élément de m (M), qui n’est
pas dans la fibre N. Alors le centralisateur de u, Z(u) contient un groupe abélien
comme sous-groupe d’indice 1 ou 2. Plus précisemment, Z(u) N 1L est abélien. De
plus, si u &€ 11, alors son centralisateur est cyclique infini.

Démonstration Considérons u € m (M) — N, et notons Z = Z(u) son centrali-
sateur dans m(M). Notons u = p(u), et Z = p(Z), ou p : my(M) — m (M)/N.
Puisque u € N = ker p, u est non trivial dans (M )/N.

Siu ¢ II, alors u & II. Avec la proposition 5.3.1, nécessairement u est d’ordre
infini. De plus, avec la proposition 5.2.2, NN Z = {1}. Ainsi, la restriction de p a Z
est un isomorphisme sur Z. Or Z est un sous-groupe non trivial (puisque u € Z) du
centralisateur Z(u) de u dans 71 (M) /N. Avec la proposition 5.3.2, Z(u) est cyclique
infini. Ainsi, Z est cyclique infini, et donc Z aussi.

Considérons maintenant le cas ou uw € II, alors u € II. Supposons d’abord que
u soit de torsion. Dans ce cas, avec la proposition 5.3.1, Z(u) est un sous-groupe
cyclique fini de II. Si a € Z(u) — 11, alors a € Z(u) — II. Ainsi, en particulier,
Z(u) C 11, et donc, avec la proposition 5.2.2, N est dans le centre de Z(u). De plus,
ona Z(u)/N = Z. Or Z est un sous-groupe non trivial de Z(u), et est donc cyclique
(fini). Ainsi, Puisque N est central dans Z(u), clairement, Z(u) est abélien.
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Supposons maintenant, que u soit d’ordre infini. Alors, puisque ZNII contient wu,
dans son centre, c’est un groupe Fuchsien infini, ayant un centre non trivial. Avec la
proposition 11.3.11 de [JS], Z N1I est isomorphe au groupe de la bouteille de Klein,
ou a un groupe libre abélien de rang 1 ou 2. Or, avec la proposition 11.3.7 de [JS], le
sous-groupe d’orientation II d’un groupe Fuchsien ne peut pas contenir le groupe de
la bouteille de Klein comme sous-groupe. Ainsi, Z NIl est un groupe libre abélien
de rang 1 ou 2.

Nous souhaitons montrer que Z N II est abélien. Puisque u € II, N est dans le
centre de ZNII, et de plus, (ZNII)/N = ZNIIL. Si ZN1I est cyclique, il est facile de
vérifier, puisque N est central, que ZNII est abélien. Si ZNII est libre abélien de rang
2, alors avec le lemme 5.4.1, soit ZNII est abélien, soit N est le centre de ZNII. Or u
est dans le centre de ZNII, et n’est pas dans V. Ainsi, on a la conclusion souhaitée.ll

Nous caractérisons maintenant les éléments périphéraux conjugués dans un es-
pace fibré de Seifert a bord non vide. Ce résultat est essentiel dans notre étude.
Combiné aux propositions 2.1.2 et 4.3.1, il nous permettra de montrer que le graphe
de groupe associé a la décomposition minimale d’une variété Haken, vérifie une pro-
priété intéressante (étre presque sans cycle; cf. chap. 6), ce qui simplifie grandement
son groupe fondamental.

Topologiquement, le résultat suivant affirme que dans un fibré de Seifert M a
bord non vide, a I'exception des cas M = St x D? et M = S! x S x I, un anneau
essentiel est saturé en fibres réguliere, dans toute fibration de Seifert de M.

Proposition 5.4.2 (Anneaux essentiels dans un Seifert) Soit M un espace
fibré de Seifert, a bord non wvide, qui n’est pas S* x D? ou S* x S' x I. Avec les
notations du théoreme 5.2.1, nous notons 1T; =< d;,;h > et T; =< dj,h >, avec
1 <1i,j <p (éventuellement i = j). Soient a € T; et b € T}, et u qui conjugue a en
b dans w1 (M).

Alors soit i = j, a = b,et uw € T;, soit a = h"™ et b = h**, ou ¢ = 1. De plus,
e =1 si et seulement si u est dans le sous-groupe canonique de m(M).

Démonstration Conservons les notations du paragraphe 5.3. Considérons une
fibration de M, notons B sa base, et N la fibre. Puisque M est a bord non vide
(notons p le nombre de composantes de OM), m(M)/N est le produit libre des
groupes cycliques engendrés par les générateurs de m1(M)/N, a I'exception de 'un
d’entre eux, d,,.

m(M)/N =Fx<c¢ >*--x<c,>*<dy >x---x<d, | >

ou F' est le groupe libre engendré par a;,0;,...a,b,, ou par a,,...a,, selon si B est

ou non orientable. L’image de d, par p, est donnée par la formule:
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selon si B est ou non orientable.

Puisque M n’est pas homéomorphe a un tore solide, toutes les composantes de
OM sont incompressibles. Avec le théoreme 5.2.1, a conjugaison pres, les plongements
des groupes du bord dans 7 (M) peuvent étre pris comme étant T; =< d;,h > pour
i variant de 1 a p. Ainsi, p(T;) est engendré par d,.

Si la fibration de M a pour base un disque ou un anneau, et aucune fibre ex-
ceptionnelle, alors on a la relation d; = 1, ou d, = dl_l. Dans ce cas, M est fibré
en cercles sur le disque, ou 'anneau. Puisque M est orientable, nécessairement M
est homéomorphe & S! x D? ou S! x S x I. Dans le cas contraire, les images des
T; par p sont non triviales, et p(7;) N p(T;) = {1}, si i # j. De plus, les classes de
conjugaison de deux éléments non triviaux v € p(T;), w € p(1}), avec i # j, sont
disjointes, et il en est de méme pour deux éléments distincts de p(7}). Si u conjugue
a en b dans (M), alors u conjugue @ en b dans 7 (M)/N, et donc, soit i = j,
a=b=d} et u=d/, pour ty € Z, soit a = b = 1.

Dans le premier cas, puisque kerp = N C T}, u € T;, et a = bh"™, pour n € Z.
Mais T; est abélien, et donc u commute avec a,b, et h, ainsi,

b=uau"' = ubh™u~! = bh"

et donc h™ = 1. Or puisque M est a bord non vide, 71 (M) est infini, et donc h est
d’ordre infini (cf. remarque 1, théoreme 5.2.1). Donc n = 0, et a = b.

Dans le second cas, a = h™, et b = h™. Puisque (M) est infini, on peut
appliquer la proposition 5.2.2, et alors,

b=h"=uh"u"t = h"

ol € = *1 et € =1 si et seulement si u est dans le sous-groupe canonique. De plus,
puisque h est d’ordre infini, m = en. |

On obtient immédiatement le corollaire,

Corollaire 5.4.1 Sous ces hypothéses, dans m (M), le centralisateur d’un élément
de T; — N est T;. De plus T; est son propre normalisateur.
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5.5 Solution au probleme de la conjugaison

Le but de cette section sera d’établir le résultat suivant :

Théoreme 5.5.1 Soit M un espace fibré de Seifert. Son groupe w1 (M) a un probléme
de la conjugaison résoluble.

Le probleme du mot dans un fibré de Seifert, se résout dans la plupart des cas par
la théorie des groupes automatiques. Plus précisemment, D.Epstein et W.Thurston
ont montré que le groupe d’'un fibré de Seifert M a une structure automatique, a
I’exception du cas ou M est fermé et modelé sur la géométrie Nil. Dans ce dernier
cas, m(M) est virtuellement nilpotent (cf. [Sc]), et admet donc une solution au
probleme du mot (cf. [Mi2]).

Théoreme 5.5.2 Le groupe d’un fibré de Seifert, a un probleme du mot résoluble.

Un groupe fini admet une solution au probleme de la conjugaison, aussi nous
pourrons supposer que M est un espace fibré de Seifert ayant un groupe 71 (M)
infini. Le résultat suivant va nous permettre de résoudre le probleme de conjugaison.

Proposition 5.5.1 (Probleme de la conjugaison) Soit M un espace fibré de
Seifert tel que m (M) soit infini, muni d’une fibration. Soient N la fibre dans w1 (M),
et 11 le sous-groupe canonique. Notons p:m (M) — m(M)/N, et conservons les
notations des sections précédentes. Soient u et v des éléments de w (M), qui ne sont
pas dans la fibre N, et supposons qu’il existe a € w (M)/N qui conjugue u en v,

aua ' =v dans 7 (M)/N

Alors, dans w (M) considérons un élément arbitraire a € p~'(a). On a la relation
(ou n dépend de a) :
aua™ = vh™ dans 7 (M)

Notons Z(v), le centralisateur de v dans w1 (M)/N. Avec la proposition 5.3.2, Z(v)
est cyclique ou tsomorphe a 7 ® 7 ou au groupe de la bouteille de Klein, et admet
donc au plus deux générateurs.

Si Z(v) est cyclique fini, (c’est le cas ot u et v sont d’ordre fini), alors u ~ v
sstm = 0.

Si Z(v) est cyclique infini, engendré par x, considérons un élément arbitraire
x € p~(z). Alors, dans w1 (M),

zvxr t = vh™

Sous ces conditions, u ~ v dans w (M), ssi, une des conditions (symbolisées par le
tableau suivant), est vérifiée :

x e ll x ¢ ll

vell | m divisen | n=0oum=n
v & 11 n(n+m) est pair
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Si Z(u) n'est pas cyclique, il admet deux générateurs x,,x,. Si Z(u) est iso-
morphe au groupe de la bouteille de Klein, on prend x,,xz, comme les générateurs
canoniques, i.e. ceux véerifiant la relation £2£1£2_1 = gl_l. Considérons arbitrairement
11 € pi(zy) et zy € p~(x,). Avec le choiz des générateurs de Z(u), nécessairement
Z1,Zy ne sont pas tous deur A-impairs, et donc x1,x9 ne sont pas tous deux hors de
I1.

Alors, dans m (M), on a les relations
izt = uh™

Touxy ' = uh™

Sous ces conditions, u ~ v dans w1 (M), ssi une des conditions suivantes est vérifiée :

r1,x9 € 11 x1 €11, xo € 11
my/n
v €11 || ppem(my,ms)/n ou
m1/(n —msy)

v &Il n(n +mq)(n + mg) est pair

Démonstration Supposons donc qu’il existe un élément a € 71 (M) /N qui conjugue
u en v. Remarquons, que sous cette condition, u € I ssiv € II. Si Z(v) dénote le cen-
tralisateur de v dans 71 (M) /N, 'ensemble des éléments de 71 (M) /N qui conjuguent
u en v, est non vide, égal a Z(v).a.

{gem(M)/N |v=gug'}=Z().a

Si un élément b € w1 (M), conjugue v en u dans m (M), alors b conjugue v en u dans
7 (M)/N. Ainsi, nécessairement, b € p~'(Z(v).a). Nous allons vérifier sous quelles
conditions (arithmétiques) portant sur n,m,mi,ms, et la A-parité de u,x,r1,z2, un
élément de Z(v.a) conjugue u en v. Rappelons que kerp = N =< h >, que h est
d’ordre infini, puisque (M) est infini, que h a pour centralisateur II, et que les
éléments de 71 (M) — II «anticommutent» avec h.

Dans le cas ou Z(v) est cyclique fini, nécessairement, puisque v € Z(v), v est
d’ordre fini . Puisque u et v sont conjugués, leurs centralisateurs sont isomorphes,
et donc u est aussi d’ordre fini. Avec la proposition 5.3.1, u et v sont tous deux
conjugués a un unique élément de la forme ¢, avec 0 < p < a, pour la présentation
canonique de 71 (M)/N donnée dans la section 5.3. Sans perte de généralité, nous
pourrons supposer que v = ¢’. En effet, si v est conjugué a ¢! dans m(M)/N, alors
il existe un automorphisme intérieur de 71 (M) qui envoie v sur ¢/ h? pour un certain
q € Z, et la relation aua™! = vh" est changée en aua™! = vh™.

Avec la proposition 5.3.2, Z(v) =< ¢; >. Ainsi, p~*(Z(v).a) = N. < ¢; > .a. Or
N et < ¢; > sont inclus dans le centralisateur de aua™' = vh™ = A", et donc si
bep(2(v).a),

bub™ =auat =vh"
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Ainsi, u et v sont conjugués dans (M) ssi n = 0.

Dans la cas ot Z(v), est cyclique infini, engendré par z, on considere x € p~'(z);
on vérifie alors pour un certain entier m,

vz~ = vh™

Observons que tout élément de p~!(Z(v).a) s’écrit de fagon unique sous la forme
hi.xP.a, ou p,q € Z si x est sans torsion.
Sixz ellet peN, alors

2Poxr™P = P oMyl P

= Pyt Ppm

= vh?™

En conjuguant par x7P, on vérifie que l'identité reste vraie si p € 7Z. ainsi, pour
p € Z,

2Paua tx™P = gPoh"x P
= 2P LygtPpn

= yhtem

Si v € 11, alors,
hixPaua ta Ph=9 = vh"TP™

Donc, si z € Il et v € 11, u et v sont conjugués dans m (M), ssi Ap € Z,n+pm =0
ssi m/n.
Si v ¢ 11, alors

hixPaua 'z Ph™9 = ph P24

Donc, dans ce cas, u et v sont conjugués dans (M) ssi il existe des entiers p,q tels
que n +pm — 2q = 0, ssi dp € Z,n + pm est pair. Regardons de plus pres cette
assertion. Si n est pair, alors 4p = 0,n + pm est pair. Si n est impair, 1’assertion
devient dp € Z,pm est impair, ce qui est équivalent a la condition m impair. Ainsi,
u ~ v ssi n pair ou n + m pair, ce qui est équivalent a la condition n(n + m) est
pair.

Si x & 11, alors

22vr? = goh™z !

= qgvz th™™
=ovh™h™™"
=0
de méme, v~ 2vz? = v, et donc si p € Z,
v si p est pair

2Por™? = . _ _
vh™ si p est impair
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on obtient, en remarquant que zP € II ssi p est pair,

n ) )
xpau(xpa)_l _ vh S% p est Palr |
vh™™™ si p est impair

Si v € 11, alors
vh™ si p est pair
hizPau(hixPa) ™ = . b p _
vh™™"™ si p est impair
Ainsi, si x € 11, et v € II, u ~ v dans m (M), ssi n =0 ou m = n.
Si v & 11, alors

vh" 24 si p est pair
hizPau(hixPa) ™ = e b p .
vh™~"%% i p est impair

et dans ce cas, u ~ v dans m (M), ssi n est pair ou m — n est pair, ce qui est
équivalent a la condition n(m + n) pair. Ceci acheve le cas ou Z(v) est cyclique.

Considérons maintenant le cas ou Z(u) n’est pas cyclique. Alors, il est isomorphe
a 7, 7Z ou au groupe de la bouteille de Klein. Avec le choix que nous avons fait de
x, et x4, dans le cas ou Z(u) est le groupe de la bouteille de Klein, il est clair, que
tout élément de Z(u) s’écrit de fagon unique sous la forme z7'2h?, avec p1,ps € Z.
Alors, tout élément de p~'(Z(v)a) s’écrit de fagon unique sous la forme h?z0' 25,
avec q,p1,p2 € 7.

Si x1,x0 € I1.

p1,.D2 p1,.p2\—1 _ _.P1, 3 p2m2,.—P1

ot v (2 )T = At ohPr M ]
= ¢ vx P PP
— Uhplml hmeQ

— phP1m1tp2m2

Ainsi,
D1 .02 p1,.p2 \—1 _ _.P1,.P2, 737n(,.P1,.DP2\—1
e el au. (] xa)” = ol aPoh" (2] xh?)
— P1,.P2 p1,..p2\—11mn
= oV xv(] ) " h
vhn+p1 mi+pamaz

Siv e ll,

Rz ab?a.u. (Rt ab?a) ! = ph" TP tp2m:

Et donc, dans ce cas, u ~ v ssi Ipy,pe € Z, — n = pymy + pama. Or {pymy + pams |
p1,p2 € Z} est le sous-groupe cyclique de Z, engendré par ppcm(my,msz). Ainsi, u ~ v
ssi ppem(my,ms)/n.

Siv &Il

hiz o2 a.u. (Rl oh2a) 1 = ph" TP tPame =2
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et alors, u ~ v ssi Apy,ps € Z, n+pymy +pams est pair. Regardons de plus pres cette
derniere condition. Si n est pair elle est vérifiée. Si n est impair, elle est équivalent
a la condition dpq,ps € Z,p1mq + pame impair. Or dpq,ps € Z, p1mq + pams impair
ssi ppem(my,ms) est impair, ssi m; ou ms est impair. Ainsi la condition 3 py,ps, tels
que 1+ pymy + pemy est pair est équivalente a la condition n(n 4+ mq)(n + ms) pair.
Ainsi, u ~ v ssi n(n 4+ my)(n + my) est pair.

Si xq € Il,xo & I1. Alors pour py € Z,

pp U S1 po est pair
xRor, " =

2 Ul my o : :
h Sl pg est Impalr

En remarquant que z5° € II ssi py est pair,

_ vh™ si py est pair
2 a.u.(vh2a) ™t =
2 2 ma—mn . .
vh si po est impair

et donc,

P1,,.D2 ( p1 pza) 1

vh TP si po est pair
o b a.u. (o b

phM2mntPImL i po est impair

Siv e Il

vh TP si po est pair
Wi el (e aga) = 3 U T S estpalt
vh™M2TTPIML g po est impair

et donc, dans ce cas, u ~ v ssi my/n ou my/(n —may).

Siv ¢l

q,.P1,.p2 q..p1,.D2 1 _
Rz i au. (bl xh?a)™ =

phHPIm—2g si py est pair

phM2T P20 g g, est impair
Dans ce cas, u ~ v ssi dp; € Z,n + pymy est pair ou my — n + pymy est pair. Or
Jp1,n + pymy est pair ssi n est pair ou n + my est pair, et dp;,mo — n + pymy est
pair, ssi my — n pair ou me — n et my impairs, ssi mo + n est pair ou mq + n et my
impairs. Si mg + n est pair, trivialement n(n + mq)(n + ms) est pair. Si my + n et
mq sont impairs, alors n ou msy est pair, et alors n(n + mq)(n + ms) est pair. Ainsi,
dans tous les cas, si u ~ v alors n(n + my)(n + my) est pair.
Réciproquement, si n(n+m;y)(n+msz) est pair, un des facteurs n,(n +my),(n +ms)

n+m

est pair. Si n est pair, alors h2za conjugue u en v. Si (n+m;) est palr alors h™= xja
conjugue u en v. Si (n+ ms) est pair, alors (my —n) est pair, et h™% zaa conjugue
w en v. Ainsi, u ~ v ssi n(n 4+ my)(n + mz) est pair. |

Ce résultat s’exprime sous une forme particulierement simple, dans le cas ou M
est a bord non vide. Cela provient du fait que dans le groupe d’un fibré de Seifert
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a bord non vide, et a base orientable, la classe h d’une fibre réguliere a une image
d’ordre infini dans H;(M,Z), par 'homomorphisme de Hurewicz.

Proposition 5.5.2 Soit M un espace fibré de Seifert, a bord non vide, et ayant un
groupe ifini. Nous conservons les notations précédentes. Soient u et v, des éléments
de w1 (M) qui ne sont pas dans la fibre N, et supposons qu’il existe a € w (M)/N,
qui conjugue u en v dans i (M)/N. Alors, sia € p~'(a), est un élément arbitraire,

au.a”t =vh™  dans m (M)
oun €7Z, et u~wv dans m (M), ssi l'on vérifie l'une des conditions suivantes :

— la base est non-orientable et :

— (1) v €11, et n est pair.

~ (i) v € I, et soit n = 0, soit n est pair et Z(vhz) ¢ 1.
— la base est orientable, et n = 0.

Démonstration Reprenons les notations de la proposition précédente. Puisque
m1(M)/N est un produit libre de groupes cycliques, le centralisateur de tout élément
de w1 (M) /N est cyclique.

Supposons tout d’abord que la base soit orientable. Alors h est d’ordre infini en
homologie. Ainsi la relation,

[z,0] =A™ dans m (M)

implique m = 0 (rappelons que le noyau de I'application de Hurewicz est le sous-
groupe commutateur [mi(M),7m1(M)] de 7w (M)). Ainsi, avec la proposition 5.5.1,
u~vssi0/n,ssin=0.

Supposons maintenant que la base soit non orientable. Dans cas, h est d’ordre
2 en homologie. La relation prédente implique donc que m est pair. Si v € II, alors
avec la proposition 5.5.1, u ~ v ssi n est pair.

Si v € II. Si x € 11, alors la relation [z,0] = ™ a lieu dans II. Or II est le groupe

—

fondamental du revétement d’ordre 2 M dit «d’orientation» (cf. [JS]), de M, qui
admet une fibration de Seifert ayant pour base un (vrai) revétement d’orientation
de la base de M, et pour laquelle 1 se releve en la classe d'une fibre réguliere dans
m1(M). Ainsi, le méme argument que dans le cas ou la base est orientable permet
de montrer que m = 0, et donc, avec la proposition 5.5.1, u ~ v ssi n = 0.

Six & Il. Sin #0, avec la proposition 5.5.1, u ~ v ssi n = m = 2k. Ainsi, n est
pair. Alors,

zvr~ ' = vh™

_ _n n

— gor 'h™2 = vh?
= gvhzx ' =vh?
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Ainsi, si u ~ v, alors ¢ € Z(vhz), et donc Z(vhz) ¢ II. Réciproquement, soit
y € Z(vh?) —1I, alors,

yoh2y~! = vh?
<— yvy‘lh_% — vh?
— yoy ' = vh"

et donc, avec la proposition 5.5.1, u ~ v. |

La proposition 5.5.1 nous permet déja de résoudre le probleme de la conju-
gaison, pour la plupart des espaces fibrés de Seifert. Nous pouvons supposer que
71(M) est infini. Alors M est a bord non vide, ou contient le groupe d’une surface
fermée F' comme sous-groupe d’indice fini, verifiant x(F) < 0. Supposons que soit
M n’est pas fermée, soit y(F) < 0. Alors m(M)/N est un groupe hyperbolique
au sens de Gromov. Dans un groupe hyperbolique, le centralisateur d’un élément
est virtuellement cyclique (corollaire 7.2, [CDP]), ainsi avec la proposition 5.3.2,
le centralisateur d’un élément dans m (M)/N est cyclique. Donné un élément infini
de m(M)/N, on peut algorithmiquement déterminer son centralisateur (par 1’'obten-
tion d'un générateur). On se servira pour cela du corollaire 4.2.4, qui utilisé plusieurs
fois permet de déterminer une racine maximale d’un élément d’ordre infini, dans un
groupe hyperbolique.

Considérons deux éléments u,v € m (M), donnés par des mots sur les générateurs
d’une présentation canonique de 71 (M ). On veut décider si u,v sont conjugués dans
m1(M). On commence par décider avec l'algorithme de conjugaison dans un groupe
hyperbolique (ou dans un groupe Fuchsien), si u et v sont conjugués dans 71 (M)/N.
Si ce n’est pas le cas, alors u et v ne sont pas conjugués dans m(M). Si u et v sont
conjugués dans m (M)/N, alors, on détermine un élément a qui conjugue u en v (en
général un algorithme de conjugaison explicite un tel élément ). Si ce n’est pas le cas,
on pourra toujours en déterminer un, en utilisant ’algorithme du mot). On utilise
ensuite la proposition 4.2.4 pour déterminer si v est de torsion. Alternativement,
si un élément v est de torsion, avec la proposition 5.3.1, son ordre divise l'indice
d’une des fibres exceptionnelles. Il suffit alors d’appliquer I'algorithme du mot dans
T (M)/N, av®, ... v%, pour décider si v est de torsion. Si v est d’ordre infini, on
détermine un générateur x du centralisateur Z(v). Enfin, on se donne arbitrairement,
des représentants a € p~'(a), et z € p~1(z), et on utilise 'algorithme du mot dans
w1 (M), pour déterminer n et m, tels que aua™' = vh", et vz~ = vh™. 11 suffit
alors d’utiliser la proposition 5.5.1, pour décider si u ~ v dans 71 (M).

Les cas restant correspondent a M fermée, et w1 (M) /N contenant un sous-groupe
d’indice fini, isomorphe au groupe d’une surface F avec x(F) = 0. Il existe 7 groupes
Fuchsiens vérifiant ces conditions, ils sont caractérisés dans le théoreme 5.3.1. Dans
ce cas, m(M)/N contient Z @ Z comme sous-groupe d’indice fini, c’est donc un
groupe euclidien de dimension 2, et alors il est biautomatique, mais non hyperbo-
lique (car contenant Z@Z). Le centralisateur d’un élément n’est plus nécessairement,
cyclique, et nous ne disposons pas a priori, d’algorithme pouvant le déterminer,
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a 'exception du cas de Z @ Z, qui se résout trivialement. Les deux lemmes sui-
vants permettent de lever cette difficulté. Le premier fournit une présentation plus
adéquate pour chacun de ces groupes, en ceci qu’elle explicite le sous-groupe libre
abélien de rang 2 d’indice fini, et une décomposition en un produit semi-direct d'un
groupe de surface euclidienne par un groupe fini. Le second, permet connaissant un
élément de déterminer précisemment son centralisateur dans 71 (M) /N, par I'obten-
tion de générateurs canoniques. Ceci, combiné avec 'algorithme de la conjugaison
dans 71 (M) /N, I'algorithme du mot dans m (M), et la proposition 5.5.1, nous per-
met de résoudre le probleme de conjugaison, dans ces derniers cas.

Lemme 5.5.1 (Présentation pour un groupe Fuchsien cristallographique)
Considérons les groupes Fuchsiens suivants :

Gi =< a,,a, | aja;=1>
Gy =< ¢1,00,¢3 | €1 =6 =& = (c105¢5)" =1 >
Gs=<c,0 | =c=(ce)’=1>
G4 =< C1,Co, | QélL = Q;l = (2122)2 =1>
Gs =< ¢1,¢y, | $ =6 = (c1e0)* =1 >

Gs=<uac, | =(d’c)=1>
Ils admettent aussi pour présentations :

Gy X< aytity | a® =, [tits] = 1, aytoa; =15 >
Go < ctyty | A =1, [titsy] =1, ctic™t =t71, ctoc™ =51 >
Gs < ctity | =1, [tits] =1, ctic™t =ty, ctoc™t =71, >
Gy2<ctity| ¢t =1, [tits] =1, ctic™t =ty, ety =t >
Gs < citity | =1, [tita] =1, ctic™ =ty, ctoc™t =]ty >
Go X< a,c,tity | a® =ty [t1t] =1, atoa™" =157,

& =1lctict =t ctoc =ty cac!

1

=1la >

Remarques: — Il ne manque que Z @ Z pour obtenir une liste exhaustive des
groupes Fuchsiens contenant Z ¢ Z comme sous-groupe — de surcroit d’indice fini
—, les groupes Fuchsiens cristallographiques. Bien siir Gy est le groupe de la bou-
teille de Klein. Il est sans torsion, et contient Z & Z comme sous-groupe d’indice 2.
G9,G3,G4,G5 sont des produits semi-directs de Z @ Z, respectivement par Zo, Zs,
Ly, Zg. Quant a Gg, c’est un produit semi-direct du groupe de la bouteille de Klein
par Zs. C’est aussi une extension finie de Z @ Z par Zo @ Zs.

— L’intéret des présentations que nous obtenons, est qu’elles explicitent le sous-
groupe Z & 7 d’indice 2, et la structure de produit semi-direct, pour chacun de ces
groupes.

— Remarquons que si II,;,II; sont les sous-groupes d’orientation respectifs de
(G1,Gg, alors ils sont engendrés pour ces nouvelles présentations, respectivement par
a? ty,ty et a?,c,ty,to.
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Démonstration Procéder par changements de Tietze. Nous n’indiquons que les
points importants.

2 2

Pour G;. Poser t; = a2, et t5 = a;'a;'. Remarquons que a? = a;,
ay, a; Q4 ay = 4y
centre. On a alors:

engendre le

1 1 1

-1 _ -1 -1 -1 _ -1 -1 _ -2 -2 -2 -2 _ 411 _ ;-1
Aital) = a10; Gy Gy = Gy Gy = Gy OG0y = Qpy.0y 0y =ty 1 =1,

Comme conséquence, on a la relation [¢,t5] = 1. O

Pour Gg. Posons ¢ = ¢;, t1 = cy¢q, et ty = cycq. Les éléments cy,cy,c45 sont d’ordre
2. On obtient les relations:

cticTt = cieocic]t = cje = tey =t

Ctac™t = ¢ Cycac]

= (105¢3)%(C105¢5) et
= (212293)_1Q1_1

-1 -1 -2
=C3 Cy (G

. -1 -1 -1 -1
[tlat2] = C9C1.C9C3.C1 Cy .C3 Cy

]

Pour Gj. Posons ¢ = gl_l, t, = gl_lgz, et to = c,;co¢,. Remarquons que 21—2 =, et

C; - = c,. On obtient alors les relations:

ctict =it e = e = ot cicoe = 1t =ty

2.2

Ctac™! =€ CIC0ICL = Gl = 60 = G 01 G G =6 0 G e =ty

1 -1 -1

_ 1 -1, 1 -
[t1,t2] = ¢ CyCiC0C-Co €1 Cy O

_ -1 -2 -1
— €1 C5.C1C9C1.Cy

]
2 -1
= C1C9.C1CC1.CoCq

3 -1
c-(c16)°.¢
=1
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Pour Gy4. Posons c =¢;, t; = Q2Q1_1, et to = Q1Q2Q%. On obtient les relations:

cticTt = e el = 0100 = c16oC] =ty

ctac™t = cicieCier !

-1
C1-C1C5.C1C9.Co
_ 2 —1
= ¢1(¢169)7Cy
=t

=t

_ -1 2 -1 -2 -1 —1
[t1,ta] = cocy.creociciCy oy Cy €
23 -1 -2 —1 1
= C9C1Cy €4

23 -1 —
= C5C1Cy g

2 3 —1 —1 —2
C3C1C; €1 Cy(cicy)

Cy €

1 1 -1 -1 -1

CoCy C1 Cy €

_ 23 -1 -1

=606 G &
—2 1 —1 1

=60 4 6O 4 &

et (e6) e
—1

Pour Gs. Posons c =¢;, t; = gl_QQQ, et to = gflgzgfl. On a alors,

1

ctict =i = dled ! =t

ctoc™t =i e eyt

I
e
[\
I
I

I

)

N DN
Ie)

| [
o

—_

I
Q
[N}
o
Ic
o
[\.)
o
Ic
o
IC

|
o
[\]
)
[y
($)
[\]
)
—

-1 -1
= Cy C1CC

12 -1 -
=6 (.6 &G
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[t17t2]
Pour Gg. Posons ¢ = ¢, t;

2. Remarquons que a? engendre

ca’c™!t = a72. On obtient,

[t1,ta] =

=C

140

-2 1, -1 12 -1
1 G 64 & G666 &

—2 -1 -1 -13 —1
= C1 C9C1 CoCy Cy C1Cy (g

4 —1

—2 -12 -1 -1 —1 -1 —
C1 CoC1 CoCy C1 Co €1 C1Cy (4

—2 -1 2 —2 4 —1
€ Cyc 5(cicy) ey ¢

2 1.2 4 —1
CoC1Cy €4

1.2 4 —1
CoCiCy

-1 5 —1
€1 C1Cy

5 —1
€169

C1 Gy
o ey
crleer et
¢ le(eie)?
¢ iy
clatate!
(9192)_2

1

]
a?, et ty (ca)®. T est clair que c est d’ordre
un sous-groupe normal cyclique dans Gg, et que

a2 (ca)2.g_2 (QQ)_2
=da’cacaa a ‘¢ ta ¢!
=a’caca*c'a ¢!
= d’cad’a ¢!
=a’ca’c™
— QZQ_2
— 1
atsa ' =acacaa
=acac
=a*ad’cac
=a%aca’ac
=a 'ca'c
— Q—IQ—IQ—IQ—I
— t;l
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ct20_1 =ccacac

I
IS
S
I}
o
S
o

I
[S
[S
I}
[S
[S
I

cac”” =cac

I

~
N
IS
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Lemme 5.5.2 (Centralisateurs des groupes Fuchsiens cristallographiques)
Considérons les groupes G1,G9,G3,G4,G5 et Gg apparaissant dans le lemme 5.5.1,
et munissons-les des présentations que le lemme nous fournit. Elles explicitent pour
chacun des G; un sous-groupe d’indice fini, libre abélien de rang 2, engendré par
t1,to; notons le H;. Nous décrivons le centralisateur d’un élément quelconque de ces

groupes. Siu € G;, notons Z(u) son centralisateur dans G;.

Pour Gi: Tout élément de G s’écrit de fagcon unique, sous la forme t7*t5>

Le centralisateur d’un élément non trivial u € Gy, est décrit par:

Pour Gs: Tout élément de Gy s’écrit de fagon unique sous la forme t7't5* ou t7't5>c.

u € Hy Z(u)— Glgﬂ'l(KBg) stuEeE<t; >
u =ty | FhE2ZaZ stu E<ty >
u € Hi.a g

Le centralisateur d’un élément non trivial u de Gy est décrit par:

Pour Gs: Tout élément de G s’écrit de fagon unique sous la forme t7't5?, ou t{'t5%c,

u € H2 . ~
W | Ew=mR2Zoz
u € HQ.C o

w= (R Z(u) =<u>

ou t715%c2. Le centralisateur d’un élément non trivial u de G3 est décrit par:

Pour Gy: Tout élément de G4 s’écrit de fagon unique sous la forme t7't5?, ou t'ty%c,
ou t1th2c?, ou t7152 3. Le centralisateur d’un élément non trivial u de Gy est décrit
par:

Pour Gs: Tout élément de Gy s’écrit de fagon unique sous la forme t7't5?, ou t1'ty%c,
ou t7 52 %, ou t7H52E3, ou t7Hh2 !, ou t1Mth2 . Le centralisateur d’un élément non

UEHg

— 41 4N2
u =1t

Zw)=H; 2767

u € Hs.c

u = ty'ty%c

Z(u) =<u>

U€H3.62
— 4n14n2 2
u=t;'ty"c

Z(u) =< t7%t52 "e >

u e H -~
u:t{it? Z(U):H4:Z@Z
u € H4.C
u = t?lt?c Z(U) =u >
H 2 nl;nQ n2§n1 ] .
u € Hy.c Zu) =14 < t, 2ty 7 > 51 Ny + ng pair
= ¢t c? - :
u ) < u > sinon
u < H4.63 n2—n
w = e Z(u) =< 1%t;"c >

ou ty
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trivial u de Gy est décrit par:

u € H ~
u:ﬂ;’;t? Zu)=Hs 27D Z
u < H5.C
w = Z(u) =<u>
9 2n1+n2 ng—mnj )
u € Hs.c Zuw) =4 < t; 2 ty * c¢>  si3/(ng—no)
= "2 2 - :
u 1 la <u> sinon

u € Hy.c3
__ 4n1gn2 3
u=1t,"1y"c

Z(u) =

nitng n

<ty 2 oty te>

51 nq et ny pairs

<u> sinon
4 nit2ny _ 2nj+4ng
u € Hs.c Zu) =14 < ty, 2ty P oc>  si3/(ng—mng)
u=t'ty*ct <ty Me? > sinon
u € Hy.c®

143

Z(u) =< tr2g; M) s

u =ty P
Pour Gg: Tout élément de G s’écrit uniquement sous la forme t7't5* ou t7't5%a,
ou t1'ty%c, ou ti'ty?ac. Notons Kg le sous-groupe de Gg engendré par a,tyto; il est
1somorphe au groupe de la bouteille de Klein. Le centralisateur d’un élément non
trivial u de Gg est décrit par:

u€ H < ac,ty >= 1 (KBy) st u €< ty >
u = t”?tnz Z(u) = ¢ Ko =m(KBs) st ue<ty >
L He 27297 sinon

u € HGQ B s

U:t?ltgug Z(U) =<ty"a >

u € Hg.c B

U/:t?ltSQC Z(U) =u>

u € HG.QC B N

u:t?lt;wgc Z(ﬂ) =<t;'ac >

Démonstration Nous démontrerons séparément les six cas. Pour chacun des grou-
pes considérés, nous travaillerons avec la présentation fournie par le lemme 5.5.1.

Pour G;. Le groupe G est le groupe de la bouteille de Klein. Avec les relations de
(G1, il est clair que tout élément de G s’écrit de facon unique sous une des formes
fournies par le lemme. Notons v; = t]"'t5%a.

Si u € Hy, alors u s’écrit u = t7'ty?. Puisque H; est abélien, H; C Z(u). De
plus,
wvy = t?1t7212t71nl tgmg — t7lh+m1 t;LQ—i-mQQ
R I e e A

Ainsi w.v; = vy.u ssi ng = 0. Donge, si u €< t; >, alors Z(u) = G; = m(KB,). Si
u € Hi— < t; >, alors Z(u) = H;.
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Siu € Hi.a, alors u s’écrit u = t7't5%a. Avec ce qui précede, les seuls éléments
de H, qui commutent avec u, sont les éléments de < t; >. De plus,

wyp = My at "% a
— t7111+m1t1212—m2Q2
— 757111-&-7711 tgz—mztl

— tTlu +mq +1t7212*m2

]_ _
VU = t71n1+m+ t72n2 ng

Ainsi, u et v; commutent ssi my = ny. Dans ce cas, v; = u.t]" "' Donc si u € H;.a,

Z(u) est engendré par t; et u. En particulier, Z(u) admet aussi pour générateurs
t22q et t1. Or,

(tya)” = ty’aty’a
= 52" "a?
=t
Ainsi, si u € Hy.a, alors Z(u) =< t5%a >. O
Pour Gs. Le groupe G5 est un produit semi-direct de Z @& Z = Hy par Zo =< ¢ >.

On a alors l'existence et 'unicité de 1’écriture de tout élément sous une des formes
décrites. Notons vy = t7"t5%c € Hs.c.

Si u € Hs, notons u = t{'t52. Il est clair que Hy C Z(u). de plus,
__ gnignggmigma , _ gni+migna+ma
__ 4Mmi4ma2 niygn2 __ 4mM1—ni1pgma2—n2
Et donc, u et v; commutent ssi ny = ny, = 0. Ainsi, si u est un élément non trivial
Y )

de Hy, alors Z(u) = Hs.

Siu € Hsy.c, alors u s’écrit u = t7't;*>c. Comme nous venons de le voir, u ne
commute pas avec un élément non trivial de Hs. De plus,

wvp =ty et Tty e = TR
vyou =ty My
et donc, u et v commutent ssi m; = ny,ms = no, .., u = vy. Ainsi, si u € Hs.c,

alors Z(u) =< u >. O

Pour Gj. Le groupe G35 est un produit semi-direct de Z @& Z = H3 par Zs =< ¢ >.
On a l'existence et 'unicité de 1'écriture de u sous une des formes décrites. Notons
vy = t1"t5"%c € Hs.c et vy = 17"1t5'2c* € Hs.c®. Commencons par établir les relations:

Ctic? =ctyc ! = tl_ltg_l
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Ctoc? = ety Mty e =t ot = 1
Si u € Hs, notons u = t{'t5*. Puisque Hj est abélien, H3 C Z(u). De plus,

wvp =ttt s e

— t?lerlt;QerQC

viou = "ty ettty
_ogmigmogni (4—14—1\no
=17 'ty "ty (tl 2 ) c
__ 4mi—n2ymo+ni—n2
=13 ty c

my+mny =m; — No

< ni=ny =20
Mg + N1 — Ng = Mo + Ny

u.vy = 1.1 <~ {
Ainsi, u ne commute pas avec un élément de Hs.c. On a aussi,

w.vy = T2 P

— t7111 +ma t;m-f-mz C2

vo.u = TR D
__gmigma/y—14—1\nyn2 2
="ty (T ty )"t
__ gmitne—nigmo—mny 2
=1 ty c

mi+ny=m;+nyg—n

P n1:n2:0
Mo + N9 = My — Ny

U.Vy = V2.4 < {
Ainsi, si u est un élément non trivial de Hs, alors Z(u) = Hs.

Si u € Hs.c, u s’écrit u = t'ty*c. Comme nous I'avons vu précédemment, u ne
commute pas avec un élément non trivial de Hs. De plus,

w.y = My ety e
_ 4Ni1gno2gMmi —1,—-1 m9 2
=17 157t (t1 12 ) c

— t7111 —mg t7212+m1 —mg C2

vi.u =ty ety e

__ gmi—nm2ygma+ni—n2 2
=1 ty c
ny — Mo =M1 — N2 mip =ny
u.v1 = U1.Uu S <~
No + M1 — Mo = Mg + N1 — Ny My = Ng

Ainsi, si v; et v commutent, alors v; = u. On a aussi,

w.vy = PRt ¢
_ gnignogma (p—13—1\mo 3
=ttty (t 1) e

— t?l —ma2 t;2+m1 —m2 C2
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_ gmigme 23N N9
_ gmigma/yp—13—1\n14n2 3
= 11"y (1t )"t e

__ 4mi—ni+nzygmo—ni
— ¢ 7

ny— Mo =My — Ny + Ny mp =nq — N9
U.Vy = V9. U +— =
N9 + M1 — My = Mo — N Mo = N

Notons wy ’élément de Hs.c? qui commute avec u, wy = t71~"2t5*. Or,

w? =t et 3 e
__qnignogny (4—14—1\m 2
=11 157t (tl ty )20
__ 4N1—n24Nn1
=1 Lo

Ainsi, si u € Hs.c, alors Z(u) =< u >.

Si u € Hs.c?, u s'écrit u = t7't52c%. Avec ce que nous avons déjd vu, u ne
commute pas avec un élément non trivial de Hs, et v commute avec un élément
w € Hs.c, ssi w? = u. Or,

non2—ni1 \2 __ 4N N2—ni1 N2 4No—"n1
(L7252 ") = 12ty et Pty e
= e ()

_ qNniy4n2 2
=t,'ty°c
c’est & dire que tout élément de Hs.c? admet une (unique) racine carrée. De plus,

u.vy = Py D2 P
_ ognignop—14,—1\migme 4
=17 1y (t1 ty ) ti°c
__ gni—mi+moygno—mi
=1 Lo

C

ni+nsg th —n1
2

vo.u =ty c

ny —mi+me =mq; —nq+ ny mp = nq
U.Vg = V.U < —
No — M1 = Mo — N Mo = Ny

Ainsi, si u € Hz.c?, alors Z(u) =< t7?t5* "¢ >. O

Pour Gy4. Le groupe G4 est un produit semi-direct de Z & Z = Hy par Zy =< ¢ >.
Ainsi, on a 'existence et 'unicité de I’écriture d’un élément u € G4, sous une des
formes décrites. Notons vy = t]"'t5'2c € Hy.c, vy = t{"t5'2c* € Hy.c?, vz = t]"th%c3 €
H,.c3. Commencons par établir les relations suivantes :

Ctic? =ctye! = t Aticd = ctl_lc_1 =t,!

Ctyc P =ctlc =151 Ctyc P =ctylct =1



5.5. SOLUTION AU PROBLEME DE LA CONJUGAISON 147

Si u € Hy, alors u s’écrit u = t]'t5?. Puisque H, est abélien, Hy C Z(u). On a,

w.op = Sty 2 e

— t’ill +m1 tgz-i-mz c

_ gMmi1gmeo nigng
M1 gm2 4Ny 4 —N2
= e

— t71n1 —ng2 tgnz-i-nl c

n1+m1:m1—n2

< 711:7’L2:O
N9 + Mo = My + Ny

uU.v1 = V1.4 <=
Ainsi, u ne commute pas avec un élément de H,.c. De plus,

u.vg = T2

— t7lll +m t32 +my2 02

_ogmigmo 23m14N9o
_ gmigmog—nig—ng 2
e s e

— t;nl —n1 t;n2 N2 2

et donc u.v9 = ve.u ssi n; = ny = 0, ainsi u ne commute pas avec un élément de
Hy.c?. On a aussi,

w3 = R e
— t?f1+m1 t7212+m2 CS

_gmigmeo 3im14n2
_ gmigm2gy—nigng 3
—= T M2

— t717%1+n2tg12—n1 03
et donc u et vz commutent ssi ny = ny = 0. Ainsi, dans le cas ot u € Hy, Z(u) = Hy.

Si u € Hy.c, alors u s’écrit u = t]'ty*c. Nous venons de voir, que u ne commute
pas avec un élément non trivial de Hy. On a,

w.y =ty ety e
__ 4nignggmig—msa 2
— R

— tTILl —mg2 t7212+m1 C2

vy = TR e
ny — Mo =M1 — Ny mp =1
—

Uu.v1 = V1.4 <=
N9 + M1 = Mo + Ny Mo = N9
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et donc, si v; commute avec u, alors v; = u.

w.vy = P et ¢
_ qN1 M2 yMm1 4 —MmM2 3
— T2

— t?l —mg t32+m1 C3

vo.u = 1A e
_ ogmigmoyg—nig—no 3
— T e

— t71n1 —ni t72nz —n2 03

ny —Mmo =M1 — N1 my =
U. Vg = V. U <—— <~

No + M1 = Mg — No My =

Ainsi, u commute avec wy = t]'"2t5 "2, Or,

w? =t et 2 e
__ 4nignognig—ng 2
= 1Pt e

t?l —ng2 t?211 +na2 62

On a aussi,

w.vz = P th ety e
__ gnignogmig—ma 4
— R

— 1T magnatmy
1 2

vs.u = 7Rt
__ ymigmag—nigng 4
= TR

— ¢mtnzgme—ny
1 2

Ny — Mg = M1 + No my
<

U.V3 = V3.U <=
N9y + M1 = My — Ny Mo

Et donc, u et ws = t;"2t5'¢®> commutent. Or,

u® = P et R et R
= P A SR
— tTlll —n2t§1+n2t1—n1 t2—n2 03
_ tl—nztgh 03

Ainsi, si u € Hy.c, alors Z(u) =< u >.

ny — N2
n1+n2

ni

148
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Siuw e Hy.c?, alors u s'éerit uw = t7"t5%c%. Nous avons vu que u ne commute pas
) 1 “2

avec un élément non trivial de Hy, et que u commute avec un élément w € H,.c ssi

w? = u. Dans quels cas, u admet-il une racine carrée?

Notons w = t]*th*c et supposons que w? = 1. Alors,

2 __ 4P14P2 1P14D2

w” =1t ty ety ty°c
__ 4P14P24p14—P2 2
=ttty t, " cC

— t]fl —p2 tZQ)I +p2 02

= 152 c?

et donc u admet une racine carrée ssi le systeme suivant admet deux solutions pq,ps
entieres:

ny = p1 — P2 2p1 = Ny + ng
Ng = pP1 + P2 2p2 = ng — 1y

c’est a dire lorsque n; + ny est pair. Dans ce cas,

ni+ng no—mnq
w :tl 2 t2 2 C

De plus, on vérifie,

w.vy = PR
_ gnignog—miyg—meo 4
=17't,°t, 'ty Cc

— tnl —mi tn2*m2
1 2

vg.ou = Ty
et donc u et v9 commutent lorsque v = u. On a aussi,

u.v3 = P2ty e
__ 4N1gn2g—mig—ma 5
=1,'ty°ty 'ty Tt

— tTlll —m1 t7212—m2 c

vs.u = RN P
__ 4migmay—nigng 5
= TR

— t71n1 +no tgm—m c

Ny — mp = mq + no 2m1:n1—n2
U.V3 = V3. U <=
Ng — Mg = My — N 2meo = Ny + No

Si n1 + no est impair, u et v3 ne commutent pas; dans le cas contraire, © commute
avec wy € Hy.c3, on
np—ng nj+ng 3
w3 — t]_ 2 t2 2 C
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Or, si ny + ny est pair, u admet une racine carrée w, et

w3 = wW.u
nitng ng—ng 9
_ 2 2 ni1Ln2
=t ty cti'ty e
nitng nap—ny 3
_ 2 2 nip—n2
=t 7 t, 7 It ™c
ni—ng njtng 3
_ 2 2
=1t t, &

Ainsi, si u € Hy.c?, alors si ny + ny est pair,
ni+ng mngo—nq

Zu)=<w>=<t; ? t, ? c>

et sinon, Z(u) =< u >.

Si u € Hy.c®) alors u s’écrit u = t7't5?c>. Nous avons vu que u ne commute
pas avec un élément non trivial de Hy. De plus, © admet une racine cubique w; =
112t e, en effet,

(wy)? = 72, M ettty M et 2ty M e

= 12ty M et 2ty M ¢

— t7112t2—n1 Ct?1+n2t32—n1 C2

__ 4n2g—nigni+n2gni—ng 3

= ngy T

_ 4nign2 3

=1,'t,°c
et le seul élément de Hy.c qui commute avec u est wy, le seul élément de Hy.c? qui
commute avec u est (w)?. De plus,

u.vg = PRt
__ gnigngg—migma 6
= e T

— t7111 +ma tgg—ml 02

V.U = t71n1+n2t72nz—n1

N1+ mg =My + No mi; = ny
<

U.V3 = U3.U <
Ng — M1 = Mo — N Mo = Ty

Ainsi, si u € Hy.c?, alors Z(u) =< t7%t, e >. O

Pour Gj5. Le groupe G5 est un produit semi-direct de Z & Z = Hj par Zg, ainsi
tout élément de G5 s’écrit uniquement sous une des formes fournies par le lemme.
Notons v; = t1"t3%c € Hs.c, v, = t7"'t?c? € Hs.c?, vy3 = t]"'t52c3 € Hs.c3,
vy = 72 € Hs.cb, et vs = t7"152¢> € Hjs.c®>. Commencons par établir les
relations suivantes:

cztlc_2 = ctgc_1 = tl_ltz c3tlc_3 = Ctl_thC_l = tl_l

Ctoc™? = cty Mty =t Ctyc S =ttt =t51
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cttict = ctl_lc_1 = t;l Atic? = c752_lc_1 = t1t2_1

C4t2C_4 = ctz_lc_1 = t1t2_1 C5t2C_5 = ctltglc_l =1t

Si u € Hj, alors u s’écrit u = t't5%. Puisque Hj est abélien, Hs; C Z(u). De
plus,

wvy =ttt s 2 e

— t7111 +m1 tg2+m2 c

vi.u =ty et Mty
= g (1 )

— t71n1—n2t;n2+n1+n2

ainsi, u et v; commutent ssi ny = ny = 0. Donc, puisque u est non trivial, u ne
commute pas avec un élément de Hs.c.

w.vy = T2 P

— t?1+m1t§2+m2 2

__ 4migma 24N714N2
__qgmigmo4—1 niyp—no 2
= 1"ty () )"t e

— tTlm —ni1—n2 tg”b2+n1 02

ny+m;y=mg—n; —noy

< n;=ny =0
N9 + Mo = Mo + Ny

UV = V.U <= {

Ainsi u ne commute pas avec un élément de Hs.c2.

_ gnignogmigma 3
— t?l‘le t7212+m2 S
v3.u = R
M1 gm24—n14—N2 3
S e

g mi1—Nnigmo—n9 3
=1 iy &
Ainsi, puisque u est non trivial, © ne commute pas avec un élément de Hs.c?.

w.vy = R et

— t7111 +my t72%2+m2 C4

_ gmigma _44niyng
_ gmigmog—ny —1\no 4

— t71n1 +na2 tgm —n2—n1 C4



5.5. SOLUTION AU PROBLEME DE LA CONJUGAISON 152

n1—|—m1:m1—|—n2
UVy = Vg U < < ny=ny =0
Ng + Mg = My — Ny — Ny

Ainsi, u ne commute pas avec un élément de Hs.ct.

_ gnignogmigmso 5
__ gnitmigna+meo 5
=1t ty c
_ gmi1gme2 5inine
_ gmi1gm2 —1\ni4n2 5
= 1"ty (tity )" )%

— t;m +ni1+ng tgnz —n1 C5

Ainsi, u et v5 commutent seulement dans le cas ny = ny = 0, que nous avons exclu.
Ainsi © ne commute pas avec un élément de Hs.c’. En collectant ces résultats, si
u € Hs, alors Z(u) = Hj.

Siu € Hs.c, alors u s’écrit u = t7't5%c. Nous avons vu que u ne commute pas
avec un élément non trivial de Hs. De plus,

w.vyp =ty ety e
_ gNniygnagmq —1 mo 2
=11 157ty (tl t2) c

— t71L1 —ma2 t32+m2+m1 62

—n2 t';nQ +na+nq C2

viou =ty

ny — Mo =M1 — N2 mip =mny
U1 = V1.4 < <~

No + Mo + M1 = Mg + Ny + Ny Mg = Ng

Ainsi, si u et v; commutent, alors u = v;.

__ gnign2 gmigmo 2
_ gnignogmy /4—1 mo 3
=11 ty7ty (tl t2) c
__ 4gni—m2not+mi+meo 3
=1 ty C

vo.u = 1A e
= 172 (1 )M " e

— t71n1 —ni—n2 tgn2+n1 C3

ny —mMo =M1 — N1 — N9 mi = N1 — Ny
U.Vy = V.U <=
Ng +mq + my = Mg + Ny me = 2n9 + Ny

n2 t§n2+n1 CQ O

Ainsi, u commute avec wy = '~ T,

u? =ttt 3 c
= 11 57ty (ty )"

_ t71”t1 —n2 t§n2+m 02
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On a aussi,

w.vg = et e
_ gmignogmy (4p—1 mo 4
=11 ty°ty (tl t2) c

— t?l —ma2 t32+m1 +ma C4

v3.u = A e

e A s e

_ gmi1—mnigmo—no 4
=1 ty c

ny —mMmMo =M1 — N1 m1=—2n2

U.V3 = V3. U < —
N9 + My + Mo = M9y — Ny m2:2(n1+n2)
.. — 2(n14+n
Ainsi, u et w3 = t] 2”2152(”1 2)¢3 commutent. Or,
u3 = u2u

- 2
— t7111 n2 t2n2+n1 CQt’illtgzc

— t7111—n2 t%ng—l—nl (tl_th)nltl_nQ C3

— 2
_ tl 2n2t2(n1+n2)63

De plus,
w.vy = P et 2 et
_ gnigna2gmy (4—1 mo b
= 41 5%y (1 1) e
— t7111—m2t7212+m1+m2 C5
veu =t e
= 11157 " (it )™ e
— t71711+n2t;712—n1—n2 P
Ny — Mg = M1 + Ny my = —(n1 + 2ng
U.Vy = Vg U < <~ ( )
N9 + My + My = My — N7 — Ny m2:2n1—|—n2

tl_(nl +2n2)t§n1 +n2

Ainsi, u et wy = ¢* commutent. Or,

u4 = U3U

_ 3—2n2,2(n1+n2) 3,n14mo
_ 31—2n2 2(711—1—712) —nip—no 4
=t ty t, "ty Cc

—2ng— 2
— tl n2 n1t2n1+n204

:w4
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Et finalement,
u.vs = P th2 et 2 e
— t’illt;mt;nl (t1—1t2)m206

— t7111 —m2 tg2 +mi+me

vs.u = 7Rt e
_gmi1gmo —1\ni4n2 6
=17 1y (tltz ) li°c

— ™ +ni1+ng -
- "1 2

ng—me=mg+n+n mp = —(N1+n
U5 = Us.U { 1 2 1 1 2 { 1 (1 2)

Ng + My + Mo = Mg — Ny

(n1 +n2)t§1 C5

Ainsi, u et ws =1, commutent. Or,

U5 = U4U

—2no— 2
— tl nz—mnj t2n1+n2 C4t7lllt;b2c
_ t1—2n2—n1t§n1+n2t2—n1 (tth_I)n2 C5
=t "M

Ainsi, avec tout ce qui précede, si u € Hs.c, alors Z(u) =< u >.

Si u € Hs.c?, alors u s’écrit u = t7'¢52c?. Nous avons vu que u ne commute pas

avec un élément non trivial de Hy, et que u commute avec w; € Hsc ssi wi = u.

dans quels cas, u admet-il une racine carrée?
Supposons que w; = t]'th?¢ soit une racine carrée de u. Alors,
2 __ 4P14P2 4P14P2
_ 4P14DP24P1 (4—14 \p2 2

- 2
— t1171 p2t]2?1+ pQC2

Ainsi u admet une racine carrée, wy; = t]'t5’c, lorsque le systéme suivant admet des
solutions entieres pi,po.

ny =p1— P2 ; P1 = %(2711 + n2)
Ng = 2p2 + p1 p2 = 5(n2 — 1)
c’est a dire lorsque 3 divise (ny — nq). Dans ce cas,

L2ni4n2) L (na—ny

De plus,
u.vy = PR D2 P
= 12 (1 ) ™t
— tTll1—m1—m2t7212+m1 4

C

Vo U = t’lm_7”‘1_"225?24”1c‘L
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Ny —MmMp — M =M1 — N1 — Ny mip = ny
<=

U.Vy = V.U <=
%) + mi1 = My + n

On a aussi,

w.wz = PR
— R (1 )

_ tn1—m1—m2tn2+m1 C5
- Y1 2

vs.u = R 2 P
_ qgmi1agma ni no 5
= PRt M, e

— tml —ni t72’rl2 —n2 C5

(n1 — n2)

4
11 3N

ny —my — Mo =11 — 1N my =
=
N9 + M1 = My — Ny Mo =

[SSI 1NN

U.V3 = UV3.U < {

. . (nl—ng) n1+ no
All’lSl lorsque 3 ng—ng), U commute avec wsg = t3 t3 € H .Cg. Or dans
) 2 3 2 5 )
ce cas, u admet pour racine carrée w1, et

(wy)? = w.u

_ g @mana) T s 2

_ g @mn) B s o1y yna 3
_ tg(nl nz)t3(2n2+n1)c3
On a aussi,
w.vy = PR

= ()

_ tm —mi1—ma2 tn2+m1
1 2

veu = R
= 1 ()

— t11n1 +n2 t72n2 —ni1—n2

nl—ml—m2=m1+712 mi1 = —Ny
<~

U.Vy = Vg U <
No + M1 = Mg — N1 — Ny Mg = N1 + N2

"m0t et commutent. Or

Ainsi, u et wy =t]
2 gnignge 2yniyno 2
=1t,'ty,"c 'ty c
_ ynigng4—1 nigp—no 4
= t153 (T )"t e
__ 31— nogni+n2
- tl t2
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Et finalement,
w.vs =ty e
= 11y (7 ) ™

— t71’t1 —m1—m2 t?212+m1 c

vs.u = 7Rt P

= g () e

_ gmi+tnit+nzygme—ny
=1t ty c
1
Ny — My — Mo =M1+ N1+ No m; = —z(n1 + 2ns
UV = U5.U <> — 1 3( )
Ng +my; = my — 1y my = 3(2n1 + ny)

qui admet des solutions entiéres my,ms ssi 3/(n; —ng). Dans ce cas v commute avec
ws, ol

—%(n1—|—2n2) (2n1—|—n2) 5

Or, si 3/(n1 — ng), alors u admet pour racine carrée w;, avec

(2”1 +n2) L
3 tQ c

w1 = t
et dans ce cas,
(wy)® = wyu?
_ 3 @moana) B s 4
B T e g1y ybna
. t—g(n1+2n2)
=1

2n1+ng
t2 L( ) &S

Ainsi, avec tout ce qui précede, si u € Hx.c2, alors, si 3/(n; — ns), alors
) ) 5 ) ) 1 2)

n mn "1
Z(u) =< w; >= <q@1+”2 c >

et sinon, Z(u) =< u >.

Si u € Hs.c?, alors u 8’écrit t7*t5%c>. Nous avons vu que u ne commute pas avec

un élément non trivial de H5 et que u commute avec un élément w; de Hs.c, lorsque

w} = u. Dans quels cas v admet-il une racine cubique?

Supposons que w; = t7'th>¢, soit une racine cubique de u. Alors,

3 __ 4P14P2 4P14DP2 4P14P2
_ 4P14P2 4P14P24P1 (4—1 p2 .2
- 2
— tpl tPQCtpl p2t2231+ p202
_ 4P14p24pP1—Pp2 (41 p1+2p2 .3
=17 ty7lg (tl 752) c
—2 2
:t p2t (p1+p2)c3

n1n23
= g
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Ainsi, u admet une racine cubique lorsque le systeme suivant admet des solutions
entieres pi,ps :

ny = —2py pr = M2
_ = __m
ny = 2(p1 + p2) P2 = —5

c’est a dire lorsque ny et ny sont pairs, et dans ce cas u admet pour racine cubique

wip, avec .
nijtng _ ng

— 2 2

Nous avons vu aussi, que © commute avec un élément wy € Hs.c? lorsque u admet
une racine cubique wy, et qu’alors, w, = w?. En outre,

w.vg = PRt P
_ gnign2yg—migz—mso 6
— (T 2

— tnl —m1 tn2_m2
1 2

v3.u =ty

ainsi, u et v3 commutent lorsque m; = ny et my = no, c’est a dire lorsque v3 = wu.
On a aussi,

u.vy = At et
_ 4qN1 N2 4—M1 4—M2 7
= I

— tTlll —mi tSQ—WQ c

vgw = P D B
_ gmigmos—ng —1\no 7
=17 15ty (tltz ) c

— tTlnl +n2 t72n2 —mi—n2,

Les éléments u et vy, commutent lorsque le systeme suivant admet des solutions
entieres mq,ms,

ny —my =mq + no my = Mg
— S — ni1+2no
No — Mo = Mo — 11 — N2 mg—T

c’est a dire lorsque ny et ngy sont pairs, et dans ce cas u commute avec w, ou

n1—ng ni+2ng 4
w4 — tl 2 t2 2 C

Or, si ny et ny sont pairs, alors © admet pour racine cubique wq, et on vérifie,

4
(w1)” = wiu
n1+n2 _ny 3
_ 2 2 nin2
=1 t, ? cty'ty’c
ming M n —1 no 4
=1, 7ty Pty (] t2)"c
njp—nz3 nj
- +n2
=t, 2 t?
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Et pour finir,

R R e i TieTe
_ 4qN1 N2 4—M1 4 —M2 8
= IR

— t?{u —m1 t7212*m2 02

vs.u = 7Rt
_ amigma —1\niqna 8
— t’inl-l-nl—i-nztgw—nl 2
Ainsi, u et v5 commutent lorsque le systeme suivant admet des solutions entieres
miy,ma,
— — —n2
Ny — My = mq +nq+ no my = —<=
{ . ;

Ng — Mo = Mo — N mo — _n1—5n2

c’est a dire, lorsque n; et ny sont pairs, et dans ce cas u commute avec ws,

—ng nj1+ng 5
w5 :t12 t2 2 C

Or, lorsque n; et ny sont pairs, nous avons vu que u admet w; comme racine cubique.

Or,

5 2
(w1)” = (w1)"u
ni+no _ny ni+ng _n1 e 3
_ 2 2 2 2 1412
=t t, ° cty ty * ¢ty 'ty c
ni+no _ny ni+no nq
=1, 2 ty 2ty 2 (t]'ty) 2 AR

m+F 25 90y me 3

R R 1 Ny —na 5
=1 ty (t1 t2) ty "¢

Ainsi, avec tout ce qui précede, si u € Hs.c?, alors si ny et ny sont pairs
Y ) Y I

nj+ng nq

Z(u) =<w; >=<t; ? ty, 2c>

et sinon, Z(u) =< u >.

Siu € Hs.c*, alors u s’écrit u = t7'¢52c¢*. Nous avons vu précédemment, que u ne
commute pas avec un élément non trivial de Hy; que u commute avec un élément
v1 € Hs.c ssi u admet une racine d’ordre 4 wy € Hs.c, et w; = v ; que u commute
avec un élément vy, € Hs.c? ssi u admet une racine d’ordre 2 wy € Hs.c, et wy = vs ;
et que u commute avec un élément vs; € Hs.c® ssi u admet une racine d’ordre 4
wy; € Hs.c, et (w1)® = v3. A quelles conditions v admet-il une racine d’ordre 2,
d’ordre 47
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Notons ws = #7522, et supposons que (w;)? = u. Alors,

(w2)2 — tzl?l t252 CQt;lln t;tz)Q 62
= R (6 1)

— tl_p2 t2231+p2 C4

ainsi, w3 = u ssi le systeme suivant admet des solutions enticres p;,ps,

—Pp2 =1 — pP1 =Ny + N9
p1+ D2 =Ny P2 = —Ny

et donc tout élément de Hs.c* admet une racine carrée; u admet pour racine carrée
We = t’iu—i-nztz—nl 62.

Notons w; = t§'th?c, et supposons que (w;)* = u. Dans ce cas, on a (w;)? = w.
Ainsi, on a,

(wy)? = b2 et th2c
= 1 (7 1) o

- 2
— t;lln p2t1271+ D2 62

et donc, (w;)? = u ssi le systéme suivant admet des solutions entieres py,p,

p1— P2 =n1+ N2 p1 = 3(n1 + 2ny)
< 1
p1+2pe=-—m p2 = —3(2n1 + ny)

ce qui n’est le cas que lorsque 3/(n; + 2ns) et 3/(2n1 + ng), ce qui équivalent a la
condition 3/(n; — ns). Dans ce cas, u admet pour racine d’ordre 4, w; avec

1 1
=(n1+2n —=(2n1+n
wy = tf( 2)t2 3( 1 2)C

On vérifie,

w.vy = Py et
_ 4nignog—mi —1\ma 8
= 17't5%t, ™ (T, )™ e
— t7111+m2t;lz—m1—m2 2

vy = TR 2

nl—l—m2:m1+n2 {m1:n1

U.Vy = Vg U <
No — M1 — Mo = Mo — N1 — Ny mao = Ny

et donc, u commute avec v4 ssi v4 = u. On a aussi,

w.vs = P T2 P
_ gnignog—mi —1\ymo2 9
=11 157ty (t1t2 ) c

— t?l +ma t7212—7m —mz2 C3
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vs.u = Rt A et
_gmigmso —1\—ni4n2 9
=17 'ty (t1t2 ) tyc

— tgm +ni1+n2 tgnz—m C3

1
N +moe=m;+n;+n m; = 3(n;y —n
u.v5:v5.u { 1 2 1 1 2 { 1 (1 2)

Ng — M1 — Mg = My — Ny my = z(n1 + 2ny)

ce qui ne peut-étre le cas que lorsque 3/(n; — ny). Dans ce cas, u commute avec ws,
ou

1 1
_,3(ni—n2) 5(n1+2n2)
Or, v admet une racine d’ordre 4, wy, et
(w,)® = wyu
1 1
_ ,3(mit2n2) —3(n1+2n2) nyno 4
=t t, cti'ty“c
1 1
_ ,3(mi+2n2) , —5(n1+2n2) ny 1, \no 5
=1 to ty' (t1 t2)™c
1 1
s(n1—n2), 3(n1+2n2

Ainsi, en résumant tout ce qui précede, si u € Hs.c?, alors, si 3/(n; — ny) on a,

3(n1+2n2) ,—1(2n1+
Z(u) =< wy >=< 3Ty aBmEn)
et sinon,
Z(u) =< wy >=< 72" >

Siu € Hs.c, alors u s'écrit u = t71¢52¢”. Avec tout ce qui précede, u ne commute
pas avec un élément non trivial de Hs, et u commute avec un élément de Hs.c,Hy.c?,
Hs.c3, ou Hs.c* seulement lorsque v admet une racine d’ordre 5 wy € Hs.c, et dans
ce cas u commute seulement avec les puissances de w;. Dans quels cas, v admet-il
une racine d’ordre 57

supposons que w; = t]'t5?c soit racine d’ordre 5 de wu. alors,

— 2 — 2
(tlllltgzc)S _ t1171 P2t12)1+ P202t11131 p2t1271+ D2 C2t1171 tlzlzc
_ 4P1—P2P1+2p2 (=14 \p1—p2 (4—1\p1+2p2  41D14D2
=1 5 (tl t2) (tl ) ctytyc

—(p1+2 2
tl (p1 p2)t2p1+p2 C4t1171 tgzc

_ t;(pl +2p2)t§p1 +p2 t2—p1 (t1t2_1 )pg &

— t;(p1+p2)t]2?1 65
= 1752

ny = —(p1 + p2) pP1 = N2

Ny = P1 pa = —(ny1 + na)

Ainsi tout élément de Hs.c’® admet une racine d’ordre 5. Pour u, sa racine est w; =
tngt—(n1+n2)
1l :
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Finalement,

w.vs = P2t P
= (8
— t?1+m1+m2t7212—m1 C4

Vs U = t11n1+n1+n2t5n2—n1c4

n+m+mo=m;i+n1+n mi=n
u.v5:v5.u<:>{ L L 2 1 L 2 <:>{ L 1

No — M1 = Mo — N

ainsi, si uw € Hs.c°, alors
Z(u) =< wy >=< {724, M >

]

Pour Gg. Notons Ky le sous-groupe de G¢ engendré par a,t; et t5. Avec les rela-
tions fournies par le lemme 5.5.1, il existe un morphisme naturel ¢ du groupe de
la bouteille de Klein G; sur Kg. L’élément ¢ € Gg est d’ordre 2, et agit par conju-
gaison sur Kg, par un automorphisme périodique de période 2. Il est alors clair que
@ est un isomorphisme, et que Gy se décompose en un produit semi-direct de Kg
par < ¢ >. Puisque 'on a une écriture sous forme normale d’un élément de Ky,
on obtient 'existence et I'unicité de I'écriture d’un élément u € Gg, sous une des
formes décrites par le lemme. Notons v, = t{"t5"%a € Hg.a, v, = t]"'t5%c € Hg.c, et
Ve = 7 t5%ac € Hg.ac. Remarquons, que si u € Kg, nous connaissons déja, (voir le
cas de 1), le centralisateur de u dans Kg, c’est a dire Z(u) N K.

Si uw € Hg, u s’écrit u = t7*t5?. Son centralisateur dans Kg, Z(u) N Kg, est soit
Kg siu €<ty >, soit Hg sinon. De plus,

__ 4ni1tmignot+ma
c tl t2

u.v C

__qgmigma mn14n2
Vet = 171y 2ty ty

M1 gm24—n14—N2

= 1M, e

— tml —ny t;n2—712

1 C

Ainsi, u et v, commutent ssi n; = ny = 0. Puisque u est non trivial, © ne commute
5 c 1 2 )
pas avec un élément de Hg.c. On a aussi,

ac

UVge = tTlu +m1 t?2w+m2

Vge-tt = 11" 52 act t5?
= t7"M 52 at] "t e
= 1752t Mty ac

— tml —ni t;n2+n2

1 ac
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et donc u et v,. commutent ssi ny = 0. Donc, avec tout ce qui précede, si n; = 0,
i.e, u €< ty >, alors Z(u) est le plus petit groupe contenant Hg et Hg.ac, c’est le
sous-groupe de Gg engendré par tq,to, et ac. Remarquons que,

(ac)® = acac

QCtl(QC)_l = Qtl_la_l = tl_l

acty(ac)™ = aty'a™ =t
Il est isomorphe au groupe de la bouteille de Klein.

Siu € Hg, et u €< ty >, alors si u €< t; >, Z(u) = Kg, et si u €< t; >,

Si u € Hg.a, alors u s’écrit u = t7't5%a. Le centralisateur de v dans Kg est (voir

le cas de G),
Z(u) N Kg =< ty*a >
On vérifie,
uv, = 4"ty aty" 5% a
= gy
— t71L1+m1+1t7212—m2

1 —
Vg U = t;n1+n1+ t;m n2

Ainsi u et v, commute ssi my = ny. Dans ce cas, v, € u. < t; >. Puisque (t52a)? = t1,
si v, commute avec u, alors v, €< t5%a >.

On a,

w.v. = Mty at!" e

— t?l +mq tgtz —ngc

Veu = "M et 5 a
__ $M1—N14ma—n2
=1t ty ca
4 m1—n13mo—nsg -1

= 17T T2 0t ac

— t71n1—n1—1t§n2—n2+1ac
UV, = Vo Ul = nitmp=mp—n—1 2n; = —1
e e le—mgzmg—n2+1 2(m2+n2):1
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qui n’admet pas de solutions entieres. On a aussi,

— 4N1gMm2 411 42
U.Vge =ty 5% a5 ac

— t7111 t7212t71711 tQ—mQQ2C

— t7111+m1 t;lz—m2tlc

— trln +my +1t?212—m2

Vge tt = ] t5 % act th%a
=ty at] "ty P ea
= 71ttty aca
— t;nl_nlt;n2+mgtgg_lc

— t71711 —n1 t;n2+n2 tQ_IC

_ gmi1—nigmo+ngs—1
_tll 1t22 274,
n1+m1—|—1:m1—n1 2’]11:—1
UDVge = Vge Ul = =
ng—mzzmg‘l—ng—l 2m2:1

qui n’admet pas de solutions entieres. Ainsi v n’est pas conjugué a un élément de
Hg.ac. Avec tout ce qui précede, si u € Hg.a, alors Z(u) =< t5%a >.

Si u € Hg.c, alors u s’écrit u = t7't5%c. Nous avons vu que u ne commute pas
avec un élément non trivial de Kg. De plus,

wv. =ty ety e
__ 4N1—Mm14Nn2—ma2
=1 t

Vew = T

et donc, u et v, commutent seulement si u = v.. On a aussi,

UVge = LM 52t 5 ac
= 7152t "ty P eac
— t?l_ml tgm_mztg@_lcz
— tvll1—m1tgz—mzt2tl—lg
— t?l_ml_ltg2_m2+la

Vae-tt = "Mty act 5% c
=t at M, "2 P
=t
— t71n1—n1 t;ﬂa-i-nz

a

nl—ml—lzml—nl {2(nl—m1):1

UVge = Vge- U <
ac ac {ng—m2+1:m2+n2 2m2:1
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ainsi, v ne commute pas avec un élément de Hg.ac. En collectant ces résultats, on
obtient que si u € Hg.c, alors Z(u) =< u >.

Si u € Hg.ac, alors u s’écrit u = t7*t5%ac. Nous avons vu précédemment que les
seuls éléments de Ky qui commutent avec u, sont dans < to >, et que u ne commute
pas avec un élément de Hg.c. En outre,

UV = t1 52 act]™ 52 ac
= 1 t5%t] "t acac
— t7111 t7212t1—m1 t;nzgt2g—102
= g
— t71l1 *m1t1212+m2*1

- -1
Vge Ut = T2 HN2

ny—m=m; —nq

— M1 =n
n2+m2—1:m2+n2—1 1 1

UVge = VUge Ul <> {

Ainsi, dans le cas, ou u et v, commutent, on a v,. € u. < to >. Avec tout ce qui
précede, le centralisateur de u est le sous-groupe de Gg engendré par u et ty. En
particulier, il contient t{'ac, et t]*ac et t5 engendrent Z(u). Or,

ni 2 4ny ni
(t1'ac)” =t act]*ac

_ 4N1g—M
=t,'t; “acac

atea” '

— t2*1

et donc, si u € Hg.ac, alors Z(u) =< t{*ac >. |
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5.6 Derniers algorithmes

Pour conclure avec le cas des fibrés de Seifert, il ne nous reste plus qu’a résoudre
les algorithmes de détermination des éléments périphéraux, des classes périphérales,
et de détermination des 2-cosets, dans le groupe d’un espace fibré de Seifert M, ap-
paraissant comme piece élémentaire dans une décomposition minimale non triviale,
d’une variété Haken. Dans ce cas, M n’est homéomorphe ni & Stx D? nia StxStxI.
De plus, M est a bord non vide. Or, comme nous avons pu le constater tout au long
de ce chapitre, les fibrés de Seifert a bord non vide sont considérablement plus
simples a étudier, que ceux a bord vide. C’est la raison pour laquelle, la résolution
de ces algorithmes ne présente aucune difficulté.

Dans la suite, nous supposerons que M est un espace fibré de Seifert a bord
non vide, qui n’est pas homéomorphe & S x D2, ou a S! x S x I. On suppose en
outre que M est muni d’une fibration, et nous notons NN la fibre, et II le sous-groupe
canonique de 71 (M).

Proposition 5.6.1 (Détermination des éléments périphéraux) Soit T wune
composante périphérale de m(M). Il existe un algorithme permettant de décider
pour tout élément arbitraire w € m (M), siu € T.

Démonstration On se donne un élément quelconque ¢t de T'— N. Le centralisateur
de t dans 7, (M) est T (corollaire 5.4.1). Pour décider si u € T, il suffit de décider
avec P'algorithme du mot (proposition 5.5.2) si utu='t"! = 1. |

Proposition 5.6.2 (Détermination des classes périphérales) Soient T une
composante périphérale de w (M), et u un élément de m (M).

L’ensemble des éléments de T' conjugués a u est soit vide, soit un singleton, soit
de la forme {u,u™'} dans le cas ot u € N et o la base est non orientable. Il existe
un algorithme qui permet de le déterminer.

Démonstration Commencons par la premiere partie de I’assertion. Supposons que
u soit conjugué a deux éléments de t,t’ € T, alors ,t’ sont conjugués et la proposition
5.4.2 permet de conclure.

Pour construire un algorithme on considere la présentation donné par le théoreme
5.2.1. Supposons que T soit engendré par dy,h, et que u soit conjugué a I’élément di h?
de T. Alors dans m1(M)/N, u est conjugué df. Puisque M n’est pas homéomorphe
a S! x D? d; est sans torsion dans (M) /N.

On considere 1’élément u € 71 (M)/N. Puisque M est a bord non vide, m (M)/N
est un produit libre de groupes cycliques. L’algorithme consiste d’abord a décider
dans m(M)/N si u est conjugué a un élément de < d; >, et le cas échéant, a
déterminer un élément a € m(M)/N qui le conjugue. Si u n’est pas conjugué a un
élément de < d; >, alors u n’est pas conjugué a un élément de T', dans m(M).

Si pour un certain a € m (M),

u=adla dansm(M)/N
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alors pour a € r~(a),
u=ad’a 'h? = ad’h®%a”" dans 7 (M)

pour un certain q € Z et € = £1, selon si a € II ou non. L’algorithme du mot dans
m1 (M) (proposition 5.5.2), nous permet de déterminer cet entier ¢, et donc 1’élément
d’h®? € T auquel u est conjugué. Si p # 0, ou si la base B de la fibration de M est
orientable, c’est I'unique élément de T conjugué a u. Si p = 0, et si la base B est
non orientable, alors u est conjugué a deux éléments de 7', h? et h™19. |

Proposition 5.6.3 (Détermination des doubles-cosets I) Soient T une com-
posante périphérale de w (M), et u,v des éléments de m (M), avec v & T.

L’ensemble des couples (t1,ty) € T X T, tels que u = t vty est soit vide, soit d’une
des formes suivantes:

(Z) {(Ml'hnuh_n‘,uQ) ‘TL S Z} pour py,fa € T; sivell
(7i) {(p1.h"h™.p2) | n € Z} pour py,ue € T, siv & 11
1l existe un algorithme qui permet de le déterminer.

Démonstration Nous commencons par démontrer la premiere partie de 1’énoncé.
Supposons que pour fiy, s, ],y € T dans 71 (M)

U = (1 U2

u = plyopy
alors,
_ _ —1
v o = pap

et avec la proposition 5.4.2
py = ph" ety =hT
avecn € Z, et e =1siv €lIl, e = —1 sinon.
Réciproquement, si u = pvus, alors

L 0h ™ s = p RPRECTE oy = R e = s = u

Ceci démontre la premiere partie de ’énoncé.

On veut construire un algorithme qui permette de déterminer, s’il existe, un
couple (p1,u2) € T X T tel que u = pyvps. Par définition du sous-groupe canonique
II, on peut alors décider si v € 11, et ainsi déterminer ’ensemble de tels couples.

On suppose que pour la présentation canonique donnée par le théoreme 5.2.1, T’
est engendré par di,h. Siu = pyvus pour g = dphP e = di*h9, alors dans 7w (M) /N,

_m m
U = d12d1

Or puisque M n’est pas homéomorphe & S x D?, d, est sans torsion. De plus,
aucune puissance de v n’est dans le groupe engendré par d,. En effet, d; n’a pas
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de racine non triviale, et v € T'. Ainsi, puisque m1(M)/N se décompose en produits
libres de groupes cycliques, on peut décider dans m(M)/N si un tel couple (n,m)
existe, le cas échéant il est unique, et 'on peut le déterminer.

Si on a déterminé un tel couple (n,m), alors, dans m (M),

u = djvd{"h"

pour un certain r € Z, et donc (uy,us) existe, avec pu; = dy, ps = di*h”. 11 suffit
alors d’utiliser I'algorithme du mot dans m (M) pour déterminer r, et ainsi tous les
couples (t1,ty) vérifiant u = tyvts. |

Proposition 5.6.4 (Détermination des doubles-cosets II) Soient 11,15 des
composantes périphérales différentes de m (M), et u,v des éléments de mw(M).

L’ensemble des couples (t1,ts) € Ty X Ty, tels que u = tyvty est soit vide, soit
d’une des formes suivantes:

(i) {(u1-h™h=" pz) | n € Z} pour py € Thpun € Ts, siv €11
(11) {(p1.h"h™.pu2) | n € Z} pour py € Th,pue € Ty, siv € 11
Il existe un algorithme qui permet de le détermaner.

Démonstration La démonstration de la premiere partie de la proposition 5.6.3
reste valable pour ce cas. Quant a l'algorithme nous le traitons de facon analogue.

Supposons que 7 soit engendré par (di,h) et Ty par (da,h). Alors puisque M
n’est pas S x Dy ou S x ST x I, d,,d, sont sans torsion, et aucune puissance de 1'un
n’est conjugué a une puissance de autre. Alors, on peut déterminer dans 71 (M)/N,
s’il existe, un unique couple (n,m) tel que

_m m
Uu = d1QQQ

Le reste de la démonstration est identique a celle de la proposition 5.6.3. |



Chapitre 6

Circuits et groupe d’une variété
Haken

Nous poursuivons 1’étude faite dans le §3.2.5, en généralisant la notion de graphe
de groupe sans circuit, en graphe de groupe presque sans circuit. L’interét pro-
vient du fait que cette notion recouvre le cas du graphe de groupe associé a la
décomposition minimale d’une variété Haken O-irréductible a bord torique ou vide
(ce résultat reste en fait vrai, méme lorsque le bord est non torique). Cela nous
permettra de caractériser le centralisateur d’un élément dans le groupe d’une telle
3—variété (théoréme 6.2.1), ce qui nous sera utile dans le chapitre suivant, pour
résoudre le probleme du mot généralisé dans le groupe d’une variété Haken.

Pour en arriver a ces résultats, nous classifions les trajets et les circuits dans le
graphe de groupe associé a la décomposition minimale d’une telle variété (propo-
sition 6.2.1). Ce résultat, qui montre qu’il y a «tres peu» de trajets et de circuits
possibles, sera lui aussi essentiel pour la résolution des algorithmes du prochain
chapitre.

6.1 Graphe de groupe presque sans circuit

Cette section constitue la suite de la section §3.2.5. Aussi nous conseillons au
lecteur d’avoir préalablement pris connaissance de cette derniere section, et plus
généralement de tout le chapitre 3.

6.1.1 Définitions

Définition VI1.1. Un circuit non trivial est dit cycliquement réduit, lorsqu’il est
réduit (cf. définition I11.10), et n’est pas de la forme suivante:

a —a
uHec — - —co Ou
h1 h2
avec hohy € G,

Considérons un circuit réduit non cycliquement réduit C, que 1’on note:

168
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avec h,hg € G ; et C; le sous-trajet comme désigné ci dessus. Sous ces conditions,

C:Lll =hn1 ¢, hr_zil
= hpat_ach t7int
= hpo1t_ghy uw h7 2 0T
= hp_1t_ghnho ¢ hoth'tin !

—a''n—1

= hp_1t_ghnhota cf t,  hoth 'ttt

—a'"n—1

= hp_1t, 'hohota cf £ hgth bt
et puisque h,ho € G,

C:Lr—l = hn—lwa(hnho) CT (hn—lwa(hnhon_l

avec p—19Pq(hnho) € Ge(ay, puisque h,—1 € Ge@) €t pa(hnho) € GF C Gey. Ainsi,

on peut construire le circuit en ¢ suivant C’:

g

— Y
C_I'_OCZ 7o ’C:—l O CT
h1 hn—19pa(hnho)
Ny -~ J/
C1

Puisque C; est réduit, C’ est aussi réduit. Une telle opération est appelée une
réduction cyclique de C en C’. Le label de C’ est le conjugué cyclique du label

de C.

label(C') = (hot,) ™" Jabel(C). hot,
= (hota) ™" .hotahy - - - b1t _ahn. hota
::hl"'hn—lwa(hnhO)

Si [ est la longueur du chemin sous-jacent a C, le chemin sous-jacent a C’ est de
longueur [ — 2. Dans la suite nous parlerons de longueur du trajet au lieu de longueur
du chemin sous-jacent a ce trajet.

On peut construire le circuit suivant en u, ayant méme label que C, et méme longueur

- B Y -a
uOc —cf Ocyg — - —cb | O cf — ¢ Ou
ho h1 hn—1¢a(hnho) hy!

NG -~ 7
C/

Il est important de remarquer qu’il est réduit. En effet, dans le cas contraire, on
aurait nécessairement h, 1 € GI et v = a, ce qui contredirait le fait que C soit
réduit. Il n’est cependant clairement pas cycliquement réduit.

Si le circuit C’ n’est pas réduit, on lui applique une réduction cyclique, pour
obtenir un nouveau circuit réduit de longueur strictement inférieure. Par applications
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successives de réductions cycliques, on obtient un circuit cycliquement réduit C”, en

c¢;. Si T'on note 7 le sous-trajet de C, de u & ¢ suivant :
— a — — a;
uOc —cf Oc P ’CT—1©C¢ ’C;FZC;F
ho h1 hi—1

on peut construire le circuit réduit en u, 7C”7 !, ayant méme label (et méme
longueur) que C:

— a — a; —a; — —a —
uOe —= ey O ==l OO —e Oy —c Ou
ho hi—1 h; 4 hot

Le label de C” est le conjugué cyclique du label de C, donné par
label(C") = label(T )label(C)label(7 1)

Ainsi, pour tout élément u d’un sous-groupe de sommet, et pour tout circuit
réduit, non cycliquement réduit C en wu, il existe un circuit réduit en u, ayant méme
label que C, qui s’écrit 7.D. 71, ot T est un sous-trajet initial de C, et D est un
circuit cycliquement réduit.

Définition VI1.2. Un graphe de groupe décomposé est dit presque sans circuit
si pour tout élément non trivial u, d'un sous-groupe de sommet, tout circuit cycli-
quement réduit en u est trivial.
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6.1.2 Propriétés algébriques

Nous avons déja remarqué que dans un graphe de groupe sans circuit le cen-
tralisateur d’'un élément est particulierement simple. Nous souhaitons généraliser ce
résultat au cas d’'un graphe de groupe presque sans circuit. Ce cas fait apparaitre une
difficulté : les résultats se généralisent bien, sauf dans le cas d’éléments de groupes de
sommets, conjugués a certains éléments particuliers, les éléments dits exceptionnels.

Rappelons que si deux éléments u,v sont conjugués, leur centralisateur sont iso-
morphes, et I’on peut construire un isomorphisme en considérant la restriction d’un
automorphisme intérieur envoyant u sur v.

Définition VI1.3. Soit (G,X) un graphe de groupe décomposé. Un élément u de
71(G,X) est appelé un élément exceptionnel si u est dans un sous-groupe d’aréte
G} d’un sous-groupe de sommet Gy, et s’il existe une suite (u,),en d’éléments de
G, , avec ug = u, vérifiant les propriétés suivantes:

(7) Pour tout n € N, il existe un trajet réduit non trivial C, de u, a u,1. En notant
Y = label(C,,), on a u, = Ypun 17,

(i7) Pour tout n € N, il existe h, € Gy, tel que |[hyu,] = 1, h, € G
Yo thyyn € G

T et

a’

Exemple 1: Considérons le groupe I' de présentation :
[ =< ay,a9,b1,00,k,h | [a1,b1] = [ag,bs] = [ag,h] = 1, ka*k™ = ay , kbijk™' = h >
C’est un extension HNN de lettre stable k£ du groupe I'; de présentation :
[y 2 < ay,a2,b1,b2,h | [a1,b1] = [ag,b2] = [az,h] =1 >

et 'abélianisé de I'; est libre abélien sur les générateurs ay,as,b1,bs,h. Ainsi, premie-
rement [" est non trivial, deuxiement h €< as,bs >r. Les sous-groupes < aq,b; >r et
< ag,byg >r de I' sont libres abéliens de rang 2. Considérons l’isomorphisme
@ 1< ay1,by >r——< ag,by >r défini par p(a;) = ¢(az),p(b1) = p(by). Construisons
le graphe de groupe (G,X) ayant un sommet s, et une aréte a, tel que G, = T,
G, =< ay,by >r, GF =< as,bs >r, et v, = . Avec le théoreme 2.2.3, m(G,X)
admet pour présentation :

~

I' = Wl(g,X) = al,ag,bl,bg,]{?,h| [al,bl] = [ag,bg] = [ag,h] = 1,
ka%k‘l = asg, kblk_l =h , taagt;1 = a1 ,tabgt;I =b >
Montrons que I’élément as est un élément exceptionnel. Considérons la suite (uy, )n>o0,

41 2 , . n . n n+1l,__ _ .
d’6léments de G, définie par u,, = a3 . La relation a3" = kt,a3  t,'k™', fournit

pour tout n > 0, le trajet réduit :
un _ agn O a/%’n+1 i} a§n+1 _ U/n+1
k
de label kt,. Pour tout n > 0, [hu,] = 1, et (kty) thkt, = by €< ag,by >r. Ainsi
ug est un élément exceptionnel. Dans I, le centralisateur Zr(aq) de ay est engendré
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par ag,bs,h. Dans m(G,X), le centralisateur Zg(as) de as contient Zr(ay) comme
sous-groupe propre. Il contient aussi, par exemple, tous les mots (réduits) de la
forme (kt,)Ph(kt,)™P, pour p > 0, et ainsi, Zg(az) n'est pas dans un conjugué du
groupe de sommet Gy = I'. Remarquons que (G,X) n’est pas presque sans circuit,
puisque hby(kty)Ph(kt,)™ € Zg(az) est le label d’un circuit en ay, et est un mot cy-

cliquement réduit de longueur supérieure a 1, au sens de la décomposition HNN de T

Exemple 2 : Considérons le groupe G, produit libre de deux copies du groupe libre
abélien de rang infini Z*>. Alors G admet la présentation (infinie) suivante :

G =< ao,al,bl,ag,bg, Ce ,an,bn, R |VZ €N [CI,O,CI,Z‘] = 17
VZ,] e N, [CLi,CLj] = [bl,b]] =1>

Considérons les sous-groupes suivants de G, isomorphes a Z*,

AO =< ag,a1,... ,An,... >@G
A1 =< Q1,42,... ,Qn, ... >G
B; =< bl,bg, R 7bn7 N Je.

Considérons le graphe de groupe (G,X) défini de la facon suivante: X a un sommet
s et deux arétes o,3, avec G5 = G, G, = Ay, G = By, et

vo: G, — GY
a; —— bi+1

et Gg = Bl, G; = Al
g Gg — G’g
b, — a

Avec le théoreme 2.2.3, I' = m1(G,X) admet pour présentation :

~

I'=< ta,tg,ao,al,bl, e by, ‘V’l eN [ao,ai] =1,

V’L,] - N* [CLZ',CLJ‘] = [bl,b]] = 1,

Vi € N*, tabit;I = a;_1, tgait/gl =b; >
Montrons que a; est un élément exceptionnel. Pour cela considérons la suite

(tun), de G}, définie par Vn > 1,u,, = a,. Dans (G,X), on a pour tout n un trajet
de u, a up41, de label ¢,t5:

o B8
Up = Ay, ? bn+1 — bn+1 > Ap4+1 = Up+1

De plus, ag € Ay, [ag,a;] = 1 dans G, = G, et (totp) tagtats = t;lbltg =a; € GE.
Ainsi a; est un élément exceptionnel. Bien sur Z5(a;) = A, et on a:

Zr(ay) = U (tatﬁ)pAO (tatﬁ)_p

p=>0
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On peut remarquer que tous les a;,b; sont conjugués dans I' a a;, ce qui caractérise
leur centralisateur. Il est facile de vérifier qu’en fait tout élément de A; est un
élément exceptionnel, et a méme centralisateur que a;. Mais un élément de G' qui
n’est pas dans AgU B; n’est pas conjugué a un élément exceptionnel. Un tel élément
a son centralisateur dans G, il est cyclique infini.

Il est facile de voir que (G,X) est presque sans circuit. Les seuls circuits réduits
ont pour label un élément de la forme (t,t5)Pa(tats)”?, ou tg(tatg)pa(tatg)_ptgl,
avec p > 0 et a € Ay — A;y. Ainsi tout circuit cycliquement réduit est trivial.

Probléeme : Construire un exemple de graphe de groupe presque sans circuit, ayant
un élément exceptionnel, dont les groupes de sommets sont finiment présentés, et
(surtout!) les groupes d’arétes de type fini (nous pensons que c’est possible). Peut-on
trouver des conditions suffisantes «intéressantes» sur les groupes d’arétes et de som-
mets, pour qu'un graphe de groupe presque sans circuit ne contienne pas d’élément
exceptionnel ?

Le résultat suivant, affirme que dans un graphe de groupe presque sans circuit, a
I’exception du cas d’un élément conjugué a un élément exceptionnel, le centralisateur
a une structure tres simple.

Théoreme 6.1.1 Soit (G,X) un graphe de groupe décomposé, presque sans circuit.
Soient u un élément non trivial de m(G,X), et Z(u) le centralisateur de u dans
m(G,X). Alors,

— (i) Si u est dans un sous-groupe d’aréte, et h commute avec u, alors u et h
sont dans un méme conjugué d’un sous-groupe de sommet. De plus, soit u est
conjugué a un élément exceptionnel, soit u est conjugué dans m(G,X) a un
élément v dans un sous-groupe d’aréte G d’un sous-groupe de sommet Gy,
et Z(v) C Gy.

— (1) St u est dans un sous-groupe de sommet G, et n’est pas dans le conjugué

dans G5 d’un sous-groupe d’aréte de Gy, alors Z(u) est le centralisateur de u
dans G,.

— (i1) St w n'est pas dans le conjugué d’un sous-groupe de sommet, alors Z(u)
est cyclique infini.

Démonstration Nous démontrons séparément les conclusions (4),(i4),(7i).

Cas (1) Fixons u # 1 dans un sous-groupe d’aréte de 71(G,X). Soit h un élément
de m(G,X) qui commute avec u dans m1(G,X). Avec le théoreme 3.2.1, h est le label
d’un circuit réduit en u. Avec la définition VI.1, on peut alors construire un circuit
en u, C, de label h, qui est soit cycliquement réduit, soit de la forme 7C,7 1, ot T
est un trajet de u a u; € G7, et C; est un circuit cycliquement réduit en u;. Ainsi,
puisque (G,X) est presque sans circuit, C est soit trivial, soit de la forme:

« —
u..._>u1®u1_>...u
—_—— W ——

T e—_— T
C1
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avec ' & Gt

et donc, u et h sont conjugués par label(7), respectivement a u; et h’, tous deux
éléments d’'un méme sous-groupe de sommet. Ceci démontre la premiere conclusion
de (7).

Pour achever la démonstration du cas (i), nous commengons par étudier la struc-
ture des circuits en un élément u # 1. Considérons deux circuits réduits, non cy-
cliquement réduits, en u, que 'on peut supposer sous la forme (cf. définition VI.1)
T.C. T Y, T.C T, 1, ou 7,75 sont les trajets réduits suivants :

_ a1 a; _ Ai41 —  an
T : uOdl—>df---—1>d;rOdi+1—>---dn—>u1:u1
k1 kit
_ bh bj _ bin _ b
’Z;: u©€1_>e_1'_..._J>€;_©€j+1]_>...em_m>u2:u2

h Li+1

et Cp, Cy sont les circuits cycliquement réduits en wuy,us # 1 (et donc triviaux),

Cy: u; O uy avec hy & Gt

h1 "

. +

Cy: Us h@ Us avec hy & Gy
2

En particulier, tout circuit réduit en u # 1 est de longueur paire. On forme le circuit
D en uq,

D =CT '"ILCT, '

Puisque hy & G , il est clair qu’ainsi défini, si le circuit D est réduit, il est aussi
cycliquement réduit. Ainsi, puisque D n’est pas trivial, D n’est pas réduit. En
tant que sous-trajets de trajets réduits, C;7; ! et ToCo7, ' sont réduits, et donc

nécessairement 7, '7; n’est pas réduit.

-1 . . —an  — —aq _ _ b _  bm o
T, 75 up=u —d - —dy O e — e — Uy = Usg
[\ | (. J/
~~ k;l l1 ~~
£ i
Puisque 7, ' et 75 sont réduits, alors nécessairement a; = by, et ky'l; € G, =G,

On réduit 7,7 '7;. Le méme argument s’applique, tant que le trajet obtenu a des
sous-trajets préfixes et suffixes de la forme:

_ —On d- m _
ul_u1_> ntt e _>u2_u2

Alinsi en procédant au méme raisonnement sur le trajet obtenu et successivement, on
finit par obtenir 'un des trajets 7 suivants de wu; a wus, ayant pour label,
label(7,"'7;) = label(7;)~*.label(73), selon si n = m, n < m ou n > m.

Premier cas: Cest le cas olt n = m; on note [ = label(7; '73). Nécessairement
l e G(J{n = G;’m, car a, = by, et [ est 'image par ¢,, d'un élément de G .

T w; O Uy aveclEGj{zGZr
l n m
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Deuxieme cas: Clest le cas ou n < m.

bn+1 b

T : U1(I_;)€;+1H"‘—>U2:u2
Troisiéeme cas: C’est le cas ou n > m.
—Qn —Om+1 _
T Ui = U dm_HOUQ

k/

Dans le premier cas, on pose £ = 71, et I'on note C; le circuit en u; défini par
Cé = T.CQ.T_l,
Cé : up O w
lhyl—1
Puisque | € G et hy & G | alors label(C}) = lhol™! & G . Ainsi le circuit £,C5L1"
est réduit, et a méme label que T5Cy7, ', tandis que £,C, L] " est réduit et a méme
label que T,C, 7, .

Dans le second cas, on note £; = 7;, et Lo = 7. Les circuits TgCgTz_l et
L1LoCo Ly 151_1 ont méme label. Nous affirmons que £1L£5 est réduit. En effet, si
ce n'est pas le cas, alors b,y = —a, et k € G . Considérons le circuit en u,

D1 = CLLCo LS . Puisque LoCo L 1 est réduit, et que C; est un circuit trivial, Dy
est réduit, et non trivial. Ainsi nécessairement, D; n’est pas cycliquement réduit, ce
qui implique que k~'hik € G} | et donc hy € G |, ce qui est contradictoire. Ainsi,
L1L, est réduit, et donc £1L,CoL5 L7 T aussi. Les circuits 7,C, 7, ' et T,C,7, " on
respectivement méme label que les trajets réduits en u, £,C L7 et £1LoCo Ly L1

Le troisieme cas se traite de facon entierement analogue au deuxieme.

Cette étude permet de mieux comprendre la structure des circuits en u. Notons
vy = u. L’ensemble Cy des circuits cycliquement réduits en u coincide avec I’ensemble
des circuits triviaux en u. Rappelons que tout cycle réduit est nécessairement de
longueur paire. Considérons (s’il est non vide), 'ensemble C; des circuits réduits en
u, de longueur 2 (sinon, on note C; l’ensemble des circuits réduits de longueur 4,
etc...). Tout élément de Cy a méme label qu'un circuit en u sous la forme PCP L
ou P est de longueur 1, et C est un circuit cycliquement réduit et donc trivial (cf,
définition VI.1). On considere arbitrairement un élément de C4, qui s’écrit sous la
forme 7;C;7,. On note £, = 71, et v; le point de base du circuit C;. Alors, £; est
un trajet de vy a vy, et tout élément de (' s’écrit sous la forme réduite ElC[,l_l ou
C est un circuit trivial en v;.

En continuant a procéder ainsi, On construit une suite (v, ),es, pour un ensemble
I C N fini ou infini, vérifiant les propriétés suivantes: les éléments v,, sont dans des
sous-groupes d’aréte, et vg = u; pour tout ¢ € I on a un trajet réduit £; de v;_1 a v;
et £;L;1 est réduit; si h € m(G,X) commute avec u, alors il existe j, et un circuit
trivial C en v;, tel que h soit le label du circuit réduit suivant en w:

El---ﬁjC,Cj_l---El_l

Le comportement du centralisateur de u va alors dépendre du fait que la suite (vy,),
soit ou non infinie. Supposons que la suite (v,), soit infinie. Alors nécessairement,
il existe un aréte a, d’extrémité s, et un suite strictement croissante de N, ¢,,
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telle que tous les trajets L4, aient pour dernicre aréte a. Ainsi, on a une suite
(Vg, Jnen d’éléments de G, et pour tout vy, un élément hy, € G5 qui commute
avec vy, , et qui n'est pas dans G (hg, est le label d'un circuit trivial en vy, ). Le
trajet Py, = Ly, 41+ Ly, , est réduit et non trivial, et va de vy, a vg4,,,. Notons,
Cg, le circuit trivial en vy, de label hg,. Formons le circuit D, en vy, défini par
D,, = Cy, Py, Co, HP;:. Rappelons que P, se termine par: —— v, 1 = Vg, Alnsi,
puisque hgy, ., € GI, D, est réduit. Ainsi, D,, se réduit cycliquement en un circuit
trivial, et alors nécessairement, label(Py, ) 'hy, label(Py,) € GF. Ce raisonnement
est valide pour tout n, et ainsi, vy, est un élément exceptionnel, conjugué a wu.

Ainsi, si u n’est pas conjugué a un élément exceptionnel, on obtient la suite fi-
nie vo,v1, ... ,Uy, avec vg = u. Notons pour tout + = 0,... ,r, G, le groupe d’aréte
contenant v;, s; 'origine de a;, et [; = label(L;). Soit g un élément de 7(G,X)
qui commute avec v,, et soit C, un circuit réduit en v,, de label g. Si C est trivial,
alors v,.,g € G, . Supposons que C ne soit pas trivial. Alors on peut supposer que
C = LC'L7! est réduit, on £ est un trajet réduit de v, & w, et C' est un circuit
trivial en w. Nécessairement, par construction de la suite vy, ... ,v,, pour un certain
i €{0,...,r —1}, w = v;, et 'on peut supposer que £ = (L;1---L,)"*. Soit C”,
un circuit en v,, ayant un label hors de G (par construction un tel circuit existe!),
formons D” = C"LC'L~1. C’est un circuit non trivial, cycliquement réduit, ce qui
est contradictoire. Ainsi, si g commute avec v,., alors g € G, i.e., Z(v,) C Gs,. Et
bien stir, u et v, sont conjugués par [y ---[,.. Ceci acheve la démonstration du cas

(4).

Cas (i7) Si u est dans un groupe de sommet G, et h commute avec u dans
m1(G,X), alors avec la proposition 3.2.2, h est le label d’un circuit en u. Puisque u
n’est pas conjugué dans G4 a un élément d’un sous-groupe d’aréte, tout circuit en
w est trivial, ainsi h € G.

Cas (#i7) Supposons que u ne soit pas dans le conjugué d’'un groupe de sommet,
et que u et v commutent. Alors, avec le théoreme 3.2.1,

uw = gcg TW*
v = gclg—lwt

ol ¢, sont dans un sous-groupe d’aréte, et gcg~t,gc’g~t,W commutent deux a deux.
Ainsi, en particulier, ¢ et ¢7'WW ¢ commutent, et donc g~ 1W g est le label d'un circuit
C en c. Le trajet C est de la forme 7C'7 1, ou C’ est un circuit cycliquement réduit.
Sic # 1, alors C’ est un circuit trivial, et donc il existe un groupe de sommet G, et

ke m(G,X), tel que c et g7'Wg sont dans kG k~t. Ainsi,

u = gcg 'W?*

=g (cg”' W) g~
=gk (k™'ck k™'g ' W?gk) kg™
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Mais alors u est dans un conjugué du groupe de sommet Gy, ce qui est contradictoire.
Ainsi, ¢ = 1.

De la méme facon, si ¢ # 1, alors v est dans le conjugué d’un groupe de sommet.
Mais avec (i) et (i7), u est alors aussi dans le conjugué d’un groupe de sommet.
Ainsi, ¢ = ¢ = 1, et Z(u) est un conjugué du groupe cyclique engendré par W.
Puisque W n’est pas dans le conjugué d’un groupe de sommet, il est sans torsion,
et donc Z(u) est cyclique infini. |
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6.2 Le groupe d’une variété Haken fermée

Le résultat principal de cette section est la proposition 6.2.1 qui caractérise les
trajets et circuits dans le graphe de groupe (G,X) associé a la décomposition mi-
nimale d’une variété Haken M a bord torique ou vide. Elle permet tout d’abord
de montrer que (G,X) est presque sans cycle et sans élément exceptionnel, ce qui
avec I’étude de la section précédente (théoreme 6.1.1), nous permettra d’en déduire
la structure du centralisateur d’un élément dans le groupe d’une variété Haken
(Théoreme 6.2.1). Mais la proposition 6.2.1 se montrera surtout utile dans le pro-
chain chapitre, pour décider de I'existence d’un trajet entre deux éléments.

6.2.1 Circuits et trajets pour une variété Haken

Le résultat suivant classifie les circuits et trajets dans le graphe de groupe associé
a la décomposition minimale d’une variété Haken.

Proposition 6.2.1 (Trajets dans le graphe d’une variété Haken) Soit wune
3—variété M Haken orientable, a bord torique ou vide. Sotent W une décomposition
minimale de M, et (G,X) le graphe de groupe associé. Alors,

(i) Si la décomposition de M est triviale, ou si M est un S* x St fibré sur S?,
alors dans les deux cas, (G,X) est sans circuit.

(i1) Sinon, notons Sy, ... .S, les composantes connezes de la sous-variété de Seifert
caractéristique de M. Pour v = 1,... ,q, notons I'; le sous-groupe de sommet
correspondant a S;, et N;,11; sa fibre, et son sous-groupe canonique (cf. §5.2).
Alors, les trajets réduits dans (G,X) d’origine u # 1, sont soil triviauz, soit
d’une des formes suivantes :

ou
a a
uOecp —hOh 2 cy0O0
k1 k ko
——

dans I';

pour j € {1,...,q}, avec hk € I';, h € N;, et e =1 oue = —1, selon si
De plus, les seuls circuits réduits en uw # 1, sont soit triviauz, soit de la forme :

w5 hOoh =3¢ O u
k1 k ckit
S~ !
dans I';
pour j € {1,... ,q}, avec h,k € T';, h € N;, k € 1I;, et de plus, c € G,.
En particulier, (G,X) est presque sans circuit, et sans élément exceptionnel.

Démonstration Cas (i) Si la décomposition est triviale, le graphe de groupe se
réduit a un seul groupe de sommet et aucun groupe d’aréte. Il est clair que tout
circuit est trivial.
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Si M est un S' x S! fibré sur S', alors M est obtenu & partir de S* x S' x I, en
identifiant ST x ST x {0} et S* x S! x {1} le long d’un homéomorphisme ¢. Notons,
7:Stx Stx T — M.

A isotopie pres, ¢ est caractérisé par ¢, : Z B Z — 7Z & Z, qui, une fois fixée
une base de Z @ Z, est dans SLy(Z). Alors, ¢ est soit périodique, soit réductible, soit
Anosov, selon si les valeurs propres de ¢, sont complexes, entieres ou irrationnelles
(cf. [FLP)).

Si ¢ est périodique de période p, alors M est un fibré de Seifert. Chaque fibre est
'image par © d’'une réunion de p fibres de la forme = x I, avec z € St x St. Ainsi
W n’est pas minimale.

Si ¢ est réductible, les valeurs propres de ¢, sont \y = 1, Ay = 1, ou
A = —1, Ay = —1, et a changement de base pres, ¢ est un twist de Dehn. Ainsi, ¢
préserve (globalement) une courbe fermée simple essentielle o de S* x S'. On note
[a] la classe d’homotopie de o dans 71(M). 1l est facile de voir que [a] engendre
un sous-groupe normal cyclique infini dans 7y (M). En outre, M est Haken. En effet
I'image de o x I est un tore incompressible a deux faces. Ainsi avec le théoreme VI1.24
de [Ja], M est un fibré de Seifert, et donc la décomposition n’est pas minimale.

Si ¢ est Anosov, ¢, admet deux valeurs propres irrationnelles distinctes. Le
graphe de groupe (G,X) a un sommet s et une aréte a. De plus,

G, =G'=G,=ZaZ

a pu—
Ainsi, si C est un trajet réduit non trivial, C, ou son inverse est de la forme:

— a a — a
uOc —cf e = Ow

Alors, puisque G, est abélien, u = ¢, ¢ = v, et pour tout 4, ¢, = c;. 1. Ainsi,
v =¢"(u). Et si C est un circuit,

u =7 (u)

Ainsi, u est un vecteur propre de ¢”, de valeur propre 1. Puisque ¢, a deux valeurs
propres distinctes, A\1,A\2, @, est diagonalisable, et donc ¢ a pour valeurs propres
AT, AL, Ainsi, A\; ou Ay est une racine n-ieme de 'unité, ce qui est impossible, puisque
A1 et Ay sont irrationnelles. Ainsi, (G,X) ne contient de circuit réduit non trivial.

Cas (i7) Supposons que l'on ait un trajet réduit non trivial C, de u a v,

_ a a; Qi1 _ a
uO g == Oc, — e, = O
k;
Considérons :
a; + _ Aq4-1
TG ? Cit1
7

on a ainsi 1’égalité :
¢f = hici, b dans Gy,
Le groupe de sommet Gy, est le groupe fondamental d'une piece élémentaire M;, qui

est soit un fibré de Seifert (I'un des S;), soit une variété hyperbolique de volume fini,
et ¢f,ci;, sont dans des sous-groupes périphéraux de m (M;) = G,
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Si Gy, est le groupe d’une variété hyperbolique de volume fini, alors avec la
proposition 4.3.1 (anneaux essentiels), nécessairement a;;1 = —a,, c;r = Ciq, €t
hi € G3, = G, |, ce qui contredit le fait que C soit réduit.

Ainsi, Gs, =T pour j € {1,....,q}, i.e. G, est le groupe d’un fibré de Seifert S;.
Nécessairement, S; est O-irréductible et n’est donc pas homéomorphe a Dy x I. De
plus, avec la proposition 2.1.1, aucun des S; n’est homéomorphe a St x S x I. On
peut donc appliquer la proposition 5.4.2 (anneaux essentiels dans un Seifert). Ainsi,

puisque C est réduit, ¢;,c;;, sont dans la fibre N;, et

¢ =c; sinon

+ S ,
¢ = ¢y sthy ell
+ _

(3 1+1

Montrons maintenant que nécessairement n < 2. Supposons que l'on ait :

a; + — ai41 + _ 542
: > G ? Civ1 > Cip O Clo ’
) 141

Alors, comme précédemment, CZ—-Z_I C N, C I'y, pour S, un fibré de Seifert. Or, avec
la proposition 2.1.2, ¢,4+1 ne peut envoyer un élément non trivial de la fibre IV; sur
un élément de la fibre Ng. Ainsi, n < 2, et 'on ne peut avoir que les trajets figurant
dans la conclusion du (7).

Déterminons maintenant, les circuits réduits non triviaux. Puisqu’un circuit est
un trajet, on n’a que les deux cas suivants:

_ a
ude —ctOu
Pt ko

dans ce cas, a est un aréte ayant méme origine et extrémité s, et kok; conjugue c*

en ¢ . Avec les propositions, 4.3.1 et 5.4.2, nécessairement G5 = I'; est le groupe
d’un fibré de Seifert S;, et ¢*,c™ sont dans la fibre N,. Or ceci, avec la proposition
2.1.2, est impossible. Dans le deuxieme cas,

a a
uOceg —hOh =2 Ou
k1 k ko
——

dans T';

puisque h est dans la fibre N;, avec la proposition 2.1.2, ni ¢, ni ¢ n’est dans la fibre
N d’un groupe de Seifert Si. Ainsi, avec les propositions 4.3.1 et 5.4.2, puisque,
c1,co sont dans des composantes périphérales, d’'un meme sous-groupe de sommet,
et sont conjugués dans ce sous-groupe, alors nécessairement a; = —ao, et ¢ = cs.
Ainsi, € = 1. De plus, kyk; € G,,. On obtient ainsi, le circuit souhaité. |
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6.2.2 Propriété algébrique
Comme conséquence immédiate, on obtient le théoreme suivant.

Théoréme 6.2.1 (Centralisateur dans le groupe d’une variété Haken)

Soit M une variété Haken a bord torique ou vide. Sotent W une décomposition
minimale de M, et (G,X) le graphe de groupe associé. On note Si,...S, les com-
posantes connexes de la sous-variété de Seifert de M, I'y,...1T, les sous-groupes de
sommets respectifs I'; = m1(S;), et pour tout i, N; la fibre, et 1I; le sous-groupe
canonique de I';.

Soit u un élément non trivial de m (M), et Z(u) son centralisateur. Alors soit
Z(u) est cyclique infini, soit, a conjugaison pres, u est dans un groupe de sommet
[';. Dans ce cas, soit Z(u) est le centralisateur de u dans I';, soit u est conjugué a
un élément de la fibre N;. Le centralisateur d’un élément de N; est 11;.

Démonstration il suffit d’appliquer le théoreme 6.1.1 et la proposition 6.2.1. W

Remarque 1: La proposition 6.2.1 reste vraie pour une variété Haken M quel-
conque. Nous pouvons en donner une preuve simple. En effet, dans ce cas M se
décompose le long de tores et d’anneaux, en fibrés de Seifert, en [I-fibrés, et en
variétés vérifiant certaines propriétés topologiques (atoroidales et «pas trop» d’an-
neaux essentiels). On peut montrer simplement par des arguments topologiques, que
les conclusions de la proposition 4.3.1 restent vraies dans les deux derniers cas. Ainsi,
le théoreme 6.2.1 reste vrai dans le cas d'une variété Haken quelconque.

Remarque 2: C’est aussi le théoreme VI.1.6 de [JS], ou plutot une version de ce
résultat dans le cas ou le bord est torique ou vide. Remarquer que ce que nous
entendons par sous-variété de Seifert, ne correspond pas tout a fait a la notion de
sous-variété de Seifert caractéristique de Jaco et Shalen.



Chapitre 7

Solution au probleme de la
conjugaison

Nous donnons dans ce chapitre une solution au probleme de la conjugaison dans
le groupe d’une variété Haken fermée, ce qui conclut notre travail. Remarquons, bien
que cela ne soit pas nécessaire, que tous les raisonnements restent valides dans le
cas ou M est Haken, a bord torique.

Avec les théoremes 4.3.7 et 5.5.1, qui résolvent le probleme de la conjugaison
pour le groupe d’une variété hyperbolique de volume fini, ou le groupe d’un fibré
de Seifert, nous pourrons supposer que M admet une décomposition minimale non
triviale. Nous traitons alors séparément, le cas o M est un S' x S'-fibré sur S*.
Dans ce cas, M est un espace fibré de Seifert, ou modelé sur la géométrie Sol. Le
cas des fibrés de Seifert ayant déja été traité (théoreme 5.5.1), il ne reste plus qu’a
considérer le cas restant de la géométrie Sol, ce qui sera fait dans la premiere section
de ce chapitre.

Dans le cas ot M n’est pas S x St-fibré sur St, M s’obtient en recollant sur leur
bord des fibrés de Seifert et des variétés hyperboliques de volume fini. La variété
S1x S1x I n’apparait pas comme piece élémentaire dans une décomposition minimale
de M (proposition 2.1.1). Ce cas recouvre les deux dernieres sections de ce chapitre.
C’est le cas générique, et la plupart du travail que nous avons effectué jusqu’ici est
dévoué a sa résolution.

7.1 Le cas de la géométrie Sol

Des huit géométries 3-dimensionnelles, Sol a la particularité d’étre celle présen-
tant le moins de symétrie (le stabilisateur d'un point est trivial). Une 3—variété
fermée modelée sur Sol, est caractérisée topologiquement par le fait d’étre finiment
revétue par un S' x St fibré sur S! ayant une application de recollement Anosov
([Sc], théoreme 5.3). On peut alors établir le résultat suivant (théoréme 5.3, [Sc]).

Théoréme 7.1.1 Soit M une 3—variété fermée modelée sur la géométrie Sol. Alors
M est soit un St x Sl-fibré sur S, soit obtenu en identifiant deux I-fibrés non
triviaux a base un tore ou une bouteille de Klein, sur leur bord.

182
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Il est alors facile de vérifier, que sous ces hypotheses, M est irréductible, et
contient un tore essentiel. Ainsi toute 3—variété modelée sur Sol est Haken.

Théoréme 7.1.2 (Algorithme de la conjugaison) Le groupe d’une 3S-variété
fermée, orientable, modelée sur la géométrie Sol, a un probleme de la conjugaison
résoluble.

Démonstration Nous considérerons séparément les cas ou M est fibré en tores sur
le cercle, et ou M est obtenu en identifiant deux /-fibrés non triviaux.

Premier cas: M est fibré en tores sur le cercle. Notons I 'intervalle [0,1]; M est
obtenu & partir de (S* x S') x I, en identifiant S* x S' x {0} et S* x S x {1}
le long de I'homéomorphisme ¢ : (S' x S') x {0} — (S' x S') x {1}, défini
par p(z,0) = (¢(z),1) pour tout z € S' x S, ou ¢ est un homéomorphisme de
St x S! dans lui-méme, qui préserve l'orientation. A isotopie prés, ¢ peut étre vu
comme un élément de SL(2,Z). Les éléments de SL(2,Z) sont classifiés en fonction
de leurs valeurs propres en éléments périodiques, réductibles ou Anosov (cf. [FLP]).
Nécessairement, ¢ est Anosov (deux valeurs propres irrationnelles distinctes). En
effet, si ¢ est périodique de période p (deux valeurs propres complexes conjuguées,
racines p-iemes de l'unité), alors M est un fibré de Seifert, dont les fibres sont les
images par la surjection canonique 7 : (S* x S*) x I — M, de x x I U p(z) x I U
Ul (z) x I, pour tout & € ST x S1. Si ¢ est réductible (une valeur propre 1 ou
—1), alors ¢ préserve une courbe fermée simple essentielle a.. Ainsi, puisque m (M)
est I'extension HNN du groupe abélien Z & Z, par ¢, o] engendre dans 71 (M) un
sous-groupe normal cyclique infini. Puisque M est compact, Haken et orientable,
avec le théoreme VI.24 de [Ja], M est un fibré de Seifert. Or, avec les théoremes
5.2 et 5.3 (classification des 3—variétés fermées modelées sur une géométrie), une
3—variété fermée ne peut a la fois étre un fibré de Seifert, et étre modelée sur Sol.
Ainsi ¢ est Anosov.

L’homéomorphisme ¢ induit un automorphisme @, de Z & Z = 7(S* x S1). Le
groupe fondamental I' de M est l'extension HNN, I' = (Z @ Z)*,, de G =Z B Z le
long de ¢, : G — G. Il admet pour présentation (en considérant une base a,b de
Z®L):

<abt|[a,b] = Ltat ™" = p.(a),tht ™" = p.(b) >

Ainsi, tout élément v de I' admet pour forme normale :
u=UtP avecU € G,etpe Z

Connaissant ¢,, on peut effectivement — en utilisant les relations de I'— mettre
tout mot sur les générateurs, sous forme normale. Puisque le probleme du mot est
résoluble dans (G, on dispose d’une solution au probleme du mot pour I'.

Considérons maintenant deux éléments u,v de I', que l'on peut supposer étre
donnés par une forme normale cycliquement réduite. On veut décider s’ils sont
conjugués dans I'. Si c’est le cas, alors avec le théoreme 3.1.3, nécessairement ils
ont méme longueur. S’il sont de longueur supérieure a 1

w=UtP
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v=Vit

avec U,V € G, et p € Z,. Avec le théoreme 3.1.3, ils sont conjugués, s’il existe un
élément ¢ € GG, qui conjugue u en un conjugué cyclique de v.

Commencons par voir comment déterminer s’il existe un élément ¢ de GG, conju-
guant u en v. C’est le cas lorsque:

v=Vi =cuc’

= cUtPc™?
= cUgb(c)~ 't
= Ucgt(c)~ 't

Ainsi, cette condition est équivalente a l’existence d’un élément ¢ € (G, tel que:
UV = cpP(c)™

On cherche a résoudre cette équation d’inconnue c¢. Remarquons que puisque ¢, est
Anosov, ¢? est aussi Anosov (ses valeurs propres sont de module # 1). Notons M
la matrice de SL(2,Z) associée a P pour la base B = {a,b}.

— N

M = Mat(¢?,B) ( v )

avec o,3,7,0 € Z, et ad — By = 1.

Puisque U™V € G, U™V = a™b™, avec ny,ny € Z. Posons, ¢ = a®b, pour x,y € Z.

Alors,
e = (3)-()+(3 1)(3)

n = (1—a)r—py
— {ngz—7x+(1—5)y

Ce systeme a pour déterminant, det(Id — M), valeur polynomiale en 1, du polynome
caractéristique de M. Ainsi, puisque ¢? n’admet pas 1 pour valeur propre, il existe
un unique couple solution (cy,c2), avec ¢1,c0 € Q ; et ¢1,c0 € Z si et seulement si
Jc € GUV = cpP(c)™t, c'est a dire si et seulement si u et v sont conjugués dans
[ par un élément de G. Il suffit donc de déterminer les solutions de ce systeme pour
en décider. Pour décider si u et v sont conjugués, il suffit d’appliquer plusieurs fois
ce meéme procédé, en ne considérant non plus v, mais tous ses conjugués cycliques
(ils s’écrivent sous la forme ®(V)tP, pour k variant de 1 & p).

Si u et v sont de longueur 1. En appliquant le théoreme 3.1.3 dans ce cas, u et
v sont conjugués si et seulement si il existe n € Z, tel que u = 7 (v). Puisque ¢,
est Anosov, ses valeurs propres sont irrationnelles distinctes. Plus précisément, si
Py € Q[X], est le polynome caractéristique de M, les valeurs propres A, Ay de ¢,
sont dans le corps de décomposition @(\/Z) de Py sur Q, ou A est le discriminant
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de Pp;. On peut considérer une base B; de R x R, constituée de vecteurs propres de
4. Dans cette base,

Uy U1 )\1 0
= = M t *78 =
! (“2 )81 ° (W )5’1 at(enBy) ( 0 )‘2>

ol U1,Us,V1,U2,A1,\o sont dans Q(\/Z) Puisque A\; et Ay sont de module # 1, le
systeme d’équations
{ Uy — )\7117}1

Ug = )\32)2

nous permet de déterminer aisément si un tel n existe, et donc si u et v sont conjugués

dans 7 (M). O

Deuxieme cas : M est obtenu en identifiant sur leur bord, deux /-fibrés non triviaux
a base le tore ou la bouteille de Klein. Puisque M est orientable, chacun des I-fibrés
est aussi orientable, et ne peut donc étre que le I-fibré ayant pour base la bouteille
de Klein, et dont le S°-fibré associé (i.e. OM) est un tore. Ainsi, si I'on appelle Ny, N,
les deux I-fibrés,

7T1(N1) =< a,b ‘ aba™! = b_l > 7T1(3N1) =< a2,b >m1(N1) § 7T1(N1)

7Tl(N2) =< C,d ‘ CdC_l = d_l > 71(8]\[2) =< 02,d >71'1(N2) § 7Tl(N2)

et m (M) est le produit amalgamé de 71 (Ny) et m(Nz), le long dun isomorphisme
¢ : m(ON;) — m(ONy). Remarquons que si ¢(b) = d*!, alors b engendre dans
w1 (M) un sous-groupe normal cyclique infini, et dans ce cas M est un fibré de
Seifert, aussi on pourrait éliminer ce cas. Cela ne nous sera pas utile.

On peut donner une définition combinatoire des sous-groupes m;(9ON7), 71 (ON>).
Soit w un mot sur les générateurs a,b. On dit que w est a-pair, si la somme des
nombres d’occurence de a et a~! dans w est paire, et que w est a-impair sinon.
Puisque la relation aba=1b, ainsi que les relations triviales, sont des mots a-pairs, tous
les mots représentant un élément de 71 (/N7) ont méme a-parité. Ainsi, un élément de
71(N7) sera dit a-pair, si un (tout) mot le représentant est a-pair, et a-impair sinon. Il
est clair que tout élément de m1(0N7) est a-pair. Réciproquement, on peut utiliser la
relation aba~! = b1, pour écrire tout élément de 71 (N;) sous la forme a"b™, et voir
ainsi, que m1(0N7) est exactement le sous-groupe de 71(IN7) constitué des éléments
a-pairs. L’ensemble des cosets 71 (Ny)/m(ON;) est représenté par les éléments 1
et a. De la méme facon, on définit I'ensemble des éléments c-pairs de m(Vs), qui
n’est autre que le sous-groupe m(0Ns). L’ensemble des cosets m1(Ns)/m1(ON3) est
représenté par les éléments 1 et c.

En particulier, on dispose d’une procédure pour décider des problemes du mot
généralisés de w1 (ON;) dans 71 (Ny) et de m (ON2) dans m; (N2). Ainsi, puisque m; (/V7)
et m1 (V) ont un probléeme du mot résoluble (écrire tout élément sous la forme a™b™,
ou cPd?), on peut résoudre le probleme du mot dans 71 (M) en écrivant tout élément
sous forme normale, dans la décomposition de m (M) en amalgame de 71 (N7) et
7Tl(N2).



7.1. LE CAS DE LA GEOMETRIE SOL 186

Puisque 71 (0ON;) est un sous-groupe d’indice 2 de m(NVy), il est distingué dans
71 (V1) (cf. [Ro]). Ainsi on peut définir I'action de 71 (Ny) sur 7w (ON;) par conjugai-
son. Puisque 7 (0N;) est abélien, si g,¢’ sont deux éléments d’'une méme classe de
m1(Ny)/m(ONy), g,9' operent de la méme fagon sur 71 (ON;). Ainsi, cette action est
uniquement déterminée connaissant

ha . 71(8]\[1) — 7Tl(8N1)

g — a 'ga

en posant pour tout (u,r) € m(Ny) X w1 (ONy), u.x = x si u est a-pair, et u.x = h,(x)
si u est a-impair. de la méme facon, on a une action par conjugaison de m1(Ny) sur
m1(ON3), vérifiant pour tout (u,x) € m(Ng) X m(0Ny), u.x = x si u est c-pair, et
u.x = h.(x) si u est c-impair, avec:

hc . 7T1((9N2) — 7T1(8N2)

g — ¢ lgc
Considérons les isomorphismes suivants :

fi:m(ON) — ZDZ
fi(a®) = (1,0)  f(b) = (0,1)

f2 . 7T1(8N2) e Z@Z
f2(c?) = (1,0)  fo(d) = (0,1)
et considérons h, = fiohgo fi!

m(ON)) —22s 7, (ONY)

f1l lf1
707 M. 707

et Bc:fQOhcofé_l

T (ONy) —2 7, (ON)

| |

707 . 707

alors, si C désigne la base canonique de Z @ Z,

Mat(hy,C) = Mat(h..C) (é_ﬂ)
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Considérons aussi l'automorphisme ¢ de Z @ Z qui fait commuter le diagramme
suivant :

7T1<8N1) L 7T1<8N2)

| |1

707 —2 707

On se donne ¢ € SL(2,Z) par sa matrice sur la base canonique C de Z & Z,

a f

Mat(3.C) = ( o

) avec ad — By =1

Revenons-en au probleme de la conjugaison. Considérons un élément u € m (M),
et cherchons un représentant u’ cycliquement réduit de sa classe de conjugaison.
Alors, soit u' est dans un des facteurs m(Ny) ou w1 (Ns), soit «’ peut s’écrire :

u' = (ac)"U avecn € Z et U € m(ONy)

Considérons deux éléments u,v € m (M), que 'on peut supposer cycliquement,
réduits. On veut décider si u et v sont conjugués. Si c’est le cas, nécessairement
ils ont méme longueur (théoreme 3.1.1).

Commencons par supposer que u et v sont tous deux de longueur 1. Regardons
w1 (M) comme le groupe fondamental du graphe de groupe ayant deux sommets
51,59, et une aréte € de S a Sy. Avec la proposition 3.2.2, u et v sont conjugués
si et seulement si il existe un trajet réduit de u a v. Commencons par considérer
le cas ou il existe un trajet trivial de u a v, i.e. le cas ou u et v sont conjugués
dans un des facteurs. Dans ce cas, une solution au probleme de la conjugaison dans
m1(N1) = 71 (Ny) nous permet de conclure. Il est facile de résoudre ce probleme,
Tout élément de (/N1) admet une écriture unique sous la forme a"b™. Considérons
deux éléments de 71 (N7), que 'on écrit sous la forme

ni bml n2 bm2

u=a V=a

alors il est facile de vérifier (nous le laisserons comme exercice au lecteur), que

ny = no ny = N9
u~v dansm(N;) < ny est pair ou ny est impair
my = £tms myi = ms mod 2

ce qui fournit une solution au probleme de la conjugaison dans m1(Ny) et m1(Ns).

Considérons maintenant le cas ou u et v ne sont pas conjugués dans un fac-
teur. Si u et v sont conjugués, nécessairement chacun est conjugué a un élément de
71 (ONy) = m(ON3). Puisque w1 (ONy), m1(ON3) sont distingués respectivement dans
m1(N1) et w1 (Ny), ce ne peut étre le cas, que si u et v sont dans m1(ON;) = w1 (ON3).
Ainsi, dans la suite u et v seront supposés étre des éléments de 1 (ON7).
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Avec les propriétés des actions de 71 (Ny),m1(Ny), respectivement sur 71 (0ONy),
et sur m(ONy), et quitte a changer u en hy(u) ou v en h.(v), s’il existe un trajet
réduit non trivial de u a v, alors, il en existe un de la forme suivante :

_|_

n—1

— —€
Owu, —u =uv
C

_ E _ —E _ g
u@ul—>uTQu2—>---u;:_zOun_1—>u n
a C a

Notons hg. : 7 (ON;) — 7 (ON7), Pautomorphisme défini par h,.(e) = (ac) teac.
En terme de trajets, on a:

eOe] —ef Oey —ef = haele)
Ainsi u et v sont conjugués si et seulement si il existe n € N,, tel que v = hj,(u).
On peut considérer 'automorphisme h,. de Z & Z qui fait commuter le diagramme
sulvant :

771(6]\71) A 771(8]\71)

| |

707 e, 707

Puisque l~zac =g lo l~zc opo fza, on peut déterminer la matrice M de l~zac dans la base
canonique C, par

M = Mat(h,C) = Mat(¢—.C). ( (1) _01 > Mat(g,C). ( (1) _01 >

[ 6 =P 1 0 a [ 1 0
T\ -y a J°\0 -1 )°'\~yv 6 ) L0 -1
[ a0+ By =280
a —20v7  ad + By

qui a pour polynome caractéristique Pys(\) = A2—=2X(ad+37)+1. Le discriminant de
Pyr est A = 4[(ad+ Bv)* —1]. On vérifie alors, que pour «,3,7,0 € Z, nécessairement
A > 0 (i.e. hge nest pas périodique), et que A = 0 (i.e. hge réductible), si et
seulement si fy =0 ou gy = —1.

Si hge est Anosov (i.e. A > 0), on peut considérer une base dans laquelle la matrice
de Bac est diagonale, et comme dans le cas ou M est fibré en tores sur le cercle et
ol u et v sont de longueur 1, déterminer s'il existe n tel que v = h"(u).

Si hge est réductible. La condition B~y = 0 ou —1, impose que M soit triangulaire.
Sa diagonale consiste en des 1 ou des —1. Ainsi, par exemple si M est diagonale

supérieure,
1 A n_ (1 nA
v=(o ) =(o )

we (3 4) ()

ou
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Si fi(u) = (ug,ue), fi(v) = (v1,v2), alors u et v sont conjugués si et seulement si il

existe n > 0, tel que:
(2)-n(2)
V2 U9

Un tel systeme nous permet aisément de déterminer si un tel n existe. Ceci acheve
le cas ou u et v sont de longueur 1.
Considérons maintenant le cas ou u et v sont de longueur supérieure a 1

u = (ac)"U v = (ac)"V

avec U,V € m1(ON7). Avec le théoreme 3.1.1, u et v sont conjugués si et seulement si
il existe e € m(ON1), qui conjugue u en un conjugué cyclique de v. Rappelons que
nous avons noté hy. : m(0N;) — m(0N;7), 'automorphisme défini par h,.(e) =
(ac)"teac. Les conjugués cycliques de v, susceptibles d’étre conjugués & v par un
élément de 71 (Ny), s’écrivent sous la forme (ac)"? (v) pour p variant de 0 a n.

Commencons par voir comment déterminer si v et v sont conjugués par un
élément e € m1(ON7). Dans ce cas,

v = (ac)"V = e(ac)"Ue™!

= (ac)"hy(e)Ue™

= (ac)"h.(e)e 'U

Ainsi cette condition est équivalente a I'existence de e € m(0Ny) tel que:

VU =h" (e)e?

Nous souhaitons résoudre cette équation d’inconnue e € m1(0N;). Notons dans la
base canonique C,

Co

VU =10 = @) = ()

Alors il existe e € w1 (ON) tel que: VU™ = h" (e)e™, si et seulement si, il existe

(az,y) € 7D 7, tel que:
(cl> Arn.(x) (—x)
€2 Y —Y

M"™ = Mat(h?,C) = ( é ZB; )

alors u et v sont conjugués par un élément de m;(0N7) si et seulement si le systeme
suivant :
¢ =(A—-1)x+ By
=Cx+(D—-1)y

admet un couple de solutions entieres. Le déterminant de ce systeme est la valeur
polynomiale en 1, du polynome caractéristique de M™. Ainsi si M"™ n’admet pas
pour valeur propre 1, on peut déterminer un unique couple solution (xg,y9) dans Q,

Notons:
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et u et v sont conjugués par un élément de m(0N7), si et seulement si xg,yo sont
des entiers, ce dont on peut décider. En résolvant de la méme fagon, les équations

Ph(VIU™ = hg(e)e™

d’inconnues e, pour p variant de 1 a n, on peut décider si u et v sont conjugués dans
1 (M) .

Si M™ admet 1 pour valeur propre, alors M a une racine n-ieme de I'unité comme
valeur propre. Puisque M n’est pas périodique, nécessairement M est réductible et
admet donc une valeur propre 1 ou —1. Si M a pour valeur propre 1 (c’est le cas ou
B~y = 0) alors M est triangulaire, et a des 1 sur sa diagonale. Si M a pour valeur
propre —1 (c’est le cas ou By = —1) alors ad = 0, et M est triangulaire, et a des
—1 sur sa diagonale. De plus, n est pair. Ainsi, M™ est triangulaire, et admet des 1
sur sa diagonale. Donc le systeme devient :

c1 = By c1 =20
{ =0 on { o =Cu
Ainsi u et v sont conjugués si et seulement si c; = 0 et ¢;/B € Z dans le cas ou M

est triangulaire supérieure, et ¢; = 0 et ¢3/C € Z dans le cas ou M est triangulaire
inférieure. Ceci permet de conclure. |
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7.2 Le cas Haken, non fibré en tores sur le cercle

Nous considérerons maintenant une 3—variété orientable M, Haken, fermée, dont
la décomposition minimale est non triviale, et qui n’est pas un S x S! fibré sur S*.
Remarquons, bien que cela ne soit pas nécessaire, que tout ce que nous dirons reste
valide, si M est a bord non vide, constitué de tores.

Notons W une décomposition minimale de M. Les composantes connexes de
ow (M) sont des 3—variétés a bord non vide, 0-irréductibles, qui admettent soit une
fibration de Seifert, soit une structure hyperbolique de volume fini (théoreme 2.1.1),
et aucune d’entre-elles n’est homéomorphe & St x S x I (proposition 2.1.1).

Notons (G,X) le graphe de groupe associé a la décomposition W de M ; bien str,
71(G,X) = m(M). On consideére une présentation finie du groupe de chacune des
pieces élémentaires. Chaque fibré de Seifert sera supposé étre muni d’une fibration,
et la présentation de son groupe fondamental sera sa présentation canonique pour
cette fibration (théoreme 5.2.1). Pour un choix d’un arbre maximal 7" de X (que
nous fixons dans la suite), on peut donner a m;(G,X) une présentation canonique
(cf. théoreme 2.2.3, remarque 5). Rappelons que la famille génératrice donnée par
cette présentation, est notée Gen(X).

Si la variété M est donnée par une triangulation (ou une décomposition de Hee-
gard, ou une chirurgie sur un entrelacs,...), il existe une procédure permettant de
déterminer une décomposition minimale W pour M (cf. [JT]). Cet algorithme est
basé sur la théorie des surfaces normales due & Haken (cf. [Hal), les développements
postérieurs de Jaco, Oertel ([JOJ]). Remarquons que cette procédure permet de
déterminer la sous-variété de Seifert caractéristique de M, et une fibration de cette
derniére. Ainsi, on peut constructivement se donner le graphe de groupe (G,X), et
une présentation canonique de m(G,X).

Dans toute la suite, M désignera une 3—variété orientable Haken fermée, qui
n’est pas fibrée en tores sur le cercle. On désignera par (G,X) le graphe de groupe
associé a la décomposition minimale de M, ainsi obtenu, que ’on supposera muni
d’une décomposition 7', et d'une présentation canonique. Nous nous donnerons un
élément de 71 (G,X) sous la forme d’un mot sur la famille génératrice Gen(X).

Avant de résoudre 'algorithme de la conjugaison — ce que nous ferons dans la
derniere section — nous devons commencer par établir dans la section qui suit, des
procédures de «réduction» de mots.

7.2.1 Procédures de réduction de mots

Dans un produit amalgamé, ou une extension HNN, tout mot sur les générateurs
peut étre réduit, ou cycliquement réduit, des lors que I'on dispose d’une solution au
probleme de I'appartenance dans les sous-groupes, le long duquel se décompose le
groupe. Il n’est pas étonnant, que dans le cas du groupe d’un graphe de groupe, les
procédures de réduction de mots se réduisent au probleme de 'appartenance dans
les sous-groupes d’aréte. Nous commencerons donc par établir, sous les hypotheses
que nous avons fixées :
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Proposition 7.2.1 (Probleme du mot généralisé) Soit G, un sous-groupe
d’aréte de m(G,X ). Le probléme du mot généralisé de G, dans w1 (G,X) est résoluble.

Démonstration Commencons par montrer que l'on peut se donner un élément de
G, dont le centralisateur dans m(G,X) est G .

Par construction, a (G,X) est associée une décomposition minimale non triviale
de la 3—variété M. Le groupe (G, est un sous-groupe libre abélien de rang 2, d’un
sous-groupe de sommet G, de 7 (G,X); G est isomorphe au groupe fondamen-
tal d’'une 3—variété M;, admettant soit une structure hyperbolique de volume fini,
soit une fibration de Seifert, et l'image de G, dans m;(M;) est une composante
périphérale.

Considérons un élément ¢ € G, non trivial, et notons Z(c) son centralisateur
dans 71(G,X). Avec la proposition 6.2.1, soit Z(c) est aussi le centralisateur de c¢
dans Gy, soit ¢ est conjugué a un élément de la fibre N; d’un groupe de sommet
G, groupe fondamental d'un fibré de Seifert. En particulier, dans ce dernier cas, il
existe un trajet de ¢, a un élément de N;. Avec la proposition 6.2.1, qui caractérise
les trajets de (G,X), soit le trajet est trivial, soit s; = e(a).

Si G est le groupe d’un fibré de Seifert. On choisit ¢ € G, qui n’est pas dans
la fibre NV de Gy, et tel que si s; = e(a), et G, est le groupe d’un fibré de Seifert,
alors . (c) € N;. Puisque la fibre est un sous-groupe cyclique infini, du groupe libre
abélien de rang 2, G, et que ¢, est un isomorphisme, un tel choix est possible.
Avec ce choix, et la proposition 6.2.1, il n’existe pas de circuit non trivial en ¢, et
donc Z(c) est aussi le centralisateur de ¢ dans G, c’est a dire, avec la proposition
542, Z(c) = G,.

Dans le cas ou Gy est le groupe d'une variété hyperbolique de volume fini, et
si G, (ou s; = e(a)) est le groupe d’un fibré de Seifert, on prend ¢ € G, tel que
va(c) € N;, sinon, on prend pour ¢ n’importe quel élément de G, . Alors, avec
la proposition 6.2.1, il n’existe pas de circuits non triviaux en ¢, Z(c) est donc le
centralisateur de ¢ dans G, c’est a dire, avec la proposition 4.3.1, Z(c) = G,

Puisque M est Haken, avec la proposition 1.4.5, 71(G,X) a un probleme du mot
résoluble. Avec le choix que nous avons fait de 1’élément c € GG, pour décider si un
élément w € 7 (G,X) est dans G, il suffit de décider avec 'algorithme du mot si

o

[w,c] =1 dans m(G,X). |

Il est alors facile d’établir,

Proposition 7.2.2 (Ecriture sous forme réduite) Soit (G,Y') un sous-graphe de
groupe de (G, X). Si l'on décompose (G,Y) le long d’une aréte a € Ay, m(G,Y) se
décompose en une extension HNN ou un produit amalgamé, le long de Z. & 7. Dans
les deux cas, donné un mot w sur les générateurs de m1(G,Y), il existe une procédure
permettant de donner une écriture sous forme normale pour w et une écriture cycli-
quement réduite pour un représentant de la classe de conjugaison de w.

Démonstration Remarquons tout d’abord que puisque (G,Y) est un sous-graphe
de (G,X), la proposition 7.2.1 fournit dans 71(G,Y) une solution au probleme du
mot généralisé pour tout sous-groupe d’aréte G, avec a € Ay.
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Supposons d’abord que « soit T-séparante, et notons (G,Y7) et (G,Y3) les graphes
de groupe obtenus en décomposant (G,Y) le long de «. La famille génératrice S =
Gen(Y) de m(G,Y) donnée par sa présentation canonique, se partitionne en S; =
Gen (Y1) et So = Gen(Ys), familles génératrices respectives de m1(G,Y7) et m1(G,Y5).

Considérons un élément de m(G,Y), donné par un mot w (non trivial) sur ’al-
phabet SUS™!. Alors w s’écrit w = wyws - - - w,, ol les w; sont des mots non triviaux,
soit sur I'alphabet S; U S;, soit sur 'alphabet S, U S5 !, et les mots successifs w; et
w;11 s’écrivent sur des alphabets différents.

On peut supposer que l'origine de « est un sommet de Y;. On transforme alors le
mot w de la facon suivante. Si w; est un mot sur S; U S;*. On utilise la proposition
7.2.1, pour décider si w; € G*. Si c’est le cas on change le sous-mot w;_jw;w; ;1 de w
par le mot w! = w;_1ps(w;)wiy: ; ce dernier s’écrivant sur 'alphabet Sy U S5 *. Sinon
on passe au sous-mot suivant w;. 1. En répétant ce procédé on obtient une écriture
W' = Wjwy - wy,, avec p < n, sous forme réduite, les mots w et w’ représentant le
méme élément de m(G,Y).

Si w) et w) sont dans des facteurs distincts, alors w’ est cycliquement réduit.
Sinon on consideére le mot w” = (w,w))w} - - - w,, que I'on réduit, on obtient un mot
de longueur au plus p — 1. Si le mot obtenu n’est pas cycliquement réduit, on lui
applique le méme procédé, et successivement, jusqu’a obtenir un mot cycliquement
réduit. Il représente un conjugué de w dans m (G,X).

Si v est T-séparante, alors m1(G,Y") est une extension HNN de m1(G,Y), de lettre
stable t,, et S = 51 U {ts}, ou S; = Gen(Y)) est une famille génératrice de (G,Y7).
Un mot w sur S U S~ s'éerit w = wytPlwyt?? - - - tbrw,, ou les w; sont des mots sur
SuStetVi=1,... np; €Z,.

On transforme le mot w de la fagon suivante. Si p; < 0 et p;.1 > 0, On utilise
la proposition 7.2.1, pour décider si w;11 € G . Si c’est le cas on change le sous-
mot tPiw;, th ' en t?pigpa(wiﬂ)t;prpi“. Si p; > 0 et p;r1 < 0, On utilise encore la
proposition 7.2.1, pour décider si w;1; € G1. Si c’est le cas on change le sous-mot
tPiw; 5 en t 1P (wip )ta Pt On obtient un mot de longueur strictement
inférieure. Dans tous les autres cas, on laisse ce sous-mot inchangé. En répétant
ce procédé tant que cela est possible, on finira par trouver un mot réduit, ' =
witdwy - - - tdmw,, 11 représentant dans m1(G,Y), le méme élément que w. Si w’ n’est
pas cycliquement réduit, alors un de ses conjugués cycliques n’est pas réduit, et on le
réduit. Soit le mot obtenu est cycliquement réduit, soit on poursuit le méme procédé.
On finira par trouver le conjugué souhaité, et son écriture cycliquement réduite. B

Enfin, si 'on considere un ordre de décomposition de (G,X), on peut établir une
procédure de réductions cycliques successives (cf. §3.2.3).

Proposition 7.2.3 (Réductions cycliques successives) Donné un ordre de dé-
composition de (G,X), on peut algorithmiquement appliquer la procédure de réduc-
tions cycliques successives.

Démonstration Pour étre appliquée, la procédure décompose le graphe de groupe
successivement le long d’arétes, et nécessite a chaque décomposition, d’écrire un mot
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sous forme cycliquement réduite (cf. §3.2.3). On peut faire cela avec la proposition
7.2.2. H
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7.2.2 L’algorithme de la conjugaison

Nous conservons les notations du paragraphe précédent. Nous pouvons main-
tenant établir 'algorithme de la conjugaison dans 71(G,X). La procédure s’appuie
essentiellement sur le théoreme de conjugaison dans un graphe de groupe (théoreme
3.2.2), les algorithmes de détermination des classes périphérales (propositions 4.3.8
et 5.6.1), les algorithmes de détermination des 2-cosets (propositions 4.3.9, 4.3.10,
et 5.6.3, 5.6.4), et I'algorithme du mot dans (M) = (G, X).

Pour appliquer ces algorithmes nous devons remarquer, que si s € Sx est un
sommet de X, alors le groupe de sommet G, est le groupe fondamental d’une 3—
variété M, qui admet soit une fibration de Seifert soit une structure hyperbolique de
volume fini, et qui n’est homéomorphe ni & S*x D? ni a S'x S x I. Les composantes
périphérales 71, ... 7. de m(M;) sont en bijection avec les arétes aq,...q, € Ax
d’origine s, et I'isomorphisme naturel de 7 (M;) dans G4 envoie chaque composante
périphérale 7; sur le sous-groupe d’aréte G de G..

Nous noterons I' = m1(G,X). Les éléments de G sont donnés par des mots (libre-
ment réduits) sur la famille génératrice Gen(X). Donnés deux éléments g1,g92 € T,
on veut décider si g1 ~ ¢go dans I'. On commence par appliquer la procédure qui
suit :

Procédure initiale

On applique a g; et g3 la procédure de réductions cycliques successives (cf. §3.2.3),
en utilisant la proposition 7.2.3. On obtient deux mots u et v, dans les classes de
conjugaison respectives de g; et go, dans I'. On se trouve alors nécessairement dans
I'un des cas suivants:

— 1°" cas Il existe des sommets s1,59 € Sy, tels que u soit un mot sur Gen(sy), et
v soit un mot sur Gen(sy); en particulier u € Gy, et v € G,.

— 2%me cas Les mots u et v s’écrivent sur les générateurs Gen(Y) de m(G,Y), ol
(G,Y) est un sous-graphe de groupe <-occurent de (G,X). Si 'on décompose le
graphe Y le long de I'aréte o = min (A% N Ay), le groupe m1(G,Y) se décompose
en une extension HNN ou en produit amalgamé. Au sens de cette décomposition, u
et v sont des mots cycliquement réduits, de méme longueur strictement supérieure
al.

— 3%me cas (est le cas ol I'on ne vérifie ni le 17, ni le 2¢™¢ cas.

Avec le théoreme 3.2.2, dans le 3°™ cas, ¢, et go ne sont pas conjugés. Dans le
1" cas, on passe a la procédure 1, et dans le 2°"¢ cas a la procédure 2.

Procédure 1

Si les sommets s; et s, sont identiques, s; = so = s, alors u et v sont dans un
méme groupe de sommet G, et on commence par décider si u et v sont conjugués
dans G,. Puisque G est le groupe fondamental d’un fibré de Seifert, ou d’une variété
hyperbolique de volume fini, on peut utiliser pour cela les théoremes 5.5.1 et 4.3.7,
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qui résolvent 1’algorithme de conjugaison dans le groupe fondamental de telles 3—
variétés. Si u et v sont conjugués dans G, alors g; et go sont conjugués dans I' et
la procédure s’arréte.

Si u et v ne sont pas conjugués dans G, ou si s; # sg, alors u et v sont conjugués
dans T, si et seulement si il existe un trajet non trivial de u a v (proposition 3.2.2.
Il suffit donc pour conclure de décider de l'existence d'un tel trajet. Pour cela, nous
commengons par utiliser les propositions 5.6.2, et 4.3.11 (détermination des classes
périphérales), pour décider si u est dans le conjugué dans Gy, d'un sous-groupe
d’arete G, C Gy, et si v est dans le conjugué dans G,,, d’un sous-groupe d’aréte
G, C G,. On procede ainsi pour tous les sous-groupes d’aréte de G, et G,. Avec
les propositions 5.4.2 et 4.3.1 (anneaux essentiels), u et v ne peuvent étre conjugués
qu’a un nombre fini (au plus deux), d’éléments de sous-groupes d’arétes. On peut
donc les déterminer tous. Maintenant, avec la proposition 6.2.1, qui caractérise les
trajets non triviaux de (G,X), u et v sont conjugués, si et seulement si, on peut
trouver des aretes aj,as € Ax, d’origines respectives si1,5o, et des éléments ¢; €
G, C G, conjugué de u dans Gy, et c; € G, C G, conjugué de v dans G.,, qui
vérifient 'une des conditions suivantes:

—a; = —as, et g, (c1) = ca,
—e(ay) = e(ay) = s, et Gy est le groupe d'un Seifert, de fibre IV, et ¢, (¢1),0q,(c2) €
N, et @q, (Cl> = Pay (CQ)ZH'

Ayant déterminé tous les conjugués périphéraux a u et v dans Gy, et Gg,, on
peut déterminer, si elles existent, les arétes aq,as, et avec 'algorithme du mot dans
un groupe de sommet, donné par les théoremes 5.5.1 et 4.3.7, ceci nous permet de
décider si g; et g, sont conjugués dans G.

Procédure 2

Dans un soucis de clarté, nous commencerons par le cas particulier ou Y est un
arbre. Le cas général sera traité plus loin.

Le cas d’un arbre

Notons IV = m,(G,Y"). Lorsque 'on décompose Y le long de 'aréte a, on obtient
deux graphes connexes, que l'on notera Y; et Y5. Ainsi, IV se décompose en un
produit amalgamé de I'y = 71(G,Y7) et ['ys = m1(G,Y>s), le long de I'isomorphisme
Yo 1 G, — GL. Dans I", les sous-groupes d’arétes G, et G sont confondus, et
nous noterons G, = G, = G} C I".

Pour cette décomposition, les éléments u et v de I s’écrivent sous forme cycli-
quement réduite,

U =ULU2 * " Up—1Up
U =110 Up_1Up

avec n > 1. Avec les théoremes 3.2.2 et 3.1.1, u et v sont conjugués dans I si et
seulement si u et v sont conjugués dans IV, si et seulement si u est conjugué a un
conjugué cyclique de v par un élément de G,,.
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La méthode consiste a chercher un ensemble fini, exhaustif, de candidats dans G,
susceptibles de conjuguer un conjugué cyclique de v en u. Pour cela, nous montrons
que si ¢ conjugue (par exemple), v en u, alors nécessairement ¢ vérifie un systeme
d’équations dans des sous-groupes de sommets. La résolution de ces équations grace
aux algorithmes de détermination des 2-cosets, déja établis, nous permet, s’il existe,
de déterminer un unique candidat ¢ € G,,.

Etape initiale: Sans perte de généralité on suppose que u1,v; € I'1. Alors, puisque
u et v sont cycliquement réduits, u,,v, € I's. Supposons que u et v soient conjugués
dans I". Soit ¢ € GG, tel que dans 17,

Uu=cvc

ULUQ * * * Up—1Up — CV1V2 - Up-1Up C
ainsi, avec la proposition 2.2.1,
/
UL =cCcucC dans I'y

et
11 —1
Uy, = C Uy C dans I'y

pour ¢, € G,. Si T'; et I'y sont des groupes de sommet (i.e. Y7 et Y5 sont réduits
a un sommet), alors on passe a I’étape finale. Sinon, on passe a ’étape inductive.

Etape inductive: Sil'; = 7(G,Y7) n’est pas un groupe de sommet, alors nécessai-
rement, le graphe Y; contient une aréte (T-séparante) 5 € A{., qui décompose Y;
en deux graphes connexes Y! et Y, et I'; se décompose en produit amalgamé de
m(G,Y)') et m(G,YY), le long de I'isomorphisme @g : G3 — Gf. Notons I'1 =
m(G,Y)') et T = m(G,Y?). Dans I'y, les sous-groupes d’arétes G5 et G sont
confondus; on notera Gg = G5 = G; cIy.

Puisque u; = cvid dans I'y, u; et cvi ¢ ont méme longueur pour la décomposition
de I'y en amalgame. Avec la proposition 7.2.2, on peut leur donner une écriture sous
forme normale (non nécessairement cycliquement réduite). Si ils sont de longueur
supérieure a 1, alors dans I'y,

ulzu%u%...uzl)
’1}1:’0%/{}%...@(11

et

/
upu? - -ul = cojvi---vlc

En remarquant que G, C I'l ou G, C I'?, les éléments ¢,¢’ sont de longueur 1, et on
vérifie avec la proposition 2.2.1 ,

1_ .1
uy =cvyd

ou
ui = cd
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dans I'f ou I'?, pour d € Gg. Sinon, si u; et cvyc¢ sont de longueur 1, alors
/
Uy = Ccv1C

dans I'l ou I'%.
En répétant ce procédé, on obtient finalement dans un sous-groupe de sommet
G, contenant les sous-groupes d’arete G,,G, des éléments ug,v9 € G et I'équation

Uy = cvgd dans Gy

avec ¢ € G, et d € G,. 1l est important de remarquer que si o = 7 (c’est le cas
ou l'on ne passe pas par l’étape inductive), alors uy = u1,v9 = v1, et donc vy € G,
Cela est nécessaire pour appliquer les algorithmes de détermination des 2-cosets I
(propositions 4.3.9, 4.3.10).

On procede de la méme facon dans I's, avec I’équation u,, = ¢”v,, ¢~ !, pour obtenir
dans un groupe de sommet G, contenant les groupes d’aréte G,,Gs, des éléments
ug,v, € Gy et I'équation

uy =evjc t  dans Gy

avec ¢ € Gy, et e € Gy. Comme précedemment, si o = 9, alors v € G,. 1l faut
remarquer que nécessairement, les sommets s,s’ sont distincts.

Une fois déterminées ces deux équations dans G4,Gy, d’inconnue ¢ € G, on
passe a l’étape finale.

Etape finale Sans perte de généralité on peut supposer que soit G, est le groupe
fondamental d’une variété hyperbolique de volume fini, soit G4,Gy sont groupes
fondamentaux de fibrés de Seifert.

1°" cas: G est le groupe d’une variété hyperbolique

On utilise les algorithmes de détermination des 2-cosets dans G, propositions
4.3.9 et 4.3.10 (selon si &« = v ou non), pour trouver les uniques éléments ¢ € G,d €
G, tels que ug = cvgd. On détermine alors au plus un candidat ¢ € G,
28me cas: G4 et Gy sont des groupes de fibrés de Seifert

On applique dans G, et G, les algorithmes de détermination des 2-cosets, pro-
positions 5.6.3 et 5.6.4 selon si &« = 7 ou non, @ = ¢ ou non, pour déterminer les
solutions ¢ € GG, des équations

ug = cvgd dans Gy

/ / —1
Uy = e, C dans G

Pour chaque équation on obtient soit aucune, soit une infinité de solutions ¢ € G,,.
Supposons que l'on ait obtenu pour chacune une infinité de solutions. Notons, pour
certaines fibrations, N la fibre de Gy, et N’ la fibre de G, . Les algorithmes de
détermination des 2-cosets, permettent de fournir deux éléments uq,p) € G, tels
que tous les candidats pour ¢ dans G, sont de la forme p1 N, et tous les candidats
pour ¢ dans Gy sont de la forme pj N'.
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Supposons que N soit engendré par h. Cet élément est représenté par une fibre
réguliere, donc par une courbe fermée simple, et on peut compléter h en une base
w,h du groupe libre abélien de rang 2, G, dans GG,. Par abus de notation, w,h pourra
aussi étre vue comme une base de G, dans Gy. Supposons que p; = wh?, alors,

c = wahb—i—x
pour une inconnue r € Z.

La fibre N’ de Gy est engendré par un élément wPh?. Supposons que p} = w/h9.

Alors,
c = wlTYPp9tya

pour une inconnue y € Z, et ainsi,

a=f+yp
b+x =g+ yq

Puisque la décomposition W de M est minimale, p # 0 (proposition 2.1.2. Ainsi,
ce systeme d’équation nous fournit un rationnel x, et si x € Z, un unique candidat
c € G,.

On obtient ainsi, par ce procédé au plus un candidat éventuel ¢ € GG, susceptible
de conjuguer v en u. On utilise alors 1'algorithme du mot dans I' = 7,(G,X), pour
décider si u = cvec! dans I,

On procede de la méme fagon avec tous les conjugués cycliques de v dans I".
Si 'on ne parvient pas de la sorte a trouver un élément ¢ € GG, qui conjugue un
conjugué cyclique de v en u, alors g; et go ne sont pas conjugués dans I'. Dans le
cas contraire, clairement, g; et g, sont conjugués.

Le cas général

Supposons que Y ne soit pas un arbre. Alors o = min, (A% N Ay), est une aréte
non 7T-séparante de Y. Notons Y; le graphe obtenu en décomposant Y le long de a.
Alors, I'" = m1(G,Y) se décompose en une extension HNN du groupe I'y = 71(G,Y7),
le long de 'isomorphisme ¢, : G, — G}. Nous noterons G;! = G, et Gl = G ;
cela nous permettra d’employer la notation G¢, pour ¢ = £1. La lettre stable est
désignée par t,.

Pour cette décomposition, u et v s’écrivent sous forme cycliquement réduite :

U =utl! - Ut

v =t ot

avecn > 1, et g, = +1. Avec les théoremes 3.2.2 et 3.1.3, u et v sont conjugués dans
[ si et seulement ils le sont dans I, si et seulement si un élément ¢ € G5* conjugue
un conjugué cyclique de v en u. On procede de la méme facon que dans le cas d’un
arbre, en cherchant un ensemble fini de tels candidats dans G.
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Etape initiale Supposons qu’il existe ¢ € G, tel que dans I

U = cvcf1

so1t
-1
Urtsl - uptit = cogtll ottt

alors
Ut -, = cugtSt -ty oo (e )

On notera ¢ = ¢_°"(c); c’est un élément de G . Nous distinguerons deux cas:

1°" cas Sin =1, alors:
u; =cv;é 1 dans Iy

g =~ —&
avec ¢ € Gr,c e G,

2%me cas Si n > 1, alors dans I'; on dispose des deux équations:
Uy = cvic
Uy = v, ¢

pour certains ¢ € G_°', " € G5, et bien sur, ¢ € G5, et ¢ € G_**. Puisque u
et v sont cycliquement réduits, si e = —e,, alors v; € G, i.e. si ¢, sont dans
le méme sous-groupe d’arete G¢,, alors vy € G,. De la méme facon, si €,-1 = —¢,,
alors v, & Gor—1.

Dans les deux cas, si I'y est un sous-groupe de sommet, on passe a I’'étape finale,
sinon on passe a I’étape inductive.

Etape inductive Si I'; = 71(G,Y7) n’est pas un sous-groupe de sommet, Y; n’est
pas restreint a un sommet. Soit Y] est un arbre, soit il contient une aréte non 7T-
séparante 3 € Ay .

Si Y7 est un arbre, on procede a 1’étape inductive dans le cas déja traité d’un
arbre, en prenant néanmoins quelques précautions dans le premier cas. Dans le
second cas, en appliquant normalement la procédure, on finit par déterminer dans
deux sous-groupes de sommet GGy, deux équations:

Uy = cvpd dans Gy
/ /a1
Uy = €Uy C dans G

Dans le premier cas, la particularité provient du fait que ’on ne dispose plus que
d’une seule équation, mais ce que 'on perd en quantité, on le retrouve en qualité,
puisque cette équation a pour inconnues c¢,¢, et que ¢ = ¢ (¢). En procédant a
I’étape inductive, on peut déterminer soit deux équations du type précédent, soit
une seule équation dans un groupe de sommet Gy, de la forme suivante:

uy = cvp ¢t dans Gy

On passe alors a I’étape finale (du cas général).
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Si Y] n’est pas un arbre, notons Y5 le graphe obtenu en retirant ’aréte non
T-séparante 3 de Y;. Alors, le groupe I'; se décompose en une extension HNN de
[y = m(G,Y2), le long de I'isomorphisme g : Gy — Gg. Notons t3 la lettre stable,
et comme précedemment, on commet I'abus de noter G pour € = £1.

On dispose dans I'; soit, dans le premier cas, de 1’équation :

U =cuy &t

soit, dans le second cas, des deux équations:

up =cuvy ¢
Uy = " v,¢ "
Nécessairement, les deux termes de chaque égalité ont méme longueur pour cette
décomposition de I'y.
On utilise la proposition 7.2.2 pour écrire uq et v; sous forme normale pour cette
décomposition HNN de I';. Si u; et v; sont dans I'y alors, on doit avoir la méme
équation dans I'y. Sinon,

Uy = ult,ul . tﬂp P+1
vy = vitht v 1ty b
et ainsi, dans le premier cas,
Al = coptht bt !
et dans le second cas,
Ult'ul . tﬂp p+1 — cvlt’“ tgpvlf+1 /

Puisque ¢,c,¢ sont de longueur 1, on obtient dans le premier cas, deux équations
dans I's,

1_ 1 1_
uy =cv;d ou wu; =cd

et

1 1 .
W =eo?et ou Wt = et

pour certains d € G5, et e € Gy’
Dans le second cas on obtient dans I'y 1’équation :

u; =cvjd ou uj=cd
et on procede de la meéme facon avec la seconde équation de I'y invoquant u,, et v,
pour obtenir u} vl € T'y et 'équation de I'y:

ut = fulé

pour f € Ggl.
Dans tous les cas, si ['s est un groupe de sommet, on passe a l'étape finale.
Sinon, on répete ce procédé en décomposant I'y. On commence par décomposer le
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long des arétes non T-séparantes, puis des que I'on a obtenu un arbre (maximal), on
continue en utilisant 1’étape inductive du cas déja traité d’un arbre, avec les mémes
précautions que précédemment. Finalement, on finira par obtenir :

Dans le premier cas, soit deux groupes de sommet G, Gy, les éléments ug,v9 € Gy
et uy,vy € Gy et deux équations:

Uy = cvgd dans G4

uy =evp &t dans Gy
d’inconnues ¢ € Ggr.c € G,*,d € G e € Gy, pour certaines arétes 7,0, d’origines
s,s"; soit une seule équation dans G,

up = cup & b dans Gy

Dans le second cas, on détermine deux groupes de sommet G, Gy, les éléments
ug,vo € Gy et uj,v, € Gy et deux équations;

Uy = cvgd dans G4
uy =evp &' dans Gy
d’inconnues ¢ € Ggr.c € G d € G e € G, pour certaines arétes v,0, d’origines
s,s’.
On peut alors passer a I’étape finale. Remarquons que dans les deux cas, si a = 7,
et e, = —1, alors vy € G, et de méme, si « =0 et ¢, = —1, alors v € G .

Etape finale Cette étape se scinde en quatre cas.

1°" cas: G4 est le groupe d’une variété hyperbolique.

On dispose dans G4 d'une équation de la forme uy = cvyd, d'inconnues (c¢,d).
On peut appliquer les algorithmes de détermination des 2-cosets (propositions 4.3.9
ou 4.3.10), pour déterminer au plus un couple solution. On obtient ainsi au plus un
candidat ¢ € G susceptible de conjuguer v en wu.

2%me cas: Gy est le groupe d’une variété hyperbolique.

On dispose dans Gy d’une équation de la forme u), = ev) ¢!, d’inconnues (e,c).
On utilise encore les propositions 4.3.9 ou 4.3.10 pour déterminer au plus un couple
solution, et donc au plus un élément ¢ € G_*". On peut alors déterminer un candidat
éventuel ¢ = ¢ (¢).
3°me cas: Gg est le groupe d’un fibré de Seifert, et ’on a I’équation :

up = cvoé + dans Gy

d’inconnues (¢,¢) € G5 x G_°. Notons N la fibre de G,. N est engendré par un
élément h, et ’on peut considérer une base w,h de G5*. Posons u = 1 si vy est pair,
et 4 = —1 sinon. Avec les propositions 5.6.3 ou 5.6.4, on peut déterminer ’ensemble
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des couples solutions. Il est soit vide, soit de la forme {(coh®,h™"*¢y) | © € Z}. Dans
le dernier cas, puisque ¢ = ¢_"(c) = h™H*¢y,
¢ =3 (€) = g (h™1¢) = (¢3 (h)) "3 (¢o)
Dans la base w,h,
Co = (Cl,b), szn(éo) - (Cvd)7 gp;"(h) - (p7Q)

et puisque la décomposition W de M est minimale, avec la proposition 2.1.2, p # 0.
On obtient ainsi,

(a,b 4+ z) = (¢,d) — px(p,q)
et donc x = u%(c —a). Si z € Z, ceci détermine uniquement ¢ = coh”.
4%™me cas : G4,Gy sont des groupes de fibrés de Seifert, et ’on a les équations :
uy = cvgd dans Gy
uy =evyc ' dans Gy
Notons N =< h >, et N' =< h/ > les fibres respectives de G, et G4 . On applique les

algorithmes de détermination des 2-cosets (propositions 5.6.3 et 5.6.4). On détermine
alors des éléments ¢y € G5,¢o € G, tels que

c = coh® dans G,
¢ =coh’Y dans Gy

Dans la base w,h de G5,
Co = (avb)v SOZTL (60) - (Cvd)v szn(hl) - (p,Q)

et puisque la décomposition W de M est minimale, avec la proposition 2.1.2, p # 0.
Ainsi, puisque ¢ = ¢ (¢),

(a,b+z) = (¢,d) + y(p,q)

On obtient ainsi le systeme d’inconnues x,y,

a=c+py
b+x=d+qy

qui, puisque p # 0, admet un unique couple de solutions, rationnelles (z,y). Si x € Z,
alors on obtient le candidat ¢ = cyh” € G.

Une fois déterminé un candidant éventuel ¢, susceptible de conjuguer v eu u, on
utilise I'algorithme du mot (théoréme 1.4.5) pour décider si u = cve™! dans I'. On
procede de la méme facon avec tous les conjugués cycliques de v. Si I’on détermine
ainsi, un élément conjuguant un conjugué cyclique de v en wu, alors g; ~ g dans I'.
Dans le cas contraire, g; et g ne sont pas conjugués dans I'. |

Nous venons de montrer :

Théoreme 7.2.1 Soit M une 3—variété Haken, orientable, fermée, qui n’est pas
fibrée en tores sur le cercle. Il existe une procédure permettant de décider pour deuz
éléments de w (M), si ils sont ou non conjugués.
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Avec les théoremes 7.1.2 et 1.5.2,

Théoréme 7.2.2 Soit M une 3—variété Haken orientable. Alors mi(M) a un probléme
de la conjugaison soluble.

Avec les propositions 7.1.2, 5.5.1, et 1.5.1

Théoréme 7.2.3 Soit M une 3-variété orientable, vérifiant I’hypothese de Thurs-
ton. Alors (M) a un probléme de la conjugaison résoluble

On obtient alors aisément le corollaire suivant :

Corollaire 7.2.1 Soit M une 3—variété orientable a bord non vide. Le probleme de
la congugaison est résoluble dans m(M). Si N est une composante connezxe de OM,
et si T est l'image de m(N) dans w (M), alors le probleme consistant a décider
st un élément arbitraire arbitraire de m (M) est conjugué a un élément de T est
résoluble. Sous sa forme topologique, donné un lacet | de M, on peut décider st M
est librement homotope a un lacet de N.

Démonstration La premiere partie de I’énoncé est claire, puisque toute 3—variété a
bord non vide vérifie I’hypothese de géométrisation de Thurston. Pour établir la se-
conde partie de ’énoncé doublons la variété M le long de N, pour obtenir la variété
2M. Notons G = 71(M), et considérons une copie isomorphe G’ de G, et I'isomor-
phisme ¢ : G — G’. L’'image de T par ¢ sera notée T". Alors m(2M) est le produit
amalgamé de G et G’ le long de la restriction de ¢ a T'. Si M vérifie I’hypothese
de géométrisation, alors il en est de méme de la variété 2M. Ainsi m(2M) = 2G
a un probléeme de la conjugaison résoluble. Afin de conclure, nous montrons qu’un
élément u € G est conjugué a un élément de T, si et seulement si, u et ¢(u) sont
conjugués dans 2G.

Si u est conjugué at € T, par g, u = gt g~1, alors clairement, ¢(g)g
u en ¢(u) dans 2G.

Considérons le graphe de groupe (G,X) associé a la décomposition en produit
amalgamé de 2G. Il a deux sous-groupes de sommet G,G’, et un sous-groupe d’aréte
T. Siu et p(u) sont conjugués dans 2G, avec la proposition 3.2.2, il existe un trajet
de u a p(u) dans (G,X). Puisque u et ¢(u) sont dans des sous-groupes de sommet
distincts, ce trajet peut-étre supposé non trivial. Ainsi, u est conjugué a un élément
d’un sous-groupe d’aréte, c’est a dire a un élément de T'.

Ainsi, pour décider si u est conjugué a un élément de T dans G, il suffit de
décider avec 'algorithme de la conjugaison dans 2G, si u ~ ¢(u). |

~1 conjugue

C.Q.F.D.
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Glossaire

— Théorie des ensembles

D L’ensemble vide
o E X L’élément x appartient a X
~AC X L’ensemble A est un sous-ensemble de X
— A C X A est un sous-ensemble propre de X
— AU B . Réunion des ensembles A et B
— AN B Intersection des ensembles A et B
— X = A Complémentaire de A dans X
—{x1, T, T Ensemble constitué des éléments x1,x9, ... 2,
— (1,0 o ) e Le n-uplet constitué des éléments xq,xs,... ,z,
— (TR REN v e et e Suite infinie xg,z1,... , Ty, ...
—card(A) .o Cardinal de '’ensemble A
— A X B Produit cartésien de A et B
— X = Y Application de X dans Y
A Restriction de f a A C X
— F(A) Image directe de A C X par f
— fTHB) o Image réciproque de B C Y par f
— O G Composée des applications f et g
—Idx L’application identité de X dans X
R Si f est bijective, application réciproque de f
i X =Y Si X C Y, I'application d’inclusion de X dans Y
~NN, ..o Ensembles des entiers naturels, des entiers naturels non nuls
ZN//P Ensembles des entiers relatifs, des entiers relatifs non nuls
—QQu . Ensembles des rationnels, des rationnels non nuls
- RR,R Ensembles des réels, des réels non nuls, des réels positifs
—CCh Ensembles des complexes, des complexes non nuls

—F(S)eo Le groupe libre engendré engendré par la famille finie S
—Ker(@) .o Le noyau de I'homomorphisme ¢
—GEECX R > Présentation du groupe G
~H<GouHCG . ... i H est un sous-groupe de G
—-HaG ... H est un sous-groupe distingué de G
—< X >gou< X > Le groupe engendré par X dans G
—gpa(X)ougp(X)......... Le plus petit sous-groupe distingué de GG contenant X

209
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— G Les éléments g et h sont conjugués
— g, h] Le commutateur de g et h
GG Sous-groupe commutateur de G
—Z6(g) OW Z(g) e Centralisateur de g € G dans G
— 2 Q) Le centre de G
~GXHouGOH............ Produit direct de G et H
G H oo Produit libre de G et H
~GXxyHouGxH.........................L. Produit semi-direct de G par H
—AUt(G) oo Groupe d’automorphismes de G
~Inn(G) oo Groupe d’automorphismes intérieurs de G
—Out(G) oo Groupe d’automorphismes extérieurs de G

— L Le groupe trivial
= F Le groupe libre de rang n
72 Le groupe cyclique infini
iy Le groupe cyclique d’ordre n
L)Y/ Le groupe libre abélien de rang 2
L Le groupe libre abélien de rang n
— S Le groupe des permutations d’ordre n
— Doy e Le groupe diédral d’ordre 2n
~GLn,K) ..o Le groupe général linéaire de degré n sur 'anneau K
—SL(n,K) ..o Le groupe spécial linéaire de degré n sur 'anneau K
—~PSL(n,K) ........ Le groupe projectif spécial linéaire de degré n sur 'anneau K
— Topologie

AU ) e Intérieur de U C X
—adh(U) .o Adhérence de U C X
—Int(M) o Intérieur de la variété M
— OM Bord de la variété M
— (M) Le groupe fondamental de la variété M
~-H(MK)....ocooooii Le premier groupe d’homologie a coefficient dans K
— fo :m (M) — m(N) ..... L’homorphisme induit par une application continue f
~M/T . Espace des orbites de 'action de I' sur la variété M
M Le revetement universel de M
— M#EN .. Somme connexe des 3—variétés M et N
— D = 0, L’intervalle
— 80 S S S Les spheres 0,1,2,3-dimensionnelles
D Le disque
— B La boule 3-dimensionnelle
O X L’anneau
= S X S Le tore
— O La droite projective complexe
R Le plan projectif réel

— KBy o La bouteille de Klein
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— P L’espace projectif réel de dimension 3

—Isom (X)) .o Groupe d’isométries de X
—TIsom™(X) ... Groupe d’isométries de X préservant ’orientation
~SEEIHB Les 3-géométries de courbure constante
~ ST ENHE xR Les 3-géométries produits
— SOLNILSL(2R) .o Les 3-géométries twistées
= XD X-Espace-forme
~ Notations spécifiques
—ow(M) ........... 3—variété obtenue en coupant M le long de la surface W, p.30
—riow(M) — M. o Application d’identification, p.32
~Axy B Produit amalgamé de A et B relativement a ¢, p.34
~Ax.B............. Produit amalgamé de A et B le long du sous-groupe C, p.34
— Ak Extension HNN de A relativement a ¢, p.35
—gl . Longueur de I'élément g pour g € A x4 B, ou g € Ax,, pp.35,36
— S Ensemble des sommets d’un graphe X, p.37
~Ax, Ak Ensembles des arétes d’un graphe X, p.37
—0e: Ay — Sx .o Origine et extrémité d’une aréte a € Ay, p.37
— (G, X ) e Graphe de groupe, p.37
— OGS x Ensemble des groupes de sommet de (G,X), p.37
—GAx . Ensemble des groupes d’aréte de (G,X), p.37
¢ Ga — Goga) - ovvvnn Monomorphisme associé a (G,X) pour a € Ax, p.37
—m (G, X)L Groupe fondamental du graphe de groupe (G,X), p.38
7 Lettre stable associée a 'aréte a € Ay, p.38
— (G, X T) e Graphe de groupe décomposé, p.38
Gl Sous-groupe de sommet, p.38
Ga, G G Sous-groupes d’aréte, p.39
— oG, — GF o [somorphisme associé a a € A(X), p.39
—Gen(X) ..o famille génératrice canonique de 71(G,X), p.40
—label(C) ..o Label du trajet C, p.54
—C(UyS) e Ensemble des labels des circuits en u d’origine s, p.54
S C(U) e Ensemble des labels des circuits en u, p.56
—F(X) o Ensemble des fermés de ’espace topologique X, p.75
~C(G) e Ensemble des sous-groupes fermés du groupe de Lie G, p.75
o 21 (€ Ensembles des sous-groupes discrets du groupe de Lie G, p.75
~ D,(I"(H?))..Ensemble des sous-groupes discrets sans torsion de PSL(2,C), p.76
—H, H H Espaces des 3—variétés hyperboliques, p.76
—F, F F o Espaces des 3—variétés hyperboliques de volume fini, p.78
= M) Partie e-épaisse de M, p.78
Mg Partie e-fine de M, p.78

—lgrs(W) oo Longueur d’'un mot w sur la famille génératrice S, p.84
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—dg ... Métrique du mot pour la famille génératrice S, p.84
— gl Longueur de I'élément g pour la métrique du mot, p.84
-T(G,S) .o Graphe de Cayley de G pour la famille génératrice S, p.85
~NCm(M) oo Fibre du groupe de Seifert m (M), p.119
I Cm(M) oo Sous-groupe canonique de 71 (M), p.120

............. Surjection canonique p.123
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Résumeé : Nous donnons une solution compléte au probleme de conjugaison dans
le groupe d'une 3-variété orientable vérifiant la conjecture de géométrisation de
Thurston. On montre aisément que ce probleme se réduit au cas d’une 3—variété
fermée irréductible, qui est soit Haken, soit un espace fibré de Seifert. La plupart de
ce travail est dévoué au cas haken.

Nous utilisons principalement la stratégie utilisée par Z.Sela dans le cas d'un
groupe de noeud. Nous coupons la variété le long de tores essentiels, afin d’obtenir
des pieces qui soient hyperboliques de volume fini, ou des espaces fibrés de Seifert.
Nous montrons alors comment réduire le probleme de conjugaison a des problemes
algorithmiques plus délicats, dans les groupes des pieces obtenues.

Dans le cas d’un piece admettant une fibration de Seifert, son groupe fondamental
" contient un sous-groupe normal cyclique N. Le groupe quotient I'/N est Fuchsien.
La résolution d’algorithmes dans I'/IN fournira les algorithmes nécessaires dans T'.

Dans le cas d'une piece M admettant une structure hyperbolique de volume

fini, nous utilisons le théoreme de chirurgie hyperbolique de Thurston pour montrer
comment obtenir deux «bonnes» variétés hyperboliques M7, M, obtenues par obtu-
ration de Dehn sur M. Les algorithmes nécessaire dans 71 (M) peuvent étre réduits a
des couples d’algorithmes analogues dans (M) et m1(Ms), qui peuvent étre résolus
avec la théorie des groupes hyperboliques de Gromov; ce qui fournit une solution
dans 71 (M).
Mots-clefs : Problemes de Dehn, groupe fondamental, décomposition JSJ, gra-
phes de groupe, variété hyperbolique, théoreme de chirurgie hyperbolique de Thurs-
ton, topologie géométrique, espaces fibrés de Seifert, groupes oJ-hyperboliques,
groupes Fuchsiens.

Abstract : We give a complete solution for the conjugacy problem in oriented
compact 3—-manifold satisfying Thurston geometrization conjecture, groups. It is ea-
silly shown, that this problem reduces to the case of a closed irreducible oriented
manifold, wich is either Haken or a Seifert fibered space. The main part of this work,
is devoted to the Haken closed case.

We essentially make use of the strategy used by Z.Sela in the case of a knot
group. We cut the manifold along essential tori, to obtain pieces which are either
hyperbolic of finite volume, or Seifert fibered spaces. We show how to reduce the
conjugacy problem to (harder) algorithmic problems in the groups of the pieces
obtained.

In the case of a piece admitting a Seifert fibration, its fundamental group I,
contains a cyclic normal subgroup N, and the quotient group I'/N is Fuchsian.
Algorithms in I'/N will supply solutions in I

In the case of a finite volume hyperbolic piece M, we make use of the Thurston
hyperbolic surgery theorem to show how one can obtain two ”good” closed hyper-
bolic manifolds My,Ms by surgery on M. The algorithms needed in 71 (M) can be
reduced two couples of similar algorithms in m(M;) and 71 (M3), wich can be solved
using Gromov’s word-hyperbolic group theory ; giving solutions in m (M).
Key-words : Dehn Problems, fundamental group, JSJ decomposition, graph of
groups, hyperbolic manifold, Thurston’s hyperbolic surgery theorem, geometric to-
pology, Seifert fibered spaces, word-hyperbolic groups, Fuchsian groups.



