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Introduction

Le but de cette these est de faire de 'analyse sur les graphes infinis pondérés et d’étudier
certains opérateurs discrets et quelques problémes liés a ces opérateurs. Plus précisément,
nous nous intéressons a I’étude des propriétés de 'opérateur discret de Gauss-Bonnet qui
est un opérateur de type Dirac ( son carré est 'opérateur Laplacien), comme suite du
travail de Colette Anné et Nabila Torki-Hamza [4]. De plus, nous donnons une version
discrete de la notion importante de non-parabolicité a l’infini introduite par Gilles Carron
[8] pour les variétés Riemanniennes non-compactes. En fait, le passage du modele continu
au modele discret est motivé par le lien étroit qui existe entre les graphes et les variétés
Riemanniennes. En effet, une variété Riemannienne M peut étre discrétisée sous forme
d’'un graphe G et la géométrie de GG est alors une bonne approximation de la géométrie de
M. D’autre part, grace a la condition de non-parabolicité a 'infini, 'opérateur de Gauss-
Bonnet est Semi-Fredholm ce qui est utile dans la décomposition de Hodge pour résoudre
des problemes tel que le probleme de Kirchhoff.

Un autre résultat principal de cette these est d’étudier les propriétés spectrales de
l'opérateur Laplacien. Il y a plusieurs travaux récents sur ce sujet tel que [31], [15], [33]
[12], [37], [23], [13], [39]... Dans notre travail, nous distinguons deux types d’opérateurs
Laplaciens le premier défini sur I'espace des fonctions sur les sommets et le deuxieme
défini sur 'espace des fonctions sur les arétes. Donc, c¢’est une question naturelle de voir
le lien entre leur spectres respectifs. En utilisant, la propriété de non-parabolicté a I’infini,
nous montrons que les spectre de ces deux Laplaciens coincident en dehors de la valeur 0.
De plus, nous étendons les résultats de John Lott [26] qui affirment que la valeur spectrale
0 est dans le spectre de I'un de ces deux Laplaciens.

Cette these se décompose en trois chapitres en plus de I'introduction, 'annexe et la
9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

bibliographie :

-le deuxiéme chapitre rassemble les diverses notations et définitions, qui vont étre
utilisées dans les chapitres qui suivent. Notamment, nous introduisons l'opérateur de
Gauss-Bonnet et I'opérateur de Laplace sur les 1-formes. Nous regroupons les propriétés
principales pour étudier la notion de parabolicité sur les graphes. Et nous introduisons un
probléme d’application sur les réseaux électriques résistifs qui est le probleme de Kirchhoff.

-Dans le troisieme chapitre, nous donnons une version discréte d’une notion spécifique
introduite par Gilles Carron [8] pour les variétés Riemanniennes non-compactes. En fait,
nous allons considérer l'opérateur de Gauss-Bonnet non parabolique a l’infini qui permet
d’avoir une information sur le comportement du graphe a U'infini (pas de cycle a 'infini).
De plus, avec cette propriété notre opérateur est semi-Fredholm. D’autre part, comme
nous travaillons sur un graphe infini connexe, 'opérateur gradient vérifie toujours cette
propriété alors que l'opérateur de divergence qui est son adjoint ne vérifie pas.

-Dans le quatrieme chapitre, nous introduisons la notion de spectre. Plus précisément,
nous donnons les définitions et les propriétés spectrales reliées aux opérateurs bornés auto-
adjoints. Dans le cadre d’un graphe infini pondéré, nous donnons de nouveaux résultats
sur la relation entre le spectre du Laplacien Ay défini sur les fonctions et le spectre du
Laplacien A; défini sur les formes, en utilisant la propriété de non-parabolicité a l'infini
introduite dans le chapitre précédent. Ces résultats sont inspirés des travaux de Shirai
[33] et Strichartz [37]. De plus, nous étendons un résultat de Lott [26] concernant la ca-
ractérisation de la valeur spectrale 0, comme réponse a la question : est-ce-que la valeur
0 est dans le spectre de I'opérateur Ag ou dans le spectre de 'opérateur A; ?

Et nous finissons avec un chapitre annexe qui contient les preuves des principaux
résultats utilisés au cours de cette these.



Analyse sur les graphes

Ce chapitre présente les diverses notations et définitions utilisées dans cette these, en
faisant de l’analyse sur les graphes (espace fonctionnels et étude des opérateurs) et en
regroupant les propriétés principales pour étudier la notion de parabolicité sur les graphes.
De plus, nous introduisons un probleme assez important qui est le probléme de Kirchhoff.

2.1 Quelques éléments d’analyse sur les graphes

Cette section contient les principales définitions et notations relatives aux graphes qui
sont inspirées de références suivantes [7], [9], [17], [1] et [40].

2.1.1 Notion de graphe

Un graphe G est la donnée d’un couple (V, E), ot V est un ensemble au plus dénombrable
de sommets et £ est un sous-ensemble de Py(V) (I'ensemble des parties a deux éléments
de V), 'ensemble des arétes. Si ’ensemble V est fini, on dit que le graphe G est fini. Si
non, G est dit infini. Lorsque deux sommets x et y sont reliés par une aréte e, on dit
qu’ils sont wvoisins ou adjacents. On note alors = ~ y et e = {x,y}. Parfois, on aura des
graphes avec des boucles : cela veut dire qu'’il y a aussi des arétes du type {z, x} que 'on
peut dessiner comme une boucle au sommet z. En chimie les arétes sont aussi munies de
multiplicités qui indique le type de liaison entre atomes. Un graphe G orienté consiste a
définir une partitionde £ : ETUE™ =&

(v,y) €E" & (y,x) €&,

Dans ce cas pour e = (z,y), on définit origine e~ = xz, la terminaison e™ = y et Paréte
oposée —e = (y, ). Cette orientation est nécessaire pour définir certains opérateur telles

11



12 CHAPITRE 2. ANALYSE SUR LES GRAPHES

que le gradient. Un chemin est une suite finie d’arétes, i.e. une suite finie {ey }r—o. . tel
que si n > 2 alors e = e, Vi € {0,...,n — 1}. Le graphe G est dit conneze si deux
sommets quelconques z et y peuvent étre reliés par un chemin avec e; = x, e;7 = y. Un
cycle est un chemin dont l'extrémité et I'origine sont identiques (e} = ey ). Un arbre est
un graphe connexe sans cycles. Le degré d'un sommet x est le nombre de ses voisins noté
par

deg(x) :=t{e € &; e~ =z}.

Si deg(z) < oo, G est dit localement fini. S’il existe une constante positive M tel que
deg(xz) < M pour tout x € V, le graphe G est dit uniformément localement fini ou d
valence bornée. Le graphe G est k-regulier si deg(x) = k pour tout x € V.

Exemples :

e le Graphe Z : V=Z et £ ={(z,y) € Z X Z; |x — y| = 1}. Plus généralement, le
graphe Z? appelé réseau euclidien qui est d-régulier tel que I'ensemble de sommet
V est I'ensemble de d-uplet x = (zy,...,24) et U'ensemble des arétes € = {(z,y) €
7 x 74 Z;j:l |x; — yi| = 1}.

o Graphe bipartite s’il existe deux sous-ensembles disjoints Vy et V; de V qui le
recouvrent. Et £ = {{z,y}; x € Vpet ye Vi oux € Vy et y € Vo }.

o Graphe de Cayley : Soit (G, *) un groupe. Le graphe G = (V, £) est appelé graphe
de Cayley de groupe G qu’on note (G, 5), si (G, *) est un groupe et S est une partie
génératrice symétrique de G, c’est a dire, I’élément neutre de groupe G n’est pas
dans S et siz € Salorsz™! € S. Et on a {z,y} € £ si et seulement si y ™' xx € S.
Par exemple, (G, *) est égale a (Z,+) et S = {—1,1}.

2.1.2 Graphes pondérés

Il existe différentes définitions de graphe pondéré, pour la simple raison que le genre de
graphes qu’il faut considérer dépend souvent du probléeme dont la solution est visée. On
introduit une premiere définition tel que le poids sur les sommets et celui sur les arétes
sont indépendants :

Définition 2.1.1. Un graphe pondéré (G,c,r) est la donnée d’un graphe G = (V,E), un
poids sur les sommets ¢ : V —|0,00] et un poids sur les arétes r : € —]0,00[ tel que

r(—e) =r(e).

Une deuxieme définition tel que le poids sur les sommets définis a partir du poids sur
les arétes qu’on peut considérer comme un cas particulier de la définition précédente :

Définition 2.1.2. Un graphe pondéré normalisé est un couple (G,b), ou G = (V,&) un
graphe et b:V x ¥V — R une fonction positive vérifiant :

e b(z,x) =0, Ve V.
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e b(z,y) >0, V(z,y) €E.
e b(z,y) =b(y, ), V(z,y) € €.

Ainsi, le poids b sur £ fait apparaitre un poids sur V lorsque -, b(z,y) < 0o :

px) = Z b(x,y), € V.

y~z

Un cas particulier, si G est localement fini 8 est bien défini.

Exemples :

1. La définition 2.1.2 est souvent utilisée pour un réseau électrique résistif tel que G est
le couple (V, €) qui est un graphe fini ou infini connexe. b est appelé la conductance
et vérifie

> b(z,y) < 0.

y~zx

De plus, la conductance est 'inverse de la résistance.

2. Sib(z,y) =1, Y(x,y) € € alors f(x) = deg(z), Yo € V.

On peut aussi citer une autre définition utilisée dans les articles du groupe allemand de
Lenz [23], [24], [19] et [21].

Définition 2.1.3. Un graphe pondéré est un couple (V,b), ou V est l’ensemble de sommet
etb:V xV — R une fonction positive vérifiant :

e b(z,z) =0, Vel
e b(z,y) =0b(y,x), Vo, y € V.
e Y evb(z,y) < oo, Vz EV.

Remarque 2.1.1. e L’ensemble des arétes £ est défini a partir de b. En effet, deux
sommets x,y € V sont connectés par une aréte si b(x,y) > 0.

e Le graphe est localement fini si l’ensemble {y € V; b(x,y) > 0} est fini pour tout
x e V.

Exemples :

1. Soit V un ensemble dénombrable des sommets et b une fonction positive sur ¥V x V
tel que b(z,y) = 1, V 2,y € V tel que x # y. Alors, si 3, cpz, 1 < 00, Vo €V
(graphe localement fini), on obtient alors (V,b) est un graphe pondéré.
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2. On considere le graphe pondéré (N, b) tel que

log(n+1)log(m+1)

2Dz SinFm,

b(n,m) =
0 sinon

On a Y ,,cpb(n,m) < oo, Vn € V mais ce graphe n’est pas localement fini.

2.1.3 Notions de sous-graphes

Définition 2.1.4. Un sous-graphe de G = (V, &) est un graphe dont les sommets et les
arétes sont respectivement inclus dans V et £.

Définition 2.1.5. (Sous-graphe induit )
On considere une sous partie connexe K de V qui peut étre infinie. On définit

Ex ={e=(x,y) €& x,y e K}.
Alors, Gx = (K, Ek) est un sous-graphe induit de G.

Remarque 2.1.2. Un sous-graphe induit de G est un sous-graphe mais la réciproque est
fausse.

Exemple

Soit G' un graphe fini orienté tel que
V=1{1,2,3,4,56}

et

€ ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(3,4),(3,6)} -

Alors, Gk tel que K = {2,3,4,6} et Ex = {(2,3),(3,4),(3,6)} est un sous graphe induit
de G et Gk tel que 'ensemble de sommets K’ = {1,2,3,4,6} et 'ensemble des arétes
Ex = {(1,2),(1,4),(3,4),(3,6)} est un sous-graphe de G mais n’est pas un sous-graphe
induit puisque il manque les arétes (1, 3) et (2, 3).

Nous introduisons d’autres définitions et notations dont nous avons besoin dans le
chapitre d’apres.

Définition 2.1.6. (Sous-partie de G)
Une sous-partie U de G est un couple (Vy, Ey) tel que Vy CV et Ey C E.

Remarque 2.1.3. Une sous-partie de G n’est pas en général un sous-graphe de G.
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Exemple

Considérons le méme graphe G de l'exemple précédent. Soient Vy = {1,4,6} et & =
{(1,4),(3,4)}, alors U = (Vy, &y) est une sous-partie de G mais n’est pas un sous-graphe
de G puisque l'aréte (3,4) est dans £ mais son extrémité 3 n’est pas dans Vy.

Nous avons aussi les sous-ensembles suivants associés a G C G :

Le bord de sommets G :
0K ={r ¢ K;3y € K, y ~ z}.
Le bord d’arétes G :
ek ={e=(r,y)e& reKetyd¢ K}.
De plus, nous introduisons la notion de voisinage d’un sous-graphe fini Gx de G :

Définition 2.1.7. G est un voisinage de G si G = (K, Ex) est un sous-graphe fini
de G tel que N
i) K C K fini,

ZZ) Ex U 8<€K C 51?7

iii) e = (v,y) € £ = w, ye K.

Ainsi, notons le plus petit voisinage de G par G;(O, ot Gf(o est un sous-graphe fini de
G contenant G et leur bords.

Remarque 2.1.4. Dans [21], G est dit voisinage combinatoire de Gr.

Désormais, nous considérons le graphe pondéré (G, ¢, r) de la définition 2.1.1
orienté, connexe et localement fini qui sera noté G.

2.1.4 Espaces fonctionnels

Notons ’ensemble des fonctions réelles sur V par :
CV)={f:V—=R}

et celui des fonctions a support fini par Co(V).
De méme, nous avons ’ensemble des fonctions antisymétriques réelles sur £ noté :

C' (&) ={p: &= R; p(—e) = —p(e)}

et celui des fonctions a support fini noté par C§(€).

Introduisons les espaces de Hilbert suivants associés au graphe pondéré G.
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#w) = {1 ecmn oo <,

eV

muni du produit scalaire :

(f.9)y =>_ clz)f(z)g(x)

eV

1flly = V(T £y

dont la norme associée

b)
(&) = {90 € CE); Zr(e)gpz(e) < oo} ,

ecl

muni du produit scalaire :

(0 0)s = = S r(e)ple)ile)

2 ec&

dont la norme associée

lelle = v/ {p, @)

¢) Ainsi, la somme directe de [?(V) et [*(£) est donnée par :

P(G):=PW) @ PE) = {(f,¢), flPV) et p e (€)},

muni du produit scalaire :

<<f7 QD)’ (gaqu)»G = <f7 g)v + <907¢>5 .

Et avec la norme
2 2 2
1(f, o)l = ILFly + llelle -

2.1.5 Opérateurs et propriétés

Nous donnons dans cette partie les différentes expressions et propriétés des opérateurs
mathématiques introduits sur les graphes tel que le gradient et son adjoint I'opérateur de
divergence, I'opérateur de type Dirac et son carré le Laplacien.

L’opérateur gradient : c¢’est I'opérateur

d:Co(V) — C5(E),

donné par
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L’opérateur divergence : c¢’est ’adjoint formel de d, noté § et vérifie

(df,0)e = (f,00)y,,Yf € Co(V) et Vo € C5(E). (2.1.1)

De plus, nous avons la formule suivante qui caractérise § inspirée de [4].

Lemme 2.1.1. L’opérateur divergence d est donné par la formule :

Sp(r) = —— 3 r(e)p(e), Vo € CLE).

c(z) eet=c

Preuve
Soient f € Co(V) et ¢ € C§(E), en utilisant (2.1.1), nous obtenons

@ ple = 5 ZrOAEC)
1 . .
= 532 (fe) = 1) ¢l0
- ; f(x)( > r(eele) = X r<e>¢<e>).
zey eet=x e,e”=x

Or, r(—e) = r(e) et o est antisymétrique entrainent

> r(e)ple) == > rle)ple).

e,et=x e,e~=x

Ainsi |

Ahohe = 3 el0)f(@) (1 5 r<e>w<e>)

eV ¢ ZL‘) e,et=x
= <f7 590>V .
[l
Nous introduisons maintenant un résultat tres important inspiré de [43].
Lemme 2.1.2. Soient x, xo € V, alors il existe une constante strictement positive C' =
Chz, tel que
|f(@)] < C([f(@o)| + ldfllg), Vf € Co(V). (2.1.2)

Preuve
Soient x, o € V, comme G est connexe, il existe toujours un chemin d’arétes v,
reliant = & xo, 1. €, Vauy = {€k}h=1..n avec e =, ef = zgetsin >2Vj;1 < j <
+ _ —
(n—1)=¢ =€,

.....
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Alors, en utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

f(2) - fl (@) = fle) + flef) = Fled) + o+ fledy) = flxo)|
[df(e)] + ldf(e2)| + .. + [df (en)]

1
r(e)|df(e
me| (€)

IANIA

Par suite, I'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

(@) - flzo)] < (Z (1)) (Z r<e><df<e>>2)

66’711‘0

IN

Some (Zr(e)(df(e)f);

ec&

S S:):xo de”g>

oﬁSmO:(Z 1) .

e€Yzz r <€>

Ainsi, nous déduisons que

[f(@)] < [f(2) = flzo)] + |f (o)
< Saap [[dflle + 1f (o)l
< Chag ([1df e + 1/ (20)])
avec Chzy = max(Szz,, 1). O
~Avant de donner un autre résultat aussi important. Pour f € Co(V), nous définissons
f par
Fle) = f(e‘)-gf(ﬁ)’ve ce

Ainsi, nous avons de [30] la formule de dérivation suivante :

Lemme 2.1.3. Soient f,g € Co(V) et ¢ € C3(E), alors nous avons

A(f9)(e) = F(e")dgle) + gl )df (e). (213
H(F)@) = F@)ipla) = s ¥ r(e(D)(e)ole) (2.1.4)

Preuve
Pour f,g e Co(V) et e € &

d(fg)(e) = (fg)le’) -

= fle")(y
= fle )d(g)(e) (6 )d(f)(e)-
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D’autre part, pour ¢ € Cj (?let en appliquant la formule de caractérisation de 6 du lemme
2.1.1 a la fonction f¢ € C§(€), nous obtenons

T = g T T
- 1 T e
* o 2o ()
ot PRCLCRErr RO GICERE
= J@IRE) ~ g X AN

Opérateur de Gauss-Bonnet : ¢’est ’'endomorphisme

D=d+6:C(V)@C;(E) — Co(V) & CG(E)
tel que
‘ ~ [0 ¢
D(f, o) = (6p,df), i.e. D = ( 40 >

C’est un opérateur de type Dirac : D? = A qui est opérateur Laplacien. De plus,

nous avons
~ [ Ao O
»=(va)

Définition 2.1.8. -L’opérateur Ay = 0d qui agit sur Co(V) est appelé le Laplacien sur
les O-formes.
-L'opérateur Ay = dd qui agit sur C§(E) est appelé le Laplacien sur les 1-formes.

ou AOZ(Sd et Al =dod.

Proposition 2.1.1. Pour tout graphe G conneze et localement fini, les opérateurs d et §
sont fermables et non-symétriques et les opérateurs D et A sont symétriques.

Preuve

Commencons par montrer que d est fermable. Supposons qu’il existe une suite (f,),
de Cy(V) convergente vers 0 pour la norme [*(V) et (df,), converge vers ¢ pour la norme
I2(€). Montrons que ¢ = 0.
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Or, la convergence dans [?()) donne la convergence ponctuelle, ce qui entraine que (f,,(7)),
converge vers 0 pour tout = € V. Ainsi, df,(e) = f.(e*) — f.(e”) converge vers 0 et par
unicité de la limite nous avons donc ¢(e) = 0.

En utilisant le méme raisonnement et le fait que le graphe est localement fini, nous obte-
nons que l'opérateur 0 est aussi fermable. Pour plus de détails, voir [4] et [32].

Pour la symétrie de I'opérateur D, soient o1 = (f1,¢1) € Co(V) B CH(E) et o2 = (fa2, ¢2) €
Co(V) ® C§(E), par (2.1.1) nous obtenons

< Doy,00 > = <0p1, fo>y + <dfi,pr >¢
< 1,dfy > + < f1,0p09 >y
= <0'1,D0'2 >a

2.2 Graphe parabolique

Cette section établit les rapports qui existent entre la probabilité, la théorie de graphe et
la théorie de potentiel. Ces domaines sont intimement liés et permettent d’appréhender
un méme probleme de différentes manieres. Plus précisément, cette partie est consacrée a
I’étude de la notion de graphe parabolique et a sa caractérisation en théorie de potentiel.

2.2.1 Graphe parabolique

Cette partie est inspiré des articles de M. Yamasaki [42], [43] et [44].

Nous considérons l'espace de Dirichlet D(V) des fonctions f sur V telles que de,if €
I2(£), oll deys est Pextension de Popérateur d sur [2(€). Pour f € D(V), nous définissons
la somme de Dirichlet par

D(f) =< dextf> dextf >e= ; Z T<€)demtf<€>2~

ecf

Fixons o € V et pour tout f, g € D(V) nous définissons une norme sur D(V) par :

< f7g >0= f(O)g(O)+ < demtfu deztg ><€' .

Proposition 2.2.1. 1. Les normes ||.||, et ||.||,, sont équivalentes pour tout o # o'. ET
la convergence pour la norme ||.||, donne la convergence ponctuelle.

2. L’espace de Dirichlet (D(V), < .,.>,) est un espace de Hilbert.

Preuve

1. Grace a la connexité de graphe et lemme 2.1.2.
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2. Il suffit de prouver que l'espace (D(V), < .,. >,) est complet.

Soit (fn)n une suite de Cauchy dans (D(V),< .,. >,), alors par lassertion 1),
(fn(x))n est de Cauchy dans (R, |.|) qui est complet, par suite f,(z) converge vers
une limite notée f(z) pour tout x € V. Montrons que de,f € [*(€) et que (fn)n
converge f pour la norme |||,

Soit J C & fini et comme (f,), une suite de Cauchy ainsi ||deg fn|/c est bornée par
M, nous obtenons donc

d_r(e)deaf(e) = D r(e)(f(e") = fle7))?

eeJ eceJ

- zr(e)(nlggofn(e ) = lim_ fa(e7))?

n—oo
ecJ

_ 2
= Jim D r(e)deatu(e

ecJ

M.

IN

D'ott, degef € 12(E).

Prouvons alors que (f,), converge f pour la norme ||.||,. En utilisant le lemme de
Fatou, nous avons donc

> r(€)dent(f = fa)?(e) < liminf Y r(e)deas(fin — fu)*(e).

ecJ ecJ
D’0u le résultat.

g

Nous introduisons maintenant une notion importante qui est la capacité d’'un ensemble
fini dans )V et comme nous sommes dans le discret il suffit de la définir pour un point.

Définition 2.2.1. La capacité de x € V, notée cap(x), est définie par

cap(z) = inf{||df|[¢; f € Co(V) et f(x) =1}.

Définition 2.2.2. Le graphe G est dit parabolique s’il existe x € V tel que cap(z) = 0.
Si non G est dit non-parabolique.

Nous avons avec cette définition la caractérisation suivante de la parabolicité.

Proposition 2.2.2. G est parabolique si et seulement si 1 € C’D(V)” I

Preuve

Commencons par prouver la premiere implication, c’est a dire, s’il existe x € V tel
que cap(z) = 0, existe-il une suite (f,,),, de Co(V) qui converge vers 1 pour la norme |.|[, ?
Comme cap(z) = 0, alors il existe une suite (f,), de Cy(V) telle que f,(z) = 1 et
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Jim [ldf, s = 0.
Or, lim [|f, — fu(0)[|, = lim [[dfu[[¢ = 0. Et 1. de la proposition 2.2.1 entraine que fu ()
converge ponctuellement vers f,,(0). D’autre part, f,(z) = 1, donc f,(0) = 1 ce qui permet
de conclure que nh_{{.lo | fn — 1]|, = 0. D’0u le résultat.

Pour la deuxieme implication, trouver une suite (g,), de Co(V) telle que g,(z) =1 et
1im ||dgn[le = 0.

Par hypothese, nous avons 1 € CO(V)H'””, alors il existe une suite (f,,), de Co(V) telle
que lim || f, —1f|, = 0.

Posons
1 enz,

gn =
fo sur G —{z},

Ainsi, (gn)n est une suite de Cy(V), gn(x) =1 et il nous reste a montrer que
1im_||dgn[l¢ = 0.
Par 'inégalité triangulaire, nous avons

1dgnlle < [ld(gn = fu)lle + lldfulls -

Or lim | f, — 1|, =0, ce qui entraine
Jim |dfa[[¢ = 0.

De plus, en utilisant le fait que la convergence de (f,), vers 1 pour la ||.||, donne la
convergence ponctuelle, i. e, f,(z) converge vers 1. Nous obtenons donc,

d(gn — fu)(@,y) = (gn — fa) W) — (gn — fu)(@) = (fa — fu)(y) — (1 = fu(z)) = O

et
d(gn — fu) (W, 2) = (gn — fo)(2) = (gn — fu)(y) =0 siy et 2 € G — {z}.

Par suite,
lim [[d(gn — fu)llg = 0.

n—o0

Ainsi, nous avons trouvé une suite (g, ) de Co(V) telle que gn(z) =1 et lim |dgnlle = 0.
D’ou

inf{[[df|[¢; f € Co(V) et f(z)=1} =0
et cela implique que cap(z) = 0. O
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Exemple

Le graphe Z est parabolique. En effet, il suffit de construire une suite de fonction a support
fini sur Z telle qu’elle converge ponctuellement vers 1 et sa différentielle tends vers 0. Soit
fn définie par :

1= szl <n,

fn(x) = !

0 sinon .

Proposition 2.2.3. cap(z) > 0, pour tout x € V, est équivalent d lexistence de @, € 1*(E)
tel que dp, = Cxz, C' > 0.

Preuve
Soit € V tel que cap(z) > 0, alors il existe une unique fonction f} de Cy(V), fi(z) =
1et ”df;”lg(g) = cap(z) := C. De plus, pour tout g € Cy(V) tel que g(z) = 0, nous avons
< dfr,dg >¢= 0. Posons
P = df;cka
ainsi @, € 1*(€).

Considérons la fonction
9= = [f@)f, ¥Vf e C)
Alors, g est dans Cy(V) et g(z) = 0 ainsi

< g, dg >e= 0.

Par suite
< @, df >¢ flz) < pu, dfr >¢
= flz) <dfy,df; >
= f(z)cap(z)
= [f(z)C,
or
< Soxvdf >e=< 5902:7,]( >y, Vf € CO<V)
ainsi

< 5(10:c7f >y= fxC =< Can f >y, vf S CO(V)
D’ou le résultat.

Inversement, soit f € Cy(V) telle que f(z) = 1. Par hypothese, il existe ¢, € [*(€) tel
que
< 0a, [ >v=<Xa, [ >v=[f(2).
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Or,
< 5¢7f >p=< Soadf >¢,

ainsi nous obtenons

[f(@)| < [< e df >e| <@l lldf]ls -

Par suite .
< |ldfllg -

ol ¢

D’ou
0< < cap(zx).
ol
O

Exemple

Le graphe Z? est parabolique. En effet, par [28], il existe une partition d’arétes de Z?
comme suite : soit [A", A""!] ensemble de 8n + 4 arétes d’extrémité I'une de carré A”
de longueur 2n et 'autre de carré A" de longueur 2(n + 1). Par exemple, dans la figure
suivante "le réseau Z?", nous avons A° est le point 0o = (0,0) qui est en noir et A® est le
carré en rouge. Ainsi, I'ensemble [A°, A'] contient les quatre arétes d’extrémité le point
noir qui est relié au points rouges. [A!, A?] contient les douze arétes d’extrémité les points
rouges qui sont reliés au points verts. Et [A? A%] contient les vingt arétes d’extrémité les
points verts qui sont reliés au points bleus et etc.

FIGURE 2.1 — Le graphe Z>

Soit p € C*(E) tel que dp(0) =1 et dp(x) = 0 tel que x # o. Alors,

e€[An, An+1]
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en effet, en raisonnant par récurrence, nous avons pour n=0
> wle)= > ple)=0p(0) =1
ec[A0 A1) eteAl et~o

Supposons que pour n > 1

> ple)=1

e€[An—1,An]

> ple)=1

e€[An, Ant1]

et montrons que

Le faite que dp(z) = 0 pour x # o et ¢ est une fonction antisymétrique, entrainent

0 = dp(x)
> wle)
e,e”=xEA"

- > ple) + > ple)
etcAn—1 e—=gcAn etcAntl e—=gcAn

= Y. p(—e)+ > v(e)
—e€[An—1 An] e~ €An€ et =gcAntl

= - > wl+ > ele).
ec[An—1,4n] ec[Am Ant1)

Par suite, par 'hypothese de récurrence, nous obtenons

L= > ele)= > o)

e€[An—1 An] e€[An An+l1]

D’ou le résultat.

25

De plus, nous avons Y, ¢?(e¢) = oo. En effet, par Cauchy-Schwarz, nous obtenons donc

pour tout n
1

( > w(e)) < X e X mEk

e€[An, An+1] e€[An, An+1] ce[An,An+1) T

1

( ) }T(e)) ([Z 90(6)) < > r(e)ee)

e€[An, Ant1 An An+1) e€[An, Ant1]

=1
Or, pour r(e) = 1, nous obtenons

1\ oL )
(BE[A;47L+1] T(e)) B (GE[A§"+1}) N 87”L —|— 47

tel que Y, = est une série divergente. Par suite, ¢ ¢ I2(€) et par la proposition 2.2.3

8n+4
le graphe Z? est parabolique.
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2.2.2 Graphe récurrent

Chaine de Markov associée a un graphe pondéré :

Définition 2.2.3. Une chaine de Markov est un couple (X, P), ou X est un ensemble
fini ou dénombrable et P = (p(x,y))syex une matrice de transition, c’est a dire, pour
tout x € X, nous avons 3 ,cx p(x,y) = 1. La quantité p(z,y) représente la probabilité de
passer d’un point x au point y en une itération.

Soit (G, b) un graphe pondéré. Nous associons alors a G la chaine de Markov (X, P) ou
X = V. Et nous pouvons associer a la chaine de Markov une suite de variable aléatoires
(Zy)n sur X donnant la position aléatoire a chaque itération, Z, étant la position initiale.
Nous définissons la quantité

qui représente la probabilité de passer d'un point x a y en n itérations. La chaine de
Markov est irréductible si pour tout x, y € X il existe n € N tel que p"(x,y) > 0 et
comme G est connexe cette proprié¢té est bien vérifiée. Le graphe G est dit récurrent si la
chaine de Markov associée est récurrente. Si non, G est dit transient. Voir aussi [11], [16]
, [41] et [1].

Définition 2.2.4. Une chaine de Markov partant d’un point x € V est dite récurrente si
P(Z, = x pour une infinité de valeurs de n,Zy = x) = 1,

autrement dit, le sommet de départ x est visité une infinité de fois. Sinon, la chaine de
Markov est dite transiente.

Proposition 2.2.4. La chaine de Markov (X, P) récurrente si et seulement si

> Pz, x) =00, Yz € X.

D’apres [28], [44] et [34], nous avons le résultat suivant :

Théoreme 1. G est récurrent ssi il est parabolique.

Critére de la norme de Dirichlet

Ce critere permet d’établir une condition suffisante et nécessaire pour avoir un graphe
récurrent, c¢’est une version potentialiste basée sur la théorie d’espace de Dirichlet. Nous
considérons le graphe pondéré (G,b) (définition 2) et p une fonction de transition sur
V x V telle que elle est symétrique par rapport a (. i.e. 5(z)p(z,y) = B(y)p(y, z) et on
note Pf(z) = X, p(x, 1) f (), Vf € C(V).

Notons la forme de Dirichlet a(f, f) := [|[df]|s, YVf € Co(V). De plus, par un calcul simple
nous obtenons

a(fof) =< (1— PO, f >+ pgi’;)’) (f(2) - F)B()By) ()
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Par suite, nous avons le résultat suivant inspiré d’Ancona [2] avec quelque modification
dans la preuve :

Théoreme 2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (X, P) est transient.
2. Iexistex € X et C >0, tel que f2(x) < C||df||Z, Vf € Co(V).

3. Il existe o : X — R tel que

> ulx) 2(x) < Cldf|z, Vf € Co(V).

zeX

Preuve

Commengcons par montrer 1) = 3). Comme (X, P) est transient, d’apres la proposition
1.1 de [2], il existe une fonction P-excessive s ie. 0 < s < oo tel que Ps < s (c’est
équivalent a I’existence d’une fonction positive non-constante surharmonique voir Dodziuk
[11]).
Posons ps(z,y) = s(x) 'p(x,y)s(y) et ps(x) = s?(x)u(zr). Ainsi, p, est bien symétrique
par rapport a ps, en effet

ps(@)ps(a,y) = s*(z)p(a)s(z)

De plus, P;1 < 1. La forme de Dirichlet associée a (P, us) est donnée par as(f, f) =
a(sf,sf) et en utilisant (*), elle vérifie

a(sf,sf) >< (1= P1)sf,sf >=>_ u(z) (x),

zeX

ou o= s — Ps.

Pour prouver que 1) = 2) c’est équivalent a prouver non 2) = non 1). Comme 1'as-
sertion 2) est non vérifiée, alors il existe une suite (f,), de Cy(V) telle que f,(z) =1 et
|df.||¢ converge vers 0, par suite d’apres la proposition 2.2.2 et le théoreme 1, nous avons
(X, P) est récurent.

Pour montrer 3) = 2), il suffit de prendre o = 1.
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2.3 Introduction au probléeme de Kirchhoff

Cette section est consacrée a présenter les différentes méthodes utilisées pour résoudre le
probléme de Kirchhoff d’une maniere plus simple, claire et avec quelques modifications
dans les preuves. Ces résultats sont inspirés de travaux de [14], [38], [45], [35], [27] et [4].

Considérons le graphe pondéré (G, r) qui est un réseau électrique résistif, donné dans
I’exemple 1 de la section 2.1.2.

Nous commencons par introduire des définitions et notations dont nous avons besoin
dans cette partie avec un langage électrique.

e La loi des Noeuds : soit I une fonction antisymétrique sur ’espace des fonctions
sur les arétes qui est le courant. On dit que I vérifie la loi des neeuds si la somme des
courants entrants en un point quelconque x de V est égale a la somme des courants
sortants en ce point, c¢’est a dire

6l(x)= > I(e)=0. (2.3.5)

e;e =z

Définition 2.3.1. Soit L un cycle fini de G, la fonction indicatrice 15, de Co(E) est
appelée la fonction cycle de L, ou

1sieelL,
1.(e) =

0 sinon .

Remarque 2.3.1. La fonction cycle vérifie la loi des neeuds.

e Un flux : soit e une aréte de £, un courant I est un flux de e~ vers et si
0l = dxe (2.3.6)

ol Xe = 1{ey — 1. Et notons F, I'ensemble de flux de e~ vers er.

Remarque 2.3.2. Soient I un flux de e~ vers e*, L un cycle fini de G et 11 sa
fonction cycle associée. Alors, nous avons

5(I+1p) = 6T = bye.

Ainsi, I + 1, est un élément de F., c’est a dire que, la perturbation d’un élément
de F. par une fonction cycle est aussi un élément de F..
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o La loi des mailles est vérifiée si pour tout courant I de C'(£), nous avons

> r(e)(e) =Y _r(e)I(e)1(e) =0, VL cycle fini de G. (2.3.7)

eeL eef

De plus, si I € C(€) vérifie la loi des nceuds et la loi des mailles, alors I est dit un
flux de courant.

+ Energie : le flux de courant I est d’énergie finie si I est un élément de [*(€). Notons
E(I) 'énergie de I qui est égale & ||I||%.

2.3.1 Probleme de Kirchhoff sur un réseau électrique résistif fini

Dans cette partie nous donnons les différentes méthodes utilisées pour résoudre le pro-
bleme de Kirchhoff pour un réseau électrique résistif fini.

Commencons par résoudre le probleme de Kirchhoff homogene.
Lemme 2.3.1. Considérons le probleme de Kirchhoff homogene IC;, suivant :

5T =0,
(Kh) :
Yeerr(e)I(e) =0, VL cycle.

Ce probleme admet une unique solution I = 0.

Preuve

Comme Y. r(e)I(e) =0, VL cycle de G, alors il existe une fonction F' € C(V) telle
que I = dF. De plus, 0 = 0, ce qui implique que édF = 0. Or, le graphe G est fini, ceci
entraine que la fonction F' est constante. Ainsi, [ = dF = 0. U

Proposition 2.3.1. Considérons le probleme de Kirchhoff IC suivant :

01 = dxe,
(K) :
Yeerr(e)I(e) =0, VL cycle .

Ce probleme admet une unique solution I qui réalise le minimum d’énergie sur JF,.

Preuve
Dans la preuve il suffit de considérer la résistance r = 1.

Par hypothese, Y. r(e)I(e) = 0, VL cycle de G, alors I est un différentiel, c’est a
dire qu’il existe une fonction F' tel que I = dF'.
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Maintenant montrons 'unicité du flux I. Soient I; et Iy deux solutions distinctes de
(K). Posons
J = [1 - IQ.

Alors, J # 0 et vérifie le probleme de Kirchhoff homogene (Cp,). Supposons que J > 0,
donc J est aussi positif le long d’un cycle ce qui implique que Y.c; J(e) # 0 ce qui est
absurde. D’otu J = 0 et par suite I1 = I.

L’énergie de [ réalise le minimum d’énergie sur F., en effet :
par un argument standard (voir 'annexe Probléme de minimisation), il existe un unique
I € F, qui réalise le minimum d’énergie , c’est a dire que

E(I) =inf{E(y), ¢ € F.}.

Montrons que ce [ est un flux de courant cela revient a prouver que [ vérifie la loi
des mailles. En raisonnant par l’absurde et supposant qu’il existe un cycle L tel que
i L(e) # 0, par exemple Y- I(e) < 0. Or, I'existence d'un tel cycle donne l'existence
de sa fonction cycle 1;. Et par la remarque 2.3.2, I + A\1; est donc un flux pour tout
A > 0.

Cherchons une condition sur A tel que
E(I +\1;) < E(I).

Par suite I 4+ A1 réalise le minimum d’énergie ce qui est absurde.

Nous avons
E(I +\1;) < E(I).

En utilisant la définition de 1’énergie, nous obtenons
AN<I,1; >¢ +)‘2E(1E) < 0.

Ce qui implique que
)\E(li[) < =< I,li >e.
——— —_——
>0 >0

—<I,1i>g

Ainsi, il faut choisir 0 < \ < 6

Nous finissons cette partie par résoudre le probleme de Kirchhoff non-homogéne.
Théoreme 3. Considérons le probleme de Kirchhoff non-homogene IC; suivant :

0l = dxe,
(’CS) :
Yeerr(e)l(e) = Yeep Fle), VL cycle .

avec F' source finie de voltage. Alors, ce probleme admet une unique solution.
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Preuve
Le probleme K, est équivalent a

ol = dxe,
Yeerr(e)I(e) =Y eer r(e)ﬁle)F(e), VL cycle .

Ainsi,

0l = dxe,

Seer 7(0) (1(6) = xe) = Soer 7€) (5 F(0) — xe) . VL eyele

Posons [ =1 — y. et E = %F(e) — Xe, donc

61 =0,

Decl r(e)f(e) =>err(e)E(e), VL cycle .

Par suite, par la deuxieme équation, nous obtenons que E — I est un élément de
(ker §)+. D’o, la solution I est la projection orthogonale de E sur ker §.
O

2.3.2 Probleme de Kirchhoff sur un réseau électrique résistif
infini

Maintenant nous nous intéressons a 1’étude de probleme de Kirchhoff pour un réseau
électrique résistif infini. Le passage de fini au infini est plus compliqué et difficile qui
demande plus de conditions et de travail. De plus, ’étude de ce probleme a l'infini n’a
pas en réalité une signification physique c¢’est plutét un probleme abstrait et purement
mathématique.

Commencons par présenter une historique des principaux résultats qui existent dans
la littérature.

En 1971, le mathématicien américain Harley Flanders a publié un résultat tres im-
portant [14] concernant 1'unicité du flux de courant pour un réseau électrique résistif. Le
probléme est le suivant : soit ¢ une source finie de courant, i.e. un élément de Cy(V) et E
une source finie de voltage, i.e. un élément de Cy(E), existe-il un flux de courant d’énergie
finie et est-il unique ? i.e. Trouver la solution I du probleme de Kirchhoff IC,

5T +i=0,
(Ks)
Yeerr(e)l(e) =X ccrr(e)E(e), VL cycle fini .
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Ainsi, il a prouvé que ce probleme admet une unique solution I d’énergie finie sous la
condition suivante
<i,1>p=0.

De plus, I est une limite des flux des courants qui circulent dans les sous-graphes finies
du graphe G, si on regarde G comme réunion croissante de parties finies.

Remarque 2.3.3. Dans notre cas i = dx. vérifie la condition de Flanders, nous avons
< 1,1 >p=<xe, 1 >p=< x¢,dl >¢=0.

Dix ans plus tard, Zemanian [45] a réécrit le résultat de Flanders avec un langage
analytique qui est plutét analyse fonctionnelle.

Théoréme de Zemanian : soient G un graphe localement fini et pondéré et V une
source finie de voltage. Alors, il existe un unique courant I dans [?(€) vérifiant les lois de
Kirchhoff.

Preuve

Soient L l'espace engendré par les fonctions 1, pour tout L cycle fini et £ sa
fermeture pour la norme [%(€) qui est un espace fermé de [?(€) donc complet.
Considérons le fonctionnel suivant, pour V' € Cy(€)

V:L — R
o — (Vo) = V(e)p(e)

qui est linéaire et continu. Alors, d’apres la représentation de Riesz, il existe unique I € £
tel que

Vip) =<1I,0>e=Y r(e)i(e)ple) = (rl,p), Vo€ L.

e

Ainsi,

(Vop) = (rl,p), Vo € L.
O

Remarque 2.3.4. Le résultat de Flanders est seulement pour les cycles finis, donc c¢’est
une question naturelle de penser au "cycle infini". Colette Anné et Nabila Torki-Hamza
[4] ont répondu d cette question.

Définition 2.3.2. [®-cycle-L est un cycle infini L tel que sa fonction cycle 1 est un
élément de I?(€). De plus, 617 = 0.

De plus, elles ont donné une extension de probleme de Flanders en remplacant le cycle
fini par [2-cycle-L. D’autre part, leurs idée est reliée a la décomposition de Hodge. En fait,
la solution cherchée I peut étre écrite sous la forme suivante I = Fy + I telle que Ey est
un élément de ker § et I est un élément de (ker §)*.



2.3. INTRODUCTION AU PROBLEME DE KIRCHHOFF 33

Remarque 2.3.5. La solution cherchée I de probleme ICq est reliée a la deuzieme équation
de ce probléme, plus précisément au cycle fini ou infini (les sous-espaces de ker ¢ ). Ainsi,
nous allons avoir deux types de solutions donc le probleme de Kirchhoff se transforme en
un probléme d’unicité est cela c’est l'intérét de Russell Lyons et Yuval Peres [27] qui ont
donné la réponse a ce probleme lorsque il n’y a pas de source finie de voltage E.

Maintenant nous allons présenter le travail de R. Lyons et Y. Peres avec quelques
modifications dans les notations et les preuves.

Considérons la fonction x,. pour e € £

Xe = Ly — 1}

Xe est un élément de [%(E) et vérifie
< Xey @ >r= 7'(6)90(6).
Par suite, la Loi des Neoeuds est donnée par

0= dp(x) =< dp, 1, >=< ¢, diy, >=<g¢, > xe == r(e)ple),

cIlmd € =T € =T

ainsi, ¢ € (Imd)*.

De plus, pour tout cycle finie L, la Loi des mailles est donnée par

< Z Xe ¢ >r= Z 7"(6)90(6) = Oa

ecL e€eL
——
€ Lr Ckerd

dou ¢ € (LFx)*.
Si le graphe G est fini, alors nous avons

() = ker 6 @ Imd,

en effet : pour » € (Imd)* N (kerd)*, d'une part ¢ € (Imd)* alors dp = 0. D’autre
part ¢ € (ker §)* ce qui entraine I'existence d’une fonction F' telle que ¢ = dF. Par suite
0 =dp = ddF = ApF. Or, le graphe G est fini, donc la fonction F' doit étre constante
ainsi ¢ = dF = 0.

Mais, pour le cas infini cette décomposition n’est pas vraie.
Ainsi, nous avons
PE)=Lr® (L)
De plus, la décomposition de Hodge donne

() = kerd @ Imd.

Posons
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o I; la projection orthogonale de x. sur (Lz)* (Free current).
I, la projection orthogonale de x, sur Imd (Wired current).

Et montrons que
Iy =1,.

Proposition 2.3.2. Soit G un graphe infini tel que G = W,G,, ou G, est fini. Soient
e € Gy et I, est le flur du courant de e~ vers et dans G,,. Alors ||I,, — I¢|| — 0 lorsque
n — oo et nous avons E(If) = r(e)ls(e).

Preuve
Soit H,, lespace engendré par les fonctions cycles de G,,, par suite pour y. € I*(&,),
Nnous avons
Ly = Xe — Pro, Xe-
Posons
Prg = Pre,Xe.
Donc
Iy = Xe — PraXe.
(H,), est une suite croissante et P, := Prg, est une suite d’opérateur monotone. Alors,

Pry, converge vers Pry = Prg—4—. Et cela permet de conclure que I,, converge vers [.
De plus, nous avons

[f(e)r(e) =< [f7Xe >e=< [f,P'f’(E]_.)LXe >e=< [f,[f > .

g

Proposition 2.3.3. Soit G graphe infini tel que G = WG, ot G, est fini. Soit G le
graphe court-circuit obtenu par identifier le bord de G, a un seul sommet. Soient e € G
et I, le flux du courant de e~ vers e™ dans GV . Alors ||I,, — L,|| — 0 lorsque n — oo et

on a E(I,) = r(e)I,(e). De plus, I, réalise le minimum d’énergie sur les flur de e~ wvers
Jr
et

Preuve
Un graphe court-circuit GV est un graphe obtenu par identification des points qui ne
sont pas dans Gz, par un nouveau point z,. Ainsi, il existe un morphisme de graphe ¢ de

(Gp,r) vers (GY,r') tel que
(Vo) = Vo Udzn}s 20 € Vi
o(B,) = E,U{(z,z,), x € V,,}
o(r(xz,y)) =7r'(2',y") et on suppose que
1 1

7”/(6/) = Z 7)

fer oe=ey (€
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Par définition I, est la projection orthogonale x, sur Im d et un flux de e~ vers et d’énergie
finie.Soit J, la restriction de I,, sur GY¥ (c’est un flux de e~ vers e*) tel que

Ja(e) = Z I,(e).
{e, p(e)=¢'}

Alors
2 2
[Jalle < [wll

en effet, en utilisant Cauchy-Schwarz et la définition de résistance r’, nous obtenons

1Tz = D r'(e)J;

e’ e)=e'}
1
< T L r(e)12(e)
o e, e@=e) (€) (e, J@G=er
= > > ren)
¢ {e, ple)=¢'}
2
= [ Lwlle -

D’autre part, par hypothese I,, est un flux de courant e~ vers et dans GY. Ce qui
entraine que

51, = 6y, = 0.,

Par le principe de Thomssen [35], nous avons
2 2 2
[ nlle < [Ialle < Hwllg < o0

Par suite, I,, est bornée et admet une sous-suite qui converge faiblement vers une limite
notée I qui est aussi bornée puisque ||I]|2 < lim inf ||Ink||§ < 00. De plus,

17kl = 1lle| < 12 = Tlle — O,

: 2 2 R -
par suite I,, ;, converge fortement vers I. Or, comme ||/||z < ||1,]|z et I, réalise le minimum
d’énergie alors I = I,,,. O

Finalement, nous arrivons au résultat principal de R. Lyons et Y. Peres.

Théoréme 4. I; = I, si et seulement si (Lx)* = Imd.






Non-parabolicité a I’infini

Dans ce chapitre, nous donnons une version discréte d’une propriété spécifiques d’opéra-
teur déja introduite pour les variétés Riemanniennes non-compactes par Gilles Carron [8].
En fait, nous allons considérer 'opérateur de Gauss-Bonnet non parabolique a l’infini qui
permet d’avoir des informations sur le comportement de graphes a l'infini (par exemple
pas de cycle a U'infini). De plus, avec cette propriété notre opérateur sera semi-Fredholm.
D’autre part, comme nous travaillons sur un graphe infini connexe, 'opérateur gradient
vérifie toujours cette propriété et cela n’est pas le cas pour son adjoint 'opérateur de
divergence. Un cas particulier d’opérateur non-parabolique a l'infini est celui ou 0 n’est
pas dans le spectre essentiel de I'opérateur ou de fagon équivalente celui ou l'opérateur
est semi-Fredholm sur son domaine.

3.1 Problématique

En 1845, Kirchhoff utilise les graphes pour étudier les circuits électriques (loi de conser-
vation de I’énergie et la charge appelé respectivement loi des noeuds et loi des mailles).
Et en 1971 Flanders a publié un résultat trés important [14] concernant 1'unicité de flux
de courant pour un réseau électrique résistif, comme nous avons présenté dans la section
2.3 du premier chapitre. En 2012, Colette Anné et Nabila Torki-Hamza [4] donnent une
nouvelle vision pour résoudre le probleme de Flanders. Ainsi, elles ont remarqué que ce
probléme est lié a la décomposition d’Hodge, en effet :

I=1+1

ot Iy € kerd and I; € (kerd)*. Or, si 'opérateur D est essentiellement auto-adjoint, nous
avons donc

(ker 0)* = Tm 6* = Im d.
37
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De plus, si Imd est fermé, alors
I € Imd.

Ainsi, il faut trouver des conditions tel que 'opérateur de Gauss-Bonnet soit
a image fermeée.

Théoréme de Colette Anné et Nabila Torki-Hamza 2014

Si le graphe G est connexe, localement fini et y-complet et I'opérateur de Gauss-Bonnet
D est essentiellement auto-adjoint et est positif a 'infini, alors D est a image fermée, et
comme conséquence la propriété de Hodge est bien vérifiée et nous avons

I?(€) = ker 6 @ Imd.

Les conditions de Colette Anné et Nabila Torki-Hamza sont liées a des hypotheses sur
le graphe et 'opérateur mais notre condition est plutot liée a I'opérateur. En fait, nous
donnons une nouvelle propriété d’opérateur qui est la non-parabolicité a 'infini qui permet
d’avoir un opérateur semi-Fredholm. Plus précisément, un opérateur a image fermée. De
plus, une caractérisation des opérateurs de type Dirac de Fredholm sur leur domaine a été
donnée par N. Anghel [3] qui est appelée dans [4] la positivité d I’infini et notre condition
est plus faible.

Remarque 3.1.1. Nous rappelons que dans [4], Uopérateur de Gauss-Bonnet D est dit
positif & Uinfini s’ eziste un sous-graphe induit fini Gk = (K,Ek) et une constante
strictement positive C' tel que

Cl(f, o)llavae < DU o)llas Y(fi9) € Co(VF) @ Co(E°),
ot G\ Gg = (V¢ E°) est le graphe complémentaire de Gk . C’est a dire,
Ve=V\K

et
E¢:={e €&\ Ek; il nexiste pas e = (x,y) tel que v € K et y ¢ K}.

3.2 Opérateur de Gauss-Bonnet non parabolique a
Pinfini
D’apres G. Carron, 'appellation de non-parabolique a l'infini est justifiée par : hors d’un

compact (& I'infini) la forme quadratique o — || Do||? vérifie les estimés de non-parabolique
donné par Ancona [2] théoreme 2 de la partie critere de la norme de Dirichlet.

Nous introduisons la version discréte de la non-parabolicité a I'infini d’un opérateur.
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Définition 3.2.1. On dit que D est non-parabolique a l'infini s%l existe un sous-graphe
induit fini Gx = (K,Ek) telle que pour toute partie finie U de G\ K, il existe une
constante strictement positive C' = C(U) telle que

ClF oy < 1D o)lle, V(@) € VN EK) @ Co(€\ Ek). (3.2.1)

Lemme 3.2.1. Si D est non-parabolique a l’infini alors, pour toute partie finie U de G
il existe une constante positive C' = C'(U) telle que

N ol < 1Pl + 106 Y(fr9) € Co(V) @ C5(E), (3.2.2)

ol Gf( est un voisinage de G .

Preuve

Comme U est une partie finie de Gz, alors elle peut étre réduite a un point ou a une
aréte.

Soit x un sommet de V, commencons par montrer

Clf @) < Ndflle + 11z > VI € G(V).

G~

7 est un sous-graphe fini de G, alors en utilisant le Lemme 2.1.2, nous avons

@) < (1A% + lldf2) (3.2.3)

ou (' est une constante positive qui dépend de x et K. En effet :
soient x € V et g € K, par le Lemme 2.1.2, nous avons

FA(@) < Clay (F2(w0) + £II7) - (3.2.4)

Ainsi, la multiplication de (3.2.5) par ¢(zy) > 0 entraine

c(@o) f(x)

IN

m( *(20) + cl0) £z
< Chug (||f||K +c(wo) df1]7)
Clay (1% + I1df12) -

IN

ou C%, = max(Chruy, (20)Cray)-

Par Slllote nous avons
g
@) < oo (1% + 1d£1Z)

Ainsi, nous obtenons
) < & (1% + lldF12)

’
zT(

avec C] = o)
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D’autre part, prouvons l'inégalité suivante, pour toute aréte e de &
o) < lloglly + @l » Vi € Co(£).-
Pour e € £k C & fini, nous avons
o*(e) < llelle < llells + Il

Et si e € £\ €k, nous considérons la fonction indicatrice de K€, notée par x

{Osia:EK

x(x) = (3.2.5)

1 sinon.
qui permet de définir les fonctions suivantes

Osie € &k, Osiece€ &k,

dx(e) =4 lsie€ 9k, & x(e) =< isiee€ 0k,

0 sinon. 1 sinon.

Soit ¢ € C(E), alors la fonction X est a support fini dans £\ Ex. Ainsi, en appliquant
la définition de non-parabolique a U'infini de D & la fonction (0,%Y¢), nous obtenons

Ixely < Clse)Iy
\ 1
ou C = m

Et comme e € £\ £k, ceci implique que

w2 (e) < C6(xp)l5 - (3.2.6)

Or, la propriété de la dérivation de Lemme (2.1.3), donne

LS ed)e)ple).

20(17) e,et=x

d(xe)(z) = x(2)dp(r) —

Et par inégalité de (a — b)? < 2(a? + b?), nous obtenons

By = 3 c@)(3(xp)?

eV

< 23 c(z) (x(2)dp(z))”

eV

I

T NE (2;%) > T(e)d(x)(e)so(e)) .

ey
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Ainsi, pour le premier terme, nous avons

T= Y o) (Gp@))? < 50l (3:2.7)

zeV\K

Et pour le deuxieme terme, nous avons

En utilisant le fait que
obtenons

J1
2 2;%) ( > T(e)d(x)(e)sf)(e)) : (3.2.8)
eEV\K e,et=x

Jo

1
J = r(e)p(e
LT R | 2,
‘ 2
= Ck ( > 7”(6)9@(6))
ec€suppdy
< Ck ( > 7”(6)) ( > 7“(6)902(6)>
ec€suppdy ecsuppdy
< CxCi Y r(e)@(e)
665};
avec Cx = max fm, Ci =tz gé%}fr(e) et Cy = CCY.

Et pour Js, nous avons e = (e¢7,e) est dans supp(dy) = 0€k, ainsi si e~ € K, e €
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0K, donc
2
h= Y| T e
= r(e)p(e
’ T€OK 26(.1') e,et=x
e€supp(dx)
2
_ c;;( 3 7“(6)9@(6))
e€supp(dx)
< C’}Q( > 7’(6))( > 7”(6)%02(6))
ec€supp(dy) ecsupp(dx)
< CRCk Y- r(e)?(e)
GEEI';
AL

avec O = max ﬁ and C} = CL.C.
Te

Par suite, (3.2.8) devient
J< el (3.2.9)

ou CY = max(Csy, CY).
Ainsi, (3.2.7) et (3.2.9) entrainent
6o < max(2,205) (1601 + el (3210)

Finalement, (3.2.6) et (3.2.10) donnent
) < C (10l + 16l

avec C' = 2Cmax(1,CY).
U

Proposition 3.2.1. Si D est non-parabolique a l’infini, alors on peut construire un espace
de Hilbert W tel que :

1. Co(V) ® Co(€) dense dans W.

2. L’injection de Co(V) @ Co(E) vers C(V) @ C(E) se prolonge par continuité a W.

3. D:W — I2(G) est un opérateur borné.

Remarque 3.2.1. Dans 1. et 2. nous utilisons la topologie ponctuelle sur C(V) & C*(E),
c’est a dire que, la suite (fn,pn) converge ponctuellement vers (f,¢) dans C(V) @ C*(E)
si fo(z) converge vers f(z), Yr € V et p,(e) converge vers ¢(e), Ve € £.
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Remarque 3.2.2. Dans l’article de Carron [8], linjection de l'espace de fonctions a
support compact vers H. . se prolonge par continuité vers W. Alors, dans notre cas l’espace
d’arrivée dans le prolongement par continuité serait un espace de type l2.. Mais, on n'a

loc*
pas besoin d’introduire 'espace 12, puisque dans le cas de graphe localement fini il est
égale a l'espace C(V) @ C(E).

Preuve
Soit W la fermeture de Co(V) & C§(€) pour la norme

-

Ni(f.0) = (7.0, +1D¢. 05 )

ou GG 7 est un voisinage de Gg.

Etape i) : Nz est une norme sur W, il suffit de prouver la nullité. Nous avons

Nelhi) =0 & (9l =0t [D(/,¢)lg =0
& Iflz =0, ligls, =0, 47l =0 et ], =0.

Pour tout 2 € V et comme $K < oo, le Lemme (3.2.1), donne

@) < o (|IF 1% + I flz) (3.2.11)
Mais, || f|lz =0 et ||[df|s = 0. Ainsi, f =0 sur V.
D’autre part, pour montrer que si ¢l = 0 et |[dp]],, = 0 alors ¢ = 0. Supposons
K

que ¢ # 0.
¢ est une fonction a support fini dans £\ £ et en utilisant le Lemme (3.2.1) pour U égale

au support de ¢, il existe une constante positive C' tel que
Cllelle, = llelle. + ool -
Or, H<,0||5g = ||d¢lly, = 0, ainsi ¢ = 0 sur &y, ce qui est impossible.
Etape ii) : montrons que I'espace W est indépendant du choix de G'z.

B Soient GG %, le plus petit voisinage de G et G %, un autre voisinage tel que K C Ko C
K.
Ainsi, nous avons
Nz (f9) < Ng (f, ).
De plus, pour prouver I'existence d’une constante C' > 0 tel que N (f, ) < CNg (f,¢),
il suffit de montrer I'existence d’une constante C' > 0 tel que [|(f, gp)||%1\l~<0 < C’NI%O(f, ©).
En effet, nous avons

NZ(f9) = (F0)% + 1D o)l
= (£ o)z, + (£ 0%, + 1D(f,0)IZ
= ||(f7g0>‘|%1\[~(0+N[2?0(f790)
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Or, le lemme (3.2.1) et le fait que #(K; \ Ky) < 0o, entrainent

150z < C (IF1%, + I4£11Z) .
avec C' = C(K, \ Ko, K).
Et
ol . <€ (el + 166l )
avec C' = C(K, \ Ko, Ky).
Ainsi,
I(f. w)llégl\ago < CN% (f,9)-

D’ou, la construction d’une norme sur W est indépendante du choix de voisinage associé
a Gg. Posons :
1
2
)

.ol = (I +ID( )1

pour tout (f,¢) € Co(V) & C§(E).

Etape iii) : 'injection de Cy(V) @ C3(E) — C(V) ® C*(&) se prolonge par continuité a
W est donnée par le Lemme (3.2.1).

Etape iv) : nous avons

ID(F.0)lle < I(F.0)lle. + 1D(F.0)lle = (£ )l -

Do, D : W — [?(G) est un opérateur borné.

3.3 Opérateur de Gauss-Bonnet Semi-Fredholm

Le but de ce paragraphe est d’étudier une condition assez générale qui assure que I'image
d’un opérateur de type Dirac est fermée. Notre résultat principal est le suivant :

Théoreme 5. Soit W un espace de Hilbert tel que :
1. Co(V) & Co(€) dense dans W.
2. L’injection de Co(V) & Co(E) vers C(V) & C(E) se prolonge par continuité a W.
3. D:W — I*(G) est un opérateur borné.

Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
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e i) D: W — I*(G) est semi-Fredholm.

e i) Il existe Gk un sous-graphe induit fini de G et il existe C = Ck une constante
strictement positive tel que

ClI(follw < 1D @)l V(5 @) € Co(W\ K) X Co(€\ Ex).- (3.3.12)

Preuve

On reprend les mémes arguments utilisés par G. Carron [8]. Nous commengons par
montrer le sens direct, en raisonnant par absurde et en supposant que la conclusion est
fausse. Alors, il existe une suite croissante de sous-graphes finis {Gg, }, tel que G =
U, Gk, et une suite {0, }, a support fini dans V \ K,, vérifiant pour tout n > 1

On = (fTw 90n> € CO(V \ Kn) X CO(E \ gKn)?

lomlly, =1 et
IDoll < 5

D’autre part, par hypotheése I'opérateur D : W — [?(G) est semi-Fredholm. Donc, il
existe un opérateur P : [*(G) — W continu tel que

PoD =1dy — H, (3.3.13)

ou H est la projection orthogonale sur le noyau de D, qui est un opérateur de rang fini.
De plus, la suite { Ho, },, tend vers 0 dans W. En effet, posons

on =0p 402 (3.3.14)

avec 0} € ker D et 02 € (ker D).

Comme
(Po D)o, =02

n?

1P o Doully < [[P[[[[Donllc —*n-sec O-

Alors, pour la norme de W

lim o2 = 0. (3.3.15)

n—oo

De plus, {o}}, est une suite bornée de ker D qui est de dimension fini. Alors, nous
pouvons extraire une sous-suite, notée {U;(n)}n, convergente vers une limite o dans .

Ainsi, vu (3.3.14) et (3.3.15), nous avons aussi o est une valeur d’adhérence de {0, },

dans W.

Montrons que o = 0.
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Supposons que o # 0 et comme W s’injecte contintiment dans C(V) & C(€). Alors,
{0 (x)}, converge vers o(x) non nul. Or, par construction de la suite {0, },, tends vers
0 pour la norme ponctuellement. Par suite, o(x) = 0 ce qui est absurde.

D'oti, o = 0 et {0}, }n converge vers 0 dans W. Donc, en utilisant (3.3.13), nous
obtenons

1P 0 Danlly + [[Honlly
[Pl Donlle + | Homlly,

P
(“ I, ||Han||w) o

lonllw

IA A

IN

n
Ce qui implique que ||o, ||y, — 0, qui est absurde puisque |0, = 1.
Montrons maintenant la réciproque, nous allons construire un opérateur continu @) :

I(G) — W tel que Q o D — Idy soit un opérateur de rang fini, ceci montrera que
D : W — [*(G) a son noyau de dimension finie et que son image est fermée.

Posons D; la restriction de D sur G \ Gi de G, donc Dy : W (G \ Gg) — I*(G) est
continu. De plus, par hypothese nous avons

ClChLellw <D )lle s V(fie) € CoVN K) x Co(E\ Ex ).

Donc, D; est injectif et a image fermée. Ce qui permet ’existence d’une inverse a gauche
P, tel que
P1 @] _D1 - Id

D’autre part, posons -
D2 : 12(K1> — l2<G>,

ol K, est un voisinage de K (fini).

Comme [2(K;) est un espace vectoriel de dimension fini, alors D, est continu et a
image fermée. Notons P, "la parametrix" qui est un opérateur continu sur [?(K;) et nous
avons

Pyo Dy =1d — Hy,

ou H; est la projection orthogonale de noyau de Ds.

Considérons la fonctions de troncature y comme (3.2.5) en remplagant K par Ky qui
permet de définir dy, X, 1 —x, 1 — %

N lsiee 5[?0,
lsiz e KQ
(1—x)(z) = et (1—=7%x)(e) = %sieeac‘:f(o,
0 sinon.
0 sinon.
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De plus, nous définissons 'opérateur . qui dépend de domaine par :
Six.: Co(V) — Co(V) alors x.f = x f, pour tout f € Co(V).
Six. : C§(E) — C§(E) ce qui donne x.p = X, pour tout ¢ € C§(E).

) (
Six.: Co(V)@CH(E) — Co(V) D CE(E) ce qui permet d’obtenir x.(f,¢) = (X[, X¥),
pour tout (f,¢) € Co(V) & C§(E).

Posons
Qo := Py(1 — x)o + Pyxo,

avec 0 = (f, ).

Vérifions que 'opérateur () o D —1d est de rang fini. Notons le crochet suivant de deux
opérateurs A et B
[A,B]=AoB—BoA.

Alors

QoD = P(1—x)D+ PixD
= P,D(1—x)+ P[1—x, D]+ PLDx + Pi[x, D]
= PDy(1—x)+ R[1—x,D]+ PiDix + Pi[x, D]
= (Id=H1)(1 = x) + R[1 = x, D]+ 1d(x) + Pilx, D]
= Id— H(1 - x)+ Pl — x, D]+ Pi[x, D].

Calculons Py[1 — x, D] et Py[x, D]. Nous avons
Alors d’une part, nous avons

[(1T=x).d]f(e) = (1-X)(e

Et d’autre part, nous avons

[(1=X). 0lp(x) =

= =
|
-
S
=
>
&
|
(=%
—_
—
|
=|
~—
s
&

N~ DN~
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Or, le support de d(1 — x) est inclu dans 0&5; C K, qui est fini. Donc, P, est a rang fini.
De méme, nous montrons que P; est un opérateur de rang fini.

Ce qui implique que 'opérateur ) o D = Id + H avec H un opérateur de rang fini. [J
Il existe une deuxiéme méthode inspirée de [3] qui permet de prouver ii) = i) du
Théoreme 5. Cela est démontré a I'aide du critére suivant : "Si 0, = (fn, ¢n) € Co(V) X

C4(€) une suite bornée de W et (Do), converge dans [%(G), alors (¢,), admet une
sous-suite convergente dans W".

Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.3.1. Soit W un espace de Hilbert vérifiant :

1. Co(V) ® C§(E) dense dans W
2. L’injection de Co(V) & CG(E) — C(V) & C*(E) se prolonge par continuité a W.
3. D: W — I>(G) est un opérateur borné.

Si, il existe un sous-graphe fini G de G et une constante positive C' telle que

ClIfDllw < 1D @)l V(fi @) € Co(V\ K) x CG(€\ Ek), (3.3.16)
Alors, Uopérateur D : W — 12(GQ) est semi-Fredholm.

Preuve
Commengons par montrer le critére : si 0, = (fn, on) € Co(V) x C§(E) une suite
bornée de W et (Do), converge dans [*(G), alors (0,,),, admet une sous-suite convergente

dans W.

Soit Gz un voisinage de of G (voir Définition 2.1.7), alors (0,|%), est une suite
bornée sur un espace vectoriel de dimension fini. Par suite, elle admet une sous-suite
convergente.

Sur G'\ G, considérons la fonction indicatrice x comme dans (3.2.5) en remplagant
K par K. Ce qui permet d’obtenir une fonction a support fini dans G \ Gk : xo, et en
appliquant 'inégalité (3.3.16) & yo,, en particulier a (x f,,0) et (0,X¢,). Par suite, d'une
part nous obtenons
IXfallw < ClldOxfa)lle -

Or, I'égalité (2.1.3) de Lemme (2.1.3), entraine

d(xfn)(e) = x(eT)d(fa)(e) + fuleT)d(x)(e)-

Et (d(fx))n est une suite convergente et supp(dx) C £ est fini, ainsi, f,(z) admet une
sous-suite convergente.

Ce qui permet de conclure que x f,, admet une sous-suite convergente de W, c¢’est a dire,
(faly &) admet une sous-suite convergente de W.
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D’autre part, nous avons

IXeenllw < C OGPl -
Or, I’égalité (2.1.4) de Lemme (2.1.3) donne

0(Xeon) () = x(2)0(on)(x) —

> r(e)d(x)(e)gnle), Vo € V.

e,et=x

2¢(x)

De plus, par hypothese (9@, ), est convergente et supp(dy) C £ est fini. Ainsi, (@nle,)
admet une sous-suite convergente. Ce qui permet de conclure que (X, ), admet une sous-
suite convergente de W, i. e., ((,On|g\gk)n admet une sous-suite convergente de W. Ce qui
prouve le critere

Maintenant, en utilisant ce critere nous montrons que 'opérateur D est semi-Fredholm.

1. D’abord, nous prouvons que ker D est de dimension fini et cela revient a montrer
que {0 € ker D; ||o||,;,, = 1} est compact.
Soit (0,)n C ker D telle que ||y, = 1 et Do, = 0. Alors, par le critere précédent,
(04)n admet une sous-suite convergente. D’otu le résultat.

2. Montrons que Im D est fermé.
Soit (), une suite Im D telle que la suite (y,), converge vers y dans [>(G). Alors,
y est-t-il dans Im D 7

Comme (y,), C Im D, alors il existe (0,,), C (ker D)* and o, # 0 Vn, telle que
Yn = Doy, (0,)n est nécessairement bornée. Sinon, on peut construire s, = —2%

lonllw

tel que
(8n)n C (ker D)*

[snllw =1

Ds, — 0.

En utilisant le critéere précédent, on peut conclure que (s,), admet une sous-suite
convergente vers une limite notée s tel que

s € (ker D)*

Isllw =1
Ds = 0.
Par suite, s € ker D N (ker D)+ = {0}. D’ott s = 0, ce qui est absurde.

Ainsi, la suite (0,), est bornée and comme (Da,), converge vers y, par le critere
précedent entraine, la suite (0,), admet une sous-suite convergente vers une limite
notée o. Or, 'opérateur D est continu, donc Do, converge vers Do et par unicité
de limite y = Do.
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g

Corollaire 3.3.1. D est non-parabolique a l'infini si est seulement si il existe un sous-
graphe induit fini Gx de G tel que si on compléte Co(V) x C§(E) par la norme

1
I @)l = (IG5 1% + 11D 9)lIE)?
afin d’obtenir un espace de Hilbert W wvérifiant

1. Co(V) ® C§(E) dense dans W .
2. L’injection de Co(V) @ C§(E) — C(V) & C*(E) se prolonge par continuité a W .
3. L'opérateur D : W — [*(G) est semi-Fredholm.

Preuve
Si D est non-parabolique a l'infini, par la proposition 3.2.1, 'espace W est bien
défini. T nous reste & montrer, que 'opérateur D : W — [*(G) est semi-Fredholm. La
définition de la non-parabolicité a l'infini, entraine 'existence d’un sous-graphe induit
fini Gx = (K, Ek) telle que pour toute partie finie U de G\ K, il existe une constante
strictement positive C' = C'(U) telle que

ClF oy < NP o)l V(@) € (VN EK) @ Co(€\ Ek).
En particulier, pour U = Gz, nous avons
Clf o, = D0l Y(f,9) € CoV\K) @€\ Ex).
Ainsi,
CQ H(fa @)Hé;{« + HD(fa SO)HE' < 2 HD(f> @)Hé? V(f, 90) € CO(V \ K) 6BCO(‘C; \gK)
D’ou,
CNCF o)y < ID @)l V() € oW\ K) @ Co(E 1\ Ex ).
Par le théoréme 5, 'opérateur D : W — [?(G) est semi-Fredholm.

Inversement, si L’opérateur D : W — [?(G) est semi-Fredholm, par le théoréme 5, il
existe Gk un sous-graphe induit fini de G et il existe C' = C'x une constante strictement
positive tel que

ClDllw <P @)l V@) € QY K) x Co(€\ Ek).

Et le fait que l'injection de l'espace Co(V) @ C3(E) vers C(V) @ C*(E) se prolonge par
continuité a W, entraine que pour toute partie finie U de G — K

ClIL oy < CIEDllw < IDU0)lla, Y 9) € GV K) X Co(E\ Ek).

Ainsi, D est non-parabolique a 'infini.
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3.3.1 Remarques

1. Si l'opérateur de Gauss-Bonnet est non-parabolique a l'infini alors cela permet
d’avoir des informations sur le comportement du graphe a l'infini. Plus précisé-
ment, il y a absence de cycle a l'infini (c’est un chemin qui part de U'infini et repart
vers l'infini sans se recouper). En effet, si § est non-parabolique a l'infini et dp = 0
alors la fonction ¢ est nulle.

2. Si l'opérateur de Gauss-Bonnet D est non-parabolique a l'infini donc, 'opérateur
D qui est défini sur I'espace W est semi-Fredholm, d’apres le corollaire 3.3.1. Ainsi
I'espace {0 = (f,) € W; Do = 0} est de dimension fini et les solutions o sont
appelées dans [8] les solutions étendues.

3. Soit Gk = (K, Ek) un sous-graphe fini et G \ Gx := (V, E°) son graphe complé-
mentaire, ot V¢ :=V \ K et

E¢:={ee &\ Ek; il nexiste pas e = (x,y) tel que x € K et y ¢ K}.

Si G\ Gk = (V°E°) est un graphe de G, alors I'opérateur D est positif & I'infini [3]
et [4] implique que D est non-parabolique a I'infini [8] et [5]. En effet, D est positif a
I'infini ceci entraine 'existence d’un sous-graphe fini Gk et une constante positive
C’ telle que

CIollave, < IS0l s V(. 9) € Co(V7) B Co(E°).

Ainsi, montrer que D est non-parabolique a 'infini revient a prouver qu’il existe un
sous-graphe induit fini G = (K, Ex) telle que pour toute partie finie U de G \ G,
il existe une constante strictement positive C' = C'(U) telle que

ClI P < 1D @)l s Y 9) € Co(Ve) ® Co(E°).

Prenons G = G, alors pour tout U C G\ G et en utilisant que D est positif &
I’infini, nous obtenons

1(f ol < C I O llane,, < 1D @)llg, V(5 0) € Co(VF) @ Co(E°).
D’ou, .
£ o)l = & DU @)l Y 0) € Co(Ve) @ Co(£7).

Ainsi, D est non-parabolique a 'infini.

Mais la réciproque est fausse. En effet, sur le graphe simple Z l'opérateur D est
non-parabolique a l'infini, voir I'exemple de graphe star-like proposition 3.4.1 de
la section suivante. Mais, sur le graphe simple Z l'opérateur D est non positif a
I'infini. En fait, d’aprés la section 5.3.1, nous avons le spectre de Laplacien est
égale a [0.2], d’ou le 0 est dans le spectre essentiel de I'opérateur Laplacien A. Or,
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d’apres 5.3.1, nous obtenons pour tout sous-graphe Gk fini, 0 est dans le spectre
essentiel de 'opérateur A\, . Ainsi, I'opérateur Laplacien ne peut pas étre positif
sur G \ Gk car la définition de positif & l'infini fait qui le spectre commence & une
valeur strictement plus grande que 0.

4. Avoir un opérateur de Fredholm est équivalent au fait que la valeur 0 n’est pas dans
le spectre essentiel de 'opérateur D. En fait ceci équivaut aussi a ce que le spectre
essentiel de D? ne contient pas 0. D’aprés [3], la caractérisation de la positivité
I'infini permet d’avoir 'opérateur est Fredholm sur son domaine ainsi le spectre
essentiel du Laplacien est strictement positif. De plus, par 3. ceci reste vrai
pour opérateur non-parabolique a U'infini. Or, d’apres [8] la valeur spectrale 0 peut
étre dans le spectre essentiel du Laplacien pour le cas continu.

5. L’importance de la non-parabolicité a I'infini est donnée par 'opérateur 9. En effet,
cette propriété est toujours vraie pour 'opérateur d grace a la connexité du graphe.

6. La notion de graphe parabolique étudiée dans le premier chapitre est différente de
la non-parabolicité a l'infini. En effet, les graphes Z et Z?2 sont paraboliques, mais
7™, n > 3 est non-parabolique. D’autre part, 'opérateur d est non-parabolique a
I'infini dans Z mais pour Z", n > 2, 6 ne vérifie pas cette propriété (puisque il y a
des cycles).

3.4 Exemples

Dans cette section nous présentons deux exemples de graphes, I'un ou la propriété de non-
parabolique a I'infini est vérifiée et un autre graphe sur lequel 'opérateur de Gauss-Bonnet
ne satisfait pas cette propriété.

3.4.1 Le graphe star-like

Définition 3.4.1. La réunion disjointe de deuzx graphes G, = (Va,Ea) et Gg = (V5,Ep)
est la réunion disjointe de ’ensemble de leur sommet et ’ensemble d’aréte ne contient pas
une aréte qui relie V, et Vs.

Par [10], nous avons la définition suivante :

Définition 3.4.2. Un graphe infini G = (V,&) est dit star-like, s’il existe un sous-
graphe fini Gk de G tel que G\ G est la réunion fini des copies disjointes G, de graphe
N.

Remarque 3.4.1. Dans la figure 3.1 de graphe star-like, G et les G, ne sont pas en
réunion disjointes mais les G, sont deuzr a deux disjoints.

Proposition 3.4.1. Si le graphe star-like G est simple, alors D est non-parabolique a
Uinfini sur G.
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FI1GURE 3.1 — Graphe star-like

Preuve
Par définition de graphe star-like, il existe un sous-graphe fini Gx de G tel que
G\ Gk = Unes Ga- Soit U une partie finie de G\ G alors, il existe o € J tel que
U C G,. Notre but est de prouver Iexistence d'une telle constante positive C' = C(U)
vérifiant 1'inégalité suivante

ClfDlly <D o)l Y 9) € GV K) @ CGEN Ex). (3.4.17)

Soit f € Co(V \ K) tel que U est inclue dans le support de f.

Comme U est une partie finie, elle peut étre réduite a un singleton, par exemple
U = {a} et nous avons ainsi

2 2
£l = f*(a).
Pour 0o € K et comme le graphe G est connexe, il existe un chemin 7,, reliant o a a.

Supposons que ce chemin est de longueur n tel que zo = a et x, = o et en utilisant
I'inégalité de Jensen et que f(z,) = 0, nous obtenons

Fla) = (f(zo) = flar) + f(z1) = .. = fwn) + fl2n))
< n((f(@) = F@0))* + oo+ (Flonr) = Flz)?).

ce qui implique que
fa) < nldflz- (3.4.18)

Remarque 3.4.2. n ne dépend que de U et K.

De méme, pour ¢ € C§(€ \ £k), nous avons

lellz, < Culldell-
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De plus, pour U = {ay, ..., a, }, montrons I'inégalité (3.4.17).
L’inégalité (3.4.18), pour tout i € {1,...,n}, donne que

F(a;) < n |df|[7

ou n; est le nombre d’aréte de plus court chemin reliant a; a un sommet de K.

Ainsi,
n

ST 2a) <3 g |l
=1

=1
D’ou
£ < Cy lldf2 .

Et de méme, nous montrons que

lellz, < Culidels, -

3.4.2 Arbre triadique

Définition 3.4.3. Un arbre est un graphe connexe qui ne contient pas des cycles. L’arbre
triadique T est un arbre tel que chaque sommet de T' possede 3 voisins.

FIGURE 3.2 — Arbre triadique

Proposition 3.4.2. Sur larbre triadique la propriété de "non-parabolique a l’infini" n’est
pas vérifice.
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Preuve

Fixons un point origine o de I'arbre T', voir figure 3.2, il existe une suite croissante de
sous-graphe fini {G, }, tel que G,, = {z € V; d(o0,x) < n} et G = U, G,. La contradiction
de la propriété de non-parabolique a l'infini est : pour tout n il existe U hors G,, et une
fonction ¢,, a support fini a l'extérieur de G,, tel que dp,, = 0 et |@,]l; # 0. Une telle
fonction ¢,, existe. En effet, nous allons construire une fonction antisymétrique ¢, a
support a l'extérieur de G,, avec dyp, = 0, comme suit : soient ey et by les deux arétes
sortant de x, € G, (la troisieme aréte relie x, a x,_1) et notons eﬁl, m>1,1<k<2™,

resp. b, m > 1,1 < k < 2™ les arétes qui partent de eg, resp. by, de génération m (les
arétes sont orientées vers l'extérieur). On définit ¢, (ek) = 55 et ¢, (b)) = —5% si non

v, égale a 0. Ainsi, ¢ ne vérifie pas la propriété de non-parabolique a Uinfini.

g

Remarque 3.4.3. Nous pouvons généraliser l'exemple précédent pour l'arbre de degré

k > 3, en utilisant le méme argument avec p,, = iﬁ.






Spectres du Laplacien

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de spectre. Plus précisément les définitions
et les propriétés spectrales reliées aux opérateurs bornés auto-adjoints. D’autre part, dans
le cadre du graphe infini pondéré, nous donnons de nouveaux résultats sur la relation entre
le spectre du Laplacien Ay défini sur les fonctions et le spectre du Laplacien A; défini sur
les formes. Ces résultats sont inspirés de travaux de [33] et [37]. De plus, nous étendons
un résultat de John Lott [26] concernant la caractérisation de la valeur spectrale 0, dans
le sens, est-ce-que la valeur 0 est dans le spectre de 'opérateur Ay ou dans le spectre de
lopérateur Ay ?

4.1 Préliminaire

Si A est un endomorphisme de C" et A un nombre complexe, \Id — A est inversible si et
seulement si il est injectif ou surjectif : dans les deux cas c¢’est une bijection. L’ensemble
appelé spectre de A, des ) tels que A\Id — A n’est pas inversible est constitué des racines
du polynoéme det(Ald — A) qui est de degré n, donc contient au plus n valeurs qui sont
les valeurs propres de A.

En dimension infinie, I'injectivité et la surjectivité ne sont plus équivalentes, et la définition
du spectre est plus délicate. Bien que celle-ci puisse étre donnée dans un cadre tres général,
les résultats fondamentaux sont obtenus pour les espaces de Banach. Le cas des espaces
de Hilbert permet I’étude des opérateurs auto-adjoints, dont on sait déja en dimension
finie les remarquables propriétés spectrales.

Commencons par introduire quelques définitions nécessaires pour ce chapitre inspirées
de [32], [29] et [20] :

Définition 4.1.1. Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert H.
57
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1. On appelle ensemble résolvant de A [’ensemble

p(A) :={X € C; A\Id — A est bijectif }.

2. Si X € p(A), on définit la résolvante Ry(A) de A au point \ par :

Ry(A) = (AId — A)~L.

3. Le spectre o(A) de A est I'ensemble :
a(A) =C\ p(A).

Proposition 4.1.1. p(A) est un ouvert non vide de C et o(A) est un compact.
Proposition 4.1.2. Si A est un opérateur auto-adjoint (A = A*), alors o(A) est réel.

Le résultat suivant, connu dans [32] sous le nom de critére de Weyl, présente un
grand intérét pratique pour la détermination du spectre d’un opérateur auto-adjoint.

Théoréme 6. (Critere de Weyl)
Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable H. \ est dans le

spectre de A si et seulement si il existe une suite (fn)nen de H telle que ||fu| = 1 et
(A = X)full = 0 quand n — co.

Nous donnons une caractérisation d’une partie du spectre appelé spectre essentiel.

Définition 4.1.2. X\ est dans le spectre essentiel de A noté o.s5(A) si et seulement si il
existe une famille orthonormée (fn)nen de H telle que ||(A — X)fn]| tends vers 0 quand
n — 00.

La proposition suivante décrit le complémentaire de o.4s(A) :

Proposition et définition 4.1.1. Soit A un opérateur auto-adjoint et X € o(A)\Gess(A).
A est alors isolé dans le spectre et c’est une valeur propre de multiplicité finie. Et nous
notons

04(A) == 0(A) \ 0ess(A)
appelé le spectre discret de A .

4.2 Le spectre du Laplacien

Dans cette partie nous considérons le graphe pondéré normalisé (G, b) de la définition
2.1.2 afin d’avoir un opérateur borné et auto-adjoint.

Nous rappelons les différents opérateurs du premier chapitre :
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o L’opérateur gradient :
d: (V) — I?(€),

donné par

e Son adjoint 'opérateur divergence donné par la formule :

S (z 6 ;X ble)ele), Ve € CHE)

ee+ z
o L’opérateur laplacien Ag, qui égale dd, vérifiant
Aof(z) = (df)( )
= b(e
7w, 2
1

=T

- PNLCIGGENS)

5@,
= 5 I M) ()~ )

o L’opérateur laplacien Aq, qui égale dé, vérifiant

Arple) = d(dp)(e)
= dp(e’) —dp(e”)

1 1
= Blen) e1,£e+ bler)p(er) — Be) 6276226_ blea)p(e2).

Proposition 4.2.1. Les opérateurs d et o sont bornés.

Preuve
En utilisant 'inégalité (a — ¢)? < 2(a* 4 ¢?) et la définition de le poids sur le sommet
B(x) = X, b(x,y), nous avons

aflE = 5 % b))

(w y)eE

= Zbﬂsy — f(x))?

(Iy)GS
< (2): b(x,y)(f(y) + f*(2))
= 22;1‘2(1’)5(56)

2
= 271y
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D’ou, 'opérateur d est borné. Par suite, son adjoint 'opérateur o est aussi borné. O

Remarque 4.2.1. La proposition 4.2.1 permet de conclure que l’opérateur Ag, qui est la
composée de d et d, est borné.

Il existe une autre méthode pour prouver que l'opérateur A, est borné :

Proposition 4.2.2. L opérateur Ay défini sur >(V) est borné. De plus, il est un opérateur
auto-adjoint.

Preuve
Soient f, g € I2(V), nous avons

< Aofog >y = zm%(lx) S b, w) (F(2) - 1(4)) 9(a)

< YT o) @) - F) 9(z)

< 5 X Heale) + 5 3 W) 0] o)
S + Y Y W) W) 9

< Mol 1, (42.1)

avec I := 32,3 yne b(2,y) | f(y)] [9()].

En utilisant Cauchy-Schwarz, I est controlé par

(3 e \f(y)|2>é (> b(as,y>)é 9(2)]

€z Yy~ Y,y~T

~
VAN

IN

> ( > b(fv,y)f2(y)>2 (B(2))? |g()]

z  \y,y~z

IN

(%: y;xb(fmy)ﬂy)); (Z 5(95)92(3;))

- (Zowre) (Towee)
= Al llglly- (4.2.2)
Par suite, (4.2.1) et (4.2.2) entrainent

[<Aof, 9 >v[ <20l llglly -

Or, la définition de la norme de 'opérateur donne

|Ao|| = sup ”Aofﬂv = sup sup < Agf,g >y
[I£lI=1 IlflI=1lgll=1
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Ainsi,
[Af] <2
et ceci permet de conclure que I'opérateur Ay est borné.

Montrons que l'opérateur Ay défini sur i?(V) est auto-adjoint. Comme A, est borné
sur [2(V), il suffit de prouver qu’il est symétrique.

Soient f, g € [*(V), en utilisant le fait que l'opérateur Ay = dd et l'adjoint de
I'opérateur d est 'opérateur de divergence ¢, alors nous obtenons
<Aof,g>y = <ddf,g >y
= <df,dg >¢
= < f,0dg >y
= < f,A09 >v .

Ainsi, l'opérateur A, défini sur [2(V) est symétrique.
|

Remarque 4.2.2. l'opérateur Ag est positif et borné par 2, alors son spectre est réel et
inclus dans [0, 2].

Le but de cette section est de prouver la relation entre le spectre du Laplacien Ag
défini sur les fonctions et celui du Laplacien A; défini sur les formes.

D’abord par les travaux du [33] et [37], nous avons les lemmes suivants :

Lemme 4.2.1. Pour Ag = dd et Ay = dd, nous avons

1. dAg = Ard
2. 6A; = Ags.
Et,

Lemme 4.2.2. 1. ker Ag = kerd

2. ker Ay = ker d.

Preuve

1. C’est clair que kerd C ker A,.
D’autre part, si Agf = 0,Vf € [>(V), nous avons donc

0=<Aof, f>y=<df,df >¢.
Ainsi, df =0 ,Vf € (V)
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2. Sip € kerd, alors ¢ € I?(€) et dp = 0. Ainsi, ddp = 0 et nous obtenons ¢ € ker A;.

Pour l'autre inclusion, soit f € I2(V) tel que
0=<A1p,df >e=<0dp,Aof >v .

Si Aof = 0 pour f € [?(V), donc 0 est dans le spectre de Ag ce qui est absurde (la
fonction constante n’est pas dans [?(V)). Par conséquent, dp = 0 et nous avons ¢
est dans ker 9.

O
Nous arrivons a notre résultat principal.
Théoréme 7. Soit (G,b) un graphe infini pondéré normalisé, alors
(A1) \ {0} = (Ao) \ {0}

Preuve
o En utilisant le critere de Weyl, soit A £ 0 dans le spectre de A alors, il existe une

suite (f,)n de 12(V) telle que

[fully = Let Tim [[(Bo = N all, = 0.
Ainsi, trouver ¢, € I*(€) telle que

loulle = et lim [[(Ar = Ngalle = 0.

Posons
oy e dfn
" ”danS

D’abord montrons que ||df,| ¢ # 0. Nous avons

denHi - <A0fmfn >y
< (AO_)‘)fmfn >V+<)\fn>fn >y
< (AO_)\)fnafn >V+)\

tends vers o

Alors, lim [dfallz = A Ainsi, il existe ¢ > 0, Ing; ¥n > ng nous avons ||df,||s > c.
Et ceci implique que la suite (¢,,), est bien définie. Ensuite, vérifions que lim (A1 = Nenlle =



4.2. LE SPECTRE DU LAPLACIEN 63

0. En utilisant la premiere assertion du lemme 4.2.1 et le fait que 'opérateur d est
borné, nous avons

dfn
1=l = a1 =t

1(A1 = N)d falle
denHS

[d(Ao = A) fulle
||dfn||€

d
TSN

Or, lim (Ao = A) frlly, = 0. Par conséquent, Lim (A1 — N)gnlle = 0. Et ceci per-

&

<

met de conclure que A est dans le spectre de A; \ {0}.

o En utilisant la méme méthode que la premiere étape, supposons que A # 0 est dans
le spectre de Ay alors, il existe une suite (p,), de I*(£) telle que ||gn|e = 1 et
lim [|(A1 = A)enlle = 0. Donc, il faut trouver une suite (fn), de I2(V) telle que

[l # 0 et Tim [1(20 = A)fully = 0.
Posons

o,
15nlly,
D’abord montrons que [[6p,||,, # 0. Nous avons

fn =

16nlly; = < Aron, o >e
= < (Al - )\)907“@71 >e+ < /\SOn,SOn >e
= < (Al - )\)gpn, Pn =€ +A

tends vers o
Alors, lim 16¢nll3 = A. Ainsi, il existe ¢ > 0, 3ng; ¥n > ng nous avons ||dp,||,, > c.
Ensuite, vérifions que nhg& 1(Ag — A) fully, = 0.

En utilisant la deuxieme assertion du lemme 4.2.1 et le fait que 'opérateur o est
borné, nous avons

0pn
H(AO_/\)anV = H ||5‘:0 [
niy

[(A0 = A)denlly,
”590””12
||5(A1 — )‘)‘PTLHV
||590n||v

)
LTINSV

1%
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Or, lim (A1 — XN)gnlle = 0. Par conséquent, Lim (Ao = A) fully, = 0. D’olt A est
dans le spectre de Ag \ {0}.

U

Nous avons un autre résultat qui prouve que le spectre de deux différents Laplaciens
coincident lorsque la valeur 0 n’est pas dans le spectre de 4.

Lemme 4.2.3. Si 0 n'est pas dans le spectre de Ag, alors l'opérateur d défini sur 1*(V)
est a image fermée.

Preuve
Soit ¢ € Imd, montrons que ¢ € Imd, i.e, existe t-il-une fonction f de (2(V) telle
que ¢ = df ? Comme ¢ € Imd, alors il existe une suite (¢, ), de Imd, i.e, il existe une
suite (f,)n de I2(V) telle que ¢,, = df,,. De plus, la suite (¢,,), converge vers ¢ dans [*(£).
D’autre part, par hypothese 0 n’est pas dans le spectre de Ay ce qui entraine I'existence
d’une constante C' positive tel que

1£lly < CllAoflly, Vf € B(V).

Or, en utilisant la définition de la norme d’un opérateur et la proposition 4.2.1, nous avons

[Aofll = sup < Aof,g>y<|dflle sup [dgll <2dfl.

9llglly=1 g llgll,=1
Par suite,
I£ll, <2C[|dflle, Vf € BWV).
Ainsi,
1 fu = faully < 2C |dfo — dfulle s far frn € B(V).
D’ou

an - meV S 20 ”Spn - @m”é‘a fm fm € 12<V)

Or, la suite (¢,,), est convergente donc elle est de Cauchy ainsi la suite (f,,), est aussi de
Cauchy dans [2(V) qui est complet. Donc, la suite (f,), converge vers une limite f. Et en
utilisant le fait que 'opérateur d est borné, nous obtenons que df, = ¢, converge vers
df et par unicité de la limite df = ¢. D’ou ¢ est dans Imd. O

Corollaire 4.2.1. Si 0 n’est pas dans le spectre de Ag, alors

7 (Arlma) = o(Ao).

Preuve
D’apres la premiere assertion du lemme 4.2.1, nous avons

Ald - dAO
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Or, par hypothese 0 n’est pas dans le spectre de Ay, alors par la premiere assertion du
lemme 4.2.2; I'opérateur d est aussi inversible. Par conséquent, nous obtenons

Ajlima = dApd ™.

Ainsi,
U(Al \Imd) = U(Ao)-

4.3 Le probleme de zéro dans le spectre de 'opéra-
teur Laplacien

Dans cette section nous nous intéressons au probleme de zéro dans le spectre de 'opérateur
Laplacien. Pour cela, nous introduisons une généralisation d'un résultat inspiré de I'article
de John Lott [26] (Proposition 9. p. 12).

Théoréme 8. Soit (G,b) un graphe infini pondéré normalisé, connexe et localement fini
tel que le poids sur les arétes b est majoré et minoré par une constante strictement positive,
c’est a dire, il existe o > 0 tel que é < b(z,y) < a, pour tout (z,y) € . Alors

0e U(Al) ou 0 € U(AQ).

D’abord, nous commencons par des résultats préliminaires pour arriver a montrer ce
théoreme.

D’apres [36] et [11], nous avons

Définition 4.3.1. Le graphe G vérifie I'inégalité isopérimétrique s’il existe une constante
C > 0, tel que pour tout sous-graphe fini Gy = (U, Ey) de G, nous avons

0&y| > C'|U],

avec

0y = D ble) et U] = Blx).

ec0&y zelU

Lemme 4.3.1. Si lopérateur Ag est inversible alors l'inégalité isopérimétrique est véri-

fiée.

Preuve
L’opérateur A, est inversible, ceci entraine ’existence d’une constante strictement
positive C’ telle que
lglly < C"[[Aoglly , Vg € V).
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Il suffit de prendre C' = 2. En effet, pour tout sous-graphe U fini tel que ¢ = 1y, nous

cr2:
avons
2
lglly, = >_ Bla) = U]
zelU
et
2
1Qoglly, = D > bla,y) = |0&u].
zeU y¢U
O
Définition 4.3.2. e Une branche B est une suite finie de sommets xg, 1, .., Ty tel

que ¥j, 1 < j < m, nous avons deg(z;) = 2.

e La longueur de la branche B, notée long(B), est le nombre de sommets dans cette
branche, ici, long(B) = m + 2.

e L’intérieur de la branche B est l'ensemble des sommets x; de B vérifiant deg(x;) =
2, V.

FI1GURE 4.1 — Branche de longueur m + 2

A la place de 'argument de Lott [26] inspiré par Gromov [18] (p. 236-237), nous
utilisons le lemme suivant :

Lemme 4.3.2. Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

e Le poids b est majoré et minoré par une constante strictement positive, c’est a dire,
il existe o > 0 tel que i <b(x,y) <a, V(z,y) €E.

e L’opérateur Aq est inversible.
o L’opérateur A; est injectif.

Alors le graphe (G,b) est un arbre qui ne contient que des branches de longueurs unifor-
mément bornées, c’est a dire, IM > 0, VB une branche de G, long(B) < M.

Preuve

D’une part, 'opérateur A; est injectif ce qui entraine I’absence de cycle dans le graphe
G, donc G est un arbre.
D’autre part, 'opérateur A est inversible, alors le graphe G vérifie I'inégalité isopérimé-
trique, d’apres le lemme 4.3.1, c’est a dire, il existe une constante strictement positive C'
telle que pour tout sous-graphe U fini, nous avons

0| = C|U.
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Soit B une branche zg, x1, ..., Ty, Tyi1. Posons U = {1, ..., 2, } qui est Uintérieur de la
branche B, alors

b(xo, 1) + b(Tpm, Tpy1) > Z (4.3.3)

e Sib=1, alors B(z) = X, b(x,y) = X, 1 = deg(x), Vo € V (c'est le cas de J.

Y)
Lott [26]) Par suite, l'inégalité (4.3.3) et la définition 4.3.2 donnent

m

2>CZdegx] Z

7=1 =1

Posons M := £ + 2 (indépendant de B), alors long(B) < M. Ainsi les branches de
G sont de longueurs uniformément bornées.

e Pour b # 1 mais b est majoré et minoré par une constante strictement positive, c’est
a dire, il existe & > 0 tel que X < b(z,y) < a, pour tout (z,y) € € et le graphe G
est normalisé, le poids sur les sommets est 3(x) = >°,., b(z,y), nous obtenons alors
que le poids sur le sommet 3 est aussi minoré par é

Ainsi, par l'inégalié (4.3.3) nous avons

ua 1
200 > b(wg, 21) 4 b(Tp, Tini1) > C Y B(z;) > C’ma.
=1
D’ou
202 > m
- = m

Posons M = % + 2 (indépendant de B), alors long(B) < M. Ainsi les branches de
G sont de longueurs uniformément bornées.

g

Nous arrivons a la preuve du théoreme 8.

Preuve

En utilisant le méme raisonnement que [26], supposons que le deux opérateurs Ag et
A1 sont inversibles. Alors, le lemme 4.3.2 entraine que le graphe G est un arbre contenant
des branches de longueurs uniformément bornées voir figure 4.2.

Or, l'existence d'un tel arbre permet de construire une fonction ¢ de [*(€) qui est
d-harmonique, en effet : nous considérons une partie d’un arbre branché dans la figure 4.2
comme un exemple pour simplifier la compréhension de la construction de ¢.

Premier cas : b = 1, prenons le point 0 comme origine. Il posseéde deux voisins 0~ et
1. Posons

@(0’0_) = QO(Ov 1) =1

Alors, nous obtenons d¢(0) = 0 (I'arbre est orienté).
Ensuite sur la branche By, ¢ est constante, autrement dit, ¢(j,j + 1) = 1, pour tout j, tel
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5- 6 T- 8-

F1GURE 4.2 — Arbre Branché

que 1 < j < 3. Et au point 4, nous avons ¢(4,5) = ¢(4,57) = i, afin d’avoir dp(4) = 0.
Et pour les points qui sont dans la branche B, la fonction ¢ est aussi constante et
prend la valeur % Ainsi de suite au point 8, nous avons ¢(8,9) = ¢(8,97) = i, pour
avoir dp(8) = 0. Et pour les points qui sont dans la branche Bs, la fonction ¢ est aussi

constante et prend la valeur i. Et nous continuons de cette maniere...

BI1

FIGURE 4.3 — Arbre Branché 1

D’une maniere générale, GG est un arbre ne contenant que des branches uniformément
bornées et nous construisons la fonctions ¢ sur une partie de GG en choisissant toujours
deux branches au points de bifurcation (il pourrait y en avoir plus de deux). Tel que la
figure 4.3, la construction de ¢ est faite comme suit : sur By la fonction ¢ est constante
et égale a 1. Ensuite, nous ajoutons une génération, nous obtenons deux branches B; ;
et By tel que la fonction ¢ prend la valeur % Et a la génération m, nous avons B,,

1

branches, ou 1 < k£ < 2™, alors la fonction ¢ est égale & =-. Par suite, nous montrons
) ) % g 2 )

que cette construction de ¢ est de carré sommable. En utilisant le fait que les branches
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de 'arbre sont uniformément bornées par une constante M > 0, nous obtenons

1

lellz = *222"5 >

m k=1 EEBm k

Y ¥ ()

m k= IEEBmk

1 2
S omy ()
. om

Z;ﬂ<oo.
m

DN | — \&)

ol g I

Deuxieme cas : b # 1 mais b est majoré et minoré par une constante strictement positive,
c’est a dire, il existe a > 0 tel que é < b(z,y) < «, Y(x,y) dans . Sur la branche By,
comme dans la figure 4.2, le point 0 possede 2 voisins notés 0~ et 1. Comme on veut
que dp(0) = 0, alors on choisit la fonction ¢ comme suite ¢(0,1) = bé(()é?;))gp(o, 07). Et a

I'intérieur de By, on pose ¢(j,j + 1) = ((] +1))¢(0, 07) Vj, 1 <j < 3. Ensuite, on regarde

le point 4 qui possede 2 voisins 5 et 57, afin d’avoir dp(4) = 0 et comme nous avons
(3,4) = 550 (0,07). On choisit (4, 5) = 5520(0,07) et ¢(4,57) = 55550(0,07).
Ainsi, a 'intérieur de la branche B,

b(0,07)

i <<
%07+ 1) )(070)\7]75_]_7

©(j,j+1) =

Et pour le point 8, il posséde 2 voisins 9 et 97. Pour avoir d¢(8) = 0 et comme nous avons
P(7,8) = 40 (0,07). On choisit ¢(8,9) = 55l 0(0,07) et ¢(8,97) = 7&550(0,07).

15(8,9~
A l’mterleur de la branche Bs,

b(0,07)

202 5(0,0” i = 10.
1 j+1)90(, ) pour j

04,7 +1) =

Et ainsi de suite... D’'une maniére générale, voir figure 4.3, sur By la fonction p(ey) =
%QO(O, 07), avec eg désigne les arétes de By. Ensuite, nous ajoutons une génération,
nous obtenons deux branches By et B tel que la fonction ¢ prend la valeur p(el) =

50,0 )90(0 07), avec e7 désigne les arétes de By ;. Et a la génération m, nous avons B, x

2b( D
branches, ot 1 < k < 2™ alors la fonction ¢ est égale & ¢(e¥ ) = 217,53)(0 ))gp(O 07), avec ef,

désigne les arétes de B,, ;. Par suite, nous montrons que cette construction de ¢ est de
carré sommable. En utilisant le fait que les branches de I'arbre sont uniformément bornées
par une constante M > 0 et le poids b est majoré et minoré par une constante strictement
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positive, nous obtenons

lelz = 5 Y ble)e(e)?

2 m

> 2 > be)e(e))?

m>0 k=1 e€ By, i

- T3 5 e e te0.0)

m>0 k=1e€B, &

IN

_ 02 2 1
= (0.07900.00) X ¥ 3 g
m>0 k=1 e€ By,

2 1
< o - —
< o ((0,07)) M3 o
= 2Ma® ((0,07)” < oc.

Ainsi, ¢ est dans [?(€) et d-harmonique. Donc, 0 € o(Ay). O

Remarque 4.3.1. En déplacant le premier sommet 0 de la figure 4.3, nous pouvons avoir
d’autres fonctions ¢ qui sont dans I*(€) et §-harmoniques. Ainsi, 0 est une valeur propre
de multiplicité infini de Uopérateur Ay, donc 0 est dans oess(Aq).

4.4 Exemples :

Dans cette partie, nous construisons la fonction d-harmonique ¢ dans différents exemples
d’arbres.

4.4.1 Arbre symétrique

D’apres [15], nous avons la définition suivante :

Définition 4.4.1. L’arbre infini Ty est symétrique autour d’un point fizé xy avec un
nombre de branchement {m;}2,, si Ty dépend seulement de la distance d’un point fixé g
tel que m; = deg(x) pour tout x € T lorsque d(zo, x) = i.

Exemple d’arbre symétrique :
Fixons un point origine o de l'arbre Ti. Posons S, = {x € Ty; d(o,x) = n}. Soit T
I'arbre symétrique autour du point o avec un nombre de branchement {m,}°,. Dans
le Figure 1, nous choisissons m,, = 3 + n pour tout n € N qui est une suite croissante.
Ainsi, nous avons mgy = 3, c’est a dire que, deg(o) = 3. Et pour z € S}, nous obtenons
deg(x) = my; = 4. De méme, si = est dans S, entraine que mgy = 5.



4.4. EXEMPLES :

FIGURE 4.4 — Arbre symétrique
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Proposition 4.4.1. Si l'arbre symétrique Ty est simple tel que deg(x) > 2, pour tout
x € Ty, alors il existe une fonction non nulle ¢ de carré sommable telle que dp = 0.

Preuve

Fixons zy origine de Ty tel que deg(zg) = mg. Construisons la fonction ¢ tel que
0y = 0 comme suite : posons {m%, x%, ...,x’i”o} les voisins sortant de xy qui sont dans S;

1

et o(zo, 1) = 1, o(x9,22) = —1, (xg,71) = 0, Vj € {3,...,mg} ce qui entraine que

dp(zg) = 0.
Ensuite pour avoir d¢(z}) = 0, nous prenons

1
11y 1
p(z1,15) = my — 190@30’751)-
Et de méme pour avoir dp(z3) = 0, nous avons
o(x5, 13) = ! ©(x0, 7).
253 (m1_1>(m2_1) » 1

Par la méme procédure nous construisons

1 1\ 1 .
(i = 1) = Do (mny — 1) P10 0

afin d’avoir dp(z}) = 0 pour z dans S,.

(4.4.4)

Avec cette construction, montrons que ¢ € [2(£). En utilisant (4.4.4) et le fait que
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deg(z) est supérieur strictement a 2 pour tout x € Ty entrainent

lollz = Z%O

eEE
= 1+, Zmnf: @ (e, 73)
Mmp—1—1 1 i
= 1+- nz;z Z <<m1_1)(m2_1)...(mn_1—1)>
] 2
= 1+ ig(mnq —1) <(m1 —1D)(my —1)...(my_1 — 1))
] 2
= 14— 7; (mn 1 — 1) <(m1 —1)(mg —1)...(1Mp_g — 1))
< OoQ.

4.4.2 Arbre triadique avec une mesure particuliere

Fixons un point origine x, de larbre T tel que deg(zy) = 3 contenant {xi, 2% z}}. Soit
o(zo, 7)) = 0 pour tout i € {1,2,3} ceci donne dp(zy) = 0. Maintenant, pour avoir
dp(z}) = 0, nous prenons

1,1 1,2 1,1 1,2
p(x1, 73) = —p(q, 73) et b(zy, 3) = b(zy, 73).
Pour n > 2, nous considérons la fonction ¢ suivante :

(T, Tp1) = —2¢(Tp, Tnt1)

QO(xn, ‘r}LJrl) = (,0(13”, x721+1>

b(xnvxl 1)+b(x’ﬂ7x2 1)
b(xy, Tp1) = st nt

Pour cette construction de la fonction ¢, montrons qu’elle est dans [?(€). Nous avons

lelz = 5 X ble)e(e)

Z Z b xf’m n+1 (xfzv x}z-{—l) + b(l‘%, xi+1)902(x£7 x72z+1)
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avec S, = 3 Y0 "o(xd,xl (2 xl ). Or, la construction de ¢ donne
1
S = §b(x%,x0)g@2(x%,a:0) =0et

[ (wh, 1) (23, 21) + b(a3, 1) (23, 21)]

Prenons par exemple go(xz, T3 1, ceci implique que

1) =
1
S =

[b(wh, 1) + b(a3, 21)] = bat, 7).

Et pour n > 2, nous avons

1 &
Sn+1 = izb(‘x%-&-hm;)@z('x%-&-l?x;)
j=1
12! A 0 A oy o )
= ) b(xiLH,x?ll)gp (xZLJrlax?lz) +b(xZL+17$n)90 (xiﬂvﬂfn)
7=1
1% j 1 j 2 2/ 1
= 5 2 D@ ) + b, 10)| (@i 27)
=1
anl
= Z b($%,$;71)4()02<1’%, x%zfl)
j=1
1
= =5,
2
Ainsi,
1 11 1\ !
Sn-‘rl 2Sn 52 n—1 — <2> SZ
D’ou, nous obtenons
1 1 n—1 S 1 n—1
2 2
lelle = ZS_ZZ<2> 52:22(2) < 0.
n>1 n>1 n>1

4.4.3 Arbre triadique avec une mesure minorée par une constante
strictement positive

Soit T" un arbre triadique (voir définition 3.4.2 du chapitre 3) avec un poids sur les arétes
b minoré par une constante strictement positive c.

Fixons un point origine xy de I'arbre 7', il existe une suite croissante de sous-graphes
finis {G,}, tel que G, = {z € V; d(xp,z) < n} et G = U, G,. Notons S,, = {z €
T; d(zg,x) = n}.

Posons 1, 3 et o} les différents voisins de xy qui sont dans S;. Nous supposons que
o(zo,2}) = 0 pour tout i € {1,2,3}, ce qui entraine que dp(xg) = 0.



74 CHAPITRE 4. SPECTRES DU LAPLACIEN

Fixons un sommet de S; par exemple x; := x1, soit ey et wy les deux arétes sortant
de z; et notons e, m > 1,1 <k < 2™ resp. wk, m > 1,1 <k < 2™ les arétes sortant
de eg, resp. wy, de génération m. Pour m > 0, on définit ¢ tel que

1 1
k m
= ——— Vk 1 < k< 2™
p(wh,) = Ll vki<k<om
m 2m b(wk)” 7 T T

Avec cette construction, nous obtenons pour chaque x,, de S,, dp(x,) =0, Yn > 1 et
de plus ¢ € I*(€), en effet

1
2
ol = 5 X be)se)
ecé
1 N
m>0 k=1
1 & 11
S M) s
2 m>0 k=1 22m b2 (e
1 22% 11
2 S0k 2°™ b(ey,)
d 21
S 3 Som
2 m>0 k=1 2
d 1
= — Z om___
2 S0 22m
c Z 1
B 2 m>0 2m
= C/’
oud =1
Remarque 4.4.1. e La construction de la fonction §-harmonique de carré sommable

dépend du poids sur les arétes.

e Pour larbre triadique simple, 0 est a la fois dans le spectre de Ay (wvoir 5.5.2 du
chapitre suivant) et dans le spectre de Ay (voir 3.4.2 du chapitre précédent).



Annexe

Dans ce chapitre nous présentons les principaux résultats que nous avons utilisé au cours
de cette these, concernant les propriétés des opérateurs Fredholm, le probléme de mini-
misation et quelques résultats sur le spectre.

5.1 Opérateur de Fredholm

Dans cette section nous rappelons quelques éléments de la théorie d’opérateur de Fred-
holm. Plus précisément, les propriétés qui permettent d’avoir un opérateur a image fermée.
Ces résultats sont inspirés de [25].

Définition 5.1.1. Soient X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire borné
T : X — Y est appelé un opérateur de Fredholm si les trois conditions suivantes sont
satisfaites :

1. ImT est fermée dans 'Y
2. dim(ker T') est finie.
3. dim(CokerT') = dim(Y/ImT) est finie.
Si Uopérateur T vérifie les conditions 1 et 2, on dit qu’il est semi-Fredholm.

Remarque 5.1.1. Dans [22], si Uopérateur T vérifie les conditions 1 et 2, on dit qu’il
est sur semi-Fredholm.

Lemme 5.1.1. Soient T : X — Y un opérateur continu et K : X — Z un opérateur
compact. Supposons qu’il existe une constante C > 0 tel que

lellx < CUTxlly + [ Kzl,) (5.1.1)
75
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alors kerT' est de dimension fini et ImT est fermée, c’est a dire, l'opérateur T est semi-
Fredholm.

Preuve
Commencons par prouver que ker T" est de dimension finie ¢a revient a montrer que

By ={x €kerT; |z|, <1}

est compact, par le théoreme de Riesz.

Soit (x,,), une suite de By, alors elle est bornée ainsi on peut extraire une sous suite
(Zo(n))n qui converge faiblement vers x dans By. Or, 'opérateur K est compact, donc
K (xa(n)) converge vers K(x). Par suite, en utilisant (5.1.1), nous prouvons que (Za(m))n
converge en norme vers x, en effet

eaem]|, = 2l < oo — 2|,

< | Jrew el Jrow - Kl

=0 —0

d’ou, le résultat.
Maintenant, montrons que Im 7" est fermée.

Soit y € Im T, alors il existe une suite (y,), de Im T qui converge vers y. De plus, il
existe z,, € (kerT)* et ,, # 0 tel que y, = Tx,. La suite (z,,), doit étre bornée sinon,
posons &, = 7=y, alors €]l = 1 et TE, = 0 ce qui entraine que &, est dans ker TN (ker ')+
qui égale a 0 et ceci contredit le fait que ||€,|| = 1. D’ou, (z,,), est bornée. Et par le méme
argument utilisé dans la premiere partie de la preuve, nous démontrons que (z,), admet
une sous suite (Ta(n)), convergente vers x. D’autre part, 'opérateur 7" est continu, ce qui

implique que (7T (n))n converge vers Tz et par unicité de la limite y,, tend vers y = T'z.
O

Théoreme 9. Soit un opérateur linéaire borné T': X — Y. Alors T est Fredholm si et
seulement si il existe H : Y — X opérateur linéaire borné tel que TH — Id et HT — Id
soient des opérateurs compacts, c’est a dire, 'opérateur T est Fredholm si et seulement
si il est inversible modulo les opérateurs compacts.

Preuve
Commencons par prouver la premiere implication et supposons que 71" est Fredholm.
Nous avons
X=kerT®Xg et Y=ImT DY),

ott Xy = (ker T')* et Yy = CokerT.
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Soit Ty = T'|x,. Alors, Ty est injectif puisque si Tox = 0 pour = € X alors x est
aussi un élément de kerT', ainsi x € Xg N kerT ce qui entraine que z = 0. De plus,
To(X) = T(X) qui est fermé. Par suite, 'opérateur Ty : Xo — T'(X) est bijectif et borné
d’ou inversible.

Maintenant, posons H := T, 'Q o1 Q : Y — T(X) est I'opérateur projection.

Nous avons H(Y') = Xy et ker H = Yj. De plus, nous obtenons
Id — HT est la projection orthoganale de X sur ker T

et
Id — T H est la projection orthoganale de X sur Y.

Ainsi, Id — HT et Id — T'H sont deux opérateurs a rang fini d’ou compacts.
Pour la deuxieme implication, nous allons vérifier les hypotheses du lemme précédent.

Posons K = HT — Id qui est compact. De plus, nous avons
zlly < C(lz—HTz|y + | H] | Tz]y).

Ainsi, l'opérateur T' est semi-Fredholm. Pour avoir T' Fredholm, il faut prouver que
CokerT est de dimension finie.

Posons K’ = T H — 1d, alors, en utilisant le fait que InTH C Im7T et 'opérateur
K’ +1d est Fredholm (car K’ compact), nous obtenons

dim(CokerT) < dim(CokerT H) = dim(Coker(K’ + Id)) < oo.

5.2 Probleme de minimisation :

Les résultats de cette section sont inspirées de références suivantes [?] et [?].

Soit H un espace de Hilbert, F un sous-espace de H et J : H — R une fonction. On
s’intéresse a résoudre le probléme suivant :

u* e F,
P =
J(u*) = inf,er J(u).

On dit que P est un probleme d’optimisation ou probleme de minimisation de la fonction
J sous la contrainte u € F.
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Définition 5.2.1. On appelle une suite minimisante de J dans F une suite (u,), d’élé-
ments de F telle que
lim J(u,) = 1161;__ J(u).

n—oo

Une telle suite existe toujours, par définition de inf.

Définition 5.2.2. Soient F un ensemble fermé non-vide de H et J : F — R une
fonction continue. La fonction J est dite coercive ou infint a linfini si

V(up)n une suite de F, lim [Jup[| = oo = lim J(uy) = oo.

Théoreme 10. Soient F un ensemble convezre fermé non-vide de H et une fonction
continue J : H — R, conveze et coercive. Alors, il existe un minimum de J sur F.

Définition 5.2.3. On dit qu’une fonction J définie sur un ensemble convexe F est for-
tement convexe si et seulement si il existe a > 0 tel que

J<u+v> < J(u) + J(v)
2 - 2
Théoreme 11. Soient F un ensemble convezre fermé non-vide de H et une fonction

continue J : H — R et fortement convexe. Alors, il existe un unique minimum u* de J

sur F.

Application : Soient H =€), F = F. = {1 € C,(E); 6] =dx.} et J(I)=E(I) =
115

a 2
= S lu—ol.

o F, est un ensemble convexe, en effet : soient I et I’ deux éléments de Fo et 0 < A\ <1
alors, OAI + 0(1 — A\)I" = Mol + (1 — X\)oI" = Moxe + (1 — A)dxe = dx. par suite
OM + (1 — N\) I’ est dans Fe.

e F. est un ensemble fermé de H, en effet : il existe une suite I,, de F, qui converge
vers I dans H. Montrons que ce I est un élément de F,.
Comme la convergence dans H donne la convergence ponctuelle donc ceci entraine
que I,,(e) converge vers I(e). De plus, notre graphe est localement fini, ainsi nous
obtenons

dim > IL(e)= > Ife), Yz eV.
e e~ =x e,e”=x

Et par unicité de limite, nous pouvons conclure que §/(z) = dx., Vo € V. D’ou le
résultat.

o J(I) = E(I) est une fonction fortement convexe, en effet :

]5)(])+E([’)_E<I—;I’>+E<I—2]’> ZE<I+I’>'

nous avons

2 2
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Par le théoreme 11, il existe un unique I* de F, tel que

E(I") = Ilenjf_e E(I).

5.3 Spectre du Laplacien

Dans cette section, nous donnons des résultats et des propriétés élémentaires du spectre
de Laplacien. Ses résultats sont inspirés de [9] et [15].

5.3.1 Spectre du Laplacien sur 7Z

Définissons l'opérateur Laplacien sur [?(Z) par

Au(n) = > u(n) —u(m) =2u(n) — (u(n — 1) + u(n + 1))

m,m~n
L’opérateur A est borné et est autoadjoint sur [?(Z). Déterminons leur spectre.

La transformée de Fourier, définie par :

L2<]0,27TD — lQ(Z)
F ~
fr—1f

ou pour tout n € 7Z,
1

~ 27 .
Fo) = o= [ st at
21 Jo
est une isométrie unitaire d’inverse
lQ(Z) — L2(]O, 27[)
F'.
(Cn)nez — f = Zn Cnein.

Le spectre étant invariant par conjugaison :
o(F'AF) = o(A), pour F inversible.

Il vient alors, pour f € L?
FIAFf = chei”',
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ol ¢, = AFf(n) = Af(n) =2f(n) — f(n—1) — f(n+1).

Ainsi, on obtient

o~ o~

FRUAFf = Y(2f(n)— Fin—1) = f(n+ 1)

n

~

= Zf(n)em' — f(n —1)e™ + f(n)em‘ — f(n + 1)e™

n

~ -~

— Zf(n)(em . ei(n—i—l).) + f(n)(em . ei(n—l).)

n

= Y f(n)em(1—e) + f(n)e™ (1 —e ")

n

= Zf(n)em‘(Q —eh—e ™)
= 2Zf Zf (e" +e ™)

= 2f —2fcos(.)

= 2(1—-cos(.)f

= Mcosf'
Par suite,

o(F'AF) = 0(Meos) = Im(Meos) = [0, 4].
D’ou,

o(A) =10,4].
Remarque 5.3.1. On peut généraliser ce résultat pour 'opérateur Laplacien définit sur

I2(Z%) et nous obtenons o(A) = [0, 4d).

5.3.2 Spectre du Laplacien sur un arbre régulier

Soit 1" I'arbre régulier de degré ¢+ 1. Considérons le spectre de I'opérateur Laplacien A,

Aqf() (+1)f Zf

Yy~

Théoréeme 12. Le spectre de A, est donné par :

o(Bg) = [lg+1) = 2Vq, (¢ +1) +2V/4].

Preuve
Soit A € R tel que A ¢ o(4,), alors nous pouvons résoudre

(/\ - Aq)f = Xzo> (532)

oll gy est l'origine de l'arbre et f € [?(V). De plus, f(x) = g(|z|) avec |z| = d(zo,x) tel
que d(zo, ) est la distance combinatoire. Alors, (5.3.2) donne
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(A= Ag) f(x0) = Xao(20)
ainsi
(A= (g+1)) fzo) = (g + 1) f(21) = 1
Posons ag = f(z9) et a1 = f(x1), donc on obtient

A=(¢g+1)ay—(¢g+1a; =1

D’autre part, I’équation 5.3.2 entraine

()‘ - Aq)f(mk) = X:t:o(xk)a Vk >0
ce qui implique

A=(¢+1)) flar) — f(wp-1) — ¢f (k1) =0, Yk >0
Posons ax_1 = f(xr_1), ap = f(zx) et agr1 = f(zg41). Ce qui entraine

A=(¢+1))ar — a1 — qars1 =0, Vk >0

par suite
a1 — (A= (¢+1)) ax + qag41 =0, Yk >0

et donc on obtient une suite récurrente linéaire dont 1’équation caractéristique est
I—-A=(¢g+1)r+q?*=0

qui admet comme solutions :

(A — i\/ (g+1))2—4q

r =

si et seulement si (A — (g + 1)) — 4¢ > 0.
Ainsi, si A€ [ :=[q¢+1—2,/q,q+1+2,/q], alors A € 0(Ar). D'ou I C o(Ar). Et pour
la deuxieéme inclusion, voir [9].

g

5.3.3 Spectre essentiel du Laplacian

Soit K un sous-graphe fini de G, alors le Laplacien sur G\ K avec condition de Dirichlet
A\ i est donné par :

Agf(zr) en G\ K,

Aa\k f(z) = {
0 sur K,

pour f une fonction de I*(G \ K) := {f € I*(Q); f|x =0}.

Nous avons le résultat suivant inspiré de [15]
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Proposition 5.3.1. Pour G un graphe infini et K un sous-graphe fini, nous avons

Oess (AG) - Uess(AG\K) .

Preuve
Commencons par montrer oess(Ag) C Oess(Ag\k). Soit A € 0.55(Ag) alors il existe
une suite orthonormée (f,), de I*(G) tel que ,}LHQO"(AG — AN full = 0. (fu)n est une

suite bornée, donc on peut extraire une sous-suite convergente (f,, )n,. Posons g; =
LTSS FiTy Ainsi, on obtient g, est une suite normalisée convergente vers 0 et véri-

o
fiant nh_}r&H(A — AN gill = 0. Mais on veut que g; soit dans [*(G \ K). Donc, posons
hy = (1 — Xk )ge. Par suite hy|x = 0, il est dans I?(G \ K) et nh_g)lo H(Ag\K — )\)th = 0.

Dot A € 0ess(Ack)-
Pour la deuxiéme inclusion, soit Soit A € oess(A\ i) alors il existe une suite orthonormée

(fo)n de *(G) tel que Lim H(Ag\K - )\)an = 0. On considére la suite (f,), qui est égale
a fp, sur G\ K et 0 ailleurs. Ainsi, A € 0.5s(Ag).

[l
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Résumé

Dans le contexte des graphes infinis, localement finis
et pondérés, nous nous intéressons a I'étude des
propriétés de I'opérateur discret de Gauss-Bonnet qui
est un opérateur de type Dirac (son carré est
I'opérateur Laplacien). Plus précisément, nous
donnons une version discrete de la notion importante
de non-parabolicité a l'infini introduite par Gilles
Carron pour les variétés Riemanniennes
non-compactes. De plus, grace a cette condition notre
opérateur est Semi-Fredholm ce qui est utile dans la
décomposition de Hodge pour résoudre des
problémes tel que le probleme de Kirchhoff. Une autre
partie de cette these consiste a étudier les propriétés
spectrales de I'opérateur Laplacien. En fait, nous
distinguons deux types d’opérateurs Laplaciens le
premier défini sur 'espace des fonctions sur les
sommets et le deuxieme défini sur 'espace des
fonctions sur les arétes. C’est une question naturelle
de voir le lien entre leur spectres respectifs. En
utilisant, le critére de Weyl, nous montrons que le
spectre de ces deux Laplaciens coincident en dehors
de la valeur 0. De plus, nous étendons le résultat de
John Lott qui affirme que la valeur spectrale 0 est
dans le spectre de I'un de ces deux Laplaciens.

Mots clés

graphes infinis pondérés, opérateur discret de
Gauss-Bonnet, non-parabolique a l'infini,
semi-Fredholm, spectre de I'opérateur Laplacien.

Abstract

In the context of an infinite locally finite weighted
graph, we are interested in the study of discrete
Gauss-Bonnet operator which is a Dirac type operator
(its square is the Laplacian operator ). In particular,
we are focused on the conditions to have
semi-Fredholmness operator needed to approach the
Hodge decomposition theorem, which is important for
solving problems such that Kirchhoff's problem. In
fact, we present a discrete version of the work of Gilles
Carron which defines a new concept non-parabolicity
at infinity to have the Gauss-Bonnet operator with
closed range. Another part of this thesis consist to
study the spectral properties of the Laplacian operator.
We define two Laplacians one as an operator acting
on functions on vertices and the other one acting on
functions on edges. So, it is a natural question to
characterize the relation between their spectrum in
terms of a certain geometric property of the graph and
properties of the operators. In fact, we show that the
nonzero spectrum of the two laplacians are the same,
by using Weyl criterion. In addition, we give an
extension of the work of John Lott such that with
suitable weight conditions, we prove that the spectral
value 0 in the spectrum of one of these two
Laplacians.

Key Words

infinite weighted graph, discrete Gauss-Bonnet
operator, non-parabolicity at infinity,
semi-Fredholm, spectrum of Laplacian operator.
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