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RESUME

Réduction de modele en dynamique des structures
et des systemes couplés aéroélastiques

La simulation numérique du comportement dynamique des structures ou des systemes couplés aéroélastiques
complexes conduit a des systémes d’équations de treés grande taille dont la résolution est tres cofiteuse. Il est
donc indispensable de construire des modeles d’ordre réduit qui, au prix d’une diminution acceptable de la
précision, permettent d’obtenir a moindre cofit des simulations de ces systemes. Cette réduction de modele est
obtenue par une projection du systeme d’équations initial sur une base de projection, incluant ainsi les méthodes
de sous-structuration ou de syntheése modale, ainsi que la réduction par symétrie cyclique. On présente ici un
ensemble de méthodes ayant recours aux techniques de réduction ou de projection. La premiere partie re-
groupe quelques travaux sur les fréquences et modes propres: la méthode de Lanczos par bloc pour calculer
les fréquences et les modes propres de structures amorties, une méthode de sous-structuration pour déterminer
leur sensibilité et leur réanalyse, et finalement un critere pour suivre leur évolution dans le cas des structures
dépendant d’un parametre. La deuxieéme partie est consacrée aux méthodes de synthese modale, incluant les
méthodes classiques, avec interface fixe, libre ou mixte, les méthodes utilisant les modes d’interface ou les
modes d’interface partiels, ainsi que leur combinaison avec la réduction par symétrie cyclique. La troisiéme par-
tie concerne les structures multi-étages comme les assemblages de disques aubagés dont chaque étage possede
une symétrie cyclique mais pas la structure compléte. Une méthode de réduction par symétrie cyclique multi-
étages est développée avec une nouvelle sélection des indices de déphasage pour chaque étage dans chaque
systeme réduit. Elle peut étre utilisée seule ou combinée avec la synthése modale. La quatrieme partie concerne
le couplage fluide-structure dans les turbomachines. La structure, un disque aubagé possédant une symétrie cy-
clique, est soumise a des forces aérodynamiques exercées par le fluide et qui dépendent des déplacements de
la structure. La projection de 1’équation de la structure sur ses modes propres complexes fournit un systeéme
réduit couplé dans lequel les forces aérodynamiques généralisées sont obtenues a partir des mouvements har-
moniques des modes. Deux méthodes de résolution et une méthode de lissage multi-parametres sont proposées
afin d’obtenir les solutions du systeme couplé pour un grand nombre de valeurs des parametres.

Mots clés : réduction de modele, fréquence et mode propre, sensibilité, synthése modale, symétrie cyclique,
structure multi-étages, couplage fluide-structure, aéroélasticité.



ABSTRACT

Model reduction in dynamics of structures and aeroelastic coupled systems

The numerical simulation of the dynamic behaviour of complex structures or aeroelastic coupled systems leads
to systems of equations with very large size whose solution is very costly. It is thus essential to build reduced
order models which allow to perform the simulations of these systems at a lesser cost and with an acceptable lost
of accuracy. This model reduction is obtained by a projection of the initial system of equations on a projection
basis, including therefore substructuring or component mode synthesis methods, as well as the cyclic symmetry
reduction. We present here a set of methods using reduction or projection techniques. In the first part, we
put together some works related to the eigen frequencies and modes: the block Lanczos method to compute
the frequencies and modes of damped structures, a substructuring method to determine their sensitivity and
their reanalysis, and finally a criterion to follow-up their evolution for structures depending on a parameter.
The second part is devoted to component mode synthesis methods which include the classical methods, with
fixed, free or hybrid interface, the methods using interface modes or partial interface modes, as well as their
combination with cyclic symmetry reduction. The third part is concerned with multi-stage structures such as
bladed-disk assemblies whose each stage has a cyclic symmetry but not the whole structure. A multi-stage
cyclic symmetry reduction method has been developed with a new selection of phase indexes for each stage
in each reduced system. It can be used alone or combined with component mode synthesis. The fourth part
is concerned with the fluid-structure coupling in turbomachinery. The structure, a bladed disk having a cyclic
symmetry, is subject to the aerodynamic forces applied by the fluid and which depend on the displacements of
the structure. The projection of the equation of the structure on their complex eigen modes provides a reduced
coupled system in which the generalized aerodynamic forces are obtained from the harmonic motions of the
modes. Two solution methods and a multi-parameter modeling method are proposed to obtain the solutions of
the coupled system for a large number of values of the parameters.

Keywords: model reduction, eigen frequency and mode, sensitivity, component mode synthesis, cyclic sym-
metry, multi-stage structure, fluid-structure coupling, aeroelasticity.
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Chapitre I

ACTIVITES SCIENTIFIQUES

I.1. Synthese des travaux de recherche réalisés

Depuis ma these de Docteur Ingénieur sur I’étude du comportement dynamique des rotors flexibles (Lalanne
& Ferraris, 1998) !, mes activités de recherche concernent le domaine de la dynamique des structures, des
systemes poly-articulés et des systemes couplés fluide-structure. Les principaux thémes étudiés sont :

1. Etude des équations de Kane et des systémes de corps flexibles poly-articulés 2 ;

Méthodes de Lanczos de recherche de fréquences et modes propres 3 ;
Meéthodes de calcul des sensibilités, de réanalyse et de suivi des modes propres
Méthodes de synthése modale (sous-structuration dynamique) > ;

Méthodes de couplage fluide-structure dans les turbomachines © ;

6. Maéthodes de réduction de modele de structures multi-étages avec symétrie cyclique ’.

D’autre part, j’ai encadré des theses sur la réduction de modéle du domaine fluide ® et des structures non
linéaires °.

Dans la plupart des cas, il s’agit de développer des méthodes de résolution pour répondre a un type de
probléme donné en essayant d’améliorer la performance ou la précision, comme pour le calcul des fréquences et
modes propres, de la réponse forcée, des sensibilités et des modifications de modes propres ou des solutions aux
problemes couplés fluide-structure. La formulation des équations constitutives du probleme est aussi abordée
dans I’étude des équations de Kane et des systemes de corps poly-articulés. Ces travaux donnent lieu a la mise
en ceuvre de logiciels de calcul et des tests de validation sur des applications numériques.

Une technique largement utilisée dans les méthodes développées est la réduction du probléme initial par
la technique de Rayleigh-Ritz qui consiste a projeter le systeme d’équations du mouvement sur une base de
projection. Les vecteurs de cette base de projection, nommés ici par le terme générique de vecteurs de Ritz,
sont par exemple les vecteurs de Lanczos, les modes propres et les modes statiques de sous-structures ou
les modes d’interface dans la synthése modale, ou les modes propres de la structure pour le couplage fluide-
structure. L’aspect mathématique de cette technique de réduction de modele comme 1’étude de convergence
en fonction du nombre de vecteurs de Ritz retenus et I’estimation des erreurs de troncation n’est pas abordé
dans ces travaux. On se contentera d’utiliser, de proposer et de valider des critéres empiriques tels que celui de
Rubin pour sélectionner les vecteurs de Ritz intervenant dans la base de projection.

Une autre technique pour réduire le volume de calcul consiste a décomposer la structure en sous-structures.
Ces dernieres sont représentées soient par des vecteurs de Ritz, ce qui revient a la technique de projection, soient
par leurs modeles éléments-finis. Les propriétés de symétrie sont également exploitées, éventuellement en
combinaison avec d’autres techniques comme la sous-structuration et la syntheése modale, comme la réduction
par symétrie cyclique pour les disques aubagés, mono- ou multi-étages, ce qui revient aussi a une méthode de
projection. Le probléme du désaccordage dans lequel la symétrie cyclique est 1égerement brisée est également
étudié. Un apercu de ces travaux est présenté ci-apres.

4.
s

A

Etude du comportement dynamique des rotors flexibles (thése de Docteur Ingénieur)

Il s’agit de 1’étude des vibrations des rotors symétriques a paliers dissymétriques en mouvement de flexion
[1; 2]. On propose des méthodes de calcul qui permettent de déterminer les fréquences et modes propres de

'Publications [1; 2]

2Publications [3; 16; 17, 46, 47, 48]

3Publications [5; 42; 43; 44; 55]

4Publications [6; 21; 22; 23; 24; 34; 51; 57]

SPublications [4;7; 11; 18; 19; 20; 25; 26; 31; 33; 35; 38; 45, 49; 50; 59; 61; 62]
SPublications [8; 10; 27; 28; 29; 30; 32; 56; 57; 58; 60]

TPublications [14; 63; 64; 66]

8Publications [9; 12; 36; 37; 39]

9Publications [13; 15; 40; 41; 65; 67, 68; 69]



2 Chapitre I. Activités scientifiques

rotors en fonction de la vitesse de rotation, ainsi que la réponse aux excitations telles que les effets de balourd
et de pesanteur. Dans un premier temps, on établit les équations du mouvement de rotors dans un repére absolu.
Les rotors sont supposés constitués par un ou plusieurs arbres concentriques, des disques rigides et des paliers.
Les arbres sont modélisés par des éléments finis de poutre en flexion, tandis que les disques sont représentés par
des masses et des inerties ponctuelles et des effets gyroscopiques, et les paliers par des raideurs et des amortisse-
ments éventuellement non symétriques. Le principe est de calculer I’énergie cinétique et I’énergie potentielle
de I’élément et d’appliquer ensuite les équations de Lagrange. On aboutit a un systeme différentiel classique
en dynamique des structures dans lequel les matrices de rigidité et d’amortissement sont non symétriques a
cause des paliers, tandis que la matrice de gyroscopie est anti-symétrique et dépend de la vitesse de rotation.
Deux méthodes de résolution particulierement adaptées a ce systeéme ont été développées. Dans la premiere
méthode de type pseudo-modal, on projette le systeme différentiel sur les quelques premiers modes propres du
rotor non amorti et a I’arrét. Dans la deuxieme méthode, on calcule directement les fréquences et les modes
propres gauches et droits du systeme différentiel initial par une méthode d’itérations simultanées et on projette
le systeme différentiel sur ces modes. Dans les deux cas, le calcul de la réponse est effectué a partir du systeme
réduit.

Etude des équations de Kane et des systemes de corps flexibles poly-articulés

Il s’agit dans un premier temps d’établir, a partir du principe de d’ Alembert, les équations de Kane (1961)
qui constituent une alternative aux équations de Lagrange et au formalisme vectoriel de Newton-Euler pour
formuler les équations du mouvement des systemes holonomes ou non-holonomes (Tran, 1991). Les équations
de Kane sans multiplicateur permettent d’éliminer automatiquement les forces de liaison non-actives, méme
pour les systemes non-holonomes, ce qui n’est pas le cas des équations de Lagrange. Les équations de Kane
sont bien adaptées pour formuler correctement les équations linéarisées du mouvement, notamment pour 1’étude
dynamique des corps poly-articulés.

On étudie ensuite les équations du mouvement des systemes de corps flexibles poly-articulés (Hooker &
Margulies, 1965; Bodley et al., 1978; Singh et al., 1985) [16; 48]. Le systeme est composé de corps rigides ou
flexibles reliés par des articulations a six degrés de liberté dont certains sont fixes ou soumis a des mouvements
imposés. Le systeme peut avoir une configuration ouverte (en arborescence) ou fermée (en boucle). Il est
soumis a des liaisons holonomes ou non-holonomes de type simple et est sujet a de grandes rotations et trans-
lations dans le repere inertiel, avec de petits mouvements élastiques dans les reperes liés aux corps. Pour les
corps flexibles, les déplacements élastiques, supposés petits comparés aux dimensions du corps, sont exprimés
comme combinaison linéaire des vecteurs de Ritz qui sont usuellement des modes propres encastrés en un point
de référence.

Deux formalismes sont utilisés pour établir les équations du mouvement du systéme :

— les équations de Lagrange avec multiplicateurs, établies a partir des énergies cinétiques et potentielles et
de la fonction de dissipation. Les coordonnées généralisées sont des variables absolues dans le repere inertiel
et les coordonnées modales.

— les équations de Kane avec multiplicateurs, établies a partir des forces inertielles, des forces actives et
des forces de liaison généralisées. Les coordonnées généralisées sont des variables relatives au niveau des
articulations et les coordonnées modales.

Dans les deux cas, on aboutit a un systeme différentio-algébrique qui est résolu soit par une méthode de
substitution, soit en utilisant la décomposition en valeurs singulieres (SVD) ou la décomposition QR. Les
schémas d’intégration numérique sont de type Runge-Kutta ou Adams.

Des simulations numériques ont été effectuées sur un modele simple de bras manipulateur [46] et sur le
déploiement des appendices d’un satellite [47].

Méthodes de Lanczos de recherche de fréquences et modes propres

Il s’agit de développer la méthode Lanczos par bloc (Lanczos, 1950; Nour-Omid, 1985) pour calculer les
fréquences et modes propres des structures amorties dont les matrices de rigidité, de masse et d’amortissement
sont symétriques (Tran, 1995). Le systeme d’équations du mouvement libre de la structure est transformé en
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un systéme symétrique généralisé aux valeurs propres Ax = ABx dont la taille est doublée. On est alors amené
2 calculer les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice non symétrique D = A~!' B mais auto-adjointe
par rapport a la forme bilinéaire associée a B.

L’algorithme de Lanczos par bloc permet de construire a chaque itération une matrice (ou bloc) de / vecteurs
de Lanczos (si [ = 1, on obtient I’algorithme de Lanczos a un vecteur). Le nombre d’itérations est soit déterminé
par un test de convergence, soit fixé a I’avance par des régles empiriques. Les vecteurs de Lanczos ainsi con-
struits sont théoriquement orthogonaux, cependant il est indispensable de compenser la perte d’orthogonalité
due aux erreurs de calcul par des stratégies de réorthogonalisation. En projetant la matrice D sur les vecteurs
de Lanczos, on obtient la matrice de taille réduite T qui est tridiagonale par bloc et non symétrique. Les valeurs
propres complexes de T sont les valeurs propres approchées de plus grands modules de D tandis que les vecteurs
propres de T permettent de reconstituer les modes propres de la structure.

La méthode de Lanczos généralisée par bloc est bien adaptée au calcul des fréquences et modes multiples,
la taille / des blocs devant étre au moins égale au plus grand degré de multiplicité des fréquences recherchées.
Elle permet aussi d’extraire rapidement les fréquences autour d’une valeur donnée. Elle est plus rapide que la
méthode d’itérations sur un sous-espace mais moins performante que la méthode de Lanczos classique.

Méthodes de calcul des sensibilités, de réanalyse et de suivi des modes propres

Il s’agit de calculer les dérivées des modes propres par rapport aux parametres de conception, de modélisation
ou de fonctionnement [6; 22]. Les matrices de rigidité et de masse sont symétriques et les fréquences propres
sont supposées distinctes. Si le calcul des dérivées des fréquences propres ne pose aucun probléme, il n’en
est pas de méme pour les modes propres, car on est amené a résoudre plusieurs systemes linéaires avec des
matrices singulieres. Les méthodes classiques sont la méthode directe (Nelson, 1976) qui est cofiteuse, la
méthode modale (Fox & Kapoor, 1968) qui n’est pas tres précise, et les méthodes modales modifiées (Wang,
1991) qui sont des versions améliorées de la méthode modale. On propose une méthode mixte combinant la
méthode directe et la méthode modale, qui s’applique aux structures localement perturbées et dans laquelle la
structure est décomposée en sous-structures (Tran, 1996). Pour les sous-structures situées assez loin des per-
turbations, on utilise une représentation modale : les dérivées des modes propres sont exprimées comme des
combinaisons linéaires des premiers modes propres de la structure, restreints a ces sous-structures. Pour les
autres sous-structures, on utilise une représentation éléments-finis comme dans la méthode directe mais seuls
les degrés de liberté de liaison aux frontieres avec les sous-structures de type modal sont exprimés en fonction
des modes propres. L’assemblage des sous-structures se fait a 1’aide des coordonnées modales. On aboutit a
des systemes linéaires couplés dont les inconnues sont les coordonnées modales et les degrés de liberté internes
des sous-structures de type direct. Pour ces dernicres, on peut également effectuer une condensation statique
aux degrés de liberté de frontieres avant 1’assemblage, ce qui réduit fortement la taille du systeme couplé. Le
méme principe est ensuite utilisé pour réanalyser les fréquences et modes propres des structures localement
perturbées. Pour les sous-structures situées assez loin de la zone perturbée, on exprime les modes propres per-
turbés dans une base tronquée de modes propres non perturbés. Pour les autres sous-structures, on garde les
matrices éléments-finis de rigidité et de masse perturbées, seuls les déplacements de liaison aux frontieres avec
les sous-structures de type modal sont exprimés en fonction des modes propres. Ici, on n’effectue pas de con-
densation statique (Guyan, 1965) car cette derniere induit une approximation supplémentaire. Dans les deux
cas, la méthode mixte est une amélioration de la méthode modale, avec la possibilité d’isoler les perturbations
dans des sous-structures utilisant une représentation élément finis afin d’augmenter la précision. Elle est com-
parée avec les méthodes directe, modale et modale modifiée, ainsi qu’avec les méthodes de synthése modale.
Ses résultats sont comparables a ceux de la méthode directe et sont meilleurs que ceux de la méthode modale.

Le probleme de suivi de fréquences et modes propres concerne les systemes dynamiques évolutifs qui
dépendent continument d’un parametre (Leissa, 1974; Perkins & Mote, 1986; Morand & Ohayon, 1995).
Lorsque deux courbes d’évolution de fréquences propres en fonction du parameétre s’approchent, on peut con-
clure a premiere vue qu’il y a intersection des courbes ou “croisement des fréquences”. Cependant, une analyse
plus fine autour du point d’intersection présumé révele que pour la plupart des systemes réels, les deux courbes
effectuent des “virages” et se repoussent afin d’éviter de se croiser : ¢’est le phénomene d’“interaction modale”,
ou “curve veering”. Le croisement des fréquences, qui se traduit par une dégénérescence des fréquences, mais
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pas des modes propres, n’est possible que lorsqu’il n’y pas de couplage entre les modes. Pour un systeme
couplé réel, il existe toujours un couplage méme tres faible entre les modes. L’interaction modale se pro-
duit lorsque ce couplage est conservatif. Dans ce cas, il ne peut y avoir de fréquences multiples, les courbes
d’évolution des fréquences effectuent des virages, qui sont d’autant plus abrupts que le couplage est faible, pour
éviter de se croiser. Un couplage non-conservatif donne lieu a une “coalescence des fréquences” ou les deux
courbes s’attirent, se rejoignent, puis se séparent de nouveau, et qui est caractérisée par une zone d’instabilité
aux extrémités de laquelle on a a la fois une dégénérescence des fréquences et des modes propres. Ces différents
phénomenes sont mis en évidence en utilisant la méthode de projection modale avec une approximation a deux
modes. On propose ensuite un critere de reclassement des fréquences et modes afin de suivre I’évolution de
chaque mode et de détecter précisément et automatiquement ces phénomenes (Tran, 2006).

Méthodes de synthése modale

La modélisation par éléments-finis des structures complexes modernes, comme les disques aubagés dans les
étages de turbomachines, conduit a des systemes de trés grande taille qui peuvent atteindre plusieurs millions
de degrés de liberté. Malgré les progres réalisés sur les moyens informatiques, la résolution de tels systemes
reste tres colteuse en temps de calcul, surtout lorsque le nombre de simulations a effectuer est important a cause
du nombre élevé de parametres de conception et de fonctionnement a prendre en compte et a faire évoluer. 11
est donc indispensable de construire des modeles d’ordre réduit de ces systemes, qui au prix d’une diminution
acceptable de la précision, permettent d’obtenir a moindre colt des simulations du comportement dynamique de
ces structures. Par exemple, lorsque la structure possede une parfaite symétrie cyclique, hypotheése usuellement
adoptée au premier abord pour les disques aubagés dits “accordés”, on peut réduire les calculs sur un seul
secteur répétitif de référence, sans perdre de précision (Thomas, 1979; Valid & Ohayon, 1985). Cependant,
lorsqu’une telle propriété de symétrie n’est plus valable, comme dans le cas des disques aubagés “désaccordés”
dont les secteurs répétitifs sont 1égerement différents les uns des autres a cause des imperfections induites lors
de la fabrication et des modifications volontairement apportées a la structure, d’autres méthodes de réduction
de modele comme la syntheése modale s’averent nécessaires.

Les méthodes de synthése modale permettent d’effectuer 1’analyse dynamique des structures par une décom-
position en sous-structures (Hurty, 1960; Craig & Bampton, 1968; Benfield & Hruda, 1971; MacNeal, 1971;
Rubin, 1975). On propose dans un premier temps des méthodes de synthése modale avec interface mixte [4;
19; 20] dans lesquelles I’interface entre une sous-structure et les sous-structures adjacentes est partitionnée
en interface fixe et interface libre. Les déplacements physiques de la sous-structures sont exprimés comme
une combinaison linéaire des premiers modes propres avec interface mixte, des modes de liaison et des modes
d’attache. En projetant I’équation d’équilibre de la sous-structure sur les vecteurs de Ritz, on obtient un systeéme
réduit de la sous-structure dont les inconnues sont les coordonnées modales et les déplacements d’interface.
Une variante de la méthode avec interface mixte consiste a utiliser les modes d’attache résiduels a la place des
modes d’attache dans 1’expression des déplacements de la sous-structure. Les méthodes de syntheése modale
avec interface mixte incluent comme cas particuliers les méthodes avec interface fixe ou libre.

Pour la plupart des méthodes de synthése modale classiques, le couplage des sous-structures est effectué
par I'intermédiaire des déplacements d’interface. La taille du systeme couplé peut cependant €tre importante a
cause du grand nombre de degrés de liberté a I’interface. Afin de réduire le nombre de coordonnées d’interface
et par conséquent la taille du systeéme couplé, les méthodes de synthese modale avec modes d’interface ont été
développées en premier lieu pour la méthode avec interface fixe (Craig & Chang, 1977bh; Bourquin, 1992).
Cette méthode a été ensuite étendue aux méthodes avec interfaces libres et mixtes [7; 25; 26]. Dans ces
méthodes, les modes statiques sont remplacés par les modes d’interface qui sont les premiers modes propres
obtenus par condensation de Guyan de la structure complete sur les interfaces entre les sous-structures. Les
déplacements d’interface dans les méthodes classiques sont remplacés par les coordonnées généralisées as-
sociées aux modes d’interface, qui sont communes a toutes les sous-structures et qui servent a I’assemblage de
ces dernieres.

Bien que les méthodes de synthese modale avec modes d’interface produisent des systemes réduits couplés
de taille tres petite, un inconvénient de ces méthodes est que toutes les coordonnées physiques sont éliminées
du modele réduit. La présence, dans le modele réduit, des coordonnées physiques d’une partie de I’interface
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est cependant souhaitable et parfois nécessaire, soit parce que ces coordonnées peuvent apporter des infor-
mations utiles a I’utilisateur, soit parce ce que I’on souhaite intervenir directement sur ces coordonnées lors
de la résolution du modele réduit, par exemple pour imposer des mouvements prescrits ou pour prendre en
compte des non linéarités locales de type contact, frottement ou jeu. De nouvelles méthodes de synthese
modale utilisant les modes d’interface partiels [11; 38] ont été développées dans le but de pallier cet in-
convénient, puisqu’elles permettent a la fois de réduire le nombre de coordonnées d’interface et de conserver
certaines coordonnées physiques dans le modele réduit. Pour cela, un second niveau de synthese modale
est appliqué au systéme réduit obtenu par une condensation de Guyan de la structure complete sur les co-
ordonnées d’interface. Ces derni¢res sont partitionnées en deux parties regroupant respectivement les coor-
données d’interface a éliminer ou a conserver dans le systeme réduit couplé. Les modes d’interface partiels sont
les premiers modes propres du systeme réduit de Guyan, éventuellement encastré sur quelques coordonnées
d’interface a conserver. Comme dans les méthodes de syntheése modale classique, les modes d’interface partiels
sont complétés par des modes statiques du systeme réduit de Guyan, et les coordonnées généralisées associées
a ces modes statiques sont justement les coordonnées d’interface a conserver. Ces nouvelles méthodes sont une
généralisation des méthodes de synthese modale classiques et des méthodes utilisant les modes d’interface, ces
dernieres correspondant aux cas particuliers ou toutes les coordonnées physiques d’interface sont respective-
ment conservées ou éliminées.

Plusieurs méthodes de synthése modale ont été mises en ceuvre, incluant les méthodes classiques (Tran,
1992), les méthodes utilisant les modes d’interface (Tran, 2001) et les méthodes utilisant les modes d’interface
partiels (Tran, 2009b), en combinant les trois types d’interface (fixe, libre et mixte), aussi bien pour les modes
de sous-structures que pour les modes d’interface partiels. Dans le cas des structures avec symétrie cyclique,
les méthodes de synthese modale sont combinées avec les propriétés de symétrie cyclique afin de modéliser
uniquement un secteur répétitif de référence de la structure. Les conditions aux limites de symétrie cyclique
sont appliquées en deux étapes, d’abord sur le systéme réduit de Guyan lors du calcul des modes d’interface ou
d’interface partiels, puis sur le systeéme réduit couplé lors de la résolution de ce dernier.

Les méthodes de syntheése modale utilisant la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD, Proper
Orthogonal Decomposition) [62] ont été développées, dans lesquelles les modes POD sont utilisés a la place
des modes propres de sous-structures dans la base de projection. Les clichés des sous-structures, a partir
desquels les modes POD des sous-structures sont obtenus, sont soient calculés sur chaque sous-structure ou
soient extraits des clichés de la structure complete. Les modes POD sont ensuite homogénéisés de maniére
a ce qu’ils soient nuls a I’interface comme pour les modes propres dans les méthodes de synthése modale.
Combinée avec la synthése modale, la POD fournit des résultats de précision comparable a celle des méthodes
de syntheése modale sans la POD, cependant elle est moins pratique car le choix des modes POD est plus délicat
a effectuer que celui des modes propres de sous-structures.

Toutes les méthodes de synthése modale développées ont été appliquées sur des exemples de disques
aubagés sur lesquels on effectue les calculs des fréquences et des modes propres ainsi que des réponses
fréquentielles et temporelles, avec prise en compte des non-linéarités locales (Tran, 2009a). Les résultats
obtenus par les méthodes de synthése modale dans les deux cas, accordés et désaccordés, sont en trés bonne
concordance avec les résultats de référence obtenus en utilisant la symétrie cyclique ou en effectuant les calculs
sur la structure compléte. Des recommandations ont été formulées concernant le choix des méthodes et des
modes de la base de projection.

Méthodes de couplage fluide-structure dans les turbomachines

Ce travail concerne I’analyse dynamique du systeme couplé fluide-structure dans les turbomachines [8; 10;
27; 28; 29; 30; 32; 56; 57; 58; 60]. La structure, qui consiste en un disque aubagé en rotation, est soumise a
des forces aérodynamiques exercées par le fluide, ces forces dépendent elles-mémes des déplacements de la
structure et sont supposées linéaires en fonction de ces déplacements. On suppose que la structure possede des
propriétés de symétrie cyclique, ce qui permet de réduire les calculs a un seul secteur répétitif de référence. 1l
suffit alors de résoudre I’équation du mouvement du secteur de référence en coordonnées d’ondes tournantes
dans laquelle sont pris en compte les effets de rotation et sur laquelle sont appliquées les conditions aux limites
de symétrie cyclique. Pour chaque indice de déphasage, on calcule les modes propres complexes du secteur de
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référence de la structure dans le vide en négligeant les matrices d’amortissement et de gyroscopie. La projection
de I’équation du mouvement du secteur de référence sur les modes complexes fournit un systeme réduit couplé.

Les forces aérodynamiques instationnaires sont générées par les déplacements de la structure. Contraire-
ment au couplage direct (Jacquet-Richardet & Rieutord, 1998; Dugeai, 2005, 2008), on utilise ici un couplage
indirect ol les forces aérodynamiques exercées sur le secteur de référence s’expriment comme une combinai-
son linéaire de celles obtenues en utilisant les modes propres comme base de déplacements. La projection de
ces forces sur les modes propres fournit une matrice de coefficients aérodynamiques complexes dont le produit
avec le vecteur des coordonnées modales représente les forces aérodynamiques généralisées. En pratique, ces
dernieres sont calculées avec un logiciel d’aérodynamique (Dugeai et al., 2000) a partir des modes propres
sur lesquels on impose des mouvements harmoniques a un certain nombre de fréquences d’excitation. Dans
le domaine fréquentiel, les matrices supplémentaires provenant des forces aérodynamiques sont ajoutées aux
matrices généralisées du systeéme réduit de la structure, ce qui conduit a un probleme aux valeurs propres non
linéaire (équation de flottement) dont les matrices dépendent des valeurs propres inconnues. La résolution de
I’équation de flottement est réalisée en utilisant soit la méthode du double balayage (ou méthode p — k) (Dat &
Meurzec, 1969), soit la méthode de lissage des forces aérodynamiques généralisées par fractions rationnelles
de Karpel (1982) puis par une méthode itérative de résolution basée sur la recherche des points fixes d’une
fonction (Tran et al., 2003). On obtient alors les diagrammes de flottement qui permettent de suivre I’évolution
des valeurs propres en fonction de la vitesse ou du débit du fluide en infini amont et de déterminer si le systeéme
couplé est stable ou non en examinant I’amortissement de chaque mode aéroélastique. Dans le domaine tem-
porel, la méthode de lissage par fractions rationnelles de Karpel est utilisée pour obtenir une approximation des
forces aérodynamiques généralisées a I’aide des variables d’état auxiliaires. Le systeme réduit couplé est alors
résolu en utilisant un schéma d’intégration temporelle de Newmark.

Afin de détecter les zones d’instabilité, les calculs aérodynamiques et de couplage doivent étre effectués
en plusieurs points du diagramme de fonctionnement de la turbomachine, en faisant varier des parametres
comme la vitesse de rotation, la contre-pression, le débit etc. Ceci conduit a2 un nombre important de cal-
culs aérodynamiques qui constituent la partie la plus cofiteuse en temps de calcul pour obtenir les solutions
du probleme couplé. Afin de réduire le nombre de calculs aérodynamiques, une méthode de lissage multi-
parametres des forces aérodynamiques généralisées a été proposée. Cette méthode de lissage multi-parameétres
mono-variable, déja appliquée au cas des avions (Poirion, 1996), utilise un premier lissage par fonctions splines
sur le parametre choisi, par exemple la vitesse de rotation, puis un second lissage par fractions rationnelles de
Karpel sur les fréquences réduites. On obtient une expression des forces aérodynamiques généralisées et un
systéme couplé qui dépendent explicitement du parametre, aussi bien dans le domaine fréquentiel que dans le
domaine temporel, ce qui permet d’effectuer des calculs de couplage pour une valeur quelconque du parametre.

On propose ensuite une amélioration de la méthode de lissage multi-parameétres des forces aérodynamiques
généralisées afin de réduire davantage le nombre de calculs aérodynamiques (Tran, 2009¢). Pour cela, la tech-
nique d’interpolation par fonctions splines multi-variables est utilisée. Cette méthode permet de faire varier
simultanément plusieurs parametres et d’effectuer le calcul de couplage aéroélastique pour des valeurs quel-
conques des parametres, sans calculs aérodynamiques supplémentaires. Elle permet également d’extrapoler les
forces aérodynamiques généralisées et d’effectuer le calcul de couplage pour les valeurs des parametres situées
en dehors des intervalles définis par les valeurs initiales, ce qui facilite la détection des zones d’instabilité qui
se trouvent souvent a la périphérie des zones stables.

La méthode de couplage et de lissage multi-parametres a été appliquée a un exemple de compresseur, en
choisissant la vitesse de rotation et le déphasage inter-aube comme parametres. Les résultats obtenus par la
résolution du systéme couplé aussi bien dans le domaine fréquentiel que dans le domaine temporel sont en
bonne concordance avec les résultats de référence obtenus aux points initiaux et aux points de vérification ot
les forces aérodynamiques généralisées ont été calculées. L’approche point-par-point, qui consiste a utiliser
les forces aérodynamiques généralisées obtenues par le lissage spline comme données du calcul de couplage,
fournit également de trés bons résultats. Dans les deux approches, la possibilité d’extrapolation permet de
prédire des zones d’instabilité situées en dehors du domaine de fonctionnement et dans lesquelles les calculs
aérodynamiques n’ont pas abouti.
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Modeles réduits de structures multi-étages avec symétrie cyclique

Cette étude [14; 63; 64; 66] concerne la construction de modeles réduits des assemblages de disques aubagés
composés de plusieurs étages, chaque étage est constitué d’un disque aubagé possédant une symétrique cy-
clique. L’approche mono-étage qui consiste a étudier séparément les étages en exploitant la symétrique cy-
clique n’est plus valable a cause du couplage entre les disques (Bladh et al., 2003). Afin de prendre en compte
le couplage inter-disque, 1’approche multi-étages, qui consiste a étudier la structure multi-étages compléte, doit
étre utilisée. Cependant la modélisation de la structure compléte ou méme d’un disque complet conduit a des
systemes d’équations de tres grande taille, ce qui augmente drastiquement les temps de calcul. Des approches
pour obtenir des modeles réduits des rotors multi-étages ont été proposées (Song et al., 2005; Sinha, 2008).

Lorsqu’on observe les modes propres des structures multi-étages obtenus par le calcul du systeme complet,
certains de ces modes sont similaires aux modes propres des disques isolés, avec notamment 1’apparition de
diametres nodaux dont les nombres correspondent aux indices de déphasage du cas de la symétrie cyclique
mono-étage. A partir de ces observations, 1’idée d’étendre la réduction par symétrie cyclique aux structures
multi-étages a été développée en premier lieu par Laxalde et al. (2007; 2007; 2007) qui imposent des équations
de liaison linéaires inter-disques, puis reprise par Sternchiiss et al. (2007; 2008; 2009) qui introduisent des
structures inter-disques, et ensuite utilisée dans d’autres travaux qui tiennent compte du désaccordage (Laxalde
& Pierre, 2011) ou des incertitudes (Segui Vasquez, 2013). Dans cette approche, le systeme couplé d’équations
du mouvement de la structure multi-étages, incluant les équations des structures inter-disques et les équations
de liaison, est exprimé en fonction des coordonnées d’ondes tournantes des disques, et les conditions aux limites
de symétrie cyclique sont appliquées simultanément a tous les disques et a tous les indices de déphasage. La
réduction par symétrie cyclique multi-étages (MSCS, Multi-Stage Cyclic Symmetry) consiste alors a résoudre
le systéme couplé en sélectionnant seulement quelques indices de déphasage pour chaque disque. Ceci conduit
a plusieurs systemes réduits qui sont des approximations du systéme couplé complet.

D’autre part, les méthodes de synthese modale telles que la méthode classique avec interface fixe de Craig
& Bampton (1968) sont des techniques bien connues pour obtenir des modeles réduits d’une structure par une
décomposition de cette derniere en sous-structures (Tran, 2001, 2009b,a). Pour les disques aubagés multi-
étages, Sternchiiss et al. (2007; 2008; 2009) ont combiné la réduction MSCS et les modeles réduits des secteurs
de référence obtenus par synthese modale. D’Souza et al. (2012; 2012) ont également étudié des disques
aubagés multi-étages en combinant les approches dans (Song et al., 2005; Lim et al., 2007).

Le but de cette étude (Tran, 2014) est de construire des modeles réduits des disques aubagés multi-étages en
utilisant la réduction MSCS développée par Laxalde (2007) et Sternchiiss (2009) avec une nouvelle sélection
des indices de déphasage et/ou les différentes méthodes de synthése modale développées dans (Tran, 2001,
2009b). Les méthodes de synthése modale sont utilisées pour obtenir des modeles réduits des secteurs de
référence ou des disques aubagés complets. Les modeles réduits de la structure multi-étages complete sont
ensuite obtenus soit en appliquant la réduction MSCS sur les modeles réduits des secteurs de référence, soit
en assemblant directement les modeles réduits des disques augabés. Les méthodes de réduction de modele
développées sont appliquées sur un exemple de trois disques aubagés. On montre que deux méthodes de
réduction de modele sont particulierement performantes, qui sont les méthodes de synthese modale avec des
modes d’interface sans la réduction MSCS, et les méthodes de synthése modale avec coordonnées d’ondes
tournantes combinées avec la réduction MSCS.

1.2. Encadrement de theéses de doctorat

Modéles réduits du domaine fluide pour le couplage fluide-structure

Afin de diminuer le cofit des calculs aérodynamiques dans 1’étude des systémes couplés aéroélastiques,
un travail de these (Placzek, 2009) [9; 12; 36; 37; 39] a été mené a I’ONERA pour développer des modeles
réduits aérodynamiques. Parmi les multiples méthodes de réduction développées par le passé, la projection
de Galerkin sur une base de vecteurs issus de la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) d’un
ensemble de réponses du systéme s’est imposée en mécanique des fluides. Apres avoir établi un certain nombre
de propriétés de la méthode, le principe de construction d’un modele d’ordre réduit reposant sur 1’utilisation
des modes POD a été rappelé puis appliqué a un systeme dynamique linéaire pour lequel plusieurs formu-
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lations ont été développées puis comparées pour tenir compte de conditions aux limites spécifiques (Placzek
et al., 2008). La procédure a ensuite été mise en ceuvre afin de construire le modele d’ordre réduit d’un fluide
compressible visqueux gouverné par les équations de Navier-Stokes. Un premier modele réduit développé pour
un domaine de frontieres fixes a été corrigé au moyen de diverses techniques puis validé sur I’exemple d’un
profil NACAOQO012 positionné de maniere a provoquer 1’apparition d’une allée instationnaire de Von Karman
dans le sillage [37]. Dans un second temps, le modele d’ordre réduit a été étendu au cas d’un domaine mobile
en faisant I’hypotheése d’'un mouvement de corps rigide (Placzek et al., 2011). Ainsi, la formulation adoptée
permet de se ramener a un domaine fixe afin d’éluder le probleme de définition des modes POD. Ce second
modele réduit est alors appliqué a la reproduction de I’écoulement transsonique autour d’un profil NACA0064
animé d’un mouvement d’oscillation harmonique autour d’une position d’équilibre. Plutdt que de calculer ex-
plicitement les coefficients du modele d’ordre réduit a partir de leurs expressions analytiques, une identification
des termes a été pratiquée afin, d’une part, d’améliorer la précision des résultats et, d’autre part, de diminuer
considérablement le temps de calcul pour la construction du modele réduit.

Modéles réduits de structures non linéaires

L’ objectif de cette étude qui a fait I’objet d’une thése a ’ONERA (Liilf, 2013) [13; 40; 41; 65; 67; 68;
69] est de construire des modeles réduits de structures comportant des non-linéarités géométriques de grands
déplacements par la méthode de réduction de modele par projection, qui est une des plus connues et des plus
utilisées. La méthode de réduction par projection consiste a exprimer les déplacements physiques de la structure
discrétisée au moyen d’une base de projection, et de projeter I’équation du mouvement de la structure sur cette
base. Elle conduit a un systéme réduit qui conserve la méme structure que le systeme complet et qui se préte
donc aux mémes méthodes de résolution.

La premiere partie de cette étude (Lilf et al., 2012, 2013b) est consacrée a la comparaison de différentes
bases de projection pour les structures non-linéaires. Les bases de projection sont testées sur un exemple simple
de masses et de ressorts. Les non-linéarités sont ponctuelles ou réparties et les excitations extérieures sont har-
moniques ou impulsionnelles, ce qui donne en tout quatre configurations en fonction du type de non-linéarité et
d’excitation. La construction des bases de projection dépend de ces configurations, certaines bases de projec-
tion dites ““a posteriori”’, comme les bases POD (Proper Orthogonal Decomposition), SOD (Smooth Orthogonal
Decomposition) et CVT (Centroidal Voronoi Tessellation), nécessitent la connaissance de la solution, méme
partielle, du systeéme complet, contrairement aux bases de projection dites “a priori”, comme les bases LNM
(Linear Normal Mode), APR (A Priori Reduction), LELSM (Local Equivalent Linear Stiffness Method) ou les
vecteurs de Ritz dépendant d’un chargement. Les bases de projection sont évaluées sous deux criteres, leur
précision et leur robustesse. Cette étude a permis de montrer qu’aucune base de projection n’est entierement
satisfaisante pour restituer de facon précise la réponse de la structure pour les différents types de sollicitations
extérieures, ni assez robuste face aux changements de ces dernieres. Cependant, deux bases de projection se
montrent assez homogenes, qui sont la base des modes LNM et la base des modes POD.

La deuxiéme partie de cette étude (Liilf et al., 2013a, 2015) propose une méthode intégrée qui met en ceuvre
trois approches permettant d’obtenir des réponses transitoires précises, rapides et paramétrables des modeles
réduits de structures non linéaires: la formulation polynomiale des forces non linéaires (Rizzi & Muravyov,
2001; Muravyov & Rizzi, 2003) pour 1’autonomie et la rapidité, la mise a jour et I’augmentation de la base de
projection pour la précision et finalement 1’interpolation des bases de projection (Amsallem & Farhat, 2008;
Amsallem et al., 2009) pour adapter les modeles réduits au changement des parametres.

L.3. Organisation de ce mémoire

Ce mémoire décrit parmi les travaux présentés ci-dessus ceux qui sont liés aux méthodes réduction de
modele et plus généralement aux méthodes de projection.

Le deuxieéme chapitre regroupe quelques travaux sur les fréquences et modes propres: méthode de Lanczos,
sensibilités, réanalyse et suivi des fréquences et des modes propres.

Le troisieme chapitre concerne les méthodes de syntheése modale.

Le quatrieme chapitre concerne les structures multi-étages avec symétrie cyclique.
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Le cinquieme chapitre traite les méthodes de couplage fluide-structure dans les turbomachines.

Enfin, le sixieme chapitre présente les conclusions et les perspectives.

L’annexe contient les publications [2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 34; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15].

Les applications numériques ne sont décrites que succinctement, une description plus détaillée peut étre
trouvée dans les publications jointes en annexe.

Les travaux publiés dans [2; 3] concernant la dynamique des rotors et les équations de Kane, ainsi que les
travaux de these de Placzek (2009) [9; 12] et Liilf (2013) [13; 15] sur les modeles réduits du domaine fluide
et des structures non linéaires, ne sont pas décrits dans ce mémoire, cependant les publications correspondant
figurent dans 1’annexe.
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Chapitre 11

TRAVAUX SUR LES FREQUENCES ET MODES PROPRES

I1.1. Méthode de Lanczos de recherche de fréquences et modes propres

I1.1.1. Introduction

La méthode de Lanczos (1950) classique a un vecteur permet initialement de générer de fagon itérative des
vecteurs orthogonaux et de transformer une matrice A symétrique en une matrice tridiagonale symétrique T
de méme dimension et ayant les mé&mes valeurs propres que A. Elle a été délaissée dans un premier temps au
profit des méthodes de Givens et de Householder a cause de la dégradation de 1’orthogonalité entre les vecteurs
de Lanczos au cours des itérations. Les travaux de Paige (1971, 1972, 1976) ont cependant montré qu’une
tridiagonalisation partielle de A avec les premiers vecteurs de Lanczos conduit a une matrice tridiagonale
symétrique de dimension réduite dont les valeurs propres convergent rapidement vers les plus grandes valeurs
propres de A. Cette méthode de Lanczos classique a un vecteur a été utilisée par plusieurs auteurs (Newman &
Pipano, 1973; Nour-Omid et al., 1983; Weingarten et al., 1983; Chang, 1986) pour calculer les premicres fré-
quences et modes propres de structures non amorties, ce qui revient, moyennant une décomposition de Cholesky
de la matrice de rigidité apres un éventuel décalage, a déterminer les plus grandes valeurs propres et vecteurs
propres d’une matrice symétrique. La version par bloc de la méthode de Lanczos classique a été développée
(Golub & Undergood, 1977) pour calculer les fréquences multiples.

La méthode de Lanczos a été ensuite appliquée aux systemes généralisés aux valeurs propres Ax = ABx ol
A et B sont des matrices symétriques et B est positive. Cette méthode de Lanczos généralisée a été présentée
dans les versions a un vecteur (Nour-Omid, 1984; Matthies, 1985) et par bloc (Nour-Omid, 1985; Matthies,
1985). Ces travaux utilisent le fait que B est positive et remplace le produit scalaire canonique par le produit
scalaire associé a B. Carnoy et Géradin (1985) ont présenté une version a un vecteur qui s’applique au cas ou
B est non positive, ce qui conduit une matrice tridiagonale non symétrique avec des valeurs propres complexes.
Notons que la méthode de Lanczos a été également appliquée aux matrices anti-symétriques (Bauchau, 1986)
ou non-symétriques (Géradin, 1979) et au calcul de la réponse (Nour-Omid, 1984; Crawley, 1988; Chen &
Taylor, 1989).

Dans ce travail, on propose une méthode de Lanczos par bloc pour les systemes généralisés aux valeurs
propres dans lesquels A et B sont symétriques mais pas nécessairement définies positives. Cette méthode est
appliquée au calcul des fréquences et modes complexes des structures amorties dont les matrices de rigidité, de
masse et d’amortissement sont symétriques. Elle permet notamment d’extraire des fréquences multiples avec
toutes leurs multiplicités, ce qui n’est pas toujours le cas de la méthode de Lanczos a un vecteur. Elle s’applique
également aux structures non amorties et en particulier pour calculer les fréquences autour d’une valeur fixée.

I1.1.2. Systeme généralisé aux valeurs propres pour les structures amorties

On considere le systeme aux valeurs propres associé au mouvement libre d’une structure amortie :
Kx+rCx+ r”Mx =0 (1)

ou K est la matrice de rigidité, symétrique et positive, C est la matrice d’amortissement, symétrique, et M est
la matrice de masse, symétrique et positive.
Le systeme (1) peut encore s’écrire sous forme d’un systeéme de dimension double :

Ay+ rBy =20 (2)

C M ] ox ;
M 0 ety_rx' ©)

avec :
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On introduit le décalage o € R et le facteur d’échelle s € R, en posant :

s
A=— . 4
r—ao “)
Le systéme (2) devient :
1
Aly = - B 5
y=3BYy o)
avec
, K+aC oM
oM -M
et
B = sB. @)
Le décalage o est choisi de fagcon que la matrice
K =K+aC+ o’M (8)

soit inversible (ot = 0 si K est inversible) tandis que le facteur d’échelle s sert a équilibrer les ordres de grandeur
des termes de A et B'.

Les matrices A’ et B’ sont symétriques, cependant aucune d’elles n’est définie positive. On ne peut donc
pas appliquer la méthode de Lanczos classique qui nécessite la décomposition de Cholesky de ’'une des deux
matrices.

En supposant dans un premier temps que A’ est inversible, on écrit Eq. (5) sous forme :

Dy =LAy )

avec

K-'(C+aM) K~'M

D=A""'B =5 .
-K'K oK ~'M

(10)

L expression de D montre que seule K’ doit étre inversible tandis que C et M peuvent étre singulieres. En effet,
méme si A’ n’est pas inversible, on peut toujours aboutir au systeme (9), avec D défini par Eq. (10), en partant
directement de Eq. (1). On a en tous cas:

A'D =B, (11
ce qui entraine, A’ et B’ étant symétriques :
B'D = 'DB. (12)

On considere la forme bilinéaire symétrique b : R x R*" —» R dont la matrice dans la base canonique de
R* estB':

b(u,v) = 'uB'v. (13)
On définit la “norme” associée a b :
lull, = v/|p(u,u)] = /['uB ul. (14)
De Eq. (12), on déduit que D est auto-adjointe par rapport a b. Pour tous vecteurs u et v,on a:
b(u,Dv) = b(Du,v). (15)

Cette propriété de D permet d’appliquer I’algorithme de Lanczos au systeme non symétrique (9), a condi-
tion de remplacer le produit scalaire ‘'uv par b(u,v) et la norme euclidienne ||u|| par |Ju||,. Dans ce qui suit,
I’orthogonalité entre deux vecteurs u et v se rapporte donc a b: b(u,v) =0.
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I1.1.3. Méthode de Lanczos par bloc

La méthode de Lanczos généralisée a un vecteur permet de résoudre le systéme non symétrique (9), cepen-
dant les valeurs propres multiples ne sont pas fournies avec toutes leurs multiplicités. Ceci est remédié avec la
méthode de Lanczos généralisée par bloc. Soit / un entier fixé, / > 1, appelé taille des blocs et qui est supérieur
ou égal au plus grand degré de multiplicité attendu des fréquences recherchées. Le cas [ = 1 correspond a la
méthode de Lanczos généralisée a un vecteur.

La méthode de Lanczos généralisée par bloc permet de générer m blocs de Lanczos Qy, ... ,Q,, qui sont des
matrices de dimension 2nx [, n étant la dimension du systeme (1), et qui vérifient les relations d’orthonormalité :

QB Q=0 si i#],

(16)
tQi B’ Q =E,
ou E; est une matrice diagonale de dimension / avec les termes diagonaux égaux a 1 ou —1.
Soit Q la matrice formée par Q,,...,Q,,:
Q=[Q,---,Q,} (17)
et
E='QB'Q=diag(E,,... ,E,). (18)
En reportant dans Eq. (9) le changement de variable :
y=Qz (19)
puis en prémutipliant Eq. (9) par E'QB’, on obtient un systéme réduit de dimension ml :
Tz=MA\z (20)
avec
T=E'QB'DQ. 2n
T est une matrice tridiagonale par blocs, non symétrique :
H, §,
ro | ® %12 . (22)
S,
R, H,

H,, R, et S; sont des matrices carrées de dimension /, avec R, triangulaire supérieure et S; triangulaire inférieure.
T est en fait une matrice “bande” de demi-largueur de bande / + 1.

Les valeurs propres A, réelles et complexes, de T sont déterminées par une transformation sous forme de
Hessenberg puis en utilisant la méthode du QR (Smith & et al., 1976). Ce sont des approximations des valeurs
propres de plus grands modules de D. Les valeurs propres et les vecteurs propres complexes sont deux a deux
complexes conjugués. Les valeurs propres de Eq. (1) sont déduites de A par Eq. (4):

Fr=o — — (23)

et les vecteurs propres x de Eq. (1) sont obtenus en utilisant Eqs. (19) et (3). Les pulsations propres sont les
parties imaginaires positives de r.
Les blocs de Lanczos Qy,...,Q,, sont générés en utilisant I’algorithme suivant. On part d’un bloc Py :

P,=DW (24)
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ol W est une matrice de dimension 2n x/ générée aléatoirement.

A chaque itération i = 1,... ,m, on effectue :
1) Décomposition QR de P;_; en Q;R,; (25)
2) E;= tQi B’ Q (26)
3) S, ,=E,_,'RE, (avec S =0) 27
4 P.=DQ,-Q,;S, (avec Qy =0) (28)
5) H;=E;'QB'P, (29)
6) Pi=P;—QH, (30)

On a la relation :
P,=DQ,-Q; S, -QH; G

La décomposition QR de P,_; consiste a trouver une matrice Q; dont les vecteurs colonnes sont orthonormés
et une matrice carrée triangulaire supérieure R; telles que P,_; = Q;R;. Cette décomposition est réalisée en
utilisant I’algorithme de Gram-Schmidt adapté a la forme bilinéaire b.

De la méme fagon que pour la méthode a un vecteur, on démontre par récurrence que chaque bloc Q; est
orthogonal aux blocs précédents Q,,...,Q,_; et que la matrice T définie par Eq. (22) et dont les sous-matrices
H,, R; et S; sont celles fournies par I’algorithme vérifie bien Eq. (21).

A cause de la dégradation de I’orthogonalité au cours des itérations, il est indispensable de réorthogonaliser
explicitement les blocs des Lanczos ainsi que les vecteurs dans chaque bloc. Cette réorthogonalisation est ef-
fectuée a deux niveaux. Le premier, proposé par Matthies (1985), consiste a réorthogonaliser systématiquement
deux fois le bloc P; aux blocs Qq,...,Q;, avant la décomposition QR. Ceci est réalisé en ajoutant dans 1’algo-
rithme une étape supplémentaire 6) apres 1’étape 6) :

6') =P - ZQ E;'QB'P/") avecP!=Petk=12 (32)

apreés laquelle P? devient le nouveau bloc P;.
Le deuxieéme niveau consiste a réorthogonaliser itérativement chaque bloc Q; aux blocs précédents Q, ..., Q,_;.
Ceci est réalisé en ajoutant une étape supplémentaire 1) apres 1’étape 1) :

1) =Q!— ZQ (E;'Q;B'Q!™") avecQ)=Q;etk=1,2.. (33)

On itere sur k jusqu’a ce qu’on obtiennne une matrice Qf dont les vecteurs colonnes sont numériquement
orthogonaux a tous les vecteurs composant les blocs Qq,...,Q;_;. Apres orthogonalisation et normalisation
des vecteurs de Q, ce dernier devient le nouveau bloc Q; et on continue 1’algorithme.

Le nombre m des blocs de Lanczos est déterminé soit en calculant les valeurs propres de T a chaque itération
puis en testant la convergence sur celles de plus grandes modules, soit en utilisant la formule empirique :
6

2
m:max(Z[Tp]+2,2[f

/ ] +2) (34)

ou p est le nombre de fréquences propres recherchées et [.] est la partie entiére.
On remarque que les matrices de dimension double B’ et D n’interviennent que dans les produits du type
B'u et Du ot u = '['u;,"n,] est un vecteur de dimension 2n. En effet, on a:

B’u:{ v, }:{ s(Cu; +Mu,) } 35)
v, sMu,
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et

K!
Du = { (vi+av,) } (36)

oK'~ (v, +av,) —su,

L opération Du ne nécessite donc qu’une seule résolution d’un systéme linéaire de dimension n: K'~! (v, +
av,). On n’a en fait pas besoin de former explicitement B et D.

Cas des structures non amorties

L’équation du mouvement libre d’une structure non amortie s’écrit :
Kx — o®Mx = 0. (37)

On introduit le décalage o € R et le facteur d’échelle s € R’} en posant :

S

= i 38
o’ +o (38)
Le systeme (37) devient :
/ 1 !
Kx=- Mx 39)
A
ot K’ = K+ oM est définie positive et en particulier inversible et M’ = s M est positive.
On écrit Eq. (39) sous la forme :
Dx = Ax (40)

avec D = K'~'M’ vérifiant: M' D ='DM’.
On peut donc appliquer I’algorithme de Lanczos généralisé par bloc en remplagant A’ par K’ et B’ par M.
On a en particulier :

b(u,v) = 'aM' v. (41)

Comme M’ est positive, il en résulte que b(q;,q;) > 0, E défini par Eq. (18) est la matrice d’identité. La matrice
T définie par Eq. (21) est symétrique et ses valeurs propres A sont réelles.

D’autre part, K’ n’a pas besoin d’étre positive car on n’effectue pas de décomposition de Cholesky. On peut
donc introduire un décalage a négatif. En particulier, si ’on veut calculer les pulsations propres autour d’une
valeur fixée m,, et non plus les plus petites, on prend alors :

o=— (42)

L’algorithme de Lanczos fournit des approximations des valeurs propres :

N

de plus grandes valeurs absolues de Eq. (40), ce qui correspondent a des pulsations propres ® les plus proches
de m,.

Comme les valeurs propres sont réelles, le nombre m des blocs de Lanczos donné par Eq. (34) doit étre
divisé par 2.
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I1.1.4. Résultats - Conclusions

Trois applications numériques ont été traitées dans (Tran, 1995, cf. Annexe):

— un systeéme de masses et ressorts avec amortissement proportionnel. Les fréquences complexes sont
comparées aux solutions analytiques.

—un rotor composé d’un arbre, d’un disque et des paliers, avec amortissement symétrique quelconque (Tran,
1981). Les fréquences doubles et complexes de ce systeéme sont comparées a celles fournies par une méthode
d’itérations simultanées qui a été développée pour les matrices non symétriques (Borri & Mantegazza, 1977).

— une plaque rectangulaire en flexion dont on cherche les fréquences autour d’une valeur donnée. On
compare le temps de calcul a celui de la méthode d’itérations sur un sous-espace (Bathe & Wilson, 1976).

Les résultats obtenus sur les exemples traités concordent avec des résultats théoriques ou ceux provenant
d’autres méthodes. On note que la méthode de Lanczos est plus rapide que la méthode d’itérations sur un
sous-espace.

On a donc présenté une méthode de Lanczos généralisée par bloc qui permet de calculer les fréquences
et modes propres de structures amorties avec des matrices K, C et M symétriques. Cette méthode est parti-
culierement adaptée pour le calcul des fréquences multiples. Cependant, en cas d’absence de ces dernieres,
il vaut mieux d’utiliser la méthode de Lanczos généralisée a un vecteur qui est plus performante. Pour les
structures non amorties, cette méthode permet également de calculer les fréquences autour d’une valeur fixée.
Cependant, pour déterminer les premieres fréquences et s’il n’y pas de fréquence multiple, on préferera la
méthode de Lanczos classique a un vecteur.

I1.2. Sensibilité et réanalyse des fréquences et des modes propres

11.2.1. Introduction

La premicre partie de ce travail concerne le calcul des sensibilités (dérivées premicres) des modes propres
d’une structure non amortie par rapport aux parametres de conception, de modélisation ou de fonctionnement.
Ces dérivées sont notamment utilisées dans les problemes de recalage, d’identification et d’optimisation des
structures. On suppose que les matrices de rigidité et de masse sont symétriques et que les fréquences propres
sont distinctes. Si le calcul des dérivées des valeurs propres ne pose aucun probleme (Wittrick, 1962), il n’en
est pas de méme pour les modes propres, car on est amené a résoudre des systemes linéaires avec des matrices
singuliéres. La méthode modale proposée en premier lieu par Fox et Kapoor (1968) ne donne pas de résultats
satisfaisants, 2 moins qu’un nombre important de modes propres soit pris en compte dans I’approximation des
solutions. La méthode directe proposée par Nelson (1976) fournit les solutions exactes des dérivées des modes
propres au prix de la résolution de plusieurs systemes linéaires de grande taille, avec différentes matrices et
différents seconds membres. La méthode modale modifiée proposée par Wang (1991) apporte des améliorations
a la méthode modale en introduisant la contribution statique des modes propres résiduels. Ces méthodes ont été
comparées dans (Sutter et al., 1988; Wang, 1991; Liu, Chen, Yu & Zhao, 1994; Liu, Chen & Zhao, 1994). Le
cas des matrices non symétriques a été traité dans (Rogers, 1970; Garg, 1973; Plaut & Huseyin, 1973; Rudisill,
1974; Nelson, 1976; Akgiin, 1994) et celui des fréquences multiples dans (Ojalvo, 1988; Mills-Curran, 1988;
Lim et al., 1989; Juang et al., 1989; Dailey, 1989; Mills-Curran, 1990; Bernard & Bronowicki, 1994). Des
syntheses ont été présentées dans (Adelman & Haftka, 1986; Murthy & Haftka, 1988).

On propose dans ce travail une méthode mixte combinant la méthode directe et la méthode modale, qui
s’applique aux structures localement perturbées et dans laquelle la structure est décomposée en sous-structures.
Pour les sous-structures situées assez loin des perturbations, on utilise une représentation modale : les dérivées
des modes propres sont exprimées comme des combinaisons linéaires des premiers modes propres de la struc-
ture, restreints a ces sous-structures. Pour les autres sous-structures, on utilise une représentation éléments finis
comme dans la méthode directe, seuls les degrés de liberté de liaison aux frontieres avec les sous-structures de
type modal sont exprimés en fonction des modes propres. L’assemblage des sous-structures se fait a 1’aide
des coordonnées modales. On aboutit a des systemes lin€aires couplés dont les inconnues sont les coor-
données modales et les degrés de liberté internes des sous-structures de type direct. Pour ces dernieres, on
peut également effectuer une condensation statique aux degrés de liberté de frontiéres avant 1’assemblage, ce
qui réduit fortement la taille du systéme couplé.
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Dans la deuxieme partie, on utilise le méme principe que précédemment pour réanalyser les solutions
propres des structures localement perturbées.

I1.2.2. Calcul des sensibilités des modes propres
11.2.2.1. Dérivées des solutions propres

On considere I’ensemble des solutions propres (A;,X;), pour i = 1,... ,n, du probléme des vibrations libres
d’une structure non amortie :

ou K et M sont les matrices symétriques de rigidité et de masse.
On suppose que les valeurs propres A; sont toutes distinctes. Les modes propres normés par rapport a la
matrice de masse et vérifient les relations d’orthogonalité :

tXl-MXj = 6,']'. (45)

Les matrices K et M dépendent de p parametres o.,...,0,. Les dérivées partielles K ; = =JK/ aoc et
M ;= =dM/ 80( étant supposées connues, on propose de déterminer les dérivées A, ; jetx; ;des solutlons propres
(7‘1:"1) r mdlce j désigne la dérivée partielle par rapport a o).

En dérivant Eq. (44) par rapport a o, on obtient :

Aix; =1 (46)

avec
A =K-\M, 47)
fj =X, Mx; — (K; = LM ) x;. (48)

Les dérivées des valeurs propres ne dépendent que de K ;, M ; et de la solution propre (A, x;)

Aj="% (K; =AM ;) x;. (49)

17]

Le calcul de x; ; consiste a résoudre le systeme linéaire (46) dans lequel la matrice A; est singuliere.
Comme A; est symétrique et que son noyau est engendré par le seul vecteur propre X;, la relation 'x.f; ;=
assure 1’existence d’une solution pour le systeéme (46) (alternative de Fredholm) (Strang, 1980). Les solutions
générales de Eq. (46) s’écrivent sous la forme x; ; =y, ; +cX; ouy, ; est une solution particulicre de Eq. (46)
et ¢ est une constante.

D’autre part, en dérivant Eq. (45) par rapporta o.;, on a:
2% Mx; ; + 'x,M;x; = 0. (50)

Cette derniere relation permet d’obtenir une solution de Eq. (46) qui soit compatible avec la norme choisie
pour X;, ici la norme Eq. (45).

Le calcul de x; ; peut &tre effectué par les méthodes directe, modale et modale modifiée (Tran, 1996). On
présente ici la methode mixte directe-modale par une décomposition en sous-structures.
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11.2.2.2. Décomposition en sous-structures

On suppose que la structure est localement perturbée, c’est a dire que K ; et M ; sont nulles en dehors des
régions limitées de la structure. Pour simplifier, on décompose la structure S en deux sous-structures S' et S2,
de sorte que la zone perturbée soit située i ’intérieur de S' et assez loin de la frontiere L entre les deux sous-
structures (Fig. IL.1). S' sera de type direct et S? de type modal. L’extension au cas de plusieurs sous-structures
ne pose aucune difficulté (Tran, 1996).

perturbation
s' s’
(direct) (modal)

Figure II.1: Décomposition en deux sous-structures

Pour chaque sous-structure S¥, le vecteur x* des n* degrés de liberté est partitionné de facon symbolique en :
xk = {[txkd xbE] ot X est le vecteur des degrés de liberté internes et x“F le vecteur des degrés de liberté de
liaison sur la frontiére L. On note par P*/ et PXL les matrices de restriction de x* 4 x¥ et x** respectivement :
Xkl = phl gk gkl — phLyk,

Le systeme aux valeurs propres (44) associé aux vibrations libres de la structure S s’écrit pour la sous-
structure S* isolée :

Kk X{'C _ 7\7 Mk X{'C — _thvL r{f (k: 172) (51)

ol K¥ et M¥ sont les matrices de rigidité et de masse de S¥, xk est la restriction de x; & S et ¥ sont les réactions
exercées par Sk sur la frontiere (—rf-‘ représente 1’action de 1’autre sous-structure sur 5.
En dérivant Eq. (51) par rapport au parametre o ;, on obtient :
k ok k _ tpkL Wk
avec Af =K' — A, M*et £f, =, , M* xF — (K, — A, MY) xb.
D’autre part, les équations de continuité des déplacements de liaison et les équations d’équilibre des forces
de réaction ainsi que leurs dérivées s’écrivent :

1L 2L
i =X

1L 2L 1
ij = Xijo Tij

+r? =0. (53)

1,2
ri+r;=0, x g

X

11.2.2.3. Systémes réduits des sous-structures

2

On exprime X; ; comme une combinaison linéaire des /n modes propres de S restreints a 52

X%j:Zn,x,Z:XZn. 54)
=1

En substituant Eq. (54) dans Eq. (52) et en prémultipliant par 'X?, on obtient le systéme réduit :

[X* A7 X% n ="X1}, — ‘X1, (55)
ot X>L = P2L X2 est la restriction de X? aux degrés de liberté de liaison.

Pour la sous-structure S', le systeme (52) s’écrit, en partitionnant A,-1 et f ilj suivant les degrés de liberté
internes et les degrés de liberté de liaison :

AL AML ] (gl gl
L L LJ — 1 (56)
ALL] ALLL Xl.L fl,L _ r]

i i ij ij ~Tij
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Supposons dans un premier temps que la sous-matrice Ai1 T soit inversible. On effectue alors une *conden-
sation statique” de Eq. (56) sur la frontiere, bien que Eq. (56) ne soit pas un systeme statique. Cette con-
densation consiste en une élimination de Gauss partielle sur la matrice A} et sur le second membre f }j du
systéme linéaire (56) et n’introduit pour le moment aucune approximation sur S'. Son intérét est qu’elle per-
met, d’une part d’exprimer le systéme réduit de S! uniquement en termes des coordonnées modales, ce qui
facilitera ’assemblage, et d’autre part d’économiser en temps de calcul lorsque plusieurs perturbations sont a

considérer (méme Ai1 avec différentes f }j). De la premiere équation de Eq. (56), on a:

17 L=l a1 1 LIL 1L
Xi,j:[Ai ] (fij —A, Xi.,j)- (57)

En reportant Eq. (57) dans la deuxieme équation de Eq. (56), on obtient le systéme condensé :

<IIL 1L eIl 1
ATxT =1 (58)

CLLL |, BlL . P
ouA;etf; ; sont la matrice et les forces condensées :

_ -1
ALLL _ ALLL _ AL [A.I,II} AL (59)

1 1 1 1 l
+1.L 1L LI o LI~ L g1
fij :fl.j —A7 A fl-j. (60)

En pratique, la condensation statique est réalisée en calculant deux types de déformées “ statiques ”, en utilisant
A,-1 etf ,-1/- : les modes statiques de liaison (déplacements unitaires imposés aux degrés de liberté de liaison aux
fronticres) et les modes de déformations statiques a fronticres fixes (Imbert, 1984).

La continuité des degrés de liberté de liaison donne, d’apres Egs. (54) et (53):

;T =x;7 =X"n=X"ny, (61)

En reportant Eq. (61) dans le systéme condensé (58) et en prémultipliant par "X, on obtient le systéme
réduit de S :
LLALLL 1Ly oty LLLELL 1L .1
XA X=X f;; - 'X r; ;. (62)

L, . . . :
;" n’est pas inversible, on ne peut pas effectuer la condensation statique.

X-1 1 X.l I X.l ’.I
X; n n

En reportant Eq. (63) dans Eq. (56) et en prémultipliant par ‘T, on obtient le systéme réduit de S!, sans

condensation statique :
1, 1,/
{ i } - { i } (64)
d XU (e )
Remarques :

— I est plus avantageux d’effectuer le méme type de réduction que Eq. (64) sur les matrices K! et M!, puis
calculer la matrice réduite du premier membre de Eq. (64) par:

Dans le cas ou la sous-matrice A
En utilisant Eq. (61),on a:

I 0
0 Xl’L

L1 LIL
A AT XM

]

1,L1 1,LL
txl,L Aiv txl,L Ai' XI’L

K KL XL

ex L gL gL gLLL 1L (65)

i

Cette remarque est également valable pour le systeéme réduit (55).
- Si A} ! est inversible, on peut également calculer d’abord le systeme réduit (64), puis effectuer la con-
densation statique sur ce dernier, ce qui conduit au systeme réduit (62).
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11.2.2.4. Assemblage des sous-structures — Résolution

En additionnant Eqs. (62) et (55) et compte tenu de Eq. (53), on obtient le systeéme couplé :
[txl,L KiLLL XLL + tx2 AIZ XZ] n = txl,L flIJL + th flzj (66)

Si le systéme réduit sans condensation statique (64) est utilisé pour S', le systéme couplé s’écrit :

x!’.l f-lf[
R L . (67)
n txl,L fl]« 4 tx2 leJ

La résolution du systéme linéaire couplé (66) ou (67) fournit les coordonnées modales 1 et éventuellement
les degrés de liberté internes xlljl de S'. Lors de la résolution de Eq. (66) ou de Eq. (67), on impose la condition
M; = 0, ce qui revient a enlever le mode x; de I’approximation (54), car ce mode sera de toute facon pris en
compte dans la solution générale de Eq. (46).

En utilisant Egs. (54), (61) et (57), on obtient une solution particuliere Yij de Eq. (46):

X!’.I
ij
Yij= : (68)
! { X% 7 }

La solution générale s’écrit: X; ; =y, ; + ¢ X;. La constante ¢ est déterminée en substituant la solution générale
dans Eq. (50) et en utilisant Eq. (45):

A;JI A;,ILXLL
1,L A LLI ILL A LLL 51,1 2 A2 2
XL AN e AN XL X2 A2 X

1
CZ*EtXiM,le‘ - tXlMle (69)

I1.2.3. Réanalyse des fréquences et des modes propres

On suppose que les m premieres solutions propres (A,,X;) de la structure non perturbée soient connues. On

propose de déterminer les premiers m’ solutions propres (A';,x';), avec m’ < m, du systeme perturbé :
Kx -2VMx =0 (70)

ot K’ et M’ sont les matrices de rigidité et de masse de la structure perturbée.

Les solutions propres du systéme perturbé peuvent étre obtenues en utilisant la méthode directe, la méthode
modale (Tran, 1996), les méthodes de synthése modale (Tran, 1992, 2001, 20095, cf. Chapitre III) ou les
méthodes de perturbation (Courant & Hilbert, 1953, ¢f. Section 11.3).

Pour les structures localement perturbées, on propose une méthode mixte combinant la méthode directe et
la méthode modale par une décomposition en sous-structures, comme pour la calcul des dérivées des modes
propres. Pour simplifier, on décompose la structure en deux sous-structures S' et S?, la zone perturbée se
trouvant dans S et assez loin de la frontiere L avec S? (Fig. I.1). Les matrices de rigidité et de masse de S?
sont donc inchanggées.

Le systéme aux valeurs propres (70) s’écrit pour la sous-structure S¥ isolée :

Klk X/k . ;\’l M/k X/k — _ th,L rk (k — 1’2) (71)
Sur §2, on utilise la méthode modale. On exprime x'?

non perturbés restreints a 52 :

comme une combinaison linéaire des m modes propres

m
X?=Y nx=X"n. (72)
=1

En substituant Eq. (72) dans Eq. (71) et en prémultipliant par 'X?, on obtient le systéme réduit de > :

[th K/Z XZ] n - 7\‘/ [th M/2 XZ] n=- [XZ,L r2‘ (73)
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Pour la sous-structure S!, en partitionnant x'! suivant les degrés de liberté internes x''"/ et les degrés de
liberté de liaison X', le systeme (71) s’écrit :

K/l KL X' M/ v L X/ 0
-\ = . (74)

KLU K/LLL| | /1L ML ZLLL| ] /UL 1

La continuité des déplacements de liaison donne :

X/],L — X/Z,L — XZ,L n= Xl,L n (75)
d’ou
X/1,1 I 0 X/l,I X/171
= =T (76)
Xll,L 0 XI,L 1 1

En substituant Eq. (76) dans Eq. (74) et en prémultipliant par ‘T, on obtient le systéme réduit de S' :

K/ KL 1L </

txl,L KLU txl,L Kll,LL XI’L 1

yar M’ LIL XL v 0
/! —
A e L. vy 1o ex L M 1AL XL n ) oxLLpl [ (77

En additionnant Eq. (73) a la deuxiéme équation de Eq. (77) et compte tenu de I’équilibre des réactions a
la frontiere, r' 4+ r? = 0, on obtient le systéme couplé :

K/l,II K/l,IL XI’L X/l,]

txl,L K/I,LI txl,L K/I.,LL Xl,L + tx2 K/Z X2 1

ML ML XL v
% —0. (78)
txl,L Mll,LI txl,L Mll,LL XI’L +tx2 M/2 X2 1

La généralisation a plusieurs sous-structures ne pose aucun probleme. Les inconnues du systéme couplé
sont les coordonnées modales 1], communes a toutes les sous-structures de type modal, les degrés de liberté
internes des sous-structures de type direct et les degrés de liberté de liaison aux frontieres entres ces dernieres.
La résolution du systeéme couplé (78) fournit les valeurs propres A’ et les modes propres généralisés. Les
modes propres perturbés restreints aux sous-structures de type modal sont déduits des coordonnées modales en
utilisant Eq. (72).

On n’effectue pas ici la condensation statique sur les sous-structures de type direct car, contrairement au
calcul des dérivées des modes propres ot 1’on a a résoudre des systemes linéaires, cette condensation consiste
en une élimination de Guyan sur un systéme aux valeurs propres et introduit des erreurs supplémentaires.

I1.2.4. Résultats - Conclusions

Deux applications numériques ont été traitées dans (Tran, 1996, cf. Annexe): un systeme de masses et
ressorts et un treillis. La méthode mixte directe-modale proposée est comparée avec la méthode directe et
la méthode modale dans les calculs de sensibilités, et également avec les méthodes de synthése modale avec
interface fixe, libre et hybride dans la réanalyse des fréquences et modes.

Les résultats obtenus sur ces exemples indiquent que la méthode mixte directe-modale converge plus rapi-
dement que la méthode modale. Méme avec peu de modes propres pris en compte, cette méthode fournit des
résultats en tres bonne concordance avec ceux de la méthode directe. Les résultats sont d’autant plus précis
que les sous-structures de type modal sont loin des zones perturbées, mais ceci augmente la taille du systeme
assemblé et le temps de calcul. Il faut donc un compromis entre la dimension des sous-structures de type direct,
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la précision et le temps de calcul. La méthode modale modifiée et les méthodes de syntheése modale, en utilisant
par exemple le critere de Rubin pour la sélection des modes, sont également précises et efficaces.

La méthode mixte proposée peut étre considérée comme une amélioration de la méthode modale, avec
la possibilité d’isoler les perturbations dans des sous-structures de type direct afin d’augmenter la précision.
Comme pour d’autres méthodes de sous-structuration en général, I’efficacité de cette méthode dépend du con-
texte et de la maniere d’utilisation. Elle est en particulier destinée au cas ou I’on doit effectuer de nombreux
calculs répétitifs sur une méme structure, chacun d’eux faisant intervenir une perturbation sur une région de la
structure, comme par exemple lorsqu’on cherche a localiser les parties a modifier dans une structure pour les
besoins de recalage des modeles éléments-finis ou d’optimisation structurale. Au lieu de refaire tous les calculs
pour chaque perturbation comme dans la méthode directe ou de se contenter de la méthode modale qui est rapide
mais peu précise, cette méthode offre une approche intermédiaire. La démarche pratique consiste a utiliser la
représentation modale de la structure non perturbée, qui est calculée une fois pour toute indépendamment des
perturbations, et de remplacer, pour chaque perturbation, la contribution des sous-structures concernées par leur
représentation éléments-finis. Notons que dans les deux cas limites ou toutes les sous-structures sont de type
direct (resp. modal), on retrouve précisément la méthode directe (resp. modale).

I1.3. Suivi des fréquences et des modes propres

I1.3.1. Introduction

Ce travail concerne le probléme du suivi numérique des fréquences et des modes propres d’une struc-
ture évolutive dont les matrices constitutives dépendent continument d’un parametre. Lorsque deux courbes
d’évolution des fréquences en fonction du parameétre s’approchent, on peut conclure a premiere vue qu’il y a
intersection des courbes ou “ croisement des fréquences . Cependant, une analyse plus fine de la “zone de tran-
sition” autour du point d’intersection présumé révele que le croisement des fréquences, qui est caractérisé par
la dégénérescence (ou multiplicité) des fréquences, ne se produit que rarement, notamment lorsque la structure
posseéde des symétries. Physiquement, ce phénomene implique que les deux modes sont totalement découplés,
et que les deux fréquences évoluent de maniere indépendante. Cependant, un couplage méme tres faible entre
les modes conduit aux phénomenes suivants, qui se produisent généralement sur les structures réelles :

— I’“interaction modale” ou “curve veering”, ol les courbes s’évitent en se repoussant;

— la “coalescence des fréquences”, ou les deux courbes se rejoignent dans un intervalle d’instabilité, puis
se séparent.

Leissa (1974) a observé le phénomene d’interaction modale sur les fréquences propres d’une membrane
rectangulaire dont le parametre est le rapport des cOtés et pensait que ce phénomene est causé par la discrétisation
d’un systéme continu. Perkins et Mote (1986) ont cependant présenté une solution propre exacte ot I’interaction
modale a lieu et ont fourni des criteéres pour prédire les croisements, les interactions et d’autres comportements
en utilisant une technique de perturbation. Le phénomeéne d’interaction modale a été rapporté par Crandall et
Yeh (1989) dans les machines tournantes en suivant 1’évolution des fréquences en fonction de la vitesse de
rotation, tandis que Jei et Lee (1992) I’ont vérifié sur un systeme continu de type rotor-palier.

En utilisant une approximation a un mode puis a deux modes ainsi qu’une interprétation géométrique par la
théorie de la représentation linéaire des groupes, Morand (1976) a mis en évidence le croisement de fréquences
et I'interaction modale et a expliqué que le croisement, qui doit s’accompagner d’une augmentation de la
multiplicité d’une fréquence propre, résulte d’un changement brusque de symétrie du systéme pour une certaine
valeur du parametre. Morand et Ohayon (1995) ont montré que 1’interaction modale est due au couplage entre
les modes et s’accompagne d’un changement continu des modes propres.

Pierre et al. (Wei & Pierre, 1988; Pierre & Murthy, 1992; Kruse & Pierre, 1997) ont étudié I’interaction
modale due au désaccordage dans les structures a symétries cycliques de type disque-aubes en relation avec
le couplage structural ou aérodynamique, et ont montré que plus le couplage est faible, plus les virages sont
abrupts. La relation entre I’interaction modale et la localisation des modes a été montrée par Pierre (1988),
Natsiavas Natsiavas (1993) et Happawana et al. (1993).

Behnke (1996) a présenté une preuve numériquement rigoureuse de I’interaction modale dans un probléme
aux valeurs propres pour les équations différentielles issues d’un exemple d’aubes en rotation. L’interaction
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modale et la coalescence des fréquences ont été démontrées par Afolabi et al. (1993; 1994) en utilisant la
théorie des courbes algébriques et la théorie des catastrophes, aussi bien pour un couplage conservatif que non
conservatif entre les modes. La question de la stabilité d’un systeme aéroélastique liée au probleme de suivi de
modes est aussi discutée.

Quand on suit numériquement I’évolution des fréquences et des modes propres d’un systeme évolutive en
fonction d’un parametre, il est tres difficile en pratique de prédire de maniere précise ces trois phénomenes,
en particulier lorsque le couplage est trés petit et que les courbes peuvent s’approcher de trés pres sans se
croiser. Si les fréquences sont simplement classées dans 1’ordre croissant, le croisement ne sera jamais détecté.
Une mauvaise interprétation peut étre préjudiciable, en particulier lorsqu’une interaction modale, qui a un
comportement stable et sans danger, est prédite a la place d’une coalescence, qui représente un comportement
instable et dangereux pour la structure.

Plusieurs méthodes pour mettre a jour les fréquences et modes apres une modification de la structure sont
revues, a savoir la méthode directe, la méthode modale et la méthode de perturbation. Les trois phénomenes
sont revisités en utilisant la méthode modale, et un critere de reclassement des fréquences et des modes est
proposé afin de suivre individuellement 1’évolution de chaque fréquence et mode et par conséquent de prédire
ces phénomenes.

I1.3.2. Méthode directe et méthode modale
I1.3.2.1. Méthode directe

On considere le probléme aux valeurs propres associé au mouvement libre d’une structure:
Kx =AMx. (79)

ou les matrices de rigidité et de masse K =K(p) et M = M(p) dépendent d’un parametre p. Ces matrices sont
réelles et peuvent €tre non symétriques.

Le systeme aux valeurs propres (79) est en fait aussi valable pour les structures amorties avec une matrice
d’amortissement C = C(p), il suffit dans de cas de remplacer K, M et x dans Eq. (79) par:

K 0 C M X
A:[0 —M}’ B:[M 0] et y:{—%x}' (80)

Le probléme est de suivre 1’évolution des valeurs propres (fréquences et amortissements) de Eq. (79) en
fonction du parametre p et de détecter lequel des trois phénomenes va se produire. Pour cela, on peut utiliser la
méthode directe qui consiste a résoudre Eq. (79) pour chaque valeur du parametre. Cependant, cette méthode
directe est coliteuse lorsque la taille du systeme et le nombre de valeurs du parametre sont important. En plus
elle ne permet pas une détection automatique des phénomenes et un critere de suivi des fréquences et modes
est toujours nécessaire.

La méthode modale est moins cofiteuse, et en plus elle donne un bon apercu des trois phénomenes.

11.3.2.2. Méthode modale

Supposons que pour une valeur p = p° du paramétre, les matrices K® = K(p°) et M® = M(p°) sont réelles,
symétriques et que les m premieres solutions propres (A),x9),...,(A%,x%) de Eq. (79) ont été calculées et
normalisées par rapport a la matrice de masse:

KOx) =AM'x), XIM'x)=38;, WWK'x)=A)8; (i,j=1,....m). (81)
Le vecteur propre x de Eq. (79) est exprimé comme une combinaison linéaire de x(l), XY
x=X"q (82)
avec X? = x{,...,x%] etq="[q1,... ,qm). En projetant Eq. (79) sur X, on obtient un systéme réduit:

K,q=2M,q (83)
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avec K, = K,(p) = X°K(p) X% et M, = M, (p) = X’ M(p) X°. La résolution du systeme réduit (83) fournit
des solutions approchées de Eq. (79) et elle n’est pas coliteuse méme pour un grand nombre de valeurs du
parametre. Cependant, un critere de suivi des fréquences et modes est toujours nécessaire.

I1.3.3. Phénomenes de base dans le suivi des fréquences et modes

Les trois phénomenes de croisement des fréquences, d’interaction modale et de coalescence des fréquences
peuvent étre mis en évidence en utilisant la méthode modale (Morand, 1976; Morand & Ohayon, 1995). Par
exemple dans une approximation 4 deux modes, c.-a-d. X° = [X?,Xg] dans Eq. (82), et en supposant que les
valeurs propres 7*(1) et Xg sont distinctes et que la matrice de masse M est constante, le systeme réduit (83) s’écrit:

“?2 5;]{;1;}:7”{2} (84)

avec k; = XV Kx?, B; = XVKx) et B, = x)Kx'.

Les termes B et B, représentent le couplage entre les modes qui est un facteur déterminant dans I’occurrence
des trois phénomenes (Afolabi & Mehmed, 1994; Afolabi & Pidaparti, 1994):

— Le croisement des fréquences se produit lorsque ; = B2 = 0 (pas de couplage entre modes). Les solutions
de Eq. (79) sont A} = ki, A} = ko, X} = X?, X5 = xg. Les vecteurs propres sont orthogonaux et ne changent pas
durant I’évolution, tandis que les deux valeurs propres évoluent de maniere indépendante. Le croisement des
fréquences se produit pour la valeur p* telle que A} (p*) = A3(p*): on est en présence d’une dégénérescence
des valeurs propres mais pas des modes propres, car Xj(p*) # x5(p*). Le méme résultat est obtenu dans
I’approximation a un mode, c.-a-d. lorsque seulement x(l) ou Xg est retenu dans la projection Eq. (82).

— L’interaction modale se produit lorsque B; B, > 0 (couplage conservatif). Il a été montré que la dégénéres-
cence des valeurs propres ne peut pas se produire dans le cas générale. Les valeurs propres sont simples, réelles
et positives. Contrairement au croisement des fréquences, les vecteurs propres changent durant I’évolution mais
restent orthogonaux. Si le couplage est petit, le premier vecteur propre X; change continument de X} a x5, et
inversement, le deuxiéme vecteur propre X» de X; a xj. Les deux vecteurs xj et x5 contribuent pleinement a
X et Xp au voisinage de p = p*. Plus le couplage est petit, plus le virage est abrupt et plus les courbes sont
proches.

— La coalescence des fréquences se produit lorsque B B2 < 0 (couplage non conservatif). Pour les valeurs
de p dans un intervalle d’instabilité, les valeurs propres et les vecteurs propres sont complexes conjugués, ce
qui conduit a des fréquences doubles et des amortissements de signes opposés, le systéme est par conséquent
instable. Aux extrémités de I’intervalle d’instabilité, les valeurs propres sont doubles, réelles et positives, on
a a la fois une dégénérescence des valeurs propres et des vecteurs propres. Sinon, les valeurs propres sont
simples, réelles et positives. A I'instar de I’interaction modale, le premier vecteur propre X; change de xj a x3,
et inversement pour Xp, pendant I’évolution, mais ils ne sont plus orthogonaux. Plus le couplage est petit, plus
I’intervalle d’instabilité est étroit.

Le couplage peut étre causé par exemple par 1’asymétrie (couplage entre la flexion et la torsion d’une poutre
dd a I’asymétrie de la section), la perte de symétrie (couplage entre les indices de déphasage d’une structure
avec symétrie cyclique dii au désaccordage), ou les forces gyroscopiques (antisymétriques) ou aéroélastiques
(non symétriques).

Fig. 11.2 montre un exemple de 1’évolution des fréquences et des modes pour les trois cas avec les données
suivantes: k| = p, ko = 1, B = B2 = 0 (croisement des fréquences); k; = p+0.05, k, = 1.05, B; =B, = —0.05
(interaction modale); et k; = p+0.05, k = 1.05, B; = —P» = —0.05 (coalescence des fréquences).
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Figure I1.2 : Croisement des fréquences, interaction modale et coalescence des fréquences

I1.3.4. Critere pour le suivi des fréquences et modes

Pour x, y € C", on considere le produit scalaire <x,y >= Xy et la norme ||x|| = \/<X,X>.

Supposons que I’on veut suivre I’évolution d’une solution propre particuliere (A(p),x(p)) en fonction du
parametre p et que cette solution propre a été obtenue pour p = p;: (A(p;),x(p;)). Les solutions propres
(M (pis1),Y1(Pix1)), -+ s An(pit1),¥,(pit1)) ayant été calculées pour p = p;;1, le probleme est de déterminer
laquelle de ces solutions doit étre choisie comme (A(p;+1),X(pit+1)) pour étre mise sur la courbe d’évolution de
(Mp).x(p)).

Les vecteurs propres X(p;) et y;(pi+1) ayant été normés a la norme unitaire, c.-a-d. [|x|| = ||y, = 1, on
définit les sous-espaces propres M et N; associés respectivement a X et y; et qui sont supposés de dimension 1.
Les spheres unités de M et N; sont Sy = {ux, u € C, [u| =1} et Sy; = {ny;,n € C, In| = 1}.

La distance entre les sous-espaces M et N; est définie par (Kato, 1966) :

d(M,N;) = max [d(M,N;),d(N;,M)] avec (85)
d(M,N;) = sup dist(u,Sy;) et dist(u,Sy;) = inf [[u—v]|. (86)
uceSy VGSN_,'

Pour un vecteur fixé u = ux € Sy et en utilisant u = e'%, 1 = el et <X,y >= | <X,y;> | %, on a:

= inf  [uPlIxIP+ Py, )P - 2%e(<pax.ny, >)]

dist(u,Sy.)]> =  inf X—MYy;
(dist (u,Sy;)] lux—my; edth

neC,n|=1

= inf [2-2Re(<ux,my,;>)]=2-2 max Re(<ux,Mmy,>)
neC n|=1 neC =1

= 2—2 max %e(ei(9f+e“_9”)|<x,yj>|) =2-2|<x,y;>| max Re (et (050 —0))
6,€R 6,cR

= 2-2[<x,y;>| (87)
Comme dist(u, Sy;) ne dépend pas de u et par symétrie, on a:
[d(M,N))? = d(M,N))? = [d(N;,M)]> =2 =2 | <x,y,;>|. (88)

La solution propre (A;(pi+1),¥;(pi+1)) qui minimise la distance d(M,N;), c.-a-d. qui maximise | <x, y;>1,
sera sélectionnée comme (A(p;+1),X(pi+1)) et sera mise sur la courbe d’évolution de (A(p),x(p)). Une fois
qu’une solution propre a été sélectionnée, elle sera supprimée et le suivi des autres solutions propres peut étre
continué. En utilisant ce critére, on peut suivre individuellement 1’évolution de chaque fréquence, amortisse-
ment et mode.

I1.3.5. Méthode de perturbation

Une méthode alternative pour mettre a jour les fréquences et modes d’une structure évolutive est la méthode
de perturbation dont la version initiale de Courant et Hilbert (1953) est présentée ici.
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Supposons que les m premieres solutions propres (A1,X1), ..., (Ay,X,) de Eq. (79) ont été calculées pour
une valeur p du parametre ainsi que les solutions propres (A1,¥;), --- , (Adm,y,,) du systéme transposé :
'Ky =A'My. (39)

Egs. (79) et (89) ont les mémes valeurs propres et leurs vecteurs propres sont normalisés tels que:
'y Mx; =38; , 'y,Kx;=43;. (90)
Soit m; la multiplicité de A;, c.-a-d.A; = Aiy1 = ... = Ajym,—1. On définit:
Si={i,i+1,...,i+m—1}, Xi=[X,Xir1, - Xivm—1], Yi=[¥¥irtr s Yizm—1]-  OD

On veut déterminer les solutions propres (A},X), ..., (A,,,x],) du systeme perturbé (79) pour la valeur p + Ap
du parametre:

K'x' =AMx, (92)

avec K' =K(p+Ap) =K(p) +AK et M' = M(p +Ap) = M(p) + AM.
La méthode de perturbation consiste a développer les solutions de Eq. (92) en une série limitée:

A= MHAN AN .. (i=1,...,m), (93)
X, = X4+ AX+AX+... (i=1,...,m) (94)

1

oll A);, Ax;, A%A; et A%x; sont les perturbations du premier et second ordre des valeurs propres et vecteurs
propres, et X; = X;a; (a; € C™) est un vecteur propre associé a A; a déterminer (si m; > 1).
En reportant Egs. (93) et (94) dans Eq. (92) et en isolant les termes du premier et second ordre, on obtient :

(K — ;M) Ax; + (AK — A, AM) &; — AL, M%; =0, (95)

(K — A M) A’x; + (AK — A, AM) Ax; — AA; MAX; — AL AMX; — A’A; M%; = 0. (96)

Perturbations du premier ordre des valeurs propres

Ce sont les m; valeurs propres AAy (k € S;) du systéme :
Y; (AK — M AM) X a, = AMcag (k€ S)). 7

Si m; > 1, les vecteurs inconnus a; pour déterminer les vecteurs propres X; dans Eq. (94) sont les m; vecteurs
propres a; (k € S;) de Eq. (97). On considere aussi les vecteurs propres by (k € S;) du systéme transposé :

[X; (‘"AK — A;'AM) Yi| by = Al b (k € 5)). (98)

En normalisant ay et by tels que ‘b j ax = Oj pour j,k € S;, les nouveaux vecteurs propres X; = X;ay et
¥, = Y;b, de Egs. (79) et (89) vérifient les relations d’orthogonalité suivantes, la derniere relation n’est pas
vérifiée par xi ety :

§MR =8, '§ K& =43, et '§; (AK—MLAM) X = AN 8 (j,k€S)). (99)
Si A; est une valeur propre isolée, c.-a-d. m; = 1, alors: AL; ="'y, (AK— 1, AM) x;, X; = x; and §; = y;.

Hypothese

On suppose dorénavant que les valeurs propres Ak, (k € S;) sont toutes distinctes. Les vecteurs propres a
et by (k € S;) associés a Ay sont donc déterminés de fagon unique (a la normalisation pres), et de méme que
les vecteurs propres Xy et ¥;.
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Perturbations du premier ordre des vecteurs propres

Elles sont exprimés comme une combinaison linéaire des nouveaux vecteurs propres non perturbés Xy, ... ,X,, :

Axp =Y au% (k€S (100)
=1
Pour k € S; fixé, les coefficients o sont successivement déterminés pour / € S;, [ =k etl € S;\{k}:

¥, (AK — A AM) %

Oy = (pour k € S;etl & 5)), (101)
A — N
o =0 (pour k € S;, avec la normalisation 'y, Mx = 1), (102)
1
Oy = 77 Z (ijtyl (AK—)\,](AM) ij —AkktylAMf(k (pour m; > 1, keS;etl e S,\{k})
AN — ANy 7
(103)
Les coefficients o ; pour j € S; dans Eq. (103) sont déja calculés dans Eq. (101).
Perturbations du second ordre des valeurs propres
Elles sont obtenues par:
Azkk = Z O j tyk (AK — 7\,]( AM) ij — A)\,k tyk AMik (pour ke S,) (104)

JESi

D’apres Egs. (101) et (103), cette méthode de perturbation s’échoue si les valeurs propres A; ou leurs
perturbations du premier ordre A\ (k € ;) sont trés proches sans étre confondues (haute densité modale), car
les coefficients oy, et les perturbations des vecteurs propres Ax; seront trop importants pour étre considérés
comme des perturbations du premier ordre. Des techniques de perturbation améliorées pour les valeurs propres
proches sont proposées par Liu (2001).

Dans la méthode de perturbation, le suivi des fréquences et modes s’effectue de maniere naturelle, et le
critere de suivi est seulement nécessaire si les valeurs propres A; sont multiples (m; > 1).

I1.3.6. Résultats - Conclusions

Le critere proposé pour le suivi des fréquences et modes propres des structures évolutives et les trois
méthodes pour calculer les fréquences et modes en fonction d’un parameétre ont été comparés sur trois exemples
numériques (Tran, 2000, c¢f. Annexe):

—un disque aubagé avec symétrie cyclique, sur lequel une perturbation de la matrice de rigidité qui dépend
d’un parametre et qui détruit totalement ou partiellement la symétrie cyclique est introduite;

—un rotor dont le parametre est la vitesse de rotation et dont les paliers comportent des termes de couplage
en raideur.

En utilisant le critere de suivi, ces trois méthodes détectent correctement les phénomenes de croisement
des fréquences, d’interaction modale et de coalescence des fréquences. La méthode modale et la méthode de
perturbation fournissent des résultats qui concordent avec ceux de la méthode directe. La méthode modale
est légerement plus précise mais aussi bien plus pratiquement a I’utilisation que la méthode de perturbation.
D’autres méthodes comme la méthode de perturbation améliorée, la méthode hybride directe-modale ou les
méthodes de synthese modale peuvent étre aussi utilisées.



Chapitre 11T

METHODES DE SYNTHESE MODALE

II1.1. Introduction

Les méthodes de synthese modale consistent a effectuer 1’analyse dynamique des structures par une décom-
position en sous-structures. Les sous-structures sont représentées par des vecteurs de Ritz qui incluent les
modes propres, les modes de corps rigide, les modes statiques, les modes d’interface etc. Les équations de
mouvement des sous-structures sont ensuite projetées sur les bases de projection formées par les vecteurs
de Ritz pour obtenir les systémes réduits des sous-structures. Le couplage des systemes réduits des sous-
structures fournit alors le systeme réduit couplé, ou modele réduit, de la structure complete avec lequel on
effectue 1’analyse modale ou des réponses a des sollicitations.

La premiere méthode de syntheése modale a été présentée par Hurty (1960). L’idée de décomposer une
structure en sous-structures a été aussi utilisée par Gladwell (1964) dans sa méthode des branches. Plusieurs
méthodes de syntheése modale ont été développées depuis, toutes ces méthodes utilisent les modes propres des
sous-structures. En fonction des conditions aux limites appliquées a 1’interface des sous-structures lors du
calcul de ces modes propres, les méthodes de synthése modale syntheése modale peuvent étre classées en quatre
groupes : méthodes avec interface fixe (Hurty, 1960, 1965; Craig & Bampton, 1968; Hintz, 1975; Craig, 1985),
méthodes avec interface libre (Bamford, 1967; Goldman, 1969; Hou, 1969; MacNeal, 1971; Rubin, 1975; Hintz,
1975; Craig & Chang, 1977a; Craig, 1985; Herting, 1985; Martinez et al., 1985; Bucher, 1986), méthodes avec
interface mixte (MacNeal, 1971; Craig & Chang, 1977a; Farvacque et al., 1984; Tran, 1992, 1993), méthodes
avec interface chargée (Benfield & Hruda, 1971). Les variantes dans chaque groupe se different essentiellement
sur le choix des vecteurs de Ritz complémentaires et de la procédure de couplage des sous-structures.

Plusieurs explications, améliorations et variantes ont été proposées (Kuhar & Stahle, 1974; Kubomura,
1982; Curnier, 1983; Jézéquel, 1985; Flasner, 1986; Jézéquel & Tchere, 1991; Leung, 1991; Engels, 1992;
Suarez & Singh, 1992; Admire et al., 1994; Farhat & Géradin, 1994; Thonon, Géradin, Cardonna & Farhat,
1995; Thonon, Géradin, Cardonna & Jetteur, 1995; Ohayon et al., 1997; Qiu et al., 1997; Shyu et al., 1997,
Humar & Soucy, 1998; Rixen et al., 1998; Tournour et al., 2001; Liu & Ewins, 2002; Rixen, 2004; Bes-
set & Jézéquel, 2008), et les méthodes de synthese modale ont été largement utilisées sur un grand nombre
d’applications (Henry, 1980; Berlioz & Ferraris, 1986; Crandall & Yeh, 1986; Spanos & Tsuha, 1991; Wang
& Kirkhope, 1994b,a, 1995; Takewaki, 1998; Bladh et al., 2001a,b, 2002; Zou et al., 2002; Choi et al., 2003;
Capiez-Lernout, 2004; Ohayon, 2004; Corus et al., 2006; Davidsson & Sandberg, 2006; Li & Dowell, 2006;
Masson et al., 2006; Shanmugam & Padmanabhan, 2006; Batailly et al., 2007; Ganine et al., 2008; Mignolet
& Soize, 2008; Yan et al., 2008; Schotté & Ohayon, 2009). Les méthodes de synthése modale ont été décrites
dans plusieurs ouvrages (Meirovitch, 1980; Imbert, 1984; Morand & Ohayon, 1995; Bathe, 1996; Géradin &
Rixen, 1997), et des revues ont été présentées dans (Craig, 1985; de Klerk et al., 2008).

Dans les méthodes de synthese modale classiques, les modes propres de sous-structures sont complétés par
des vecteurs de Ritz issus des déformées statiques usuellement appelées modes statiques, comme les modes
de liaison, les modes d’attache, les modes d’attache résiduels etc. Les coordonnées généralisées associées
aux modes statiques sont dans la plupart des cas les déplacements a I’interface entre les sous-structures. Ceci
conduit a des systemes réduits couplés de grande taille a cause du nombre important de degrés de liberté
(DDL) a I’interface. Afin de réduire le nombre de DDL d’interface, la méthode de synthése modale avec
les modes d’interface a été développée en premier lieu pour la méthode avec interface fixe (Craig & Chang,
1977b; Bourquin, 1992; Bourquin & D’Hennezel, 1992; Aoyama & Yagawa, 2001), puis étendue aux méthodes
de synthése modale avec interface libre ou mixte (Tran, 2001). Dans ces méthodes, les modes statiques sont
remplacés par les modes d’interface, aussi appelés modes de jonction ou modes propres de I’ opérateur Poincaré-
Steklov, qui sont les quelques premiers modes propres de la structure compléte apres une condensation de
Guyan (1965) a I'interface entre les sous-structures. Les DDL d’interface associ€s aux modes statiques sont
alors remplacés par quelques coordonnées généralisées associées aux modes d’interface. D’autres méthodes
pour réduire le nombre de DDL d’interface sont aussi proposées dans (Craig & Chang, 1977b; Bouhaddi &
Lombard, 2000; Hassis, 2000; Aoyama & Yagawa, 2001).

30
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Bien que les méthodes de synthése modale avec les modes d’interface produisent des systemes réduits
couplés de taille tres petite, un inconvénient de ces méthodes est que tous les DDL d’interface sont éliminés du
systeme réduit. La présence des DDL d’interface dans le systeme réduit est cependant souhaitable et parfois
nécessaire, soit parce que ces DDL peuvent fournir rapidement des informations utiles, soit parce que 1’on a
besoin intervenir directement sur ces DDL lors de la résolution du systéme réduit, par exemple pour imposer
des mouvements prescrits ou pour prendre en compte des non linéarités locales de type contact, frottement ou
jeu. De nouvelles méthodes de syntheése modale utilisant les modes d’interface partiels ont été développées
pour pallier cet inconvénient (Tran, 2009b,a). Elles permettent a la fois une réduction importante du nombre
de DDL d’interface comme dans les méthodes avec les modes d’interface, et la conservation de quelques DDL
d’interface dans le systeme réduit, comme dans les méthodes classiques. Pour cela, au lieu de calculer les modes
d’interface, ces derniers sont approchés en appliquant un second niveau de synthése modale au systeme réduit
issu de la condensation de Guyan de la structure complete a I’interface entre les sous-structures. Les DDL du
systeme réduit de Guyan sont partitionnés en deux ensembles regroupant respectivement les DDL d’interface
a éliminer et ceux a conserver dans le systeéme réduit couplé, les premiers étant considérés comme les DDL
internes et les seconds comme les DDL d’interface dans le second niveau de synthése modale. Les modes
d’interface partiels sont les premiers modes propres du systeme réduit de Guyan, éventuellement encastrés sur
quelques DDL d’interface a conserver, ceci dépend de la méthode de synthése modale choisie, c.-a-d. avec
interface fixe, libre ou mixte, pour le systeme réduit de Guyan. Ils sont complétés par des modes statiques du
systeme réduit de Guyan, et ensemble ils remplacent les modes d’interface ou les modes statiques des méthodes
classiques. Les méthodes classiques et les méthodes avec modes d’interface sont des cas particuliers ou tous
les DDL d’interface sont conservés ou éliminés. L’approche proposée est similaire a la méthode de réduction
de Ritz décrite dans (Craig & Chang, 1977b). Les vecteurs de Ritz n’y sont cependant pas spécifiés et sont
obtenus a partir des fonctions analytiques dans un exemple. Les méthodes de syntheése modale multi-niveaux
ou récursives ont été également utilisées (Bennighof & Lehoucq, 2004), mais leur but est de décomposer les
sous-structures en de plus petites sous-structures et ainsi de suite, et non pas d’obtenir une base de projection
des sous-structures comme dans 1I’approche proposée.

Pour les structures possédant la symétrie cyclique (Thomas, 1979; Valid & Ohayon, 1985), la réduction des
calculs a un seul secteur répétitif de référence permet de diminuer les temps de calcul. La combinaison des
propriétés de symétrie cyclique avec les méthodes de syntheése modale, qui a été utilisée en premier lieu par
Henry (1980) avec la méthode de Craig & Bampton (1968), est généralisée ici avec d’autres méthodes (Tran,
2001, 2009bh). L'utilisation de la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD, Proper Orthogonal
Decomposition) dans les méthodes de synthése modale est également développée, le principe est de remplacer
les modes propres de sous-structures par les modes POD dans la base de projection. Les clichés des sous-
structures, a partir desquels les modes POD des sous-structures sont obtenus, sont soient calculés sur chaque
sous-structure isolée, soient extraits des clichés de la structure complete.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : apres avoir décrit les sous-structures et ses modes dans la
section 2, les méthodes de synthése modale classiques avec les différents types d’interface sont présentées dans
la section 3. Les sections 4 et 5 concernent les méthodes de synthése modale utilisant les modes d’interface et
les modes d’interface partiels. La combinaison de la syntheése modale avec la symétrie cyclique et la POD est
présentée dans les sections 6 et 7.

IILI.2. Description et modes des sous-structures

I11.2.1. Description des sous-structures, systemes réduits, assemblage

On considere une structure S décomposée en ng sous-structures S; (j = 1,... ,n,) qui ne se recouvrent pas.
On note par LS la partie de S constituée par la frontiére entre les sous-structures et par L; la frontiére entre S; et
les sous-structures adjacentes. LS et L ; seront appelés les interfaces de S et S;.

Pour chaque sous-structure, I'interface L; partitionnée en I'interface fixe L. et I'interface libre L,. Ainsi,
L; peut étre fixe (L, = & et L. = L), libre (L, = @ et L, = L;) or mixte (L. # &, L, # @, L; = L. UL,), on
suppose dans le dernier cas que S; est li€ ou statiquement stable lorsque L. est fixe. Le choix de L. et L, peut
étre différent d’une sous-structure a 1’autre.



32 Chapitre III. Méthodes de synthése modale

L’interface LS est partitionnée en Lg et LS comprenant respectivement les DDL d’interface 2 conserver et &
éliminer dans le systeme réduit. Le nombre de DDL de Li est trés petit comparé a celui de LS.

Les vecteurs des déplacements de S, LS, L, L}, S;, L;, L. et L, sont respectivement X°, X}, X7, X}, X, Xz,
X/ et X;,. On définit les matrices booléennes Pg}_ qui restreignent x5 ax; P%j et Pﬁk qui restreignent X“Z axy et

x{k; et Py, P, et P, qui restreignent X a Xz, Xz et Xz, :
S oS S s L _S
X = Pij , X, = Pﬁj x; =Prx, x7;, =P X7, Xp. = PcXx, X1 =PsX. (D)
On définit les indices supérieurs a gauche suivants:

“O=Pa(),°()=Pc(),’()=PL,(). "() =PL(), 2)

et '( ) représente la transposée d’un vecteur ou d’une matrice.
L’équation d’équilibre de la sous-structure S; isolée s’€crit :

Kx+Cx+Mx=f,—'P,f,. 3)

K, C et M sont les matrices de rigidité, d’amortissement et de masse de S;, f, sont les forces extérieures, f;
sont les réactions exercées par S; sur L;.

Les méthodes de synthése modale consistent a exprimer les déplacements de la sous-structure S; comme
une combinaison linéaire des vecteurs de Ritz d’une base de projection Q, c.-a-d. x = Qq, ou q est le vecteur
des coordonnées généralisées. En projetant I’équation d’équilibre (3) sur la base de projection Q, on obtient le
systeme réduit de la sous-structure :

'‘QKQq+'QCQq+'QMQi="Qf, —'Q'P. f;. “4)

Le couplage des sous-structures est assez simple, il est réalisé en utilisant la continuité des déplacements
a I'interface et 1’équilibre des réactions a I’interface et permettent de coupler plusieurs sous-structures sur une
méme interface. Par exemple, si les sous-structures Sy, 7, ..., S¢ sont connectées par une méme interface, ces
relations s’écrivent :

X=xP==x, )+ =0, (5)

La procédure de couplage correspond a la formulation primale décrite dans (de Klerk et al., 2008) qui
consiste a assembler les matrices réduites des sous-structures pour former les matrices réduites de la structure
complete, de fagon similaire a I’assemblage des matrices élémentaires dans la méthode des éléments-finis. Dans
les matrices réduites assemblées, les matrice réduites des sous-structures sont couplées a travers les coordonnées
généralisées qui sont communes a au moins deux sous-structures, comme les déplacements d’interface ou les
coordonnées généralisées associées aux modes d’interface ou d’interface partiels.

II1.2.2. Modes propres et modes statiques des sous-structures
I11.2.2.1. Modes propres

Les modes propres avec interface mixte @ sont les m, premiers modes propres de la sous-structure S; avec
comme conditions aux limites les DDL de L. fixés:

K®&=M®Q> - 'P,R, avec ‘®=0, (6)

K;=M; Q> avec K;='"®K® et M;='®M®, (7)

ou R, sont les réactions modales, K; et M; sont les matrices de rigidité et de masse généralisées.
Pour les sous-structures avec interface fixe ou libre, ® sont donc les modes propres avec interface fixe ou
libre. Dans le dernier cas, on précisera si ® incluent ou non les modes de corps rigide.



II1.2. Description et modes des sous-structures 33

I11.2.2.2. Modes de liaison

Les modes de liaison W sont les n. déformées statiques de la sous-structure S; obtenues en imposant
successivement un déplacement unitaire a un DDL de L, tandis que les autres DDL de L. sont fixés :

K¥ . =-"P.R. avec ¥ =1, (8)

ou R, sont les réactions statiques.
On définit également les n;, modes de liaison W~ obtenus en imposant les déplacements unitaires a I’interface
L j .
K ‘I’C - — tI’L RC avece PL‘IIC == I (9)
Pour les sous-structures avec interface mixte, ¥ est partitionné en deux ensembles, W, et ¥, correspondant
respectivement aux déplacements unitaires imposés aux interfaces L. et L,. En partitionnant la matrice de
rigidité K de S; suivant des DDL d’interface x; ., X;, et les DDL internes, on peut facilement montrer que :

‘I’C =W + ‘I’Caa‘I’C. (10)

Pour les sous-structures avec interface fixe (Craig & Bampton, 1968),ona W= ¥ .

I11.2.2.3. Modes d’attache

Les modes d’attache W, sont les n, déformées statiques de la sous-structure S; obtenues en appliquant
successivement 1’opposée d’une force unitaire sur un DDL de L, tandis que les DDL de L, sont fixés :

K¥,=-"P, — 'P.R, avec ‘¥, =0, (1T)

ou R, sont les réactions statiques.
Comme les forces unitaires ne sont appliquées qu’a I’interface L,, les modes d’attache ¥, peuvent s’écrire
comme une combinaison linéaire de W¢,, :

U, =0, P, dou ¥, =W,%," (12)
En reportant Eq. (12) dans Eq. (10), on obtient:
7R R e (13)
d’ou
Te=[Tee, Uoo) = (¥, ~ 0, 0, 0,0, 0, 1], (14)

111.2.2.4. Matrice de flexibilité et de flexibilité résiduelle

La sous-structure étant statiquement stable lorsque les DDL d’interface x; . sont fixés, la sous-matrice K

K'o
00 } ’
ou les sous-matrices nulles correspondent aux DDL x; .. Z peut étre développée en termes de tous les modes
propres de la sous-structure S; (avec Xx; . fixés) :

de K restreinte aux DDL x; et x; , est inversible. On définit la matrice de flexibilité statique: Z = {

=9 K(_?l tq) + @res KErles tq)resv (15)
ou P, sont les modes propres résiduels et K., est la matrice de rigidité généralisée correspondante.
On définit la matrice de flexibilité résiduelle G :
G=%, K. '®.=Z - 2K, '®. (16)
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I11.2.2.5. Modes d’attache résiduels

Les modes d’attache ¥, peuvent s’écrire :
v, =-7'P, (17)
Les modes d’attache résiduels ¥, sont les modes d’attache ¥, auxquels on supprime la contribution des

modes propres retenus dans ® pour ne garder que celle des modes propres résiduels ®..., ce qui revient a
remplacer Z par G dans I’expression (16) de ¥,. On a:

V,=-GP, =¥, + BK;'“® avec ‘T

res?

=0. (18)

ar

111.2.2.6. Modes d’attache et d’attache résiduels pour les sous-structures libres avec interface libre

Pour les sous-structures libres, c.-a-d. possédant des modes de corps rigide, on a supposé dans la méthode
avec interface mixte qu’il y a suffisamment de DDL d’interface fixe L. pour que la sous-structure soit sta-
tiquement stable lorsque ces DDL sont fixés, de maniere qu’on puisse calculer les modes d’attache et les modes
d’attache résiduels. Les méthodes avec interface libre (L, = &) ne sont donc pas applicables aux sous-structures
libres car la matrice K étant singuliere, les modes d’attache ne peuvent étre calculés avec Eq. (11). Cet in-
convénient est levé en utilisant les modes d’attache et les modes d’attache résiduels pour les sous-structures
libres introduits par Hintz (1975).

Soit ¥, les n, modes de corps rigide de la sous-structure S;, on a:

KW¥,=0 avec ', M® =0, (19)

ot @ sont les m, premiers modes propres élastiques de S; avec interface libre. La matrice "% MW, n’est pas
nécessairement diagonale si ¥, sont obtenus par une résolution statique.

On choisit n, DDL x, de x qui assurent I’équilibre isostatique de S; et soit P, la matrice de restriction de x
ax,: x,=P.x

En imposant temporairement les conditions aux limites x,, = 0, on résout le probleme statique :

KU, =—AP, avec P,U,=0 et A=I-M¥, (‘O M¥ ) "'¥ (20)

On note qu’il n’y pas de réaction statique aux DDL x,. lors du calcul de ¥, car la sous-structure est soumise
a un systéme de forces en équilibre composé d’une part des forces unitaires appliquées aux liaisons libres, et
d’autre part des forces inertielles associées aux accélérations de corps rigide créées par les forces unitaires.
Les modes d’attache pour les sous-structures libres ¥, sont obtenus en orthogonalisant, relativement a M,
W, par rapport a W, (Hintz, 1975):
P ='AW¥, demanitreque ', MW¥, =0. 21
La sous-matrice K de K restreinte au complémentaire de x, dans x étant inversible, on considére la matrice
de flexibilité isostatique : Z;,, =

00
la matrice de pseudo-flexibilité (Imbert, 1984):

}, ou les sous-matrices nulles correspondent aux DDL x,., ainsi que

Z="AZ A. (22)
Z peut étre développée en termes de tous les modes propres €lastiques de S; (avec interface libre) :

Z=3K;''® + &, K. '®

Gres res?

(23)
ou P sont les modes propres résiduels et K., est la matrice de rigidité généralisée associée. Les modes
d’attache peuvent alors s’écrire :
v, =-7'P, (24)
On définit alors la matrice de flexibilité résiduelle G ainsi que les modes d’attache résiduels ¥, de la méme
facon que dans Egs. (16) et (18):
G =P, K_l

Gres

‘P, =7Z - PK;''®, (25)

v,=-GP,=¥, + BK;'“®. (26)
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I11.3. Méthodes de synthese modale classiques

I11.3.1. Méthode utilisant les modes d’attache
111.3.1.1. Méthode avec interface mixte (HA)

Les déplacements physiques de la sous-structure sont exprimés comme combinaison linéaire des modes
propres avec interface mixte, des modes de liaison et les modes d’attache :

x=bu+ W .5 + V¥, & 27)

ou p sont les coordonnées généralisées modales, &, et &, sont les coordonnées généralisées associées aux
modes statiques.
En prémultipliant (27) par P, et comme ‘@ =0, “¥ . =Tet “¥, =0, on obtient:

X, =& (28)
En prémultipliant (27) par P,, on obtient:
£, =0, (xpy — P — X)), (29)
En reportant Egs. (28) et (29) dans Eq. (27), on obtient :
x=® u+ Vx;.+¥ xp,, (30)
avec
V=0, 0 W =0, W, =T D 3D

W' sont les modes d’attache normalisés, ¥/, et ®’ sont les modes de liaison et les modes propres homogénéisés.
Ils vérifient:

Wl =1 W =0 W =0, V=1 ‘D=0, “®=0. (32)
D’apres Eq. (14), on a:
V. =[P W] (33)
Eq. (30) devient alors :
x=® pu+ ¥,x;. (34)

Le systeme réduit Eq. (4) est obtenu en projetant Eq. (3) sur la base de projection Q = [®', (], les inconnus
sont les coordonnées modales p et les déplacements d’interface x;, et le couplage des sous-structures est réalisé
a travers X;..

Eq. (30) inclue comme cas particuliers les méthodes avec interface fixe (Craig & Bampton, 1968) et inter-
face libre (Hintz, 1975; Tran, 1993).

111.3.1.2. Méthode avec interface fixe (CB)

Les déplacements physiques sont exprimés comme combinaison linéaire des modes propres avec interface
fixe (@' = ®) et des modes de liaison :

x=®pu + ¥.-x,. (35)
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111.3.1.3. Méthode avec interface libre (FA)

Les déplacements physiques sont exprimés comme combinaison linéaire des modes propres avec interface
libre, incluant les modes de corps rigide pour les sous-structures libres, et des modes d’attache :

x=® pu + ¥ x;. (36)
Pour les sous-structures liées, comme ¥/, = W d’apres Eq. (33), Eq. (36) s’écrit également:
x=®"pu + U, x,. 37)

Bien que Eq. (37) n’est plus valable pour les sous-structures libres, elle représente néanmoins une variante
a Eq. (36). Notons que la méthode de Herting (1985) utilise Eq. (37) avec ' = & — ¥ 9P,

I11.3.2. Méthodes utilisant les modes d’attache résiduels
111.3.2.1. Méthode avec interface mixte (HR)

Les déplacements physiques de la sous-structure sont exprimés comme combinaison linéaire des modes
propres avec interface mixte, des modes de liaison et les modes d’attache résiduels :

x=bp+ ¥ . ¢ +¥,8,. (38)
En procédant comme dans Egs. (28) et (29), Eq. (38) devient :
x=®u+ Ulx; . +9 x4, (39)
avec
v = \Ilar“\Il;rl, U =0 -0 W, =T ‘P (40)

W' sont les modes d’attache résiduels normalisés, W', et ®’ sont les modes de liaison et les modes propres
homogénéisés. Ils vérifient les relations similaires a celles dans Eq. (32).

111.3.2.2. Méthode avec interface libre (FR)

Les déplacements physiques sont exprimés comme combinaison linéaire des modes propres avec interface
libre, incluant les modes de corps rigide pour les sous-structures libres, et des modes d’attache résiduels (Rubin,
1975):

x=® pu+ ¥ x. (41)

111.3.2.3. Remarques

1) Les méthodes avec interface mixte et libre de MacNeal (1971) sont les variantes des méthodes utilisant
les modes d’attache résiduels dans lesquelles ces derniers sont négligés dans la projection de la matrice de
masse.

2) Comme les deux ensembles de vecteurs [®, ¥ ] et [, ¥ ,,| engendrent le méme sous-espace, la con-
tribution redondante de ® dans W, étant simplement éliminée dans ¥ ., les méthodes utilisant les modes
d’attache résiduels doivent donner les mémes résultats que celles utilisant les modes d’attache. Cependant, ¥,
est plus simple a calculer que ¥, et I’inversion de ¥, pour obtenir ¥/, dans Eq. (40) peut étre sujet a des
problémes numériques lorsque le nombre de modes propres retenus dans ® est important.

3) Larelation Eq. (33), ¥, =[P/, ®! ], n’est plus valable avec les modes d’attache résiduels pour les sous-
structures avec interface mixte, et de méme la relation ¥ - = W/ n’est pas valable pour les sous-structures avec
interface libre. Par conséquent, les expressions (34) et (37) ne sont pas valables avec les modes d’attache
résiduels, cependant elles constituent des variantes des méthodes utilisant les modes d’attache résiduels dans
lesquelles les vecteurs de Ritz associés aux DDL d’interface sont remplacés par les modes de liaison de la
méthode CB. Les résultats numériques montrent que ces variantes sont aussi précises que Egs. (39) et (41).
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I11.4. Méthodes de synthese modale avec les modes d’interface

On considere I’expression suivante des déplacements de la sous-structure S; qui s’applique aux méthodes
classiques avec les trois types d’interface (CB, FA et HA):

Xx=® pu+ U,x,. (42)

Pour les sous-structures libres de la méthode avec interface libre (FA) et pour les méthodes utilisant les modes
d’attache résiduels (FR et HR), Eq. (42) représente les variantes dans lesquelles les vecteurs de Ritz associés
aux DDL d’interface sont remplacés par les modes de liaison ¥ de la méthode CB.

Afin de réduire de nombre de DDL d’interface dans le systeéme réduit de ces méthodes, on doit effectuer une
troncation des modes de liaison W, ce qui pose le probleme du choix des modes a éliminer, car chaque mode
est associé a un DDL d’interface et ces derniers sont tous nécessaires pour le couplage des sous-structures.
Les modes d’interface fournissent une représentation équivalente des modes de liaison dont la troncation est
beaucoup plus facile a obtenir.

II1.4.1. Modes d’interface

On note par \Ilg les nz modes de liaison globaux de la structure S obtenus en imposant les déplacements
unitaires sur les DDL de I'interface L% de S. Ce sont également les extensions a S des modes de liaison ¥ des
sous-structures en complétant par zéros sur les autres sous-structures car ces dernieres ne sont pas déformées
par les déplacements unitaires imposés. Réciproquement, les modes de de liaison W sont les restrictions des
modes de liaison globaux ¥?. sur les sous-structures.

Les modes d’interface sont obtenus en effectuant une condensation de Guyan de la structure complete S sur
I’interface LS, c.-a-d. en exprimant les déplacements de S par:

x5 = Wixs. (43)
En projetant 1’équation du mouvement libre de S sur ¥2., on obtient le systéme réduit de Guyan:
K} Xj =M X} ], (44)

avec K3 = "WEKS WS et My = "W M5 &2, K5 et MS étant les matrices de rigidité et de masse de S.
Les modes d’interface sont les modes propres Xi du systeéme réduit de Guyan Eq. (44). Les modes
d’interface globaux <I>i de la structure sont les modes propres approchés de S obtenus par une expansion a

Sde Xi al’aide de Eq. (43), tandis que les modes d’interface @, de la sous-structure S; sont les restrictions de
P} as;:

B} =WLX] et B =P B} =V IX], (45)

ou/()= Pﬁj( ) désigne la restriction de I’interface L’ de S a I’interface L ; de S, Eq. (2).

En pratique les modes d’interface sont calculés en projetant les matrices de rigidité et de masse de S; sur
W - et en assemblant les matrices réduites qui en résultent pour obtenir le systeme réduit Eq. (44), comme dans
la méthode CB mais sans les modes propres ®.

Comme les modes d’interface globaux sont les modes propres approchés de S qui sont exprimés comme
des combinaisons linéaires de W5., d’apres Eq. (45), il est clair que I’ensemble de tous les modes d’interface
globaux, incluant ceux retenus et non retenus dans ®3, engendrent le méme sous-espace que W?., car ce sont
deux familles linéairement indépendantes avec le méme nombre de vecteurs. On peut donc obtenir une tron-
cation de I’espace engendré par \Ilg en faisant une troncation de ®; en utilisant une critére sur les fréquences,
c.-a-d. en ne gardant dans @i que les quelques premiers vecteurs propres de Eq. (44) qui correspondent aux
plus petites fréquences.
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II1.4.2. Méthode avec interface fixe utilisant les modes d’interface (CBI)

Dans le méthode classique avec interface fixe (CB), les déplacements de la structure complete S sont ex-
primés par :

X’ =%y’ + Wi x, (46)

ot ®° sont les extensions 4 S des modes propres avec interface fixe ® en complétant par des zéros sur les autres
sous-structures. Le systeme réduit couplé est obtenu soit en assemblant les systemes réduits des sous-structures,
soit en projetant I’équation d’équilibre de S sur les vecteurs de Ritz [®5, ¥7].

Comme \Ilg engendre le méme sous-espace que 1’ensemble de tous les modes d’interface, une formulation
strictement équivalente est obtenue en remplacant \Ilf; par ces derniers dans Eq. (46).

La méthode avec interface fixe utilisant les modes d’interface (CBI) (Craig & Chang, 1977b; Bourquin,
1992; Tran, 2001) consiste a remplacer les modes de liaison par les premiers modes d’interface. Au niveau de
la structure S, Eq. (46) devient:

X’ =&’ + &)y, 47)

ol u; sont les coordonnées généralisées associées avec les modes d’interface. Les coordonnées d’interface p;
ne sont pas associées a une sous-structure ou une interface particuliere, elles sont au contraire communes a
toutes les sous-structures et serviront pour le couplage des sous-structures. Le systeme réduit couplé est obtenu
en projetant I’équation d’équilibre de S sur la base de projection Q° = [®°, ®7]. La taille du systéme réduit est
beaucoup plus petite que dans la méthode classique car les déplacements d’interface Xi sont remplacés par un
petit nombre de coordonnées d’interface u; .

En prenant la restriction de Eq. (47) aux sous-structures, ce qui revient a remplacer les modes de liaison
W dans Eq. (35) par les modes d’interface ®,, les déplacements physiques de §; sont exprimés comme une
combinaison linéaire des modes propres avec interface fixe ® et les modes d’interface ®; :

x=®up+ ¢, ., (48)

avec les mémes coordonnées d’interface p;, pour toutes les sous-structures. Le systeme réduit Eq. (4) de S; est
obtenu en projetant Eq. (3) sur les vecteur de Ritz Q = [®, ®,]. Le couplage des sous-structure est réalisé a
I’aide de ;.

I11.4.3. Méthodes avec interface libre et mixte utilisant les modes d’interface (FAI, HAIL FRI, HRI)

Pour les méthodes avec interface libre et mixte, Eq. (42) s’écrit au niveau de la structure complete S:
x5 =@ uS W x}, (49)

ot les modes propres homogénéisés globaux ®% sont les extensions 2 S des modes propres homogénéisés @’
des sous-structures en complétant par des zéros sur les autres sous-structures, de la méme maniere que pour
5.

La méthode avec interface libre et mixte utilisant les modes d’interface (FAI, HAI, FRI, HRI) (Tran, 2001)
consiste a remplacer les modes de liaison par les premiers modes d’interface. Au niveau de la structure S, Eq.
(49) devient:

X =&Y pS 4+ @f (50)

En prenant la restriction de Eq. (50) aux sous-structures, ce qui revient a remplacer les modes de liaison ¥
dans Eq. (42) par les modes d’interface ®;, les déplacements physiques de S; sont exprimés comme une
combinaison linéaire des modes propres homogénéisés ®’ et les modes d’interface ®; :

x=® u+ Py (51
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Le couplage des sous-structures est réalisé de la méme maniere que pour la méthode avec interface fixe
CBI. En fait, Egs. (50) et (51) s’appliquent aux trois types d’interface et incluent Eqgs. (47) et (48) comme des
cas particuliers.

Les méthodes de synthése modale avec les modes d’interface sont moins précises que les méthodes clas-
siques, sauf si tous les modes d’interface de Eq. (44) sont conservés dans Eq. (51). Cependant, un petit nombre
de modes d’interface suffit pour obtenir une bonne précision comparé aux méthodes classiques.

Les sous-structures ne sont plus indépendantes comme dans la méthode classique, car les modes d’interface
dépendent de la structure complete, la modification d’une sous-structure entrainera le recalcul des modes
d’interface, des bases de projection et des systémes réduits de toutes les sous-structures.

I11.5. Méthodes de synthéese modale avec les modes d’interface partiels

Dans les méthodes de synthése modale classiques, Eq. (42), ou les méthodes avec modes d’interface,
Eq. (51), la totalité des déplacements d’interface xi sont soient conservés soient éliminés dans le systeéme
réduit. Si I’on souhaite conserver les déplacements de I’interface Li et éliminer ceux de I'interface L3, I’idée
est de remplacer les modes d’interface par d’autres familles de vecteurs de Ritz dont certaines des coordonnées
généralisées associées sont justement les déplacements Xik de L,f . Pour cela, on considere le systeme réduit de
Guyan Eq. (44) comme 1’équation du mouvement libre d’une structure dont les DDL sont les déplacements
Xi de L%. On peut alors appliquer encore une fois un deuxiéme niveau de synthése modale 2 Eq. (44) en
considérant L} comme des DDL intérieurs et Lf comme des DDL d’interface. Les modes d’interface partiels
sont les modes propres de Eq. (44) qui sont encastrés sur une partie de 1’interface conservée Lf , en fonction de
la méthode de synthese modale choisie, c.-a-d. avec interface fixe, libre ou mixte. Ces modes sont complétés
par des modes statiques de Eq. (44) associés a Li, ces deux ensembles sont ensuite étendus a la structure
complete en utilisant Eq. (43) puis restreints a chaque sous-structure afin de constituer la base de projection des
déplacements de la sous-structure. On présente ici les modes d’interface partiels fixes (Tran, 2009a), obtenus en
appliquant la méthode de synthese modale avec interface fixe (CB) a Eq. (44). Les modes d’interface partiels
libres ou mixtes, obtenus en appliquant les méthodes de synthése modale avec interface libre (FA) ou mixte
(HA) a Eq. (44), sont décrits dans (Tran, 20090, cf. Annexe).

Les modes d’interface partiels fixes XISD sont les modes propres du systeme réduit de Guyan Eq. (44) qui
sont encastrés a Li :

K; X3 =M X3 Q24+ R, avec “X5=0. (52)
Ils sont complétés par les modes de liaison ka associés a Li du systeme réduit de Guyan Eq. (44):
K; X5, =R, avec X5 =L (53)

C

R, et R, sont des réactions dues aux conditions aux limites imposées et () = P, () désigne la restriction de
’interface LS a I'interface conservée L,f , Eq. (2).

Les modes d’interface X{ de Eq. (44) sont exprimés comme des combinaisons linéaires de Xf; et ka de la
méme maniere que dans Eq. (35):

X5 = X5 B+ X5 X3, (54)

ou B est la matrice des coordonnées modales.

Les modes d’interface partiels globaux <I>§ de la structure S sont les modes propres approchés de S obtenus
par une expansion a S de X;i al’aide de Eq. (43). Les modes d’interface partiels @ de la sous-structure S; sont
les restrictions de @;i a S}, ils peuvent étre aussi obtenus par une expansion de Y X?; aS; en utilisant ¥ :

Py =W Xp et Pp=P§ &)=V /X (55)
Les modes de liaison ¥5, de Set ¥, de S ; sont obtenus a partir de X5, de la méme maniére :

Ty =We Xy et Wy =P§ Uy =T IX. (56)
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Comme la condensation statique de Guyan n’induit aucune erreur sur les solutions statiques lorsque les sollicita-
tions sont appliquées a I’interface, les modes de liaison globaux \Ilfk sont identiques a ceux obtenus directement
sur la structure S en imposant successivement un déplacement unitaire & un DDL de L3, tandis que les autres
DDL de Lf sont fixes et ceux de LS sont libres. On a ainsi “®3, =1.

En pratique, les matrices réduites du systeme Eq. (44) sont formées de la méme maniere que pour les modes
d’interface. Les systemes réduits Eqs. (52-53) sont résolus pour obtenir les premiers vecteurs propres Xﬁ et les
modes de liaison X5,. Les modes d’interface partiels @ et les modes de liaison ¥, sont ensuite obtenus par
une expansion de /X3 et /X5, a S ; en utilisant W, Egs. (55-56).

D’apres Egs. (45) et (54-56), les modes d’interface @i et ®; de SetS; deviennent:

;=P B+USIX] et @, =®,B+ ¥, X5 (57)

En substituant Eq. (57) dans Eq. (50), on obtient les méthodes de synthése modale utilisant les modes
d’interface partiels (CBP, FAP et HAP) qui consistent a remplacer les modes de liaison dans les méthodes
classiques (CB, FA, HA) ou les modes d’interface dans les méthodes CBI, FAI et HAI par les modes d’interface
partiels et les modes de liaison associés avec I’interface conservé Li :

X =@ uS + B pup + U x3,, (58)

ol up = B, sont les coordonnées généralisées associées avec les modes d’interface partiels. Il est clair que
les coordonnées généralisées associées avec les modes de liaison sont les déplacements des DDL d’interface
conservés xik, car k@5 =0, k@f; =0et k\Ilfk =1

En prenant la restriction de Eq. (58) aux sous-structures, ce qui revient a remplacer les modes d’interface
®; dans Eq. (51) par leur expression Eq. (57), les déplacements physiques de S;sont exprimés comme une
combinaison linéaire des modes propres homogénéisés @', les modes d’interface partiels @, et les modes de

liaison W :
Xx=® u+ &ppp + Uyxjy, (59)

avec les mémes coordonnées généralisées pp et les mémes déplacements xik pour toutes les sous-structures.
Le systeme réduits de S; est obtenu en projetant 1’équation du mouvement de S; sur les vecteurs de Ritz
Q= [®,®,,¥,]. Le couplage des sous-structures est réalisé a ’aide des coordonnées d’interface pp et les

déplacements des DDL d’interface conservés Xi .

Remarques

1) Tous les DDL xik de I’interface conservée L3, et pas uniquement ceux appartenant a S j» intervien-
nent dans I’expression Eq. (59) des déplacements de la sous-structure S;, méme lorsque S; ne contient aucun
DDL de L{. Comme les modes de liaison 3, et ¥, résultent des déformations de la structure compléte S
soumise a des déplacements unitaires imposés sur Lfk, une sous-structure S; peut étre déformée méme si le
déplacement unitaire n’est pas imposé sur ses interfaces. Seulement pour les sous-structures S; dont tous les
DDL d’interface sont conservés dans le systeme réduit, c.-a-d. L; C L3, les vecteurs dans ¥, qui correspondent
aux déplacements unitaires imposés a L; sont précisément les modes de liaison W of S, tandis que les autres
vecteurs dans W, ainsi que la restriction ®, des modes d’interface partiels globaux ®} a S; sont nuls, et par
conséquent Eq. (59) équivaut a Eq. (42) des méthodes classiques pour ces sous-structures.

2) Les méthodes de synthése modale utilisant les modes d’interface partiels sont les généralisations des
méthodes classiques et des méthodes utilisant les modes d’interface. En effet, si tous les DDL d’interface
sont éliminés dans le systeme réduit, c.-a-d. L; = @ et L5 = L5, on obtient les méthodes utilisant les modes
d’interface, Eq. (51). A D'inverse, si tous les DDL d’interface sont conservés dans le systeme réduit, c.-a-d.
L{ = LS et L} = @, on obtient les méthodes classiques, Eq. (42).

3) Si tous les modes d’interface ou tous les modes d’interface partiels du systeme réduit de Guyan Eq.
(44) sont retenus dans X3 et X3, c.-a-d. qu’il n’y a pas de troncation sur ces ensembles, les méthodes utilisant
les modes d’interface et les modes d’interface partiels doivent donner les mémes résultats que les méthodes
classiques. Dans le cas contraire, elles sont moins précises que les méthodes classiques. Avec le méme nombre
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de modes retenus, les modes d’interface partiels donnent de meilleurs résultats que les modes d’interface car
les modes de liaison du systeme réduit de Guyan représentent une correction statique a la troncation des modes
d’interface. Un critére similaire a celui de Rubin (1975) est proposé pour sélectionner les modes d’interface et
d’interface partiels.

4) Contrairement a la condensation de Guyan ou le choix des DDL maitres et esclaves est effectué sans
un critere clair, le choix des DDL d’interface conservés Li dépend seulement du besoin de I’utilisateur a les
garder dans le systeme réduit. Les méthodes utilisant les modes d’interface partiels doivent étre considérées
comme une amélioration des méthodes utilisant les modes d’interface qui permettent non seulement de réduire
la taille des systemes réduits mais aussi de garder quelques DDL d’interface dans ces derniers. De méme,
contrairement a la condensation de Guyan ot le nombre de DDL maitres doit étre assez important pour obtenir
de bons résultats, la présence d’un petit nombre de DDL d’interface dans le systeme réduit suffit pour améliorer
la précision et la convergence des résultats comparé a ceux des méthodes utilisant les modes d’interface, avec
seulement un petit colit de calcul supplémentaire, comme c’est montré dans les applications numériques. Par
conséquent, méme lorsqu’on n’a pas besoin des DDL d’interface dans le systeéme réduit, il vaut mieux d’en
conserver quelques uns et utiliser les modes d’interface partiels au lieu des modes d’interface.

I11.6. Cas des structures avec symétrie cyclique

Une structure avec symétrie cyclique est composée de N secteurs identiques Sp, S1,..., Sy—1, qui sont
obtenus par N — 1 rotations répétées d’angle oo = 2m/N rd d’un secteur de référence Sy. Ce dernier a une
frontiere a droite L, et une fronticre a gauche L, avec les secteurs adjacents. En utilisant les propri€tés de
symétrie cyclique (Thomas, 1979; Valid & Ohayon, 1985, ¢f. Chapitre IV), on modélise uniquement le secteur
de référence Sy, sur lequel on résout N systemes indépendants d’équations du mouvement en fonction des co-
ordonnées d’ondes tournantes x°"* pour les N indices de déphasage n=0,... ,N — 1 (ou angles de déphasage
o, = nd), avec les seconds membres appropriés et en appliquant les conditions aux limites de symétrie cy-
clique:

So,n So,n i
X, =x, 0" e, (60)

Afin de réduire la taille du systeéme d’équations de Sp, la méthode de synthése modale classique CB a été
utilisée par Henry (1980). Cette section décrit la combinaison des méthodes de synthese modale utilisant les
modes d’interface partiels avec les propriétés de symétrie cyclique, cependant elle est aussi valable pour les
méthodes classiques et les méthodes utilisant les modes d’interface.

Le secteur de référence S, peut étre décomposé ou non en sous-structures. L’interface L% de Sy est composé
des frontieres L,, L; ainsi que des interfaces entre les sous-structures composant So. L% est alors partitionnée en
L,, I'interface a conserver dans le systeme réduit, et L,, I’interface a €liminer. On définit la frontiere conservée
adroite L, = L, ML, la frontiere conservée a gauche L, = L, N L,, la frontiere éliminée a droite L,, = L, NL,
et la frontiere éliminée a gauche L;, = L, NL,. Les fronticres L, et L;, doivent correspondre aux mémes DDL
sur L, et L;, et de méme pour L,, et L;,.

On calcule en premier lieu les modes propres ® et les modes statiques ainsi que les modes de liaison ¥
des sous-structures composant Sy, sans les conditions aux limites de symétrie cyclique.

Le systeme réduit de Guyan Eq. (44) de Sy est alors formé en projetant les matrices de rigidité et de
masse des sous-structures sur leurs modes de liaison W et en assemblant les matrices réduites, ou de maniere
équivalente, en projetant les matrices K% et M de Sy sur ses modes de liaison \Ilf/? :

K3 X530 = My° X5° 2, (61)

avec K;° = t\I!g" K0 \Ilgo et M0 = ‘lI!gO M50 \I!g".

En utilisant Eqgs. (52-53), on calcule les modes d’interface partiels Xf;o’” et les modes de liaison Xf,‘g" du
systeme réduit de Guyan Eq. (61). Comme ce sont les modes de la structure complete, les conditions aux
limites de symétrie cyclique Eq. (60) sont imposées, mais seulement sur les frontieres éliminées a droite et a
gauche L, et L;, a ce stade, comme si les secteurs ne soient reli€s que par ces frontieres :

So.n _ So.n Lo,
XLIe _Xer e (62)
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Les modes d’interface partiels @} et les modes de liaison W7, des sous-structures composant Sy sont alors
déduits de XS0 " et XSO’ en utilisant Egs. (55-56):

b= UoIXPT et W =W IXY" (63)

D’apres Eq. (99), les déplacements des sous-structures composant Sy sont exprimés en fonction des coor-
données d’ondes tournantes par :

X' =&y By 4+ X" (64)

ol ' sont les modes propres homogénéisés qui ne dépendent pas de n, u" et pp"™" sont les coordonnées
So < ) <
généralisées complexes, ka sont les déplacements complexes de I’interface conservée Ly de Sy. On remarque

SO n N
sont communs a toutes les sous-

que p” sont associées a une seule sous-structure, alors que uSO’ et X,
structures composant So.

Les déplacements x50 de S, qui résultent de I’expression Eq. (64) des déplacements des sous-structures
vérifient les conditions aux limites de symétrie cyclique Eq. (62) sur les frontieres éliminées a droite et a gauche
Ly etL,, car B =&p =0, et &y et " vérifiaient déja Eq. (62).

Les systemes réduits des sous-structures sont obtenus en projetant les équations d’équilibre des sous-
structures sur la base de projection Q" = [®, ®%, ¥, ]. Le couplage des systemes réduits des sous-structures a
I’aide des coordonnées généralisées ufg‘"’" et des déplacements de I’interface conservée xi‘,’("" fournit le systeme
réduit de Sy dont les inconnues sont g0 = {[tuSon g 50" txi%n] ol 50" contient les coordonnées généralisées
p" de toutes les sous-structures composant Sy. Le systeme couplé est alors résolu en imposant les conditions

aux limites de symétrie cyclique Eq. (60) sur les frontieres conservées a droite et a gauche L, et L, :

K}Seo’n qson + CSO’ " + MSO" o fson + f5 (65)
Xi(])kn _ Xio]; el (66)

Les solutions de Eqs. (65-66) fournissent les coordonnées généralisées q%0" a partir desquelles les coordonnées
d’ondes tournantes x" des sous-structures et x>0 de Sy sont déduites en utilisant Eq. (64). Les déplacements
physiques de chaque secteurs §; sont obtenus en faisant la sommation sur x50 : xSi = Zﬁlvz_ol x50/ gl j0n

On remarque que les conditions aux limites de symétrie cyclique Eq. (60) sont imposées en deux étapes, en
premier lieu sur les fronti¢res éliminées a droite et a gauche L, et L;, dans Eq. (61) lors du calcul des modes
d’interface partiels et les modes de liaison du systeme réduit de Guyan, et en second lieu sur les fronticres
conservées a droite et a gauche L, et L;, dans Eq. (66) lors de la résolution du systeme réduit Eq. (65) de Sp.

Dans deux cas particuliers cependant, les conditions aux limites de symétrie cyclique Eq. (60) sont im-
posées qu’une seule fois sur la totalité des frontieres L, et L;: (i) lors de la résolution du systéme réduit Eq.
(65) dans les méthodes classiques ou L, = &, car il n’y a pas de DDL d’interface éliminés, donc pas de modes
d’interface ou de modes d’interface partiels; et (ii) lors de la résolution du systeme réduit de Guyan Eq. (61)
dans les méthodes utilisant les modes d’interface ou Ly = &, car il n’y a pas de DDL d’interface physiques
conservés dans Eq. (65).

I11.7. Méthodes de synthese modale avec la décomposition orthogonale aux valeurs propres
(POD)

On présente une utilisation de la POD dans le cadre de la synthese modale, une description plus détaillée
des différentes formulations POD peut étre trouvée dans (Placzek et al., 2008, cf. Annexe).

Soit n; le nombre de DDL de S;, on considére une matrice n; X ny des ny clichés U de S; dont chaque
colonne représente un cliché. Les clichés sont des vecteurs de déplacements de S; qui peuvent étre par exemple
la réponse transitoire a ny instants ou la réponse fréquentielle a ny fréquences d’excitation. Les clichés des
sous-structures peuvent étre soient calculés séparément sur chaque sous-structure (POD-S), soient extraits des
clichés obtenus sur la structure complete (POD-W).
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Les modes POD (POM, Proper Orthogonal Modes) ®,,,4 sont définis comme les vecteurs propres assocics
aux valeurs propres non nulles de la matrice de corrélation R:

R®,0q=®y0qDpg avee R=U', (67)

pod —

ou D, estla matrice diagonale des valeurs propres POD (POV, Proper Orthogonal Values) non nulles. Comme
R est symétrique et positive, les POV sont réelles et positives. Avec une normalisation appropriée, ®,,q est
orthogonale: '@, ® 4 = I. La méthode directe qui consiste a calculer les POM a partir de Eq. (67) est
seulement utilisée si la taille n; de R est petite.

On considere la décomposition aux valeurs singulieres (SVD) (Strang, 1980) de U:

S 0

U=VS'W avec 'VV=I, 'WW=1, S:[o 0

] et S,=diag(sy,...,s,). (68)
V est une matrice orthogonale n; X n;, W est une matrice orthogonale ny X ny et S est une matrice n; X ny,
s1,...,8, sont les valeurs singulieres de U et r est le rang de U avec r < min(nj,ny). A cause de la forme
particuliere de S et en notant V, et W, les r premieres colonnes de V et W respectivement, Eq. (68) s’écrit :

U=V,S,'W, avec 'V,V,=1 et 'W,W,=L (69)

En substituant Eq. (69) dans I’expression RV, = U'U V,, on obtient une variante, appelée la méthode SVD,
pour calculer les POM :

RV,=V, 8 = & V, et D,4=S5;. (70)

pod —
En substituant Eq. (69) dans 'U U W, et en exprimant V, en termes de U, on a:
(UU)W, =W, 82 et V,=UW,S, L. (71)

Eq. (71) constitue une deuxieme variante, appelée la méthode des clichés (Sirovich, 1987), pour calculer les
POM en les exprimant comme combinaisons linéaires des clichés dont les coefficients associés sont les vecteurs
propres de la matrice de corrélation R’ :

R'X=XD,, avec R'=UU et & UX. (72)

pod —
La post-multiplication de ® 4 par S, ! comme dans Eq. (71) est simplement une normalisation. Eq. (72) est
souvent utilisée pour calculer les POM dans le cas des systemes discrétisés par éléments-finis car la taille ny
de R’ est généralement plus petite que la taille ; de R.

Seul un petit nombre de POM associés aux plus grandes POV est retenu pour former la base de projection.

Les méthodes de synthése modale classiques utilisant la POD consistent ici a remplacer les modes propres
des sous-structures par les POM dans I’expression des déplacements des sous-structures, c.-a-d. 2 remplacer ®’
par ®,,4 dans Eq. (42):

x=®,0+ P& (73)

Les coordonnées généralisées & dans Eq. (73) ne sont pas les déplacements d’interface x; comme dans Eq. (42),
car les vecteurs @4 ne sont pas nécessairement nuls a I'interface comme &' (P, ®' =0). Comme P, ¥, =1,
la restriction de Eq. (73) a I’interface L j de §; conduit a:

E=x;, — P, P g1 (74)

En substituant Eq. (74) dans Eq. (73), on obtient la méthode de syntheése modale classique utilisant la POD,
sans distinction du type d’interface, dans laquelle les déplacements de S; sont exprimés par :

X = @;:)Od u + ‘IJC XL? (75)

ol @4 =@, q — P, P4 sont les POM homogénéisés qui vérifient P, @4 = 0.
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Les modes d’interface ou les modes d’interface partiels peuvent remplacer W dans Eq. (75), on obtient
alors les méthodes de synthese modale utilisant la POD et les modes d’interface ou les modes d’interface
partiels. Les expressions des déplacements de S; sont similaires a Egs. (51) et (59):

Xx=® 41+ Py, (76)

X=Poq it + Spp + Uy xjy (77)

La procédure de couplage des sous-structures, ainsi que la combinaison avec les propriétés de symétrie cyclique,
sont exactement les mémes que pour les méthodes de synthése modale sans la POD.

I1I1.8. Résultats - Conclusions

Plusieurs méthodes de synthese modale ont été développées, a savoir les méthodes classiques, les méthodes
utilisant les modes d’interface et les méthodes utilisant les modes d’interface partiels, avec les trois types de
d’interface, fixe, libre et mixte. Elles ont été également combinées avec les propriétés de symétrie cyclique
ainsi que la POD. Ces méthodes ont été testées sur des exemples simples de plaques et de disques aubagés
accordés et désaccordés (Tran, 1992, 2001, 20095b, cf. Annexe). Leurs résultats sont en trés bonne concordance
avec ceux résultant du calcul des structures completes. Les remarques suivantes peuvent étre formulées :

— les méthodes classiques avec interface libre sont les plus précises, cependant les méthodes avec interface
fixe sont faciles a mettre en ceuvre et fonctionnent bien sur un grand nombre d’applications.

— si le nombre de DDL d’interface est trop important et doit étre réduit, les méthodes utilisant les modes
d’interface partiels sont recommandées. Méme lorsqu’on n’a pas de besoin de DDL physiques dans le systeme
réduit couplé, il vaut mieux d’en garder quelques uns et utiliser les modes d’interface partiels plutot que les
modes d’interface, car les premiers sont bien meilleurs concernant la précision et la convergence des résultats.
Un petit nombre de DDL d’interface conservés et la sélection des modes dérivée du critere de Rubin suffisent
d’obtenir de tres bons résultats.

— pour les structures désaccordées, I'utilisation des modes accordés n’est pas recommandée, car cela
détériore significativement les résultats. L'utilisation des modes désaccordés fournit de bien meilleurs résultats
avec seulement un petit cofit de calcul supplémentaire.

— bien que I'utilisation la POD est un peu plus précise que la projection modale dans le cas de la structure
complete, elle n’apporte pas d’amélioration par rapport aux méthodes de synthése modale sans la POD. En
plus, le choix des modes POD est plus délicat a effectuer que celui des modes propres de sous-structures, car
un nombre élevé de modes POD peut conduire a des systemes réduits mal conditionnés. Les modes POD-W
obtenus a partir des clichés extraits de ceux de la structure complete donnent des résultats un peu meilleurs que
ceux obtenus a partir des clichés calculés sur les sous-structures (POD-S).



Chapitre IV

STRUCTURES MULTI-ETAGES AVEC SYMETRIE CYCLIQUE

IV.1. Introduction

Ce travail concerne la construction des modeles réduits des assemblages de disques aubagés dans les tur-
bomachines qui sont souvent composés de plusieurs étages. Chaque étage consiste en un disque aubagé qui
posseéde une symétrie cyclique, c’est-a-dire chaque disque est composé de secteurs répétitifs identiques, cepen-
dant le nombre de secteurs n’est pas le méme pour tous les disques.

L’approche mono-étage consiste a étudier les étages indépendamment les uns des autres. Grace aux pro-
priétés de symétrie cyclique (Thomas, 1979; Valid & Ohayon, 1985), on modélise un seul secteur de référence
dont I’équation du mouvement exprimée en coordonnées d’ondes tournantes est résolue pour tous les indices
de déphasage en appliquant les conditions aux limites de symétrie cyclique aux frontieres avec les secteurs
adjacents. Les propriétés de symétrie cyclique peuvent également €tre utilisées pour construire des modeles
réduits des structures désaccordées ou de petites différences existent entre les secteurs (Bladh et al., 2001a;
Castanier & Pierre, 2006; Lim et al., 2007; Mbaye et al., 2010; Vargiu et al., 2011).

L’approche mono-étage est valable seulement lorsqu’il n’y a pas de couplage entre les étages. Cependant
Bladh et al. (2003) a montré que les disques aubagés ne se comportent pas de la méme maniere lorsqu’ils sont
couplés a cause de I’interaction entre leurs mouvements et par conséquent, on ne peut plus les étudier de facon
indépendante. Afin de prendre en compte le couplage entre les disques, on doit utiliser 1’approche multi-étages
qui consiste a étudier la structure multi-étages complete et dans laquelle tous les disques aubagés doivent étre
intégralement modélisés et non seulement leurs secteurs de référence, car la structure multi-étages compléte ne
posseéde pas la symétrie cyclique. La modélisation de la structure multi-étages complete, ou méme d’un disque
aubagé complet, conduit a des systemes d’équations du mouvement de trés grandes tailles qui augmentent
considérablement le temps de calcul. Des approches pour obtenir des modeles réduits des structures multi-
étages ont été proposées par Song et al. (2005) et Sinha (2008).

Etant donné que certains modes propres de la structure multi-étages et ceux des disques aubagés isolés sont
similaires, en particulier avec 1’apparition de diametres nodaux dont les nombres correspondent aux indices de
déphasage dans la réduction par symétrie cyclique mono-étage, la réduction par symétrie cyclique multi-étages
(MSCS, Multi-Stage Cyclic Symmetry) a été introduite en premier lieu par Laxalde et al. (Laxalde, Thouverez
& Lombard, 2007; Laxalde, Lombard & Thouverez, 2007; Laxalde, 2007) qui imposent des relations de liaison
linéaires pour le couplage inter-disque. Elle a été ensuite reprise par Sternchiiss et al. (Sternchiiss & Balmes,
2007; Sternchiiss et al., 2008; Sternchiiss, 2009; Sternchiiss et al., 2009) qui introduisent des structures inter-
disques, puis utilisée dans d’autres travaux qui tiennent compte du désaccordage (Laxalde & Pierre, 2011)
ou des incertitudes (Segui Vasquez, 2013). Dans cette approche, le systeme couplé complet d’équations du
mouvement de la structure multi-étages, incluant les équations des structures inter-disques et des équations
de liaison, est exprimé en fonction des coordonnées d’ondes tournantes des disques aubaggés, et les conditions
aux limites de symétrie cyclique doivent étre appliquées simultanément pour tous les disques aubagés et pour
tous les indices de déphasage. La réduction MSCS consiste alors a résoudre le systeéme couplé simultanément
pour tous les disques, mais en sélectionnant seulement un ou quelques indices de déphasage pour chaque
disque aubagé. Ceci conduit a des systemes réduits qui sont des approximations du systeme couplé complet
de la structure multi-étages, contrairement a la réduction par symétrie cyclique mono-étage ou il n’y a pas
d’approximation.

D’un autre c6té, les méthodes de synthese modale (CMS, Component Mode Synthsis) comme la méthode
classique avec interface fixe de Craig & Bampton (1968) sont des méthodes bien connues pour construire
des modeles réduits d’une structure en décomposant celle-ci en sous-structures et en assemblant les modeles
réduits des sous-structures. Plusieurs méthodes CMS sont décrites dans (Tran, 2001, 2009b,a) et sont revues
dans (de Klerk et al., 2008). Concernant les structures multi-étages, Sternchiiss et al. (Sternchiiss & Balmes,
2007, Sternchiiss et al., 2008; Sternchiiss, 2009; Sternchiiss et al., 2009) combinent la réduction MSCS et les
modeles réduits des secteurs obtenus par les méthodes CMS. D’Souza et al. (D’Souza & Epureanu, 2012;
D’Souza et al., 2012) ont étudié des structures multi-étages désaccordées en combinant les approches de Lim
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et al. (2007) et de Song et al. (2005).

Le but de cette étude est de construire des modeles réduits des disques aubagés multi-étages en utilisant la
réduction MSCS développée dans (Laxalde, 2007; Sternchiiss, 2009; Sternchiiss et al., 2009) avec une nouvelle
sélection des indices de déphasage et/ou les différentes méthodes CMS développées dans (Tran, 2001, 2009b).
Le désaccordage n’est pas pris en compte dans ce travail. Les méthodes CMS sont utilisées pour obtenir des
modeles réduits des secteurs de référence ou des disques aubagés complets, dans ce dernier cas la symétrie
cyclique peut étre utilisée pour calculer les bases de projection, ainsi seuls les secteurs de référence ont besoin
d’étre modélisés. Les modeles réduits de la structure multi-étages compléte sont alors obtenus soit en appliquant
la réduction MSCS sur les modeles réduits des secteurs de référence, soit en assemblant les modeles réduits des
disques aubagés. On montre que deux méthodes de réduction sont particulierement efficaces, la premiere est la
méthode CMS avec les modes d’interface appliquées aux disques aubagés complets sans utiliser la réduction
MSCS, la deuxiéme est la méthode CMS avec les coordonnées d’ondes tournantes appliquées sur les secteurs
de référence et combinées avec la réduction MSCS.

Ce chapitre est organis¢ de la maniere suivante: dans la section 2 on présente la formulation de la réduction
MSCS avec les différentes sélections de indices de déphasage présentées dans (Laxalde, 2007; Sternchiiss,
2009), ainsi que la nouvelle sélection proposée dans cette étude; dans la section 3, on présente les différentes
stratégies CMS pour obtenir les modeles réduits des secteurs de référence, des disques aubagés et finalement
de la structure multi-étages complete, sans et avec la réduction MSCS.

IV.2. Réduction par symétrie cyclique pour les structures multi-étages

IV.2.1. Description du probléeme

On consideére une structure multi-étages, comme un assemblage de ngp disques aubagés BD', i=1,... ,npp
reliés entre eux (Figure 1). Chaque disque aubagé BD' posséde une parfaite symétrie cyclique, c.-a-d. il est
composé de N’ secteur géométriquement et physiquement identiques S};, k=0,...,N'— 1, obtenus par N' — 1
rotations répétées d’angle B; = 27t /N' du secteur de référence Sj, pour former un systéme circulaire. On définit
les frontiéres 2 droite et a gauche L et Lt de S} avec les secteurs adjacents S}, et S, (avec S', = 8\, |
et S4, = S{)), ainsi que les interfaces amont et aval Li¥ et LY de S avec les disques aubagés adjacents BD'~!
et BD*! (avec L1 = & et Lgmk = ), et aussi les interfaces amont et aval de BD', L = UkN;f)lLf[k et Li =
UMk,

La connection entre les disques aubagés BD' et BD'*! est réalisée de deux maniéres qui peuvent co-exister
dans une structure multi-étages (Figure 1b):

— soit au travers d’une structure inter-disques /D' (par exemple entre BD' et BD?* dans la figure 1): on définit
les interfaces amont et aval de ID' avec S;{ et S}j’l, L;’gu =ID! OS}; et L;};d =ID'N S}:r], et aussi les interfaces
amont et aval de D', §D7u = Ufif)lL;’I/;’u et L}D7d = Ui\:()l_lL;g’d. On a: L;’,Su = Lgk, Lj’gd = LﬁH’k, ;D,u = Lfi
et Ljj, = Lyt'. On supposera plus tard la continuité des déplacements physiques d’une part de Lj;, , et Lj, et
d’autre part de L, , et Li1. Linter-disque /D' peut avoir la symétrie cyclique comme dans la figure 1, mais
ceci n’est pas exigé.

— soit par une connection directe (par exemple entre BD? et BD? dans la figure 1): les déplacements des
interfaces Lé et LiT! sont alors reliés par des équations de liaison linéaires.

IV.2.2. Réduction par symétrie cyclique pour une disque aubagé isolé

Apres avoir discrétisé les disques aubagés et en supposant que le maillage de tous les secteurs sont iden-
tiques, I’équation d’équilibre d’un secteur S} isolé s’écrit:

K x4+ O x4 Mgk = fik 4 pik, (1)

oul Ki, C' et M' sont respectivement les matrices de rigidité, d’amortissement et de masse de Sf), qui sont
identiques pour tous les secteurs S}, £k est la force externe exercée sur Sy et r'* est la réaction d’interface

appliquée sur S! aux frontieres L{’k et LI,
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Figure IV.1: a) Disques aubagés, inter-disques, secteurs de référence et interfaces de la structure multi-étages. b)
Connection entre les disques aubagés aux secteurs de référence

Le vecteur des déplacements physiques du secteur S}; s’écrit (Tran et al., 2003):

N-1
Xl7k — Z Xil elknBi, (2)
n=0

ot X, est le vecteur des coordonnées d’ondes tournantes du secteur S6 associé a I’indice de déphasage n =
0,...,N'—1. L’index de déphasage n, aussi appelé coefficient harmonique de Fourier et nombre de diamétres
nodaux, est associé avec 1’angle de déphasage nf3; qui permet d’exprimer les coordonnées d’ondes tournantes
de chaque secteur S}; en fonction de celles du secteur adjacent, et par conséquent en fonction de x!, du secteur Sé:
Xt = xilelnbi = xt etknBi Les coordonnées d’ondes tournantes xi vérifient alors les conditions aux limites
de symétrie cyclique (CSBC, Cyclic Symmetry Boundary Conditions) sur les frontieres a gauche et a droite:

i

Xml = Xil,reinBi' (3)

L’équation d’équilibre Eq. (1) s’écrit pour tous les secteurs:
Kip Xpp + Chp Xpp + Mpp Xpp = fp + rip, “4)

avec Kk = Ly @ K, Chp = Iyi @ €', My = Ty @ M, by = [P0, WxEN'=1] gl — (g0 bV =T),
ri, =0 Y 1], 1,, est la matrice d’identité n x n, et ® est le produit de Kronecker de deux matrices
défini par A ® B = [4;;B], oil A = [a;;]. Les équations (4) pour les différents secteurs S}; sont couplées en
écrivant la continuité des déplacements d’interface et 1’équilibre des réactions d’interface.

Eq. (2) s’écrit pour le secteur S, puis pour tous les secteurs:

xik = (te;.c ®Imi) XiZa X;?D = (Ei ®Imi) X;Z’ )
ot €] — ([eHk0B: ’eik(N’?l)Bi], E=e,... ’ej\li—l] = 'E', m' est le nombre de DDL de S}, et
Xixzt[txé)w-- ,tXf“... ’tX;.V’Fl] (6)

est le vecteur contenant les coordonnées d’ondes tournantes de Sé pour tous les indices de déphasage.
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En utilisant I’orthogonalité de e}; et la symétrie de E/ et E' et en projetant Eq. (4) sur E' @ L, c-a-d. en
substituant x5, de Eq. (5) dans Eq. (4) et en prémultipliant par E® L,:, on obtient I’équation du mouvement
de BD' en fonction des coordonnées d’ondes tournantes x5 pour tous les indices de déphasage:

N'Kpp x5 + N' Cyp X5 + N' My, X5 = (tEi@Imf) (fbp + Tip)- (7)

Bien que le terme N’ dans le premier membre est usuellement simplifié pour les disques aubagés isolés,
il doit étre gardé afin d’effectuer le couplage des disques aubagés dans les structures multi-étages, sinon
I’équilibre des réactions d’interface entre les disques aubagés ne sera pas vérifi€. Pour un disque aubagé isolé,
Eq. (7) fournit N’ systemes réduits d’équations découplées en termes des coordonnées d’ondes tournantes x/,
du secteur de référence Sf), pourn=0,... ,N —1:

Kx, +C %, + Mg =f +r, ®)
avec
' 1! iknB: pik
1 —1Kknp; gi,
= (ol fip =5}, 0 ©)

Egs. (8) et (9) doivent étre complétées par les CSBC Eq. (3), ensemble elles représentent la réduction par
symétrie cyclique de Eq. (4). Les réactions d’interface r, n’interviennt pas dans la résolution de Eq. (8), elles
sont seulement présentes a cause des CSBC.

Les CSBC Eq. (3) incluent déja les conditions aux limites sur x"** qui expriment la continuité des déplacements
physiques aux frontieres L{ et L. En effet, de Egs. (2) et (3) on a:

1k+1 Z e i(k+1) B, Z elknﬁ, 1n[3, Z elknﬁ, _ X] ] (10)

Il est évident que I’indice de déphasage n dans Egs. (3), (8) et (9) est défini avec modulo N’ c.-a-d. il

est équivalent de résoudre ces équations pour n € {0,... ,N' — 1} et pour tout n; = n+kN', avec k € Z. Si
x =X.,, Egs. (3), (8) et (9) sont résolues seulement pour N1 P + 1 indices de déphasage n =0, . { /20 ou

N /2 = N'/2 si N' est pair et N] n= = (N"—1)/2 si N' est impair. Par exemple, dans le calcul des frequences

et modes de structures non amorties, les fréquences et les modes sont réels pour n = 0 et pour n = N'/2 si
N’ est pair. Sinon, les fréquences correspondant 4 n et N' — n sont réelles et égales, tandis que les modes
sont complexes conjugués. Ceci conduit a des modes doubles réels en coordonnées physiques ayant le méme
nombre de diametres nodaux, ces modes sont obtenus par une rotation d’angle /(2n) d’'un mode a I’autre avec
une normalisation appropriée (Tran et al., 2003).

IV.2.3. Couplage des disques aubagés par des structures inter-disques

Le couplage des disques aubagés en utilisant des structures inter-disques a été proposé dans (Sternchiiss &
Balmes, 2007; Sternchiiss et al., 2008; Sternchiiss, 2009). La structure inter-disques peut avoir une symétrie
cyclique ou non, la seule condition est que les maillages de la structure inter-disques et des disques aubagés
adjacents soient compatibles, de maniere qu’on puisse écrire la continuité des déplacements physiques a leurs
interfaces.

En supposant qu’aucune force externe est appliquée a I'inter-disques ID', I’équation d’équilibre de ce
dernier s’écrit apres discrétisation:

Kip Xip + Cip Xip + Mjp Xjp = rip. (11)
Les déplacements physiques de /D' sont partitionnés en:

] trtel tol tol
XlID = [XIID,ua XlID7cl7 Xl]D,o]a (12)
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ou X;DM, X;D7d et X}Dp sont respectivement les déplacements de L;D,u’ L§D7d et des autres DDL de ID'. Linter-
disques /D' peut ne pas avoir d’autres DDL que ceux sur Lj, , et Lj;, 4 comme c’est montré dans la Figure 1,
dans ce cas xj, , n’existe simplement pas.

L’équation du mouvement Eq. (11) de ID' est alors transformée en utilisant des coordonnées d’ondes
tournantes (Tran, 2014):

i i P o T
KipsXips + Cipx Xipy + MipsXips =Tipy, (13)

ou le vecteur Xj, 5y = t[tx’z,‘x’;l,tx’m‘o] contient les coordonnées d’ondes tournantes xy de S, et X’ZH de SBH

pour tous les indices de déphasage de BD' et BD'"!, tandis que xj, , sont toujours les déplacements physiques
des DDL de /D' autres que ceux de Li;, , et Li,, ; et ne sont associés a aucun indice de déphasage.
Les matrices A} px» ou A représente K, C ou M, sont par conséquent partitionnées de la maniere suivante:

Aguu Agud Aguo
Alps = | AR ARM Ak | (14)

i,ou i,od i,00
AE AE AZ

1V.2.4. Couplage des disques aubagés par des équations de liaison

Le couplage direct entre les disques aubagés BD' et BD'T! sans utiliser une structure inter-disques est
proposé en premier lieu dans (Laxalde, Thouverez & Lombard, 2007; Laxalde, Lombard & Thouverez, 2007;
Laxalde, 2007) et est aussi utilisé dans (Sternchiiss & Balmes, 2007; Sternchiiss et al., 2008; Sternchiiss, 2009).
On suppose que les déplacements physiques de I’interface aval Lfi de BD' et de I’interface amont L' de BD'*!
sont reliés par des équations de liaison linéaires:

P i
Xgpu =B Xpp g (15)

qui sont transformées en utilisant des coordonnées d’ondes tournantes (Tran, 2014):

i
Xyy = By Xp g, (16)

N .. Sl . i0 ; ; .. i1 < 1y
ou Xy 4 est la restriction de Xy a I’interface aval ij’ de §j et Xlg_ul est la restriction de xgl a I’interface amont

Lffl’o of Sf;’l, pour tous les indices de déphasage de BD' et BD'*!.
Les équations de liaison (16) seront utilisées par exemple pour éliminer xg ul dans le systéme couplé de la
structure multi-étages.

IV.2.5. Systeme couplé multi-étages complet

Le systéme couplé multi-étages complet en coordonnées physiques est fourni par le modele éléments-finis
de la structure multi-étages complete. Il peut aussi étre obtenu en assemblant les matrices des disques aubagés
dans Eq. (4), celles des inter-disques dans Eq. (11) et en utilisant les équations de liaison (15) pour un couplage
direct entre des disques aubagés.

En coordonnées d’ondes tournantes, on suppose dans un premier temps que les ngp disques aubagés
BD',... ,BD"® sont reliés par ngp — 1 inter-disques ID!,...  ID"~!. De Egs. (7) de (13), le systéme couplé
de la structure multi-étages s’écrit:

Kysy Xysy + Cuss Xusy + My Xysx = fyss 7)
avec
titel t MBD tyl toep—1
Xusz = [ Xz X5, Xipgs---» Xipo s (18)

fysz = [{(E ©Ln) (3p+rhp)} ., LOE™ @ L) (G55 +¥42)}1,0,....,0]. (19)
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Les matrices A,y dans Eq. (17), ou A représente K, C or M, sont la somme des contributions des disques
aubagés et celles des inter-disques:

Aysy =AppstAps. (20)

Les contributions des disques aubagés sont obtenues en assemblant les matrices diagonales par bloc AgD

données par Eq. (7):

[ N'AL, 0
N?A%, 0

Amz=| ol , 21)

0 0

Les contributions des inter-disques sont obtenues en assemblant les matrices A5D7Z données par Eq. (14):

Aé’,uu Aé’,ud A;,uo
1,d 1,dd 2, 2,ud 1,d 2,
AEV u AZ, + Azyuu AZ,u Azl o AZHO
2,du 2,dd 3,uu 2,do
AZ AZY A} A2
ngp—1,ud ngp—1,u0
AZ A):
Aps= —1d ~1,dd —1.d
ID.X npp—1,du npp—1, ngp—1,do
AZ AZ AZ
A;,ou Agod A ; ,00
2,0u 3,0d 2,00
AE AZ AE
nB[)—],Oll nB[)—],Od nBD—l,OO
L AZ AZ AZ

(22)
Bien entendu, en rappelant de Eq. (6) que le vecteur xg correspondant au disque aubagé BD' dans Xps.x
contient les coordonnées d’ondes tournantes x;, du secteur de référence S, pour tous les indices de déphasage
n=0,...,N —1, le systtme couplé Eq. (17) doit étre compléter par les CSBC Eq. (3). Les réactions rk,, dans
Eq. (19) sont seulement présentes a cause des CSBC. Aussi a cause de 1’équilibre des réactions a I’interface
entre les disques aubagés et les inter-disques, ces réactions n’apparaissent plus dans le systeme couplé car elles
s’annulent entre elles. ‘

Dans Eq. (17), les indices de déphasage d’un méme disque aubagé sont couplés car les matrices Ay et
A;:’dd ne sont pas diagonales par bloc comme Ak,. Les indices de déphasage des disques aubagés adjacents
sont couplés par les matrices A'.Z’ucl et Agd”. Le couplage entre les indices de déphasage est également dii aux
DDL xij, , des inter-disques.

S’il y a un couplage direct entre des disques aubagés, par exemple entre BD' et BD'™!, on a simplement
besoin d’enlever de Eq. (22) la contribution de I’inter-disque D', c.-a-d. toutes les sous-matrices qui composent
A}DL dans Eq. (14), mais la forme de A, 5 et les coordonnées dans X, y restent inchangées. Les équations
de liaison (16) sont alors utilisées dans la résolution du systeme couplé (17), par exemple pour éliminer les
coordonnées dépendantes Xgul de x4y pour ne garder que les coordonnées indépendantes XL 4

IV.2.6. Réduction par symétrie cyclique multi-étages (MSCS)

Pour les applications industrielles, le systémes couplé complet Eq. (17) n’est pas commode a résoudre,
car sa taille est méme plus grande que celle du systeme complet de la structure multi-étages en coordonnées



IV.2. Réduction par symétrie cyclique pour les structures multi-étages 51

physiques, les noeuds aux frontieres entre les secteurs étant dupliqués. Afin de réduire la taille de Eq. (17), une
extension de la réduction par symétrie cyclique aux structures multi-étages a été proposée dans (Laxalde, Thou-
verez & Lombard, 2007; Laxalde, Lombard & Thouverez, 2007; Laxalde, 2007; Sternchiiss & Balmes, 2007;
Sternchiiss et al., 2008; Sternchiiss, 2009), qui consiste a considérer séparément chaque fois seulement quelques
indices de déphasage de tous les disques aubagés, et non pas simultanément tous les indices de déphasage
comme dans Eq. (17).

L’idée est d’extraire des systemes couplés réduits de Eq. (17), chaque systeme réduit correspondant a un
ou quelques indices de déphasage de chaque disque aubagé. Le choix des indices de déphasage doit néanmoins
satisfaire les conditions suivantes:

i) chaque systéme réduit doit contenir au moins un indice de déphasage pour chaque disque aubagé (c.-a-d.
aucun disque aubagé ne peut étre absent dans un systéme réduit);

ii) les indices de déphasage de chaque systeme réduit doivent €tre les mémes d’une certaine maniere;

iii) chaque indice de déphasage n =0,... ,N' — 1 du disque aubagé BD' doit étre présent dans un et un seul
systeme réduit, de maniere qu’il n’y a pas de manque ou de redondance des solutions;

iv) si I’indice de déphasage n =0, ... ,Ni' 2 est déja présent dans un systeme réduit, I’indice de déphasage
N — n peut ne pas étre présent dans n’importe quel systéme réduit, dans ce cas la solution correspondant A N' —n
sera le complexe conjugué de celle correspondant a n. Cependant, les deux indices de déphasage peuvent étre
présents, et pas nécessairement dans un méme systéme réduit.

Une fois que tous les systemes réduits sont résolus, on obtient les solutions en coordonnées d’ondes tour-
nantes x/, sur le secteur de référence Sf) de tous les disques aubagés BD' pour tous les indices de déphasage n.
Ces solutions sont des solutions approchées de Eq. (17). Elles peuvent alors étre recomposées en utilisant Eq.
(2) pour obtenir des solutions en coordonnées physiques pour tous les secteurs de tous les disques aubagés.

Afin de considérer les différents choix des indices de déphasage, on définit quelques ensembles de nombres
entiers:

— pour chaque disque aubagé BD': A’ = {0,... ,N' —1}, AL ={0,... ,N{/z}, AL ={O,N' —1,... N —

Ni/z}:{fi( n), pourn € A' }, avec f1(0) =0 et fi(n ):N"—npourn:1,...,N{‘/2

Amln {O 7N1’Il11’1 1} Amln {0 ln}lzn} Amm {0 len 1 Nmin {1}151} {fmln( )7 pourn c
AN} avec NMIM = min(N!,... ,N"), f}‘; = min(N/ 125 ]”%’) fmm( ) =0 et fM"(n) = N™" — 5 pour
n=1,..., 1“}‘5‘

—pour j €A™ B = {j+kN™" pourk € N}, B;— = {N™" — j+kN™" pourk € N}, B;=B; UB;_ =
{j+kN™" N™" — j+kN™" pour k € N}. Tout élément redondant dans B; est bien entendu compté seulement
une fois.

— pour j € AT™™ et pour chaque disque aubagé BD": B, = B;NA' = {n € B;, tel que 0 <n < N' — 1}

— pour j € AT™™ et pour chaque disque aubagé BD': Ci, = B;NA = {n € Bj, telque 0 < n < N{/z},

_={f"(n), pourn € Cj~+}, C;- = C§-+ UC;'-_ = {n, fi(n), pourn € C§~+}.

On peut faire quelques remarques sur ces ensembles:

—les ensembles B; pour j € Amin forment une partition de N.

— pour j € Amln tous les nombres dans ’ensemble B; correspondent a un méme indice de déphasage j
du disque aubagé BD’ qui a un nombre minimal de secteurs, c.-a-d. tel que N' = N™". On appellera ce disque
aubagé particulier BD™". De la méme maniére, tous les nombres dans les ensembles B j— correspondent a un
méme indice de déphasage f™"(j) de BD™", et tous les nombres dans les ensembles B; correspondent a un
méme couple d’indices de déphasage (j, f™"(;j)) de BD™", tous deux correspondent 2 j dlametres nodaux sur
B Dmin.

— pour tout disque aubagé BD', B'; # @, et les ensembles B, pour j € AT™ forment une partition de A".

— pour tout disque aubagé BD', C, # @, Ci_ # @ et C}; # @. Pour j € A", les ensembles C', forment
une partition de A, les ensembles Cj_ forment une partition de A et les ensembles C'; forment une partition
de A"

On peut maintenant considérer quelques choix possibles des indices de déphasage afin de construire des
systemes réduits, ils vérifient tous les conditions (i-iv):

— Sélection A: c’est une sélection triviale qui consiste a sélectionner I’ensemble A’ pour chaque disque
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aubagé BD'. 11 y a un seul “systéme réduit” qui est en fait le systtme couplé complet Eq. (17). Les variantes
AT et A~ de la sélection A consistent a sélectionner respectivement les ensembles Aﬁr et A’ pour chaque disque
aubagé. Ces variantes ont aussi un seul systeme réduit dont la taille est a peu pres la moitié de la taille de Eq.
(17). Leurs solutions sont complexes conjuguées et ne sont pas les mémes que celles fournies par la sélection
A, a cause du couplage entre les indices de déphasage n et fi(n).

— Sélection B: cette sélection proposée dans (Laxalde, Lombard & Thouverez, 2007; Sternchiiss, 2009) a

1“}1; + 1 systeme réduit, chacun correspond a un nombre j € A" et consiste a sélectionner tous les indices

de déphasage dans I’ensemble B; pour le disque aubagé BD'. Cette sélection revient & imposer le couple
d’indices de déphasage (j, f™"(j)) de BD™" sur les autres disques aubagés, c.-a-d. & imposer le méme nombre
de diametres nodaux 2 tous les disques aubagés dans chaque systéme réduit. Pour le disque aubagé BD', les
indices de déphasage n et f(n) n’appartiennent pas nécessairement au méme systéme réduit.

— Sélection C: cette nouvelle sélection a aussi {r}lzn + 1 systémes réduits, chacun correspond a un nombre

JjE ATi“ et consiste a sélectionner tous les indices de déphasage dans 1’ensemble Cj- pour le disque aubagé BD'.

Cette sélection impose les indices de déphasage n parmi le couple (j, f™"()) de BD™™" sur les autres disques
aubagés BD' avec la condition n < N{ J2» €t aussi I’indice de déphasage f'(n) dans le méme systéme réduit.

Cette sélection revient aussi a imposer dans chaque systeme réduit correspondant a j € Aﬂr"i“ le méme nombre
j de diametres nodaux de BD™™ a tous les autres disques aubagés, avec la garantie que le couple d’indices de
déphasage (n, f(n)) soient simultanément présents dans le méme systéme réduit pour chaque disque aubagé
BD' et pour chaque indice de déphasage n. Comme la sélection A, la sélection C a aussi deux variantes C* et C~
qui consistent a sélectionner respectivement 1’ensemble C ; L etC i pour chaque systéme réduit correspondant
aje Aﬂfi“ et pour chaque disque aubagé BD'. Ces variantes fournissent des solutions qui sont complexes
conjuguées mais qui ne sont pas celles obtenues avec la sélection C, pour la méme raison que dans la sélection
A. La sélection C" est proposée dans (Laxalde, 2007) et une version modifiée est présentée dans (Laxalde &
Pierre, 2011) mais ce n’est pas non plus la selection C.

Chaque systéme réduit dans les sélections B, C, C* et C~ sera identifié par le nombre j € Arj_‘i“ auquel il
correspond. Ce nombre j sera appelé 1’index de déphasage du systeme réduit, et pour la sélection C™, il est
aussi le seul indice de déphasage associé au disque aubagé BD™" dans ce systeme réduit.

Si les disques aubagés ne sont pas couplés entre eux, toutes les sélections reviennent a la réduction par
symétrie cyclique mono-étage classique, qui consiste en ¥, N’ systemes réduits (pour les sélections A, B, C)
ou Z,-(N{ nt 1) systemes réduits (pour les variantes A*, A=, C*, C™), chaque systéme réduit correspond 2 un
indice déphasage d’un disque aubagé, car il n’y a pas de couplage entre les disques aubagés et entre les indices
de déphasage.

Le tableau 1 donne les ensembles et les sélections définis ci-dessus pour le cas de trois disques aubagés avec
N'=12, N> =15 et N = 10, qui correspond a I’application numérique traitée dans (Tran, 2014, cf Annexe).

IV.3. Réduction de modeles par synthese modale (CMS)

Avant d’effectuer le couplage multi-étages, les modeles réduits des disques aubagés ou de leurs sous-
structures comme les secteurs peuvent tre obtenus en utilisant la CMS, indépendamment du fait que la réduction
MSCS est utilisée ou non.

Seule la méthode CMS avec interface fixe de Craig & Bampton (1968) (CB) est présentée ici, cependant
I’extension aux autres méthodes CMS comme les méthodes avec interface libre ou avec interface mixte (Tran,
2001, 2009b) est immédiate. Les deux méthodes avec interface fixe et avec interface libre sont utilisées dans
I’application numérique traitée dans (Tran, 2014).

La méthode CB consiste a projeter 1’équation d’équilibre d’une sous-structure sur une base de projection
composée de modes propres ® de la sous-structure avec interface fixe et des modes de liaison ¥ obtenus en
imposant un déplacement unitaire sur un des DDL d’interface, tandis que les autres DDL d’interface sont fixes.
Pour obtenir le systeme réduit de la structure complete, les systemes réduits des sous-structures sont assemblés
au travers des déplacements d’interface en écrivant la continuité de ces derniers et 1’équilibre des réactions
d’interface.
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Tableau IV.1: Ensembles et sélections dans la réduction MSCS pour le cas N' = 12, N> = 15 et N> = 10

Ensembles BD' (i=1) BD? (i =2) BD? =BD™" (;=3)  Sélection Nombre total des in-
dices de déphasage

N' 12 15 10 = ™

Ni/z 6 7 5 :N{I}‘;

Sélection A et ses variantes A" et A~

Al {0,1,2,..., 11}  {0,1,2,...,14}  {0,1,2,...,9} =A™" A 37

A’% {0,1,2,...,6} {0,1,2,...,7} {0,1,2,...,5}:A‘}r‘f“ AT 21

A" {0,11,10,...,6} {0,14,13,...,8} {0,9,8,...,5} =A™" A~ 21

Sélection B

Systeme réduit 1: indice de déphasage j =0, B; = {10k, pour k € N}

B; {0,10} {0,10} {0} B 5
Systéme réduit 2: indice de déphasage j =1, B; = {1+ 10k,9+ 10k, pour k € N}

B {1,11,9} {1,11,9} {1,9} B 8
Systéme réduit 3: indice de déphasage j =2, B; = {2+ 10k,8 + 10k, pour k € N}

B; {2,8} {2,12,8} {2,8} B 7
Systeme réduit 4: indice de déphasage j =3, B; = {3+ 10k,7+ 10k, pour k € N}

B {3,7} {3,13,7} {3,7} B 7
Systeme réduit 5: indice de déphasage j =4, B; = {4+ 10k,6+ 10k, pour k € N}

B; {4,6} {4,14,6} {4,6} B 7
Systeme réduit 6: indice de déphasage j =5, Bj = {5+ 10k, pour k € N}

B; {5} {5} {5} B 3

Sélection C et ses variantes Ct et C~

Systeme réduit 1: indice de déphasage j =0, B; = {10k, pour k € N}

cl, {0} {0} {0} ct 3
c. {0} {0} {0} c 3
& {0} {0} {0} C 3
Systéme réduit 2: indice de déphasage j =1, B; = {1+ 10k,9+ 10k, pour k € N}

c. {1} {1 m c 3
Ci_ {11} {14} {9} Cc- 3
C; {1,11} {1,14} {1,9} C 6
Systeme réduit 3: indice de déphasage j =2, B; = {2+ 10k,8 4+ 10k, pour k € N}

Cpy {2} {2} {2} ct 3
Ci_ {10} {13} {8} c- 3
C; {2,10} {2,13} {2,8} C 6
Systeme réduit 4: indice de déphasage j =3, B; = {3+ 10k,7+ 10k, pour k € N}

Ciy {3} {3,7} {3} cr 4
Ci_ {9} {12,8} {7} Cc- 4
G {3,9} {3,7,8,12} {3,7} C 8
Systeme réduit 5: indice de déphasage j =4, B; = {4+ 10k,6+ 10k, pour k € N}

Cj-+ {4,6} {4,6} {4} ct 5
Ci_ {8,6} {11,9} {6} c- 5
G {4,6,8} {4,6,9,11} {4,6} C 9
Systeme réduit 6: indice de déphasage j =5, B; = {5+ 10k, pour k € N}

c, 5) s) s) ct 3
C {7} {10} {5} Cc- 3

ct (5,7} (5,10} (5} C 5
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IV.3.1. Modeéeles réduits des secteurs
IV.3.1.1. Modéles réduits en coordonnées physiques

Dans cette réduction (CB1), chaque secteur S}; de BD' est considéré comme une sous-structure dont I’interface
Lk est composée des frontires a gauche et 2 droite Li’k et L* ainsi que des interfaces amont et aval LiF et ij’k
Linterface L'* et ses déplacements xzk sont alors définis par:

ik ik ik ik ik k kotoik toik tyik
L% = urfuniF oy et xfF ="t iR R ) (23)

T >
Les déplacements physiques de S}; dans Eq. (1) s’écrivent:
@lkulk+q:llk Qlk (24)
avec Qi,k _ [(I)i,k7 \I,i,k] et qi,k =1t pik thLk]
En reportant Eq. (24) dans Eq. (1), le systéme réduit de Si s’ écrit:
Klk ik + Clk i,k + Mlk _flk tQi,kri,k7 (25)
ou les matrices et les forces externes réduites de SfC s’écrivent:
Ki,k — tQi,k Ki Qi,k Cl k th k Cl QL k Ml k th le Ql k et fl k th kfl k (26)

A cause de la symétrie cyclique de BD!, ®F Wik Q% Ki* C'* et M'* sont identiques pour tous les
secteurs S;. Lorsque la réduction par symétrie cyclique est utilisée, seules matrices réduites du secteur de
référence S, sont nécessaires.

IV.3.1.2. Modeéles réduits en coordonnées d’ondes tournantes

Dans cette réduction (CB2) déja présentée dans (Tran et al., 2003), seul le secteur de référence 56 de BD'
est considéré comme une sous-structure. L’interface L' de la sous-structure est composé des interfaces amont
etaval L et L’ 0 de S0 Linterface L' et ses déplacements sont alors définis par:

L'=ruL et xi="x % 27)

u

On considére les DDL d’interface dans L' qui appartiennent aussi aux frontiéres a gauche et a droite de Sf):
L=r0nL® et Li=0'nL® (28)

Si L{ # @ ou L! # @, ils doivent correspondre aux mémes DDL respectivement sur Li’o et L°
Pour les indices de déphasage n =0,... ,N' — 1, les déplacements en coordonnées d’ondes tournantes de
dans Eq. (8) s’écrivent:

X, =@, u, + ¥, x;, =Q} q, (29)

avec Q, = [®;,, ;] et g, = "['u}, 'x],, -
Les modes propres complexes ®! et les modes de liaison complexes W' de S’ en coordonnées d’ondes
tournantes sont obtenus par:

B B 2 / ' in; P
K @, =M @, O, +Ry, avec q);\Li"\L{:‘I’;w;ﬂ\qemﬁ et @, =0, (30)

KilIlflzRg,, avec Wl =W o "B g

MLOL T T Lz =1 G

i .
n|L}

ou Ry, et Ry, sont les réactions modales et statiques dues aux conditions aux limites.
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En reportant Eq. (29) dans Eq. (8), le systeme réduit de Sé s’écrit:
K, g, + C,d, + M, =, +'Qr,. (32)
ou les matrices réduites et les forces externes réduits s’écrivent:
K =QKQ, C=19Q,CQ, M=1QMQ, e F=17f (33)

Les inconnues q’, incluent bien entendu les déplacements d’interface x; de L. Lors de la résolution du
systeme réduit Eq. (32), les CSBC Eq. (3) doivent €tre imposées aux déplacements de L; et L; qui sont présents
dans x; et par conséquent dans (;,:

0 = Gy (34)

Au travers des modes d et \Il’ les déplacements x/, donnés dans Eq. (29) vérifiaient déja les CSBC sur les
autres DDL de L et L d,qul ne sont pas dans L (Remarque 1).

Remarque 1: Dans le calcul des modes <I>’ et \Il‘ dans Eqs (30) et (31), les CSBC Eq. (3) sont seulement
imposées aux DDL des frontieres a gauche et a droite L et L0 de S0 qui n’appartiennent pas a L’ et Li c.-a-d.
aux interfaces amont et aval Lu et Ld . Les CSBC n’étaient pas imposées a L{ et Li car d’autres conditions
aux limites liées aux méthodes CMS €taient imposé€es sur L' et par conséquent sur L et L comme ¢’est indiqué
dans les derni¢res parties de Eqgs. (30) et (31). Ceci s’applique aussi pour les méthodes CMS avec interface
libre ou mixte, bien que dans ces méthodes les conditions aux limites semblables a celles dans Egs. (30) et (31)
ne soient pas imposées ou seulement partiellement imposées a I’interface L' de la sous-structure lors du calcul
des modes propres et des modes statiques. Pour ces trois méthodes CMS, que ce soit avec interface fixe, libre
ou mixte, les CSBC seront imposées plus tard sur L{ et Li dans Eq. (34) lors de la résolution du systéme réduit.

Remarque 2: Si le dernier disque aubagé BDVE est directement relié 4 BDVE~! par des équations de liaison
(15) et (16), Iinterface amont de BDVE sera substitué par ’interface aval de BDVB~! dans le systéme couplé
multi-étages Eq. (17), le systeéme réduit Eq. (32) de BDV® ne contient plus aucun déplacement physique
d’interface lorsqu’il est introduit dans le systeme couplé. Par conséquent, les CSBC Eq. (34) seront imposées
A tous les disques aubagés a I’exception de BD"E lors de la résolution du systéme couplé multi-étages. Ceci
peut causer des problemes numériques comme 1’inversion des matrices presque singulieres, ou 1’apparition des
fréquences parasites indésirables. Pour remédier ce probleme, il est conseillé de sélectionner dans I’interface
LMB non seulement les interfaces amont L{IVB’O du secteur de référence S)?, mais aussi au moins une couple de
noeuds sur les frontieres a gauche et a droite qui n’appartiennent pas a LY?°, de maniere que les CSBC Eq.
(34) seront toujours imposés & BDVE sur ces noeuds lors de la résolution du systéme couplé multi-étages.

1V.3.2. Modéeles réduits des disques aubagés
1V.3.2.1. Modéles réduits en coordonnées physiques

Un modele réduit en coordonnées physiques de BD' peut bien entendu étre obtenu en assemblant les
modeles réduits en coordonnées physiques de tous les secteurs S}I{ donnés dans Eq. (25). Cependant les co-
ordonnées de ce modele réduit incluent les DDL des frontieres a gauche et a droite L{’k et L* de tous les
secteurs S,i. Comme ces DDL ne sont pas nécessaires pour 1’assemblage des disques aubagés dans la structure
multi-étages et augmentent la taille du systeme réduit, il est préférable de les éliminer du systeme réduit, a
I’exception de ceux qui appartiennent aussi aux interfaces amont et aval. Dans ce but, on considere la réduction
(CBD) dans laquelle chaque disque aubagé complet BD' est une sous-structure dont I’interface L' est composé
des interfaces amont et aval L/, et ij de BD'. Linterface L' et ses déplacements X}.?D, ;. sont alors définis par:

j i j Ni—1yik j Ctrted tod trt.i,0 toi,Ni—1
L'=L,ULy=U_ 'L et xpp;="[%y, X4l =" [Xsp 1, > Xppr | (35)
ot Lk = LF UL et XBD L = [x*, %5 sont les restrictions de L' et Xjpp,, au secteur . Pour le premier
disque aubagé BDl, L! est seulement composé de 1’interface aval L}l, et pour le dernier disque aubagé BD"2>,
L"sP est seulement composé de I’interface amont L}7”.
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Les déplacements physiques de BD' dans Eq. (4) s’écrivent:
Xip = ®p Upp + iy Xﬁ?D,L = Qkp Y (36)

avec Qpp = [®pp, Yhp) et qhp ="['ubp, 'Xpp ] Les modes propres @3, et les modes de liaison W, peuvent
étre calculés sur le secteur de référence 56 en utilisant la symétrie cyclique de BD', c.-a-d. & partir de <I>£l et \Ifil
obtenues dans Eqgs. (30) et (31) en imposant les CSBC Eq. (3) sur les DDL des frontieres a gauche et a droite
qui n’appartiennent pas a I’interface L'.

En reportant Eq. (36) dans Eq. (4), le systéme réduit de BD' s’écrit:

Kipdip + Chpdhp + Mapizp = fhp +'QipTap. 37)

Les matrices et les forces externes réduites de BD' s’écrivent:

N —1 N -1

L i i i ik A i yisk i i pi ik eik

App = tQE?D App Qpp = Z ter;D AlQ}aD et fpp= tQ;f;z) f5p = Z tQ;BD 7, (38)
k=0 k=0

ot A représente K, C et M, A’ et f "k sont les matrices et les forces définies dans Eq. (1), et Q;;/j) = [(IDE,;]]‘), \Ilg/j)]

est la restriction de Qj, sur le secteur S

1V.3.2.2. Modéles réduits en coordonnées d’ondes tournantes

Pour le disque aubagé BD', les modeles réduits en coordonnées d’ondes tournantes sont obtenus en im-
posant les CSBC Eq. (3) sur les systemes réduits en coordonnées physiques Eq. (25) du secteur de référence Sf)
qui résultent de la réduction CB1, ou en imposant les CSBC Eq. (34) sur les systémes réduits en coordonnées
d’ondes tournantes Eq. (32) du secteur de référence Sf) qui résultent de la réduction CB2.

1V.3.3. Modeéles réduits de la structure multi-étages
1V.3.3.1. Modéles réduits en coordonnées physiques

Un modele réduit en coordonnées physiques de la structure multi-étages est obtenu en assemblant les
systemes réduits des disques aubagés fournis par la réduction CBD dans Eq. (37), et le cas échéant, les systemes
complets des structures inter-disques donnés dans Eq. (11), et en écrivant la continuité des déplacements et
1’équilibre des réactions aux interfaces L! et Lfi. Bien entendu, les systémes des structures inter-disques peu-
vent également étre réduits par les méthodes CMS.

Le modele réduit de la structure multi-étages peut étre réduit davantage si au lieu d’utiliser les méthodes
CMS classiques comme la méthode CB, on utilise les méthodes CMS avec les modes d’interface ou les modes
d’interface partiels (Tran, 2001, 2009b,a) qui éliminent tous ou une partie des coordonnées d’interface du
systeme réduit. En effet, dans I’application numérique présentée dans (Tran, 2014, ¢f. Annexe), afin de com-
parer ’efficacité des réductions CMS et MSCS lorsqu’elles sont utilisées séparément, la méthode CB avec les
modes d’interface (CBI) était appliquée a chaque disque aubagé BD' dont les déplacements sont exprimés par:

X = Php Mep + Php s Ky, (39)

oll les modes propres ®%,, dans Eq. (36) sont inchangés, tandis que les modes de liaison W, sont remplacés
par quelques modes d’interface <I>§3D7 ., qui résultent de la condensation de Guyan (1965) de la structure multi-
étages compléte sur les interfaces amont et aval. On remarque que les modes d’interface ' p.z, Sont simplement
les modes propres du systeme réduit de la structure multi-étages qui résulte de la réduction CBD des disques
aubagés, mais avec uniquement les modes de liaison W4, et sans aucun mode propre ®%,, dans Eq. (36).
Par conséquent, tous les remarques concernant la réduction CBD, en particulier celles sur 1’utilisation de la
symétrie cyclique des disques aubagés dans le calcul des modes de liaison, restent valables dans le calcul des
modes d’interface. La mé&me expression que Eq. (39) est aussi applicable aux déplacements des structures
inter-disques. Le couplage des sous-structures est effectué au travers des coordonnées généralisées u; qui
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sont communes  toutes les sous-structures et qui remplacent les déplacements d’interface X, ; des interfaces
amont et aval, ce qui réduit considérablement la taille du systeme réduit couplé. Le systénie réduit couplé
qui résulte de la réduction CBI ne contient aucun déplacement physique mais uniquement des coordonnées
généralisées associées aux modes propres et aux modes d’interface. Cependant, comme la réduction MSCS
n’est pas appliquée a ce systéme réduit, on considere ce dernier comme un systeme réduit en coordonnées
physiques, en opposition aux coordonnées d’ondes tournantes.

1V.3.3.2. Modeéles réduits en coordonnées d’ondes tournantes

Les modeles réduits en coordonnées d’ondes tournantes sont obtenus en remplacant les secteurs de référence
S6 des disques aubagés BD' par leurs modeles réduits obtenus par les méthodes CMS, avant d’appliquer la
réduction MSCS.

Pour la réduction CB1 ot Eq. (24) est utilisée pour obtenir le systeme réduit Eq. (25) des secteurs S;'c de BD'
en coordonnées physiques, les matrices A' des secteurs de référence Sf, qui composent les matrices diagonales
par blocs A, et A ppy dans Eq. (21) doivent étre remplacées par les matrices réduites correspondantes K™,
Ci0 et M0 définies dans Eq. (26), car ces matrices sont identiques pour tous les secteurs Si de BD!, c.-a-d. pour
tous les indices de déphasage n de BD' dans Eq. (17). De la méme maniére, les forces phys1ques £ appliquées
sur S} et qui composent les vecteurs fi, et fys» dans Eq. (19) doivent €tre remplacées par fik

Pour laréduction CB2 ou Eq. (29) est utilisée pour obtenir le systeéme réduit Eq. (32) du secteur de référence
56 en coordonnées d’ondes tournantes, les matrices réduites sont différentes pour chaque indice de déphasage
n de BD' dans Eq. (17). Pour n =0,... ,N' — 1, la matrice A’ qui est au (n+ 1)-éme bloc diagonal de AL,
c.-a-d. correspondant 4 I’indice de déphasage n, doit &tre remplacée par les matrices correspondantes K¢, Cﬁl et
M, définies dans Eq. (33). De la méme maniére, les forces en coordonnées d’ondes tournantes (‘E' ®1,,,1) f5,,
dans Eq. (19) doivent étre remplacées par (N')'{'f},... 'fl,... ", }.

On remarque que les réductions CB1 et CB2 affectent uniquement les matrices Ay 5 des disques aubagés
dans le systeéme couplé complet de la structure multi-étages Eq. (17), mais pas les matrices Ajpy des inter-
disques, ni la matrice B dans 1’équation de liaison Eq. (16), car les matrices A, y et B concernent uniquement
les DDL des interfaces amont et aval qui sont toujours présents dans le systéme,réduit.

Les CSBC Eq. (3) ou Eq. (34) doivent étre imposées aux DDL des fronti¢res a gauche et a droite qui sont
présents dans le systeme réduit de la structure multi-étages, sur la totalité de ces DDL lorsque la réduction CB1
est utilisée et sur une partie lorsque la réduction CB2 est utilisée. Et bien entendu lorsque la réduction MSCS
est appliquée sur le systeme réduit de la structure multi-étages, on peut utiliser n’importe quelle sélection A, B,
C ou leurs variantes décrites dans la précédente section.

IV.4. Résultats - Conclusions

Les méthodes de réduction de modele pour les structures cycliques multi-étages utilisant la réduction MSCS
et/ou les méthodes CMS ont été développées et appliquées sur un exemple d’assemblage de trois disques
aubagés présenté dans la figure 1 (Tran, 2014, ¢f. Annexe).

Afin d’extraire les systemes réduits du systeme couplé complet dans la réduction MSCS, une nouvelle
sélection des indices de déphasage associés a chaque disque aubagé est proposée et donne d’excellentes fré-
quences propres de la structure multi-étages, avec toutes les multiplicités correctes, ce qui n’est pas le cas
d’autres sélections. Cependant 'utilisation de la réduction MSCS seule sans les méthodes CMS n’est pas
recommandée a cause de son cofit de calcul élevé.

Les méthodes CMS, utilisées seules ou combinées avec la réduction MSCS, fournissent des systemes
réduits avec le méme niveau de précision que la réduction MSCS seule, mais avec des tailles beaucoup plus
petites. Les méthodes CMS avec les modes d’interface appliquées sur les disques aubagés sans la réduction
MSCS sont les plus efficaces avec les plus petites tailles des systemes réduits et les plus courts temps de cal-
cul pour la résolution des systemes réduits. Les méthodes CMS utilisant les coordonnées d’ondes tournantes
appliquées sur les secteurs de référence et combinées avec la réduction MSCS sont aussi efficaces et recom-
mandées, en particulier lorsqu’on a besoin d’associer un indice de déphasage a chaque fréquence et mode
propre de la structure multi-étages comme dans le cas de 1I’approche mono-étage, par exemple dans le calcul
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des forces aérodynamiques induites par le mouvement du mode dans les applications d’aéroélasticité ou la
condition de symétrie cyclique peut étre également appliquée au fluide.

A cause du colt de calcul élevé de la construction des modeles réduits comparés a celui de la résolution
de modele complet, les modeles réduits ne sont utiles et efficaces que pour les applications qui nécessitent un
grand nombre de calcul répétitifs dus au changement des excitations externes et sans aucune modification de
la structure, telles que 1’étude paramétrique du comportement du modele, les simulations du couplage fluide-
structure, les processus d’optimisation et les applications de contrdle embarqué. Les modeles réduits peuvent
ne pas étre efficaces lorsque les parametres de conception, de modélisation ou de fonctionnement de la struc-
ture changent fréquemment, ce qui nécessite la reconstruction fréquente des modeles réduits, a moins que les
approches telles que les méthodes d’interpolation soient utilisées pour adapter les modeles réduits existants aux
nouvelles valeurs des parametres, plutot que de construire de nouveaux modeles réduits.



Chapitre V

METHODES DE COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE DANS LES
TURBOMACHINES

V.1. Introduction

Ce travail concerne 1’analyse dynamique du syst¢me couplé fluide-structure dans les turbomachines. La
structure consiste en un disque aubagé en rotation, soumis a des forces aérodynamiques instationnaires exercées
par le fluide qui I’entoure. Ces forces sont elles-mémes générées par les mouvements de la structure et sont
supposées linéaires en terme des déplacements de la structure. La structure et le fluide sont supposés d’avoir
une méme parfaite symétrie cyclique, de maniere que la réduction des calculs a un seul secteur répétitif de
référence puisse étre appliquée. Les propriétés des structures avec symétrie cyclique peuvent étre obtenues a
partir de la théorie de propagation d’ondes dans les structures périodiques (Brillouin, 1946; Mead, 1975; Orris
& Petyt, 1974; Thomas, 1979; Wildheim, 1979), de la théorie des groupes finis (Miller, 1981; Valid & Ohayon,
1985), ou de la décomposition en séries de Fourier discretes (Lalanne & Touratier, 1998; Bladh et al., 2001a).
Elles ont été appliquées aux structures tournantes comme les rotors flexibles ou les disques aubagés (Géradin
& Kill, 1986; Méziere, 1994; Jacquet-Richardet et al., 1996) et ont été combinées avec d’autres méthodes de
réduction de modele comme la synthése modale (Henry, 1980; Elhami et al., 1993; Tran, 2001, 20095). Le cas
des structures désaccordées n’est pas traité ici.

Les méthodes de couplage fluide-structure dans les turbomachines entre le modele dynamique de la struc-
ture et le modele aérodynamique instationnaire ont été revues dans (Crawley, 1988; Marshall & Imregun, 1996).
Les équations du mouvement de la structure sont souvent projetées sur les modes propres de la structure, ces
derniers servent également a calculer les forces aérodynamiques. Plusieurs types de modes ont été utilisés dans
le cas de la symétrie cyclique pour représenter la structure et pour calculer les forces aérodynamiques : les
modes en coordonnées d’ondes tournantes du secteur de référence (Jacquet-Richardet & Henry, 1994; Tran
et al., 2003), les modes d’ondes stationnaires (LLalanne & Touratier, 1998; Lalanne et al., 1998), les modes du
secteur de référence isolé (Jacquet-Richardet & Dal-Ferro, 1995), les modes du disque isolé et les modes des
aubes (Berthillier et al., 1997, 1998) etc.

L’approche découplée souvent utilisée pour les turbomachines suppose qu’il n’y a pas de couplage aérodyna-
mique entre les modes et que les forces aérodynamiques restent inchangées que la structure soit soumise ou
non a ces dernieres. Par conséquent, les forces aérodynamiques sont seulement calculées pour chaque mode
dans le vide qui oscille a sa fréquence propre, puis elles sont introduites comme des scalaires constantes dans
les équations modales découplées afin de déterminer 1’amortissement aéroélastique et de déduire si chaque
mode est stable ou non (Crawley, 1988). Les méthodes de couplage indirect proposées dans ce travail tiennent
compte du couplage aérodynamique entre les modes et la dépendance des forces aérodynamiques du mouve-
ment de la structure et en particulier des valeurs propres inconnues du systeme couplé, ce qui conduit, dans
le cas de I’équation de flottement, & un systéme aux valeurs propres non linéaire qui nécessite des solutions
itératives. Cependant, les forces aérodynamiques ne sont calculées qu’une seule fois avant la résolution du
systeéme couplé et le mouvement de la structure n’agit pas directement sur les forces aérodynamiques mais
seulement par I’intermédiaire des modes, ceci grace a aux hypotheses de linéarité des forces aérodynamiques
et des mouvements harmoniques des modes. Ces hypothéses sont levées dans la méthode de couplage direct ou
I’équation du mouvement de la structure et les équations du fluide sont résolues alternativement pour chaque
pas de temps, avec des données transférées d’un calcul a 1’autre sous forme de conditions aux limites ou de
chargements de pression (Jacquet-Richardet & Rieutord, 1998; Grisval & Liauzun, 1999, 2000; Sayma et al.,
2000; Carstens et al., 2003; Gnesin et al., 2004; Dugeai, 2005, 2008). Des comparaisons entre les méthodes
de couplage direct et indirect ont été effectuées dans (Tran et al., 2003; Moffatt & He, 2005). D’autres travaux
relatifs au couplage aéroélastique dans les turbomachines proposent la construction des modeles d’ordre réduit
du fluide (Willcox, 2000; Epureanu et al., 2000, 2001; Epureanu, 2003; Sarkar & Venkatraman, 2004; Attar
& Dowell, 2005; Placzek, 2009), ce qui constitue une solution alternative pour réduire le coit des calculs
aérodynamiques, ou la prise en compte du désaccordage des aubes (He et al., 2007, 2008).

59
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Dans les méthodes de couplage proposées ici, la projection des forces aérodynamiques sur les modes fournit
une matrice des coefficients aérodynamiques dont le produit avec les coordonnées modales représente les forces
aérodynamiques généralisées (FAG). Dans le domaine fréquentiel, en introduisant les FAG dans le systeme
réduit de la structure pour I’analyse de stabilité, on obtient un systeéme aux valeurs propres non linéaire dont les
matrices dépendent de la valeur propre inconnue. Cette équation de flottement est résolue soit par la méthode du
double balayage, appelée aussi méthode p — k (Dat & Meurzec, 1969), ou par la méthode de lissage de Karpel
basée sur une approximation par des fonctions rationnelles des FAG (Karpel, 1982; Roberts, 1991; Poirion,
1995; Tran et al., 2003). Dans le domaine temporel, la méthode de lissage de Karpel est également utilisée pour
obtenir une approximation temporelle des FAG au moyen de variables d’états auxiliaires. Le systeme réduit
couplé est alors résolu en utilisant le schéma d’intégration de Newmark (1959) (Bathe, 1996).

Afin de détecter les zones d’instabilité d’une turbomachine, les calculs aérodynamiques et de couplage
aéroélastique doivent étre effectués en plusieurs points de son diagramme de fonctionnement, en faisant varier
les parametres tels que le débit-masse, le rapport de pression, la vitesse de rotation etc. Par exemple, une
méthode de couplage direct qui inclue I’angle de déphasage inter-aube comme partie intégrante de la solution
a été proposée dans (Rzadkowski & Gnesin, 2007). Afin de minimiser le coit de calculs aérodynamiques, une
méthode de lissage multi-parametres des FAG a été développée. Cette méthode, déja utilisée sur les avions
(Poirion, 1996), utilise un premier lissage par fonctions splines (de Boor, 1992, 2001) sur le parametre choisi,
puis un lissage par fractions rationnelles de Karpel sur les fréquences réduites. La premicre version utilisant
les fonctions splines mono-variable a été appliquée sur les aubes de turbomachines avec la vitesse de rotation
comme unique parametre. On propose ici une méthode de lissage multi-parametres des FAG utilisant les
fonctions splines multi-variables afin de réduire davantage le cofit des calculs aérodynamiques (Tran, 2009¢).
Cette méthode permet de faire varier simultanément plusieurs parametres et d’effectuer le calcul de couplage
aéroélastique pour des valeurs quelconques des parametres a partir des FAG calculées pour quelques valeurs
initiales des parametres. Elle permet a la fois I’interpolation et 1’extrapolation des parameétres, ce qui facilite la
détection des zones instables qui se trouvent en général a la périphérie des zones stables et dans lesquelles les
calculs aérodynamiques auront du mal a converger.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante: dans la section 2 on présente le systeme réduit couplé
fluide-structure basé sur la symétrie cyclique; deux méthodes de résolution du systeme couplé sont présentées
dans la section 3; finalement la résolution du systeme couplé avec le lissage multi-parametres multi-variables
des FAG est présentée dans la section 4.

V.2. Systéme réduit couplé fluide-structure

V.2.1. Réduction par symétrie cyclique

Une structure avec symétrie cyclique est composée de N secteurs identiques Sg, S1,..., Sy—1 qui se refer-
ment sur eux mémes pour former un systéme circulaire. La structure compléte est obtenue par N — 1 rotations
successives d’angle B = 2m/N d’un secteur de référence Syp. Chaque secteur est limité par une frontiere a
gauche L; et une fronticre a droite L, avec les secteurs adjacents. Le fluide entourant la structure est également
supposé avoir la méme symétrie cyclique, tandis que les forces extérieures appliquées sur la structure peuvent
étre réparties de facon quelconque sur les secteurs.

Les déplacements physiques a un instant # d’un point M de coordonnées cylindriques (7,0, z) de la structure
peuvent s’écrire, en utilisant une décomposition de Fourier :

foo )
u(r,0,z,t) = Re Z up(r,z,t) P 4, (1)
p:—OO
ol Re(z) est la partie réelle de z et i> = — 1. En regroupant les termes, on obtient :
N—1 oo ) N—1
M(Y,G,Z,t):%e Z Z qu+n(r>Zat)el(qN+n)e :9{6 Zun(rve7zat) ) (2)
n=0 g=—o0 n=0
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ol u,(1,0,2,) =Y .. tgnn(1,2,1) ¢! (?N+m)9 est la coordonnée d’ ondes tournantes complexe associée a I’indice
de déphasage n, pourn =0,... ,N—1.

Les coordonnées d’ondes tournantes u,, du secteur Sg, pour k =0,... ,N — 1, sont reliées a celles de secteur
de référence Sy par la relation de symétrie cyclique :
un(r’e+kB7Z7t) = un(r?eaz?t) elkcn’ (3)

ou 6, = nf est ’angle de déphasage associée a I’indice de déphasage n.
D’apres Eq. (3), les coordonnées d’ondes tournantes des frontieres a gauche et a droite de chaque secteur
vérifient les conditions aux limites de symétrie cyclique :

_ ic
unlLl = Mn‘Lre ", (4)

En utilisant les propriétés de symétrie cyclique Eq. (3), I’équation du mouvement de la structure compleéte
est réduite a N équations du mouvement du secteur de référence Sp en fonction des coordonnées d’ondes
tournantes, avec les conditions aux limites et les seconds membres appropriés. Seul le secteur de référence
So a besoin d’étre modélisé. On obtient apres une discrétisation par éléments finis les systémes suivants dans
lesquels les inconnues sont les coordonnées d’ondes tournantes u,, = u,,(So,#) du secteur de référence Sy, ceci
pour les indices de déphasage n =0,... ,N—1:

Ku, + Cu, + Mii, =f,,(u,u,) +f, +r,, ®)
1 N—1 . 1 N-1 ”
£ — . £,(S)e ! On et f = N Z £(Si)e ! on (6)
k=0 k=0
Wnjz, = Wnlc, . “

K est la matrice de rigidité du secteur Sy, incluant la raideur géométrique due aux contraintes initiales et
la raideur supplémentaire d’assouplissement due a la rotation, C est la matrice d’amortissement et d’effet
gyroscopique et M est la matrice de masse. f,(Sx) est le vecteur des forces aérodynamiques instationnaires
appliquées au secteur Sy qui sont supposées dépendre linéairement des déplacements et des vitesses de Si. (k)
est le vecteur des autres forces extérieures appliquées au secteur Sg, incluant les forces centrifuges causées par la
rotation. r, est le vecteur des réactions d’interface appliquées aux fronticres de Sp, ces réactions n’interviennent
pas dans la résolution du systeme Eqs. (5-7) et sont seulement présentes a cause des conditions aux limites de
symétrie cyclique Eq. (7). Ces dernieres sont exprimées dans un systeéme de coordonnées cylindriques.

Le vecteur des déplacements physiques, réels du secteur S; sont obtenus a partir des coordonnées d’ondes
tournantes u,, en utilisant Egs. (2) et (3):

N—1
u(Si,t) =Red Y u, et s (8)
n=0

On remarque que comme les coordonnées d’ondes tournantes u,, vérifient Eq. (3) avec I’angle de déphasage
6, = mp et le fluide est supposé d’avoir la méme symétrie cyclique, les forces aérodynamiques physiques
f,(Sk,u,,,u,,) induites par u,, sur le secteur Sy vérifient:

£ (Se,u,.u,)="f(So,u,,u, e " )

D’apres Egs. (6) et (9), les forces aérodynamiques physiques induites par u,, sur les coordonnées d’ondes
tournantes u,, de So s’écrivent alors :

1 N—1

fan(um?um) = f

N a(Skvumvum)eiikcn :fa<S07umaﬁm) 8mm (10)
k=0

ol §,,, est le symbole de Kronecker. Ainsi les forces aérodynamiques f,, appliquées sur les coordonnées u,,
dans Eq. (5) dépendent seulement de u,, et non pas des autres coordonnées d’ondes tournantes, et elles sont
égales aux forces aérodynamiques physiques f,(So,u,,u,) induites par u, sur le secteur Sy. Cette propriété est
aussi valable pour toutes les forces extérieures tournantes, c.-a-d. vérifiant Eq. (9), et en particulier lorsque les
forces extérieures sont les mémes pour tous les secteurs.
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V.2.2. Fréquences et modes de la structure non amortie dans le vide

Les fréquences et modes propres de la structure non amortie dans le vide sont obtenus en résolvant le
probleéme aux valeurs propres complexe suivant, pour chaque indice de déphasage n:

{ K&, -M®,Q°=R,,, (11)
B, = By, &, (12)
ou 2, = diag(®}, ,...,0;,, ) et ®, =[Py1,..., Py m,] sont les matrices des m, premieres fréquences réelles

et des m,, premiers modes complexes pour I’indice de déphasage n, et R, est le vecteur des réactions modales.
Le systéme aux valeurs propres (11-12) est réel pour n =0 ou n = N /2 (si N est pair). Pour 0 <n < N/2, ce
systeme est complexe et les modes propres correspondant aux indices de déphasage n et N — n sont complexes
conjugués. On notera par —n I’indice de déphasage N — n. Par conséquent, on a besoin de résoudre le systeme
(11-12) pour seulement N/2+ 1 ou (N + 1)/2 valeurs de n, selon que n soit pair ou impair. La structure a des
modes doubles car les fréquences correspondant aux modes complexes conjugués pour les indices de déphasage
n et —n sont les mémes :

Q,=Q, et & ,=®, pour 0<n<N/2. (13)

Les modes propres réels, physiques <I>,ll de la structure au secteur S; sont obtenus en ne gardant que les contri-
butions des modes complexes ®,, et ®_, dans Eq. (8):

B! (5;) = Re(®, ¥ + ®_, k) =2 [Re(P,) coskc, — Im(B,)sinkc,), (14)

Pour 0 < n < N/2, si les modes complexes sont normalisés tels que P, M®, =1, alors z P, est aussi un mode
propre pour tout nombre complexe z vérifiant |z| = 1. En choisissant par exemple z = i, les deuxieémes modes
réels, physiques ‘1>,21 (Sk) associés aux fréquences doubles sont obtenus en remplagant ®,, par i®,, dans Eq. (14).
Ces modes sont déduits de ®_ par une rotation d’angle 1t/(2n). Pour n =0 et n = N /2, les fréquences sont
simples et les modes ®,, sont réels, d’oti: ®1L(S;) = ®2(S;) = 2P, coska,.

V.2.3. Systeme réduit couplé par projection modale

Pour chaque indice de déphasage n, les coordonnées d’ondes tournantes sont exprimées comme une com-
binaison linéaire des modes complexes de la structure non amortie dans le vide :

u, =%®,q, (15)

ou q,, () est le vecteur des m, coordonnées généralisées modales complexes.
En introduisant Eq. (15) dans I’équation du mouvement Eq. (5) et en prémultipliant par '®,,, on obtient le
systeme réduit :

K +C

gn qd, gn qn + Mgn qn = fagn(q)n qn7q)n qn) + fgnv (16)

avec K, ='®,K®,,C,, ='®,C®,, M, ='®M®,, f,, ="'®,f, etf, ='®,f;:K,, C, et M, sont
les matrices de rigidité, d’amortissement et de masse généralisées (K,, et M, sont réelles et diagonales), f,,,
et f,, sont les forces aérodynamiques et les forces externes généralisées complexes. Comme les modes @,
vérifient déja les conditions aux limites de symétrie cyclique Eq. (7), ces dernieres sont déja prises en compte
dans Eq. (16) et par conséquent les réactions d’interface disparaissent. En général, I’équation (16) doit étre
résolue pour tous les indices de déphasage n =0,...,N — 1 car la relation u_, =u,, pour 0 < n < N/2 n’est
plus valable, sauf si C = 0.
Pour I’analyse de la stabilité aéroélastique, toutes les forces externes sont nulles sauf les forces aérodynamiques.

On cherche les solutions sous la forme :

n

u,(t)=u,e” et q,(t)=q,e” avec p=io(l+ia), (17)



V.2. Systeme réduit couplé fluide-structure 63

ou o est la fréquence aéroélastique inconnue (® > 0) et o est le facteur d’amortissement aéroélastique inconnu.
Par linéarité, les forces aérodynamiques s’écrivent :

fan<¢n qn7q)l1 ql’l) = Fan(q)n ePt’ anept)(Iﬂ = Fan(q}l’lap) (In ept’ (18)

ouF,, (®,e’" ®,peP’)estlamatrice dont la i-eme colonne est la force aérodynamique induite par le déplacement
®, ;e”". Les forces aérodynamiques généralisées (FAG) s’écrivent :

fagn(q)n qrn (ﬁn qn) = tgnﬁan((}nvp) (In ept - Fagn(q)nvp) (Inep[' (19)
En reportant Egs. (17) et (19) dans Eq. (16), on obtient I’équation de flottement :
[Kgy + P Cyy + P My, — B (®1,0) 1§, = 0, (20)

qui est un systeme aux valeurs propres non linéaire, complexe dans lequel la matrice des coefficients aérody-
namiques Fagn(iJn, p) dépendent des modes complexes ®,, et des valeurs propres complexes inconnues p.
Une approximation de F‘agn(fﬁn, p) en fonction de p peut étre obtenue par la méthode de lissage par fractions
rationnelles de Karpel a partir des valeurs tabulées de Fagn(fbn, p) calculées pour un certain nombre ng, de
fréquences d’excitation, c.-a-d. pour p =i0y,...,i0,,. Pour la réponse temporelle, la méthode de lissage de
Karpel fournit également une expression temporelle des FAG a I’aide des variables d’état auxiliaires.

V.2.4. Forces aérodynamiques généralisées

Les forces aérodynamiques instationnaires sont calculées a partir d’une base de m, modes réels ¥ du
secteur de référence, pour une fréquence d’oscillation ® et un angle de déphasage inter-aube G,. En exprimant
les déplacements du secteur de référence comme une combinaison linéaire des modes W et en supposant que le
mouvement de la structure est harmonique avec un angle de déphasage constant entre deux secteurs adjacents,
c.-a-d.:

u, () =u,(Sp,t) = T§,e'™ et u,(S,r)=Tq,e e 1)
les forces aérodynamiques généralisées (FAG) induites par les déplacements u,,(7) s’écrivent, par linéarité :

£ (0, (1), 10, (1)) = U F

agn

PRLUNTONS TS :Fagn(\Il,im,t)(]n. (22)

F,,(¥.,iw,1) est la matrice dont la j-eme colonne est la force aérodynamique f,, (¥ j»10,1) générée par le
mouvement harmonique du j-¢éme mode et F,,, (¥,im,7) = '"PF ,(¥,io,7) est la matrice des coefficients
aérodynamiques qui dépend du temps.

La force aérodynamique instationnaire générée au point M de la surface X de la structure s’écrit :

agn(

- . .

T M, i0,1) = — [P,(M, ¥ i,1) — P,(M)] @ (M)dE  pour M € X, (23)
ol P, est la pression instationnaire, P, est la pression stationnaire, T est le vecteur unitaire extérieur normal
a la surface X au point M et dX gt une surface élémentaire de ¥. En projetant cette force aérodynamique
instationnaire sur le déplacement W;(M) du i-eme mode au point M et en intégrant sur la surface X, on obtient

le terme (i, j) de la matrice des coefficients aérodynamiques F,,(¥,i®,?):
(D0, = —/ [P,(M,® ,,iw,1) — P,(M)] 7 (M) - ¥,(M)d. (24)
MeX

On introduit la matrice des coefficients aérodynamiques A, (¥,i®,#) obtenue a partir de I’intégrale dans Eq.
(24) en remplagant P, et P, par les coefficients de pression Cp = (P —P..)/(0.5p., V%) correspondants, ot P,,,
P et V., sont la pression, la densité et la vitesse du fluide non perturbé a I’infini amont. En ne gardant que le

terme du premier harmonique dans I’analyse de Fourier de F,,(¥,i®,?), on obtient :

F,, (P iot) ~F

agn

(T,i0)e'® = —1p V2A,(T,i0)e®. (25)

agn
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Les forces aérodynamiques généralisées induites par les déplacements u, () deviennent :

fagn(un(t)aﬁn(t)) = Fagn(\:[l7iw) (111 eimt = = % Peo Vo% An(\I’,l(D) (In ei(m' (26)
Les matrices des coefficients aérodynamiques F‘ugn(\Il,ia)) et A,(¥,iw) de dimension (m, x m,) sont com-
plexes et non symétriques. En pratique, elles sont calculées (tabulées) pour ng, fréquences d’oscillation @y, ... ,®,
En utilisant ’hypothése de linéarité, les FAG générées par les modes complexes ®, = &/ +i®! dans
Eq. (20) sont obtenues en utilisant la base des 2m,, vecteurs réels ¥ = [®/, ®"] (Tran et al., 2003).

®*

V.3. Solution du systeme réduit couplé

V.3.1. Méthode du double balayage

L équation de flottement (20) s’écrit en utilisant la matrice des coefficients aérodynamiques A, (®,, p)
définie par Eq. (26):

[Kg, + pCyqy + P My, + 3pVZA,(®,,p)]7d,=0. 27)

Pour les mouvements définies par Eq. (17) dans le domaine fréquentiel, A, (®,,p) ne dépend que du
quotient pc/V,, et peut donc s’écrire :

A (®,,p) =A,(®u,pc/V..) =AL( By, pc/V,,) +iA) (P, pc/V.,), (28)

oll ¢ est une longueur de référence, par exemple la longueur de la corde, A/ (®,,, pc/V..) et A7(®,,, pc/V..) sont
les parties réelles et imaginaires de A, (®,,, pc/V..). En reportant Eq. (28) dans Eq. (27), on obtient :

(K}, (pc/Vi.) + p Chu(pc/Vi) + p* M, ] §, =0, (29)

1 2% - 1 A
avec K3, (9) =K, + 3 P VEAL (B, £) et Cp, (B9) =Cy, +1 5 P Vi AL (21, ) /(5.
Si I’amortissement est faible, c.-a-d. |ot| < 1, on utilise les approximations suivantes :

A, (®,,pc/V.) ~ A, (®,,ix)=AL(D,,ix) +iAl(D,,ix), (30)
K;,(pc/V.) ~ K5, (i) =K, + 3 p. VA A, (8,1 ), 31)
Ci.(pc/Vi.) ~ Cp(ix) :an+%cpmvm1§f1’(<1>,,,ilc)/1<. (32)

ou Kk = wc/V,, est la fréquence réduite. L’équation de flottement (29) est approchée par :
[K;, (i) + pCp(ix) + p°M,,] @, =0 avec k=Sm(p)c/V., (33)
ce qui peut s’écrire sous la forme d’un systéme aux valeurs propres non linéaire de dimension 2m,, :

0 I v . H(ix) (34)
. , - =D N ou iK)x = px.
—M,,) K;,(ix) —M,, C;,(ix) | | Pl P,

Les matrices K, (ix), C,, (i) et H(ix) sont réelles et dépendent de Al(®,,ix), A’ (®,,ix) et V... Les matrices
des coefficients aérodynamiques A/ (®,,ix) et A”(®,,ik) ont été tabulées pour n, valeurs croissantes des

fréquences réduites Ki,...,K,.. Les solutions (p,x) de Eq. (34) sont calculées pour ny valeurs croissantes
V.1 ...,V de la vitesse du fluide et doivent vérifier ® = Sm(p) = xV,, /c.

Pour chaque vitesse VX, on résout les systémes aux valeurs propres suivants, pour i = 1,...,2m, et j =
0,1,2,..., jusqu’a ce que la convergence sur K soit atteinte :

H(iK; ;) Xi j+1 = pijt1Xij+1 avec K;;=; c/VE=S3m(p;;)c/VL, (35)
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(pi,j,Xi ;) étant la i-eéme solution propre obtenue a la j-eme itération et H(ik; ;) étant obtenue par interpolation
de A/ (®,,ix) et A”(®,,ik)/x a partir des valeurs tabulées. Les fréquences de départ ®; o sont obtenues par
extrapolation des fréquences obtenues a VA=l et VA=2 si k > 2. Pour la deuxiéme vitesse V2, ;o sont les
fréquences obtenues a V.! et pour la premiere vitesse V.., ; o sont les fréquences de la structure dans le vide.

Ce procédé itératif revient a effectuer un double balayage, le premier sur la vitesse V,, et le second sur
la fréquence réduite x, et a rechercher, pour chaque vitesse VX, les intersections de la droite @ = (Volg /c)x et
des courbes d’évolution des fréquences en fonction de k: ®; = Sm(p;(x)). Ces courbes sont obtenues en
interpolant les parties imaginaires des valeurs propres de H(ix;),... ,H(ik,, ).

Cette méthode permet de déterminer toutes les valeurs propres qui sont nécessaires a 1’analyse de stabilité.
On obtient I’évolution des fréquences et des amortissements aéroélastiques en fonction de la vitesse ou du débit
du fluide. Le flottement se produit si le facteur d’amortissement o est négatif.

V.3.2. Méthode de lissage par fractions rationnelles

La matrice des coefficients aérodynamiques A, (®,,,i®) a été calculée pour ny fréquences réduites ki, ... , K,
avec I’hypothese de mouvement harmonique. Pour des mouvements quelconques comme par exemple ceux
définis par Eq. (17), il est nécessaire d’étendre les valeurs de la matrice des coefficients aérodynamiques dans
un domaine du plan complexe contenant 1’ axe imaginaire, c.-a-d. de déterminer A ,(®,, p) pour p = i®(1+ix)
avec o # 0.

La méthode de lissage de Karpel (1982) (Roberts, 1991; Poirion, 1995) consiste a modéliser les FAG en
utilisant une approximation par fractions rationnelles et les variables d’état auxiliaires :

K

2.2 -1
- pc p-c pc pc
An(q)nup) :AnO—i_ViAnl_’—WAnZ—i_ViDn |:VI_Rn:| En‘ (36)

Les matrices A, A,,1, A,», D,,, R, et E, sont réelles et de dimension (m,, X m,) pour A, A, et A, (m, x n,)
pour D, (n, x m,) pour E, et R, = diag(ry,...,r,,), ol n, est le degré du dénominateur ou le nombre de poles
et r; < 0 sont les pdles. Ces matrices sont obtenues en utilisant une méthode de minimisation par moindres
carrés (Tran et al., 2003, ¢f. Annexe).

En utilisant Eq. (36), I’équation de flottement (27) peut s’écrire sous la forme d’un systéme aux valeurs
propres de dimension 2m,, :

0 I 4, 4, H(p) an
. % o P =p ~ ou pP)X=pX,
_Mgn ! [Kgn + Gn (p)] - Mgn ! Czn pql’l pqn

avec K, = K, + 1p.V2A,, Coo = C, + IPucVL A, M, = M,, + 3PuC’A,, et
G,(P) = 5P Ve 2D, [(p€/Vi) I-R,]'E,.

Les matrices G, (p) et H(p) sont complexes et dépendent de V,,. Les solutions propres (p,x) de Eq. (37)
sont calculées pour ny valeurs croissantes V(,},, ...,V de la vitesse. Ce probleme aux valeurs propres non
linéaire est résolu en utilisant un processus itératif basé sur la méthode des approximations successives de
recherche d’un point fixe d’une fonction (Tran et al., 2003, ¢f. Annexe).

Pour obtenir I’approximation Eq. (36), n,, variables d’état auxiliaires Z, ont €té définies par :

Z,= (pe/Va) [(pe/Va) 1-R,] ' E, 4, (38)
Ces variables auxiliaires vérifient dans le domaine fréquentiel :
rz, = (V/c)R,2,+ pE, q,, (39)
et sont solutions d’un systeme d’équations différentielles du premier ordre dans le domaine temporel :

2,(t) = (Voo/¢) R, 2, (1) + E, q, (1) (40)
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Les FAG s’écrivent alors dans les domaines fréquentiel et temporel :

i ~ 1 2 pc pre? ~ 1 2n &

Fagn((ﬁnvp)qn: _fpoovoo An0+V7An1+WAn2 qn_jpwVanzn’ (41)
. L o2 c .ot

fagn(q)nqm(pnqn) = - fpoovoo Aann+ 7Anl qn+ WAann_‘_Dnzn . (42)

En reportant Eq. (42) dans le systeme réduit couplé (16) et en combinant avec Eq. (40), on obtient un
systeme d’équations différentielles linéaires du second ordre de dimension m,, +n,, :

4, + Cz'n 0 qn + Mzn 0 qn _ fgn : ( 43)
z, E, -1 zZ, 0 0 i, 0
ou K3, Cy, et My, sont les mémes matrices que dans Eq. (37). Ce systeéme est résolu en utilisant le schéma

d’intégration temporelle de Newmark.

0 (V./o)R,

V.4. Lissage multi-parametres du systéeme réduit couplé

V.4.1. Lissage multi-parameétres par fonctions splines multi-variables des FAG

On considere la matrice des coefficients aérodynamiques An(‘I’n, p,x,y) associée a une base modale ®,, et
qui dépend de la valeur propre complexe inconnue p ainsi que deux parametres réels x et y. La généralisation
au cas de plus de deux parametres est immédiate.

Soient K = {Kj < ... <Kp ), T = {x1 < ... <X }etTy={y; <... <y} les fréquences réduites et les
valeurs initiales des parametres pour lesquelles les matrices des coefficients aérodynamiques ont été calculées
(tabulées), soit au total ny X n, x n, matrices. Le nombre et les valeurs des fréquences réduites doivent étre les
mémes pour tous les parametres. Chaque couple de valeurs initiales (x;,y;) € Ty x T, des parametres sera appelé
un point initial. Les matrices des coefficients aérodynamiques calculées avec la fréquence d’excitation ® ou la
fréquence réduite k pour les points initiaux (x;,y;) sont notées par A, (i®,x;,y;) ou A, (ik,x;,y;) (le symbole
P, est supprimé de I’expression de A, pour alléger les notations, bien que ®, dépend aussi des parameétres).

On recherche une formule d’approximation (interpolation et extrapolation) suivant x et y qui soit définie

simultanément pour toutes les fréquences réduites ki, ... ,X,,.
Pour chaque point initial (x;,y;), on définit le vecteur complexe de dimension (m2ny x 1), formé par les
colonnes des matrices A, (i%1,x;,y;), ..., A, ({%, Xi,y;j) :

an(xi7yj) = t[tAn(iKlaxhyj)O,l?' .- 7tAn(iKl7xi7yj)°,mn7' .- 7tAn(iKnKaxi7yj)°,l7' .- 7tAn(iKnK7xiayj)0,m,,] (44)

ol A, (iK;,xi,y;)e; désigne la I-eme colonne de A, (ik;,x;,y;)-
2
La fonction vectorielle R x R — C"™"™ (x,y) — a,(x,y), qui a été obtenue pour les points initiaux

(xi,y;) € T, x T,, peut étre étendue a tout le domaine [Xmin,Xmax] X [Ymin,Ymax] par un lissage utilisant les fonc-
tions splines bi-variables (de Boor, 1992, 2001) :

Ny Ny

an(x,y) = Z ZBrs(xvy) bns pour (x,y) € [xminaxmax] X [ymin))’max]a (45)

s=1r=1

ou (x,y) est un couple quelconque de valeurs calculées des paramétres et qui sera appelé un point de calcul, tan-
dis qU€ Xmin, Xmax> Ymin €t Ymax sont les valeurs calculées minimales et maximales des parametres pour lesquelles
le calcul de couplage sera effectué. Ces valeurs n’appartiennent pas nécessairement au domaine défini par les
valeurs initiales. Les fonctions bi-variables réelles B, sont des produits de fonctions B-splines univariables qui
sont associées aux séries de noeuds (knots) 7y = {x} <...<x, ; petTy ={y; <... < y;y +,)» ces derniers ne
dépendent que de I’ordre k, et k, des fonctions B-splines et des valeurs initiales 7} et T;. Les noeuds x}, x,’“ o
y) et y;v ok, AUX extrémités de 7, et 7/, avec multiplicité k, et ky, sont choisis de fagon que ¥ < min(xmin,x1),



V.4. Lissage multi-parametres du systeme réduit couplé 67

x,’zx g 2 max (Xmax,Xn, ), ¥ < Min(ymin,y1) et y;l iy > max(Ymax,Yn,). Les vecteurs des coefficients splines
complexes b,; dépendent de k,, ky, T}, T, et des donnees tabulées a, (x;,y;) aux points initiaux.

Vs S xo y
Pour chaque point de calcul (x,y), le vecteur a,(x,y) peut étre remis sous la forme de n, matrices des
coefficients aérodynamiques complexes A, (ixi,x,y),...,A,(iK,.,x,y) de dimension (m, X m,) en utilisant la

transformant inverse de Eq. (44), a, ; étant le j-eme bloc de dimension (m, x 1) du vecteur a, (x,y) :

An(iKl,x,y) = [an,l(xvy)7"' 7an,m,,(x7y)]7"' ’ An(iKnK,x,y) = [an7(nk—1)mn+1(x7y)v'“ 7an,nKm,,<xay)]' (46)

V.4.2. Systeme réduit couplé avec lissage multi-parametres par fractions rationnelles

Le systeéme réduit couplé peut étre résolu pour un point de calcul (x,y) quelconque en utilisant les matrices
des coefficients aérodynamiques A, (iky,x,y),..., A, (ik,.,x,y) obtenues par Egs. (45) et (46) et en utilisant la
méthode du double balayage ou la méthode de lissage par fractions rationnelles.

Concernant la deuxieme méthode, cette approche point-par-point implique que le lissage par fractions ra-
tionnelles Eq. (36) doit étre effectuée pour tous les points de calcul (x,y) dont le nombre peut &tre beaucoup plus
important que celui des points initiaux. On propose ici une méthode utilisant a la fois le lissage par fonctions
splines multi-variables et le lissage par fractions rationnelles dans laquelle ce dernier est effectué uniquement
ny X ny fois quelque soit le nombre de points de calcul. Cette méthode fournit en plus un systeme réduit couplé
qui dépend explicitement des parametres.

Pour cela, on note que les vecteurs des coefficients splines b, ; dans Eq. (45) sont analogues aux vecteurs
a,(x;,y;) obtenus dans Eq. (44) a partir des matrices des coefficients aérodynamiques tabulées. En particulier,
ces deux vecteurs coincident si les fonctions splines d’ordre 2 sont utilisées (ky =2 et k, =2) et s’il n’y a
pas d’extrapolation. On peut donc effectuer un lissage par fractions rationnelles sur les vecteurs b,, pour
r=1,...,ncets=1,...,n,. De manicre similaire a Eq. (46), chaque vecteur b, est remis sous la forme de ny

matrices des coefficients aérodynamiques complexes A, , ((ik1),... , A, , (iK,,) de dimension (m, X m,):
An,r,s(iKl) = [bf,s,la s vbr,S,mn] IR An,r,s(iKnK) = [br,s,(anl)m,ﬁlw .. abr,smen]‘ (47)
A partir des matrices A, , ((iK1), ..., A, (i%,,), le lissage par fractions rationnelles Eq. (36) fournit des
approximations des matrices A,, . ¢ (p),pourr=1,...,nyets=1,...,ny:
pe p’e pe pe -
An,r,s (p) = AnO,r,s + 7 Anl S + W An2 7, + 7 Dn,r,s 7 I- Rn,r,s En,r,s (48)
ou les matrices réelles A, ., Ay 0 App o Dy s By €t R, sont similaires a celles de Eq. (36). On note

que le nombre de pdles n,, ., peut étre différent pour chaque couple (r,s).

Eq. (45) peut alors étre étendue aux matrices Am_s( p) pour obtenir une approximation par fonctions splines
de la matrice des coefficients aérodynamiques dans le domaine fréquentiel pour tout valeur propre complexe p
et tout point de calcul (x,y) :

ny Ty

p,x y Z ZBrs X y nrs(p) V(x,y) € [xminaxmax] X [ymin»ymax]' (49)

r=1s=
En reportant Eq. (48) dans Eq. (49), on obtient :
-1
pc
7 I- Rn,r,s:| En,r,s) )
(50)

AnO(xvy) = Z?:l Z’gl‘:l an(x’y) AnO,r,s’ Anl(xvy) = Z:lle Zg):l an(xvy) Anl,r,x ’ AnZ(x’y) = Z;l;l ZZ}:I an(x’y) An2,r,s'

En reportant Eq. (50) dans 1’équation de flottement (27), on obtient un systéme aux valeurs propres non
linéaire de dimension 2m, qui dépend explicitement des parametres x et y :

- pc p2 2 Ny I’l}
An(pr,y) = Ao (5:3) + = At (4,3) + 72 7 2 (x,y +ZZBrcxy v ’p,, [

b r=1s=1

0 I 4, q,
*—1 * x—1 % - =p 5 (51)
_Mgn (xvy) [Kgn(x’y)+Gn(p7x7y)] _Mgn (x’y) an(xvy) Pq, P4q,
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avec KZn(x y) Kgn(x y)+%pmV2An0(x y) C;n(x y) an(x’y)—i_%prVmAnl(x’y)’M;n(x’y) :Mgn(x7y)+
2 poo 2An2<x y) et G (pvx y) 2 poo Voopcz B"-,S<x7y) Dn7r,s [(pc/vm)I_Rn,r,s]ilEnms

Le systeme aux valeurs propres Eq. (51) est resolu pour un point de calcul (x,y) quelconque de la méme
maniere que pour Eq. (37). On obtient les fréquences et les amortissements aéroélastiques pour les différentes
valeurs de la vitesse V_, du fluide, ce qui permet d’étudier la stabilité du systeme dans le domaine de fonction-
nement, ceci sans avoir a effectuer des calculs aérodynamiques supplémentaires.

Pour obtenir 1’approximation (48) de la matrice A, ,(p), np..s variables d’état auxiliaires Z, ., ont été
définies pour chaque couple (r,s) € {1,...,n:} x {1,... ny} par: /

-1
pc [ pc -
=B,(x,y) — v [VI — ans} En’m q,- (52)

Ces variables d’état auxiliaires vérifient dans le domaine fréquentiel :

p n,r,s (V /C) nr,szn,r,s +pB":S(x7y)En,r,s(]nv (53)

et sont solutions d’un systeme d’équations différentielles du premier ordre dans le domaine temporel :

in,r,s(t) = (Voo/c) n,r,s nrs( )+BVS(X y)En,r,sqn(t)' (54)

Les FAG s’écrivent alors dans les domaines fréquentiel et temporel :

2 2 My }’l‘
i - pc pc
Fagn((Pmpvxvy)qn == %poovoz <|:An0+VAnl V2 q,+ Z Z Dnrv nrv) ’ (55)
oo oo r=1s=

. c .. A
fagn(q)ﬂqmq)nquﬂy) - - %poovo% (Aann(t) + vAnl qn<[) + WAann + Z Z Dn r,s nrs (56)
bl bl r=1s=

En reportant Eq. (56) dans le systeme réduit couplé Eq. (16) et en combinant avec Eq. (54), on obtient un
systeme d’équations différentielles linéaires du second ordre de dimension m,, +n,, avec n, =Y | ZZL | Pprs -

{qn}+ C;n(xvy) 0 ] {qn}+ lM;n(xvy) 0] {qn} _ {fgn} (57)
z, E,(x,y) -I| |z, 0 0| | %, 0

avec K5, (x,y), Cy, (x,y) et My, (x,y) définies comme dans Eq. (51), et

K;,(x,y) D,
0 R,

t
, Z

_t t t t
z, = [ zn,l,l?' ] Zn,l,n)n Zn,2,17 tet Zn,2,ny7 Tt zn,nx,lw . n,nx,n_v]7

= (1/2) pooVoz [Dn,l,la" . 7Dn,l,ny>Dn.,2,17' . 7Dn,2,nya' . 7Dn,nx,17' . 7Dn,nx,ny]7

! .
Rn = (Voo/c) dlag(le,l IR 7Rn,1,nyﬂ Rn,2717 ce 7Rn,2,n).7 ce ’Rn,nx,lv ce 7Rn,nx,ny)7

E;(xa))) = t[Bl,l(xay) tEn,l,lw . aBlle(xay) tEn,l,nvaZ,l(x>y)tEn,2,l7" )

B27I’ly (x7y) tEn,Z,nya s 7an-,1 (x7y> tEn,nx,l [ 7B”x~,”y (x,y) tEn,nx,ny]'

Le systéme du second ordre Eq. (57) qui dépend explicitement des parametres x et y est résolu en utilisant
le schéma d’intégration temporelle de Newmark pour un point de calcul (x,y) quelconque.

A cause du dernier terme non linéaire dans le lissage par fractions rationnelles Eqs. (48) et (50), cette
approche multi-parametre n’est pas équivalente a I’approche point-par-point qui consiste a effectuer lissage par
fractions rationnelles Eq. (36) pour chaque point de calcul.
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V.5. Résultats - Conclusions

Les méthodes de couplage indirect proposées ont été appliquées sur des exemples de compresseur (Tran
et al., 2003; Tran, 2009¢, cf. Annexe). Dans chaque exemple, I’équation de flottement est résolue par les
méthodes du double balayage et de lissage par fractions rationnelles afin d’obtenir les fréquences et les amor-
tissements aéroélastiques et de tracer le diagramme de flottement qui montre 1’évolution de ces derniers en
fonction de la vitesse ou du débit-masse du fluide. Les simulations temporelles du systéme couplé ont été
également effectuées avec la méthode de lissage par fractions rationnelles, une analyse de Fourier des réponses
obtenues permet ensuite de déduire les fréquences et les amortissements aéroélastiques. La méthode de lis-
sage multi-parametres est ensuite utilisée en faisant varier deux parametres qui sont la vitesse de rotation et le
déphasage inter-aube.

Les deux méthodes de résolution donnent des fréquences et des amortissements aéroélastiques similaires
qui correspondent également ceux obtenus par les simulations temporelles et par la méthode de couplage direct.
La méthode du double balayage est plus robuste mais elle est seulement applicable pour résoudre 1’équation de
flottement dans le domaine fréquentiel. La méthode de lissage par fractions rationnelles est applicable dans les
deux domaines, mais son utilisation est plus délicate et requiert plus d’attention et de savoir-faire de I’utilisateur.

La méthode de lissage multi-parametres permet de résoudre le systeme couplé dans les domaines fréquentiel
et temporel aux points du diagramme de fonctionnement ou les calculs aérodynamiques n’ont pas été effectués.
Les résultats obtenus par la résolution du systeme couplé aussi bien dans le domaine fréquentiel que dans le
domaine temporel sont en bonne concordance avec les résultats de référence obtenus aux points initiaux et
aux points de vérification ou les calculs aérodynamiques ont été effectués pour obtenir les FAG. L’ approche
point-par-point qui consiste a utiliser les FAG fournies par le lissage par fonctions splines et a effectuer lis-
sage par fractions rationnelles pour chaque point de calcul donne aussi de trés bons résultats. Avec la ca-
pacité d’effectuer I’extrapolation des FAG, les deux approches permettent de localiser les zones instables qui
se trouvent a I’extérieur des zones stables dans le domaine de fonctionnement et sur lesquelles les calculs
aérodynamiques ont échoué.



Chapitre VI

CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Les travaux de recherche réalisés ont apporté une contribution significative et originale aux méthodes
de réduction de modele en dynamique des structures et des systeémes couplés aéroélastiques. Concernant les
méthodes de syntheése modale, on a proposé une formulation unifiée qui englobe les méthodes de synthése
modale classiques et celles utilisant les modes d’interface et les modes d’interface partiels, ainsi que les trois
types de conditions aux limites d’interface. La combinaison des différentes méthodes de syntheése modale avec
les propriétés de symétrie cyclique est un deuxieéme point marquant de ces travaux. Les méthodes de réduction
de modele ont été étendues aux structures multi-étages avec symétrie cyclique et aux structures non linéaires. Le
lissage multi-paramétres multi-variables et la réduction de modele du domaine fluide permettent d’économiser
les temps de calculs aérodynamiques dans les problémes couplés aéroélastiques.

Les travaux suivants sont en cours réalisation ou seront proposés dans le cadre de projets de recherche ou
de futures théses a I’ONERA. En particulier, une proposition de thése sur la construction de modeles réduits de
structures non linéaires sera soumise pour prendre la suite de la these de Liilf (2013).

Modéles réduits des structures non linéaires

En complément des travaux de theése de Liilf (2013) qui ont été réalisés avec MATLAB, la formulation
polynomiale des forces non linéaires a été utilisée pour construire des modeles réduits de structures non linéaires
complexes modélisées avec un code éléments-finis commercial, ici NASTRAN, et qui soient autonomes vis a
vis de la formulation et du code éléments-finis une fois construits, avec la prise en compte des effets de rotation
[67; 68; 69].

La précision et la performance de la formulation polynomiale des forces non linéaires peuvent étre améliorées
par des techniques comme I’extraction directement du code éléments finis des matrices tangentes projetées
(Perez et al., 2014), I'utilisation de plusieurs bases de projection prédéterminées (Amsallem et al., 2012) ou
I’ajout dans la base de projection des déformées statiques semblables a celles utilisées dans les méthodes de
syntheése modale et qui sont obtenues par des calculs statiques non linéaires. La méthode de réduction par pro-
jection LSPG (Least Square Petrov-Garlerkin) couplée avec 1’approximation par échantillonnage des forces non
linéaires (Carlberg et al., 2011, 2013) permettent également d’augmenter la performance des modeles réduits.

La prise en compte des non linéarités de contact et de frottement est un sujet important déja traité dans
plusieurs travaux, comme par exemple (Petrov & Ewins, 2003; Laxalde, 2007; Petrov, 2011; Schwingshackl
etal.,2012). Dans ces travaux, des modeles de frottement sont proposés et la solution des systemes non linéaires
est obtenue dans le domaine fréquentiel par la méthode de la balance harmonique.

La prise en compte du couplage aéroélastique est indispensable pour 1’étude des turbomachines. Il s’agit
d’utiliser les modeles réduits non linéaires autonomes de la structure pour le calcul des forces aéroélastiques et
la résolution du systeme couplé fluide-structure.

D’autres méthodes de réduction de modeles comme la PGD (Proper Generalized Decomposition) (Chinesta
et al., 2013) ou le calcul et I'utilisation des modes non linéaires (NNM, Nonlinear Normal Modes) (Pesheck
et al., 2001; Kerschen et al., 2009; Peeters et al., 2009; Moussi, 2013) ainsi que les méthodes d’hyper-réduction
(Ryckelynck, 2005; Ryckelynck et al., 2012) sont a considérer.

Modéles réduits des structures multi-étages par symétrie cyclique et synthése modale

Ces travaux permettront la prise en compte du désaccordage (Laxalde & Pierre, 2011; D’Souza et al.,
2013), des non linéarités (D’Souza & Epureanu, 2012), des effets de rotation (Sternchiiss, 2009; Balmes &
Bucher, 2010), du couplage aéroélastique (D’Souza & Epureanu, 2012; D’Souza et al., 2013) ainsi que des
maillages incompatibles (non coincidents) des sous-structures (Rixen et al., 1998) dans la construction des
modeles réduits des structures multi-étages par symétrie cyclique et synthese modale.
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Réduction de modéle en dynamique des structures et des systémes couplés aéroélastiques

La simulation numérique du comportement dynamique des structures ou des systémes couplés aéroélastiques complexes
conduit a des systémes d'équations de trés grande taille dont la résolution est trés colteuse. Il est donc indispensable de
construire des modeéles d'ordre réduit qui, au prix d'une diminution acceptable de la précision, permettent d'obtenir a moindre
co(t des simulations de ces systémes. Cette réduction de modeéle est obtenue par une projection du systéeme d'équations initial
sur une base de projection, incluant ainsi les méthodes de sous-structuration ou de synthése modale, ainsi que la réduction par
symeétrie cyclique. On présente ici un ensemble de méthodes ayant recours aux techniques de réduction ou de projection. La
premiére partie regroupe quelques travaux sur les fréquences et modes propres: la méthode de Lanczos par bloc pour calculer
les fréquences et les modes propres de structures amorties, une méthode de sous-structuration pour déterminer leur sensibilité
et leur réanalyse, et finalement un critére pour suivre leur évolution dans le cas des structures dépendant d'un paramétre. La
deuxiéme partie est consacrée aux méthodes de synthése modale, incluant les méthodes classiques, avec interface fixe, libre
ou mixte, les méthodes utilisant les modes d'interface ou les modes d'interface partiels, ainsi que leur combinaison avec la
réduction par symétrie cyclique. La troisiéme partie concerne les structures multi-étages comme les assemblages de disques
aubagés dont chaque étage posséde une symétrie cyclique mais pas la structure compléte. Une méthode de réduction par
symétrie cyclique multi-étages est développée avec une nouvelle sélection des indices de déphasage pour chaque étage dans
chaque systéme réduit. Elle peut étre utilisée seule ou combinée avec la synthése modale. La quatriéme partie concerne le
couplage fluide-structure dans les turbomachines. La structure, un disque aubagé possédant une symétrie cyclique, est
soumise a des forces aérodynamiques exercées par le fluide et qui dépendent des déplacements de la structure. La projection
de l'équation de la structure sur ses modes propres complexes fournit un systéme réduit couplé dans lequel les forces
aérodynamiques généralisées sont obtenues a partir des mouvements harmoniques des modes. Deux méthodes de résolution
et une méthode de lissage multi-parametres sont proposées afin d'obtenir les solutions du systéme couplé pour un grand
nombre de valeurs des paramétres

Mots-clés : REDUCTION DE MODELE ; FREQUENCE ET MODE PROPRE ; SENSIBILITE ; SYNTHESE MODALE ; SYMETRIE
CYCLIQUE ; STRUCTURE MULTI-ETAGES ; COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE ; AEROELASTICITE

Model reduction in dynamics of structures and aeroelastic coupled systems

The numerical simulation of the dynamic behaviour of complex structures or aeroelastic coupled systems leads to systems of
equations with very large size whose solution is very costly. It is thus essential to build reduced order models which allow to
perform the simulations of these systems at a lesser cost and with an acceptable lost of accuracy. This model reduction is
obtained by a projection of the initial system of equations on a projection basis, including therefore substructuring or component
mode synthesis methods, as well as the cyclic symmetry reduction. We present here a set of methods using reduction or
projection techniques. In the first part, we put together some works related to the eigen frequencies and modes: the block
Lanczos method to compute the frequencies and modes of damped structures, a substructuring method to determine their
sensitivity and their reanalysis, and finally a criterion to follow-up their evolution for structures depending on a parameter. The
second part is devoted to component mode synthesis methods which include the classical methods, with fixed, free or hybrid
interface, the methods using interface modes or partial interface modes, as well as their combination with cyclic symmetry
reduction. The third part is concerned with multi-stage structures such as bladed-disk assemblies whose each stage has a cyclic
symmetry but not the whole structure. A multi-stage cyclic symmetry reduction method has been developed with a new selection
of phase indexes for each stage in each reduced system. It can be used alone or combined with component mode synthesis.
The fourth part is concerned with the fluid-structure coupling in turbomachinery. The structure, a bladed disk having a cyclic
symmetry, is subject to the aerodynamic forces applied by the fluid and which depend on the displacements of the structure.
The projection of the equation of the structure on their complex eigen modes provides a reduced coupled system in which the
generalized aerodynamic forces are obtained from the harmonic motions of the modes. Two solution methods and a
multi-parameter modeling method are proposed to obtain the solutions of the coupled system for a large number of values of the
parameters.

Keywords : MODEL REDUCTION ; EIGEN FREQUENCY AND MODE ; SENSITIVITY ; COMPONENT MODE SYNTHESIS ; CYCLIC
SYMMETRY ; MULTI-STAGE STRUCTURE ; FLUID-STRUCTURE COUPLING ; AEROELASTICITY
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