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École Doctorale 564 : Physique en Île de France
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Table des matières

Remerciements 9

Introduction 13
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Parfois le labo se peuple de petites bêtes appelées les stagiaires, ces petites bêtes sont souvent

sympathiques et savent se faire leur place, ils nous aident parfois considérablement à faire avancer
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Introduction

Le ressaut hydraulique circulaire formé par l’impact d’un jet sur un plan horizontal est un phé-

nomène dont nous avons tous fait l’expérience (en particulier en faisant la vaisselle). Lorsqu’un jet

liquide vertical impacte une plaque plane horizontale il se forme un “mur liquide” circulaire au fond

de votre évier, entourant le jet impactant. On appelle ce mur liquide ressaut hydraulique circulaire.

Mais le plus simple pour comprendre de quoi nous parlons est encore une photographie (Fig. 1).

Figure 1 – Ressaut hydraulique circulaire obtenu par l’impact d’un jet liquide sur un plan

horizontal. On observe une zone de faible épaisseur et de forte vitesse près de l’impact puis une

zone de forte épaisseur et de faible vitesse après un “mur” liquide. Photographie : Wikipédia

Ce phénomène de choc est si visuel et si riche en terme de physique qu’il est devenu l’un des

indémodables de l’enseignement de l’hydrodynamique : on le trouve dans tous les cursus universitaires

de physique, dans tous les ouvrages de référence d’hydrodynamique et dans un grand nombre de pu-

blications destinées à la vulgarisation scientifique.

Le ressaut hydraulique circulaire est également un phénomène physique présent dans l’industrie.

Un moyen de refroidir une surface est de l’impacter par un jet liquide froid. La structure du ressaut hy-

draulique revêt donc une importance capitale dans la mâıtrise du refroidissement et du séchage d’une

surface [96, 3, 72]. On trouve aussi des jets impactants dans des applications comme le nettoyage de

surface et les tests d’enduisages.

Connaissant ce contexte il semble presque absurde d’écrire une thèse sur un sujet si “académique”

et l’on peut douter de l’utilité d’une étude sur un phénomène si “classique” et considéré comme bien
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compris par une bonne partie de la communauté scientifique.

C’est d’ailleurs aussi ce que nous pensions lorsqu’a débuté cette thèse. L’idée était alors d’étudier

la non coalescence de gouttes dans le ressaut hydraulique : nous considérions donc le ressaut un peu

comme un théâtre connu. Pourtant nous nous sommes aperçus à la lecture des publications existantes

que le sujet était loin d’être clos. Par exemple il n’existe pas à ce jour de loi analytique donnant

précisément la position du ressaut en fonction du débit, des paramètres physiques du liquide et de la

géométrie du dispositif.

Si le ressaut circulaire sur un plan horizontal est loin d’être entièrement compris, il est aussi apparu

que les brisures de symétrie qui surviennent lorsque l’on incline le plan et l’injecteur n’ont fait l’objet

que de peu d’études. Cette question est pourtant d’un grand intérêt théorique (structure du choc dans

un champ extérieur) en physique non linéaire et également d’un grand intérêt pratique.

Ce n’est donc pas un mais trois problèmes autour du ressaut circulaire que nous allons traiter

dans le présent mémoire. Chacun de ces sujets est introduit au début de la partie qui s’y rapporte par

un état de l’art. Afin d’offrir plus de liberté au lecteur, les parties sont écrites, autant que possible,

de façon à pouvoir être abordées séparément. Un préambule introduit brièvement les concepts fonda-

mentaux, certains résultats classiques ou originaux relatifs aux ressauts hydrauliques. Ce préambule a

donc pour but de fournir à la fois des résultats utiles pour les trois parties indépendantes composant

ce mémoire mais aussi un éclairage original sur les travaux développés dans chacune de ces parties.

La première partie abordera le cas du ressaut hydraulique circulaire classique. Nous y traiterons

de la sélection du rayon du ressaut via une approche nouvelle basée sur l’étude du nombre de Froude

en sortie de ressaut. Nous aboutirons alors à une loi analytique simple permettant de lier rayon de

ressaut et différents paramètres physiques et géométriques.

La seconde partie traitera de la brisure de symétrie du ressaut mentionnée ci-dessus : le ressaut

formé par un jet perpendiculaire à un plan incliné. Nous y développerons une étude expérimentale

ainsi que des pistes théoriques permettant d’interpréter nos résultats.

La troisième partie aura pour objet une situation originale liée au ressaut : la dynamique d’une

goutte en non-coalescence roulant dans le ressaut hydraulique.

Enfin nous évoquerons rapidement deux idées originales d’expériences prometteuses qui n’ont pu

être développées plus avant dans le présent mémoire mais qui sont susceptibles d’apporter un autre

regard sur nos résultats.



Chapitre I

Préambule : une introduction au

ressaut hydraulique

Lorsqu’un jet liquide vertical impacte une plaque plane horizontale il va se former un “mur liquide”

circulaire entourant le jet impactant. On appelle ce mur liquide ressaut hydraulique circulaire. Ce

ressaut hydraulique sépare deux zones distinctes : une zone de faible épaisseur et de grande vitesse

située près du jet (et donc en amont du choc) et une zone de plus grande épaisseur et de plus faible

vitesse située en aval du ressaut.

Cet objet bien que très quotidien a de quoi surprendre : pourquoi la pente du mur est-elle si

abrupte, d’où vient ce choc et pour quelle raison se produit-il à ce rayon particulier ? Trouve-t-on dans

la nature d’autres phénomènes comparables à ce “ressaut hydraulique”?

I.1 Le ressaut hydraulique

Du point de vue des ondes de surfaces (voir section I.2.3), on peut définir le ressaut hydraulique

comme la transition brutale entre un écoulement super critique à grande vitesse et faible épaisseur et

un écoulement sous critique de faible vitesse et grande épaisseur (voir Fig. I.1).

uJ

UJ
hJ

HJ

Figure I.1 – Schéma représentant un ressaut hydraulique c’est-à-dire la transition brutale d’un

écoulement défini par une faible épaisseur hJ et une forte vitesse uJ vers un écoulement de forte

épaisseur HJ et de faible vitesse UJ .

Même avant l’invention de l’évier et du robinet il était déjà possible d’observer ce phénomène.

En particulier, on peut observer un mascaret ou un ressaut hydraulique en se promenant le long des

rivières ou des fleuves. Le mascaret est un phénomène provoqué par l’onde de la marée montante se

caractérisant par une vague, plus ou moins haute, qui remonte le cours du fleuve et dont la puissance

varie en fonction de la hauteur de la marée, du débit du fleuve et de la topographie. Ce phénomène

naturel, parfois mortel a pu être observé sur la Seine avant la régulation de son écoulement et peut
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encore l’être sur la Dordogne ou la Sélune (voir Fig. I.2). Il s’agit du plus célèbre exemple de ressaut

hydraulique à l’échelle macroscopique. Le mascaret est en fait un ressaut mobile, mais on peut aussi

observer un ressaut hydraulique stationnaire lors d’un lâcher d’eau au cours de l’activité d’un barrage,

à la sortie d’une chute d’eau ou encore dans un déversoir (voir Fig. I.2).

(a)
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(A)

(B)

Fig. 7. Photographs of tidal bores in France. (A) Approaching tidal bore of the Sélune river on 7 April 2004, (B) tidal bore of the Dordogne river in Sept. 2006 (Courtesy of
Antony Colas) – bore propagation from left to right.

affected significantly the velocity distributions beneath the wave
trough.

It is worthwhile noting the usage of modern velocity measure-
ment techniques in recent studies of undular jumps (Table 1). The
LDV, PIV, and ADV systems record only the velocity field. But, in
undular flows, the pressure gradient is not hydrostatic and detailed
experiments should record both pressure and velocity fields. The
traditional Prandtl–Pitot tube is still the only instrument that can
record simultaneously velocity, pressure and total energy, and the
bed shear stress after appropriate calibration [5,41].

3. Positive surges and tidal bores

Positive surges are commonly observed in man-made channels
and a related occurrence is the tidal bore in estuaries (Fig. 7).
The inception and development of a positive surge are commonly
predicted using the method of characteristics and Saint-Venant
equations [42]. After formation of the surge, the flow properties
immediately upstream and downstream of the front must satisfy
the continuity and momentum principles [2,34,43,44]. Eqs. (1) and
(2) are valid by introducing the surge Froude number definition:
Fr = (V + U )/

√
g × d where U is the surge front celerity for an

observed standing on the channel bank. A fully-developed positive
surge is also called a hydraulic jump in translation.

Positive surges were studied by hydraulicians and applied
mathematicians for a few centuries. Major contributions included
the works of Barré de Saint-Venant [42], Boussinesq [12], and more

recently Lemoine [35], Serre [36] and Benjamin and Lighthill [45].
Several researchers discussed the development of a positive surge
[46–49]. Classical experimental investigations of undular surges in-
cluded Darcy and Bazin [10], Favre [26], Zienkiewicz and Sandover
[50], Sandover and Holmes [51], Benet and Cunge [27]. Ponsy and
Carbonnell [52] and Treske [28] presented a comprehensive de-
scription of positive surges in trapezoidal channels of large sizes.
Pertinent reviews comprised Benjamin and Lighthill [45], Sander
and Hutter [53] and Cunge [54]. Recent numerical studies encom-
passed Madsen and Svendsen [55] on the stationary jump, and
Caputo and Stepanyants [56], Madsen et al. [57] and El et al. [58]
on advancing bores.

To date, most experimental studies were limited to visual obser-
vations and sometimes free-surface measurements. For example,
Fig. 8 shows some undular surge characteristics. Fig. 8A presents
some wave amplitude data including a tidal bore data set (Dee
river). Fig. 8B compares the wave steepness aw/Lw between un-
dular surges and jumps. Previous studies rarely encompassed tur-
bulence except in a few limited studies [29,59,60]. In the fol-
lowing paragraph, recent free-surface and turbulent velocity mea-
surements obtained in a large-size laboratory facility [29,30] are
re-analysed. The unsteady flow results provide an unique charac-
terisation of the advancing front, of the unsteady turbulent velocity
field in the front, and of the associated turbulent mixing processes
in positive surges and tidal bores.
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Fig. 7. Photographs of tidal bores in France. (A) Approaching tidal bore of the Sélune river on 7 April 2004, (B) tidal bore of the Dordogne river in Sept. 2006 (Courtesy of
Antony Colas) – bore propagation from left to right.

affected significantly the velocity distributions beneath the wave
trough.

It is worthwhile noting the usage of modern velocity measure-
ment techniques in recent studies of undular jumps (Table 1). The
LDV, PIV, and ADV systems record only the velocity field. But, in
undular flows, the pressure gradient is not hydrostatic and detailed
experiments should record both pressure and velocity fields. The
traditional Prandtl–Pitot tube is still the only instrument that can
record simultaneously velocity, pressure and total energy, and the
bed shear stress after appropriate calibration [5,41].

3. Positive surges and tidal bores

Positive surges are commonly observed in man-made channels
and a related occurrence is the tidal bore in estuaries (Fig. 7).
The inception and development of a positive surge are commonly
predicted using the method of characteristics and Saint-Venant
equations [42]. After formation of the surge, the flow properties
immediately upstream and downstream of the front must satisfy
the continuity and momentum principles [2,34,43,44]. Eqs. (1) and
(2) are valid by introducing the surge Froude number definition:
Fr = (V + U )/
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g × d where U is the surge front celerity for an

observed standing on the channel bank. A fully-developed positive
surge is also called a hydraulic jump in translation.

Positive surges were studied by hydraulicians and applied
mathematicians for a few centuries. Major contributions included
the works of Barré de Saint-Venant [42], Boussinesq [12], and more

recently Lemoine [35], Serre [36] and Benjamin and Lighthill [45].
Several researchers discussed the development of a positive surge
[46–49]. Classical experimental investigations of undular surges in-
cluded Darcy and Bazin [10], Favre [26], Zienkiewicz and Sandover
[50], Sandover and Holmes [51], Benet and Cunge [27]. Ponsy and
Carbonnell [52] and Treske [28] presented a comprehensive de-
scription of positive surges in trapezoidal channels of large sizes.
Pertinent reviews comprised Benjamin and Lighthill [45], Sander
and Hutter [53] and Cunge [54]. Recent numerical studies encom-
passed Madsen and Svendsen [55] on the stationary jump, and
Caputo and Stepanyants [56], Madsen et al. [57] and El et al. [58]
on advancing bores.

To date, most experimental studies were limited to visual obser-
vations and sometimes free-surface measurements. For example,
Fig. 8 shows some undular surge characteristics. Fig. 8A presents
some wave amplitude data including a tidal bore data set (Dee
river). Fig. 8B compares the wave steepness aw/Lw between un-
dular surges and jumps. Previous studies rarely encompassed tur-
bulence except in a few limited studies [29,59,60]. In the fol-
lowing paragraph, recent free-surface and turbulent velocity mea-
surements obtained in a large-size laboratory facility [29,30] are
re-analysed. The unsteady flow results provide an unique charac-
terisation of the advancing front, of the unsteady turbulent velocity
field in the front, and of the associated turbulent mixing processes
in positive surges and tidal bores.
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Fig. 18. Hydraulic jump at the spillway toe of Chinchilla minimum energy loss weir on 8 Nov. 1997.

storm water systems and water treatment facilities, hydraulics
jumps may be experienced with Reynolds numbers ranging from
106 to over 108. Fig. 18 illustrates a prototype spillway flow sit-
uation with hydraulic jump Reynolds number of about 107. The
supercritical flow down the concrete spillway chute (Fig. 18, left)
impacts the deep tailwaters resulting in a hydraulic jump. Note the
brown colour of the waters because of the presence of suspended
sediments, yielding a three-phase (water–air-sediment) flow in the
hydraulic jump roller.

In a physical model, the flow conditions are said to be simi-
lar to those in the prototype if the model displays similarity of
form (geometric similarity), similarity of motion (kinematic sim-
ilarity) and similarity of forces (dynamic similarity) [89]. Scale
effects may exist when one or more relevant dimensionless pa-
rameters have different values in the model and prototype. Eq. (6)
highlighted that the study of air bubble entrainment in hydraulic
jumps required a large number of relevant parameters [88]. The
present analysis demonstrated further that dynamic similarity of
two-phase flows in hydraulic jumps cannot be achieved with a
Froude similitude unless working at full-scale (1:1). In experi-
mental facilities with Reynolds numbers up to 105, some viscous
scale effects were observed in terms of the rate of entrained
air (void fraction), air–water interfacial area (bubble count rate)
and bubble size populations (bubble chord time distributions)
(Figs. 15–17).

5. Conclusion

In an open channel, a hydraulic jump is a relatively short
and turbulent flow. Its one-dimensional flow properties may be
solved using the continuity and momentum principles [1]. But, the
present knowledge of the turbulent flow field is fairly limited es-
pecially in environmental and geophysical flow processes such as
those illustrated in Figs. 1, 7, 13 and 18.

The complicated nature of the undular hydraulic jump is de-
scribed and illustrated by experimental means. The undular flow is
subjected to rapid pressure and velocity redistributions between
adjacent troughs and crests. The interactions between boundary
friction and free-surface flow play a major role and they are re-
sponsible for basic differences between undular surges and jumps.
The positive surge is an unsteady form of hydraulic jump which
may be solved using the continuity and momentum principles.
A challenging environmental application is the tidal bore, and the
understanding of turbulence beneath a propagating surge is essen-
tial to comprehend the basic sediment transport processes. The

turbulent hydraulic jump with roller is characterised by strong
air bubble entrainment, spray and splashing. Basic dimensional
consideration, supported by experimental evidences, showed that
Froude-similar experiments are affected by some drastic scale ef-
fects in terms of void fraction, bubble count rate and bubble chord
time distributions. Experimental results obtained with Reynolds
numbers up to 105 cannot be extrapolated to large-size prototype
flows without significant scale effects.

After centuries of research, the hydraulic jump remains a fas-
cinating flow motion and the present knowledge is insufficient
in several areas: e.g., gas entrainment, turbulence, undular flow.
The present expertise lacks further experimental observations at
the geophysical scales: i.e., with Reynolds number of 106 and
above. Numerical modelling of hydraulic jumps may be a future
research direction. The numerical approach is not simple because
the hydraulic jump flow encompasses many challenges including
interactions between vortical structures and free-surface, and two-
phase flow turbulence. Some numerical techniques (LES, VOF) can
be applied to turbulent flows with large Reynolds numbers, but
they lack microscopic resolutions and are not always applicable
to two-phase flows. Other numerical techniques (DNS) provide a
greater level of small-scale details but are limited to turbulent
flows with relatively small Reynolds numbers. Future studies of hy-
draulic jumps may be based upon some composite models linking
up numerical and physical studies.

Glossary

Bélanger equation: momentum equation applied across a hydraulic
jump in a horizontal channel; the equation was named after
Jean-Baptiste Bélanger.

Éteules: French for whelps.
Fawer jump: undular hydraulic jump.
Hydraulic jump: stationary transition from a rapid, high-velocity

flow to a slower fluvial flow motion.
Mascaret: French for tidal bore.
Pororoca: tidal bore of the Amazon river in Brazil.
Positive surge: a positive surge results from a sudden increase in

flow depth. It is an abrupt wave front. The unsteady flow con-
ditions may be solved as a quasi-steady flow situation and a
positive surge is called a hydraulic jump in translation.

Rapidly varied flow: is characterised by large changes over a short
distance (e.g. sharp-crested weir, sluice gate, hydraulic jump).

Roller: in hydraulics, a series of large-scale turbulent eddies: e.g.,
the roller of a hydraulic jump.

Figure I.2 – Photographies de divers ressauts hydrauliques. (a) et (b) Photographies de ressaut

hydraulique dans les fleuve Sélune (a) et Dordogne (b). Le ressaut se propage de la gauche vers

la droite. (c) Ressaut hydraulique en sortie de barrage (Photo extraite de Wikipédia). (d) Photo-

graphie d’un ressaut hydraulique dans le déversoir de Chinchilla. Ces photographies à l’exception

de la sortie de barrage sont extraites de la référence [19]

On peut enfin trouver des équivalents du ressaut hydraulique à de bien plus petites échelles comme

cela a été montré récemment par Cohen et al. [22] qui font état d’un ressaut “capillaire” dans les

mousses (voir Fig. I.3).

I.2 Ressaut dans un canal, relation de passage et nombre de

Froude

I.2.1 Ressaut dans un canal

Le phénomène du ressaut hydraulique dans un canal a été largement étudié par le passé, le plus

souvent pour d’assez grandes échelles. On pense par exemple à Bidone [7] qui voyait dans le ressaut

hydraulique un moyen de surélever le liquide afin de faciliter l’irrigation. Il fut le premier à observer

et à décrire le ressaut hydraulique dans un cas à deux dimensions. On peut également penser à Darcy

et Bazin qui réalisèrent des expériences peu connues autour du ressaut [27].
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Figure I.3 – Séquence d’images de la répartition de liquide faisant suite à la perturbation

d’un bord de Plateau par apport d’une goutte de liquide. Deux ressauts ”capillaro-inertiels” se

propagent à vitesse constante de part et d’autre de la goutte. Les images sont extraites de [22].

Depuis, de très nombreux auteurs ont continué à travailler sur cette question du ressaut hydrau-

lique dans un canal [19], en faisant varier les conditions : un canal s’élargissant [100, 112], un canal

incliné [32, 38, 6] ou en plaçant un obstacle dans le canal pour forcer la position du ressaut [51] etc.

Des études ont aussi été menées en faisant varier les conditions de l’écoulement : laminaire [56] ou tur-

bulent 1[77] ce qui a parfois pour effet d’entrâıner des bulles d’air dans le ressaut [20, 18]. Ce domaine

de recherche apparâıt comme particulièrement actif aux vues des très nombreuses publications sur le

sujet. Cela est probablement dû aux multiples applications que revêt ce phénomène qui touche à la

fois à des problématiques concrètes comme les barrages hydroélectriques et à des études fondamentales

sur les écoulements géophysiques.

I.2.2 Relation de passage

Toutefois, l’un des travaux ayant le plus marqué les recherches sur le ressaut hydraulique reste

l’étude réalisée par l’hydraulicien Jean Baptiste Bélanger [5]. Bélanger y écrit en particulier pour la

première fois les relations de conservation de la quantité de mouvement et du débit au niveau du choc

(voir Fig. I.4) ce qui permet d’aboutir à :

1

2
gH2

J +HJU
2
J =

1

2
gh2

J + hJu
2
J , hJuJ = HJUJ , (I.1)

ce qui donne :

HJ

hJ
=

1

2



√

1 + 8
u2
J

ghJ
− 1


 , (I.2)

avec uJ , hJ , UJ et HJ respectivement les vitesses et hauteurs avant et après le choc (voir Fig. I.1).

Cette relation de passage est déterminante. En effet c’est elle qui fixe la position du choc, lorsque les

profils de hauteurs avant et après sont connus. A ce jour cette relation de passage est toujours utilisée

en l’état bien que parfois corrigée par un terme de tension de surface et des préfacteurs permettant

de tenir compte des profils des écoulements avant et après le choc.

1. Bien que la plupart du temps on se trouve en régime turbulent dans le cas d’un ressaut hydraulique dans un canal.
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Figure I.4 – Schéma d’un ressaut hydraulique utilisé par Bélanger pour illustrer sa description

du phénomène de ressaut dans [5]. Collections patrimoniales des Ponts.

I.2.3 Nombre de Froude

Une façon d’interpréter le phénomène de ressaut, qu’il soit dans un évier ou dans un fleuve, est de

considérer la compétition entre vitesse d’écoulement du liquide et vitesse des ondes gravitaires : dans

la zone amont le liquide se déplace plus vite que les ondes gravitaires, il les entraine donc. Dans la

zone aval, les ondes gravitaires se déplacent plus vite que le liquide, elles sont donc susceptibles de

remonter le courant. Il y a donc accumulation en un point ce qui forme un ”mur liquide” : le ressaut

hydraulique. Pour mesurer la compétition entre ondes gravitaires et vitesses du liquide on utilise un

nombre sans dimension, le “nombre de Froude”, du nom de l’hydrodynamicien anglais William Froude

qui le définit ainsi :

Fr =
v√
gh

(I.3)

Où v est la vitesse du liquide, g l’accélération de pesanteur, h la hauteur de liquide et
√
gh étant par

conséquent la vitesse des ondes gravitaires de surface.

La relation de passage (I.2) fait donc naturellement apparâıtre ce nombre de Froude :

HJ

hJ
=

1

2

(√
1 + 8Fr2

i − 1

)
, (I.4)

où Fri est le nombre de Froude en amont du ressaut ou nombre de Froude interne. Cette relation de

passage couplée à la conservation du débit permet aussi de lier les nombres de Froude amont et aval :

Fri
Fre

=
22/3

(√
1 + 8Fr2

i − 1
)3/2

, (I.5)

où Fri = uJ√
ghJ

et Fre = UJ√
gHJ

avec uJ , hJ , UJ et HJ respectivement les vitesses et hauteur avant et

après le choc.

On aura ainsi Fri > 1 en amont, on parle alors d’écoulement supercritique et Fre < 1 en aval,

on parle alors d’écoulement sous-critique. S’il est aisé de définir le nombre de Froude dans le cas d’un

ressaut fluvial (la vitesse moyenne du liquide étant similaire à la vitesse de surface et les ondes capil-

laires étant évidemment négligeables) cela est plus ambigu (et peut être moins pertinent) dans le cas

du ressaut d’évier qui lui est centimétrique voir millimétrique ( les ondes capillaires y sont donc bien

présentes) et où la structure de l’écoulement est tout sauf simple...
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I.3 Le ressaut hydraulique circulaire

Or, c’est justement le ressaut hydraulique circulaire (ou ressaut d’évier) qui va nous intéresser dans

ce mémoire. Lorsqu’un jet liquide vertical impacte perpendiculairement une plaque horizontale, il est

défléchi et s’écoule radialement le long de la plaque sous forme d’un film mince. 2 Ce film mince de

vitesse moyenne élevée s’épaissit ensuite brutalement, on observe alors un mur liquide ou saut : le

ressaut hydraulique circulaire. Le film liquide épais va ensuite s’écouler radialement jusqu’aux bords

de la plaque. Une illustration de ce phénomène est présentée en Fig. I.5.

Figure I.5 – Un jet liquide (huile silicone de viscosité 20 cS) impacte perpendiculairement une

surface horizontale. On observe un ressaut circulaire hydraulique. Une zone centrale de faible

épaisseur et de forte vitesse (Fri > 1) est séparée par le ressaut de la zone externe où la hauteur

de liquide est importante et la vitesse faible (Fre < 1).

Cela fait maintenant plus de cinq siècles que ce phénomène intrigue : Léonard de Vinci, notait

dans l’un de ses nombreux carnets d’observations (où l’on trouvait également de nombreux croquis

comme ceux présentés en Fig. I.6) : l’eau qui tombe en ligne perpendiculaire par un tuyau arrondi sur

un lieu plan, tracera une onde circulaire autour de l’endroit percuté ; à l’intérieur de ce cercle, l’eau

se mouvra très rapidement et s’étalera en une couche fort mince autour du point frappé, puis finira

par heurter la vague qu’elle a produite qui cherche à retourner au lieu de la percussion. [31]

Les premières expériences contrôlées sur le ressaut circulaire hydraulique sont, elles, dues à Felix

Savart [102, 103]. Lors de ces études de nappes et cloches liquides formées par l’impact d’un jet

perpendiculaire sur un plan horizontal, il se place parfois à faible débit, la structure qu’il observe alors

est celle d’un ressaut hydraulique circulaire. Il s’est donc attaché à la décrire et à la reproduire dans

son Mémoire (voir Fig. I.7).

On doit à Lord Rayleigh en 1914 [94] l’une des premières publications rapprochant le cas du res-

saut hydraulique dans un canal et celui du ressaut circulaire stationnaire que l’on peut observer lors

de l’impact d’un jet. Dans ce travail, qui reprend la condition de choc proposée par Bélanger, il est

2. Au niveau de l’impact du jet on observe aussi une zone de stagnation.
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(a) (b) (c)

Figure I.6 – Croquis issus des carnets de Léonard de Vinci dans la partie “Percussion de

l’eau tombant sur divers objets”. On y retrouve les premières observations concernant le ressaut

circulaire hydraulique. On remarquera en particulier l’intuition de de Vinci proposant trois ex-

périences différentes : (a) le ressaut hydraulique sur une surface plane sans bords (ou mur de

confinement), (b) l’interaction de plusieurs jets et l’interaction des ressauts qui en découlent et

(c) le ressaut hydraulique sur une surface plane mais avec un bord. On retrouvera ces croquis

dans les carnets [31] dont les originaux sont conservés à la British Library.

Figure I.7 – Vue de côté d’un ressaut hydraulique circulaire reportée par Savart dans [102].

également fait état de la dissipation d’énergie qui a lieu lors du choc : même pour un liquide inviscide,

comme celui considéré jusqu’à présent, l’énergie n’est pas conservée de part et d’autre du choc. On

doit donc à Rayleigh l’application des théories, déjà bien établies dans le cas d’un ressaut dans un

canal, au cas du ressaut circulaire, même s’il ne les a pas traitées lui-même.

Ces travaux en inviscide sont suffisants pour prédire la position du choc en connaissant les hauteurs

amont et aval comme cela est expliqué dans l’article de Watson [114]. Cette théorie sera développée

plus loin mais on peut dorénavant dévoiler qu’elle donne une très mauvaise prédiction de la position

du ressaut. L’approximation d’un fluide inviscide est beaucoup trop forte même pour traiter le cas

usuel où la viscosité n’est jamais négligeable.

C’est Tani [108] qui tentera la première modélisation du ressaut “visqueux”. En effet, une couche

limite visqueuse se développe après l’impact du jet et envahit rapidement toute l’épaisseur de liquide

dans la zone interne. Cette couche limite a pour effet de ralentir grandement le liquide, modifiant

ainsi son épaisseur. Cette prise en compte de la composante visqueuse du liquide permet ensuite l’une

des théories les plus abouties du ressaut circulaire : l’approche développée par Watson [114]. L’ori-

ginalité de cette théorie est de découper la zone interne (avant le choc) en quatre parties distinctes

(le choc, le développement de la couche limite, la transition vers un profil auto-similaire une fois que

la couche limite a envahi l’épaisseur du liquide et enfin le profil auto-similaire) 3. Le ressaut circu-

laire n’a depuis cessé d’intriguer la communauté scientifique donnant lieu à des études expérimentales

[26, 76, 9, 10, 52, 42, 43, 13, 14, 99], de nombreuses simulations numériques [56, 117, 82] et des études

théoriques [45, 11, 8, 49, 56, 57, 90, 12, 13, 113, 14, 93, 63, 28, 97, 98, 79]. Parmi celles-ci il convient

toutefois de distinguer l’étude menée par Bohr et al. qui utilise les équations de couche limite et abou-

tit à une loi d’échelle simple, donnant cette position du ressaut en fonction des principaux ingrédients

3. Cette théorie est développée dans les pages qui suivent.
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physiques du ressaut : la viscosité, le débit et la gravité 4.

I.4 De l’évier aux étoiles

Le ressaut circulaire est également vu comme un outil analogique d’analyse d’autres objets phy-

siques. En particulier la transition entre zone supercritique et souscritique permet de modéliser de

nombreux phénomènes à commencer par le passage d’une zone supersonique à une zone subsonique.

Le ressaut hydraulique est ainsi analogue à l’onde de choc qui se forme près d’un avion supersonique

et qui correspond au passage de la vitesse de l’air v d’une valeur supérieure à une valeur inférieure

à celle du son c. L’analogue du nombre de Froude est ici le nombre de Mach Ma = v/c. D’ailleurs

en plongeant la pointe d’une aiguille dans la zone de faible épaisseur (et donc de forte vitesse) de la

nappe liquide on observe, derrière l’obstacle la formation d’un sillage en forme de “V” caractéristique

(voir Fig. I.8) ; l’angle de ce “V” dépend du nombre de Froude, comme les écoulements compressibles

dépendent du nombre de Mach. 5

(a)

JANNES, PIQUET, MAÏSSA, MATHIS, AND ROUSSEAUX PHYSICAL REVIEW E 83, 056312 (2011)

However, despite the passage of nearly a century since
Rayleigh’s description, an explicit experimental proof that the
transition from a supercritical to a subcritical flow occurs
precisely at the jump, and that the jump hence constitutes
a white hole horizon, has so far not been provided. Two
strategies could be pursued to provide such a proof. First, one
could measure vs

r and c separately and compare their values.
Some measurements of the surface velocity exist (see, e.g.,
Ref. [14]). But these are rather sparse for the inner region. This
is probably due to the high value of the speed of flow inside
the jump and the complicated nature of its full profile (which
could also have an important nonradial component). Moreover,
the extreme thinness of the fluid film, typically thinner than
a particle image velocimetry laser sheet, means that such
imagery methods should be handled with care. Even more
complicated is the measure of the surface wave propagation
velocity c. A direct measure could be performed by sending
and tracking surface waves. Possible complications include the
dispersive nature of c, as well as the “backreaction” problem
well known in gravity, that is, the influence of the wave itself on
the geometry of the jump. Alternatively, one could measure the
height h of the fluid and, in principle, derive c as c =

√
gh plus

possible dispersive corrections. But this induces an additional
approximation, which one would prefer to avoid. From the
point of view of the white hole analogy, the second and better
strategy is therefore to measure the ratio vs

r /c directly. Our
demonstration relies on the Mach cone associated with the
supercritical flow in the inner region of the jump.

It is well known that the envelope of the subsequent wave
fronts emitted by an object moving at a supersonic speed forms
an observable cone, the Mach cone [15]. The half-angle θ
(or Mach angle) of the cone can be related to the speed of
sound cso and the propagation velocity v of the object through
simple trigonometry: sin θ = cso/v = 1/M , with M the Mach
number. The same holds true for a point-like object at rest on
the surface of a supercritical fluid flow (vs

r > c), with c now
the propagation speed of surface waves. Measurements of the
Mach angle therefore allow one to trace the ratio vs

r /c in the
supercritical region. θ should exactly equal π/2 at the hydrody-
namic white hole horizon, where c = vs

r , and become complex
(the Mach cone disappearing) in the subcritical region.

II. EXPERIMENTS

Our experiment to demonstrate the presence of a hydrody-
namic horizon consists essentially of the following. Silicon oil
was pumped from within an aquarium through a steel nozzle
and impacted on a PVC plate placed inside the aquarium. The
silicon oil has a high viscosity (ν = 20 cS ≈ 20νwater), a low
surface tension (γ = 0.0206 N/m ≈ 1

3γwater), and a density
ρ = 950 kg/m3. The high viscosity allows maximization of
the laminarity of the flow. It also guarantees that we create
type I circular jumps (with a smooth unidirectional surface
flow) over a larger range of flow rates rather than type II
jumps (which exhibit surface flow reversal currents near the
jump radius) or even turbulent jumps like in water (see,
e.g., Ref. [3]). Such effects might be interesting from a
fluid mechanics point of view but are detrimental to the
gravitational analogy, which assumes a smooth propagation of
the surface waves. A low surface tension, moreover, guarantees

FIG. 1. (Color online) Dependence of the jump radius Rj [filled
(red) dots] and the fluid jet radius rjet [solid (blue) line, theoretical
curve; open (blue) diamonds, experimental values measured at a
distance z = 13 mm downward from the nozzle] on the flow rate
Q. Experimental parameters: distance from nozzle to impact plate
d = 76 mm; nozzle radius a = 1.925 mm; external fluid height
far from the jump H = 0 mm. Inset: Cross-section diagram of the
circular jump.

that we avoid polygonal or more exotic jump shapes [5].
The jump that we obtain therefore corresponds to the most
straightforward white hole analogy, namely, the circularly
symmetric (nonrotating) white hole. Figure 1 shows a typical
example of the jump radius Rj and the radius of the fluid jet
rjet versus the flow rate Q. The theoretical rjet curve is obtained
through rjet/a = (1 + 2gzπ2a4/Q2)−1/4, where a is the nozzle
radius and z the downward distance from the nozzle.

A needle penetrates the flow surface at a varying distance
from the jet’s impact point (the center of the circular jump)
(see Figs. 2 and 3) to create the Mach cones. We measure
the Mach angle as close as possible to the needle. Our main
results, the Mach angles θ as well as the resulting relation

FIG. 2. (Color online) Mach cone in a circular hydraulic jump.

056312-2

(b)

Figure I.8 – (a) Ressaut circulaire hydraulique. On observe une ride en “V” ouvert vers l’exté-

rieur ou cône de Mach. Cela correspond à un effet d’onde de choc, analogue au “bang” superso-

nique d’un avion. Photographie : Jannes et al. [60].(b) Photographie d’un avion de chasse en vol

supersonique. La condensation de l’eau forme des nuages qui servent de marqueurs des zones en

dépression. Le nuage triangulaire principal représente le cône de Mach le plus important, formé

à partir du bord d’attaque de l’aile. Photographie : Charles Mc Cain, Flick.

On peut aller encore plus loin avec un ressaut hydraulique. L’astrophysique nous propose des

applications de ce phénomène à des échelles un million de fois plus grandes que notre évier. Foglizzo et

al. proposent d’interpréter en terme hydrodynamique l’accrétion de neutrons entrâınant la formation

d’une étoile à neutrons couplée à une supernova [44] 6. Pour modéliser expérimentalement un tel

4. Nous développerons plus loin ce modèle. Nous détaillerons également l’apport théorique de la plupart des études

citées ici en tachant d’en faire ressortir les grandes lignes.

5. Comme dans le cas du nombre de Mach où l’on observe une zone transsonique complexe pour 0, 94 < Ma < 1, 2,

la valeur du nombre de Froude n’est jamais de 1 au niveau du choc. Fr passe de Fr > 1 à Fr < 1 brutalement

puisqu’il n’est pas possible de définir Fr au niveau du choc. L’écoulement du liquide devenant vertical, il n’est alors

plus comparable de façon simple à la célérité des ondes de surface...

6. Pour mémoire, une étoile à neutrons est un astre principalement composé de neutrons maintenus ensemble par les

forces de gravitation. De tels objets sont le résidu compact issu de l’effondrement gravitationnel du cœur d’une étoile

massive quand celle-ci a épuisé son combustible nucléaire. Cet effondrement s’accompagne d’une explosion des couches

externes de l’étoile, qui sont complètement disloquées et rendues au milieu interstellaire, phénomène appelé supernova.
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phénomène à notre échelle Foglizzo et al. propose un dispositif ingénieux : un “ressaut circulaire

inversé”. Dans une géométrie cylindrique, une nappe de liquide de faible épaisseur est injectée par les

côtés sur une surface de forme hyperbolique Hgrav(r) ∝ − 1
r , un ressaut se forme ensuite et l’écoulement

vers le tube d’évacuation central se fait ensuite en régime sous-critique 7. La forme hyperbolique est

analogue au potentiel de gravité dû au coeur dense de la proto étoile à neutron. La hauteur de liquide

est reliée à la densité d’un gaz compressible (ici un gaz de neutrons) et le ressaut hydraulique figure le

choc d’accrétion de l’étoile à neutrons. Une illustration de l’expérience est proposée en Fig. I.9. Une

fois encore, le nombre de Froude dans cette géométrie permet l’analogie avec le nombre de Mach. Les

résultats de Foglizzo et al. montrent que sous certaines conditions une instabilité se développe et brise

la symétrie et cela de manière analogue à ce qui se passe pour une étoile à neutrons.

(a)
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A Shallow Water Analogue of the Standing Accretion Shock Instability:
Experimental Demonstration and Two-Dimensional Model
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Despite the sphericity of the collapsing stellar core, the birth conditions of neutron stars can be
highly non spherical due to a hydrodynamical instability of the shocked accretion flow. Here we
report the first laboratory experiment of a shallow water analogue, based on the physics of hydraulic
jumps. Both the experiment and its shallow water modeling demonstrate a robust linear instability
and nonlinear properties of symmetry breaking, in a system which is one million times smaller and
about hundred times slower than its astrophysical analogue.

PACS numbers: 97.60.Bw, 95.30.Lz, 47.20.-k, 01.50.Pa

The physics of stellar core-collapse involves complex in-
gredients such as nuclear physics, neutrino interactions,
multidimensional hydrodynamics and general relativity.
Current understanding is based on simplified formula-
tions which make the problem numerically tractable at
least, if not physically intuitive. A recent breakthrough
occurred on the hydrodynamical side with the recogni-
tion of a new instability mechanism [1–7] taking place
in the inner 200km of the collapsing core, during a few
hundred milliseconds before the explosion, while a spher-
ical accretion shock stalls above the surface of the proto-
neutron star. This shock was found to be unstable with
respect to global oscillations, with a period of a few tens
of milliseconds. An explosion is launched when sufficient
neutrino energy diffusing out of the dense central region
has been intercepted by the post-shock accreting mat-
ter [8]. When the explosion proceeds, the large scale
asymmetry resulting from this standing accretion shock
instability (SASI) imposes on the neutron star a velocity
kick mediated by gravitational forces [9–12], and can also
affect its spin in a direction surprisingly opposite to the
global rotation of the shock wave [13, 14]. The pulsar spin
period that could be accounted for by the spiral mode of
SASI is still debated [12–15]. These effects are likely to
depend on the progenitor mass and rotation rate, the
physical ingredients of the numerical model, and could
also be sensitive to numerical limitations such as numer-
ical resolution. We shed new light on the physical nature
of these processes by adopting an experimental approach
for the first time. The outcome is strikingly similar to the
astrophysical results obtained through numerical simula-
tions in an adiabatic approximation [13]. The simplicity
of the experiment in the familiar environment of shallow
water physics should allow physicists to build up physical
intuition about this instability.
A Shallow Water Analogue to a Shock Instability. The

experimental set up named SWASI is designed to produce
a Shallow Water Analogue of a Shock Instability. It is
based on the analogy between acoustic waves in a gas and

FIG. 1. Like the classical hydraulic jump in a kitchen sink
(upper left), the SWASI experiment (upper right and bot-
tom) involves a hydraulic jump associated to the deceleration
of a radial flow of water. Water is injected inward from an
annular injection reservoir (R) along a hyperbolic potential
well, and evacuated through a vertical cylinder (C), whose
walls mimic the surface of the neutron star. A pump (P)
distributes collected water. The lower picture illustrates the
stationary and axisymmetric character of water injection in a
stable configuration.

surface gravity waves in shallow water [16]. Their veloc-
ity c when the depth H is smaller than their wavelength
is defined by c2 = gH , where g is the gravitational accel-
eration in the laboratory. The hyperbolic shape Hgrav(r)
of the surface on which the shallow fluid flows is a for-
mal analogue to the gravitational potential Φ = gHgrav,
dominated by the mass of the central proto-neutron star.
The system of equations defining this flow in the inviscid
2D approximation can be directly compared to the equa-
tions describing an isentropic gas with an adiabatic index
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Experimental Demonstration and Two-Dimensional Model
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1AIM, IRFU/SAp, CEA Saclay, 91191, France
2ICF, UNAM, 62210, Mexico

3DAMTP Cambridge, CB3 0WA, UK
(Dated: accepted December 13, 2011)

Despite the sphericity of the collapsing stellar core, the birth conditions of neutron stars can be
highly non spherical due to a hydrodynamical instability of the shocked accretion flow. Here we
report the first laboratory experiment of a shallow water analogue, based on the physics of hydraulic
jumps. Both the experiment and its shallow water modeling demonstrate a robust linear instability
and nonlinear properties of symmetry breaking, in a system which is one million times smaller and
about hundred times slower than its astrophysical analogue.

PACS numbers: 97.60.Bw, 95.30.Lz, 47.20.-k, 01.50.Pa

The physics of stellar core-collapse involves complex in-
gredients such as nuclear physics, neutrino interactions,
multidimensional hydrodynamics and general relativity.
Current understanding is based on simplified formula-
tions which make the problem numerically tractable at
least, if not physically intuitive. A recent breakthrough
occurred on the hydrodynamical side with the recogni-
tion of a new instability mechanism [1–7] taking place
in the inner 200km of the collapsing core, during a few
hundred milliseconds before the explosion, while a spher-
ical accretion shock stalls above the surface of the proto-
neutron star. This shock was found to be unstable with
respect to global oscillations, with a period of a few tens
of milliseconds. An explosion is launched when sufficient
neutrino energy diffusing out of the dense central region
has been intercepted by the post-shock accreting mat-
ter [8]. When the explosion proceeds, the large scale
asymmetry resulting from this standing accretion shock
instability (SASI) imposes on the neutron star a velocity
kick mediated by gravitational forces [9–12], and can also
affect its spin in a direction surprisingly opposite to the
global rotation of the shock wave [13, 14]. The pulsar spin
period that could be accounted for by the spiral mode of
SASI is still debated [12–15]. These effects are likely to
depend on the progenitor mass and rotation rate, the
physical ingredients of the numerical model, and could
also be sensitive to numerical limitations such as numer-
ical resolution. We shed new light on the physical nature
of these processes by adopting an experimental approach
for the first time. The outcome is strikingly similar to the
astrophysical results obtained through numerical simula-
tions in an adiabatic approximation [13]. The simplicity
of the experiment in the familiar environment of shallow
water physics should allow physicists to build up physical
intuition about this instability.
A Shallow Water Analogue to a Shock Instability. The

experimental set up named SWASI is designed to produce
a Shallow Water Analogue of a Shock Instability. It is
based on the analogy between acoustic waves in a gas and

FIG. 1. Like the classical hydraulic jump in a kitchen sink
(upper left), the SWASI experiment (upper right and bot-
tom) involves a hydraulic jump associated to the deceleration
of a radial flow of water. Water is injected inward from an
annular injection reservoir (R) along a hyperbolic potential
well, and evacuated through a vertical cylinder (C), whose
walls mimic the surface of the neutron star. A pump (P)
distributes collected water. The lower picture illustrates the
stationary and axisymmetric character of water injection in a
stable configuration.

surface gravity waves in shallow water [16]. Their veloc-
ity c when the depth H is smaller than their wavelength
is defined by c2 = gH , where g is the gravitational accel-
eration in the laboratory. The hyperbolic shape Hgrav(r)
of the surface on which the shallow fluid flows is a for-
mal analogue to the gravitational potential Φ = gHgrav,
dominated by the mass of the central proto-neutron star.
The system of equations defining this flow in the inviscid
2D approximation can be directly compared to the equa-
tions describing an isentropic gas with an adiabatic index

Figure I.9 – (a) Comme dans le cas du ressaut hydraulique classique, l’expérience de Foglizzo

et al. est centrée sur le ressaut hydraulique. L’eau est injectée par les bords à l’aide d’un réservoir

annulaire d’injection (R) le long d’un potentiel hyperbolique de hauteur et évacuée par un cylindre

vertical (C) dont le mur figure la surface de l’étoile à neutron. Une pompe (P) distribue l’eau

récupérée dans le réservoir. (b) La photographie illustre le caractère axisymétrique et stationnaire

de l’injection d’eau dans une configuration stable. On observe dans la zone externe le film mince

de forte vitesse puis le ressaut hydraulique et enfin la couche épaisse. Schéma et photographie

extraits de Foglizzo et al. [44].

Un autre phénomène en cosmologie dont le ressaut circulaire est un système modèle est le “trou

blanc” soit un trou noir regardé en inversant le temps ; on parlera plutôt de retournement temporel.

En effet, il existe une analogie mathématique entre la propagation de champs dans un espace-temps

en relativité générale et les ondes gravitaires à la surface d’un liquide en mouvement. En particulier les

émissions stimulées de radiation thermique d’un trou blanc peuvent être mises en lien avec les ondes

de surface que l’on peut observer en amont d’un obstacle placé dans un écoulement rapide [115]. Le

parallèle entre ressaut et trou blanc a été proposé par plusieurs groupes : Volovik [110], Ray et al. [93]

et Jannes et al. [60]. Pour Volovik, dans la partie interne du ressaut la vitesse du liquide dépasse la

célérité des ondes gravito-capillaires (ripplons). Ces ripplons sont donc considérés comme relativistes

puisque advectés par le liquide et ne pouvant se propager dans cette zone interne. La même métrique 8

peut donc être utilisée pour décrire à la fois le trou blanc et la propagation de ces ripplons. Cette

approche théorique est ensuite reprise et développée par Ray et al. qui étudient les ondes stationnaires

et propagatives dans les zones internes et externes du ressaut circulaire hydraulique. Jannes et al.

cherchent à apporter des preuves expérimentales sur ce lien entre ressaut circulaire et trou blanc (ap-

pelé aussi fontaine gravitationnelle) en mesurant l’angle du cône de Mach créé en plongeant une aiguille

7. Il s’agit donc de l’expérience inverse du jet impactant : un film liquide à forte vitesse est injecté par les bords

d’une plaque, donne naissance à un ressaut hydraulique et s’évacue par un tube centrale.

8. Painlevé-Gullsrand à 2+1 dimension
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dans la zone interne du ressaut (il s’agit du fameux “V” décrit plus haut et illustré par la Fig. I.8).

Ils se proposent en outre de démontrer théoriquement le caractère “superluminal” de la relation de

dispersion des ondes gravito-capillaires puisque la vitesse des ondes est bien inférieure à celle du liquide.

I.5 Ressaut circulaire, vortex et polygones

I.5.1 Structure du ressaut circulaire

D’un point de vue hydrodynamique, le ressaut circulaire est un exemple remarquable de la com-

plexité que peut revêtir la sélection de forme d’un écoulement à surface libre. En particulier la structure

propre du ressaut soulève des questions fondamentales : le choc est accompagné par un décollement

de la couche limite qui se développe dans la zone interne. Ce décollement peut s’accompagner de

phénomènes de recirculations qui peuvent donner lieu à des brisures de symétries susceptibles d’être

généralisées à d’autres situations physiques comme nous le verrons plus loin.

Historiquement cette question de la structure est née de la volonté de fixer des murs au bout de

la plaque sur laquelle on fait impacter le liquide, ainsi qu’illustré sur la Fig. I.10. L’idée était simple :

si la hauteur du mur Hmur est suffisante on peut considérer que la hauteur du mur correspond à

peu près à la hauteur de liquide juste après le ressaut HJ . Cela permettait de fixer une des variables

dans l’équation du choc de Bélanger (I.1) et donc de simplifier la résolution du problème. Il est alors

apparu que ces murs de confinement pouvaient avoir une influence énorme, changeant la structure

même de l’écoulement après le choc et en particulier donnant naissance à des vortex de recirculation.

L’apparition de ces vortex et les différents modes de recirculation permettent de définir plusieurs types

de ressauts.

RJ

Hmur

Figure I.10 – Schéma d’un ressaut hydraulique vu de côté. On se propose de rajouter un mur

de confinement de hauteur Hmur en bord de plaque et d’observer son influence sur RJ ainsi que

sur la structure même de l’écoulement.

Ces différents types de ressaut ont d’abord été observés par Craik et al. [26] puis Liu et al. [76].

Nous nous proposons ici de répertorier les structures observées jusqu’à présent. 9

Le ressaut de type I (voir Fig. I.11) est considéré comme le ressaut circulaire classique, il est

obtenu avec des murs de faibles hauteurs, voire pas de mur du tout [108] comme c’est le cas dans

notre dispositif expérimental. Il se caractérise par un écoulement radial à l’exception d’une zone de

recirculation simple juste en aval du ressaut. Il est à noter que cette zone de recirculation peut être

9. La nomenclature type I, II est due à Ellegaard et al. [9] et la distinction entre type IIa et IIb est, elle, due à Liu

et al. .
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extrêmement faible, en particulier en l’absence de mur de confinement. 10. Le type IIa se caractérise

lui par un vortex (ou bulle de séparation) similaire au précédent mais de plus grand rayon et surtout

par un deuxième vortex ayant pour effet de renverser le sens de la vitesse de surface au niveau du mur

liquide (voir Fig. I.11). Lorsque la hauteur extérieure augmente davantage, le ressaut se transforme en

type IIb caractérisé par une structure en “double ressaut”. (voir Fig. I.11). Le ressaut devient ensuite

irrégulier et instationnaire. On peut aussi observer un entrainement d’air à la base du ressaut qui sera

responsable de perturbations supplémentaires...

En résumé, lorsque l’on augmente la hauteur du mur extérieur, tout autre paramètre laissé fixe,

on observe successivement : un ressaut de type I puis un ressaut de type IIa, un ressaut de type IIb

et enfin un ressaut instable.

RJ
Type I RJ Type IIa

RJ Type IIb

Figure I.11 – Lorsque l’on augmente progressivement la hauteur extérieure Hmur on observe des

changements successifs dans la structure même de l’écoulement du ressaut circulaire laminaire.

Pour Hmur faible on a un ressaut de type I (faible zone de recirculation après le choc). On

augmente Hmur et l’on transite alors brutalement vers un ressaut de type IIa (apparition d’un

deuxième vortex en surface du mur liquide : le sens de la vitesse de surface du mur est alors

opposé à celui de l’écoulement général). Pour Hmur élevé on observe un ressaut de type IIb

(similaire au précédent mais avec un double ressaut).

Il est difficile d’aller au-delà de cette vision très qualitative : les paramètres intervenant dans les

transitions entre différents types sont en effet extrêmement nombreux : viscosité, débit, tension de

surface, hauteur du mur, rayon de la plaque, rayon de la buse... Si bien qu’il n’existe pas à ce jour

de diagramme de phase vraiment complet. On peut toutefois citer le travail de Bush et al. qui a déjà

fortement débroussaillé l’influence des différents paramètres expérimentaux dans la référence [14] sans

toutefois aboutir à un tel diagramme de phase. Il faut aussi noter que les passages entre différents

types de ressaut sont des phénomènes hystérétiques, il reste donc encore nombre de choses à apprendre

sur ce sujet.

10. Malgré tous nos efforts nous ne sommes pas parvenus à visualiser cette zone de recirculation simplement avec

notre dispositif expérimental (ce qui laisse même l’hypothèse ouverte d’un éventuel type 0 sans aucune recirculation)
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I.5.2 Vers le facettage

Une importante observation faite par Ellegaard et al. est que le ressaut hydraulique de type II

(et seulement celui-là) peut se déstabiliser pour adopter une forme polygonale stable et stationnaire.

Un ressaut polygonal a au moins trois côtés mais on peut atteindre des polygones d’une dizaine de

côtés (voir Fig. I.12). Une fois encore rappelons que l’exploration de l’espace des phases n’a jusqu’à

présent pas été faite de manière complète, il n’y a donc pas actuellement de limite au nombre de côtés

possibles pour un ressaut ! 11 Pour obtenir de tels ressauts polygonaux, il est utile de suivre quelques

recommandations : le débit du liquide doit être modéré pour éviter de se placer dans un régime tur-

bulent ou instable, le liquide doit avoir une tension de surface importante (on utilise typiquement des

mélanges eau-glycérol de viscosités variables et de tension de surface voisine de 65 mN/m). Cet effet

de la tension de surface semble critique : l’ajout d’une à deux gouttes de surfactant (par exemple un

liquide vaisselle commercial) à un ressaut pentagonal stable et stationnaire suffit à supprimer l’insta-

bilité polygonale et à retrouver une forme circulaire [14].
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(a) (b)

(d)(c)

Figure 3. A number of jump shapes observed in the polygon regime: (a) triangle, (b) square,
(c) pentagon, (d) n-gon.

At the highest flow rates examined, the flow within the thin film becomes turbulent
(Watson 1964). We here restrict our attention to the case of laminar upstream flow
in which there is no air entrainment at the jump.

The 0.5 cm nozzle radius corresponds to that used in the study of Ellegaard et al.
(1998, 1999) and yielded the most regular polygonal jumps. Examples of the polygonal
jump structures observed in our experiments are presented in figure 3. Varying the
nozzle size and test fluid allowed us to explore a new regime marked by steady stable
structures that included oval-, cat’s eye-, bowtie-, butterfly- and clover-shaped jumps,
henceforth all referred to as the ‘clover regime’. Shapes arising in the clover regime are
presented in figure 4. We note that the jumps arising in the clover regime are marked
by the tiered structure characteristic of the Type IIb jumps. Some polygonal and clover
forms were subject to weak time-dependent fluctuations, typically characterized by a
net rotational motion of the entire jump structure, or the propagation of wave-like
disturbances towards a single point on the jump.

The flow that accompanies the polygonal jumps is described by Ellegaard et al.
(1999), and was visualized here through tracking microbubbles suspended in the flow.
An example of bubble traces apparent in the corner region of a polygonal jump
are illustrated in figure 5. The axial symmetry within the radially expanding film is
evidently broken when the flow reaches the jump. Fluid is partially redirected along
the jump front and so funnelled towards the corners of the jump, resulting in radial
jets emerging from the corners. In the clover regime, the vortices adjoining the jump
have a limited vertical extent, thus giving jumps in the clover regime their two-tiered
structure (figure 2c).

Figure I.12 – Plusieurs formes de ressaut observées en régime polygonal : (a) triangle, (b)

carré, (c) pentagone , (d) polygone à n côtés. Il est à noter que cette déstabilisation en ressaut

polygonal ne peut être obtenue que pour des ressaut de type II. Photographies tirées de Bush et

al. [14].

Bush et al. montre qu’en modifiant la taille de la buse on pouvait obtenir un autre type de facettage

que celui exhibé pour la première fois par Ellegaard et al. [42, 43] et pressenti pour la première fois

par Craik et al. qui y fait référence dans son étude [26]. Il appelle ce nouveau régime “clover” (ou trèfle

en français) il se caractérise par de nouvelles structures présentées en Fig. I.13 incluant un ressaut

“ovale”, un ressaut “oeil de chat”, un ressaut “noeud papillon”, un ressaut “papillon” ou encore des

ressauts “trèfle” à trois, quatre (ou même davantage) feuilles 12. Ces ressauts se caractérisent, comme

on peut le constater visuellement, par une structure de type IIb.

Certaines de ces formes montrent des effets instationnaires se caractérisant, par exemple, par un

11. A notre connaissance, la publication la plus complète sur ce sujet est encore celle de Bush et al. [14].

12. Bien sûr les ressauts trèfles à 4 feuilles portent bonheur...
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38 J. W. M. Bush, J. M. Aristoff and A. E. Hosoi

(a) (b)

(c) (d)

(e) ( f )

Figure 4. Jump shapes observed in the clover regime: (a) cat’s eye, (b) bowtie, (c) butterfly,
(d) three-leaf clover, (e) four-leaf clover, (f ) octagonal clover. Note the tiered double-jump
structure characteristic of the Type IIb regime.

The significance of surface tension for the frontal instability was clearly and simply
demonstrated. The flow parameters were set in order to obtain a steady pentagonal
jump of mean radius 2 cm. A small volume (1–2 drops) of surfactant (either a super-
wetting agent or a commercial detergent) was added to the reservoir fluid, and resulted
in the three qualitative changes apparent in figure 6. First, the jump expanded, with
its mean radius increasing by approximately 20 %. Second, the polygonal instability
was suppressed, and the jump assumed a circular form. Third, the jump became
significantly less abrupt. The increase in mean radius is consistent with the theoretical
predictions of Bush & Aristoff (2003) for the influence of the curvature force. The
suppression of the polygonal form clearly indicates the importance of surface tension
on the jump stability, the nature of which will be discussed in § 6.

Figure I.13 – Formes de ressaut observées dans le régime trèfle : (a) oeil de chat, (b) noeud

papillon, (c) papillon, (d) trèfle à trois feuilles, (e) trèfle à quatre feuilles, (f) trèfle octogonal. On

peut remarquer sur ces photos la structure typique “double ressaut” caractéristique des ressauts

de type IIb. Photographies tirées de Bush et al. [14].

mouvement de rotation de l’ensemble de la structure du ressaut. L’écoulement qui engendre le ressaut

polygonal est décrit par Ellegaard et al. [43] et peut être observé à l’aide de microbulles en suspension

dans l’écoulement (voir Fig. I.14). De manière évidente l’écoulement cesse d’être radial lorsqu’il atteint

le ressaut. Le fluide est partiellement redirigé le long du front du ressaut par le vortex (voir Fig. I.11)

et est donc “canalisé” vers les coins du ressaut, où en résulte des jets radiaux “sortant” de ces coins.

Pour clore ce sujet rappelons qu’une modélisation théorique de ce phénomène a été proposée par

Martens et al. [79]. Ce modèle repose sur la conservation de la masse, l’équilibre des forces radiales

entre la pression hydrostatique et les contraintes visqueuses à la surface du vortex, mais aussi avec un

terme de tension de surface à travers la pression qu’elle induit. Ce modèle peut être linéarisé autour

de l’état circulaire. Un modèle simplifié mais soluble analytiquement peut en être ensuite extrait et il

permet de conclure à l’existence de formes polygonales. Il conclut aussi à la sélection du nombre de

côtés par une instabilité similaire à Rayleigh-Plateau.

I.5.3 Généralisations à d’autres configurations d’écoulements axisymétriques

Une récente étude menée par Labousse et al. tend à montrer que les mécanismes qui conduisent à la

déstabilisation en ressaut polygonal peuvent être généralisés à d’autres situations expérimentales [70].
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Figure 5. A streak image illustrating bubble tracks in the neighbourhood of the corners of
the hydraulic jump. The shutter speed was 1/100 s; the image thus illustrates clearly the high
speed of the flows. Note the regions of recirculation adjoining the jump and the vigorous
vortices adjoining the corners.

(a) (b)

Figure 6. The influence of surfactant on the polygonal hydraulic jump. (a) A polygonal
hydraulic jump generated with a glycerol–water solution. (ρ = 1.1 g cm−3, Q = 51 cm3 s−1,
H = 0.65 cm, ν =10 cS, a =0.5 cm). (b) The same configuration after the addition of a surfactant
(liquid Dove) to the reservoir, which reduces the surface tension from 70 to 40 dyn cm−1. The
addition of surfactant causes the polygonal jump to relax into a circular form, and to expand
slightly. Radial gradations indicate intervals of 0.5 cm.

4. Parameter study
We consider a nozzle of radius RN ejecting fluid downward at uniform speed U0;

the associated flux is Q = πR2
NU0. The jet descends a distance Z in a gravitational

field −gẑ before striking a rigid horizontal boundary covered by fluid of outer
depth H (figure 1). The source conditions may be eliminated from consideration by

Figure I.14 – On peut voir sur cette image la trainée laissée par les microbulles en suspension

dans l’écoulement au voisinage d’un coin de ressaut hydraulique polygonal. La vitesse d’obturation

était de 1/100 s ; l’image montre donc clairement la grande vitesse de l’écoulement. On notera

les zones de recirculation visibles au niveau du ressaut et les tourbillons jouxtant les coins.

Photographie de Bush et al. extraite de [14].

Il en est ainsi pour la déstabilisation d’un tore liquide maintenu en lévitation par l’effet Leidenfrost

en un tore polygonal (voir Fig. I.15) [83]. Ce sont également les mêmes mécanismes qui conduisent à

la déstabilisation du “bump” hydraulique en bump polygonal [69].

Un bump hydraulique est obtenu par un jet plongeant dans un bain du même liquide : au delà

d’un débit seuil on peut observer une déplétion de la surface au voisinage du jet. C’est cette déplétion,

illustrée en Fig. I.15, qui est appelée bump hydraulique. L’écoulement se caractérise par un vortex

circulaire sous la surface. Ce vortex est circulaire à de faibles débits mais peu aussi se déstabiliser en

une forme polygonale.

Cette étude théorique montre que deux mécanismes d’instabilité sont impliqués dans la déstabilisa-

tion d’un vortex toröıdal (d’un tore circulaire à un tore polygonal) : la tension de surface (typiquement

une instabilité de type Rayleigh-Plateau) et l’inertie du fluide. Une analyse de stabilité permet de pré-

dire le nombre de côtés du polygone ainsi formé et de quantifier le rôle de chacun des deux mécanismes.

Ces résultats théoriques offrent un accord excellent avec les observations expérimentales.

I.6 Autres ruptures (forcées) de symétrie

Il est possible d’observer d’autres types de ruptures de symétries du ressaut celles-ci forcées et

non plus spontanées, dans d’autres configurations expérimentales. Dressaire et al. [36, 37] ont par

exemple montré qu’une modification du substrat permettait d’obtenir des ressauts polygonaux via des

mécanismes différents de ceux présentés précédemment. Il est aussi possible de briser la symétrie du

ressaut en inclinant le jet liquide par rapport à l’horizontal.

I.6.1 Rupture de symétrie par texturation du substrat

Dans la plupart des situations, les particularités du substrat peuvent a priori être négligées. Le

liquide inondant totalement la surface impactée, le seul effet du substrat réside dans la condition de

non glissement du fluide au contact de la plaque. Pourtant Dressaire et al. se sont intéressés à l’impact

d’un jet vertical sur une plaque horizontale micro texturée permettant de modifier cette condition de

non glissement d’un point de vue macroscopique [36, 37].

Dressaire et al. a étudié l’écoulement induit par l’impact d’un jet sur un motif régulier de micro
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(a)

2 Labousse et al.

Fig. 1. A: Photographie d’un tore en lévitation sur son propre film de vapeur. L’écoulement en vortex toröıdal se
déstabilise avec formation d’un polygone sur le bord intérieur [7]. B: Schéma en vue de côté de l’expérience. Un
vortex à surface libre est maintenu par un support très chaud incurvé. C: L’étude théorique associée est réalisée
dans un référentiel torique (r, θ, ϕ). Celui ci est décrit par ses deux rayons principaux a et R avec a < R.

2 Sélection du nombre de facettes

Suivant les dimensions du tore, des polygones allant de 3 à 12 côtés ont été observés [7]. On se propose
ici d’en donner une explication théorique. Pour ce faire, il est commode de sonder la stabilité d’un état
de base à une perturbation de faible amplitude. Considérons un tore de liquide à surface libre de section
circulaire, où les rayons principaux sont notés a et R avec a ! R (voir Figure 1C). On impose un vortex
poloidal et l’on note ω son intensité. La densité du liquide est notée ρ, sa viscosité ν, sa tension de surface
γ. On s’affranchira en première approximation des effets visqueux en raison de leur faiblesse relative vis
à vis des termes inertiels (Re ∼ 102). L’étude de stabilité est réalisée dans un référentiel torique dont les
principales caractéristiques (r, θ, ϕ) sont indiquées sur le schéma de principe 1C.

L’équilibre mécanique de l’édifice ne peut être assuré par les seuls effets de tension de surface. Ces
derniers tendent à minimiser l’interface et favorisent la forme sphérique plutôt que torique . Expérimentalement,
le tore en caléfaction est confiné par la gravité dans le fond de la rigole, ce qui revient à appliquer des
contraintes géométriques sur la position des interfaces. La prise en compte de telles forces de surface se
redistribuant en volume est a priori un processus complexe et spécifique à chaque mode de confinement.
Ce problème a été contourné en ajoutant une force centrifuge ad hoc FΩ = −mΩ2(R + a cos(θ)) afin
d’empêcher l’effondrement du tore vers une forme sphérique.

La section circulaire du tore impose en outre des conditions de pression aux interfaces que le champ
de pression doit satisfaire. Cette contrainte sur le champ de pression peut être modélisée par une force
fictive plus simple à traiter analytiquement. Cette force additionnelle permet de vérifier les conditions de
pression aux limites notamment vis à vis de la courbure azimutale Cϕ(θ) = cos θ/(R + a cos θ) pour un
tore de section circulaire. Tous calculs faits (voir [8] pour détails), le champ de pression P (r, θ) s’écrit
sous la forme :

P (r, θ) = P0 +
ρω2
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De gauche à droite, on reconnâıtra les contributions respectives de la pression atmosphérique P0, des
termes inertiels, et enfin de tension de surface. Le champ vitesse correspond à la rotation du tore sur lui
même, et s’écrit donc :

v =
ωr

R + a cos θ
eθ (2)

où le terme en 1/(R + a cos θ) constitue un facteur correctif imposé par la géométrie torique.
Afin de sonder la stabilité d’un tel édifice, on le perturbe de manière infinitésimale tel que

(b)
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Fig. 4: a) Illustration of the five sided polygonal bump [5].
b) Schematic of the hydraulic bump. c) The dependence of
the number of polygonal sides n on

√
We + 1/χ. Data from

Labousse & Bush [5] " are presented with the results of our
model predictions (◦).

Conclusion. – We have developed a theoretical
model with a view to rationalizing the instability of
toroidal vortices with free surfaces. Two distinct regimes
were identified, those dominated by the destabilizing influ-
ence of surface tension (We ! 1) and inertia (We " 1).
Provided the aspect ratio is sufficiently small (χ # 0.1),
our results are consistent with those of previous studies for
a cylindrical configuration [34–36]. The model predictions
have been successfully applied to the toroidal Leidenfrost
experiment, where the theoretical predictions are in good
agreement with the experimental data [1]. Finally, the
model predictions been compared to existing experiments
on the hydraulic jump and the hydraulic bump, and gave
a reasonable agreement. As these configurations may ex-
hibit more elaborate subsurface flow structures, our model
is not likely to apply directly. Nevertheless, our results do
strongly suggest that both vorticity and surface tension
are likely to play a critical role in this class of polygonal
instabilities.
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Villars) 1873

[29] Bélanger J.B., Notes sur l’Hydraulique 1841 (École
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(c)
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Fig. 1. A: Photographie d’un tore en lévitation sur son propre film de vapeur. L’écoulement en vortex toröıdal se
déstabilise avec formation d’un polygone sur le bord intérieur [7]. B: Schéma en vue de côté de l’expérience. Un
vortex à surface libre est maintenu par un support très chaud incurvé. C: L’étude théorique associée est réalisée
dans un référentiel torique (r, θ, ϕ). Celui ci est décrit par ses deux rayons principaux a et R avec a < R.

2 Sélection du nombre de facettes

Suivant les dimensions du tore, des polygones allant de 3 à 12 côtés ont été observés [7]. On se propose
ici d’en donner une explication théorique. Pour ce faire, il est commode de sonder la stabilité d’un état
de base à une perturbation de faible amplitude. Considérons un tore de liquide à surface libre de section
circulaire, où les rayons principaux sont notés a et R avec a ! R (voir Figure 1C). On impose un vortex
poloidal et l’on note ω son intensité. La densité du liquide est notée ρ, sa viscosité ν, sa tension de surface
γ. On s’affranchira en première approximation des effets visqueux en raison de leur faiblesse relative vis
à vis des termes inertiels (Re ∼ 102). L’étude de stabilité est réalisée dans un référentiel torique dont les
principales caractéristiques (r, θ, ϕ) sont indiquées sur le schéma de principe 1C.

L’équilibre mécanique de l’édifice ne peut être assuré par les seuls effets de tension de surface. Ces
derniers tendent à minimiser l’interface et favorisent la forme sphérique plutôt que torique . Expérimentalement,
le tore en caléfaction est confiné par la gravité dans le fond de la rigole, ce qui revient à appliquer des
contraintes géométriques sur la position des interfaces. La prise en compte de telles forces de surface se
redistribuant en volume est a priori un processus complexe et spécifique à chaque mode de confinement.
Ce problème a été contourné en ajoutant une force centrifuge ad hoc FΩ = −mΩ2(R + a cos(θ)) afin
d’empêcher l’effondrement du tore vers une forme sphérique.

La section circulaire du tore impose en outre des conditions de pression aux interfaces que le champ
de pression doit satisfaire. Cette contrainte sur le champ de pression peut être modélisée par une force
fictive plus simple à traiter analytiquement. Cette force additionnelle permet de vérifier les conditions de
pression aux limites notamment vis à vis de la courbure azimutale Cϕ(θ) = cos θ/(R + a cos θ) pour un
tore de section circulaire. Tous calculs faits (voir [8] pour détails), le champ de pression P (r, θ) s’écrit
sous la forme :

P (r, θ) = P0 +
ρω2
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De gauche à droite, on reconnâıtra les contributions respectives de la pression atmosphérique P0, des
termes inertiels, et enfin de tension de surface. Le champ vitesse correspond à la rotation du tore sur lui
même, et s’écrit donc :

v =
ωr

R + a cos θ
eθ (2)

où le terme en 1/(R + a cos θ) constitue un facteur correctif imposé par la géométrie torique.
Afin de sonder la stabilité d’un tel édifice, on le perturbe de manière infinitésimale tel que

(d)
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Fig. 4: a) Illustration of the five sided polygonal bump [5].
b) Schematic of the hydraulic bump. c) The dependence of
the number of polygonal sides n on

√
We + 1/χ. Data from

Labousse & Bush [5] " are presented with the results of our
model predictions (◦).

Conclusion. – We have developed a theoretical
model with a view to rationalizing the instability of
toroidal vortices with free surfaces. Two distinct regimes
were identified, those dominated by the destabilizing influ-
ence of surface tension (We ! 1) and inertia (We " 1).
Provided the aspect ratio is sufficiently small (χ # 0.1),
our results are consistent with those of previous studies for
a cylindrical configuration [34–36]. The model predictions
have been successfully applied to the toroidal Leidenfrost
experiment, where the theoretical predictions are in good
agreement with the experimental data [1]. Finally, the
model predictions been compared to existing experiments
on the hydraulic jump and the hydraulic bump, and gave
a reasonable agreement. As these configurations may ex-
hibit more elaborate subsurface flow structures, our model
is not likely to apply directly. Nevertheless, our results do
strongly suggest that both vorticity and surface tension
are likely to play a critical role in this class of polygonal
instabilities.
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Figure I.15 – (a) Photographie d’un tore en lévitation sur son propre film de vapeur. L’écou-

lement en vortex toröıdal se déstabilise avec formation d’un polygone sur le bord intérieur [83].

(c) Schéma en vue de côté de l’expérience. Un vortex à surface libre est maintenu par un sup-

port très chaud incurvé. Photographie de Perrard et al. extraite de [83]. (b) Photographie d’un

bump hydraulique polygonal obtenu par un jet plongeant radialement dans un bain du même li-

quide [69]. (d) Schéma de l’expérience. Ici aussi on peut observer un vortex près de la surface.

Photographie de Labousse et al. extraite de [69].

piliers dont la taille est de l’ordre de grandeur de l’épaisseur de la couche mince du ressaut (∼ quelques

centaines de microns). Cette équipe a montré que l’organisation des micro piliers avait une influence

sur la taille et sur la forme du ressaut hydraulique formé dans une telle situation. En fonction du motif

d’organisation des micro piliers on peut observer de manière stable un ressaut circulaire ou un ressaut

polygonal. Ces résultats sont illustrés dans la Fig. I.16.

We begin by varying the symmetry of the lattice. Jumps
of the same mean radius but formed over different micro-
patterned surfaces adopt a variety of reproducible polygo-
nal shapes [Fig. 2]. When the jet impinges on hexagonal or
square arrays, the jumps form hexagonal (b) and eight-
corner shapes (c). In both cases, the lattice and jump
symmetries are similar, respectively, sixfold and fourfold.
The corners of the polygonal shapes are pointing toward
the main lattice directions, e.g., along both the diagonals
and the axes for the square arrays.

The robustness of the shape selection by the micropat-
terns is tested by modifying fluid properties such as kine-

matic viscosity ! ¼ 1–3:5" 10#6 m2 $ s#1 and air/water
surface tension, " ¼ 30–70" 10#3 N $m#1 [18]. For a
given mean radius, the jumps retain the same polygonal
shapes. These observations show that the symmetry break-
ing is not induced by a viscocapillary or an inertiocapillary
instability [16,17].
We next vary systematically the parameters of a square

lattice, both the lattice distance D and the height of the
posts H. The observations are reported in Fig. 3. The mean
radius of the jump increases nonlinearly with the flow rate.
The corners of the polygonal structures are sharper for
larger flow rates. Indeed, at small flow rates, the polygonal
structures can not be distinguished from fluctuations; the
jumps therefore appear as nearly circular to the naked eye.
The shape and the average radius of the jump are also
influenced by the lattice properties: at a given flow rate, the
corners of the polygons are sharper, and the mean radius
smaller, for smaller lattice spacing and taller posts. Since in
the classical theory for circular jumps [13] the radius
increases monotonically with the flow rate, we interpret
the decrease in mean radius observed in our experiments as
indicative of the reduction of the average flow rate in the
thin film above the posts: some of the liquid flows through
the microtexture. The results reported in Fig. 3 show that

FIG. 2. Influence of pattern structure. Water jets impact (a) a
smooth substrate (Q ¼ 1:3 L $min#1), (b) a hexagonal lattice
(Q ¼ 1:7 L $min#1), and (c) a square lattice (Q ¼
1:9 L $min#1). Lattice parameters: D ¼ 200 #m, R ¼ 50 #m,
and H ¼ 50 #m.

FIG. 3. Influence of pattern geometry on the jump. (a) Average
radius versus flow rate for four square lattices with post radius
R ¼ 50 #m and different lattice spacing and posts heights: (4)
D ¼ 200 #m and H ¼ 23 #m, (x) D ¼ 200 #m and H ¼
50 #m, (5) D ¼ 200 #m and H ¼ 88 #m, (%) D ¼
300 #m and H ¼ 50 #m, (h) D ¼ 400 #m and H ¼ 50 #m.
Inset, the data are compared to predictions (solid line) with Yj ¼
!rjgðdaQ Þ2ð1þ 2

!B0
Þ þ a2

2$2 !rjd
and Xj ¼

!ð!r3jþ‘3Þ
Qa2

[19], where !B0 ¼
%g!rjd
" is the Bond number. (b) Images of the polygonal jumps

over different substrates for Q ¼ 2:5 L $min#1.

FIG. 1. Experimental method. (a) Schematic of the experimen-
tal setup. (b) The micropattern embedded in the center of the
impact plate. The photograph shows the cylindrical posts of
polydimethylsiloxane (PDMS) arranged on a square lattice.
The typical radius R and height H of the posts and lattice
distance D are approximately 100 #m. (c) Photograph of a
polygonal jump taken from above, at a 45) angle. The jump is
formed by a water jet (Q ¼ 1 L $min#1) impacting a square
lattice (D ¼ 200 #m, R ¼ 50 #m, and H ¼ 50 #m).

PRL 102, 194503 (2009) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
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Figure I.16 – Illustration de l’influence du motif d’arrangement des micro piliers sur le res-

saut hydraulique formé par l’impact d’un jet d’eau : (a) sur une surface lisse, (b) sur un motif

hexagonal et (c) sur un motif carré. Photographies de Dressaire et al. extraites de [36].

Ces résultats peuvent être aisément interprétés :

(i) La diminution du rayon moyen du ressaut s’explique simplement par le fait que les piliers induisent

une perte de charge et donc une diminution du débit. On peut en effet considérer l’écoulement au

travers des micro piliers comme un écoulement dans un poreux et ainsi utiliser les lois de Darcy pour

décrire la perte de charge au travers de ces micro piliers.

(ii) La formation de ressauts polygonaux se comprend aussi aisément : les micro pilier sont responsables

d’une longueur de glissement effective et cette longueur de glissement l0 dépendra de l’angle que forme

la vitesse par rapport aux motifs de micro piliers. Si le liquide “rencontre” beaucoup de micro piliers
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sur sa route il ralentira davantage et donc le ressaut se formera plus tôt que le liquide ayant une

orientation où il rencontre moins de micro piliers. On comprend ainsi pourquoi l’écart au cas circulaire

est fortement dépendant de l’écart entre les piliers pour un même motif... (voir Fig. I.17)

equation, and used to estimate the effective slip length.17 At
higher Reynolds number, the roughness also becomes asso-
ciated with a significant friction due to the drag on the as-
perities. For example, Gamrat et al.8 showed both experi-
mentally and numerically that the geometrical characteristics
of the roughness !height of the asperities, number of asperi-
ties per unit surface, and porosity of the roughness" modify
the flow properties in microchannels at different Reynolds
numbers. To the best of our knowledge, such effective slip
lengths have not yet been studied in details for intermediate
Reynolds number flows above microtextured surfaces, a
limit that is relevant for the description of hydraulic jumps
described in our recent work.19

2. Flow through roughness:
Leakage flow and effective slip length

In this study, we are interested in inertia dominated thin-
film flows above infinite microtextured surfaces #see Fig.
2!b"$: cylindrical posts of height H and radius R are arranged
on regular lattices !hexagonal or square" characterized by a
lattice distance D of the order of tens to a few hundred mi-
crons. In what follows, Q denotes the total flow rate.

The liquid flows both through and above the roughness,
forming a film whose total thickness h is of the order of the
post height H, i.e., a few hundred microns. The liquid enters
the lattice and flows in the thin film above the texture at
moderate Reynolds number. The value of the Reynolds num-
ber is defined as Re=Uh /!, where ! is the kinematic viscos-
ity and the fluid velocity U is estimated by flow rate conser-
vation at a distance of 1 cm from the position at which the jet
impacts the substrate. For our experimental conditions, we
have Re=O!100".

In what follows, we will refer to the flow rate q through
the porous microtexture as the “leakage flow rate.” The
variation of q depends on the pressure drop, the geometrical
features of the lattices, and the viscosity of the fluid. For
intermediate values of the Reynolds number, the behavior of
the flow through a porous medium is commonly described by
the Darcy–Brinkman–Ergun equation, an empirical and iso-
tropic description that captures both the viscous effects, i.e.,
a Darcy-like behavior, and the inertial effects given by a
quadratic term.23 We consider that the dissipation due to vis-
cous effects on the dense network of posts leads to a reduc-
tion in Reynolds number for the flow in the microtexture,
which makes the viscous term dominant. Koch and Ladd24

showed that the permeability of a square lattice, defined on a
length scale that is large compared to the length scale of
individual posts, is isotropic at low Reynolds number.

Here we write that a fraction of the liquid flows through
the texture; hence q="Q. The coefficient " is a function of
the lattice geometry, i.e., the porosity #=1−$R2 /D2 and the
aspect ratio of the posts %=H /R. It is assumed independent
of the azimuthal orientation of the flow in a first approxima-
tion as the fluid velocity is reduced by the dense network of
posts. Since the porous medium is shallow !about 50 &m",
we expect the boundary conditions in the planes defined by
the top and bottom of the posts to strongly influence the flow

and the value of ". As a result of this leakage, the flow rate
in the film above the posts is reduced and equal to Q−q.

The microtexture also introduces an effective slip bound-
ary condition. According to the results discussed above, we
expect the slip length to depend on the porosity #, the post
aspect ratio %, and the orientation of the lattice described by
the angle ' !Fig. 3". As a first approximation, we estimate
that the dependence of the slip length on the angle ' is well
captured by a simplified high-Reynolds-number flow ap-
proach. We consider a unit cell of the lattice and particularly
the composite interface in the plane defined by the top of the
posts #see Figs. 3!a" and 3!b" for a schematic representation$.
For a value of ', rows of posts delimit channels: the flow
above a row of posts is described with a no-slip boundary
condition represented in gray in Fig. 3, whereas the flow
above a channel satisfies a slip boundary condition, here
shown in black. According to this description, the lattice of
posts acts as a network of grooves whose spacing depends on
the orientation of the flow. The effective slip length is as-
sumed to be proportional to the total channel width or open
fraction of the frontal area for a unit cell,

!o!'" = 2D − !c!'" , !1"

where D is the lattice spacing and !c!'" is equal to the pro-
jection of the circular top of the posts in the direction per-
pendicular to the flow, i.e., the sum of the gray segment
lengths in Figs. 3!a" and 3!b". The function !c!'" determined
using this geometrical method is presented using an angular
representation in Figs. 3!c" and 3!d". We define the effective
slip length as proportional to !i" a characteristic length scale
and !ii" a nondimensional parameter that captures the angular
dependence determined geometrically. This nondimensional
parameter, referred to as the slip coefficient is defined as
b!'"=(!o!'" /2D, with (!# ,%" as a function of the porosity of
the texture and the aspect ratio of the posts.

(a)

(b)

(c)

(d)

!c!0 (θ = 0o)
!0 (θ = 45o)

!0 (θ = 0o)
!0 (θ = 30o)

FIG. 3. Definition of !0 for square !a" and hexagonal !b" lattices. Each
lattice is defined by its unit cell, and represented here in the plane defined by
the top of the posts, i.e., at the composite interface. ' is the angle between
the direction of the flow, indicated by the black arrow and the main axis of
the lattice !white arrow". The projected segment lines of total length !c are
represented in gray. The effective slip length is assumed proportional to
!0=2D−!c, the total length of the black segment lines. The angular depen-
dence of !c!'" is represented for a square !c" and a hexagonal lattice !d". The
two dotted lines correspond to values of !c!'" equal to 200 and 400 &m.
Lattice parameters are as follows: lattice spacing D=200 &m, post radius
R=50 &m, and post height H=50 &m.

073602-3 Inertia dominated thin-film flows over microdecorated surfaces Phys. Fluids 22, 073602 !2010"

Figure I.17 – La longueur de glissement effective est supposée proportionnelle à l0(θ), défini

comme la fraction ouverte de la surface que rencontre l’écoulement pour une cellule du motif

(carré (a) ou hexagonal (b)). La cellule unité d’un motif est ici représentée dans le plan et

définie par le haut de ses piliers. θ est défini comme l’angle entre la direction de l’écoulement

(indiqué par la flèche noir) et l’axe principal du motif (flèche blanche). lc(θ) est défini, lui, comme

la projection du sommet circulaire des piliers sur la direction perpendiculaire à l’écoulement,

c’est-à-dire la somme des longueurs de segment gris de (a) et (b). Autrement dit lc(θ) est la

mesure de l’“encombrement géométrique” pour un angle θ. La longueur effective de glissement

est donc supposée proportionnelle à l0(θ) = 2D − lc(θ) où D est la longueur d’une maille du

motif. La dépendance angulaire de lc(θ) est représentée pour un motif carré (c) et hexagonal

(d). Photographies de Dressaire et al. extraites de [37].

Ces effets peuvent bien sûr être quantifiés et ajoutés à la théorie de Watson [114]. Les comparaisons

entre la théorie et les expériences semblent être en excellent accord dans les deux références [36, 37] .

I.6.2 Importance du substrat : effet du mouillage

On peut également obtenir des brisures de symétrie du ressaut en utilisant des substrats texturés

sans que le liquide ne pénètre les texturations comme ont pu le montrer Maynes et al. [80] qui utilisent

des substrats texturés rainurés en situation de quasi non mouillage. 13

Toutefois les travaux de Maynes et al. [80] présentent aussi un intérêt majeur dans la perte de

l’axisymétrie de l’écoulement en zone externe. Il ne s’agit pas a priori d’une brisure de symétrie du

choc même si les effets observés sur la couche externe sont susceptibles de jouer sur le choc.

13. Les surfaces texturées qu’ils utilisent sont fortement anisotropes : il s’agit d’une succession de murs parallèles

micrométriques (comme si le matériau avait été griffé...). Ces murs sont espacés d’une distance grande devant la largeur

du mur. Le ressaut hydraulique adopte une forme elliptique, l’axe principal étant parallèle à la direction des nervures.

Cela s’interprète aisément grâce aux travaux de Dressaire et al. décrits dans la section précédente : il n’y aura pas dans

ce cas de perte de charge car le liquide ne pénètre pas entre les piliers (à cause de la super hydrophobicité) par contre

la longueur de glissement effective dépendra bien de l’angle de l’écoulement par rapport au motif et conditionnera bien

la forme observée pour le ressaut.
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Le travail de Maynes et al. se concentre sur l’impact de jet sur des surfaces hydrophobes isotropes

(ou texturées, super hydrophobes et anisotropes [80]). Les angles de contact entre le liquide et la

plaque sont ici si élevés (à partir de 117°) que le liquide ne peut recouvrir entièrement la plaque. On

observe alors de profondes brisures de symétrie dans la zone externe : une flaque par laquelle s’écoule

le liquide (voir Fig. I.18 (a)). Dans certaines situations on aboutira même à la disparition du ressaut

remplacé alors par un front d’atomisation où le liquide est évacué en gouttes. (voir Fig. I.18 (b)).

results show that the ratio of the major-to-minor axis, Dl=Dt,
of the elliptical transition is a function of the cavity fraction,
although largely independent of We over the parameter
ranges explored. At Fc¼ 0.93 the dynamics are similar to
that described above but with the ratio Dl=Dt being greater
than for the Fc¼ 0.8 case.

Shown in Fig. 3 are images of the transitions that form
for a Teflon coated unstructured Si surface (h " 115#) with a
jet diameter of 0.84 mm. A similar behavior was observed
with the smooth unstructured PDMS surfaces. The Weber
numbers for the images of Fig. 3 are (a) We¼ 700, (b) 1300,
(c) and (d) and 1900. Images (a)–(c) were acquired with a
high-speed camera operating at 5000 fps, whereas image (d)
was acquired at video rate (30 fps). All of the images were
acquired at the same camera position. Superimposed on
images (a)–(c) are circles to illustrate the circular nature of
the transition for this surface. For these surfaces the qualita-
tive nature of the transition shows strong dependence on We.
At We< 900 the transition is as illustrated in panel (a) of
Fig. 3. Here the transition differs from the classical hydraulic
jump in two important ways. First the downstream water
exists as a confined liquid filament that does not wet the
entire downstream extent of the test surface. Instead the liq-
uid in the filament moves off of the surface preferentially
due to the gravitational force. This behavior was observed on
both the smooth coated Si surfaces and the smooth PDMS
surfaces. It should be noted that due to these two fundamen-
tal differences, at the same We and jet diameter, the diameter

of the transition observed for this surface is much smaller
than the diameter of the transition observed for the smooth
hydrophilic surface. This point will be discussed further
below.

Above We " 900 the nature of the transition exhibits a
marked change and this is illustrated in panel (b) of Fig. 3.
Now instead of an abrupt increase in water depth, the thin ra-
dial sheet breaks up into droplets. These droplets exhibit
fairly low momentum and they rapidly coalesce to form mul-
tiple pools or small puddles that exist around the periphery
of the transition point. The pools then gradually move off of
the surface due to the gravitational force. The transition di-
ameter, however, remains relatively constant. At higher We
the droplets that form exhibit sufficient momentum for them
to move radially outward from the break-up point. The point
where this is first observed to occur is in the range 1400 $
We. Due to the non-wetting characteristics of the hydropho-
bic surface, the droplets then continue to move radially
where they coalesce and translate off the test surface. This is
illustrated in panels (c) and (d) of Fig. 3. The image of panel
(c) was acquired at 5000 fps and the field of view is limited
to the region surrounding the point where the thin sheet
breaks up into droplets. Due to the high frame rate used for
the image of panel (c), the image resolves the droplet struc-
ture downstream of the transition point. The image of panel
(d) shows the same scenario, only here the images were
acquired at video rate (30 fps) and the field of view is large
enough to show the downstream coalescing of the water
droplets. The blurriness of the image is associated with the
slow frame rate and the fact that a large number of droplets
are formed and move outward during the camera shutter du-
ration. For this scenario a downstream liquid depth or pool
never exists. Jet impingement on native PDMS surfaces
exhibited the same qualitative behavior as described for the
coated Si surfaces, and as We increases the radial location
(transition diameter) was observed to increase as well.

Shown in Fig. 4 are images of the transitions that form
for a structured Si Teflon-coated superhydrophobic surface
with a cavity fraction Fc¼ 0.8 (hl " 140#, ht " 149#). Three
scenarios are shown with (a) and (d) We¼ 700, (b) and (e)
1300, and (c) and (f) 1900. Two sets of images are shown in
the figure. The top set of images (a)–(c) was acquired at high
shutter speed (5000 fps) and the bottom set of images was
acquired at the same condition but at video rate (30 fps). The
blurriness of the bottom images is again associated with the
slow framer rate and temporally averaging over the entire
shutter duration. Also, for the bottom set of images the surfa-
ces were rotated 90# to further illustrate the elliptical nature
of the transitions. On the top set of images, a circle is super-
imposed to illustrate the departure from a circular transition
that prevails for this surface. The jet diameter for these cases
is nominally ten times the width of a rib=cavity module, and
the transitions for this surface type is markedly different than
for the previous two scenarios (Figs. 2 and 3). For all We
explored the transition is always elliptical in shape with the
major axis of the ellipse running parallel to the direction of
the microscale grooves.

The first transition regime occurs for the range We $
1000. In this regime [images (a) and (d)], the water depth

FIG. 3. High speed images (5000 fps) of transition behavior on smooth
hydrophobically coated Si surfaces at (a) We¼ 700, (b) 1300, and (c) and
(d) 1900. The jet diameter for all scenarios was 0.84 mm and a circle is
superimposed on the high-speed images to confirm circular transition behav-
ior. The bottom-right panel (d) shows an image of the transition under low
speed (30 fps) image acquisition at the same camera inclination positioning,
but adjusted focus to capture the dynamics far from the impingement
location.
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Figure I.18 – Photographies de jets impactants une surface hydrophobe (117°). La vitesse

d’ouverture de l’appareil est 1/5000 s excepté pour la photo (d) où la vitesse d’ouverture est

de 1/30 s et permet l’observation de la dynamique loin de la zone d’impact. (a) We = 700 :

présence d’un ressaut hydraulique, le liquide s’évacue via une flaque. (b) We = 1300 : le ressaut

hydraulique disparâıt et l’on observe la fragmentation de la nappe de liquide en grosses gouttes.

(c) et (d) We = 1900 : la fragmentation se fait en gouttes plus petites. Un cercle noir est

superposé à toutes ces photos (sauf(d)) pour bien montrer le caractère circulaire de la transition.

Photo : Maynes et al. Voir ref [80].

Il apparâıt ici que le bon paramètre de contrôle n’est plus le débit comme dans les cas précédents

mais bien le nombre de Weber We du jet défini comme We = ρU2φ/γ où ρ est la masse volumique

du liquide (ici de l’eau), U est la vitesse du liquide en sortie de buse, φ le diamètre de la buse et γ

la tension de surface du liquide. En effet, pour un même débit, on peut observer aussi bien l’un ou

l’autre des régimes détaillés ci-dessous (zone externe sous forme de flaque ou fragmentée) en faisant

varier le diamètre de la buse. Pour résumer on observe en augmentant le Weber :
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(i) Pour des tout petits We, on observe un ressaut hydraulique “standard” mais l’évacuation du liquide

se fait par une flaque localisée autour du ressaut malgré le soin apporté au réglage de l’horizontalité.

Comme cela peut se voir sur la Fig. I.18 (a), on observe que cette brisure de symétrie ne semble pas

avoir d’influence au niveau du ressaut en lui même.

(ii) Au delà d’un We critique : on observe la disparition du ressaut au profit d’un front de fragmenta-

tion de la couche mince de liquide en grosses gouttes (les gouttes expulsées coalescent immédiatement

en grosses gouttes). (Fig. I.18 (b))

(iii) Si l’on augmente encore We la couche mince se fragmente en gouttes de plus en plus petites.

(Fig. I.18 (c))

On peut expliquer ce phénomène simplement : ce cas de fragmentation est analogue à celui d’une

nappe de Savart [101, 102, 21] : il existe une compétition entre l’inertie qui cherche à étendre la nappe

et la tension de surface qui s’oppose à cette extension. On peut donc, à partir de ces deux quantités,

construire le nombre adimensionné pertinent qui n’est autre que le nombre de Weber local. On peut

s’attendre à ce que la limite nappe liquide/atomisation advienne à un nombre de Weber local critique

que l’on peut même supposer égal à 1. Cette hypothèse est testée et semble assez concluante : malgré

un gros écart entre les différentes valeurs (entre 0,7 et 1,6), il n’y a pas clairement de tendance.

I.6.3 Brisure de symétrie par modification de la géométrie

Il est possible d’observer des ruptures de symétries en brisant la géométrie du systèmes. Il est par

exemple possible d’incliner le jet impactant comme cela a été fait récemment [64, 65, 66, 68, 109].

On observe alors des formes variées de ressauts hydrauliques. On peut en particulier distinguer le cas

où le ressaut est ovöıde et le cas où le ressaut présente un ou plusieurs “coins”. Des exemples de ces

différents types de ressaut dus à un jet incliné sont présentés sur la Fig. I.19. 14

On peut aussi briser la symétrie d’un ressaut en faisant impacter un jet sur une plaque horizontale

en mouvement [50, 67, 105]. 15

Un dernier moyen de briser la symétrie est d’incliner le substrat par rapport à l’horizontale 16.

Cette situation n’a pour ainsi dire pas été explorée excepté dans le cas limite d’un jet impactant un

plan vertical en situation de mouillage partiel [116, 111]. Nous nous attacherons donc à fournir dans

ce mémoire une première exploration expérimentale et quelques pistes théoriques sur ce sujet.

I.7 Ressaut circulaire et non mouillage

Le ressaut circulaire hydraulique peut aussi être le terrain d’expériences de non mouillage. Sreeni-

vas et al. [107] relatent en effet la non coalescence d’une goutte de liquide dans un ressaut circulaire

hydraulique d’eau : la goutte se retrouve piégée contre la paroi liquide du ressaut et séparée du bain

liquide par un film d’air entrâıné en permanence par l’écoulement liquide du ressaut hydraulique (voir

schéma Fig. I.20).

Pirat et al. ont par ailleurs montré que dans le cas d’un ressaut quasi circulaire (incliné d’environ

1°) la goutte se mettait spontanément en mouvement et oscillait au sein du ressaut hydraulique [86].

14. Nous reviendrons plus en détail sur ce sujet dans l’introduction de la Partie II.

15. Nous reviendrons sur cette situation finalement assez méconnue dans l’introduction de la Partie II.

16. Le plus simple est de conserver un jet perpendiculaire à la plaque mais il est aussi possible d’incliner le jet.
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Figure I.19 – Lorsque l’on impacte une surface horizontale à l’aide d’un jet liquide on observe

différentes structures possibles pour le choc. Dans une très large gamme, on constate un ressaut

ovöıde mais pour de fortes inclinaisons on peut observer la formation de “coins liquides” dont

le nombre et la forme varient en fonction du débit et de l’inclinaison du jet. On retrouvera ces

photographies et le diagramme de phase dans la référence [64].
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Figure 3. (a) Schematic showing the water jet, flowing water film, air gap and induced motion
(shown by arrows) in the drop. (b) Velocity profile in the air layer and the water film. Induced
velocity in the drop, UD , is small for viscous drops. Film thickness hw ⇡ 0.1 mm and air-gap
thickness, ha is estimated to be ⇡ 10 µm.
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Figure 4. External force balance; weight (W ) of the drop is balanced by the vertical component
(PN) of the resultant force (PR) developed due to bearing action. The horizontal component of
bearing force PH balances the shear force (Fr) exerted by the air motion.

need to solve the Reynolds equation in the air gap and the Navier–Stokes equations
within the drop and in the water film. The equations and the boundary conditions
are coupled and the computation is likely to be di�cult and intensive.

Estimates, however, can be obtained from results of standard bearing theory. We
estimate the thickness of the air film by assuming the gap to be that between two
plane surfaces with a fixed inclination. This is not a bad approximation because the
bearing action strongly depends on the variation in film thickness but not on the
curvature of the two surfaces. The surface velocities in the Y - and Z-direction are
neglected as the flow is predominantly in the radial direction. The load (W = drop
weight) carried by this system is given by (Cameron 1966),

W = fLµaULy
L2
x

h2
o

, (4.1)

where U is the e↵ective surface velocity in X-direction, and is the algebraic sum of
film surface velocity (US ) and fluid velocity at the drop surface (UD), µa is air viscosity,
fL is the non-dimensional load carrying capacity of the system which depends on
Ly/Lx, and the inclination ratio (�) (� = (hi/ho) � 1). ho is the minimum air film

Figure I.20 – Schéma de coupe représentant une goutte en lévitation dans un ressaut hydrau-

lique circulaire. Ce schéma est extrait de la référence [107].
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Nous sommes donc dans un cas nouveau de dynamique d’une goutte en situation de non mouillage. 17.

Nous allons dans le présent mémoire nous intéresser à la situation inédite d’une goutte dans un ressaut

circulaire hydraulique parfaitement horizontal. Nous verrons ainsi une grande richesse de dynamiques

pour cette goutte en lévitation sur un film d’air.

Cette situation de non mouillage s’inscrit dans une étude plus globale consistant à étudier la dy-

namique des gouttes en situation de lévitation. Pour obtenir une situation où la goutte est séparée

du substrat (liquide ou gazeux) la technique la plus simple consiste à faire chauffer le substrat et

obtenir un film de vapeur émanant de la goutte, on parle alors de caléfaction [73]. On peut également

obtenir un film d’air en faisant rebondir la goutte sur le substrat [88, 47]. On peut enfin “tricher” en se

mettant en situation de quasi lévitation en utilisant un substrat super-hydrophobe basé à la fois sur

une texturation et une forte hydrophobie du matériau utilisé ou en recouvrant la goutte d’une poudre

hydrophobe qui séparera la goutte du substrat.

Les dynamiques de ces gouttes lévitantes sont radicalement différentes de celles observées en si-

tuation classique. Ainsi une goutte en lévitation descendra une pente 100 à 1000 fois plus vite que la

même goutte sur un substrat classique [78, 1, 92]. Dans le même ordre d’idée, les gouttes en lévitation

peuvent rebondir avec une élasticité remarquable [24] ce qui peut conduire à des effets surprenants :

des gouttes d’huiles sur un bain d’huile vibré ne coalescant jamais. Les interactions entre les ondes de

surface qu’elles produisent et leurs rebonds conduisent à de nouvelles dynamiques comme une dualité

onde-particule [25, 39, 85]. Nous reviendrons davantage sur ces phénomènes dans la Partie III.

Le ressaut hydraulique nous donne donc l’occasion d’observer un tel système onde-particule (la

goutte créant un sillage) cependant la goutte n’est pas ici “sautante” mais roulante ce qui offre de

nouvelles perspectives.

I.8 Questions traitées dans le présent mémoire

Nous traiterons donc dans ce mémoire de trois questions sur le ressaut hydraulique :

La première partie traitera du ressaut circulaire hydraulique. A travers une étude bibliographique

approfondie nous identifierons l’un des points faibles des théories existantes à savoir la modélisation

de la zone externe du ressaut. Nous présenterons alors nos travaux expérimentaux et théoriques per-

mettant la description de cette zone externe. Nous verrons que cette étude nous a conduit à mesurer

le nombre de Froude en sortie de ressaut. Ce nombre de Froude a une influence sur la sélection du

ressaut hydraulique que nous explorerons expérimentalement.

Dans la deuxième partie nous nous intéresserons à la situation d’un jet impactant perpendiculaire-

ment un plan incliné. En étudiant cette situation de brisure de symétrie du choc forcée nous fournirons

une exploration expérimentale ainsi que des éléments théoriques pour interpréter nos différentes ob-

servations. Nous nous placerons dans différentes situations de mouillage : total, partiel et quasi nul.

Et enfin dans une troisième partie nous aborderons la question de la dynamique d’une goutte en

situation de non coalescence dans un ressaut. Nous observerons que la goutte est susceptible d’adopter

plusieurs dynamiques que nous décrirons et essaierons de modéliser simplement. Nous essaierons égale-

ment de travailler sur la rotation propre de la goutte et de proposer un modèle. Enfin nous aborderons

des situations plus “exotiques”...

Une dernière (et courte) partie sera consacrée aux expériences que nous n’avons pas eu le temps

de développer mais qui s’annoncent prometteuses...

17. Nous reviendrons dans l’introduction de la partie III davantage sur ces deux articles.
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Première partie

Le ressaut circulaire hydraulique :

Sélection du rayon du “mur”
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Chapitre II

Revue bibliographique

L’un des enjeux de l’étude du ressaut circulaire a été d’obtenir une prédiction du rayon de ressaut

en fonction de paramètres physiques (débit du jet Q, viscosité cinématique du liquide ν, densité du

liquide ρ, gravité g, tension de surface du liquide γ...). En particulier les études expérimentales re-

gorgent de courbes RJ = f(Q) où RJ est le rayon du ressaut 1. Un exemple de ces courbes que nous

avons obtenu sur le dispositif expérimental décrit plus loin est montré en Fig. II.1. Comme on peut

le voir, à mesure que le débit crôıt le rayon du ressaut augmente. La dépendance de RJ en viscosité

apparâıt aussi dans tous les modèles proposés après le modèle inviscide et a été largement explorée

expérimentalement.
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Figure II.1 – Rayon du ressaut RJ en fonction du débit Q pour une huile silicone de 20 cS.

Nous présenterons donc ici les modèles principaux traitant de la sélection du rayon du ressaut.

1. Le paramètre de contrôle Q est en effet l’un des plus faciles à faire varier.
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II.1 Le modèle du fluide parfait

Le modèle du fluide parfait 2 est le calcul du rayon de ressaut le plus élémentaire : il nous permettra

de mettre en place le formalisme nécessaire aux autres théories. Un schéma de principe du ressaut est

disponible en Fig. II.2 et introduit quelques unes des notations indispensables pour la suite.

2RJ

φ = 2a

r

z

H(r)

h(r)

Q = πa2u0

u0

R∞

Figure II.2 – Illustration schématique du ressaut hydraulique : un jet de liquide de rayon a

et de vitesse u0 impacte une plaque horizontale de rayon R∞. On observe la formation d’un

ressaut hydraulique en RJ . Les hauteurs de liquide dans les zones internes et externes sont

notées respectivement h(r) et H(r).

II.1.1 La zone interne

On appelle r la distance au centre du jet, z la coordonnée sur l’axe du jet, u(r, z) la vitesse radiale

du liquide, h(r) la hauteur du liquide. En utilisant l’hypothèse de fluide parfait on a u(r, z) ≈ u(r).

L’énergie est conservée au niveau de l’impact du jet donc u(r = 0) = u0 = Q
πa2 avec les notations

de la Fig. II.2. En appliquant la loi de Bernouilli sur la surface libre on obtient :

u(r)2

2
+ gh(r) = constante, (II.1)

où g est l’accélération due à la gravité. La hauteur de liquide variant très peu en zone centrale (h� u2

g )

on en déduit :

u(r, z) ≈ u(r) = u0, (II.2)

en zone centrale. La conservation du débit Q = πa2u0 (où a est le rayon du jet) au niveau du jet et

Q = 2πru(r)h(r) conduit à

h(r) =
a2

2r
. (II.3)

II.1.2 Le choc

On appelle RJ le rayon du ressaut, HJ la hauteur de liquide après le choc, hJ = h(RJ) la hauteur

de liquide avant le choc, UJ la vitesse après le choc et uJ = u(RJ) la vitesse avant le choc (voir

Fig. II.3). La théorie du choc de Bélanger considérant un choc d’épaisseur infinitésimale (la friction

étant alors négligée) s’écrit en deux équations :

(i) la conservation de la masse :

uJhJ = UJHJ =
Q

2πRJ
, (II.4)

2. Ce modèle a été développé sous cette forme dans [114]. L’auteur est, à notre connaissance, le premier a avoir

publié cette approche.
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H(r)

h(r) = a2

2r

RJ

u(r) = u0

U(r)

Figure II.3 – Schéma illustrant la théorie du fluide parfait au niveau du choc.

et (ii) la conservation de l’impulsion :

g
h2
J

2
+ hJu

2
J = g

H2
J

2
+HJU

2
J . (II.5)

La combinaison de (II.4) et (II.5) nous donne :

1

2
g(H2

J − h2
J) =

(
Q

2πRJ

)2(
1

hJ
− 1

HJ

)
. (II.6)

Pour hJ � HJ on obtient donc en combinant (II.3) et (II.6) :

RJ ≈
Q2

π2gH2
Ja

2
. (II.7)

Une meilleure approximation consiste à ne négliger que h2
J � H2

J , on obtient alors :

RJH
2
Jga

2

Q2
+

a2

2π2RJHJ
≈ 1

π2
. (II.8)

Pour fixer les idées nous avons comparé la relation II.8 avec des valeurs expérimentales (voir

Fig. II.4) obtenues avec le montage décrit plus loin. L’hypothèse de fluide parfait semble donc bien

trop restrictive : RJ est largement surestimé et les variations de sa valeur en fonction du débit sont

mal décrites. On notera aussi que la relation II.8 nécessite de connâıtre HJ pour prédire une relation

entre RJ et Q.

II.2 La théorie de Watson pour le ressaut circulaire visqueux

et son amélioration par Bush et al.

La viscosité apprâıt donc comme absolument fondamentale dans le ressaut hydraulique. En effet

il y a croissance d’une couche limite visqueuse qui envahit rapidement l’épaisseur du film liquide avec

la distance au point d’impact. On peut donc distinguer quatre zones d’écoulement distinctes dans la

zone interne.

(i) Pour r de l’ordre de grandeur du rayon du jet r ∼ (a). La vitesse du liquide passe rapidement

de 0 au point de stagnation à u0, la couche limite a une épaisseur δ typique de δ ∼ (νa/u0)
1
2

(ii) Pour r plus grand (de l’ordre de quelques a). La couche limite commence à se développer mais

on a toujours δ � h l’épaisseur du film liquide. Le liquide en dehors de la couche limite a une vitesse
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Figure II.4 – Test de la relation (II.8). Le liquide utilisé ici est une huile silicone de 20

cS. En outre le rayon du jet vaut a = 1,6 mm et les valeurs de HJ , RJ et Q sont mesurées

expérimentalement. On a tracé ici le premier membre de (II.8) en fonction de
(
RJ
a

)3

Re−1 où

Re est le nombre de Reynolds du jet défini comme Re = Q
νa

avec ν la viscosité cinématique.

En effet ce paramètre apparâıtra naturellement dans la théorie de Watson. La théorie de fluide

parfait (II.8) correspond à la ligne noire continue.

constante u0. L’écoulement dans la couche limite adopte alors un profil de type Blasius (profil de

vitesse obtenu dans une couche limite, le long d’une plaque plane placée dans un écoulement uniforme

parallèle à son plan).

(iii) Lorsque la couche limite a entièrement envahi l’épaisseur du film liquide h, un profil auto-

similaire 3 se met en place. Cette zone (iii) correspond au changement d’un profil de type Blasius vers

un profil auto-similaire à mesure que r crôıt.

(iv) Après une longueur l d’établissement dont nous détaillerons l’estimation plus loin, le profil

auto-similaire est entièrement établi. Cette zone correspond à la dernière zone avant le choc où le

profil auto-similaire est valable.

La théorie de Watson se concentre exclusivement sur la zone interne. Les variables de la zone externe

sont considérées comme des paramètres imposés qui servent de variables d’entrée pour résoudre les

équations du choc (conservation de la masse et de l’impulsion).

II.2.1 Profil auto-similaire

Watson se place dans les approximations de la couche limite visqueuse pour un fluide incompres-

sible. On a donc, dans la zone (iv) lorsque r > l :

∂(ru)

∂r
+
∂(rw)

∂z
= 0, (II.9)

u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂z
= ν

∂2u

∂z2
, (II.10)

avec les conditions aux limites usuelles

u = w = 0 en z = 0, (II.11)

∂u

∂z
= 0 en z = h(r), (II.12)

3. Profil invariant par dilatation selon z et par translation selon r.
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avec r, z les coordonnées cylindriques et u, w les composantes de la vitesse correspondantes. Le gradient

de pression selon r a été ignoré, on considère en effet que les variations de h(r) sont négligeables 4.

La conservation du débit s’écrit :

2πr

∫ h(r)

0

udz = Q. (II.13)

Une fois ces équations constitutives posées, la recherche d’une solution auto-similaire (invariante par

dilatation selon z et par translation selon r) se fait en supposant la forme :

u = us(r)f(η), avec η = z/h(r), (II.14)

où us(r) correspond à la vitesse à la surface libre. Les équations (II.11), (II.12) et (II.13) s’écrivent

donc :

f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(1) = 0, (II.15)

2πrus(r)h

∫ 1

0

f(η)dη = Q. (II.16)

On en déduit que rush est constant, ce qui couplé à (II.9) conduit à

w = ush
′ηf(η). (II.17)

En injectant (II.17) dans (II.9) pour faire apparâıtre le terme de gauche de (II.10) on obtient :

νf ′′(η) = h2u′sf
2(η). (II.18)

De cette équation on déduit que le produit h2u′s est constant. Puisque f ′′(η) ≤ 0 (en effet la contrainte

visqueuse est la plus importante en bord de plaque pour z = 0) on peut introduire la constante c tel

que :

h2u′s = −3

2
c2ν. (II.19)

L’utilisation des conditions aux limites (II.15) permet d’estimer la valeur de c (après calculs on trouve

c = 1, 402) mais aussi d’obtenir la relation (II.20) à partir de (II.16) :

rush = 3
√

3c2
Q

4π2
. (II.20)

Cette nouvelle écriture de la conservation du débit couplée à (II.19) permet d’estimer us(r) et h(r) :

us(r) =
27c3

8π4

Q2

ν(r3 + l3)
, (II.21)

h(r) =
2π2

3
√

3

ν(r3 + l3)

Qr
, (II.22)

où l est une longueur permettant le raccord avec la zone (iii). En effet, c’est cette longueur qui “porte”

tout ce qui se déroule en amont du rayon r0, rayon où le profil auto-similaire est pleinement établi.

Pour r � l, elle devient donc négligeable : on “oublie” alors les effets de l’injecteur, du développement

de la couche limite... 5

Les conditions aux limites (II.15) couplées à (II.18) permettent de connâıtre le profil de vitesse

de la solution auto-similaire. Cette solution peut être exprimée à l’aide d’une fonction Jacobienne

elliptique de module sin75◦(notée ici cn) :

f(η) =
√

3 + 1− 2
√

3

1 + cn(3
1
4 c(1− η))

. (II.23)

4. Plus exactement : la pression est approximativement partout la pression atmosphérique, les termes capillaires et

gravitaires restant négligeable.

5. Des éléments permettant l’estimation de cette longueur l seront développés plus loin.
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II.2.2 Raccordement et estimation des longueurs

La première remarque que l’on peut faire est de constater que le profil auto-similaire est proche

d’un profil de Blasius, une approximation satisfaisante peut donc être faite en supposant :

u = us(r)f(z/δ), (II.24)

où δ correspond à l’épaisseur de la couche limite et à h lorsque la couche limite a envahi toute l’épaisseur

de la couche mince et où us(r) et f sont les fonctions définies précédemment lors du calcul du profil

auto-similaire. Cette approximation permet donc de supprimer la région (iii) qui correspond à la zone

de transition entre le profil de Blasius et le profil auto-similaire.

Dans la région (ii) (la zone de croissance de la couche limite) on peut estimer que le profil de

hauteur h(r) est assez similaire à celui observé pour un fluide parfait (c’est-à-dire h(r) ∼ a2/r). En

effet, la majeure partie de l’écoulement se fait à la vitesse u0 dans cette zone. Cette zone se termine

lorsque l’épaisseur de la couche limite δ devient comparable à h. C’est-à-dire lorsque (νr/u0)
1
2 ∼ a2/r.

Cela arrive pour r0 ∼ aRe
1
3 où r0 est le rayon où la couche limite a envahi toute l’épaisseur du film

mince et Re = Q/νa est le nombre de Reynolds défini au niveau du jet.

De manière plus quantitative : l’équation intégrale de la quantité de mouvement dans la région

r < r0 s’écrit (
d

dr
+

1

r

)∫ δ

0

(u0u− u2)dz = ν

(
∂u

∂z

)

z=0

, (II.25)

puisque u = u0 pour z > δ. En utilisant le fait que u est donné par la solution approximée (II.24) avec

us(r) = u0 l’équation précédente devient après intégration :

r2δ2 =
c3
√

3

π − c
√

3

νr3

u0
+ C, (II.26)

où C est une constante. Afin que l’équation (II.26) reste valide lorsque r → 0 une seule solution est

physique : C = 0. 6 Donc pour r suffisamment grand (c’est-à-dire r3 � a3) dans la limite r < r0 :

δ2 =
π
√

3c3

π − c
√

3

νra2

Q
. (II.27)

Comme r0 est la valeur de r pour laquelle δ = h et us(r) = u0 la formule II.20 se déclinera :

r0u0δ(r0) = 3
√

3c2
Q

4π2
, (II.28)

et donc

r0 = 0, 3155aRe
1
3 . (II.29)

La valeur de l défini dans (II.21) et (II.22) peut maintenant être estimée simplement en utilisant

le fait que us(r0) = u0, ce qui en appliquant (II.22) conduit à :

l = 0, 567aRe
1
3 . (II.30)

Par ailleurs il est à noter que l’application de la conservation du débit permet de proposer un profil

d’épaisseur h(r) pour r < r0 :

2πr

(
u0δ

∫ 1

0

f(η)dη + u0(h− δ)
)

= Q, (II.31)

6. Bien sûr cette hypothèse est discutable puisque en r = 0 on est dans la zone (i), il y a donc un point de stagnation

et donc un profil de vitesse différent de celui défini ci-dessus. Néanmoins, comme dit précédemment on a : δ2 ∼ νa/u0

au voisinage de a et donc C ∼ νa3/u0 s’ensuit que C sera d’ordre a3/r3 vis-à-vis des autres termes de (II.26) et pourra

être rapidement négligé.



II.2. LA THÉORIE DE WATSON POUR LE RESSAUT CIRCULAIRE VISQUEUX ET SON
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ce qui conduit à

h(r) =
a2

2r
+

(
1− 2π

3
√

3c2

)
δ(r). (II.32)

On reconnâıt bien dans le terme de gauche le terme provenant des équations du fluide parfait (II.3)

auquel h(r) se réduit quand la viscosité tend vers 0. Pour fixer les esprits, un schéma récapitulatif

permet de visualiser h(r), δ(r), r0 et l en fonction de r (voir Fig. II.5). Afin de rester le plus général

possible r est adimensionné par aRe1/3 et h et δ sont adimensionnés par aRe−1/3.
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Figure II.5 – Les épaisseurs du liquide h et de la couche limite δ dans la zone interne, obtenues

grâce à (II.22), (II.32) et (II.27), sont adimensionnées par aRe−1/3 et reportées en fonction de

la distance r elle-même adimensionnée par aRe1/3. Courbe obtenue d’après Watson [114]

II.2.3 Condition au niveau du choc

La position du ressaut r = RJ se détermine en écrivant la conservation de l’impulsion en RJ ,

c’est-à-dire l’extension de la formule (II.5) obtenue dans le cas simple du fluide parfait au cas d’un

écoulement non uniforme. On suppose toujours un choc parfait sans épaisseur et donc sans friction :

g
h2
J

2
+

∫ hJ

0

u2
Jdz = g

H2
J

2
+

∫ HJ

0

U2
Jdz, (II.33)

avec HJ et UJ(z) respectivement la hauteur et la vitesse du liquide juste après le choc. Comme dans

le cas du fluide parfait Watson l’approximation h2
J � H2

J semble raisonnable. 7 Watson fait également

l’hypothèse d’un profil bouchon en sortie de ressaut (i.e. UJ(z) = UJ sur toute l’épaisseur). 8 L’équation

7. En effet dans nos expériences, l’épaisseur typique de la zone interne est d’environ 0, 5 mm et 3 mm pour l’épaisseur

de la zone externe.

8. Cette hypothèse est par contre plus difficile à tester expérimentalement et entre en contradiction avec l’observation

des zones de recirculation pour les ressauts de type I et II.
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(II.3) se simplifie donc en :

g
H2
J

2
+HJU

2
J =

∫ hJ

0

u2
Jdz, (II.34)

qui, par analogie avec (II.8) s’écrit :

RJH
2
Jga

2

Q2
+

a2

2π2RJHJ
=

2RJa
2

Q2

∫ hJ

0

u2
Jdz. (II.35)

Il faut alors distinguer deux cas pour l’intégration du deuxième terme. Si RJ < r0, le terme doit être

intégré entre 0 et δ (donné par (II.27)) en utilisant le profil auto-similaire avec u(δ) = u0 puis entre 0

et h(r) avec un profil de vitesse de type bouchon (u(z > δ) = u0), ce qui donne après calcul :

RJH
2
Jga

2

Q2
+

a2

2π2RJHJ
= 0, 10132− 0, 1297

(
RJ
a

) 3
2

Re−
1
2 . (II.36)

Si, au contraire, on a RJ > r0, l’intégration se fera en utilisant le profil auto-similaire et les équations

(II.21) et (II.22). On obtiendra alors :

RJH
2
Jga

2

Q2
+

a2

2π2RJHJ
= 0, 01676

((
RJ
a

)3

Re−1 + 0, 1826

)−1

. (II.37)

Expérimentalement les résultats disponibles dans la littérature sont très souvent dans la gamme RJ >

r0. L’équation (II.37) est donc la plus utilisée en comparaison avec les expériences. 9

La Fig. II.6 propose un test expérimental sur le même ensemble de points que la Fig. II.4. Ici

encore ce sont des points réalisés avec notre dispositif qui sont proposés. Pour tracer ce graphique

nous relevons à la fois RJ et HJ en fonction de Q. On utilise ici la loi (II.37). 10 Comme on peut le

constater la théorie et les points expérimentaux sont en très bon accord même si l’on peut tout de

même constater une légère déviation. Toutefois cette théorie nécessite la connaissance expérimentale

de HJ , hauteur de fluide en sortie de ressaut qui est mesurée expérimentalement dans l’ensemble des

vérifications de la théorie de Watson.

II.2.4 Influence de la tension de surface

La tension de surface est un paramètre physique peu étudié pour le ressaut hydraulique circulaire :

elle n’est apparue dans la littérature, sous forme de paramètre expérimental, qu’en 1993 avec Liu et

al. [76] et son influence n’a été quantifiée qu’en 2003 par Bush [13].

Cela s’explique par sa faible influence sur le rayon du ressaut pour peu qu’il soit centimétrique :

ce paramètre n’a d’influence possible qu’à deux niveaux (voir Fig. II.7) :

(i) elle aura tendance à augmenter la courbure du ressaut afin de réduire la surface du mur liquide

et donc de diminuer légèrement le rayon du ressaut. Cet effet devient vite négligeable face au flux de

quantité de mouvement.

(ii) elle agira également sur la structure fine du ressaut au niveau du choc pour raccorder la zone

interne et le mur liquide ainsi que le mur et la zone externe sans points anguleux sur le profil h(r).

Mais cela n’agit que marginalement sur la position du ressaut. Cependant on pourra constater que

plus la tension de surface est élevée moins le mur liquide est “abrupt”.

9. Ce sera également notre cas dans l’ensemble de ce mémoire.

10. Un test expérimental de ces lois avec la variation de nombreux paramètres sera montré un peu plus loin (voir

Fig. II.9).
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Figure II.6 – Test de la théorie de Watson (équation (II.37)). Le liquide utilisé ici est une

huile silicone de 20 cS. En outre on a a = 1,6 mm, les valeurs de HJ , RJ et Q sont mesurées

expérimentalement par nos soins dans le dispositif décrit plus loin. Le premier membre des

deux équations est écrit en fonction de
(
RJ
a

)3

Re−1 où Re est le nombre de Reynolds du jet

défini comme Re = Q
νa

avec ν la viscosité cinématique. La théorie de Watson (équation (II.37))

correspond à la ligne noire continue.

(a)
γ∆Hγ∆H

ρhu2

ρhu2

ρhu2

ρhu2

(b)

γ/r

γ/r

Figure II.7 – Effet de la tension de surface sur le ressaut hydraulique circulaire. (a) La tension

de surface tend à diminuer la surface du mur liquide et donc à diminuer légèrement le rayon du

ressaut. Ici est représenté un demi-ressaut vu de haut : les effets inertiels auxquels s’opposent

la pression hydrostatique tendent à augmenter le rayon du ressaut tandis que la tension de ligne

γ∆H tend à faire diminuer le rayon du ressaut. (b) La tension de surface modifie la structure

fine du ressaut, rendant le mur moins “abrupt”. r représente ici la courbure locale du ressaut.

Dans les équations de Watson, la tension de surface peut être facilement prise en compte comme

l’a démontré Bush et al. [13]. Dans leur approche Bush et al. modélisent la tension de surface à deux

niveaux : au niveau du choc où la tension de surface joue sur la courbure (voir Fig. II.7) mais aussi

au niveau du jet où la tension de surface (mais aussi la gravité) aura pour effet de modifier le rayon

effectif du jet.

II.2.4.1 Influence de la tension de surface au niveau du ressaut

La force par unité de longueur du mur s’opposant à l’expansion du ressaut, résultant de la courbure

du ressaut et due à la tension de surface s’écrit :

Fc =

∫

S

γ(∇ · n)(n · r̂)dS, (II.38)
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avec γ la tension de surface, S la surface du mur du ressaut et n le vecteur unité normal à cette surface.

Pour bien définir cette surface, il est important d’observer que le mur n’est pas parfaitement vertical,

le ressaut a une certaine profondeur, on peut donc définir un rayon de “début de ressaut” R1 et un

rayon de “fin de ressaut”R2. On peut donc aussi définir une pente ainsi qu’une longueur d’arc s. Un

schéma où ces différentes notions sont rappelées est proposé en Fig. II.8 (bien entendu, les proportions

ne sont pas respectées). En tenant compte de tout ces éléments, après une formulation mathématique

appropriée, l’équation précédente se résume à Fc = −2πγ(s−∆R) avec ∆R = R2 −R1. 11

R1 R2

s

n

hJ

HJ

Figure II.8 – Schéma de coupe du ressaut hydraulique. On peut définir un rayon de “début de

ressaut” R1 et un rayon de “fin de ressaut” R2 ainsi qu’une longueur d’arc s. Le vecteur unité

normal à la surface n est aussi représenté. Notons que ce schéma ne respecte pas les proportions.

On peut, en accord avec les expériences, estimer que la différence ∆R est petite devant la différence

de hauteur ∆H = HJ − hJ , où hJ et HJ sont les hauteurs respectivement en entrée et en sortie de

ressaut. Si bien que Fc = −2πγ∆H. L’inclusion de cette force (par unité de longueur) dans l’équation

de conservation de l’impulsion (II.33) conduit à

g
H2
J − h2

J

2
+
γ

ρ

∆H

RJ
+HJU

2
J =

∫ hJ

0

u2
Jdz, (II.39)

avec ρ la masse volumique du liquide. Cette équation peut ensuite être mise sous la forme :

g
H2
J − h2

J

2

(
1 +

2

B0

)
+HJU

2
J =

∫ hJ

0

u2
Jdz, (II.40)

avec B0 = RJgρ(HJ + hJ)/γ. On peut, comme dans le cas précédent, faire l’approximation h2
J � H2

J

et, toujours comme dans le cas précédent, intégrer de manière différente suivant la position de RJ

par rapport à r0 (l’ensemble de la théorie précédente n’étant absolument pas modifié, les valeurs

numériques restent les mêmes que vu précédemment). On aura donc pour RJ < r0, en analogie avec

(II.36) :

RJH
2
Jga

2

Q2

(
1 +

2

B0

)
+

a2

2π2RJHJ
= 0, 10132− 0, 1297

(
RJ
a

) 3
2

Re−
1
2 . (II.41)

Si, au contraire, on a RJ > r0 on obtiendra alors, en analogie avec (II.37) :

RJH
2
Jga

2

Q2

(
1 +

2

B0

)
+

a2

2π2RJHJ
= 0, 01676

((
RJ
a

)3

Re−1 + 0, 1826

)−1

. (II.42)

Il est bon de signaler que (II.41) et (II.42) diffèrent du modèle de Watson ((II.36) et (II.37)) uni-

quement par un terme en 2/B0. Ce terme a une influence essentiellement pour les ressauts de petits

rayons. C’est-à-dire lorsque 2/B0 ∼ 1 ce qui correspond à RJ ∼ 2γ
ρg(HJ+hJ ) ∼ 10−3 m pour de l’huile

silicone. En ce qui concerne l’eau il faut multiplier cette valeur par à peu près 3 pour avoir une idée

de l’importance de la tension de surface...

11. En l’absence de ressaut (i.e. absence de pente) on aura, bien sûr, s = ∆R et donc Fc = 0.
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II.2.4.2 Influence de la tension de surface au niveau du jet impactant

La tension de surface (ainsi que la gravité) vont aussi avoir pour effet de diminuer le rayon effectif

du jet avant l’impact a. On aura une vitesse au niveau de l’impact u0 supérieure à celle en sortie de

buse uN , la gravité tendant à accélérer le liquide et la tension de surface à resserrer le rayon du jet et

donc à augmenter la vitesse. Avec la conservation du débit Q = πr2
NuN = πa2u0, où rN est le rayon

de la buse, l’équation de Bernouilli conduit à

a

rN
=

(
1 +

2gZ

u2
n

+
2γ

ρu2
n

(
1

rN
− 1

a

))− 1
4

, (II.43)

où Z est la distance entre l’injecteur et la plaque. Comme on peut le constater à partir de cette formule

(et comme l’on peut s’y attendre intuitivement), à débit constant, plus la distance buse-plaque est

importante plus le jet est modifié en sachant que pour une vitesse typique de 3 m.s−1 et une buse

située à 4 cm de hauteur a ne sera modifié que de quelques pourcents par rapport à rN . Par ailleurs,

toujours à débit fixé, la taille de la buse rN joue un rôle crucial : en effet plus la buse est grande

plus uN est faible et donc plus les effets de la gravité et de la tension de surface sont importants (en

effet u2
N varie en r−4

N ). Et enfin, avec les autres paramètres fixés, plus le débit est important moins

la gravité et la tension de surface auront d’effet sur ce rayon effectif a (si Q augmente uN augmente

linéairement). 12

Bush et al. a testé l’influence de ces paramètres sur un large spectre de données, comparant ce jeu

de données à (II.36) et (II.37) puis à (II.41) et (II.42) dans la Fig. II.9 en utilisant (II.43).

Comme on peut le voir, l’accord entre théorie et expérience reste bon et la tension de surface

améliore nettement cet accord dans le cas particulier des petits rayons (qui se traduisent sur la courbe

plutôt par des petits Re). L’erreur standard est diminuée de 15% à 10% sur l’ensemble du jeu de

données.

II.2.4.3 La théorie de Watson en micro gravité ou lorsque la tension de surface devient

nécessaire

Avedisian et al. [2] proposent de tester la théorie de Watson en situation de micro gravité et de la

comparer aux mêmes mesures en gravité “normale”. Les principaux résultats pour le ressaut hydrau-

lique stationnaire mis en avant par leur étude sont :

(i) Un ressaut circulaire hydraulique stationnaire peut être obtenu en micro gravité (2.10−2 g). Dans

ce cas le rayon du ressaut est plus important que celui d’un ressaut obtenu dans les mêmes conditions

à gravité “normale”.

(ii) La pente au niveau du choc diminue avec la gravité.

Plus quantitativement, la théorie de Watson ((II.36) et (II.37)) est testée sur les données obtenues

expérimentalement. On peut voir ces résultats sur la Fig. II.10.

Comme on peut le constater les résultats obtenus en micro gravité (bleus sur la courbe) ne sont pas

du tout en accord avec la théorie. L’idée principale pour interpréter ce mauvais accord entre théorie

et expérience est que la tension de surface n’est absolument pas prise en compte 13. Or si l’on diminue

radicalement les effets de la gravité, les effets de la tension de surface doivent se montrer plus impor-

tant (preuve en est que la pente diminue au niveau du choc).

12. Pour les données obtenues grâce à notre dispositif expérimental ces effets resteront néanmoins marginaux.

13. Rappelons que ce papier est publié en 2000 tandis que celui de Bush et al. sur l’influence de la tension de surface

date de 2003.
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Figure 5. The observed dependence of the jump radius Rj on the system parameters. (a) The
solid line represents the theoretical prediction of Watson (1964). (b) The solid line represents
the theoretical predictions (2.10) and (2.11). The insets represent the equivalent log-log
representations, and the dotted lines the predictions of inviscid theory. ∗, RN = 0.15 cm,
ν = 21 cS; !, RN = 0.2 cm, ν = 21 cS; +, RN = 0.25 cm, ν = 21 cS; ", RN = 0.38 cm, ν =21 cS; #,
RN =0.5 cm, ν = 21 cS; $, RN = 0.2 cm, ν = 10 cS; !, RN =0.25 cm, ν = 10 cS; ×, RN = 0.38 cm,
ν = 10 cS; %, RN = 0.5 cm, ν = 10 cS; &, RN = 0.5 cm, ν = 1 cS. Characteristic error bars are
shown.

jumps ((Rj/a)3Re−1 > 1), but less so for smaller jumps. The surface tension correction
is included in figure 5(b), and improves the agreement between theory and experiment.
Specifically, the standard error is reduced from 15% to 10% over the entire data set.

Figure II.9 – Dépendance de RJ en fonction des différents paramètres du système. (a) La

ligne continue représente les prédictions de la théorie de Watson (équations (II.36) et (II.37)).

(b) La ligne continue représente la théorie de Watson modifiée par Bush et al. en ajoutant la

tension de surface (équations (II.41) et (II.42)). Les inserts donnent la représentation log-log de

ces courbes. La ligne pointillée présente sur chaque graphe rappelle la prédiction pour un fluide

parfait (équation (II.8)). Le liquide utilisé est un mélange eau glycérol (γ ∼ 65 − 70 mN/m,

ρ ∼ 1, 0−1, 2 g/cm−3). Les viscosités sont échelonnées entre 1 et 21 cS. Les hauteurs extérieures

sont échelonnées entre 2 mm et 1 cm et les buses ont un rayon rN compris entre 0,15 cm et 0,5

cm. Pour davantage d’informations se reporter à [13].

Plus quantitativement, avec le même formalisme que précédemment, on trouve dans le cas de la

micro gravité (2.10−2g) B0 ∼ 10−1 et donc le terme en 2/B0 sera de l’ordre de 20 et donc très grand
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Figure II.10 – Test de la théorie de Watson (équation (II.37)) dans un cas de microgravité.

Les ronds rouges correspondent aux données obtenues avec le dispositif expérimental en gravité

normale g0 et les carrés bleus aux données obtenues en micro gravité (g = 2.10−2g0). La ligne

noire continue correspond à la prédiction théorique. L’insert donne une représentation log-log

de cette courbe. Le liquide utilisé est de l’eau (γ ∼ 70 mN/m, ρ ∼ 1 g/cm3 et ν ∼ 1 cS). Les

hauteurs extérieures varient entre 2 et 15 mm. Les diamètres des buses varient entre 1,22 et

3,83 mm. Pour davantage d’informations se reporter à [2].

devant 1. Autrement dit la tension de surface sera prédominante devant la pression hydrostatique pour

des ressauts de rayon RJ ∼ 5 cm c’est-à-dire des rayons bien au-delà de ceux mesurés dans l’article.

Dans ce cas de figure particulier, la théorie de Watson compare donc un terme négligeable en lieu

et place de l’effet physique majeur... Malheureusement nous ne disposons pas des données brutes qui

auraient permis de calculer le premier terme des équations (II.41) et (II.42) et donc de comparer ces

résultats au modèle de Bush avec tension de surface.

On retiendra donc de ce travail d’une part qu’il est possible d’obtenir un ressaut circulaire hydrau-

lique en situation de micro gravité, ce qui n’a rien de trivial mais aussi que dans cette situation la

tension de surface apparâıt comme fondamentale.

II.2.5 Ressaut circulaire et Hélium superfluide

Lorsque l’on refroidit de l’hélium liquide en deçà d’une température de transition Tλ = 2, 17 K on

assiste à un changement de phase de l’hélium. On obtient alors de l’hélium superfluide. Ce liquide a

entre autre la propriété d’être de viscosité nulle contrairement à l’hélium liquide à T > Tλ qui possède

une viscosité faible mais non nulle. L’idée développée par Rolley et al. [99] de créer un ressaut avec

de l’hélium superfluide (et donc non visqueux) ouvre la perspective de tester la théorie du ressaut

inviscide (présentée précédemment : voir section II.1). Rolley et al. ont donc conduit une expérience
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où le liquide était refroidi progressivement de T > Tλ à T = 1, 5 K et il ne s’est rien passé d’évident à

la transition de phase. Ce résultat peut parâıtre surprenant de prime abord, néanmoins c’est un fait

bien connu de la communauté travaillant avec de l’hélium superfluide que l’hélium à T < Tλ peut

être considéré comme un mélange d’une composante “normale” et d’une composante superfluide où

seule la composante superfluide possède une viscosité nulle. De plus même dans le cas d’un liquide

uniquement superfluide, on voit apparâıtre une viscosité effective, pour des vitesses excédant une vi-

tesse critique, qui correspond dans notre cas à 10 cm/s ce qui est précisément l’ordre de grandeur des

vitesses au niveau du ressaut (et donc dans l’injecteur). Les auteurs supposent alors (en accord avec

les approximations usuelles) que la viscosité effective de l’hélium superfluide s’écrit : νeff = ηn/ρ où

ηn est la viscosité dynamique de la composante normale du liquide et ρ la masse volumique du liquide.

II.2.5.1 L’hélium un liquide unique pour tester la validité des lois de Bush-Watson dans

une situation limite

Toutefois même si l’hélium superfluide possède une viscosité effective, cette expérience offre un

cadre unique pour tester la théorie de Watson et la modification proposée par Bush et al. dans des

conditions expérimentales limites de viscosité et de tension de surface. Le liquide utilisé est donc de

l’hélium liquide (superfluide ou non) de température comprise entre 1,5 K et 4,2 K. Les rayons de

ressaut sont compris entre 0,5 et 3,5 mm, la densité se situe aux alentour de 0.145 et la viscosité se

situe deux ordres de grandeurs en dessous de celle de l’eau. Ajoutons à cela des tensions de surface

comprises entre 0,09 et 0,33 mN/m suivant la température) et l’on obtient un banc d’essai aux valeurs

extrêmes pour les théories existantes sur le ressaut.

Si les lois de Bohr et al. (que nous détaillerons plus tard) ne fournissent pas un bon accord avec

l’expérience, les lois de Watson fournissent quant-à elles un accord tout à fait raisonnable. Nous

avons donc reporté en Fig. II.11 (a) une figure de l’article de Rolley et al. [99] où sont représentées en

symboles vides les données obtenues à partir des équations (II.36) et (II.37). Les triangles représentent

les points obtenus pour T > Tλ et les cercles les points obtenus pour T < Tλ. Comme on peut le voir,

si l’écart obtenu est satisfaisant, il n’est pas parfait. Si l’on s’empare maintenant de la partie II.2.4 on

se rend compte que l’on obtient pour B0 des valeurs de l’ordre de 2. Il apparâıt donc que la tension

de surface n’est absolument pas négligeable et qu’elle joue même un rôle majeur. Les auteurs utilisent

donc le modèle de Watson dans lequel on tient compte de la tension de surface via le terme ajouté

par Bush et al. (équations (II.41) et (II.42)). Les points obtenus sont alors reportés sur la Fig. II.11

(a) par les symboles pleins. L’accord est comme on peut le voir bien meilleur.

On a donc pu prouver que le modèle de Watson amélioré par Bush et al. fournissait d’excellents

résultats y compris dans ces conditions extrêmes.

Le calcul des points expérimentaux nécessitant de connâıtre HJ , Rolley et al. ont utilisé HJ = H∞
la hauteur de liquide en bord de plaque ici laissée libre de s’ajuster avec Q (H∞ est notée d dans

l’article). 14 Pour autant le dispositif expérimental de Rolley et al. permet aussi de faire augmenter

H∞ en remplissant la cuve. C’est ce qui est fait dans la Fig. II.11 (b). Sur cette figure on voit bien

d’une part la robustesse de la théorie de Watson ainsi que la nécessité d’ajouter le terme de Bush

prenant en compte les effets capillaires. 15

14. Cela semble constituer une bonne approximation dans le cas d’un liquide avec une forte tension de surface (rela-

tivement aux autres paramètres) mais nous reviendrons plus amplement sur cette question importante plus loin...

15. L’article traite aussi de l’apparition de rides à la surface libre du liquide dans la zone interne lorsque T devient

plus faible que Tλ. Les auteurs en tirent une technique de mesure de h(r). Le lecteur curieux consultera donc la référence

[99] pour en apprendre davantage sur le sujet.
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(a)

This is quite surprising: from the Eq. (1), which is expected
to be relevant for a non-viscous fluid, one expects the
radius to increase roughly by a factor 10. Other measure-
ments at 1.5K at various flow rate have confirmed that the
radius is roughly independent of the nature of the fluid.

We propose the following explanation. Below Tl, the
liquid can be considered as a mixture of a normal and a
superfluid component (a comprehensive description of the
behavior and properties of superfluid helium can be found
in Wilks [11]). In this two-fluid model, only the superfluid
has zero viscosity and zero entropy, while the normal
component carries the entropy and has a finite viscosity Zn

which decreases roughly by a factor 2 when T decreases
from Tl down to 1.5K. Depending on the boundary
conditions, the superfluid component may flow indepen-
dently of the normal component, or together with it. Only
in the first case may the flow be truly non-dissipative.

Moreover, it is well known that the flow of the superfluid
component itself can be dissipative if the velocity exceeds a
critical value UC which depends mainly on the thickness
(or more generally on the transverse dimension) of the flow
(see Ref. [11, pp. 383ff.]). The dissipation mechanism is not
completely understood, but there is a consensus that
quantum vortices are generated if the velocity is larger
than UC. In our setup, vortices may be generated in the
tube, where Re is of the order of a few thousand (assuming
that the effective kinematic viscosity is of the order of
Zn=r), or where the jet impacts the substrate and the
direction of the flow is turned outwards. As seen in Fig. 7,
the presence of ripples inside the jump blurs the image of
the wire and make a direct measurement of the liquid
thickness impossible. However, the thickness is mainly set
by the jet diameter, and it should still be of the order of
10mm when the liquid is superfluid. For such a thickness,
the critical velocity is of the order of 10 cm/s [11]. This is
precisely the order of magnitude of the velocity at the
jump, so that the flow is presumably dissipative inside the
jump, and the generation of vortices may also occur in the
thin film region. For temperatures above 1.5K, the normal
fraction is larger than 0.1. Because of the mutual friction
between the vortices and the normal component, the two
components ‘‘lock’’ to each other. Then, as a first
approximation, the superfluid behaves as an ordinary fluid
with an effective kinematic neff of the order of Zn=r. For
instance, grid turbulence experiments yields neff roughly
twice as large as Zn=r at T ¼ 1:5K [12]. The exact value of
neff may depend on Re and on the geometry of the flow. As
the simplest guess, we will suppose in the following that
neff ¼ Zn=r.

3.4. Jump radius at 1.5 K

We have performed measurements of both the jump
radius Rj and the fluid thickness d for various flow rates at
T ¼ 1:5K. In Fig. 8, we compare the measured value for Rj

with the predicted values in Watson’s model and in Bush’s
model. With the hypothesis neff ¼ Zn=r, one finds that the

data in the superfluid regime collapse well with the data in
the normal regime. This supports the idea that the fluid
behaves as if it were a usual viscous fluid, at least for the
jump radius. One should note that the predictions for Rj is
not very sensitive to the exact value of neff : an increase of
neff by a factor two leads to a decrease of Rj by only 15%.
Data in a wider range of d can be obtained when looking

at the filling of the cell: when the dead volume below the
plate is filled by liquid, the outer level d starts to increase.
This makes the jump radius decrease, as seen in Fig. 9.
As Rj decreases slowly (dRj=dt is much smaller than the

fluid velocity inside the jump), one expects than Rj can
adjust to slowly varying boundary condition. In this way,
one can measure Rj as a function of d, at constant flow rate
Q. Data are shown in Fig. 10, together with the predictions
corresponding to the model by Watson, and with the model
including a correction for the surface tension. Once again,
experimental data fall within the two predictions. Looking
more closely at the data, it is clear that the data are closer
to the prediction which takes into account capillary forces.
This is consistent with the observation that the jump
becomes steeper as Rj decreases.
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Fig. 9. Collapse of the jump at T ¼ 1:5K as the outer level d increases
ðQ ¼ 26:67mm3=sÞ. Left: d ¼ 122mm and Rj ¼ 3:30mm. Right: d ¼
283mm and Rj ¼ 1:83mm.
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(b)

4. Ripples in the fast flow region

Above the superfluid transition, a few ripples are visible
close to the jump. The most striking feature of the flow
below Tl is the increasingly large number of ripples that
are visible within the jump, as seen in Fig. 7.

These ripples are stationary, which means that they are
traveling upstream with respect to the flow of the liquid. It
is observed that the phase of the ripples is independent of
the radius of the jump. This suggest a method for
measuring the depth of the liquid inside the jump, when
it is too shallow or too curved to measure by means of the
image of the wire, for the wavelength l should depend on
hðrÞ. We start from the assumption that hðrÞ varies slowly
enough that it makes sense to speak of the wavelength at a
particular radius r, and that it is given by the distance
between wave crests in the image. We also treat the waves
as plane waves, rather than circular waves: this approx-
imation is justified by the fact that we do not observe any
ripples at radius small compared to l.

To proceed, from the wavelength, we determine the wave
number k ¼ 2p=l. As a first approximation, we note that
since the waves are stationary in the reference frame of the
laboratory, in the reference frame moving with the average
velocity hUi of the fluid, they are traveling upstream with
an equal and opposite velocity. Thus their phase velocity
vf $ o=k is equal to hUi (here o is the frequency of the
waves in the fluid frame of reference). hUi depends on r and
hðrÞ by the equation of continuity, Q ¼ 2prhðrÞhUðrÞi. The
dispersion relation for waves in a shallow liquid is [13, p.
240]:

o2 ¼ ðgk þ gk3=rÞ tanh kh. (4)

This set of equations can be solved numerically for the
depth of the liquid, hðrÞ. The result is in reasonable
agreement with the prediction of Watson [9], as shown in
Fig. 11, which lends credence to the procedure. It cannot be

compared with a direct measurement, since the image of
the wire is blurred because of the oscillation of the
interface. However, in our parameter range, the minimum
thickness is only weakly dependent on the viscosity, so that
one expects the value of h to be set by the jet radius, and to
be still of the order 10mm. This value is consistent with the
one obtained from the simple analysis of the ripples.
Although we did not observe the growth of the ripples in

the time domain, the dispersion relationship given by Eq.
(4) suggests that the group velocity of the waves, vg ¼
do=dk in the fluid frame of reference is greater than the
average fluid velocity hUi, so we might expect that the
disturbance represented by the ripples grows upstream (i.e.,
though the crests remain stationary, new crests will form
upstream during the initial growth of the perturbation). It
has been suggested by Volovik [14] that the ripples are
generated by interactions with the substrate, which would
generate stationary waves (the perturbation due to the
surface has o ¼ 0 in the laboratory frame of reference). It
is interesting to note that there is a minimum fluid velocity
below which stationary ripples cannot exist, hUmini ¼
minðoðkÞ=kÞ (here oðkÞ is in the fluid frame of reference).
This same criterion is required for the hydraulic jump to
exist in Rayleigh’s inviscid model, and it is the same as the
Landau criterion for the creation of quantum excitations in
a fluid moving past a wall, as noted by Volovik. In our
experiment, however, because the film is thin compared to
the capillary length, the minimum velocity is zero and
stationary capillary waves may form for any fluid velocity.
To establish the relationship between l and h more

accurately, and to determine the relationship between the
viscosity n of the liquid and the spatial dependence of the
ripple amplitude, we turn to the Navier–Stokes equations
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Figure II.11 – (a) Test des modèles de Watson (équations (II.36) et (II.37)) et Watson

Bush (équations (II.41) et (II.42)) pour l’hélium liquide à 4 températures : trois tempéra-

tures (représentées par des triangles) où le liquide est “normal” (4,2 K : ν = 2, 59 10−8 m2/s,

ρ = 0.125 g/cm3, 0,09 mN/m ; 3 K : ν = 2, 52 10−8 m2/s, ρ = 0.141 g/cm3, 0,2155 mN/m ;

2,45 K : ν = 2, 14 10−8 m2/s, ρ = 0.145 g/cm3, 0,27 mN/m) et une température où le liquide

est super fluide (représenté par des cercles) (1,5 K : viscosité effective ν = 0, 88 10−8 m2/s,

ρ = 0, 145 g/cm3, 0,332 mN/m). Les symboles vides correspondent au modèle de Watson et les

symboles pleins correspondent au modèle de Watson-Bush. Le rayon de la buse est de 0, 1 mm

et le rayon de la plaque est R∞ = 24 mm. (b) Variation du rayon du ressaut RJ en fonction

de la hauteur de liquide en bord de plaque H∞ = d. Le liquide est l’hélium superfluide (voir

spécifications plus haut) et Q = 26, 7 mm3/s. En pointillé est représenté le modèle de Watson

et en trait continu le modèle de Watson avec le terme proposé par Bush et al. Comme on le voit

l’influence du terme capillaire est déterminante. Pour davantage d’informations se reporter à

[99].

II.2.6 Conclusion sur la théorie de Watson

En résumé, la théorie de Watson semble fournir une très bonne description de la zone interne,

malgré un certain nombre d’approximations (en particulier une hauteur de liquide qui diverge quand

r tend vers 0 au lieu de diverger en r = a comme cela est visible expérimentalement). L’accord entre

théorie et expérience semble tout à fait correct et l’apport de Bush et al. améliore encore cet accord.

Pour autant, il subsiste un léger écart systématique de tendance comme on peut le voir par exemple

en Fig. II.6.

Cette théorie porte en elle deux “défauts” : le premier est d’être assez peu lisible, par exemple elle

n’offre pas de relation simple entre le rayon et le débit et il est assez difficile d’isoler les paramètres

physiques clés pour en mesurer l’influence. Le deuxième est que cette théorie est très “descriptive”

mais assez peu “prédictive”, elle laisse en paramètre d’entrée la hauteur de liquide après le choc.

Autrement dit expérimentalement parlant on a besoin de mesurer la hauteur de liquide après le choc

HJ pour prédire le rayon du ressaut RJ . Elle appelle donc à construire des théories plus complexes

permettant de prédire le champ de liquide extérieur afin de “boucler” le système. C’est ce que nous

allons maintenant aborder.
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II.3 La théorie de Bohr

La théorie de Bohr et al. [8, 10, 113] se place dans le cas où le rayon du ressaut est assez grand

devant la“longueur d’entrée”, distance du point d’impact à laquelle la couche limite a envahi l’épaisseur

de liquide dans la zone interne (cette limite correspond à r3 � l3 dans la description de Watson).

Dans ce cas on peut négliger l’influence de la zone inviscide et mixte (c’est-à-dire la zone de stagnation

ainsi que la zone où crôıt la couche limite visqueuse c’est-à-dire les zones (i) et (ii) de la théorie de

Watson) afin d’obtenir un modèle plus simple. Cette approche reprend un peu la description proposée

par Tani [108] et s’en inspire largement. 16

En outre Bohr et al. [8] prennent en compte le profil extérieur et montrent qu’une singularité

advient pour les grands rayons. En identifiant la singularité comme étant le bord de la plaque ou

le bord du mur de confinement, l’écoulement à l’extérieur peut être décrit de manière unique. Si

l’on couple cet écoulement à l’écoulement interne et à un choc de type Bélanger, on peut résoudre

entièrement le problème et prédire le rayon du ressaut.

Comme on le verra, on peut éventuellement remettre en cause cette modélisation du choc et obtenir

une description plus fine afin d’éviter une singularité au niveau du ressaut.

II.3.1 Équation de la couche limite

On utilise ici les mêmes notations que dans la partie précédente c’est-à-dire r, z les coordonnées

cylindriques et u, w les composantes de la vitesse correspondantes, ν la viscosité cinématique du liquide

et g l’accélération due à la gravité. Les équations de la couche limite sont les mêmes que celles utilisées

par Watson (équations (II.9) et (II.10)) avec les conditions aux limites usuelles (équations (II.11) et

(II.12)). Néanmoins, dans son modèle, Bohr se propose d’ajouter le terme de gravité négligé jusque

là. Les équations de la couche limite sont alors données par :

∂(ru)

∂r
+
∂(rw)

∂z
= 0, (II.44)

u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂z
= −g dh

dr
+ ν

∂2u

∂z2
, (II.45)

u = w = 0 en z = 0, (II.46)

∂u

∂z
= 0 en z = h(r). (II.47)

On utilise aussi la conservation du débit (II.13) :

r

∫ h(r)

0

udz = q, (II.48)

avec q = Q/2π. On adimensionne ensuite ces équations en écrivant que tous les termes sont du même

ordre, ce qui mène au dimensionnement suivant 17 :





u = αũ, α = q
1
8 ν

2
8 g

3
8 ,

w = βw̃, β = q−
3
4 ν

3
4 g

1
4 ,

r = ωr̃, ω = q
5
8 ν−

3
8 g−

1
8 ,

z = δz̃, δ = q
1
4 ν

1
4 g−

1
4 .

(II.49)

16. Cette approche est donc centrée sur la description de la couche limite, l’idée qui sous-tend ce travail est que les

vortex présents dans les structures de type I et type II sont dus à des décollements de la couche limite.

17. Dans ce dimensionnement on trouve d’ors et déjà la loi d’échelle pour RJ à laquelle Bohr et al. aboutit.
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En supprimant les tildes, les équations (II.44), (II.46), (II.47) et (II.48) restent inchangées tandis

que l’équation (II.45) devient

u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂z
= −dh

dr
+
∂2u

∂z2
. (II.50)

En définissant v comme la moyenne de u selon z (c’est-à-dire v = h−1
∫ h

0
u(r, z)dz) on obtient à

partir de (II.48) :

vrh = 1. (II.51)

Si l’on intègre la conservation de quantité de mouvement (II.50) selon z pour tout r en utilisant (II.44)

et les conditions aux limites (II.46) on obtient :

1

rh

d

dr

(
r

∫ h

0

u2dz

)
= −dh

dr
− 1

h

∂u

∂z
|z=0 . (II.52)

Si l’on définit maintenant G comme

G =
1

h

∫ h

0

(u/v)2dz, (II.53)

on obtient

v
d

dr
(Gv) = −dh

dr
− 1

h

∂u

∂z
|z=0 . (II.54)

Cette fonction G, et de manière plus générale cette écriture du problème, sont des éléments clés

de la théorie de Bohr et al. G est un facteur de forme qui nous permet d’étudier la plupart des cas

possibles : des plus simples (fonction auto-similaire parabolique) aux plus complexes. Cette équation

décrit donc l’équilibre entre le terme convectif et les termes du gradient de pression hydrostatique et

de la friction visqueuse.

II.3.2 Profil auto-similaire pour u

Le modèle le plus simple pour la fonction reste, comme dans le cas de Watson, le choix d’une

fonction auto-similaire c’est-à-dire :

u(r, z) = v(r)f(η),

où η = z/(h(r)). On se propose d’utiliser pour f la solution en accord avec les conditions limites la

plus simple possible (mathématiquement du moins) soit un profil parabolique f(η) = 3η − 3
2η

2. En

utilisant cette fonction l’équation (II.54) devient :

6

5
v
dv

dr
= −dh

dr
− 3

v

h2
.

Un autre choix pour f n’aurait eu pour effet que de changer les coefficients. Qualitativement ce choix

importe peu. En particulier, en utilisant les changements de variables appropriés on obtiendra :

v
dv

dr
= −dh

dr
− v

h2
. (II.55)

C’est donc l’équation que nous allons utiliser à partir de maintenant. 18

L’équation (II.55) couplée à la conservation du débit (II.51) conduit à l’équation différentielle :

dv

dr
(v − 1

v2r
) =

1

vr2
− v3r2. (II.56)

18. On remarquera que cette équation est l’analogue de (II.19) de Watson dans laquelle on a ajouté le terme dû à

la gravité (h′). Par ailleurs, il est bon de signaler que l’impact de ce terme dû à la gravité est très faible dans la zone

interne.
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Cette équation peut être réécrite sous forme de deux équations paramétriques :

dr

ds
= v3r2 − r dv

ds
= v − v5r4 (II.57)

Un théorème dû à Hardy [53] montre qu’on ne peut pas trouver de solutions physiques à l’équation

(II.56). En effet, il n’existe pas de comportement admissible de v (à savoir une valeur finie ou nulle

pour v) pour r → +∞. Dans [8], Bohr essaye l’ansatz de solution v = y/r autrement dit y = 1/h :

dr

ds
=
y3

r
− r dy

ds
= −y5 +

y4

r2
. (II.58)

On peut négliger les termes en 1/r et 1/r2 (car y crôıt moins vite que r puisque y = vr et que v

décrôıt) on aboutit à :

v = (1/r)[4ln(rs/r)]
− 1

4 , (II.59)

où rs est le rayon pour lequel la vitesse diverge. Cette solution est donc valable pour le profil extérieur

(“après” le ressaut). 19

Les auteurs supposent alors que le lieu où la vitesse v va diverger (où tout du moins sa dérivée)

correspond au bord de la plaque (ou au lieu du mur), on peut ainsi estimer que rs ≈ R∞ où R∞ est le

rayon de la plaque comme présenté plus haut en Fig. II.2. Le système peut maintenant être fermé : la

donnée de rs sélectionne un profil pour la hauteur extérieure ; la condition du choc de Bélanger (II.33)

peut s’écrire (à l’aide de la conservation du débit) :

v1 =
1

4rv2
[1 + (1 + 8v3

2r)
1/2], (II.60)

où v1 et v2 sont respectivement les vitesses avant et après le choc. La donnée d’un couple (r0, v0) per-

met en outre d’intégrer numériquement (II.56) dans la zone interne et donc d’obtenir numériquement

la position RJ du choc.

Cette théorie est donc testée en intégrant numériquement à partir du couple (R0, H0) où R0 = 1

cm et H0 = 0, 05 cm qui sont des données de la zone interne considérées comme typiques par les

auteurs. Rs le rayon de la plaque est pris à 20 cm. Rappelons aussi que le profil de vitesse proposé est

un profil de vitesse parabolique (type demi Poiseuille). Les résultats sont présentés en Fig. II.12.

Comme on peut le constater si l’accord qualitatif semble correct, l’accord quantitatif semble, lui,

faire défaut. 20

Par ailleurs, on peut observer sur la Fig. II.13 que le rayon du ressaut adimensionné rJ dépend

très faiblement du rayon de la singularité rs. On peut ainsi en conclure que pour rs � rJ (sans être

non plus astronomique) on aura rJ ≈ 1 et donc :

RJ ∼ ω ∼ Q
5
8 ν−

3
8 g−

1
8 , (II.61)

avec un pré facteur à cette loi d’échelle dépendant uniquement du type de profil de l’écoulement.

Cette loi d’échelle, si elle ne fournit pas un accord excellent avec les résultats expérimentaux (on a

typiquement un exposant 3/4 au débit), constitue un résultat remarquable, car simple et analytique,

compte tenu des nombreuses approximations nécessaires pour l’établir. 21

19. Nous le verrons plus loin, ce type de solution décrit très bien l’expérience et peut être retrouvé très simplement

en équilibrant frottements visqueux et pression hydrostatique pour un profil d’écoulement parabolique.

20. Par ailleurs on remarque une fois de plus que la distance buse-plaque ne semble pas avoir beaucoup d’importance

(comme attendue par (II.41) et (II.42)).

21. Cette loi d’échelle, souvent appelée loi de Bohr, est actuellement la seule qui permette de prédire le rayon du

ressaut sans calcul numérique et sans paramètre supplémentaire.
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Shallow-water approach to the circular hydraulic jump 
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FIGURE 5. Experimental data for the position of the jump Rj as a function of flux Q (from Dimon 
et al. 1992). The different data sets are for different nozzle heights (see text). Data from Tani (1949) 
are also shown. The solid line is the theoretical prediction for the position of the jump. 

we have to increase rs many orders of magnitude to have any significant effect on r j ,  
Thus, as long as rs 9 rj (but not astronomical), there is a strong selection of rj x 1 ,  
which means that the physical (i.e. non-rescaled) jump radius Rj scales as (21): 

Rj x y = cq%v-ig-t, (48) 
where the constant c depends on the velocity profile chosen in (28). For a parabolic 
profile, which we shall assume for definiteness, c x 0.73. 

To compare more directly with experiments, we have computed Rj(Q) for a range of 
Q with the (non-rescaled) value of the edge radius (radius of the plate) R, fixed and with 
a particular set of initial conditions for u. Fixing R, means that rs depends on Q as 
rs = R J y .  With c z 0.73 for a parabolic profile and v = 0.01 cm2/s, we find, 

r8 x 1.8Q-gR, (49) 
in c.g.s units. For the inner boundary conditions, we have assumed that the shape of 
the spreading jet is independent of Q, which means that the physical velocity V at a 
fixed point R, varies linearly with Q :  

where H ,  is the height of the fluid layer at r = R,, which is assumed to be independent 
of Q. The scaled boundary conditions are then found from V(Ro) = mv(l.8Q-fRo) or 

In figure 5 we show data from Dimon et al. (1992) for the radius of the hydraulic 
jump as a function of flux when the flow is stationary. In this experiment, a jet of water 
from an 8 mm diameter nozzle impinges on a plate 40 cm in diameter. A small amount 
of soap (0.04% by volume) was added to the water to facilitate even wetting of the 
plate. The flux was controlled with a constant-head tank and measured directly at the 
nozzle. The range in Q corresponds to 1 < Fr(Ro) < 80. The jump radius was 

Figure II.12 – Dépendance de RJ en fonction de Q. Le liquide utilisé est de l’eau pure dans

le cas de Tani [108] et de l’eau contenant un peu de surfactant dans le cas de Dimon et al.

(autres points). Le liquide est injecté par une buse de 8 mm de diamètre et pour différentes

distances plaque-buse (entre 2 et 8 cm) sur une plaque de 40 cm de diamètre. La ligne continue

correspond à la position du ressaut attendue théoriquement (obtenue numériquement). Pour

davantage d’informations se reporter à [8] et [108].
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FIGURE 3. The jump is interpreted as a discontinuity (dashed line) connecting the inner and outer 
solutions (solid lines) shown in figure 2. The jump does not pass through the focus, although it may 
appear to do so. 
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FIGURE 4. The dependence of the position of the jump r, on the singularity at rs, 

The choice of outer solution depends on r, as noted above, but the dependence is 
very weak as seen in figure 2. Small changes in u, right after the jump have a strong 
effect on r8 which follows from the approximate solution (37), which can be inverted 

(47) r, % epz, 
where u, denotes the outer solution at r = 1.  This means that no matter which large r, 
we choose, the outer solution will remain almost unchanged. Figure 2 shows the 
outermost solution with its corresponding jumpline (i.e. the solution of (46)) for 
r,  = 20.3. The jump occurs when the inner solution crosses this line. The spiralling 
nature of the inner solution and the large power of u appearing in (34) imply that, 
independently of the initial conditions chosen for the inner solution, the jump always 
occurs close to r = 1, as seen in figure 2. As noted earlier, the exact location of the jump 
does depend on r,. The dependence is, however, extremely weak as seen in figure 4. 
Here we show the dependence of r j  on r, for a typical inner solution. One can see that 

to give 1 4  

Figure II.13 – Dépendance de rJ (rayon du ressaut adimensionné) en fonction de rs. Comme

on peut le constater la dépendance est faible... Pour davantage d’informations se reporter à [8].

II.3.3 Profil avec un paramètre de forme

Comme on a pu le voir jusqu’à présent, l’hypothèse d’un profil similaire est très puissante, néan-

moins elle montre certaines limites. En particulier une telle approche ne permet pas d’obtenir un

profil d’écoulement comme observé expérimentalement : en effet avec un profil similaire il n’y a pas la

possibilité de modéliser des recirculations comme on peut les observer dans un ressaut de type I (et à

plus forte raison dans un ressaut de type II, voir Fig. I.11). Pour atteindre ce but il faut utiliser une

fonction f plus souple. La manière la plus simple de modifier la modélisation consiste à ajouter un

paramètre de forme λ(r) dont dépendrait la fonction f = f(η, λ(r)) 22. Cette approche est à rappro-

cher des techniques usuelles développées par Kármán et Pohlhausen pour décrire le développement

des couches limites. On s’attend, par analogie avec ce type de modèle, à obtenir un décollement de

couche limite en raison du gradient de pression hydrostatique adverse. Ce décollement est susceptible

de modéliser la recirculation, au voisinage du ressaut. Ainsi pour améliorer le profil parabolique on

22. Pour mémoire la définition de f devient donc u(r, z) = v(r)f(η, λ(r))
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propose :

u(r, z)/v(r) = aη + bη2 + cη3,

où a, b, c sont des fonctions de r. L’utilisation de la conservation de la masse (II.51) et des conditions

aux limites (II.46) et (II.47) permet d’exprimer ces paramètres en fonction d’un seul (que l’on nommera

λ), par exemple :

a = λ+ 3, b = −(5λ+ 3)/2, c = 4λ/3. (II.62)

On en déduit :

G(λ) = 6/5− λ/15 + λ2/105. (II.63)

Nous avons donc deux inconnues : h(r) et λ(r), deux équations sont donc nécessaires. Bien sûr

on utilisera l’équation moyennée de conservation de la quantité de mouvement (II.54). En suivant les

méthodes de Kármán-Pohlhausen, on choisit comme deuxième équation l’équation (II.45) évaluée en

z = 0 :
dh

dr
=
∂2u

∂z2
|z=0 . (II.64)

Ces deux équations peuvent être exprimées en fonction de λ en utilisant (II.62) et (II.63) :

v
dG(λ)v

dr
= −dh

dr
− vλ+ 3

h2
,

dh

dr
= −v 5λ+ 3

h2
. (II.65)

Puis l’on peut simplifier et éliminer v en utilisant la conservation du débit (II.51). On obtient ainsi,

après calcul, un système de deux équations différentielles pour h(r) et λ(r) :

dh

dr
= −5λ+ 3

rh3
,

dG

dλ

dλ

dr
=

4rλ

h
+G(λ)

h4 − (5λ+ 3)

rh4
. (II.66)

Cette équation peut ensuite être résolue numériquement mais il est nécessaire d’imposer deux couples

(r1, h(r1)) et (r2, h(r2)) (de préférence de part et d’autre du ressaut pour des raisons de stabilité de

l’intégration numérique). Aucun autre paramètre ajustable n’est nécessaire pour déterminer h(r) et

λ(r).

Cette intégration numérique permet d’observer un ressaut hydraulique (voir Fig. II.14) avec la

présence d’une recirculation après le ressaut (voir les deux dernières figures de Fig. II.14) mais n’estime

toujours pas la position du ressaut avec exactitude (on note une erreur de l’ordre de 10%). 23

Lorsque l’on augmente la hauteur extérieure dans ce modèle on n’observe pas de transition d’un

ressaut de type I vers un type II avec l’apparition d’un deuxième vortex en surface du choc ( voir

Fig. I.11) contrairement à ce que l’on observe expérimentalement. Le modèle numérique présenté

échoue donc à capter cette transition. 24

II.3.4 Approximation analytique des solutions de (II.66)

Bohr et al. se proposent d’approcher analytiquement les solutions de (II.66). Comme une seule

solution analytique ne peut être construite pour l’ensemble du problème, les auteurs découpent le

problème en trois zones : la zone interne (avant le choc : r et h petits), la zone externe (après le choc :

r grand et v petit) et la zone du choc.

23. L’un des avantages de ce modèle est d’avoir des équations régulières, y compris au niveau du choc (on évite la

“condition de choc”).

24. Cet échec du modèle s’explique facilement par le modèle même, en effet un tel vortex a, de fait, une vitesse de

surface négative. Or la vitesse de surface donnée par (II.62) ne peut être que positive comme détaillé dans [113]...



II.3. LA THÉORIE DE BOHR 57
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Integral methods for shallow free-surface flows 245
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Figure 4. (a) Two surface height profiles of type I flow, taken from the experiment in figure 2
are shown as the dot-dashed curves. Numerical solutions of the model (2.25) are shown as solid
curves, and show reasonable agreement. To obtain each of the numerical solutions, h values
were read from the experimental data at r = 11.8 mm and r = 30.0mm, then a boundary value
problem was solved by the shooting method. The thick dashed curve represents an analytical
approximation of the solutions before the jump, described in § 2.8.1. The formulae (2.30) and
(2.31) show good agreement with one fitting parameter. (b) The computed shape parameter
λ(r), characterizing the velocity profiles, corresponding to the two numerical solutions in
(a). The flow is separated behind the jump where λ < −3, and approaches the parabolic
profile λ = 0 as r increases. Again, the dashed curve is an analytical approximation. (c) Two
trajectories of (2.25) are shown in the (h, λ)-plane. They correspond to solid curves in (a)
and (b).

is extended to r < r1 and to r > r2 by integrating (2.26) backwards from r1 and
forwards from r2, respectively. Integrations in these directions are stable.

Figure 4(a) shows two solutions of such a boundary value problem. They correspond
to the two type I solutions in figure 2, reproduced here as dot-dashed curves.
From each curve the boundary data are taken at r̃1 = 11.8 mm (corresponding
to dimensionless value r1 = 0.42) and r̃2 = 30.0mm (r2 = 1.07). The computed
solutions h(r) corresponding to the data are shown as solid curves. Each curve shows
a gradual decrease for small r̃ as r̃ increases, reaches a minimum at some r̃ ≈ 15 mm,
and then undergoes a sharp jump at r̃ ≈ 22–23 mm, and a slow decay after the jump.
The location of the jump is about 10% different in each case, and the slope behind
the jump is noticeably different. However, the qualitative behaviour is captured well
by the simple model. Figure 4(b) shows the shape parameter λ. The velocity profile
changes suddenly almost simultaneously with the rapid increase of the surface height,
and a region where λ < −3, corresponding to separation, is observed in each case.
(If the downstream height is further reduced, however, the shape parameter λ does
not reach λ = −3, and there is no separated region. Thus, our model predicts that a
(weaker) jump without an eddy is possible. The flow near the bottom still decelerates
just after the jump.) The parameter λ(r) recovers and appears to converge to λ = 0
(the parabolic profile) as r becomes large. We emphasize again that the equations
remain perfectly regular around the separation points.

The flow structure is more directly shown in figure 5, where the u-velocity profiles
are computed from λ at equidistant locations in r . Since magnitudes of the velocity
vary considerably between small and large r , the profiles are scaled by the average
velocity, so that the profiles of u(r, z)/v(r) are shown. The stream function ψ is
computed from the definition u = ψz/r , w = −ψr/r . The dimensionless stream
function varies from ψ = 0 on z = 0 to ψ = 1 on z = h. Inside the separated region
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Figure 5. Visualization of the type I flow pattern based on the computed shape parameter
λ(r) from the model. The velocity profiles at equidistant locations in r are the horizontal
component u, thus they are not tangential to the streamlines. Since magnitudes of the velocity
vary greatly between small and large r , the profiles of u(r, z)/v(r) are shown. The streamlines
separate zones which carry 10% of the flow rate. A separation bubble is present in the range
of r where λ < −3. Note the difference in the scales for the axes. The parameters differ from
those of figure 4. They are: Q = 33 ml s−1 and ν = 1.4 × 10−5 m2 s−1, corresponding to
r∗ = 2.5 cm, z∗ = 1.7 mm, and u∗ = 16 cm s−1.

ψ < 0. The contours at ψ = −0.1, 0, 0.1 . . . , 1 are shown in the figure: that is, a
region between two neighbouring contour curves carries 10% of the mass flux.

The surface velocity U predicted from the model is shown in figure 6. The
parameters are as in figure 5. The model again misses the location of the jump by
about 20%, so measurements and the curve from the model are offset, but qualitative
features are well reproduced. The velocity outside the jump is small and decays like
U ∝ 1/r , as can be seen from the log–log plot in the inset. This is consistent with
an almost constant h and a nearly parabolic velocity profile, which we analytically
demonstrate in the next section. On the other hand, the surface velocity decreases
almost linearly before the jump. This region is harder to explain intuitively, but an
analytical approximation is also obtained in the next section. At the jump a rapid,
cusp-like drop in the velocity is noticed.

Finally, we discuss the dependence of the solutions on the external height hext. Both
in experiments and in the model the height inside the jump is little affected by the
change in the external boundary condition h2(r2). The numerical solutions as well as
the measured surface profiles in figure 4(a, b) apparently overlap in the interior to the
jump. Of course, the two solutions must correspond to different trajectories of the
model (2.25) and cannot collapse exactly onto a single curve. However, the closeness
of the solution curves in the interior of the jump is the cause of the difficulty of
solving the initial value problem starting from a small r .

If the external height is further increased, a transition from type I to II is observed
in the experiment, as illustrated in figure 2 and figure 3. Unfortunately, no such
transition is reproduced in the model when h2 is increased. Instead, one finds a
computed solution of the model similar to the ones in figure 4 even for a much

Figure II.14 – (a) Deux profils de hauteurs (ressauts de type I) obtenus expérimentalement

(lignes fines pointillées) sont comparés aux solutions numériques (lignes continues) de (II.66).

Les paramètres d’entrée sont deux points des profils expérimentaux (ici pris à r = 11.8 mm

et r = 30 mm). Comme on peut le voir, l’accord est qualitativement correct mais demeure

quantitativement faible. La ligne pointillée épaisse correspond à la solution analytique approchée

dans la zone interne (i.e. l’équation (II.68)). Comme on le voit l’approximation semble correcte.

(b) Visualisation des lignes de courants d’un ressaut de type I basé sur la résolution numérique

des équations (II.66). La figure la plus haute correspond à un profil “global” tandis que la plus

basse est grossie autour du choc. Les profils de vitesses espacés régulièrement sur l’axe horizontal

correspondent à la composante horizontale u, cela explique pourquoi ils ne sont pas tangents aux

lignes de courant. Les vitesses variant brutalement le long de l’axe, les valeurs de u sont toutes

adimensionnées par v la vitesse moyenne à la position donnée. Comme on peut le constater, la

recirculation après le ressaut est bien captée par le modèle. Pour davantage d’informations se

reporter à [113].

II.3.4.1 Zone interne (avant le choc)

Dans la zone interne on peut considérer que r est petit et que h est petit par rapport au cas de la

zone externe. On appelle Θ un rayon typique et on le traite comme un paramètre petit en utilisant le

changement de variable :

h = Θα H , r = Θ R, v = Θ−1−α V . (II.67)



58 CHAPITRE II. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

La résolution des équations (II.66) impose α = 2. Les solutions approchées pour la zone interne sont

alors données par : 



H = C1/R + 4R2/(5G(−3/5)),

λ = −3/5 + h4/5− 105r2h3/272,
(II.68)

où C1 est une constante d’intégration 25. On retrouve donc pour H , aux coefficients près, une expres-

sion similaire à celle de h(r) pour r3 � l3 obtenue dans le cadre de la théorie de Watson (voir (II.21)).

La solution (II.68) est testée dans la figure Fig. II.14 et est comparée à la situation expérimentale

et à la solution obtenue par intégration numérique de (II.66). La solution analytique (II.68) semble

donc tout à fait justifiée et confondue avec les points expérimentaux et la solution numérique.

On en déduit donc que l’ajout de la pression hydrostatique dans la zone interne proposé par Bohr

et al. (par rapport aux équations de base de Watson) peut aisément être négligé au premier ordre

dans la zone interne, mais également qu’un profil de vitesse auto-similaire est parfaitement adapté

pour décrire cette zone interne.

II.3.4.2 Zone externe (après le choc)

Considérons maintenant les solutions de (II.66) pour les grands r. Une fois encore nous introduisons

un rayon typique θ qui sera, cette fois, considéré comme un paramètre grand. En supposant, en plus,

que la hauteur est d’ordre 1, le changement de variable s’écrit :

h = H , r = θ R, v = θ−1 V . (II.69)

Les solutions approchées des équations (II.66) pour la zone externe seront donc :




H = (12 ln(Rend/R))
1/4

,

λ = 3
10r2

(
3
h3 − h

)
,

(II.70)

où Rend est une constante d’intégration représentant le rayon pour lequel la hauteur s’annule. 26 Cette

solution asymptotique a exactement la même forme que celle proposée par Bohr et al. dans un article

précédent et présentée plus haut (obtenue via l’équation (II.59)). 27

II.3.4.3 Zone du choc : conservation de la quantité de mouvement.

Pour terminer cette étude on s’intéresse maintenant à la zone du ressaut proprement dit. Jusqu’à

présent, dans les modèles analytiques, la condition de choc a toujours été de type Bélanger (II.33)

c’est-à-dire d’épaisseur nulle et donc sans friction. On se propose ici de généraliser cette approche à

une situation continue. Pour ce faire on utilise les équations (II.65) dans lesquelles on introduit un

paramètre formel β dans le terme de gauche de la seconde équation :

v
dG(λ)v

dr
= −dh

dr
− vλ+ 3

h2
, β

dh

dr
= −v 5λ+ 3

h2
, (II.71)

ainsi le paramètre β contrôle l’influence de la pression hydrostatique et le profil de vitesse. Bien sûr,

le seul cas physique valable correspond à β = 1 et les équations se simplifient ensuite en (II.66). Néan-

moins, ce cas de figure ne peut être résolu analytiquement. Les auteurs se proposent donc d’obtenir

25. C1 peut être identifié comme valant 0,25 en comparant avec les expériences.

26. La difficulté avec cette écriture est que le rayon Rend ne peut être connu précisément car non physique.

27. Nous verrons plus loin que ce type de solution peut être retrouvé très simplement par un calcul de type “lubrifi-

cation” en équilibrant frottements visqueux et pression hydrostatique pour un profil d’écoulement parabolique.
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une solution approchée dans le cas où β → 0 c’est-à-dire dans un cas où il y a peu d’influence de la

pression hydrostatique sur le champ de vitesse. Bien entendu si on a strictement β = 0 on retrouve la

condition de choc classique de Bélanger.

Si l’on nomme r = r0 la position du choc et que l’on considère une région de petite taille β autour

de ce choc, on peut faire le changement d’échelle r = r0 + βX . Après calcul on obtient à partir de la

conservation de la quantité de mouvement :

h2

h1
=

1

2


−1 +

√
1 + 8

(
hc
h1

)3

 = 2


−1 +

√
1 + 8

(
hc
h2

)3


−1

. (II.72)

avec h1 défini comme la limite de h lorsque X → −∞ (ce qui correspond, de fait, à la hauteur avant

le choc) et h2 défini comme la limite lorsque X → +∞ (autrement dit la hauteur après le choc). hc

est défini comme hc = (G(−3/5)/r2
0)1/3. Cette équation fournit donc une alternative raisonnable à la

condition traditionnelle de choc.

En Fig. II.15 cette solution asymptotique est comparée au résultat de l’intégration numérique

de (II.66). Pour ce faire, les hauteurs h1 et h2 sont considérées comme paramètres ajustables, elles

permettent de déterminer r0. Ensuite la donnée d’un point “à l’intérieur” du ressaut permet d’intégrer

l’équation différentielle en h obtenu à partir de (II.71), les autres valeurs découlants du modèle.

Comme on peut le constater le résultat est étonnamment bon, en particulier au niveau du choc on

peut constater que l’hypothèse β → 0 (au lieu de β = 1 dans le modèle numérique) ne perturbe pas

trop le résultat. Il est à noter que les équations (II.71) suffisent à décrire la formation du vortex dans

la région du choc. Integral methods for shallow free-surface flows 251
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Figure 7. Comparison between the full numerical solution of (2.25), the same two solutions
as in figure 4 shown as solid curves, and solutions of the asymptotic equation (2.39), shown
as dashed curves. Even though the asymptotic analysis assumes β → 0, the solutions compare
fairly well with the full numerics corresponding to β = 1. The asymptotic analysis connects
the model (2.25) with the Rayleigh shock condition. See text.

and h2 with respect to the governing equation (2.39) for h. (Of course, this stability
analysis is to study existence of stationary solutions, and not to study the stability of
such solutions in the time-dependent theory.) Linearizing (2.39) around the uniform
solutions hi (where i = 1, 2), we obtain an equation for the perturbation δhi in
the height: d(δhi)/dX = Kiδhi where Ki = 2625r0{2h3

c + h1(h2
1 − 3h2

i )}/(82h3
i h1). If

h1 < hc < h2, then K1 > 0 > K2, showing that the fixed point h = h1 is unstable
and h = h2 stable. A trajectory departing from h1 at X = −∞ and arriving at h2

at X = +∞ is not prohibited, and we can indeed find such a trajectory, shown in
figure 7. In contrast, if h1 > hc > h2, then the stability of the fixed points is reversed,
and there is no trajectory going from h1 to h2.

When h1 < hc < h2 so that such a trajectory exists, the departure from h1 is
generally rapid, giving an impression of a ‘sharp corner’ at the beginning of the jump,
and the arrival at h2 is much smoother, as shown in figure 7. This is because the
magnitude of the stability coefficient K1 is large compared to that of K2. The feature
is most pronounced when h1 is small (so h2 is large). It vanishes as (h2 − h1) → 0
when K1 and K2 both tend to zero.

In figure 7 we compare solutions of (2.39) with the two solutions of the full
numerical solution of (2.25) shown in figure 4. The jump region is enlarged. Solutions
of (2.39), shown as solid curves, are computed by fitting the values for h1 and h2, and
solving the equation using r0 obtained from (2.40). We chose an initial condition to
be somewhere inside the jump, and integrated (2.39) forwards and backwards from
it. Since (2.39) has a translational invariance with respect to X, the initial condition
fixes the location of the jump without affecting the shapes of h or λ. The analysis
assuming β → 0 performs surprisingly well against the numerical solution for β = 1.
The size of the jump region is now of order β , i.e. unity, and the internal structure
is non-trivial. The single ordinary equation (2.39) is capable of describing the eddy
formation in this region.

Figure II.15 – Comparaison entre le modèle entièrement numérique (II.66) (les deux solutions

déjà présentées en Fig. II.14 (haut)) en lignes solides et les solutions de l’équation asymptotique

obtenue à partir de (II.71) (en lignes hachurées). Bien que dans la solution asymptotique on

ait supposé β → 0, la solution se compare très bien avec la solution entièrement numérique où

β = 1. Pour davantage d’informations se reporter à [113].

II.3.5 Conclusion sur la théorie de Bohr

Comme on a pu le voir, la théorie développée par Bohr et al. ne fournit pas de loi analytique simple

permettant de prédire exactement le rayon du ressaut et nécessite systématiquement la connaissance

de points expérimentaux du profil de hauteur pour permettre une intégration numérique des équa-

tions proposées. Pour autant, contrairement à la théorie de Watson, Bohr et al. propose un problème

fermé avec une solution pour les profils intérieurs et extérieurs. En outre, il propose une loi d’échelle

simple pour le rayon du ressaut qui permet d’anticiper de manière raisonnable l’influence du débit,

de la viscosité (mais clairement pas de la gravité puisque si la gravité diminue, les effets de la tension
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de surface deviennent importants). Par ailleurs un modèle numérique permet d’anticiper la présence

d’une zone de recirculation après le ressaut.

Grâce à ces travaux, on peut vérifier la validité de certaines approximations couramment admises,

en particulier il apparâıt clairement que dans la zone interne la pression hydrostatique peut effec-

tivement être négligée. En outre, les estimations proposées pour décrire le profil extérieur laissent

présager qu’un modèle simple négligeant l’inertie peut être trouvé. Ceci sera utilisé dans notre propre

description de la zone externe.

II.4 Modèles alternatifs

Dans cette partie nous présentons un certain nombre de modèles alternatifs ou complémentaires

aux deux modèles précédents. Le lecteur pressé peut sans problème passer les quelques paragraphes

suivants, les éléments théoriques nécessaires à la compréhensions du travail original présenté dans ce

mémoire ayant été développés précédemment 28. L’idée n’est pas de décrire de manière exhaustive

les différentes théories mais de dégager en quelques paragraphes les principaux apports et les dif-

férentes approches développées par chacun. Ces différentes approches seront présentées de manière

chronologique.

II.4.1 Approche de Godwin

Dans un article [49] contemporain du premier article de Bohr et al. , Godwin suppose que la

position du ressaut peut être, en première approximation, déterminée par le rayon où la couche limite

envahit entièrement l’épaisseur de liquide. C’est-à-dire lorsque l’épaisseur de la couche limite (donnée

par δ ∼ (νa/u0)
1
2 avec u0 la vitesse moyenne du liquide en sortie de buse et a le rayon de la buse)

atteint la hauteur de liquide attendue dans le cas d’un fluide parfait (h = a2

2r ). Si l’on suppose que

RJ est donné par le rayon où la couche limite envahit l’épaisseur du film mince on aboutit aux lois

d’échelles suivantes : 


RJ ∼ Q

1
3 ν−

1
3 a

2
3 ,

hJ ∼ Q−
1
3 ν

1
3 a

4
3 ,

(II.73)

où hJ est la hauteur de liquide avant le choc et a le rayon de la buse. Godwin propose ensuite de

calculer la valeur de HJ (la hauteur de liquide après le choc) en utilisant une condition de choc de

type Bélanger (I.1).

Même si comme nous le verrons plus loin l’exposant de Q dans la loi de puissance de RJ ne

correspond pas aux coefficients mesurés, cette approche a toutefois le mérite de proposer une loi

d’échelle à partir d’un calcul simple incluant les éléments physiques du phénomène de ressaut.

II.4.2 Approche de Higuera

II.4.2.1 Ressaut à deux dimensions

Toujours dans la même période, Higuera réalise la première simulation numérique réussie du res-

saut hydraulique [56]. Dans ce travail le ressaut hydraulique est stationnaire et en deux dimensions

sur une plaque de dimensions finies. Higuera utilise donc les équations (II.44), (II.45), (II.46), (II.47)

et (II.48) 29 couplées à une condition limite au bord de la paroi : le fait que l’accélération de la couche

28. On pourra toutefois se reporter à la conclusion de la revue bibliographique II.5

29. C’est-à-dire les équations proposées par Bohr pour modéliser la couche limite en coordonnées cartésiennes.
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limite diverge au niveau du bord de la paroi. Higuera a aussi étudié l’influence de la tension de surface.

Ces simulations numériques, si elles ne sont pas comparables aux expériences (la première raison

étant le fait que l’on se place dans une géométrie différente de celles existantes expérimentalement)

apporte pour autant un certain nombre d’enseignements généraux.

(i) Une fois de plus on retrouve le fait que dans la zone interne la pression hydrostatique est négli-

geable et que la description de Watson semble tout à fait convenable.

(ii) Il n’y a pas besoin de théorie de choc (ondulatoire ou autre) pour faire apparâıtre un ressaut. 30

(iii) On fait apparâıtre naturellement un ressaut de type I avec une zone de recirculation après le

choc (dont la taille varie avec la tension de surface).

Par ailleurs il observe l’apparition soudaine d’un vortex à la surface du ressaut pour certaines

conditions de débit et de pression hydrostatique. On ne peut bien sûr pas parler de ressaut de type

II car il n’y a plus de vortex de recirculation au niveau de la surface solide 31. Deux de ces solutions

sont proposées en Fig. II.16.

The hydraulic jump in a viscous laminarjow 87 

0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 
X 

FIGURE 8. Streamlines of the flow for S = 1.04, T = 1.412 x and Re-' = 1.2 x 
The inlet conditions are (5) with h, = 0.2125. 

fluid flowing underneath (see figure 8). Locally, this solution resembles the singularity 
predicted by Smith (1977), and the numerical results are probably meaningless in the 
region of strong convergence. Interestingly, the numerical computation does not fail 
completely when Re-' is increased above the value leading to the first appearance of 
the roller, which possibly has to do with the fact that the singularity is never completely 
realized in the present flow, because its existence depends on a continuous decrease of 
the depth leading to a continuous decrease of the pressure, whereas such a decrease of 
depth is arrested here by the recirculating fluid in the roller falling onto the incoming 
flow. It was kindly pointed out by a referee that the boundary-layer approximation 
need not fail locally under these conditions. While this issue remains undecided, further 
computations with refined grids, aimed at fully resolving the structure of the boundary 
layer, suggest that the region of influence of the roller's tip shrinks when the pitch of 
the grid is decreased, and its effect seems too weak to bring the solution out of the 
singularity. Note also that a steady roller with a hydrostatic or quasi-hydrostatic 
pressure distribution can only exist if its size is sufficiently large to have regions of 
positive and negative shear stress at its bottom surface, which must balance each other, 
because the net horizontal pressure force acting on the bubble is zero or negligible. 

Obviously, solutions like the one in figure 8 cannot be accepted without reservation, 
but, on the other hand, the flow depicted in this figure has the correct general 
appearance of many hydraulic jumps, so that the numerical solution might still be 
capturing part of the reality. If these results are accepted as a qualitative guide, an 
asymptotic structure can be constructed for this kind of jump in the limit S- t  co. An 
order-of-magnitude analysis, proceeding along the lines of 84, leads to values of the 
length of the jump and the depth of the liquid at its downstream side of orders A 2  = 
O(S;$) and h", = O(S;$) (the tilde variables and S, are defined in the first paragraph of 
94), while the main features of the asymptotic structure are as follow: the high-Froude- 
number flow crossing under the toe of the jump forms a wall jet whose thickness and 
mass flux are proportional to 2; and 2i, respectively (Glauert 1956). Since this jet ingests 
fluid from the overhead roller, where the Bernoulli constant is uniform, O(S, h"J ,  
the depth of the roller must be of order 2:/(SiL2) in its fore part, until the velocities 
of the fluid in the jet and in the roller become finally comparable for 2 = O(S;t), which 
corresponds to the bulk of the roller. The flow separates from the plate in the rear part 
of the jump, leading to a secondary recirculation bubble already hinted at by the strong 
divergence of the streamlines in figure 8 and actually realized in other computations. 
The terminal structure of the secondary bubble is like the one described in 94. 

I am grateful to Professors A. Lifi6n and J. M. Vega for many enlightening 
discussions. This work was partially supported by the Spanish DGICYT under grants 
ESP 187/90 and PB92-1075. 

Figure II.16 – Deux exemples de profils obtenus par simulation numérique. Le premier (en

haut) sans tension de surface et le second (en bas) avec tension de surface. Comme on peut le

voir le ressaut hydraulique apparâıt spontanément. Par ailleurs dans le premier cas on observe

spontanément l’apparition d’une zone de recirculation après le choc. Dans le second cas on

observe une recirculation en surface qui approche le profil d’un ressaut de type II bien que la

zone de recirculation au contact de la surface solide ait disparue. Pour davantage d’informations

se reporter à [56].

En outre, cet article s’attache à décrire en détail ce qu’il se passe à l’intérieur du choc. S’appuyant

sur des articles de Smith et al. [45, 11] il détaille ainsi trois zones :

(i) Une zone de cisaillement en surface.

(ii) Une zone inviscide effective qui correspond au liquide ayant une vitesse négative en raison de

la pression hydrostatique plus importante en aval.

(iii) Une sous couche limite visqueuse au contact de la surface solide (et donc logiquement de vitesse

inverse au sens moyen du courant) qui est due aux effets visqueux sur la couche de recirculation plus

haut (voir Fig. II.17).

30. Ce résultat fut ensuite montré plus tard par Bohr et al. . On obtient un ressaut sans condition de choc à partir

de l’intégration de (II.66).

31. Cette solution peut bien sûr être due à des effets numériques car il s’agit rappelons-le de simulations.
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ON HYPERSONIC SELF-INDUCED SEPARATION 83

UdU/dX is neglected if U < 0, from "Reyhner and Fl&gge-Lotz 1968) and extended
backward differencing (where UdU/dX is evaluated from U values at X, X — AX,
A-2AX, X-3AX if U < 0, from Gpstra, If78). Neither of these is really
satisfactory, the first because it changes trie goveTfiing equations, the second because
it cannot suppress the reversed direction of influence for very small steplengths, and
indeed a forward-backward marching or windward differencing procedure would
seem best suited at present—but of course a consistent boundary condition
downstream was not known at the outset of this study. Our major aim was to deduce
that downstream boundary condition, i.e. the ultimate form of the free interaction,
and so we hoped that, as so often, the forward-marching approaches would give a
good guide there.

The results are presented in Fig. 2, previous solutions being given by Brown et al
(1975) over a smaller range of X. Upstream the trend of (2.2) is observed
satisfactorily, regular separation then occurs (T = dU/dY, (X, 0) -» 0), at X = 0 say,
and beyond that the pressure P and hence the displacement — A continue to increase
and T continues to decrease. There is as yet no hint of a minimum in x being reached
and P shows no sign of approaching a plateau value, in contrast with the usual
developments in free interactions. The numerical trends, especially for P, led to the
account below of the rather unusual nature of the solution far downstream.

§5. The ultimate form far downstream. For X -» oo suppose that

P ~ P,Zm, (5.1)

0(Xl

inviscid
pressure-free

(n) <J reversed

(iii)
viscous

algebraic
reversed

Fig. 3(a) The proposed ultimate structure (i)-(iii) as X -* oo: see §5.

Figure II.17 – Schéma emprunté à la référence [45]. Les trois zones sont ainsi représentées :

zone de cisaillement (i), zone invicide de recirculation (ii) et couche limite visqueuse au niveau

de la paroi (iii). Pour davantage d’informations se reporter à [56].

II.4.2.2 Ressaut circulaire

C’est aussi à partir des travaux de Smith et al. [45, 11] que Higuera propose dans un article plus

récent une description en ordre de grandeur du ressaut circulaire hydraulique [57].

(i) La zone interne peut être modélisée par la théorie de Watson.

(ii) Higuera se propose de décrire le profil extérieur par un équilibre entre pression hydrostatique

et frottements visqueux qui donne :

H(r) =

[
H4
∞ +

6

π

νQ

g
ln

(
R∞
r

)] 1
4

, (II.74)

où R∞ et H∞ sont respectivement le rayon de la plaque et la hauteur de liquide au bord de la plaque.

(iii) Pour traiter le choc il s’intéresse à la structure fine (que nous avons développée plus haut et

illustrée en Fig. II.17). Il modélise la zone de cisaillement comme un jet liquide (jaillissant d’une fente

circulaire infiniment fine de rayon r proche de RJ et correspondant au début du ressaut) héritant de

l’ensemble de la quantité de mouvement incidente. Il suppose un écoulement auto-similaire à ce jet

purement visqueux qui, peu à peu, s’élargit proportionnellement à r 32. Plus en aval l’épaisseur du jet

va continuer à crôıtre jusqu’à atteindre une épaisseur et une vélocité comparable à celles de la zone

de recirculation (ii). Dans ces conditions, le jet va devenir sensible à la gravité et fermer la zone de

recirculation. On peut facilement estimer la position (en ordre de grandeur) où le jet devient sensible à

la gravité et ferme la zone de recirculation. On estime ainsi l’épaisseur du fluide H2 et le rayon auquel

cela se produit R2 : 


H2 = O

(
R
− 2

3

J g−
1
3 (Q/2π)

2
3

)
,

R2 = O
(
R
− 5

3

J ν−1g−
1
3 (Q/2π)

5
3

)
,

(II.75)

où RJ est le rayon du ressaut.

Si l’on couple ce profil de hauteur (II.74) à l’équation sur la hauteur obtenue précédemment (II.75)

en faisant une hypothèse de choc infiniment fin (c’est-à-dire que h2 correspond à la hauteur juste

32. Ce type de jet (de type Bickley) est décrit dans l’ouvrage de Batchelor [4] aux pages 343-346.
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après le choc en r = RJ), on aboutit à une loi d’échelle pour le rayon du ressaut hydraulique. L’auteur

considère alors que H4
∞ � 6

π
νQ
g ln

(
R∞
R

)
. Il aboutit alors à la loi d’échelle :

Q ∼ √g2πRJ(H4
∞)3/8. (II.76)

Dans son article Higuera arrive à cette loi d’échelle en considérant que H∞ est très grand devant

l’autre terme du profil d’épaisseur. Nous verrons plus loin que cette approximation est très discutable

mais que la loi d’échelle à laquelle on aboutit, à partir des équations écrites précédemment, en prenant

en compte tous les termes du profil de hauteur est, elle, en excellent accord avec nos expériences.

II.4.3 Travaux de Rao et Arakeri

Dans leurs travaux Rao et al. [90] proposent une approche basée sur le calcul numérique d’inté-

grales pour modéliser le ressaut 33. Ils se proposent de traiter le problème en reprenant les équations

développées par Bohr et al. [8] :

∂(ru)

∂r
+
∂(rw)

∂z
= 0, (II.77)

u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂z
= −g dh

dr
+ ν

∂2u

∂z2
, (II.78)

couplées avec les conditions aux limites usuelles (non glissement aux parois, surface libre).

Suivant l’analyse de Watson [114] les auteurs considèrent six zones distinctes :

(a) Une zone de stagnation dont les dimensions sont de l’ordre de grandeur du diamètre du jet a.

(b) Une zone où la couche limite se développe.

(c) Une zone où la couche limite a entièrement envahi l’épaisseur du film liquide.

(d) La zone juste avant le ressaut où les effets de la gravité sont importants et où un gradient de

pression adverse est présent.

(e) La zone du ressaut hydraulique (incluant la zone de recirculation).

(f) La région aval.

Bien entendu, il arrive que certaines zones ne soient pas présentes (par exemple pour des petits ressauts

on ne pourra pas observer de région (c)). Le traitement de chacune des zones est un peu fastidieux

et peut s’avérer parfois difficile. Dans leur publication Rao et al. ne traitent en fait pas la zone (a) et

traitent en commun les zones (c) et (d).

II.4.3.1 La zone (b)

On suppose que cette zone est suffisamment petite pour que les effets de la gravité puissent être

négligés.

Dans cette zone (b), les auteurs proposent un profil de vitesse parabolique :

u

us
= f(η) = aη + bη2 + cη3, (II.79)

33. Leur approche se veut généraliste : elle traite de trois cas : impact d’un jet sur une plaque horizontale, sur le

sommet d’un cône et sur une sphère. Nous nous concentrerons uniquement sur le cas horizontal.
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avec η = z/h. Les mêmes équations donnant les mêmes résultats, on arrive naturellement à un résultat

similaire à celui obtenu par Watson pour cette zone :

δ(x) = 4, 736a

(
xν

Q

) 1
2

, (II.80)

h(x) =
φ2

8x
+ 0, 375δ(x), (II.81)

avec φ le diamètre de l’injecteur.

Cette zone sera valable jusqu’à ce que h(x) = δ(x).

II.4.3.2 Les zones (c) et (d)

Dans cette zone on suppose à nouveau un profil parabolique avec des coefficients susceptibles de

varier. Les conditions limites donnent alors :

a = 1, 5− b

2
; c = −0, 5− b

2
; b =

gzh(x)2

2νus(x)

dh

dx
− gxh(x)2

2νus(x)
. (II.82)

Les auteurs estiment que les équations ne sont plus valables après le décollement de la couche limite

(après le début du vortex). Ils ajoutent donc une condition qui permet de déterminer la position du

décollement : ∂u∂z |z=0= 0 c’est-à-dire une zone d’écoulement sans contrainte de cisaillement au niveau

de la surface solide. Cela a pour effet de fixer les coefficients à ce x donné : a, b et c valent respecti-

vement : 0, 3 et −2.

II.4.3.3 La zone externe (f)

Il apparâıt que les conditions au bord de la plaque ont une influence sur l’écoulement dans le

cas où l’on a une zone sous-critique (i.e. s’il y a un ressaut). Ici les auteurs supposent que le liquide

s’écoule librement au bord de la plaque. En supposant que le bord de plaque correspond à un minimum

d’énergie : dEdh = 0, on peut déterminer H∞ et ainsi boucler le problème.

II.4.3.4 Résultat de la modélisation

Les auteurs intègrent ensuite numériquement l’équation donnant b et les équations de conservation

du débit (Q = 2πrhusI1 avec I1 =
∫ 1

0
fdη) et de conservation du moment cinétique (II.78). Les

résultats numériques sont ensuite comparés aux données expérimentales. Si l’accord dans la zone

centrale (avant le ressaut) est tout à fait correct 34, on constate que les simulations numériques échouent

à obtenir la position du ressaut mais surtout à décrire de manière convenable l’extérieur du ressaut

(de l’aveu même des auteurs). 35

L’enseignement que l’on peut tirer de cet article est la nécessité de décrire avec acuité la zone aval

du ressaut et son profil d’épaisseur qui semble être un paramètre clé pour résoudre le problème. 36

34. On ne s’en étonnera pas : il s’agit peu ou prou du modèle de Watson.

35. Des simulations ont aussi été réalisées dans le cas d’un cône et d’une sphère mais elles n’ont pas été comparées à

des expériences.

36. Il n’aura pas échappé au lecteur attentif que l’approche développée dans cet article est très proche de celle

développée postérieurement par Bohr et al. [113] (et détaillée précédemment dans le présent manuscrit). Les équations
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II.4.4 Modèle de Brechet et Néda

Brechet et al. [12], dans cet article à destination des enseignants, étudient expérimentalement

et théoriquement le ressaut hydraulique circulaire. Nous nous intéresserons ici à l’aspect théorique.

Les auteurs proposent plusieurs descriptions simplifiées du ressaut hydraulique : le ressaut en fluide

parfait, le modèle de Godwin (en y ajoutant éventuellement un profil de hauteur plus complexe dans

la zone interne) et enfin l’approche présentée ici. Toutes ces approches (excepté le cas non visqueux)

aboutissent à la même loi d’échelle simple : RJ ∝ Q
1
3 ν−1/3 qui correspond à la loi d’échelle proposée

par Godwin (II.73). Le modèle que nous détaillons ici (propre à Bréchet et al. ) a pour vertu de

simplifier au maximum et de prendre en compte les différents éléments physiques qui conduisent à

la loi d’échelle. Les auteurs considèrent, dans la zone interne, un profil de vitesse parabolique (demi

poiseuille) pour des rayons où la couche limite a entièrement envahi l’épaisseur de liquide :

v(r) = u(r, h)

(
2
z

h
−
( z
h

)2
)
. (II.83)

Si l’on couple cette équation à la conservation du débit (Q = 2πr
∫ h

0
u(r, z)dz) on obtient :

v(r, z) =
3Q

4πrh3
(2hz − z2). (II.84)

Afin de déterminer le profil de hauteur on étudie la conservation de l’énergie sur une petite portion

r+dr et z+dz. Si l’on néglige la pression hydrostatique et les effets de la tension de surface dans cette

zone interne du ressaut, la dissipation d’énergie peut être exprimée comme la dissipation associée à la

viscosité

d2Wd = 2πνρr

(
∂u

∂z

)2

dzdr, (II.85)

et la dissipation du flux d’énergie cinétique. Le flux d’énergie cinétique s’écrit pour un élément de

volume :

dJ = πρrv(r, z)2v(r, z)dz. (II.86)

L’intégration de ces flux d’énergie par rapport à z et l’écriture de la conservation de l’énergie : dJ
dr +

dWd

dr = 0 conduit à l’équation différentielle suivante :

h

r

(
h′

h
+

1

r

)
=

35πν

9Q
. (II.87)

Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme :

h(r) =
35

27

πν

Q
r2 +

C

r
, (II.88)

où C est une constante d’intégration 37 38. Pour déterminer C les auteurs considèrent que le profil

(II.88) commence lorsque la couche limite a entièrement envahi l’épaisseur du film liquide. On peut

donc estimer que les fonctions δ(r) et h(r) et leurs dérivées se raccordent en r0. Si l’on suppose que

de départ sont les mêmes mais l’approche de Bohr est plus rigoureuse et conduit à de meilleurs résultats. En particulier

Bohr ne traite pas les zones séparément ce qui permet de ne pas fixer de forme pour les coefficients a, b, et c. Cette plus

grande fléxibilité amène de bien meilleurs résultats.

37. On remarquera que l’on retrouve bien une solution proche de celle proposée par Watson.

38. La constante C peut être déterminée en se ramenant au cas du fluide parfait vu précédemment car si ν = 0 alors

h(r) = C/r ce qui correspond à l’équation (II.3) on aurait alors C = a2/2. On peut aussi faire le choix de laisser cette

constante libre et de la déterminer par ailleurs. C’est le choix que défendent les auteurs.
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l’épaisseur de la couche limite vaut environ : δ(r) =
√

νr
u0

=
√

νrπa2

Q on obtient le système d’équation

suivant :




δ(r0) =

√
νr0πa2

Q = 35
27
πν
Q r

2
0 + C

r0
= h(r0),

dδ(r0)
dr = 1

2

√
νπa2

Qr0
= 70

27
πν
Q r0 − C

r20
= dh(r0)

dr .
(II.89)

Ce système d’équations aboutit à C = 27
140a

2. Connaissant C nous connaissons maintenant le profil

de l’écoulement. On se propose de rapprocher cet écoulement de celui qu’on observe dans un canal

divergent. Sachant que dans un canal divergent des instabilités apparaissent naturellement pour un

nombre de Reynolds critique (Remax(θ) où θ est l’angle d’ouverture du canal), on peut supposer que

c’est ce type d’instabilité qui détermine la position du ressaut. Dans le cas d’une ouverture de canal

faible (θ → 0) Remax = K/θ, où K est une constante dépendante de la géométrie du canal, et donc le

seuil d’apparition devient :

Reθ = K.

Si l’on considère maintenant que l’apparition du ressaut se fait au niveau du seuil d’apparition et

que le Re et θ s’écrive 


Re =

h
∫ h
0
u(r,z)dz

ν = Q
2πrν ,

θ ≈ tanθ = dh
dr = 70

27
πν
Q r − C

r2 ,

on arrive à :
35

27
− 27

280π

a2Q

R3
Jν

= K. (II.90)

En réunissant les constantes on aboutit logiquement à la loi d’échelle :

RJ ∼ Q
1
3 ν−

1
3 a

2
3 . (II.91)

On retrouve donc la même loi d’échelle que celle proposée par Godwin bien qu’obtenue avec une

condition de choc différente (et plutôt discutable). 39

Remarque : Brechet et Néda n’y ont pas pensé, mais si l’on impose comme condition de choc Fr = 1

pour l’écoulement dans la zone interne décrit par (II.88) on retrouve la loi d’échelle proposée par

Bohr : RJ ∼ Q
5
8 ν−

3
8 g−

1
8 . Le préfacteur que l’on obtient alors n’est pas celui de Bohr et al. . De plus

cette approche repose sur une hypothèse discutable puisqu’il n’existe pas de point pour lequel Fr = 1.

Comme on l’a vu au cours de l’introduction (en particulier par l’équation (I.5)) un Froude égal à 1

est incompatible avec la présence d’un choc.

II.4.5 Calculs de Kasimov

L’approche proposée dans l’article de Kasimov [63] est inspirée des approches de Watson, Bush

et al. et Bohr et al. , et basée sur les équations de Saint-Venant lorsque le profil de l’écoulement est

établi (r3 � l3). L’originalité de son approche consiste à ajouter une fonction dans les équations qui

39. Attention toutefois la loi d’échelle que nous avons obtenu ici n’est pas celle écrite littéralement dans l’article de

Brechet et al. En effet nous avons choisi d’écrire u0 comme u0 = Q/πa2 (ce qui est parfaitement juste) tandis que les

auteurs utilisent la définition u0 =
√

2gd où d est la hauteur entre la plaque et la buse autrement dit la vitesse découlant

de l’énergie cinétique acquise par la chute libre du liquide. Il convient de dire que le dispositif expérimental des auteurs

correspond à un bac se vidant sous l’effet de la gravité. Néanmoins en plus d’être moins généraliste cette définition de

u0 est en soi discutable puisqu’elle néglige entièrement la pression due à la colonne de liquide dans le bac au dessus de

la buse.
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permet de tenir compte du caractère fini de la plaque et ainsi obtenir une solution plus naturelle pour

le profil extérieur. Cela donne pour les équations du problème :

∂(ru)

∂r
+
∂(rw)

∂z
= 0, (II.92)

u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂z
= −g dh

dr
− gsb + ν

∂2u

∂z2
, (II.93)

u = w = 0 en z = 0, (II.94)

∂u

∂z
= 0 en z = h(r), (II.95)

avec sb = db(r)/dr, pente de la plaque où b(r) décrit la topographie du fond 40. Kasimov fait ensuite

le postulat d’un profil parabolique de vitesse (un demi-Poiseuille) u(r, z) = us(r)(2z/h− z2/h2) pour

l’ensemble du problème (zone interne et externe). Après calculs et en utilisant la conservation du débit

(Q = 2πr
∫ h

0
u(r, z)dz) on arrive à l’équation différentielle déterminant le profil :

dh

dr
=

[
3Q2

10π2g

1

h2r3
−
(
sb +

3Qν

2πg

1

h3r

)]/(
1− 3Q2

10π2g

1

h3r2

)
. (II.96)

Cette équation différentielle décrit le profil de hauteur (et donc le profil de l’écoulement) avant et

après le choc. Seulement cette équation possède une singularité, elle doit donc être complétée par

une condition de choc qui permette de raccorder les solutions obtenues de part et d’autre de cette

singularité (c’est-à-dire les solutions des profils interne et externe). Kasimov propose donc d’utiliser la

condition de choc proposée par Bush et al. [13] et présentée précédemment dans l’équation (II.39) 41 :

g
H2
J − h2

J

2
+
γ

ρ
ζ
HJ − hJ
RJ

=

∫ hJ

0

u2
Jdz −

∫ HJ

0

u2
Jdz, (II.97)

où hJ et HJ sont respectivement les hauteurs avant et après le ressaut, RJ le rayon du ressaut, γ la

tension de surface et ρ la densité de liquide. ζ correspond aux effets radiaux de la tension de surface

c’est-à-dire aux effets de la tension de surface sur les courbures de la surface libre avant et après le

mur (voir Fig. II.7 (ii)). D’après Bush et al. on a ζ = 1 + (s−∆R)/(HJ −hJ). Cette équation fournit

donc une généralisation de la formule proposée par Bélanger (I.1) :

HJ

hJ
=

1

2

(
1 +

2ζ

B

)[
−1 +

√
1 +

8F 2
1

(1 + 2ζ/B)2

]
, (II.98)

où F 2
1 = 3Q2/(10π2gR2

Jh
3) est un nombre de Froude effectif défini juste en aval du ressaut et B =

ρghJRJ/γ. Il s’agit donc de la relation de passage dérivée de Bélanger où l’on tient compte de tous

les effets de la tension de surface (y compris ceux dus à l’épaisseur de choc) et où l’on suppose des

profils paraboliques en entrée et en sortie.

Ainsi, si l’on connâıt un point dans la zone interne et un point dans la zone externe, on peut

boucler le système en intégrant numériquement de part et d’autre l’équation (II.96) à partir de deux

points du profil.

II.4.5.1 Détermination de deux points de profil de part et d’autre du choc

L’auteur suppose l’existence d’un point r0 tel que r0 soit le point où la couche limite envahit en-

tièrement l’épaisseur de la zone interne. Il décide arbitrairement (et pour tout dire de manière un peu

40. Autrement dit pour un jet impactant verticalement un disque horizontal on aura b(r) constant (et donc sb(r) = 0)

pour r < R∞ et une variation importante pour r > R∞.

41. Dans ce cas Kasimov tient compte des termes négligés précédemment par Bush et al. :Fc = −2πγ(s−∆R), pour

plus d’informations revoir la sous section II.2.4



68 CHAPITRE II. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

cavalière) que r0 = 1, 2a, on a donc h0 = 3Q/(4πu0r0).

Pour déterminer le profil extérieur il faut donc trouver un point connu. On se propose de le déter-

miner en analysant les points critiques de (II.96).

Mathématiquement l’ajout de sb permet à l’équation différentielle (II.96) d’avoir plusieurs points

critiques. En particulier, en plus du point critique spiral observé par Bohr et al. [8] au niveau du

ressaut, il y a un autre point critique au niveau du bord de la plaque. On élimine ainsi le manque

d’états asymptotiques constaté par Bohr et al.

Si l’on choisit maintenant une fonction sb nulle jusqu’à r = R∞ le bord de la plaque et qui chute

très brutalement pour r > R∞ 42 on obtient alors deux points critiques : rc1 qui est un point cri-

tique spiral et donc signature d’une discontinuité (on le remplace donc par la condition de choc) et

rc2 ≈ R∞ qui est un point critique selle et donc stable. On en déduit donc le point du profil extérieur

(rc2;h(rc2)) = (R∞;
(

3
10π2

)1/3
Q2/3g−1/3R

−2/3
∞ ). Cela revient donc à démontrer mathématiquement

l’hypothèse proposée par Bohr et al. de fixer la singularité en bord de plaque. En outre Kasimov pro-

pose une épaisseur de liquide non nulle en ce point (dans le cas de Bohr et al. on avait une épaisseur

nulle au niveau de la singularité). Cela permet donc de s’approcher d’une situation plus “réelle” en

bord de plaque.

II.4.5.2 Conclusion sur le modèle

Ainsi muni du point (r0, h0) et du point (rc2;h(rc2)) ainsi que de l’équation (II.96) et de la condition

de choc (II.98), on peut maintenant intégrer des deux côtés du ressaut et obtenir RJ en trouvant

l’unique racine de (II.98). Après calcul numérique Kasimov aboutit au fait que RJ ∼ Qp sur une large

gamme de débits avec p proche de 0.625 (i.e. les 5/8 proposés par Bohr et al. ) dans les conditions

testées et proches de celles dans lesquelles Bohr et al. ont testé leur théorie. Pour autant p varie

faiblement avec le rayon de la plaque, la viscosité, la tension de surface... 43

II.4.6 Travaux de Rojas, Argentina, Cerda et Tirapegui

L’approche de Rojas et al. repose sur un développement exhaustif du profil de vitesse débouchant

ensuite sur une intégration numérique [97] ou sur des lois d’échelles obtenues à partir de développe-

ments perturbatifs [98] 44. Les équations de bases sont les équations de Navier-Stokes incompressibles

et stationnaires pour un écoulement radial :

∂(ru)

∂r
+
∂(rw)

∂z
= 0, (II.99)

u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂z
= −∂Π

∂r
+ ν

(
∂2u

∂r2
+
∂2u

∂z2
+

1

r

∂u

∂r
− u

r2

)
, (II.100)

u
∂w

∂r
+ w

∂w

∂z
= −∂Π

∂z
+ ν

(
∂2w

∂r2
+
∂2w

∂z2
+

1

r

∂w

∂r

)
, (II.101)

42. L’auteur propose la fonction sb(r) = −C1[1 + tanh((r−R∞)/C2)] avec C1 et C2 des constantes arbitraires : pour

obtenir un profil approchant C1 doit être choisi grand et C2 petit

43. Nous avons aussi comparé les prédictions de hc2 avec des points expérimentaux de H∞ que nous présenterons plus

tard. Nous n’arrivons ni à un accord en terme de loi d’échelle ni en terme d’ordre de grandeur : on observe un facteur 4

sur l’ordre de grandeur et une loi en Q2/3 au lieu d’une loi en Q0,17 observée expérimentalement. Cela peut s’expliquer

par la non prise en compte de la tension superficielle en bord de plaque.

44. Notons que ce développement du profil de vitesse permet de traiter de manière générale les situations physiques

de “lubrification inertielle” comportant des films minces visqueux (on peut citer par exemple l’instabilité de Faraday)

[97]
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où Π correspond aux termes de pressions hydrostatiques mais aussi à la tension de surface (la tension

de surface se traduit par un terme de pression γκ avec κ = ∇2h/
(√

1 + (∇h)2
)3

la courbure moyenne

de la surface). Les auteurs considèrent également la conservation du débit :

2πr

∫ h(r)

0

udz = Q. (II.102)

Les auteurs utilisent une longueur caractéristique L pour adimensionner r. Dans le cas du ressaut

circulaire ils choisissent logiquement L = R∞ le rayon de la plaque. Pour adimensionner z et h on doit

aussi utiliser une hauteur caractéristique, et les auteurs proposent d’utiliser H∞ la hauteur de liquide

en bord de plaque. Pour adimensionner les vitesses u et w on utilisera respectivement ΩL et ΩH∞
où Ω est la fréquence caractéristique d’injection d’énergie c’est-à-dire le temps caractéristique pour

renouveler entièrement le liquide du système soit Ω−1 = V/Q où V est le volume total de liquide ; on

considèrera donc Ω−1 = πR2
∞H∞/Q. On définit donc logiquement le nombre de Reynolds par Re =

ΩH2
∞/ν = QH∞/(πνR2

∞) ainsi que le nombre de Froude global F = Ω2R2
∞/gH∞ = Q2/(π2gH3

∞R
2
∞).

On définit en outre ε = H∞/R∞. On a bien entendu ε� 1 de par la géométrie même du système et

les auteurs développent donc les équations en fonction de ce paramètre.

On considère à partir d’ici les quantités adimensionnées du système pour lesquelles on gardera les

mêmes notations que pour les quantités dimensionnées, pour des raisons de simplicité. Les équations

(II.100) et (II.101) deviennent :

Re

[
u
∂u

∂r
+ w

∂u

∂z

]
= −∂Π

∂r
+ ε2

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
− u

r2

)
+
∂2u

∂z2
, (II.103)

ε2Re

[
u
∂w

∂r
+ w

∂w

∂z

]
= −∂Π

∂z
+ ε2

(
ε2
(
∂2w

∂r2
+

1

r

∂w

∂r

)
+
∂2w

∂z2

)
. (II.104)

Pour développer les équations (II.103) et (II.104) il faut ajouter une approximation sur le nombre

de Reynolds Re. En utilisant la définition de la couche limite δ =
√
ν/Ω = H∞

√
1/Re 45 et en

supposant que l’épaisseur H∞ est l’échelle de longueur la plus petite du système et donc que H∞ � δ

on en déduit Re� 1. 46

Nous avons donc ainsi deux paramètres de développement : ε2 et Re. Les auteurs se proposent

de développer au premier ordre, c’est-à-dire en négligeant tous les termes d’ordre O(ε4, ε2Re,Re2, ...)

ou d’ordre supérieur. Ce développement couplé à la conservation des contraintes dans le sens normal

nous permet alors d’aboutir à l’équation différentielle :

T3
d3h

dr3
+ T2

d2h

dr2
+ T1

dh

dr
+ T0 = 0, (II.105)

avec

T0 =
3

2
r2 − 27Re

70
h, T1 = r

(
Re

F
h3

[
r2 +

ε2

B

]
− ε2

2

[
24

5

dh

dr
r +

27

10
h

]
− 27

10
Re

)
,

T2 = r2ε2
(

18

5
− Re

FB
h2

)
h, T3 = −r3ε2

Re

FB
h3,

où B = H2
∞/l

2
c est le nombre de Bond, défini grâce à lc =

√
γ/ρg la longueur capillaire, qui indique

l’importance relative de la tension de surface vis-à-vis de la gravité. Bien entendu l’équation (II.105)

45. Attention toutefois au fait que cette épaisseur de couche limite ainsi définie ne correspond à aucune réalité physique

du système. En particulier, elle ne correspond pas aux épaisseurs de couche limite discutées auparavant.

46. Dans notre jeu de données nous obtenons des Re valant jusqu’à 0,3 avec la définition présentée ci-dessus. Cette

approximation semble donc assez discutable...
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ne peut être résolue analytiquement mais on peut obtenir une solution numérique.

Pour obtenir un profil de hauteur il faut cependant, une fois encore, ajouter des conditions aux

limites supplémentaires en bout de plaque (h(1) = 1, dh/dr(1) = d2h/dr2(1) = 0). 47

Le résultat de ces simulations est présenté en Fig. II.18. Les résultats obtenus sont comparés avec

les résultats expérimentaux obtenus par Bohr et al. [9] et Hansen et al. [52]. Toutefois, pour comparer

le rayon du ressaut avec des points expérimentaux, il faut donner une définition numérique précise

du rayon du ressaut. L’auteur propose d’utiliser le rayon où la courbure est considérée comme étant

positive dans la zone interne et négative dans la zone externe ce qui signifie d2h/dr2 = 0 à ce point.

As a first application, our equations can be used to study
the steady state flow observed in circular hydraulic jumps
(see Fig. 1). We observe that the conservation law is now
r? ! q ¼ 0 which can be solved using cylindrical coordi-
nates for the axisymmetric case as q ¼ qðrÞr̂, where
qðrÞ ¼ Q=2!r andQ is a dimensionless constant. In terms
of our unscaled variables Q ¼ Q0=ð!hcR

2
cÞ where Q0 is

the total volume of fluid per unit of time injected at the
center of the system. Inspired by the experiments of
Hansen et al. [9], we take L as the radius of the circular
container, Rc, and h as the height of the fluid layer in its
perimeter, hc (see Fig. 1). It gives " ¼ hc=Rc. The total
kinetic energy in the system is proportional to the volume
of fluid in the container V % !R2

chc so that the time scale
for injection of new energy into the system is of the order
!&1 ¼ V=Q0. Thus, the characteristic frequency is ! ¼
Q0=ð!R2

chcÞ. It gives a Reynolds number Re ¼
Q0hc=ð!R2

c#Þ. A straightforward calculation from the sec-
ond of Eqs. (8) yields

54Re

35
qðq0$& q$0Þ þ 3"2

10
ð24q$$00 þ 9q0$$0 & 16q$02Þ

þ 3qþ $3½G$0 & Bð$000 þ $00=r& $0=r2Þ) ¼ 0: (9)

Here ð! ! !Þ0 ¼ dð! ! !Þ=dr. We numerically compute the
solution to this equation by using a standard Runge-Kutta
method with the boundary conditions $ð1Þ ¼ 1, and
$0ð1Þ ¼ $00ð1Þ ¼ 0. The last two boundary conditions en-
force a flat horizontal profile at the boundary of the con-
tainer as observed in the experiments. Figure 1 shows the
profile computed from Eq. (9) for a set of experimental

parameters obtained from Ref. [7]. It contains one region
of high velocity where the fluid layer is shallow and a
slower region where the height of the fluid is of the order
Oð1Þ. Both regions are connected by a narrow region where
there is a sharp variation in the height defining the radius of
the hydraulic jump rj. More precisely, we define this radius
as the point where a change of curvature is detected from
being positive in the faster region to being negative in the
slower region [$00ðrjÞ ¼ 0 at that point].
It is noteworthy how our solution reproduces the eddy

observed in Refs. [7,9] that helps to slow down the velocity
and increases the height of the fluid (see Fig. 1). Moreover,
our numerical simulations show a slow dependence of rj
with the height hc, but a strong dependence on the value of
the flux Q0. This is also consistent with the experimental
observations made by Hansen et al. [9] and the scaling
proposed in [7,15]
A more systematic analysis of our solutions is made in

Fig. 2 where we compare the experiments in Ref. [9] with
the value of the jump radius given by our numerical
simulations. There is a very good agreement between the
model and experiments except for small values of Q0 and
high viscosity. This is explained in the insets of Fig. 2 by
observing that the jump is spread over a wider region under
these conditions. As noted in [9] the radius of the jump for
low viscosity is difficult to define experimentally and we
expect differences between our numerical definition and
their experimental optical method.
A second application of Eqs. (8) is the study of Faraday

instability for a thin layer of fluid of height h. The accel-
eration of the supporting plate is equivalent to having an
effective gravity that depends on time. For a sinusoidal
acceleration with a single frequency forcing this means
gðtÞ ¼ g½1þ " cos!t) or GðtÞ ¼ G½1þ " cost) in dimen-
sionless variables. Here " ¼ a=g is the ratio of the forcing
acceleration a to the gravitational one. The horizontal
length scale L can be reabsorbed in the horizontal deriva-
tives of Eqs. (8) reflecting the fact that it can be chosen by
the system itself. To fix our scale L in the horizontal
direction, we measure the lengths in units of h. Thus, we
take L ¼ h in our equations [16]. The definitions of Re, G,
and B are straightforward.
The linearization of Eqs. (8) gives the Mathieu equation

predicted in [12] at first order in "2

6

5
Re@2t$þ

!
3& 27

5
r2

?

"
@t$& ½GðtÞ & Br2

?)r2
?$ ¼ 0:

(10)

Thus, our equations are linearly unstable for a sufficiently
high forcing and can predict the critical acceleration and
wave number observed at the onset of instability [12,17].
Figure 3 shows the critical acceleration obtained from
Eq. (10) compared to the experiments of Wagner et al.
[18] for low values of Reynolds number (Re< 4:6) and
near a bicritical point where harmonic and subharmonic
waves are observed. We also show in supplementary ma-

FIG. 1. 3D view of a circular hydraulic jump in dimensionless
coordinates obtained using the inertial lubrication theory. On the
plane y ¼ 0, we represent the profile of the film thickness $ and
the streamlines of the fluid. The black dots are experimental
measures of the surface profile extracted from Ref. [7]. Here the
fluid is ethylene-glycol (% ¼ 1:1* 103 kg=m3, & ¼
4:5* 10&2 N=m, and # ¼ 7:6* 10&6 m2=s) and the experi-
mental parameters are Rc ¼ 3:8* 10&2 m, hc ¼ 2:76*
10&3 m, and Q0 ¼ 27* 10&6 m3=s. These parameters give
the dimensionless numbers " ¼ 7:2* 10&2, Re ¼ 2:2, G ¼
8:7, and B ¼ 2:5* 10&2 (see text).
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terial that Eqs. (8) can saturate the instability by numeri-
cally computing the solutions of (8) on a staggered spatial
mesh. (See supplementary material [14] for a detailed
description of our numerical simulations and comparison
with experiments.)

We close our discussion by pointing out that Eqs. (8)
represents the minimal form of a formal expansion in two

parameters Re and !2. Inertial terms in the NS equations
and nonlinearities in the boundary conditions are described
at the lowest order allowing the use of Eqs. (8) in different
situations. Here we have explored the circular hydraulic
jump and Faraday instability in very simple situations, but
our analysis could be modified to study hydraulic jumps in
nonaxisymmetric cases and planar geometries, Faraday
instability with different types of forcing and boundary
conditions, or any other physical situation in which inertial
terms play a fundamental role in understanding the dynam-
ics of a shallow viscous layer of fluid.
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FIG. 3. Critical acceleration ! as a function of the driving
frequency "=2& for a silicon oil layer (h ¼ 7& 10'4 m, % ¼
5& 10'6 m2=s, $ ¼ 1:94& 10'2 N=m, and # ¼ 9:2&
102 kg=m3). The circles and squares (with error bars) mark the
experimental values of Ref. [18] for the harmonic and the
subharmonic responses, respectively. The black line shows the
threshold for subharmonic waves obtained from Eq. (10).
Similarly, the dotted line gives the threshold for harmonic waves.
At a critical frequency"=2& ( 6:5 both lines intersect marking
a bicritical point.
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Figure II.18 – A gauche : vue en trois dimensions du ressaut circulaire hydraulique obtenue

par intégration de l’équation (II.105)(ζ = h et x = r). Dans le plan y=0 sont représentés par

des points noirs les points expérimentaux d’un profil de hauteur issu de [9]. Le liquide utilisé

est de l’éthylène-glycol (ρ = 1, 1.103 kg/m3, γ = 4, 5.10−2 N/m et ν = 7, 6.10−6 m2/s) et les

paramètres expérimentaux sont R∞ = 3, 8.10−2 m, H∞ = 2, 76.10−3 m et Q = 27.10−6 m3/s.

Ce qui donne ε = 7, 2.10−2 et Re = 2, 2. On constate que l’on retrouve bien numériquement la

recirculation après le ressaut observée expérimentalement.

A droite : Rayons du ressaut en fonction du débit pour trois liquides différents. Les courbes conti-

nues sont obtenues par intégration de l’équation (II.105), les points expérimentaux proviennent

de [52]. Trois liquides sont utilisés : eau (représentée par les cercle)(ρ = 1.103 kg/m3, γ =

7, 4.10−2 N/m , ν = 1.10−6 m2/s, R∞ = 2.10−1 m et H∞ = 1, 5.10−3 m), huile (représentée

par les triangles)(ν = 15.10−6 m2/s, R∞ = 1, 7.10−1 m et H∞ = 1, 5.10−3 m) et une huile

plus visqueuse (représentée par les carrés)(ν = 95.10−6 m2/s, R∞ = 1, 7.10−1 m et H∞ =

1, 5.10−3 m). Inserts : les profils numériques de la surface libre sont représentés en coordonnées

non dimensionnées pour différentes valeurs de débit et de viscosité.

Pour davantage d’informations se reporter à [97].

La figure de gauche propose un profil calculé à partir de l’équation (II.105) et comparé à un pro-

fil expérimental issu de [9] (les points noirs sur la figure). Comme on peut le constater l’accord est

excellent. On peut en outre observer la présence d’une recirculation après le ressaut comme observé

expérimentalement.

La figure de droite compare les données expérimentales de Hansen et al. [52] avec les résultats

obtenus numériquement. L’accord entre théorie et expérience est très bon même si l’on observe des

écarts non négligeables sur certaines courbes (les échelles sont logarithmiques) en particulier à petits

47. Si la première condition est triviale, les deux suivantes ne sont absolument pas prouvées expérimentalement et

peuvent être remises en question le cas échéant. En outre, redimensionner le système (et ainsi prédire un rayon de

ressaut ou un profil dimensionné) nécessite de connâıtre le couple (R∞, H∞) ce qui est loin d’être trivial même dans le

cas d’un mur de confinement entourant le dispositif.
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débits et à hautes viscosités. 48

Ces écarts peuvent être expliqués en partie par le fait que l’on utilise ici un critère numérique pour

définir la position du ressaut. Ce n’est peut être pas exactement la même définition que l’expérimen-

tateur utilise quand il traite ses images d’où un écart possible.

II.4.6.1 Lois d’échelles pour le ressaut circulaire

Dans un second article, les auteurs se proposent de développer par rapport à deux petits paramètres

dans l’équation (II.105) afin d’obtenir des lois d’échelles simples pour la position du ressaut [98]. On

considère ainsi des petites perturbations δh de la surface libre : hJ = hJ0 + δh où hJ est la hauteur de

liquide en rJ la position du ressaut et hJ0 la hauteur de liquide en rJ au premier ordre 49. On considère

de même une petite perturbation δr (de l’ordre de δh) autour de la position du ressaut :rJ = rJ0 + δr

où rJ0 correspond à la position du ressaut à l’ordre 0. On suppose en outre et de manière cohérente

avec l’hypothèse δh ∼ δr que δ(dh/dr) ∼ 1, δ(d2h/dr2) ∼ δr−1 et δ(d3h/dr3) ∼ δr−2. L’ordre le plus

élevé est l’ordre O(δr−2) on obtient donc T
(0)
3 d3h/dr3 = 0 et donc hJ = hJ0 + c1δr+ c2δr

2/2. L’ordre

suivant O(δr−1) conduit donc à hJ = hJ0 + c1δr. A l’ordre O(1) l’équation est donc T
(0)
0 + c1T

(0)
1 .

Puisque c1 est inconnu, l’équation précédente est résolue terme à terme et on obtient ainsi deux

équations : 


h3
J0 − a1hJ0 − a0 = 0,

r2
J0 = 9Re

35 hJ0,
(II.106)

avec a1 = 27
20
ε2F
Re

(
r2
J0 + ε2

B

)−1

et a0 = 27
70F

(
r2
J0 + ε2

B

)−1

. Une première loi d’échelle peut être obtenue

en supposant que la hauteur du ressaut au niveau du choc est égale à la hauteur en bout de plaque

c’est-à-dire hJ0 = 1. On obtient alors après avoir redimensionné les variables :

RJ,a =

(
9QH∞
35πν

)1/2

. (II.107)

Comme on peut le voir sur la Fig. II.19 cette loi d’échelle ne fournit pas un bon accord avec les points

expérimentaux. 50

Une des raisons de ce désaccord est l’hypothèse un peu excessive de hJ0 = 1 au niveau du choc.

On se propose donc d’utiliser une hauteur critique correspondant à hc = (Q2
m/g)1/3 où Qm cor-

respond au flux de masse : Qm = h1v1 = h2v2 où h1, h2, v1 et v2 sont respectivement les hauteurs

avant et après le ressaut et les vitesses moyennes avant et après le ressaut. On obtient en utilisant la

conservation du débit hc =
(

Q2

4π2r21g

)1/3

. Si l’on insère cette hauteur pour hJ0 et si l’on pose r1 = rJ0

dans les équations (II.106), on obtient la loi d’échelle obtenue par Bohr et al. (voir équation II.61)

avec pour préfacteur 2−1/4(9/35)3/8(π)−5/8.

Cette approximation ne dépend pas de H∞ ce qui est déroutant puisque la hauteur après le ressaut

48. Toutefois il est nécessaire d’apporter des réserves à ces résultats : en effet toutes les hauteurs en bout de plaque

ont été fixées à H∞ = 1, 5 mm. Pourtant nous verrons plus loin que H∞ varie avec le débit mais aussi en fonction du

liquide utilisé ou du rayon de la plaque.

49. Rappelons que toutes les hauteurs et différences de hauteurs sont adimensionnées par H∞ et tous les rayons sont

adimensionnés par R∞
50. L’article examiné ici n’indique pas clairement les valeurs de H∞ on peut donc douter de la validité de la compa-

raison avec l’expérience sur cette courbe ainsi que sur toutes celles faisant intervenir la hauteur à l’infini H∞ (RJ,b et

RJ,d).
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FIG. 5. The free surface ξ (thick line) and its first three spatial derivatives ξ ′ (dotted-dashed line), ξ ′′ (dashed line), and ξ ′′′

(continuous line). rj is the jump position defined numerically, the jump definition ξ ′′ = 0 is marked with a point. Numerical
solutions were obtained using Q = 6.32 × 10−1 cm3/s, L = 11.57 cm in the water case. Variables are presented in the
non-dimensional notation.

independently T (0)
0 = 0 and T (0)

1 = 0, that gives a cubic equation in εj0,

ε3
j0 − a1ε j0 − a0 = 0 and r2

j0 = 9Re
35

ε j0, (11)

where a1 = 27
20

ε2 F
Re

(
r2

j0 + ε2

Bo

)−1
and a0 = 27

70 F
(

r2
j0 + ε2

Bo

)−1
. In the function a1 the factor c1 =

δξ /δr has been neglected, but it may be used as a free parameter. The first approximation for
rj0 is obtained by replacing εj0 = 1 − δεj0 and taking the leading order in δεj0 that gives
r0,0 = (9Re/35)1/2. Using the Reynolds number definition, we return to the dimensional variables
and we obtain an scaling law that is compared with experimental data in Fig. 6,

r0,0 =
(

9Qh
35πν

)1/2

. (12)

0.01 0.02 0.05 0.10 0.20 0.50 1.00

0.01

0.02

0.05

0.10

0.20

0.50

1.00

Q

r

FIG. 6. Scalings for the circular hydraulic jump. Experimental data15 (points) for 3 different viscosities: νw (water viscosity,
circles), ν1 = 15νw (squares), ν2 = 95νw (rhomboids) compared with r0,0 (dotted-dashed line, Eq. (12)), r1 (dashed line,
solution of Eq. (15)), r0 (thick dashed line, Eq. (16) (right), and r0,1 (thick dotted-dashed line, Eq. (17)). Hydraulic jump
radii are scaled with L = 16.5 cm (plate radius), the fluxes are scaled with Q = 100 cm3/s. Reproduced by permission from
Hansen et al., Phys. Rev. E 55, 7048–7061 (1997). Copyright 1997 American Physical Society.
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Figure II.19 – Rayon du ressaut en fonction du débit. Les Lois d’échelles présentées plus

haut ont été testées pour trois jeux de données expérimentales. Les points obtenus pour de l’eau

sont représentés par des cercles (γ = 7, 4.10−2 N/m , ν = 1.10−6 m2/s), ceux obtenus pour

l’huile sont représentés par les carrés (ν = 15.10−6 m2/s) et ceux obtenus pour une huile plus

visqueuse sont représentés par les losanges (ν = 95.10−6 m2/s). Les rayons sont re-dimensionnés

par L = 16, 5 cm et les débits par Q = 100 cm3/s. La loi d’échelle RJ,a (II.107) est représentée

par la couleur grise et l’alternance tirets-points (fins), RJ,b (II.109) est représentée par la couleur

rouge et par des tirets (fins), RJ,c (II.110) est représentée par la couleur bleue et par les tirets

(épais) et RJ,d (II.111) est représentée par la couleur verte et l’alternance tirets-points (épais).

Pour davantage d’informations se reporter à [98].

dépend expérimentalement de la hauteur en bord de plaque. Les auteurs proposent donc de considérer

que la hauteur au niveau de rJ est égale à la hauteur avant le choc h1. Pour déterminer cette hauteur,

les auteurs utilisent l’équation de choc proposée par Bush et al. Si l’on considère que la hauteur après

le ressaut est égale à la hauteur en bord de plaque H∞ (c’est-à-dire à 1) cette équation s’écrit :

h1 =
H∞

2

(
1 +

2

B0

)[
−1 +

√
1 +

8F 2
1

(1 + 2/B0)2

]
=

2H∞F 2
1

1 + 2/B0
+O(F 4

1 ), (II.108)

où F 2
1 = 3Q2/(10π2gR2

JH
3
∞) est un nombre de Froude effectif défini juste en aval du ressaut et

B0 = ρgH∞RJ/γ. Lorsque l’on remplace hJ0 par h1 (à l’ordre 2 en F1) dans la deuxième équation de

(II.106) et que l’on néglige la tension de surface on obtient une deuxième loi d’échelle :

RJ,b =

(
9

70

Q3

π3νH2∞g

)1/4

. (II.109)

Comme on peut le voir sur la Fig. II.19 l’accord entre expérience et théorie 51 est meilleur que dans

le cas précédent et s’ajuste assez bien avec les points expérimentaux de l’eau. Toutefois cette solution

n’est pas entièrement convaincante dans le cas des huiles même si l’ordre de grandeur est très correct.

On peut aussi obtenir des lois d’échelles en résolvant les équations (II.106) par rapport à ε. Il est

à noter que cette approche correspond davantage à ce qui a été fait dans la première partie du travail

des auteurs [97]. Ainsi au premier ordre en ε on obtient :

RJ,c =

(
39

2 354

Q5

π5ν3g

)1/8

. (II.110)

51. Ce n’est pas l’équation (II.109) qui est représentée mais la solution exacte, sans négliger la tension de surface.
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Cela correspond une fois de plus à la loi d’échelle obtenue par Bohr et al. (voir équation II.61), mais

avec un préfacteur différent de celui obtenu précédemment. Sur la Fig. II.19 elle est aussi comparée aux

points expérimentaux mais comme dit précédemment cette loi d’échelle ne permet pas de modéliser

des paramètres physiques que l’on sait déterminants comme la hauteur en bord de plaque ou la tension

de surface. On va donc résoudre les équations (II.109) en remplaçant rJ0 par RJ,a dans a1 et a0. Il

existe trois solutions, seule une est satisfaisante physiquement :

RJ,d =
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(
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√
−12a3
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0,0
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)
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(

9a0,0 +
√
−12a3
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, (II.111)

avec a1,0 = 27
20
ε2F
Re

(
R2
J,a + ε2

B

)−1

et a0,0 = 27
70F

(
R2
J,a + ε2

B

)−1

. Ces points sont ensuite comparés à

l’expérience sur la Fig. II.19. On peut constater que l’on n’améliore pas considérablement le résultat

par rapport à la loi d’échelle RJ,c.

Ainsi les articles de Rojas et al. proposent une excellente description du ressaut par le biais numé-

rique (en particulier le profil d’épaisseur) mais peinent à fournir une loi d’échelle exacte 52. Dans ces

articles la hauteur extérieure est considérée comme un paramètre d’entrée, elle doit donc être mesurée

pour chaque prédiction du ressaut ce qui rend difficile l’utilisation pratique de ces lois d’échelles.

II.4.7 Approche de Dasgupta et Govindarajan

L’article de Dasgupta et Govindarajan [28] propose une nouvelle approche numérique du ressaut

hydraulique. Ils étudient le cas du ressaut hydraulique à deux dimensions et généralisent son approche

au cas du ressaut hydraulique circulaire. Le principal résultat de ce papier est d’obtenir des profils de

vitesses complexes en amont et en aval du ressaut et ainsi de s’affranchir des profils divergents obtenus

via une approximation de profil auto-similaire (en particulier du profil en spiral que l’on obtient en

intégrant (II.55) ou (II.96)). Il montre par exemple l’existence de deux solutions en aval du ressaut.

Ces résultats sont ensuite comparés aux expériences et fournissent un accord convenable.

Les équations de base sont les maintenant familières (II.44) - (II.47). En utilisant les variables η =

z/h(r) et dζ = dr/h(r) et en écrivant les vitesses à l’aide d’une fonction de courant Ψ = Q/(2π)f(η, ζ)

on obtient u = U ∂f
∂η ; v = U(η dhdr

∂f
∂η −

∂f
∂ζ ) avec U = Q/(2πrh) ainsi (II.45) - (II.47) deviennent :




∂3f
∂η3 − dh

dr
Re
Fr2 +Re

(
dh
dr + h

r

) (
∂f
∂η

)2

= Re
(
∂f
∂η

∂2f
∂η∂ζ −

∂2f
∂η2

∂f
∂ζ

)
,

f(0, ζ) = 0; , ∂f∂η (0, ζ) = 0; ∂2f
∂η2 (1, ζ) = 0,

(II.112)

avec Re = Q/(2πrν) un nombre de Reynolds local et Fr = U/
√
gh le nombre de Froude local. En

outre la conservation du débit ajoute une équation supplémentaire : f(1, ζ) = 2π.

Dans le cas plan le problème est bouclé 53. Néanmoins dans le cas du ressaut circulaire, il est

nécessaire d’ajouter une condition supplémentaire : en effet à Froude donné il existe une infinité de

solutions qui correspondent à une même valeure de h′Re puisque Re dépend de r (en effet le débit

linéique q = Q/2πr dépend de la distance à l’impact contrairement au cas plan où il est constant). On

52. Probablement en raison d’une vision beaucoup trop simpliste de la partie extérieure du ressaut où l’on considère

que le profil extérieur est constant avec pour tout r > RJ , h(r) = H∞ nous verrons plus loin que le profil de hauteur

est plus élaboré.

53. Re ne dépend pas de r donc la donnée d’un nombre de Froude initial permet d’intégrer de part et d’autre de

ce nombre et donc de résoudre entièrement l’ensemble du problème. Il n’y a donc pas besoin d’ajouter une condition

initiale.
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est donc obligé d’ajouter une condition supplémentaire ce qui revient à donner le rayon correspondant

à la valeur du nombre de Froude initial 54. Cette contrainte est donc une fois de plus problématique

puisqu’il faut connâıtre avec précision un point du profil pour pouvoir intégrer.

L’intégration des équations (II.112) en fonction du nombre de Froude se résume ainsi : il existe

un nombre de Froude Fr0 (typiquement 0,7) tel que pour Fr > Fr0 (l’amont du ressaut) il existe

une unique solution au problème correspondant à h′ positif et notée P et pour Fr < Fr0 (l’aval du

ressaut) il existe deux solutions à (II.112) : la solution P où h′ > 0 mais aussi une autre solution où

h′ < 0 notée alors N . Pour des nombres de Froude Fr de l’ordre de 1 (ou plus petits) le profil de

vitesse obtenu par la solution P montre une séparation (correspondant donc à une recirculation) : plus

Fr est petit plus cette séparation est importante.

On en déduit qu’une solution auto-similaire n’est acceptable que pour les grands nombres de Froude

(voir Fig. II.20). La solution N , quant-à elle, présente un profil non séparé très proche d’un profil pa-

rabolique. En Fig. II.20 sont représentés des profils correspondant aux solutions P et N à plusieurs

Fr locaux dans le cas 2D.

0 0.5 1 1.5 2 2.5
∂f
∂η

0

0.25

0.5
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η 14.4
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0.93
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0.62N

Figure II.20 – Profil de vitesse pour différents nombres de Froude locaux dans le cas 2D.

Toutes les courbes correspondent à la solution P des équations exceptée Fr = 0.62 obtenu pour

la solution N . Comme on peut le voir les profils de la solution P montrent une importante

séparation lorsque l’on décrôıt la valeur de Fr. Le profil N lui est quasiment parabolique. Pour

davantage d’informations se reporter à [28].

Les profils montrant une large séparation sont susceptibles d’être instables tandis que les profils

paraboliques sont eux stables (numériquement on retrouve bien que P est très instable à faibles Fr).

On aboutira donc logiquement à une transition des solutions P vers N lorsque le nombre de Froude

local décrôıt, ce qui se traduit par la fin de la zone de recirculation à l’extérieur du ressaut.

L’expérience est ainsi bien décrite avec une zone de recirculation bien délimitée puis une zone où

h′ < 0 ce qui correspond bien au profil N . Malheureusement la transition entre P et N correspondant

à la fin de la zone de recirculation ne peut pas être simplement captée à partir de (II.112).

Le ressaut est ainsi modélisé par une solution P valable dans la zone interne du ressaut, se pour-

suivant dans le choc mais aussi après sous la forme d’un écoulement avec recirculation pour transiter

finalement vers une solution N après cette zone de recirculation.

Dans la Fig. II.21 les solutions des équations (II.112) sont comparées aux points expérimentaux

obtenus par Craik et al. [26] ainsi qu’aux solutions attendues par Tani [108] et Bohr et al. [8] (dans son

54. Autrement dit si l’on intègre à partir de Fr = 100 il faut aussi donner le rayon r qui correspond à cette valeur du

nombre de Froude.
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premier article) c’est-à-dire à la solution obtenue avec un profil auto-similaire (et la pression hydrosta-

tique). Les conditions initiales pour les intégrations sont obtenues à partir d’un point expérimental (de

coordonnées (ri;hi)). Comme on peut le voir la solution P décrit assez bien ce qui se passe en amont

du ressaut et permet d’obtenir un ressaut sans condition de choc (on évite ainsi la spirale obtenue

dans le cas de Bohr et Tani). La solution N s’ajuste très bien sur la partie extérieure du profil. Mal-

heureusement on n’a pas de transition douce entre la solution P et la solution N , les auteurs ont donc

choisi de placer la transition afin que leur solution s’ajuste au mieux avec les points expérimentaux.

solution whereas in our numerical procedure we are able to
obtain a P solution as well for quite small Froude numbers.
However, in a real flow, the Froude number may never be-
come too small, since as one proceeds well downstream of a
jump, the Froude number increases again. Far downstream,
we have seen that both the spiral solution and the present one
will give qualitatively the same behavior: of a sudden and
sharp decrease in height at some radial location.

In Fig. 8 the solution of the circular BLSWE !12" is
compared to the experimental observations of Ref. 24. The
solution from the vertical averaging procedure is shown as
well. The initial condition for both equations was obtained
from the experimental data in the figure. The solid line and
the dashed-dotted line are our P and N solutions, respec-
tively. It is seen that the height profile is reasonably close to
the experimentally observed one both upstream and down-
stream of the jump. However, some deviation is seen in the
vicinity of the jump. This is to be expected since dispersive
and surface-tension effects, both of which are neglected here,
can significantly influence the shape of the jump. Note that
the present solution does better than the spiral in this region.
Downstream, our N solution does a good job of matching the
experimental profile but unlike in the experimental profile,
no smooth transition between the P and N solution is
achieved. In addition, since we cannot predict where the
transition should occur, we have chosen a location which
matches well with the experiment. Note that the N solution
in Fig. 8 has a very small negative slope. We note that the
same experimental data of Ref. 24 was compared by Ref. 25
to their theory. That comparison focused on the precise shape
of the jump itself with the jump height as input parameters.
The present study on the other hand focuses on the regions
away from the jump. In a forthcoming study of strong jumps
and the near-jump region, we compare with the work of Ref.
25 in greater detail.

We have mentioned that Refs. 14 and 22 assume the
velocity profiles to be cubic polynomials in ! with
streamwise-varying coefficients. Due to this assumption, the
solution obtained does not directly satisfy the governing

equations, but only their moments.14 While the averaged
equations admit cubic profiles with variable coefficients, we
will show below that the governing equations themselves do
not admit a cubic term in its solution. Writing the stream-
function in the BLSWE as a power series in ! whose coef-
ficients are functions of ", as

f#!,"$ = %
j=0

#

aj!""! j ,

substituting into the BLSWE !9", and equating coefficient of
each power of !, we have

a0 = a1 = 0,

a3 =
h! Re
6 Fr2 , a4 = 0.

The remaining coefficients may be obtained from the recur-
sion relation

n!n − 1"!n − 2"an

= %
p=2

n−3

pap#!n − p − 1"!an−p−1! − an−p−1h! Re"

− !p + 1"an−p−2! $ .

All an for n$5 may be written in terms of the hitherto un-
determined coefficient a2 and h! Re /Fr2. The global mass
balance may now be used to obtain a2. Note that since
a4=0, the BLSWE does not admit a cubic term in the veloc-
ity profile.

VI. CONCLUSION

The BLSWE is cast as a parametric ordinary differential
equation at a given streamwise location and a novel solution
method is proposed. The only parameters are the local
Froude number Fr and a product h! Re of the interface slope
and the Reynolds number. The second parameter is com-
pletely dependent on the first and may be obtained by impos-
ing global continuity. This enables us to obtain the velocity
profile at a given Froude number, and having the obtained
the interface slope, march either downstream or upstream to
obtain the height profile for a weak hydraulic jump. The
jump is shown to occur at Fr&1 even in the viscous case.
Downstream of the jump, for Fr%0.71, two solutions are
obtained and we show evidence from numerical simulations
of Ref. 23 to support our surmise that there is a switch from
one solution to the other at a Froude number below 1. Insta-
bility of the separated profile is suggested as a reason for this
switch. The exact nature of the switch and the behavior in its
vicinity is beyond the reach of the BLSWE. We also compare
our results with experiments and find good agreement up-
stream and downstream. It is also seen that our solution im-
proves over the vertically averaged model. In a numerical
study being concluded, dispersive effects are seen to be im-
portant in this region.
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FIG. 8. !Color online" Comparison of the P and N solutions of Eq. !12" with
the experiments of Ref. 24 and the vertically averaged solution of Refs. 16
and 21. The experimental data extracted from Craik are for the case
Q=18 ml /s obtained with dyed water as the working fluid. The dashed line
represents the vertically averaged solution obtained from Eq. !13".
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Figure II.21 – Comparaison entre les solutions P et N des équations (II.112), les solutions

obtenues par Bohr et al. [8] et Tani [108] et un profil expérimental obtenu par Craik et al. [26].

Les solutions numériques sont intégrées à partir d’un point (ri;hi) obtenu à partir de la courbe

expérimentale de Craik et al. . Les axes sont ensuite adimensionnés à partir de ce point. Pour

davantage d’informations se reporter à [28].

Enfin les auteurs reviennent sur l’hypothèse faite par Rao et al. [90] ainsi que par Bohr et al. dans

son second article [113] d’un profil de vitesse cubique en η. Dasgupta et al. montrent mathématique-

ment que les équations (II.112) ne permettent pas de terme cubique dans le profil de vitesse ; ainsi

l’hypothèse d’un profil cubique semble infondée.

Cet article permet une modélisation nouvelle du ressaut par le biais d’une approche numérique et

permet d’approcher le profil du ressaut de manière convenable. On obtient encore une fois la zone de

recirculation après le choc. Pour autant, cette approche nécessite encore la connaissance d’un point

du profil expérimental pour converger. Elle ne permet toujours pas une prédiction de la position du

ressaut RJ .

II.5 Conclusion de la revue bibliographique

Au cours de cette revue bibliographique nous avons présenté les principaux modèles décrivant le

ressaut circulaire hydraulique. Il en ressort en définitive un large consensus autour de la description

de la zone interne qui se décompose, rappelons-le, en trois zones :

(i) La zone d’impact du jet qui n’a pas ou peu été étudiée.

(ii) Survient ensuite, avec l’augmentation de la distance à l’impact, le développement d’une couche

limite qui envahit progressivement l’ensemble de l’épaisseur de liquide de la zone interne.

(iii) Et enfin une couche limite pleinement développée jusqu’au choc.
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Il est à noter que la plupart des études (Tani, Bohr et al. , Bréchet et al. , Kasimov, Rojas et al. ,

Dasgupta et al. ) travaillent uniquement à partir de la zone (iii) où le profil de vitesse est pleinement

développé.

Les différences entre modèles interviennent dans la modélisation du ressaut en lui même. On dis-

tingue trois approches :

(i) L’approche “classique” qui correspond à une modélisation du ressaut par un choc d’épaisseur

nulle (donc sans friction) comme proposée par Bélanger et donnée par l’équation (I.1). Cette condition

de choc peut éventuellement être généralisée en ajoutant les effets de tension superficielle comme l’a

montré Bush et al. Cette approche est utilisée par Tani, Watson, Bohr et al. (uniquement dans un

premier article), Godwin et Kasimov.

(ii) L’approche “numérique” qui correspond à une intégration numérique des équations de base.

Il est à noter que pour cette approche de modélisation du choc il est nécessaire de tenir compte de

la pression hydrostatique qui pouvait être négligée dans la zone interne. Ces études permettent une

description plus physique du choc mais ne sont pas analytiques et donc difficiles à utiliser. Ces intégra-

tions étant numériques, elles nécessitent en outre la connaissance d’au moins un point expérimental

du profil (mais souvent 2). Ces approches ont été utilisées par Rao et al. , Bohr et al. 55, Rojas et al. 56

et Dasgupta et al. .

(iii) L’approche “originale” ou plutôt les approches originales : l’approche de Godwin qui considère

que le choc survient lorsque la couche limite envahit entièrement l’épaisseur de liquide dans la zone

centrale, l’approche de Bréchet et Néda qui remplace la condition de choc par une considération sur le

Reynolds et enfin l’approche de Higuera qui essaye de décrire chacune des zones du choc en utilisant

un modèle de jet liquide.

La zone externe est la partie la moins bien traitée dans ces théories. Dans certains cas elle n’est

pas traitée (Watson, Godwin, Bréchet et Néda) et dans les cas numériques elle est traitée à partir

d’un point expérimental qui sert donc de paramètre d’entrée (Rojas et al. et Dasgupta et al. ). Les

approches de Bohr et al. , Rao et Arakeri, Higuera et Kasimov considèrent cette zone comme réelle-

ment importante et développent un réel effort de modélisation. Dans certaines approches, il apparâıt

qu’un profil logarithmique serait susceptible de décrire la zone externe. Cette loi n’est jamais testée

et les conditions d’arrêt au bord extérieur du système sont floues et dépendent des différents modèles.

Nous allons donc présenter dans ce mémoire une approche expérimentale et théorique qui recon-

sidère cette zone externe et examiner ses conséquences sur la sélection du rayon du ressaut pour

laquelle il semble ne pas y avoir de loi analytique simple, jusqu’ici, donnant une prédiction précise et

quantitative.

55. Qui proposent ensuite une loi de choc alternative à (I.1) à partir d’un développement analytique des équations

mâıtresses au voisinage du choc.

56. Ils extraient ensuite des équations de départ des lois d’échelles à partir de développements de différents ordres au

voisinage du choc.



Chapitre III

Description de l’expérience et

premiers résultats

III.1 Montage

Le dispositif expérimental est décrit sur la Fig. III.1. Il se compose d’un dispositif alimentant un

injecteur. Le liquide impacte ensuite un disque de verre horizontal puis s’écoule sous forme de colonnes

liquides dans le bac d’alimentation duquel il est à nouveau pompé et réinjecté. Le dispositif fonctionne

ainsi en circuit fermé.

La gamme de débit accessible ainsi que les viscosités choisies ont pour effet de maintenir un

écoulement laminaire et stationnaire. Plus encore, les conditions aux limites telles que fixées (c’est-

à-dire les plus simples possibles : l’absence de tout mur de confinement, laissant libre l’écoulement

d’ajuster sa propre hauteur en bord de plaque) ainsi que l’observation de traceurs ajoutés dans le

liquide montrent que nous observons un ressaut de type I (c’est-à-dire un écoulement unidirectionnel,

sans vortex de recirculation au niveau de la surface libre).

III.1.1 Dispositif d’alimentation

Deux types d’alimentation peuvent être utilisés : directement via la pompe ou bien en utilisant

un bac à niveau constant (bac situé en hauteur, alimenté par la pompe et doté d’un trop plein, le

liquide s’écoule donc simplement sous l’effet de la gravité). Il est apparu que le bac à niveau constant

ne permettait qu’une gamme de débits très limitée. Il est donc tentant d’utiliser plutôt la pompe

directement afin d’obtenir une gamme de débits plus importante. Toutefois on peut craindre que des

pulsations dues à la pompe se répercutent sur le ressaut ce qui pouvait être évité par le bac à niveau

constant.

Nous utilisons une pompe à engrenages hélicöıdaux (Micropump 75211-67) afin de réduire au

maximum les pulsations dues à la pompe. Le phénomène étudié est stationnaire et la viscosité du

liquide permet un fort amortissement d’éventuelles pulsations résiduelles. Nous avons vérifié l’absence

d’effets dus à la pompe en comparant l’alimentation directe et celle via le bac à niveau constant pour

les bas débits (5-10 cm3/s−1). Nous n’avons pu enregistrer aucune différence. On utilise donc le plus

souvent directement la pompe pour alimenter notre dispositif.

Le réglage du débit s’effectue directement par l’intermédiaire de la pompe dont la tête (Micropump)

est couplée à un moteur de vitesse de rotation variable.

77
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(a)

(b) (1)

(2)

(3)
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(7)

Figure III.1 – Photographie (a) et schéma explicatif (b) du dispositif expérimental utilisé. Le

dispositif expérimental se décrit ainsi d’amont en aval : une pompe à engrenage (2) aspire le

liquide dans le bac de stockage et de récupération (1). La pompe (2) alimente une jonction en

T (3) qui alimente ou bien un bac à niveau constant (4) dont le débit est réglé ensuite à l’aide

d’une vanne (5) ou bien directement le reste du dispositif. Dans tous les cas le liquide passe au

travers d’un débitmètre numérique (6). Le liquide s’écoule ensuite dans une buse (7) de diamètre

φ puis impacte un disque de verre horizontal (8) pour former un ressaut hydraulique. Le liquide

s’écoule radialement sur la plaque puis sous forme de colonne liquide dans le bac de stockage

(1).

Le dispositif est complété par un débitmètre numérique (McMillan S-111-6) calibré par des mesures

répétées de pesées pour chaque liquide. La gamme de débits accessible (dépendant de chaque liquide

et de chaque viscosité utilisée) est typiquement 5-80 cm3/s−1 et l’erreur sur les valeurs indiquées de

débit est typiquement de ±0.25 cm3.s−1.

Dans le cas des débits élevés, en alimentation directe, il arrive que des bulles d’air soient captées

lors du pompage du liquide dans le bac de récupération (la présence de bulles d’air dépend également

fortement de la distance entre la buse et la plaque, du débit, du diamètre de l’injecteur et d’éventuelles

prises d’air dans le circuit). Pour les huiles silicones de “faibles viscosités” (20 cS) ces bulles n’ont pas

d’influence sur la viscosité effective ni sur la densité du liquide 1 tandis que pour les fortes viscosités on

1. On ne constate aucune différence entre les cas où il y a “beaucoup” de bulles et dans les cas où il y en a moins.
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peut constater une légère déviation au cours du temps (les bulles sont évacuées trop lentement). Il faut

alors stopper les mesures, laisser l’huile au repos et reprendre ensuite les mesures. Sur ces questions

le débitmètre est notre moyen de contrôle : si, on constate une fluctuation de la valeur indiquée par le

débitmètre c’est qu’il y a changement de viscosité effective.

III.1.2 Injecteur et plaque : la géométrie de l’expérience

Le jet liquide est issu d’un tube vertical de diamètre interne φ (buse) (φ = 1.1-7 mm) et impacte

le centre d’un disque de verre de rayon R∞ (R∞ = 8, 10, 15 cm) placé à une distance Z de la sortie

de la buse (que nous avons fait varier de 4 à 40 mm).

Sauf mention contraire, le liquide s’écoule librement au bord du disque (pas de mur de confine-

ment). Le bord est parfois à arête nue (R∞ = 8 cm) mais le plus souvent biseauté sur 1mm (les autres

cas).

L’horizontalité de la plaque est réglée par un chassis adapté, à l’aide de deux vis micrométriques

et en utilisant un niveau à bulle de précision.

Le centrage de la plaque est simplement effectué à l’aide d’une règle graduée.

III.2 Liquides utilisés

III.2.1 Huiles silicones

Les huiles silicones (nous avons choisi la marque CRC) sont composées de PDMS (PolyDiMéthyl-

Siloxane) de formule chimique :

CH3 Si
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n
où l’indice n désigne le degré de polymérisation. Ces huiles sont non-miscibles dans l’eau, transparentes,

inertes chimiquement et ne vieillissent quasiment pas sous l’effet de l’air, de l’eau, de la chaleur ou de

la lumière, même ultraviolette. Ces huiles existent dans une très large gamme de viscosité (de 0,65 à

plusieurs centaines de milliers de centiStokes) et sont très peu volatiles pour des viscosités supérieures

ou égales à 5 cS. Ces différentes viscosités sont obtenues simplement par le fabricant en changeant

la longueur de la châıne des polymères : plus cette châıne est longue plus le liquide est visqueux.

Bien entendu pour les huiles les plus visqueuses le liquide perd son caractère newtonien en raison

de la dynamique complexe des trop longues châınes de polymères 2. La viscosité de ces huiles est en

outre assez stable en fonction de la température, on n’aura donc aucun problème pour une expérience

commencée un matin et terminée dans l’après midi (on observe moins de 4% de variation pour un

changement de température de 25 à 30 ◦C) . Un autre avantage de ces huiles est que quelle que soit

la viscosité choisie on aura toujours une densité très proche de 1 et une tension de surface γ quasi

constante de l’ordre de 20 mN/m (voir Tableau III.1). Comme cette tension de surface est basse il y

a peu de risque d’abaissement de la tension de surface par contamination (contrairement au cas de

2. Pour obtenir une viscosité intermédiaire, il suffit simplement de mélanger dans les bonnes proportions les huiles

de viscosité supérieure et inférieure (en bonne approximation on obtient un litre d’huile silicone à 15 cS en mélangeant

0,5 L de 10 cS avec 0,5 L de 20 cS).
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l’eau)

Ces huiles mouillent la plupart des substrats solides (en particulier le verre). Dans notre cas les

huiles utilisées permettront de mouiller l’intégralité de la surface du disque ainsi que le bord de la

plaque.

Huile ν (cS) ρ (kg/m3) γ (mN/m)

20 cS 20, 4± 0, 6 950 20,6

50 cS 44, 9± 1, 5 959 20,7

100 cS 98, 8± 3 965 20,9

Table III.1 – Propriétés des huiles silicones utilisées : viscosité cinématique ν (mesurée avec

un viscosimètre à capillaire, voir Annexe A). L’erreur tient compte des changements de tempé-

rature été-hiver ce qui explique sa valeur un peu élevée. Sont aussi indiquées la masse volumique

ρ et la tension de surface γ. Les valeurs de ces deux dernières grandeurs proviennent de la

documentation fournie par l’industriel.

III.2.2 Mélanges eau-glycérol

Le glycérol (ou glycérine), du grec“glykerós”qui signifie doux, est une molécule organique naturelle

issue de la transformation des huiles végétales. Son nom scientifique est le propan-1,2,3-triol et sa

formule chimique :

H2C

HC

H2C OH

OH

OH.

À température ambiante, le glycérol se présente comme un liquide incolore, inodore et très visqueux

(1182 cS). Cette molécule est non toxique et très hydrophile. Cette dernière propriété s’explique par

la présence de ses trois groupements hydroxyles. Cette propriété hydrophile est très intéressante pour

le physicien, en effet il est très facile de mélanger eau et glycérol pour obtenir un mélange de viscosité

cinématique voulue (comprise entre 1 et 1182 cS), les valeurs de la viscosité en fonction des proportions

eau/glycérol sont tabulées dans la référence [104] et estimées dans la référence [81]. Attention toutefois

au fait que la densité varie avec les proportions eau/glycérol en effet la masse volumique du glycérol

est de 1260 kg/m3 contre 1000 dans le cas de l’eau, la densité doit donc être évaluée précisément

pour chaque mélange (elle est aussi donnée par [81]). Cela est d’autant plus vrai pour la conversion

de viscosité dynamique (donnée dans les tables) en viscosité cinématique (utilisée ici).

La tension de surface du mélange eau-glycérol est de de l’ordre de 65 mN/m. C’est cette tension de

surface élevée qui nous intéresse ici : nous obtiendrons facilement des liquides d’une viscosité compa-

rable à celle des huiles silicones utilisées, cela nous permet donc de faire varier uniquement la tension

de surface, les autres paramètres restant constants, pour en observer les effets sur le ressaut.

Bien sûr utiliser un liquide à aussi forte tension de surface nous place en situation de mouillage

partiel sur du verre. Il y avait donc un risque de se trouver dans une situation de perte d’axisymétrie

de la zone externe comme dans le cas de Maynes et al. (voir sous-section I.6.2). Heureusement ici les

conditions de mouillage ne sont pas trop contraignantes et le liquide mouille l’intégralité de la surface
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de la plaque. Le démouillage n’apprâıt que sur le bord latéral de la plaque. L’utilisation de ce liquide

n’est donc pas trop limitante ici.

Néanmoins un rapide coup d’oeil aux références [104, 81] convaincra le lecteur des limites expéri-

mentales de ce mélange : les variations de viscosité en fonction de la température sont très importantes,

y compris aux échelles de temps typiques des expériences (la température peut facilement s’abaisser

ou augmenter de 2 ou 3 degrés au cours d’une expérience). De plus les mélanges eau-glycérol sont des

mélanges qui s’hydratent ou s’évaporent à l’air libre (modifiant ainsi considérablement la viscosité tant

un pourcent d’eau supplémentaire peut modifier la viscosité cf [104, 81]), ils se polluent très facilement

(très forte tension superficielle) et sont susceptibles de vieillir. Pour obtenir des résultats convenables

avec ces mélanges il faut donc redoubler de précautions en particulier lorsque l’on utilise des quantités

importantes (plusieurs litres) comme c’est le cas ici. Nous avons reporté ici (voir Tableau III.2) les

propriétés des deux mélanges utilisés dans cette partie :

ν (cS) ρ (kg/m3) γ (mN/m)

18± 0, 7 1190 ∼ 65

44± 1, 5 1220 ∼ 65

Table III.2 – Propriétés des mélanges eau-glycérol utilisés : viscosité cinématique ν (mesurée

avec un viscosimètre à capillaire, voir Annexe A). Sont aussi indiquées la masse volumique

ρ et la tension de surface γ. Les valeurs de ces deux dernières grandeurs proviennent de la

documentation fournie par [104, 81].

III.3 Visualisation

Filmer un ressaut hydraulique circulaire est plus compliqué qu’il n’y parâıt : il est malaisé de

prendre des images par au-dessus. En effet, le dispositif d’injection et le jet liquide masquent systé-

matiquement une partie importante de l’image. Une vue de biais n’est pas davantage satisfaisante car

dans ce cas on ajoute en plus des questions de parallaxes et de redressement d’images tout en sachant

qu’une partie du ressaut restera masquée par le dispositif d’injection et/ou le jet liquide. La seule

manière d’obtenir une image fiable est donc de l’acquérir par en-dessous au travers du disque de verre.

Il n’est pour autant pas question de placer la caméra immédiatement en dessous du dispositif sous

peine de la détériorer en cas de projection ou débordement des liquides. On utilise donc un miroir

à 45◦sous le dispositif (voir Fig. III.2) que l’on filme à une distance d’une trentaine de centimètres

grâce à la caméra, un zoom 12,5 - 75 mm et un jeu de bagues allonges qui permet d’ajuster au mieux

l’image à la taille des ressauts observés. 3

Enfin, avec un tel dispositif le liquide s’écoule en bord de plaque en colonne liquide dans le champ

de la caméra. Pour ne pas être gêné par ces colonnes il est donc nécessaire de prévoir une gouttière

qui capte le liquide avant qu’il n’entre dans le champ et qui ne modifie pas localement les conditions

aux limites du ressaut.

Reste à régler la question de l’éclairage. Les liquides utilisés étant transparents l’obtention d’un

bon contraste sur la plaque de verre n’est pas évidente. Nous avons fait le choix d’un néon circulaire

entourant le ressaut. La lumière se réfléchissant sur les parois du ressaut, celles-ci sont rendues très

3. Avec un tel dispositif il est nécessaire d’utiliser un miroir première surface (l’argenture du miroir n’est pas protégée

par une plaque de verre mais exposée directement à l’air libre) ce qui permet d’éviter les réflexions “fantômes” dues aux

réflexions parasites sur la paroi de verre d’un miroir classique.
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(a)

(b)

(c)(d)

(e)

Figure III.2 – Schéma décrivant la technique de visualisation : le dispositif est éclairé par un

néon circulaire (a) de manière à éclairer les bords du ressaut et à les rendre lumineux à l’image.

On utilise un disque de verre (b) (donc transparent) afin d’acquérir les images par en dessous et

ce au travers d’un miroir première surface (c) à 45◦qui réfléchit l’image vers la caméra (d). À

ce dispositif est ajoutée une gouttière (e) qui permet d’éviter que les colonnes liquides formées

en bord de plaque n’entrent dans le champ de la caméra.

lumineuses. Si l’on ajoute un fond noir au-dessus on obtient des images très facilement exploitables

avec un bon contraste (voir Fig. III.3).

jet

ressaut

Figure III.3 – Image d’un ressaut hydraulique vu de dessous via notre dispositif de visualisation.

Au centre de l’image on voit le jet impactant (φ = 5 mm). La première zone noire après le

jet correspond à la zone interne du ressaut (faible déformation de la surface libre été donc

apparaissant en noir). On mesurera la position du ressaut hydraulique grâce au diamètre intérieur

de la zone noire en considérant que la position du ressaut se trouve dès le début de la zone grisée.

L’épaisseur du ressaut est d’environ 1 mm, l’incertitude sur la position exacte du ressaut que

l’on commet est donc d’environ 0,5 mm. Dans cette photographie R∞ = 15 cm et la viscosité de

l’huile est de 20 cS.

III.4 Mesure des hauteurs

Dans un certain nombre d’expériences rapportées ici, nous avons eu besoin de mesurer des profils

de hauteur ou des variations de hauteur avec une grande précision. Nous avons donc dû utiliser des
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techniques expérimentales adaptées à chaque configuration afin de trouver l’optimal entre efficacité et

précision.

III.4.1 Le profondimètre ou comparateur de puits

Pour s’assurer d’une bonne précision dans la mesure des profils de hauteur expérimentaux nous

avons utilisé l’instrument représenté en Fig. III.4 : un comparateur de puits muni d’une pointe est

fixé sur une platine de translation verticale dont on peut régler la position à 10 µm près, le tout

étant placé sur un support rigide et horizontal. Pour réaliser une mesure on place le tripode sur la

plaque de verre dans la zone sous-critique (on s’assure que les pieds de l’appareil ne modifient que

localement l’écoulement et la hauteur de liquide et n’altèrent en rien la mesure que l’on effectue au

niveau de la pointe). On descend ensuite la pointe jusqu’à ce qu’elle touche la surface de l’huile, et

cette altitude sert alors de référence. On continue ensuite à enfoncer la pointe jusqu’au contact avec le

fond. L’aiguille du comparateur de puits se déplace dès que le couple augmente ; cela nous permet de

nous arrêter précisément dès le contact avec la plaque atteint. La seconde lecture du micromètre nous

donnera ainsi une valeur de la hauteur précise à la dizaine de microns près. Pour plus de sécurité on

peut répéter plusieurs fois l’expérience, la dispersion des résultats nous permettant d’estimer l’erreur

à 0,02 mm.

III.4.2 Éstimation directe de la hauteur

La méthode précédente est certes efficace mais elle est fastidieuse et pose un certain nombre de

problèmes : il est très difficile de ne pas bouger le trépied et donc de prendre plusieurs mesures exacte-

ment au même endroit ou sur une ligne. De plus il reste à vérifier ce que l’on a admis précédemment,

c’est-à-dire que les trois pieds du support ne perturbent absolument pas l’écoulement et les hauteurs

au niveau du point de mesure.

Pour toutes ces raisons, nous avons mis au point une méthode de mesure plus directe. Nous avons

donc utilisé un objectif de 200 mm et un jeu de bagues allonges pour observer les hauteurs de liquides

en vue de côté. Le champ de l’appareil est suffisamment faible pour nous permettre d’obtenir une

image précise de la hauteur de liquide. Bien sûr cette méthode s’appuie sur le fait que la hauteur de

liquide diminue avec r dans la zone externe et elle nous interdit tout accès au profil de hauteur interne

qui est dissimulée par la zone épaisse de liquide tout autour du “mur”.

Pour obtenir la hauteur, on prend d’abord une image de la plaque propre ce qui nous fournira

la référence. En soustrayant cette référence aux images obtenues par la suite on obtient la hauteur

réelle. Lors de l’observation à rayon fixé, les seules sources d’incertitudes sont les erreurs de lecture

sur l’image de référence et les erreurs de lecture sur les hauteurs mesurées. On obtient alors une erreur

de quelques dizaines de microns (autrement dit, une erreur légèrement plus élevée qu’avec la méthode

précédente mais qui reste du même ordre de grandeur). Un exemple est donné dans le cas d’une prise

de vue de hauteur en bord de plaque en Fig. III.5.

Ce dispositif optique permet en outre de mesurer d’autres hauteurs. C’est avec cette méthode que

nous avons mesuré les hauteurs de liquide en sortie de ressaut (HJ(Q)). L’exercice est ici plus périlleux.

En effet, la position où l’on filme correspond à la zone directement après le ressaut. Si l’on veut une

résolution suffisante, il est donc nécessaire de bouger la caméra au fur et à mesure que l’on augmente le

débit et donc le rayon du ressaut RJ . Pour ce faire on place la caméra et l’objectif sur une crémaillère,

mais subsistent un certain nombre de mouvements verticaux de la caméra dus principalement à des
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Micromètre gradué

Comparateur de puits

Support horizontal

Pointe de contact

Platine de translation

Figure III.4 – Photographie de l’instrument pour mesurer la profondeur. La pointe est mobile

verticalement et la lecture de l’altitude se fait à 0.01 mm près. Pour réaliser une mesure on

descend la pointe jusqu’à ce qu’elle touche la surface, puis jusqu’à ce qu’elle entre en contact

avec la surface (l’aiguille du comparateur de puits va bouger). La différence entre les deux lectures

du vernier fournira ainsi une excellente estimation de la hauteur.

défauts d’horizontalité. Pour conserver une hauteur de liquide absolue il faut donc mesurer l’effet sur

l’image du déplacement de la caméra par rapport à l’état initial de référence obtenu avec une plaque

sèche. Ainsi lorsqu’il est nécessaire de bouger la caméra on prendra, à débit constant, une image avant

et une après le déplacement de la caméra. La différence de hauteurs relatives mesurées nous donnera

la variation de hauteur par rapport à l’image de référence. Cette technique a pour principal défaut

d’additionner les erreurs que l’on fait sur la hauteur. Néanmoins, en prenant une image de la plaque

sèche à la position finale de la caméra, on peut se convaincre que notre valeur de référence n’a pas

dévié de plus de 30 microns et donc que la méthode est précise à 30 µm environ.

III.5 Les limites du dispositif ou le ressaut peu circulaire

Dans certains cas limites extrêmes, malgré toutes nos précautions, le ressaut peut se déformer : la

structure circulaire se transforme progressivement en formant une excroissance liquide qui va s’am-

plifier avec le débit (voir Fig. III.6). Ce phénomène très dérangeant n’est pas dû à l’injecteur : si l’on

tourne l’injecteur on conserve exactement la même forme sans aucun déplacement de la structure.
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2 mm2 mm2 mm

Figure III.5 – Montage de deux photographies permettant la mesure de l’épaisseur de liquide

en bord de plaque. Sur toutes ces images l’écoulement se fait de droite vers la gauche. Le liquide

s’écoule ensuite verticalement le long du bord de la plaque. La première image correspond au

bord de la plaque lorsqu’elle est sèche, comme rappelé précédemment l’arrête est légèrement

biseautée. La deuxième image correspond au bord de la plaque recouvert de liquide. La dernière

image indique la superposition des deux. Le trait noir figure 2 mm. On distingue très clairement

sur le montage le substrat (bord de la plaque biseautée) ainsi que la couche de liquide le recouvrant

qui provient de la deuxième photo.

Il n’est pas dû non plus à une éventuelle poussière ou perturbation de l’injection, il est en effet très

reproductible. Nous pensons qu’il s’agit en fait d’une vorticité résiduelle introduite par le parcours

du liquide dans les tubes d’alimentation qui modifie très légèrement l’injection de liquide et a pour

conséquence de déformer le ressaut hydraulique. On s’en aperçoit aisément : si l’on bouge les tuyaux

(souples) sans toucher à l’injecteur on fait tourner la structure formée avec le plan qui contient ces

tubes.

Afin de “supprimer” ce phénomène parasite nous avons cherché à allonger au maximum la longueur

verticale du tuyau d’alimentation. Nous avons ajouté aussi une grille très fine mais cela n’a eu au-

cune influence sur ce phénomène parasite. Seule une structure en nid d’abeille en amont de l’injection

aurait peut-être été susceptible de freiner ce phénomène, mais une telle structure aurait augmenté

considérablement les pertes de charges si bien que la gamme des débits à laquelle ce phénomène est

gênant aurait été tout simplement inaccessible.

En effet, on peut observer ce phénomène uniquement pour des débits très importants (au delà

de 60 cm3/s−1) pour des viscosités faibles (ici pour 20 cS mais nous avons fait des essais avec une

huile à 5 cS, dans ces conditions la déformation advenait pour des débits assez faibles et déformait

très fortement le choc jusqu’à la présence d’un “coin” liquide). Ce phénomène semble aussi dépendant

du rayon de la plaque. En effet, pour les plaques de petits rayons R∞ = 8 cm cette déformation est

accrue. Pour quantifier les effets de cette déformation nous mesurons le grand axe de cette structure

ainsi que le petit axe (tout deux passant par le centre de l’injecteur voir Fig. III.6). La différence des

deux sur la longueur du grand axe nous fournit une idée de l’erreur commise sur la valeur du rayon en

raison de ce phénomène parasite. Lorsque l’erreur est supérieure à 5 % (2 mm pour un rayon de 4 cm)

on néglige simplement le point expérimental. Dans le cas où l’erreur est inférieure à 5% on considère

que le rayon du ressaut vaut la somme du grand axe et du petit axe divisée par 4.

Cet effet n’est actuellement pas compris et n’a jamais été étudié quantitativement. La difficulté

tient au fait qu’il est très difficile à éliminer mais aussi très difficile à mâıtriser quantitativement car
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(a)

(1) (2) (3)

(4) (5) (6)

(b)

Figure III.6 – Ressaut hydraulique déformé. Nous pensons que la déformation est due à une

vorticité résiduelle apparue dans le circuit hydraulique. Le liquide utilisé est de l’huile silicone 20

cS, le diamètre de l’injecteur est φ = 7 mm, le rayon du disque est R∞ = 15 cm. (a) croissance

de l’excroissance liquide : l’image (1) correspond à un débit de 60 cm3/s−1 et l’on peut y voir

un ressaut hydraulique parfaitement circulaire. Les images sont obtenues à débit croissant et

séparées d’environ 4 cm3/s−1, on peut y voir la croissance du coin liquide. (b) Image d’un

ressaut déformé à 85 cm3/s−1. En rouge est représenté le petit axe de la structure, en bleu le

grand axe. La différence des deux divisée par la valeur du grand axe donne une estimation de

l’erreur sur le rayon due au phénomène parasite. Si elle est plus importante que 5% le point

expérimental est négligé. Dans le cas contraire, on considère que RJ vaut la somme du petit

et du grand axe divisée par 4. Les tâches blanches correspondent à des bulles d’air formées au

niveau de l’impact du jet.

dépendant du circuit d’alimentation. Dans ce mémoire nous tiendrons compte de ce phénomène comme

cela a été décrit précédemment mais nous ne chercherons pas à en pousser plus loin la compréhension.

III.6 Premières mesures ou l’échec des lois d’échelles simples

Comme vu dans l’étude bibliographique la plupart des études sur le ressaut se sont concentrées

sur la compréhension de la loi liant le rayon du ressaut RJ au débit Q. Nous traçons donc cette loi

expérimentale sur la Fig. III.7 en faisant varier les paramètres physiques ν (trois viscosités sont tes-

tées) et γ (deux tensions de surface sont comparées) et les paramètres géométriques φ (par le biais de

4 injecteurs de diamètres différents) et R∞ (où trois diamètres de plaque sont étudiés).

Cette étude utilisant un grand nombre de paramètres nous enseigne que :

(i) Les effets de la viscosité sont importants mais les effets de la tension de surface sont, comme
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attendu, assez faibles (bien que non nuls).

(ii) En ce qui concerne l’approche géométrique, si les effets ne semblent pas majeurs au premier

ordre il apparâıt que le rayon de la plaque R∞ a une influence non négligeable sur le rayon du ressaut

et ceci n’a encore jamais été mentionné jusqu’à présent. 4
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Figure III.7 – Rayons du ressaut RJ en fonction du débit Q pour différents paramètres physiques

et géométriques. (a) RJ en fonction de Q pour R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. Les liquides utilisés

sont des huiles silicones (rouge) et des mélanges eau-glycérol (bleu) de différentes viscosités (20,

50 ,100 cS). (b) RJ en fonction de Q avec de l’huile silicone 20 cS. Nous avons fait varier les

propriétés géométriques du système : le rayon de la plaque R∞ (8, 10, 15 cm) et le diamètre de

l’injecteur φ (7 mm (rouge), 5 mm (noir), 3,2 mm (vert) et 2 mm (bleu)).

Dans un premier de temps nous avons comparé ces points expérimentaux aux lois d’échelles simples

obtenues dans les travaux antérieurs.

Le modèle de Watson [114] ne peut être testé car il nécessite la connaissance de la hauteur après

le ressaut comme paramètre d’entrée, il s’agit donc d’une approche incomplète nécessitant l’approfon-

dissement de la modélisation de la zone externe. Nous proposerons plus loin un test de cette loi.

Pour commencer cette comparaison avec les lois d’échelles connues on se propose d’étudier celle

proposée par Bohr (voir équation (II.61)). Nous avons donc comparé le rayon du ressaut RJ avec une

loi Q5/8ν−3/8g−1/8 pour différents liquides dans la Fig. III.8. Comme on peut le constater, cette loi

d’échelle est correcte mais loin d’être parfaite : si elle capte très bien la dépendance en viscosité, la

loi RJ(Q) n’est pas entièrement convaincante. En réalité, si l’on ajuste les lois proposées en Fig. III.7

par des lois de puissance on trouve des exposants compris entre 0,7 et 1. On est donc assez éloigné

des 0,625 que propose la loi d’échelle de Bohr et al. 5

Les travaux de Rojas et al. proposent aussi un certain nombre de lois d’échelles simples. Nous

avons donc simplement comparé les lois d’échelles obtenues dans la partie (II.4.6) , RJa (II.107), RJb

(II.109), RJc (II.110), RJd (II.111) avec les points expérimentaux pour de l’huile silicone 20 cS, une

4. On a également fait varier la distance entre l’injecteur et la plaque de 4 à 40 mm. On n’observe alors aucune

variation de RJ supérieure au pourcent.

5. Il est bien évident que cette constatation nous permet d’éliminer les modélisations de Godwin et Bréchet qui

proposent une dépendance en viscosité en -1/3 ce qui est très proche des -3/8 proposés par Bohr et al. mais une loi

pour RJ (Q) en Q1/3 ce qui est donc bien moins satisfaisant que 5/8 et encore plus éloigné de la réalité.



88 CHAPITRE III. DESCRIPTION DE L’EXPÉRIENCE ET PREMIERS RÉSULTATS

ν = 44 cS (eau-glycérol)

ν = 20, 4 cS (huile silicone)
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Figure III.8 – Test de la loi d’échelle proposée par Bohr et al. pour deux liquides différents et

cinq viscosités : eau-glycérol à 18 cS (cercles rouges), huile silicone à 20.4 cS (losanges verts),

eau-glycérol à 44 cS (carrés bleus), huile silicone à 44.9 cS (croix noires) et huile silicone à 98.8

cS (croix roses). Dans chaque cas RJ est reporté en fonction de la loi d’échelle : Q5/8ν−3/8g−1/8.

Cette loi d’échelle ne réussit clairement pas à s’ajuster proprement sur nos données.

plaque de rayon R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. Le résultat est visible en Fig. III.9.
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Figure III.9 – Lois d’échelles pour RJ obtenues par Rojas et al. dans la partie (II.4.6) et

comparaison avec l’expérience. Le liquide utilisé est de l’huile silicone 20 cS et la géométrie

est donnée par R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. Les points expérimentaux sont représentés par les

cercles noirs. Les lois d’échelles sont représentées comme suit : RJa (II.107) (couleur grise), RJb

(II.109) (couleur rouge), RJc (II.110) (couleur noire) et RJd (II.111) (couleur bleue). Comme on

peut le constater, aucune de ces lois ne s’ajuste sur les données... Toutefois comme on pouvait s’y

attendre, c’est la loi d’échelle la plus complexe qui s’ajuste le mieux aux données sans toutefois

parvenir à s’ajuster parfaitement aux points expérimentaux.

Comme on peut le constater, l’accord entre théorie et expériences n’est pas bon et ce malgré une

modélisation plus fine tenant davantage compte de la zone externe.
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Face à ce manque de modélisations analytiques simples et convaincantes, la plupart des auteurs

se sont tournés, comme on l’a vu, vers des approches plus numériques nécessitant l’intégration des

équations de base. Cette approche, outre sa difficulté d’usage, nécessite également un ou plusieurs

points expérimentaux : on perd alors le caractère prédictif de la modélisation. On constate aussi que

la plupart des théories existantes peinent à modéliser le profil extérieur et qu’aucune ne s’appuie

sur des données expérimentales exhaustives pour cette modélisation. Nous avons donc été amenés,

dans le présent manuscrit, à reconsidérer la question de la zone externe d’une façon plus précise.

Empiriquement, nous avons alors découvert qu’une condition imprévue, sur le nombre de Froude

en sortie du ressaut s’appliquait et conditionnait la sélection du rayon RJ(Q), imposant une forme

analytique simple de façon très inattendue et compatible avec les données expérimentales.
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Chapitre IV

Vers une nouvelle théorie, ou une

exploration en partant du bord

Et si on commençait le puzzle par les bords...

IV.1 Objectif et idée de départ

Comme on l’a vu dans la partie bibliographique il existe un consensus sur la modélisation de la zone

interne qui, à des niveaux de complexité divers, s’assimile au modèle de Watson. La condition de choc

peut être ou bien intégrée dans les équations lorsque l’on traite le problème numériquement ou bien,

lorsque l’on procède à une approche plus analytique, dérivée de celle de Bélanger (avec éventuellement

l’ajout de la contribution de la tension de surface). En revanche la plupart des modèles divergent en

ce qui concerne la zone externe : certains auteurs ne décrivent pas cette zone et/ou utilisent un point

du profil extérieur comme paramètre d’entrée pour permettre l’intégration numérique des équations

ou l’application de la condition de choc. D’autres proposent des modélisations de la zone extérieure

mais peinent à définir une condition aux limites permettant d’obtenir une équation utilisable du profil

extérieur. 1

Nous avons donc choisi, en ce qui nous concerne, de raisonner sur cette question du ressaut hydrau-

lique circulaire comme face à un puzzle : en commençant par les bords. On se propose donc d’explorer

1. Bohr et al. ne définissent pas clairement la position de la singularité qu’ils utilisent et proposent d’utiliser le bord

de la plaque. Il ne s’agit toutefois pas d’une hypothèse démontrée. Kasimov essaye lui de prédire un point du profil

extérieur. Toutefois sa modélisation du point en bord de plaque est loin d’être convaincante...

91
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notre système depuis le bord extérieur. Nous développerons donc dans les paragraphes qui suivent

un modèle pour le profil d’épaisseur extérieure que nous testerons expérimentalement. On examinera

ensuite le raccordement de ce profil au choc. En découlera une condition inattendue au choc que nous

vérifierons expérimentalement et nous en déduirons alors une nouvelle expression analytique pour

R(Q).

IV.2 Profil extérieur

IV.2.1 Modélisation en terme de lubrification et validation expérimentale

Pour modéliser l’écoulement extérieur, à la vue des conditions aux limites (écoulement quasi pa-

rallèle) nous faisons le choix d’un modèle simple : on propose donc de modéliser l’écoulement par un

demi-Poiseuille. On se place dans la zone externe donc sous critique. La pente locale est toujours faible,

le nombre de Reynolds réduit est également faible (on a typiquement Re′ ∼ QHJ/(2πR
2
∞ν) ∼ 5 10−2

et la pente est de l’ordre de 2, 5 10−2). On peut donc se placer dans l’approximation de lubrification.

La vitesse de l’écoulement est alors donnée par un équilibre entre la pression hydrostatique et les

frottements visqueux sur la surface du verre (voir Fig. IV.1).

∇P = ρg∇H

3η<U>H2

R∞

H∞

Figure IV.1 – Schéma de principe pour un modèle de la zone externe du ressaut. On modélise

l’écoulement par un demi Poiseuille (profil parabolique). On ne considère que la pression hydro-

statique comme moteur de l’écoulement et la friction à la surface solide. L’inertie est négligée.

< U > correspond à la vitesse moyenne de l’écoulement.

Plus précisément l’équation régissant l’écoulement est donnée par :

3η
< U(r) >

H(r)2
= −ρg dH(r)

dr
, (IV.1)

avec < U(r) > la vitesse moyenne dans le sens radial. En couplant cette équation (IV.1) avec la

conservation du débit Q = 2πr < U > H on obtient :

dH(r)

dr
H(r)3 = − 3

2π

νQ

rg
. (IV.2)

Après intégration on obtient :

H(r) =

(
H4
∞ +

6

π

νQ

g
ln

(
R∞
r

))1/4

, (IV.3)
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où le couple (R∞;H∞) est défini comme la hauteur de plaque au niveau de r = R∞ le rayon du disque

de verre. 2

Comme nous l’avons vu, ce type de profil de hauteur a déjà été rapporté dans la littérature

[8, 57, 113, 98] mais n’a jamais fait l’objet d’une vérification expérimentale. Dans ces différents modèles

le choix du couple (R∞;H∞) est vague : dans certains cas les auteurs ont considéré que la hauteur est

nulle en bord de plaque 3, dans d’autres cas qu’elle est imposée par le profil de vitesse au niveau du

bord 4, ou enfin elle est considérée comme une valeur arbitraire et constante correspondant à la hauteur

d’un mur de confinement ou non 5. Nous nous proposons donc d’utiliser des valeurs expérimentales de

H∞ mesurées par nos soin pour valider ce modèle.

Il est très simple de tester ce modèle sur les profils de hauteurs expérimentaux que nous avons

obtenus en utilisant le profondimètre. La Fig. IV.2 présente un tel profil.
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Figure IV.2 – Profil extérieur de la hauteur de liquide. Le liquide utilisé est de l’huile silicone

(20 cS). Nous sommes donc dans un cas de mouillage total. Le débit (mesuré) est de 17 cm3.s−1

et l’épaisseur mesurée en bord de plaque (R∞ = 15 cm) est H∞ = 1.4 mm. L’équation (IV.3)

est représentée par la ligne noire continue (sans paramètre ajustable puisque les valeurs des

paramètres physiques sont déterminées expérimentalement). La position du ressaut est indiquée

à titre d’information par la ligne verticale.

Comme on peut le voir, l’accord entre théorie et points expérimentaux est excellent. Le trait noir

continu représente l’équation (IV.3) avec comme paramètres d’entrée les valeurs mesurées expéri-

mentalement du débit Q et de H∞. Cet accord est obtenu sans aucun paramètre ajustable, notre

modélisation s’avère donc particulièrement robuste.

On note toutefois qu’à l’approche du ressaut l’accord diminue entre points expérimentaux et théo-

2. Expérimentalement, nous ferons le choix de mesurer H∞ 5 mm un peu avant le bord de la plaque afin d’éviter

justement les effets de bord.

3. Bohr et al. [8]

4. Kasimov [63]

5. Higuera et Rojas et al. [57, 98]
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rie. Cela est principalement dû aux effets de l’inertie qui ont été négligés dans notre modèle. Cette

hypothèse semble tout à fait cohérente avec le fait que l’inertie joue le rôle d’un moteur supplémen-

taire à l’écoulement et donc aura tendance à aplatir le profil expérimental. Outre l’inertie, le fait de

ne pas retrouver le profil attendu s’explique aussi par la présence d’une recirculation après le ressaut

qui signifie très clairement qu’en sortie de ressaut le profil de vitesse ne peut être assimilé à un demi-

Poiseuille. Cet effet aurait quant-à-lui plutôt tendance à augmenter localement la hauteur.

Pour quantifier davantage l’écart entre théorie et expérience, on se propose de tracer H4 −H4
∞ en

fonction de 6/πνQ/gln(R∞/r) (voir Fig. IV.3). On pourra ainsi évaluer la zone d’influence réelle du

terme d’inertie, en particulier après le ressaut et juste avant le bord de la plaque. Comme l’axe des

abscisses dépend en log de 1/r nous avons choisi pour ne montrer que la partie intéressante du profil

de ne considérer que les points situés après le maximum de hauteur atteint (maximum inclu).
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Figure IV.3 – H4 −H4
∞ en fonction de 6/πνQ/gln(R∞/r). La ligne noire correspond donc à

la loi attendue (sans paramètre ajustable). Les points représentés sont les mêmes que ceux de la

Fig. IV.2. Les conditions expérimentales sont donc identiques. Comme on peut le voir l’accord

est excellent pour r > 2RJ .

Comme on peut le voir sur la figure le résultat est tout à fait convenable d’autant plus que l’erreur

est volontairement mise en avant en considérant la puissance 4 des hauteurs. Globalement on peut en

conclure que l’inertie ne joue aucun rôle 3 cm après le ressaut r ≈ 4RJ , et joue un rôle assez faible

(suffisamment pour la négliger en tout cas) à partir de r ≈ 2RJ . On peut donc considérer que le profil

de hauteur est bien modélisé par (IV.3) après cette dernière limite. En particulier on montre qu’en

bout de plaque le modèle reste correct malgré l’influence locale du bord de la plaque sur l’écoulement.

IV.2.2 Note sur la hauteur en bord de plaque

Comme on le voit dans le modèle présenté dans la partie précédente la hauteur en bord de plaque

H∞ joue un rôle crucial dans la modélisation du profil extérieur.

Nous avons donc réalisé une série d’expériences dans le cas de l’huile silicone à 20 cS pour observer

les variations de H∞ en fonction du débit Q et de divers facteurs géométriques R∞, φ. Utilisant de

l’huile silicone, nous sommes en situation de mouillage total. Donc le liquide s’écoule le long de la
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paroi sous forme d’un film homogène avant de se séparer en colonnes liquides sous la plaque. H∞ est

donc bien homogène sur tout le bord de la plaque. Comme on peut le voir sur la Fig. IV.4 H∞ varie

assez peu en fonction du débit (on peut ajuster les points expérimentaux par une loi de puissance

d’exposant variant entre 0,1 et 0,17), très peu suivant le diamètre d’injection (pour un facteur deux on

ne constate quasiment aucune variation) et relativement faiblement en fonction du rayon de la plaque

même si l’influence est plus marquée que dans les deux cas précédents. On peut constater que plus

R∞ augmente plus H∞ diminue (typiquement 30 % de variation pour un facteur 2 sur R∞)

La valeur de H∞ se situe aux alentours de 1,75 mm, ce qui correspond à une valeur de l’ordre de

la longueur capillaire pour l’huile silicone (lc ∼
√

γ
ρg ∼ 1, 4 mm avec γ la tension de surface et ρ la

masse volumique).
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Figure IV.4 – La hauteur en bord de plaque H∞ en fonction du débit Q pour différents para-

mètres expérimentaux. Le liquide utilisé est de l’huile à 20 cS. (a) H∞ en fonction de Q pour φ=

3,2 mm, trois rayons de disque R∞ sont reportés : 8 cm (cercles rouges), 10 cm (carrés bleus)

et 15 cm (losanges verts). (b) H∞ en fonction de Q pour deux tailles d’injecteurs (φ = 3,2 mm

(cercles) et 7mm (carrés)) et deux rayons de disques (8 cm (rouge) et 10 cm (bleu)).

Comme précisé plus haut, nous avons également mesuré l’influence de la tension de surface sur le

rayon du ressaut hydraulique. Nous avons donc utilisé des mélanges eau-glycerol. Dans ce cas H∞ est

plus difficile à mesurer car le liquide s’écoule sur le verre en situation de mouillage partiel. Néanmoins

si l’on travaille avec un disque de verre suffisamment propre le liquide mouille entièrement le dessus

de la plaque, le démouillage ne se produisant que sur le bord latéral du disque avec la formation de

ruisselets qui brisent légèrement la symétrie de l’écoulement sur le périmètre du disque. Le nombre

total de ruisselets N sera fonction de nombreux paramètres : le rayon de la plaque R∞, le débit Q,

la viscosité cinématique ν... il sera typiquement autour de 20 ce qui limite beaucoup la brisure de

symétrie. Ces filets liquides influent légèrement sur la hauteur de liquide en bord de plaque. On ne

peut donc pas mesurer H∞ de la même manière que précédemment. Qualitativement nous observons

que la symétrie radiale reste préservée partout excepté à la proximité directe du périmètre du disque,

là où H∞ est justement mesurée.

Néanmoins le profondimètre utilisé à plusieurs endroits (mais toujours à 5 mm de l’arrête de la

plaque) et pour plusieurs débits nous fournit une valeur de H∞ constante et très proche de 3 mm (soit
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légèrement supérieure à la longueur capillaire du mélange qui se situe aux alentours de 2,5 mm), les

fluctuations dues aux perturbations causées par les ruisselets n’excèdent pas quelques pourcents. Cette

valeur est cohérente avec la valeur constante déjà établie par Dressaire et al. [36] dans une expérience

très similaire.

Cette valeur de 3 mm étant à nouveau très proche de la longueur capillaire du liquide utilisé,

on soupçonne qu’elle soit imposée au premier ordre par un équilibre entre pression hydrostatique et

tension de surface. 6

IV.2.3 Hauteur extérieure après le choc

Revenons maintenant au profil de hauteur extérieure défini par l’équation (IV.3) et à sa vérification

expérimentale en Fig. IV.2. Comme on peut le constater, le profil de hauteur permet de proposer deux

définitions de HJ la hauteur de liquide en sortie de ressaut. La première HJ1 est la valeur mesurée

juste après le choc c’est-à-dire la hauteur maximum en sortie de ressaut. La seconde définition HJ2

correspond à la valeur extrapolée de H(RJ) provenant de l’équation (IV.3) prise à la position du

ressaut RJ obtenue expérimentalement. Pour plus de clarté nous avons indiqué sur la Fig. IV.5 les

deux définitions possibles pour HJ .
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Figure IV.5 – Profil extérieur de la hauteur de liquide (voir Fig. IV.2 pour les détails tech-

niques). L’équation (IV.3) est représentée par la ligne noire continue (sans paramètre ajustable

puisque les valeurs des paramètres physiques sont déterminées expérimentalement). La position

du ressaut est indiquée à titre d’information par la ligne verticale. Deux valeurs pour HJ peuvent

être extraites : HJ1 la hauteur mesurée expérimentalement juste en sortie de ressaut et HJ2 la

valeur extrapolée de l’épaisseur de liquide calculée à partir de l’équation (IV.3) en RJ .

Ces deux définitions présentent l’avantage d’éviter d’avoir à considérer la structure complexe de

l’écoulement en sortie de ressaut. Bien sûr la première définition HJ1 est plus naturelle mais la seconde

où HJ = HJ2 nous permettra de développer analytiquement notre modèle.

L’utilisation de ces deux définitions pourrait être un réel problème si ces deux valeurs de HJ

n’étaient pas proportionnelles l’une à l’autre. Expérimentalement nous avons pu vérifier sur notre

gamme de débits et en faisant varier les paramètres géométriques qu’il existait toujours une relation

de proportionnalité entre HJ1 et HJ2. Si bien qu’il est possible de définir un coefficient β dépendant

6. En tout état de cause la modélisation de H∞ s’avère très difficile et nous n’y sommes pas parvenu.
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des paramètres géométriques tels que :

HJ1

HJ2
= β(φ,R∞). (IV.4)

Bien entendu cette proportionnalité entre HJ1 et HJ2 peut être vérifiée expérimentalement. Les

résultats de cette comparaison sont visibles sur la Fig. IV.6.
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Figure IV.6 – Rapport β (défini en IV.4) comme HJ1 sur HJ2 où HJ1 correspond à la hau-

teur mesurée et HJ2 la hauteur extrapolée à partir du modèle (IV.3) en fonction du débit pour

différents rayons de plaque R∞ et différents diamètres d’injecteurs φ. Le liquide utilisé est de

l’huile silicone 20 cS. La figure (a) représente β pour R∞ = 15 cm et pour quatre valeurs de φ

(7 mm (bleu), 3,2 mm (rouge), 2 mm (vert) et 1,1 mm (noir)). La figure (b) représente β pour

R∞ = 10 cm et pour trois diamètres d’injecteurs (7 mm (bleu), 3,2 mm (rouge) et 2 mm (vert)).

Comme on peut le voir, on a bien HJ1 proportionnel à HJ2 aux incertitudes de mesure près. De

fait, on n’observe aucune tendance à variation reproductible entre les différentes courbes. Les courbes

de la Fig. IV.6 nous permettent d’obtenir les coefficients β dont la valeur varie entre 0,88 et 0,94 en

fonction de la géométrie. Nous ne savons pas encore ce qui explique ces variations en fonction de la

géométrie. Toutefois il semble que le rayon du disque n’a quasiment aucune influence tandis que plus

le diamètre de l’injecteur diminue plus le rapport augmente 7.

IV.2.4 Conclusion

La conclusion de cette partie tient en une formule :

H(r) =

(
H4
∞ +

6

π

νQ

g
ln

(
R∞
r

))1/4

.

Cette loi qui provient de l’équilibre entre pression hydrostatique et frottement visqueux sur la paroi

solide avec un profil d’écoulement parabolique fournit un excellent modèle de la zone extérieure, ex-

cepté juste après le ressaut.

Le profil proposé pose également la question de la valeur de la hauteur juste au bord de la plaque :

7. Excepté pour φ = 1, 1 mm mais nous possédons très peu de points.
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H∞. On retiendra que cette longueur est dans tout les cas légèrement supérieure à la longueur capil-

laire.

En outre, on a vue que l’on pouvait définir deux valeurs pour HJ : HJ1 la valeur mesurée juste

après le choc c’est-à-dire la hauteur maximum en sortie de ressaut et HJ2 correspondant à la va-

leur extrapolée de H(RJ) provenant de l’équation (IV.3) prise à la position du ressaut RJ obtenue

expérimentalement.

IV.3 Raccordement au choc

Curieusement, le nombre de Froude Fr n’a été que très peu étudié dans ce système de ressaut

hydraulique circulaire. Pourtant c’est le nombre sans dimension classique pour l’étude des ressauts

dans un canal. On se propose donc ici d’étudier le comportement du nombre de Froude observé

localement à la sortie du ressaut. Le Froude local se construit comme Fr = U(r)/
√
gH(r) avec U(r)

la vitesse moyenne locale et H(r) la hauteur de liquide locale. Le nombre de Froude après le ressaut

s’écrira donc Fr = UJ/
√
gHJ , où UJ la vitesse moyenne juste après le choc et HJ la hauteur juste

après le choc (voir Fig. IV.7).

RJ

UJ

HJ

Fr = UJ√
gHJ

Figure IV.7 – Définition du nombre de Froude en sortie de ressaut.

Afin de déterminer la valeur du nombre de Froude sans ambiguité, on utilise la conservation du

débit : Q = 2πRUH. On aboutit alors à : Fr = Q
2πg1/2RH3/2 , qui, si l’on s’intéresse au nombre de

Froude en sortie de ressaut et que l’on considère la profondeur du ressaut (selon r) comme négligeable

(ce qui revient à supposer un choc d’épaisseur nulle) devient :

Fr =
Q

2πg1/2RJH
3/2
J

. (IV.5)

Les mesures de la hauteur HJ et du rayon du ressaut RJ en fonction du débit Q suffisent donc à

estimer la valeur de Fr. Comme on l’a vu précédemment, il y a plusieurs définitions pour HJ : HJ1

la mesure directe obtenue expérimentalement et HJ2 la mesure provenant de l’équation (IV.3) prise à

la position du ressaut RJ obtenue expérimentalement. On peut donc définir deux nombres de Froude

à l’aide de ces définitions : Fr1 = Q

2πg1/2RJH
3/2
J1

et Fr2 = Q

2πg1/2RJH
3/2
J2

.

Sur la Fig. IV.8 on représente donc les deux nombres de Froude de sortie Fr1 et Fr2 pour de

l’huile silicone à 20 cS avec R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. Pour obtenir Fr1, on mesure directement

HJ et RJ puis on obtient Fr1 en utilisant l’équation (IV.5). Pour obtenir Fr2 on mesure RJ puis l’on

obtient HJ grâce à (IV.3) et l’on obtient alors Fr2 à partir de (IV.5).

Le principal résultat de cette observation est que les deux nombres de Froude Fr1 et Fr2 ap-

paraissent comme indépendants du débit, ou alors de manière imperceptible. On mesure Fr1 ≈
0, 38±0, 02 et Fr2 ≈ 0, 33±0, 01. Seul le premier point de la courbe semble différer de cette tendance.

Cela peut s’expliquer par le fait que les tout premiers points dépendent très fortement de la tension
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Figure IV.8 – Observation expérimentale des nombres de Froude locaux Fr1 et Fr2 définis par

la relation IV.5 en fonction du débit. Le liquide utilisé est de l’huile silicone 20 cS, dans cette

configuration R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. On observe que les deux nombres de Froude sont

constants et que Fr1 vaut Fr1 ≈ 0, 38± 0, 02 et Fr2 vaut Fr2 ≈ 0, 33± 0, 01.

de surface car le rayon du ressaut est très faible 8. On ne s’étonnera pas du fait que les deux Froude

sont tous deux constants. En effet, on a HJ1 proportionnelle à HJ2 et d’après (IV.5) les deux nombres

de Froude sont proportionnels et donc si l’un est constant l’autre l’est aussi.

Comme attendu par la théorie, Fr est bien inférieur à 1 dans la zone sous critique. Néanmoins

un nombre de Froude constant en sortie de ressaut est un résultat qui n’a jamais été reporté dans la

littérature, ni expérimentalement ni théoriquement.

On peut se demander si ce nombre de Froude varie en fonction de la viscosité, de la tension de

surface ou en fonction des paramètres géométriques du système (le diamètre de la buse φ, le rayon de

la plaque R∞). Nous avons donc tracé Fr2 en fonction de Q pour différentes viscosités et tensions de

surface sur la Fig. IV.9 9.

On constate que le nombre de Froude (du moins Fr2 mais très vraisemblablement Fr1 également)

est constant et indépendant du débit, de la viscosité et de la tension de surface et vaut Fr2 ≈
0, 33± 0, 01. 10.

Nous avons donc été amenés, empiriquement, à utiliser une condition de choc alternative à toutes

les précédentes : un nombre de Froude constant en sortie de ressaut. 11

8. Ce résultat d’un nombre de Froude constant en sortie de ressaut est avancé ici pour la première fois, on ne trouve

aucune trace d’un tel résultat dans la littérature.

9. On ne représente pas Fr1 car les mesures de hauteur après le ressaut sont délicates et souvent perturbées par des

bulles piégées dans des liquides trop visqueux.

10. On constate à nouveau que les premiers points de chaque courbe sont légèrement écartés, nous l’expliquons par

l’influence de la tension de surface aux faibles rayons.

11. On notera également que le fait d’obtenir une proportionnalité entre HJ1 et HJ2 est probablement lié au fait

d’obtenir un nombre de Froude constant : si le Froude est constant cela signifie que les effets inertiaux auront toujours

le même poids relativement aux effets gravitaires. On peut donc voir les effets inertiaux comme une correction propor-

tionnelle aux termes gravitaires, les négliger comme cela est fait pour (IV.3) ne modifiera donc pas l’évolution de H

avec les paramètres physiques, mais modifiera uniquement le préfacteur de H.



100
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Figure IV.9 – Observation expérimentale du nombre de Froude Fr2 en fonction du débit pour

deux liquides différents et cinq viscosités : eau-glycérol à 18 cS (cercles rouges), huile silicone

à 20.4 cS (losanges verts), eau-glycérol à 44 cS (carrés bleus), huile silicone à 44.9 cS (croix

noires) et huile silicone à 98.8 cS (croix roses). Le liquide utilisé est de l’huile silicone 20 cS, dans

cette configuration R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. On observe que toutes les courbes s’ajustent

sur une même courbe mâıtresse où Fr2 ≈ 0, 33± 0, 01.

IV.4 Conséquence pour R(Q)

Nous nous proposons maintenant de réunir les différents éléments détaillés précédemment pour

aboutir à de nouvelles lois permettant de prédire le comportement du ressaut. On se propose dans un

premier temps d’établir une nouvelle loi prédictive liant le rayon du ressaut RJ et le débit Q.

On se place juste après le ressaut et l’on suppose r = RJ : le nombre de Froude s’écrit :

Fr =
Q

2πg1/2RJH
3/2
J

,

comme vu en (IV.5). Si l’on considère Fr2 (et donc HJ = HJ2) on obtient :

Q = 2πFr2g
1/2RJ

(
H4
∞ +

6

π

νQ

g
ln

(
R∞
RJ

))3/8

. (IV.6)

Cette équation, relativement simple, permet de lier RJ , Q, ν, g, Fr2, H∞ et R∞. Elle reste toutefois

assez peu tractable : H∞ n’est pas connue et dépend de nombreux paramètres (tension de surface γ,

débit Q, paramètres géométriques R∞ ou φ).

Afin de mesurer le poids relatif de H4
∞ on le compare au deuxième terme de H : 6

π
νQ
g ln

(
R∞
RJ

)

(voir Fig. IV.10).

La valeur de H∞ a une influence très faible sur HJ dans le cas du mouillage total (entre 3 et 7 %).

On peut ainsi considérer que, en particulier pour le cas R∞ = 15 cm, H4
∞ � 6

π
νQ
g ln

(
R∞
RJ

)
et donc

que HJ ≈
(

6
π
νQ
g ln

(
R∞
RJ

))1/4

. Ainsi l’équation (IV.6) prend la forme :

RJ

(
ln

(
R∞
RJ

))3/8

=
1

2π

(
6

π

)−3/8

Fr−1
2 Q5/8ν−3/8g−1/8, (IV.7)
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g
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(
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sur H4

∞ en fonction du rayon de ressaut

RJ . Le liquide utilisé est de l’huile silicone 20 cS. En outre on a φ = 3,2 mm. Trois rayons de

plaque R∞ sont testés : 15 cm (cercles rouges), 10 cm (carrés bleus) et 8 cm (losanges verts).

Comme on peut le voir ce rapport est très important. On pourra donc raisonnablement négliger

H∞ dans les équations.

c’est-à-dire

RJ

(
ln

(
R∞
RJ

))3/8

= KQ5/8ν−3/8g−1/8, (IV.8)

avec K = 1
2π

(
6
π

)−3/8
Fr−1

2 .

On retrouve ainsi la loi d’échelle proposée par Bohr et al. (voir équation (II.61)). Mais dans notre

cas nous obtenons un terme logarithmique supplémentaire non négligeable. On peut aussi estimer les

valeurs du préfacteur de cette loi en connaissant la valeur du nombre de Froude (Fr2 ≈ 0, 33).

Pour autant, dans le cas où l’on considère un mélange eau-glycérol, il faut nous montrer plus

prudent : dans le cas d’un mélange eau glycérol peu visqueux l’approximation H4
∞ � 6

π
νQ
g ln

(
R∞
RJ

)

n’est plus valable (H∞ varie à la puissance 4). Il faut alors considérer l’ensemble des termes de

l’équation (IV.6) sous peine de commettre de lourdes erreurs sur l’estimation du rayon de ressaut. 12

Le rapport 6
π
νQ
g ln

(
R∞
RJ

)
sur H4

∞ nous indique que dans le cas d’un mélange eau glycérol de 44

cS la viscosité est telle que H∞ peut être négligé en assez bonne approximation, tandis que pour le

mélange eau glycérol moins visqueux (18 cS) H∞ ne peut plus être négligé. Il faut alors prendre en

compte tous les termes de (IV.6). On tracera alors la courbe :

Q = Fr2 f(RJ , Q,H∞), (IV.9)

12. Un exemple dans la littérature démontre l’importance de ce H∞ en cas de mouillage partiel [91]. Dans cette

étude sont utilisés des disques de différentes matières (Perspex (PMMA) et aluminium) fortement chanfreinés ou droits,

légèrement coniques ou non avec différents rayons de plaques R∞. Dans le cas de l’aluminium le mouillage en bord de

plaque est assez faible on peut donc s’attendre à H∞ assez faible et l’on observe RJ assez grand. Dans le cas du PMMA

l’angle de contact est au contraire assez élevé. On s’attend donc à un fort H∞ et l’on observe alors RJ beaucoup plus

faible à débit fixé que dans le cas précédent. Le fait de chanfreiner ou d’utiliser un cône incliné de 2 degrés va dans le

sens d’une diminution de H∞ et donc d’une augmentation de RJ par rapport au cas standard et c’est bien ce que l’on

peut observer. Pour plus d’informations on se reportera à [91].
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avec f(RJ , Q,H∞) = g1/22πRJ(H4
∞ + 6

π
νQ
g ln(R∞

RJ
))3/8.

Les résultats expérimentaux pour différentes viscosités et tensions de surface sont comparés aux

lois (IV.8) et (IV.9) dans la Fig. IV.11. Afin de comparer les points expérimentaux obtenus avec un

mélange eau glycérol à 18 cS et la loi (IV.9) on utilise, en conformité avec les mesures exposées dans

la section IV.2.2, une valeur unique pour H∞ de 3 mm.

On peut tirer plusieurs enseignements des courbes présentées en Fig. IV.11 : le premier est que

nous avons ici proposé une loi analytique simple en excellent accord avec l’ensemble des données

expérimentales testées. D’autre part, nous apportons ici une preuve expérimentale que le nombre de

Froude en sortie de ressaut ne dépend pas de la viscosité ni même de la tension de surface car les lois

utilisées ((IV.8) et (IV.9)) sont intrinsèquement basées sur la constance de Fr... Cette courbe permet

aussi de montrer que l’effet de la viscosité est bien décrit par l’exposant −3/8. Cette dépendance en

viscosité bien qu’attendue théoriquement n’avait encore jamais été observée expérimentalement. La

valeur de Fr que l’on peut extraire de cette courbe correspond bien au 0,33 attendu. On observe aussi

que les variations de la tension de surface ne modifient pas la loi observée. Cela a été suggéré par les

travaux de Bush et al. qui ont montré la faible influence de ce paramètre.

Nous avons donc abouti à une expression analytique qui permet de lier le rayon du ressaut avec les

principaux paramètres physiques par une loi simple, chose qui n’avait jamais été faite jusqu’à présent.

IV.5 Effets de la géométrie

IV.5.1 Nombre de Froude

On se propose maintenant d’explorer les effets géométriques sur le nombre de Froude. Nous avons

déjà vu que ces effets intervenaient de façon non négligeable sur le profil de hauteur (cf IV.2.2 et

IV.2.3). On mesure alors la valeur expérimentale des deux nombres de Froude que nous avions défini

précédemment en fonction de la géométrie.

Comme cela est visible sur la Fig. IV.12, les paramètres géométriques ont une importance non

négligeable sur le nombre de Froude en sortie de ressaut. Nous avons fait varier la valeur du rayon de

la plaque d’un facteur 2 (de 8 à 15 cm) et le rayon de l’injecteur d’un facteur 6 (de 1,1 à 7 mm) et

l’on peut constater des variations de la valeur de Fr de l’ordre de 10%.

Pour R∞ = 15 cm on observe des nombres de Froude Fr1 et Fr2 quasi indépendants du débit,

excepté pour la courbe de Fr1 obtenue avec une buse de diamètre 7 mm. Cela tend à confirmer notre

hypothèse d’un nombre de Froude constant. 13

Pour R∞ = 10 cm, on observe des nombres de Froude Fr1 quasi indépendants du débit. Par

ailleurs on observe pour les courbes de Fr2 une très légère augmentation avec le débit dans les cas

φ = 3, 2 mm et φ = 2 mm. Dans le cas de φ = 7 mm la courbe de Fr2 n’est pas tout à fait plate mais

elle est à peu près stabilisée pour les grands débits. Toutefois ces variations sont très faibles (de l’ordre

13. L’une des hypothèses que nous proposons pour expliquer cette singularité de comportement de Fr1 pour φ = 7

mm est la très faible vitesse du liquide en sortie de buse (comprise entre 0,2 et 1 m/s pour la première moitié de la

courbe). Avec une vitesse aussi faible la distance entre le bas de l’injecteur et la plaque (ici de 4 mm) est suffisante pour

que les effets de la tension de surface modifient le rayon effectif et la vitesse effective du jet. On peut aussi craindre,

avec des vitesses aussi faibles, des interactions entre le jet et l’injecteur lui-même dues à la tension de surface et aux

conditions de mouillage total. Cette dernière hypothèse est appuyée par le fait que l’augmentation de la distance entre

la buse et le disque tend à diminuer cette zone intermédiaire alors qu’on s’attendrait plutôt à une déstabilisation du jet.
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Figure IV.11 – Les équations (IV.8) et (IV.9) sont testées pour deux différents types de liquide :

huile silicone et mélange eau-glycérol et pour cinq viscosités différentes (18 cS, 20.4 cS, 44 cS,

44.9 cS et 98.8 cS). La configuration expérimentale est R∞ = 15 cm et φ = 3, 2 mm. (a)

On compare les résultats obtenus avec l’huile silicone (20.4 cS, 44.9 cS et 98.8 cS) et avec un

mélange eau glycérol (44cS). Tout les points expérimentaux s’alignent sur une courbe mâıtresse

qui peut être ajustée par une fonction linéaire. On retrouve ainsi le résultat attendu par (IV.8).

On peut extraire une valeur de Fr2 à 0,33. (b) Pour les plus faibles viscosités il est nécessaire

de tenir compte de H∞ (on choisira ici H∞ = 3 mm conformément à IV.2.2) on ajuste donc

les points expérimentaux du mélange eau glycérol à 18 cS avec la loi (IV.9). Cette fois encore

l’accord avec une fonction linéaire est excellent et permet d’aboutir sur une valeur de Fr2 de

0,33 en accord avec la figure (a).
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Figure IV.12 – Nombres de Froude Fr1 et Fr2 en fonction du débit pour différents rayons de

plaque R∞ et différents diamètres d’injecteurs φ. Le liquide utilisé est de l’huile silicone 20 cS.

La figure (a) représente Fr(Q) pour R∞ = 15 cm et pour quatre valeurs de φ (7 mm (bleu), 3,2

mm (rouge), 2 mm (vert) et 1,1 mm (noir)). La figure (b) représente Fr(Q) pour R∞ = 10 cm

et pour trois diamètres d’injecteurs (7 mm (bleu), 3,2 mm (rouge) et 2 mm (vert)). On constate

des nombres de Froude constants.

de 5%) et ne sont pas en accord avec les observations de Fr1 (on observe des tendances différentes). Il

est donc difficile de conclure sur ces variations qui sont de l’ordre de grandeur des erreurs commises.

Les tout premiers points de chaque courbe semblent eux montrer un comportement discordant avec

nos conclusions : cela se comprend aisément par le fait que pour les tout petits ressauts la tension de

surface n’est pas négligeable, en effet en dessous de 1 cm de rayon la tension de surface peut modifier

de plus de 10% le rayon du ressaut. 14

On observe donc des variations de la valeur des nombres de Froude Fr avec ces paramètres géo-

métriques. Elles semblent, de prime abord, difficile à interpréter : Fr diminue avec le diamètre de

l’injecteur φ et augmente avec le rayon du disque R∞.

Pour conclure sur ce point, on trace les valeurs de Fr1 et de Fr2 en fonction du rapport du diamètre

de l’injecteur sur le diamètre du disque (φ/(2R∞)) (voir Fig. IV.13). En effet, on a deux paramètres

dimensionnés par une longueur, on construit donc un paramètre adimensionné représentatif de la géo-

métrie du système.

En ce qui concerne Fr1, on observe que les points s’ajustent raisonnablement sur une droite

d’équation :

Fr1 = 0, 35 + 2, 75φ/(2R∞). (IV.10)

En extrapolant vers 0 on trouve une valeur pour le nombre de Froude dans un cas “parfait” (disque

de diamètre infini et un injecteur de diamètre nul) :

Frlimite ≈ 0, 35. (IV.11)

Cette limite est certainement importante d’un point de vue théorique. En effet, dans la plupart des

14. Nous pensons que c’est ce phénomène qui est visible ici. En effet la tension de surface tend à diminuer RJ et donc

à augmenter Fr qui varie en 1/RJ d’après IV.5 (la tension de surface ne jouera que marginalement sur HJ ).
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Figure IV.13 – Nombres de Froude Fr1 (représenté en bleu) et Fr2 (représenté en rouge) en

fonction du rapport entre le diamètre de l’injecteur φ et le diamètre de la plaque 2R∞. Le liquide

utilisé est de l’huile silicone 20 cS. Trois rayons de disque R∞ sont testés : 15 cm (cercles),

10 cm (carrés) et 8 cm (losanges) et cinq différents diamètres de buses φ : 7 ; 5 ; 3,2 ; 2 et

1,1 mm. L’ensemble des points de Fr1 se place sur une courbe mâıtresse d’équation : Fr1 =

0, 35 + 2, 75φ/(2R∞) représentée en ligne continue noire sur la figure. Nous avons aussi essayé

d’ajuster Fr2 par une loi affine mais cela marche nettement moins bien. On ajuste les points

correspondant à Fr2 par une droite affine proportionnelle à Fr1 : Fr2 = 0, 30 + 2, 34φ/(2R∞).

théories en présence, il apparâıt que l’on considère un jet d’épaisseur nulle soit la limite en 0 de notre

courbe.

En ce qui concerne Fr2, une approximation par une droite est un peu plus discutable. Cela se

comprend par le fait que bien qu’il existe un coefficient β entre HJ1 et HJ2 (et donc que Fr1 est

proportionnel à Fr2), nous avons vu que ce coefficient β était faiblement dépendant de la géométrie.

Cela est donc en contradiction avec le fait d’obtenir un comportement affine proportionnel pour Fr2.

Toutefois, pour des raisons de simplicité, on va tout de même ajuster Fr2 par une fonction affine

empirique proportionnelle à IV.10 (le coefficient de proportionnalité est de 0,85) :

Fr2 = 0, 30 + 2, 34φ/(2R∞). (IV.12)

IV.5.2 Conséquence pour R(Q)

Il s’avère donc que ni Fr1 ni Fr2 ne sont indépendants de la géométrie. On s’attend donc à ce que

les courbes ne se superposent pas sur une seule courbe mâıtresse si l’on applique l’équation (IV.8).

Néanmoins en utilisant IV.12 comme donnée empirique, on s’attend à trouver une courbe mâıtresse

satisfaisante. La comparaison entre théorie et expérience pour les paramètres géométriques aboutit à

la Fig. IV.14 : on trace RJ

(
ln
(
R∞
RJ

))3/8

d’abord en fonction de Q5/8ν−3/8g−1/8 puis en fonction de

Fr−1
2 Q5/8ν−3/8g−1/8.

Lorsque l’on observe la Fig. IV.14 (a) on constate des comportements linéaires dans toutes les

situations testées. Cela traduit la validité de notre modèle et la pertinence d’un nombre de Froude

constant y compris en faisant varier la géométrie. Sur la Fig. IV.14 (b) on constate que les courbes

s’ajustent raisonnablement bien sur la courbe mâıtresse. En particulier, on constate que dans le cas

R∞ = 15 cm nous avons su capter la dépendance en φ de notre problème. Dans certaines situations,
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Figure IV.14 – L’équation (IV.8) est testée pour différentes géométries (différents diamètres

d’injecteurs φ = 1, 1 mm (triangles équilatéraux), φ = 2 mm (carrés), φ = 3, 2 mm (cercles), φ =

5 mm (triangles rectangles) et φ = 7 mm (losanges) et différents rayons de disques R∞ = 15 cm

(rouge), R∞ = 10 cm (bleu) et R∞ = 8 cm (vert)). (a) les points expérimentaux sont comparés

directement aux termes de l’équation (IV.8). (b) On trace maintenant le terme logarithmique en

fonction de Fr−1
2 Q5/8ν−3/8g−1/8, la valeur de Fr2 étant donnée par IV.12. On trace en noir la

courbe mâıtresse attendue par (IV.8) et l’on obtient un accord assez satisfaisant.

pour R∞ = 10 ou 8 cm, on constate de légers écarts de préfacteurs par rapport à la théorie 15, cela

traduit le fait que le facteur β liant HJ1 et HJ2 fluctue légèrement avec la géométrie ce qui explique,

comme vu plus haut, que la loi empirique IV.12 pour Fr2 ne soit pas parfaitement adaptée pour

remettre à l’échelle nos courbes.

Par ailleurs il est possible d’améliorer légèrement le comportement linéaire des courbes obtenues

pour R∞ = 10 ou 8 cm en ajoutant la contribution de H∞. En effet, on l’a vu en Fig. IV.10 H∞
commence à influencer le profil de hauteur de manière non négligeable dès R∞ = 10 cm. 16

IV.6 Conclusion

Nous avons donc proposé dans ce chapitre une modélisation du profil d’épaisseur situé après le

choc. Cette modélisation repose sur un calcul de lubrification simple équilibrant la pression hydrosta-

tique et les frottements visqueux sur la surface de la plaque pour un écoulement parabolique. Cette

approche simple nous permet d’obtenir une expression analytique pour le profil d’épaisseur externe.

Nous testons expérimentalement cette prédiction et obtenons un accord remarquable entre expérience

et théorie. Ce premier travail permet de répondre à la question de la zone externe soulevée par de

nombreux modèles. En particulier, on découvre un moyen de prendre en compte le rayon de la plaque

qui joue un rôle non négligeable comme on a pu le voir sur nos courbes brutes.

15. Il convient toutefois de relativiser ces écarts qui sont au plus de 7% de la valeur du préfacteur...

16. On remarque également que certaines courbes (R∞ = 10 cm et φ = 7 mm par exemple) montrent un très léger

décrochage pour les forts rayons de ressaut. Dans ces cas de figure le rayon du ressaut RJ devient comparable à R∞ il

est alors possible que la proximité avec le bord de la plaque influence le profil de vitesse dans la zone externe et influence

ainsi le rayon du ressaut RJ .
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Cette approche nous permet aussi de découvrir un fait expérimental jusque là jamais établi : la

tension de surface, en plus de jouer un rôle (marginal) sur le ressaut et sur le jet impactant, intervient

également sur le rayon du ressaut en modifiant le profil extérieur. En effet, la tension de surface (via

les conditions de mouillage) joue sur la sélection de la hauteur en bord de plaque H∞, qui peut s’avérer

importante sur le profil de hauteur et donc sur HJ , la hauteur de liquide en sortie de ressaut qui influe

elle-même sur le rayon du ressaut.

Lors des vérifications expérimentales de ce profil nous avons pu constater un phénomène curieux :

le nombre de Froude en sortie de ressaut apparâıt comme étant indépendant 17 du débit, de la vis-

cosité et de la tension de surface et faiblement dépendant des conditions géométriques (rayon de la

plaque, diamètre de l’injecteur). Cette observation expérimentale inédite à ce jour nous permet de

proposer une alternative à la condition de choc de Bélanger (I.1) pour déterminer la position de choc

du ressaut.

On peut donc proposer une nouvelle loi prédisant le rayon du ressaut RJ en fonction des pa-

ramètres physiques testés. Cette loi qui dans sa forme réduite s’écrit comme :RJ

(
ln
(
R∞
RJ

))3/8

∼
Q5/8ν−3/8g−1/8 est structurellement très proche de celle proposée par Bohr et al. mais le terme lo-

garithmique que nous y avons ajouté apporte une contribution importante. Nous avons en effet testé

les lois résultant de notre approche sur les valeurs expérimentales et nous arrivons à la conclusion que

ces lois fournissent une excellente prédiction du comportement de RJ .

En définitive, nous proposons une loi qui offre un comportement plus pertinent que la loi d’échelle

proposée par Bohr et al. (et qui permet d’estimer le préfacteur à partir de la valeur du nombre de

Froude) et qui permet d’éviter la complexité d’une modélisation ayant recours au calcul numérique.

Il reste maintenant à comprendre le lien probable entre le nombre de Froude Fr et le coefficient

β liant HJ1 et HJ2 et son évolution avec la géométrie du système afin de fournir une meilleure des-

cription de Fr2 en fonction de la géométrie, ce qui nous permettrait une meilleure unification de nos

résultats.

Il nous reste également à comprendre ce qui fixe la valeur de ce nombre de Froude et si ce nombre

de Froude reste constant au delà de la gamme de paramètres que nous avons explorée (par exemple

pour des débits plus élevés...) ou si ces variations sont trop lentes pour que nous ayons pu les capter.

17. Ou du moins sans variations significatives mesurable sur les gammes de variations des paramètres testés.
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Chapitre V

Quelques questions laissées ouvertes

par notre approche.

V.1 Introduction

L’approche que nous avons développée pose des questions au niveau de la cohérence avec ce qui est

connu du ressaut circulaire et avec les théories existantes. Imposer un nombre de Froude constant en

sortie de ressaut signifie ajouter une nouvelle contrainte à un système qui en principe est déjà bouclé.

Ce résultat est-il compatible avec les théories existantes ou au moins avec certaines d’entre elles ? Y

a-t-il quelque chose qui serait à retirer ou à remettre en cause dans celles-ci et quoi exactement ? Nous

n’avons en fait pas pu répondre de façon définitive à ces questions mais nous présentons ici quelques

tentatives inabouties qui seront peut-être utiles aux continuateurs.

Nous nous sommes posés 3 questions :

Peut-on retrouver nos résultats et ce Froude constant en utilisant une méthode similaire à ce qu’a

développé Bohr dans son premier article ? Nous verrons que non.

A-t-on de meilleurs résultats en combinant la solution interne de Watson à notre solution extérieure

via une condition de choc classique ? Nous verrons que cela marche un peu mieux mais n’est pas

parfaitement satisfaisant.

A la vue de notre réponse à la dernière question faut-il remettre en cause l’écoulement interne de

Watson ou la condition de choc ?

V.2 Tentative numérique à la Bohr et al.

Suite à des discussions avec Henri Lhuissier, il a été tenté une intégration numérique des équations

régissant le profil extérieur. Les deux idées majeures étaient d’étudier l’influence de l’inertie dans notre

modélisation du profil extérieur et d’observer le comportement du nombre de Froude et de RJ(Q).

Dans ces intégrations numériques on considère que :

(i) La zone interne est décrite par les équations de lubrification classiques extraites du modèle de

Bohr et al. (c’est-à-dire les équations (II.44), (II.45), (II.46) et (II.47) décrites dans II.3 et qui donnent

donc II.54) 1. Il est également nécessaire d’ajouter une condition initiale pour l’intégration. On choisit

donc le point où la couche limite envahit entièrement l’épaisseur de liquide dans la zone interne selon

1. On garde donc les termes gravitaires.

109
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la théorie de Watson, c’est-à-dire le point r0 = 0, 3155aRe
1
3 avec h(r0) obtenu via l’équation II.22. On

utilisera en outre un profil parabolique pour l’écoulement. 2

(ii) La zone externe est à nouveau décrite par les équations de lubrification classique conduisant

à une équation du type II.54. On considère également un profil parabolique pour l’écoulement. La

condition d’intégration en bord de plaque (r = R∞) est fixée par H∞ =
(

5
√

3
8π2

)1/3

Q2/3g−1/3R
−2/3
∞

(qui est très proche de 0). 3

(iii) Enfin la condition de choc est une équation de type Bélanger (I.1) adaptée aux écoulements

de part et d’autre.

V.2.1 Profil externe

Un résultat typique de cette simulation peut être vu en pointillés verts sur la Fig. V.1 (a). En

rouge est figurée la loi (IV.3) avec H∞ = 0. Les points noirs correspondent aux points expérimentaux.

(a)

0 2 4 6 8 10 12 14
0

1,5

r

H 1

0,5

(b)

0 2 4 6 8
0

0,5

1

1,5

r

H

Figure V.1 – Profils de hauteurs. Pour toutes les simulations la coordonnée r est adimensionnée

comme dans le cas de Bohr par Q5/8ν−3/8g−1/8 multiplié par un coefficient calculé à l’aide

du profil de l’écoulement (ici un demi poiseuille) et H est adimensionnée par Q1/4ν1/4g−1/4

également multiplié par un coefficient dépendant du profil. Cet adimensionnement est identique

à celui réalisé par Bohr et al. dans [8]. Le profil représenté sur la figure (a) est établi en utilisant

les conditions expérimentales du profil obtenu sur la Fig. IV.4, la ligne en pointillés (verts)

est obtenue par la méthode décrite ci-dessus tandis que la ligne continue (rouge) correspond à

l’équation (IV.3) (avec H∞ = 0). Les points noirs correspondent aux points expérimentaux.

Comme on peut le constater l’ajout de l’inertie permet de mieux s’ajuster localement (après

le choc) avec les points expérimentaux. Sur la figure (b) on a fait varier le rapport RJ/R∞

et l’équation (IV.3) est représentée par la ligne continue rouge. L’intégration complète est elle

représentée par la ligne continue noire. Encore une fois, on remarque que même dans les cas

extrêmes l’inertie ne joue qu’un rôle faible et ce, juste au voisinage du ressaut.

Les enseignements que l’on peut tirer de cette simulation du profil sont :

(i) Pour des disques dont le rayon est grand devant celui du ressaut, l’inertie (courbe pointillés

verts qui est le modèle utilisé par Bohr) ne modifie la loi visqueuse en logarithme (en rouge) que

localement, près du ressaut et au bord du disque. Lorsque l’on diminue beaucoup la taille du disque

2. Ce choix d’un profil parabolique n’est pas important ce qui l’est plus est de considérer que ce profil est auto-

similaire, en effet cela a pour effet de fixer les coefficients dans II.54. Le fait de considérer qu’il est parabolique change

juste la valeur de ces coefficients d’intégration car on ne considère que des vitesses moyennes.

3. Cette condition aux limites est construite via une approche proche de celle de Kasimov.
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l’inertie joue un plus grand rôle sur tout le profil.

(ii) Le modèle vert, basé sur un profil de demi-Poiseuille, est en accord avec les données jusqu’au

ressaut : s’il y a un vortex son influence est faible. Cela signifie également que notre modélisation par

un profil parabolique est tout à fait pertinente.

On en déduit donc que notre approximation consistant à négliger l’inertie dans le profil extérieur

s’avère parfaitement fondée. On comprend également que la différence entre HJ1 et HJ2 s’explique

simplement par la présence de termes inertiels qui ne sont pas tout à fait négligeables en sortie de

ressaut. Leur prise en compte semble suffire, même pour un écoulement parabolique, à fournir une

excellente approximation de HJ1.

V.2.2 Prédiction du rayon du ressaut

A l’aide de ces simulations nous avons également cherché à vérifier notre hypothèse d’un nombre

de Froude constant : il s’avère que l’on observe des variations du nombre de Froude non négligeables,

y compris pour nos paramètres expérimentaux. Plus étonnant encore : on enregistre d’importantes

différences entre les rayons de ressaut prédits par l’intégration numérique et ceux obtenus expérimen-

talement (voir Fig. V.2).

Sachant que le modèle numérique décrit fidèlement la réalité dans la zone externe il n’y a que deux

explications possibles :

(i) La description de la zone interne est discutable. 4

(ii) La condition de choc de type Bélanger est trop brutale, voire même erronée suite à une force

supplémentaire, par exemple liée à la présence de vortex.

Pour essayer de répondre à cette question nous aller essayer de travailler sur le modèle de Watson

qui inclut à la fois une description de la zone interne et un modèle de choc de type Bélanger.
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Figure V.2 – Comparaison entre les valeurs de RJ obtenues par intégration numérique et

obtenues expérimentalement. Les courbes représentées correspondent à l’ensemble des données

obtenues avec de l’huile silicone de toutes les viscosités et dans toutes les géométries. En or-

données sont représentées les valeurs de RJ obtenues numériquement et en abscisse les valeurs

expérimentales de RJ . Les rayons sont tous adimensionnés de la même manière que dans la

Fig. V.1.

4. La description proposée par Watson est pourtant communément admise par les auteurs ayant travaillé sur le sujet,

tant expérimentateurs que théoriciens.
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V.3 Tentative d’une construction à la Watson

Dans un premier temps, nous allons pouvoir comparer notre ensemble de données avec la théorie

proposée par Watson (II.2) et améliorée par Bush et al. (II.2.4). Nous possédons en effet une modéli-

sation de la zone externe qui fixe la hauteur du liquide au ressaut, et il est donc possible de tester ce

modèle.

Pour mémoire, les équations (II.41) et (II.42) liant les paramètres physiques et géométriques dans

le modèle de Watson s’écrivent :

Pour RJ < r0
5 :

RJH
2
Jga

2

Q2

(
1 +

2

B0

)
+

a2

2π2RJHJ
= 0, 10132− 0, 1297

(
RJ
a

) 3
2

Re−
1
2 ,

et au contraire pour RJ > r0 (ce qui correspond au cas de la totalité de nos mesures) :

RJH
2
Jga

2

Q2

(
1 +

2

B0

)
+

a2

2π2RJHJ
= 0, 01676

((
RJ
a

)3

Re−1 + 0, 1826

)−1

.

L’élément clé que nous apportons ici est de proposer une modélisation pour H qui permet d’obtenir

un modèle complet pour le ressaut. On utilise donc le modèle développé précédemment pour HJ c’est-

à-dire HJ = β
(
H4
∞ + 6

π
νQ
g ln

(
R∞
RJ

))1/4

avec β le coefficient de proportionnalité entre HJ1 et HJ2

présenté précédemment et déterminé expérimentalement 6. On trace donc en Fig. V.3 notre jeu de

données pour le comparer à la théorie de Watson.

Comme on peut le constater sur cette Fig. V.3 l’accord entre la théorie et l’expérience est très

bon et comparable aux données précédemment obtenues sur cette loi de Watson (voir Fig. II.9 et

Fig. II.10).

Toutefois on constate de légers écarts de tendance entre théorie et expérience loin d’être complè-

tement négligeables même si ces écarts apparaissent difficilement sur le graphe en raison de la forme

de la courbe. La représentation log-log permet de démontrer que la tendance des courbes n’est pas

exactement celle attendue par la théorie : pour chaque courbe les premiers points sont tous sous la

courbe théorique et les derniers points tous au dessus. Cela est particulièrement bien visible dans le cas

où les différents liquides sont testés mais cela est aussi observable lors du test de tous les paramètres

géométriques. 7 Cette déviation systématique, même si elle n’est pas aussi criante que les écarts entre

numérique et expérimental observés précédemment, est elle aussi symptomatique d’un problème de

modélisation situé ou bien dans la description de la zone interne ou bien au niveau de la condition de

choc.

Dans un premier temps on va s’intéresser à ce qui se passe dans la zone interne du point de vue

du modèle de Watson.

5. où r0 = 0, 3155aRe
1
3 est le rayon pour lequel la couche limite envahit l’épaisseur du film liquide. Voir (II.2) pour

le détail

6. Notons que dans le cas des liquides de viscosités élevées où l’on n’a pas pu mesurer HJ1 on a gardé le β obtenu

pour de l’huile silicone 20 cS.

7. Cette déviation systématique est particulièrement visible si l’on ne prend qu’une série de points expérimentaux

comme cela est visible en Fig. II.5. Toutefois la représentation de la Fig. V.3 permet de nous assurer que cette déviation

est reproductible.
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Figure V.3 – Test de la loi de Watson (II.42) avec notre jeu de données. Pour être tracées, ces

lois nécessitent de connâıtre la valeur de la hauteur de liquide en sortie de ressaut. Pour ce faire,

on l’estime à l’aide du modèle de hauteur développé précédemment : l’équation (IV.3) corrigée

avec le paramètre experimental β. H∞ est toujours négligé excepté dans le cas des mélanges

eau-glycérol. (a) et (b) Test de la loi de Watson en représentation lin-lin (a) et log-log (b) pour

deux différents types de liquide : huile silicone et mélange eau-glycérol et pour cinq viscosités

différentes (18 cS (cercles rouges), 20.4 cS (losanges verts), 44 cS (carrés bleus), 44.9 cS (croix

noires) et 98.8 cS (croix roses)). La configuration expérimentale est R∞ = 15 cm et φ = 3, 2

mm. (c) et (d) Test de la loi de Watson en représentation lin-lin (c) et log-log (d) pour différentes

géométries (différents diamètres d’injecteurs φ = 1, 1 mm (triangles équilatéraux), φ = 2 mm

(carrés), φ = 3, 2 mm (cercles), φ = 5 mm (triangles rectangles) et φ = 7 mm (losanges) et

différents rayons de disques (R∞ = 15 cm (rouge), R∞ = 10 cm (bleu) et R∞ = 8 cm (vert))).

La loi théorique est représentée par la ligne continue noire sur toute les figures. Comme on

le voit l’accord entre théorie et expérience est excellent. On constate néanmoins sur les quatre

courbes une légère déviation systématique par rapport à la théorie.
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V.4 Éssais d’exploration de l’écoulement interne

On se propose donc d’étudier la loi décrivant h(r) (II.22) proposée par Watson pour modéliser la

zone interne et valable pour r > r0
8 :

h(r) =
2π2

3
√

3

ν(r3 + l3)

Qr
.

Nous avons donc comparé en Fig. V.4 cette prédiction de h(r) avec des profils de hauteurs obtenus

expérimentalement avec de l’huile silicone 20 cS ;, φ = 3, 2 mm et R∞ = 15 cm.
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Figure V.4 – Comparaison des profils d’épaisseur avant le ressaut hydraulique avec les profils

attendus par la loi de Watson régissant la hauteur de liquide (II.22). Le liquide utilisé est de

l’huile silicone 20 cS et les paramètres géométriques sont φ = 3, 2 mm et R∞ = 15 cm. Trois

différents débits sont représentés : 7,7 cm3/s (losanges verts), 11 cm3/s (carrés bleus) et 17

cm3/s (cercles rouges). Les lois théoriques sont reportées par les traits continus : la couleur

correspondant bien sûr au débit considéré. Comme on le voit, la théorie est en accord avec l’ex-

périence dans le cas du plus faible débit. Lorsqu’on augmente le débit la théorie semble s’écarter

de l’expérience. Dans l’ensemble l’ordre de grandeur est tout de même excellent.

La théorie de Watson fournit donc une excellente estimation de l’ordre de grandeur comme on peut

le constater sur la Fig. V.4.

Néanmoins et de manière surprenante, il s’avère que si la théorie et les points expérimentaux

s’ajustent parfaitement dans le cas du plus petit débit (7,7 cm3/s), les points expérimentaux tendent

à s’écarter de la théorie avec l’augmentation du débit (c’est le cas pour les courbes correspondant à

11 et 17 cm3/s). On observe ainsi près de 10% d’erreur dans l’estimation de la hauteur avant le ressaut.

V.5 Cohérence entre condition de choc et écoulement dans la

zone interne

On peut également se poser la question de la pertinence de la condition de choc dans le modèle de

Watson amélioré par Bush.

8. Ce qui sera le cas pour la plupart des points expérimentaux présentés ici et en particulier ceux proches du ressaut.
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Pour ce faire, on va utiliser la relation de passage (II.39) introduite précédemment :

g
H2
J − h2

J

2
+
γ

ρ

∆H

RJ
=

∫ hJ

0

u2
Jdz −

∫ HJ

0

U2
Jdz, (V.1)

avec hJ et HJ respectivement les hauteurs avant et après le ressaut.

En supposant, comme le font les auteurs, que h2
J � H2

J cette équation devient 9 :

g
H2
J

2
+
γ

ρ

∆H

RJ
+ CeHJ < UJ >

2=

∫ hJ

0

u2
Jdz, (V.2)

avec Ce défini comme
∫HJ

0
U2
Jdz = HJCe < UJ >

2 où < UJ > est la vitesse moyenne en sortie

de ressaut. Afin d’utiliser cette équation on pose également : avec
∫ hJ

0
u2
Jdz = hJCi < uJ >2 où

< uJ > est la vitesse moyenne du liquide juste avant le ressaut et Ci une constante dépendant de

l’écoulement 10. L’équation (V.2) est donc une équation en hJ d’ordre 2. Elle est soluble et l’on obtient

deux solutions : l’une fournit un résultat non physique (on a hJ > HJ) la deuxième s’écrit

hJ =
1

2


1

2

ρgRJH
2
J

γ
+

CeρQ
2

4π2HJRJγ
+HJ −

√[
1

2

ρgRJH2
J

γ
+

CeρQ2

4π2HJRJγ
+HJ

]2

− CiρQ2

π2RJγ


 .

(V.3)

On peut donc tracer hJ(Q) à partir des valeurs (HJ , RJ et Q) obtenues précédemment. Il suffit

alors simplement de poser Ce = 6/5 (en cohérence avec le résultat de notre étude numérique) pour

avoir l’ensemble des paramètres extérieurs fixés à l’exception d’un seul : Ci. On suppose que le profil

de vitesse doit se situer entre un profil parabolique Ci = 6/5 et l’écoulement de type bouchon Ci = 1.

Cela semble assez légitime aux vues des modélisations pour un film horizontal en couche mince dans

un régime majoritairement inertiel. On peut donc raisonnablement estimer que 1 < Ci < 6/5.

Cette imprécision ne nous permet d’obtenir qu’un ordre de grandeur et une tendance pour hJ , on

choisit donc de ne tracer les valeurs obtenues par V.3 que dans un seul cas : de l’huile silicone 20 cS,

φ = 3, 2 mm et R∞ = 15 cm. On choisit en outre pour HJ les valeurs données par l’équation (IV.3) et

multipliées par notre coefficient β obtenu empiriquement (voir IV.2.3, ici β ≈ 0, 9). Les résultats sont

visibles sur la Fig. V.5 .

Sur cette Fig. V.5 on constate que les valeurs de hJ obtenues sont du bon ordre de grandeur et

de la bonne tendance mais légèrement sous estimées. Il apparâıt que uJ est quasi indépendant du

débit. Nous avons procédé à des mesures directes de la vitesse de surface us en fonction du débit dans

une situation expérimentale similaire en injectant des traceurs et nous étions parvenus à une valeur

us ≈ 0, 3 m/s quasi indépendante du débit. Le résultat présenté est donc parfaitement cohérent avec

ces observations. Ce résultat nous permettra d’expliquer les résultats observés plus loin sur les gouttes

dans un ressaut.

La condition de choc de Bélanger prédit que si le nombre de Froude en sortie est constant, le

nombre de Froude en entrée l’est aussi (voir I.5). Malgré l’hypothèse consistant à négliger le terme en

gh2
J on retrouve ici un nombre de Froude quasi constant et valant entre 3 et 4. Cela confirme donc la

validité de l’hypothèse proposée.

Nous avons fait ici l’hypothèse d’un profil parabolique immédiatement en sortie de ressaut. Cette

9. Cette approximation est discutable aux vues de la Fig. V.4. Par exemple dans le cas du débit le plus élevé la

hauteur avant le choc est de l’ordre de 1 mm et la hauteur après le choc de l’ordre de 3,5 mm. Ainsi le rapport des deux

hauteurs au carré n’est que de 10.

10. Ces deux constantes dépendent de l’écoulement : par exemple on aura 1 pour un écoulement bouchon ou 6/5 pour

un profil parabolique.
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Ci = 1 (écoulement bouchon)
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Figure V.5 – Estimation de la valeur des paramètres juste avant le ressaut (hJ , uJ et Fr) en

utilisant la relation de passage (V.2). On utilise la relation (V.3) avec Ce = 6/5. HJest obtenu

grâce à la loi (IV.3) multiplié par le coefficient correctif β. On choisit deux valeurs pour Ci :

le cas du demi-Poiseuille Ci = 6/5 (carrés bleus) et le cas de l’écoulement bouchon Ci = 1

(cercles rouges). (a) La relation (V.3) nous permet d’évaluer hJ(Q). Figurent également en vert

les points expérimentaux de hJ extraits de la Fig. V.4. (b) La conservation du débit nous permet

ensuite d’estimer uJ(Q). (c) On trace ensuite le nombre de Froude avant le ressaut Fr(Q).

hypothèse est un peu excessive car on se doute que juste après le choc un tel profil ne peut être

directement établi et de plus c’est négliger entièrement la contribution d’un vortex de recirculation.

Toutefois la valeur de Ce affecte le terme inertiel relativement faible (on a en effet un Fr2 comparant

les effets inertiaux et gravitaires de l’ordre de 0,1 en sortie de ressaut). Ainsi changer sa valeur de

moitié (on pose Ce = 0.6) n’affectera pas la tendance des courbes et modifiera légèrement le préfacteur

en allant vers une meilleure modélisation des hauteurs comme on peut le voir sur Fig. V.6. 11

11. Pour Ce = 0, 6 on aura alors un nombre de Froude interne quasi constant valant entre 2,5 (Ci = 6/5) et 3,2

(Ci = 1) et une vitesse quasi constante entre 25 cm/s (Ci = 6/5) et 30 cm/s (Ci = 1) ce qui reste parfaitement en

accord avec les observations précédentes. Les tendances observées sont alors parfaitement identiques à celles présentées
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Figure V.6 – Estimation de la hauteur juste avant le ressaut (hJ) en utilisant la relation de

passage (V.2). On utilise la relation (V.3) avec Ce = 0, 6. HJest obtenu grâce à la loi (IV.3)

multiplié par le coefficient correctif β. On choisit deux valeurs pour Ci : le cas du demi-Poiseuille

Ci = 6/5 (carrés bleus) et le cas de l’écoulement bouchon Ci = 1 (cercles rouges). En vert figurent

les points expérimentaux obtenus dans la Fig. V.4.

On peut maintenant comparer ces valeurs obtenues via la relation de choc et les valeurs de hJ

attendues par le modèle de Watson (équation (II.22)). Le résultat de cette comparaison est présenté

en Fig. V.7. On choisit Ce = 0.6 pour être cohérent avec les valeurs de hJ observées expérimentalement.

Des courbes présentées en Fig. V.7, on peut tirer plusieurs conclusions :

La première est que si l’on suppose que nous avons correctement modélisé le profil extérieur, le

modèle de Watson porte en lui une contradiction intrinsèque : en appliquant la conservation du choc

on trouve des courbes pour hJ (les courbes rouges) incompatibles avec la prédiction de hJ découlant

du modèle de la zone interne (courbe bleue). Il ne s’agit pas seulement de préfacteur mais bien de

tendances réellement divergentes.

La seconde est que les points que nous avons obtenus pour hJ à partir des profils sont incompatibles

avec la théorie de Watson de la zone interne (l’écart entre les points bleus et verts est très important).

La dernière est que les points expérimentaux que nous avons trouvés sont éventuellement compa-

tibles avec la condition de choc. Toutefois avant de pouvoir l’affirmer il serait important d’apporter

davantage de points de hJ en fonction du débit. Il serait également bon de vérifier la valeur de Ce de

0,6 en observant l’écoulement directement en sortie de ressaut et de mesurer la valeur Ci provenant

de l’écoulement interne.

V.6 Conclusion

Au cours de ce chapitre nous avons pu apporter une preuve numérique supplémentaire en ce qui

concerne la validité de notre modélisation de la zone externe. Pour autant nous avons pu constater

que notre approche s’avérait incompatible avec les modèles développées par Bohr et al. et Watson. Les

points numériques que nous avons obtenus via une approche “à la Bohr” s’avèrent en effet incompa-

précédemment.
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Figure V.7 – Estimation de la valeur de hJ juste avant le ressaut en fonction du débit Q en

utilisant le modèle de Watson de deux manières : en utilisant la relation de passage (V.2) avec

en entrée les valeurs de HJ obtenues grâce à notre modèle, et en utilisant directement la valeur

attendue par l’équation (II.22).

Pour la première méthode on utilise la relation (V.3) avec HJ calculé grâce à (IV.3) multiplié

par un coefficient empirique β. Cette fois encore on choisit deux valeurs pour Ci : le cas du demi-

Poiseuille Ci = 6/5 (carrés rouges) et le cas de l’écoulement bouchon Ci = 1 (cercles rouges).

Pour Ce on choisit une valeur en accord avec les valeurs de hJ obtenues expérimentalement :

Ce = 0, 6. Pour la seconde méthode on utilise directement l’équation (II.22) (cercles bleus). Dans

tous les cas les seuls paramètres en entrée sont les valeurs de RJ(Q). Comme on peut le voir les

courbes ne se superposent absolument pas. Le modèle de Watson ne semble donc pas compatible

avec nos observations expérimentales extérieures.

tibles avec nos mesures expérimentales. Nous avons pu également observer l’échec de la modélisation

de la zone interne par Watson qui s’avère à la fois incompatible avec nos mesures expérimentales

directes et avec l’application de la condition de choc en supposant que l’écoulement externe est conve-

nablement modélisé par nos soins. En ce qui concerne la condition de choc, nous ne disposons pas de

suffisamment d’éléments pour conclure sur sa validité. Nos résultats nous indiquent seulement qu’elle

n’est pas incompatible avec nos données à condition toutefois de respecter une hypothèse sur la forme

de l’écoulement aval (à savoir Ce = 0, 6) que nous n’avons pas vérifiée ici.

Il s’avère donc nécessaire de poursuivre l’étude de la zone interne en mesurant d’autres profils de

hauteur mais également de mesurer l’écoulement en sortie de ressaut (éventuellement à l’aide d’un

dispositif de PIV intelligent).



Chapitre VI

Perspectives et Conclusion

VI.1 Au delà des frontières

Il est temps maintenant de s’aventurer un peu au delà du cadre que nous nous sommes fixés à

l’origine. On se propose donc de lever quelques unes des contraintes que nous nous sommes imposés à

savoir l’absence de mur de confinement mais aussi l’utilisation de verre et de Plexiglas comme substrat.

Cette démarche nous permettra d’explorer les limites de notre modèle et les pistes pour en poursuivre

l’étude...

VI.1.1 Et avec des bords ?

Bien entendu la première contrainte que l’on souhaite relaxer est celle des murs de confinement...

L’idée est bien sûr de regarder si notre théorie peut être élargie à d’autres systèmes. Pour cela, on

utilise simplement un couvercle de bôıte de Pétri dont on a rogné les bords. On injecte ainsi le liquide

dans une bôıte de 4,5 cm de diamètre et de bord environ 2,8 mm. Nous avons fait le choix d’injecter

deux huiles silicones de viscosités différentes (20 et 50 cS) au travers d’une buse de diamètre φ = 3, 2

mm en filmant à travers le Plexiglas. Si l’on considère que H∞ vaut la somme de la hauteur du mur

rigide et de l’épaisseur du liquide débordant au dessus de ce mur on voit déjà que H∞ ne peut en aucun

cas être considérée comme négligeable si l’on utilise le modèle précédemment développé. On mesurera

donc sa valeur pour chaque point représenté (cette valeur est typiquement comprise entre 4 et 5 mm).

On fait donc le choix de tracer en Fig. VI.1 la formule (IV.9). Naturellement on s’attend à ce que la

modélisation présentée précédemment s’écroule puisque la présence de mur force une transition vers

un écoulement de type II et qu’en outre la présence d’un mur de confinement modifie profondément

la nature de l’écoulement qui ne peut plus être un simple écoulement parabolique surtout sur un aussi

faible rayon de bôıte.

Pourtant la Fig. VI.1 tend à montrer que le modèle proposé avec un nombre de Froude constant

résiste très bien. En effet les courbes des deux viscosités se superposent bien sur la même courbe

mâıtresse et s’ajustent très bien sur une fonction linéaire. On trouve alors un nombre de Froude

Fr2 ≈ 0, 31 qui est donc en dessous du nombre de Froude attendu par l’équation IV.12 (qui vaudrait

ici 0,38). Cela traduit probablement les modifications du profil de l’écoulement extérieur après le choc

par rapport à celui observé précédemment. Ce résultat bien que non complètement anticipé tend à

confirmer la robustesse du modèle proposé ainsi que l’observation d’un nombre de Froude constant en

sortie de ressaut. Cet aspect du problème semble intéressant à étudier en observant le profil de hauteur

119
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Figure VI.1 – Test de la loi (IV.9) dans le cas d’un ressaut confiné par un mur d’environ 2,8

mm de hauteur. Les liquides utilisés dont des huiles silicones de 20 cS (cercles rouges) et 44,9

cS (carrés bleus). Nous impactons directement dans une bôıte de Pétri en Plexiglas de rayon

R∞ = 4, 5 cm. Le diamètre de l’injecteur est φ = 3, 2 mm. H∞ est mesurée pour chaque point.

Comme on le voit les points s’ajustent sur une courbe mâıtresse. On trouve alors Fr2 ≈ 0, 31

au lieu de 0,38.

dans le cas d’un ressaut avec mur de confinement puis en construisant un modèle plus complexe pour

la zone externe et il semble mériter une étude expérimentale à part entière.

VI.1.2 Le cas super-hydrophobe

On se pose maintenant la question de la validité de notre modèle si nous nous plaçons dans une

configuration extrême. Nous avons donc traité une plaque carrée de cuivre à l’aide du traitement

développé dans l’annexe C. On fait impacter un jet d’eau issu d’un injecteur de diamètre φ = 4 mm.

Contrairement aux cas précédents l’eau ne mouille pas entièrement la plaque : on observe plutôt une

large flaque qui s’écoule par des filets liquides sur les bords. Ces filets se déplacent et l’on ne peut pas

réellement définir la forme de la flaque.

Si l’on compare ces observations avec celle de Maynes et al. (voir partie I.6.1) on se trouve bien

dans un régime de petits nombres de Weber. En effet dans notre cas on a We < 450. On observe donc

bien un résultat comparable à celui observé par Maynes sur la Fig. I.18 (a).

On suppose que dans cette situation la hauteur de liquide au bord est simplement donnée par

l’épaisseur de flaque c’est-à-dire :

H∞ ≈ 2lcsin
θ

2
, (VI.1)

où lc =
√

γ
ρg et θ est l’angle de contact du liquide avec la plaque c’est-à-dire ici 160◦. Cela nous

permet d’estimer H∞ à environ 5 mm. Des mesures à l’aide du profondimètre permettent en outre de

confirmer cette estimation. Comme on utilise de l’eau la viscosité du liquide est très faible ainsi on a :
6
π
νQ
g ln

(
R∞
RJ

)
� H4

∞. L’équation (IV.6) devient donc :

Q = Fr22πg1/2RJH
3/2
∞ . (VI.2)
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On peut ainsi tester l’équation (VI.2) avec nos points expérimentaux. Le résultat est visible sur la

Fig. VI.2.
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Figure VI.2 – Test de la loi (VI.2) dans le cas d’un jet d’eau issu d’un injecteur de diamètre φ =

4 mm sur une plaque de cuivre carrée traitée super-hydrophobe (voir l’annexe C). L’écoulement

extérieur se fait sous la forme d’une flaque qui s’écoule parfois via des filets liquides. La droite

noire est simplement un ajustement linéaire sur les points. Comme on peut le voir le modèle

semble bien fonctionner (on comprend facilement que les premiers points sont écartés de la

courbe en raison de la tension de surface) toutefois le coefficient est tout à fait surprenant

puisqu’il correspond à un Fr2 ≈ 0, 14.

Les points expérimentaux semblent plutôt bien correspondre à la théorie. Cela accrédite une fois

encore l’observation d’un nombre de Froude constant en sortie du ressaut. L’écart des premiers points

avec la droite s’explique assez simplement par l’influence de la tension de surface, en effet le liquide

que nous utilisons possède une tension de surface élevée (γ ≈ 70.10−3 N/m) et comme on l’a vu dans

la section II.2.4 l’influence de la tension de surface est proportionnelle à la différence de hauteur de

liquide de part et d’autre du choc à RJ donné. Cette différence est en effet plus importante dans notre

cas car HJ ≈ H∞.

Il est néanmoins beaucoup plus difficile de comprendre le coefficient directeur de la fonction linéaire

qui ajuste nos points expérimentaux. En effet il nous permet d’estimer un nombre de Froude Fr2

d’environ 0,14. Ce coefficient ne correspond absolument pas à ceux obtenus précédemment (Fr2 de

l’ordre de 0,3). 1

Il est difficile de fournir une explication raisonnable à cet état de fait. Toutefois le fait que la loi

que nous observons ait le bon comportement nous invite à penser une fois de plus que la théorie d’un

nombre de Froude constant en sortie de ressaut est particulièrement robuste.

VI.2 Conclusion du Chapitre

La richesse de la littérature sur le ressaut hydraulique circulaire prouve s’il en était besoin à quel

point il serait présomptueux de tirer une conclusion définitive sur le sujet. Comme on le constate nous

n’avons pas encore terminé le puzzle et si les bords nous ont fourni un certain nombre d’informations

1. Par ailleurs nous avons aussi testé ces points expérimentaux sur la théorie de Watson-Bush et l’accord entre théorie

et expérience est désastreux.
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les dernières pièces à poser soulèvent d’épineuses questions.

Si cette approche par les bords peut sembler évidente pour construire un puzzle, elle va, comme on

l’a vu au cours de la partie bibliographique, plutôt à contre courant d’une approche hydrodynamique

classique qui a plutôt tendance à minorer l’importance de ces conditions aux limites. Cela montre

toute la difficulté de la question du ressaut hydraulique : il s’agit de la transition d’une zone super

critique à une zone sous critique et pourtant zones super et sous critiques interagissent l’une sur l’autre

pour fixer la position du ressaut. Ainsi notre approche “par les bords” si elle offre un regard un peu

différent sur le ressaut n’en demeure pas moins incomplète.

Nous avons en effet modélisé la zone externe à l’aide d’un modèle simple (au demeurant déjà pré-

sent dans la littérature) reposant sur l’équilibre entre pression hydrostatique et frottements visqueux

pour un écoulement parabolique. Nous avons ensuite vérifié sa validité expérimentalement et numéri-

quement. Il n’en demeure pas moins que ce modèle repose sur la connaissance de H∞, la hauteur de

liquide en bord de plaque, qui est influencée par différents paramètres comme la géométrie du bord de

la plaque, la tension de surface mais aussi la viscosité et le débit. Cette question peut sembler annexe

mais comme on l’a vu la valeur de H∞ peut affecter de manière importante le rayon du ressaut.

Cette question relativement simple d’un écoulement sur une arrête ne peut pourtant pas être résolue

simplement et mériterait une étude à part entière mêlant mouillage et hydrodynamique.

Enfin que devient cette modélisation simple de la zone externe lorsque l’on place des murs de

confinement en bord de plaque ? Nous avons montré que la réponse à cette question était une des

clés de notre compréhension du système et nous avons fourni les premiers jalons expérimentaux d’un

travail qui reste à accomplir.

Pour autant la puissance quatrième de H∞ nous permet de souvent nous placer dans des cas limites

où ce terme est négligeable (absence de mur) ou prédominant (présence d’un mur assez haut et/ou

condition de mouillage particulière). Il est toutefois important de garder à l’esprit que les deux termes

existent et bien réfléchir à la situation étudiée.

Cette connaissance du profil extérieur nous permet ensuite de remonter jusqu’à la sortie d’un res-

saut. A cet endroit on peut ainsi prédire mais surtout observer un nombre de Froude indépendant

du débit, de la viscosité et de la tension de surface et dépendant peu de la géométrie. Ce nombre de

Froude est à la fois attendu par la relation RJ(Q) et observé expérimentalement par mesures directes.

De ce résultat simple et pourtant jamais observé on tire ensuite une loi analytique simple permettant

de prédire la position du ressaut en fonction du débit, de la viscosité, des paramètres géométriques

et de la tension de surface via son influence sur H∞, loi qui se vérifie très bien expérimentalement.

Pour autant nous ne comprenons pas théoriquement ce qui fixe ce nombre de Froude. Et l’on peut se

demander si cette condition est universelle ou si les variations du nombre de Froude sont simplement

trop faibles pour être observées avec notre dispositif expérimental.

La réponse à cette question n’est pas anodine : en effet le fait d’ajouter une condition supplé-

mentaire (Fr = cste) au système fournit une équation supplémentaire à un système déjà bouclé. Il

n’est pas évident comme nous l’avons vu sur la question de modèle de Watson que cette condition

supplémentaire soit compatible avec l’équation de Bélanger et les deux descriptions des zones interne

et externe. Cette observation d’un nombre de Froude constant soulève donc d’importantes questions

théoriques.

En ce qui nous concerne, notre étude bibliographique exhaustive nous pousse à travailler vers un

modèle plus complet du ressaut mêlant à la fois une nouvelle description de la zone interne (celle de

Watson se trouvant mise en défaut), la théorie de Higuera (qui avait presque abouti à la loi que nous

défendons) pour modéliser au mieux la zone du choc et son voisinage (en particulier la zone interne
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près du choc) et enfin notre modèle. Par ce travail encore à accomplir il y aurait éventuellement pos-

sibilité de parvenir à un modèle complet du ressaut circulaire hydraulique qui redonnerait un nombre

de Froude constant en sortie. Une piste concernant les travaux à accomplir en terme de modélisation

de la zone interne serait de considérer plus précisément le jet et l’impact...

Enfin nos premières expériences sur l’impact d’un jet sur un substrat super hydrophobe semblent

à la fois encourageantes aux vues du succès de notre loi d’échelle et déroutantes par les valeurs obte-

nues. Pour poursuivre dans cette direction il faut à la fois résoudre le cas simple du ressaut sur surface

“normale” mais aussi travailler sur la modélisation de l’écoulement dans ces conditions particulières en

s’inspirant par exemple des travaux de Prince et al. [87] sur le ressaut sur substrat super hydrophobe

isotrope. Pour autant l’exploration expérimentale de la frontière entre un ressaut hydraulique et la

fragmentation d’une nappe liquide comme mis en évidence par Maynes et al. [80] peut éventuellement

nous fournir des informations sur ce qu’est finalement un ressaut hydraulique en tant qu’objet phy-

sique.

Pour terminer ce Chapitre il est assez tentant de faire remarquer qu’ouvrir un robinet et regarder

le fond de son évier n’a pas fini de rendre passionnante la vaisselle pour le physicien.
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Chapitre VII

État de l’art et dispositif

expérimental

VII.1 Et si on incline notre ressaut ?

On se pose maintenant la question de la brisure de symétrie imposée par l’inclinaison du substrat

par rapport à l’horizontale, l’injection du liquide continuant de se faire de manière perpendiculaire au

substrat. L’expérience de pensée n’a rien d’évident et soulève un grand nombre de questions : Observe-

t-on toujours un ressaut ? Quelle est sa forme ? Quels sont les paramètres physiques importants à

considérer dans le problème ?

Nous avons vu dans le précédent chapitre l’importance des conditions aux limites. Le fait d’incliner

la plaque recevant le liquide permet de modifier profondément ces conditions : le liquide s’écoule le

long de la plaque, un bourrelet liquide entourant le ressaut se forme... Quels seront les effets de ces

conditions aux limites sur le ressaut ?

On peut également se poser la question de la valeur d’un nombre de Froude dans ce cas d’un

ressaut hydraulique sur plan incliné. Est-il constant ? Peut-on généraliser l’approche précédente pour

modéliser le ressaut hydraulique sur plan incliné ?

VII.1.1 Beaucoup de questions... et peu de réponses.

La longue liste de questions que l’on vient de poser ne trouve justement que peu de réponses dans

la littérature. Cet état de fait est pour le moins curieux quand on connâıt la richesse de la littérature

sur le ressaut hydraulique circulaire. Il n’existe en effet aucun article de référence sur lequel s’appuyer

pour une étude dans cette nouvelle géométrie.

Bien entendu l’idée de forcer la brisure de symétrie d’un ressaut circulaire n’est pas neuve. Le

moyen le plus répandu est d’incliner le jet [64, 65, 66, 68, 109]. On observe alors des formes variées

de ressauts hydrauliques. On peut en particulier distinguer le cas où le ressaut est ovale et le cas où

le ressaut présente un ou plusieurs “coins”. Ces différents types de ressaut dus à un jet incliné sont

présentés sur la Fig. VII.1 (un diagramme de phase a également été présenté au cours de l’introduction

en Fig. I.19).

Notons au passage que dans le cas le plus simple d’un ressaut ovöıde, Kate, Das et Chakra-

borthy proposent un calcul pour le “rayon” du ressaut. En modélisant avec précision la zone d’im-

pact du jet et en particulier la position exacte du point de stagnation puis en suivant une ap-

127
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Figure 1. Illustrative sketches for (a)(i) Normal impinging jet, and (b)(i) oblique impinging
jet. (a)(ii) The circular hydraulic jump (circular liquid jet impinging normal to the horizontal
surface), volume flow rate of water, Q = 1 × 10−4 m3 s−1, nozzle diameter, d = 8.8 mm. (b)(ii)
Non-circular hydraulic jump due to a circular liquid jet impinging obliquely on a horizontal
surface, Q = 1 × 10−4 m3 s−1, d = 8.8 mm, nozzle inclination (with horizontal), φn = π/4.
(c) Regions of flow field in the case of a normal impinging jet.

respectively (for details see: Watson 1964; Rao & Arakeri 1998). Various aspects of
the circular hydraulic jumps, formed under identical conditions, have been extensively
studied (Watson 1964; Olsson & Turkdogan 1966; Ishigai et al. 1977; Nakoryakov,
Pokusaev & Troyan 1978; Craik et al. 1981; Bohr, Dimon & Putkaradze 1993;
Godwin 1993; Liu & Lienhard 1993; Higuera 1994, 1997; Blackford 1996; Hansen
et al. 1997; Brechet & Néda 1999; and Bush & Aristoff 2003). Oblique impinging
jets, in comparison to normal impinging jets, however, have received relatively less
attention in the fluid mechanics literature. Figure 1(b)(i) schematically describes an
oblique impinging jet and the associated hydraulic jump characteristics, with the
corresponding photographic view depicted in figure 1(b)(ii). The obliquity of the jet
turns out to be a major parameter in determining the nature of the flow in the case
of such non-circular hydraulic jumps, primarily in the following respects. First, the
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Figure 10. Hydraulic jump with corners: (a)(i), (b)(i) and (c)(i) are type I, type II and type III
jump profiles, respectively, (a)(ii) (φn = 17.5◦, Q = 5 × 10−5 m3 s−1, d = 6.48 mm, H = 11mm),
(b)(ii) (φn = 17.5◦, Q = 8.33 × 10−5 m3 s−1, d = 6.48 mm, H = 11mm), and (c)(ii) (φn = 17.5◦,
Q = 1.25 × 10−4 m3 s−1, d = 6.48 mm, H = 11 mm) are the corresponding cornered jumps
visualized in our experiments.

(type I jumps)), the vertex of the triangle being located at the extreme upstream point
of the jump profile. Additionally, we observed the formation of wave structures and
disturbances beyond the base (side opposite to the extreme upstream) of the triangle,
as can be seen in figure 10(a)(i).

With an increase in V , the extreme upstream of the jump becomes more pointed.
The two equal sides of the jump profile elongate and become curved. The base takes
a bow shape and its length decreases. The typical form observed can be described as
a ‘tear drop’ shape (figure 10b(i), (ii)) (type II jumps). With further increases in V , the
two branches of the jump profile, emerging from the extreme upstream point come
closer to each other. At one point, the third branch (i.e. the branch perpendicular
to the line of symmetry) disappears and the other two branches intersect each
other, giving the jump profile a typical shape. The shape now resembles that of
a fish (figure 10c(i), (ii)) (type III jump). With any increase in V beyond this, the
profile elongates and encompasses a greater area. However, the jump profile shape
remains unaltered. Figure 11 depicts the qualitative changes in the hydraulic jump
profiles with the corrosponding variations in φ and V . Disturbances and waves of a
secondary nature have also been observed beyond the third branch and at the point of
intersection of the branches (except at the extreme upstream point)(see figures 10a(ii)
and b(ii)).

Figure VII.1 – Jets inclinés impactants un plan horizontal. (a) Définition du problème. Lorsque

le jet est faiblement incliné le ressaut devient ovöıde. (b) Lorsque l’on incline davantage le jet

on peut obtenir une grande variété de formes pour le front, y compris avec des brisures de front

ou “coins”. Suivant les citations on peut dénombrer un ou plusieurs “coins”. Cette zoologie n’est,

à ce jour, toujours pas entièrement comprise. Toutefois un diagramme de phase est visible en

Fig. I.19 dans le présent manuscrit. Photographies tirées de [64].

proche identique à celle proposée par Bohr et al. dans la référence [8] ils aboutissent au résultat

RJ(θ, ζ) = K(θ, ζ)Q5/8ν−3/8g−1/8, où K(θ, ζ) est un pré facteur explicité dans la référence [64] dé-

pendant de l’angle d’inclinaison du jet ζ et de la position angulaire dans le ressaut θ. On remarquera

en particulier que cette loi est analogue à la loi d’échelle proposée par Bohr et al. dans l’article [8]

et présentée dans ce manuscrit à l’équation II.61, mais modifiée par un préfacteur tenant compte de

l’inclinaison du jet.

On peut aussi briser la symétrie d’un ressaut en faisant impacter un jet sur une plaque horizontale

en mouvement [50, 67, 105]. Il n’existe pas à ce jour de théorie susceptible de modéliser cet écoulement

mais quelques images de cette situation sont présentées en Fig. VII.2.

Pour autant, notre situation simple consistant à incliner la plaque et l’injecteur (pour qu’il reste

toujours perpendiculaire à la plaque) n’a pour le moment quasiment pas été étudiée. Bien sûr le cas

d’un ressaut hydraulique “classique” en deux dimensions et sur substrat incliné a déjà été abordé dans

la littérature tant théoriquement qu’expérimentalement (par exemple par les travaux de Dyment [38],

de Defina & Susin [32], de Benilov [6] ou même de Bohr et al. [113]). En ce qui concerne un ressaut

formé par un jet impactant, on ne trouve guère que les travaux de Johnson & Gray [62] mais il s’agit

dans ce cas d’un jet de granulaire toujours vertical dans le plan du laboratoire formant un ressaut

de grains (illustration en Fig. VII.3) sur un plan incliné... On observe des régimes stationnaires mais

aussi des régimes instationnaires et en tout état de fait ni le dispositif ni les formes obtenues ne sont

comparables avec nos observations. Leur étude est donc difficilement adaptable avec le système qui

nous intéresse ici.

Un autre domaine a avoir été largement étudié est l’étalement d’un liquide sur un plan incliné.
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hydraulic jump position, two more parameters can be
calculated:

• Yju: position of first minimum,
• Rju: radius of jump!s curvature at the first minimum.

The position of the first minimum is found by approxi-
mating the measured points (hydraulic jump) with a
polynomial of second order (y = ax2 + bx + c); the
first minimum corresponds to the constant c of the
polynomial. The radius of curvature of the jump at

Fig. 4. Hydraulic jump visualizations for different surface velocities: Vj = 1 m/s and H ¼ 0.11.

Fig. 5. Hydraulic jump visualizations for different surface velocities: Vj = 1.4 m/s and H ¼ 0.11.

198 M. Gradeck et al. / Experimental Thermal and Fluid Science 30 (2006) 193–201

Figure VII.2 – Jet impactant verticalement un plan horizontal en translation. Quatre vitesses

sont représentées (de 1 à 2,5 m/s). Le tapis se déplace de gauche à droite. Plus la vitesse du

tapis augmente plus le front se rapproche du jet incident et plus la hauteur après le choc grandit.

Photographies tirées de [50].
94 C. G. Johnson and J. M. N. T. Gray

(b)(a) (c) (d )

(e) ( f ) (g) (h)

Figure 3. Time sequence of the formation of a teardrop-shaped shock, for ζ = 26.7◦,
Hf = 30 cm and D =15 mm. Times after jet impact are: (a) 0.02 s, (b) 0.1 s, (c) 0.26 s,
(d ) 0.50 s, (e) 1.0 s, (f ) 1.5 s, (g) 2.0 s and (h) steady-state. A movie showing the time-dependent
evolution of this flow is available at journals.cambridge.org/flm.

3.2. Steady blunted jumps

For shallower slope inclination angles, a second steady-state regime exists that displays
the same radial flow inside a closed granular jump as before, but in which the shock
is blunted, as shown in figure 4. The sharp vertex of the teardrop-shaped shock is
replaced by a normal shock which lies across the slope. When the two streams of flow
in the thicker layer of material adjoining the shock reach this normal shock, they
are in part directed towards each other, following the line of the closed shock, and
in part detach from the shock and decelerate rapidly to form part of the downslope
flow. The speed of flow downstream of the shock is about 0.07 m s−1.

In the centre of the cross-slope jump, a complex three-dimensional interaction
between three flow streams is observed: the material from the inner region, flowing
directly downstream, encounters both a normal shock, and the components of the
two streams that have been diverted towards one another. The flow at the shock
overturns, and resembles a static continuously breaking wave. The overturning of
the flow at the shock has some resemblance to the recirculation observed in two-
dimensional propagating granular bores by Gray et al. (2003). As a result of this
interaction between the streams, the downstream flow is thickest in two broad regions
either side of a thin trench along the axis of symmetry, a configuration which persists
in the flow downstream. For smaller ζ and greater Hf , the region enclosed by the
hydraulic jump becomes wider in the y-direction, and shorter in the x-direction; in

Figure VII.3 – Impact d’un jet granulaire vertical (dans le référentiel du laboratoire) sur

un plan incliné. Les images sont prises successivement lors de la formation de la structure, à

débit constant, la dernière représentant la structure stationnaire. On remarquera une très grande

proximité de forme avec la structure obtenu par Kate et al. utilisant un jet liquide incliné sur

un plan horizontal (voir Fig. VII.1 (b)). D’autres formes de ressaut peuvent être obtenues en

faisant varier l’inclinaison de la plaque et le débit. Pour plus d’informations se reporter à [62].

On trouve par exemple des travaux détaillant l’étalement d’un liquide extrêmement visqueux à partir

d’un point source ou depuis une ligne source située horizontalement en haut d’un plan incliné. On

pense par exemple aux travaux de Lister en ce qui concerne la modélisation théorique [75] ou ceux

de Huppert et al. tant expérimentaux que théoriques [58, 55]. On trouve aussi des études concernant

l’écoulement d’un liquide visqueux suivant les équations de couches limites dans une configuration où

le liquide est lâché d’un point situé en haut d’une plaque, on pense par exemple aux travaux de Smith
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[106]. Ces questions ont, en effet, passionné une grande communauté de chercheurs travaillant autour

de problèmes de géophysique comme l’écoulement de nappes de lave ou de boue.

Dans la limite opposée un certain nombre de modèles utilisant un point source sur un plan incliné

ont aussi été réalisés dans le cas d’un fluide non visqueux (par exemple celui de Rienstra [95]). Un

tel modèle prédit donc la position d’un bord de nappe liquide de forme parabolique uniquement fixé

par un équilibre entre gravité et inertie et ainsi donné en ordre de grandeur par U2/(2gsinα) où U

est la vitesse du jet incident et gsinα la composante de gravité le long du plan (ce qui signifie donc

10 cm pour un jet liquide de seulement 2 m/s). Cette approche a ensuite été améliorée par Edwards

et al. [41] accompagnée de la première expérience qualitative rapportée d’un jet liquide impactant un

plan incliné. Edwards et al. utilisent un modèle de choc δ pour modéliser l’extérieur de la nappe cela

réduit de 5/9 les valeurs attendues par le modèle et maintient une forme à peu près parabolique (voir

Fig. VII.4).
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Figure 7: The characteristics, or particle paths, for a point source flow on an
inclined plane.

along which there are mass and momentum fluxes. It forms a bounding disconti-
nuity in the flow whose position must be determined by appropriate free boundary
conditions. In the next section, we will use the idea of delta-shocks for the degen-
erate hyperbolic system (3.7)–(3.8) to determine the position of this tube, showing
that the presence of the tube causes a significant decrease in the maximum distance
up the slope attained by the layer as it flows uphill compared with the distance
U2/2g sin γ of the apex of the caustic.

3.1 Modelling a mass tube as a delta-shock

The equations to be solved are (3.7)–(3.9). We write the mass tube Γ as y = ym(x).
We also assume that the surface is dry in y > ym(x). Referring to Figure 8, we
define a unit tangent tm in the direction of the flow in the mass tube, and a normal
nm into the tube from the sheet, and measure the arc length s along the tube
from x = 0 in the direction of tm. We model the mass tube as a delta-shock and
introduce a delta function supported on Γ, which we denote by δΓ, into the film
thickness, and into the film mass and momentum fluxes. Thus, following (2.2)–(2.4)
we replace η by the distribution

A(s)δΓ + η(x, y)HΓ, (3.17)

and ηu, ηuu and ηvu by the distributions

M(s)tmδΓ + ηuHΓ, (3.18)

E(s)(tm · ex)tmδΓ + ηuuHΓ, (3.19)

E(s)(tm · ey)tmδΓ + ηvuHΓ, (3.20)

respectively, where HΓ is a Heaviside function that is unity in y < ym(x), and ex,y

are unit vectors in the x, y directions respectively, and (3.18)–(3.20) are defined in a
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Figure 9: The solid line corresponds to the solution of the mass tube equations
(3.28)–(3.30). The dotted lines are the characteristics of the flow as calculated
from (3.5). The mass tube is the physical bound for the fluid with the surface dry
above it.

for small θ, where the forms of these expansions are determined by the symmetry
of the mass tube about x = 0 and from a consideration of the possible expansions
of (3.29) and (3.30). Equating powers of θ in the expansions of (3.29) and (3.30)
we find that τ0 = 1/3, m0 = 1/2, τ1 = 23/234 and m1 = 5519/109512. In x, y
coordinates this gives the start of the tube as (0, 5/18) rather than (0, 1/2).

We can now use this local solution to provide the initial conditions for solving
(3.28)–(3.30) by a fourth–order Runge–Kutta method, and the result is plotted in
Figure 9 (incidentally the solution is not a parabola), in which the characteristics
on the equation (3.5) are also plotted for comparison. The tube lies below the
envelope of characteristics and represents the bounding curve for the fluid with the
surface dry above it.

The shape of the mass tube we have calculated is qualitatively similar to the
mass tube of Figure 2(a), but calculations based on rough measurements in this
kitchen-sink experiment suggest that the rise is about 1

3 of that predicted by our
theory. Viscous drag is a plausible candidate to account for the shortfall, and we
briefly consider its effects. We suppose that a jet of radius a impinges normally
with speed U on a vertical plate and estimate some orders of magnitude for various
properties of the flow. For our experiment U is about 1.8 m s−1 and a = 2×10−3 m
with ν ∼ 10−6 m2 s−1; thus at a distance O(a) from the jet the Reynolds number
is Ua/ν ∼ O(103) and the Froude number is U/

√
ga ∼ O(10). Hence the theory

described in this paper applies to this flow. Now we move away from the jet to a
radial distance R and suppose that the mean velocity has not changed by an order
of magnitude. Then the layer thickness will be H ∼ O(a2/R) and the Froude
number will be U/

√
gH ∼ O(U

p
R/ga2), which is large over the entire range of

our experiment. The reduced Reynolds number, which measures the importance
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Figure VII.4 – (a) Courbes caractéristiques ou chemins de particules obtenus depuis un point

source sur un plan incliné. Les seuls ingrédients physiques présents ici sont l’inertie et la gravité.

(b) Le tube de masse (ligne continue noire) représente la limite physique attendue par un choc

δ. La surface étant supposée sèche à l’extérieur. Ce modèle de choc permet de réduire de 5/9

les valeurs attendues par le modèle précédent qui deviennent alors plus “réalistes”. Toutefois ce

modèle ne tenant pas compte d’une couche limite visqueuse ne semble pas pertinent en regard de

l’expérience. Schémas extraits de la référence [41]

Bien entendu, toute cette littérature des cas les plus visqueux aux fluides parfaits n’observe ni ne

prédit de ressaut hydraulique. Si cela est logique pour une situation très visqueuse où les vitesses sont

toujours sous-critiques, on comprend que les modèles proposés dans une limite faiblement visqueuse

échouent à modéliser la situation expérimentale négligeant, de fait, la formation d’une couche limite

visqueuse, élément qui est, comme on peut s’y attendre après la lecture de la Partie I, absolument

déterminant.

Le ressaut hydraulique formé par un jet impactant verticalement un plan incliné semble donc un

sujet peu référencé. Notre approche consistera donc avant tout en une première étude expérimentale

puis théorique dans le but de défricher ce sujet à la lumière de notre étude sur le ressaut circulaire

horizontal.

Toutefois deux articles publiés par Wilson et al. [116, 111] relatent le cas particulier de jets horizon-

taux ou obliques impactants une surface verticale. Il ne s’agit donc pas ici d’une étude sur plan incliné,

l’angle de la plaque étant laissé constant à 90°, mais on trouve tout de même un certain nombre d’élé-

ments intéressants dans ces publications, susceptibles de nous guider dans notre démarche. Signalons
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également une étude inachevée de Thiffeault et Belmonte qui proposent une approche similaire à celle

développée par Kate et al. pour déterminer la position du ressaut 1.Nous allons maintenant détailler

les éléments les plus pertinents des approches de Wilsonet al. [116, 111].

VII.1.2 Les précurseurs

La situation étudiée par les auteurs est très spécifique ; il s’agit de l’impact d’un jet d’eau horizon-

tal sur divers substrats verticaux, en situation de mouillage partiel. Les effets de tension de surface

s’avèrent donc importants.

Lorsque l’on fait impacter un jet orthogonalement à une surface verticale on peut observer diffé-

rents types d’écoulement comme décrit par Wilson et al. dans [116] :

(i) Écoulement en méandre : lorsque les effets de la tension de surface sont comparables ou do-

minants devant les effets gravitaires on observe un ressaut hydraulique quasiment fermé entouré d’un

bourrelet liquide, le liquide s’écoule ensuite sous forme d’un ruisselet formant des méandres (voir

Fig. VII.5 : (a)).

(ii) Écoulement gravitaire : dans ce cas là les effets gravitaires et inertiaux dominent par rapport

aux effets capillaires. On observe ainsi un ressaut en forme de fer à cheval entouré d’un bourrelet

de liquide. Le liquide s’écoule ensuite sous la forme d’un film liquide relativement mince et toujours

entouré par un bourrelet liquide plus épais (voir Fig. VII.5 : (b)). Ce film liquide est susceptible de se

diviser en aval sous forme de plusieurs ruisselets.

(a)

Occasionally the film would split into two or more rivulets and
also form braided patterns, discussed by Mertens et al. (2005).
The rivulet flow regime involves conditions which give poor
wetting and unsatisfactory spray ball performance. This work
focuses on the gravity flow regime, and we report conditions
where rivulet flow is observed. Understanding the factors influ-
encing the transition between the two regimes is useful, and we
compare the conditions for rivulet flow with the criterion pre-
sented by Hartley and Murgatroyd (1964).

2. Experimental

2.1. Morison and Thorpe’s experiments

The apparatus employed by Morison and Thorpe is described
in detail in their 2002 paper. In brief, a pressurised water supply
fed a spray ball, which had all but one hole blocked off. The
resultant jet was directed horizontally and travelled a distance L
before impinging on a vertical surface. Flow rates and wetting
dimensions were recorded and the patterns photographed.
Mass flow rates varied from 9 to 88 g s!1 and L ranged from
0.09 to 3.0 m.

Morison and Thorpe did not report a complete set of surface
tensions and contact angles for the solutions and substrates
used in their experiments. They reported a surface tension of
31 mN m!1 for their detergent solution (Shell Teepols), mea-
sured relative to distilled water using a capillary. The surface
tension of NaOH solutions used here was 7470.2 mN m!1

(Alvarez et al., 2007). The stainless steel plate was a food grade
material with a 2B finish (0.3–0.5 mm): the acrylic plate had a
smoother finish and was used as received.

Values of the contact angle, b, used in the calculations were
either taken from the literature or estimated by least squares
regression, fitting the model to the experimental data with b
constrained to lie within bounds set by literature values. For
NaOH solutions on stainless steel, b¼351 (Aspentech, 2008); for
water on stainless steel, b¼351 (Boulangé-Petermann et al., 2008
reported a range of 30–371); for water on acrylic (polymethyl
methacrylate), b¼531 (Johnson et al., 1986 reported a range of
52–761). Data were not available for the detergent solution on
acrylic, and a b value of 751 was found to give the best fit for the

model to the experimental data. The above values (of contact
angles) are either averages of the advancing and receding contact
angles, or this information was not specified. In a stable flow the
former is likely to be the relevant value for the region of radial
expansion. In the draining film, particularly in the case of rivulet
flow, the receding contact angle is more likely to be relevant.

2.2. Impinging jets

These experiments were performed by Le in 2010. The bench-
scale apparatus consisted of an elevated 20 L tank holding the test
liquid, which fed a stainless steel cylindrical nozzle with the
following geometry: angle of convergence 451, inlet i.d. 4 mm;
throat diameter, Dt, 1 mm. Liquid flowed under gravity through a
flow control valve, with a pressure gauge upstream of the nozzle.
The pressure drop across the nozzle was used to monitor flow
rates. The 0.50 m supply head gave liquid flow rates from 0.6 to
2.0 g s!1, corresponding to jet Reynolds numbers of 790–2500 at
20 1C. The discharge coefficient for the nozzle was calculated and
was found to increase from 0.56 to 0.75 over this range of jet
Reynolds numbers.

The target surface was held vertical by a frame at a horizontal
distance L from the nozzle. The experiments all featured coherent
jets, i.e. LoLc, where Lc is the jet length at which instabilities of
the jet were first observed. A study of coherent lengths at
different flow rates established that Lc/Dt was related to the
Weber number, We# ru2

j L=g, with uj being the jet velocity and
g the liquid–vapour surface tension. The data gave Lc/Dt$18 We½,
which is consistent with Middleman’s (1995) result for the onset
of capillary instabilities in cylindrical liquid jets.

A stable jet was first established with an interrupter plate
preventing liquid from contacting the target surface. Once the jet
had stabilised, the interrupter plate was removed and the result-
ing flow patterns photographed from the dry side through the
transparent target surface; the camera was co-axial with the jet.
Between photographs, the surface was isolated from the jet by the
interrupter plate and the surface washed with ethanol, then with
acetone, and allowed to dry.

The liquid temperatures were set by heating the liquid
externally before charging it to the holding tank. The water
temperature was measured using a K-type thermocouple, with
an accuracy of 71 K.

R

W

WT

Rc

Rc
R

OO

Fig. 2. Drainage flow patterns observed with a 1 mm diameter horizontal jet from a convergent nozzle. The jet impinged onto a vertical transparent plate. Photographs
obtained with water at 20 1C, taken from the dry side. (a) Glass plate with gravity flow, giving a film of width W. Rc is the external circumferential radius. (b) Perspex plate,
showing rivulet flow with a tail of width WT.

D.I. Wilson et al. / Chemical Engineering Science 68 (2012) 449–460 451

(b)

Whereas knowledge of the film width at the plane of impinge-
ment is sufficient to estimate the falling film width for horizontal
jets, the widest part of the radial flow zone and the associated
film width for non-horizontal jets is located above or below the
plane of impingement, depending on ϕ (see Fig. 8). An empirical
approach is employed here to relate 2Rmax, the maximumwidth of
the falling film, which may be located above or below the plane of
impingement, to 2R. Rmax is a parameter required for estimating
the area wetted by the jet and the stability of the falling film, as
the wetting rate will be a minimum at Rmax.

The results for horizontal jets impinging on glass and Perspex
at higher flow rates (7–93.5 g s!1) in Fig. 17(a) show the data lie
near the locus for Rmax¼2R for lower flow rates. At higher flow
rates the Rmax values lie further from this trend line. All of these

tests exhibited gravity flow in the falling film, with its widest point,
expressed as 2Rmax, being located below the plane of impingement.
The distance down the plane where Rmax was observed varied
between tests. Splashback complicates interpretation of these
results as jet rebound or spray formation reduces the flow rate in
the falling film (and Rmax), but not R (as this is related to the specific
momentum of the film). Fig. 4 indicates that splashback became

Fig. 13. Photographs of flow behaviour for 50 g s!1 jet, dN¼3 mm, impinging on
Perspex at (a) ϕ¼901 (horizontal); (b) ϕ¼451 (downward), (c) ϕ¼1351 (upward).
Ruler markings are 1 mm apart, scale in cm numbers.

Fig. 14. Effect of mass flow rate on impingement zone width, 2R, and height, Zr; R and
Zr are defined in Fig. 1. (a) Horizontal jet, ϕ¼901; (b) downwards inclined jet, ϕ¼451;
(c) upward inclined jet, ϕ¼1311 for glass and ϕ¼1351 for Perspex. Theoretical curves,
oblique model, Eqs. (21) and (24), which include gravity, are shown.

T. Wang et al. / Chemical Engineering Science 102 (2013) 585–601596

Figure VII.5 – Jet horizontal impactant un plan vertical. (a) Ecoulement sous forme de

méandre (les effets capillaires et gravitaires dominent). Le bourrelet entoure entièrement le film

mince. (b) A débits plus élevés nous sommes en situation d’écoulement gravitaire : les effets

gravitaires et inertiaux dominent. On observe un ressaut en fer à cheval entouré d’un bourrelet

liquide. Photographies extraites des références [116, 111].

Les auteurs proposent ensuite un modèle simplifié des références [59, 15], lui même basé sur le

modèle de Watson [114] décrit dans le corps de la Partie I (voir II.2). L’idée de ce modèle est d’estimer

1. Cette approche fut présentée au cours de l’APS DFD de 2008 (voir, http ://mee-

tings.aps.org/link/BAPS.2008.DFD.BK.1).
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la position du choc ou du ressaut en modélisant l’écoulement après le jet, dans la zone interne. Deux

schémas reprenant les différentes notations du problème sont représentés en Fig. VII.6.

(a)

α

−→g

Q

z

x

φ

h

(b)

α

θ

−→ur
−→uθ

Figure VII.6 – Schémas du problème du ressaut sur un plan incliné d’un angle α. Pour le

moment on se contente de α = π/2 dans le cadre du modèle de Wilson et al. . (a) Un jet de

débit Q impacte perpendiculairement un plan incliné d’un angle α via un injecteur de diamètre

interne φ. L’épaisseur du film liquide est notée h. (b) On se repère dans le plan de la plaque

grâce aux coordonnées polaires (r, θ) de centre O correspondant au centre du jet impactant. Les

vecteurs vitesses unitaires correspondants sont notés −→ur et −→uθ.

Dans un premier temps, et pour simplifier au maximum, les auteurs proposent de négliger la gravité

devant l’inertie emportée par le liquide (on présente ici le modèle vu dans [116]). Cela signifie donc que

nous sommes dans une situation analogue à celle du ressaut circulaire hydraulique et que la vitesse

peut être considérée comme invariante selon θ (l’angle de la coordonnée polaire dans le plan de la

plaque voir Fig. VII.6 (b)), le rayon du ressaut attendu sera donc considéré par les auteurs comme lui

aussi invariant selon θ on le notera RJ comme dans le cas du ressaut horizontal. Le terme en vitesse

radial sera donc noté u(r, z) où r est la coordonnée radiale à partir du centre du jet et dans le plan

de la plaque (voir Fig. VII.6 (b))et z la coordonnée orthogonale à la plaque (voir Fig. VII.6 (a)).

Les auteurs se placent à grand r dans une zone où r3 � l3 (avec l la longueur définie dans le modèle

de Watson II.2 à savoir l = 0, 284φRe
1
3 où Re = 2Q

νφ ), le profil de l’écoulement est donc pleinement

établi. Pour des raisons de simplicité on l’approxime par un profil parabolique. Ainsi si l’on note 〈u(r)〉
la vitesse moyenne du liquide dans la zone centrale et que l’on suppose que le profil de l’écoulement

est parabolique on a

〈u(r)〉 = u(r, h)

(
2
z

h
−
( z
h

)2
)
, (VII.1)

où h est la hauteur de liquide selon z. On considère que la contrainte visqueuse a pour forme

σ = η

(
du

dz

)

z=0

≈ 3η
〈u〉
h
, (VII.2)

où η est la viscosité dynamique du liquide. Les auteurs ont donc développé ici les hypothèses et les

équilibres proposés par Bréchet et Néda dans [12].
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On se propose donc de réaliser un bilan de quantité de mouvement. Le flux de quantité de mouve-

ment par unité est donc :

M =

∫ h

0

ρu2dz =
6

5
ρ〈u〉2h, (VII.3)

avec ρ la masse volumique du liquide. Le bilan de quantité de mouvement donne donc, après calcul,

d

dr

[
r〈u〉2h

]
= −5

2
ν
r〈u〉
h

, (VII.4)

avec ν la viscosité cinématique. L’utilisation de la conservation du débit donne Q = 2πr〈u〉h car on

suppose l’écoulement radial. Cela permet d’obtenir l’équation différentielle :

d〈u〉
〈u〉2 = −10π2ν

Q2
r2dr. (VII.5)

Ce qui donne après intégration :

1

〈u〉(r) −
1

〈u〉(r0)
=

10π2ν

Q2

1

3
(r3 − r3

0), (VII.6)

où r0 est la position juste après l’impact. Nous avons considéré que le calcul a été fait pour des

rayons tels que r3 � l3. Nous sommes donc dans un cas où r3 � r3
0. On peut aussi considérer que

〈u〉(r0) � 〈u〉(RJ) (la vitesse d’impact au niveau du jet est de plusieurs mètres par seconde tandis

que la vitesse du liquide au niveau du choc est plutôt de l’ordre du dixième de mètre par seconde).

On obtient ainsi le rayon attendu pour le choc :

R3
J =

3Q2

10π2ν

1

〈u〉(RJ)
. (VII.7)

Ce qui correspond à un résultat similaire à celui de Bréchet et Néda dans [12].

L’originalité de l’approche des auteurs réside dans la condition de choc. L’idée proposée par les

auteurs est en effet d’équilibrer le flux de quantité de mouvement avec les effets de la tension de surface

en particulier sur les conditions de mouillage (pour un rappel sur le mouillage et les angles de contacts

se référer à l’annexe B). Un schéma traduisant cette relation de choc est visible sur la Fig. VII.7. Cette

condition de choc s’écrit donc :

M = γ(1− cosβ), (VII.8)

avec γ la tension de surface et β l’angle de contact entre le liquide et le substrat.

h(r)

u(r, z) r0

RJ

−→γ

β

−→γ

γcosβ

Figure VII.7 – Le profil de vitesse du liquide est considéré comme parabolique. La position du

ressaut est notée RJ et est fixée par l’équilibre entre le flux de quantité de mouvement et les

effets de tension de surface.
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En utilisant cette condition on aboutit à la loi pour le rayon du choc :

RJ =

(
9

50π3

)1/4

Q3/4ν−1/4ρ1/4 (γ(1− cosβ))
−1/4

. (VII.9)

Ce modèle fournit une tendance convenable et un ordre de grandeur satisfaisant pour décrire les

évolutions de la position du choc 2 comme cela est montré sur la Fig. VII.8 issue de [116]. 3 Toutefois

cette figure montre une très grande dispersion des points. Une assez grande incertitude dans les mesures

des angles de contact est aussi rapportée dans le texte.

(a)

when plotted in terms of the dimensionless groups presented above
(Eq. (20)), the data for three different liquid/surface combinations
are strongly correlated. This result suggests that the influence of
contact angle in this regime is weak, which is consistent with
gravity dominating surface tension effects. The dimensional analysis
suggests a relationship of the form EopP0:75

5 (Eq. (22)) and Fig. 10
shows that the data are consistent with

Eo¼ 0:0025
rg
gm2

_m2
! "0:75

¼ 0:0025P0:75
5 ð34Þ

The P4 values for the films in these cases ranged from
3.3$10%10 (detergent solution) to 2.4$10%11 (1 wt% NaOH
solution). Eq. (22) suggests a weak dependence on P4, explaining
why the simple correlation between Eo and P5 in Fig. 10 works
well. Eq. (33) is noteworthy in that it gives an explicit relationship
between the falling film width and the mass flow rate.

Inspection of the data sets also showed a monotonic increasing
function relating Eo to the Reynolds number in the film, Re, but

this is not as useful as (34) since W appears in both Eo and Re. It
was noticeable, however, that the Re values all lay in the laminar
regime, i.e. Re r1500 (Bird et al., 2002), indicating that viscous
forces dominate film flow behaviour.

The minimum wetting rate required to achieve stable film flow
across a surface is an important design criterion for spray ball
systems. The rate is defined as the mass flow rate per unit width;
Morison and Thorpe reported wetting rates Z0.1 kg m%1 s%1,
consistent with the minimum value of 0.11 kg m%1 s%1 for
water at 20 1C given by Hartley and Murgatroyd. Eq. (18) can be
rearranged, with ¼ in place of Z , to give

Eo¼
rg
g

_m2

0:8032ðrm=gÞ0:4g1:2
¼ 1:55P5P0:4

4 ð35Þ

For 1 wt% NaOH solutions, as noted above, P4¼2.4$10%11;
substituting this into (35) gives Eo¼8.8$10%5 P5, which is plotted
in Fig. 10. Morison and Thorpe’s data lie to the right of the locus, as
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Fig. 9. Comparison of predicted (Eq. (15)) and measured size of radial flow region for bench scale tests (Le, 2010) with water on (a) glass and (b) Perspex at different
temperatures. Dashed locus shows line of equality.

Fig. 8. Comparison of wetting angle data reported by Morison and Thorpe with the model prediction (Eq. (16)) for (a) water on stainless steel, b¼351; (b) water on
Perspex, b¼551; and (c) detergent solution on Perspex, b¼751, all at 20 1C.

D.I. Wilson et al. / Chemical Engineering Science 68 (2012) 449–460456

(b)

when plotted in terms of the dimensionless groups presented above
(Eq. (20)), the data for three different liquid/surface combinations
are strongly correlated. This result suggests that the influence of
contact angle in this regime is weak, which is consistent with
gravity dominating surface tension effects. The dimensional analysis
suggests a relationship of the form EopP0:75

5 (Eq. (22)) and Fig. 10
shows that the data are consistent with

Eo¼ 0:0025
rg
gm2

_m2
! "0:75

¼ 0:0025P0:75
5 ð34Þ

The P4 values for the films in these cases ranged from
3.3$10%10 (detergent solution) to 2.4$10%11 (1 wt% NaOH
solution). Eq. (22) suggests a weak dependence on P4, explaining
why the simple correlation between Eo and P5 in Fig. 10 works
well. Eq. (33) is noteworthy in that it gives an explicit relationship
between the falling film width and the mass flow rate.

Inspection of the data sets also showed a monotonic increasing
function relating Eo to the Reynolds number in the film, Re, but

this is not as useful as (34) since W appears in both Eo and Re. It
was noticeable, however, that the Re values all lay in the laminar
regime, i.e. Re r1500 (Bird et al., 2002), indicating that viscous
forces dominate film flow behaviour.

The minimum wetting rate required to achieve stable film flow
across a surface is an important design criterion for spray ball
systems. The rate is defined as the mass flow rate per unit width;
Morison and Thorpe reported wetting rates Z0.1 kg m%1 s%1,
consistent with the minimum value of 0.11 kg m%1 s%1 for
water at 20 1C given by Hartley and Murgatroyd. Eq. (18) can be
rearranged, with ¼ in place of Z , to give

Eo¼
rg
g

_m2

0:8032ðrm=gÞ0:4g1:2
¼ 1:55P5P0:4

4 ð35Þ

For 1 wt% NaOH solutions, as noted above, P4¼2.4$10%11;
substituting this into (35) gives Eo¼8.8$10%5 P5, which is plotted
in Fig. 10. Morison and Thorpe’s data lie to the right of the locus, as
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Fig. 9. Comparison of predicted (Eq. (15)) and measured size of radial flow region for bench scale tests (Le, 2010) with water on (a) glass and (b) Perspex at different
temperatures. Dashed locus shows line of equality.

Fig. 8. Comparison of wetting angle data reported by Morison and Thorpe with the model prediction (Eq. (16)) for (a) water on stainless steel, b¼351; (b) water on
Perspex, b¼551; and (c) detergent solution on Perspex, b¼751, all at 20 1C.

D.I. Wilson et al. / Chemical Engineering Science 68 (2012) 449–460456

Figure VII.8 – Jet impactant horizontalement un plan vertical. Test de la loi présentée en VII.9

pour de l’eau à différentes températures (20, 40, 60 et 80°C) pour deux conditions de mouillage

différentes : (a) eau-verre et (b) eau-Perspex. En ordonnée est représentée le RJ prédit et en

abscisse RJ mesuré dans l’expérience (probablement à l’horizontale par rapport à l’injecteur :

ce que nous définirons plus loin comme Rwidth). Comme on peut le voir l’accord entre théorie

et expérience est convenable. Toutefois on constate une grande dispersion des points et aucune

tendance reproductible en ce qui concerne la température. Pour plus d’informations se reporter

à [116]

Dans un autre article [111] les auteurs se proposent d’améliorer le modèle précédent en ajoutant

un terme dû à la gravité. L’idée est d’améliorer la modélisation et d’essayer de décrire au mieux la

partie supérieure du choc. On se propose donc d’ajouter un terme dans l’équilibre des quantités de

mouvement :
d

dr

[
r〈u〉2h

]
= −5

2
ν
r〈u〉
h

+
5

6
rhg sinα cosθ, (VII.10)

avec α l’angle d’inclinaison de la plaque par rapport à l’horizontale (donc dans le cas des auteurs

α = π/2) et θ la coordonnée polaire dans le plan de la plaque. En utilisant la conservation de la

quantité de mouvement on obtient :

〈u〉d〈u〉
dr

= −10π2ν〈u〉3R2
J

Q2
+

5

6
g sinα cosθ. (VII.11)

Cette équation différentielle ne peut pas s’intégrer simplement analytiquement mais, couplée à

la condition présentée dans l’équation VII.8, elle peut être intégrée numériquement. Le résultat de

2. Là où il a lieu c’est-à-dire dans la partie supérieure, voir Fig. VII.6 (b)

3. Pour autant les auteurs ne précisent pas la manière dont ils choisissent la valeur expérimentale de RJ qui peut

être choisie de différentes manières : par exemple à altitude constante ou entre l’injecteur et le point le plus haut du

ressaut ou encore en moyennant l’ensemble des positions de ressaut visibles... Il ne s’agit pas là d’un point de détail,

la Fig. VII.5 montrant bien que le ressaut ne peut pas vraiment être considéré comme circulaire. La courbe est donc à

interpréter avec prudence.
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cette intégration montre que la contribution du terme de gravité est faible (au mieux de l’ordre de

10 %) et n’est pas suffisante pour décrire la forme du choc visible en Fig. VII.6 (b) 4. Les auteurs

proposent un test pour les équations VII.11 et VII.8. Dans ce cas il est explicitement précisé que le

test expérimental se fait sur le rayon mesuré horizontalement (comme mesurable à l’aide du réglet

dans la Fig. VII.6 (b)). En outre ils se proposent de mesurer l’influence du rayon de l’injecteur qui

n’apparâıt pas explicitement dans les équations. Ces résultats sont visibles en Fig. VII.9.

circular, while that for the downward inclined jet in Fig. 13(b) is
more oblate in shape. The latter flow is noticeably more stable and
the features are better defined than the upwardly inclined jet in
Fig. 13(c). Similar behaviour was observed on glass.

The RFZ dimensions are compared with the oblique jet model
for three cases in Fig. 14: (a) a horizontal jet, ϕ¼901 on glass and

Perspex; (b) a downward jet, ϕ¼451 on glass and Perspex; and
(c) an upward jet inclined at ϕ¼1311 on glass and ϕ¼1351 on
Perspex. The width, 2R, and height, Zr, are compared with the
oblique jet model including the gravity effect (Eqs. (21) and (24))
for water on Perspex and glass. All three plots (and other data sets,
data not presented) show no significant influence of surface nature
on the dimensions of the RFZ. This confirms the finding from the
horizontal jet studies and is an important result for industrial jet
cleaning. For cases where removal of the soil requires large shear
stresses on the soil surface, cleaning will primarily occur in the
RFZ. This study demonstrates that at high flow rates, the shape of
the RFZ will not depend on the chemical nature of the surface and
the jetting system can be designed without a particular detergent/
soil combination in mind. A rough soil surface, however, is likely
to increase the shear stress in the film and reduce R and Z values.
The rheology of the soil layer can also influence the film behaviour
(e.g. Hsu et al., 2011)

Fig. 14(a) shows that the oblique jet model is able to predict
both Zr and 2R with reasonable accuracy for horizontal jets,
particularly when the gravity term is considered. The loci in
Fig. 14(b) and (c) both include the gravity term. The increase in
Zr with increasing flow rate is less strong than the increase in the
width of the film jump, 2R, indicating that the RFZ becomes more
elliptical at higher flow rates.

Similarly good agreement is evident for the downward jet
(ϕ¼451) in Fig. 14(b). Both Zr and 2R are noticeably smaller than
the values in Fig. 14(a), which is due to the smaller fraction of the
total flow being directed upwards after impingement. A large
fraction of the RFZ lay below the plane of impingement in this
case, and the film jump resembled the patterns in Fig. 8. These
results indicate that the oblique jet model is able to describe the
flow patterns created by downward impinging jets, which covers a
large number of instances of interest to industry.

The results for the upward inclined jets (ϕ¼1311 on glass,
ϕ¼1351 on Perspex) in Fig. 14(c) do not show such good agree-
ment between the predicted and measured 2R and Zr values.
Whereas in (a) and (b) 2R4Zr, in (c) 2RoZr. The width of the film
jump at the impingement level, 2R, is consistently underpredicted,
whilst the height, Zr, is overpredicted. The difference between
model and measurements was larger at higher values of ϕ. The
mismatch is attributed to the assumption in the model that the
flow follows radial streamlines, with a component of the gravita-
tional acceleration causing a deceleration in the momentum
balance. The other component of the gravitational acceleration
will cause the streamline trajectory to curve over, giving rise to a
wider film jump (and hence larger value of 2R). This drift in the
streamlines was evident near the plane of impingement and could
be included in the calculation.

The overprediction of Zr for the upward jet is related to the
difficulty in measuring this quantity in practice at higher flow
rates. A large ϕ value results in the bulk of the liquid flowing up
the surface before flowing downwards, and there is noticeable
detachment and spray from the top of the rope. Furthermore, at
higher flow rates, the jet becomes less coherent and the wetted
boundary exhibits unsteady behaviour, so that Zr and Zt vary over
time. Fig. 15 shows an example of the unsteady rope behaviour
observed at higher flow rates. The values of Zr and Zt change from
89 mm to 106 mm and 100 mm to 112 mm, respectively, between
the images. Without further modification, the oblique jet model
provides a conservative estimate of the radial flow region width.

4.4. Relating Rc and Rmax to R

Wang et al. (2013) reported that the width of the wetted region
at the point of impingement, 2Rc, is an important parameter for
estimating the wetting rate in the falling film as well as predicting

Fig. 11. Influence of surface nature on film jump radius, R, for horizontal jet.

(a) Effect of mass flow rate and different nozzle sizes. The line shows the gravity
model (Eq. (8)–(10)) with contact angle β¼901 for 3 mm nozzle.

(b) Comparison of measured R and predicted values, Rp (Eqs. (8)–(10)), using
measured static contact angles: β¼391 on glass; β¼72.51 on Perspex.

(c) Comparison of measured R and predicted values, Rp (Eqs. (8)–(10)), using β¼901.

T. Wang et al. / Chemical Engineering Science 102 (2013) 585–601594

Figure VII.9 – Jet impactant horizontalement un plan vertical. Test de la loi présentée en

VII.9 pour de l’eau dans deux conditions de mouillage différentes : eau-verre et eau-Perspex.

Trois différents diamètres d’injecteurs sont testés. En ordonnée est représenté le RJ prédit et

en abscisse RJ mesuré dans l’expérience à l’horizontale par rapport à l’injecteur (ce que nous

définirons plus loin comme Rwidth). Comme on peut le voir l’accord entre théorie et expérience

est assez mauvais : en particulier en ce qui concerne les petits angles de contact. On remarque

en outre que le diamètre de l’injecteur ne semble avoir aucune importance (il n’apparâıt pas

explicitement dans les équations). Pour plus d’informations se reporter à [111]

On retiendra de la Fig. VII.9 principalement deux choses :

(i) le modèle proposé n’est pas apte à décrire la position du choc, en tout cas à petit angle de

contact liquide-solide. Il prédit toutefois un ordre de grandeur raisonnable.

(ii) Un nouveau paramètre est testé : le rayon de la buse. Ce paramètre, comme dans le cas

horizontal, ne semble agir que de manière marginale. Son influence semble donc être négligeable.

VII.1.3 Conclusion

En définitive, l’impact d’un jet sur un plan incliné semble être un sujet très ouvert tant expérimen-

talement que théoriquement. Il n’existe à ce jour pas de modèle convaincant et les données disponibles

dans la littérature sont réduites. Pourtant le sujet apparâıt comme important tant du point de vue

fondamental (l’impact d’une brisure de symétrie sur un ressaut hydraulique circulaire) que du point

de vue appliqué (les articles publiés par Wilson et al. [116, 111] évoquent par exemple l’utilité de leur

dispositif en terme de nettoyage de surface dans un cadre industriel mais on peu aussi penser aux

différentes problématiques liées à l’enduisage d’une surface ou son refroidissement). Nous allons donc

nous attacher à poser les premiers jalons d’une compréhension de ce phénomène à l’aide d’un dispositif

expérimental simple et de modèles théoriques élémentaires.

4. La différence entre théorie et expérience est aussi visible dans les figures de l’article [111] et en particulier dans la

figure 12 de cet article.
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VII.2 Description de l’expérience

VII.2.1 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est décrit sur la Fig. VII.10. Ce dispositif est assez analogue au précédent

à savoir : un jet de liquide issu d’un tube vertical (de diamètre φ variable) impacte un plan incliné

repéré par rapport à l’horizontal par un angle α. Ce plan est une plaque carrée de 40 cm de côté

(nous reviendrons plus loin sur la nature du substrat) placée à une distance de 3 mm de la sortie de la

buse. Il est très important de minimiser autant que possible cette distance afin de limiter le risque de

déflexion du jet sous l’effet de la gravité. Un réglage fin et continu de l’angle α est possible grâce à un

système de tige de poussée reliée à une vis sans fin. Ce dispositif expérimental permet ainsi d’accéder

à un angle d’inclinaison pour la plaque compris entre 0 et 90°. L’estimation de l’angle se fait à l’aide

d’un inclinomètre numérique Fisco Solatronic. La valeur des angles est connue avec une erreur de

±0, 1°.
Le liquide s’écoule jusqu’en bas de la plaque où il est récupéré dans une gouttière (sans contact

avec la plaque) puis réinjecté directement dans le circuit.

Pour injecter le liquide on utilise une pompe à engrenage similaire à celle utilisée dans la partie

précédente : Micropump 75211-30 munie elle aussi d’une tête de pompe Micropump 81111. Ce dispositif

d’injection ne présente a priori pas de pulsation visible du débit. Cette pompe offre en outre le précieux

avantage de posséder une commande et un affichage numérique. Cela permet, après un étalonnage

par pesée de contrôler directement le débit injecté et de s’affranchir de l’utilisation d’un débitmètre.

La gamme de débits accessible est comparable à celle utilisée dans la partie précédente à savoir

typiquement : 5-60 cm3/s−1. L’erreur sur les valeurs indiquées de débit est ici encore de l’ordre de

±0.25 cm3.s−1.

VII.2.2 Liquides et substrats utilisés

Les expériences d’impact d’un jet sur un plan incliné ont été menées, comme cela a déjà été évoqué

précédemment avec différentes conditions de mouillage : mouillage total, mouillage partiel et mouillage

quasi-nul. Le choix des liquides couplé à celui des substrats est bien entendu un excellent moyen de

faire varier ces conditions de mouillage. 5

Nous avons choisi pour étudier le mouillage total d’utiliser de l’huile silicone 20 cS sur du verre

(voir dans la partie précédente le paragraphe qui y est consacré : III.2.1). 6

En ce qui concerne le mouillage partiel, il est bien évident que le couple liquide le plus simple

reste le couple eau/verre. Nos expériences sont donc réalisées avec de l’eau distillée sur une plaque de

verre 7.

Pour ce qui est de la situation de non mouillage nous avons aussi utilisé le liquide le plus simple

et le plus susceptible d’offrir un grand angle de contact avec le substrat, à savoir l’eau distillée. Mais

nous avons utilisé comme substrat une plaque de cuivre traitée super-hydrophobe par la technique

décrite dans l’Annexe C.

5. Pour un rappel rapide sur la question du mouillage et des lignes de contact on consultera l’annexe B.

6. Le liquide qui est utilisé possède donc une viscosité cinématique ν de 20,4 ±0, 6 cS, une masse volumique ρ de 950

(kg/m3) et une tension de surface γ de 20,6 (mN/m).

7. ν ∼ 1 cS, ρ ∼ 1000 (kg/m3) et γ ∼ 70 mN/m
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(1)
(2)

(6)
α (3)

(4)

(5)

Figure VII.10 – Schéma explicatif du dispositif expérimental utilisé. Le dispositif expérimental

se décrit ainsi d’amont en aval : une pompe à engrenage (2) aspire le liquide dans le bidon de

stockage (1). La pompe à affichage numérique (2) alimente directement une buse (4) de diamètre

φ. Le jet impacte une plaque de verre de 40 cm de côté (5) pour former un ressaut hydraulique.

Le liquide s’écoule ensuite sur la plaque jusqu’à la gouttière de récupération (6) qui alimente

ensuite le bidon de stockage (1). Lorsque l’on n’utilise pas une pompe volumétrique à affichage

numérique, un débitmètre numérique (3) vient compéter le dispositif.

VII.2.3 Visualisation

La visualisation du ressaut hydraulique incliné s’avère encore une fois difficile. Les mêmes raisons

que celles développées dans la partie précédente (voir III.3) peuvent être évoquée : la nécessité d’éviter

le dispositif d’injection et le jet liquide. Mais dans le cas présent la structure observée est plus compli-

quée. Dans le cas précédent nous avions uniquement le ressaut circulaire hydraulique à observer. Pour

ce dispositif il faut aussi tenir compte du bourrelet liquide qui masque en partie la lumière venue des

côtés.

Nous allons donc travailler, lorsque cela est possible (c’est-à-dire lorsque le substrat est transparent

ce qui est le cas pour le mouillage partiel et total mais pas dans le cas du non mouillage où le substrat

est opaque), cette fois encore en filmant le dispositif par en dessous. On utilisera donc à nouveau

un miroir incliné à 45° sous la plaque pour pouvoir filmer à une distance de quelques dizaines de

centimètres à l’aide d’une caméra 8 munie d’un zoom 12,5 - 75 mm et un jeu de bagues allonges. Un

schéma de ce dispositif d’acquisition est présenté en Fig. VII.11.

8. Dans un premier temps analogique et tout dernièrement numérique. Cela explique certaines différences d’images.
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(a)

(b)

(c)

(d)

α

(e)

Figure VII.11 – Schéma décrivant la technique de visualisation : le dispositif est éclairé par un

néon circulaire (a) de manière à éclairer les bords du ressaut et à les rendre lumineux à l’image.

On utilise la plupart du temps une plaque de verre (b) (donc transparente) afin d’acquérir les

images par en dessous et ce au travers d’un simple miroir (c) à 45° qui réfléchit l’image vers

la caméra (d). A ce dispositif est ajouté un écran diffuseur (e) constitué d’une page de papier

quadrillée ou plus simplement recouverte de lignes parallèles.

La question de l’éclairage est, comme on l’a dit, assez délicate. Les liquides utilisés sont transpa-

rents et la structure observée assez complexe. On a donc choisi d’utiliser à nouveau un néon circulaire

mais que nous avons cette fois couplé à un écran diffuseur au dessus du néon. Cet écran est simple-

ment constitué d’une page de papier quadrillée ou plus simplement recouverte de lignes parallèles.

L’impression de ces motifs qui seront réfractés par le liquide permet d’observer précisément les zones

à changement de pentes 9. On obtient ainsi des images bien contrastées et facilement interprétables.

Quelques exemples de ces images sont présentés en Fig. VII.12.

Il est nécessaire de trouer ces feuilles pour permettre à l’injecteur de traverser l’écran diffuseur.

C’est la raison pour laquelle on observera des zones noires autour de l’injecteur (voir par exemple

Fig. VII.12) : ces zones noires sont les fentes effectuées afin de permettre à l’injecteur de traverser la

feuille. On n’en tiendra donc pas compte.

Bien évidemment il est nécessaire de faire en sorte que le dispositif de visualisation (miroir, ca-

méra, néon et cache) soit “embarqué”, c’est-à-dire qu’il soit solidaire du dispositif expérimental et qu’il

s’incline du même angle que la plaque et l’injecteur.

VII.2.4 Traitement d’image

Malheureusement, il n’a pas toujours été possible de travailler sur des substrats transparents. En

particulier le traitement superhydrophobe étant réalisé sur une plaque de cuivre le substrat est par dé-

finition opaque. 10 Nous avons donc observé le ressaut également de côté. Afin de redresser les images

nous avons utilisé un plugin de redressement d’image (pour le logiciel ImageJ) réalisé par Adrian

Daerr. Nous montrons en Fig. VII.13 l’effet du plugin. Comme on peut le constater sur cette figure

9. Bien que ce dispositif soit, en l’état, trop rudimentaire pour mesurer des épaisseurs. Par ailleurs, l’idée de me-

surer des angles et des épaisseurs à l’aide d’un tel motif constituerait une amélioration importante de notre dispositif

expérimental et permettrait de nouvelles mesures nécessaires à la confirmation de certaines de nos hypothèses.

10. La possible utilisation d’une grille de cuivre permettant d’obtenir un substrat partiellement transparent n’est pas

satisfaisante : le liquide s’écoule sous la grille pour des forts débits.
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(a) (b)

(c) (d)

g

g g

g

ligne de contact effective

ligne de contact

ressaut hydraulique

Figure VII.12 – Exemples d’images obtenues à l’aide de notre dispositif. Deux situations de

mouillage sont illustrées : le mouillage total (a) et (b) et le mouillage partiel (c) et (d). Dans

ces deux situations de mouillage on compare la situation à petit et à grand angle : la figure (a)

correspond à 14°, la figure (b) à 59°, la figure (c) à 2,5° et la figure (d) à 75°. Dans les deux

situations on travaille à débit constant : en mouillage total Q = 12, 3 cm3/s et en mouillage

partiel Q = 22, 1 cm3/s. Le disque noir correspond à l’injecteur, la première ligne blanche depuis

l’injecteur au ressaut hydraulique et la seconde à la ligne de contact (voir une image similaire sur

la Fig. III.3). Sur ces images on peut voir le ressaut hydraulique fermé dans le cas des faibles

inclinaisons et ouvert pour les fortes inclinaisons. On observe en outre une ligne de contact

effective dans le cas du mouillage total ainsi qu’une ligne de contact en mouillage partiel. Dans

le cas du mouillage partiel on observe une zone noire autour de l’injecteur. Il ne s’agit en réalité

que d’une déchirure du papier constituant l’écran.

l’effet du plugin ne semble visuellement pas très impressionnant. Il est pourtant nécessaire sous peine

de commettre des erreurs de mesure.

Comme on peut le voir sur la Fig. VII.13 certaines images sont bruitées : les positions du ressaut

et de la ligne de contact fluctuent autour de leurs positions moyennes en particulier dans les cas de

forte inclinaison. Pour résoudre ce problème on enregistre plusieurs images que l’on moyenne ensuite.

Ce sont ces images moyennées que l’on redresse et sur lesquelles on travaille.
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image originale image redressée

g

Figure VII.13 – Redressement d’une image via notre plug-in sous imageJ. Dans le cas du

ressaut sur substrat super hydrophobe on ne peut acquérir les images par en dessous puisque la

plaque est opaque. Il est donc nécessaire d’utiliser un plug-in de redressement. L’image originale

a été prise sur une plaque inclinée de α = 90° à un débitQ = 41, 4 cm3/s.

VII.2.5 Longueurs étudiées

Au cours de ce chapitre nous étudierons, pour simplifier au maximum les mesures quantitatives,

principalement deux grandeurs caractéristiques (dans le plan de la plaque) : Rtop qui est la distance

entre le centre de l’injecteur et le ressaut supérieur (rayon parallèle à la projection de −→g dans le plan

de la plaque) et Rwidth qui est la distance entre le centre de l’injecteur et le ressaut à même altitude

(rayon vertical à la projection de −→g dans le plan de la plaque). Ces éléments sont visibles sur la

Fig. VII.14.

Nous serons aussi amenés à considérer l’épaisseur w du bourrelet liquide situé entre le ressaut

et la ligne de contact (effective dans le cas du mouillage total). On définira ainsi deux mesures :

wtop l’épaisseur du bourrelet dans le prolongement de Rtop, et wwidth l’épaisseur du bourrelet dans le

prolongement de Rwidth.
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g

Rtop

Rwidth

wtop

wwidth

Figure VII.14 – Définition des longueurs étudiées. On définit Rtop comme la distance entre le

centre de l’injecteur et la position du ressaut hydraulique de plus haute altitude. On définit Rwidth

comme la distance entre le centre de l’injecteur et le ressaut hydraulique à altitude constante.

wtop et wwidth correspondent aux épaisseurs de bourrelet respectivement en continuation de Rtop

et de Rwidth. La photographie a été prise pour α = 70° et Q = 35, 8 cm3/s en situation de

mouillage total.
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Chapitre VIII

Ressaut sur plan incliné en

mouillage total

VIII.1 Premiers résultats en mouillage total

Muni de ces outils nous allons donc commencer par étudier le cas du mouillage total. Cette étude a

deux motivations : la première est que la situation de mouillage total est la plus directement comparable

avec ce que nous avons présenté dans la partie précédente. Nous sommes, comme dans le cas précédent

dans le cas d’un liquide visqueux qui ne démouille pas.. La deuxième motivation provient du constat

que les modèles proposés par Wilson et al. . reposent sur le fait que, dans une situation d’impact

d’un jet sur un plan fortement incliné, la condition de choc entre fin film et bourrelet liquide se

résume à l’équilibre entre inertie et tension de surface. On s’attend donc à l’absence de choc dans le

cas du mouillage total où la tension de surface n’exerce aucune force de rappel. On aurait ainsi un

écoulement purement gravitaire comme ce qui a été présenté par Edwards et al. [41] et donc sans

ressaut hydraulique et sans choc.

On a pu le voir sur les premières images présentées dans la section concernant le dispositif expé-

rimental et on le verra dans les Fig. VIII.1 et Fig. VIII.2, on observe bien, tout de même, un ressaut

dans le cas de l’impact d’un jet sur un plan incliné. Les modèles présentés jusqu’à présent ne sont donc

pas susceptibles de décrire notre situation. Nous allons donc proposer ici une première caractérisation

expérimentale de ce ressaut hydraulique.

VIII.1.1 Forme du ressaut

On se propose dans un premier de temps d’observer la forme de notre ressaut hydraulique.

Si l’on se place à débit constant et que l’on fait varier l’angle α de la plaque on peut observer les

structures présentées en Fig. VIII.1.

Qualitativement on constate que pour les faibles inclinaisons le ressaut est fermé et entoure entiè-

rement l’injecteur. A mesure que l’on augmente l’inclinaison on observe une disparition progressive du

ressaut dans la partie aval jusqu’à ce que le choc n’apparaisse plus que dans la partie amont et que le

liquide s’écoule en film à peu près homogène dans la partie aval. Ainsi entre 10° et 20° on observe que

le ressaut s’ouvre légèrement au point le plus bas. Pour s’ouvrir finalement entièrement autour de 60°.
On observe aussi que Rwidth varie assez peu sur l’ensemble de la gamme d’angles présentée ici

tandis que Rtop diminue presque d’un facteur 2. Les courbures du front changent donc avec l’angle

143
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α = 5◦

α = 30◦

α = 60◦

α = 10◦

α = 40◦

α = 70◦

α = 20◦

α = 50◦

α = 80◦

α = 90◦

Figure VIII.1 – Photographies prises de dessous de ressaut hydraulique sur plan incliné en

mouillage total à débit fixé (Q = 14, 8 cm3/s) pour 10 angles d’inclinaison α différents (5° puis

tout les 10° entre 10° et 90°). Le diamètre de l’injecteur est ici de φ = 3 mm. On constate que

pour les faibles inclinaisons le ressaut est fermé puis qu’il s’ouvre progressivement en augmentant

α. On constate aussi un rétrécissement de l’épaisseur du bourrelet avec l’augmentation de l’in-

clinaison. A première vue les variations de Rwidth semblent très faibles tandis que les variations

de Rtop sont importantes.

entre 5 et 90°.
Si l’on fixe maintenant l’angle et que l’on augmente le débit on peut observer les structures pré-

sentées en Fig. VIII.2.
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Q = 7, 0 cm3/s

Q = 26, 4 cm3/s

Q = 44, 9 cm3/s

Q = 16, 7 cm3/s

Q = 35, 8 cm3/s

Q = 54, 9 cm3/s

Figure VIII.2 – Photographies prises du dessous de ressaut hydraulique sur plan incliné en

mouillage total angle d’inclinaison fixé (α = 14°) pour 6 débits différents (7 ; 16,7 ; 26,4 ; 35,8 ;

44,9 ; 54,9 cm3 : s ). Le diamètre de l’injecteur est ici de φ = 3 mm. On constate que pour les

faibles débits le ressaut est fermé puis qu’il s’ouvre progressivement en augmentant Q.

On a choisi volontairement un angle faible où le ressaut était susceptible d’être fermé. Comme on

peut le voir, à mesure que l’on augmente le débit le front aval s’ouvre progressivement si bien qu’entre

le plus petit débit (7,0 cm3/s) et un débit intermédiaire (35,8 cm3/s) le front semble s’être ouvert en

aval.

Comme on peut le constater il n’est pas aisé de définir un couple (α,Q) pour lequel on observe une

ouverture du ressaut. Nous avons donc renoncé à quantifier cette transition entre un ressaut fermé et

un ressaut ouvert.

Cependant on peut essayer d’interpréter qualitativement ce phénomène d’ouverture aval du res-

saut :

En aval le liquide décélère en raison des contraintes visqueuses qui s’exercent sur lui mais accélère

en raison de la gravité. On peut donc supposer que lorsque la gravité est suffisamment forte le liquide

ne passe jamais en zone sous critique et s’écoule toujours dans un régime super critique jusqu’au bord

de plaque. Cela est assez cohérent avec les résultats présentés dans les Fig. VIII.1 et Fig. VIII.2 :

Sur la Fig. VIII.1 on constate que lorsque la gravité augmente on observe bien une ouverture de
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plus en plus large en aval du ressaut. Plus on incline la plaque plus l’accélération due à la gravité est

forte dans la zone aval jusqu’à ouvrir entièrement le front inférieur.

La Fig. VIII.2 présente elle aussi une certaine cohérence avec le phénomène proposé : en effet plus

on augmente le débit plus l’inertie du liquide au niveau de l’impact du jet est importante et plus elle

mettra du temps à s’atténuer (du point de vue d’une particule de fluide) ; 1 et donc, plus le liquide

mettra de temps à ralentir plus les effets de l’accélération de la gravité seront importants. Cela peut

expliquer pourquoi plus les débits sont élevés moins le ressaut aval est marqué pour aller jusqu’à

s’ouvrir.

Toutefois un autre phénomène est susceptible d’intervenir : il est possible que le ressaut hydraulique

devienne tout simplement instable à mesure que la gravité augmente. Dans ce cas le choc pourrait être

advecté vers l’aval sous forme d’onde de surface. La Fig. VIII.3 montre en effet la présence importante

d’ondes de surface en aval.
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Figure VIII.3 – Front d’ondes en aval d’un ressaut sur un plan incliné en mouillage total.

La structure de ces ondes est assez complexe. Il est possible que le ressaut aval soit instable et

advecté sous forme d’ondes...

VIII.1.2 Bourrelet macroscopique et ligne de contact effective

Si l’on cherche à décrire la structure découlant de l’impact d’un jet on observe certes un film mince

puis un choc que nous appelons ressaut hydraulique mais nous avons vu dans la partie précédente que

ce ressaut était aussi influencé par la partie “externe” (c’est-à-dire la zone sous-critique). Il est donc

important dans notre cas d’observer et de chercher à décrire cette zone sous critique.

Comme on peut le voir sur les images de la Fig. VIII.1 pour α > 30◦ 2, on observe un bourrelet

liquide qui entoure le ressaut. Ce bourrelet liquide est lui même défini par une épaisseur w séparant

la position du choc d’une position où l’épaisseur de liquide cesse d’être macroscopique. On observe

donc une “ligne de contact effective” délimitant la zone où l’épaisseur de liquide est macroscopique

d’un éventuel film précurseur à l’échelle micro voir nanoscopique.

Cette “ligne de contact effective” est bien visible sur les images (nous l’avons par exemple signalée

sur la la Fig. VII.12 mais on peut également l’observer sur la Fig. VIII.1) et l’on peut s’étonner de cette

transition brutale entre deux échelles. Ce raccordement se traduit en effet par un “angle de contact

1. Ce raisonnement n’est pas spécifique au cas incliné, il s’applique aussi au cas horizontal et explique que le rayon

croisse avec le débit.

2. Ce bourrelet liquide est bien sûr visible pour des inclinaisons plus faibles. Il n’est simplement pas visible dans le

champ des images présentées ici. Nous pouvons même l’observer pour des angles α autour de 2,5°.
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effectif” comme cela est visible sur la Fig. VIII.4.

Figure VIII.4 – Vue de côté d’un ressaut hydraulique sur plan incliné en situation de mouillage

total. Sur cette photographie on peut observer un “angle de contact effectif” séparant une zone

où le film liquide est macroscopique et une zone où il est micro voir nanoscopique. On voit cette

“ligne de contact effective” tout le long de l’écoulement.

Cet “angle de contact” statique est assez inattendu dans un cas de mouillage total. 3

Sur l’axe central (c’est-à-dire l’axe selon Rtop), on constate que l’interface est presque horizon-

tale pour un angle d’inclinaison α en dessous de 60°. ll semble alors, qualitativement, que “l’angle

de contact” β au niveau de r = Rtop + wtop corresponde grossièrement à l’angle d’inclinaison de la

plaque : β ≈ α aux petits angles. 4

Notons également qu’on observe cet angle de contact effectif tout le long du bourrelet liquide (par

exemple pour Rwidth+wwidth) (voir Fig. VIII.4). La Fig. VIII.5 montre en effet que la ligne de contact

est visible sur tout l’écoulement et la déformation du motif quadrillé montre que “l’angle de contact”

demeure important tout le long de cette ligne de contact.

Nous ne savons pas encore ce qui fixe la valeur de cet angle de contact effectif inattendu et son

évolution le long du bourrelet. Cet effet mériterait une étude approfondie à part entière.

VIII.1.3 Les lois rayon-débit

Il est temps maintenant de faire intervenir des éléments plus quantitatifs afin de permettre une

meilleure appréhension du phénomène. On se propose donc de tracer Rtop et Rwidth respectivement

en fonction du débit Q à angle constant et en fonction de l’angle α à débit constant.

À α constant

3. La seule trace d’angle de contact effectif en cas de mouillage total est le cas d’un angle de contact dynamique lors

de l’avancé d’une couche de liquide en mouillage total.

4. Des mesures sont en cours afin de mesurer et de préciser l’évolution de cet angle de contact effectif β en fonction

de l’angle d’inclinaison de la plaque.
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Figure VIII.5 – Sur cette photographie prise de dessous d’un ressaut sur plan incliné en

mouillage total on observe la ligne de contact “effective” séparant l’écoulement macroscopique

d’un film précurseur.

Dans un premier temps on travaille à angle d’inclinaison constant en faisant varier le débit sur

toute la gamme accessible. L’injecteur a un diamètre intérieur φ de 3 mm. Les mesures sont reportées

sur la Fig. VIII.6.

Une première constatation est que, comme on peut le voir sur la Fig. VIII.6, la dépendance en

angle ne semble pas très marquée 5.

En ce qui concerne Rtop on constate que quel que soit l’angle d’inclinaison on observe une loi

rayon-débit similaire à celle observée dans la Partie I. C’est-à-dire qu’à angle fixé l’ensemble des points

expérimentaux s’ajuste très bien sur une loi de puissance, de préfacteur et d’exposant très proches de

ceux obtenus pour le même liquide dans le cas du ressaut horizontal. On trouve un exposant commun à

toute ces lois de puissances, indépendant de l’inclinaison, et très proche de 5/8 (pour mémoire on avait,

dans le cas du ressaut horizontal, des exposants effectifs de l’ordre de 3/4 : voir III.6). Cet exposant

commun est particulièrement bien visible sur la Fig. VIII.7 qui correspond à la représentation log-log

des courbes représentées en Fig. VIII.7 (a).

Pour Rwidth, on constate une dépendance en inclinaison bien plus faible que dans le cas de Rtop

et à nouveau un comportement très similaire au cas horizontal (une loi de puissance d’exposant et de

préfacteur proche de ceux obtenus dans le cas horizontal modélisera bien chaque courbe à α donné).

Les points expérimentaux peuvent être ajustés par des lois Rwidth ≈ f(α)Qc avec f(α) une fonction

dépendant faiblement de l’inclinaison α du substrat et c un exposant commun. Cet exposant c est de

l’ordre de 0,7 c’est-à-dire un exposant entre 5/8 et 3/4. On peut aussi observer cet exposant sur la

Fig. VIII.7 (b) en log-log.

5. Nous reviendrons plus précisément sur cette question dans les paragraphes suivants.
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Figure VIII.6 – Rayons caractéristiques du ressaut sur un plan incliné en situation de mouillage

total (Rtop et Rwidth) en fonction du débit pour plusieurs angles d’inclinaison du plan (α variant

de 5 à 90°). L’injecteur a un diamètre interne de φ = 3 mm. (a) Rtop en fonction de Q les lois

R(Q) semblent suivre des comportements similaires quel que soit l’angle utilisé. (b) Rwidth en

fonction de Q : on constate la faible dispersion des points. Rwidth semble extrêmement peu

dépendant de l’angle. La tendance de Rwidth semble extrêmement similaire à celle de Rtop. Le

liquide utilisé est une huile silicone 20 cS.

Sur la Fig. VIII.7 on peut donc observer les variations de Rtop et Rwidth en représentation log-log.

Les variation de Rtop suivent une loi de puissance en 0, 64±0, 02 et ce pour tous les angles α considérés.

Cet exposant est très proche de 5/8 (= 0, 625). En ce qui concerne Rwidth on remarque que les points

s’écartent très légèrement d’une loi de puissance en 5/8. En effet, l’exposant commun aux différents

angles est 0, 68±0, 02. Toutefois on peut considérer en très bonne approximation que Rtop et Rwidth se

décrivent très bien par une loi en Q5/8. C’est un premier résultat important : à angle donné il semble

donc, comme on pouvait l’observer sur la Fig. VIII.2, que la structure est globalement conservée en

augmentant le débit. En tout état de cause le rapport d’aspect Rtop/Rwidth est indépendant du débit

(et ne dépend que de l’angle d’inclinaison de la plaque).

Une loi en Q5/8 est un résultat très paradoxal. En effet ce résultat fait directement écho à la loi

d’échelle proposée par Bohr et al. (voir II.3 et en particulier l’équation II.61) et prédisant exactement

le même exposant pour le débit. Pourtant, nous l’avons vu, cette loi ne fonctionnait clairement pas

dans le cas du ressaut horizontal du fait des corrections logarithmiques. Nous sommes donc devant

une contradiction apparente : la loi d’échelle de Bohr et al. ne fonctionne pas dans le cas horizontal

“simple” mais apparâıt comme correcte dans le cas incliné, pour laquelle elle n’est pas spécifiquement

prévue. 6

À Q constant

6. Ce résultat peut probablement s’expliquer par les conditions limites qui sont radicalement différentes dans les

deux cas : dans le cas horizontal les conditions aux limites sont imposées par la géométrie axisymétrique tandis que

dans le cas incliné les conditions aux limites sont peut-être plus libres de s’ajuster. Nous reviendrons sur ces questions

dans les paragraphes concernant les éléments de modèle que nous proposons.
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Figure VIII.7 – Représentation en log-log de l’ensemble de données présenté en Fig. VIII.6 :

Rtop et Rwidth en fonction de Q pour des angles d’inclinaisons variant de 5 à 90°. Les lignes

noires correspondent à Q5/8. (a) Les lois Rtop(Q) sont des lois de puissances en 5/8 pour tous les

angles étudiés. (b) Les lois Rwidth(Q) s’assimilent à des lois de puissance en 0,68 et ce quelle que

soit l’inclinaison. On visualise particulièrement bien la faible dispersion des valeurs de Rwidth

en fonction de l’angle.

On se propose maintenant de tracer les données présentées dans les figures Fig. VIII.6 et Fig. VIII.7

mais cette fois-ci à débit fixé en faisant varier l’angle d’inclinaison de la plaque. On obtient alors pour

Rtop et Rwidth les graphes présentés en Fig. VIII.8.

La Fig. VIII.8 nous permet de quantifier ce que nous avions entrevu qualitativement sur la

Fig. VIII.6 à savoir la faible influence de la gravité sur la position du ressaut dans le cas d’un impact

sur un plan incliné. Cette représentation nous permet de déterminer la fonction de α servant de pré

facteur à la loi en Q5/8 décrivant les variations de Rtop. Comme on peut le constater cette fonction va-

rie lentement et n’est pas triviale. On ne peut en particulier pas utiliser les fonctions trigonométriques

de manière intuitive. A défaut d’une description “physique” on se contente d’une description en loi de

puissance : le préfacteur décrôıt en α−0,2 sur la gamme représentée. Cette décroissance représente, sur

l’ensemble de la gamme d’angle, une variation de 45% par rapport à la valeur à 5°.
La Fig. VIII.8 (b) permet de déterminer la fonction de α préfacteur de la loi décrivant cette fois les

variations de Rwidth. Comme dans le cas précédent, on se contente de décrire les variations de Rwidth

en fonction de α par une loi de puissance en α−0,05. On constate environ 15 % de variation entre les

deux points extrêmes de la courbe. Par la suite, dans nos tentatives de modèles, on considérera que

Rwidth est indépendant de α ce qui semble assez justifié à l’ordre 1.
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Figure VIII.8 – Le jeu de données présenté précédemment est maintenant présenté comme

Rtop et Rwidth en fonction de l’angle d’inclinaison α pour des débits allant de 7 à 54, cm3/s.

(a) Rtop en fonction de α : aucune tendance utilisant des fonctions trigonométriques ne semble

apparâıtre. Toutefois si l’on ajuste les points par des lois de puissance on trouve que toutes

les courbes correspondent à une même loi en puissance -0,2 avec des préfacteurs différents. (b)

Rwidth en fonction de α : de la même manière aucune tendance simple utilisant des fonctions

trigonométriques ne semble apparâıtre. En ajustant les points par des lois de puissance on trouve

que toutes les courbes correspondent à une même loi en puissance -0,05 avec des préfacteurs

différents. Cela confirme bien notre observation d’une très faible dépendance en α pour Rwidth.

VIII.1.4 Ecoulement dans le ressaut

Cette dernière remarque tend à suggérer que l’influence de l’inclinaison est très faible pour Rwidth.

Il est donc tentant de considérer que l’écoulement dans la zone interne change assez peu avec α, voire

que cet écoulement reste radial, même en cas de forte inclinaison. Est-ce que cela est vrai pour toute

la partie supérieure du ressaut ? Pour répondre à cette question on injecte des bulles dans le ressaut.

On obtient alors les structures de l’écoulement présentées en Fig. VIII.9.

Comme on peut le voir sur la Fig. VIII.9 l’écoulement reste parfaitement radial dans la zone

interne (on ne mesure pas plus de 4° d’écart par rapport à une ligne de courant radial). On retrouve ce

résultat pour toutes les inclinaisons et pour toutes les directions vers l’amont. Vers l’aval on voit que

l’écoulement est radial puis se courbe pour suivre la gravité. Cela explique la proximité des résultats

obtenus avec le cas simple du ressaut sur plan horizontal : dans la zone interne l’écoulement est

quasiment inchangé. En ce qui concerne la zone sous critique (ou externe), on voit que l’écoulement

est principalement gravitaire. Ce n’est pas une surprise : si l’on considère que le nombre de Froude est

du même ordre que dans le cas horizontal on s’aperçoit que le nombre de Froude au carré qui compare

les effets inertiaux aux effets de la gravité est petit devant 1 dans la zone externe.

On considérera donc pour nos tentatives de modèle que l’écoulement est radial .
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(a) α = 15◦

g

(b)

α = 70◦

g

Figure VIII.9 – Vues du dessous du ressaut hydraulique sur plan incliné en mouillage total

pour deux angles d’inclinaisons : (a) 15° et (b) 70° et à débit constant : Q = 26, 4 cm3/s. Des

traceurs ont été injectés dans la solution et permettent de suivre les lignes de courant. Comme

on peut le voir les lignes de courants sont radiales dans la zone interne, même en cas de forte

inclinaison. La situation au delà du choc est, elle, beaucoup plus difficile à décrire. On observe

en outre qu’en aval les lignes de courants se courbent lorsqu’elles sont suffisamment éloignées

du jet.

VIII.2 Un premier modèle en mouillage total

On cherche ici à construire un premier modèle pour le ressaut sur plan incliné. Pour plus de sim-

plicité on se concentrera sur Rwidth et Rtop. Cela nous permettra de ne considérer que deux situations

pour la gravité : dans le cas de Rwidth la gravité ne s’oppose pas à l’écoulement tandis que dans le

cas de Rtop elle s’y oppose frontalement. L’idée en étudiant uniquement ces deux rayons est de mettre

en évidence les principaux éléments physiques qui composent le problème mais de pouvoir résoudre le

problème avec des lois analytiques.

La zone interne

Aux vues des résultats expérimentaux montrant les lignes de courant radiales dans la zone in-

terne nous allons faire une première hypothèse : on suppose que l’écoulement est purement radial

(uθ = 0), on suppose en outre que la gravité est négligeable dans la zone interne.

Pour modéliser la vitesse dans la zone interne, il est possible de construire un modèle inspiré de

Watson. Si l’on suppose que r3 � l3 7 on retrouve un profil de vitesse proche de celui d’un profil

parabolique.

On considérera donc ici un profil parabolique, encore une fois pour des raisons de facilité :

〈u(r)〉 = u(r, h)

(
2
z

h
−
( z
h

)2
)
, (VIII.1)

7. En réalité il y a à peu près un facteur 10 entre ces deux termes au niveau du ressaut.
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où h est la hauteur de liquide selon z. On considèrera comme dans le modèle de Wilson et al. que la

contrainte visqueuse a pour forme VII.2 c’est-à-dire :

σ = η

(
du

dz

)

z=0

≈ 3η
〈u〉
h
,

où η est la viscosité dynamique du liquide.

Comme dans le cas de Wilson et al. on réalise un bilan de quantité de mouvement. Le flux de

quantité de mouvement par unité s’écrit comme dans l’équation VII.3 :

M =

∫ h

0

ρu2dz =
6

5
ρ〈u〉2h,

avec ρ la masse volumique du liquide. Le bilan de quantité de mouvement s’écrit donc :

d

dr

[
r〈u〉2h

]
= −5

2
ν
r〈u〉
h

,

avec ν la viscosité cinématique (voir VII.4). A partir de ce bilan on peut obtenir l’équation VII.6 :

1

〈u〉(r) −
1

〈u〉(r0)
=

10π2ν

Q2

1

3
(r3 − r3

0),

où r0 est la position juste après l’impact. Puisque nous avons considéré que r3 � l3 on peut aussi

considérer comme précédemment que r3 � r3
0 et 〈u〉(r0)� 〈u〉(RJ). On obtient ainsi le rayon attendu

pour le choc déjà présenté en VII.7 :

R3
J =

3Q2

10π2ν

1

〈u〉(RJ)
.

En situation de mouillage total ce terme en γ(1 − cosβ) est discutable pour servir de condition

d’arrêt, en effet, comme nous l’avons suggéré, on peut négliger cet éventuel terme capillaire en raison

de la présence du film précurseur.

Il convient à partir de ce point de distinguer Rtop et Rwidth.

VIII.2.1 Calcul de Rtop

(i) On considère que l’écoulement est radial et donc que uθ est nul.

(ii) Si l’on se réfère à l’intégration numérique réalisée par Wilson et al. de l’équation VII.11 (qui

correspond au modèle présenté jusqu’à présent dans lequel on a ajouté un terme de gravité) on observe

que l’influence de la gravité dans le cas extrême de α = 90° n’a qu’un effet négligeable dans la zone

interne. Comme nous considérons une large gamme d’angles et que l’on a vu que la différence entre

Rtop à α = 5° et 90° pouvait atteindre un facteur 2 on considèrera que cette dépendance de la gravité

est négligeable devant les principaux effets qui réduisent Rtop.

(iii) Le bourrelet liquide interagit très fortement sur le ressaut : le poids du bourrelet tend à dimi-

nuer Rtop.

Compte tenu de ces observations, il ne semble pas judicieux de traiter le problème via la zone in-

terne comme proposé plus haut mais plutôt de nous intéresser au bourrelet liquide. L’idée est d’utiliser

une approche par l’extérieur similaire à ce que nous avions fait dans la partie précédente.
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VIII.2.1.1 Bourrelet liquide

Pour modéliser le bourrelet, on va avoir recours à une hypothèse simplificatrice. On considère que

dans le bourrelet les effets de la gravité sont grands devant tous les autres (effets inertiels et de tension

de surface). On considère donc le bourrelet comme un coin de liquide, comme cela est représenté en

Fig. VIII.10 : l’interface supérieure est supposée horizontale et l’on suppose une interface verticale

au niveau du choc. La hauteur du bourrelet HJ vaut ainsi sinαwtop (où wtop, est, pour mémoire, la

largeur du bourrelet dans la direction de Rtop). Cette description du bourrelet, bien que grossière,

semble assez réaliste aux vues de la Fig. VIII.10.

(a)

w

α

α

HJ

g

A

film précurseur

(b)

Figure VIII.10 – (a) Schéma représentant notre modèle pour le bourrelet. On se propose de

modéliser le bourrelet comme un coin liquide d’aire A. Le bord supérieur est horizontal et le mur

liquide est vertical. On rappelle que l’épaisseur du bourrelet est nommé wtop. (b) Photographies

de bourrelet liquide avec une inclinaison assez faible illustrant notre modèle.

Il est possible de calculer wtop à l’aide d’un modèle simple pour cette forme de bourrelet 8. Pour

ce faire on peut calculer l’aire du triangle A en fonction de wtop et de α. On trouve, après calcul :

A =
1

2
w2
top sinα cosα. (VIII.2)

Calculer la valeur du bourrelet se fait en considérant un petit morceau du bourrelet liquide de volume

Rtopθ avec θ tendant vers 0. On fait le choix de considérer Rtop plutôt que (Rtop + wtop)/2 afin de

simplifier le problème et d’obtenir une solution analytique 9. Ces informations sont résumées dans le

schéma de la Fig. VIII.11.

Si l’on applique la conservation du débit (on suppose toujours que l’écoulement est radial) on

obtient :

Av = Q
θ

2π
, (VIII.3)

8. Ce modèle est inspiré du calcul proposé par Wang et al. dans [111].

9. Bien sûr l’hypothèse consistant à considérer Rtop ≈ (Rtop +wtop)/2 est très discutable. On verra plus loin qu’elle

n’influe que peu sur le résultat final.
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Rtop

wtop

θ

Q

v

g sinα

Figure VIII.11 – Schéma de principe concernant l’estimation de wtop. On considère un petit

volume de contrôle grisé avec θ faible. En considérant la conservation du débit dans notre volume

de contrôle et la conservation de la quantité de mouvement (inertie vs gravité) on peut estimer

la largeur du bourrelet.

où v est la vitesse longitudinale du bourrelet.

On applique dans un second temps la conservation de la quantité de mouvement sur l’élément

hachuré visible en Fig. VIII.11. On suppose que la quantité de mouvement apportée par l’inertie

au niveau du choc est négligeable ce qui est cohérent avec l’hypothèse d’un écoulement gravitaire

purement radial. 10 On obtient donc pour la quantité de mouvement l’équilibre entre la quantité de

mouvement due à la gravité et la quantité de mouvement due à l’inertie du liquide dans le bourrelet :

ρg sinαARtopdθ sinθ = d(ρAv2). (VIII.4)

Comme l’on considère un angle θ qui tend vers 0 on peut considérer que sin θ ≈ θ. La conservation de

la quantité de mouvement (VIII.4) et du débit (VIII.3) amène à l’équation différentielle suivante :

g sinαRtopθ
3 =

d

dθ

(
θ2v2

2

)
. (VIII.5)

On obtient ainsi :

v2 = g sinαRtop
θ2

2
. (VIII.6)

En combinant maintenant (VIII.6), (VIII.3) et (VIII.2) on obtient une expression pour wtop :

wtop =

[
2

π2

1

sinα3cosα2

Q2

Rtopg

]1/4

. (VIII.7)

On se propose donc de tester cette loi à débit fixé (6 et 34 cm3/s) en faisant varier l’inclinaison de

5° à 90° (voir Fig. VIII.12 (a)) et à angles constants (14° et 59°) en faisant varier le débit sur l’ensemble

de la gamme accessible (voir Fig. VIII.12 (b)). La valeur de Rtop dépendant à la fois de Q et de α il

est plus aisé de comparer wtop mesuré à wtop attendu par le modèle.

La Fig. VIII.12 (a) montre un excellent accord de tendance entre théorie et expérience pour des

angles compris entre 6° et 60° et ce pour les deux débits testés. Entre 60° et 70,° il est très clair que la

tendance change, cependant l’ordre de grandeur prédit reste tout à fait cohérent avec celui attendu.

Au delà de 70° les points sont franchement divergents.

Il est à noter que l’écart à la théorie dans la limite des très petits angles était prévisible : des

10. Notons que dans le cas du ressaut horizontal le terme inertiel est de l’ordre de 15% du terme gravitaire. Notre

hypothèse semble donc raisonnable lorsque l’on incline la plaque et que l’on augmente de fait la hauteur du liquide en

sortie.
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Figure VIII.12 – La loi VIII.7 donnant wtop de manière théorique est testée en regard des

valeurs expérimentales de wtop dans deux situations : (a) à débit fixé en faisant varier α de

5° à 85° et (b) à angles fixés (14° et 59°) en faisant varier le débit de 6 à 34 cm3/s. La ligne

noire correspond donc au résultat attendu par la théorie. (a) En rouge Q = 6 cm3/s et en bleu

Q = 34 cm3/s. On trouve bien un comportement linéaire entre l’expérience et la théorie pour

α compris entre 6° et 60°. Entre 60° et 70° on s’écarte légèrement de la courbe et au delà le

modèle et la théorie ne sont clairement plus en accord. Le préfacteur entre wtop expérimental et

wtop théorique devrait être de 1. On constate que les courbes si elles sont bien linéaires ont une

pente un peu plus faible. (b) En rouge est représenté le cas α = 14° et en bleu le cas α = 59°.
On trouve bien un comportement linéaire (avec ici encore un préfacteur légèrement différent de

celui attendu ce qui est cohérent avec (a)) excepté pour les tout premiers points ce qui explique

le comportement différent de la courbe Q = 6 cm3/s dans (a).

effets de conditions limites se font sentir et la contribution des effets inertiaux devient difficilement

négligeable. 11

Le comportement aux grands α pouvait lui aussi s’anticiper. Mathématiquement on voit bien que

wtop dépend de cos α à la puissance -1/2. Le modèle ne pouvait donc que diverger. Physiquement, la

forme du bourrelet est assez différente lorsque l’on tend vers α = 90° puisque l’on continue à obser-

ver un choc. Un modèle d’un bourrelet triangulaire ne permet géométriquement plus de choc. A très

grands α le choc cesse donc d’être vertical.

Ces résultats sont tout à fait cohérents avec une observation que nous avons pu faire : pour des

angles supérieurs à 52,5° on voit que le choc se met à osciller très légèrement pour des débits très

élevés. A mesure que l’on augmente l’inclinaison, cette instabilité de la position du choc se fait plus

forte en amplitude et évolue sous certaines conditions avec le temps : elle s’amplifie jusqu’à briser

le bourrelet liquide dans son ensemble. On peut observer un tel phénomène dès α = 60° à partir de

débits de l’ordre de 50 cm3/s. Le bourrelet se restabilise ensuite (ce qui permet de prendre la mesure

de Rtop) puis le processus recommence. Plus l’inclinaison augmente plus ces brisures adviennent à de

faibles débits. Cette instabilité suggère qu’il n’existe plus de forme de bourrelet réellement stable au

delà de 60°. Quelques images sont présentées en Fig. VIII.13 pour illustrer ce phénomène.

11. Dans ce cas la hauteur du choc est également induite par l’écoulement externe (c’est-à-dire que wtop devient très

grand et que l’écoulement au sein de cette épaisseur agit sur la hauteur) comme nous l’avons vu dans la partie précédente

dans le cas du ressaut horizontal.
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(a)

t

r

Rtop

wtop

(b)

Figure VIII.13 – (a) Diagramme spatio temporel du front du ressaut à sa plus forte altitude.

Une bande de pixel verticale est prise au niveau de Rtop pour une inclinaison α de 60° et pour

un débit Q = 54 cm3/s. La fréquence d’acquisition des images est de 1000 Hz. On observe

des oscillations de la position du ressaut qui s’amplifie avec le temps jusqu’au déferlement et

qui se restabilise ensuite. (b) Succession d’images du ressaut prises par en dessous. Les images

correspondent au film dont est extrait le diagramme spatio-temporel. Les images se lisent de

gauche à droite. 9 centièmes de seconde séparent deux images. On peut donc y voir l’oscillation

du front sur les trois premières images puis le déferlement et enfin la restabilisation du front.

On constate aussi sur la Fig. VIII.12 (a) une différence entre le préfacteur mesuré et le préfacteur

attendu de l’ordre de 15% pour Q = 34 cm3/s et d’environ 30 % pour Q = 6 cm3/s. L’écart entre

le préfacteur attendu et le préfacteur mesuré peut s’expliquer par la simplicité de notre modèle et en

particulier de notre hypothèse sur la forme triangulaire. L’écart au modèle peut donc être vu comme

une correction du facteur de forme. L’écart entre les deux préfacteurs mesurés expérimentalement à

deux débits différents est plus problématique et suggère un défaut de modélisation pour la loi en débit.

Pourtant il n’en est rien, la Fig. VIII.12 (b) montre elle aussi un excellent accord entre théorie et
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expérience au préfacteur près : le comportement est en effet bien linéaire. L’écart observé précédem-

ment est donc un léger écart aux faibles débits.

En définitive on peut considérer que ce modèle est efficient pour décrire le bourrelet liquide entre

6° et 70° même si le préfacteur mériterait d’être ajusté en modélisant avec plus d’accuité la forme

exacte du bourrelet. Pour des angles au delà de 70° le ressaut devient instable et notre modèle n’est

clairement pas suffisant pour décrire cette instabilité.

Revenons sur une des hypothèses les plus critiquables de notre modèle de bourrelet : on a considéré

que Rtop ≈ (2Rtop + wtop)/2. Or il se trouve que wtop est souvent comparable et parfois supérieur à

Rtop. Nous avons donc voulu tester l’impact de cette hypothèse dans notre modèle pour wtop. Nous

avons donc remplacé Rtop par (2Rtop +wtop)/2 dans l’équation (VIII.7) (avec le w mesuré expérimen-

talement bien sûr). Les résultats à débit constant (Q = 34 cm3/s puisqu’il se trouve en pleine gamme

de validité de notre modèle) et à angle constant (α = 14° qui se trouve lui aussi en pleine gamme de

validité) sont visibles respectivement sur la sur la Fig. VIII.14 (a) et sur la Fig. VIII.14 (b).
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Figure VIII.14 – On cherche à mesurer l’influence de l’hypothèse consistant à considérer que

(2Rtop + wtop)/2 ≈ Rtop sur notre modèle pour wtop. On trace donc à nouveau wtop extrait de

VIII.7 (en rouge en utilisant Rtop et en bleu en utilisant (2Rtop+wtop)/2 où wtop correspond à la

valeur expérimentale) en fonction de wtop mesuré expérimentalement. La ligne noire correspond

donc au résultat attendu par la théorie. (a) A débit fixé (Q = 34 cm3/s) en faisant varier

l’angle. (b) A angle fixé (α = 14°). Comme on peut le constater une meilleur prise en compte

de la position du bourrelet ne change en rien le comportement observé mais écarte légèrement

les points d’une pente de 1.

Comme on peut le voir sur la Fig. VIII.14 les tendances ne sont pas affectées par la prise en compte

d’un rayon plus “réel” du bourrelet. Le préfacteur change, lui, légèrement. On pouvait s’attendre à un

faible effet sur le préfacteur en considérant que l’expression de wtop ne varie qu’en R
−1/4
top . 12 On en

déduit donc que la prise en compte du terme en (2Rtop + wtop)/2 est d’assez faible importance sur le

résultat du modèle. On choisira donc, afin de poursuivre des calculs analytiques simples, de conserver

l’expression (VIII.7) pour wtop.

12. Curieusement, cette meilleure prise en compte de la réalité a tendance à écarter les points expérimentaux du

modèle.
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VIII.2.1.2 Estimation de Rtop

Nous allons donc, conscients de ces limites, utiliser cette description du bourrelet pour fournir une

première prédiction de Rtop.Pour ce faire on va considérer que la hauteur après le ressaut correspond

à HJ = wtopsinα.

En supposant que l’écoulement dans la zone centrale est radial et que les effets gravitaires peuvent

être négligés on peut appliquer le modèle de Watson [114] (développé en II.2) qui repose sur ces

hypothèses. On obtient donc les équations (II.36) et (II.37). 13Dans notre cas nous sommes toujours à

Rtop > r0. On considèrera donc que l’équation (II.37) régit la position de Rtop et donc que :

RtopH
2
Jga

2

Q2
+

a2

2π2RtopHJ
= 0, 01676

((
Rtop
a

)3

Re−1 + 0, 1826

)−1

. (VIII.8)

Dans un premier temps nous allons tester ce modèle avec des valeurs expérimentales de wtop pour

tester la pertinence du modèle de Watson dans ce cas. On se propose donc de tester cette loi à angles

constants (14° et 59°) en faisant varier le débit sur l’ensemble de la gamme accessible (voir Fig. VIII.15

(a)) et à débit fixé (6 et 34 cm3/s) en faisant varier l’inclinaison de 5° à 90° (voir Fig. VIII.15 (b)).
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Figure VIII.15 – Pour de l’huile silicone à 20 cS : test de la loi de Watson (VIII.8) en utilisant

les valeurs expérimentales de wtop. (a) On travaille à angles fixés (14° et 59°) en faisant varier

le débit. On représente en carrés bleus les mesures prises pour α = 59° et en disques rouges les

points expérimentaux obtenus pour α = 14°. La ligne noire représente le résultat attendu sans

paramètre ajustable. Le résultat apparâıt donc comme excellent. (b) On travaille à débit fixé :

les cercles rouges représentent Q = 6 cm3/s et les carrés bleus Q = 34 cm3/s. La ligne noire

représente le résultat attendu sans paramètre ajustable. On trouve un assez bon accord excepté

pour les angles d’inclinaisons très élevés.

Comme on peut le voir sur la Fig. VIII.15 (a) à angles fixés l’accord est excellent pour la gamme

de débits étudiée. Sur la Fig. VIII.15 (b), à débits fixés, l’accord est lui aussi très bon. Toutefois on

constate des amas de points sur la gauche des ensembles de points : certains de ces points s’écartent de

manière non négligeable de la courbe : ils correspondent aux valeurs très élevées de α. Autrement dit

13. Implicitement on vient de faire le choix de la modélisation de Watson pour la zone interne. Il nous a en effet

semblé inutile de considérer la description plus simple de Wilson.
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à très fortes inclinaisons il semble que le modèle de Watson couplé à notre hypothèse sur HJ décroche.

Cela s’explique par le fait qu’à très fortes inclinaisons le bourrelet ne peut plus se modéliser par un

triangle comme nous l’avons vu auparavant et donc l’hypothèse HJ = wtopsinα devient invalide.

On se propose maintenant de tester la loi (VIII.8) en utilisant notre modélisation de wtop (VIII.7).

On obtient ainsi une prédiction de Rtop sans aucun paramètre d’entrée (contrairement au test pré-

cédent qui nécessitait la mesure de wtop pour chaque point en plus de la connaissance de Rtop). Les

résultats pour six angles compris entre 5° et 80° sont présentés en Fig. VIII.16.
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Figure VIII.16 – Pour de l’huile silicone à 20 cS test de la loi de Watson (VIII.8) en utili-

sant cette fois les valeurs théoriques de wtop obtenues grâce à l’équation (VIII.7) (en utilisant

Rtop). On représente nos résultats en représentation lin-lin (a) et en représentation log-log (b).

On explore des angles d’inclinaisons compris entre 5° et 80°. La ligne noire représente le ré-

sultat attendu sans paramètre ajustable. On trouve un assez bon accord excepté pour les angles

d’inclinaison très élevés.

La Fig. VIII.16 montre un excellent accord pour les angles compris entre 5° et 65° et un accord

plutôt mauvais dans le cas de α = 80° comme cela était prévisible aux vues des paragraphes précédents.

L’écart entre les points expérimentaux est susceptible d’être réduit en tenant compte d’un éventuel

facteur de forme pour ajuster la loi (VIII.7) avec les points expérimentaux. En considérant Fig. VIII.15,

il apparâıt qu’une meilleure modélisation du bourrelet est susceptible d’améliorer considérablement le

comportement de notre modèle à fortes inclinaisons et d’améliorer légèrement l’accord entre théorie

et expérience pour sa gamme de validité.

VIII.2.2 Calcul de Rwidth

Le calcul de Rwidth s’avère plus complexe que le précédent. En effet, ce n’est plus ici le poids du

bourrelet qui fixe la condition externe et donc la position du choc.

Toutefois si l’on considère que l’on a un écoulement radial et que la gravité n’agit ni sur l’écoulement

ni sur la position du bourrelet nous nous proposons de traiter le cas de Rwidth comme un ressaut sur

un plan horizontal.
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VIII.2.2.1 Condition de choc

Reste à fixer une condition de choc pour déterminer Rwidth. On ne pourra pas ici adopter une

démarche “par les bords” comme nous l’avons fait précédemment dans le cas du ressaut horizontal. En

effet le bourrelet liquide s’avère extrêmement complexe à modéliser car l’on ne mâıtrise pas les effets

de l’écoulement transversal issu de la collecte du liquide par le bourrelet en amont.

Toutefois on peut, par analogie, supposer un nombre de Froude de sortie constant et donc d’après

les conditions de passage un nombre de Froude constant en entrée.

On se propose donc de définir le nombre de Froude de l’écoulement dans la zone interne : Fri−width =
〈u〉√
gh

. Si l’on suppose que le choc se fait à un nombre de Froude constant (de l’ordre de 2,5 pour être

en cohérence avec le cas horizontal, voir Fig. V.5) on obtient à partir de l’équation VII.7 et de la

conservation du débit l’équation :

(
3

10π2

)3
Q5

ν3R8
width

=
Fr2

i−width
2π

g. (VIII.9)

Cette équation donne alors :

Rwidth =

(
27

500π5

)1/8

Q5/8ν−3/8Fr
−1/4
i−widthg

−1/8. (VIII.10)

Comme on peut le constater on réussit à obtenir une loi d’échelle proche de celle proposée par Bohr

et al. (et en accord avec nos observations expérimentales) avec, de plus, un préfacteur susceptible d’être

testé avec notre jeu de données comme cela est visible en Fig. VIII.17.
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Figure VIII.17 – Rwidth en fonction de Q pour différents angles d’inclinaison α entre 5° et

90°. Il s’agit de l’ensemble de données présenté dans la Fig. VIII.6. On a comparé ces points

expérimentaux avec la loi proposée en (VIII.10) pour trois valeurs différentes de Fri−width :1

(ligne continue rouge), 1,5 (ligne continue bleue) et 2,5 (ligne continue noire). On obtient donc

le bon comportement. Le préfacteur dépend de l’angle et dans l’ensemble le Froude compatible

est trop faible par rapport à la valeur attendue.
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Comme on peut le voir sur la Fig. VIII.17, l’équation VIII.10 capte bien le bon comportement.

Nous obtenons donc également un nombre de Froude apparemment indépendant du débit dans cette

géométrie nouvelle. Toutefois, le préfacteur, s’il fournit un très bon ordre de grandeur, reste très

discutable. Bien sûr on a Fr > 1 pour toutes les courbes représentées. Toutefois le nombre de Froude

visible n’est pas en accord avec notre prédiction de 2,5 14 excepté pour les très fortes inclinaisons. Ce

résultat est assez étonnant, en effet pour les fortes inclinaisons on s’attendrait à être aux limites de

notre modèle.

Il est possible d’améliorer grandement le préfacteur en décrivant avec une plus grande précision la

zone interne. On utilise donc le modèle de Watson présenté dans la partie précédente (voir II.2) dans

la zone interne. On applique ce modèle sans aucune modification puisque l’on considère les effets de

la gravité comme négligeables. On utilise ainsi le profil de hauteur interne obtenu à l’équation II.22,

à savoir :

h(r) =
2π2

3
√

3

ν(r3 + l3)

Qr
.

Si l’on considère que Fri−width est constant au niveau du choc on obtient :

(R3
width + l3)3

Rwidth
= Fr−2

i−width
81
√

3

32π8
Q5ν−3g−1. (VIII.11)

Si l’on se place dans la limite de R3
width � l3 on retrouve une expression similaire à celle présentée

en VIII.10 mais avec un préfacteur différent :

Rwidth =
1

π

(
81
√

3

32

)1/8

Q5/8ν−3/8Fr
−1/4
i−widthg

−1/8. (VIII.12)

Ce nouveau préfacteur est testé en Fig. VIII.18 et s’avère bien mieux décrire le comportement de

Rwidth.

Ce nouveau résultat décrit donc très bien les points expérimentaux avec un nombre de Froude

interne Fri−width indépendant du débit et compris entre 2,5 et 3 (comme présenté sur la Fig. V.5)

pour la plupart des inclinaisons testées. Pour aller plus loin dans la modélisation de Rwidth il semble

nécessaire de travailler sur la modélisation du bourrelet liquide au niveau de Rwidth pour essayer

d’anticiper la valeur du Froude interne via une approche “par les bords”. 15

On retiendra en outre que l’approche de Watson fournit une bien meilleure description de la zone

interne et améliore significativement l’accord entre expérience et théorie. Nous allons donc considérer

uniquement la description de Watson pour la zone interne à partir de maintenant.

Étudions maintenant le cas plus complexe de Rtop.

VIII.2.3 Conclusion

Nous avons pu, au cours de ce chapitre, présenter une étude sur l’impact d’un jet perpendiculaire à

un plan incliné en situation de mouillage total. Cette étude fait état d’un phénomène peu étudié, nous

nous sommes donc attachés à décrire qualitativement les différents éléments présents. On observe ainsi

un ressaut hydraulique qui s’ouvre progressivement en aval au fur et à mesure que l’inclinaison du

14. qui est plutôt une limite basse comme on peut le voir sur la Fig. V.5

15. On a pu vérifier en traçant les deux termes de l’équation VIII.11 que le terme en l3 est bien négligeable. En

considérant ce terme on n’obtient pas de modification vraiment convaincante (cela corrige légèrement la pente pour

tendre vers un exposant de 0.68).
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Figure VIII.18 – Rwidth en fonction de Q pour différents angles d’inclinaison α entre 5° et 90°.
Il s’agit de l’ensemble de données présenté dans la Fig. VIII.6. Cette fois on a comparé ces points

expérimentaux avec la loi proposée en (VIII.12) pour trois différentes valeurs de Fri−width : 2

(ligne continue bleue) ; 2,5 (ligne continue noire) et 3 (ligne continue rouge). La meilleure prise

en compte du profil de vitesse permet d’améliorer significativement le préfacteur trouvé. On a

toujours le bon comportement et l’on obtient Fri−width compris entre 2 et 3 pour la plupart des

inclinaisons testées. On s’attendait à trouver Fri−width entre 2,5 et 3 pour être en cohérence

avec la partie précédente. L’accord est donc assez bon pour un modèle simple.

substrat et le débit augmentent. Ce ressaut hydraulique sépare la zone interne d’un bourrelet macro-

scopique qui à son tour est séparé d’un film précurseur par un “angle de contact effectif”. Nous avons

pu montrer que cette zone interne était peu sensible à la gravité, l’écoulement y est alors radial et le

liquide peu ralenti par la gravité. Cette étude n’est pas terminée à ce jour et certains éléments que

nous avons pu observer semblent susceptibles de susciter des études ultérieures (on pense par exemple

à l’absence de ressaut en zone aval mais aussi à cet “angle de contact effectif”).

Nous avons également obtenu des données quantitatives sur cet objet d’étude. Ainsi nous avons

étudié Rtop et Rwidth respectivement la position du ressaut à l’altitude la plus élevée et la position

du ressaut à altitude constante vis-à-vis de l’injecteur. A α fixé ces deux longueurs suivent une loi de

puissance en 5/8 en fonction du débit ce qui fait directement écho à la loi d’échelle obtenue par Bohr et

al. . En outre nous avons pu constater que Rwidth s’avérait quasi indépendant de l’angle d’inclinaison

α.

Enfin nous avons présenté ici deux modèles qui nous permettent de tirer un enseignement com-

mun très fort : la zone interne du ressaut sur plan incliné peut être considérée avec une très bonne

approximation comme obéissant aux mêmes lois que la zone interne du ressaut circulaire. Il apparâıt

donc que seules les conditions aux limites diffèrent entre ces deux cas.

Notre modélisation nous a permis d’obtenir des prédictions tout à fait satisfaisantes de Rtop et

Rwidth en utilisant des arguments physiques simples.

Nous allons donc maintenant nous intéresser à l’influence de ces conditions de mouillage en mo-

difiant le liquide pour obtenir des conditions de mouillage différentes. Comme nous allons le voir
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dans le cas incliné les conditions de mouillage revêtent une grande importance susceptible de modifier

profondément les comportements rayons-débits observés en mouillage total.



Chapitre IX

Ressaut sur plan incliné en

mouillage partiel

IX.1 Premiers résultats en mouillage partiel

Nous nous penchons donc à présent sur le cas du mouillage partiel. L’idée est ici de comprendre

l’influence des conditions de mouillage sur le ressaut. Bien entendu on ne s’attend à aucun effet vi-

sible dans la modélisation de la zone centrale, l’observation précédente d’une absence d’influence de

la gravité sur la zone centrale n’étant pas susceptible d’être modifiée par les conditions de mouillage.

Cependant ces conditions de mouillage vont modifier fortement les conditions aux limites en faisant

intervenir une vraie ligne de contact pour le bourrelet liquide et éventuellement un phénomène hysté-

rétique. On s’attend donc à de fortes modifications des lois liant rayon et débit.

IX.1.1 Forme du ressaut

On se propose à nouveau de commencer par observer la forme de notre ressaut hydraulique. Comme

on peut le constater, peu de modifications importantes par rapport au mouillage total sont visibles

en ce qui concerne la forme du ressaut. Toutefois des différences majeures par rapport au cas en

mouillage total (voir Fig. VIII.1 et Fig. VIII.2) surviennent pour l’épaisseur du bourrelet que nous

allons détailler plus loin. On observe aussi un front de démouillage en aval de la plaque.

Si l’on se place à débit constant et que l’on fait varier l’angle α de la plaque on peut observer les

structures présentées en Fig. IX.1.

On observe quelques changements de comportement par rapport au cas en mouillage total : on

constate toujours que pour les faibles inclinaisons le ressaut est fermé et entoure entièrement l’injec-

teur. Pourtant à mesure que l’on augmente l’inclinaison on observe un changement de forme. La forme

ovale disparâıt pour se diviser en deux fronts distincts : un front en forme de fer à cheval dans la partie

supérieure et une ligne brisée grossièrement horizontale en aval. Le raccordement de ces deux fronts

se fait sur un point anguleux.

Dans ce cas de mouillage partiel on observe donc toujours un choc dans la partie inférieure. On

peut parler de choc car cette limite marque la séparation entre un film mince et un film plus épais

(ou bourrelet) par lequel le liquide va s’évacuer. La position de ce bourrelet aval correspond au lieu

où le liquide démouille la plaque pour passer d’un régime d’écoulement gravito-inertiel à un régime

165
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α = 5◦

α = 30◦

α = 60◦

α = 10◦

α = 40◦

α = 70◦

α = 20◦

α = 50◦

α = 80◦

α = 90◦

Figure IX.1 – Photographies prises de dessous de ressaut hydraulique sur plan incliné en

mouillage partiel à débit fixé (Q = 17, 6 cm3/s) pour 10 inclinaisons de plaques α différentes (5°
puis tout les 10° entre 10° et 90°). Le diamètre de l’injecteur est ici de φ = 3 mm. On constate

que pour les faibles inclinaisons le ressaut est fermé puis qu’il s’ouvre progressivement en aug-

mentant α. On constate aussi un rétrécissement de l’épaisseur du bourrelet avec l’augmentation

de l’inclinaison. A première vue les variations de Rwidth semblent très faibles tandis que les

variations de Rtop sont importantes. On constate en outre un bourrelet en aval, ce qui constitue

une différence importante avec une situation en mouillage total.

d’écoulement en méandre (ou écoulement gravito-capillaire). Autrement dit la position du front aval

se trouve globalement à l’endroit où il devient sans doute énergiquement défavorable de maintenir un

film mince par rapport à un méandre [54]. 1

Autre observation : on constate que l’épaisseur du bourrelet supérieur est beaucoup plus faible

dans ce cas de mouillage partiel que dans le cas du mouillage total. En mouillage partiel l’épaisseur

du bourrelet est bel et bien négligeable devant le rayon du ressaut.

On observe que, de manière analogue à la situation en mouillage total que Rwidth varie assez peu

en fonction de α tandis que Rtop présente des variations importantes. Les courbures du front changent

1. La description précise de la ligne brisée séparant un écoulement gravito-inertiel vers un écoulement en méandre

(gravito-capillaire) est rendue assez difficile en raison d’interactions avec les méandres issues de cet écoulement.
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donc avec l’angle comme dans le cas du mouillage total.

Si l’on fixe maintenant l’angle et que l’on augmente le débit on peut observer les structures pré-

sentées en Fig. IX.2.

Q = 10, 9 cm3/s

Q = 26, 2 cm3/s

Q = 41, 5 cm3/s

Q = 18, 6 cm3/s

Q = 33, 8 cm3/s

Q = 49, 1 cm3/s

Figure IX.2 – Photographies prises du dessous de ressaut hydraulique sur plan incliné en

mouillage partiel à angle d’inclinaison fixé (α = 15°) pour 6 débits différents (10,9 ; 18,6 ; 26,2 ;

33,8 ; 41,5 et 49,1 cm3/s ). Le diamètre de l’injecteur est ici de φ = 3 mm. On constate que la

largeur du bourrelet wtop varie assez peu avec le débit.

Comme on peut le voir ici aussi, à mesure que l’on augmente le débit on observe une transition

entre un ressaut de forme ovale et une forme en double front avec un front amont en fer à cheval et

un front aval en forme de ligne brisée.

Dans ce cas non plus il n’est pas aisé de définir un couple (α,Q) pour lequel on observe la cassure

du ressaut en deux fronts... Nous avons donc renoncé à quantifier cette transition.

On notera en outre qu’en première approximation et contrairement au cas du mouillage total la
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largeur du bourrelet semble varier assez peu avec le débit et demeure très petite devant le rayon du

ressaut.

IX.1.2 Hystérèse et angle de contact

IX.1.2.1 Un phénomène hystérétique ?

A la lecture de l’Annexe B, il apparâıt que le phénomène du ressaut hydraulique sur un plan in-

cliné est susceptible d’être un phénomène hystérétique : le bourrelet liquide se termine par une ligne

de contact on s’attend donc à ce que l’angle de contact joue un rôle déterminant dans la position

et/ou la hauteur du bourrelet liquide. On s’attendrait par exemple que le bourrelet liquide soit fixé

par l’angle de contact statique d’avancée à débit croissant et par l’angle de contact statique de reculée

pour les débits décroissants.

Pourtant visuellement on n’observe aucune différence entre les formes obtenues à débit croissant

et celles obtenues à débit décroissant. On se propose toutefois de s’en assurer en comparant les valeurs

de Rtop et Rwidth pour un angle d’inclinaison α = 45° et pour des débits croissants puis décroissants.

Les résultats de ces comparaisons sont présentés en Fig. IX.3.

(a)

R
to
p

(m
m

)

Q (cm3/s)
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débit croissant

0

10

20

30

40

50

0 10 20 30 40 50

(b)

R
w
id
th

(m
m

)

Q (cm3/s)

0

10

20

30

40

50

60

0 10 20 30 40 50
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Figure IX.3 – Mesures de Rtop (a) et de Rwidth (b) en fonction du débit pour un diamètre

d’injecteur φ = 3, 5 mm et un angle d’inclinaison α = 45°. On effectue une première série de

mesures à débits croissants (disques rouges) et une seconde série de mesures à débits décroissants

(carrés bleus). Comme on peut le constater il n’existe aucune différence significative entre ces

deux séries de mesures. On en déduit l’absence totale d’effets hystérétiques.

Comme on peut le constater sur cette Fig. IX.3 que ce soit pour Rtop ou Rwidth on n’observe

aucune différence significative entre les points obtenus à débits croissants ou décroissants. 2

Par ailleurs le même travail peut être fait sur le bourrelet et aboutit à la même conclusion : il n’y

a aucun effet hystérétique sur ce phénomène.

Le comportement de la ligne de contact nous permet de comprendre cette observation d’apparence

contre intuitive. Si l’on observe de près la ligne de contact on s’aperçoit qu’elle est sans cesse en

2. Notons que les écarts observés sont typiquement de l’ordre de grandeur des erreurs de mesures et des fluctuations

de forme observées expérimentalement. Par exemple les points de débit maximal sont obtenus dans la même séquence

d’enregistrement puisqu’il s’agit du débit maximal accessible.
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mouvement, mouillant et démouillant une même zone d’un ou deux millimètres de large. L’angle de

contact observé est donc un angle de contact effectif.

IX.1.2.2 Angles de contact

On se propose donc de déterminer maintenant cet “angle de contact effectif”. On va en priorité

s’intéresser à l’angle effectif au niveau du bourrelet supérieur à savoir βtop (voir Fig. IX.4).

α

βtop g

Figure IX.4 – Schéma illustrant la position de l’angle de contact βtop.

Comme nous l’avons dit on observe des mouvements incessants de la ligne de contact. Cela se

traduit évidemment aussi par de fortes fluctuations sur les valeurs prises par l’angle de contact. On

observe in fine que la valeur de βtop se situe autour de 70° ±5° et celle de βwidth autour de 50°. Nous

ne mesurons pas de variation significative devant les fluctuations en variant les valeurs de l’inclinaison

ou du débit.

Quelques images de mesures de βtop sont représentées en Fig. IX.5. La qualité de ces images assez

faible est une des raisons qui nous pousse à ne proposer pour βtop qu’un ordre de grandeur et à ne

pouvoir observer les faibles fluctuations en fonction de Q et α.

α = 10◦

α = 45◦

α = 80◦

Q = 12, 1 cm3/s Q = 28, 3 cm3/s Q = 44, 4 cm3/s

g g g

g g g

g g g

Figure IX.5 – Images typiques de l’angle de contact βtop pour trois débits (12,1 ; 28,3 et 44,4

cm3/s) et pour trois angles (10, 45 et 80°). Le diamètre de l’injecteur est φ = 3, 5 mm. Comme

on peut le constater il est assez difficile de définir un angle de contact unique, la ligne de contact

étant sans cesse mobile. Nous avons donc choisi de considérer un unique angle de contact effectif

de l’ordre de 70°.
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Ce résultat d’un angle de contact effectif de l’ordre de 70° est assez surprenant si l’on considère que

les angles de contact statiques d’avancée et de reculée pour cette plaque sont respectivement de 106°
et 83°. Obtenir des angles de contact effectifs en dessous de cet intervalle est donc assez perturbant.

IX.1.3 Dépendance du rayon du ressaut

Nous allons maintenant essayer, comme dans le cas précédent de décrire plus quantitativement la

forme du ressaut. Nous allons donc nous appuyer à nouveau sur les valeurs de Rtop et de Rwidth.

IX.1.3.1 Influence du diamètre de l’injecteur

Dans un premier temps nous nous posons la question de la pertinence de l’hypothèse de Wilson et

al. selon laquelle la position du ressaut n’est pas ou peu affectée par le diamètre de l’injecteur. Nous

travaillons donc avec quatre diamètres d’injecteurs distincts : φ = 2 mm, φ = 3 mm, φ = 3, 5 mm et

φ = 5 mm. Nous travaillons pour trois angles distincts :10°, 45° et 80° 3. Les résultats des mesures sont

disponibles sur la Fig. IX.6.
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Figure IX.6 – Mesure de l’influence du diamètre de l’injecteur sur les valeurs de (a) Rtop

et (b) Rwidth pour deux angles distincts. Les points réalisés avec une inclinaison de 10° sont

représentés en bleus et les points réalisés avec une inclinaison de 80° en rouge. Quatre injecteurs

sont représentés les cercles correspondent à φ = 2 mm, les triangles renversés à φ = 3 mm, les

losanges à φ = 3, 5 mm et les carrés à φ = 5 mm. L’effet des injecteurs est globalement peu

significatif excepté pour φ = 5 mm.

Comme on peut le constater sur cette Fig. IX.6 l’hypothèse consistant à négliger l’influence de

l’injecteur est très discutable. Toutefois deux remarques peuvent être faites :

(i) Pour φ compris entre 2 et 3,5 mm les comportements sont extrêmement proches et ce, quelque

soit le débit considéré et que l’on prenne l’inclinaison α égale à 10° ou 80°.
(ii) Le cas φ = 5 mm est en revanche très éloigné des courbes obtenues avec les autres diamètres

d’injecteurs. Cela est vrai en particulier pour les faibles débits. On remarque en effet qu’à fort débit

3. Pour des raisons de clarté nous ne présenterons que les résultats pour 10° et 80°, l’inclinaison de 45° ne représentant

qu’un état intermédiaire.
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les courbes semblent se rejoindre : on passe ainsi d’une dispersion d’un facteur 3 à des différences de

moins de 10% pour les valeurs de Rwidth. Cet effet est tout aussi remarquable en ce qui concerne Rtop.

Pour interpréter cet effet il est utile de comparer le rayon du ressaut à la longueur l de la théorie de

Watson pour le ressaut horizontal qui permet d’évaluer la longueur l sur laquelle les effets de l’injecteur

sont importants 4. Pour être tout à fait exact rappelons que ce que l’on compare est plutôt r3 par

rapport à l3. En effet les termes de vitesse et hauteur du modèle de Watson (voir (II.21) et (II.22))

dépendent de r3 + l3.

Contrairement au cas étudié précédemment en mouillage total nous avons un liquide très peu

visqueux : nous sommes donc typiquement dans une gamme où les rayons de ressaut sont susceptibles

d’être comparables à l. Si l’on compare les valeurs des rayons à l pour les injecteurs de diamètre

compris entre 2 et 3,5 mm on s’aperçoit que le rayon du ressaut est systématiquement plus grand

voire très grand devant l. Autrement dit pour les hauts débits l’influence de l’injecteur est “oubliée”

car r3 � l3. Tandis que pour φ = 5 mm l est du même ordre voire supérieur à r sur presque toute la

courbe excepté pour les hauts débits. Cela explique donc que pour les hauts débits on converge vers

un régime commun pour tous les diamètres d’injecteur.

IX.1.3.2 Dépendance du rayon en angle et en débit

Ce constat étant établi nous allons travailler dans une situation où RJ > l pour toute la gamme de

débits afin de diminuer au maximum les effets de l’injecteur. Nous travaillons donc avec un diamètre

d’injecteur φ = 3 mm (un diamètre d’injecteur φ = 2 mm induisant trop de perte de charge et donc

une gamme de débits accessibles plus restreinte).

On se propose donc de tracer Rtop et Rwidth respectivement en fonction du débit Q à angle constant

et en fonction de l’angle α à débit constant.

À α constant

Dans un premier temps on travaille à angle d’inclinaison constant en faisant varier le débit sur

toute la gamme accessible. Les mesures sont reportées sur la Fig. IX.7.

En ce qui concerne Rtop on constate que quelque soit l’angle d’inclinaison on observe des lois

rayon-débit assez proches de celles observées dans le cas du mouillage total. Toutefois il n’est plus

question ici d’ajuster à angle fixé les points expérimentaux par une loi de puissance. Comme on peut

le voir sur la Fig. IX.8 qui correspond à la représentation log-log des courbes représentées en Fig. IX.7

on peut observer deux régimes distincts : le premier, à faibles débits, correspond à un régime linéaire

tandis que le second à hauts débits correspond à une loi de puissance en 5/8. Autrement dit, après un

régime transitoire on retrouve un régime en puissance 5/8 comme dans le cas du mouillage total.

Pour Rwidth, le constat est assez similaire. La faiblesse de l’influence de l’inclinaison est davantage

marqué que pour Rtop. On constate aussi que les points expérimentaux se décomposent en deux

régimes (comme cela est particulièrement visible sur la Fig. IX.8 (b)) : un régime linéaire pour les

faibles débits et un régime en loi de puissance pour les forts débits.

Sur la Fig. IX.8 on peut observer les variations de Rtop et Rwidth en représentation log-log. On

observe donc que les variation de Rtop suivent bel et bien une loi de puissance en 5/8 pour les forts

débits et ont un comportement linéaire pour les faibles débits. Malheureusement le bruit dans les

mesures ne nous permet d’estimer les exposants avec la même acuité que dans le cas du mouillage

4. Pour mémoire on a l = 0, 567φ
2
Re1/3 avec Re = Q/νa.
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Figure IX.7 – Rayons caractéristiques du ressaut sur un plan incliné en situation de mouillage

partiel (Rtop et Rwidth) en fonction du débit pour plusieurs angles d’inclinaison du plan (α

variant de 5 à 90°). L’injecteur a un diamètre interne de φ = 3 mm. (a) Rtop en fonction

de Q : les lois R(Q) semblent suivre des comportements similaires quel que soit l’angle utilisé.

(b) Rwidth en fonction de Q : on constate la faible dispersion des points. Rwidth semble ici

aussi extrêmement peu dépendant de l’angle et une fois encore la tendance de Rwidth semble

extrêmement similaire à celle de Rtop. Le liquide utilisé est ici de l’eau distillée.

total.

En ce qui concerne Rwidth on retrouve bien les deux régimes : linéaire puis en loi de puissance.

Toutefois la loi de puissance est, comme dans le cas du mouillage total, légèrement différente de celle

visible pur Rtop : l’exposant commun pour les différents angles est plus proche de 0, 68. Autrement dit

après un premier régime linéaire on retrouve asymptotiquement les deux lois de puissances obtenues

dans le cas du mouillage total. En tout état de fait le rapport d’aspect Rtop/Rwidth est indépendant

du débit et ne dépend que de l’angle d’inclinaison de la plaque.

Le fait de retrouver asymptotiquement à grand débit une loi en Q5/8, comme dans le cas du

mouillage total, est très curieux. Cela suggère un comportement commun indépendant de la condi-

tion de mouillage accompagné ou pas d’un régime transitoire suivant la condition de mouillage (par

exemple une zone transitoire où la ligne de contact ne peut être négligée ?). Ce résultat est d’autant

plus troublant que, rappelons-le, 5/8 correspond à l’exposant pour le débit dans la loi d’échelle propo-

sée par Bohr dans le cadre de son étude du ressaut circulaire. Loi d’échelle uniquement mise en défaut

par l’ajout d’un terme logarithmique traduisant les conditions aux limites.

À Q constant

On se propose maintenant de tracer les données présentées dans les figures Fig. IX.7 et Fig. IX.8

mais cette fois-ci à débit fixé en faisant varier l’angle d’inclinaison de la plaque. On obtient alors pour

Rtop et Rwidth les graphes présentés en Fig. IX.9.

La Fig. IX.9 nous permet de quantifier ce que nous avions entraperçu qualitativement sur la
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Figure IX.8 – Représentation en log-log de l’ensemble de données présenté en Fig. IX.7 : Rtop

et Rwidth en fonction de Q pour des angles d’inclinaison variant de 5 à 90°. Les lignes noires

correspondent à Q5/8. (a) Les lois Rtop(Q) ne sont plus du tout des lois de puissance en 5/8.

On constate plutôt deux régimes : le premier linéaire à faibles débits et le second pour des débits

élevés qui semble être une loi de puissance avec un exposant proche de 5/8. Ce résultat semble

valable pour tous les angles étudiés : seul le préfacteur change avec l’inclinaison. (b) Les lois

Rwidth(Q) sont très proches de celles de Rtop : on y retrouve les deux régimes, le premier linéaire

et le second tendant vers une loi de puissance proche de 5/8 et ce quelle que soit l’inclinaison.

Par ailleurs, on visualise particulièrement bien la faible dispersion des valeurs de Rwidth en

fonction de l’angle.

Fig. IX.7 à savoir la faible influence de la gravité sur la position du ressaut dans le cas d’un impact sur

un plan incliné. Comme on peut le constater on ne peut toujours pas utiliser simplement les fonctions

trigonométriques pour décrire les variations de Rtop et Rwidth en fonction de α. On choisira une fois de

plus une description par des lois de puissance. En ce qui concerne Rtop le préfacteur à la loi complexe

régissant Rtop(Q) décrôıt en α−0,1 sur la gamme représentée. Autrement dit l’exposant est deux fois

plus faible dans ce cas que dans le cas du mouillage total. On en déduit donc que Rtop est bien moins

influencé par α en situation de mouillage partiel. Cette décroissance représente, sur l’ensemble de la

gamme d’angle, une variation de 33% par rapport à la valeur à 5° (on avait 45% en mouillage total).

La Fig. IX.9 (b) permet de déterminer la fonction de α préfacteur de la loi décrivant cette fois

les variations de Rwidth. On décrit les variations de Rwidth en fonction de α par une loi de puissance

en α−0,03. Cette fois encore la pente est environ deux fois plus faible que dans le cas du mouillage

total. On peut presque considérer que Rwidth est indépendant de α, en effet, on constate environ 9%

de variation entre les deux points extrêmes de la courbe. 5

Ces résultats nous permettent donc de considérer que l’écoulement dans la zone interne est bien

radiale comme dans le cas du mouillage total. Si nous n’avons pas enregistré d’image démontrant ce

point nous avons pu vérifier cette hypothèse visuellement en observant par exemple des bulles d’air.

5. Il est amusant de constater que ces exposants correspondent aux exposants obtenus dans le cas du mouillage total

mais divisé par 2.
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Figure IX.9 – L’ensemble de données présenté précédemment est maintenant présenté comme

Rtop et Rwidth en fonction de l’angle d’inclinaison α pour des débits allant de 6,2 à 50,5, cm3/s.

(a) Rtop en fonction de α : ici aussi aucune tendance utilisant des fonctions trigonométriques

ne semble apparâıtre. Toutefois si l’on ajuste les points par des lois de puissance on trouve que

toutes les courbes correspondent à une même loi en puissance -0,1 avec des préfacteurs différents.

(b) Rwidth en fonction de α : de la même manière aucune tendance simple utilisant des fonctions

trigonométriques ne semble apparâıtre. En ajustant les points par des lois de puissance on trouve

que toutes les courbes correspondent à une même loi en puissance -0,03 avec des préfacteurs

différents. La dépendance de Rwidth en α est donc quasiment inexistante. Il est amusant de

constater que ces exposants correspondent aux exposants obtenus dans le cas du mouillage total

mais divisé par 2.

Cela étant il est aussi parfaitement possible de discerner les lignes de courant sur les photographies

de la Fig. IX.12 et les observations qu’on peut faire vont également dans le sens d’un écoulement

parfaitement radial.

IX.2 Modèle en mouillage partiel

On cherche ici à construire un premier modèle pour le ressaut sur plan incliné. Comme cela est vi-

sible sur les images le bourrelet extérieur n’a plus du tout la même forme que dans le cas du mouillage

total. On ne peut donc pas appliquer les mêmes modèles que dans une situation de mouillage total.

Pour plus de simplicité on se contentera à nouveau uniquement sur Rwidth et Rtop. Dans le cas

de Rwidth la gravité ne s’oppose pas à l’écoulement tandis que dans le cas de Rtop elle s’y oppose

frontalement. L’idée en étudiant uniquement ces deux rayons est de mettre en évidence les principaux

éléments physiques qui composent le problème et d’en tirer les premières lois prédictives...

La zone interne
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Les résultats expérimentaux montrant les lignes de courant radiales dans la zone interne nous

incitent à faire une première hypothèse : on suppose que l’écoulement est purement radial (uθ = 0).

Aux vues des résultats présentés dans la partie sur le mouillage total il apparâıt très raisonnable

de négliger la gravité dans la zone interne. On a pu voir que le modèle de Wilsonet al. fournissait une

première approche mais le modèle de Watson présenté dans la partie précédente (voir II.2) améliore

substantiellement la description de la zone interne. Forts de nos résultats en mouillage total on ap-

plique donc ce modèle sans aucune modification puisque l’on considère les effets de la gravité comme

négligeables. On retrouve donc pour les r supérieurs à la position r0 où la couche limite a envahi toute

l’épaisseur de liquide les équations (II.21) et (II.22) :

us(r) =
27c3

8π4

Q2

ν(r3 + l3)
,

h(r) =
2π2

3
√

3

ν(r3 + l3)

Qr
,

IX.2.1 Calcul de Rwidth

Pour le traitement de Rwidth, aux vues des hypothèses, on se propose à nouveau de considérer

que ce rayon peut être traité de la même manière que dans le cas horizontal. Contrairement au cas

du mouillage total, la situation du bourrelet semble mieux connue, on se propose donc de tenter une

approche “par les bords” avec un nombre de Froude constant en sortie de ressaut.

Dans cette situation de mouillage partiel les conditions aux limites ont changé par rapport au cas du

mouillage total. On peut maintenant estimer näıvement la hauteur du bourrelet liquide en supposant

que cette hauteur de liquide est fixée par l’angle de contact (comme le montre la Fig. IX.10) et suit

une loi en

H ≈ 2lcsin
βwidth

2
, (IX.1)

où lc =
√

γ
ρg et βwidth est l’angle de contact du liquide avec la plaque. On supposera ici que βwidth =

50°. 6

Rwidthβ

H ≈ 2lcsin
β
2

v

Figure IX.10 – Modèle pour le bourrelet dans le prolongement de Rwidth. On suppose que la

hauteur du bourrelet est fixée par (IX.1) c’est-à-dire par l’angle de contact “effectif” βwidth. Il

est toutefois traversé par un courant de vitesse v important et non pris en compte par notre

modélisation.

Si l’on suppose que le Froude de sortie est constant comme dans le cas du ressaut horizontal, en

appliquant la conservation du débit juste en sortie de ressaut on obtient :

Q2 = Fr2g4π2R2
widthH

3. (IX.2)

6. On a pu vérifier que cette prédiction de hauteur était réaliste aux vues de nos observations en utilisant notre

profondimètre. Toutefois l’utilisation de cet appareil sur un plan incliné présente davantage de possibilités d’erreurs de

mesure que dans le cas horizontal.
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Ce qui conduit logiquement à

Rwidth =
Q

2πFr
(

2lcsin
βwidth

2

)3/2

g1/2

. (IX.3)

Ce modèle propose donc une loi où Rwidth est proportionnel à Q. La Fig. IX.7 nous convaint que

nous n’avons pas le bon comportement (du moins pour l’ensemble de la courbe puisque l’on observe un

comportement linéaire à faibles débits). Si l’on essaye tout de même de tracer la loi (IX.3) en regard

des points expérimentaux pour un nombre de Froude de 0,385 on obtient la Fig. IX.11.
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Figure IX.11 – Test de la loi (IX.3) sur l’ensemble de données de Rwidth présenté en Fig. IX.7

(b). La ligne noire correspond à la théorie attendue avec Fr = 0, 385 et βwidth = 50°. Comme

on peut le voir l’accord avec la théorie n’est pas très bon. On trouve tout de même un ordre de

grandeur satisfaisant.

Comme on peut le voir sur la Fig. IX.11 l’ordre de grandeur est plutôt bon toutefois il est extrê-

mement sensible à l’angle de contact effectif . Or nos estimations de cet angle de contact sont assez

imprécises il est donc possible que l’erreur soit beaucoup plus importante que celle indiquée. De plus,

on le voit, la tendance n’est pas bien prédite. 7

Un moyen d’interpréter cette différence de tendance est probablement de considérer que le bourre-

let est assez mal modélisé. En effet, comme indiqué sur la Fig. IX.10, une grande partie de l’écoulement

dans le bourrelet provient du liquide récolté par le bourrelet dans la partie supérieure : il s’écoule à

une vitesse v non négligeable et est donc susceptible de modifier la forme du bourrelet. En particulier

il est tout à fait possible que l’angle de contact effectif fluctue avec le débit ou que la hauteur ne soit

tout simplement pas tout à fait fixée par la loi (IX.1). En définitive on ne pourra pas conclure sur un

modèle convaincant pour Rwidth ici.

7. Notons que si l’on essaye d’appliquer le modèle de Watson avec comme paramètre d’entrée H pour prédire Rwidth
l’accord entre théorie et expérience est mauvais.
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IX.2.2 Calcul de Rtop

En ce qui concerne Rtop nous allons suivre une démarche assez similaire à celle qui nous a permis

de déterminer Rtop dans le cas du mouillage total. Nous allons donc essayer de modéliser le bourrelet

en utilisant les observations qu’on peut en faire.

IX.2.2.1 Hypothèses sur le bourrelet liquide

On modélise le bourrelet liquide supérieur en considérant que :

(i) Le bourrelet liquide a la forme d’une portion de cercle en Rtop. Ce qui semble assez cohérent

avec les images présentées en Fig. IX.12.

(ii) La hauteur perpendiculaire du bourrelet est donnée par 2lcsin
βtop

2 et ce indépendamment du

débit et de l’angle d’inclinaison α ce qui semble assez cohérent avec nos observations faites sur les

images Fig. IX.4 et avec des mesures réalisées avec notre profondimètre 8.

(a) (b)

(c) (d) (e) (f)

Figure IX.12 – Images de côté du bourrelet liquide d’un ressaut sur plan incliné en situation

de mouillage partiel. Trois angles d’inclinaison sont considérés : 20° ((a) et (b)), 45° ((c) et

(d)) et 80° ((e) et (f)). Pour chacun de ces angles on a considéré deux débits Q = 28, 3 cm3/s

((a), (c) et (e)) et Q = 44, 4 cm3/s ((b), (d) et (f)). Comme on peut le voir l’aspect du bourrelet

(hauteur et largeur) change assez peu (du moins visuellement) en fonction de l’angle et du débit.

Cela a plusieurs conséquences :

(i) L’épaisseur du bourrelet est donc constante et indépendante du débit Q et de l’inclinaison

α. Aux vues des Fig. IX.1, Fig. IX.2 et Fig. IX.12 cette conséquence semble compatible avec nos

observations pour α > 20° et pour des débits assez élevés (Q > 18, 6 cm3/s).

(ii) L’épaisseur du bourrelet est très petite devant le rayon du ressaut. Encore une fois les Fig. IX.1,

Fig. IX.2 et Fig. IX.12 vont plutôt dans ce sens.

La modélisation du bourrelet est donc représentée en Fig. IX.13.

8. Présentant des incertitudes bien supérieures à celles obtenues dans la partie précédente en raison de la géométrie

particulière
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Figure IX.13 – Modélisation de la partie supérieure du bourrelet. On se propose de modéliser

cette partie du bourrelet comme une portion d’un disque de rayon R. L’aire de cette portion

de disque est uniquement fixée par l’angle de contact βtop, sa hauteur perpendiculairement à la

plaque est fixée par (IX.1) et sa largeur wtop est considérée comme constante et indépendante de

Q et de α. La hauteur H qui nous intéresse ici est celle correspondant à la différence d’altitude

entre le point le plus bas du bourrelet et le point le plus haut. De simples calculs de géométrie

permettent de connâıtre H, R et wtop en fonction des données physiques.

Après des calculs de géométrie élémentaire on obtient que le rayon du cercle est :

R =
2lcsin

βtop
2

1− cosβtop
. (IX.4)

On obtient donc que la hauteur H du point le plus haut du bourrelet liquide par rapport au point le

plus bas du bourrelet s’écrit :

H = (1− cos(α+ βtop))
2lcsin

βtop
2

1− cosβtop
. (IX.5)

IX.2.2.2 Estimation de Rtop

Connaissant H il est maintenant possible d’utiliser le modèle proposé par Watson concernant la

zone interne et la condition de choc pour estimer la position de Rtop
9 on s’attend donc à ce que le

rayon du ressaut corresponde aux équations (II.36) et (II.37). Dans notre cas nous sommes toujours

à Rtop > r0. On considèrera donc que l’équation (II.37) régit la position de Rtop et donc que :

RtopH
2ga2

Q2
+

a2

2π2RtopH
= 0, 01676

((
Rtop
a

)3

Re−1 + 0, 1826

)−1

. (IX.6)

On peut donc tester cette équation en utilisant l’estimation de la hauteur proposée en (IX.5). On le

fera pour les quatre injecteurs à notre dispositions ainsi que pour trois inclinaisons différentes (α =10°,

9. L’application du modèle de Watson est ici un peu discutable. En effet, dans la géométrie modèle que l’on a choisit,

on n’a pas comme dans le cas du mouillage total un “vrai” choc de hauteur H. Pour la condition de choc le terme en

1/2gH2 a bien sûr tout son sens mais le terme en HU2 est lui plus contestable. Quoi qu’il en soit, le terme inertiel est

petit devant le terme gravitaire.
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45° et 80°). Le résultat de cette comparaison est visible en Fig. IX.14.
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Figure IX.14 – En situation de mouillage partiel sur substrat incliné en utilisant de l’eau à 1

cS on teste la loi de Watson : (IX.6) en utilisant la valeur de H obtenue en (IX.5). La ligne

noire correspond à la théorie attendue sans paramètre ajustable. On teste cette loi pour trois

inclinaisons : 10° (en rouge), 45° (en bleu) et 80° (en vert). Quatre injecteurs sont représentés :

les cercles correspondent à φ = 2 mm, les carrés à φ = 3 mm, les losanges à φ = 3, 5 mm et les

triangles à φ = 5 mm. Si la dépendance en φ a l’air plutôt bien captée, la séparation nette entre

les trois couleurs montre l’échec de notre modèle pour capter la dépendance en angle dans cette

situation.

Comme on peut le voir sur cette Fig. IX.14 l’accord entre théorie et expérience n’est pas excellent.

On obtient un accord convenable pour α = 10° et α = 45° bien que les courbes soient séparées en

fonction de l’inclinaison signe que nous n’avons pas bien capté la dépendance en α tandis que l’accord

est très mauvais en ce qui concerne α = 80°.
On remarque également que nous captons assez mal la dépendance en φ. En particulier φ = 2 mm

semble avoir un comportement singulier qui ne se remarque pourtant pas sur la Fig. IX.6.

Nous en concluons donc que notre modélisation est très imparfaite. 10 Il est possible que là encore

les fluctuations autour de la valeur donnée βtop cachent en réalité une dépendance en fonction du débit

et de l’angle. Il est aussi possible que notre modélisation du bourrelet comme une portion de cercle

(modélisation qui ne repose que sur des observations mais sur aucun argument physique) soit erronée.

IX.3 Conclusion

Nous avons pu, au cours de ce chapitre, présenter une étude sur l’impact d’un jet perpendiculaire

à un plan incliné en situation de mouillage partiel. On retrouve les différents éléments déjà présentés

à quelques différences près : si l’on a à nouveau un film mince entouré d’un ressaut, séparant la zone

interne d’un bourrelet liquide, ce bourrelet liquide est beaucoup plus fin et se termine par un angle

de contact réel (et non plus effectif). Une autre différence est qu’en situation de mouillage partiel on

10. Elle fournit toutefois des ordres de grandeurs raisonnables.
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observe un front aval au niveau duquel on assiste à une transition entre un film mince et un bourrelet

liquide.

De manière assez surprenante on n’observe pas de phénomène hystérétique dans cette situation

de mouillage partiel. Cela tient probablement au fait qu’on a pu observer que la ligne de contact du

bourrelet liquide était sans cesse en mouvement, rendant difficile la mesure de l’angle de contact.

Nous avons, à nouveau travaillé avec les longueurs Rtop et Rwidth. Et nous avons en particulier

observé que ces courbes présentaient deux comportements : à faibles débits un comportement linéaire

et pour les débits plus élevés un comportement en puissance 5/8. Ce comportement asymptotique en

5/8 est très troublant car il évoque à la fois le comportement observé en cas de mouillage total mais

également la loi d’échelle proposée par Bohr et al. .

Nous avons à nouveau travaillé sur des modèles et nous conservons notre conclusion concernant la

faible importance de la gravité dans la zone interne. Pour autant si nos modèles ont permis d’obtenir

des ordres de grandeurs et des tendances satisfaisants ils ne sont clairement pas excellents. Nous

pensons que notre modélisation du ressaut en mouillage partiel repose sur des évaluations d’angles de

contact qui sont très discutables. Il semble donc nécessaire de travailler autour de cette question en

développant une réelle technique d’acquisition de l’angle 11 et de réaliser des statistiques sur la valeur

de ces angles...

11. Par exemple l’observation des déformations d’une grille...



Chapitre X

Ressaut sur un plan incliné super

hydrophobe

On se propose maintenant d’observer le cas d’un jet liquide impactant perpendiculairement une

plaque de cuivre rendue super hydrophobe grâce au traitement décrit en Annexe C. Cette étude a

donné lieu à l’observation de comportements inattendus et c’est ce que nous allons tacher de présen-

ter ici. En particulier nous allons montrer que sous certaines conditions la description en terme de

ressaut hydraulique cesse d’être pertinente. Les phénomènes observés relèvent alors davantage de la

fragmentation d’une nappe liquide que du ressaut hydraulique.

X.1 Influence de l’injecteur

Au cours de ces expériences nous avons utilisé tour à tour deux injecteurs de diamètres différents :

φ = 3 ou 4 mm. Nous avions jusqu’à présent travaillé sur le ressaut et nous avons pu montrer à de

nombreuses reprises dans les lignes précédentes que le bon paramètre de contrôle était le débit Q

et non la vitesse du liquide injecté. Ce qui en conséquence signifie une assez faible importance du

diamètre de l’injecteur. Nous allons montrer que ce n’est pas le cas ici.

X.1.1 Injecteur de 4mm de diamètre

Lorsque l’on travail avec un injecteur de diamètre φ on obtient les images présentées en Fig. X.1

et Fig. X.2. Dans la première figure on travaille à débit constant en faisant varier l’angle tandis que

dans la deuxième on travaille à angle constant (ici α = 45°) en faisant varier le débit.

Ce qui apparâıt alors clairement sur ces deux figures c’est que le choc présente deux formes extrê-

mement différentes : dans la zone amont on retrouve bien le bourrelet liquide déjà observé dans le cas

du ressaut incliné en mouillage partiel (ce qui était bien sûr attendu). Mais en aval on observe plus du

tout de bourrelet liquide mais bien la fragmentation du film mince en gouttes. Ce que l’on peut obser-

ver dans la zone aval s’apparente davantage à la fragmentation d’une nappe de Savart [101, 102, 21]

qu’à un ressaut hydraulique. On observe en particulier le décollement du bourrelet à une altitude

donnée, la transition se faisant brusquement entre ressaut et fragmentation.

Comme on peut le constater sur la Fig. X.1 cette limite dépend peu de l’angle d’inclinaison. La

valeur de Rtop est tout à fait similaire à ce que l’on a pu observer et prédire dans la partie concernant
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α = 30◦

α = 50◦

α = 70◦

α = 40◦

α = 60◦

α = 80◦

Figure X.1 – Photographies prises de face du ressaut hydraulique sur plan incliné en mouillage

quasi-nul à débit fixé (Q = 37, 3 cm3/s) pour 6 angles différents (de 30° à 80° tout les 10°). Le

diamètre de l’injecteur est ici de φ = 4 mm. Les effets de perspectives permettent difficilement

d’appréhender le comportement de Rtop toutefois on observe comme point commun à toutes ces

photographies la division en deux zones : une zone aval où la nappe liquide se fragmente et la

zone amont où le choc est entouré d’un bourrelet liquide. On constate aussi que la taille du

bourrelet ne semble pas varier avec l’inclinaison. Le nombre de points de fragmentation et la

distance les séparant semblent dépendre assez peu de l’angle d’inclinaison. On constate en outre

que la limite entre zone de fragmentation et bourrelet liquide semble indépendante du débit.

le ressaut sur plan incliné en mouillage partiel “classique”. En revanche la partie aval soulève de nom-

breuses questions sur le nombre de points de fragmentation et la distance qui les sépare en fonction

de l’angle d’inclinaison. Cet effet mériterait une étude à part entière.

La Fig. X.2 quant-à elle nous montre que le débit a une très forte influence sur la position de

détachement du bourrelet liquide : plus le débit augmente plus la limite entre ressaut hydraulique et

fragmentation est élevée (par rapport au centre de l’injecteur). Par ailleurs comme cela était prévisible
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Q = 14, 0 cm3/s

Q = 26, 6 cm3/s

Q = 39, 3 cm3/s

Q = 20, 3 cm3/s

Q = 33, 0 cm3/s

Q = 45, 6 cm3/s

Figure X.2 – Photographies prises de face du ressaut hydraulique sur plan incliné en mouillage

quasi nul à angle d’inclinaison fixé (α = 45°) pour 6 débits différents (14 ; 20,3 ; 26,6 ; 33,0 ; 39,3

et 45,6 cm3/s ). Le diamètre de l’injecteur est ici de φ = 4 mm. On constate à nouveau cette

séparation entre zone aval fragmentée et zone amont entourée par un bourrelet liquide. Dans ce

cas le bourrelet liquide semble dépendre toujours très peu du débit. En revanche le nombre de

points de fragmentation crôıt fortement avec le débit. On remarque en outre que la position de

décollement du bourrelet (c’est-à-dire la limite entre zone de fragmentation et bourrelet) est de

plus en plus élevée à mesure que le débit crôıt.

le débit joue un rôle très important dans le nombre de points de fragmentation visibles.

X.1.2 Injecteur de 3mm de diamètre

Lorsque l’on fait varier le diamètre de l’injecteur et que l’on utilise un injecteur de diamètre interne

φ = 3 mm on observe les images typiques présentées en Fig. X.3. 1 En comparaison, à débit identique

on constate que dans le cas présent la limite bourrelet-fragmentation est beaucoup plus élevée. On

arrive même à une situation où le bourrelet liquide a entièrement disparu et où l’on observe de la

fragmentation sur l’ensemble du périmètre. Dans ce cas le front de fragmentation est quasi circulaire

autour de l’injecteur (montrant une fois de plus la validité de nos hypothèses concernant la zone cen-

trale). On observe une disparition du bourrelet liquide pour les inclinaisons importantes (au delà de

1. Malheureusement si nous avons fait une étude systématique équivalente à celle présentée pour φ = 4 mm nous

n’avons pas réussi à enregistrer des images de la qualité de celles présentées précédemment pour des raisons matérielles.

Les images que nous avons obtenues s’apparentent davantage aux images présentées dans la Fig. VII.13. Il est donc très

difficile d’y décerner si le régime est celui du bourrelet ou de la fragmentation.
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α = 50°) et pour les débits élevés.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f) (g)

Figure X.3 – Photographies de côté du ressaut hydraulique sur plan incliné en mouillage quasi

nul mais avec cette fois-ci un injecteur de diamètre φ = 3 mm. Ces images ont été réalisées

avec des inclinaisons assez fortes (typiquement entre 75◦et 85◦) et des débits variés ((a) : Q = 9

cm3/s, (b) Q = 46 cm3/s, (c) et (d) Q = 48 cm3/s, (e) Q = 38 cm3/s, (f) et (g) Q = 18 cm3/s).

Comme on peut le constater sur ces images pour les débits les plus élevés on ne constate plus de

bourrelet liquide même en aval mais un front de fragmentation sur tout le périmètre de la nappe

liquide. Et ce, même pour des débits intermédiaires comme ceux des deux dernières images. La

physique est donc différente lorsque l’on fait varier le diamètre de l’injecteur.

Ce résultat fait directement écho aux observations de Maynes et al. (voir partie I.6.1) qui faisait

état d’un nombre de Weber du jet critique Wec se situant aux alentours de 900 2. Ce nombre de Weber

critique distingue les cas où l’on observe un ressaut hydraulique standard (We < Wec) et ceux où l’on

constate la fragmentation du film mince (We > Wec). Or le Weber maximum obtenu avec l’injecteur

de 4 mm est d’environ 900 ce qui est extrêmement proche de Wec tandis que pour un injecteur de

diamètre interne de 3 mm on obtient un We maximum de 2200. On sera donc au delà du Weber critique

pour une gamme de débits de 35 à 50 cm3/s. Donc bien qu’étant à débit quasiment constant on observe

deux comportements extrêmement différents. Le fait que le We devienne le véritable paramètre de

contrôle montre bien que les phénomènes physiques en jeu sont très différents... On avait jusque là

comme paramètre de contrôle privilégié le débit Q.

Reste une question ouverte : pourquoi observe-t-on de la fragmentation en aval du ressaut et

ce, même pour des Weber très en dessous de Wec ? Encore une fois il apparâıt clair que le ressaut

hydraulique (ici bourrelet liquide) n’est pas stable en aval. Nous n’en savons toutefois pas davantage.

2. Pour rappel on a We = ρU2φ/σ avec U la vitesse du liquide en sortie de buse et γ la tension de surface du liquide.
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X.2 Modèle

Le cas où φ = 4 mm se modélise de la même manière que le ressaut sur plan incliné en mouillage

partiel classique. Il n’y a pas ici à apporter davantage d’éléments.

Pour modéliser le cas φ = 3 mm il est important de proposer une alternative au modèle précédent

puisque nous travaillons avec un phénomène physique différent.

Nous observons que le périmètre du film mince est quasiment circulaire. On se propose donc d’en

tirer deux hypothèses pour la modélisation :

(i) Rwidth = Rtop = RJ . Ce résultat se trouvera, comme nous le verrons, largement vérifié expéri-

mentalement.

(ii) L’écoulement est considéré comme parfaitement radial et les effets de la gravité sont considé-

rés comme négligeables. La modélisation proposée par Watson (voir II.2) s’impose donc pour la zone

interne. On aura donc une vitesse u :

u(r, z) =
27c3

8π4

Q2

ν(r3 + l3)
f(η), (X.1)

avec c la constante définie dans la partie II.2 et valant c = 1, 402, η = z/h(r) et f la fonction telle que

u = us(r)f(η) (voir (II.14)).

X.2.1 Condition de choc

On suppose ici que la fragmentation a lieu pour tout débit. L’idée est donc d’équilibrer le flux de

quantité de mouvement avec les effets de la tension de surface qui retient les gouttes. 3 Un schéma

traduisant cette relation de choc est visible sur la Fig. X.4. Cette condition de choc s’écrit donc en

r = RJ :
∫ h

0

ρu2dz = γ(1− cosβ), (X.2)

avec γ la tension de surface et β l’angle de contact entre le liquide et le substrat. On choisira ici

β = 160° car c’est l’angle de contact statique pour l’eau sur le substrat superhydrophobe.

h(r)

u(r, z) r0

RJ

−→γ

β

−→γ

Figure X.4 – Le mécanisme de fragmentation correspond de manière classique à l’équilibre entre

les effets inertiels et les effets de tension de surface γ. C’est cet équilibre qui fixe la position du

ressaut RJ .

3. On retrouve ce type d’équilibre classique lors de l’étude des nappes de Savart ou encore lors de l’étalement d’une

goutte après impact. Mais on retrouve aussi l’approche proposée par Wilson et al. et détaillée au début de cette partie.
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Ce qui donne après calcul :

27
√

3c3

16π6

ρQ3

RJν(R3
J + l3)

= γ(1− cosβ). (X.3)

Dans le cas où R3
J � l3 (ce qui est plutôt vrai dans la gamme de débits où l’on observe la

fragmentation) on obtient :

RJ =

(
27
√

3c3

16π6

)1/4

(1− cosβ)1/4Q3/4ν−1/4ρ1/4γ−1/4. (X.4)

Lorsque l’on trace les points expérimentaux pour des inclinaisons importantes (α = 60, 75 et 90°)
et les lois (X.3) et (X.4) on obtient les graphes présents sur la Fig. X.5 :
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Figure X.5 – Rtop et Rwidth pour trois angles d’inclinaison de la plaque : 90°(représenté par

des cercles), 75° (représenté par des carrés) et 60° (représenté par des losanges).Rtop est noté

en rouge et Rwidth en bleu. Le diamètre de l’injecteur est φ = 3 mm. (a) La loi (X.4) est testée

et est représentée par la ligne noire. (b) On fait le choix de ne plus négliger l3, on obtient alors

la loi (X.3) (et non plus Rtop et Rwidth en fonction de Q). La théorie est encore représentée

par la ligne noire (sans paramètre ajustable). Comme on peut le voir l’accord entre théorie et

expérience est excellent. On constate que Rtop est légèrement décalé en dessous de la théorie.

Cela s’explique par le fait que la gravité ralentit très légèrement l’écoulement.

Comme on peut le voir sur cette Fig. X.5 notre hypothèse de travail concernant l’égalité entre Rtop

et Rwidth est largement validée. Si Rtop est légèrement plus faible que Rwidth c’est en raison de la

gravité qui freine très légèrement le liquide.

On constate que le modèle proposé fournit un excellent accord avec les points expérimentaux.

Toutefois il semble nécessaire de conserver le terme en l3 qui permet la prise en compte des effets de

l’injecteur. La loi (X.4) s’ajuste donc particulièrement bien sur les points expérimentaux sans aucun

paramètre ajustable.

Toutefois on peut être surpris d’un accord aussi bon. En effet, visuellement mais aussi en terme de
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nombre de Weber We on s’attend à ce que la fragmentation soit uniquement prédominante pour les

hauts débits c’est-à-dire à Q > 35 cm3/s. On peut donc être surpris d’un accord aussi bon au delà de

la gamme de validité de notre modèle.

Si l’on veut comparer ces résultats avec le cas où φ = 4 mm on retrouve bien une différence

fondamentale de régime. Nous avons donc tracé la loi attendue en cas de fragmentation (X.3) pour

deux angles similaires aux précédents (α = 90 et 70°). On obtient les points présentés en Fig. X.6.
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0

10

20

30

40

50

60

0 10 20 30 40 50

( R
J

(R
3 J

+
l3

))
1
/
4

(m
m

)

Q (cm3/s)

Rtop
Rwidth

Figure X.6 – Rtop et Rwidth pour deux angles d’inclinaison de la plaque : 90° (représenté

par des cercles) et 70° (représenté par des losanges). Rtop est noté en rouge et Rwidth en bleu.

Le diamètre de l’injecteur est ici φ = 4 mm. La loi (X.3) est testée, on tient donc compte du

terme en l3 (on ne représente donc pas exactement Rtop et Rwidth en fonction de Q). La théorie

est représentée par la ligne noire (sans paramètre ajustable). Comme on pouvait s’y attendre la

théorie ne permet pas de décrire le comportement de Rtop. On constate cependant que Rwidth

s’ajuste sur la théorie pour des débits élevés. Cela s’explique par le fait que pour cette gamme de

débits la limite de fragmentation est plus élevée que la position de l’injecteur.

Comme on peut le voir sur cette Fig. X.6 la loi théorique (X.4) ne s’ajuste plus du tout lorsque

Rtop est considéré. Ce résultat était bien sûr attendu puisque le mécanisme dominant est ici celui d’un

ressaut hydraulique formant un bourrelet liquide et non celui décrit par notre modèle.

Il est également intéressant de constater que la courbe utilisant Rwidth suit le comportement

attendu par la fragmentation pour des débits supérieurs à 25 cm3/s. Ce débit seuil correspondant

justement (comme on peut le voir sur la Fig. X.2) au moment où la limite entre fragmentation et

bourrelet dépasse l’altitude de l’injecteur (elle se situera au dessus de cette position pour des débits

plus élevés). Cela tend donc à valider notre approche : pour de faibles débits il faut prendre en compte

le bourrelet, nous sommes donc dans le cas traité précédemment du ressaut sur plan incliné en situa-

tion de mouillage partiel tandis que pour les forts débits on observe une fragmentation et le modèle à

considérer est celui présenté ci-dessus.

X.3 Conclusion sur le cas super hydrophobe

Nous avons donc pu le constater : cette situation d’impact d’un jet sur un plan superhydrophobe

incliné présente une physique intéressante. Tantôt ressaut hydraulique tantôt fragmentation nous avons
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pu en comprendre les enjeux et fournir une première modélisation. Toutefois, le champ d’investigation

concernant ce sujet est loin d’être clos, il reste à comprendre et à modéliser la fragmentation dans la

partie aval mais aussi à étudier la position de la limite entre fragmentation et bourrelet liquide. Si

le nombre de Weber semble le bon paramètre de contrôle il faut toutefois affiner la transition entre

fragmentation et bourrelet en fonction de l’angle θ et de l’inclinaison α.



Chapitre XI

Conclusion

Le ressaut hydraulique obtenu par un jet impactant verticalement un plan incliné est-il un ressaut

horizontal comme les autres ?

C’est sur cette question un peu provocatrice que l’on pourrait refermer cette partie. Mais ce serait

un peu tricher dans la mesure où l’on peut partiellement répondre à cette question.

Effectivement nous avons pu montrer dans toutes les situations étudiées (mouillage total, mouillage

partiel, mouillage quasi nul, liquide visqueux ou liquide moins visqueux...) que la zone interne pouvait

être traitée comme dans le cas du ressaut horizontal c’est-à-dire un écoulement radial dans lequel la

gravité est parfaitement négligeable. Nous avons même pu montrer dans le cas du mouillage total et du

mouillage quasi nul que la description de la zone interne proposée par Watson pouvait être appliquée

sans aucune adaptation. Donc la réponse à notre question serait plutôt oui...

Pourtant ce serait aller rapidement que de faire une telle conclusion. En effet nous avons pu mon-

trer tout au long de la première partie que les conditions aux limites étaient d’une importance capitale

dans la modélisation du ressaut hydraulique. Or justement cette situation de ressaut sur un plan in-

cliné offre des conditions aux limites particulièrement remarquables.

Nous avons, en nous intéressant à ces conditions aux limites, fait varier les conditions de mouillage

et obtenu un certain nombre de résultats étonnants :

Dans le cas du mouillage total nous avons pu observer une ligne de contact effective associée à des

angles de contact effectifs fixant une limite claire entre film liquide macroscopique et film liquide micro

voire nanoscopique. Il était difficile de s’attendre à une transition aussi brutale et à des “angles de

contact effectif” aussi bien définis. Nous avons donc pu, en modélisant simplement le bourrelet liquide,

obtenir une description convenable du phénomène de ressaut sur plan incliné sur une large gamme

d’angles d’inclinaison. Toutefois ce modèle repose sur des hypothèses intuitées qui mériteraient une

étude plus approfondie.

Dans le cas du mouillage partiel nous avons montré l’absence de comportement hystérétique dû

au fait que la ligne de contact est sans cesse en mouvement. Cela rend difficile la mesure d’angles de

contact moyens que nous avons trouvés plus faibles que les angles statiques d’avancée et de reculée

alors que nous sommes, d’apparence, dans un cas statique. La modélisation s’est avérée plus difficile

dans le cas de mouillage partiel et les modèles que nous avons obtenus nous encouragent essentielle-

ment à affiner la description du bourrelet liquide et à étudier bien plus en détail les angles de contact

au niveau du bourrelet. Il serait en outre intéressant de se confronter à une situation de mouillage

différente avec un angle de contact statique plus faible par exemple.

Enfin en ce qui concerne la situation de mouillage quasi nul nous avons pu observer une physique
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différente avec la fragmentation du film mince de la zone interne. On se retrouve alors davantage

dans une situation proche de la fragmentation d’une nappe de Savart. On a en particulier pu observer

la coexistence entre un ressaut conduisant à un bourrelet liquide dans la partie supérieure et cette

zone de fragmentation. Il serait très intéressant d’étudier davantage ce phénomène de cohabitation de

deux conditions aux limites différentes et en particulier de comprendre la position de décollement du

bourrelet liquide.

Donc aux vues de ces résultats le ressaut sur plan incliné affiche une vraie richesse de comporte-

ments qui diffèrent fondamentalement du cas horizontal. Nous ne nous sommes pour le moment attelés

qu’à une approche simple et il reste de nombreux champs à explorer. En particulier, nous n’avons pas

même évoqué la forme du ressaut et il s’agit pourtant là d’un sujet qui semble vaste et important.

En effet nous avons pu comprendre que le rapport d’aspect Rtop/Rwidth changeait avec l’inclinaison.

Cela se traduit donc en terme de courbure. Une étude de courbure permettrait peut être d’interpréter

voire de comprendre l’instabilité que nous avons pu observer en situation de mouillage total...

Enfin le ressaut sur plan incliné n’est pas un ressaut comme les autres car il s’agit dans la plupart

des situations d’un ressaut ouvert. Nous n’avons pas réussi à comprendre ni même à mesurer cette

transition d’ouverture. Cette situation de ressaut ouvert est pourtant loin d’être triviale et interroge

profondément sur la nature même du ressaut hydraulique. Pourquoi peut-on maintenir un choc dans

une situation faiblement inclinée et comment se fait la transition vers une absence de ressaut ?



Troisième partie

Gouttes dans un ressaut
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Chapitre XII

Etat de l’art et dispositif

expérimental

XII.1 Non coalescence et dynamique : une goutte en lévitation

dans un ressaut hydraulique

Revenons maintenant au cas “simple” du ressaut hydraulique circulaire sur un plan horizontal.

Lorsque l’on dépose une goutte du même liquide dans la zone interne du ressaut (zone de forte vitesse

et de faible épaisseur) la goutte se trouve séparée du bain par un mince film d’air, dans un état de non

coalescence. Cette goutte, “plaquée” contre le “mur” liquide va se déplacer dans le ressaut de manière

périodique ou apériodique suivant les conditions expérimentales.

Cette expérience n’est pas sans évoquer d’autres situations où la non coalescence de gouttes offre

un système à la dynamique particulièrement riche et inattendue. Avant d’aller plus loin sur les travaux

effectués, attardons-nous sur quelques unes de ces situations remarquables.

XII.1.1 De la goutte volante à la goutte “quantique”.

Lorsqu’une goutte impacte un bain du même liquide ou une surface solide elle va coalescer avec

le liquide ou mouiller le solide. Il existe toutefois un certain nombre de situations où l’on observe

un retard, voire une absence de coalescence due à un film d’air ou de vapeur séparant la goutte du

substrat. On parle alors de “non-mouillage”.

Le moyen le plus connu pour maintenir un tel film gazeux est de chauffer le substrat pour obtenir

un effet dit de caléfaction [73] (effet Leidenfrost). Le liquide s’évaporant sous la goutte forme alors

un film isolant entre la goutte et le substrat chaud sur lequel celle-ci lévite. Dans cette configuration,

pour des gouttes suffisamment petites (quelques dizaines de microns), on observe même le “décollage”

de la goutte [17] qui voit évoluer très rapidement la distance entre elle et le substrat.

Dans le cas de l’interaction entre une goutte et un bain liquide on peut maintenir un film d’air en

faisant vibrer un bain liquide : à chaque oscillation du bain le film d’air sous la goutte se renouvelle

[88] et la goutte n’entre donc jamais en contact avec le bain (dans les faits on peut ainsi maintenir une

goutte en situation de non mouillage pendant une durée de l’ordre de la journée). Dans cette situation,

en faisant vibrer le bain de manière à s’approcher du seuil de l’instabilité de Faraday, il est possible de

déplacer la goutte (on parle alors de goutte marcheuse ou simplement de marcheur) [24]. Le marcheur
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constitue un objet d’étude passionnant, en effet, lorsque la goutte rebondit sur le liquide vibré elle

engendre une onde circulaire. La goutte et le champ d’ondes associé permettent ainsi de reproduire

à l’échelle classique des expériences impliquant la dualité onde corpuscule comme la diffraction ou

l’effet tunnel [23, 40]. En ajoutant une goutte de ferrofluide à l’intérieur du marcheur goutte on peut

“charger” le marcheur et observer sa dynamique dans un champ magnétique inhomogène : un puits de

potentiel harmonique à deux dimensions. On observe en particulier des orbites quantifiées (circulaires

ou plus complexes : lemniscates, trifolium) [85] ainsi que des dynamiques d’inversions entre ces états

[84].

Il est à noter qu’avec un dispositif similaire (une goutte sur un bain vibré) un autre groupe a

pu observer la dynamique d’une goutte mise en mouvement par ses propres modes de vibrations

harmoniques [35, 48].

On peut également faire rebondir une goutte sur un film de savon mis en vibration par un haut-

parleur. Le film d’air est donc maintenu par un dispositif assez semblable au cas précédent. Dans ce

cas de figure on observe que la période des rebonds de la goutte peut transiter vers le chaos [46, 47].

Il est aussi possible de “tricher” un peu et de recouvrir la goutte d’une poudre hydrophobe qui

séparera la goutte du substrat ou de fabriquer un substrat super-hydrophobe (voir par exemple Annexe

C). Sur un tel substrat la goutte est certes en contact avec le solide mais la texture du substrat se

traduit par le fait que la surface de la goutte en contact avec le substrat est presque négligeable. Dans

ces deux cas la goutte repose quasiment sur un film d’air. Lorsque l’on incline le substrat jusqu’au

roulement rapide de la goutte on assiste à des déformations de la goutte particulièrement surprenantes

que le substrat soit super hydrophobe [92], ou la goutte recouverte de poudre [1, 92]. Dans ce dernier

cas, on peut même observer que la goutte prend les formes prédites par Poincaré pour les corps célestes

en rotation.

Nous avons rapporté en Fig. XII.1 quelques unes des images de ces diverses publications pour

donner au lecteur une idée plus précise de ce que nous évoquons.

XII.1.2 Gouttes dans un ressaut hydraulique : état de l’art

Nous proposons ici un dispositif original pour l’étude de la dynamique de gouttes en non coales-

cence : le ressaut circulaire hydraulique. Ici, ce qui maintient un film d’air entre la goutte et le bain

est le bain lui-même. La goutte est placée dans le zone interne du ressaut et plaquée contre le “mur

liquide”; la vitesse du liquide sous la goutte est, comme on l’a vu précédemment, de l’ordre de 0,3 m/s.

Cette vitesse est suffisante pour renouveler en permanence le film d’air via un entrâınement visqueux

et ainsi séparer la goutte du bain pendant plusieurs minutes.

XII.1.2.1 Les travaux précurseurs

Le premier groupe à avoir relaté ce phénomène de non coalescence est le groupe de Sreenivas et

al. [107]. Dans leur article, le ressaut hydraulique est obtenu en faisant impacter un jet sur un disque

de verre horizontal (la distance entre l’injecteur et le jet est typiquement de 7 cm). Le liquide utilisé

dans ce cas est de l’eau. Les débits utilisés sont de l’ordre de 10 cm3/s, le ressaut a donc un rayon

d’environ 1,5 cm.

Sreenivas et al. déposent alors des gouttes de différents liquides au bord du ressaut (eau, mélange

eau glycérol, eau savonneuse et huile de moteur) et observent un état de non coalescence pour ces

gouttes (voir Fig. XII.2). Des essais sont aussi réalisés avec de l’ethanol mais la très forte miscibilité

et l’évaporation de l’ethanol empêche de constater un état de non coalescence pour ce liquide. Les
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure XII.1 – (a) Décollage d’une goutte d’eau par effet Leidenfrost. Photographie tirée de

[17]. (b) Rebond d’une goutte sur un film de savon en vibration. Photographie tirée de [47]. (c)

Goutte marcheuse et son onde : un exemple macroscopique de dualité onde corpuscule. Photogra-

phie tirée de [24]. (d) Goutte rebondissante en surface d’un bain visqueux vibré. Les harmoniques

propres de la goutte vont engendrer un déplacement. Photographie tirée de [48]. (e) Gouttes déva-

lant un substrat superhydrophobe incliné. Les différentes formes de goutte dépendent de la taille

de la goutte et de l’inclinaison du substrat. Photographie tirée de [92]. (f) Gouttes de glycerol

enrobées de poudre hydrophobe sur un plan incliné. Les gouttes se déstabilisent à grande vitesse

sous l’effet de la force centrifuge. Photographie tirée de [1].

gouttes sont déposées à l’aide d’une seringue et leur volume se situe entre 0,03 et 1 mL. Les gouttes

mesurent donc entre deux et une dizaine de millimètres de rayon. On est donc de l’ordre, voire bien

au delà, de la longueur capillaire et les gouttes observées ressemblent davantage à des flaques qu’à des

gouttes. La durée de vie des gouttes observée par Sreenivas et al. est au maximum de l’ordre de cinq

minutes.

Un rapide calcul équilibrant la pression de sustentation générée par la lubrification et la masse

de la goutte permet d’estimer la hauteur dA du film d’air séparant la goutte du bain. En utilisant la

référence [16] pour les coefficients numériques on arrive à dA ≈ 14 µm.

En outre les auteurs observent une rotation interne dans la goutte et se proposent d’en estimer

la vitesse. On équilibre le taux de travail effectué par la goutte W et le taux de dissipation dans la

goutte liquide τ : 


W ∼ ηaUD US−UD

dA
D2,

τ ∼ ηd U
2
D

H2D
3,

(XII.1)

où ηa et ηd sont respectivement les viscosités dynamiques de l’air et de la goutte, US et UD les vitesses

à la surface du liquide et à la surface de la goutte et D et H le diamètre et la hauteur de la goutte.
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(a)

300 K. R. Sreenivas, P. K. De and J. H. Arakeri

0.04 ml 1 cm 0.12 ml 0.17 ml ≈1.0 ml

Inclined view

0.03 ml 0.10 ml 0.19 ml ≈1.0 ml

Side view

(a)

0.04 ml 0.10 ml 0.18 ml 0.80 ml

(b)

0.02 ml 0.10 ml 0.20 ml 0.86 ml

(c)

Figure 2. Drop shapes for three liquids: (a) water, (b) soap solution and (c) engine oil for a range
of drop sizes. The flow rate is about 8 cm3 s�1 and the jump radius is about 1.8 cm. Side and a view
inclined at about 35� to the vertical are shown for the water drops and only the inclined views for
drops of the other two liquids. Small water and oil drops dominated by surface tension (low Bo
and We) are nearly spherical. The larger drops of the three liquids are flattened by gravity (high
Bo) (this is evident from the side views of water drops). Water drops larger than 0.12 ml and all the
soap solution drops shown elongate due to motion induced (high We) within them. Little motion
is induced in the oil drops (We ⌧ 1) and they do not elongate; in the large oil drop contraction in
the longitudinal direction is because of the opposing shear and pressure forces. Scale indicated is
same for all the pictures.

the coordinate system is shown in figure 3. Z is the vertical distance from the glass
surface, X is the distance along the flow in the central plane of the liquid drop and Y
is measured perpendicular to the plane of the figure; ha(X, Y ) is the thickness of the
air film between the liquid drop and the water surface and hw(X, Y ) is the thickness
of water layer on the glass surface. The motion in the film and the motion in the
liquid drop drags air into the gap between the water surface and the liquid drop.
A reduction in ha in the air-flow direction results in a pressure build-up according
to bearing theory. A qualitative picture showing the pressure variation in the air
gap is given in figure 4. This pressure supports the drop. The same pressure acts on
and has to be supported by the water film surface. To solve the problem we would
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Figure 2. Drop shapes for three liquids: (a) water, (b) soap solution and (c) engine oil for a range
of drop sizes. The flow rate is about 8 cm3 s�1 and the jump radius is about 1.8 cm. Side and a view
inclined at about 35� to the vertical are shown for the water drops and only the inclined views for
drops of the other two liquids. Small water and oil drops dominated by surface tension (low Bo
and We) are nearly spherical. The larger drops of the three liquids are flattened by gravity (high
Bo) (this is evident from the side views of water drops). Water drops larger than 0.12 ml and all the
soap solution drops shown elongate due to motion induced (high We) within them. Little motion
is induced in the oil drops (We ⌧ 1) and they do not elongate; in the large oil drop contraction in
the longitudinal direction is because of the opposing shear and pressure forces. Scale indicated is
same for all the pictures.
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air film between the liquid drop and the water surface and hw(X, Y ) is the thickness
of water layer on the glass surface. The motion in the film and the motion in the
liquid drop drags air into the gap between the water surface and the liquid drop.
A reduction in ha in the air-flow direction results in a pressure build-up according
to bearing theory. A qualitative picture showing the pressure variation in the air
gap is given in figure 4. This pressure supports the drop. The same pressure acts on
and has to be supported by the water film surface. To solve the problem we would
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inclined at about 35� to the vertical are shown for the water drops and only the inclined views for
drops of the other two liquids. Small water and oil drops dominated by surface tension (low Bo
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is induced in the oil drops (We ⌧ 1) and they do not elongate; in the large oil drop contraction in
the longitudinal direction is because of the opposing shear and pressure forces. Scale indicated is
same for all the pictures.

the coordinate system is shown in figure 3. Z is the vertical distance from the glass
surface, X is the distance along the flow in the central plane of the liquid drop and Y
is measured perpendicular to the plane of the figure; ha(X, Y ) is the thickness of the
air film between the liquid drop and the water surface and hw(X, Y ) is the thickness
of water layer on the glass surface. The motion in the film and the motion in the
liquid drop drags air into the gap between the water surface and the liquid drop.
A reduction in ha in the air-flow direction results in a pressure build-up according
to bearing theory. A qualitative picture showing the pressure variation in the air
gap is given in figure 4. This pressure supports the drop. The same pressure acts on
and has to be supported by the water film surface. To solve the problem we would

Figure XII.2 – Formes des gouttes déposées dans un ressaut d’eau circulaire pour trois liquides :

(a) eau, (b) eau savonneuse et (c) huile de moteur et pour une gamme de volume de 0,02 à 0,86

mL. Le débit est de l’ordre de 8 cm3/s et le rayon du ressaut de l’ordre de 1,8 cm. Dans les petites

gouttes la tension de surface domine par rapport à la gravité : elles ont donc une forme quasi

sphérique. Pour les gouttes les plus grosses la gravité domine, les goutte s’assimilent davantage

à des flaques.

Egaliser les deux termes nous conduit à

UD ≈
US

1 +K
, (XII.2)

avec K = dAηd/(Hηa). Ce calcul aboutit à une vitesse d’environ 7,5 mm/s pour une goutte d’1 mL

d’huile tandis que la valeur expérimentale mesurée est de 6 mm/s. L’accord semble donc tout à fait

correct. Nous testerons plus loin cette loi de manière systématique. 1

XII.1.2.2 Le cas du ressaut faiblement incliné

C’est dans l’article [86] issu de notre équipe, en collaboration avec Christophe Pirat, que l’on

retrouve la première évocation d’un mouvement de la goutte dans le ressaut. Toutefois, ce travail

considère un autre cadre que le nôtre : le ressaut hydraulique n’est plus tout à fait circulaire et plus

tout à fait horizontal... Il est, en effet, légèrement incliné d’un angle α =1° ±0, 1°. Mis à part cette

différence le dispositif est extrêmement proche de celui décrit dans la section suivante : un jet d’huile

silicone de 20 cS projeté depuis un injecteur de 4 mm de diamètre interne impacte radialement un

1. Étonnamment le papier ne fait référence à aucune sorte de mouvement de la goutte à l’intérieur du ressaut. La

dynamique de la goutte n’y est même pas évoquée. La taille des gouttes utilisées est probablement la cause de cette

absence. En effet, les gouttes sont toutes de taille très importante et les plus grosses “montent” même sur le ressaut.

Dans notre dispositif expérimental, nous obtenons des mouvements de la goutte pour différents rayons de la goutte mais

nous nous trouvons plutôt dans le cas de gouttes dont le rayon est de l’ordre de grandeur de la longueur capillaire. Une

autre différence importante est que nous utilisons pour le bain une huile silicone de 20 cS donc un liquide beaucoup

plus visqueux... La vitesse au niveau de l’impact peut ainsi être très différente et donc la dynamique de la goutte posée

dessus aussi.
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disque de verre de 30 cm de diamètre situé 3 cm en dessous.

Dans cette expérience on fait attention à contrôler la taille des gouttes que l’on dépose : elles ont

une taille proche de la longueur capillaire. De telles gouttes, placées dans ce ressaut légèrement incliné

vont se mettre à osciller périodiquement autour de la position la plus basse comme on peut le voir sur

la Fig. XII.3.

Gyroscopic Instability of a Drop Trapped Inside an Inclined Circular Hydraulic Jump

Christophe Pirat,1 Luc Lebon,2 Antoine Fruleux,2 Jean-Sébastien Roche,2 and Laurent Limat2,*
1Laboratoire de Physique de la Matière Condensée et Nanostructures (LPMCN), UMR 5586 CNRS & Université de Lyon;

Université Lyon I, 69622 Villeurbanne, France
2Laboratoire Matière et Systèmes Complexes (MSC), UMR 7057 CNRS & Université Paris Diderot,

Bâtiment Condorcet, 10 rue Alice Domon et Léonie Duquet, CC7056, 75205 Paris CEDEX 13, France
(Received 24 March 2010; revised manuscript received 22 July 2010; published 20 August 2010)

A drop of moderate size deposited inside a circular hydraulic jump remains trapped at the shock front

and does not coalesce with the liquid flowing across the jump. For a small inclination of the plate on which

the liquid is impacting, the drop does not always stay at the lowest position and oscillates around it with a

sometimes large amplitude, and a frequency that slightly decreases with flow rate. We suggest that this

striking behavior is linked to a gyroscopic instability in which the drop tries to keep constant its angular

momentum while sliding along the jump.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.105.084503 PACS numbers: 47.55.Ca, 45.40.Cc, 47.55.D!

There is presently growing interest in the dynamics of
levitating liquids such as in the Leidenfrost effect [1], or in
the situation of delayed coalescence between liquids [2–6].
These conditions arise when a very thin layer of air or
vapor remains trapped at the interface, thus preventing the
liquid from spreading on a solid, or from coalescing with a
free surface of the same liquid. These unusual situations of
nonwetting give rise to surprising liquid dynamics, of great
fundamental interest. One can refer, for instance, to
Poincaré’s figures of equilibrium observed by Aussillous
and Quéré for drops coated with hydrophobic grains rolling
down a solid substrate [7], or to the striking particle-wave
duality evidenced by Couder et al., on drops walking on a
vibrated liquid [3–5].

In the present Letter we consider a different system. A
drop deposited inside a circular hydraulic jump [8–10] is
pushed by the flow against the jump and remains trapped if
its size is not too large [6]. Owing to the liquid motion
inside the jump and inside the drop, a thin layer of air
trapped in between prevents coalescence when the two
liquids are the same. We show that this situation also leads
to a striking dynamical behavior of the drop, that tends to
rotate around the jump. In the special case (considered
here) of a slightly inclined jump, with respect to horizontal,
the drop does not stay static at the lowest equilibrium point
but rather oscillates in a self-sustained way around this
position, the oscillation reaching very high amplitudes
(nearly 180") without loosing harmonicity. A model de-
scribing this behavior is proposed, based on a gyroscopic
instability: the drop both slides and rotates above the liquid
surface, exchanging friction with it against the air film,
while trying to keep constant its large angular momentum.
Although the connections with this kind of problem are not
obvious, this instability is reminiscent of others encoun-
tered by rotating systems when a slight amount of dissipa-
tion is added to a situation in apparent equilibrium [11].

A picture of the experiment is reproduced in Fig. 1. A jet
of silicone oil (viscosity 20 cS) issued from a vertical tube

of diameter 4 mm, hits the surface of a plate placed 3 cm
below the outlet. The plate inclination ! is fixed to 1:0#
0:1". For this low inclination, the hydraulic jump is ob-
served to be of type I (i.e., unidirectional surface flow), and
to remain nearly circular, in a way comparable to what
occurs for jumps obtained for slightly oblique jets [12].
The radius of the jump increases with flow rate [Fig. 2(a)]
and follows a law similar to those reported in earlier works
for a horizontal plate [6,8,9]. Millimeter sized drops of the
same fluid as the bath are deposited directly inside the
jump. As reported in [6], small enough droplets do not
cross the jump and remain trapped at its contact [Fig. 1],
without coalescing with the flowing liquid. Qualitative
tests were performed with different silicone oils to inves-
tigate the influence of viscosity. For high enough viscos-

FIG. 1. Nearly circular hydraulic jump formed by a vertical
liquid jet of silicone oil impacting a slightly inclined plate. In the
appropriate range of parameters, a drop levitating above the
jump does not stay stationary at the lowest position (arrow). It
enters an oscillatory motion around this position along the jump
perimeter, shown here by superimposing successive frames.

PRL 105, 084503 (2010) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending

20 AUGUST 2010

0031-9007=10=105(8)=084503(4) 084503-1 ! 2010 The American Physical Society

Figure XII.3 – Chronophotographie d’une goutte en non coalescence contre un ressaut hy-

draulique légèrement incliné. La goutte et le bain sont du même liquide c’est-à-dire de l’huile

silicone 20 cS. La goutte ne reste pas stationnaire au point de plus basse altitude (signalé par

une flèche) mais se met en mouvement spontanément sous l’action d’une instabilité gyrosco-

pique. La goutte oscille périodiquement dans le ressaut comme cela est visible sur l’image où les

positions successive de la goutte sont superposées. Photographie tirée de [86].

Dans cet article, Pirat et al. proposent un modèle, qui fut développé par Antoine Fruleux, lors d’un

stage au laboratoire MSC, puis par Clément Savaro et moi-même ensuite, pour décrire le mécanisme

de rotation qui a lieu dans cette expérience. Nous allons le développer ici car nous le reprendrons plus

tard dans le cas “plus simple” d’une goutte dans un ressaut horizontal.

Pour simplifier le problème, la goutte (de rayon a) est modélisée par une sphère rigide et le ressaut

(de rayon RJ) par une“gouttière” rigide et verticale. On suppose deux points de contact entre la goutte

et le liquide : l’un sous la goutte noté A et l’autre contre la paroi du ressaut noté B. La vitesse sous

la goutte est notée UA et la vitesse de la paroi est notée UB . Les principales notations sont présentées

en Fig. XII.4 (a).

L’idée est simple : entrâınée par le mouvement radial du liquide, la goutte acquiert une rotation

propre, dont le moment cinétique associé est parallèle au front. Si maintenant une perturbation déplace

latéralement la goutte, celle-ci tentera de conserver son moment cinétique qui, de fait, va acquérir une

composante radiale, susceptible d’engendrer un couple moteur par friction sur le bain, amplifiant la

perturbation initiale. Il en résulte alors un mouvement orbital entretenu (voir Fig. XII.4 (b)). 2

Ce modèle peut être formulé plus rigoureusement en écrivant les équations régissant le mouvement

d’une sphère de rayon a décrivant la goutte. La goutte ne pouvant bouger selon r où selon z un angle

θ suffit à repérer sa position dans le ressaut. On cherche donc à obtenir une loi horaire pour θ.

On suppose que les forces échangées au niveau des points de contact A et B sont de type friction

visqueuse à travers un film d’air cisaillé :

−→
FA = ηa(SA/dA)(

−→
U A −

−→
Ω ×−→GA) et

−→
FB = ηa(SB/dB)(

−→
U B −

−→
Ω ×−−→GB), (XII.3)

2. Bien entendu ce mécanisme, analogue à un effet gyroscopique, reste valable dans le cas horizontal.
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Figure XII.4 – (a) Schéma de la goutte dans le ressaut hydraulique. L’axe central du jet de

liquide est représenté par Oz. La goutte de rayon a, repérée par sa position orbitale L = RJ−a est

en contact en deux points avec le ressaut hydraulique : A et B. Les vitesses du liquide du ressaut

en ces points sont notées UA et UB et les épaisseurs d’air séparant la goutte du bain en ces points

dA et dB. On considère que la surface de contact correspond à πa2. (b) Principe de l’instabilité

vu en 3 dimensions. Lorsque l’on écarte légèrement la goutte de sa position d’équilibre elle tend à

conserver son moment angulaire constant. Cela a pour effet de développer une composante radiale

du vecteur vitesse de rotation instantanée de la goutte ce qui tend à amplifier le déplacement de

la goutte.

où ηa est la viscosité de l’air, les quantités SA, SB , dA, dB ,
−→
U A,
−→
U B désignent les surfaces de contact,

les épaisseurs locales des films d’air, et les vitesses du bain aux points A et B. G est le centre de masse

de la goutte et
−→
Ω désigne le vecteur vitesse de rotation instantanée de la goutte autour de G dans le

référentiel du laboratoire.

Le théorème du moment cinétique appliqué au centre de masse de la goutte conduit aux équations :





dΩr
dt + 1

τA

(
Ωr + L

aω
)

= ωΩθ,

dΩθ
dt +

(
1
τA

+ 1
τB

)
Ωθ = −ωΩr − 1

a

(
UA
τA

+ UB
τB

)
,

dΩz
dt + 1

τB

(
Ωz + L

aω
)

= 0,

(XII.4)

avec ω = dθ
dt la vitesse orbitale, L = RJ − a le rayon de l’orbite suivie par la goutte, et les deux temps

caractéristiques τA = 8
15πa

3 ρl
ηa

dA
SA

et τB = 8
15πa

3 ρl
ηa

dB
SB

où ρl désigne la masse volumique du liquide de

la goutte. La goutte ne bougeant que selon θ le principe fondamental de la dynamique peut fournir

une équation supplémentaire :

dω

dt
+

2

5

(
1

τA
+

1

τB

)
ω +

( g
L
sinα

)
sinθ = −2

5

a

L

(
Ωr
τA

+
Ωz
τB

)
(XII.5)

On obtient ainsi un système de quatre équations à quatre inconnues (les trois composantes de
−→
Ω et

ω).

Toutefois parmi les paramètres en jeux τA et τB ne peuvent être simplement calculés. Pirat et al.

proposent donc une série d’approximations pour évaluer leur valeur moyennant différentes approxi-

mations sur les surfaces de contact SA et SB et les distances dA et dB (voir Fig. XII.4).

La première est de considérer que les deux surfaces de contact mises en jeu sont de l’ordre de la

surface de la goutte c’est-à-dire que SA ∼ SB ∼ πa2.

Il faut en outre déterminer les valeurs de dA et dB . Les auteurs se proposent donc de fournir une

estimation en loi d’échelle pour déterminer ces valeurs.
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Pour dA : si UA désigne la vitesse de surface du liquide sous la goutte alors le film d’air s’écoule lui

aussi avec une vitesse typique de l’ordre de UA sur son épaisseur dA, développant ainsi un gradient de

pression de l’ordre de ηaUA/d
2
A et donc une pression de ηaaUA/d

2
A. Cette pression fournit une force

permettant la lévitation d’ordre ηaa
3UA/d

2
A qui s’équilibre alors avec le poids de la goutte et fournit

l’estimation :

dA ∼
(
ηaUA
ρg

)1/2

. (XII.6)

On estime ainsi dA de l’ordre de 18 µm. Pour ce faire on utilise l’hypothèse que la vitesse de surface

du liquide est de 16 cm/s 3.

Pour estimer dB on suit une démarche analogue on obtient ainsi une force séparant la goutte du

ressaut de l’ordre de ηaa
3UB/d

2
B . Dans ce cas là il n’est pas question de l’équilibrer avec la gravité

mais avec la friction : FA = ηa(SA/dA)(UA − aΩθ). L’expression de FA est assez inutilisable puisque

Ωθ varie et que c’est un des paramètres du problème. Les auteurs font donc le choix de négliger le

terme en aΩθ. On obtient alors une expression pour dB :

dB ∼
(
dAaUB
UA

)1/2

. (XII.7)

Les auteurs estiment alors que UB est de l’ordre de 1/10 de UA. On obtient ainsi une valeur pour

dB de l’ordre de 43 µm (avec dA ≈ 18 µm). Cela nous permet ensuite de calculer les valeurs de τA et

τB . Ainsi on estime τA à environ 0,63 s et τB à environ 1,7 s.

Connaissant tous les paramètres on peut intégrer numériquement les équations (XII.4) et (XII.5).

Le résultat de cette intégration est présenté en Fig. XII.5 (de (a) à (d) on voit le résultat des intégrations

pour les paramètres calculés précédemment et la figure (e) compare les périodes d’oscillations mesurées

expérimentalement avec celles attendues par le modèle).

Comme on le voit, le modèle proposé par les auteurs semble très bien décrire les oscillations d’une

goutte dans un ressaut hydraulique. On constate en particulier un assez bon accord entre la période

d’oscillation attendue et la période d’oscillation observée. On peut faire le même constat pour ce qui

est de l’amplitude de ces oscillations...

Les épaisseurs de film d’air jouent un rôle extrêmement important, il convient donc d’approfondir

davantage cette question.

XII.1.2.3 Epaisseur des films d’air

Quelques éléments de réponse peuvent être trouvés dans une récente publication de Lhuissier et al.

[74]. Dans cette publication les auteurs s’intéressent à un autre dispositif expérimental : des gouttes

d’huile silicone (50 cS) en lévitation dans un tambour tournant sur lequel est placé une mince couche

de liquide. Ce dispositif permet de modifier facilement la vitesse du film liquide et se trouve être assez

analogue à la situation des gouttes dans un ressaut. On s’attend en particulier à ce que le film d’air

se comporte de même manière dans les deux expériences.

L’un des principaux résultats de cet article est l’obtention de deux lois d’échelle pour ce film d’air.

Dans le cas des petites gouttes on obtient :

dA ∼ Ca4/5(lcκb)
4/5κ−1

b (XII.8)

3. Cette vitesse est plutôt à interpréter comme étant la vitesse de surface du bain “vue par la goutte” (la vitesse

du bain est, elle, de l’ordre de 30 cm/s comme on l’a vu dans la Partie I). Elle est estimée en observant la vitesse de

rotation typique de la goutte.
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The relative discrepancy could be attributed to an addi-
tional restoring force and/or a lessening of friction not
included in the analysis:

(i) The loss in mechanical energy linked to viscous
dissipation inside the drop has been neglected.

(ii) The model ignores the interactions of the drop with
the jump itself. The presence of the drop should affect the
jump structure, with respect to both velocity field and
capillary effects [9], which could in turn modify the drop
dynamics.
(iii) The jump inclination implies an extra draining

superimposed on the classical radial flow. This should
give rise to a tangential component of the flow along the
jump, which will exert an extra restoring force on the drop
with the same symmetries as the tangential gravity force
considered here (i.e., proportional to sin! sin"), and thus
certainly modify the time period. Moreover, the inclination
of the plate for a vertical impinging jet implies an inclina-
tion of the jet with respect of the plate itself, which is
known to affect the jump structure [12].
Nontrivial oscillatory dynamics of a single drop trapped

inside a circular hydraulic jump have been considered, in
the case of a jump developing on a slightly inclined plate.
A model has been proposed, based on the idea that the drop
is rapidly rotating while exchanging friction with the liquid
of the jump, which can lead to a gyroscopic instability.
This interpretation provides quantitative agreements, both
for frequency and amplitude selections. The problem of the
inclined circular jump itself must be investigated, owing to
its probable influence on the drop dynamics. Further stud-
ies on this fascinating phenomenon are under way.
The authors thank T. Bohr for helpful discussions,

R. Bouchekioua for complementary measurements on
pulsed jumps, not reported here, and M. Receveur for
technical assistance.
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1632 (2003).
[2] S. T. Thoroddsen, T. G. Etoh, and K. Takehara, J. Fluid

Mech. 478, 125 (2003).
[3] Y. Couder, E. Fort, C.-H. Gautier, and A. Boudaoud, Phys.

Rev. Lett. 94, 177801 (2005).
[4] S. Protière, A. Boudaoud, and Y. Couder, J. Fluid Mech.

554, 85 (2006).
[5] Y. Couder and E. Fort, Phys. Rev. Lett. 97, 154101 (2006).
[6] K. R. Sreenivas, P. K. De, and J. H. Arakeri, J. Fluid Mech.

380, 297 (1999).
[7] P. Aussillous and D. Quéré, J. Fluid Mech. 512, 133
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Figure XII.5 – Solutions typiques des équations (XII.4) et (XII.5) intégrées numériquement

avec τA = 0, 63 s, τB = 1, 70 s, a/(RJ − a) = 0, 25, UA/a = 123 s−1 et g/(RJ − a)sinα = 36, 9

s−2. (a) Mouvement d’oscillation de la goutte θ(t) obtenu sur une grande échelle de temps

de calcul. (b)-(d) Oscillations relatives à θ(t) des vitesses angulaires Ωr(t), Ωθ(t) et Ωz(t). (e)

Période des oscillations de la goutte en fonction du débit Q. Insert : Amplitude de ces oscillations

en fonction du débit. Les droites de couleur représentent la théorie sous forme d’intégration des

équations (XII.4) et (XII.5). La ligne en pointillés bleus correspond au cas α = 1° et la ligne

continue rouge à α = 1, 1°. Comme on peut le voir sur ces courbes l’accord entre théorie et

expérience est tout à fait satisfaisant. Pour plus d’informations se reporter à [86].

et pour les grosses gouttes :

dA ∼ Ca2/3κ−1
b , (XII.9)

où Ca est le nombre capillaire construit avec la viscosité du film d’air (i.e. Ca = ηaUA/γ avec γ la

tension de surface du liquide), lc la longueur capillaire (lc =
√
γ/(ρlg)) et κb la courbure en dessous

de la goutte.

L’article de Lhuissier et al. propose en outre des mesures directes de l’épaisseur du film d’air via

une méthode par interférométrie couleur. Il obtient ainsi pour des diamètres de gouttes directement

comparables à celles de Pirat et al. ou à celles que nous utiliserons dans notre dispositif (entre 0,55 et

1,5 mm de rayon) une épaisseur de film d’air située entre 4 et 5 µm pour une vitesse de surface UA de

l’ordre de 1,5 m/s. Il y a donc un facteur 5 entre la vitesse typique utilisée dans cette situation et les

vitesses typiques observées pour le ressaut au voisinage du choc. Le nombre capillaire Ca sera donc

cinq fois moins élevé dans le cas du ressaut. Si l’on utilise les lois d’échelle XII.8 et XII.9 et que l’on

considère que la courbure du bas de la goutte est sensiblement égale dans le cas du ressaut et dans le

cas étudié précédemment on obtient alors

dA ∼ 1µm. (XII.10)

Il y a donc un très fort écart entre les épaisseurs typiques estimées par Sreenivas et al. puis Christophe

Pirat et al. et l’épaisseur qui semble la plus probable dans notre cas aux vues des résultats de Lhuissier

et al. . On considérera donc à partir de maintenant que dA vaut environ 1 µm. Cela nous permettra,

entre autres, d’expliquer la grande fragilité du film d’air sous la goutte dans notre expérience.
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Si on a dA = 1 µm on obtient alors τA valant environ 0,03 s et si maintenant on suppose que

l’équation XII.7 reste valable (ce qui est pour le moins discutable) τB vaut 0,3 s (avec dB ∼ 10 µm).

XII.2 Dispositif expérimental

XII.2.1 Montage

Le dispositif expérimental que nous avons utilisé pour cette étude des gouttes dans un ressaut

repose bien évidemment sur l’obtention d’un ressaut hydraulique le plus stable et le plus contrôlé pos-

sible. L’idée est d’observer une goutte en lévitation dans un ressaut dans une situation parfaitement

horizontale. On s’appuie donc bien évidemment sur le montage décrit précédemment dans le chapitre

I (voir section III.1 et particulièrement la Fig. III.1) que nous avons adapté et amélioré. Rappelons

qu’il s’agit grosso modo d’une buse alimentée par un bac à niveau constant injectant de l’huile per-

pendiculairement au centre d’un disque de verre horizontal. Ce dispositif est décrit dans la Fig. XII.6.

Pour être plus précis notons que la buse a un diamètre intérieur de φ = 3, 2 mm, que la distance

entre l’injecteur et la plaque est de Z = 4 cm (le jet n’est ainsi pas déstabilisé par l’instabilité de

Rayleigh-Plateau toutefois avec une telle distance il s’affine en raison de la gravité et de la tension de

surface ; nous reviendrons sur ce point plus loin dans le manuscrit) et que le disque de verre présente

un rayon R∞ de 15 cm. Aux vues de la gamme de débits où les phénomènes étudiés sont visibles, nous

avons fait le choix de remplacer le débitmètre numérique précédent par un débitmètre de la même

marque mais correspondant à une gamme plus proche de la nôtre : le McMillan S-111-8. Comme dans

le cas précédent il est calibré par des mesures de pesées.

XII.2.2 Stabilité du dispositif

L’observation expérimentale d’une goutte dans un ressaut est toutefois assez différente de celle du

ressaut hydraulique en lui-même. La goutte étant en lévitation sur un film d’air micrométrique, il

est nécessaire de travailler davantage sur la stabilité du dispositif et la propreté de l’huile. Cela est

particulièrement vrai puisque nous nous intéressons à la dynamique de la goutte. Plusieurs niveaux

de stabilité sont donc à prendre en compte.

XII.2.2.1 Stabilité de l’injection de liquide

Bien que les pompes à engrenages que nous utilisons soient conçues pour délivrer un débit non pulsé,

il subsiste tout de même le risque d’avoir un léger bruit mécanique (bien que non perceptible à l’aide de

nos instruments de mesures usuels) que ce soit à cause de l’âge de la pompe (les engrenages étant des

pièces d’usure) ou de toute autre raison. Nous avons donc fait le choix d’utiliser exclusivement un bac

à niveau constant (alimenté lui-même par une pompe à engrenages posée sur un support différent du

reste de l’expérience afin d’éviter la transmission des vibrations mécaniques de la pompe). Le liquide

étant uniquement mû par la gravité, une vanne permet d’imposer le débit. On s’attend donc à un

débit parfaitement contrôlé. Le bac à niveau constant permet aussi d’éviter que des bulles ne viennent

perturber l’écoulement, la pompe entrâınant parfois quelques bulles d’air. Toutefois l’utilisation d’un

bac à niveau constant présente le désavantage majeur de diminuer drastiquement la gamme de débits

accessibles.

La circulation de liquide dans toute la tuyauterie s’effectue en régime visqueux et suit donc une loi

de Poiseuille : la perte de charge à vaincre est proportionnelle à la viscosité, au débit, à la longueur

des tuyaux et à la puissance quatrième de leur diamètre. Il a donc fallu, pour obtenir la plus grande
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(1)
(2)

(3)

(4)

(5)

(7)

(6)

(9)

(8)

Figure XII.6 – Schéma explicatif du dispositif expérimental utilisé. Le dispositif expérimental

se décrit ainsi d’amont en aval : une pompe à engrenage (2) aspire le liquide dans le bidon

de stockage (1). La pompe (2) alimente un bac à niveau constant (3) dont le débit est réglé

ensuite à l’aide d’une vanne (4). Le liquide passe au travers d’un débitmètre numérique (5)

puis s’écoule ensuite dans une buse (6) de diamètre 3,2 mm. Le jet impacte un disque de verre

horizontal (7) pour former un ressaut hydraulique. Le liquide s’écoule radialement sur la plaque

puis s’écoule dans les gouttières de récupération (9) qui alimente ensuite le bidon de stockage

(1). La zone d’impact est protégée des courants d’air par le dispositif (8), c’est-à-dire un mur

extérieur surmonté de plaques de Plexiglas qui permettent de fermer le dispositif.

gamme de débits possible, ajuster au mieux le circuit, utiliser les tuyaux les plus larges possibles et

diminuer autant que possible les longueurs de ces tuyaux tout en essayant d’éviter de multiplier les

raccords de plomberie, ce qui aurait constitué une source possible de création de bulles d’air dans le

circuit.

XII.2.2.2 Stabilité vis-à-vis des bruits parasites extérieurs

Au cours de nos expériences nous avons pu relever deux sources de bruits “parasites” : les courants

d’air (un léger souffle d’air peut modifier le comportement de la goutte dans le ressaut) et les vibrations.

Nous avons donc mis en place un mur de protection autour du disque de verre qui peut être

recouvert quasi entièrement par un couvercle en Plexiglas afin de nous prémunir des coups de vent

importuns.

Nous avons aussi fait l’acquisition d’une table optique anti-vibratoire. Le système anti-vibratoire

passif (c’est-à-dire que la table repose sur des coussins d’air et est conçue avec une structure interne

en nids d’abeilles) nous permet ainsi de ne plus ressentir les vibrations extérieures par exemple lorsque

l’expérimentateur marche autour du dispositif.
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XII.2.2.3 Horizontalité

Cette table optique permet en outre de fournir une référence stable au réglage de l’horizontalité.

Pour ajuster au mieux cette dernière on dispose de deux éléments microcontrôles qui permettent de

fixer les deux degrés de liberté en rotation de la plaque.

Ce paramètre est crucial, en effet, le degré d’horizontalité nécessaire pour nos mesures est très

élevé : un défaut peut perturber la loi horaire de la goutte, voire empêcher sa mise en mouvement.

Les niveaux à bulle les plus précis ne suffisent pas à régler ce paramètre et l’on ne peut pas se

servir des colonnes liquides en raison de l’utilisation de gouttières. Nous utilisons donc les gouttes

elles-mêmes : si l’on dépose les gouttes à plusieurs endroits du ressaut et que l’on ne détecte pas de

position préférentielle on estime que le dispositif est parfaitement horizontal.

XII.2.2.4 Stabilité de l’huile

Durant toutes ces expériences nous utilisons de l’huile de Silicone 20 cS de marque CRC (voir

III.2.1). La viscosité cinématique de cette huile est donc de 20, 4± 0, 6 cS, sa densité 950 kg/m3 et sa

tension de surface 20,6 mN/m.

On a vu dans la partie concernant les huiles silicones (voir III.2.1) que ces huiles ne vieillissaient pas

et ne se polluaient pas. Pourtant on a pu observer que la durée de vie des gouttes en non coalescence

fluctuait avec le temps. Il semble donc que si les propriétés physiques de l’huile ne sont pas altérées par

le vieillissement, les propriétés concernant la non coalescence sont, elles, altérées. Nous ne connaissons

pas le ou les paramètres responsables de cette altération (aération de l’huile, humidité, pollution par

des poussières...). Néanmoins, il est devenu évident qu’il fallait protéger au maximum l’huile pour

éviter toute source de pollution. Nous avons donc cherché à réaliser le circuit le plus fermé possible.

Nous utilisons donc un système de gouttière qui récupère le liquide en bord de plaque et qui le fait

s’écouler dans le réservoir. Ce réservoir est en réalité un bidon. C’est du goulot que partent les tuyaux

du circuit. Il n’y a donc quasiment aucun risque de prise de poussière à ce niveau-là. Les plaques de

Plexiglas placées au dessus du disque de verre (pour éviter les courants d’air) permettent aussi d’éviter

la présence de poussière polluante dans l’huile. Le circuit est donc quasiment intégralement protégé

de la poussière.

Par ailleurs, nous avons aussi pu observer l’importance de la marque de l’huile silicone. La com-

paraison de plusieurs huiles dans les mêmes conditions (les propriétés physiques du liquide étant

identiques) met en évidence de fortes variations du “temps de vie” de la goutte. Nous proposons l’ex-

plication suivante :

Pour obtenir une huile silicone d’une viscosité donnée on peut ou bien mélanger des polymères de

différentes longueurs et obtenir la viscosité moyenne voulue, ou bien sélectionner la bonne longueur

de châıne et obtenir la solution la plus monodisperse possible autour de cette longueur. Commercia-

lement on trouve les deux types de fabrication ce qui explique d’ailleurs les différences de prix entre

les marques. Dans notre cas les huiles silicones les plus monodisperses semblent fournir la plus longue

“durée de vie” à nos gouttes.

XII.2.3 Visualisation

Le dispositif expérimental étant très proche de celui utilisé pour l’étude du ressaut hydraulique

circulaire dans le Chapitre I, les techniques de visualisation sont similaires (voir III.3). On visualise à

nouveau par en dessous, au travers du disque de verre via un miroir première surface placé à 45° sous

la plaque de verre (voir Fig. XII.7). On met au point sur ce miroir à une distance d’une trentaine de
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centimètres grâce à une caméra Basler (656 pi x 491 pi), un zoom 12,5 - 75 mm et un jeu de bagues

allonges qui permet d’ajuster au mieux l’image à la taille des ressauts observés. La fréquence d’acqui-

sition des images est de 100 Hz. La gouttière permet d’éviter que des colonnes liquides n’entrent dans

le champ de la caméra. Un exemple d’image obtenue est présenté en Fig. XII.7.

Visuellement, une goutte est constituée d’une partie intérieure sombre entourée d’un cercle brillant

(a)

(1)

(2)

(3)(4)

(5)

(b)

jet impactant

goutte

ressaut hydraulique

L

Figure XII.7 – (a) Schéma décrivant la technique de visualisation : le dispositif est éclairé

par un néon circulaire (1) de manière à éclairer les bords du ressaut et à les rendre lumineux

à l’image. On utilise un disque de verre (2) (donc transparent) afin d’acquérir les images par

en dessous et ce au travers d’un miroir première surface (3) à 45° qui réfléchit l’image vers la

caméra (4). A ce dispositif est ajoutée une gouttière (5) qui permet d’éviter que les colonnes

liquides formées en bord de plaque n’entrent dans le champ de la caméra. (b) Image du ressaut

hydraulique et de la goutte en état de non coalescence vue de dessous via notre dispositif de

visualisation. Cette image fait écho à la Fig. III.3 du premier chapitre. Au centre de l’image on

peut voir le jet impactant de diamètre 2a, la première zone noire correspond à la zone interne et

le cercle lumineux extérieur correspond au ressaut de rayon RJ . La goutte est constituée d’une

partie intérieure sombre entourée d’un cercle brillant qui délimite le bord de la goutte. On définit

la longueur L comme l’orbite suivie par la goutte c’est-à-dire L = RJ − a où a est le rayon de

la goutte.

qui délimite le bord de la goutte. Il y a également une partie brillante dans la zone centrale, proba-

blement due aux effets de réfraction. C’est à partir de ces images que l’on déterminera le rayon de la

goutte.

En ce qui concerne le contraste on utilise la même technique que précédemment, c’est-à-dire un

néon circulaire et un fond noir au dessus du ressaut. On peut éventuellement se passer du néon

circulaire mais il faut alors prendre garde aux changements de luminosité dans la pièce...

XII.2.4 Fabrication des gouttes

Pour déposer des gouttes de rayons variables a à l’intérieur d’un ressaut nous utilisons une seringue

et différentes tailles d’aiguilles (de diamètre intérieur compris entre 0,4 et 1,1 mm). Cette technique

permet de produire des gouttes de rayons grossièrement contrôlés (avec une erreur de l’ordre d’une

quinzaine de pourcents).

On peut aussi utiliser des fils de pêche en nylon de diamètres extrêmement faibles (quelques cen-

taines de microns) 4. La technique est simple : si l’on plonge le fil dans le liquide et qu’on le retire

rapidement un film d’huile va se déposer sur le fil (film dit de Landau-Levich). Ce film va ensuite se

4. Nous avons même dû utiliser des cheveux (50-60 microns de diamètres) pour obtenir de très petites gouttes.
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déstabiliser en raison de l’instabilité de Rayleigh-Plateau puis s’écouler lentement le long de la fibre

sous forme de gouttes (rappelons que nous utilisons une huile silicone très mouillante, il n’y a donc pas

d’effet de piégeage susceptible de stopper les gouttes). Ces gouttes vont s’agglomérer en une “grosse”

goutte au bord de la fibre. Cette goutte va ensuite se détacher de la fibre pour un rayon seuil. On peut

ainsi fabriquer des gouttes à rayons contrôlés (jusqu’à environ 1 mm de diamètre) avec une précision

de l’ordre de 10%.

ll est par contre difficile de produire des gouttes avec un rayon parfaitement mâıtrisé. C’est pour-

quoi il nous faudra mesurer le rayon de ces gouttes après coup grâce aux images obtenues. On choisira

de considérer le diamètre “en largeur”w pour les gouttes que nous mesurons (voir Fig. XII.8). En effet

la séparation de la goutte et du ressaut “en longueur” l n’est pas très bien marquée sur les images. Il

faut toutefois relativiser l’importance de ce choix : la différence entre w et l ne dépasse pas quelques

pixels... On estimera donc w = 2a où a est le rayon de la goutte.

l

w

Figure XII.8 – Image de la goutte en état de non coalescence vue du dessous. On observe deux

diamètres pour la goutte : le diamètre “en largeur”w et le diamètre “en longueur” l. Le diamètre

l n’étant pas bien marqué en raison du contact avec le ressaut, on choisira comme diamètre de

référence w. On aura donc w = 2a avec a le rayon de la goutte. Il faut toutefois relativiser

l’importance de ce choix : la différence entre w et l ne dépasse pas quelques pixels.
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Chapitre XIII

Orbite d’une goutte dans un ressaut

Dans cette partie on utilisera les notations développées plus haut dans la partie concernant les

travaux de Pirat et al. Les schémas de principe étant inchangés dans les deux contextes expérimentaux

(à l’exception de la disparition de l’angle α) on considérera toujours comme schémas de référence ceux

présentés dans la Fig. XII.4.

XIII.1 Premières observations expérimentales

Lorsque l’on place dans un ressaut circulaire hydraulique parfaitement horizontal une goutte dont

la taille est de l’ordre de la longueur capillaire, elle va se mettre spontanément en mouvement comme

dans le cas du ressaut incliné décrit par Pirat et al. Si la goutte n’est pas en contact avec le jet

impactant (c’est-à-dire si la longueur entre le ressaut et le bord du jet est plus grande que 2a) on peut

mettre en évidence deux dynamiques distinctes pour la goutte :

— Mouvement orbital périodique. La goutte orbite périodiquement le long du ressaut, à une fré-

quence comprise entre quelques dixièmes de Hertz et plusieurs Hertz. Cette fréquence décroit

avec l’augmentation du rayon du ressaut. On peut voir un diagramme spatio-temporel illustrant

ce mouvement sur la Fig. XIII.1.a.

— Mouvement “apériodique” (qui ne présente pas de période visible, par opposition au régime pré-

cédent). Ce régime est illustré par les diagrammes spatio-temporels Fig. XIII.1.b et XIII.1.c ;

on observe des variations de la vitesse de rotation de la goutte dans le ressaut ainsi que des

inversions du sens de rotation. Signalons que, dans ce régime, plus le rayon du ressaut est

important plus l’amplitude du mouvement des gouttes est faible. Ainsi si pour certaines confi-

gurations (petits ressauts) la goutte peut parcourir plusieurs tours avant une inversion de son

sens de rotation (voir Fig. XIII.1.b), pour de plus grands ressauts cette amplitude n’est que de

quelques degrés. De récents travaux ont même montré que l’on pouvait obtenir une goutte par-

faitement immobile dans le ressaut. Pour ce faire, il faut travailler avec le couvercle en Plexiglas

parfaitement fermé. Il semble que le comportement de la goutte dans la zone apériodique en

fonction de l’écart au seuil change en fonction des perturbations. La transition entre périodique

et apériodique est, elle, inchangée. 1

Lorsque la géométrie de l’expérience est fixée (rayon de la buse, distance plaque-injecteur, rayon

du disque...) seul deux paramètres sont nécessaires pour caractériser les différents régimes : a et RJ

respectivement les rayons de la goutte et du ressaut. L’absence d’hystérèse entre les deux régimes

1. Des études pour caractériser davantage cette zone apériodique sont en cours.

207
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(b)

(c)

(d)

t

2π

2π

2π

t

t

Figure XIII.1 – Diagrammes spatio-temporels, i.e. l’angle θ que décrit la goutte dans le ressaut

par rapport à un point arbitraire en fonction du temps (illustration en Fig. XII.4 avec α =

0). Ce diagramme est ici obtenu pour une goutte d’huile silicone de rayon a = 0.75 mm. (a)

Diagramme spatio-temporel dans l’état périodique, le rayon du ressaut mesure RJ = 3.4 mm

et l’enregistrement dure ∆t = 13, 5 s. (b) et (c) diagrammes spatio-temporels dans le régime

irrégulier. Le cas (b) (RJ = 3.7 mm et ∆t = 30, 25 s) montre deux inversions de sens de

rotation et est obtenu juste après la transition entre périodique et apériodique tandis que le cas

(c) (RJ = 3.9 mm et ∆t = 64, 3 s) est obtenu au delà.

observés permet d’obtenir un diagramme de phase (voir Fig. XIII.2). Trois zones différentes y sont

visibles : une zone où la goutte est dans un état “apériodique”, une zone où la goutte est dans un

état “périodique” et une troisième où la dynamique de la goutte est visiblement perturbée par le jet

avec lequel elle est aussi en contact (on observera alors des situations où la goutte reste statique, où

elle se déplace de manière apériodique et où elle se déplace périodiquement mais en étant visiblement

ralentie). On considérera dans le régime apériodique les cas où la goutte montre au moins une inversion

de sens ou même des variations dans sa vitesse de rotation.

La séparation entre la zone de contact avec le jet et les autres dynamiques est représentée sur le

diagramme de phase Fig. XIII.2 par la ligne pointillée. Pour obtenir cette zone il suffit, en principe, de

résoudre l’équation : RJ = 2a+φ/2 (où φ est le diamètre de l’injecteur). Toutefois il est apparu que φ/2

ne constituait pas le bon paramètre d’ajustement. En effet, comme nous l’avons vu en section II.2.4

la tension de surface et la gravité sont susceptibles d’affiner le jet. Si ce phénomène était négligeable

pour la gamme de débits utilisée précédemment, il s’avère que la zone étudiée ici est d’un ordre de

grandeur plus faible en ce qui concerne les débits et rayons de ressaut et que l’on observe ici de très

fortes variations du rayon du jet au niveau de l’impact (jusqu’à 50% du rayon de jet maximal φ/2).

Il est donc très important de remplacer dans la formule précédente le rayon interne de l’injecteur φ/2

par le rayon de jet liquide incident rji (le rayon du jet au niveau de l’impact). Pour déterminer ce rji,

on utilise l’équation proposée par Bush et al. et développée en II.43 :



XIII.1. PREMIÈRES OBSERVATIONS EXPÉRIMENTALES 209
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Mouvement périodique
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Figure XIII.2 – Diagramme de phase a en fonction de RJ pour les trois types de mouvements

de gouttes observés expérimentalement : contact avec le jet (rotations périodiques fortement

ralenties, mouvements non périodiques en contact avec le jet et gouttes immobiles contre le

jet) repéré par les carrés verts, mouvement périodique représenté par les losanges rouges et

mouvement apériodique représenté par les cercles bleus (dans les mouvements apériodiques on a

aussi considéré l’état immobile de la goutte observé récemment). La ligne pointillée correspond

à l’équation RJ = 2a+ rji (voir texte). La ligne continue noire est tracée de manière empirique

et sépare les régimes périodique et apériodique. L’équation de cette droite est a = (RJ − β)/α

avec α = 4.4 et β = 0.84 mm.

rji
rN

=

(
1 +

2gZ

u2
N

+
2γ

ρu2
N

(
1

rN
− 1

rji

))− 1
4

,

avec rji qui est donc le rayon du jet liquide, rN = φ/2 le rayon interne de la buse, Z la distance entre

la buse et la plaque, uN la vitesse du liquide en sortie de buse et g, ρ et γ les grandeurs physiques

utilisées précédemment (la gravité, la densité et la tension de surface).

La ligne pointillée sur le diagramme est donnée par RJ = 2a + rji (rji étant déterminé par

l’équation ci-avant). Comme on peut le voir cette ligne sépare assez bien les zones périodiques et celles

où la goutte est en contact avec le jet. On remarquera toutefois que certains points expérimentaux

“périodiques” sont dans la zone “en contact avec le jet”. Il ne s’agit généralement pas d’un défaut de

modélisation : en effet, visuellement, les gouttes sont bien en contact avec le jet et déforment fortement

le ressaut. Toutefois les vitesses de ces gouttes ne semblent pas être modifiées par la présence du jet :

les gouttes ne semblent pas freinées contrairement à ce que l’on observe dans la plupart des cas où la

goutte est en contact avec le jet.

La présence de points expérimentaux “en contact avec le jet” dans la zone périodique traduit le fait

que le modèle proposé par Bush et al. et exposé précédemment surestime probablement l’affinement

du jet au niveau de l’impact. En effet, il ne modélise que l’affinement du jet et ne prend pas en compte
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la zone d’impact et en particulier la présence d’une zone de stagnation qui est susceptible d’agir sur

le rayon du jet au niveau de l’impact.

La ligne continue noire sépare, quant-à elle, les régimes périodique et apériodique, elle est tracée de

manière empirique. Elle peut toutefois être ajustée par la loi a = (RJ −β)/α avec α = 4.4 et β = 0.84

mm.

XIII.2 Un premier modèle

XIII.2.1 Les équations

Nous nous proposons ici d’adapter le modèle présenté par Pirat et al. dans la référence [86] au cas

du ressaut horizontal. Pour cela nous utilisons les mêmes ingrédients, à savoir une goutte modélisée

par une sphère de rayon a dans une gouttière rigide de rayon RJ . La goutte ne pouvant bouger que

selon un angle θ avec une vitesse angulaire ω dans cette gouttière. On considère à nouveau deux points

A et B où la goutte interagit avec le bain (de vitesse UA et UB) via des films d’air d’épaisseur dA et

dB . Comme dans le paragraphe précédent les forces de frottements s’écrivent :

−→
FA = ηa(SA/dA)(

−→
U A −

−→
Ω ×−→GA) et

−→
FB = ηa(SB/dB)(

−→
U B −

−→
Ω ×−−→GB),

où ηa est la viscosité de l’air, les quantités SA, SB , dA, dB ,
−→
U A,
−→
U B désignent les surfaces de contact,

épaisseurs locales des films d’air, et les vitesses du bain aux points A et B. G est le centre de masse

de la goutte et
−→
Ω désigne le vecteur vitesse de rotation instantanée de la goutte autour de G dans le

référentiel du laboratoire.

Comme dans le cas précédent, on applique le théorème du moment cinétique au centre de masse

de la goutte on obtient les équations inchangées XII.4 :




dΩr
dt + 1

τA

(
Ωr + L

aω
)

= ωΩθ,

dΩθ
dt +

(
1
τA

+ 1
τB

)
Ωθ = −ωΩr − 1

a

(
UA
τA

+ UB
τB

)
,

dΩz
dt + 1

τB

(
Ωz + L

aω
)

= 0,

avec ω = dθ
dt la vitesse orbitale, L = RJ − a le rayon de l’orbite suivie par la goutte, et les deux temps

caractéristiques τA = 8
15πa

3 ρl
ηa

dA
SA

et τB = 8
15πa

3 ρl
ηa

dB
SB

où ρl désigne la masse volumique du liquide de

la goutte.

Comme on peut le voir, les équations sont jusqu’ici identiques. En effet l’application du théorème

du moment cinétique en G ne fait pas apparâıtre la gravité. La condition d’horizontalité ne sera donc

visible que dans la dernière équation obtenue grâce au principe fondamental de la dynamique :

dω

dt
+

2

5

(
1

τA
+

1

τB

)
ω = −2

5

a

L

(
Ωr
τA

+
Ωz
τB

)
(XIII.1)

Le système de quatre équations obtenu est ainsi légèrement différent du précédent. En particulier

on a vu disparâıtre la position d’équilibre préférentielle. Ce système peut être résolu numériquement

mais aux vues de la petitesse des temps caractéristiques, il semble plus intéressant de considérer les

solutions stationnaires. Il n’existe que deux solutions stationnaires possibles :

La première, la plus triviale, est caractérisée par une position immobile de la goutte : la goutte

reste au lieu où elle a été déposée et tourne sur elle-même. Les équations associées sont :

ω = Ωr = Ωz = 0

Ωθ = −1

a

UA
τA

+ UB
τB

1
τA

+ 1
τB

(XIII.2)
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On observe effectivement des gouttes statiques dans la zone apériodique dans le ressaut si l’on travaille

avec le couvercle et que l’on limite au maximum les perturbations extérieures.

Le second état correspond au cas de la goutte en rotation périodique. Cet état est effectivement observé

expérimentalement. les équations s’écrivent dans ce cas :

Ωθ = 0

Ωr = Ωz = −ωL
a

(XIII.3)

ω2 =
UA
LτA

+
UB
LτB

On notera que Ωθ = 0 ce qui peut parâıtre étonnant si l’on considère que c’est la rotation propre de

la goutte qui est responsable du mouvement.

XIII.2.2 Stabilité des solutions

On peut légitimement se poser la question de la stabilité de ces solutions. Pour ce faire on écrit la

matrice jacobienne du système :

J =




− 1
τA

ω 0 Ωθ − L
aτA

−ω −
(

1
τA

+ 1
τB

)
0 −Ωr

0 0 − 1
τB

− L
aτB

− 2
5

a
LτA

0 − 2
5

a
LτB

− 2
5

(
1
τA

+ 1
τB

)



. (XIII.4)

On peut ensuite chercher les valeurs propres de cette matrice dans les deux états stationnaires

obtenus. Dans le cas où ω = 0 (XIII.2) les valeurs propres λ de la matrice jacobienne sont solutions

de :

0 =

(
λ+

1

τA
+

1

τB

)[
λ3 +

7

5
λ2

(
1

τA
+

1

τB

)
+ λ

(
9

5

1

τAτB
− 2

5

1

L

UA
τA

+ UB
τB

1 + τA
τB

)
− 2

5

1

L

UA
τA

+ UB
τB

τA + τB

]
.

(XIII.5)

Si l’on regarde de près cette équation on s’aperçoit que la fonction polynomiale est positive lorsque

λ → +∞. En effet le terme dominant est +λ4 tandis que lorsque λ = 0 la fonction polynomiale est

négative (= − 2
5

1
L

UA
τA

+
UB
τB

τA+τB
). Cela signifie donc qu’il existe au moins une valeur propre positive. On en

déduit donc que cet état statique est instable.

En ce qui concerne le cas où l’orbite attendue est périodique (XIII.3) les valeurs propres λ de la

matrice jacobienne sont solutions de :

0 = λ4 +
12

5
λ3

(
1

τA
+

1

τB

)
+ λ2

[
ω2 +

9

5

1

τAτB
+

7

5

(
1

τA
+

1

τB

)2
]

+

λ

[
ω2

(
4

5

1

τA
+

7

5

1

τB

)
+

9

5

1

τAτB

(
1

τA
+

1

τB

)]
+

4

5

ω2

τAτB
. (XIII.6)

Tout les coefficients de la fonction polynomiale sont de même signe. On en déduit donc que pour

λ ≥ 0 la fonction polynomiale ne changera pas de signe. Il n’y a donc aucune valeur propre positive

de la matrice Jacobienne pour cet état. L’état périodique orbital est donc linéairement stable 2.

Cela peut être vérifié par l’intégration numérique des équations en utilisant une méthode de Runge

2. Il ne l’est peut être pas d’un point de vue non linéaire.
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Kutta d’ordre 4. Quels que soient les paramètres choisis, on obtient toujours une orbite périodique à

condition d’utiliser une petite perturbation (aussi petite que l’on veut) par rapport à l’état initial ou

de donner une vitesse initiale non nulle.

XIII.2.3 Vitesse du liquide sur la paroi du ressaut

Comme on l’a vu, les seuls paramètres pour notre modèle sont UA, UB , τA et τB . La zone juste

avant le ressaut est bien connue et l’on estime assez bien la valeur de UA grâce à notre connaissance de

la zone externe et de la relation de conservation de l’impulsion (voir V.4). Pour mémoire nous avions

obtenu UA quasi indépendant du débit et valant environ 0,3 m/s. On peut donc estimer avec une assez

bonne précision l’ordre de grandeur de τA. A contrario, la seule information que nous ayons sur τB est

l’hypothèse proposée par Pirat et al. à savoir UB de l’ordre d’un dixième de UA. Il est donc nécessaire

de se convaincre de la validité de cette hypothèse. Pour ce faire, on injecte des traceurs (particules

de charbon ou plus simplement bulles) dans le liquide et l’on suit grâce à une caméra rapide (environ

4000 images par seconde) les traceurs qui se trouvent en surface (les plus rapides). On peut ainsi

obtenir des diagrammes spatio-temporels qui permettent d’estimer la vitesse avant le choc, la vitesse

après le choc et le temps τ nécessaire à “escalader” le mur liquide. Un exemple de ces diagrammes

spatio-temporels est présenté en Fig. XIII.3.

RJ

r

t

τ

2 mm

Figure XIII.3 – Diagramme spatio-temporel typique décrivant le trajet d’un traceur en sur-

face en fonction du temps. Le temps est en ordonnée et la position du traceur en abscisse, le

diagramme nous permet donc de connâıtre la position de la particule en fonction du temps. On

distingue trois zones : la zone avant le ressaut, de forte vitesse, à gauche sur le diagramme, la

zone après le ressaut, de faible vitesse à droite sur le diagramme et une troisième zone intermé-

diaire (grisée) correspondant à la position du ressaut RJ . On estime la vitesse de parcours de la

particule en surface du mur liquide en mesurant le temps τ entre la disparition et la réapparition

de la particule. Diviser la différence de hauteur du ressaut ∆H ∼ 3 mm par ce temps τ permet

d’obtenir la vitesse de surface sur le mur liquide qui s’avère être très proche de UA.

Sur le diagramme spatio-temporel on distingue trois zones : la zone avant le ressaut, de forte vitesse,

à gauche sur le diagramme, la zone après le ressaut, de faible vitesse à droite sur le diagramme et une

troisième zone intermédiaire (grisée) : le ressaut. Pour mesurer une vitesse il suffit de mesurer l’angle α

que fait la courbe avec l’horizontale on a alors tanα = temps
distance = 1

V . Cette mesure est toutefois assez

imprécise et l’on commet une assez forte erreur sur les valeurs estimées. On ne peut donc pas obtenir

beaucoup mieux que de bons ordres de grandeur. De ces diagrammes on tire plusieurs informations :

(i) On peut vérifier sur une assez large gamme de débits que la vitesse mesurée juste avant le
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ressaut est bien quasi indépendante du débit. La valeur de la vitesse de surface que nous mesurons est

environ 0,29 m/s ce qui est parfaitement cohérent avec les résultats obtenus précédemment dans V.4.

(ii) On peut aussi estimer la vitesse de parcours de la particule en surface du mur liquide. On

mesure le temps τ entre la disparition et la réapparition de la particule. On divise la différence de

hauteur du ressaut ∆H ∼ 3 mm par ce temps τ et l’on obtient que la vitesse de surface sur le mur

liquide est très proche de UA.

L’hypothèse proposée par Pirat et al. semble donc être mise en défaut par cette expérience. On

considérera donc à partir de maintenant que UB = UA. Cela a pour conséquence de modifier nos

estimations pour dB et τB . On estime donc que dB ∼ 30 µm et donc que τB vaut environ 1 s.

XIII.2.4 Etat orbital de la goutte

On s’intéresse maintenant plus spécifiquement à l’état orbital proposé par le modèle. Il est très

facile de le comparer avec les résultats expérimentaux. En particulier, on comparera la vitesse attendue

avec la vitesse orbitale mesurée dans le cas périodique.

La vitesse orbitale ω s’écrit :

ω =

√
UA
LτA

+
UB
LτB

. (XIII.7)

On utilise les approximations UB ≈ UA et τA � τB . On aboutit alors, pour ω, à l’expression simplifiée

suivante : ω =
√

UA
LτA

. Si l’on utilise maintenant l’expression explicite de τA on obtient :

ω ∼
√

15

8

ηa
ρl

UA
Lπa3dA
SA

, (XIII.8)

avec dA l’épaisseur du film d’air sous la goutte, SA la surface de contact entre la goutte et le film d’air

sous la goutte, ηa la viscosité de l’air (à savoir 1, 85.10−5 Pa.s) et ρl la masse volumique du liquide (à

savoir 950 kg/m3).

Si l’on considère maintenant que UA ≈ 0, 3 m/s et que la surface de contact SA correspond à πa2

on obtient pour prévision théorique les lois proposées sur la Fig. XIII.4 et comparées aux données

expérimentales.

Comme on peut le voir sur cette Fig. XIII.4, les points expérimentaux montrent bien une variation

en L−1/2 pour les petits L (à l’exception de a = 0, 57 mm). Toutefois, on constate que pour chaque

goutte la courbe de vitesse orbitale décroche de cette loi en L−1/2 pour s’effondrer à l’approche de la

transition vers le régime apériodique. On peut aussi faire deux autres remarques : on constate que le

préfacteur de la loi proposée par le modèle est bien trop élevé par rapport au préfacteur observé expé-

rimentalement. Il apparâıt clairement que ce préfacteur dépend très fortement de a dans notre cadre

théorique (plus de 50 % de variation attendue entre les deux extrêmes). Les valeurs des préfacteurs

mesurables sur les courbes expérimentales, dépendent effectivement de a mais cette dépendance est de

plus faible amplitude que celle attendue (si l’on retire les points singuliers correspondant à a = 0, 57

mm on trouve environ 30% de variation). On remarque aussi que la dépendance en a ne semble pas

bien captée, en effet la valeur du pré facteur doit décrôıtre avec a. On observe expérimentalement qu’en

réalité cette valeur crôıt avec a jusqu’à a ≈ 0, 9 mm, puis diminue comme attendu par la théorie.

Sans toucher au modèle on peut essayer d’améliorer l’accord entre théorie et expérience en relaxant

la condition sur la surface de contact. En effet jusqu’à présent on a considéré que SA = πa2 ce qui est

évidemment excessif. Si l’on relâche cette condition en posant SA = απa2, où α devient un paramètre

ajustable (indépendant de a), on obtient les courbes proposées en Fig. XIII.5. Sur cette figure α = 0, 07

pour toutes les valeurs de a.
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Figure XIII.4 – Vitesse orbitale de la goutte ω = dθ/dt en fonction du rayon de l’orbite suivie

par la goutte L = RJ − a en représentation log-log. Un grand nombre de rayons de gouttes est

visible : 0,57 mm-1,67 mm et a est indiqué en mm. Pour tous les rayons de gouttes testés le

comportement est le même (à l’exception de a = 0, 57) c’est-à-dire un comportement en L−1/2 qui

décroche brutalement à l’approche de la transition vers l’état apériodique. Les droites continues

correspondent au modèle proposé par l’équation XIII.8 pour trois valeurs de a (0,57 mm en

rouge, 1 mm en brun et 1,67 mm en noir).
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Figure XIII.5 – Vitesse orbitale de la goutte ω = dθ/dt en fonction du rayon de l’orbite suivie

par la goutte L = RJ − a en représentation log-log (voir Fig. XIII.4). Les droites continues

correspondent à l’équation XIII.8 dans laquelle on a supposé SA = απa2 avec α = 0, 07. Comme

dans la figure précédente on représente la théorie pour trois valeurs de a (0,57 mm en rouge,

1 mm en brun et 1,67 mm en noir). Les courbes correspondant à a = 1 mm et a = 1, 67 mm

s’ajustent parfaitement sur les premières valeurs expérimentales obtenues pour ces rayons de

gouttes. Ce n’est clairement pas le cas pour a = 0, 57 mm .
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Comme on peut le constater sur cette figure, les courbes correspondant à a = 1 mm et a = 1, 7 mm

s’ajustent parfaitement sur les premières valeurs expérimentales obtenues pour ces rayons de gouttes

(ce n’est toutefois pas le cas pour a = 0, 57 mm).

Cette valeur de α = 0, 07 semble bien faible à première vue. On peut la comparer aux valeurs ob-

tenues par Lhuissier et al. dans [74] pour le rayon de la zone de contact. Pour les trois gouttes testées

expérimentalement il obtient que le rayon de la zone de contact pour la goutte est de l’ordre de a/2,

ce qui donne un α de l’ordre de 0,25. Il est très probable, puisque nous utilisons le même liquide avec

la même densité, que la zone de contact soit du même ordre de grandeur dans notre cas. Il subsiste

un facteur 2 entre les préfacteurs obtenus expérimentalement et ceux attendus théoriquement avec

α = 0, 25. Cela signifie que le modèle fournit un ordre de grandeur tout à fait raisonnable, le facteur

2 pouvant probablement se comprendre en modélisant plus précisément l’épaisseur du film d’air, les

forces de frottements sous la goutte, la vitesse du liquide ou encore le moment d’inertie de la forme

réelle de la goutte 3.

L’écart de comportement entre des gouttes de rayons a < 0, 9 mm peut s’expliquer par la valeur

de α. En effet, la longueur capillaire pour l’huile silicone est lc =
√
γ/(ρlg) ∼ 1, 4 mm. Nous sommes

donc au niveau de la transition de forme pour une goutte : pour a � lc la goutte a une forme de

sphère tronquée dont le rayon de la surface de contact est donné par a2

lc
, et pour a� lc la goutte a une

forme de flaque de surface de contact πa2 [30]. Nos mesures se situent donc dans la zone de transition

où le coefficient α est susceptible de bouger d’un rayon de goutte à l’autre.

XIII.2.5 Conclusion sur le modèle

Le modèle simple que nous avons permet donc de prédire un état orbital périodique. Il permet

en outre d’estimer un ordre de grandeur raisonnable de la vitesse de rotation de la goutte dans le

ressaut. Toutefois, lorsque L augmente la vitesse orbitale des gouttes diminue plus rapidement que

L−1/2 jusqu’à atteindre une vitesse nulle pour L fini permettant un état apériodique absent du modèle

(il ne peut y avoir de changement de sens de rotation que si la vitesse s’annule au moins en un point).

De récentes études menées lors du stage de Julien Charlot, ont montré que lorsque l’on limite au

maximum les sources de perturbation on obtient une nouvelle zone sur le diagramme où la goutte est

parfaitement statique. Cette zone se situe bien évidemment dans la zone apériodique (la zone pério-

dique demeure inchangée). Le cas statique étant instable dans notre modèle, cela signifie qu’il manque

un terme dans notre modèle.

Deux raisons peuvent être évoquées pour expliquer ce phénomène :

XIII.2.5.1 Déformation de la goutte

Comme expliqué rapidement précédemment, il apparâıt aux vues de photos prises de biais que la

goutte est loin d’être parfaitement sphérique (voir Fig. XIII.6). Comme présentée dans [30] mais aussi

dans l’article [78] l’explication est assez simple : une goutte en non coalescence va tâcher de diminuer

son énergie potentielle de pesanteur, il y aura donc équilibre entre tension superficielle et pesanteur,

donnant lieu à une déformation de la goutte : sous forme d’une crêpe pour les grosses gouttes (a� lc)

3. En ce qui concerne la modélisation de la vitesse plusieurs erreurs peuvent être commises : ce n’est pour le moment

qu’un ordre de grandeur et cette vitesse est susceptible d’être différente de celle du ressaut sans goutte puisque la goutte

écrase le film liquide. La vitesse que nous prenons n’est peut être pas prise au bon endroit puisqu’on oublie que la goutte

a un rayon lorsqu’on la mesure juste avant le choc.
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et d’une sphère tronquée pour les petites gouttes (a� lc). Cette déformation a pour effet de dissiper

de l’énergie via un mécanisme de dissipation visqueuse et peut ainsi entrâıner une dynamique de goutte

assez contre intuitive [78].

Figure XIII.6 – Photographie d’une goutte d’huile silicone d’environ 1 mm de rayon vue de

côté. On voit très nettement la déformation de la goutte. Ce que l’on voit derrière la goutte est

le “mur d’huile”. On peut aussi remarquer sur le bord gauche de la goutte la déformation du film

liquide sous la goutte par la zone de contact.

La prise en compte d’une dissipation visqueuse ne semble pas suffisante pour expliquer l’effondre-

ment de la vitesse orbitale. En effet, le calcul de Sreenivas et al. comparant les effets de dissipation

visqueuse et l’énergie apportée à la goutte par frottements (voir XII.2) tend à montrer que dans notre

gamme de rayons cette dissipation est d’un ordre inférieur (on trouve K typiquement égal à 0,5 donc

une variation de vitesse attendue de 30 %).

D’autant que cela semble en contradiction avec nos expériences. On a constaté une vitesse constante

du liquide au niveau du ressaut et donc sous la goutte. Il n’y aura donc, à rayon donné, pas davantage

de dissipation visqueuse pour un grand L que pour un petit. On ne s’attend donc pas à ce que la

dissipation visqueuse entrâıne une vitesse nulle pour un L fini.

La déformation de la goutte ne semble donc pas, a priori, un bon candidat pour expliquer le violent

décrochage en vitesse.

XIII.2.5.2 Sillage et déformation du ressaut

Lorsque l’on piège une goutte dans un ressaut, elle va appuyer sur le liquide (cela est visible sur

la Fig. XIII.6 au bord de la goutte) sous elle, un “sillage” va donc nâıtre à la surface de ce liquide, en

particulier en aval de la zone de contact entre goutte et bain (voir Fig. XIII.7) 4. On peut constater

que plus la zone de contact est étendue (c’est-à-dire plus la goutte appuie sur le liquide) plus le sillage

est large. Cela peut être simplement mis en évidence par la comparaison entre le sillage d’une goutte

d’huile silicone et le sillage d’une goutte d’huile silicone perfluorée (ayant les mêmes propriétés en

terme de tension superficielle et viscosité que l’huile silicone standard mais étant deux fois plus dense

4. Il est certes difficile de parler de sillage dans ces conditions, en effet, la goutte n’entre pas en contact avec le liquide,

on emploiera donc improprement ce terme pour parler de l’empreinte laissée par la goutte en aval dans le liquide.
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et donc appuyant davantage sur le liquide).

Figure XIII.7 – Photographie vue de dessus d’une goutte d’huile silicone d’environ 1 mm de

rayon. Avec un éclairage adapté on observe très clairement une empreinte ou “sillage” en “V”.

L’alternance de zones plus foncées et plus claires est dû à des effets d’interférences lumineuses.

Ce sillage est dû au fait que la goutte appuie sur le film d’air qui appuie sur le film liquide du

bain. Cela a pour effet de ralentir le liquide sous la zone de contact comme le ferait un objet

plongé dans le film liquide. Ce ralentissement a un autre effet visible sur la photographie à savoir

la déformation du ressaut (en particulier le changement local de courbure).

La goutte pince de manière significative l’épaisseur de liquide et l’on va constater deux effets prin-

cipaux :

(i) Cela a pour effet de diminuer la valeur de UA sous la goutte. La vitesse locale du liquide ne sera

donc plus celle estimée précédemment par l’analyse du ressaut seule. Il est donc nécessaire de mener

une étude afin de connâıtre l’écart que l’on commet par rapport à UA.

(ii) La diminution de la vitesse UA a pour effet de déformer le mur liquide : la courbure locale

du ressaut est plus faible au voisinage de la goutte. En effet, si la vitesse UA est réduite le ”choc”

responsable du ressaut va avoir lieu plus tôt (spatialement parlant). Le fait que le sillage ne modifie

pas uniformément les vitesses explique aussi la variation de courbure par rapport au centre de la

déformation (zone de plus faible vitesse. . .). Ce phénomène est visible sur la Fig. XIII.7, et il est aussi

illustré sur le schéma et la vue de côté présentés en Fig. XIII.8. 5

La question de la courbure est loin d’être anodine en ce qui concerne la dynamique des gouttes.

En effet si le L en tant que distance change un peu par rapport au cas idéal, la courbure effective

en 1/L peut elle être modifiée énormément, voire devenir nulle ou négative. Cette déformation laisse

donc ouverte la possibilité d’obtenir un ω = 0 à L fini. Dans le modèle gyroscopique présenté précé-

demment, c’est à la fois la courbure et la distance qui sont en jeux. On ne peut pas prédire autrement

que qualitativement que cette modification locale du ressaut aura une très grande importance sur la

dynamique de la goutte. Le fait d’obtenir une transition entre périodique et apériodique dépendant

uniquement de a et RJ et sans aucune hystérèse sur le diagramme de phase semble aller dans ce sens :

bien sûr le rapport en a/RJ n’est pas constant mais le rapport des courbures semble important.

Cette déformation du film liquide va aussi avoir pour effet de modifier la structure fine de la zone

de contact et la distribution locale de vitesse du bain sous la goutte.

Il semble donc que la déformation du ressaut joue un rôle crucial dans la dynamique. Malheureu-

sement la modélisation de cette déformation que ce soit sous forme d’une force de frottement, d’un

5. On peut aussi s’assurer facilement de la véracité de ces hypothèses en plongeant une aiguille de seringue dans le

ressaut.
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(a)
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2a
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Figure XIII.8 – (a) Schéma représentant la déformation du ressaut par une goutte : une goutte

posée dans le ressaut va diminuer la vitesse UA du liquide sous la goutte. Cela signifie que la

quantité de mouvement est plus faible localement et cela a pour effet de modifier la position du

choc : le ressaut va avoir lieu plus tôt spatialement parlant. Cela engendrera une modification

de la forme locale du ressaut en particulier une modification de la courbure. (b) Photographie

de côté d’une goutte (d’environ 1 mm de rayon) contre le ressaut : on voit très clairement que

la goutte déforme macroscopiquement le ressaut en modifiant à la fois sa courbure et la hauteur

après le choc. Cet effet semble donc non négligeable.

rayon de courbure locale ou autrement s’avère particulièrement difficile à réaliser.

XIII.3 Conclusion

Au cours de ce chapitre nous avons pu observer le comportement d’une goutte dans un ressaut

circulaire parfaitement horizontal. Nous avons pu observer que la goutte adoptait plusieurs compor-

tements en fonction du couple (a,RJ) ce qui nous a permis d’établir un diagramme de phase robuste

(car retrouvé au cours de plusieurs stages) comportant : une zone où la goutte est en contact avec le

jet et le ressaut, une zone où la goutte adopte un mouvement périodique dans le ressaut et enfin une

zone où la goutte suit un mouvement apériodique qui peut aller jusqu’à un état stationnaire pour la

goutte.

Nous avons pu construire un modèle-jouet simple pour le problème. Il en ressort que le mouvement

périodique s’explique probablement par une instabilité gyroscopique. Ce modèle nous permet égale-

ment de fournir une modélisation de ce mouvement périodique. En laissant un paramètre libre nous

avons pu ajuster très raisonnablement une partie de nos points expérimentaux, et la valeur obtenue

via l’ajustement semble pertinente vis-à-vis de la physique en jeu.

Nous avons également pu proposer plusieurs pistes en vue de l’amélioration du modèle afin de

nous permettre de décrire l’état apériodique : une meilleure modélisation de la goutte mais surtout

une prise en compte des déformations du ressaut.

Le mécanisme débouchant sur une instabilité gyroscopique repose sur le fait que la goutte roule

dans le ressaut. Pourtant cette hypothèse n’a jamais été observée directement. Nous établirons donc

dans le prochain chapitre une expérience simple nous permettant de traiter cet aspect dans un cas

simple : une goutte immobile dans le ressaut.



Chapitre XIV

Rotation propre d’une goutte

Le modèle que nous avons présenté ici repose sur une proposition simple : une goutte tourne sur

elle-même puis une perturbation va venir la déstabiliser et entrâıner un mouvement orbital dans le

ressaut via une instabilité gyroscopique. Ce modèle repose donc sur une supposée rotation propre de

la goutte, or il n’a pas été apporté de preuve expérimentale jusqu’à présent d’une telle rotation propre

(exceptées quelques expériences préliminaires non-publiées effectuées par Pirat et al. ) 1

Nous avons donc injecté des particules de charbon dans les gouttes. Lorsque l’on dépose une

telle goutte dans le ressaut et qu’elle adopte un mouvement orbital périodique on voit bien qu’il y a

mouvement au sein de la goutte mais la rotation interne de la goutte est assez difficile à suivre en

raison des mouvements de la goutte à l’intérieur du ressaut. On souhaite donc étudier le mouvement

de traceurs dans la goutte dans une géométrie plus simple. Pour ce faire, on force le système à adopter

l’état stationnaire instable décrit précédemment à savoir l’état censé obéir aux équations XIII.2 :

ω = Ωr = Ωz = 0

Ωθ = −1

a

UA
τA

+ UB
τB

1
τA

+ 1
τB

Pour rendre stable cet état instable, on incline légèrement la plaque de quelques dixièmes voire deux

ou trois degrés. La goutte devient donc globalement statique dans le ressaut. En filmant directement

la goutte par au dessus on observe des images comme celles présentées en Fig. XIV.1.

Ces images nous permettent facilement de mesurer la fréquence de rotation de la goutte. On

enregistre entre 3 et 20 rotations des traceurs dans la goutte puis on trace un diagramme spatio-

temporel sur une bande de pixels perpendiculaire à l’axe de rotation de la goutte. Un diagramme

spatio-temporel typique est représenté en Fig. XIV.2.

XIV.1 Observations et mesures

La première chose que l’on peut observer sur ces images est que l’hypothèse de rotation en bloc (ou

rotation solide) est bien vérifiée. On n’observe, en effet, aucune rotation différentielle dans la goutte.

Plus quantitativement nous avons tracé sur la Fig. XIV.3 la vitesse de rotation angulaire en fonction

du rayon de la goutte.

1. Cette question se pose avec d’autant plus d’acuité que dans leur article Lhuissier et al. [74] rapportent l’absence

de rotation visible de la goutte.
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(a) (b)

Figure XIV.1 – Particules de charbon à l’intérieur d’une goutte piégée dans un ressaut hydrau-

lique légèrement incliné vu du dessus (a = 1, 6 mm et RJ = 1, 3 cm ). (a) Séquence d’images (le

temps entre deux images est de l’ordre de 10 ms). Les traces noires correspondent à des nuages

de particules de charbon et la flèche indique une particule faisant un tour complet de la goutte.

Le ressaut est visible sur le coin gauche de la photographie. (b) Chronophotographie de la rotation

des particules au sein d’une gouttes. La rotation se fait en bloc.

t

Position de la particule

Figure XIV.2 – Diagramme spatio-temporel d’une bande de pixels perpendiculaire à l’axe de

rotation de la goutte. La goutte utilisée est celle présentée en Fig. XIV.1. Les particules de char-

bon permettent donc d’obtenir la fréquence de rotation de la goutte aisément. Les diagrammes

spatio-temporels enregistrent typiquement entre 3 et 20 rotations. La fréquence se détermine

ainsi au pixel près.

Pour obtenir ces mesures nous avons utilisé quatre débits (entre 5 et 17 cm3/s) et la première

chose qui frappe à l’observation de la Fig. XIV.3 est que l’ensemble des points s’ajustent sur une

seule courbe mâıtresse, indépendante du débit. Cela signifie très clairement que les gouttes ne “voient”

pas de différence en fonction du débit. En terme plus scientifique cela signifie que la structure fine

du ressaut est indépendante du débit : UA et UB sont indépendants (au moins au premier ordre) du

débit. Ce résultat est tout à fait cohérent avec les observations reportées dans V.4 et XIII.2.3 où la

vitesse du liquide avant le ressaut apparâıt comme étant indépendante du débit.

En ce qui concerne la vitesse de rotation angulaire représentée sur la Fig. XIV.3 on distingue très

nettement deux zones distinctes en variant le rayon de la goutte :

(i) La première pour les gouttes de rayon supérieur à 1 mm (rappelons que la longueur capillaire

lc est ici d’environ 1,4 mm). Dans cette gamme de rayons la vitesse de rotation Ωθ évolue en lUA
a2 où

l est de l’ordre de 0.4 mm.

(ii) La deuxième pour les gouttes de rayon inférieur à 1 mm, une loi de puissance ne semble pas
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Figure XIV.3 – Vitesse de rotation angulaire Ωθ en fonction du rayon de la goutte dans un

ressaut légèrement incliné pour quatre débits distincts en représentation lin-lin (a) et log-log (b).

Bien que différents débits soient utilisés ici toutes les courbes se superposent sur une courbe

mâıtresse sans aucune remise à l’échelle, suggérant que la structure fine au niveau du ressaut

est indépendante du débit. Cela confirme nos hypothèses présentées en V.4. Qualitativement

on distingue deux zones de part et d’autre de a = 1 mm : pour a < 1 on tend vers une loi

asymptotique en UA
a

à mesure qu’on diminue la taille des gouttes et pour a > 1 mm les données

s’ajustent très bien sur une courbe en lUA
a2

où l est de l’ordre de 0.4 mm .

être appropriée pour décrire ces points expérimentaux mais dans le cas limite des petites gouttes on

s’attend à une loi asymptotique en UA
a .

Voyons maintenant en quoi ces résultats expérimentaux peuvent être interprétés et comparés avec

un modèle.

XIV.2 Modèle et ses améliorations

XIV.2.1 Modèle gyroscopique de base

Si on réutilise le modèle développé précédemment on s’attend donc à trouver :

Ωθ = −1

a

UA
τA

+ UB
τB

1
τA

+ 1
τB

.

Equation qui peut, en tenant compte du fait que UA ∼ UB et que τA � τB comme vu précédem-

ment, se simplifier en :

Ωθ = −UA
a
. (XIV.1)

Comme on peut le voir sur la Fig. XIV.4 cette loi fournit un ordre de grandeur correct (typiquement

un facteur 3 supérieur aux points expérimentaux) et une tendance convenable. En particulier, il semble

qu’il décrive très bien la tendance asymptotique à petits a. Toutefois ce modèle ne capte clairement

pas la transition d’un régime à l’autre. Il doit donc être affiné.
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Figure XIV.4 – Vitesse de rotation angulaire Ωθ en fonction du rayon de la goutte dans un

ressaut légèrement incliné en représentation log-log. Cet ensemble de données déjà présenté en

Fig. XIV.3 est comparé à la loi XIV.1. L’équation XIV.1 est représentée par la ligne noire sans

paramètre ajustable.

XIV.2.2 Déformation de la goutte et dissipation visqueuse

Nous pensons ici que les travaux de Sreenivas et al. [107] mais aussi de Mahadevan et al. [78]

peuvent contenir une piste intéressante pour expliquer cette différence de rotation par rapport au

résultat attendu : la déformation de la goutte et donc la dissipation visqueuse au sein de la goutte. Si

une goutte est parfaitement sphérique et roule sur elle-même il n’y a aucune dissipation visqueuse. Si

maintenant cette goutte a la forme d’une sphère tronquée de surface l alors on observe des effets de

dissipation visqueuse sur un volume typique l3. Cela signifie que dans notre cas il faudrait avoir une

excellente connaissance de la surface de contact SA mais aussi de la surface de contact SB . 2

Si l’on suppose que l vaut environ 0,5 a, et en supposant que l’épaisseur du film d’air sur cette

zone est constante, il semble pertinent d’utiliser les ordres de grandeur utilisés par Sreenivas et al.

dans [107] et rappelés en XII.1 et qui conduisent à XII.2, à savoir :

UD ≈
UA

1 +K
,

avec K = dAηd/(Hηa) où H correspond à la hauteur de la goutte, ηd et ηa aux viscosités dynamiques

du liquide dans la goutte et de l’air. On obtient ainsi une vitesse à la surface de goutte UD différente

de UA on s’attend donc à trouver

Ωθ = − UA

a+ ηd
ηa

adA
H

. (XIV.2)

On ne peut à partir de XII.2 obtenir que des ordres de grandeur tant la modélisation de la dissipation

visqueuse est discutable.

Deux cas doivent maintenant être distingués. La hauteur de la goutte H apparâıt dans cette

modélisation et deux cas limites sont à considérer :

2. Ces surfaces de contact sont malheureusement extrêmement difficiles à observer et si l’on se réfère au travaux

de Lhuissier et al. [74] et de Dell’Aversana et al. [34, 33] on s’aperçoit que la structure de la “surface de contact” est

compliquée à décrire que ce soit en raison de l’étendue spatiale qui nous reste inconnue ou aux vues de la complexité

en trois dimensions du profil du film d’air.
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pour a� lc H ≈ 2a.

pour a � lc alors H ≈ 2lc (dans ce dernier cas, on se retrouvera avec une situation où UD est

proportionnel à UA, la loi pour Ωθ ne sera donc modifiée que d’un coefficient).

Malheureusement notre gamme de gouttes se situe justement entre les deux. On considèrera donc

les deux cas asymptotiques dans la Fig. XIV.5
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Figure XIV.5 – Vitesse de rotation angulaire Ωθ en fonction du rayon de la goutte dans un

ressaut légèrement incliné en représentation lin-lin (a) et log-log (b). Cet ensemble de données

déjà présenté en Fig. XIV.3 est maintenant comparé à la loi XIV.2. Deux cas doivent être

distingués : si a� lc alors H ≈ 2a (cette situation est représentée par la ligne continue rouge)

et si maintenant a � lc alors H ≈ 2lc (cette situation est représentée par la ligne continue

bleue). La prise en compte de la dissipation permet donc d’améliorer considérablement l’ordre de

grandeur attendu par rapport à la modélisation précédente. Toutefois la tendance en 1/a2 n’est

pas davantage captée par cette modélisation.

Comme on peut le voir sur cette Fig. XIV.5, l’ajout de la dissipation visqueuse, malgré toutes

ses imperfections, améliore l’accord entre théorie et expérience considérablement : l’accord en terme

d’ordre de grandeur est déjà bien meilleur. En outre la prise en compte de cette dissipation visqueuse

permet de proposer une explication pour la séparation en deux zones autour de la longueur capillaire :

en effet autour de lc on change de régime de dissipation visqueuse comme montré plus haut et ce en

raison de la saturation en hauteur de la goutte.

Toutefois, on le voit clairement, ce modèle décrit très mal le comportement en 1/a2 observé pour les

grands a (on a une variation en 1/a dans cette zone). Il semble donc que notre modélisation demeure

insuffisante ou que nous ayons manqué un élément déterminant pour expliquer ce phénomène.

XIV.2.3 Déformation du ressaut

Un autre élément dont nous n’avons pas tenu compte est la déformation du ressaut : nous avons

prétendu qu’elle ne jouait qu’un rôle mineur. Pourtant plus la goutte est grosse plus elle pince le film

de liquide en écoulement sous elle et plus ce film liquide ralenti. Autrement dit UA peut possiblement

diminuer au fur et à mesure que la goutte grossit.

Un moyen de vérifier l’importance de cet effet est de changer la densité du liquide de la goutte sans
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en modifier la viscosité dynamique. Pour ce faire on va utiliser une huile silicone perfluorée Galden

HT 270 pour former des gouttes au sein de notre ressaut d’huile silicone standard 20 cSt.

Cette huile silicone perfluorée possède une densité de 1,85 kg/m3 en ce qui concerne les autres

éléments elle est tout à fait comparable avec l’huile silicone utilisée précédemment : une tension de

surface aux alentours de 20 mN/m et une viscosité dynamique de 21 cP. 3

La longueur capillaire de la goutte variant en ρ−1/2 on aura ici une longueur capillaire de l’ordre

de 1 mm. Cela signifie que, à rayon donné, pour les rayons de gouttes a petits devant cette longueur

capillaire, la goutte d’huile silicone perfluorée sera bien plus lourde que celle d’huile silicone standard 4.

Cela reste vrai dans le cas de gouttes de rayon comparable ou supérieur à la longueur capillaire de

l’huile perfluorée 5. À a donné, notre goutte d’huile silicone perfluorée sera donc bien plus lourde que

la goutte d’huile silicone et ce, dans tous les cas de figure.

Si l’on se réfère aux lois d’échelle proposées par Lhuissier et al. (voir XII.1.2.3) et que l’on exclut

l’influence de la densité sur κb la courbure en bas de la goutte, le changement de densité va jouer sur

l’épaisseur de liquide dA uniquement dans le cas des petites gouttes. Dans ce cas dA varie en l
4/5
c . En

ce qui concerne le cas des grosses gouttes on ne s’attend à aucune variation de dA . Autrement dit on

peut considérer que dA restera de l’ordre de grandeur du micromètre (avec au plus 30% d’écart).

L’équation XIV.1 donnant Ωθ à partir du modèle gyroscopique simple ne prévoit donc aucune

modification dans le cas de l’huile perfluorée.

L’équation XIV.2 prévoit une modification pour l’utilisation de l’huile perfluorée :

(i) dans le cas des petites gouttes (a� lc) la modification est de l’ordre de 30% du terme K valant

lui même au maximum 1 soit une augmentation de la vitesse UD de l’ordre de 15% au plus.

(ii) dans le cas des grosses gouttes a � lc la modification est de l’ordre de 40% du terme en K

qui vaut donc 0,6 dans le cas d’une grosse goutte d’huile perfluorée au lieu de 0,4 pour une grosse

goutte d’huile silicone standard. Cela signifie donc que la vitesse UD diminuera de 15 % environ dans

ce contexte.

L’expérience donne un résultat très différent de celui attendu. En effet, nous avons comparé les

fréquences de rotation de trois gouttes d’huile perfluorée (de rayons a compris entre 1,2 et 2,2 mm)

à trois gouttes d’huile silicone standard de même rayon. Les données sont présentées dans le tableau

XIV.1.

Ces résultats XIV.1 signifient clairement que la masse de la goutte a une importance significative :

un facteur 2 en densité a pour effet de modifier de plus de 35 % les valeurs de Ωθ ce qui est bien au

delà des modifications attendues quelle que soit la configuration (petites ou larges gouttes).

La piste la plus plausible est que la goutte appuie davantage sur le film liquide ce qui provoque

un ralentissement significatif de ce film. En ce sens la constance du rapport de fréquence n’est pas

une surprise puisque l’on se trouve avec a de l’ordre et au delà de la longueur capillaire pour les deux

liquides. Dans ce cas c’est seulement la zone de contact qui varie en augmentant a et non la masse

par unité de surface.

On peut aussi envisager le fait que la courbure κb change avec la densité de la goutte. Malgré tout

il serait surprenant que ce facteur ait une importance suffisante : pour obtenir le bon facteur il faut

au moins un facteur 1,9 sur cette courbure ce qui semble plutôt énorme pour une courbure locale qui

3. Les deux liquides sont parfaitement miscibles néanmoins le volume représenté par quelques gouttes d’huile silicone

perfluorée est négligeable devant les quelques litres d’huile silicone standard qui circulent dans notre dispositif. On

considèrera donc qu’il n’y a aucune pollution.

4. Elle aura en effet la même forme (c’est-à-dire une sphère tronquée de rayon a) et une densité deux fois plus

importante.

5. En effet, si la hauteur de la goutte atteint environ 2lc (c’est-à-dire 2 mm) et diminue donc en taille par rapport à

la situation de l’huile standard (2,8 mm) , soit un facteur ρ1/2, la masse pesant sur le film liquide varie elle en ρ.
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a (mm) fréquence huile perfluorée (Hz) fréquence huile silicone (Hz) Rapport

1,2000 9,9010 15,300 0,647

1,4752 6,5359 10,450 0,625

2,2000 2,3810 3,7500 0,635

Table XIV.1 – Comparaison des fréquences de rotation obtenues avec une huile silicone clas-

sique 20 cS et huile perfluorée HT 270 possédant la même viscosité dynamique, la même tension

de surface mais une densité deux fois plus importante que celle de l’huile silicone 20 cS classique.

Nous avons fait la comparaison pour trois gouttes de rayons situés entre 1,2 et 2,2 mm donc

au dessus de la longueur capillaire de l’huile perfluorée et de l’ordre de la longueur capillaire de

l’huile silicone pour les deux premiers a. Le rapport de fréquence est quasiment constant et vaut

environ 0,63. Cela traduit le fait que la densité a une influence plus importante que celle prédite

par le modèle jusqu’alors. Il semble donc nécessaire de prendre en compte la déformation du film

liquide.

doit être en grande partie fixée par la tension de surface.

Il est malheureusement assez difficile de quantifier l’effet de la masse de la goutte sur le film liquide

et encore plus difficile de le modéliser.

XIV.2.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre nous avons pu valider l’un des ingrédients essentiels du modèle gyrosco-

pique : la rotation de la goutte. Pour la mettre en évidence, nous avons légèrement incliné le ressaut

pour la maintenir dans un état stationnaire. Nous avons pu mesurer sa fréquence de rotation en fonc-

tion du rayon de la goutte. On a pu voir que cette fréquence de rotation ne dépendait pas du débit

ce qui nous renseigne sur la structure fine du ressaut et s’avère très cohérent avec la vitesse quasi

constante en entrée de ressaut que nous avions estimée via une condition de choc à la Bélanger. La

rotation de ces gouttes s’est avérée plus complexe qu’attendue : nous anticipions, näıvement, une rota-

tion solide en UA/a pourtant nous avons pu observer que cette loi n’était vraie qu’asymptotiquement,

à très petit a. Nous avons alors exhibé deux régimes : le premier transitoire vers un régime asympto-

tique en UA/a et le second, pour a au delà de la longueur capillaire se comportant en UA/a
2.

Nous avons donc cherché à améliorer le modèle-jouet basé sur une sphère dure roulant sur un tapis

qui nous permettait déjà de modéliser l’état asymptotique en UA/a en prenant en compte les effets

de la dissipation visqueuse. Cela nous a permis d’améliorer considérablement les ordres de grandeur

prédits et de proposer une explication de la transition au niveau de la longueur capillaire. Nous avons

également pu montrer l’importance de la déformation du bain sous la goutte grâce à des expériences

complémentaires utilisant de l’huile perfluorée.

Un autre ingrédient qui n’a pas été abordé ici et qui n’est pas totalement à exclure est la possible

recirculation du film d’air sous la goutte induisant ainsi un changement significatif de la vitesse en

surface de la goutte.
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Chapitre XV

Perspectives et conclusion

Dans les paragraphes qui suivent nous allons aller un peu plus loin avec ce système expérimental.

Nous allons en particulier explorer deux autres aspects : le cas entre-aperçu précédemment où l’on

dépose une goutte d’un autre liquide dans le ressaut d’huile silicone 20 cSt et le cas de plusieurs gouttes

cohabitant dans le même ressaut.

XV.1 Gouttes d’autres liquides

Dans cette partie nous développons les résultats d’expériences consistant à introduire des gouttes

d’un autre liquide dans notre ressaut d’huile silicone standard 20 cS. Deux raisons nous ont poussé

dans cette démarche :

(i) La première et la plus évidente est d’essayer d’obtenir une goutte dont la coalescence avec le

bain d’huile est fortement retardée. Le but est d’obtenir des gouttes plus stables dans le temps afin

d’observer sur un temps long la dynamique complexe de l’état apériodique avec moins de contraintes.

Malheureusement les différents couples n’ont pas radicalement changé la durée de vie des gouttes :

lorsque les deux liquides sont miscibles, ils coalescent au bout d’un temps à peu près équivalent

au cas “standard” et lorsque les deux liquides sont non-miscibles la goutte se trouve emportée dans

l’écoulement sous formes de “lentilles” au bout d’un temps comparable au cas standard.

(ii) Les difficultés que nous avions à comprendre la loi régissant la vitesse angulaire Ωθ de rotation

de la goutte nous ont conduit, comme présenté précédemment, à tester les différents paramètres de la

goutte, c’est la deuxième raison qui nous pousse à introduire des gouttes d’autres liquides dans notre

ressaut... Nous avons certes testé l’influence de la densité comme vu précédemment mais nous nous

posions aussi la question de l’influence de la viscosité et de la tension de surface sur Ωθ.

XV.1.1 Effet de la viscosité

Afin de mesurer les effets de la viscosité sur la fréquence de rotation des gouttes nous avons utilisé

des gouttes d’autres liquides de viscosités différentes comme l’éthanol, l’eau savonneuse (pour avoir une

tension de surface variant peu par rapport à la tension de surface de notre huile) ou encore une huile

perfluorée basse viscosité. Les informations concernant les propriétés de ces liquides sont résumées

dans le tableau XV.1.

Le premier constat que l’on peut faire en plaçant des gouttes peu visqueuses (i.e. l’ensemble des

liquides proposés à l’exception de l’huile perfluorée “haute viscosité”) dans le ressaut est la forme très

227
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η (cP) ρ (kg/m3) γ (mN/m)

Huile silicone 20 950 18

Huile perfluorée 21 1850 ∼ 20

Huile perfluorée basse viscosité 1,7 1720 ∼ 17

Eau 1 1000 ∼ 70

Eau savonneuse ∼ 1 ∼ 1000 ∼ 20

Ethanol 1.2 789 22

Table XV.1 – Propriétés des liquides utilisés pour former des gouttes dans le ressaut : viscosité

dynamique η, masse volumique ρ et tension de surface γ. La plupart de ces valeurs proviennent

de la littérature proposée par le fabricant (c’est vrai en ce qui concerne l’huile silicone perfluorée

haute et basse viscosité et l’huile silicone classique excepté la viscosité qui a pu être mesurée) ou

simplement de la littérature.

étrange qu’elles adoptent. L’approximation sphérique pour les gouttes n’est plus du tout de mise, en

effet, leur forme varie entre une forme sphérique et une forme ellipsöıdale au cours de leur parcours

dans le ressaut. On se trouve donc dans des situations très différentes de celle précédemment étudiée.

Leur dynamique est elle aussi changée : le diagramme de phase n’est en rien comparable. On assiste

en effet au couplage entre la déformation propre de la goutte et la dynamique d’une goutte dans un

ressaut. On constate en particulier de très fréquents changements de direction qui s’accompagnent

d’un changement de rapport d’aspect.

Quelques images de ces gouttes sont reportées en Fig. XV.1.

Figure XV.1 – Photographies prises du dessus de gouttes de liquides de basses viscosités dépo-

sées dans un ressaut hydraulique circulaire d’huile silicone 20 cS. De gauche à droite : ethanol,

eau savonneuse, huile perfluorée basse viscosité. Les propriétés de ces liquides sont répertoriées

dans le tableau XV.1. On n’observe pas de différence notable entre eau savonneuse et ethanol.

Visuellement le rapport d’aspect maximal semble être le même. Les gouttes d’huiles perfluorées

présentent une géométrie légèrement différente, elles ne sont pas parfaitement ellipsöıdales et

peuvent même adopter une forme de noix de cajou. La dynamique de ces gouttes est très complexe

et les formes de ces gouttes changent avec le temps et la dynamique dans le ressaut.

Une manière d’interpréter ce résultat avec des lois d’échelle consiste à comparer la période de

rotation typique τR avec le temps de diffusion de la quantité de mouvement τD. En ordre de grandeur

on a : τR ∼ 2πa
UA
∼ 0, 02 s et ce pour toutes les gouttes. Le temps de diffusion de quantité de mouvement

peut être estimé par τD ∼ a2

ν ∼ 0, 05 s pour de l’huile silicone 20 cS. Ainsi τD ∼ τR. C’est pourquoi

l’approximation de rotation en bloc semble crédible : il suffit d’une ou deux rotations pour que la

vorticité dans la goutte soit entièrement homogénéisée. Pour un liquide de viscosité ν ≈ 1 cS, τR vaut

1 s, autrement dit le mouvement de la goutte ne peut être homogénéisé en une seule rotation. Cela
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explique donc pourquoi la goutte se déforme au cours de son mouvement dans le ressaut hydraulique.

Cela peut expliquer la forme de pillule observée et le couplage extrêmement compliqué entre la forme

de la goutte et sa dynamique dans le ressaut.

De manière plus rigoureuse Gilet et al. [48, 35] nous montrent que les déformations d’une goutte

sont largement amorties par la viscosité si le nombre d’Ohnesorge, défini par Oh = ν
√
ρ/γa, est de

l’ordre de 1. Pour le cas de l’huile silicone 20 cS on a Oh typiquement de l’ordre de 0,14 (ce qui semble

suffisant aux vues des faibles déformations subies par la goutte) et l’on a Oh de l’ordre de 0,007 dans

le cas de l’eau savonneuse et de l’alcool. On retrouve ainsi le constat établi précédemment.

XV.1.2 Effet de la tension superficielle

Toutefois, parmi ces dynamiques présentées précédemment, si celle de l’éthanol, de l’eau savonneuse

et de l’huile perfluorée basse viscosité sont à peu près identiques, la dynamique d’une goutte d’eau

se singularise réellement. Dans le cas de l’eau les déformations de la goutte entre l’état ellipsöıdale

et l’état sphérique ont pour fréquence caractéristique environ 50 Hz, elles sont donc complètement

décorrelées de la dynamique de la goutte. Dans le cas de l’eau savonneuse la fréquence d’oscillation

n’est pas réellement observable car elle est couplée avec la dynamique de la goutte dans le ressaut.

Cette différence ne peut être due qu’à la tension de surface qui est le seul paramètre changé entre

l’eau et l’eau savonneuse. Une illustration de ce phénomène est proposée en Fig. XV.2.

Figure XV.2 – Photographies successives d’une goutte d’eau vue de haut dans un ressaut

circulaire d’huile silicone 20 cS (le ressaut correspond à la bande noire sur les images). Le film

est obtenu à l’aide d’une caméra rapide (4000 images par seconde). On peut ainsi mettre en

évidence la fréquence de déformation de la goutte de l’ordre de 50 Hz. On peut le constater, la

goutte d’eau est beaucoup moins déformée que dans le cas des basses viscosités. La tension de

surface limite donc les déformations mais augmente considérablement la fréquence des vibrations

au point de décorreler en fréquence ces vibrations avec la dynamique de la goutte dans le ressaut.

Il semble donc que la rotation de la goutte sur elle-même soit susceptible d’exciter les modes de

Rayleigh de la goutte. Le mode 1 par exemple est de période typique :
√

ρa3

γ ∼ 10−2 s. Cela semble

compatible avec la valeur de 50 Hz présentée ici.

Ce système se révèle donc bien plus riche que ce que l’on aurait pu supposer et semble mériter une

étude plus complète tant expérimentale que théorique.

XV.2 Plusieurs gouttes dans un ressaut

Lorsque l’on met plusieurs gouttes dans un ressaut, on observe que les gouttes vont cohabiter en

interagissant entre elles, sans coalescer. On peut ainsi ajouter autant de gouttes dans le ressaut jusqu’à

couvrir de gouttes le périmètre du ressaut comme sur la Fig. XV.3.
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Figure XV.3 – Vue du dessous d’un chapelet de gouttes dans un ressaut hydraulique circulaire

d’huile silicone 20 cS. On peut dénombrer une vingtaine de gouttes (de la même huile) cohabitant

dans le même ressaut d’huile (RJ de l’ordre de 1 cm). On peut ainsi ajouter des gouttes dans

le ressaut jusqu’à couvrir de gouttes le périmètre du ressaut. On constate néanmoins que les

gouttes ne sont jamais en contact les unes avec les autres : une distance à peu près constante

sépare les gouttes deux à deux.

Lorsque des gouttes sont placées dans un état orbital elles vont adopter des dynamiques collectives

surprenantes : elles vont s’entrechoquer (comme l’auraient fait deux balles rebondissantes) en opposi-

tion de phase ou au contraire tourner dans le même sens en se suivant. On peut aussi, avec plusieurs

gouttes, obtenir un petit pendule de Newton.

Ce phénomène est extrêmement contre intuitif : on s’attend à observer la coalescence de deux

gouttes rentrant en contact. On se pose donc la question de ce qui permet aux gouttes de “cohabiter”

dans un même ressaut.

Une observation de plusieurs gouttes en état stationnaire (éventuellement réalisée par une faible

inclinaison du ressaut) suggère qu’il existe une distance minimale séparant les gouttes les unes des

autres. Cette distance dépend de la taille des deux gouttes (le rapport des deux rayons mais aussi de

manière absolue). Cette distance semble être un bon candidat pour expliquer la non coalescence de

deux gouttes même si elles semblent se toucher. Reste à comprendre d’où vient physiquement cette

distance de séparation.

Il est à noter que dans certains cas les gouttes sont séparées d’une distance qui correspond à un

angle de plus d’une dizaine de degrés sur le ressaut. Une distance de séparation aussi importante

élimine de fait l’hypothèse de film d’air séparant les gouttes par lubrification.

L’image obtenue avec un éclairage de biais et présentée en Fig. XV.4 suggère une explication :

En effet, on l’a vu dans la partie précédente (voir XIII.2.5.2), une goutte va pincer le film liquide

et laisser en aval un “sillage”. Ce sillage est une structure en trois dimensions. Il créé donc une légère

surélévation, ainsi lorsque l’on observe deux gouttes dans le ressaut (avec un éclairage adapté), on

peut constater que la distance qui les sépare correspond à la largeur de leurs deux sillages.

Le sillage dépend de la taille de la goutte (plus la goutte est grosse plus le sillage est marqué), de

la densité (plus la goutte est dense, plus le sillage sera large), mais aussi de propriétés intrinsèques à

la couche d’air qui sépare la goutte du fluide. Ainsi nous constatons que plus la goutte est petite plus

elle (à travers son sillage) sera sensible au sillage d’une autre goutte et, a contrario, plus la goutte sera

grosse plus elle ignorera le sillage de sa voisine. On peut donc parler d’interactions entre les gouttes à
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Figure XV.4 – . Photographie de deux gouttes d’huile silicone statiques dans un ressaut cir-

culaire hydraulique d’huile silicone. La photographie est prise du dessus. Deux gouttes statiques

sont séparées par une distance à peu près constante. Cette distance dépend des tailles respec-

tives des deux gouttes et du rapport entre ces deux tailles mais aussi de la densité du liquide

utilisé pour former les gouttes. L’éclairage de côté permet ici de suggérer une explication à cette

distance de séparation : les sillages des deux gouttes semblent interagir et fixer cette distance.

travers leur sillage. Cette première approche des choses permet de fournir une grille d’analyse crédible

à nos observations. On comprend alors pourquoi deux gouttes de tailles différentes vont se repousser

davantage que deux gouttes de même taille : la petite goutte sera très sensible au sillage de la grosse

et maintiendra une distance plus importante qu’en présence d’une autre goutte de même taille ayant

un sillage plus faible. Ce phénomène est présenté en Fig. XV.5

Ce phénomène d’interaction via le sillage reste encore à modéliser mais nécessite toutefois une

connaissance précise des mécanismes en jeu pour la dynamique d’une goutte dans le ressaut. Il est

donc difficile d’aller plus avant sans répondre aux questions posées dans les parties précédentes.

XV.3 Conclusion

Au cours de cette Partie, nous avons posé les bases de l’étude d’un système dynamique original :

lorsque l’on dépose une goutte dans un ressaut elle va se mettre spontanément en mouvement.

Nous avons en particulier pu montrer que les paramètres de contrôle sont extrêmement simples

à faire varier : on ne parle ici que du rayon du ressaut hydraulique RJ et du rayon a de la goutte

elle-même. Malgré cette apparente simplicité, ce système offre des dynamiques très différentes : on

peut observer un état périodique de rotation dans le ressaut mais aussi un état “apériodique” dont

l’étude statistique s’annonce intéressante, ou encore un état où la goutte reste parfaitement immobile

qui n’est apparu que très récemment avec les dernières améliorations du dispositif expérimental.

L’étude exploratoire menée avec des gouttes de basses viscosités et en faisant varier la tension de

surface laisse envisager une variété de comportements dynamiques encore plus importante en ajoutant

des modes d’excitations propres de la goutte à la dynamique globale de la goutte. Dans la même

logique on peut aussi envisager de changer les propriétés du bain ce qui modifiera les propriétés de

déformation du film liquide et donc pourra modifier aussi les dynamiques accessibles à la goutte.

Un autre aspect intéressant réside dans les interactions entre plusieurs gouttes qui semblent suggé-

rer une dynamique riche pour des systèmes à plusieurs corps via des interactions atypiques basées sur

le sillage des gouttes. Ce sillage dépendant de la taille et de la densité des gouttes, cette interaction
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Figure XV.5 – Deux gouttes d’huile silicone sont placées dans un ressaut d’huile, les photogra-

phies sont prises du dessus et les échelles ne sont pas changées. On constate que deux gouttes

de tailles comparables se repoussent moins que deux gouttes de tailles différentes. Cette obser-

vation est compatible avec la théorie que nous proposons, à savoir, plus la goutte est petite plus

elle est sensible au sillage d’une goutte et a contrario plus la goutte est grosse plus son sillage

sera important. On comprend alors pourquoi deux gouttes de tailles différentes vont se repousser

davantage que deux gouttes de même taille : la petite goutte sera très sensible au sillage de la

grosse et maintiendra une distance plus importante qu’en présence d’une autre goutte de même

taille ayant un sillage plus faible.

apparâıt comme originale et susceptible de devenir une interaction modèle pour d’autres systèmes

dynamiques.

Cette simplicité ne doit pas effacer la réelle difficulté à comprendre les phénomènes physiques res-

ponsables de ces dynamiques étonnantes. Un modèle gyroscopique simple ne suffit clairement pas à

prédire avec précision les différentes dynamiques de la goutte même s’il donne des résultats encoura-

geants en prédisant, par exemple un état orbital périodique stable et un comportement de la vitesse

angulaire ω s’ajustant raisonnablement sur une partie de nos points expérimentaux. Il manque clai-

rement un ingrédient physique à ce modèle pour prédire les mouvements apériodiques. Si nous avons

pu identifier un certain nombre d’effets physiques à ajouter au modèle (déformation de la goutte,

du ressaut, dissipation visqueuse, film d’air,...), il est encore difficile d’en discriminer les effets et de

comprendre leur importance relative.

Afin de discriminer ces effets physiques nous avons légèrement modifié le dispositif pour observer

la goutte dans un état stationnaire. Nous avons pu alors exhiber l’un des ingrédients clé du modèle

gyroscopique, à savoir la rotation de la goutte. Nous avons caractérisé cette rotation et découvert

qu’elle était indépendante du débit. Nous avons découvert que la loi d’évolution de la fréquence s’avé-

rait beaucoup plus compliquée à comprendre que ce que nous attendions. Nous avons ensuite compris

un certain nombre des effets physiques responsables de cette loi de fréquence si inattendue, même si

nous peinons encore à les entrer dans le modèle.

La caractérisation du ressaut au cours de la Partie I nous a été d’un grand secours comme on a

pu le voir au cours de cette Partie. Toutefois, une étude encore plus poussée de la zone interne serait

susceptible d’apporter des réponses à nos questions. En particulier il serait intéressant de caractériser

les effets d’une perturbation ponctuelle en amont du ressaut, ses effets sur la surface libre et sur le
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profil de vitesse dans la zone interne, son impact sur la courbure locale du ressaut...

Une ultime ouverture à ce sujet est de se poser la question de l’influence d’un forçage sur la dy-

namique de la goutte par exemple en modulant l’alimentation en liquide du ressaut ou en faisant

vibrer verticalement le plan de récupération du liquide. En particulier, que se passe-t-il si l’on se

place au niveau de la transition périodique apériodique pour ces deux perturbations ? Ces deux modes

d’excitation de natures différentes devraient donner lieu à des écarts de dynamique intéressants à

prospecter.
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Quatrième partie

Deux expériences nouvelles en

perspective
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Chapitre XVI

Deux expériences nouvelles en

perspective

Dans ce chapitre au statut un peu particulier nous allons proposer deux dispositifs expérimentaux

susceptibles d’apporter des réponses à des questions soulevées précédemment mais aussi d’en poser

de nouvelles. Nous n’avons mené aucune étude systématique sur les deux expériences présentées ici et

des montages expérimentaux adaptés doivent encore être réalisés pour permettre une approche plus

rigoureuse.

Les quelques lignes qui suivent ne présentent donc pas de mesures à proprement parler et encore

moins une approche théorique mais des descriptions de phénomènes physiques nouveaux. Nous nous

contenterons donc simplement de décrire ces expériences qui pourraient (ou devraient !) être dévelop-

pées dans le futur et d’évoquer leur intérêt potentiel.

XVI.1 Goutte en non coalescence dans un cône

XVI.1.1 Impact d’un jet sur un cylindre creusé en forme de cône

La première des expériences proposées est, en quelque sorte, la “petite soeur” du dispositif de

goutte dans un ressaut hydraulique. Il s’agit de faire impacter un jet liquide d’huile silicone (20 cS)

au centre d’un cylindre creusé en cône (voir Fig. XVI.1), de diamètre 1,5 cm. L’angle du cône θ que

nous avons choisi ici est typiquement de l’ordre de 20 ou 30°. On observe alors plusieurs comportement

(non connus et qui mériteraient également une caractérisation propre) :

(i) Pour de faibles débits le cône se rempli de liquide : l’interface liquide-air devient alors horizon-

tale sur l’ensemble du diamètre du cylindre. (voir Fig. XVI.1 (a))

(ii) Pour des débits plus élevés on constate un phénomène de ressaut hydraulique c’est à dire une

zone interne de faible épaisseur qui suit la pente du cone puis un choc et enfin un écoulement plus

épais dans la zone externe 1. Nous sommes alors en situation de ressaut sur un plan incliné avec des

conditions aux limites différentes de celles observées précédemment. L’étude de ce phénomène présente

donc un intérêt important dans la perspective des travaux présentés précédemment. (voir Fig. XVI.1

(b))

(iii) Le ressaut hydraulique est repoussé au delà du cône : l’écoulement se fait alors simplement

1. La transition entre (i) et (ii) est extrêmement hystérétique.
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par un mince film qui s’écoule le long de la surface du cône. (voir Fig. XVI.1 (c))

(a)
θ

(b)
θ

(c)
θ

Figure XVI.1 – Vues de côté de l’impact d’un jet au centre d’un cylindre creusé en cône. On

observe trois comportements distincts : (a) le cône est rempli de liquide. (b) un ressaut circulaire

hydraulique : une zone interne de faible épaisseur et de forte vitesse le long de la surface du cône,

un choc puis une zone externe plus épaisse et moins rapide. (c) On observe seulement un film

mince qui s’écoule radicalement sur l’ensemble de la surface du cône : le ressaut est évacué au

delà du cône.

L’étude de ce phénomène hydrodynamique est très intéressante. Non seulement en ce qui concerne

le phénomène de ressaut mais aussi en ce qui concerne l’impact même du jet sur une surface non

horizontale. Cette étude est également à mettre en parallèle avec l’étude du ressaut sur plan incliné.

XVI.1.2 Goutte en non coalescence

Cela étant, ce qui nous a motivé dans l’élaboration de ce dispositif expérimental est, comme on l’a

dit plus haut, de travailler sur une expérience de dynamique d’une goutte en non coalescence proche

du dispositif de la goutte dans un ressaut circulaire hydraulique. L’idée était de remplacer une si-

tuation où la goutte avait deux points de contact avec le liquide en une situation où elle n’en a plus

qu’un seul. On se place donc, comme présenté sur la Fig. XVI.2, dans la situation (iii) pour avoir

un mince film liquide le long de la surface du cône. Puis l’on place une goutte du même liquide (qui

est, rappelons le, de l’huile silicone 20 cS) sur ce film mince. On peut observer une situation de non

coalescence pendant des durées de l’ordre de la minute, la goutte restant à altitude constante. Cette

altitude est le fruit de l’équilibre entre la gravité et la friction causée par le bain liquide via le film

d’air sous la goutte. Une image de l’expérience est représentée sur un montage provisoire en Fig. XVI.2.

La goutte se met spontanément en rotation pour orbiter périodiquement autour du jet. Cela tend

donc à confirmer nos hypothèses concernant une instabilité gyroscopique pour expliquer les mouve-

ments de la goutte à l’intérieur du ressaut. En effet, dans cette géométrie on réduit les possibilités

de mouvement à la seule interaction entre la goutte et le film d’air sous elle. On s’attendrait donc à

ce que la goutte ne puisse tourner que dans un plan vertical et dans le sens imposé par l’écoulement

du fluide. Seule une instabilité de type gyroscopique est susceptible d’expliquer la transition vers une

orbite de la goutte ici. Cela constitue l’un des premiers intérêts de cette expérience : on imagine que

cette expérience pourra confirmer un certain nombre des hypothèses développées dans le cas de la

goutte dans un ressaut.

Outre l’étude du phénomène en lui même (vitesse et fréquence de la goutte, stabilité de l’orbite)
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(a)

θ

(b)

Figure XVI.2 – Schéma (a) et photographie (b) d’une goutte en non coalescence dans le sys-

tème décrit précédemment. La goutte se situe à altitude constante en raison d’un équilibre entre

friction et gravité. Cette altitude varie donc avec la taille de la goutte : plus la goutte est grosse

plus la position d’équilibre est basse. On observe également que la goutte orbite périodiquement

autour du jet.

cette expérience offre de nombreux intérêts :

(i) Il permet en particulier de mesurer facilement le coefficient de friction que cause le film d’air sur

la goutte. En faisant varier la taille de la goutte on change l’altitude de la goutte. Cela nous permet

donc un travail important sur cette question encore mal connue de la friction.

(ii) Connaissant cette force de friction on pourra connâıtre la force qui s’applique sur le mur liquide

dans le cas de la goutte dans le ressaut et ainsi obtenir une équation supplémentaire dans le problème

de la goutte dans le ressaut. Cette équation est alors susceptible de nous permettre de déterminer l’un

des paramètres encore inconnu du problème de la goutte.

(iii) Toujours sur la question de la goutte dans le ressaut le fait de ne plus avoir de mur liquide nous

offre un certain nombre de perspectives comme observer la forme exacte de la goutte mais surtout

d’obtenir l’épaisseur du film d’air sous la goutte via des méthodes d’interférométrie.

Cette expérience nous offre donc des perspectives de compréhension importantes non seulement

pour l’expérience “soeur” de la goutte dans un ressaut mais surtout pour l’ensemble des questions de

dynamique de goutte en situation de non mouillage avec la détermination de coefficients de friction

difficilement accessibles dans d’autres géométries.



240 CHAPITRE XVI. DEUX EXPÉRIENCES NOUVELLES EN PERSPECTIVE

XVI.2 Impact dans une cavité

La deuxième expérience présentée ici a été montée suite à la visite d’Andrew Belmonte lors d’un

séjour à MSC. Elle se rapproche davantage des problématiques du ressaut circulaire horizontal et en

particulier des phénomènes de facettage que l’on peut observer avec le ressaut. Dans cette expérience

on fait impacter un jet liquide (huile silicone 20 cS) au centre d’une couronne solide sur un plan

horizontal (ici du verre). Nous faisons en sorte que le diamètre intérieur de la couronne soit de l’ordre

de grandeur du diamètre des ressauts présentés en Partie I (typiquement le diamètre est choisi entre

1 et 4 cm). L’épaisseur de la couronne est typiquement de 5 ou 6 mm. Une image permettant de se

figurer l’expérience est présentée en Fig. XVI.3.

Figure XVI.3 – Image de côté figurant le dispositif expérimental : un jet liquide visqueux (huile

silicone 20 cS) entouré par une couronne circulaire solide impacte une plaque au niveau du centre

de la couronne. La couronne est caractérisée par un diamètre interne variant entre 1 et 4 cm et

une épaisseur de l’ordre de 5 mm.

Suivant les configurations abordées nous avons pu observer la présence ou non d’un ressaut cir-

culaire hydraulique mais ce qui nous intéresse particulièrement ici est ce qu’il se passe lorsque l’on

travaille à débit élevé. On observe alors un bourrelet crôıtre à l’intérieur du diamètre interne puis se

déstabiliser en bosses liquides, le liquide continuant de s’écouler en un film épais sur le dessus de la

couronne. Ces bosses liquides sont un phénomène à 3 dimensions : elles sont aussi visibles vues de

dessus que vues de côté, en dépassant largement de la couronne. La hauteur de ces bosses peut en effet

atteindre plusieurs fois l’épaisseur de la couronne 2. Ces bosses liquides sont en nombre fini : il s’agit

de modes d’excitation. Ces modes sont relativement stables avec l’augmentation du débit. Une telle

augmentation donnera d’abord lieu à la croissance des bosses puis à la déstabilisation de ces bosses à

très forts débits. Nous avons représenté en Fig. XVI.4 ce phénomène en vue de côté en augmentant

progressivement le débit.

Comme on peut le voir sur cette figure le bourrelet liquide crôıt en fonction du débit jusqu’à

atteindre une hauteur seuil où il se déstabilise pour former plusieurs bosses. Ici il s’agit d’un mode 2.

On observe que c’est un mode tournant.

Nous avons en effet pu identifier qu’il pouvait y avoir des modes tournants (les bosses tournent

autour du jet) et des modes oscillants (comme dans le cas des modes vibratoires pour des gouttes en

caléfaction : temporellement les bosses deviennent creux et les creux deviennent bosses) 3. Nous avons

2. Un élément remarquable est que tout ces éléments restent globalement confinés à l’intérieur du diamètre interne

de la couronne solide.

3. Les modes tournants sont également caractérisés par l’émission d’ondes de surface dans la zone externe.
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Figure XVI.4 – Prises de vue de côté de la croissance (avec le débit) d’un bourrelet annulaire

liquide à l’intérieur d’une couronne solide puis sa déstabilisation en bosses liquides. On observe

ici uniquement deux bosses : il s’agit donc d’un mode 2. D’autres modes sont bien sûr accessibles.

Si l’on augmente encore davantage le débit, les bosses s’amplifieront jusqu’à se déstabiliser à leur

tour.

également pu constater que le nombre de modes variait en fonction de très nombreux paramètres : le

diamètre interne de la cavité mais également sa hauteur, la vitesse du liquide en sortie de jet... Nous

avons pu observer des modes allant jusqu’à 5. Nous avons représenté en vue de dessus un mode 3

tournant en Fig. XVI.5.

Il est très probable que comme dans le cas du ressaut hydraulique circulaire l’observation de

modes soit due à la déstabilisation d’un vortex annulaire forcé par la couronne liquide. Cependant

le phénomène ici se fait à très basse tension de surface contrairement à tous les autres cas abordés

précédemment de déstabilisation de vortex annulaire (ressaut circulaire, bump ou tore liquide en

caléfaction).

Ce problème apparâıt donc de prime abord comme complexe mais extrêmement stimulant tant

expérimentalement que théoriquement. A nouveau, les motivations pour poursuivre cette étude ne

manquent pas.
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Figure XVI.5 – Vue du dessus d’un mode 3 tournant formé par l’impact d’un jet dans une

cavité circulaire.



Conclusion

Cette thèse est donc une contribution à l’étude des écoulements à surface libre et en particulier au

phénomène de ressaut hydraulique. Au cours de ce manuscrit nous avons essayé de convaincre le lecteur

de l’enjeu théorique et expérimental que revêt la compréhension de ce phénomène. Nous avons en effet

tâché d’apporter une approche nouvelle permettant une meilleure compréhension du ressaut circulaire

hydraulique après avoir démontré que sa modélisation n’avait rien de trivial et s’avérait encore un

en jeu scientifique d’actualité. Nous avons également traité de la question de la brisure de symétrie

spontanée induite par l’inclinaison du substrat sur lequel on fait impacter perpendiculairement un jet

liquide. Nous avons pu observer que cette brisure de symétrie engendrait une très forte dépendance du

phénomène à la situation de mouillage dans laquelle on se trouve et soulevait des questions complexes

sur cette question du mouillage. Enfin nous avons pu montrer que le ressaut pouvait servir de contexte

à l’étude de dynamique de gouttes en situation de non coalescence, sujet profondément porteur.

Au cours de la première partie, nous avons en effet abordé spécifiquement la question du ressaut

hydraulique circulaire. Notre étude bibliographique nous a permis de démontrer qu’en dépit d’une lit-

térature riche la sélection du rayon de ressaut posait encore question. Nous nous sommes en particulier

aperçus que la partie la plus discutée et la moins documentée était la zone externe, après le choc. Nous

avons donc, à l’aide d’arguments simples, de vérifications expérimentales mais également numériques

(en collaboration avec Henri Lhuissier), élaboré un modèle robuste pour cette zone externe. Cette

étude expérimentale a eu de nombreuses conséquences : elle a permis le constat expérimental, jamais

établi auparavant, d’un nombre de Froude indépendant du débit, de la viscosité et de la tension de

surface en sortie de ressaut. Ce fait expérimental nous a poussé à proposer une loi analytique simple

concernant la sélection du rayon du ressaut en fonction des différents paramètres expérimentaux. Cette

loi analytique s’est révélée en excellent accord avec l’ensemble de nos données expérimentales. Notre

étude de la zone externe nous a également permis de remettre en question la modélisation de la zone

interne proposée par Watson et communément admise. Nous avons en particulier pu montrer que cette

modélisation de la zone interne s’avérait en désaccord avec la condition de choc également proposée

par Watson. Nous avons également pu constater à l’aide de mesures directes que la condition de choc

pouvait s’avérer compatible avec nos résultats sous certaines hypothèses non démontrées mais que la

modélisation de la zone interne par Watson était bel et bien mise en défaut.

Les perspectives concernant cette partie sont à la fois théoriques et expérimentales. La perspective

théorique principale est bien entendu de modéliser ce nombre de Froude constant. Il s’agit de com-

prendre si le nombre de Froude est indépendant des paramètres physiques au-delà de nos conditions

expérimentales ou s’il s’agit en réalité de variations lentes et invisibles sur notre plage de résultats. La

réponse à cette question s’avère déterminante dans la compréhension même du phénomène de choc

pour le ressaut circulaire hydraulique. Expérimentalement, les perspectives sont d’essayer d’élargir

notre approche à d’autres situations comme le cas d’un ressaut confiné par un mur externe ou sur des

gammes de paramètres différentes. Il s’agit également de multiplier les mesures dans la zone interne
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afin de permettre une modélisation plus pertinente de cette partie du problème. Enfin une connaissance

plus fine des structures d’écoulement avant et après le choc, par le biais, par exemple d’un dispositif

de PIV nous permettrait de répondre à nos interrogations sur la validité de la condition de choc.

La deuxième partie concernait le ressaut formé par l’impact d’un jet perpendiculairement à un

plan incliné. Les résultats que nous avons obtenus sont donc beaucoup plus exploratoires en raison

de la faiblesse de la littérature existante sur le sujet. Au cours de cette partie nous nous sommes

intéressés à un ressaut séparant une zone interne et un bourrelet liquide d’épaisseur plus importante.

Ce ressaut est d’abord fermé aux petites inclinaisons de plaque puis s’ouvre progressivement avec

l’augmentation de l’inclinaison pour adopter une structure en “fer à cheval”. Nous avons également pu

constater que les conditions de mouillage jouaient un grand rôle dans la forme du bourrelet et donc

pour la forme du ressaut. Nous avons étudié trois situations différentes de mouillage : total, partiel et

quasi-nul. En situation de mouillage total on distingue une séparation nette entre la fin du bourrelet

liquide et le film précurseur qui l’entoure qui se traduit par un angle de contact effectif. Cet angle de

contact effectif n’a rien de trivial et nous ne savons, à ce jour, toujours pas comment l’interpréter. En

situation de mouillage partiel nous avons été frappé par l’absence d’hystérèse entre les situations à

débits croissants et décroissants. Cela traduit la dynamique de la ligne de contact qui est sans cesse en

mouvement, rendant difficile la mesure de l’angle de contact. En mouillage quasi nul nous avons égale-

ment pu observer, en fonction du diamètre de l’injecteur, une situation sans ressaut, le film mince de

la zone interne se fragmentant sous l’effet de la tension superficielle. On peut également sous certaines

conditions observer la coexistence d’un ressaut sur la partie amont et ce phénomène de fragmentation

sur la partie aval. Nous avons également travaillé plus quantitativement en se consacrant à l’étude de

Rtop et Rwidth pour chacune des situations de mouillage. Dans toutes ces situations nous obtenons des

dépendances en débit indépendantes de l’inclinaison à un préfacteur près. En situation de mouillage

total les deux grandeurs étudiées sont bien décrites par une loi en Q5/8. Tandis qu’en mouillage par-

tiel on observe, pour les deux longueurs mesurées un régime linéaire à faibles débits et un régime

asymptotique à forts débits également en Q5/8. Cette loi en puissance 5/8 n’est pas sans rappeler la

loi d’échelle obtenue par Bohr et al. pour le ressaut circulaire hydraulique. On s’étonne également de

trouver une loi d’échelle commune indépendante du débit en régime asymptotique.

Nous avons, dans ce cadre, travaillé à la construction de modèles décrivant nos résultats. Dans

tous les cas, à des degrés divers on obtient des ordres de grandeurs et des tendances présentant un

accord raisonnable avec nos résultats expérimentaux. Toutefois tous ces modèles doivent être renforcés

par des mesures plus précises pour vérifier des hypothèses qui relèvent pour le moment de l’intuition.

On retiendra en particulier un résultat commun fort : la zone interne du ressaut est comparable aux

résultats obtenus sur un plan horizontal et sa modélisation ne semble pas modifiée par l’inclinaison de

la plaque.

Les perspectives expérimentales concernant cet aspect sont bien évidemment un travail autour des

questions de modélisation des bourrelets liquides et en particulier des angles de contact. Cela semble

être la condition sine qua non pour aller vers l’amélioration des modèles que nous avons esquissés.

La troisième partie de ce mémoire traite d’un cas original de dynamique de gouttes en non coa-

lescence. En effet une goutte posée dans un ressaut circulaire hydraulique va se retrouver coincée

contre le mur liquide et ne va pas coalescer en raison d’un film d’air entretenu par l’écoulement sous

la goutte. La goutte se met alors, comme nous l’avons montré par notre modélisation, spontanément

en mouvement dans le ressaut en raison d’une instabilité gyroscopique. Nous avons pu observer plu-

sieurs états dynamiques : l’état périodique où la goutte orbite périodiquement le long du ressaut et

l’état apériodique où la goutte subit des changements de vitesses et de sens le long du ressaut. Notre
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modèle-jouet nous a permis d’anticiper l’état périodique. Néanmoins il s’avère évident qu’il manque

un élément physique dans ce modèle pour expliquer l’état apériodique. Nous fournissons un certain

nombre de pistes susceptibles d’améliorer notre modèle comme par exemple la prise en compte de la

perturbation du ressaut causée par le sillage de la goutte. Nous avons également pu confirmer notre

hypothèse d’instabilité gyroscopique en observant la rotation propre dans un ressaut très légèrement

incliné. Il s’avère que la fréquence de rotation de cette goutte est bien plus complexe qu’attendue. Ici

encore nous avons identifié un certain nombre d’éléments physiques susceptibles d’entrer en compte

dans une modélisation efficace de cette rotation.

Les perspectives de cette partie s’avèrent être particulièrement nombreuses. Outre une exploration

plus approfondie de la dynamique (avec par exemple une étude statistique des renversements pour le

comportement apériodique) nous en avons esquissé certaines (comme l’étude de l’interaction entre plu-

sieurs gouttes et le changement de liquide pour la goutte) mais un grand nombre restent à construire

(faire vibrer le bain ou pulser l’injection afin de mâıtriser les perturbations causant le comportement

apériodique, changer le liquide du bain...).

Enfin nous avons proposé à la fin de ce manuscrit deux nouvelles expériences permettant de pro-

longer les travaux présentés ici : la lévitation d’une goutte dans un cylindre creusé en cône et l’impact

d’un jet dans une cavité...
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A Mesure de la viscosité : viscosimètre à capillaire

Afin d’effectuer des mesures de viscosité, on utilise un viscosimètre à capillaire SCHOTT (voir

Fig. 6). Le liquide dont on veut mesurer la viscosité est injecté par le tube de droite de manière à ce

que le niveau du liquide se situe entre les deux jauges du réservoir. En plaçant une propipette (ou une

seringue reliée par un tube) au dessus du tube à capillaire on créé une dépression. Le liquide va donc

monter dans ce tube. Afin de créer cette dépression il est bien entendu nécessaire de boucher (avec

le doigt par exemple) le troisième tube (qui sert à égaliser les pressions) durant la phase d’aspiration

du liquide. Une fois que le niveau du liquide dépasse le trait de jauge supérieur du tube capillaire on

peut démarrer la mesure.

(a)
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B. Mesure de la viscosité : viscosimètre à capillaire 
 
 Afin d’effectuer des mesures de viscosité, on utilise un viscosimètre à capillaire SCHOTT 
(cf. Figure B-1). Le liquide dont on veut mesurer la viscosité est injecté par le tube de droite. En 
plaçant une propipette au-dessus du tube capillaire, on aspire le liquide dans ce tube de façon à 
ce que son niveau dépasse le trait de jauge supérieur. Pour ne pas que le liquide pénètre égale-
ment dans le tube de gauche qui sert à égaliser les pressions pour la mesure, il faut le boucher 
(avec le doigt par exemple) pendant l’aspiration du liquide. Le dispositif est alors prêt pour 
démarrer la mesure. 
 

 (a)  (b) 

Figure B-1 : (a) Photographie d’un viscosimètre à capillaire surmonté d’une propi-

pette (b) Schéma explicatif du rôle des différents tubes du viscosimètre. 

 
 Si l’on débouche le tube de gauche, la pression est identique (et égale à la pression at-
mosphérique) de part et d’autre du tube capillaire. L’écoulement dans le capillaire sera alors de 
type Poiseuille, et le temps (  d’écoulement du liquide entre les deux traits de jauge, proportion-
nel à la viscosité cinématique : 

  ! = kτ (B-1)  

Les valeurs des constantes k sont déterminées par le constructeur. Une simple mesure du temps 
d’écoulement entre les deux jauges permet donc d’obtenir une mesure de la viscosité cinémati-
que. 
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Figure 6 – (a) Photographie d’un viscosimètre capillaire. (b) Schéma explicatif du rôle des

différents tubes du viscosimètre (tube égaliseur de pression, tube capillaire de mesure et tube

réservoir). La différence entre la photographie et le schéma est que le tube égaliseur de pression

occupe une position centrale sur la photographie.

Si l’on débouche le tube égaliseur de pression, le réservoir situé en dessous du tube à capillaire se

remplit partiellement d’air. La pression devient donc identique à la pression atmosphérique en haut

et en bas du tube à capillaire. L’écoulement dans le capillaire sera alors de type Poiseuille et le temps

τ d’écoulement du liquide entre les deux traits de jauge proportionnel à la viscosité cinématique ν :

ν = kτ. (1)

Avec k une constante dépendant du rayon et de la hauteur du capillaire. Ces constantes k sont

déterminées par le constructeur. Ainsi, une simple mesure du temps d’écoulement entre les deux

jauges permet d’obtenir une mesure de la viscosité cinématique. L’erreur avec ce type de viscosimètre

est extrêmement faible lorsque l’on utilise un k adapté. La principale difficulté réside dans le lavage

et le séchage du viscosimètre entre deux usages...
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B Quelques rappels sur le mouillage

Dans cette thèse il est souvent fait appel à la notion de mouillage total et partiel. Les angles de

contact (statique, d’avancée ou de reculée) sont aussi employés et revêtent une importance particulière

dans le cas du ressaut hydraulique incliné. On se propose donc de faire ici un bref rappel sur ces

questions de mouillage et d’angles de contact.

B.1 Définition : mouillage et ligne de contact

Lorsque l’on dépose une goutte d’eau sur une surface solide (en atmosphère terrestre) nous sommes

en présence d’un système à trois phase : liquide, solide et gazeuse et a priori aucune des interactions

entre les différentes phases ne peut être négligée pour décrire le système. Le “mouillage” est donc

l’étude de l’étalement d’un liquide sur un substrat, le tout dans un gaz. Selon les affinités du liquide

avec le gaz et le solide et selon l’affinité entre le solide et le gaz le liquide va plus ou moins s’étaler.

Dans nos situations nous ne faisons pas varier le gaz ou ses propriétés (nous restons toujours en contact

avec l’atmosphère terrestre) mais seulement le couple liquide/substrat. On obtiendra des situations

extrêmes depuis le cas où le liquide s’étale en un fin film (c’est le cas de l’huile sur du verre) jusqu’au

cas où la goutte reste quasiment sphérique (c’est le cas dit “super-hydrophobe”).

Lorsque la goutte ne mouille pas entièrement la plaque la ligne à l’interface entre les trois phases

(liquide, gaz et solide) est appelée “ligne de contact” ou encore “ligne triple”.

Le contrôle du mouillage, c’est-à-dire le contrôle de l’étalement des liquides, trouve des applications

dans des champs très variés. Par exemple, les vitres des pare-brises ou les verres des lunettes sont

enduits d’une surface protectrice pour que l’eau ne s’y étale pas et qu’elle puisse s’écouler en laissant

la surface sèche derrière elle.

B.2 Paramètre d’étalement S : mouillage total et mouillage partiel

On distingue deux types de mouillage : total et partiel (voir Fig. 7). Afin de déterminer si une

goutte va s’étaler sur un substrat ou non, il faut considérer le paramètre d’étalement S qui correspond

à la différence d’énergie entre substrat sec et mouillé :

S = γSG − (γSL + γ), (2)

avec γSG la tension interfaciale solide/gaz, γSL la tension interfaciale solide/liquide et γ la tension

interfaciale entre le liquide et gaz (autrement appelée tension superficielle). Si S est positif, le liquide

s’étale complètement sur le substrat pour former un film nanoscopique ; on appelle cette situation

mouillage total (voir Fig. 7 (a)). Par contre, si S est négatif, alors la goutte ne s’étale pas et elle forme

un angle de contact βe avec le substrat ; on appelle cette situation “mouillage partiel” (voir Fig. 7 (b)).

B.3 Angle de contact d’équilibre : loi de Young-Dupré

Si l’on équilibre les forces capillaires par unité de longueur (les tensions interfaciales γSL, γSG et

γ) au niveau de la ligne triple et que l’on projette le résultat sur le plan solide on obtient la loi de

Young :

γcosβe = γSG − γSL. (3)

Notons également que la projection des forces capillaires sur la verticale est équilibrée par une défor-

mation élastique du solide. Si le solide est dur, cette déformation est inobservable.
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Solide (b)
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Figure 7 – (a) Mouillage total : le liquide s’étale complètement sur le substrat sous forme d’un

film. (b) Mouillage partiel : le liquide forme une goutte d’angle de contact βe avec le substrat.

La ligne à l’interface entre les trois phases est appelée “ligne de contact”.

L’équation 2 définissant le paramètre d’étalement peut être réécrite :

S = γ(cosβe − 1). (4)

On retrouve bien le résultat précédent : si S est négatif il n’existe pas de βe solution et donc le liquide

s’étale totalement sur la plaque jusqu’à une échelle d’épaisseur nanoscopique. Egaliser les équations 2

et 4 permet d’obtenir une expression pour βe :

cosβe =
γSG − γSL

γ
. (5)

B.4 Hystérésis de mouillage

Pour autant la loi de Young soulève tout de même un certain nombre d’interrogations. Si l’on sup-

pose un angle de contact d’équilibre unique en cas de mouillage partiel, la goutte, dans le référentiel

du solide, est soumise à une force sur la ligne de contact égale à γ cosβe. En intégrant sur l’ensemble

de la ligne de contact (circulaire) on obtient que pour la goutte la résultante de cette force est nulle

dans le plan du substrat (voir Fig. 8 (a)). Et donc si on incline le substrat, la goutte ne pourra pas

rester statique, même pour de très faibles inclinaisons. Pourtant, tout le monde a déjà pu voir des

gouttes d’eau qui restent accrochées sur une vitre, même verticale.

(a)
γ

βe

γ

βe

−→
F =

−→
0

(b)
γ

βa
γ

βr

−→
F = γ(cosβr − cosβa)−→ux

x

Figure 8 – (a) Goutte parfaitement symétrique de révolution, avec un angle de contact d’équi-

libre unique βe. (b) Si l’on incline le substrat on observe que la goutte reste accrochée à la paroi.

La symétrie de la goutte est brisée et l’on observe des angles de contact différents entre l’amont

et l’aval de la goutte. Les valeurs maximales des angles de contact sont notés βa pour l’angle

d’avancée (le plus grand angle de contact accessible) et βr pour l’angle de reculée (le plus petit

angle de contact accessible). La brisure de symétrie de la goutte entrâıne une résultante des

forces capillaires (représentées ici dans le référentiel du solide) non nulle et résistive.
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En réalité, il n’y a pas un unique angle de contact d’équilibre βe, mais toute une gamme d’angles

de contact statiques (voir Fig. 8 (b)). Il est possible de s’en convaincre en injectant ou en aspirant du

liquide dans une goutte : on observe alors une variété d’angles de contact plus ou moins large suivant

le couple solide/liquide choisi. L’angle βe dépend donc de la façon dont le système a été préparé et

est ainsi multivalué et peut prendre des valeurs comprises entre βa, l’angle statique d’avancée et βr

l’angle statique de reculée. Pour plus d’informations on se reportera à [30].

Lorsque l’on incline le substrat sur lequel repose la goutte, celle-ci reste statique en se dyssymétri-

sant et ne prenant un angle de contact supérieur à βe en aval et inférieur βe en amont (voir Fig. 8 (b)).

On aura donc pour la plus grande inclinaison mise en mouvement de la goutte, un angle βa en aval

de la goutte et un angle βr en amont. Il en résulte une force d’accrochage par unité de longueur, qui

s’oppose au déplacement de la goutte et dont la valeur peut atteindre au maximum : γ(cosβr−cosβa).

La différence βa − βr entre les angles statiques d’avancée et de reculée est appelée “hysteresis de

mouillage”. Son origine se trouve dans les imperfections du substrat (rugosité ou défauts chimiques du

solide) [61, 29].
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C Substrat super hydrophobe : la recette

Dans ce travail nous avons eu besoin de travailler sur des substrats avec une mouillabilité bien

contrôlée, en particulier nous avons cherché des substrats permettant des angles de contact statiques

entre le liquide et la surface bien supérieurs à 90° (pour un rappel sur les angles de contacts voir B.

Le choix le plus simple a donc été de choisir comme liquide l’eau qui est un liquide naturellement

assez peu mouillant (la polarité des molécules d’eau assure une très grande énergie de liaison entre les

molécules) et facile à trouver à température ambiante... Nous avons cherché un substrat pour lequel

l’angle de contact est supérieur à 130° (communément appelé surfaces super hydrophobes). De tels

substrats existent dans la nature (les feuilles de lotus par exemple) et pour les fabriquer en labora-

toire les chercheurs se sont inspirés de ces exemples. Il en résulte qu’un substrat super hydrophobe

(naturel ou synthétique) est caractérisé par deux ingrédients : le premier est naturellement la chimie,

en effet on cherche à diminuer au maximum les affinités chimiques entre le liquide et la surface, on

peut ainsi obtenir des surfaces assez hydrophobes (une goutte d’eau sur une surface téflonnée aura un

angle de contact aux alentour de 90-100 degrés). Mais la chimie ne suffit pas, il faut en outre ajouter

une texturation de la surface : l’idée est qu’ainsi le liquide ne sera en contact qu’avec une fraction de

la surface (comme un fakir sur un tapis de clous) et en grande partie en contact avec de l’air. Or il

est toujours plus favorable pour une molécule d’eau d’être en contact avec d’autres molécules d’eau

qu’avec l’air autrement dit l’air constitue une surface parfaitement hydrophobe (angle de contact à

180°). Ainsi l’angle de contact de l’eau sur une surface super hydrophobe dépendra de la fraction de la

surface effective sur lequel repose le liquide. Plus celle ci sera faible plus la surface sera hydrophobe.

Dans le cas de la feuille de lotus cette texturation prend la forme de petits plots d’une taille de l’ordre

de 10 microns, possédant eux même une texturation de taille caractéristique proche de la centaine de

nanomètre. Pour davantage d’informations nous invitons le lecteur à se reporter au travail de David

Quéré (par exemple [89]).

(a)
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1.2 Mouillage des surfaces texturées

1.2.1 Du lotus au gerris

De nombreuses plantes sont superhydrophobes, c’est-à-dire caractérisées par un très grand angle

de contact vis-à-vis de l’eau. L’exemple le plus connu est probablement la feuille de lotus, réputée

en Inde comme un symbole de pureté. Ceci provient du fait que les gouttes d’eau glissent sur ses

feuilles en emportant les poussières qui s’y sont déposées [3]. Les gouttes d’eau sont alors quasiment

sphériques comme on peut le voir sur la figure 1.5 et ressemblent à de petites billes. Christoph

Neinhuis et Whilhelm Barthlott ont catalogué environ 200 feuilles superhydrophobes dont, entre

autres, le gingko biloba, la feuille de tulipe ou de magnolia [57].

Toutes ces plantes sont caractérisées par de très grands angles de contact (150 à 165°) et une faible

hystérésis : des gouttes millimétriques glissent sur des feuilles inclinées de seulement quelques degrés.

A l’échelle micronique, leurs surfaces présentent une forte rugosité dont l’échelle caractéristique est

la dizaine de microns. Ces surfaces rugueuses sont recouvertes de cire, lisse ou en cristaux, qui est

hydrophobe. Enfin, une deuxième rugosité sub-micronique est souvent présente comme on peut le

voir sur les feuilles de lotus et de Colocasia Esculenta (figure 1.6). Cette deuxième rugosité est

probablement responsable en partie de l’extraordinaire superhydrophobie de ces feuilles.

Fig. 1.5: Photo d’une goutte d’eau millimétrique posée sur une feuille de Lotus. Photo de Sébastien Saint-Jean.

a b
20 µm 20 µm

Fig. 1.6: Images par microscopie électronique à balayage (MEB) de feuilles de Nelumbo nucifera (lotus) (a) et de

Colocasia esculenta(b) (Oreilles d’éléphant). Photos de W. Barthlott et de C. Neinhuis [3].

Certains animaux présentent eux aussi des surfaces texturées hydrophobes. On peut citer comme

(b)

ANRV347-MR38-04 ARI 28 May 2008 6:32

regime results from the penetration of the liquid inside the microtextures; this liquid surrounds the
drop on which the contact angle is measured. Then, the lens of liquid sits upon a mixture of solid and
liquid, at odds with the Wenzel hypothesis, which assumes a dry solid beyond the drop, as shown in
Figure 4. We call this second regime superhydrophilic, and we describe this regime in Section 4.

3.2. Natural Microtextures
Microtextures are also found on the surfaces of many plants and animals (Figure 6). In his Natural
History, Pliny the Elder noticed that water on a leaf forms perfect spheres, provided that the leaf
surface is woolly (25, p. 32). The old literature (and poetry) sporadically reports the special wetting
behavior of plants and animals, such as a review by Dufour in 1833 (26, pp. 68–74), a paper by
Fogg in 1944 (27), and a comment on Fogg’s paper by Cassie & Baxter (28). More systematic
studies performed (only) in the past decade generated a remarkable collection of microtextures,
of which Figure 6a displays a few examples.

On plant leaves, we often see bumps at the scale of 10–50 µm (Figure 6a,b). For the most
popular of these hydrophobic plants, namely the lotus, and many other ones, these papillae are
covered by fine nanostructures at the scale of 100 nm. The coexistence of two scales of roughness
contributes significantly to the quality of the superhydrophobicity (29–36). However, despite many

a b

c d

500 nm50 µm

50 µm50 µm

Figure 6
A few examples of natural superhydrophobic materials, as revealed by SEM. (a) Leaf of the so-called
elephant’s ear (Colocasia esculenta). From Reference 39 (courtesy of Peter Wagner and Christoph Neinhuis).
(b) Lotus leaf. Courtesy of Barthlott & Neinhuis (20). (c) Leg of a water strider. From Reference 23 (courtesy
of Lei Jiang). (d ) Surface of a mosquito (Culex pipiens) eye. From Reference 40 (courtesy of Lei Jiang). Note
the difference in scale between panels a–c and panel d.
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Figure 9 – (a) Photo d’une goutte d’eau millimétrique posée sur une feuille de Lotus. Photo

de Sébastien Saint-Jean. (b) Photographie au microscope électronique à balayage d’une feuille de

lotus. On peut observer les deux échelles de texturation de la feuille : des plots d’une dizaines de

microns eux-mêmes texturés (quelques centaines de nanomètre). Photos de W. Barthlott et de

C. Neinhuis. Pour plus d’informations se reporter à [89].

En règle générale pour fabriquer des substrats super hydrophobes en laboratoire on utilise des mé-

thodes de lithographie : on texture la surface à l’aide de petits plots d’une largeur typique de quelques

microns et espacés d’une dizaine de micromètres. La surface est ensuite traitée chimiquement pour
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être hydrophobe. Dans notre cas nous avons besoin de larges plaques dont les dimensions dépassent

largement le diamètre des wafer de silicium ( ∼ 20 cm) et qui soient plus simples et moins chères à

produire.

Nous avons donc fabriqué des substrats en traitant des plaques métalliques (cuivre) selon une mé-

thode développée par Larmour et al. [71] : après avoir nettoyé la plaque (et rincé à l’éthanol) nous

trempons la plaque pendant une minute dans une solution de Nitrate d’Argent (AgNO3, 0, 1 mol.L−1,

diluée dans l’eau). La grille va alors changer de couleur pour adopter une teinte marron foncée, voire

noire. La réaction en jeu est une réaction d’oxydoréduction entre l’ion Ag+ et le cuivre : des atomes

d’argent sont déposés en surface (ce qui explique le changement de couleur). Cette déposition se fait de

manière hétérogène et des observations au microscope électronique [71] ont montré que la déposition

se fait sous forme d’agrégats (0,15-0,3 µm) de particules (50-100 nm) : on a donc une double échelle

de rugosité du substrat.

(a)

Surface Chemistry
DOI: 10.1002/ange.200604596

Remarkably Simple Fabrication of Superhydrophobic Surfaces Using
Electroless Galvanic Deposition**
Iain A. Larmour, Steven E. J. Bell,* and Graham C. Saunders

Much of the recent research on hydrophobic materials has
been inspired by the water-repellent nature of lotus leaves
(Nelumbo nucifera and N. lutea), which show a double
roughness on their surfaces (nanohairs on microbumps) along
with a waxy coating.[1–5] Numerous synthetic hydrophobic
surfaces based on polymers,[6–9] glasses,[10] metals,[11] carbon
nanotubes,[12,13] and waxes[14, 15] have mimicked the lotus!s
double roughness, and many display superhydrophobicity
(usually arbitrarily defined as contact angle, q, > 1508).
However, very few have achieved the extremely high (170–
1808) contact angles that are the most interesting, and those
that have are either difficult to prepare[8,12,16–18] or very
fragile.[14,15] Here we report a remarkably straightforward
method for treating metals which yields robust double-
roughness metal surface coatings that pass McCarthy!s test
for 1808 contact angles[19] and which is carried out under
ambient conditions using readily available starting materials
and laboratory equipment.

The method uses electroless galvanic deposition to coat a
metal substrate with a textured layer of a second metal, for
example immersion of zinc foil in AgNO3(aq) gives a matt
black textured silver surface coating. Subsequent immersion
of the metal-coated sample in a solution of a conventional
surface modifier such as 3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9,10,10,10-
heptadecafluoro-1-decanethiol (HDFT) covers the textured
coating with a low-surface-energy self-assembled monolayer
and renders the composite material hydrophobic. Despite the
simplicity of this preparation method, it reliably gives
materials whose surfaces have the properties associated
with the best quality superhydrophobic surfaces. The roll-off
angle of 20-mm3 stationary water droplets on Ag/HDFT-
treated Zn plates was found to be 0.648! 0.048, and the
contact angle, determined by curve fitting of high-resolution
images of deposited drops, was approximately 1738! 18
(Figure 1). Owing to the well-known problems associated
with the measurement of very high contact angles,[20, 21] we
have also used the water-affinity test suggested by Gao and
McCarthy which involves searching for any indication of
adhesion when a surface is pulled away from a drop of

liquid.[19] Our surfaces passed this test for “1808” contact-
angle materials. There is clearly a need for detailed inves-
tigation of the methods used to characterize these extreme
contact angles (the photographic method appears to under-
estimate the value suggested by the adhesion method), but
here we wish to concentrate on this new surface-treatment
method and some of the phenomena that it has allowed us to
explore, rather than on detailed arguments about contact-
angle measurements.

One striking effect of the surface modification is the
change in appearance of the treated samples on immersion in
water. When a matt black treated metal sheet is immersed in
water and viewed at a glancing angle, it appears as a silver
mirror (Figure 2). To our knowledge this is the first time that
this optical property has been reported for a synthetic
material. The critical angle was determined as 48.68! 0.98,

Figure 1. A water drop (8 mm3) on a silver/HDFT superhydrophobic
surface deposited on a copper substrate. Images recorded on similarly
coated zinc substrates were identical.

Figure 2. A superhydrophobic copper plate in water viewed a) perpen-
dicular to the surface and b) past the critical angle.
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identical to that for reflection at a normal water/air boundary
(48.6268). The absolute reflectivity at 514 nm was found to be
96! 4% at 27.58. The high absolute reflectivity and the
critical-angle measurements both suggest that these are
Cassie–Baxter surfaces[22] where the mirrorlike appearance
is due to an air layer between the water and superhydropho-
bic surface. A theoretical discussion of the possibility of such
surfaces displaying underwater superhydrophobicity has
recently been published.[23] If we assume that the Cassie
equation can be applied to these surfaces, then we calculate
that less than 1% of the water surface is in contact with the
thiolated metal.

This surface-treatment method is extremely flexible: the
main requirement for selection of the pair of metals for the
substrate and coating layers is that their redox potentials
allow the spontaneous reduction of an aqueous solution of the
coating metal. For example, we have also prepared super-
hydrophobic surfaces from gold deposited on zinc, silver on
copper foil, and gold on copper foil. Changing the bulk metal
has no significant effect on the photographically measured
contact angle (1738! 28 for silver on copper), and the surfaces
also pass Gao and McCarthy!s 1808 test.

Scanning electron microscopy of all four combinations of
silver and gold coatings on copper and zinc substrates
revealed the textured metal surfaces that give Cassie–
Baxter behavior. It is evident that the deposition of the
coating metal naturally generates sufficient roughness to give
superhydrophobicity. Figure 3a shows that the gold structures

deposited on zinc are made up of “flowers” each 0.20 to 1 mm
and composed of smaller (ca. 60 to 200 nm) faceted crystal-
lites, so there is an obvious “double roughness”. The double
roughness is less obvious in the silver structures deposited on
copper (Figure 3b), but close examination does show that the
coating is composed of 150–300-nm clusters of 50–100-nm
particles. The exact nature of the surface morphology is
clearly not critical because the photographically measured
contact angles of both the surfaces shown in Figure 3 (after
treatment with HDFT) were identical within the ! 28
experimental uncertainty. Although there is no significant
difference in contact angle between similarly treated copper
and zinc objects, we prefer to work with copper since it gives
very stable surfaces that show no deterioration even after
immersion in water for a week. In contrast, the Zn surfaces
degraded over days of immersion with formation of non-

hydrophobic areas of Zn(OH)2 (Zn/O atomic ratio 1:2.04,
determined by energy-dispersive X-ray spectroscopy (EDX)).

It is known that appropriate surface roughness can
enhance hydrophilicity as well as hydrophobicity.[24,25] We
have found that treatment of the deposited metal surfaces
with 1-mercaptohexanol, which would be expected to form
less hydrophobic self-assembled monolayers, leads to a
complete reversal of the wettability; the contact angle
decreases from the 1738 value found for HDFT to 2.88! 0.98.

The simplicity of the coating method makes it possible for
us to take Cu or Zn objects of any reasonable size or shape
and to make their surfaces extremely hydrophobic. The entire
process is performed under ambient conditions and takes less
than 15 min. This has given us the opportunity to study metal
objects more complex than simple foil sheets. For example,
the deformed meniscus in Figure 2b prompted us to take
further inspiration from nature and construct a model pond
skater. Pond skaters (Gerridae) are supported on water by
superhydrophobic legs, which have a hierarchical structure
based on oriented microsetae with nanogrooves.[26] In our
model (Figure 4), which has a mass of 0.13 g (10 times more
than pond skaters of the same size), the copper legs have been
treated with silver and HDFT.

On a more practical level these surfaces appear to be ideal
for the fabrication of planar microfluidic devices since they
can be patterned by mechanical removal of the surface
coating, to provide areas or channels of different wettability.
Moreover, if fully enclosed conduits or pipes are treated, the
flowing water will have minimal contact with the container
walls due to the air layer, reducing friction in turbulent flows.
It is relevant in these contexts that the surfaces are also simple
to repair/regenerate if they are physically damaged, for
example, if they are accidentally scraped by a sharp metal
object. Immersing the damaged sample into the aqueous
metal ion solution results in redeposition of the textured
metal, which can then be rethiolated.

Finally, despite the wealth of potential practical applica-
tions, we believe the main significance of these materials will
be that researchers in many different fields will be able to
investigate and exploit superhydrophobic materials with
contact angles at or near the 1808 limit without being confined
to particular substrate geometries or investing in complex
fabrication tools.

Figure 3. SEM images of a) gold on etched zinc and b) silver on
copper. The scale bar in each case is 1 mm.

Figure 4. A metallic model “pond skater” (body length 28 mm) stand-
ing on a water surface. Note the deformation of the surface around
the legs.
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Figure 10 – (a) Goutte d’eau (8 mm3) sur un substrat traitée suivant la méthode décrite ici [71].

L’angle de contact se situe aux alentours de 170°. (b) Observation au microscope électronique à

balayage d’une surface super hydrophobe obtenue par traitement au nitrate d’argent. On observe

une rugosité à l’échelle nanométrique, qui, couplée au traitement chimique donne le caractère

super hydrophobe de la surface. échelle : 1µm. pour plus d’informations se reporter à [71].

Cette surface est ensuite rincée à l’eau puis séchée. On plonge ensuite la plaque dans une solution

de HDFT (3,3,4,4,5,5,6,6,7,7,8,8,9,9,10,10,10-heptadecafluoro-1-decanethiol) diluée dans l’ethanol à

10−3 mol.L−1. Après 20 minutes on peut ensuite sortir la plaque et la rincer à l’ethanol. Ce traitement

rend la plaque hydrophobe en se fixant sur les molécules d’argent.

On a ainsi créé en moins d’une heure une plaque super hydrophobe : l’angle de contact de l’eau

avec cette plaque se situe aux alentours de 160° et l’hystérèse de mouillage n’est que d’une fraction de

degrés.
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[101] F. Savart. Mémoire sur la constitution des veines liquides lancées par des orifices circulaires en

mince paroi. Ann. Chim. Phys, 53 :337–386, 1833.
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[103] F. Savart. Suite du mémoire sur le choc d’une veine liquide lancée contre un plan circulaire.

Ann. chim, 54 :113–145, 1833.

[104] J. B. Segur and H. E. Oberstar. Viscosity of glycerol and its aqueous solutions. Industrial &

Engineering Chemistry, 43(9) :2117–2120, 1951.

[105] M. M. Seraj and M. S. Gadala. Non-circular hydraulic jump on a moving surface due to an

impinging circular free surface jet of water. steel research international, 83(7) :653–670, 2012.

[106] P. C. Smith. A similarity solution for slow viscous flow down an inclined plane. Journal of Fluid

Mechanics, 58(02) :275–288, 1973.

[107] K. R. Sreenivas, P. K. De, and J. H. Arakeri. Levitation of a drop over a film flow. J. Fluid

Mech., 380 :297–307, 1999.

[108] I. Tani. Water jump in the boundary layer. J. Phys. Soc. Japan, 4 :212–215, 1949.

[109] M. A. Teamah, M. K. Ibrahim, M. M. K. Dawood, and E.S. A. Aleem. Experimental investigation

for hydrodynamic flow due to obliquely free circular water jet impinging on horizontal flat plate.

European Journal of Scientific Research, 83(1) :60–75, 2012.

[110] G. E. Volovik. Hydraulic jump as a white hole. Journal of Experimental and Theoretical Physics

Letters, 82(10) :624–627, 2005.

[111] T. Wang, D. Faria, L. J. Stevens, J. S. C. Tan, J. F. Davidson, and D. I. Wilson. Flow patterns

and draining films created by horizontal and inclined coherent water jets impinging on vertical

walls. Chemical Engineering Science, 102 :585–601, 2013.

[112] R. Wanoschek and W. H. Hager. Hydraulic jump in trapezoidal channel. Journal of Hydraulic

Research, 27(3) :429–446, 1989.

[113] S. Watanabe, V. Putkaradze, and T. Bohr. Integral methods for shallow free-surface flows with

separation. Journal of Fluid Mechanics, 480 :233–265, 2003.

[114] E. J. Watson. The radial spread of a liquid over a horizontal plane. J. Fluid Mech., 20 :481–499,

1964.

[115] S. Weinfurtner, E. W. Tedford, M. C. J. Penrice, W. G. Unruh, and G. A. Lawrence. Measure-

ment of stimulated hawking emission in an analogue system. Phys. Rev. Lett., 106 :021302, Jan

2011.



BIBLIOGRAPHIE 261

[116] D. I. Wilson, B. L. Le, H. D. A. Dao, K. Y. Lai, K. R. Morison, and J. F. Davidson. Surface flow

and drainage films created by horizontal impinging liquid jets. Chemical Engineering Science,

68(1) :449–460, 2012.

[117] K. Yokoi and F. Xiao. Relationships between a roller and a dynamic pressure distribution in

circular hydraulic jumps. Physical Review E, 61(2) :R1016, 2000.


	Remerciements
	Introduction
	Préambule: une introduction au ressaut hydraulique
	Le ressaut hydraulique
	Ressaut dans un canal, relation de passage et nombre de Froude
	Ressaut dans un canal
	Relation de passage
	Nombre de Froude

	Le ressaut hydraulique circulaire 
	De l'évier aux étoiles
	Ressaut circulaire, vortex et polygones
	Structure du ressaut circulaire 
	Vers le facettage 
	Généralisations à d'autres configurations d'écoulements axisymétriques

	Autres ruptures (forcées) de symétrie
	Rupture de symétrie par texturation du substrat
	Importance du substrat: effet du mouillage
	Brisure de symétrie par modification de la géométrie

	Ressaut circulaire et non mouillage
	Questions traitées dans le présent mémoire

	A Le ressaut circulaire hydraulique: Sélection du rayon du ``mur''
	Revue bibliographique
	Le modèle du fluide parfait
	La zone interne
	Le choc

	La théorie de Watson pour le ressaut circulaire visqueux et son amélioration par Bush et al. 
	Profil auto-similaire
	Raccordement et estimation des longueurs
	Condition au niveau du choc
	Influence de la tension de surface
	Ressaut circulaire et Hélium superfluide
	Conclusion sur la théorie de Watson

	La théorie de Bohr
	Équation de la couche limite
	Profil auto-similaire pour u
	Profil avec un paramètre de forme
	Approximation analytique des solutions de (II.66)
	Conclusion sur la théorie de Bohr

	Modèles alternatifs
	Approche de Godwin
	Approche de Higuera
	Travaux de Rao et Arakeri
	Modèle de Brechet et Néda
	Calculs de Kasimov
	Travaux de Rojas, Argentina, Cerda et Tirapegui
	Approche de Dasgupta et Govindarajan

	Conclusion de la revue bibliographique

	Description de l'expérience et premiers résultats
	Montage
	Dispositif d'alimentation
	Injecteur et plaque: la géométrie de l'expérience

	Liquides utilisés
	Huiles silicones
	Mélanges eau-glycérol

	Visualisation
	Mesure des hauteurs
	Le profondimètre ou comparateur de puits
	Éstimation directe de la hauteur

	Les limites du dispositif ou le ressaut peu circulaire
	Premières mesures ou l'échec des lois d'échelles simples

	Vers une nouvelle théorie, ou une exploration en partant du bord
	Objectif et idée de départ
	Profil extérieur
	Modélisation en terme de lubrification et validation expérimentale
	Note sur la hauteur en bord de plaque
	Hauteur extérieure après le choc
	Conclusion

	Raccordement au choc
	Conséquence pour R(Q)
	Effets de la géométrie
	Nombre de Froude
	Conséquence pour R(Q) 

	Conclusion

	Quelques questions laissées ouvertes par notre approche.
	 Introduction
	Tentative numérique à la Bohr et al. 
	Profil externe
	Prédiction du rayon du ressaut

	Tentative d'une construction à la Watson
	Éssais d'exploration de l'écoulement interne
	Cohérence entre condition de choc et écoulement dans la zone interne
	Conclusion

	Perspectives et Conclusion
	Au delà des frontières
	Et avec des bords ? 
	Le cas super-hydrophobe 

	Conclusion du Chapitre


	B Le ressaut incliné
	État de l'art et dispositif expérimental
	Et si on incline notre ressaut ?
	Beaucoup de questions... et peu de réponses.
	Les précurseurs
	Conclusion

	Description de l'expérience
	Dispositif expérimental
	Liquides et substrats utilisés
	Visualisation
	Traitement d'image
	Longueurs étudiées


	Ressaut sur plan incliné en mouillage total
	Premiers résultats en mouillage total
	Forme du ressaut
	Bourrelet macroscopique et ligne de contact effective
	Les lois rayon-débit
	Ecoulement dans le ressaut

	Un premier modèle en mouillage total
	Calcul de Rtop
	Calcul de Rwidth
	Conclusion


	Ressaut sur plan incliné en mouillage partiel
	Premiers résultats en mouillage partiel
	Forme du ressaut
	Hystérèse et angle de contact
	Dépendance du rayon du ressaut

	Modèle en mouillage partiel
	Calcul de Rwidth
	Calcul de Rtop

	Conclusion

	Ressaut sur un plan incliné super hydrophobe
	Influence de l'injecteur
	Injecteur de 4mm de diamètre
	Injecteur de 3mm de diamètre

	Modèle
	Condition de choc

	Conclusion sur le cas super hydrophobe

	Conclusion

	C Gouttes dans un ressaut
	Etat de l'art et dispositif expérimental
	Non coalescence et dynamique: une goutte en lévitation dans un ressaut hydraulique
	De la goutte volante à la goutte ``quantique''.
	Gouttes dans un ressaut hydraulique: état de l'art

	Dispositif expérimental
	Montage
	Stabilité du dispositif
	Visualisation
	Fabrication des gouttes


	Orbite d'une goutte dans un ressaut
	Premières observations expérimentales
	Un premier modèle
	Les équations
	Stabilité des solutions
	Vitesse du liquide sur la paroi du ressaut
	Etat orbital de la goutte
	Conclusion sur le modèle

	Conclusion

	Rotation propre d'une goutte
	Observations et mesures
	Modèle et ses améliorations
	Modèle gyroscopique de base
	Déformation de la goutte et dissipation visqueuse
	Déformation du ressaut
	Conclusion


	Perspectives et conclusion
	Gouttes d'autres liquides
	Effet de la viscosité
	Effet de la tension superficielle

	Plusieurs gouttes dans un ressaut
	Conclusion


	D Deux expériences nouvelles en perspective
	Deux expériences nouvelles en perspective
	Goutte en non coalescence dans un cône
	Impact d'un jet sur un cylindre creusé en forme de cône
	Goutte en non coalescence

	Impact dans une cavité

	Conclusion
	Annexes
	Mesure de la viscosité: viscosimètre à capillaire
	Quelques rappels sur le mouillage
	Définition: mouillage et ligne de contact
	Paramètre d'étalement S : mouillage total et mouillage partiel
	Angle de contact d'équilibre : loi de Young-Dupré
	Hystérésis de mouillage

	Substrat super hydrophobe: la recette

	Bibliographie


