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CANTOURNET Sabine Mâıtre de recherche, HDR,́Ecole des Mines de Paris
FOND Christophe Professeur des Universités, Universit́e de Strasbourg
RANGANATHAN Narayanaswami Professeur des Universités, Universit́e François Rabelais de Tours
TRAN VAN François Professeur des Universités, Universit́e François Rabelais de Tours
VERRONErwan Professeur des Universités,École Centrale de Nantes
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1.3 Ph́enom̀enes (thermo-)ḿecaniques rencontrés, mod́elisés ou non . . . . . . . . . . . . . 25
1.3.1 Influence du type de charge. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.3.2 Effet Mullins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.3.3 Cristallisation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3.4 Influence de l’amplitude de chargement et effet Payne. . . . . . . . . . . . . . 28
1.3.5 Influence de la vitesse de chargement, de la fréquence . . . . . . . . . . . . . . 30
1.3.6 Influence de la température et couplage thermo-mécanique. . . . . . . . . . . . 31
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3.3.7 Ŕesultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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4.2.2 Équation de la chaleur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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Glossaire

Symbole Désignation Commentaires

⊗ Produit tensoriel
· Produit tensoriel simplement contracté
: Produit tensoriel doublement contracté
δij Symbole de Kronecker δij = 1 si i = j

= 0 sinon
1 Identit́e d’ordre 2 [1]ij = δij

1 · Y = Y · 1 = Y ∀Y d’ordre 1 ou 2
I Identit́e d’ordre 4 [I]ijkl = δikδjl

I : Y = Y : I = Y ∀Y d’ordre 2
trY Trace d’un tenseur d’ordre 2

Ysym Partie syḿetrique d’un tenseur d’ordre 2
YD Partie d́eviatorique d’un tenseur d’ordre 2
YT Transpośee d’un tenseur d’ordre 2
Y−1 Inverse d’un tenseur d’ordre 2

Y−T Inverse de la transposée d’un tenseur d’ordre 2 Y−T =
(
YT

)
−1

=
(
Y−1

)T

cof(Y) Tenseur des cofacteurs cof(Y) = det (Y)Y−T

‖Y‖ Norme d’un tenseur d’ordre 2 ‖Y‖=
√

Y : Y

gradx Gradient en configuration eulérienne
gradX Gradient en configuration lagrangienne
divx Divergence en configuration eulérienne
divX Divergence en configuration lagrangienne

TAB . 1 – Oṕerateurs tensoriels, notations et conventions.

1



2 Glossaire

Symbole Désignation Commentaires

C0 Condifuration initiale
Ct Condifurationà un instantt
X Position d’une particule dansC0

x Fonction positioǹa l’instantt x :

∣
∣
∣
∣

C0 → Ct
X 7→ x (X, t)

u Fonction d́eplacement̀a l’instantt u :

∣
∣
∣
∣

C0 → Ct
X 7→ u (X, t) = x (X, t) − X

dX Vecteurélémentaire dans la configuration initiale
dx Transforḿe dedX dans la configuration actuelle
F Tenseur gradient de la transformation dx = F · dX etJ = det(F) > 0

Fvol Partie volumique deF detF = detFvol

F̄ Partie isochorique deF det F̄ = 1

C Tenseur de Cauchy-Green droit C = FT · F
E Tenseur des d́eformations de Green-Lagrange E = 1

2
(C − 1)

B Tenseur de Cauchy-Green gauche B = F · FT
A Tenseur des d́eformations d’Euler-Almansi A = 1

2
(1 − B−1)

L Gradient euĺerien des vitesses L = Ḟ · F−1

D Tenseur taux de d́eformation D =
(

Ḟ · F−1

)

sym

B̄ Tenseur de Cauchy-Green gauche associé à F̄ B̄ = F̄ · F̄T
C̄ Tenseur de Cauchy-Green droit associé à F̄ C̄ = F̄ · F̄T

TAB . 2 – Grandeurs cińematiques utiliśees.

Symbole Désignation Commentaires

B̄e (resp.B̄i) Tenseur de Cauchy-Green gauche associé à F̄e (resp.F̄i) B̄e = F̄e · F̄Te (resp.B̄i = F̄i · F̄iT )

B̄a (resp.iB̄) Tenseur de Cauchy-Green gauche associé à F̄a (resp.iF̄) B̄a = F̄a · F̄Ta (resp.iB̄ = iF̄ · iF̄T )

C̄e (resp.C̄i) Tenseur de Cauchy-Green droit associé à F̄e (resp.F̄i) C̄e = F̄Te · F̄e (resp.C̄i = F̄iT · F̄i)

C̄a (resp.iC̄) Tenseur de Cauchy-Green droit associé à F̄a (resp.iF̄) C̄a = F̄Ta · F̄a (resp.iC̄ = iF̄
T · iF̄)

V̄e (resp.V̄i) Tenseur gauche des déformations pures associé à F̄e (resp.F̄i) F̄e = V̄e · R̄e (resp.F̄i = V̄i · R̄i)

D̄a (resp.D̄i) Tenseur taux de d́eformation associé à F̄a (resp.F̄i) D̄a = ( ˙̄Fa · F̄−1

a )sym

(resp.iD̄ = (i ˙̄F · iF̄−1

)sym)

TAB . 3 – Grandeurs cińematiques líees au d́ecoupagēF = F̄e · F̄a.

Symbole Désignation Commentaires

σ Tenseur des contraintes de Cauchy (description eulérienne)
Π Premier tenseur de Piola-Kirchhoff (description mixte) Π = Jσ · F−T

S Second tenseur de Piola-Kirchhoff (description lagrangienne) S = F−1 · Π
fv Densit́e massique d’effort
ρ0fv Densit́e volumique d’effort dansC0 divXπ + ρ0fv = 0

ρfv Densit́e volumique d’effort dansCt divxσ + ρfv = 0

Fs Densit́e surfacique d’effort impośe dansC0 π · N = Fs

fs Densit́e surfacique d’effort impośe dansCt σ · n = fs = Fs
dS
ds

TAB . 4 – Grandeurs sthéniques utiliśees.



Glossaire 3

Symbole Désignation Commentaires

Svol Contibution volumiquèaS ρ0J
∂ψvol

∂J
C−1

πvol Contibution volumiquèaπ πvol = ρ0
∂ψvol

∂J
cof(F)

σvol Contibution volumiquèaσ σvol = ρ0
∂ψvol

∂J
1

S̄eq Part hypeŕelastique deS S̄eq = 2ρ0

∂ψeq

∂C̄
(C̄)

π̄eq Part hypeŕelastique deπ π̄eq = ρ0

∂ψeq

∂F̄
(C̄)

σ̄eq Part hypeŕelastique partielle deσ σ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄)

σ̄neq
Part hypeŕelastique partielle deσ li éeà F̄e

σ̄neq = 2ρ0J
−1B̄e · ∂ψneq

∂B̄e
(B̄e)ψ = ψvol(J) + ψeq(B̄) + ψneq(B̄e)

σ̄e
neq (resp.σ̄i

neq)
Part hypeŕelastique partielle deσ li éeà F̄e (resp.F̄i) σ̄e

neq = 2ρ0J
−1B̄e ·

∂ψe
neq

∂B̄e
(B̄e)

ψ = ψvol(J) + ψeq(B̄) + ψeneq(B̄e) + ψaneq(B̄a) σ̄i
neq = 2ρ0J

−1B̄i · ∂ψ
i
neq

∂B̄i (B̄i)

σ̄a
neq (resp.iσ̄neq)

Part hypeŕelastique partielle deσ li éeà F̄a (resp.iF̄) σ̄a
neq = 2ρ0J

−1B̄a · ∂ψ
a
neq

∂B̄a
(B̄a)

ψ = ψvol(J) + ψeq(B̄) + ψeneq(B̄e) + ψaneq(B̄a)
iσ̄neq = 2ρ0J

−1iB̄ · ∂
iψneq

∂iB̄
(iB̄)

TAB . 5 – Autres tenseurs des contraintes.

Symbole Désignation Commentaires

ρ0(resp.ρ) Masse volumique dansC0 (resp.Ct) ρ = ρ0
J

T Temṕerature
s Entropie sṕecifique
q Flux de chaleur dans la configuration actuelle
Q Transport́e du flux de chaleur dans la configuration initialeQ = JF−1q

r Densit́e massique de chaleur
e Energie interne sṕecique
ψ Energie libre sṕecique ψ = e− ηT.

ψvol Part volumique deψ ψvol = ψvol(J).

ψeq ; ψneq Parts incompressibles deψ
ψneq = ψaneq + ψeneq
ψneq =i ψneq + ψineq

TAB . 6 – Autres grandeurs thermodynamiques utilisées.

Symbole Désignation Commentaires

P1 Déviateur euĺerien P1 = I − 1

3
1 ⊗ 1

PC Déviateur lagrangien PC = J−

2

3

[
I − 1

3
C ⊗ C−1

]

PC̄a
Déviateur lagrangien secondaire (F̄ = F̄e · F̄a) PC̄a

= I − 1

3
C̄a ⊗ C̄−1

a

PiC̄ Déviateur lagrangien secondaire (F̄ = F̄i · iF̄) PiC̄ = I − 1

3

iC̄ ⊗ iC̄
−1

PF Déviateur mixte PF = J−

1

3

[
I − 1

3
F ⊗ F−T

]

TAB . 7 – Déviateurs.
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2.5 Mod̀ele rh́eologique ǵeńeralétendu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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et d’amplitudes 5%, 10%, 20%, 50% et 100%. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

E.1 Observations au M.E.B. de faciès de rupture obtenus sous sollicitations multiaxiales
(dmax = 17mm, θmax = 34˚,Rε = 0.1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

E.2 Observations au M.E.B. (x27) de faciès de rupture obtenus sous sollicitations mul-
tiaxiales (dmax = 17mm, θmax = 34˚,Rε = 0.1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

F.1 Courbe S-N du polychloroprène en contrainte maximale.Rσ = 0.5 négligé dans la
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(T = 25˚C). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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(avecσ̄e
neq = 2J−1

[

W e
neq,1B̄e −W e

neq,2B̄
−1
e

]

). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.10 Choix des diff́erents potentiels pour les modèles de Zener, Bingham et Poynting-Thomson
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Introduction g énérale

Lesélastom̀eres sont de plus en plus présents dans le monde industriel. Ils possèdent un haut pouvoir de
déformabilit́e tout eńetant incompressibles – ou quasiment – et proposent dans le cas où ils sont charǵes,
de l’amortissement, caractère recherch́e lié à la viscosit́e.
Ces propríet́es, bien qu’int́eressantes, sont souvent coupléesà d’autres ph́enom̀enes dissipatifs moins
bien appŕehend́es et engendrent de nombreuses difficultés dans la pŕevision de leur comportement
(grandes d́eformations, incompressibilité, auto-́echauffement, forte sensibilité à la temṕerature,̀a la vi-
tesse de sollicitation...). De plus, leur utilisation se faisant dans des conditions de plus en plus extrêmes
(larges gammes de température, d’amplitude et de fréquence), il devient difficile de proposer un modèle
(i.e. une loi de comportement et un unique jeu de paramètres) permettant de couvrir l’intégralit́e du
domaine d’utilisation et de prévoir la duŕee de vie en fatigue de pièces industrielles réelles.
C’est en grande partie autour de ces problématiques que s’articulent les activités de recherche qui vont
être pŕesent́ees dans ce manuscrit,à savoir :
– lois de comportement ḿecanique deśelastom̀eres ;
– lois de comportement thermo-mécanique ;
– chargements complexes (multi-fréquences, diff́erents chargements thermiques) ;
– intégration nuḿerique de lois de comportement desélastom̀eres (mise en oeuvre des lois identifiées

via la méthode deśeléments finis) ;
– pŕevision de la duŕee de vie en fatigue de pièces eńelastom̀eres soumises̀a des sollicitations com-

plexes ;
– prise en compte des effets dynamiques dans le comportement desélastom̀eres.
Bien que l’́etude deśelastom̀eres reste mon activité principale, j’ai pu aussi travailler sur d’autres su-
jets tels que l’́evaluation de l’́energie en pointe de fissure sur des matériaux ḿetalliques avec le Pro-
fesseur Narayanaswami Ranganathan et Florent Chalon (MdC LMR) ou encore sur des problèmes de
biomécanique avec René Leroy (MdC LMR) et Florent Chalon. Ce dernier travail fait partie d’une col-
laboration initíee par Reńe Leroy avec le CHU de Tours.
Outre mes manuscrits de DEA et de thèse (Méo, 1996, 2000a), mes activit́es ont donńe lieuà la produc-
tion scientifique suivante :

13



14 Introduction ǵeńerale

– la participatioǹa l’édition d’un livre : (Boukamel et al., 2007)
– la ŕedaction de 3 chapitres d’ouvrages : (Aı̈t Hocine et al., 2010; Ranganathan et al., 2012; Chalon

et al., 2012)
– 8 articles dans des revues internationalesà comit́es de lecture : (Boukamel et al., 2001; Méo et al.,

2002a; Ranganathan et al., 2008; Lejeunes et al., 2010, 2011; Martinez et al., 2011; Poisson et al.,
2011, 2012b)

– 2 articles dans des revues nationalesà comit́es de lecture : (Méo et al., 2002b; Moreau et al., 2008)
– la participatioǹa 17 congr̀es internationaux avec comités de lecture et publication d’actes : (Méo et al.,

1999, 2000; Boukamel et Ḿeo, 2001, 2002; Boukamel et al., 2005; Lacroix et al., 2005; Méo et al.,
2005, 2006; Boukamel et al., 2008; Chalon et al., 2008; Boukamel et al., 2009; Ranganathan et al.,
2009a; Chalon et al., 2009; Ranganathan et al., 2009b; Poisson et al., 2010b,a, 2012a)

– la participatioǹa 9 congr̀es nationaux avec comités de lecture et publication d’actes : (Boukamel et al.,
1997; Martinez et al., 2002, 2003; Méo et al., 2003; Gauchet et al., 2006; Lejeunes et al., 2009; Méo
et al., 2009a; Poisson et al., 2010c; Cruanes et al., 2012)

Ce manuscrit a pour but de retracer les différents probl̀emes abord́es au cours de ces dernières anńees en
rapport avec “la mod́elisation du comportement (thermo-)mécanique deśelastom̀eres et la pŕevision de
leur tenue en fatigue”. De manière plus pŕecise, il s’articulera ainsi :

Après une courte présentation portant sur l’historique desélastom̀eres, le premier chapitre s’attacheà
présenter les diff́erenteśetudes que j’ai pu mener et/ou encadrer en donnant pour chacune la probléma-
tique, le mat́eriauétudíe et s’il y a lieu, le cadre industriel, leséventuelles collaborations scientifiques et
travaux de doctorants qui y sont liés. Un survol des différents ph́enom̀enes ḿecaniques que nous sommes
ameńesà rencontrer par la suite sont listés et illustŕes.

Le second chapitre propose un cadre thermodynamique auquel il sera fait référence tout au long de
ce travail. Pour ce faire, l’approche est classique et se base sur le postulat de l’́etat local et le cadre
des mat́eriaux standards géńeraliśes. Apr̀es avoir scind́e le gradient de la transformation en une partie
volumique et une autre incompressible, on appliqueà cette dernìere le concept d’état(s) interḿediaire(s)
(Sidoroff, 1973) permettant d’obtenir les différentes variables internes nécessaires̀a la bonne description
du comportement dissipatif des matériaux étudíes. On montre qu’une telle description peutêtre vue
comme une ǵeńeralisation aux grandes déformations de mod̀eles rh́eologiques. Les cas compressibles et
incompressibles des lois de comportement et d’évolution des variables sont traités.

Le chapitre 3 illustre l’utilisation du cadre préalablement d́efini en donnant les différents mod̀eles
dévelopṕes et utiliśes. Initialement sont d́ecrits des mod̀eles qualifíes d’unitaires (i.e. faisant intervenir
une seule variable interne) dans les cas compressibles et/ou incompressibles. Cette approche marquant le
pas vis-̀a-vis de chargements mécaniques complexes (multifréquentiels par exemple), une géńeralisation
statistique de mod̀elesà plusieurśetats interḿediaires est proposée ainsi qu’une stratégie d’identifica-
tion. Tous ces mod̀eles ayant́et́e utilisés dans diff́erents codes de calculs paréléments finis, quelques
pistes sur leurs implémentations nuḿeriques sont donńees.

Un algorithme de couplage thermo-mécanique est formulé dans un quatrième chapitre consacré à l’in-
fluence ŕeciproque que peuvent avoir l’un sur l’autre température et ḿecanique. Il consiste en une suc-
cession de calculs ḿecaniques et thermiques, les premiers considérant des propriét́es mat́eriaux qui
dépendent de la température et les seconds prenant la dissipation intrinsèque ḿecanique comme terme
source volumique de chaleur. L’algorithme est ensuite particularisé au cas des sollicitations mécaniques
périodiques, dans le but d’obtenir lesévolutions temporelles – jusqu’à stabilisation – de la température
en différents points d’unéeprouvette de double cisaillement soumiseà une sollicitation harmonique.

Enfin le dernier chapitre se présente en deux partiesa priori distinctes. La première consistèa explo-
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rer les facìes de rupture d’éprouvettes ayant rompu sous sollicitation de fatigue. Deux matériaux sont
étudíes : un HNBR (caoutchouc nitrile hydrogéńe) et un CR (polychloroprène). Sur le premier, on met
en avant l’influence des charges utilisées pour renforcer la matrice, en particulier par les spécificités
d’une zone de propagation stable caractériśee par une structure en rosace. Quantà elle, l’étude meńee
sur le CRétablit une corŕelation entre le rapport de charge de la sollicitation et la densité de languettes
présentes en zone d’initiation de fissure.
De manìere plus classique, la seconde partie de ce chapitre porte sur l’étude en fatigue de ce dernier
mat́eriau. Elle a pour objectif de tester la fiabilité d’un crit̀ere baśe sur l’́energie dissiṕee. Celui-ci est mis
à l’épreuve pour des chargement axiaux ou multiaxiaux et est comparé à différents autres critères tiŕes
de la litt́erature. En outre, l’influence du rapport de charge sur la durée de vie en fatigue, en particulier
un renforcement pour les valeursélev́ees de celui-ci, est mise enévidence par un diagramme de Haigh.
Un rapprochement de ce phénom̀ene avec celui observé sur la densit́e des languettes en pointe de fissure
est propośe, mettant ainsi en rapport les deux parties de ce chapitre.





CHAPITRE

1 Généralit és, contexte et ŕesultats
expérimentaux.

A
près un bref rappel sur l’histoire desélastom̀eres, sur leurs com-
positions chimiques et sur les principalesétapes de leur obten-
tion, nous nous attacheronsà pŕesenter, au travers des divers tra-

vaux ŕealiśes et/ou encadrés, les diff́erents types d’élastom̀eres rencontŕes :
– 2 silicones charǵes en silicequi, par un manque d’information imputable

au secret industriel, seront considéŕes diff́erents,
– 4 mélanges̀a matriceHNBR dont seuls les types de noir de carbone (N115,

N550, N990 et S6000) la renforçant varieront, et qui auront le même module
élastiquèa20% de d́eformation,

– unCR renforće par un noir de carbone de typeN990.
– et unBR dont tout, ou presque, nous est inconnu dans sa composition (nous

ne sommes m̂eme pas ŝurs du monom̀ere).
Au travers de quelques-unes des caractérisations exṕerimentales meńees sur
tous ces matériaux, nous tenterons de présenter des phénom̀enes que nous
seront amener̀a rencontrer. Par la suite, ceux-ci seront soit pris en compte
dans nos futures modélisations – l’effet Payne, la dépendance vis̀a vis de la
temṕerature. . . –, soit non modélisés et il conviendra alors de leséliminer –
l’effet Mullins par exemple.
Ce chapitre se veut assez “contemplatif” et a, avant tout, une vocation
illustrative des particularités des comportements mécaniques et/ou ther-
miques deśelastom̀eres. Pour des présentations exhaustives des campagnes
exṕerimentales qui y sont́evoqúees ainsi que pour des analyses plus fines des
résultats en d́ecoulant, nous renvoyons le lecteur vers les différents manuscrits
de th̀ese (Delattre, soutenance prévue en 2015; Gauchet, 2007; Martinez, 2005;
Poisson, 2012; Méo, 2000b).
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1.1 Introductions et ǵenéralit és sur leśelastom̀eres

REMARQUE 1.1
De manìere plus compl̀ete, on retrouvera une grande partie des informations données dans ce
paragraphe dans les manuscrits deMartinez(2005); Poisson(2012) ainsi que sur le site du
Syndicat National du Caoutchouc et des Polymères (SNCP).

1.1.1 Un bref historique

C’est au d́ebut du15èmesiècle, avec la colonisation des Amériques Centrale et Ḿeridionale du Sud, que
l’Europe, par l’observation des populations indigènes, a pu se convaincre de l’utilité du latex. Ce dernier
était (et continue de l’être) extrait de diff́erentes plantes telles que l’hévéa. Deux sìecles pass̀erent avant
que, entre 1735 et 1745, les français Charles Marie de La Condamine et François Fresneau procèdent
à des observations scientifiques de l’utilisation du caoutchouc1. C’est donc sous sa forme brute (i.e.
amorphe) que ce matériau est, dans un premier temps, utilisé dans la fabrication de gommes ou la
confection d’imperḿeables et de bretelles. A cetteépoque, son expansion fut enrayée par une forte
thermo-instabilit́e. Ce n’est qu’en 1839 que Charles Goodyear résout accidentellement ce problème de
stabilit́e tout en aḿeliorant les propríet́es élastiques, en chauffant du latex auquel avaitét́e ajout́e du
soufre, ŕealisant pour la première fois ce qui deviendrait la vulcanisation au soufre. C’est ainsi, que
jusqu’au d́ebut du XX̀emesiècle le caoutchouc naturel (natural rubber, NR) vit son utilisation croissante.
Des facteurśeconomiques, dus̀a l’éloignement des zones de production, ont amené industriels et scien-
tifiques à s’int́eresser̀a l’élaboration de caoutchoucs synthétiques. Ces contraintes, amplifiées par la
seconde guerre mondiale qui rendit difficile l’approvisionnement en latex, ont largement contribúe à
l’ élaboration industrielle des caoutchoucs synthétiquesà grandéechelle. Par la suite, la production ne
cessera plus de se développer tant quantitativement que qualitativement avec la mise au point de ca-
outchoucs ŕepondant̀a des contraintes de plus en plus sévères en termes de sollicitations mécaniques,
thermiques ou chimiques.

1.1.2 Composition chimique

En 1826 Michäel Faraday montra que le caoutchouc naturel non vulcanisé est un hydrocarbure(C5H8)n,
par la suite, en 1860, le monomère, composant les longues chaı̂nesà la base de cetélastom̀ere, fut isoĺe
et nomḿe isopr̀ene par Charles Greville Williams. 19 ans plus tard, Georges Bourchardatsynth́etisa
pour la premìere fois ce dernier, pour qu’en 1909 Fritz Hoffmann dépose le premier brevet d’un ca-
outchouc synth́etique baśe sur ce monom̀ere. Par la suite, d’autres monomères furent envisagés et mis
en oeuvre, permettant d’aboutirà de nouveaux́elastom̀eres tels que le CR (polychloroprène), le BR
(Polybutadìene). . . La famille deśelastom̀eres s’́elargit encore gr̂aceà :
– la copolyḿerisation (i.e. la polymérisation de diff́erents monom̀eres , des co-monom̀eres) permettant

d’agrandir la famille deśelastom̀eres aux NBR, SBR, EPDM. . .
– l’ajout d’autres atomes tels que le chlore, le fluor, l’azote. . . (passagedu IR au BIR ou CIR. . . )
– l’hydrogénation, qui par exemple permet, en agissant sur le butadiène du NBR, le passage au HNBR,
– l’emploi de monom̀eres baśes sur le silicium, plut̂ot que le carbone, et l’oxygène dans le cas des

silicones.
Martinez(2005) propose, suivant leurs usages, de classer ainsi les différentes familles d’élastom̀eres :

1le terme de caoutchouc est repris de l’expression indienne “cao” = bois, “tchu” qui pleure
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Type Nom usuel Sigle Nature de Propri étés les
d’utilisation l’ élastom̀ere plus remarquables

Caoutchouc natu-
rel

NR Polymère de l’isopr̀ene Bonnes propríet́es ḿecaniques

Usages SBR SBR Copolym̀ere de butadiène et de
styr̀ene

généraux Polyisopr̀ene de
synth̀ese

IR Polymère de l’isopr̀ene

Polybutadìene BR Polymère de butadiène Très bonne ŕesistancèa l’abrasion
EPDM EPDM terpolym̀ere de l’́ethyl̀ene, du pro-

pylène et d’un termonom̀ere (dìene)
Excellente ŕesistance au vieillissement

Usages Butyle IIR Copolym̀ere d’isobutyl̀ene et
d’isopr̀ene

Très bonne ŕesistance au vieillissement et
étanch́eité aux gaz

spéciaux Néopr̀ene ou po-
lychloropr̀ene

CR Polymère de chloropr̀ene Bonne ŕesistance au vieillissement et aux
huiles

Nitrile NBR Copolym̀ere de butadiène et de ni-
trile acrylique

Très bonne ŕesistance aux hydrocarbures et
faible perḿeabilit́e aux gaz

Thiokol T Polymère de sulfure d’́ethyl̀ene Excellente ŕesistancèa certaines huiles
Hypalon CSM Polyéthyl̀ene chlorosulfońe Remarquable tenuèa l’ozone

Usages Polyuŕethanes EU Polymère complexe Très bonne ŕesistance aux huiles et
à la d́egradation. Hautes performances
mécaniques

tr ès sṕeciaux Silicone Q/MQ Polymère complexe dont le sque-
lette est compośe de silicium et
d’oxygène

Haute ŕesistancèa la chaleur et au froid

Élastom̀ere fluoŕe FM Copolym̀ere fluoŕe Exceptionnelle ŕesistancèa la chaleur et
aux huiles

TAB . 1.1 – Cat́egories et usages desélastom̀eres (Martinez, 2005).

Mais unélastom̀ere est un peu plus qu’un monomère (ou m̂eme qu’un co-monom̀ere). Dans sa forme
brute ou amorphe, le comportement du matériau obtenu relève plus du fluide visqueux que du matériau
solideélastique. Il se pŕesente sous forme d’une pelote statistique,à savoir un amas de macromolécules
indépendantes – ou presque. Afin de principalement lui conférer ses propriét́es de coh́esion et d’́elasticit́e,
uneétape de ŕeticulation est ńecessaire. Elle consiste en la mise en place d’un réseau tridimensionnel so-
lidarisant les châınes entre elles. Historiquement, comme nous l’avons vu dans le paragraphepréćedent
(cf. § 1.1.1), ceci fut fait pour la première fois au cours de ce qui deviendrait par la suite la vulcanisation
au soufre. Depuis sont apparus d’autres procéd́es tels que les vulcanisations au peroxyde ou aux oxydes
métalliques.
Les propríet́es d’amortissement, de résistancèa l’abrasion, de tenue en fatigue. . . sont obtenues ou
améliorées par l’ajout de charges (principalement des noirs de carbone ou des silices). Ces adjonctions,
bien que trouvant leur origine dans un but de diminution de coût, se sont impośees pour devenir indis-
pensables. Les charges vont se répartir sous forme d’agrégats plus ou moins gros, créant d’́eventuelles
hét́eroǵeńeités dans la matière et donc des zones de singularités (ǵeoḿetriques, contraintes, liaisons
chimiques...). Au sein d’un m̂eme mat́eriau, ces agrégats peuvent aussi former différentes familles qui
pourront ŕepondre de manière diff́erente vis-̀a-vis d’une m̂eme sollicitation.
Enfin d’autres ingŕedients, tels que les accélérateurs contr̂olant la cińetique de vulcanisation, les plasti-
fiants donnant une plus grande processabilité et les antioxydants, viennent compléter la formulation et
peuvent eux aussi influer sur le comportement.
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1.2 Présentation des diff́erentesétudes ŕealiśees ou encadŕees. Mat́eriaux
étudiés

Il est question ici de présenter chronologiquement les différents travaux que j’ai pu encadrer et/ou
réaliser. Au travers des ces présentations, nous pourrons définir les mat́eriaux utiliśes et les notations
choisies pour chacun d’entre eux ainsi que le cadre de l’étude dans laquelle ils furent impliqués. Nous
verrons qu’il sera impossible dans certains cas de définir la composition pŕecise du ḿelange soit parce
qu’elle fait l’objet d’accords de confidentialité industrielle, soit parce qu’elle nous est inconnue !

1.2.1 Travaux personnels

Mes travaux de doctorat et de DEA (Méo, 2000b, 1996), encadŕes par Olivier D́ebordes et Adnane
Boukamel, ont port́e sur la mod́elisation de pìeces eńelastom̀ere et ont́et́e ŕealiśes dans le cadre d’une
collaboration entre l’́equipe Mod̀eles Nuḿeriques du Laboratoire de Ḿecanique et d’Acoustique (LMA,
UPR CNRS 7051) et la sociét́e Eurocopter. Le matériau de l’́etudeétait fourni par la sociét́e Paulstra. La
composition pŕecise de celui-ci reste encore aujourd’hui inconnue et s’est résuḿee – et se ŕesume encore
pour nous aujourd’hui –̀a un caoutchouc silicone chargé en silice. Ce choix áet́e grandement guid́e par
le caract̀ere tr̀es amortissant du matériau, sa bonne tenue aux hautes températures et une température
de transition vitreuse très basse. Dans la suite du manuscrit, il sera fait référencèa ce mat́eriau sous la
désignationSilicone2000.

Au cours des travaux menés, deux grands parties sontà distinguer.
Dans un premier temps, il áet́e mis en place un cadre thermodynamique en grandes transformations, puis
dévelopṕees des lois de comportement (i.e. la géńeralisation aux grandes déformations incompressibles
ou quasi-incompressibles des modèles rh́eologiques de Zener et Poynting-Thomson) aptesà mod́eliser
les ŕeponses ḿecaniques de notre matériau. En outre, une famille d’éléments finis adaptésà celles-ci a
ét́e propośee. Ce travail a ensuitéet́e étendu au couplage thermo-mécanique via un algorithme de cou-
plage faible (Boukamel et al., 1997; Méo et al., 2000; Boukamel et al., 2001; Boukamel et Ḿeo, 2001;
Méo et al., 2002a).
Par la suite, nous nous sommes intéresśesà la mod́elisation d’un assemblage de structures compositesà
matriceélastom̀ere, unèa une invariantes dans une même direction. La forte h́et́eroǵeńeité des compo-
sants, rendant impossible la modélisation par homoǵeńeisation ṕeriodique, contraint̀a user du couplage
d’une technique de sous-structuration classique et d’une méthode de sous-structuration multi-niveaux
(Méo et al., 1999, 2002b).

1.2.2 Doctorat de Jean-Marc Martinez

Le doctorat de Jean-Marc Martinez (Martinez, 2005) constitue une large extension du cadre mécanique
qui avaitét́e mis en place au cours de mes travaux de thèse. Le mat́eriauétudíe, toujours fourni par la
socíet́e Paulstra dans le cadre d’une collaboration avec Eurocopter, est aussi un silicone charǵe en silice
de comportement ḿecanique tr̀es proche de celui préćedemment pŕesent́e, cependant nous n’avons pas
la certitude de l’exacte similitude des deux mélanges. Pour cette raison, nous les distinguerons par la
suite en d́esignant celui-ci parSilicone2005.

Une śerie d’observations au microscopeélectroniquèa balayage (M.E.B.) (figure1.1) sur l’endomma-
gement et la fatigue de ce matériau a permis de mettre enévidence l’existence de plusieurs types de
charges pŕesentes dans le matériau (Courtois, 2003).
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FIG. 1.1 – Observation d’un aggloḿerat de silice de grande taille sur uneéprouvette vierge de VHDS
1029.

La probĺematiqueétait d’identifier et de pŕevoir le comportement du Silicone2005 sous sollicitations
harmoniques ou multi-harmoniques, pour des fréquences oscillant entre 1 et10Hz (ou des vitesses de
déformations allant de0.01s−1 à 10s−1 dans le cas de sollicitations cycliques triangulaires), d’ampli-
tudes de d́eformations pouvant aller jusqu’à100% et pour des temṕeratures s’́etalant sur une plage allant
de−55˚C à100˚C.
Le point de d́epart du travail de Jean-Marc Martinez fut une considérable campagne expérimentale sta-
tique et cyclique (harmonique et multi-harmonique). Ceci a permis de construire un mod̀ele statistique
qui, pour un unique jeux de paramètres identifíeà une temṕerature donńee, peut reproduire la réponse du
mat́eriauà cette dernìere et en particulier les influences de la fréquence et de l’amplitude de la sollicita-
tion (Méo et al., 2009b,a; Martinez et al., 2002, 2003; Méo et al., 2003; Boukamel et al., 2005; Martinez
et al., 2011).
Au moment de ŕediger ce travail, il est̀a noter que ce travail est toujours d’actualité au travers d’une
collaboration sigńee en 2012 entre le Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique et le Laboratoire de
Mécanique et Rh́eologie (LMR, EA20640) (Lejeunes et al., 2010; Boukamel et al., 2008; Lejeunes
et al., 2009, 2011).

1.2.3 Doctorat de Śeverine Gauchet

Dans le cadre d’une bourse CIFRE avec la sociét́e Hutchinson, Śeverine Gauchet a púetudier l’influence
du type de charges sur le comportement en fatigue d’élastom̀eres (Gauchet, 2007).
Partant d’un caoutchoucs nitrile hydrogéńes (HNBR par la suite) et en faisant varier le type de noirs de
carbone (N115, N550, N990 et S6000), nous nous sommes attachés dans ce travailàélaborer 4 mat́eriaux
de m̂eme moduléelastiquèa20% de d́eformation. Ceci nous a permis de mettre enévidence que passée
la limite de20% de d́eformation, les 4 matériaux pŕesentaient des comportement radicalement différents,
mais aussi qu’en dessous de celle-ci, leurs comportements dynamiques (étudíes au DMA) l’́etaient tout
autant (vis-̀a-vis de la fŕequence, de l’amplitude et de la température). Dans le cas de sollicitations de
fatigue, pour chacun des 4 mélanges, la zone de propagation stable forme une rosace composée de
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pétales. Dans cette zone, une surface spécifique ŕeduite des charges diminue la vitesse de fissuration
ainsi que la taille des ṕetales tout en y augmentant la rugosité (Gauchet et al., 2006).

1.2.4 Doctorat de Jean-Louis Poisson

Pŕećedemment au sein du LMR, Florian Lacroix (Lacroix, 2004) a étudíe la fatigue d’un polychlo-
ropr̀ene renforće par du noir de carbone de typeN990. Ce mat́eriau sera noté par la suiteCR. À la fin
de ses travaux auxquels j’aiét́e assocíe, nous avons pu mettre enévidence l’int́er̂et de la dissipation
intrinsèque ḿecanique comme critère de fatigue, ou de sa moyenne sur un cycle dans le cas de solli-
citations cycliques (Lacroix et al., 2005; Méo et al., 2005, 2006; Ranganathan et al., 2009b). C’est sur
ce m̂eme mat́eriau et dans la continuité de cette id́ee attractive que s’inscrivent les travaux de thèse de
Jean Louis Poisson (Poisson, 2012). Le but en est de comparer différents crit̀eres de duŕee de vie (et en
particulier la dissipation intrins̀eque ḿecanique) dans le cadre de sollicitations axiales et multi-axiales
(Mars et A., 2002; Mars, 2002; Andriyana et Verron, 2007; Verron et al., 2006).
Deux parties sont̀a distinguer :
– une premìere a consisté en la mise en place d’essais venant compléter la base de données d́ejà établie

parLacroix (2004), ce au travers d’unéetude compl̀ete en traction sur deśeprouvettes diabolo, puis
étenduèa la traction-torsion pour divers cas de déphasage. Diff́erents crit̀eres pouvant̂etre calcuĺes
sur les ŕeponses globales ontét́e compaŕes.

– Afin de corŕeler de manìere locale ces diff́erents crit̀eres, un mod̀ele analytique simple (une extension
aux grandes d́eformations d’un mod̀ele de Kelvin-Voigt) ainsi qu’un mod̀ele éléments finis ont́et́e
dévelopṕes, ceci permettant de mettre en avant la dissipation comme critère de fatigue (Poisson et al.,
2010b,c,a, 2011, 2012b).

1.2.5 Doctorat d’Alexis Delattre

Enfin le dernier mat́eriau, qu’il sera possible de rencontrer dans le paragraphe qui suivra, est́elaboŕe sur
une base de ce que nous pensonsêtre un polybutadiène (BR). Pour des raisons de confidentialité, il est
impossible d’en dire plus sur la formulation de ce dernier2. Sa caract́erisation ainsi que sa modélisation
se feront au cours des travaux de thèse d’Alexis Delattre via une collaboration entre le LMR, le LMA
et la socíet́e Eurocopter (Delattre, soutenance prévue en 2015). L’aspect dynamique des sollicitations
ainsi que le caractère fortement amortissant du matériau constituent en grande partie l’originalité de ce
travail.

2d’ailleurs nous n’en savons pas plus...
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1.3 Ph́enomènes (thermo-)ḿecaniques rencontŕes, mod́elisés ou non

1.3.1 Influence du type de charge

Comme il aét́e dit pŕećedemment, tout comme le processus d’élaboration, le type, la proportion et la
morphologie des charges utilisées influencent grandement les comportements mécanique, thermique et
électrique de l’́elastom̀ereétudíe. Seul le comportement (thermo-)mécanique est́etudíe dans ce manus-
crit.
Gauchet(2007) a pu caract́eriser l’influence de diff́erentes charges (toutes de type noir de carbone, voir
tableau1.2) sur la ŕeponse ḿecanique d’un HNBR etin finesur le comportement en fatigue des mélanges
obtenus (cf. chapitre5).

type de noir de carbonesurface sṕecifique(m2/g)

N115 124.3
N550 41.8
S6000 20.5
N990 8

TAB . 1.2 – D́esignations et surfaces spécifiques des noirs de carboneétudíes (Gauchet, 2007) .

Les taux de charges intégŕesà la matrice ont́et́e choisis de façoǹa obtenir des comportements statiques
similaires sur une plage de déformation la plus grande possible (figure1.2). Ainsi, le comportement
mécanique statique est quasi similaire jusqu’à environ20% de d́eformation. Au del̀a de cette limite,
des diff́erences notables apparaissent. Le comportement mécanique cyclique est quantà lui affect́e bien
avant cette limite en d́eformation, leśevolutions des grandeurs visco-élastiquesE′ etE′′ respectivement
report́ees sur les figures1.8(a)et 1.8(b)étant diff́erentes d̀es les premìeres amplitudes de déformations.
En examinant l’́evolution du param̀etretan δ (figure1.3), on constate un d́ecalage de la température de
transition vitreuse en fonction du type de charges ainsi qu’une diminution etqu’un élargissement du pic
caract́erisant cette grandeur.
Le comportement en fatigue se verra lui aussi largement influencé par le type de renforts utilisés comme
nous le verrons dans le chapitre5, qui dans le paragraphe5.2.2montre l’influence des charges sur les
faciès de rupture.

1.3.2 Effet Mullins

Mullins (1947), via une campagne expérimentales meńee sur diff́erents ḿelanges, a mis eńevidence
que :
– tous leśelastom̀eresétudíes pŕesentent un adoucissement sous chargement,
– pour un m̂eme type de charges, plus le taux de ces dernières est important et plus cet adoucissement

est marqúe
– sur un m̂eme essai, l’adoucissement est perdu si on impose une déformation suṕerieureà toutes celles

préćedemment vue par le matériau,
– même si une majorité de l’adoucissement se produit sur le premier chargement, plusieurs autres cycles

de m̂eme amplitude sont nécessaires pour obtenir unétat stabiliśe.
Cet adoucissement sous contrainte, ou effet Mullins, peutêtre sch́ematiśe dans un cas hyperélastique
par un essai de traction cyclique (figure1.4) (Govindjee et Simo, 1991). Partant d’unétat initial (0),
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FIG. 1.2 – Influence du type de charges sur la réponse statique de différents mat́eriaux HNBR (Gauchet,
2007).
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FIG. 1.3 – Influence du type de charges sur le pic detan δ d’un HNBR (Gauchet, 2007) .

consid́eŕe comme vierge de sollicitations, la courbe de premier chargement suit le chemin (a). Si l’on
décharge le matériau arriv́e à l’état (1), la courbe de premier déchargement est le chemin (b). Si un
deuxìeme chargement est ensuite appliqué, le chemin suivi sera alors (b) jusqu’à atteindre l’́etat (1), puis
la courbe de chargement se confondà nouveau avec le chemin (a). Si l’on décharge le matériau une fois
arrivé à unétat (2) (ε2 ≥ ε1), la d́echarge suit (c). En cas de nouveau chargement, le chemin est (c) tant
queε ≤ ε2 et redevient (a) par la suite.
L’attribution physique de ce phénom̀ene n’est pas encore arrêt́ee (endommagement ou non). Il semble
que dans le cas de certainsélastom̀eres, une partie de cet adoucissement serait réversible, ŕeversibilit́e
acćeléŕee par la temṕerature (Diani et al., 2009).

La figure1.6est une bonne illustration expérimentale de l’effet Mullins. Ce phénom̀ene de stabilisation,
obtenu apr̀es quelques cycles, se vérifiera pour tous les matériaux pŕesent́es dans ce chapitre.
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FIG. 1.4 – Chargement cyclique d’unélastom̀ere.

REMARQUE 1.2
Sauf indication contraire, les courbes comportant un seul cycle présent́ees par la suite seront
celles obtenues après stabilisation et donćelimination de l’effet Mullins.

1.3.3 Cristallisation

Nous verrons dans le chapitre5 traitant de la fatigue deśelastom̀eres que se posera la question de la
cristallisation d’un des matériauxétudíes. En effet, sous de tels chargements mécaniques, cette dernière
aura une grande influence sur les résultats obtenus.

Ce ph́enom̀ene de cristallisation se produit quand, sous contrainte, les macromolécules, initialement sous
la forme d’un enchev̂etrement complexe, s’organisent puis s’alignent dans le sens de la sollicitation.
Sous certaines conditions de régularit́e et de simplicit́e du monom̀ere, les châınes forment alors des
motifs ŕeguliers et ordonńes appeĺes cristallites qui renforcent (comme des charges supplémentaires) le
mat́eriau (Raoult, 2005; Marchal, 2006).

Toki et al. (2004) montrent que ce ph́enom̀ene est hystéŕetique, cumulatif et́eliminé par un retour̀a
contrainte nulle.

Harwood et al.(1967) proposent de v́erifier la cristallisation d’uńelastom̀ere en superposantà la ŕeponse
d’un essai de montée en charge, celle d’une sollicitation cyclique d’amplitude croissante. Dansle cas
d’un mat́eriau cristallisable, les cycles obtenus ne rejoignent pas la réponse de la sollicitation monotone
(la figure1.5 reprend un exemple donné par les auteurs dans le cas d’un SBR non cristallisant et d’un
NR cristallisant). En accord avec cetteétude, les ŕesultats obtenus parPoisson(2012) pour un cyclage
multiple croissant sur notre CR, peuvent laisser penser que ce matériau est cristallisable (figure1.6).
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FIG. 1.5 – Cristallisation sous contrainte (Harwood et al., 1967)
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FIG. 1.6 – Comparaison des cycles initial et stabilisé. Comparaison du cycle initial et des cycles obtenus
par cyclage multiple croissant (matériau : CR,́eprouvette H2, vitesse de déformation0.02s−1) (Poisson,
2012).

1.3.4 Influence de l’amplitude de chargement et effet Payne

L’amplitude dans le cas de chargements statiques et dynamiques a bienévidemment une influence sur
la réponse d’un milieu continu solide. Cependant, cette influence peutêtre plus ou moins marquée et
surtout plus ou moins lińeaire. C’est cette non linéarit́e que nous allons, au travers de la présentation
de différents essais effectués sur nos matériaux, tenter d’illustrer. Ce phénom̀ene, dans le cas de char-
gements cycliques et dans le domaine des faibles déformations, est souvent appelée effetPayne(1961,
1962) (Lion et al., 2003) ou effetFletcher et Gent(1953) et est souvent illustré par des essais DMA de
balayage en amplitude,à fréquence et température constantes. A titre d’exemple, la figure1.7 présente
ce type d’essai, réaliśe sur un CR et sur un BR, respectivement dans le cadre des travaux dethèse de
Poisson(2012) etDelattre(soutenance prévue en 2015).
Il peut être int́eressant de rappeler que la rigidification aux faibles amplitudes de déformations peut aussi
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(a) Cas d’un CR, fŕequence1Hz, T = 25˚C (Poisson,
2012).

Amplitude de d́eformation (%).

E′

E′′

E
′ ,
E

′′
(M

P
a
)

0

(b) Cas d’un BR, fŕequence1Hz, T = 25˚C (Delattre,
soutenance prévue en 2015).

FIG. 1.7 –Évolutions des grandeurs dynamiques en fonction de l’amplitude sollicitation cyclique.
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FIG. 1.8 – Influence du type de noir de carbone sur lesévolutions des modules de stockageE′ et de
perteE′′ dans le cas d’une matrice HNBR (Gauchet, 2007).

largement̂etre amplifíee par le type et/ou le pourcentage de charges (Payne et Whittaker, 1971) ainsi que
le temps de vulcanisation (Fletcher et Gent, 1953). Il nous aét́e donńe d’illustrer ce ph́enom̀ene dans le
cadre des travaux de thèse deGauchet(2007) traçant (figure1.8) les différentes grandeurs dynamiques
pour nos ḿelanges HNBR pour lesquels on faisait varier le type de noir de carbone3. Les essais présent́es
dans les figures1.7(a), 1.7(b)et 1.8(a)présentent une chute du moduleE′ plus ou moins marqúee et
donc d’un effet Payne plus ou moins important. Les mécanismes se produisent pour des amplitudes
sensiblement diff́erentes.
Les différents ŕesultats pŕećedemment examińes ont entìerement trait̀a des mesures de DMA. Il est
intéressant d’́etendre ces remarques aux grandes déformations. Il est́evident que la forte non-lińearit́e
des ŕeponses obtenues rend impossible l’utilisation de grandeurs telles queE′, E′′ et tan δ. Ainsi, dans
le cadre des travaux deMéo(2000b) (des ŕesultats en tous points similaires ontét́e produits parMartinez

3On rappelle que les ḿelangeśetaient renforćes pas diff́erentes charges présentant en particulier des surfaces spécifiques
diff érentes et qu’ils présentaient le m̂eme comportement statique jusqu’à au moins20% de d́eformations (cf. figure1.2).
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(2005)), les ŕesultats pŕesent́es figure1.9 ont ét́e obtenus. Ils représentent la ŕeponsèa une sollicitation
de cisaillement cyclique pour différentes amplitudes de sollicitations.
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Ici encore, il est possible de constater une large influence de l’amplitudede d́eformation. Plusieurs
phénom̀enes sont mis eńevidence. En particulier, on note :
– la pŕesence d’unpoint anguleux ( 1©) au changement du signe de la sollicitation.
– l’existence d’uńetranglementde l’hyst́eŕesis au passageà l’origine ( 2©).
– unraidissementpour les amplitudes de sollicitations importantes (3©).
– Enfin, unraidissement globaldu mat́eriau (4©) pour les faibles amplitudes du taux de cisaillement.
Afin de quantifier ces ph́enom̀enes, leśevolutions de la raideur moyenne et de la dissipation en fonction
de l’amplitude de chargement ontét́e choisies comme indicateurs (figure1.10)4. A une temṕerature
donńee, ces outils mettent eńevidence des augmentations non proportionnelles de la dissipation et de
la raideur moyenne d’un cycle, renforçant encore un peu plus la problématique non-lińeaire de notre
probl̀eme vis-̀a-vis de l’amplitude.

1.3.5 Influence de la vitesse de chargement, de la fréquence

Les différentsélastom̀eresétudíes au cours des travaux présent́es§ 1.2présentent tous une dépendance
marqúee vis-̀a-vis de la fŕequence, ou plus géńeralement vis-̀a-vis de la vitesse de chargement. Ceci est
naturellement d̂u au caract̀ere visqueux de ces matériaux. Celui-ci est, la plupart du temps, recherché car
il permettra de dissiper de l’énergie et donc de donner une réponse plus ou moins amortie.
À l’instar de l’effet Payne, l’influence de la vitesse de chargement est largement́evoqúe dans la litt́erature
pour desétudes portant sur les propriét́es dynamiques (Nakajima et al., 417-424, 1974; Ferry et Fitz-
gerald, 1982; Yoshinobu et Ferry, 1984), ou plus ŕecemment sur l’influence couplée de l’amplitude et
de la fŕequence sur l’effet Payne (Lion et al., 2003; Höfer et Lion, 2009). Le balayage en fréquences,
présent́e FIG. 1.11, réaliśe à temṕerature ambiante et amplitude de déformation constante, réaliśe sur un
CR (Poisson, 2012) peut servir d’illustration dans le cadre des petites perturbations (h.p.p.).

4L’influence de la temṕerature sera réexamińee dans le paragraphe§ 1.3.6
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FIG. 1.10 – Évolution de la raideur et de la dissipation suivant la température pour des essais cy-
cliques triangulaires de double cisaillement tels queγ̇ = ±10s−1 réaliśesà différentes amplitudes de
déformation (Martinez, 2005).
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FIG. 1.11 –Évolution des grandeurs dynamiques en fonction de la fréquence de sollicitation cyclique
(T = 23.7˚C, ε0 = 1%) (Poisson, 2012).

En dehors de ce cadre, les travaux réaliśes parMartinez (2005), confirment aussi une influence non
négligeable de la vitesse de sollicitation sur le “comportement” du matériau (figure1.12). En utilisant, de
plus, les m̂emes indicateurs que dans le paragraphes préćedents (i.e. la raideur moyenne et la dissipation),
cette influence est mise en exergue de manière plus quantitative (figure1.13).

1.3.6 Influence de la temṕerature et couplage thermo-ḿecanique

Il est encore une fois possible de mesurer l’impact des conditions thermiques – influence de la température
du milieu ext́erieur, ou l’́evolution de la temṕerature d’́echantillon – par des essais DMA. Ceux-ci sont
syst́ematiquement ŕealiśes pour tous nos matériaux, en particulier pour déterminer leurs temṕeratures
de transition vitreuse (TG). La figure1.14 repŕesente, dans les cas du CR et du BR, l’évolution des
diff érentes grandeurs visco-élastiques en fonction de la température, permettant une détermination plus
ou moins pŕecise de laTG. Ces deux matériaux pŕesentent des comportements rhéologiques assez
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(Martinez, 2005).

proches, un pic marqué detan δ désignant des températures de transition vitreuse négatives, une in-
fluence visqueuse peu marquée pour des températures inf́erieures̀aTG (tan δ ≃ 0). Pour les temṕeratures
positives, il y a cependant une différence notable de comportement qui est largement visco-élastique dans
le cas du BR (tan δ > 0) et quasíelastique dans le cas du CR pourT > 50˚C (tan δ ≃ 0).

Bien que qualitativement intéressantes, ces analyses ne pourront servir d’entrée aux mod̀eles qui seront
dévelopṕes dans les chapitres2, 3 et 4, ceux-ci s’appuyant sur le cadre des grandes déformations5. Il
semble donc judicieux de caractériser nos matériaux dans ce domaine. C’est cette caractérisation, pour
le Silicone2000 et Silicone2005, qui est pŕesent́ee dans les deux paragraphesà venir.

5Les différentes grandeurs visco-élastiques (E′,E′′ tan δ) n’ont de sens qu’en l’absence de non linéarit́e ǵeoḿetrique.
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FIG. 1.14 –Évolution des grandeurs dynamiques en fonction de la température.

REMARQUE 1.3
Seule une petite partie des résultats exṕerimentaux obtenus dans le cadre de la thèse deMar-
tinez (2005) est pŕesent́ee, une description exhaustive de ces derniers est naturellement faite
dans son manuscrit.

1.3.6.1 Influence de la temṕerature d’enceinte

Les ŕesultats pŕesent́es ci-apr̀es sont obtenus sur deséprouvettes de double cisaillement sollicitées dans
une enceinte thermiquement réguĺee. On suppose qu’au moins en début d’essai, le champ de température
dans l’́elastom̀ere est uniforme et́egalà la temṕerature de l’enceinte. L’effet Mullins (§ 1.3.2) est pŕea-
lablement́eliminé avant toute mesure (voir remarque1.2).

La figure1.15présente les ŕeponses de l’éprouvette de double cisaillement soumiseà la m̂eme sollici-
tation sinusöıdale pour diff́erentes temṕeratures d’essais :−55˚C, −45˚C, 23˚C, 70˚C, 100˚C. L’en-
semble des ŕesultats exṕerimentaux de ce type est présent́e dans l’annexeA.

On constate FIG. 1.15un accroissement géńeral de la rigidit́e du mat́eriau (1©) avec l’abaissement de la
temṕerature. Outre ce phénom̀ene attendu, on peut voir aussi une augmentation de l’aire des hystéŕesis
avec la diminution de la température (4©), une accentuation du point anguleux au changement de signe
de la sollicitation (3©) ainsi qu’un raidissement pour les grandes amplitudes de cisaillement (2©)

Les travaux deMartinez(2005) conduisent̀a des courbes d’hystéŕesis semblables̀a celles pŕesent́ees
FIG. 1.15(la sollicitation en d́eformationétant toujours cyclique mais de forme triangulaire). Il réalisera
de plus une analyse de l’influence de la température sur leśevolutions de la raideur et de la dissipation,
et ce pour des balayages en amplitude (FIG. 1.10) ou en fŕequence (FIG. 1.13). Ces deux śeries de courbes
traduisent donc de manière plus quantitative les effets de la température sur deux des caractéristiques
importantes de nos hystéŕesis.

Il montrera aussi une influence non-linéaire de la temṕerature sur la ŕeponse en relaxation du matériau
(figure1.16).
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1.3.6.2 Auto-́echauffement

L’influence de la temṕerature du milieu extérieur sur le comportement mécanique est clairement mise
en évidence dans le paragraphe préćedent. Nous allons montrer ici que la réciproque est aussi vraie,à
savoir que la ḿecanique cŕee une variation (temporelle et/ou géoḿetrique) du champ des températures.
Pour ce faire, dans une enceinte thermiqueà temṕerature contr̂olée, unéeprouvette de double cisaille-
mentéquiṕee de thermocouples (cf.figure1.17(a)) est sollicit́ee de manìere harmonique. Les graphiques
présent́es en figure1.17(b)et figure1.17(c)donnent leśevolutions temporelles de la température en
deux points (thermocouples d et b) de l’éprouvette lors d’essais̀a des temṕeratures ambiantes de 27 ˚C

et 60 C̊.
On d́egage trois remarques principales :
– l’ évolution initiale de la temṕerature est rapide et pratiquement linéaire aux deux points de mesure ;
– la temṕerature tend vers une asymptote horizontale en fin d’essai ;
– en d́ebut d’essai, la température en coin (thermocouple b) est plusélev́ee qu’au centre (thermocouple

d). Ce ph́enom̀ene est plus accentué pour une temṕerature d’enceinte de 27˚C.
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(c) Évolution de la temṕerature aux thermocouples b et d
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FIG. 1.17 – Auto-́echauffement d’unéeprouvette de double cisaillement sous une sollicitation si-
nusöıdale d’amplitude de d́eformation 50% et de fŕequence 3.1Hz à différentes temṕeratures (Méo,
2000b).

Cesévolutions assez importantes de la température incitent ainsìa voir l’influence de la thermique sur
la mécanique, mise eńevidence dans le paragraphe1.3.6.1, comme une influence réciproque et justifient
la mise en place d’une résolution coupĺee telle que celle présent́ee dans le chapitre4.
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1.4 Conclusion

Comme nous avons pu le voir sur ce chapitre, lesélastom̀eres que nous avons puétudier (silicones,
HNBR, CR, BR) pŕesentent de nombreuses caractéristiques ḿecaniques, voir thermo-ḿecaniques. A ce
titre, on peut noter que :
– le type de charges influe sur le comportement du matériau. Nous verrons dans le chapitre5 qu’elles

marqueront aussi les faciès de rupture obtenus sous chargement de fatigue.
– la cristallisation (ou non) de l’élastom̀ere consid́eŕe, tout comme le type de renfort, auraà la fois une

forte influence sur ses réponses ḿecaniques et sur sa tenue en fatigue ;
– nosélastom̀eres pŕesentent tous un effet Mullins significatif. Aucune modélisation de ce dernier n’est

propośee dans le travail qui suit car il disparaı̂t suite à quelques cycles de chargement. Nous nous
attacherons donc̀a mod́eliser des comportements exempts de ce phénom̀ene (i.e. apr̀es les quelques
cycles ńecessaires̀a sonélimination) ;

– les influences de l’amplitude (effet Payne ou Gent-Fletcher) et de la fréquence sont clairement mises
enévidence, tant dans le domaine des petites que des grandes déformations. Elles semblent, de plus,
être largement non-lińeaires ;

– enfin les aspects thermiques et/ou thermo-mécaniques seront̀a prendre en compte, les matériaux
étudíes étant fortement dissipatifs et ayant des caractéristiques ḿecaniques d́ependantes de la tem-
pérature.

La démarche suivie dans les chapitresà venir, consistera, dans un premier temps,à s’int́eresser exclu-
sivement au comportement mécanique du matériau afin d’obtenir un mod̀ele qui, à une temṕerature
donńee (quelle qu’elle soit, proche ou non de laTG), sera capable de rendre compte des différents
phénom̀enes ḿecaniques list́es ci-dessus (en particulier des influences de la fréquence et de l’amplitude
de sollicitation et hors effet Mullins). Son utilisation rendra alors possible une pŕevision du comporte-
ment en ŕegime thermique stabilisé et pourra aussîetre utiliśe pour d́ecliner diff́erents crit̀eres locaux
de fatigue. Pour rendre compte du couplage thermo-mécanique et après avoir d́etermińe lesévolutions,
en fonction de la temṕerature, des diff́erents param̀etres ḿecaniques des modèles, nous verrons com-
ment ŕeint́egrer la dissipation intrinsèque ḿecanique dans l’équation de la chaleur et ainsi prévoir les
influences ŕeciproques de la thermique et de la mécanique.





CHAPITRE

2 Cadre thermodynamique

L
e cadre thermodynamique qui vâetre d́ecrit dans ce chapitre a
pour but de fournir des outils suffisamment géńeraux pour pouvoir
prendre en compte les phénom̀enes ḿecaniques pŕesent́es dans le

chapitre1 et portant en grande partie sur les matériaux qui seront́etudíes par
la suite. Il est̀a noter qu’une hypoth̀ese d’isothermie sera faite dans le cadre de
ce chapitre. Celle-ci sera rediscutée et remise en question dans le chapitre4.
Ainsi est pŕesent́ee une description complète en grandes déformations des
comportements hyper-élasto-dissipatifs. Un d́ecoupage de la transformation,
en une part purement volumique et l’autre strictement incompressible, permet
d’aboutir à une formulation ǵeńerale compressible aisément d́eclinable en in-
compressible.
Pour ce faire, le cadre standard géńeraliśe est adopt́e (Halphen et Son
Nguyen, 1975), les différentes variables internes sont introduites via le concept
d’état(s) interḿediaire(s) appliqúe sur la transformation incompressible. Les
lois d’évolution de ces dernières sont obtenues au moyen d’un potentiel de dis-
sipation. Nous nous restreignons, dans un premier temps,à une d́ecomposition
à un seuĺetat interḿediaire ińelastique. Ceci permet alors de mettre en exergue
une ǵeńeralisation en grandes déformations de diff́erents mod̀eles rh́eologiques
unitaires (i.e. une seule variable interne est nécessairèa leurs descriptions).
Puis, cette d́ecomposition est́etendueà plusieurśetats interḿediaires. Dans
ces deux approches, les lois des modèles compressibles et incompressibles sont
syst́ematiquement présent́ees dans les configurations lagrangienne, eulérienne
et mixte.
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2.1 Introduction

Afin de d́ecrire le caract̀ere non lińeaire deśelastom̀eres, plusieurs approches sont proposées dans la
litt érature.
Les comportements hyperélastiques sont largement répandus pour caractériser le comportement statique
desélastom̀eres. Ceci se fait soit en mettant en avant des démarches statistiques (Treloar, 1943, 1957;
Arruda et Boyce, 1993), ou des approches purement phénoḿenologiques (Ogden, 1972; Hart-Smith,
1966; Rivlin, 1948; Mooney, 1940). Une pŕesentation assez exhaustive de ces deux différentes approches
est faite dans le travail de thèse deLejeunes(2006a).
Une approche en endommagement peutêtre mise en place afin de modéliser l’adoucissement rencontré,
sur les premiers cycles d’un chargement cyclique caractérisant l’effet Mullins (voir§ 1.3.2) (Harwood
et al., 1967; Mullins, 1947, 1956; Mullins et Tobin, 1965). Un cadre th́eorique micro-ḿecanique áet́e
donńe dans ce but parGovindjee et Simo(1991, 1992) pour un mat́eriau hypeŕelastique. Une approche
similaire est aussi proposée dans le cas d’un matériau visco-́elastique parSimo(1988); Miehe(1995a).
Il est à noter que ce dernier prend en compte, en plus un endommagement discontinu induit par l’effet
Mullins, un endommagement continu.
Enfin trois grandes voies se détachent afin de rendre compte de la visco-élasticit́e. On distinguera :
– les approches intégrales tenant compte de l’histoire passée du mat́eriau (Morman, 1988; Chang et al.,

1978; Lianis, 1963; Christensen, 1971; Coleman et Noll, 1961; Coleman, 1964),
– les approches micro-physiquement motivées principalement axées sur les interactions entre la matrice

et les charges (Drozdov, 2001a,b; Drozdov et Dorfmann, 2002, 2003; Drozdov et al., 2004) ou sur un
réarrangement moléculaire (Drozdov, 2000, 1998; Reese, 2003),

– les approches différentielles s’appuyant sur le cadre des matériaux standards géńeraliśes. Ce sont ces
dernìeres que nous allons largement développer dans ce chapitre en nous appuyant principalement
sur les travaux deSidoroff (1973, 1974, 1975a,b, 1976, 1977, 1982). Ces ḿethodes pourront̂etre
vues comme une extension aux grandes déformations des classiques lois d’assemblage rhéologique
(Seung et al., 1997; Le Tallec et Rahier, 1994; Leonov, 1992). Certains auteurs, commeMiehe et
Keck(2002), proposent de superposer au comportement visco-élastique diff́erentiel un comportement
élasto-plastique. Nous verrons dans le chapitre3 l’int ér̂et d’une telle d́emarche.

REMARQUE 2.1
Les approches thermo-mécaniques ne sont pasévoqúees dans la liste présent́ee ci-dessus, car
celles-ci feront l’objet d’unéetude sṕecifique dans le chapitre4 entìerement consacré à ce
phénom̀ene de couplage età l’influence de la temṕerature dans le comportement du matériau.
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2.2 Démarche et cadre thermodynamique

Comme nous l’avons constaté dans le paragraphe1.3du chapitre1 (en particulier sur la figure1.9ainsi
que sur celles données en annexeA), nos futures lois de comportement devront rendre compte des non
linéarit́es ǵeoḿetriques du matériau par unéecriture dans le cadre des grandes transformations, du ca-
ract̀ere dissipatif (plastique et/ou visqueux), de l’effet Payne (i.e. rigidification du comportement global
avec l’augmentation de l’amplitude) et de l’influence de la fréquence (ou de la vitesse) de chargement.

HYPOTHÈSE2.1
Dans ce chapitre, l’accent est mis sur l’aspect mécanique. Ainsi tous les phénom̀enesétudíes
sont suppośes isothermes et les matériaux sont consid́eŕesà temṕerature homog̀ene.

HYPOTHÈSE2.2
Aucune forme d’endommagement ne sera prise en compte qu’il soit de type Mullins (baśe sur
uneélongation maximale) ou de type accumulation.

REMARQUE 2.2
L’ensemble des grandeurs tensorielles, opérateurs, oṕerations tensorielles,... intervenant dans
leséquations̀a suivre sont d́efinies dans le glossaire.

2.2.1 Cińematique et d́efinitions

Classiquement, on considère un solide occupant un domaineΩ dans sa configuration initiale (C0) etω
dans sa configuration déformée (Ct). Le passage de l’unèa l’autre de ces configurations se fait par l’in-
termédiaire du gradient de la transformationF. Ce dernier permet de définir les grandeurs cińematiques
décrites dans le tableau2 du glossaire. Cet outil est, de plus, indispensable pour passer de l’uneà l’autre
des mesures de contraintes citées TAB. 4 du glossaire, ainsi que pour exprimer dans l’une ou l’autre
des deux configurations des grandeurs telles que la masse volumique ou le flux de chaleur (Glossaire,
TAB. 6).

Ω

F

ω

ℜ C0
Ct

FIG. 2.1 – Syst̀eme de configurations.
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2.2.2 Premier principe

Il est alors aiśe d’écrire dans trois configurations le premier principe de la thermodynamique traduisant
la conservation de l’énergie :
– formulation euĺerienne :

ρė = σ : D + ρr − divxq, (2.1)

– formulation lagrangienne :
ρ0ė = S : Ė + ρ0r − divXQ, (2.2)

– formulation mixte :
ρ0ė = π : Ḟ + ρ0r − divXQ. (2.3)

2.2.3 Inégalité de Clausius-Duhem

Il en va de m̂eme pour l’ińegalit́e de Clausius-Duhem exprimant la positivité de dissipation :
– formulation euĺerienne :

φ = −ρ(ė− T ṡ) − 1

T
q · gradxT + σ : D ≥ 0, (2.4)

– formulation lagrangienne :

φ0 = −ρ0(ė− T ṡ) − 1

T
Q · gradXT + S : Ė ≥ 0, (2.5)

– formulation mixte :

φ0 = −ρ0(ė− T ṡ) − 1

T
Q · gradXT + π : Ḟ ≥ 0. (2.6)

Si bien qu’en postulant l’existence d’uneénergie libreψ (cf. TAB. 6) telle que

ψ = e− sT (2.7)

leséquations (2.4), (2.5) et (2.6) deviennent :
– formulation euĺerienne :

φ = −ρ(ψ̇ + sṪ ) − 1

T
q · gradxT + σ : D ≥ 0, (2.8)

– formulation lagrangienne :

φ0 = −ρ0(ψ̇ + sṪ ) − 1

T
Q · gradXT + S : Ė ≥ 0, (2.9)

– formulation mixte :

φ0 = −ρ0(ψ̇ + sṪ ) − 1

T
Q · gradXT + π : Ḟ ≥ 0. (2.10)

Enfin, les formes recherchées des troiśequations pŕećedentes sont obtenues en s’appuyant sur l’hy-
poth̀eseH. 2.1.
– formulation lagrangienne :

φ0 = −ρ0ψ̇ + S : Ė ≥ 0 (2.11)

– formulation mixte :
φ0 = −ρ0ψ̇ + π : Ḟ ≥ 0 (2.12)

– formulation euĺerienne :
φ = −ρψ̇ + σ : D ≥ 0 (2.13)
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2.3 Lois ǵenérales du comportement

2.3.1 État local

Sous l’hypoth̀ese de l’́etat local (Lemaitre et Chaboche, 1996), il est possible de d́efinir l’ énergie libre
comme une fonction du gradient de la transformationF et de variables d’état que nous noteronsAi ou
αi respectivement dans les descriptions lagrangienne (ou mixte) et eulérienne.

ψ = ψ(F,Ai) ouψ = ψ(F, αi) (2.14)

Les lois d’́evolution de ces variables sont alors, dans le cadre standard géńeraliśe (Halphen et Son
Nguyen, 1975), obtenues en supposant l’existence d’un pseudo-potentiel de dissipation.
C’est cette d́emarche qui vâetre suivie en faisant, dans un premier temps, le choix de découpler les
influences des parties volumique et et isochore du gradient de transformation puis en introduisant les
diff érentes variables internes par le concept d’état interḿediaire.

2.3.2 Premìeres variables

Comme il aét́e dit en introduction, le choix de découperF en une transformation purement volumique1

Fvol = J
1
3 1 et une autre purement incompressibleF̄ a ét́e oṕeŕe dans ce travail.

F = Fvol · F̄ (2.15)

Ceci peutêtre vu comme l’introduction d’uńetat interḿediaireC̄0 entre leśetats final et de ŕeférence,
obtenuà partir de l’́etat initial par une transformation représentant l’int́egralit́e du changement de volume
de la transformation (FIG. 2.2).

Ω

F

Fvol F̄

ω

ℜ C0
Ct

C̄0

FIG. 2.2 – D́ecouplage des parties volumique et isochore.

1On rappelle en accord avec TAB. 2 queJ = detF.
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Une conśequence directe d’un tel découpage est de pouvoir appréhender la d́ependance de l’énergie libre
enF comme une d́ependance enJ et F̄. Ainsi, il devient possible de réécrire (2.14) en :

ψ = ψ(J, F̄,Ai) ouψ = ψ(J, F̄, αi) (2.16)

De plus, il est aussi possible de définir les classiques outils cinématiques, associésà F̄, tels queB̄ et C̄,
respectivement les tenseur de Cauchy-Green gauche et droit :

B̄ = F̄ · F̄T = J− 2
3 B (2.17)

C̄ = F̄T · F̄ = J− 2
3 C (2.18)

2.3.3 Ph́enomènes dissipatifs, choix de variables

2.3.3.1 État interm édiaire

L’objectif est ici d’introduire les variables internes (i.e.Ai et/ouαi dans (2.16) et (2.14)) nécessaires̀a
la mod́elisation d’un caractère dissipatif pour nos lois de comportement. Il semble crucial de ramener
ces variables̀a un sens physique.
La notion d’́etat interḿediaire a initialement́et́e introduite parSidoroff (1973) dans le cadre de travaux
portant sur l’́elasto-plasticit́e en grandes d́eformations. Cette approche postule l’existence d’une nou-
velle configuration – l’́etat ou la configuration interḿediaire –, obtenue par un relâchement́elastiquèa
partir de la configuration finale. Ceci permet alors de décomposer multiplicativement le gradient de la
transformation comme suit :

F = Fe · Fp, (2.19)

où Fe etFp repŕesentent respectivement des gradients de transformationélastique et plastique.
Le travail pŕesent́e par la suite s’appuie grandement sur ce concept qui a largementét́eétendu par la suite
parSidoroff (1974, 1975a,b, 1977), ainsi que par les travaux deGabrieli(1995); Méo(2000b); Lejeunes
et al.(2010).
Le choix est ainsi fait de postuler l’existence d’un nouvel2 état interḿediaireC̄a entreC̄0 et Ct (cf.
FIG. 2.3).

REMARQUE 2.3
Il est à noter que cette démarche fait donc porter l’intégralit́e des processus dissipatifsà la
transformation isochorēF.

Tout commeF dans (2.19), F̄ peut alorŝetre multiplicativement d́ecompośe :

F̄ = F̄e · F̄a, (2.20)

et ce en introduisant̄Fe et F̄a, deux gradients incompressibles respectivementélastique et ańelastique
(c’est-̀a-dire visqueux, plastique ou visco-plastique3).
De manìere analogue aux́equations (2.17) et (2.18), les tenseurs de Cauchy-Green gauche et droit as-
socíesà F̄e et F̄a sont d́efinis :

B̄e = F̄e · F̄Te et C̄e = F̄Te · F̄e (2.21)

B̄a = F̄a · F̄Ta et C̄a = F̄Ta · F̄a (2.22)
2AprèsC̄0 introduit dans le paragraphe2.3.2.
3La notion d’́etatélastiquement relâch́e trouve moins de signification physique dans le cas visco-élastique que dans les cas

élasto-plastique et́elasto-visco-plastique...
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Ω

F

Fvol F̄

ω

ℜ C0 Ct

C̄0

C̄a

F̄a

F̄e

FIG. 2.3 – Milieuà une configuration interḿediaire incompressible.

2.3.3.2 Conśequences sur l’́energie libre

Le découpage d́efini pŕećedemment conduit̀a faireévoluer l’́energie libre d́efinie (2.16) :

ψ = ψ(J, F̄, F̄e) ouψ = ψ(J, F̄, F̄a) (2.23)

Des consid́erations d’isotropie, d’objectivité, ainsi que de respect du PIFC4 conduisent alors̀a voir
l’ énergie libre comme une fonction isotrope du jeu de variables, considéŕees ind́ependantes,(J, C̄, C̄a)

dans le cas des approches lagrangienne et mixte ou(J, B̄, B̄e) dans le cas eulérien :

ψ = ψ(J, C̄, C̄a) ouψ = ψ(J, B̄, B̄e) (2.24)

Il est à noter que cette approche est similaireà celle propośee dans le cas des assemblages rhéologiques
sous l’hypoth̀ese des petites perturbations.À ceci pr̀es que sous cette hypothèse, c’est la d́eformation
qui est d́ecompośee et ce, additivement, en une partieélastique et ańelastique (i.e.ε = εe + εa) menant
à uneénergie libre fonction des variables(ε, εe) ou (ε, εa). Un d́ecoupage additif de l’énergie libre est
alors introduit, revenant̀a la consid́erer comme une variable extensive et pouvant menerà :

ψ(ε, εe) = ψ0(ε) + ψe(εe) ouψ(ε, εa) = ψ0(ε) + ψa(εa) (2.25)

C’est cette m̂eme voie qui est suivie dans la suite de notre travail, nous menantà consid́erer

ψ = ψ(J, C̄, C̄a) = ψvol(J) + ψeq(C̄) + ψneq(C̄a), (2.26)

ψ = ψ(J, B̄, B̄e) = ψvol(J) + ψeq(B̄) + ψneq(B̄e). (2.27)

ψeq et ψneq étant des fonctions isotropes de leur variable respective5 repŕesentant les ph́enom̀enesà
l’ équilibre (i.e. élastique) et horśequilibre (plastique, visqueux...).

4Principe d’Invariance des Fonctions Constitutives (Sidoroff, 1976, 1974, 1973)
5Les m̂emes noms de fonctions,ψeq etψneq, ontétaient utiliśees pour leśecritures euĺerienne (2.27) et mixte/lagrangienne

(2.26) par simple commodité, un choix plus rigoureux, comme par exempleψlageq , ψeuleq , ψlagneq etψeulneq, aurait sans doute nuià
la lecture.
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2.3.3.3 Ŕeécriture de l’ énergie libre

Le détail des calculs dans les trois descriptions est produit dans l’annexeB.

2.3.3.3.1 Écriture lagrangienne
En utilisant l’expression deψ obtenue (2.26), l’ équation (2.11) devient :

[
−S̄eq : PC − Svol + S

]
: Ė − ρ0

∂ψneq

∂C̄a

: ˙̄Ca ≥ 0 (2.28)

avec

S̄eq = 2ρ0
∂ψeq

∂C̄
(C̄) ; Svol = ρ0J

∂ψvol
∂J

C−1 (2.29)

et

PC =
∂C̄

∂C
= J− 2

3

[

I − 1

3
C ⊗ C−1

]

(2.30)

2.3.3.3.2 Écriture mixte
Une d́emarche analogue, partant de (2.26) et (2.12), donne en configuration mixte :

[

−π̄eq : PF − ρ0
∂ψvol
∂J

cof(F) + π

]

: Ḟ − ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: ˙̄Ca ≥ 0 (2.31)

qui s’écrira sous forme objective :

[
F−1 · [−π̄eq : PF − πvol + π]

]
: Ė − ρ0

∂ψneq

∂C̄a

: ˙̄Ca ≥ 0 (2.32)

avec

π̄eq = ρ0
∂ψeq

∂F̄
(C̄) = 2ρ0F̄ · ∂ψeq

∂C̄
(C̄) ; πvol = ρ0

∂ψvol
∂J

cof(F) (2.33)

et

PF =
∂F̄

∂F
= J− 1

3

[

I − 1

3
F ⊗ F−T

]

(2.34)

2.3.3.3.3 Écriture eul érienne
Enfin, int́egrant la forme (2.27) dans l’expression eulérienne de la dissipation intrinsèque (2.13), il est
possible d’arriver̀a :

[−σ̄eq : P1 − σ̄neq : P1 − σvol + σ] : D +

[

2ρ0J
−1V̄e ·

∂ψneq

∂B̄e

· V̄e

]

: D̄o
a ≥ 0 (2.35)

avec

σ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄) ; σvol = ρ0

∂ψvol
∂J

1 (2.36)

σ̄neq = 2ρ0J
−1B̄e ·

∂ψneq

∂B̄e

(B̄e), (2.37)

P1 = I − 1

3
1 ⊗ 1. (2.38)

De plus,V̄e est obtenu par la d́ecomposition polaire dēFe (i.e. F̄e = V̄e · R̄e) et D̄o
a repŕesente une

mesure objective de la vitesse de déformation ańelastique :

D̄o
a = R̄e · D̄a · R̄−1

e (2.39)
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avecD̄a la vitesse de d́eformation ańelastique :

D̄a =
(

˙̄FaF̄
−1
a

)

sym
(2.40)

2.3.4 Lois de comportement et d’́evolution

Pour chacune des trois formes de l’inégalit́e de Clausius-Duhem obtenues préćedemment, nous nous
plaçons sous l’hypoth̀ese des matériaux standards géńeraliśes (Halphen et Son Nguyen, 1975), postulant
que chacune des forces thermodynamiques mises en jeu dans ceséquations suit un principe de normalité
par rapport̀a un potentiel de dissipation. Ce dernier est quantà lui choisi d́ependant des flux thermody-
namiques. Les tableaux TAB. 2.1, TAB. 2.2et TAB. 2.3donnent respectivement les répartitions forces/flux
des expressions (2.28), (2.32) et (2.35).

forces −S̄eq : PC − Svol + S -ρ0
∂ψneq
∂C̄a

flux Ė ˙̄Ca

TAB . 2.1 – Ŕepartition forces/flux dans (2.28).

forces F−1 · [−π̄eq : PF − πvol + π] -ρ0
∂ψneq
∂C̄a

flux Ė ˙̄Ca

TAB . 2.2 – Ŕepartition forces/flux dans (2.32).

forces −σ̄eq : P1 − σ̄neq : P1 − σvol + σ 2ρ0J
−1V̄e · ∂ψneq∂B̄e

· V̄e

flux D D̄o
a

TAB . 2.3 – Ŕepartition forces/flux dans (2.35).

Tout comme pour l’́energie libre, est considéŕee pour le potentiel de dissipation une contribution découpĺee
des diff́erentes variables flux :

ϕ(Ė, ˙̄Ca) = ϕ0(Ė) + ϕa(
˙̄Ca) (2.41)

ϕ(D, D̄o
a) = ϕ0(D) + ϕa(D̄

o
a) (2.42)

Dès lors, en respectant le principe de normalité ainsi que l’incompressibilité de la transformation in-
termédiaire, il vient les lois de comportement et d’évolution des variables internes pour les différentes
configurations :
– configuration lagrangienne :







S = S̄eq : PC + Svol +
∂ϕ0

∂Ė

−ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: PC̄a
=
∂ϕa

∂ ˙̄Ca

en respectant̄̇C : C̄−1 = 0 ; ˙̄Ca : C̄−1
a = 0

(2.43)
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avec
– configuration mixte :







π = π̄eq : PF + πvol + F · ∂ϕ0

∂Ė

−ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: PC̄a
=
∂ϕa

∂ ˙̄Ca

en respectant̄̇F : F̄−T = 0 ; ˙̄Ca : C̄−1
a = 0

(2.44)

– configuration euĺerienne :







σ = σ̄eq : P1 + σ̄neq : P1 + σvol +
∂ϕ0

∂D[

2ρ0J
−1V̄e ·

∂ψneq

∂B̄e

· V̄e

]

: P1 =
∂ϕa

∂D̄o
a

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄o
a = 0

(2.45)

PC, PF, P1 etPC̄a
sont 4 oṕerateurs d́eviateurs d́efinis dans le glossaire.

REMARQUE 2.4
Dans le cas ouψneq est une fonction isotrope dēBe – c’est notre cas – la loi complémentaire
(2.45-2) se simplifie et devient :

[

2ρ0J
−1B̄e ·

∂ψneq

∂B̄e

]

︸ ︷︷ ︸

σ̄neq

: P1 =
∂ϕa

∂D̄o
a

(2.46)

2.3.5 Mod̀eles rh́eologiques

2.3.5.1 Mod̀eles de base

Les lois de comportement et d’évolution obtenues dans le cadre eulérien peuvent̂etre vues comme
une ǵeńeralisation en grandes déformations des lois d’assemblages du modèle rh́eologique d́ecrit sur la
figure2.4.
(2.45-1) traduit que la contrainte totale est la somme des contraintes obtenues dans chacune des 3
branches en parallèle (̄σeq : P1 + σvol repŕesentant une seule et même contrainte hyperélastique),
(2.45-2) (ou (2.46)) porte uniquement sur la dernière branche et signifie que la contrainte engendrée par
cet assemblage en série peutêtre vue comme la contribution soit de la partieélastique port́ee parF̄e,
soit de la partie dissipative portée par̄Fa.

2.3.5.2 Extension du mod̀ele de base

Une des conśequences fondamentales de la démarche pŕećedemment pŕesent́ee est de postuler une forme
isotrope de la fonctiońenergie libre et qui, dans le cadre eulérien (i.e.celui qui nous a servìa ǵeńeraliser
aux grandes d́eformations le mod̀ele rh́eologique donńe FIG. 2.4), doit être une fonction isotrope des
seules variables(B̄, B̄e). On montre en annexeC qu’il est correct de ŕeécrire (2.27) :

ψ = ψ(J, B̄, B̄e) = ψvol(J) + ψeq(B̄) + ψeneq(B̄e) + ψaneq(B̄a). (2.47)
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F̄

F̄e F̄a

ψeq(B̄)

ψneq(B̄e)

ϕ0(D)

ϕ1(D̄
o
a)

ou/et en//

FIG. 2.4 – Mod̀ele rh́eologique ǵeńeral d́ecrit par leśequations (2.45).

car siψaneq est isotrope dēBa alors elle l’est de(B̄, B̄e).

Ceci permet alors d’étendre le mod̀ele pŕesent́e FIG. 2.4 à celui d́ecrit FIG. 2.5. Le probl̀eme (2.45) se

F̄

F̄e F̄a

ψeq(B̄)

ψeneq(B̄e)
ψaneq(B̄a)

ϕ0(D)

ϕ1(D̄
o
a)

ou/et en//

FIG. 2.5 – Mod̀ele rh́eologique ǵeńeralétendu.
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trouve alors modifíe ainsi (d́emonstration en annexeC) :







σ = σ̄eq : P1 + σ̄
e
neq : P1 + σvol +

∂ϕ0

∂D[

2ρ0J
−1V̄e ·

∂ψeneq

∂B̄e

· V̄e − R̄e · σ̄a
neq · R̄T

e

]

: P1 =
∂ϕa

∂D̄o
a

avecσ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄)

et σ̄e
neq = 2ρ0J

−1B̄e ·
∂ψeneq

∂B̄e

(B̄e) ; σ̄
a
neq = 2ρ0J

−1B̄a ·
∂ψaneq

∂B̄a

(B̄a)

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄o
a = 0

(2.48)

REMARQUE 2.5
De manìere analoguèa la remarque2.4, la loi d’évolution (2.48-2) devient par l’isotropie de
ψeneq :

σ̄
e
neq : P1 =

∂ϕa

∂D̄o
a

+
[
R̄e · σ̄a

neq · R̄T
e

]
: P1 (2.49)

Cetteéquation v́erifie encore (au transport par la rotation̄Re près) une d́emarche d’assem-
blage rh́eologique.

Dans les cas lagrangien et mixte, en s’appuyant sur l’extension de (2.26)

ψ = ψ(J, C̄, C̄a) = ψvol(J) + ψeq(C̄) + ψeneq(C̄e) + ψaneq(C̄a) (2.50)

nos deux probl̀emes deviennent :







S = S̄eq : PC + 2ρ0

∂ψeneq

∂C̄
: PC + Svol +

∂ϕ0

∂Ė

−
[

ρ0

∂ψaneq

∂C̄a

+ ρ0

∂ψeneq

∂C̄a

]

: PC̄a
=
∂ϕa

∂ ˙̄Ca

en respectant̄̇C : C̄−1 = 0 ; ˙̄Ca : C̄−1
a = 0

(2.51)







π = π̄eq : PF + 2ρ0F̄ ·
∂ψeneq

∂C̄
: PF + πvol + F · ∂ϕ0

∂Ė

−
[

ρ0

∂ψaneq

∂C̄a

+ ρ0

∂ψeneq

∂C̄a

]

: PC̄a
=
∂ϕa

∂ ˙̄Ca

en respectant̄̇F : F̄−T = 0 ; ˙̄Ca : C̄−1
a = 0

(2.52)

2.3.5.3 Cas incompressible

Il est choisi ici de pŕesenter leśequations dans le cas incompressible (ou en très faiblement compres-
sible), ce caśetant utiliśe dans ce manuscrit.
L’id ée ǵeńerale est d’introduire une pression hydrostatiquep telle que

ψvol = −p(J − 1) (2.53)

p est alors vue comme un multiplicateur de Lagrange associé à la condition d’incompressibilitéJ = 1



2.3. Lois ǵeńerales du comportement 53

La condition d’incompressibilit́e, porte alors surF et non plus sur̄F.

detF = J = 1 ⇔ F = F̄ (2.54)

La distinction entreF etF̄ ne pŕesente donc plus d’intér̂et et la d́ecomposition pŕesent́ee (2.20) et FIG. 2.3
peut directement̂etre ŕealiśee surF :

F = Fe · Fa (2.55)

Fe etFa étant tous deux considéŕes comme d́ecrivant des transformations incompressibles.
Les différents probl̀emes (2.43), (2.44) et (2.45) se trouvent alors modifíes ainsi6 :
– configuration lagrangienne :







S = Seq : PC + 2ρ0

∂ψeneq
∂C

: PC − pC−1 +
∂ϕ0

∂Ė

−
[

ρ0

∂ψaneq
∂Ca

+ ρ0

∂ψeneq
∂Ca

]

: PCa
=
∂ϕa

∂Ċa

avecSeq = 2ρ0
∂ψeq
∂C

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(2.56)

– configuration mixte :







π = πeq : PF + 2ρ0F ·
∂ψeneq
∂C

: PF − pcof(F) + F · ∂ϕ0

∂Ė

−
[

ρ0

∂ψaneq
∂Ca

+ ρ0

∂ψeneq
∂Ca

]

: PCa
=
∂ϕa

∂Ċa

avecπ̄eq = 2ρ0F · ∂ψeq
∂C

en respectanṫF : F−T = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(2.57)

– configuration euĺerienne :







σ = σeq : P1 + σ
e
neq : P1 − p1 +

∂ϕ0

∂D

σ
e
neq : P1 =

∂ϕa
∂Do

a

+
[
Re · σa

neq · RT
e

]
: P1

avecσeq = 2ρ0B · ∂ψeq
∂B

; σ
e
neq = 2ρ0Be ·

∂ψeneq
∂Be

; σ
a
neq = 2ρ0Ba ·

∂ψaneq
∂Ba

en respectant trD = 0 ; trDo
a = 0

(2.58)

2.3.6 Quelques exemples de modèles

Les équations (2.48), (2.51) et (2.52) dans le cas compressible ou (2.56), (2.57) et (2.58) dans le cas
incompressible, font toutes intervenir des dérivées (par rapport̀a un tenseur de Cauchy-Green droit ou
gauche) d’́energies libres isotropes et fonctions d’une unique variable vérifiant une condition d’incom-
pressibilit́e – elles ne d́ependent donc que du premier et du second invariants de ce tenseur. Ces formes
rappellent les d́efinitions obtenues pour les différentes mesures des contraintes des cas hyperélastiques
incompressibles. C’est pourquoi, et dans un souci de simplicité, il est choisi d’attribuer des potentiels
hypeŕelastiques̀a toutes nośenergies libres.

6La dépendance des différents potentiels n’est plus en̄X mais enX.
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Après avoiŕetudíe les mod̀eles deMooney(1940), Rivlin et Saunders(1951), Hart-Smith(1966), Gent et
Thomas(1973), néo-Hooke (Treloar, 1943). . . , notre choix d́efinitif s’est arr̂et́e sur les formes de Gent-
Thomas pour les potentiels principaux (ψ = c1(I1 − 3) + C2 ln I2

3 ) et de ńeo-Hooke (ψ = a1(I1 − 3))
pour les secondaires7 et respectivement notés P et S dans le tableau2.4.
Les différents potentiels de dissipation purement visqueux sont choisis quadratiques :

ϕi(X) =
ηi
2
X : X (2.59)

Les strat́egies et choix faits pour les potentiels de dissipation dans les cas purementélasto-plastique ou
élasto-visco-plastique (i.e. Modèle de Bingham) seront spécifiquement et respectivement abordés dans
les paragraphes3.2.2.1et3.2.2.2.
Le choix de prendre en considération l’un ou l’autre des potentiels introduits dans le paragraphe préćedent,
peut se sch́ematiser par une représentation rh́eologique ŕesuḿee TAB. 2.4.

Potentiels Kelvin-Voigt Maxwell élasto-plastique (Z) Poynting-Thomson
/Zener/Bingham

ψeq ✓(P) ✗ ✓(P) ✗

ψaeq ✗ ✗ ✓(S) ✓(S)
ψeeq ✗ ✓(P) ✗ ✓(P)
ϕ0 ✓ ✗ ✗ ✗

ϕ1 ✗ ✓ ✓ ✓

repŕesentation (P)
(P)

(S)

(P)

(S)

(P)

TAB . 2.4 – Mod̀eles obtenus en fonction des choix de potentiels (i.e. énergies libres ou pseudo potentiels
de dissipation).

Le chapitre suivant explicitera complètement leśequations :
– des mod̀eles de Zener et Poynting Thomson via une comparaison de ces derniersécrits en lagrangien

incompressible afin de mesurer leurs aptitudesà rendre compte du comportement du Silicone2000 (cf.
§ 1.2.1) en cisaillement,

– des mod̀eles compressibles Z et Bingham afin de constater la facilité d’écriture des lois de comporte-
ment de ceux-ci dans le cadre eulérien.

Le mod̀ele de Kelvin-Voigt, qui ne ńecessite pas d’état interḿediaire, sera quant̀a lui utilisé, pour sa
simplicité d’écriture (i.e. pas de variable interne), dans le chapitre traitant de la fatigue desélastom̀eres
(i.e. chapitre5). Cetteétude pŕesentera entre autres seséquations, son identification et son utilisation
afin de d́eterminer des critères de fatigue locaux.

7L’ étude compl̀ete menant̀a ce choix est présent́ee dansMéo(2000b)
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2.4 Généralisation à plusieursétats intermédiaires

2.4.1 Principe

F12

FFvol

F̄

F̄i F̄niF̄1F̄

2F̄1
iF̄i−1 nF̄n−1

i+1F̄i

ℜ

C0

Ct
C̄0

C̄1
C̄i C̄n

FIG. 2.6 – Milieuàn configurations interḿediaires.

L’objet de ce paragraphe est de donner une alternative dans le cas d’un comportement présentant plu-
sieurs comportements dissipatifs tel que l’élasto-visco-plasticité par exemple et qui nécessite alors plus
d’une variable interne et donc plus d’unétat interḿediaire. Ce cadre áet́e donńe parSidoroff (1976) qui
propose une d́ecomposition enn états interḿediaires (nomḿesC̄i dans la figure2.6). On passera dēC0

à C̄i puisàCt respectivement par les gradientsiF̄ et F̄i. Ces deux grandeurs jouent donc les rôles dēFa

et F̄e définis dans la descripioǹa une unique configuration intermédiaire (cf. § 2.3.3.1) et en pŕesentent
donc les m̂eme propríet́es,i.e.

F̄ = F̄i · iF̄ ∀i (2.60)

Il est alors possible, toujours en s’appuyant sur la démarchèa une seule configuration intermédiaire, de
définir les tenseurs de Cauchy-Green droits et gauches associésà ces gradients :

B̄i = F̄i · F̄iT et C̄i = F̄iT · F̄i ∀i (2.61)

iB̄ = iF̄ · iF̄
T

et iC̄ = iF̄
T · iF̄ ∀i (2.62)
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On associe de m̂eme les taux de d́eformation associés :

iD̄ = ( ˙̄Fi · iF̄
−1

)sym et D̄i = ( ˙̄Fi · F̄i−1
)sym ∀i (2.63)

Ceci permet, pour chacun desétats interḿediaires, la d́efinition d’un tenseur objectif du taux de déformation
ańelastique :

iD̄o = R̄i · iD̄ · R̄i−1 ∀i (2.64)

avec la d́ecomposition polaire dēFi

F̄i = R̄i · Ūi = V̄i · R̄i ∀i (2.65)

2.4.2 Conśequences et lois de comportement

La fonctionénergie libre peut alorŝetre d́efinie8 :

ψ = ψ(J, C̄, iC̄) = ψvol(J) + ψeq(C̄) + iψneq(
iC̄), (2.66)

ψ = ψ(J, B̄, B̄i) = ψvol(J) + ψeq(B̄) + ψineq(B̄
i). (2.67)

puisétendue comme préćedemment̀a

ψ = ψ(J, C̄, iC̄) = ψvol(J) + ψeq(C̄) + iψneq(
iC̄) + ψineq(C̄

i) (2.68)

ou
ψ = ψ(J, B̄, B̄i) = ψvol(J) + ψeq(B̄) + ψineq(B̄

i) + iψneq(
iB̄). (2.69)

On fait de m̂eme pour les potentiels de dissipation :

ϕ(Ė, i ˙̄C) = ϕ0(Ė) + iϕ(i ˙̄C) (2.70)

ϕ(D, iD̄o) = ϕ0(D) + iϕ(iD̄o) (2.71)

Le principe de normalit́e peut enfin nous conduire aux lois de comportements etéquations complémentaires
li ées aux problèmes euĺerien, mixte ou lagrangien dans les cas compressible et incompressible.

2.4.2.1 Cas compressible

2.4.2.1.1 Configuration euĺerienne






σ = σ̄eq : P1 +
∑

i

σ̄
i
neq : P1 + σvol +

∂ϕ0

∂D

σ̄
i
neq : P1 =

∂iϕ

∂iD̄o
+

[

R̄i · i
σ̄neq · R̄iT

]

: P1 ∀i
avecP1 = I − 1

31 ⊗ 1

et σ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄) ; σvol = ρ0

∂ψvol
∂J

1

σ̄
i
neq = 2ρ0J

−1B̄i ·
∂ψineq

∂B̄i
; i

σ̄neq = 2ρ0J
−1iB̄ · ∂

iψneq

∂iB̄
∀i

en respectant trD = 0 ; triD̄o = 0 ∀i

(2.72)

Ceséquations sont alors vues comme une géńeralisation aux grandes déformations du mod̀ele pŕesent́e
FIG. 2.7. Il est aussi possible de décliner leśequations (2.72) dans le cas incompressible (cf. § 2.4.2.2.1).

8Attention dans (2.66), (2.67), (2.68), (2.69), (2.70) et (2.71), une sommation suri est implicitement faite.
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F̄

F̄i iF̄

F̄n nF̄

ψeq(B̄)

ψineq(B̄
i)

iψneq(
iB̄)

iϕneq(
iD̄o)

ψnneq(B̄
n)

nψneq(
nB̄)

nϕneq(
nD̄o)

ϕ0(D)

ou/et en//

FIG. 2.7 – Mod̀ele rh́eologique ǵeńeralétendu.

2.4.2.1.2 Configurations lagrangienne et mixte
L’ établissement des cas lagrangien et mixte se fait par un raisonnement analogueà celui menant aux



58 Chapitre 2. Cadre thermodynamique

équations (2.51) et (2.52). Leur ǵeńeralisation au cadre incompressible est donnée§ 2.4.2.2.2.






S = S̄eq : PC +
∑

i

2ρ0

∂ψineq

∂C̄
: PC + Svol +

∂ϕ0

∂Ė

π = π̄eq : PF +
∑

i

2ρ0F̄ ·
∂ψineq

∂C̄
: PF + πvol + F · ∂ϕ0

∂Ė

−
[

ρ0
∂iψneq

∂iC̄
+ ρ0

∂ψineq

∂iC̄

]

: PiC̄ =
∂iϕ

∂i ˙̄C
∀i

avecPC = J− 2
3

[
I − 1

3C ⊗ C−1
]

; PF = J− 1
3

[
I − 1

3F ⊗ F−T
]

; PiC̄ = I − 1
3
iC̄ ⊗ iC̄

−1 ∀i
et S̄eq = 2ρ0

∂ψeq

∂C̄
; π̄eq = 2ρ0F̄ · ∂ψeq

∂C̄
; Svol = ρ0J

∂ψvol
∂J

C−1 ; πvol = ρ0
∂ψvol
∂J

cof(F)

en respectant̄̇C : C̄−1 = 0 ; i ˙̄C : iC̄
−1

= 0 ∀i
(2.73)

2.4.2.2 Cas incompressible

La démarche pour arriver aux́equations (2.75) et (2.74) est exactement la m̂eme que celle proposée
§ 2.3.5.3.

2.4.2.2.1 Configuration euĺerienne






σ = σeq : P1 +
∑

i

σ
i
neq : P1 − p1 +

∂ϕ0

∂D
[

2ρ0V
i ·
∂ψineq
∂Bi

· Vi − Ri · i
σneq · RiT

]

: P1 =
∂iϕ

∂iDo
∀i

avecP1 = I − 1
31 ⊗ 1

etσeq = 2ρ0B · ∂ψeq
∂B

σ
i
neq = 2ρ0B

i ·
∂ψineq
∂Bi

; i
σneq = 2ρ0

iB · ∂
iψneq

∂iB
∀i

en respectant trD = 0 ; triDo = 0 ∀i

(2.74)

2.4.2.2.2 Configurations lagrangienne et mixte






S = Seq : PC +
∑

i

2ρ0

∂ψineq
∂C

: PC − pC−1 +
∂ϕ0

∂Ė

π = πeq : PF +
∑

i

2ρ0F ·
∂ψineq
∂C

: PF − pcof(F) + F · ∂ϕ0

∂Ė

−
[

ρ0
∂iψneq

∂iC
+ ρ0

∂ψineq

∂iC

]

: PiC =
∂iϕ

∂iĊ
∀i

avecPC = J− 2
3

[
I − 1

3C ⊗ C−1
]

; PiC = I − 1
3
iC ⊗ iC−1 ∀i

etSeq = 2ρ0
∂ψeq
∂C

; πeq = 2ρ0F̄ · ∂ψeq
∂C

en respectanṫC : C−1 = 0 ; iĊ : iC−1 = 0 ∀i

(2.75)
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2.5 Conclusion

Ce chapitre part de la nécessit́e de se placer dans une démarche non-lińeaire, duèa la fois aux grandes
déformations et au comportement hyper-élasto-dissipatif des matériauxétudíes (cf. chapitre1). Il pro-
pose donc, dans un cadre isotherme – ou en tout cas où les effets sur la dissipation de la mécanique et
de la thermique sont dissociés, ce cadre sera largement remis en question dans le chapitre4 –, différents
outils permettant la ŕealisation d’une telle mod́elisation.
Pour ce faire, nous partons des classiques premier et second principes de la thermodynamique, tous
deux écrits dans les configurations lagrangienne, mixte et eulérienne. Sont alors choisies les deux
premìeres variables d’état,J et F̄, obtenues par le découpage de la transformationF en une partie
isochore et une autre volumique. Par la suiteF̄ est multiplicativement d́ecompośee en deux transforma-
tions : uneélastiqueF̄e et l’autre ańelastiqueF̄a, en utilisant la notion de configuration intermédiaire.
Ceci, via des consid́erations d’isotropie et d’objectivité, donne alors le choix complet de nos variables
d’état,(J, C̄, C̄a) et (J, B̄, B̄e) respectivement dans les cas lagrangien/mixte et eulérien. L’inégalit́e
de Clausius-Duhem, puis le principe de normalité, nous permettent alors l’obtention complète des
probl̀emes dans les différentes configurations9.
L’ étude des milieux̀a plusieurs configurations intermédiaires est obtenue par l’extension de la démarche
à un seuĺetat interḿediaire. Cette approche se révélera pŕecieuse dans le chapitreà venir car elle permet-
tra d’introduire plusieurs ph́enom̀enes dissipatifs (élasto-plasticit́e, visco-́elasticit́e. . . ) et sera le point de
départ d’une ǵeńeralisation statistique du comportement visco-élastique (passage d’un modèle discret̀a
n branches̀a un mod̀ele continùa une infinit́e de branches).
Le cas particulier d’une transformation incompressible est aussi présent́e dans ce chapitre, leséquations
régissant le comportement dans ce cadre sont alors vues comme un cas particulier du cadre ǵeńeral (cf.
§ 2.3.5.3et § 2.4.2.2). Ces dernìeres pourront aussiêtre utiliśees dans les chapitres suivant.

9L’int égralit́e des calculs utiles̀a l’obtention de ces derniers est donnée en annexesB etC.





CHAPITRE

3 Modèles et ǵenéralisation
statistique

L
es assemblages rhéologiques simples (i.e. faisant intervenir au plus
un seulétat interḿediaire) tels que les modèles de Zener, Poynting-
Thomson, ǵeńeraliśes aux grandes déformations, appelés mod̀eles

“unitaires” dans ce chapitre, peuvent dans bien des cas refléter convenable-
ment le comportement d’uńelastom̀ere, mais uniquement dans les gammes
d’amplitudes et de vitesses de déformation ayant servìa leurs identifications.
Ainsi, les influences non lińeaires de ces deux grandeurs (cf. § 1.3.4et 1.3.5)
seront tr̀es difficilesà traduire pour un unique jeu de paramètres. De plus, une
identification simple, mais̀a temṕerature ńegative (proche de ou inférieureà
la temṕerature de transition vitreuse), deviendra un véritableécueil pour ces
mod̀eles.
Pour pallier ces problèmes, il est proposé une ǵeńeralisation statistique des
aspects visco-élastiques, portée à la fois par une fonction de répartition
dépendant d’une variable statistique et des paramètres mat́eriaux, aussi fonc-
tions de cette dernière. Ceci permet alors une bonne prise en compte de
l’influence de la fŕequence. Enfin, l’extension du cadre visco-élastique-
(statistique)à celui visco-́elastique-(statistique)-élasto-plastique, comme le
sugg̀ereOlsson et Austrell(2001); Miehe et Keck(2002), rendra possible une
mod́elisation de l’effet Payne (i.e. influence de l’amplitude) et une meilleure
transcription du comportementà basses températures.
En conclusion, pour chaque température (6 temṕeratures s’́echelonnant entre
−55˚C et 70˚C) un jeu de param̀etres est identifíe. Chacun d’entre eux rend
alors possible,̀a la temṕerature d’identification, la prévision du comportement
pour des sollicitations complexes (multi-harmoniques. . . ) et couvrant de larges
gammes d’amplitudes et de fréquences.
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3.1 Introduction

Le chapitre pŕećedent a permis d’établir, dans des configurations lagrangienne, mixte et eulérienne, les
syst̀emes (2.48), (2.51) et (2.52) donnant la mesure des contraintes choisies en fonction des déformations
globales ainsi que d’éventuelles variables internes et les lois d’évolutions de ces dernières. Ces lois ont
ét́e par la suite particularisées pour une transformation incompressible (2.58), (2.56) et (2.57). Toutes ces
équations correspondentà une d́ecomposition unique dēF(= F̄e ·F̄a). Dans le cas d’une décomposition
multiple, i.e. F̄ = F̄i · iF̄, les syst̀emes̀a ŕesoudre sont (2.72) et (2.73) dans le cas compressible et (2.74)
et (2.75) dans le cas incompressible.
Bien entendu, comme cela a puêtreévoqúe dans le paragraphe2.3.6et pŕeciśe pour une d́ecomposition
à un seuĺetat interḿediaire dans le tableau2.4, ceséquations ne seront utilisables que si sont choisis les
potentiels (́energies libres et pseudo-potentiel de dissipation)à conserver puis les formesà leurs donner.
Nous proposons de réaliser cette d́emarche dans le présent chapitre.
Ainsi dans un premier temps seront présent́es des mod̀eles unitaires (unitaires car ne découlant de l’in-
troduction que d’un seuĺetat interḿediaire).
– Pour un mat́eriau consid́eŕe incompressible (Silicone2000), seront comparés deux mod̀eles visco-hy-

peŕelastiques : les modèles de Zener et de Poynting-Thomson. Une identification complète de ces
derniers sera proposée. Les param̀etres identifíes seront ŕeutilisés dans le chapitre4.

– Puis, dans un cadre compressible et de manière plus qualitative, seront dévelopṕees leśequations de
mod̀eles hypeŕelasto(-visco)-plastiques (ces résultats seront directement repris dans le paragraphe de
géńeralisation statistique).

Par la suite, une d́ecomposition multiple du gradient̄F (voir figure 2.6) permettra d’appŕehender des
mod̀eles rh́eologiques multi-branches (cf. figure 2.7) qui seront ǵeńeraliśesà une infinit́e de branches
par une oṕeration statistique. Le(s) modèle(s) ainsi obtenu(s) est (sont) identifié(s) puis confront́e(s)à de
nombreuses validations telles que la bonne prise en compte de l’effet Payne, l’influence de la fŕequence
et la retranscription correcte de la réponse du matériau sous sollicitations harmoniques et ce pour un
unique jeux de param̀etres.
Enfin, quelques pistes de développement nuḿeriques seront présent́ees. Il est̀a noter que celles-ci seront
largement complét́ees par les ŕeférences bibliographiques idoines.
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3.2 Modèles unitaires

3.2.1 Mod̀eles visco-́elastiques en configuration lagrangienne

REMARQUE 3.1
Le cadreincompressibleest ici choisi, d’une part pour la relative simplicité d’écriture des
équations et d’autres part car l’essai de double cisaillement mis en oeuvre dans la d́emarche
d’identification est isochore. Le développement des modèleséléments finis des comporte-
ments qui va en d́ecouler se fera en s’aidant d’une formulation en lagrangien perturbé qui
revient, sous certaines hypothèses,̀a consid́erer une tr̀es faible compressibilité du mat́eriau
(i.e.une quasi-incompressibilité plut̂ot qu’une incompressibilité).
De plus, seule l’́ecriturelagrangienneest pŕesent́ee. Les calculs sont détaillés dans le para-
grapheD.1 de l’annexeD.
On notera dans ce qui suivra :

Weq,i = ρ0
∂ψeq
∂Ii

; W a
neq,i = ρ0

∂ψaneq
∂Iai

; W e
neq,i = ρ0

∂ψeneq
∂Iei

i ∈ {1; 2} (3.1)

avecIi, Iai et Iei respectivement les i-èmes invariants deC, Ca etCe.

3.2.1.1 Mod̀ele de Zener

ψeq

ψeneq ϕa

FIG. 3.1 – Mod̀ele de Zener







S = 2
[

Weq,1C −Weq,2C
−1 +W e

neq,1Ca
−1 · C −W e

neq,2C
−1 · Ca

]D
· C−1 − pC−1

[

W e
neq,1Ca

−1 · C −W e
neq,2C

−1 · Ca

]D
· Ca

−1 =
∂ϕa

∂Ċa

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(3.2)

3.2.1.2 Mod̀ele de Poynting-Thomson







S = 2
[

W e
neq,1Ca

−1 · C −W e
neq,2C

−1 · Ca

]D
· C−1 − pC−1

[

−W a
neq,1Ca +W a

neq,2Ca
−1 +W e

neq,1Ca
−1 · C −W e

neq,2C
−1 · Ca

]D
· Ca

−1 =
∂ϕa

∂Ċa

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(3.3)
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ψeneq

ψaneq

ϕa

FIG. 3.2 – Mod̀ele de Poynting-Thomson

3.2.1.3 Strat́egie d’identification

En vue de tester la “robustesse” des deux modèles pŕećedemment proposés, il est choisi d’identifier leurs
param̀etres et ainsi de juger de leurs capacités à rendre compte du comportement du Silicone2000 (cf.
§ 1.2.1). Pour ce faire, nous disposons des courbes expérimentales obtenues suréprouvettes de double-
cisaillement (FIG. 1.9), présent́ees en annexeA. Nous choisissons de travailler sur les essais réaliśesà
diff érentes temṕeratures,̀a d́eformation sinusöıdale impośee d’amplitude50% et de fŕequence de3.5Hz.
L’identification se fait semi-analytiquementà l’aide du logiciel de calcul formel MATHEMATICA c©.
Nous prenons en compte les hypothèses suivantes :
– la rigidité de l’acieŕetant tr̀es suṕerieureà celle de l’́elastom̀ere, la d́eformation des mors est négligée,
– le cisaillement de l’́elastom̀ere est uniforme :

F =





1 γ 0

0 1 0

0 0 1



 , (3.4)

– le pseudo gradient visqueux est de la forme :

Fa =





γv11 γv 0

0 γv22 0

0 0 γv33



 . (3.5)

On d́efinit les points exṕerimentaux par les2 ×N couples d́eformation/contrainte(γi, τi), avec :

{

γ̇i ≥ 0 ∀i ∈ {1 . . . N}
γ̇i < 0 ∀i ∈ {N . . . 2N}

(3.6)

L’hystéŕesis d́efinie par ces2 × N couples n’́etant pas bijective, il est préférable de d́ecomposer les
résultats exṕerimentaux en deux parties bijectives. On adopte les définitions suivantes (figure3.3) :
– la courbe moyenne entre la descente (γ̇ < 0) et la mont́ee (̇γ ≥ 0) :

ti =
τi + τ2N−i

2
∀i ∈ {1 . . . N}, (3.7)

– et l’écart entre ces deux courbes est :

di = τi − τ2N−i ∀i ∈ {1 . . . N}. (3.8)
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FIG. 3.3 – D́ecouplage des courbes expérimentales.

L’identification des param̀etres du mat́eriau X̃ = (X̃1 . . . X̃n) peut se ramener̀a la minimisation de
l’ écart entre les courbes expérimentales(γi, ti), (γi, di) et leurs homologues théoriques. Cet́ecart peut
être caract́eriśe par la distance des moindres carrés :

E(X) =

√
√
√
√

n∑

i=1

(ti − t(X)|γi)
2 +

n∑

i=1

(di − d(X)|γi)
2 (3.9)

On adopte l’algorithme de minimisation décrit figure3.4.

3.2.1.4 Identification et comparaison des Mod̀eles de Poynting-Thomson et Zener

REMARQUE 3.2
Les identifications pŕesent́ees ci-apr̀es ont́et́e ŕealiśees sur des essais menés sur le Silicone2000
(voir § 1.2.1).

Par la suite, leśequations (3.2) et (3.3) sont compl̀etement explicit́ees par les choix suivant :

Modèles Zener Poynting-Thomson

ρ0ψeq ✓ (Gent-Thomas) ✗

ρ0ψ
e
eq ✓ (Néo-Hooke) ✓ (Gent-Thomas)

ρ0ψ
a
eq ✗ ✓ (Néo-Hooke)

ϕa ✓ (
η

2
Ċa : Ċa) ✓ (

η

2
Ċa : Ċa)

TAB . 3.1 – Choix des diff́erents potentiels pour les modèles de Zener et Poynting-Thomson en configu-
ration lagrangienne.
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k
n)
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i

h
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2

fin si
fin si

fin pour

fin tant que

FIG. 3.4 – Algorithme d’identification des paramètres mat́eriaux.

On rappelle que l’on a respectivement pour les potentiels hyperélastiques de Gent-Thomas et néo-
Hooke :

ρoψ(X) = c1(I1(X) − 3) + c2 ln
I2(X)

3
(3.10)

et

ρoψ(X) = a1(I1(X) − 3) (3.11)

3.2.1.4.1 Mod̀ele de Zener
Les caract́eristiques identifíeesà50% de cisaillement du mod̀ele de Zener sont données TAB. 3.2. Pour
ces param̀etres, on compare sur la figure3.5(a)les ŕeponses exṕerimentale et nuḿerique obtenues pour
l’amplitude d’identification (i.e. 50%). À T = 23˚C, les évolutions de l’hyst́eŕesis, de la moyenne et
de l’écart, nuḿeriquement obtenues pour des amplitudes de cisaillement allant de10% à 50%, sont
observ́ees sur les figures3.5(b), 3.5(c)et3.5(d).
Deux des ph́enom̀enes attendus, inhérentsà l’amplitude sont observés : un point anguleux au change-
ment de signe de la sollicitation, ainsi qu’un raidissement dans la zone de sollicitation maximale (cf.
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Déformation

C
on

tr
ai

nt
e(M

P
a

)

0.40.2

0.1

0
0-0.4 -0.2

0.02

0.04

0.06

0.08

0.12

(d) Courbeśecart

FIG. 3.5 – Ŕesultats d’identification sur le modèle de Zener ; influence de l’amplitude sur les réponses
du mod̀ele (cisaillement10%, 20%, 50%, f = 3.5Hz, T = 23˚C).

Gent-Thomas Néo-Hooke ϕ

Temṕeratures c1(MPa) c2(MPa) a1(MPa) η(MPa.s)

23˚C 1,02 -4,52577 0.790917 0.29898
70˚C 0.58 -2.95 0.66 0.39
100˚C 0.51 -2.76 0.68 0.58

TAB . 3.2 – Ŕesultats d’identification - mod̀ele de ZENER (γ0 = 50%, f = 3.5Hz).

FIG. 1.9). En revanche, níetranglement, ni raidissement global pour des faibles valeurs de cisaillement
ne sont constatés.

3.2.1.4.2 Mod̀ele de Poynting-Thomson
À l’instar de celui de Zener, le modèle de Poynting-Thomson présente deux des phénom̀enes que l’on
cherchèa mod́eliser (cf. FIG. 1.9), à savoir le raidissement géńeral de l’hyst́eŕesis pour les faibles taux
de cisaillement global et l’étranglement de la courbe dans les zones de sollicitation proche de zéro. On
constate, de plus, un léger raidissement de la courbe au changement de signe de la sollicitation (FIG. 3.6).
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FIG. 3.6 – Ŕesultats d’identification sur le modèle de Poynting-Thomson ; influence de l’amplitude sur
les ŕeponses du modèle (cisaillement10%, 20%, 50%, f = 3.5Hz, T = 23˚C).

GENT-THOMAS NÉO-HOOKE ϕ

Temṕeratures c1(MPa) c2(MPa) a1(MPa) η(MPa.s)

23˚C 1.65851 -3.42677 0.0300972 0.0751336
70˚C 0.99 -1.92 0.06 0.08
100˚C 0.96 -1.84 0.08 0.10

TAB . 3.3 – Ŕesultats d’identification - mod̀ele de POYNTING-THOMSON (γ0 = 50%, f = 3.5Hz).

3.2.2 Mod̀elesélasto-(visco)-plastique en configuration eulérienne

Les mod̀eles d́evelopṕes ci-dessous ne seront pas accompagnés d’une identification, contrairementà
leurs homologues purement visco-hyperélastiques d́efinis au paragraphe préćedent. Ici, l’int́er̂et est de
donner des “outils” utiliśes par la suite, dans les paragraphes3.3 et 3.4 de ce chapitre. Le cadrecom-
pressible euĺerien est adopt́e (cf. § D.2 de l’annexeD pour les d́etails de calculs).
Ce paragraphe sera aussi l’occasion d’observer la simplicité des lois obtenues dans le cadre eulérien.
Par la suite, on adopte les notations :

Weq,i = ρ0
∂ψeq
∂Ii

; W e
neq,i = ρ0

∂ψeneq
∂Iei

; W a
neq,i = ρ0

∂ψaneq
∂Iai

i ∈ {1; 2} (3.12)
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avecIi, Iei et Iai respectivement les i-èmes invariants dēB, B̄e et B̄a.

3.2.2.1 Mod̀eleélasto-plastique de type Z

En adaptant leśequations ǵeńerales (2.48) (compĺet́ees par la remarque2.5) au mod̀ele pŕesent́e en
figure3.7, puis eńeliminant les diff́erents potentiels nuls (i.e.ψaneq etϕ0), il est assez simple1 de montrer
que :







σ = 2J−1
[

Weq,1B̄ −Weq,2B̄
−1 +W e

neq,1B̄e −W e
neq,2B̄

−1
e

]D
+ σvol

2J−1
[

W e
neq,1B̄e −W e

neq,2B̄
−1
e

]D
=

∂ϕp

∂D̄0
p

(3.13)

Le choix deϕp se porte sur une forme classique (Boukamel, 2006) dans le cas òu le mécanisme de
plasticit́e est activ́e :

ϕp(D̄
0
p) = χ

∥
∥D̄0

p

∥
∥ (3.14)

avecχ un seuil de plasticit́e et‖ ‖ une norme des tenseurs d’ordre 2 et définie par‖ ‖ =
√

: .

Finalement, il est obtenu :







σ = 2J−1
[

Weq,1B̄ −Weq,2B̄
−1 +W e

neq,1B̄e −W e
neq,2B̄

−1
e

]D
+ σvol

2J−1
[

W e
neq,1B̄e −W e

neq,2B̄
−1
e

]D
= χ

D̄0
p

∥
∥D̄0

p

∥
∥

(3.15)

ψeq

ψeneq ϕp

FIG. 3.7 – Mod̀eleélasto-plastique unitaire (modèle Z).

1C’est l’avantage majeur de l’écriture euĺerienne qui permet d’écrire pratiquement les lois de comportement comme dans
le cas d’assemblages rhéologiques sous l’hypothèse des petites perturbations.
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REMARQUE 3.3
Dans le cas d’un mod̀ele de Zener classique (i.e.visco-́elastique)qui conduirait̀a, par exemple,
un choix de potentiel de dissipation de forme quadratique :

ϕv =
η

2
D̄0

v : D̄0
v (3.16)

seule la loi compĺementaire (3.15-b) se trouverait modifíee, conduisant aux́equations du com-
portement :







σ = 2J−1
[

Weq,1B̄ −Weq,2B̄
−1 +W e

neq,1B̄e −W e
neq,2B̄

−1
e

]D
+ σvol

2J−1
[

W e
neq,1B̄e −W e

neq,2B̄
−1
e

]D
= ηD̄0

v

(3.17)

Sous les m̂emes hypoth̀eses (i.e. cadre euĺerien compressible, potentiel de dissipation défini
par (3.16)), il en va de m̂eme pour le mod̀ele Poynting-Thomson dont le comportement sera
décrit par :






σ = 2J−1
[

W e
neq,1B̄e −W e

neq,2B̄
−1
e

]D
+ σvol

2J−1
[

W e
neq,1B̄e −W e

neq,2B̄
−1
e

]D
= ηD̄0

v + 2J−1
[

R̄e ·
[

W a
neq,1B̄v −W a

neq,2B̄
−1
v

]

· R̄T
e

]D

(3.18)
Encore une fois l’́etablissement de ces lois est donné en annexeD.

3.2.2.2 Mod̀ele de Bingham ǵenéralisé

L’ étude du mod̀ele de Bingham ǵeńeraliśe (FIG. 3.8) est sensiblement similaireà celle meńee pŕećedemment.
La loi compĺementaire (2.48-2) est ŕeécrite sous sa forme duale, faisant intervenir la transformée de
Legendre-Fenchel du potentiel de dissipation :

D̄0
p =

∂ϕ⋆p

∂σ̄eD
neq

(

σ̄
eD

neq

)

(3.19)

avec

ϕ⋆p =

〈∥
∥
∥σ̄eD

neq

∥
∥
∥ − χ

〉2

η
, (3.20)

χ, η étant respectivement un seuil de plasticité et une viscosité et〈 〉 définissant les crochets de Macau-
ley2. Le comportement est alors obtenu par leséquations :







σ = 2J−1
[

Weq,1B̄ −Weq,2B̄
−1 +W e

neq,1B̄e −W e
neq,2B̄

−1
e

]D
+ σvol

D̄0
p =

〈∥
∥
∥σ̄eD

neq

∥
∥
∥ − χ

〉

η

σ̄eD

neq
∥
∥σ̄eD

neq

∥
∥

avecσ̄e
neq = 2J−1

[

W e
neq,1B̄e −W e

neq,2B̄
−1
e

] (3.21)

2i.e. 〈f〉 = f si f > 0 et0 sinon.
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ψeq

ψeneq
ϕp

FIG. 3.8 – Mod̀ele visco-́elasto-plastique unitaire (modèle de Bingham ǵeńeraliśe).

REMARQUE 3.4
Le mod̀ele de Bingham ǵeńeraliśe peutêtre utiliśe afin de nuḿeriquement obtenir un modèle
élasto-plastique. Il suffira pour cela de faire tendre la valeur deη vers 0. Ce param̀etre mat́eriau
devient, dans ce cas, un paramètre nuḿerique de ŕegularisation d’algorithme (Martinez, 2005).
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3.3 Généralisation statistique visqueuse

REMARQUE 3.5
Dans les diff́erenteśequations traduisant le comportement de notre matériau apparâıtront des
termes qui concerneront la prise en compte d’unéventuel caractèreélasto-plastique pour des
interphases. Unepolice orangesera utiliśee pour ces termes symbolisant qu’ils pourrontêtre
consid́eŕes ou non, en fonction de la modélisation ou non de l’interphase.

3.3.1 Probĺematiques

Trois des principales problématiques pośees par nos partenaires industriels concernant la prévision du
comportement deśelastom̀eres ont́et́e (et continuent de l’être, par exemple au travers de la thèse de
d’Alexis Delattre (Delattre, soutenance prévue en 2015)) :
– mod́eliser l’effet Payne (cf. § 1.3.4),
– capter les effets de la fréquence (cf. § 1.3.5),
– prendre en compte l’influence de la température du milieu extérieur sur le comportement et ce, pour

une gamme allant de−55˚C à100˚C (cf. § 1.3.6.1).
Dans cette d́emarche, la temṕeratureétant une variable d’état, il n’est pas ĝenant de faire d́ependre
les param̀etres mat́eriaux de cette dernière, il n’en vaévidemment pas de m̂eme pour la fŕequence (ou
la vitesse de sollicitation) ou l’amplitude. Il nous faut donc obtenir un modèle, avec des jeux de pa-
ramètres identifíesà des temṕeratures varíees couvrant la plage souhaitée – on ne parle donc pas encore
de couplage thermo-ḿecanique car la température du matériau est supposée constantéegaleà celle
de l’enceinte – et capable de rendre compte des influences couplées de la fŕequence et de l’amplitude
du chargement. Adnane Boukamel (Boukamel, 2006) montre dans son manuscrit d’HDR la limite des
mod̀eles unitaires visco-élastiques qui,̀a une temṕerature donńee, ne peuvent reproduire ces phénom̀enes
sur le Silicone2005. Sur ce dernier, il montre de plus qu’ils ne peuvent traduire le comportement à tr̀es
basse temṕerature. Afin de combler ces lacunes,Martinez et al.(2011); Boukamel et al.(2005); Marti-
nez et al.(2002, 2003); Méo et al.(2003, 2009b,a); Martinez(2005) proposent dans leurs travaux une
géńeralisation statistique de modèles rh́eologiqueśetendus au grandes déformations.

3.3.2 Un mod̀ele mésoscopique : un point de d́epart discret

Une vision ḿesoscopique du matériau telle que celle présent́ee parLeblanc(2003) amèneà consid́erer
le mat́eriau comme composé de (voir FIG. 3.9) :
– de charges (sous forme d’agrégats ou d’aggloḿerats),
– d’une matricéelastom̀ere extractible
– et d’une part de matrice (interphase) liée aux charges.
L’hypothèse de Voigt, pour ce milieu triphasé, permet de considérer que la d́eformation est la m̂eme dans
les trois phases et qu’elle correspondà la d́eformation macroscopique.
Par la suite, on attribue (FIG. 3.10) :
– un comportement hyperélastique pour la matrice, (élément ressort),
– un comportement hyper-visco-élastique pour les inclusions, (modèle visco-́elastique de Maxwell),
– etéventuellement un comportement hyperélasto-plastique pour l’interphase (modèle de Saint-Venant)3.
Enfin, si l’on consid̀ere qu’il existe plusieurs familles de charges (qui ont un même comportement,
i.e. visco-hypeŕelastique, mais avec des paramètres diff́erents), les figures3.11(a)ou 3.11(b)peuvent

3on rappelle que dans ce chapitre unepolice orangecorrespond̀a un choix optionnel.
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Matrice extractible

Élastom̀ere líe
(interphase)

FIG. 3.9 – Vision ”macro-meso” d’uńelastom̀ere charǵe (Martinez, 2005).

Inclusion

Matrice

Interphase

FIG. 3.10 – Interpŕetation rh́eologique des trois phases de la représentation ḿesoscopique d’un
élastom̀ere (Martinez, 2005).

sch́ematiser le comportement du matériau suivant que l’on attribue ou nonà l’interphase une influence
diff érente de celle de la matrice.
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Les lois de comportements et d’évolution en configuration eulérienne compressible isotrope sont alors
aiśement4 obtenues en suivant (2.72) :







σ = σ̄eq : P1 +

n+1∑

i=1

σ̄
i
neq : P1 + σvol

σ̄
i
neq : P1 =

∂iϕ

∂iD̄o
∀i ∈ {1 . . . n+ 1}

avecP1 = I − 1
31 ⊗ 1

et σ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄) ; σvol = ρ0

∂ψvol
∂J

1

σ̄
i
neq = 2ρ0J

−1B̄i ·
∂ψineq

∂B̄i
(B̄i) ∀i ∈ {1 . . . n+ 1}

(σ̄n+1
neq = 0 pour le mod̀ele d́ecrit FIG. 3.11(a))

en respectant tr̄D = 0 ; triD̄o = 0 ∀i ∈ {1 . . . n+ 1}

(3.22)

F̄

F̄1 1F̄

F̄n nF̄

ψeq(B̄)

ψ1
neq(B̄

1) 1ϕneq(
1D̄o)

ψnneq(B̄
n) nϕneq(

nD̄o)

(a) Mod̀ele rh́eologique ǵeńeral étendu (sans prise en
compte de l’interphase).

F̄

F̄1 1F̄

F̄n nF̄

F̄n+1 n+1F̄

ψeq(B̄)

ψ1
neq(B̄

1) 1ϕneq(
1D̄o)

ψnneq(B̄
n)

ψn+1
neq (B̄n+1) n+1ϕneq(

n+1D̄o)

nϕneq(
nD̄o)

(b) Modèle rh́eologique ǵeńeralétendu (prise en compte
de l’interphase).

FIG. 3.11 – Repŕesentations multi-branches du comportement rhéologique du matériau.

Dans le cas d’un choix de potentiels similaireà celui propośe § 3.2.2.1, à savoir :
– ψeq une fonction isotropēB,

4Il suffit de sommer̀a la contrainte hyperélastique les contributions des branches secondaires, comme nous l’aurions fait en
h.p.p.
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– ψineq une fonction isotropēBi ∀i ∈ {1 . . . n+ 1},

– iϕ = ηi
iD̄o : iD̄o ∀i ∈ {1 . . . n},

– n+1ϕ = χ
∥
∥n+1D̄o

∥
∥ ou une d́efinition duale d’un potentiel de dissipation visco-plastique avec une

faible valeur de viscosité (voir l’équation (3.20) et la remarque3.4) ,

et en s’appuyant sur (3.15) (3.17), on obtient







σ = 2J−1

[

Weq,1B̄ −Weq,2B̄
−1 +

n+1∑

i=1

(

W i
neq,1B̄

i −W i
neq,2B̄

i−1
)
]D

+ σvol

2J−1
[

W i
neq,1B̄

i −W i
neq,2B̄

i−1
]D

= ηi
iD̄o ∀i ∈ {1 . . . n}

2J−1
[

W e
neq,1B̄

n+1 −W e
neq,2B̄

n+1−1
]D

= χ
n+1D̄o

∥
∥n+1D̄o

∥
∥

en respectant tr̄D = 0 ; triD̄o = 0 ∀i ∈ {1 . . . n+ 1}

(3.23)

3.3.3 Passagèa un modèle continu

Les inconv́enients majeurs des modèles auxquels nous aboutissons par la démarche du paragraphe
3.3.2restent la d́etermination den, le nombre de branches visco-élastiques ńecessaires pour la bonne
repŕesentation du comportement du matériau et bien entendu l’identification des différents param̀etres
les d́efinissant.

Pour pallier cette difficult́e, on introduit une densité de probabilit́e,P, dépendant d’une variable statis-
tiqueω et l’on définit alors :







ψ = ψeq(B̄)+ψepneq
(
B̄p

e

)
+ ψvol(J) +

∫ +∞

0
ψevneq

(
ω, B̄v

e (ω)
)
P(ω)dω

ϕ = ϕepneq(D̄
0
p) +

∫ +∞

0
ϕevneq

(
ω, D̄0

v(ω)
)
P(ω)dω

(3.24)

Dans cette expression, on a :

F̄ = F̄p
e · F̄p = F̄v

e (ω) · F̄v(ω) ∀ω ∈ [0,+∞[ (3.25)

F̄
p
e , F̄p, F̄v

e (ω), F̄v(ω), ψevneq, ψ
ep
neq, ϕevneq etϕepneq ont respectivement des rôles similaires̀a F̄n+1, n+1F̄,

F̄i (i ∈ {1 . . . n}) , iF̄ (i ∈ {1 . . . n}) , ψineq (i ∈ {1 . . . n}), ψn+1
neq , iϕ (i ∈ {1 . . . n}) et n+1ϕ. Les

tenseursB, B̄p
e , B̄v

e (ω) sont les tenseurs de Cauchy-Green gauche associésàF̄, F̄p
e , F̄v

e (ω) (cf. (2.21) et
(2.22)) ; D̄0

p, D̄0
v(ω) sont les mesures objectives des vitesses de déformations associéesà F̄p et F̄v(ω)

(cf. (2.39)).

Le mod̀ele peut alorŝetre repŕesent́e comme l’assemblage rhéologique donńe FIG. 3.12, pour lequel une
branche visco-́elastique statistique remplace lesn branches de Maxwell des modèles discrets d́ecrits
FIG. 3.11.
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F̄

F̄v
e F̄v

F̄
p
e F̄p

ψeq(B̄)

ψevneq(ω, B̄
v
e ) ϕevneq(ω, D̄

0
v)

ψepneq(B̄
p
e ) ϕepneq(D̄0

p)

FIG. 3.12 – Mod̀ele rh́eologique statistique géńeralétendu.

Leséquations ǵeńerales d́ecrivant le comportement sont :







σ = σ̄eq : P1+σ̄
p
neq : P1 + σvol +

∫ +∞

0
σ̄

v
neq(ω) : P1P(ω)dω

σ̄
p
neq : P1 =

∂ϕepneq

∂D̄0
p

(
D̄0

p

)
; σ̄

v
neq(ω) : P1 =

∂ϕevneq

∂D̄0
v

(
ω, D̄0

v(ω)
)

∀ω ∈ [0,+∞[

avecP1 = I − 1
31 ⊗ 1

et σ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄) ; σvol = ρ0

∂ψvol
∂J

1

σ̄
p
neq = 2ρ0J

−1B̄p
e · ∂ψ

ep
neq

∂B̄p
e

(B̄p
e )

σ̄
v
neq = 2ρ0J

−1B̄v
e (ω) ·

∂ψevneq

∂B̄v
e

(
ω, B̄v

e (ω)
)

∀ω ∈ [0,+∞[

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄0
p = 0 ; trD̄0

v(ω) = 0 ∀ω ∈ [0,+∞[

(3.26)
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3.3.4 Choix des potentiels et des fonctions statistiques

L’ état d’avancement de l’équation (3.26) ne demande plus qu’à choisir les diff́erents potentiels (énergies
libres ou pseudo-potentiels de dissipation) ainsi (et surtout, puisque c’est ici que ŕeside l’originalit́e et la
“richesse” du mod̀ele) que des diff́erentes fonctions statistiques (P(ω) et celles intervenant dansψevneq et
ϕevneq)

– pour la partie non statistique, sont choisies desénergies libres de type néo-Hooke pourψeq etψepneq et
la forme d́efinie en (3.14) pourϕepneq :

ρ0ψeq = C1

(
I1

(
B̄

)
− 3

)

ρ0ψvol = κ
2 (J − 1)2

ρ0ψ
ep
neq = Ap

(
I1

(
B̄

p
e

)
− 3

)

ϕepneq = χ
∥
∥D̄0

p

∥
∥

(3.27)

– concernant la partie statistique, une forme de gaussienne centrée en 0 áet́e attribúeeà la fonction de
répartition :

P(ω) =
2

Ω
√
π
e−(ωΩ)

2

(3.28)

Pour les potentiels, notre choix se porte, encore une fois, sur des modèles simples :

ψevneq = G(ω)
(
I1

(
B̄v

e (ω)
)
− 3

)

ϕevneq =
η(ω)

2
D̄0

v(ω) : D̄0
v(ω)

(3.29)

avec

G(ω) = G0 exp [ω] et η(ω) = η∞

[
ln [

√
ω + 1]

ω
+ 1

]

. (3.30)

Il devient alors aiśe de faire aboutir le mod̀ele (3.26) à sa forme finale :







σ = 2J−1C0B̄
D+2ApJ

−1B̄pD

e +

∫ +∞

0
2G(ω)J−1B̄vD

e (ω)P(ω)dω + κ(J − 1)
︸ ︷︷ ︸

p

1

2ApJ
−1B̄pD

e = χ
D̄0

p
∥
∥D̄0

p

∥
∥

2G(ω)J−1B̄vD

e (ω) = η(ω)D̄0
v(ω) ∀ω ∈ [0,+∞[

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄0
p = 0 ; trD̄0

v(ω) = 0 ∀ω ∈ [0,+∞[

(3.31)

3.3.5 Analyse de la branche statistique

Dans ses travaux de thèse, Jean-Marc Martinez (Martinez, 2005) propose une analyse macroscopique
des diff́erents choix statistiques préćedemment proposés (cf. (3.28) (3.30)).

En traçant l’́evolution des param̀etresG(ω), η(ω) (FIG. 3.13(a)) et du temps caractéristiqueτ(ω) =
η(ω)
G(ω) (FIG. 3.13(b)) – comme nous pourrions le faire dans le cas d’un modèle unitaireétudíe en petites
perturbations –, on constate que :
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– si ω → 0 (i.e.G → G0 et η → ∞), la partie statistique donne une réponse instantanée de module
élastiqueG0

5 .
– siω → ∞ (i.e.G → ∞ et η → η∞), c’est une ŕeponse purement visqueuse de viscosité η∞ qui est

traduite par celle-ci5 .
– Entre les deux, est balayée une infinit́e d’assemblages visco-élastiques de type Maxwell.
Ces diff́erents comportements sont par la suite pondéŕes parP(ω) comme le sugg̀ere la figure3.14.
Dans notre cas, notre choix s’est porté sur la forme donńee par l’́equation (3.28), c’est-̀a-dire une gaus-
sienne centŕee en 0 favorisant donc le comportementélastique. Il serait envisageable de “décentrer” cette
gaussienne ce qui favoriserait le temps de relaxationτ(ω0)

P(ω) =
1

P1
e
−

“

ω−ω0
Ω

”2

avecP1 =

∫ ∞

0
e
−

“

ω−ω0
Ω

”2

dω (3.32)

ou encore de combiner plusieurs pondérations favorisant deux populations distinctes de charges par
exemple :

P(ω) =
1

P2

(

e
−

“

ω−ω1
Ω

”2

+ e
−

“

ω−ω2
Ω

”2)

avecP2 =

∫ ∞

0

(

e
−

“

ω−ω1
Ω

”2

+ e
−

“

ω−ω2
Ω

”2)

dω (3.33)
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(b) Évolution deτ(ω).

FIG. 3.13 – Repŕesentation sch́ematique deśevolutions des caractéristiquesG(ω), η(ω) et τ(ω) suivant
la variable aĺeatoireω (Martinez, 2005).

5Si on consid̀ere un mod̀ele de Maxwell (rigidit́e et viscosit́e respectivement notéesk et η) soumisà une sollicitation
harmonique de fŕequencef , il est aiśe de montrer que le module complexe d’un tel assemblage est :

Ē = E
′ + iE

′′

avec

E
′ =

η2k(2πf)2

k2 + η2(2πf)2
E

′′ =
ηk2(2πf)

k2 + η2(2πf)2

Ainsi dans les cas
– k → k0 etη → ∞ on aE′ → k0 etE′′ → 0, i.e. Ē → k0 (module complexe d’unéelasticit́e simple)
– k → ∞ etη → η∞ on aE′ → 0 etE′′ → η∞(2πf), i.e. Ē → iη∞(2πf) (module complexe d’une viscosité simple)
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FIG. 3.14 – Observation schématique de la fonctionnelle de pondérationP(ω) suivant la variable
aléatoireω (Martinez, 2005).

3.3.6 Strat́egie d’identification

REMARQUE 3.6
La strat́egie d’identification qui va suivre áet́e ŕealiśee sur des essais menés sur le Silicone2005
(voir § 1.2.2).

L’utilisation deséquations (3.31) passe maintenant par l’identification des différents param̀etres mat́eriaux
y intervenant,̀a savoir 1 param̀etre d́eterministe (C1) étenduà 3 si on consid̀ere une branchéelasto-
plastique (Ap etχ) et 3 param̀etres statistiques (G0, η∞ etΩ).
Chaqueétape pŕesent́ee par la suite correspond̀a la minimisation, via l’algorithme d́ecrit FIG. 3.4,
d’un écart des moindres carrés (3.34) définissant la distance entre des réponses exṕerimentales et semi-
analytiques obtenues par le modèle, dans des cas de sollicitations de traction (π11 = σ) et de cisaillement
(π12 = τ ).

E(X) =

√
√
√
√

NT∑

i=1

ξi (σi − σ(λi,X))2 +

NS∑

i=1

ηi (τi − τ(γi,X))2, (3.34)

Cesétapes sont les suivantes :

1. Sur un essai de chargement monotone quasi-statique, on donne une premìereévaluation des pa-
ramètresC1, C2,Ap, χ respectivement notésC∗

1 , C∗
2 ,A∗

p, χ
∗.

2. Puis, au travers des essais de relaxation, une correction est amenée à cette pŕediction. À cette
étape, les param̀etres d́eterministes sont considéŕes identifíes.

3. Enfin,à l’aide d’essais triangulaires cycliquesà amplitude croissante,G0, η∞ sont d́etermińes.

Cette proćedure, sch́ematiśee dans le tableau3.4, est ŕeṕet́ee pour les diff́erentes temṕeratures exṕerimentales
permettant de d́ecrire l’évolution des param̀etres du mod̀ele en fonction de cette variable.



3.3. Ǵeńeralisation statistique visqueuse 83
Te

st
C

ha
rg

em
en

t
M

od
èl
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TAB . 3.4 – Proćedure d’identification des paramètres du mod̀ele statique.
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3.3.7 Ŕesultats

3.3.7.1 Importance de la branchéelasto-plastique

Comme nous avons pu le voir préćedemment, il est assez simple d’intégrer une branchéelasto-plastique
au mod̀ele statistique (ajout des termes en police orange dans leséquations du mod̀eles (3.31)). Il est
cependant logique de quantifier l’apport d’une telle intégration. Pour ce faire, deux identifications sont
réaliśees : l’une avec de la plasticité et l’autre sans. Les paramètres ainsi obtenus sont reportés dans les
tableaux3.6et3.5.

C1(MPa) G0(MPa) η∞(MPa.s) Ω

0.39 0.0696 0.0272 2.23

TAB . 3.5 – Ŕesultats d’identification du modèle statistique sans prise en compte de la plasticité (T =

25˚C).

C1(MPa) Ap(MPa) χ(Mpa) G0(Mpa) η∞(MPa.s) Ω

0.386 1.23 0.04 0.0614 0.063 1.56

TAB . 3.6 – Ŕesultats d’identification du modèle statistique avec prise en compte de la plasticité (T =

25˚C).

Les figures3.15et 3.16donnent alors leśevolutions en fonction de l’amplitude et de la fréquence de
sollicitation de nos deux indicateurs : la dissipation sur un cycle stabilisé et la raideur moyenne de celui-
ci dans des cas de sollicitations sinusoı̈dales (cf. FIG. 1.10et FIG. 1.13). Nous constatons alors que :
– l’influence de la fŕequence sur la raideur moyenne et la dissipation est prise en compte de manière

correcte par les deux modèles (figures3.15(a), 3.15(b), 3.16(a)et3.16(b)),
– il en va de m̂eme pour l’amplitude du signal sur la dissipation (figures3.15(d)et3.16(d)).
– par contre, les graphiques3.15(c)et 3.16(c)montrent clairement l’apport de cette branche pour la

prise compte de la perte de rigidité avec l’augmentation de l’amplitude (i.e.effet Payne, voir§ 1.3.4).
Ce dernier ph́enom̀eneétant un des trois des objectifs de modélisation que nous nouśetions fix́es (cf.
§ 3.3.1), la prise en compte de la brancheélasto-plastique apparaı̂t donc indispensable.

3.3.7.2 Param̀etres identifiés

Le tableau3.7 et la figure3.17 récapitulent l’identification du mod̀ele en donnant respectivement les
param̀etres en fonction de la température et leurśevolutions normaliśees.

T (oC) C1 (MPa) Ap (MPa) χ (MPa) a0 (MPa) η∞ (MPa.s) Ω

-55 0.538 2.424 0.107 0.151 0.14 1.56
-40 0.486 2.109 0.088 0.136 0.105 1.56
-25 0.451 1.767 0.075 0.121 0.096 1.56
25 0.386 1.23 0.04 0.0614 0.063 1.56
40 0.359 1.024 0.031 0.059 0.056 1.56
70 0.342 0.855 0.02 0.051 0.053 1.56

TAB . 3.7 – Param̀etres identifíes lors de l’́etape finale pour diff́erentes temṕeratures.
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FIG. 3.15 – Confrontation mod̀ele statistique (sans plasticité)/exṕerience de l’́evolution du module dy-
namique et de la dissipation globale suivant la fréquence et l’amplitude dynamique pour une sollicitation
cyclique sinusöıdale (Martinez, 2005).

3.3.7.3 Exemples de sollicitations complexes

REMARQUE 3.7
Les ŕesultats pŕesent́es ci-apr̀es ne sont qu’une petite partie des simulations réaliśees par Jean-
Marc Martinez apr̀es identification. Pour une description exhaustive, nous renvoyons le lecteur
vers son manuscrit de thèse (Martinez, 2005).

Après avoir identifíe les param̀etres du mod̀ele (un unique jeu pour une température donńee) sur des
essais cycliques triangulaires, la cohérence du mod̀ele est misèa l’épreuve sur :

– des sollicitations cycliques sinusoı̈dalesàN harmoniques (voir FIG. 3.18(a)et FIG. 3.18(b)pour une
simple harmonique, FIG. 3.18(c)et FIG. 3.18(d)pour une double harmonique et FIG. 3.18(e)pour une
triple harmonique.)

γ(t) =
N∑

i=1

γdi sin(i2πfrt)

– des sollicitations cycliques sinusoı̈dales avec pré-d́eformation (FIG. 3.18(f)et 3.18(g)),

γ(t) = γs + γd sin(2πfrt)
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FIG. 3.16 – Confrontation mod̀ele statistique (avec plasticité)/exṕerience de l’́evolution du module dy-
namique et de la dissipation globale suivant la fréquence et l’amplitude dynamique pour une sollicitation
cyclique sinusöıdale (Martinez, 2005).
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temṕerature(Xn(T ) = X(T )/X(T = 25˚C)).
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FIG. 3.18 – Ŕesultats pour des chargements complexes. Tests réaliśes suŕeprouvette de double cisaille-
ment.
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3.4 Implémentation numérique

3.4.1 Introduction

Comme nous avons pu le voir dans les paragraphes préćedents, le comportement dissipatif des différents
élastom̀eresétudíes est abord́e au travers de la géńeralisation aux grandes transformations de modèles
rhéologiques. Chronologiquement, au début des anńees 2000, nous avons privilégíe les approches la-
grangiennes et/ou mixtes dans nos travaux (Méo, 1996; Boukamel et al., 1997; Méo, 2000b; Boukamel
et al., 2001; Boukamel et Ḿeo, 2001; Méo et al., 2002a) puis notre pŕeférence est allée vers la des-
cription euĺerienne (Boukamel et Ḿeo, 2002; Martinez et al., 2002, 2003; Méo et al., 2003; Boukamel
et al., 2005, 2008, 2009; Lejeunes et al., 2009; Méo et al., 2009a; Lejeunes et al., 2010, 2011; Marti-
nez et al., 2011) car c’est elle quíetablit l’analogie avec les assemblages rhéologiques sous l’hypothèse
des petites perturbations (cf. § 2.3.5). Ceci permet des traitements sépaŕes de la contributiońelastique et
élasto-dissipative et fait apparaı̂tre pour cette dernière un d́ecouplage des phénom̀enes dans le cas d’états
intermédiaires multiples (voir leśequations (2.72) et (2.74) respectivement pour les cas compressible et
incompressible).
L’impl émentation de mod̀eles rh́eologiqueśetendus au cadre des grandes déformations áet́e abord́ee
dans la litt́erature. On peut citer lesétudes deSimo(1988); Simo et Hugues(2000) traitant les probl̀emes
élasto-plastiques en grandes déformations par un algorithme de retour radial, ceux deReese et Govind-
jee (1998b) proposant un retour exponentiel pour les cas visco-élastiques. Par la suite, cette dernière
strat́egie a largement́et́e utilisée (Dal et al., 2009; Areias et Matoǔs, 2008; Fancello et al., 2008; Nedjar,
2002).
Pour notre part, parallèlement aux deux voies empruntées dans la description du comportement (i.e.
lagrangienne/mixte et eulérienne), deux stratégies de d́eveloppement́eléments finis s’appuyant sur une
formulation variationnelle en lagrangien perturbé ontét́e propośees :
– le d́eveloppement d’éléments finis 2D, nuḿeriquement stables prenant en compte les comportements

de Zener et de Poynting-Thomson décrits en lagrangien incompressible (cf. § 3.2.1).
– la mise en place d’une famille complète d’́eléments finis 2D et 3D, nuḿeriquement stables décrivant

les lois compressibles des modèles Zener, Poynting-Thomson, Bingham géńeraliśe et Z (voir respec-
tivement leśequations (3.17), (3.18), (3.21) et (3.15) du paragraphe3.2.2)

Enfin, partant de la dernière approche, une proposition d’implémentation du mod̀ele statistique a aussi
ét́e propośee introduisant une discrétisation de l’espace statistique venant s’ajouter aux découpages spa-
tial et temporel.

3.4.2 D́eveloppement de mod̀eles unitaires

3.4.2.1 Approche lagrangienne : prise en compte global du comportement

3.4.2.1.1 Position du probl̀eme

REMARQUE 3.8
Les travaux qui vont̂etre d́ecrits ci-apr̀es sont largement décrits dans les ḿemoires (Ga-
brieli, 1995; Méo, 1996, 2000b) ainsi que dans les articlesBoukamel et al.(2001); Méo et al.
(2002a). Pour une description complète nous renverrons donc le lecteur vers ces références.

L’approche propose de modéliser le comportement visco-hyperélastique du Silicone2000(voir § 1.2.1),
partant des descriptions lagrangiennes incompressibles décrivant les comportements des modèles de
Zener et Poynting-Thomson données au travers deséquations (3.2) et (3.3).
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Le probl̀eme variationnel d’́equilibre quasi-statique est résolu via une formulation en lagrangien perturbé
(Carey et Oden, 1986; Lejeunes, 2006b). La solution d’́equilibre(u, p) vérifie :







Wm
u (u, p) =

∫

Ω
π : δFdV −

∫

∂ΩF

FS · δudS −
∫

Ω
ρ0fv · δudV = 0

Wm
p (u, p) =

∫

Ω
δp(J − 1 − αp)dV = 0

(3.35)

pour tousδu et δp respectivement choisis dans les mêmes espaces que les solutionsu et p. α est un
coefficient de perturbation strictement positif, qui quand il tend vers 0, fait tendre la solution(u, p) vers
la solution du probl̀eme incompressible.
Les d́eveloppements nuḿeriques ont́et́e ŕealiśes en Fortran 77 sur le logiciel S.I.C. (Système Interac-
tif de Conception) (Aunay, 1990). Il était principalement d́evelopṕe par l’Universit́e de Technologie de
Compìegne (UTC) et le Laboratoire de Ḿecanique et d’Acoustique (LMA). Leśeléments finis (uni-
quement 2D) sont basés sur une formulation mixte en déplacement et pression. Les déplacements sont
choisis continus entre chaque frontière élémentaire tandis que la pression y est discontinue afin d’en
permettre une condensation statique6. Nous avons pris soin de positionner nos différentes formulations
par rapport̀a la condition L.B.B. et d’autres tests de stabilité nuḿerique (Crisfield et Norris, 2000; Oden
et Kikuchi, 1982; Oden et al., 1982; Babuska et Narasimhan, 1997).
Cette biblioth̀eque d’́eléments finis est coupléeà un solveur non-lińeaire baśe sur la ḿethode de Newton-
Raphson.

3.4.2.1.2 Mod̀eles consid́erés et algorithme de ŕesolution
Seuls les mod̀eles de Zener et de Poynting-Thomson (FIG. 3.1 et 3.2) ont ét́e trait́es au cours de ce tra-
vail. La figure3.19 résume les choix des différents potentiels et leurs conséquences sur leśequations
décrivant les comportementsétablis§ 3.2.1.

3.4.2.1.3 Lois d’́ecoulement
Au cours d’une it́eration du processus de Newton-Raphson, l’incrément de gradient́etant donńe, il ap-
parâıt clairement que dans leséquations (3.39) et (3.41), la d́etermination deS passe par la connaissance
de la variable interne. Celle-ci est détermińee par les lois d’́ecoulement (́equations diff́erentielles enCa)
directement obtenues des lois complémentaires :







[
a1Ca

−1 · C
]D · Ca

−1 = ηĊa pour le mod̀ele de Zener
[

−a1Ca + c1Ca
−1 · C − c2

I2
C−1 · Ca

]D

· Ca
−1 = ηĊa pour le mod̀ele de Poynting-Thomson

(3.36)
Elles peuvent toutes deux se résumer ainsi :

Ċa(t) = G (t,Ca(t)) (3.37)

Cette équation est ŕesolue en chaque point d’intégration de l’́elément,à l’aide du sch́ema classique
d’Euler implicite sous divisant l’interval de temps de l’itération de Newton-Raphson considéŕee.

6Ainsi, malgŕe une formulation mixte le problème obtenu garde une taille identiqueà celle d’une formulation en
déplacement pur.
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ρoψeq(C) = c1(I1(C) − 3) + c2 ln
I2(C)

3
ρoψ

e
neq(Ce) = a1(I1(Ce) − 3)

(3.38)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

S = 2

»

c1C −
c2

I2
C

−1 + a1Ca
−1 · C

–D

· C−1 − pC
−1

ˆ

a1Ca
−1 · C

˜D
· Ca

−1 = ηĊa
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−1 = 0

(3.41)

FIG. 3.19 – Mod̀eles lagrangiens (ou mixte viaS = F−1 · π) dévelopṕes.

3.4.2.1.4 Oṕerateur tangent
Sur un plan plus technique7, la matrice tangente nécessaire au schéma nuḿerique it́eratif adopt́e ńecessite
le calcul du module tangent

dπ

dF
=

∂π

∂F
︸︷︷︸

1©

+
∂π

∂Ca
︸ ︷︷ ︸

2©

:
∂Ca

∂F
︸ ︷︷ ︸

3©

(3.42)

Les termes1© et 2© de (3.42) sont analytiquement obtenusà partir de (3.39-1) ou (3.41-1). La différenciation
de (3.37) donne







∂Ċa

∂F
=
∂G
∂F

+
∂G
∂Ca

:
∂Ca

∂F
∂Ċa

∂F

∣
∣
∣
∣
∣
tdébut it́eration

= 0

(3.43)

qui permet d’obtenir3© par un algorithme de Cranck-Nicholson. Ce dernier est réaliśe avec la m̂eme
sous-discŕetisation temporelle que celle mise en oeuvre dans l’algorithme d’Euler nécessairèa l’obten-
tion deCa.

7Pour plus de d́etails, nous renvoyons le lecteur vers (Boukamel, 1988; Gabrieli, 1995; Méo, 2000b). Ce renvoi reste vrai
pour l’intégralit́e de l’int́egration nuḿerique des mod̀eles lagrangiens.
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3.4.2.2 Apport de l’approche euĺerienne

3.4.2.2.1 Principe
À la suite du travail de Jean-Marc Martinez (Martinez, 2005), pour lequel aucune mise en oeuvre
éléments finis n’avait́et́e propośee, une collaboratiońetroite s’est mise en place entre le LMA, au travers
d’Adnane Boukamel et Stéphane Lejeunes, et le LMR.

Pour ce travail, c’est sur l’approche eulérienne des lois de comportement que notre choix se porte car
elle fait apparâıtre un d́ecouplage complet (TAB. 3.8) entre une contribution hyperélastique (σhyp), à
laquelle on fait porter la transformation volumique (i.e.Fvol, voir (2.15)), une autre purement visqueuse
(σvisco) et d’éventuelles hyperélasto-dissipatives (̄σi

ed) :

σ = σ̄eq : P1 + σvol

︸ ︷︷ ︸

σhyp

+
n∑

i=1

σ̄
i
neq : P1

︸ ︷︷ ︸

σ̄i
ed

+
∂ϕ0

∂D
︸︷︷︸

σvisco

(3.44)

Les lois compĺementaires d’́ecoulement relatives̀a chaque variable interne sont :

σ̄
i
ed = σ̄

i
neq : P1 =

∂iϕ

∂iD̄o
+

[

R̄i · i
σ̄neq · R̄iT

]

: P1 ∀i ∈ {1 . . . n} (3.45)

avecσ̄eq, σvol, σ̄i
neq, iσ̄neq définis (2.72) ou TAB. 3.8.

Le point de d́epart de tous nos développements est le travail de Stéphane Lejeunes (Lejeunes, 2006b)
qui a propośe et impĺement́e une classe complète d’́eléments finis hyperélastiques (i.e. notre premìere
branche) dans le code ZéBuLoN (Foerch et al., 1997). L’ensemble de ces développementśetant ŕealiśe en
C++, nos diff́erents comportements hyperélasto-dissipatifs peuventêtre mis en place en héritant (au sens
C++) des classes hyperélastiques d́ejà existantes et en les traitant de manière d́ecoupĺee. Ce traitement
revient pour chaque brancheà la ŕesolution d’une loi d’́ecoulement donnant l’évolution temporelle de
la variable interne (i.e. B̄i) la caract́erisant et au calcul de l’opérateur tangent qui lui est associé. Via
(3.44), l’opérateur tangent global se met sous la forme :

T = Thyp + Tvisco +
n∑

i=1

T
i
ed (3.46)

avec

Thyp =
dπhyp

dF
avecπhyp = Jσhyp · F−T

Tvisco =
dπvisco

dF
avecπvisco = Jσhyp · F−T

T
i
ed =

dπ̄i
ed

dF
avecπ̄i

ed = Jσ̄
i
ed · F−T ∀i ∈ {1 . . . n}

(3.47)
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∂iϕ
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R̄i · iσ̄neq · R̄iT
i

: P1

σ̄
i
neq = 2ρ0J

−1B̄i ·
∂ψineq

∂B̄i

= 2J−1
h

W i
neq,1

B̄i −W i
neq,2

B̄i−1i

i
σ̄neq= 2ρ0J

−1iB̄ ·
∂iψneq

∂iB̄

= 2J−1
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iB̄ − iWneq,2

iB̄
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σ = σ̄eq : P1 + σvol
| {z }

σhyp

+

n
X

i=1

σ̄
i
neq : P1

| {z }

σ̄i
ed

+σvisco

σ̄
i
neq : P1 =

∂iϕ

∂iD̄o
+

h

R̄i · iσ̄neq · R̄iT
i

: P1 ∀i ∈ {1 . . . n}

en respectant trD = 0 ; triD̄o = 0

F̄

F̄i iF̄

F̄n nF̄

ψeq(B̄)

ψ1

neq(B̄1)
1ψneq(1B̄)

1ϕneq(1D̄o)

ψn
neq(B̄n)

nψneq(nB̄)

nϕneq(nD̄o)

ϕ0(D)

TAB . 3.8 – Repŕesentation sch́ematique du d́ecouplage additif des contraintes (i.e. σ) en configuration
euĺerienne.

3.4.2.2.2 lois d’́ecoulement
C’est dans le contexte préćedemment pŕesent́e que les mod̀eles unitaires de Zener, Poynting-Thomson
et Bingham ont́et́e d́evelopṕes. Leśequations qui ŕegissent ces modèles en configuration eulérienne ont
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respectivement́et́e propośees en (3.17) (3.18) et (3.21). Le tableau3.9récapitule pour ces trois modèles
l’expression de la contrainte de Cauchy ainsi que la forme adoptée de la loi d’́ecoulement, ces dernières
étantétablies en annexe§ D.2.3.
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Poynting-Thomson
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˙̄Be = L · B̄e + B̄e · L
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−
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‚
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‚

σ̄
eD
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‚

‚

‚

‚

− χ
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η

σ̄
eD
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‚
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‚σ̄eD
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‚

‚

‚

· B̄e (3.50)

TAB . 3.9 – Mod̀eles unitaires d́evelopṕes en approche eulérienne et lois d’́ecoulement associées (avec

σ̄e
neq = 2J−1

[

W e
neq,1B̄e −W e

neq,2B̄
−1
e

]

).

Les ŕesolutions des lois d’écoulement (3.48), (3.49) et (3.50) peuvent̂etre meńee via trois strat́egies.
Une premìere, directe, s’appuyant par un schéma direct de Runge-Kutta-Fehlberg (Fehlberg, 1969) est
propośee8.
Une autre s’inspirant des algorithmes de prédiction-correction est mise en place. Une prédictionF̄⋆e de
F̄e est faiteà chaque d́ebut d’it́eration de Newton-Raphson :

Fe
⋆ = F̄(t) · F̄a|n

(3.51)

8Par la suite cet algorithme sera désigńe sous l’acronyme RKF
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avecF̄a|n
la valeur dēFa à la dernìere it́eration converǵee. Puis afin de “corriger”Fe

⋆ , B̄e, le tenseur
de Cauchy-Green gauche associé à la solution, est supposé d́ecomposable :

B̄e = b(t)N + s(t)1 (3.52)

ouN est un tenseur sphérique normaliśe.
Ainsi décompośe, B̄e est ŕeintroduit dans les diff́erentes lois d’́ecoulement, permettant d’aboutirà un
syst̀eme diff́erentiel du premier ordrèa deuxéquations et deux inconnues(b(t), s(t)) qui peutêtre ŕesolu
par un algorithme d’Euler implicite9.

Enfin, une variante de l’algorithme préćedent consistant̀a linéariser10 b(t) et s(t) autour de la dernière
solution converǵee(b(tn), s(tn)), est aussi d́evelopṕee :

{
b(t) = b(tn) + δb(t)

s(t) = s(tn) + δs(t)
(3.53)

C’est sous cette forme qu’est réintroduitB̄e dans les lois d’́ecoulement ou les termes d’ordre 2 sont
négligés. Une fois encore un système diff́erentiel du premier ordre est obtenu :

{
δ̇b

δ̇s

}

= [A(t)]

{
δb

δs

}

+ {C(t)} (3.54)

δb(tn+1) et δs(tn+1) (ou tn+1 est le temps de fin de la nouvelle itération) peuvent alorŝetreévalúees :

– soit de manìere semi-analytique par :

{
δs(tn+1)

δb(tn+1)

}

=

∫ tn+1

tn

e[Ω(tn+1−s)]{C(s)}ds (3.55)

ouΩ(t) est une śerie de Magnus (Iserles. et al., 1999) :

Ω(t) =

∫ t

tn

A(s)ds+
1

2

∫ t

tn

[A(s),

∫ t

tn

A(s1)ds1]ds+
1

4

∫ t

tn

[A(s),

∫ t

tn

[A(s1),

∫ t

tn

A(s2)ds2]ds1]ds+...

(3.56)
avec[X,Y ] = XY − Y X.

– soit de manìere nuḿerique en supposant[A(t)] et {C(t)} constants sur l’it́eration etégauxà leurs
valeursà tn.

REMARQUE 3.9
Une decription complète des sch́emas nuḿeriques pŕećedemment́evoqúes est pŕesent́ee dans
(Boukamel et al., 2008; Lejeunes et al., 2009, 2010, 2011).
De plus, tout comme dans le cas lagrangien, les détails de calcul des opérateurs tangents ne
sont pas donńes dans ce manuscrit. Pour le calcul des opérateurs tangents hyperélastiques
(Thyp) le lecteur est renvoýe vers (Lejeunes, 2006b) et pour ceux líes aux comportement
élasto-dissipatif (Ted), il est renvoýe vers les articles précit́es dans cette remarque.

9D’où le nom choisi pour ce schéma : BETS pour Backward Euler Time Stepping.
10Expliquant la d́esignation choisie pour ce schéma : LBETS pour Linearized Backward Euler Time Stepping.
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3.4.2.2.3 Exemple
L’exemple trait́e par la suite porte sur la modélisation d’unéeprouvette diabolo dont les dimensions sont
donńees FIG. 3.20(a)et sur laquelle est appliquée le chargement suivant :

u = u0 + u0 sin(2πft) avecf = 3Hz etu0 = 2.0mm (3.57)

Dans cet exemple, les potentiels hyperélastiques sont ainsi choisis (les pseudo-potentiels de dissipation
l’ étant d́ejà pour l’́etablissement de (3.48), (3.49) et (3.50)) :

Potentiels Zener et Bingham Poynting-Thomson

ρ0ψeq(B̄)
C1(I1(B̄) − 3) + C2(I2(B̄) − 3)

+C20(I1(B̄) − 3)2
✗

ρ0ψ
e
eq(B̄e) G(I1(B̄e) − 3)

C1(I1(B̄e) − 3) + C2(I2(B̄e) − 3)

+C20(I1(B̄e) − 3)2

ρ0ψ
a
eq ✗ G(I1(B̄a) − 3)

TAB . 3.10 – Choix des diff́erents potentiels pour les modèles de Zener, Bingham et Poynting-Thomson
en configuration lagrangienne.

Les caract́eristiques du matériau sont d́ecrites pour chacun des trois modèles dans le tableau3.11. Le
chargement et la ǵeoḿetrieétant axisyḿetriques, c’est sous cette hypothèse qu’est discrétiśee la structure
à l’aide de 308́eléments quadrangles de type Q9P311 (cf. FIG. 3.20(b)).
La figure3.21donne leśevolutions de la force de réaction due au d́eplacement en fonction de celui-ci
pour chaque assemblage rhéologique. Plusieurs remarques peuventêtreétablies concernant ces dernières :
– Les mod̀eles semblent bien rendre compte de ceà quoi ils sont destińes : restranscrire des non-

linéarit́es imputables̀a la fois aux grandes déformations et au comportement.
– Les trois algorithmes choisis donnent des réponses globales se stabilisant. Cependant, si l’on fait

exception du mod̀ele de Zener pour lequel les trois réponses sont très proches, il semble que la
linéarisation autour de la dernière solution converǵee (LBETS) soit un peu trop grossière pour les
mod̀eles de Poynting-Thomson et Bingham. Ceci est sans douteà rapprocher de la plus grande com-
plexité des lois d’́ecoulement de ces deux modèles (3.49) (3.50) en comparaison avec celle décrivant
l’ évolution de la variable interne du modèle de Zener (3.48). Ce constat semble se confirmer en exa-
minant, par exemple, les répartitions de la contraintes de Von Mises pour le modèle de Poynting-
Thomson aux extrema d’un cycle stabilisé (cf.FIG. 3.22et3.23). Lesécarts, constatés sur les ŕeponses
globales, se retrouvent aussi au niveau local ou l’on voit une différence de cartographie entre, d’un
côté, les sch́emas nuḿeriques RKF et BETS et de l’autre sa variante linéariśe LBETS.

Modèles C1(MPa) C2(MPa) C3(MPa) G(MPa) η(MPa.s) χ(MPa)

Zener 7.08e-02 -8.42e-02 5.27e-02 6.14e-01 5.06e-01 ✗

Poynting-Thomson 6.16e-01 -4.52e-02 2.01 1.78 4.89e-01 ✗

Visco-plastique 2.68e-01 2.37e-01 2.10e-02 8.25e-01 1.29e-01 1.33e-01

TAB . 3.11 – Param̀etres mat́eriaux des 3 mod̀eles unitaires eulériens.

11Ceséléments quadratiques en déplacement et lińeaires en pression vérifient la condition LBB.
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FIG. 3.20 –Éprouvette diabolo, ǵeoḿetrie et maillage adopté.
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(b) Modèle de Poynting-Thomson.
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(c) Modèle de Bingham.

FIG. 3.21 – Tests nuḿeriques de traction cyclique sur diabolo.
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x

y

z

(a) RKF.

x

y

z

(b) BETS.

x

y

z

(c) LBETS.

0.0241
0.584

1.14
1.7

2.27
2.83

3.39
3.95

4.51
5.07

5.63
6.19

6.75
7.31

FIG. 3.22 – Ŕepartition de la contrainte de Von Mises au maximum d’un cycle stabilisé pour un mod̀ele
de Poynting-Thomson. Algorithmes de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF), Euler implicite (BETS), Euler
implicite linéariśe (LBETS).
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FIG. 3.23 – Ŕepartition de la contrainte de Von Mises au minimum d’un cycle stabilisé pour un mod̀ele
de Poynting-Thomson. Algorithmes de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF), Euler implicite (BETS), Euler
implicite linéariśe (LBETS).

3.4.3 Mod̀ele statistique, ajout d’une nouvelle discŕetisation

L’impl émentation nuḿerique du mod̀ele statistique proposé en (3.31) s’appuie grandement sur les déve-
loppements proposés pŕećedemment. En effet, on a vu que finalement le système d’́equations ŕegissant
son comportement pouvaitêtre vu comme un assemblage en parallèle d’une branche hyperélastique,
d’une branchéelasto-plastique parfaite et d’une branche visco-élastique statistique (FIG. 3.12).

Chaque comportement est traité śepaŕement comme le suggère la proćedure d́ecrite pŕećedemment.
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REMARQUE 3.10
Les équations pŕesent́ees par la suite tiendront compte des choix de potentiels qui sont faits
dans le paragraphe3.3.4.

Dans un premier temps, l’hyperélasticit́e (en lui faisant une fois de plus porter la transformation volu-
mique) am̀ene une contributioǹa la contrainte de Cauchy totale :

σhyp = σ̄eq : P1 + σvol = 2J−1C1B̄
D + κ(J − 1)

︸ ︷︷ ︸

p

1 en respectant tr̄D = 0 (3.58)

et le module tangentThyp.
L’ élasto-plasticit́e d́ecrite par le système (3.31) :







σ̄
p
neq : P1 = 2ApJ

−1B̄pD

e

2ApJ
−1B̄pD

e = χ
D̄0

p
∥
∥D̄0

p

∥
∥

en respectant tr̄D0
p = 0

(3.59)

donne un module tangent noté Tep. La mise en oeuvre de cette branche se fait par un algorithme de
retour radial (Simo et Hugues, 2000).
Enfin, le traitement nuḿerique de la branche visco-élastique statistique décrite par







∫ +∞

0
σ̄

v
neq(ω) : P1P(ω)dω =

∫ +∞

0
2G(ω)J−1B̄vD

e (ω)P(ω)dω

2G(ω)J−1B̄vD

e (ω) = η(ω)D̄0
v(ω) ∀ω ∈ [0,+∞[

trD̄0
v(ω) = 0 ∀ω ∈ [0,+∞[

(3.60)

nous obligèa discŕetiser l’int́egrale (ce qui n’est pas le cas dans le traitement semi-analytique) donnant
la contribution en contrainte de la branche visco-élasique statistique :

∫ +∞

0
2G(ω)J−1B̄vD

e (ω)P(ω)dω ⋍

n∑

i=1

2G(ωi)J
−1B̄vD

e (ωi)P(ωi)∆ωi (3.61)

Il en va de m̂eme pourTstatev , l’opérateur tangent qui en découle :

T
stat
ev =

∫ +∞

0
Tev(ω)P(ω)dω ⋍

n∑

i=1

Tev(ωi)P(ωi)∆ωi (3.62)

L’impl émentation devient alors très simple puisqu’il n’y a plus qu’à ŕealiser, autant de fois que de points
de discŕetisation de l’espace statistique, l’un des trois algorithmes présent́es (RKF, BETS, LBETS) dans
le paragraphe préćedent. Ceci am̀ene alors̀a voir la contrainte et le module tangent engendrés par cette
branche comme deux sommes :

σ = σ̄eq : P1 + σvol
︸ ︷︷ ︸

σhyp

+σ̄
p
neq : P1 +

n∑

i=1

2G(ωi)J
−1B̄vD

e (ωi)P(ωi)∆ωi (3.63)

T = Thyp + Tep +
n∑

i=1

Tev(ωi)P(ωi)∆ωi

︸ ︷︷ ︸

Tstatev

(3.64)
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3.5 Conclusion

Dans un premier temps, en nous appuyant sur un découpage unique de la transformation incompres-
sible –F̄ = F̄e · F̄a, comme le sugg̀ere le paragraphe2.3.3.1– il est propośe d’expliciter des mod̀eles
rhéologiques simples intoduisant une unique variable interne afin de décrire la partie dissipative du
comportement. Ainsi, dans un cadre lagrangien incompressible, les modèles de Zener et de Poynting-
Thomson sont d́eclinés puis confront́es à des essais de double cisaillement réaliśes sur Silicone2000.
Ils font preuve d’une assez bonne cohérence avec l’exṕerimental, pŕesentant chacun deux des quatre
caract́eristiques ǵeoḿetriques des boucles d’hystéŕesis ŕeelles. Ensuite, la faisabilité de remplacer la
partie dissipative visqueuse par une partie plastique ou visco-plastique est présent́ee dans un cadre com-
pressible et eulérien. Cette approche met au passage enévidence la simplicit́e d’écriture inh́erenteà la
description euĺerienne.
Mais tous ces mod̀eles unitaires marquent le pas quand il s’agit de retranscrire le comportement à basses
temṕeratures (i.e. proches de la transition vitreuse) et/ou de traduire simultanément les influences de
l’amplitude et de la fŕequence (ou de la vitesse) du chargement. Pour parvenirà nos fins, partant d’une
décomposition multiple (cf. § 2.4), nous avons (principalement dans le cadre du travail de Jean-Marc
Martinez (Martinez, 2005; Martinez et al., 2011; Boukamel et al., 2005; Martinez et al., 2002, 2003; Méo
et al., 2003, 2009a)) statistiquement ǵeńeraliśe la partie visqueusèa l’aide d’une fonction de répartition
et de potentiels d́ependants d’une variable statistique. De plus, l’apport indéniable d’une branchéelasto-
plastique est aussi mis en exergue, et ce afin de prendre en compte l’influence de l’amplitude de sollici-
tation sur la ŕeponse du matériau. Le mod̀ele obtenu rend alors compte, dans le cadre d’essais réaliśes
sur Silicone2005, pour des jeux de param̀etres identifíes sur une plage de températures allant de−55˚C à
70˚C (la strat́egie d’identificatiońetant aussi d́ecrite), de l’effet Payne et de l’influence de fréquence. Il
est aussi confronté avec succ̀esà des chargements complexes présentant une ou plusieurs harmoniques
et d’éventuels paliers statiques.
Enfin deux strat́egies d’impĺementatiońeléments finis des modèles sont proposées, l’une partant d’une
formulation lagrangienne et appliquée aux mod̀eles de Poynting-Thomson et Zener, et l’autre s’appuyant
sur un formalisme eulérien permettant la mise en oeuvre des assemblages de Zener, Poynting-Thomson,
Bingham et du mod̀ele statistique via une discrétisation de l’espace statistique.





CHAPITRE

4 Influence de la temṕerature sur le
comportement et couplage
thermo-mécanique

C
omme il aét́e vu dans le chapitre1, la thermique et la ḿecanique
semblent ŕeciproquement s’influencer. Afin de prendre en compte
ces ph́enom̀enes thermo-ḿecaniques, une plate-forme de couplage

est mise en place.
En supposant sépaŕement positives les parts thermique et mécanique de la dis-
sipation (ŕeécrite sans aucune hypothèse et dans les différentes configurations),
il est possible de ŕeutiliser les lois de comportement mécanique pŕesent́ees
dans les chapitres2 et 3 dont les param̀etres sont choisis dépendants de la
temṕerature et d’adopter une classique loi de Fourier pour prévoir la ŕeponse
thermique. Leśequations constitutives (thermiques ou mécaniques) restent
quasiment inchanǵees, seule la conservation de l’énergie se trouve modifiée
par la prise en compte de la dissipation intrinsèque ḿecanique et de termes de
couplage comme sources volumiques de chaleur.
En ńegligeant les termes de couplage, le problème se ŕesume alors̀a une
succession de séquences composées d’un calcul ḿecanique (dont les pa-
ramètres sont identifíesà partir du champ de température de l’́etape thermique
préćedente) et d’un calcul thermique (avec comme source volumique de cha-
leur le champ de dissipation mécanique de l’́etape ḿecanique pŕećedente).
Enfin, dans les cas de chargements mécaniques ṕeriodiques, en considérant une
moyenne de la dissipation stabilisée comme terme source thermique, des temps
de ŕesolution ḿecaniques et thermiques peuventêtre choisis diff́erents. Ceci
permet alors d’atteindre l’état stationnaire thermique avec un gain en temps de
calcul significatif.
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4.3.3 D́ecouplage des problèmes thermiques et ḿecaniques. . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.3.3.1 Cas particulier de sollicitations mécaniques cycliques. . . . . . . . . . 116
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4.1 Introduction et positionnement du probl̀eme

D’un point de vue du comportement mécanique, nombreux sont les essais pouvant mettre enévidence
l’influence importante de la température sur la ŕeponse ḿecanique de nośelastom̀eres. Ceci peut, par
exemple,̂etreétaýe par :
– les figures1.3et 1.14qui montrent cette d́ependance sur les propriét́es visco-́elastiques des CR , BR

et HNBRétudíes,
– les figures1.15etA.1 qui l’illustrent sur les courbes d’hystéŕesis du Silicone2000 et du Silicone2005,
– ou encore les figures1.10et 1.13, repŕesentant leśevolutions de la raideur global de ces courbes et

leurs aires (̀a amplitude ou fŕequence fixe), qui contribuentà une quantification de ce phénom̀ene.
Il est, de plus, int́eressant de constater que cette dépendance semble réciproque car, pour une température
d’enceinte contr̂olée et maintenue constante, le champ de température du matériauévolue spatialement
et temporellement (FIG. 1.17(b)et FIG. 1.17(c)).
Dans litt́erature, ces problèmes sont aussi expérimentalement approchés, citons leśetudes deCaborgan
(2011) faisant suitèa Honorat(2006) et estimant les quantités de chaleur mises en jeu dans le couplage
thermo-ḿecanique du NR.Le Saux(2010) propose, quant̀a lui, une ḿethode originale de caractérisation
de la fatigue par une mesure de l’auto-échauffement par thermographie infrarouge.
La probĺematiquèa laquelle nous allons tenter de répondre dans ce chapitre est de prévoir, le champ de
temṕerature stabliśe d’une structure soumisèa une sollicitation ḿecanique cyclique et placée dans une
atmosph̀ereà temṕerature constante. Pour ce faire, nous nous sommes attachésà mettre en place une
plate-forme simple capable de rendre compte de ce couplage thermo-mécanique.
D’autres auteurs se sont intéresśesà ce probl̀eme.Holzapfel et Reiter(1995) propos̀erent une mod́elisation
thermo-ḿecanique en visco-élasticit́e linéaire. Dans le cadre des grandes transformations, il est aussi
possible de citer en thermo-élasticit́e (Holzapfel et Simo, 1996a; Lion, 1997a,b), en thermo-visco-
élasticit́e (Holzapfel et Simo, 1996b) et thermo-visco-plasticité (Lion, 2000). Sur un plan plus nuḿerique
citons les travaux deReese et Govindjee(1998a); Reese(2001); Miehe (1995b); Le Chenadec et al.
(2008).
Notre approche s’appuie sur le cadre thermodynamique présent́e dans le chapitre2 en ne prenant plus
en compte l’hypoth̀eseH. 2.1supposant l’isothermie et l’homogéńeité de la temṕerature.
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4.2 Aspects th́eoriques du couplage thermo-ḿecanique

4.2.1 Lois de comportement

N’ayant plusà notre disposition l’hypoth̀eseH. 2.1, il nous faut repartir deśequations (2.8), (2.10) et
(2.9), en supposant :

ψ = ψ(T, J, C̄, C̄a) ouψ = ψ(T, J, B̄, B̄e) (4.1)

ce qui conduira par une démarche analoguèa celle meńee dans le chapitre2 à
– en configurations lagrangienne et mixte

φ0 = −ρ0

(
∂ψ

∂T
+ s

)

Ṫ − 1

T
Q · gradXT

︸ ︷︷ ︸

φther0

1©
︷ ︸︸ ︷

−ρ0

(
∂ψ

∂C̄
: ˙̄C +

∂ψ

∂C̄a

: ˙̄Ca +
∂ψ

∂J
: J̇

)

+

π:Ḟ
︷ ︸︸ ︷

S : Ė

︸ ︷︷ ︸

φint0

≥ 0

(4.2)
– en configuration eulérienne

φ = −ρ
(
∂ψ

∂T
+ s

)

Ṫ − 1

T
q · gradxT

︸ ︷︷ ︸

φther

−ρ

2©
︷ ︸︸ ︷(
∂ψ

∂B̄
: ˙̄B +

∂ψ

∂B̄e

: ˙̄Be +
∂ψ

∂J
: J̇

)

+σ : D

︸ ︷︷ ︸

φint

≥ 0 (4.3)

HYPOTHÈSE4.1
On suppose que la dissipation (φ ou φ0) résulte uniquement des déformations totales, des
variables internes et de la conduction thermique. Ceci conduità la relation :

s = −∂ψ
∂T

. (4.4)

HYPOTHÈSE4.2
On suppose que les dissipations intrinsèque et thermique sont sépaŕement positives et ce,
indépendamment de la configuration (Germain, 1973).

φint ≥ 0 etφther ≥ 0 (4.5)

φint0 ≥ 0 etφther0 ≥ 0 (4.6)

Sous l’hypoth̀eseH. 4.1, cette condition est suffisante pour assurerφ ≥ 0 ouφ0 ≥ 0

Cette dernìere hypoth̀ese pŕesente l’int́er̂et majeur, en considérant,φint ≥ 0 et φint0 ≥ 0, de nous
permettre de reproduire exactement la démarche meńee dans le chapitre2 car la dissipation intrins̀eque
mécanique est́egaleà la dissipation totale dans le cadre isotherme. Les termes1© et 2© deséquations
(4.2) et (4.3) ont d́ejà ét́e trait́es en annexeB. Ainsi, le principe de normalité, appliqúe à φint et φint0 ,
conduira aux́equations de comportement mécanique pŕećedemment́etablies dans le chapitre2.
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La positivit́e des dissipations thermiques peutêtre obtenue en adoptant un comportement thermique
simple suivant une loi de Fourier dans les configurations eulérienne et lagrangienne (Bérardi, 1995) :

q = −KgradxT (4.7)

Q = −JF−1 · K · F−TgradxT (4.8)

etK = K1 dans le cas d’un milieu isotrope de conductivité thermiqueK.

4.2.2 Équation de la chaleur

Afin d’ établir l’équation de la chaleur, il nous faut revenirà (2.7), la d́efinition initiale deψ :

e = ψ + sT (4.9)

4.2.2.1 Écriture eul érienne

En configuration eulérienne,ψ est consid́eŕeeêtre une fonction des variables(T, J, B̄, B̄e), si bien que
sous l’hypoth̀eseH. 4.2

ė =
∂ψ

∂B̄
: ˙̄B +

∂ψ

∂B̄e

: ˙̄Be +
∂ψ

∂J
: J̇ + ṡT (4.10)

Le premier principe expriḿe en (2.3) donne alors l’́egalit́e :

ρṡT = φint + ρr − divxq (4.11)

En utilisantà nouveau l’hypoth̀eseH. 4.2 et comme(T, J, B̄, B̄e) est un jeu de variables considéŕees
comme ind́ependantes :

ṡ = − ∂2ψ

∂t∂T
= − ∂2ψ

∂T∂B̄
: ˙̄B − ∂2ψ

∂T∂B̄e

: ˙̄Be −
∂2ψ

∂T∂J
: J̇ +

∂s

∂T
Ṫ

= −
[

2B̄ · ∂2ψ

∂T∂B̄
: P1 + 2B̄e ·

∂2ψ

∂T∂B̄e

: P1 + J
∂2ψ

∂T∂J

]

: D

+

[

2V̄e ·
∂2ψ

∂T∂B̄e

· V̄e

]

: D̄o
a +

∂s

∂T
Ṫ

(4.12)

on obtient alors l’́equation de la chaleur sous sa forme finale :

1©
︷ ︸︸ ︷

ρCεṪ +

2©
︷ ︸︸ ︷

divxq =

3©
︷︸︸︷

ρr +

4©
︷︸︸︷

φint

−ρT
[

2V̄e ·
∂2ψ

∂T∂B̄e

· V̄e

]

: D̄o
a

}

5©
+ρT

[

2B̄ · ∂2ψ

∂T∂B̄
: P1 + 2B̄e ·

∂2ψ

∂T∂B̄e

: P1 + J
∂2ψ

∂T∂J

]

: D

(4.13)

AvecCε la chaleur sṕecifiqueà d́eformation constante1 :

Cε = T
∂s

∂T

L’analyse des diff́erents termes de l’équation (4.13) reste la m̂eme que sous l’hypothèse des petites
déformations,̀a savoir :

1En étant plus pŕecis, avec̄B, J et B̄e constants.
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– les composantes1© et 2© correspondent respectivement aux termes d’absorption et de fuite dechaleur,
– la grandeurρr ( 3©) repŕesente tout́echange volumique réaliśe avec l’ext́erieur,
– en 4© on retrouve la dissipation intrinsèque (ḿecanique) qui est donc homogèneà une source volu-

mique de chaleur interne,
– et enfin les termes de couplage (5©) qui traduisent la d́ependance entre les problèmes ḿecanique et

thermique.

4.2.2.2 Écriture lagrangienne (mixte)

Une d́emarche analoguèa celle meńee en euĺerien conduirait̀a uneéquation de la chaleur de la forme :

1©
︷ ︸︸ ︷

ρ0CεṪ +

2©
︷ ︸︸ ︷

divXQ =

3©
︷︸︸︷

ρ0r +

4©
︷︸︸︷

φint0

+ρ0Tρ0
∂2ψ

∂T∂C̄a

: ˙̄Ca+ρ0T

[

2
∂2ψ

∂T∂C̄
: PC + J

∂2ψ

∂T∂J
C−1

]

: Ė

︸ ︷︷ ︸

5©

(4.14)

L’analyse des diff́erents termes cerclés de (4.14) est la m̂eme que celle proposée dans le paragraphe
préćedent.

4.2.3 Position du probl̀eme thermo-ḿecanique

Il est maintenant possible de résumer leśequations ŕegissant notre problème thermo-ḿecanique en fonc-
tion de la configuration choisie.

4.2.3.1 Description euĺerienne

qs ω

ρr + φv

Te

∂ωq

∂ωT

(a) Conditions limites du problème thermique

ω

∂ωF

∂ωU

ρfv

fs

u0

(b) Conditions limites du problème ḿecanique

FIG. 4.1 – Probl̀eme thermo-ḿecanique eulérien.

Le bilan nous donne alors pour chacun des deux problèmes
• Problème ḿecanique:

– Équation locale de conservation du mouvement

divxσ + ρfv = ρü ∀x ∈ ω (4.15)

avecfv etu respectivement la densité massique d’effort et le déplacement.
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– Les conditions aux limites {
σ · n = fs ∀x ∈ ∂ωF
u = u0 ∀x ∈ ∂ωU

(4.16)

où fs etu0 sont la densit́e surfacique d’effort impośe dansCt et le d́eplacement imposé.
– Les équations constitutives données par exemple dans le cas géńeral d’un milieu d́ecrit par une

seule configuration interḿediaire (cf. (2.48) et (2.49)) :






σ = σ̄eq : P1 + σ̄
e
neq : P1 + σvol +

∂ϕ0

∂D

σ̄
e
neq : P1 =

∂ϕa

∂D̄o
a

+
[
R̄e · σ̄a

neq · R̄T
e

]
: P1

avecσ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄)

et σ̄e
neq = 2ρ0J

−1B̄e ·
∂ψeneq

∂B̄e

(B̄e) ; σ̄
a
neq = 2ρ0J

−1B̄a ·
∂ψaneq

∂B̄a

(B̄a)

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄o
a = 0

∀x ∈ ω (4.17)

• Problème thermique :
– La conservation de l’énergie doit̂etre respectée :

ρCεṪ + divxq = ρr + φa ∀x ∈ ω (4.18)

avecφa = 4© + 5© de l’équation (4.13).
– Les conditions de frontières thermiques

{
q = qs ∀x ∈ ∂ωq
T = Te ∀x ∈ ∂ωT

(4.19)

avecTe etqs les conditions limites thermiques respectivement en températures et en flux de chaleur
(euĺerien).

– Le comportement thermique est régi par la loi de Fourier

q = −KgradxT ∀x ∈ ω (4.20)

4.2.3.2 Description lagrangienne

Qs Ω

ρ0r + φv0

Te

∂Ωq

∂ΩT

(a) Conditions limites du problème
thermique

Ω

∂ΩF

∂ΩU

ρ0fv

Fs

u0

(b) Conditions limites du problème
mécanique

FIG. 4.2 – Probl̀eme thermo-ḿecanique lagrangien.
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Une d́emarche analogue en lagrangienà celle pŕećedemment meńee en euĺerien est propośee :
• Problème ḿecanique :

– Équation locale de conservation du mouvement

divXπ + ρ0fv = ρ0ü ∀X ∈ Ω (4.21)

– Les conditions aux limites {
π · N = Fs ∀X ∈ ∂ΩF

u = u0 ∀X ∈ ∂ΩU
(4.22)

– Les équations constitutives données par exemple dans le cas géńeral d’un milieu d́ecrit par une
seule configuration interḿediaire (cf. (2.51) ou (2.52)) :







π = π̄eq : PF + 2ρ0F̄ ·
∂ψeneq

∂C̄
: PF + πvol + F · ∂ϕ0

∂Ė

ou encoreS = S̄eq : PC + 2ρ0

∂ψeneq

∂C̄
: PC + Svol +

∂ϕ0

∂Ė

−
[

ρ0

∂ψaneq

∂C̄a

+ ρ0

∂ψeneq

∂C̄a

]

: PC̄a
=
∂ϕa

∂ ˙̄Ca

avecπ̄eq = 2ρ0F̄ · ∂ψeq
∂C̄

(C̄) et S̄eq = 2ρ0
∂ψeq

∂C̄
(C̄)

en respectant̄̇F : F̄−T = 0 ; ˙̄Ca : C̄−1
a = 0

∀X ∈ Ω (4.23)

• Problème thermique :
– La conservation de l’énergie doit̂etre respectée :

ρCεṪ + divXQ = ρr + φa0 ∀X ∈ Ω (4.24)

avecφa0 = 4© + 5© de l’équation (4.14).
– Les conditions de frontières thermiques

{
Q = Qs ∀X ∈ ∂Ωq

T = Te ∀X ∈ ∂ΩT
(4.25)

– Le comportement thermique est régi par la loi de Fourier

Q = −JKC−1gradXT ∀X ∈ Ω (4.26)

fv, u, u0 etTe ont les m̂emes d́efinitions que dans l’approche eulérienne.FS et Q sont quant̀a eux la
densit́e surfacique d’effort impośe et le flux de chaleur imposé en configuration lagrangienne.
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4.3 Traitement du couplage

4.3.1 Simplifications et hypoth̀eses

4.3.1.1 Termes de couplage

HYPOTHÈSE4.3
Les termes de couplage de l’équation de la chaleur (5© deséquations (4.13) ou (4.14)) sont
suppośes nuls.

On constate que les termes5© deséquations (4.13) ou (4.14) sont homog̀enesà des d́erivées de con-
traintes ḿecaniques par rapportà la temṕerature. Ainsi, l’hypoth̀eseH. 4.3, nous am̀eneà consid́erer
les contraintes ḿecaniques comme des fonctions indépendantes de la température ou variant peu avec
celle-ci. Cette hypoth̀ese restreint le domaine de validité du mod̀ele à des temṕeratureśeloigńees de
la zone de transition vitreuse et reste discutable en début d’essai.̀A titre d’exempleCaborgan(2011);
Honorat(2006) ne ńegligent pas ces termes. Dans notre cas, leur prise en compte contraindrait à des
temps physiques de simulations inférieursà ceux souhaités dans le cadre de notre application.

4.3.1.2 Dilatation thermique

Certains auteurs (Lion, 1997a; Holzapfel et Simo, 1996a) choisissent de d́ecomposer la transformation
en une partie purement thermique (FT ) et une autre purement mécanique (FM ). Ceci conduirait̀a intro-
duire unétat interḿediaire purement thermique.

F = FM · FT avecFT = (f(T − T0))
1
3 1, T0 la temṕerature initiale etf(0) = 1 (4.27)

HYPOTHÈSE4.4
Aucune dilatation n’ayant́et́e constat́ee au cours de nos essais expérimentaux, ce ph́enom̀ene
est donc ńegligé dans le cadre de notre modèle,i.e. :

FT = 1.

4.3.2 Probl̀eme thermo-ḿecanique et param̀etres mat́eriaux

En accord avec nos travaux sur le Silicone2000, on attribuèa l’élastom̀ere un comportement ḿecanique de
type Poynting-Thomson incompressible. on utilisera pour décrire ce mod̀ele la formulation lagrangienne
(3.3). Les param̀etres de ce mod̀ele pour ce matériau ontét́e identifíes en fonction de la température et
décrites TAB. 3.3. Des lois d’́evolution sont extrapolées pour chacun d’eux et sont données FIG. 4.3.
Les propríet́es thermiques sont quantà elles donńees TAB. 4.1.

K (Wm−1K−1) 0.127
ρ0Cε (Jm−3K−1) 1.88 · 106

TAB . 4.1 – Caract́eristiques thermiques du Silicone2000.
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c1(T ) = 2.77405 exp(−0.05941T ) + 0.951107
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FIG. 4.3 –Évolution en fonction de la température des diff́erents param̀etres ḿecaniques du Silicone2000.

Le probl̀eme thermo-ḿecanique complet, sous les hypothèsesH. 4.3 et H. 4.4, le choix fait pour le
mod̀ele ḿecanique ainsi que les extrapolations de ses paramètres (voir FIG. 4.3), devient :

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Comportement ḿecanique :







S = 2

[

c1(T )Ca
−1 · C − c2(T )

Ie2
C−1 · Ca

]D

· C−1 − pC−1

[

a1(T )Ca + c1(T )Ca
−1 · C − c2(T )

Ie2
C−1 · Ca

]D

· Ca
−1 = η(T )Ċa

Ċ : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

Comportement thermique :Q = −JKC−1gradXT
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Équations constitutives ḿecaniques :







divXπ + ρ0f = 0 surΩ

π · N = Fs sur∂ΩF

u = u0 sur∂ΩU

Équations constitutives thermiques :







ρ0CεṪ + divXQ = ρ0r + φint0 surΩ

Q = Qs sur∂ΩQ

T = Te sur∂ΩT

(4.28)
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4.3.3 D́ecouplage des probl̀emes thermiques et ḿecaniques

Temṕerature initiale

Mise à jour des propríet́es ḿecaniques

Actualisation de la temṕerature

Grandeurs ḿecaniques ńecessaires
au calcul thermique

Solution du probl̀eme
mécanique(tmec)

Solution du probl̀eme
thermique(tthe)

FIG. 4.4 – Algorithme de couplage thermo-mécanique.

Grâce en particulier aux hypothèsesH. 4.3etH. 4.4, il est possible d’adopter l’algorithme de couplage
”faible” décrit figure4.4qui consiste en un d́ecouplage des calculs thermiques et mécaniques (Bérardi,
1995; Gabrieli, 1995; Holzapfel et Simo, 1996a). Au cours de la mod́elisation est ŕealiśee une succession
de calculs ḿecaniques et thermiques. Les calculs mécaniques sont supposés isothermes, tandis que
les calculs thermiques sont réaliśes surla géométrie déforméeà vitesse de d́eformation nulle et en
consid́erantla dissipation intrinsèque comme source volumique de chaleur2.
Une telle description du couplage nécessite,a priori, la réalisation d’essais nuḿeriques ḿecaniques et
thermiques sur un m̂eme temps de modélisation :

tmec = tthe (4.29)

Pour ŕesumer, partant de deux découpagéeléments finis (un ḿecanique et un thermique) :

1. en d́ebut de processus, connaissant le champ de température, les param̀etres ḿecaniques sont
identifiés en chaque point de Gauss du maillage mécanique, en utilisant leśevolutions donńees
FIG. 4.3(leur ŕepartition sera homogène, si initialement la température l’est)

2. une ŕesolution du probl̀eme ḿecanique est faite sur un temps de modélisationtmec,

3. puis sont transmis, en chaque point d’intégration du maillage thermique, la dissipation et le gra-
dient de la transformation,

4. le probl̀eme thermique est alors résolu pour un temps de modélisationtthe(= tmec),

5. la temṕerature peut maintenantêtre transf́eŕee au maillage ḿecanique, permettant une actualisa-
tions des propríet́es ḿecaniques,

6. enfin, on bouclèa nouveau sur l’́etape 2 et ainsi de suite...

2D’après (4.14) sous l’hypoth̀eseH. 4.3.
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Probl̀eme ḿecanique
Ṫ = 0

Ω

∂ΩF

∂ΩU

ρ0f

FS

u0

Comportement ḿecanique







S =2
[
c1(T )Ca

−1 · C

−c2(T )

Ie2
C−1 · Ca

]D

· C−1 − pC−1

[

a1 (T )Ca + c1(T )Ca
−1 · C

−c2(T )

Ie2
C−1 · Ca

]D

· Ca
−1 = η(T )Ċa

Ċ : C−1 = 0

Ċa : Ca
−1 = 0

Équations constitutives






divXπ + ρ0f = 0 surΩ

π · N = FS sur∂ΩF

u = u0 sur∂Ωu

Probl̀eme thermique
Ḟ = 0

ΩQs

φint0

Te

∂ΩT

∂ΩQ

Comportement thermique

Q = −JKC−1gradXT

Équations constitutives






ρ0CεṪ + divXQ = ρ0r + φint0 surΩ

Q = Qs sur∂ΩQ

T = Te sur∂ΩT

4.3.3.1 Cas particulier de sollicitations ḿecaniques cycliques

Dans la plupart des cas que nousétudions, l’int́er̂et est de trouver l’́etat thermo-ḿecanique stabiliśe
qui, dans le cas nous intéressant, pour une sollicitation cyclique de cisaillement d’amplitude50% et
de fŕequence3.1Hz à des temṕeratures d’enceinte de27˚C et 60˚C sembleêtre atteint apr̀es600s (cf.
FIG. 1.17(b)et1.17(c)).

Pour contourner ce problème, la propríet́e de ṕeriodicit́e de la dissipation intrinsèque obtenue pour une
sollicitation cyclique est utiliśee. Ainsi, le probl̀eme nuḿerique global̀a ŕesoudre sera toujours considéŕe
comme une succession de couples de problèmes (i.e.un probl̀eme ḿecanique+ un probl̀eme thermique).
Le probl̀eme ḿecanique, dont les coefficients matériau ont́et́e identifíesà partir du champ de température
résultant de la partie thermique du couple préćedent, est meńe jusqu’̀a stabilisation de la dissipation
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intrinsèque. C’est alors la moyenne temporelle de cette grandeur,

φ̄int0 (t) =

∫ t

0
φint0 (s)ds

t
(4.30)

qui est consid́eŕee comme terme source du calcul thermique qui est réaliśe sur lagéométrie non déformée
(le transfert deF aux points d’int́egration thermiques devient inutile). Ce calcul est mené jusqu’̀a une
évolution raisonnable de la température globale de la structure. Le champ de température ainsi ob-
tenu peut alorŝetre utiliśe pourà nouveau d́eterminer les champs spatiaux des différents param̀etres
mécaniques du couple de problème suivant.
L’algorithme d́ecrit est identiquèa celui mis en place dans le paragraphe4.3.3, avec :

tmec 6= tthe, (4.31)

et en consid́erant non plus la dissipation intrinsèque instantańee comme terme source thermique, mais
la moyenne temporelle de cette grandeur.

D
is

si
pa

tio
n

Temps

passage dēφint0 (t)

identification des
coefficients ḿecaniques

φint0 (t)

φ̄int0 (t)

i-ème couple (i+ 1)-ème couple

timec ti+1
mectithe ti+1

the

FIG. 4.5 – Repŕesentation sch́ematique de la dissipation et de sa moyenne temporelle au cours de deux
couples de calcul.

Cette approche áet́e valid́ee par la comparaison de l’évolution de la temṕerature au centre d’un des
blocs de Silicone2000 d’une éprouvette de double-cisaillement (thermocouple d, FIG. 1.17(a)), sur les
15 premìeres secondes d’une modélisation reproduisant les conditions de l’essai donnant les résultats
FIG. 1.17(b)et rappeĺe FIG. 4.6(a), pour deux d́ecoupages temporels :
– tmec = tthe = 0.02s, soit 750 couples ḿecaniques/thermiquesà ŕesoudre
– tmec = 0.93s (trois cycles de chargementà f = 3.1Hz) et Tthe = 15s soit 1 unique couple

mécanique/thermiquèa ŕesoudre
Les conditions limites des problèmes ḿecaniques et thermiques sont respectivement données sur les
figures4.6(b)et4.6(c)3. Les param̀etres mat́eriaux pour le Silicone2000 sont donńes TAB. 4.1et FIG. 4.3.
et pour l’acier TAB. 4.2

3Les valeurs des coefficients d’échanges convectifs sont (Bérardi, 1995) : hacier = 30Wm−2K−1 et hSilicone2000 =

17Wm−2K−1.
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E(MPa) 210000
ν 0.3

K(Wm−1K−1) 45
ρ0Cε(Jm

−3K−1) 3.5 · 106

TAB . 4.2 – Caract́eristiques thermiques et mécaniques de l’acier

U = U0 sin(2πft)
U = 0

T∞ = 27˚C

40mm

10mm

25
m
m

(a) Description du test de validation de l’algorithme adopté dans le cas de sollicitations
cycliques.

ux=0

uy=0

uy=U

(b) Probl̀eme nuḿerique ḿecanique.

flux convectif

temṕerature
impośee

Q = 0

(c) Probl̀eme nuḿerique thermique.

FIG. 4.6 – Probl̀emes physique et nuḿeriques.
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2

premìere configurationtmec = tthe
seconde configurationtmec 6= tthe
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FIG. 4.7 – Évolution de la temṕerature au coeur d’une des couches d’élastom̀eres. Comparaison des
résultats obtenus pour les deux configurations.

On peut constater FIG. 4.7 que la configuration “simplifíee” (tmec 6= tthe) donne unéevolution de la
temṕerature ne s’́ecartant pas de plus de1/10e de degŕe de celle obtenue par la configuration complète
(tmec = tthe) et ce pour un temps de calcul 15 fois inférieur4.
Un si faibleécart valide notre d́ecoupage temporelle simplifié (i.e. tmec 6= tthe)) car il sembléevident
que les diff́erentes hypoth̀eses simplificatricesH. 4.3 et H. 4.4 ainsi que le mode de résolution induit
par l’algorithme de couplage “faible” ne laissent pas espérer une telle pŕecision et engendrent au moins
autant d’́ecart avec l’́evolution ŕeelle de la temṕerature.
Par la suite, on adoptera donc le découpage temporel suivant (ceci a fait l’objet d’uneétude pŕesent́ee
dans (Méo, 2000b)) :

Répartition
adopt́ee









...

ièmecouple

∣
∣
∣
∣

(1 calcul ḿecanique sur trois cycles de chargement,Tmec = 0.93s

+1 calcul thermique,Tthe = 10 × 2i−1s)
...

(4.32)

4De manìere plus pŕecise, on peut voir sur un zoom de ces mêmes courbes, une oscillation de l’évolution obtenue par la
configuration 1 (tmec = tthe) autour des ŕesultats donńes par la configuration 2 (tmec 6= tthe). La fréquence de ces oscillations
estégaleà deux fois celle de la sollicitation ḿecanique,i.e. f = 6.2Hz. Ce ŕesultatétait attendu, car sur notreéprouvette, la
dissipation (et par conséquent le terme source mécanique de l’́equation de la chaleur) passe par un maximum pour les maxima
et minima de la sollicitation ḿecanique.
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4.4 Exemple et ŕesultats

On propose ici de mod́eliser le probl̀eme pŕesent́e FIG. 4.6jusqu’̀a obtention d’une temṕerature stabiliśee.
Le découpage temporel est celui adopté en (4.32). Le probl̀eme sera ŕesolu pour deux températures
d’enceinte :27˚C et60˚C. Les sollicitations ḿecaniques restent les mêmes que celles décrites FIG. 4.6(a).

4.4.1 Calcul pŕeliminaire et recalage du mod̀ele
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FIG. 4.8 – Évolution de la temṕerature au centre de l’élastom̀ere. Comparaison des résultats
exṕerimentaux et nuḿeriques. Temṕerature d’enceinte = 27C̊.

Dans le cas d’une température d’enceinte de27˚C, la comparaison deśevolutions nuḿerique et ex-
périmentale de la température au centre de l’éprouvette (thermocouple d, FIG. 1.17(a)), montre une
temṕerature asymptotique largement surestimée (FIG. 4.8). Ceci aét́e attribúe à la prise en compte de
la dissipation intrins̀eque totale comme terme source de l’équation de la chaleur. La démarche qui suit
expose la ḿethode emploýee afin de recaler le modèle.
Sur la partie asymptotique de l’évolution temporelle de la température on a :

Ṫ = 0, (4.33)

si bien que l’́equation de la chaleur devient (en considérant la dissipation moyenne (4.30) comme
l’unique terme source volumique et sous l’hypothèseH. 4.3)

divXQ = φ̄int0

−divX (KL · gradXT ) = φ̄int0 d’apr̀es la loi de Fourier (4.8) (4.34)

en notantα le rapport entre les températures exṕerimentale (T exp) et nuḿeriques (Tnum) au centre de
la couche de l’́elastom̀ere

α =
T exp

Tnum
=

70.1

99.51
= 0.704 (4.35)
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Or Tnum est solution de (4.34) au centre de l’́elastom̀ere et sur la partie asymptotique de l’évolution :

− divX (KL · gradXT
num) = φ̄int0 . (4.36)

Soit en remplaçantTnum par T
exp

α dans (4.36) :

− divX (KL · gradXT
exp) = αφ̄int0 . (4.37)

Le recalage du mod̀ele passe donc par la prise en compte de70.4% de la dissipation comme terme source
volumique dans l’́equation de la chaleur.

REMARQUE 4.1
Les conśequences de cette correction ne peuvent,a priori, pasêtre anticiṕees :
– en d’autres points que le coeur de la couche d’élastom̀ere,
– sur une partie autre que la partie asymptotique de l’évolution temporelle de la température
– et pour une temṕerature d’enceinte différente de27˚C .

4.4.2 Mod̀ele recaĺe

La figure4.9 permet de superposer auxévolutions exṕerimentales, obtenues aux thermocouples b et d
(cf. FIG. 1.17(a)) pour des temṕeratures d’enceinte de27˚C ou 60˚C (déjà pŕesent́ees FIG. 1.17(b)et
1.17(c)), leurs homologues nuḿeriques.
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FIG. 4.9 – Évolution de la temṕerature aux thermocouple b et d. Comparaison des résultats
exṕerimentaux et nuḿeriques (α = 0.704) ; Temṕerature d’enceinte = 27C̊ et60˚C.

On constate que le recalage de la dissipation qui assurait uniquement l’obtention,a priori, de la temṕe-
rature asymptotique au thermocouple d pour une température d’enceinte de27˚C, conduità une bonne
concordance des résultats nuḿeriques et exṕerimentaux sur l’ensemble de la courbe pour ce point, un
autre point (le thermocouple b) de l’éprouvette et pour deux températures ambiantes différentes. De plus,
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l’inversion du maximum ǵeoḿetrique constatée pour une temṕerature d’enceinte de27˚C semble aussi
reflét́ee par le mod̀ele, puisque celui-ci donne initialement une température au thermocouple b supérieure
à celle du thermocouple d, tendance qui s’inverse après une vingtaine de secondes. Ce phénom̀ene peut
sans doutêetre mieux appŕehend́e en observant, sur la figure4.11, l’ évolution du champ de température
sur une demiéeprouvette mettant eńevidence une localisation du maximum de la température aux coins
de l’éprouvette (points de singularité de dissipation) puis un “recentrage” du champ sans doute dû à la
faible conductivit́e du Silicone2000 (cf. TAB. 4.1)
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FIG. 4.10 – D́etail desévolutions nuḿeriques (α = 0.704) de la temṕerature au thermocouple b et d
(Temṕerature d’enceinte = 27C̊).

+2.70E+01

+2.77E+01

+2.85E+01

+2.92E+01

+2.99E+01

(a) Champ de temṕerature,t = 10s.
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FIG. 4.11 –Évolution du champ de température (α = 0.704 ; Temṕerature d’enceinte = 27C̊).
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4.5 Conclusion

Les paragraphes1.3.6.1et 1.3.6.2mettent en exergue une influence réciproque des ph́enom̀enes ther-
miques et ḿecaniques, confirmant ainsi la nécessit́e de rendre compte du couplage thermo-mécanique.
Le point de d́epart de l’approche proposée est la ŕeécriture de l’ińegalit́e de Clausius-Duhem (dans les
diff érentes configurations) sans l’hypothèse d’isothermie spatiale et temporelle (i.e. sansH. 2.1). Con-
sidérant alors les contributions mécaniques et thermiquesà la dissipation totale sépaŕement positives,
le principe de normalit́e, appliqúe à chacune, donne les lois de comportement thermique et mécanique,
respectivement la loi de Fourier et les différents comportements mécaniqueśetablis dans les chapitres2
et 3. Les différenteśequations constitutives sont obtenues et un soin particulier est apporté à l’équation
de la chaleur mettant eńevidence, en plus des sources thermiques, des termes inhérentsà la ḿecanique
(la dissipation intrins̀eque) et au couplage.
Afin de simplifier le mod̀ele, les termes de couplage et la dilatation thermique sont négligés. Ceci permet
alors de voir le probl̀eme thermo-ḿecanique comme une succession de couples mécaniques-thermiques
à ŕesoudre. Pour chaque couple, l’impact de la thermique sur le problème ḿecanique se fait par des
propríet́es qui d́ependent de la température et, ŕeciproquement, la thermique se voit influencée par des
résolutions ŕealiśees sur la ǵeoḿetrie d́eformée et en consid́erant la dissipation ḿecanique comme terme
source.
Par la suite, nous intéressant aux chargements mécaniques cycliques (ceux rencontrés dans le cas d’une
sollicitation de fatigue par exemple), le modèle est particulariśe dans ce contexte. Profitant de la pé-
riodicité de la sollicitation, le problème thermo-ḿecanique est toujours vu comme une succession de
couples ḿecaniques-thermiques̀a ŕesoudre, mais avec des temps physiques de résolution diff́erents.
Les probl̀emes ḿecaniques, dont les paramètres d́ependent toujours de la température, sont maintenant
résolus jusqu’̀a obtention d’une dissipation stabilisée. Intervient alors la résolution du probl̀eme ther-
mique qui est faite jusqu’à l’obtention d’uneévolution significative de la température et en prenant
comme terme source la moyenne sur le temps de la dissipation intrinsèque. Cette approche met en
évidence une surévaluation de la contribution ḿecanique dans le calcul thermique, un recalage consis-
tant à ne consid́erer que70%, environ, de la dissipation ḿecanique moyenne comme terme source de
l’ équation de la chaleur donne alors une bonne cohérence des résultats exṕerimentaux et nuḿeriques sur
l’ensemble du temps de modélisation, pour diff́erents points de l’éprouvette et pour deux températures
d’enceinte diff́erentes. Cette approche permet un large gain de temps de calcul, ce dernier résultant
principalement de la forte non-linéarit́e du comportement ḿecanique.
Pour revenir sur l’apport initial surestiḿe de la dissipation dans le calcul thermique, un début de justifica-
tion aét́e propośee parMéo(2000b); Boukamel(2006), pour qui une partie de la dissipation mécanique
peutêtre utiliśee lors d’un endommagement ou d’uneéventuelle ŕeorganisation moléculaire. Elle peut,
sans doute,̂etre aussìa rapprocher des termes de couplage qui n’ont pasét́e pris en compte dans le
calcul. Or, ces termes interviennent, tout comme la dissipation mécanique, comme termes sources dans
l’ équation de la chaleur. De plus cette approximation est largement discutable,car comme le montre
Caborgan(2011), ces derniers peuvent influer sur la réponse thermo-ḿecanique d’uńelastom̀ere





CHAPITRE

5 Fatigue desélastom̀eres

D
ans ce chapitre, deux́etudes sont abordées. Elles trouveront
néanmoins une concomitanceà la fin de celui-ci.
Dans un premier temps, on propose deux campagnes d’ana-

lyses fractographiques. La première tendà montrer l’influence de la surface
sṕecifique des charges utilisées dans le renforcement d’un HNBR (cf. § 1.2.3)
en s’int́eressant particulièrement aux caractéristiques de la zone de propagation
stable pŕesentant une morphologie originale en forme de rosace. La seconde
s’intéresse aux faciès de rupture d’éprouvettes en CR (cf. § 1.2.4) obtenus sous
sollicitations de fatigue. Celles-ci sont uniaxiales de traction ou multiaxiales
de traction-torsion. Ońetudie la zone d’initiation qui présente des languettes
dont la densit́e semble,̀a force maximale fix́ee, d’abord augmenter avec le rap-
port de charge pour ensuite diminuer.
Par la suite, est présent́ee l’étude en fatigue sur CR dont sont tirés les facìes
préćedemment utiliśes en fractographie. On met en avant un critère en dissi-
pation (au sens de l’aire de l’hystéŕesis) donnant de bonnes corrélations pour
les deux types de chargements (i.e. traction ou traction-torsion). Cette gran-
deur est aussi comparée à d’autres crit̀eres classiques de la littérature. Une
repŕesentation de Haigh dans le cas de la traction met enévidence un chan-
gement de ŕegime de fatigue pour une valeur donnée du rapport de charge.
Celle-ci semblêetre à rapprocher du changement de comportement observé
pour la densit́e de languettes préćedemment́evoqúe. Enfin, dans le cas mul-
tiaxiale, une approche originale du diagramme de Haigh est dévelopṕee.
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5.1 Introduction et contexte

Ce chapitre traite de la fatigue desélastom̀eres. Il sera diviśe en deux parties principales. La première
s’appuie sur deśetudes fractographiques menées dans le cadre des thèse de Śeverine Gauchet (Gauchet,
2007) relativeà l’étude de l’influence du type de noir de carbone sur la tenue en fatigue d’un HNBR (cf.
§ 1.2.3) et de celle de Jean-Louis Poisson (Poisson, 2012) traitant du comportement en fatigue d’un CR
sous chargement multiaxial. Quantà la seconde partie, il áet́e choisi, dans un soucis de concision, de
principalement s’attarder sur l’étude en fatigue menée par Jean-Louis Poisson dans laquelle différents
critères en amorçage de fissure sont comparés dans des approches globales, locales et pour des char-
gements uniaxiaux de traction ou mutiaxiaux couplant traction et torsion. Danscette dernìere section,
il sera aussi fait ŕeférence aux travaux de Florian Lacroix (Lacroix, 2004) auxquels j’ai collaboŕe sans
pour autant participer̀a l’encadrement.
L’ensemble deśetudes exṕerimentales d́evelopṕees dans ces trois travaux aét́e ŕealiśe sur deśeprouvet-
tes de type “diabolo” dont la description géoḿetrique est donńee FIG. 5.1.
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FIG. 5.1 – Description d’unéeprouvette diabolo (dimension enmm).

Dans ce chapitre seront notés :
– Rσ le rapport de charge en force,
– Rε le rapport de charge en déplacement,
– σnom la contrainte nominale appliquée au diabolo sous chargement de traction.
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5.2 Fractographie

5.2.1 Introduction

Une des voies explorées afin d’aḿeliorer la tenue en fatigue des matériaux élastom̀eres est l’́etude
post mortemde leurs facìes de rupture. Ceci peut aiderà comprendre les phénom̀enes microscopiques
(mécaniques, thermiques, chimiques. . . ) mis en jeu et ainsi conduireà des choix plus opportuns de
matrice, des aḿeliorations dans le processus de fabrication, le choix des charges renforçantes. . .
Nombreuses sont leśetudes portant sur ce sujet, on peut notamment citerBhowmick et al.(1979a);
Le Cam et al.(2004); Le Cam(2005a); Le Cam et al.(2008); Legorju-Jago(1998); Legorju et Bathias
(2002) pour du caoutchouc naturel (NR), les travaux deSetua et De(1983) sur du SBR, deBhowmick
et al.(1979b); Bascom(1977a,b) sur du NBR,Chakraborty et al.(1982) sur du XNBR. . . Au LMR, les
études se sont principalement portées sur :
– le CR pour lequelLacroix(2004) s’est attach́eà comprendre les ḿecanismes d’endommagement sous

sollicitations de fatigue, ces travaux ont ensuite largementét́e compĺet́es parPoisson(2012) qui s’est
efforcé à mettre eńevidence l’influence du rapport de charge sur le faciès de rupture

– et le HNBR pour lequelGauchet(2007) a montŕe le lien existant entre la surface spécifique des
charges renforçantes, la durée de vie et l’aspect du faciès de rupture.

5.2.2 Étude du HNBR et influence du type de charges renforçantes

Comme cela áet́e rappeĺe dans le paragraphe1.2.3du chapitre1, Séverine Gauchet (Gauchet, 2007)
s’est, entre autre, attachéeà montrer l’influence de diff́erents noirs de carbone sur le comportement en
fatigue du HNBR. Les charges utilisées ainsi que leurs surfaces spécifiques sont donńees TAB. 1.2.
Toutes les micrographies présent́ees ci-apr̀es ontét́e obtenues par rupture en fatigue sous les conditions
suivantes de chargements mécaniques et thermiques :

σmaxnom = 1.45MPa Rσ = 0.1 f = 5Hz T = 120˚C (5.1)

De manìere assez classique, l’observation des faciès de rupture laisse apparaı̂tre 3 zones :
– une zone d’amorçage, qui est souvent sur ouà proximit́e d’un “grain” au coeur de la zone utile de

l’ éprouvette diabolo (cf. FIG. 5.1). Il est int́eressant de constater que site prendra des tailles différentes
suivant le type de charge et qu’autour de lui des languettes et des micro-fissures apparaissent.
On constate TAB. 5.1et FIG. 5.2.2que plus la surface spécifique du noir1 est faible plus :
– la taille de l’amorçage est faible,
– les micro-fissures amorcées sont nombreuses déviées et branch́ees,
– la pŕesence de languettes augmente.

Noir de carbone N550 N990 S6000

Taille de l’amorçage ⋍ 50µm ⋍ 90µm ⋍ 70µm

Densit́e de languettes +++ + ++
Pŕesence de micro-fissures +++ + ++

TAB . 5.1 – Caract́eristiques morphologiques de la zone d’amorçage (pilotage en contrainte,σmaxnom =

1.45MPa,Rσ = 0.1, f = 5Hz, T = 120˚C).

1Pour ḿemoire, on rappelle queSN550
sṕecifique> SS600

sṕecifique> SN990
sṕecifique, voir TAB. 1.2.
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(a) Charges : N550. (b) Charges : S6000.

(c) Charges : N990.

FIG. 5.2 – Micrographie M.E.B. de la zone d’amorçage du faciès de rupture par fatigue de mélanges
HNBR (Gauchet, 2007) (pilotage en contrainte,σmaxnom = 1.45MPa,Rσ = 0.1, f = 5Hz, T = 120˚C).

– une zone de propagation stable, qui a pour originalité de former une rosace autour de la zone d’amorçage
(FIG. 5.3). Le cheminement de la fissure se fait classiquement,à savoir perpendiculairementà la di-
rection de sollicitation indiquant un mode d’ouverture et de propagation de type I. Dans ce plan, les
fissures se propagent initialement dans la direction donnée par l’amorçage pour s’incurver et se re-
joindre formant ainsi un ṕetale de la rosace. Sur le contour des pétales on constate la présence de
languettes.

– une zone de rupture finale qui est plus lisse que la préćedente. Des macro-fissures s’initient en
périph́erie de la zone de stabilité et d́ebouchent en subsurface du diabolo. Ces dernières sont assi-
milablesà des lignes de d́echirement.

L’ étude de la zone de propagation stable (i.e. celle pŕesentant la structure en rosace) met enévidence
une claire influence des charges comme le montre les figures5.4 et 5.5. En ayant en t̂ete les surfaces
sṕecifiques des charges, on constate que l’étendue de la zone de propagation stable est d’autant plus
grande que la surface spécifique est petite, qu’il en va de même pour le nombre de pétales composant la
rosace et que la tendance est inversée pour la taille de ces derniers. Séverine Gauchet constate, de plus,
que l’abaissement de la surface spécifique s’accompagne d’une diminution de la rugosité au niveau
macroscopique et d’une augmentation celle-ci au niveau microscopique.
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Propagation en
rosace

(a) Vue d’ensemble (x50). Directions initiales des propa-
gations.

Pétale

(b) Détail de la zone d’amorçage (x175). Directions ini-
tiales des propagations.

FIG. 5.3 – Observations au microscope optique du faciès de rupture par fatigue d’un mélange HNBR
charǵe en N550 (Gauchet, 2007) (pilotage en contrainte,σmaxnom = 1.45MPa, Rσ = 0.1, f = 5Hz,
T = 120˚C).

FIG. 5.4 – Influence du type de noir de carbone sur la morphologie du faciès de rupture du HNBR, dans
la zone de propagation stable : (a) N550, (b) S6000, (c) N990. Vues globales (x25) (Gauchet, 2007)
(pilotage en contrainte,σmaxnom = 1.45MPa,Rσ = 0.1, f = 5Hz, T = 120˚C).
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FIG. 5.5 – Influence du type de noir de carbone sur la morphologie du faciès de rupture du HNBR, dans
la zone de propagation stable : (a) N550, (b) S6000, (c) N990. Détails (x55) (Gauchet, 2007) (pilotage
en contrainte,σmaxnom = 1.45MPa,Rσ = 0.1, f = 5Hz, T = 120˚C).

Il est à noter que seuls les principaux résultats deGauchet(2007) ont ét́e pŕesent́es ici. Cette dernière a
pu aussíetudier la zone de rupture finale ainsi qu’une zone de transition entre celle-ci et son homologue
stable. Elle a en outre montré une influence des conditions des niveaux de chargements thermiques et
mécaniques sur les faciès de rupture. Un abaissement de la contrainte nominale maximale entraı̂ne (i.e.
passage deσmaxnom = 1.45MPa à1.25MPa) :

– une zone d’amorçage plus grande,
– une zone de propagation stable plusétendue,
– des ṕetales en plus grand nombre et de taille plus petite,
– une densit́e et unéetendue plus importantes des languettes.

Quantà la temṕerature, sa diminution (i.e.passage deT = 120˚C à20˚C) donne :

– unélargissement de la zone d’amorçage,
– des lignes de d́echirement plus nombreuses
– des ṕetales de plus petite taille et plus nombreux,
– une diminution drastique (voir une disparition dans le cas du S6000) des languettes.

5.2.3 Étude du CR

Dans le cadre des travaux de thèse de Jean-Louis Poisson (Poisson, 2012) portant sur le CR (cf. § 1.2.4),
une étude fractographique complète aét́e ŕealiśee afin de qualifier l’influence du rapport de charge
d’essais de fatigue menés en traction et de mettre enévidence les caractéristiques des faciès de rupture
dans le cadre de chargements multiaxiaux.
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Cette approche de la fatigue peutêtre consid́eŕee comme pŕeliminaire et compĺementairèa celle plus
classique pŕesent́ee dans le paragraphe5.3.

5.2.3.1 Chargement axiale (traction)

Dans un premier temps, nous avons voulu caractériser l’influence du rapport de charge en traction sur
le facìes de rupture. Ainsi un travail áet́e ŕealiśe sur deśeprouvettes de type diabolo (voir FIG. 5.1)
soumises̀a des chargements pilotés en force2 :

Fmax = 150N f = 5Hz T = 20˚C Rσ ∈ [−0.3; 0.4] (5.2)

La figure5.6donne quelques exemples de faciès obtenus pour différentsRσ. Les facìes les plus rugueux
semblent donner les durées de vie les plus importantes.
Nous avonśet́e ameńesà distinguer les faciès obtenus pour des rapports de charge strictement négatifs
de ceux obtenus pour des valeurs positives. Les premiers présentent des reliefs très marqúes alors que
les seconds sont quasiment plans. Pour ces derniers, il est proposé de distinguer 4 zones (cf. FIG. 5.7)
une zone d’amorçage (a©) qui se trouve soit en surfaceà proximit́e du plan de joint de l’́eprouvette, soit
sur ouà proximit́e d’une inclusion, une zone de propagation stable (b©), une zone de fin de vie (c©) et
une zone de rupture catastrophique (d©).
Par la suite, l’́etude propośee ne s’attachera qu’à d́ecrire la zone d’amorçage pour des rapportRσ ≥ 0.
Nous renvoyons le lecteur vers le manuscrit dePoisson(2012) pour une description supplémentaire
portant sur la zone de rupture catastrophique.
Si nous nous int́eressons aux zones d’amorçage obtenues pour quatre rapports decharges positifs diff́erents
et d́ecrites en figure5.8, il est possible de voir que la rupture des 3 premières s’est initíee en surface
(FIG. 5.8(a)à 5.8(c)) et autour d’un d́efaut interne pour la quatrième (FIG. 5.8(d)). La figure5.9 donne
l’homologue de la figure5.8, mais enélectrons ŕetrodiffuśes, mettant eńevidence des “taches” noires.
Le zoom sur celles-ci, présent́e sur les figures5.11(a-d), les caract́erise comméetant des languettes. Ce
phénom̀ene a d́ejàét́e rencontŕe parLegorju-Jago(1998) dans le cas du NR,Lacroix(2004) dans celui du
CR – qui rappelons-le est le point de départ de l’́etude meńee par Jean-Louis Poisson – et comme nous
l’avons vu pŕećedemment parGauchet et al.(2006); Gauchet(2007) sur différents HNBR. Des obser-
vations compĺementaires faites au détecteur d’́electrons secondaires sont données en figures5.11(e-h).
Elles montrent une influence du rapport de charge sur les morphologies des languettes qui sont saillantes
pourRσ = 0, puis semblent s’arrondir avec l’augmentation de celui-ci, pour complètement disparaı̂tre
pour une valeur de 0.4.
Concernant ce dernier phénom̀ene de disparition de languettes pour les rapports de charge importants,
une pŕesentation qualitative de son influence sur la densité de languettes présentes en zone d’amorçage
est faite FIG. 5.10. Celle-ci quantifie les observations au M.E.B. et suggère bien une atténuation de leur
présence pour des rapports de charge dépassant 0.2. Ainsi, cetteévolution laisse penserà un changement
de ŕegime d’endommagement une fois cette valeur passée.

2Ces caract́eristiques seront plus amplement détaillées dans le paragraphe5.3.2.1de ce chapitre traitant des résultats en
fatigue.
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(a) Rσ = −0.3 (72482 cycles) (b) Rσ = −0.1 (65385 cycles)

(c) Rσ = 0.1 (36730 cycles) (d) Rσ = 0.2 (99979 cycles)

(e) Rσ = 0.4 (491075 cycles)

FIG. 5.6 – Observations au M.E.B. de la zone d’amorçage (électrons secondaires) de faciès de rupture.
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a©

b©

c©

d©

(a) Sch́ematisation du faciès et principales zones de fatigue.

(b) 2 Exemples de faciès.

FIG. 5.7 – Facìes de rupture d’éprouvettes (traction,(Rσ ≥ 0)) : (a) zone d’amorçage de fissure, (b)
zone de propagation stable de fissure, (c) zone de fin de vie, (d) zonecatastrophique de déchirement.
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(a) Rσ = 0. (40615 cycles) (b) Rσ = 0.1 (36730 cycles)

(c) Rσ = 0.2 (99979 cycles) (d) Rσ = 0.4 (491075 cycles)

FIG. 5.8 – Observations au M.E.B. de la zone d’amorçage (électrons secondaires, x30).
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(a) Rσ = 0. (40615 cycles) (b) Rσ = 0.1 (36730 cycles)

(c) Rσ = 0.2 (99979 cycles) (d) Rσ = 0.4 (491075 cycles)

FIG. 5.9 – Observations au M.E.B. de la zone d’amorçage (électrons ŕetrodiffuśes, x30).
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FIG. 5.10 – Influence du rapport de charge sur la densité de languettes.



140 Chapitre 5. Fatigue deśelastom̀eres

(a) Rσ = 0., électrons ŕetrodiffuśes (40615 cycles).(b) Rσ = 0.1, électrons ŕetrodiffuśes (36730 cycles).

(c) Rσ = 0.2, électrons ŕetrodiffuśes (99979 cycles).(d) Rσ = 0.4, électrons ŕetrodiffuśes (491075 cycles).

(e) Rσ = 0., électrons secondaires (40615 cycles).(f) Rσ = 0.1, électrons secondaires (36730 cycles).

(g) Rσ = 0.2, électrons secondaires (99979 cycles).(h) Rσ = 0.4, électrons secondaires (491075 cycles).

FIG. 5.11 – Observations au M.E.B. de la zone d’amorçage (x1100).
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5.2.3.2 Chargement multiaxial (traction/torsion)

Les différents facìes pŕesent́es dans ce paragraphe ontét́e observ́espost mortemsuite à des essais de
fatigue suŕeprouvettes diabolo (voir FIG. 5.1) réaliśes dans le cadre d’une campagne sous chargements
multiaxiaux couplant traction et torsion. Les rupturesétudíees ci-apr̀es sont obtenues en imposant un
déplacement et un angle sur l’armature supérieure de l’́eprouvette tout en bloquant la partie inférieure :

Umax = 20mm θmax = 40 f = 5Hz T = 20˚C

δ(angle de d́ephasage) ∈ {0˚; 90˚; 180˚} Rε =
dmin
dmax

=
θmin
θmax

∈ [−0.2; 0.2]
(5.3)

Comme pour le cas de chargement de tractionévoqúe dans le paragraphe préćedent, ces conditions
exṕerimentales seront plus longuement décrites dans le paragraphe traitant des résultats en fatigue mul-
tiaxiale (§ 5.3.3.1).

Les premìeres observations macroscopiques (FIG. E.1) ou à faible grossissement (FIG. E.2) conduisent
à une typologie de rupture quasi identiqueà celle rencontŕee en traction uniaxiale et schématiśee sur la
figure5.7. À ceséchelles, tout comme en traction, le faciès le plus rugueux correspond encore une fois
à la plus grande durée de vie.

La figure5.12, donnant un grossissement plus important de la zone d’amorçage, permet d’en comparer
sa morphologie pour deśeprouvettes soumisesà des chargements multiaxiaux différents. On constate
une pŕesence de languettes plus marquée pour un d́ephasagèa 180˚ entre traction et torsion et que tout
comme en traction (cf. FIG. 5.10), une pŕesence plus importante de languettes correspondà une plus
faible duŕee de vie. La figure5.13propose de zoomer plus avant sur cette zone révélant une densité de
languettes inf́erieureà celle obtenue en traction. De plus, les formes obtenues sont différentes pour les
deux d́ephasages observés (i.e. δ = 0˚ et δ = 180˚). Celles obtenues suitèa des chargements propor-
tionnels semblent̂etre plus regrouṕees et de forme plus saillante, tandis que celles créées suitèa une
sollicitation d́ephaśee sont plus nombreuses, plus petites et réparties de manière plus homog̀ene.

(a) δ = 0˚ (74700 cycles). (b) δ = 180˚ (41875 cycles).

FIG. 5.12 – Observations au M.E.B. de la zone d’amorçage (électrons retrodiffuśes, x55) de faciès de
rupture obtenus sous sollicitations multiaxiales (dmax = 17mm, θmax = 34˚,Rε = 0.1).
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(a) δ = 0˚ (74700 cycles),́electrons secondaires. (b) δ = 0˚ (74700 cycles),́electrons retrodiffuśes.

(c) δ = 180˚ (41875 cycles),́electrons secondaires. (d) δ = 180˚ (41875 cycles),́electrons retrodiffuśes.

FIG. 5.13 – Observations au M.E.B. de la zone d’amorçage (x1100) de faciès de rupture obtenus sous
sollicitations multiaxiales (dmax = 17mm, θmax = 34˚,Rε = 0.1).

5.2.3.3 Bilan

L’observationpost mortemd’échantillons pŕealablement sollicit́es jusqu’̀a rupture permet de mettre en
évidence l’apparition plus ou moins importante de languettes en zone d’amorçage, et ce quel que soit
la nature du chargement traction ou traction-torsion. Une influence du niveau de chargement, ou plus
préciśement du rapport de charge est observé rendant possible de distinguer les faibles valeurs de celui-
ci (i.e. ≤ 0.2) des pluśelev́ees, les premières semblant conduirèa des densités de languettes plus im-
portantes dans la zone de naissance de la fissure. Ceci permet d’envisager un changement du régime
de fatigue en fonction du rapport de charge. Nous verrons dans la section suivante qu’une corrélation
pourraêtre faite entre l’́evolution du nombre de languettes et la durée de viéetayant encore un peu plus
l’hypothèse de ce changement de régime.
L’influence de la rotation – dans la gamme de sollicitation choisie dans notreétude – semblêetre
négligeable sur la morphologie macroscopique de la surface de rupture. Par contre,à uneéchelle plus
fine, on distingue tout de m̂eme un abaissement de la densité de languettes avec le déphasage.
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5.3 Fatigue du CR

5.3.1 Introduction

Faisant suitèa la pŕevision du comportement, la détermination des durées de vie des pièces eńelastom̀ere
est un sujet pŕesentant de nombreux enjeux industriels et un intér̂et scientifique certain. Deux approches
s’offrent à nous pour tenter d’appréhender leur ŕeponse en fatigue : la propagation et l’amorçage. La
premìere s’appuie sur les travaux deGriffith (1921) adapt́es aux́elastom̀eres parRivlin et Thomas(1953)
puisétendus et mis̀a l’épreuve parGreensmith et Thomas(1955a,b); Greensmith(1960); Lake et Lind-
ley (1965); Lindley (1972); Thomas(1960). Des travaux plus récents ont aussiét́e propośes parMars
(2001, 2003); Mars et Fatemi(2007, 2009). Au cours des travaux de thèse deGauchet(2007); Pois-
son(2012), ce n’est pas cette approche qui aét́e choisie mais celle en amorçage dans le but de prévoir
la duŕee de vie de pièces en HNBR ou CR initialement vierges (a priori) de tout d́efaut au moyen de
courbes S-N et de diagrammes de Haigh.

REMARQUE 5.1
Comme nous l’avons d́ejà dit, pour des raisons de concision, seuls les travaux de Jean-Louis
Poisson seront exposés par la suite. Ces travaux sont suffisamment géńeraux et explorent un
large champ de recherches qui illustrent bien nos travaux en fatigue. Nous renvoyons le lecteur
vers le manuscrit deGauchet(2007) pour uneétude compĺementaire portant sur l’influence
du noir de carbone sur la tenue en fatigue de matériauxà base de HNBR.

Au travers des diff́erents travaux menés en collaboration au LMR (Lacroix, 2004; Lacroix et al., 2005;
Méo et al., 2005, 2006; Ranganathan et al., 2009b), nous avons montré l’intér̂et de crit̀eresénerǵetiques
de fatigue afin de prévoir le comportement en fatigue des pièces eńelastom̀ere3. L’avantage majeuŕetant
l’obtention d’une grandeur directement scalaire et naturellement issue dela mécanique des milieux
continus. Deux voies ont́et́e exploŕees, l’une priviĺegiant une approche expérimentale globale pour
laquelle est calculée l’énergie dissiṕee au sens de l’aire de l’hystéŕesis obtenue, et une locale, qui en
utilisant un mod̀ele éléments finis permet l’obtention de la dissipation intrinsèque au cours du temps.
Cette dernìere n’́etant pas ǵeoḿetriquement stable comme le montre les figures5.14(a)à5.14(e), c’est sa
moyenne sur un cycle stabilisé qui est choisie comme critère (voir FIG. 5.14(f)). Ces deux approches ont
donńe des ŕesultats encourageants. La première semble unifier sur une seule courbe S-N le comportement
en fatigue obtenu pour des sollicitations de différentes fŕequences comme l’illustre la figure5.15(b), ce
qui n’est pas le cas pour la représentation classique en déformation alterńee (cf.FIG. 5.15(a)). La seconde
met en exergue des zones présentant ǵeńeralement des d́eparts de fissure.

3L’int ér̂et de ce genre d’approches a aussiétudíe dans le cadre de matériaux ḿetalliques (Ranganathan et al., 2008; Chalon
et al., 2008; Ranganathan et al., 2009a; Chalon et al., 2009).
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FIG. 5.14 –Évolution de la dissipation intrinsèque (φ0(MPas−1) et dissipation moyenne sur un cycle
φ̄0(MPas−1) sur un cycle stabiliśe (ième cycle).
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éf
or

m
at

io
n

al
te

rńe
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FIG. 5.15 – Courbes S-N, réponses globales (tirées de (Lacroix, 2004; Lacroix et al., 2005)). Sollicita-
tions de traction,f = 5Hz.

Forts de ces ŕesultats prometteurs, nous allons maintenant confronter ces critères eńenergie dissiṕee
(au sens de l’aire de l’hystéŕesis) à d’autres crit̀eres classiques et ce dans le cadre d’une campagne
exṕerimentale pŕesentant des sollicitations de traction et de traction-torsion.
Dans la premìereétude, les crit̀eres sont uniquement vus comme des valeurs globales (calculéesà partir
de donńees exṕerimentales telles que la force imposée, le d́eplacement de traverse. . . ) tandis que pour la
seconde, en plus de cette approche, est proposée (quand cela est possible) une démarche locale permet-
tant leurs d́eterminations, soit via une cinématique simplifíee coupĺeeà une ǵeńeralisation du mod̀ele de
Kelvin-Voigt au cadre des grandes déformations, soit̀a l’aide d’un mod̀eleéléments finis ŕealiśe sous le
code calul ANSYS.

5.3.2 Chargement uniaxial (traction)

5.3.2.1 Conditions exṕerimentales

Le tableau5.2 résume les diff́erentes conditions expérimentales mises en place pour notreétude sous
sollicitations de traction. Les essais onét́e meńes à force impośee4. Une description exhaustive des
résultats est faite dans la manuscrit dePoisson(2012).

4Ils ont ét́e ŕealiśes sur une machine hydraulique INSTRON 8802.
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Fmax Rσ Fmax Rσ Fmax Rσ Fmax Rσ Fmax Rσ

300N

0.5

200N

0.5

175N

0.5

150N

0.4

160N,

125N,

100N

0.3
0.4 0.3

0.4
0.4 0.3 0.2 0.2
0 0.2 0.1 0.1

250N

0.5 -0.1
0.1 0 0
0 -0.1 -0.1

0.4 -0.3
-0.1

-0.3 -0.3
-0.3

TAB . 5.2 – Conditions exṕerimentales de traction.

5.3.2.2 Courbes S-N

Les crit̀eres compaŕes par la suite sont :

– la contrainte nominale maximale :

πmax = max
cycle

π(t) avecπ(t) =
F(t)

S0
(5.4)

– la contrainte alterńee

πalt = πmax − πmin avecπmin = min
cycle

π(t) (5.5)

– la densit́e d’énergie de d́eformation maximale

max
cycle

W (t) avecW (t) =

∫

t
π(t)dF etdF =

dL

L0
(5.6)

– la densit́e d’énergie dissiṕee sur un cycle

Φ =

∫

cycle
π(t)dF (5.7)

F ,dL, S0 etL0 sont respectivement la force imposée, l’allongement infinit́esimal de traction, la section
et la longueur initiales de la zone utile.

L’ensemble de ces critères sont calculésà l’avant dernier cycle avant rupture. De plus, nous choisissons
la rupture totale de l’́echantillon comme critère de fin de vie (i.e. le nombre de cycles indiqué sur les
graphiques̀a suivre).
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Nous constatons que les critères en contrainte alternée (FIG. 5.17) et dissipation d’́energie (FIG. 5.19)
proposent de meilleurs résultats que ceux en contrainte maximale (FIG. 5.16) et énergie de d́eformation
(FIG. 5.18). Ce bon comportement peut sans douteêtre attribúe à la prise en compte partielle (pour la
contrainte alterńee) ou totale (pour l’́energie dissiṕee) de l’histoire du chargement.

5.3.2.3 Diagramme de Haigh

Malgré de moins bons résultats, l’analyse des courbes S-N en contrainte maximale et/ouénergie de
déformation nous donne quelques enseignements intéressants en mettant enévidence que les points
obtenus pourRσ > 0.3 ne sont pas en adéquation avec la courbe de corrélation. On donne en annexe
F, les homologues des courbes S-N préćedemment pŕesent́es en ńegligeant les ŕesultats obtenus pour le
rapport de charge 0.5 dans la corrélation. On constate alors une très nette aḿelioration de celle-ci pour
nos deux crit̀eres d́eficients (FIG. F.1-F.3) et peu ou pas d’aḿelioration pour les deux autres (FIG. F.2-F.4),
ce qui laissèa penser qu’un changement dans le régime de fatigue se produit pour des valeurs deRσ
élev́ees. Afin de mieux cerner ce phénom̀ene et de quantifier la valeur de ce dernier pour laquelle cette
transition apparâıt, un diagramme de Haigh áet́e mis en place. Cette démarche initialement d́evelopṕee
pour les mat́eriaux ḿetalliques áet́e adapt́eeà l’étude de l’influence du rapport de charge pour la fatigue
desélastom̀eres et notamment celle du NR pour lequel un renforcement apparaı̂t pourRσ ≥ 0 (André
et al., 1998; Saintier, 2001; Le Cam, 2005b; Oshima et al., 2007; Le Cam et al., 2008; Mars et Fatemi,
2009). Ce ph́enom̀ene est attribúe à la cristallisation sous contrainte de ce matériau.
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La figure5.20confirme le changement de régimeévoqúe pŕećedemment. Elle illustre une réponse en
fatigue similaireà celle d’un caoutchouc non critallisable pour des rapports de charge inférieurs ou
égauxà 0.2,à savoir que la durée de vie diminue avec l’élévation de la contrainte moyenne. De plus,
pourRσ > 0.2, le mat́eriau propose un renforcement comparableà celui rencontŕe pour le NR mais
obtenu pourRσ > 0.

On rappelle que dans la figure5.10du paragraphe5.2.3.1, il a ét́e mis enévidence,̀a contrainte maxi-
male constante, une atténuation du nombre languettes avec l’augmentation du rapport de charge.La
figure 5.21 reprend cettéevolution en y superposant les durées de vie deśeprouvettes utiliśees pour
réaliser le d́ecompte de languettes. L’hypothèse d’un changement de régime d’endommagement pour
une valeur de rapport de charge supérieur ouégalà 0.2 semble s’étayer encore un peu plus, ce graphique
mettant en correspondance pour un dépassement de cette valeur le phénom̀ene d́ejà observ́e de chute
brutale de la densité de languettes avec celui de l’accroissement de la durée de vie.
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FIG. 5.21 – Influence du rapport de charge sur la densité de languettes.

5.3.3 Chargement multiaxial (traction/torsion)

5.3.3.1 Cas de chargement

Venant compĺeter la campagne de traction, uneétude en traction-torsion5 sert de point de d́epartà la
comparaison de différents crit̀eres de fatigue. Pour des raisons pratiques, le pilotage expérimental áet́e
réaliśe à d́eplacement et rotation imposés. Les diff́erentes conditions abordées sont pŕesent́ees TAB. 5.3.

5Ces essais ontét́e ŕealiśes sur une machine Electroforce BOSES 3300.
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δ Rε Umax Umin θmax θmin
(˚) (mm) (mm) (˚) (˚)

0˚, 90˚, 180˚, Traction

0.2
20 4 40 8
17 3.4 34 6.8
15 3 30 6

0.1
20 2 40 4
17 1.7 34 3.4
15 1.5 30 3

0
20 0 40 0
17 0 34 0
15 0 30 0

-0.2
20 -4 40 -8
17 -3.4 34 -6.8
15 -3 30 -6

TAB . 5.3 – Conditions de fatigue multiaxiales.

5.3.3.2 Critèresétudiés

Afin de calculer certains critères de fatigue, il est nécessaire de déterminer l’́etat de contrainte et de
déformation de notre structure. Ceci est réaliśe en utilisant deux approches : une analytique et l’autre
purement́eléments finis. Les d́etails de ces deux modélisations sont donńes en annexeG.
Les 5 crit̀eresétudíes par la suite sont :
– le maximum sur un cycle stabilisé de la premìere contrainte principale (PK1) calculée localement,
– le maximum sur un cycle stabilisé de l’́energie de d́eformation (SED) globalement calculée comme

(V repŕesente le volume utile de l’éprouvette) :

max
cycle

W g(t) avecW g(t) =
1

V

∫

t
FdU + Cdθ (5.8)

ou localement comme :

max
structure

max
cycle

W l(t) avecW l(t) =

∫

t
π : dF (5.9)

– l’ énergie dissiṕee sur un cycle stabilisé (DED) d́efinie globalement ou localement comme :

Φg =
1

V

∫

cycle
FdU + Cdθ Φl =

∫

cycle
π : dF (5.10)

– Σ∗, un crit̀ere baśe sur la ḿecanique configurationnelle (Verron et al., 2006; Andriyana et Verron,
2007; Andriyana et al., 2008; Verron et Andriyana, 2008; Andriyana et al., 2010). Dans le cas de
chargements uniaxiaux, celui-ci est ainsi détermińe :

Σ∗ =
∣
∣
∣min

(

(Σi)i=1,2,3, 0
)∣
∣
∣ (5.11)

ou Σi sont les valeurs propres du tenseur des contraintes configurationnelles d́efini, à partir deW la
densit́e d’énergie de d́eformation, par :

Σ = W1 − CS (5.12)
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Dans les cas de chargements complexes (multiaxiaux non proportionnels parexemple), les auteurs
précit́es sont ameńes à ne consid́erer queΣd (la partie endommageante deΣ) calcuĺee comme la
somme de ses incrémentsdΣd :

Σd =

∫

cycle
dΣd (5.13)

Pour ce faire,dΣ estétabli puis diagonaliśe :

dΣ =
dΣ

dC
: dC =

3∑

i=1

dΣiVi ⊗ Vi (5.14)

en notantdΣi i-ème valeur propre dedΣ etVi le vecteur propre s’y rapportant.
dΣd est alors donńe comme :

dΣd =

3∑

i=1

dΣd
iVi ⊗ Vi (5.15)

avec

dΣd
i =

{
dΣi si dΣi < 0 etVi · Σ · Vi < 0

0 sinon
(5.16)

La forme du crit̀ere de fatigue est identiqueà celle d́ecrite (5.11) mais appliqúeeàΣd :

Σ∗ =

∣
∣
∣
∣
min

((

Σd
i

)

i=1,2,3
, 0

)∣
∣
∣
∣

(5.17)

Ce dernier sera uniquement localement calculé.
– Le dernier crit̀ere étudíe est celui propośe parMars (2001, 2002). Il se base sur l’existence d’une

énergie de fissuration (CED) :

CED =

∫

cycle

RT · C · S · dE · R
RT · C · R (5.18)

où R est un vecteur normal au plan de fissuration.

5.3.3.3 Ŕesultats

Les figures5.22 à 5.26 donnent les représentations des différents crit̀eres expośes § 5.3.3.2dans les
conditions exṕerimentales pŕesent́ees TAB. 5.3.
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FIG. 5.22 – Courbe S-N en première contrainte principale.
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FIG. 5.23 – Courbe S-N en SED.
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FIG. 5.24 – Courbe S-N enΣ∗ (calcul analytique).
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FIG. 5.25 – Courbe S-N en CED.

D
E

D
(M

P
a
)

Durée de vie (Cycles)
103 104 105 106

Traction
δ = 0˚
δ = 90˚
δ = 180˚

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

y = −0.013 ln x + 0.2163

R2 = 0.6996

(a) Calcul global.

D
E

D
(M

P
a
)

Durée de vie (Cycles)
103 104 105 106

Traction
δ = 0˚
δ = 90˚
δ = 180˚

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

y = −0.013 ln x + 0.2069

R2 = 0.8026

(b) Calcul analytique.

D
E

D
(M

P
a
)

Durée de vie (Cycles)
103 104 105 106

δ = 0˚
δ = 90˚
δ = 180˚

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

y = −0.017 ln x + 0.2464

R2 = 0.7185

(c) Calcul E.F.

FIG. 5.26 – Courbe S-N en DED.

On constate que la première contrainte principale maximale localement détermińee par la ḿethode ana-
lytique (FIG. 5.22(a)) ou un calcuĺeléments finis (FIG. 5.22(b)) n’est pas aptèa rendre compte du compor-
tement en fatigue multiaxiale du CR. L’énergie de d́eformation (FIG. 5.23(a),5.23(b)et 5.23(c)) semble
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mieux convenir sans doute grâceà une prise en compte partielle de l’histoire du chargement. Enfin, en
tenant compte de l’intégralit́e de cette dernière, les crit̀eres en première contrainte principale endom-
mageante d’Eshelby (FIG. 5.24), en énergie de fissuration ( FIG. 5.25(a)et FIG. 5.25(b)) et enénergie
dissiṕee (FIG. 5.26(a), 5.26(b)et 5.26(c)) donnent quant̀a eux de bons résultats. Bien que le critère
enénergie dissiṕee localement calculée par la ḿethode analytique (cf. FIG. 5.26(b)) donne la meilleure
corŕelation, il semble difficile d’́etablir une híerarchie entre les résultats. En effet, un classement ne vau-
drait que pour le matériau, la structure et les sollicitationsétudíees et pourrait tout aussi bienêtre inverśe
pour une autre configuration d’essais. De plus, il convient de garderà l’esprit que le DED n’est pas
adapt́e à la d́etermination du plan de fissure et qu’il n’a plus lieu d’être dans le cas d’un matériau ou
d’un chargement ne proposant pas de réponse hystéŕetique.

5.3.3.4 Diagramme de Haigh

Dans le paragraphe préćedent, ayant obtenu des résultats probants quant au critère DED, il nous a semblé
intéressant d’utiliser cette grandeur comme terme d’amplitude d’un diagramme de Haigh. Les avan-
tages de cette grandeur sont qu’elle est directement scalaire et qu’étant invariante, elle ne posera pas de
probl̀eme d’objectivit́e. Le diagramme est complét́e pour refĺeter le chargement moyen par la pression
hydrostatique moyenne :

pmoy =
1
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FIG. 5.27 – Diagramme de Haigh multiaxial.

Ce diagramme, bien que nécessitant d’̂etre compĺet́e, ŕevèle encore une fois un comportement de po-
lymère amorphe pour un rapport de chargement allant jusqu’à 0.2 (une diminution de la durée de vie
avec l’augmentation de la partie moyenne du chargement). Par la suite une foiscette valeur d́epasśee,
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il semble que, tout comme dans le cas de la traction, le régime de fatigue change, laissant entrevoir un
renforcementa priori indépendant de l’angle de déphasage.
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5.4 Conclusion

Ce chapitre avait pour ambition de proposer, dans un premier temps, différentes analyses fractogra-
phiques. Celles-ci ont́et́e meńees d’une part afin de comprendre dans des cas de chargements de fatigue
mécanique :
– sur du HNBR, l’influence des charges sur les faciès de rupture
– sur du CR, les effets du rapport de charge et de la multiaxialité de la sollicitation.
Concernant le HNBR, quelques résultats int́eressants ont pûetre mis en avant et, en particulier, une
forme de rosace pour la zone de propagation stable. Une augmentation de lasurface sṕecifique des
charges donne une rosace plusétendue, avec des pétales plus nombreux mais de taille plus réduite. De
plus, il est int́eressant de voir sur ce matériau, ne pŕesentanta priori pas de cristallisation sous contrainte,
la pŕesence de languettes en zone d’amorçage ou de fractuosité.
Durant nos travaux menés sur le CR, notre attention s’est principalement portée sur la zone d’amorçage
qui pŕesente elle aussi des languettes. Les faciès de rupturéetudíes ontét́e obtenus suitèa des sollici-
tations de fatigue uniaxiale ou multiaxiale. Dans le premier cas, on observe qu’à force maximale fixe,
maisà rapport de charge augmentant, on arriveà uneévolution de la densité de languettes d’abord crois-
sante puis d́ecroissante, le maximuḿetant atteint pourRσ = 0.2. Le cas d’une sollicitation multiaxiale
ne change pas les faciès macroscopiques, mais semble tout de même abaisser le nombre de languettes
en zone d’amorçage et en modifier la morphologie, modification influencée par la valeur du d́ephasage
entre traction et torsion.
Par la suite, nous avons présent́e l’étude en fatigue sur CR ayant conduit aux faciès de rupture précit́es.
Le but de cettéetude est de tester la robustesse d’un critère en dissipation qui, par simplicité, a ét́e
assimiĺe à la dissipation sur un cycle de chargement (au sens de l’aire de l’hystéŕesis). Il a ensuitéet́e
confront́e à différents autres critères. Dans les deux cas de chargements, celui-ci a donné de probants
résultats, les courbes S-N obtenues conduisantà de bons coefficients de corrélation. Dans la gamme de
chargements que nous avonsétudíee, il parâıt mêmeêtre le plus aptèa rendre compte de la réponse en
fatigue du mat́eriau. Il convient cependant de rester prudent, car unéventuel classement ne vaudrait que
pour le mat́eriauétudíe et dans la gamme de sollicitations choisie. De plus, ce bon bilan ne doit pas faire
oublier que ce crit̀ere perdévidemment toute signification pour un matériau non-hyst́eŕetique et, pour
qui en a l’int́er̂et, qu’il n’est pas aptèa fournir une directiońeventuelle de fissuration.
Ce chapitre, dans le cas des chargements de traction, fut aussi l’occasion de ŕealiser un diagramme de
Haigh afin d’expliquer pour les courbes S-N en contrainte maximale eténergie de d́eformation l’a priori
incoh́erence des points issus des rapports de chargeélev́es, en mettant eńevidence un changement de
régime de fatigue pour un rapport de charge de 0.2. Il est tentant de relier cette valeur avec celle menant
au maximum de l’́evolution de la densité de languettes, ce qui laisseraità penser que, pour des rapports
de charges inf́erieursà cette valeur, le régime de fatigue est sévère et cŕee des languettes, et qu’une
fois celle-ci d́epasśee, le ḿecanisme s’adoucit tout en ne créant plus de languettes. Ceci soulève des
questions quant̀a la nature et au processus de formation de ces dernières.
Enfin, l’énergie dissiṕee est aussi “testée” pour caract́eriser l’amplitude de chargement d’un diagramme
de Haigh – la pression moyenne sur un cycle de chargement est choisie comme terme moyen – recensant
les ŕesultats en fatigue multiaxiale. La représentation est là aussi int́eressante et met en avant quelques
tendances de renforcement pour les valeurs de rapports de chargeélev́es.
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Ce manuscrit propose un retour sur mes activités de recherche de ces dernières anńees. Elles portent
principalement sur la compréhension et la prévision de la ŕeponse de matériauxélastom̀eresà diverses
sollicitations ḿecaniques ou thermo-ḿecaniques, toutes pouvantêtre (quasi-)statiques, cycliques, dyna-
miques. . .
Deux grandes problématiques ont́et́e pośees :
– d’une part, la mod́elisation du comportement desélastom̀eres, qui s’appuie sur un cadre thermody-

namique suffisamment géńeral pour d́ecrire, en grandes transformations et en négligeant les effet de
la thermique, les comportementsélasto-dissipatifs de nos matériaux. Ceśequations sont, moyennant
quelques hypoth̀eses,́etendues et adaptéesà un contexte thermo-ḿecanique.

– d’autre part, la fatigue deśelastom̀eres qui s’attachèa pŕevoir, pour des temps de fonctionnement
beaucoup plus longs, la tenue de pièces soumises̀a des chargements variables. Pour ce faire, ontét́e
préféŕees les approches en amorçageà celles en propagation.

Il n’est pasévident de trouver un point communà ces deux grands pans de la mécanique, tant il est
illusoire de mod́eliser, via un calcul paŕeléments finis par exemple, un essai de fatigue de plusieurs cen-
taines d’heures. Dans notre cas, et de manière assez classique, le trait d’union entre ses deuxétudes fut
la mise en place d’un critère de fatigue directement issu de la mécanique des milieux continus et donc
donńe par un de nos modèles. Celui-ci permet alors toutà la fois d’́etablir, apr̀es un calcul simple sur
un cycle stabiliśe, différentes représentations du comportement en fatigue d’un matériau (courbe S-N,
diagramme de Haigh) et de prévoir via une mod́elisation sur une pièce “ŕeelle” les zones potentiellement
sujettes̀a un d́epart de fissure.

Revenons̀a pŕesent plus en d́etail sur ce qui áet́e propośe dans ce ḿemoire. Ceci sera aussi l’occa-
sion de proposer des voies d’amélioration et d’extension.

• Connaissance et caract́erisation du matériau
Au travers d’une pŕesentation des différentsélastom̀eresétudíes, le chapitre1 met en avant les outils
utilisés afin de mieux comprendre nos matériaux.

159
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Mais tout ce qui a pûetre pŕesent́e dans ce travail se résumeà des caractérisations ḿecaniques
(éventuellement en prenant en compte l’influence de la température d’enceinte). Il semble de plus
en plusévident qu’il fautétendre ces actions̀a des caractérisations :
– thermiques afin de mieux en cerner les propriét́es, leurśevolutions, leurs impacts sur la durée de

vie (nous reviendrons sur ce point un peu plus loin),
– chimiques afin de ne plus voir le matériau comme une chose inerte mais qui, subissant des apports

et des pertes d’énergie via la thermique et/ou la mécanique, va se réorganiser et́evoluer.
En compĺementà ce dernier point, et en collaboration avec un de nos partenaires industriels, il est
aussi pŕevu de mieux cerner leśevolutions de grandeurs pertinentes mécaniques et thermiques – ces
évolutions pouvant̂etre líeesà des ŕeorganisations de structure du matériau comme nous l’avons dit
mais aussìa de l’endommagement ḿecanique – durant un essai de fatigue. C’est entre autre, dans
cette voie que s’engagent les travaux de thèse d’Alexis Delattre (Delattre, soutenance prévue 2015).

• Modélisation isotherme du comportement́elasto-dissipatif
Concernant la partie modèles ḿecaniques isothermes, englobant les chapitres2 et3, le bilan – et donc
les perspectives – est le plus important. Cette problématique áet́e initiée, pour moi, d̀es mon stage de
DEA (Méo, 1996), poursuivi en th̀ese (Méo, 2000b) et constamment approfondie depuis.
L’approche thermodynamique est clairementétablie. Elle se base sur une décomposition du gradient
de la transformation en une partie volumique et une autre isochore, ainsi que sur les hypoth̀eses de
l’ état local et des matériaux standards géńeraliśes. Les diff́erentes variables internes sont introduites
par le concept d’́etat(s) interḿediaire(s) appliqúe à la transformation incompressible. Le cadre ainsi
obtenu áet́e d́ecliné dans les diff́erentes configurations eulérienne, lagrangienne et mixte, en prenant
en comptéeventuellement l’incompressibilité du mat́eriau. Au final, il se ŕesumèa une ǵeńeralisation
aux grandes d́eformations d’un assemblage rhéologique ǵeńeral, dont la mise en oeuvre peut se
décliner sous les diff́erents points suivants :
– l’ établissement de modèles unitaires visco-élastiques (mod̀ele de Zener, de Poynting-Thomson)

dont le comportement dissipatif est décrit par une unique variable interne. Ceux-ci donnent de pro-
bants ŕesultats tant que la sollicitation reste de caractéristiques – fŕequence (ou de vitesse) et d’am-
plitude – proches de celles utilisées pour l’identification des paramètres mat́eriaux. Ils marquent
cependant le pas pour les températures ńegatives,

– afin de couvrir une plage plus importante de fréquence, un modèle visco-́elastique statistique est
propośe. Le principe en est une géńeralisation statistique du comportement visco-élastique (ici
choisi sous forme d’un modèle de Maxwell). De plus, pour bien rendre compte de l’influence de
l’amplitude (effet Payne) et de ne pasêtre mis en d́efaut par des températures trop faibles, il est
coupĺeà un mod̀eleélasto-plastique simple. Une proposition d’analyse mésoscopique de ce modèle
est aussi proposée,

– chaque mod̀ele a fait l’objet d’une stratégie d’identification, d’une mise en oeuvre numérique
(méthode deśeléments finis) et d’une confrontationà des ŕesultats exṕerimentaux.

Comme souvent en modélisation (au sens large du terme et non restreintà l’aspect calcul paŕeléments
finis), tous les aspects préćedemment́evoqúes sont naturellement sujetsà aḿeliorations, pour ne citer
que quelques points que nous allons devoir aborderà court ou moyen terme :
– l’identification des param̀etres de nos diff́erents mod̀eles est toujours assez fastidieuse et mériterait

d’être optimiśee en ayant recoursà des algorithmes géńetiques par exemple,
– en ŕeponsèa une demande forte d’un de nos partenaires industriels, l’introduction d’une ou plu-

sieurs variables endommagement permettrait de prévoir, en s’aidant des lois d’évolutions pŕealablement
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identifiées exṕerimentalement, leśevolutions du comportements en fonction du nombre de cycles
de fatigue. Ceci pourrâetre fait en s’inspirant par exemple des travaux deGrandcoin Laneyrie
(2008),

– une prise en compte plus systématique de la compressibilité et qui, coupĺee au point pŕećedent,
pourra conduirèa sa pŕevision dans le cas où elle est induite par l’endommagement,

– le besoin se fait sentir au niveau industriel de prévisions pour des sollicitations multi-fréquences
(questionà laquelle on a partiellement répondu),̀a fréquenceśelev́ees (une centaine deHz) et sur
des structures complexes (Delattre, soutenance prévue en 2015). Ceci obligeràa tenir compte des
effets d’inerties (ńecessitant une aḿelioration des solveurs avec une discrétisation temporelle plus
compliqúee) tout en utilisant, sans doute pour répondre aux problèmes structurels, des algorithmes
de ŕeduction de mod̀ele tels que ceux mis en oeuvre par Stéphane Lejeunes (Lejeunes, 2006b) afin
de rendre les temps de calcul “industriellement” acceptables.

Tout ce qui vient d’̂etre évoqúe reste vrai quel que soit le modèle, qu’il soit unitaire,à variables
internes multiples ou statistiques. Il semble nécessaire de faire un aparté sur ces derniers qui par leur
géǹese, sont des modèles particuliers ńecessitant d’aller plus loin dans l’optimisation et la miseà
l’ épreuve :
– en premier lieu, le mod̀ele doit être confront́e à la pŕevision du comportment d’autres matériaux

dissipatifs. Outre le fait de satisfaire notre curiosité scientifique, l’int́er̂et du mod̀ele s’en verrait
grandi dans le cas de résultats concluants.

– il serait sans doute profitable de continuer dans la voie ouverte parGrandcoin Laneyrie(2008) qui
a propośe de ǵeńeraliser par la ḿethode statistique des branches plus complexes que celle de Max-
well. En effet, ce dernier comportement simple (peut-être m̂eme simpliste ?), qui par l’interprétation
mésoscopique doit refléter le comportement d’une famille de charges, est peut-être quelque peu
réducteur et ḿeriterait sans doute d’être enrichi.

– en allant encore un peu plus loin, nous envisageons de tester d’autresfonctions de distribution
statistiqueP(ω). La finalité étant id́ealement de d́eterminer celle-cia priori, en fonction des ca-
ract́erisations chimiqueśevoqúees pŕećedemment et d’éventuellement faire varier cette fonction en
cours d’essais si la structure du matériau venait̀a changer. Ceci pourrait aussiêtre compĺet́e par une
refonte des potentiels statistiques définis par leśequations (3.29) et (3.30).

• Couplage thermo-ḿecanique
Cette partie (cf. chapitre4) prend tout son sens̀a la vue des ŕesultats propośes au premier chapitre
illustrant des valeurs de paramètres ḿecaniques qui varient avec la température ou des augmentations
de temṕerature de plusieurs dizaines de degrés par simple auto-échauffement d’́eprouvettes en sili-
cone soumises̀a des sollicitations cycliques.
Le principe de l’algorithme de couplage faible mis en place consisteà ŕealiser un calcul ḿecanique
dont les param̀etres ont pŕealablement́et́e identifíes en fonction du champ de température puis de
réinjecter la dissipation intrinsèque obtenue (ou sa moyenne stabilisée) comme terme source d’un cal-
cul thermique. Apr̀esévolution de la temṕerature, on peut réitérer sur un nouveau calcul mécanique
et ainsi de suite. Cette ḿethode, malgŕe deux hypoth̀eses fortes (la dilatation thermique ainsi que les
termes de couplage sont négligés) donne de bons résultats en permettant une détermination spatiale et
temporelle de la temṕerature jusqu’̀a unétat stabiliśe.
Ce sujet longtemps̀a la mode dans les années 1990–2000, áet́e depuis laisśe de ĉoté. Il pourrait cepen-
dantêtre remis au gôut du jour au travers des travaux deLe Saux(2010) et ceuxà venir de Christophe
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Cruańes (Cruanes et al., 2012) qui proposent de caractériser la duŕee de vie par des mesures d’auto-
échauffement. Un modèle thermo-ḿecanique robuste pourraitêtre une solution afin d’évaluer par
méthode inverse le(s) terme(s) source(s) nécessaire(s)̀a l’élévation de temṕerature exṕerimentalement
observ́ee et donc d’en d́eduire l’origine (endommagement ou autre).
Cependant, en préambulèa ceci, il semble indispensable de mieux cerner l’impact des termes de cou-
plage sur la ŕeponse thermique du matériau. Cela pourrait peutêtre expliquer le besoin pour le modèle
de partiellement prendre en compte la dissipation comme terme source de chaleur. Un bon point de
départ serait sans aucun doute les travaux deHonorat(2006); Caborgan(2011).

• Fatigue desélastom̀eres
Le dernier chapitre propose deux façons d’appréhender la fatigue mais qui, nous l’avons vu, peuvent
se ŕevéler compĺementaires et concomitantes.
Une étude classique en fatigue axiale et multiaxiale est menée sur du CR. Elle a permis la mise en
oeuvre d’un crit̀ere de fatigue d́efini par l’énergie dissiṕee (au sens de l’aire de l’hystéŕesis) sur un
cycle de chargement. Il donne pleine satisfaction dans ses comparaisonsavec d’autres crit̀eres clas-
siques de la litt́erature.
De plus, en utilisant un diagramme de Haigh, cetteétude a aussi mis eńevidence un changement de
régime de fatigue pour les rapports de charge proche de 0.2,à partir duquel on constate un renforce-
ment. Ce ph́enom̀ene a d́ejà ét́e constat́e sur du caoutchouc naturel mais pour des valeurs de rapports
de charge nuls et áet́e attribúe à la cristallisation sous contrainte.
Sur ce m̂eme CR, unéetude fractographique complémentaire a aussi montré un abaissement brutal,
toujours pourRσ = 0.2, de la densit́e de languettes présentes en zone d’amorçage. Uneétude similaire
meńee sur la zone de propagation stable de matériaux HNBR nous a aussi aidé à mieux comprendre
l’influence de la surface spécifique des charges sur les mécanismes de propagation de fissures.
Une premìere perspective intéressante au travail réaliśe sur le CR serait d’éprouver les mod̀eles utiliśes
afin de d́eterminer localement les différents crit̀eres de fatigue. Il est envisageable de mettre en oeuvre
un mod̀ele statistique couvrant le comportement sur une large gamme de fréquences et ainsi d’essayer
d’unifier sur une m̂eme courbe S-N des points obtenus pour différentes vitesses de déformation. De
plus, le crit̀ere ḿeriterait d’̂etre étendu en faisant référence, non plus̀a l’aire de l’hyst́eŕesis mais,
comme c’́etait l’idée initiale,à la dissipation intrins̀eque (ou sa moyenne temporelle sur un cycle).
L’ écriture euĺerienne permettant de découpler les apports de chaque phénom̀ene ḿecanique sur la
dissipation intrins̀eque qui peut alors s’écrire comme :

φ = φplasticit́e + φvisco-plasticit́e + φviscosit́e1 + φviscosit́e2 + . . .

il est envisageable de ne non plus prendreφ comme crit̀ere de fatigue, mais l’un ou l’autre de ces
apports.
Outre ces aḿeliorations techniques, quelques points fondamentaux restent aussi en suspens concer-
nant les languettes détect́ees sur les faciès de CR et de HNBR :
– quelle est leur nature ?
– l’abaissement de leur densité en zone d’amorçage peut-elle vraimentêtre symptomatique du chan-

gement de ŕegime de fatiguèaRσ = 0.2 ? Cela se retrouve-t-il sur d’autres matériaux ?
– ont-elles un lien avec la cristallisation existante du CR ?
– sont-elles juste une manifestation de thermo-oxydation ?
– . . .
Afin de ŕepondrèa ces questions età de nombreuses autres, nous avons convenu d’essayer de com-
prendreà la fois la nature chimique des languettes par des analyses restantà d́eterminer et aussi leur
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processus de création en envisageant des essais de fatigue sous vide ou gaz inerte par exemple et en
cernant mieux l’influence de la température.

Ainsi, au moment du bilan que représente cette conclusion d’Habilitationà Diriger des Recherches,
on peut voir qu’un large spectre d’explorations scientifiques a puêtre meńe et que le point commun
de toutes ceśetudes est la prévision (du comportement, de la tenue en fatigue. . . ). Toutes les réponses
apport́eesà des probl̀emes concrets souventémanant de partenaires industriels, l’ont toutesét́e au travers
de collaborations scientifiquement et humainement enrichissantes. Néanmoins, de nombreuses questions
restent toujours posées et d’autres, nouvelles, ontét́e soulev́ees. Elles ńecessiteront sans aucun doute de
mener plus loin des d́emarches d́ejà entreprises, d’en abandonner certaines et d’en faire naı̂tre d’autres.
Ces interrogations actuelles sont, pour moi, sans doute plus nombreuses maintenant qu’en 1996 et sont
le fondement de mon intér̂et croissant pour l’́etude des matériauxélastom̀eres.





ANNEXE

A Influence de la temṕerature sur
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(e) Temṕerature d’essai 100C̊

FIG. A.1 – Influences de la température globale. Courbes contrainte - déformation obtenues sur une
éprouvette de double cisaillement pour une sollicitation sinusoı̈dale de fŕequence 3.1Hz et d’amplitudes
5 %, 10%, 20%, 50% et 100%.
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B.1 Configurations lagrangienne et mixte

Le point de d́epart sont les formes abouties de l’inégalit́e de Clausius-Duhem (2.11) et (2.12) dans les-
quelles sont introduites l’expression découpĺee de l’́energie libre (2.26). Il est donc ńecessaire d’évaluer
ψ̇, i.e. :

ψ̇ =
∂ψeq

∂C̄
: ˙̄C

︸ ︷︷ ︸

1©

+
∂ψneq

∂C̄a

: ˙̄Ca

︸ ︷︷ ︸

2©

+
∂ψvol
∂J

J̇
︸ ︷︷ ︸

3©

(B.1)

Chacun des trois termes est sépaŕementévaluer :
– La ŕeécriture du terme volumique3© passe par :

J̇ =
1

2
JC−1 : Ċ = JC−1 : Ė = cof(F) : Ḟ (B.2)

– Afin d’évaluer le terme1©, il faut réécrire ˙̄C = ∂C̄
∂C : Ċ, puis

∂C̄

∂C
=

∂J− 2
3 C

∂C
= J− 2

3

[
I − 1

3C ⊗ C−1
]

= PC

(B.3)

Il est à noter que ce premier terme peut aussiêtreécrit ainsi

∂ψeq

∂F̄
: ˙̄F (B.4)

Ainsi en ŕecrivant ˙̄F = ∂F̄
∂F : Ḟ, il vient facilement que :

∂F̄

∂F
= J− 1

3

[

I − 1

3
F ⊗ F−T

]

= PF (B.5)

Il est alors possible de reformuler le premier terme de l’équation de 2 façons :

1© =
∂ψeq

∂C̄
: ˙̄C =

[
∂ψeq

∂C̄
: PC

]

: Ċ = 2

[
∂ψeq

∂C̄
: PC

]

: Ė

=
∂ψeq

∂F̄
: ˙̄F =

[
∂ψeq

∂F̄
: PF

]

: Ḟ
(B.6)

– Le terme 2© de l’équation reste inchangé.
L’in égalit́e de Clausius-Duhem peut doncêtre ŕeécrite sous ses deux formes lagrangienne (2.11) et mixte
(2.12) ainsi :

[

−2ρ0
∂ψeq

∂C̄
: PC − ρ0J

∂ψvol
∂J

C−1 + S

]

: Ė − ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: ˙̄Ca ≥ 0

[

−ρ0
∂ψeq

∂F̄
: PF − ρ0

∂ψvol
∂J

cof(F) + π

]

: Ḟ − ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: ˙̄Ca ≥ 0

cette dernìere pourra aussi s’écrire sous forme objective :

[

F−1 ·
[

−ρ0
∂ψeq

∂F̄
: PF − ρ0

∂ψvol
∂J

cof(F) + π

]]

: Ė − ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: ˙̄Ca ≥ 0
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En postulant une forme de potentiel de dissipation de la formeénonćee (2.41) , les lois de comportements
et d’évolution de la variable internēCa sont1 :
– Configuration lagrangienne :







S = S̄eq : PC + Svol +
∂ϕ0

∂Ė

−ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: PC̄a
=
∂ϕa

∂ ˙̄Ca

avecPC = J− 2
3

[
I − 1

3C ⊗ C−1
]

; PC̄a
= I − 1

3C̄a ⊗ C̄−1
a

et S̄eq = 2ρ0
∂ψeq

∂C̄
(C̄) ; Svol = ρ0J

∂ψvol
∂J

C−1

en respectant̄̇C : C̄−1 = 0 ; ˙̄Ca : C̄−1
a = 0

(B.7)

– Configuration mixte :







π = π̄eq : PF + πvol + F · ∂ϕ0

∂Ė

−ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: PC̄a
=
∂ϕa

∂ ˙̄Ca

avecPF = J− 1
3

[
I − 1

3F ⊗ F−T
]

; PC̄a
= I − 1

3C̄a ⊗ C̄−1
a

et π̄eq = 2ρ0F̄ · ∂ψeq
∂C̄

(C̄) ; πvol = ρ0
∂ψvol
∂J

cof(F)

en respectant̄̇F : F̄−T = 0 ; ˙̄Ca : C̄−1
a = 0

(B.8)

B.2 Configuration eulérienne

La démarche est sensiblement la même que dans le paragraphe préćedent en apportant un soin plus
particulierà l’objectivité des grandeurs utilisées.
L’obtention deséquations (2.45) s’obtiendra donc en partant de l’écriture euĺerienne de l’ińegalit́e de
Clausius-Duhem (2.13) ainsi que du d́ecouplage de l’́energie libre sous sa forme eulérienne (2.27). La
dérivée de l’́energie libre est alors vue comme

ψ̇ =
∂ψeq

∂B̄
: ˙̄B

︸ ︷︷ ︸

1©

+
∂ψneq

∂B̄e

: ˙̄Be

︸ ︷︷ ︸

2©

+
∂ψvol
∂J

J̇
︸ ︷︷ ︸

3©

(B.9)

1. La d́erivée deJ est donńee par
J̇ = J1 : D (B.10)

définissant ainsi3©.

1Attention il faut garder en tête la condition d’incompressibilité portant sur̄Ca qui s’écrit

˙̄
Ca : C̄−1

a = 0

Cette dernìere permet l’́ecriture de l’́egalit́e
»

−ρ0
∂ψneq

∂C̄a

: PC̄a

–

: ˙̄
Ca = −ρ0

∂ψneq

∂C̄a

: ˙̄
Ca

Le principe de normalit́e est alors appliqúe à−ρ0
∂ψneq

∂C̄a
: PC̄a

, permettant ainsi de tenir compte de l’incompressibilité de la
transformation ańelastique.
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2. Le terme1© se verra partiellement traité une fois ˙̄B défini.

˙̄B =
∂B̄

∂B
: Ḃ

=
∂J− 2

3 B

∂B
: Ḃ

= J− 2
3

[

L · B + B · LT − 2

3
B [1 : D]

]

= L · B̄ + B̄ · LT − 2

3
B̄ [1 : D]

Ainsi nous obtenons

1© =
∂ψeq

∂B̄
:

[

L · B̄ + B̄ · LT − 2

3
B̄ [1 : D]

]

=

[

2B̄ · ∂ψeq
∂B̄

]

: D −
[[

2B̄ · ∂ψeq
∂B̄

]

: 1

] [
1

3
1 : D

]

(carB̄ est syḿetrique etψeq isotrope dēB)

=

[

2B̄ · ∂ψeq
∂B̄

]

: D −
[

2B̄ · ∂ψeq
∂B̄

]

:
1

3
[1 ⊗ 1] : D (car[A:B][C:D]=A:[B⊗C]:D)

=

[

2B̄ · ∂ψeq
∂B̄

]

:

[

I − 1

3
[1 ⊗ 1]

]

︸ ︷︷ ︸

P1

: D

1© est ainsi compl̀etement d́efini comme suit :

1© =

[

2B̄ · ∂ψeq
∂B̄

]

: P1 : D (B.11)

3. ˙̄Ben’étant pas une variable objective, le terme2©, contrairement aux cas lagrangien et mixte
nécessite une remise en forme. Calculons de manière pŕealable la d́erivée temporelle dēFe

˙̄Fe =
d

dt

(

J− 1
3 F · F̄−1

a

)

= −1

3
J− 1

3 [1 : D]F · F̄−1
a + J− 1

3 Ḟ · F̄−1
a + J− 1

3 F · d
dt

F̄−1
a

= −1

3
F̄e [1 : D] + J− 1

3 L · F · F̄−1
a + F̄e · F̄a · d

dt
F̄−1

a

= −1

3
F̄e [1 : D] + L · F̄e − F̄e · L̄a (car0= d

dt(F̄a·F̄
−1
a )= ˙̄Fa·F̄

−1
a

︸ ︷︷ ︸

L̄a

+F̄a·
d
dt

F̄−1
a )

ceci permet alors unéevaluation aiśee de :

˙̄Be = ˙̄Fe · F̄Te + F̄e · ˙̄Fe

T

= −2
3B̄e [1 : D] + L · B̄e + B̄e · LT − 2F̄e · D̄a · F̄Te

= −2
3B̄e [1 : D] + L · B̄e + B̄e · LT − 2V̄e · R̄e · D̄a · R̄T

e
︸ ︷︷ ︸

D̄o
a

·V̄e

L’expression ainsi obtenue dē̇Be, i.e.

˙̄Be = −2

3
B̄e [1 : D] + L · B̄e + B̄e · LT − 2V̄e · D̄o

a · V̄e (B.12)
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permet de ŕeécrire terme2© de (B.9) :

2© =
∂ψneq

∂B̄e

:

[

−2

3
B̄e [1 : D] + B̄e · LT + L · B̄e − 2V̄e · D̄o

a · V̄e

]

=

[

2B̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

]

: D −
[

2B̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

]

:

[
1

3
1 [1 : D]

]

(carB̄e est syḿetrique etψneq isotrope dēBe)

−
[

2V̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

· V̄e

]

: D̄o
a

=

[

2B̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

]

: D −
[

2B̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

]

:

(
1

3
1 ⊗ 1

)

: D (car[A:B][C:D]=A:[B⊗C]:D)

−
[

2V̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

· V̄e

]

: D̄o
a

=

[

2B̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

]

:

[

I − 1

3
1 ⊗ 1

]

︸ ︷︷ ︸

P1

: D − 2V̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

· V̄e : D̄o
a

et donc

2© =

[

2B̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

]

: P1 : D −
[

2V̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

· V̄e

]

: D̄o
a (B.13)

La réécriture de l’ińegalit́e de Clausius-Duhem (2.13) peut donc se faire via (B.11), (B.13) et (B.10) :
[

−2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
: P1 − 2ρ0J

−1B̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

: P1 − ρ0
∂ψvol
∂J

+ σ

]

: D+

[

2ρ0J
−1V̄e ·

∂ψneq

∂B̄e

· V̄e

]

: D̄o
a ≥ 0

La forme du potentiel de dissipation postulée (2.42) et le principe de normalité conduisent alors le
probl̀eme euĺerien :







σ = σ̄eq : P1 + σ̄neq : P1 + σvol +
∂ϕ0

∂D[

2ρ0J
−1V̄e ·

∂ψneq

∂B̄e

· V̄e

]

: P1 =
∂ϕa

∂D̄o
a

avecP1 = I − 1
31 ⊗ 1

et σ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄) ; σ̄neq = 2ρ0J

−1B̄e ·
∂ψneq

∂B̄e

(B̄e) ; σvol = ρ0
∂ψvol
∂J

1

en respectant trD = 0 ; trD̄o
a = 0

(B.14)
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C.1 Eulérien

REMARQUE C.1
L’ensemble de la d́emarche pŕesent́ee ci-dessous est réaliśee sans aucune simplification rela-
tive à l’incompressibilit́e dans le soucis d’avoir une démarche complèteéventuellement trans-
posablèa un cas compressible. Ainsi, dans le cadre choisit dans le chapitre2, il serait possible
de refaire le raisonnement présent́e ci-apr̀es consid́erant :

det B̄ = det B̄e = det B̄a = 1

Démontrons que : siψaneq(B̄a) est une fonction iso-
trope deB̄a alorsψaneq est une fonction isotrope de
(B̄, B̄e)

On d́efinit les oṕerateurs invariants quià un tenseur associent l’invariant de ce dernier :

I1(X) = trX (C.1)

I2(X) =
1

2

(

(trX)2 − trX2
)

(C.2)

I3(X) = detX (C.3)

Par ailleurs, on rappelle la propriét́e fondamentale reliant les invariants d’un tenseurX invariantsà ceux
de son inverseX−1 (propríet́e obtenue par le th́eor̀eme de CAYLEY -HAMILTON (Lelong-Ferrand et
Arnuadìes, 1978)) :







I1(X
−1) =

I2(X)

I3(X)

I2(X
−1) =

I1(X)

I3(X)

I3(X
−1) =

1

I3(X)

(C.4)

De plus, on notera :






Ik(B̄e) = Ik
Ik(B̄a) = Iak
Ik(B̄e) = Iek

(C.5)

De manìere analogue, on introduit les opérateurs invariants mixtes associantà deux tenseurs leurs inva-
riants mixtes : 





K11(X,Y) = tr(X · Y) = tr(Y · X),

K12(X,Y) = tr(X · Y2) = tr(Y2 · X),

K21(X,Y) = tr(X2 · Y) = tr(Y · X2),

K22(X,Y) = tr(X2 · Y2) = tr(X2 · Y2),

(C.6)

et on note 





K11

(
B̄, B̄e

)
= K11

K12

(
B̄, B̄e

)
= K12

K21

(
B̄, B̄e

)
= K21

K22

(
B̄, B̄e

)
= K22

(C.7)
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siψaneq est isotrope dēBa alors cette fonction d́epend de(Ia1 , I
a
2 , I

a
3 ). Montrons queψaneq est une fonction

isotrope de(B̄, B̄e) ou encore qu’elle d́epend des invariants (simples et mixtes) de ces deux tenseurs.

Ia3 = det B̄a

= det
(
F̄a · F̄Ta

)

= det
(
F̄−1

e · F̄ · F̄T · F̄−T
e

)

= det F̄−1
e det B̄ det F̄−T

e

= det B̄ det B̄−1
e

Ia3 =
I3
Ie3

(C.8)

Ia1 = tr
(
B̄a

)

= tr
(
F̄a · F̄Ta

)

= F̄a : F̄a

=
(
F̄−1

e · F̄
)

:
(
F̄−1

e · F̄
)

=
(
B̄−1

e · B̄
)

: 1

= tr
(
B̄−1

e · B̄
)

On sait quēBe annule son polyn̂ome caract́eristique donc :

B̄−1
e =

1

Ie3
B̄2

e −
Ie1
Ie3

B̄e +
Ie2
Ie3

1

si bien que :

Ia1 =
K12

Ie3
− Ie1K11

Ie3
+
Ie2I1
Ie3

(C.9)

Ia2 = Ia3 I1
(
B̄−1

a

)

= I3
Ie3
I1

(
B̄−1

a

)

= I3
Ie3
I1

(
F̄Te · B̄−1 · F̄e

)

= I3
Ie3

tr
(
F̄Te · B̄−1 · F̄e

)

= I3
Ie3

(
F̄Te · B̄−1 · F̄e

)
: 1

= I3
Ie3

B̄−1 : B̄e

= I3
Ie3

B̄−1 · B̄e : 1

= I3
Ie3

tr
(
B̄−1 · B̄e

)

Tout commeB̄e, B̄ annule son polyn̂ome caract́eristique :

B̄−1 =
1

I3
B̄2 − I1

I3
B̄ +

I2
I3

1

et donc

Ia2 =
K21

Ie3
− I1K11

Ie3
+
I2I

e
1

Ie3
(C.10)

Ainsi les équations (C.8),(C.9) et (C.10) montrent que siψaneq est isotrope dēBa (i.e. qui dépend de
(Ia1 , I

a
2 , I

a
3 )) alors cette fonction d́epend de(I1, I2, I3, Ie1 , I

e
2 , I

e
3 ,K11,K12,K21,K22) et est donc iso-

trope de(B̄, B̄e).
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C.2 Lagrangien

Une d́emarche analogue conduiraità d́emontrer que :

Si ψeneq(C̄e) est une fonction isotrope dēCe alors
ψeneq est une fonction isotrope de(C̄, C̄a)

C.3 Conśequences

Les différents probl̀emes se retrouvent ainsi enrichis de l’apport d’un terme supplémentaire (ψaneq(B̄a)

ouψeneq(C̄e) respectivement dans les cas eulérien et lagrangien) dans le découpage de l’énergie libre.
Ces deux extensions se feront par des calculs différents.

C.3.1 Euĺerien

Dans le cas eulérien, il pŕeférable de repartir de l’expression de la dérivée temporelle de l’énergie libre
(i.e.de manìere analoguèa (B.9)) :

ψ̇ =
∂ψeq

∂B̄
: ˙̄B

︸ ︷︷ ︸

1©

+
∂ψeneq

∂B̄e

: ˙̄Be

︸ ︷︷ ︸

2©

+
∂ψvol
∂J

J̇
︸ ︷︷ ︸

3©

+
∂ψaneq

∂B̄a

: ˙̄Ba

︸ ︷︷ ︸

4©

(C.11)

Le terme 4© peutêtre ŕeécrit

4© =
∂ψaneq

∂B̄a

:
[
L̄a · B̄a + B̄a · L̄Ta

]
= 2B̄a ·

∂ψaneq

∂B̄a

: D̄a (carψaneq est isotrope et̄Ba est syḿetrique) (C.12)

ce qui peut finalement s’écrire via (2.39)

4© = 2R̄e · B̄a ·
∂ψaneq

∂B̄a

R̄T
e : D̄o

a (C.13)

Le probl̀eme (2.45) devient alors :







σ = σ̄eq : P1 + σ̄
e
neq : P1 + σvol +

∂ϕ0

∂D[

2ρ0J
−1V̄e ·

∂ψeneq

∂B̄e

· V̄e − 2ρ0J
−1R̄e · B̄a ·

∂ψaneq

∂B̄a

· R̄T
e

]

: P1 =
∂ϕa

∂D̄o
a

avecP1 = I − 1
31 ⊗ 1

et σ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄) ; σ̄

e
neq = 2ρ0J

−1B̄e ·
∂ψeneq

∂B̄e

(B̄e)

en respectant tṙD = 0 ; trD̄o
a = 0

(C.14)

C.3.2 Lagrangien et mixte

Dans les cas lagrangien et mixte, la démarche est moins “élégante”, car une d́emarche analoguèa celle

présent́ee dans le cas eulérien (i.e. faire apparâıtre un terme
∂ψeneq
∂C̄e

: ˙̄Ce dans l’expression dėψ) ne
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permettrait pas de facilement faire apparaı̂tre les d́erivées temporelles de nos deux variables d’étatC̄ et
C̄a. Ainsi les probl̀emes lagrangien (2.43) et mixte (2.44) se ŕeécriront :







S = S̄eq : PC + 2ρ0

∂ψeneq

∂C̄
: PC + Svol +

∂ϕ0

∂Ė

π = π̄eq : PF + 2ρ0F̄ ·
∂ψeneq

∂C̄
: PF + πvol + F · ∂ϕ0

∂Ė

−
[

ρ0

∂ψaneq

∂C̄a

+ ρ0

∂ψeneq

∂C̄a

]

: PC̄a
=
∂ϕa

∂ ˙̄Ca

avecPC = J− 2
3

[
I − 1

3C ⊗ C−1
]

; PF = J− 1
3

[
I − 1

3F ⊗ F−T
]

; PC̄a
= I − 1

3C̄a ⊗ C̄−1
a

et S̄eq = 2ρ0
∂ψeq

∂C̄
(C̄) ; π̄eq = 2ρ0F̄ · ∂ψeq

∂C̄
(C̄)

Svol = ρ0J
∂ψvol
∂J

C−1 ; πvol = ρ0
∂ψvol
∂J

cof(F)

en respectant̄̇C : C̄−1 = 0 ; ˙̄Ca : C̄−1
a = 0

(C.15)
La définition des lois de comportement et d’évolution des mod̀eles rh́eologiques pŕesent́es dans le cha-
pitre 3 (guidant le choix des potentiels) sera donc plus délicate dans les cas lagrangien et mixte de par

l’ évaluation des termes :
∂ψeneq
∂C̄

et
∂ψeneq
∂C̄a

.
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D.1 Modèles visco-́elastiques dans le cadre lagrangien incompressible

Le point de d́epart de l’́ecriture des mod̀eles de Zener et de Poynting-Thomson dans un cadre lagrangien
et incompressible est l’équation (2.56).
on adopte les notations suivantes :

Weq,i = ρ0
∂ψeq
∂Ii

; W a
neq,i = ρ0

∂ψaneq
∂Iai

; W e
neq,i = ρ0

∂ψeneq
∂Iei

i ∈ {1; 2} (D.1)

D.1.1 Modèle de Zener

Partant de (2.56) en prenantψaneq = ϕ0 = 0, ψeq etψeneq respectivement isotropes de deC et Ce
1, il

vient : 





S = 2ρ0
∂ψeq
∂C

: PC + 2ρ0

∂ψeneq
∂C

: PC − pC−1

−ρ0

∂ψeneq
∂Ca

: PCa
=
∂ϕa

∂Ċa

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(D.2)

on a alors :






S = 2

[

Weq,1

∂I1
∂C

+Weq,2

∂I2
∂C

]

: PC + 2

[

W e
eq,1

∂Ie1
∂C

+W e
eq,2

∂Ie2
∂C

]

: PC − pC−1

−
[

W e
eq,1

∂Ie1
∂Ca

+W e
eq,2

∂Ie2
∂Ca

]

: PCa
=
∂ϕa

∂Ċa

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(D.3)

En utilisant :
∂I1
∂C

= 1 (D.4)

∂I2
∂C

= −C−2 (D.5)

∂Ie1
∂C

= Ca
−1 (D.6)

∂Ie2
∂C

= −C−1 · Ca · C−1 (D.7)

∂Ie1
∂Ca

= −Ca
−1 · C · Ca

−1 (D.8)

∂Ie2
∂Ca

= C−1 (D.9)

il vient :






S = 2
[

Weq,1C −Weq,2C
−1 +W e

neq,1Ca
−1 · C −W e

neq,2C
−1 · Ca

]D
· C−1 − pC−1

[

W e
neq,1Ca

−1 · C −W e
neq,2C

−1 · Ca

]D
· Ca

−1 =
∂ϕa

∂Ċa

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(D.10)

1On rappelle que dans le cas incompressibleC = C̄ etCe = C̄e.
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D.1.2 Modèle de Poynting-Thomson

L’approche pour le mod̀ele de Poynting-Thomsom est sensiblement la même en prenantψeq = ϕ0 = 0,
ψaneq etψeneq respectivement isotropes deCa etCe. (2.56) devient alors :







S = 2ρ0

∂ψeneq
∂C

: PC − pC−1

−ρ0

[
∂ψaneq
∂Ca

+
∂ψeneq
∂Ca

]

: PCa
=
∂ϕa

∂Ċa

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(D.11)

Il vient alors :






S = 2

[

W e
eq,1

∂Ie1
∂C

+W e
eq,2

∂Ie2
∂C

]

: PC − pC−1

−
[

W a
eq,1

∂Ia1
∂Ca

+W a
eq,2

∂Ia2
∂Ca

+W e
eq,1

∂Ie1
∂Ca

+W e
eq,2

∂Ie2
∂Ca

]

: PCa
=
∂ϕa

∂Ċa

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(D.12)

en ajoutant aux́equations (D.6), (D.7), (D.9) et (D.9)

∂Ia1
∂Ca

= 1 (D.13)

et
∂Ia2
∂Ca

= −Ca
−2 (D.14)

on arrive directement aux́equations gouvernant le comportement du modèle de Poynting-Thomson :







S = 2
[

W e
neq,1Ca

−1 · C −W e
neq,2C

−1 · Ca

]D
· C−1 − pC−1

[

−W a
neq,1Ca +W a

neq,2Ca
−1 +W e

neq,1Ca
−1 · C −W e

neq,2C
−1 · Ca

]D
· Ca

−1 =
∂ϕa

∂Ċa

en respectanṫC : C−1 = 0 ; Ċa : Ca
−1 = 0

(D.15)

D.1.3 choix des potentiels

Nos choix pour leśenergies libres se tourneront vers des potentiels hyperélastiques dont les dérivées
seront aiśeesà calculer. De plus le pseudo-potentiel de dissipation sera choisi de formequadratique,i.e.

ϕa = ηĊa : Ċa (D.16)

donc
∂ϕa

∂Ċa

= ηĊa (D.17)
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D.2 Modèlesélasto(-visco)-plastiques dans le cadre eulérien compressible

D.2.1 Modèles Z, Bingham et Zener

Une seule d́emarche sera menée par la suite, car pour les deux modèles pŕesent́es dans les paragraphes
3.2.2.1et 3.2.2.2, seuls les pseudo-potentiels de dissipations seront différents. Celle-ci est sensiblement
la même que celles menées pŕećedement, seul le cadre choisi est différent – ici il est euĺerien compres-
sible – ce qui implique comme point de départ le syst̀eme (2.48) pour lequelψaneq = ϕ0 = 0, ψeq et
ψeneq respectivement isotropes de deB̄ et B̄e :







σ = σ̄eq : P1 + σ̄
e
neq : P1 + σvol

σ̄
e
neq : P1 =

∂ϕa

∂D̄o
a

avecσ̄eq = 2ρ0J
−1B̄ · ∂ψeq

∂B̄
(B̄) ; σ̄

e
neq = 2ρ0J

−1B̄e ·
∂ψeneq

∂B̄e

(B̄e)

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄o
a = 0

(D.18)

ainsi en notant

Weq,i = ρ0
∂ψeq
∂Ii

; W e
neq,i = ρ0

∂ψeneq
∂Iei

i ∈ {1; 2} (D.19)

on arrive a

σ̄eq = 2J−1Weq,1B̄ − 2J−1Weq,2B̄
−1 et σ̄e

neq = 2J−1W e
neq,1B̄e − 2J−1W e

neq,2B̄
−1
e (D.20)

ou encore






σ = 2J−1
[

Weq,1B̄ −Weq,2B̄
−1 +W e

neq,1B̄e − 2W e
neq,2B̄

−1
e

]D
+ σvol

2J−1
[

W e
neq,1B̄e − 2W e

neq,2B̄
−1
e

]D
=
∂ϕa

∂D̄o
a

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄o
a = 0

(D.21)

Encore une fois, notre choix pour les différenteśenergies libres se porte sur des potentiels hyperélastiques
simples. Les deux modèles se distinguent alors uniquement par le choix deϕa :
– dans le cas du modèle Z, on choisit

ϕa(D̄
o
a) = χ

∥
∥D̄o

a

∥
∥ (D.22)

et donc (D.21b) devient
∂ϕa

∂D̄o
a

= χ
D̄o

a∥
∥D̄o

a

∥
∥

(D.23)

– dans le cas du modèle de Zener, on a :

ϕa(D̄
o
a) = ηD̄o

a : D̄o
a (D.24)

et (D.21b) abouti alors̀a :
∂ϕa

∂D̄o
a

= ηD̄o
a (D.25)

– dans le cas du modèle de Bingham ǵeńeraliśe, une approche duale est préféŕee

ϕ⋆a(σ̄
eD

neq) =

〈∥
∥
∥σ̄eD

neq

∥
∥
∥ − χ

〉2

η
(D.26)
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permettant de substituerà (D.21b) :

D̄0
p =

〈∥
∥
∥σ̄eD

neq − χ
∥
∥
∥

〉

η

σ̄eD

neq
∥
∥σ̄eD

neq

∥
∥

avecσ̄e
neq = 2J−1W e

neq,1B̄e −W e
neq,2B̄

−1
e (D.27)

D.2.2 Poynting-Thomson

Pour le mod̀eleétudíe ici, on aψeq = ϕ0 = 0, ψaeq etψeneq respectivement isotropes de deB̄a et B̄e :







σ = σ̄
e
neq : P1 + σvol

σ̄
e
neq : P1 =

∂ϕa

∂D̄o
a

+
[
R̄e · σ̄a

neqR̄
T
e

]
: P1

avecσ̄e
neq = 2ρ0J

−1B̄e ·
∂ψeneq

∂B̄e

(B̄e) ; σ̄
a
neq = 2ρ0J

−1B̄a ·
∂ψaneq

∂B̄a

(B̄a)

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄o
a = 0

(D.28)

comme pŕećedement, en notant :

W e
neq,i = ρ0

∂ψeneq
∂Iei

; W a
neq,i = ρ0

∂ψaneq
∂Iei

i ∈ {1; 2} (D.29)

et en choisissant un pseudo-potentiel de dissipation quadratique de la forme

ϕa = ηD̄o
a : D̄o

a (D.30)

on arriveà :






σ = 2J−1
[

W e
neq,1B̄e − 2W e

neq,2B̄
−1
e

]D
+ σvol

2J−1
[

W e
neq,1B̄e − 2W e

neq,2B̄
−1
e

]D
= ηD̄o

a + 2J−1
[

R̄e ·
[

W a
neq,1B̄a − 2W a

neq,2B̄
−1
a

]

R̄T
e

]D

en respectant tr̄D = 0 ; trD̄o
a = 0

(D.31)

D.2.3 Lois d’écoulement de mod̀eles de Zener, Poynting-Thomson et Bingham

Les lois d’́ecoulement sont destinésà d́eterminer la variable interne, icīBe. Dans le cas eulérien l’ob-
tention est moins imḿediate qu’en description lagrangienne. Le point de départ de leurśetablissement
pour les diff́erents mod̀eles est l’́equation (B.12) que l’on rappelle :

˙̄Be = −2

3
B̄e [1 : D] + L · B̄e + B̄e · LT − 2V̄e · D̄o

a · V̄T
e

D.2.3.1 Mod̀ele de Zener

Pour ce mod̀ele la d́emarche est quasi-instantannée puisque d’après leséquations (D.18), (D.21) et
(D.25), on a :

2J−1
[

Weqe,1
B̄e − 2W e

eq,2B̄
−1
e

]

︸ ︷︷ ︸

σ̄e
neq

D
= ηD̄o

a (D.32)
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ce qui une fois introduit dans (B.12), en remarquant que :

V̄e · σ̄eD

neq · V̄e = σ̄
eD

neq · B̄e (D.33)

donne poure l’́equation d’́evolution deB̄e :

˙̄Be = −2

3
B̄e [1 : D] + L · B̄e + B̄e · LT − 2

η
σ̄

eD

neq · B̄e (D.34)

D.2.3.2 Mod̀ele de Bingham

La proximit́e des mod̀eles de Bingham et de Zener conduità une d́emarchéequivalent mais en introdui-
sant directement (D.27) dans (B.12) :

˙̄Be = L · B̄e + B̄e · LT − 2

3
(1 : D) B̄e − 2

〈∥
∥
∥σ̄eD

neq

∥
∥
∥ − χ

〉

η

σ̄eD

neq
∥
∥σ̄eD

neq

∥
∥
· B̄e (D.35)

D.2.3.3 Mod̀ele de Poynting-Thomson

Quelques ŕesultats pŕeliminaires sont ńecessaires̀a l’établissement de cette loi.
On remarque que :

R̄e · B̄a · R̄T
e = V̄−1

e · B̄V̄−1
e (D.36)

R̄e · B̄−1
a · R̄T

e = V̄e · B̄−1V̄e (D.37)

ainsi que :
[
V̄−1

e · B̄V̄−1
e

]D
= V̄−1

e · B̄V̄−1
e − 1

3

(
B̄ : B̄−1

e

)
1 (D.38)

[
V̄e · B̄−1V̄e

]D
= V̄e · B̄−1V̄e −

1

3

(
B̄−1 : B̄e

)
1 (D.39)

Ainsi l’ évolution deB̄e, dans le cas du modèle de Poynting-Thomson est :

˙̄Be =L · B̄e + B̄e · LT − 2

3
(1 : D) B̄e −

2

η
σ̄

eD

neq · B̄e

+
4

ηJ
W a
neq,1

[

B̄ − 1

3

(
B̄ : B̄−1

e

)
B̄e

]

+
4

ηJ
W a
neq,2

[

B̄e · B̄ · B̄e −
1

3

(
B̄−1 : B̄e

)
B̄e

]

(D.40)
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E.1 Observations macroscopiques

(a) δ = 0˚ (74700 cycles),́electrons secondaires. (b) δ = 0˚ (74700 cycles),́electrons retrodiffuśes.

(c) δ = 180˚ (41875 cycles),́electrons secondaires. (d) δ = 180˚ (41875 cycles),́electrons retrodiffuśes.

FIG. E.1 – Observations au M.E.B. de faciès de rupture obtenus sous sollicitations multiaxiales (dmax =

17mm, θmax = 34˚,Rε = 0.1).



192
Annexe E. Observations M.E.B. complémentaires de faciès de rupture obtenus sous sollicitations

multiaxiales

E.2 Détails de la zone d’initiation (x27)

(a) δ = 0˚ (74700 cycles),́electrons secondaires. (b) δ = 0˚ (74700 cycles),́electrons retrodiffuśes.

(c) δ = 180˚ (41875 cycles),́electrons secondaires. (d) δ = 180˚ (41875 cycles),́electrons retrodiffuśes.

FIG. E.2 – Observations au M.E.B. (x27) de faciès de rupture obtenus sous sollicitations multiaxiales
(dmax = 17mm, θmax = 34˚,Rε = 0.1).
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G.1 Préambule

Afin de calculer de manière locale et sous sollicitations complexes les différents crit̀eres mises en oeuvre
dans le paragraphe5.3.3, il nous est ńecessaire de connaı̂tre la distribution sur notréeprouvette de
diff érents champs ḿecaniques (contraintes, déformations. . . ) ainsi que de leursévolutions dans le temps.
Pour ce faire, deux choix simples se sont offertsà nous : un mod̀ele analytique ou un modèle éléments
finis.

G.2 Modèle analytique

G.2.1 Principe

Le mod̀ele analytique proposé ici s’appuie sur :

– une cińematique incompressible simplifiée consid́erant le diabolo comme un cylindre, ainsi en un
pointM de coordonńees(R,Θ, Z) dans la base cylindrique initiale(eR, eΘ, eZ) , le gradient s’ex-
primera dans cette m̂eme base :

F =


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


avecλ = 1 +
δl

L
(G.1)

oùβ, δl etL sont respectivement l’angle de torsion, le déplacement de traction appliqués et la longueur
initiale de la zone utile.

– une loi simple ǵeńeralisant aux grandes déformations un mod̀ele de Kelvin-Voigt(cf. (2.57) et TAB. 2.4) :







π = 2ρ0F · ∂ψeq
∂C

+ F · ∂ϕ0

∂Ė
− pF−T

ρ0ψ = C10(I1(C) − 3) + C01(I2(C) − 3)

ϕ = ηĖ : Ė

(G.2)

Les param̀etres sont identifíes sur une courbe d’hystéŕesis stabiliśee obtenue sous chargement de traction,
au moyen d’une ḿethode des moindres carrés. Les ŕesultats obtenus sont :

C10 = 0.0476MPa C01 = 0.7067MPa η = 0.0037MPas
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G.2.2 Quelques ŕesultats
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FIG. G.1 – Confrontation du modèle analytique avec un cycle de fatigue stabilisé (δ = 0o, Rε = 0.2,
dmax = 17mm).
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FIG. G.2 – Confrontation du modèle analytique avec un cycle de fatigue stabilisé (δ = 90o, Rε = 0.2,
dmax = 20mm).
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FIG. G.3 – Confrontation du modèle analytique avec un cycle de fatigue stabilisé (δ = 180o,Rε = 0.2,
dmax = 20mm).

G.3 Modèleéléments finis

G.3.1 Principes

La discŕetisation ǵeoḿetrique du diabolo utiliśee est donńee FIG. G.4, elle fait intervenir l’́elément vo-
lumique SOLID186 du logiciel ANSYS c©, de forme h́exáedrique, qui propose une formulation mixte
déplacement-pression (quadratique en déplacement et lińeaire en pression).

FIG. G.4 –Éprouvette diabolo maillée.

La loi de comportement choisie est détaillée dans (Holzapfel, 1996b,a)

S = SISO(C) − pC−1 +
2∑

α=1

Qα (G.3)

Avec SISO une contrainte hyperélastique ici d́efinie via un potentiel de type Mooney-Rivliǹa deux
termes(C10, C01) et
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Qα = e−
t
ταQα

0 +

∫ t

0
βα∞e

− t−s
τα
dSISO

ds
ds (G.4)

où β1
∞, β2

∞, τ1 et τ2 sont 4 param̀etresà identifier.

Le mod̀ele d́epend donc de 6 coefficients matériaux dont l’identification sera :

C10 = 0.36MPa C01 = 0.12MPa αG1 =
β1
∞

G0
= 0.18 αG2 =

β2
∞

G0
= 0, 1 τ1 = 2s τ2 = 2000s

G.3.2 Quelques ŕesultats
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FIG. G.5 – Ŕeponses en force du modèle éléments finis, avecδ = 90o, pour différents rapportsRε et
dmax = 20mm. Confrontation avec les réponses exṕerimentales.
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FIG. G.6 – Partie axiale des réponses en force du modèle éléments finis, avecδ = 90o, pour différents
rapportsRε etdmax = 20mm. Confrontation avec les réponses exṕerimentales.
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FIG. G.7 – Partie angulaire des réponses en force du modèleéléments finis, avecδ = 90o, pour différents
rapportsRε etdmax = 20mm. Confrontation avec les réponses exṕerimentales.

Pour les autres d́ephasages, le lecteur est renvoyé vers (Poisson, 2012).
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et151.)
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(Cité en pages14, 21et89.)
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et101.)
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R.M. Christensen.Theory of viscoelasticity, an introduction. Academic Press Inc., New York, 1971.
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C. Cruanes, G. Berton, F. Lacroix, J.L. Poisson, S. Méo, et N. Ranganathan. Etude de la fatigue de
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(Cité en pages14et162.)



208 Bibliographie

H. Dal, M. Kaliske, et M. Bergstr̈om-Boyce. Model for nonlinear finite rubber vscoelasticity : theoretical
aspects and algorithmic treatment for the fe method.Computational Mechanics, 44 :809–823, 2009.
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A.D. Drozdov. A model for the viscoelastic and viscoplastic responses ofglassy polymers.International
Journal of Solids and Structures, 38 :8285–8304, 2001a. (Cité en page41.)
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(Cité en pages14, 23et135.)

A.N. Gent et A.G. Thomas.Forms for the stored strain energy funtion for vulcanised rubber. Masson,
1973. (Cit́e en page54.)
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H.W. Greensmith et A.G. Thomas. Rupture of rubber. iv. tear properties of vulcanizates containing
carbon black.J. Polym. Sci., 21 :175–187, 1955b. (Cité en page143.)
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212 Bibliographie

A. Lion. A physically based method to represent the thermo-mechanical behaviour of elastomer.Acta
Mechanica, 123 :1–25, 1997b. (Cité en page105.)
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et30.)

J. Marchal.Cristallisation des caoutchoucs chargés et non charǵes sous contrainte : Effet sur les chaines
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W.V. Mars.Multiaxial fatigue of rubber. PhD thesis, university of Toledo, Toledo and USA, 2001. (Cité
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J.M. Martinez, A. Boukamel, S. Ḿeo, et S. Lejeunes. Statistical approach for a hyper-visco-plastic
model for filled rubber : Experimental characterization and numerical modeling. European Journal
of Mechanics -A/Solids, 30 :1028–1039, 2011. (Cité en pages14, 22, 75, 89et101.)
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J.L. Poisson, F. Lacroix, S. Ḿeo, G. Berton, et N. Ranganathan. Rubber fatigue – the intrinsic intricacies.
Symposium on the Fatigue of Materials II : Advances and Emergences in Understanding, Materials
Science and Technology 2012 Conference and Exhibition, October 2012a. (Cité en page14.)
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J.L Poisson, S. Ḿeo, F. Lacroix, N. Ranganathan, et G. Berton. Multiaxial fatigue criteriaapplied to
a polychoroprene rubber.Rubber Chemistry and Technology, 85 :80–91, 2012b. (Cité en pages14
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et critère local d’amorçage de fissure. PhD thesis, Ecole Nationale des Mines de Paris, Paris, 2001.
(Cité en page149.)

D.K. Setua et S.K. De. Scanning electron microscopy studies on mechanism of tear fracture of styrene
butadiene rubber.J. Mater. Sci., 18 :847–852, 1983. (Cité en page131.)
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F. Sidoroff. Rh́eologie non-lińeaire et variables internes tensorielles.Symposium franco-polonais, Cra-
covie, 1977. (Cit́e en pages41et46.)
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Résuḿe :
Dans un premier temps sont présent́es les mat́eriauxélastom̀eresétudíes dans ce manuscrit, le contexte dans lequel ils l’ontét́e
et les ph́enom̀enes (ḿecaniques, thermiques. . . ) rencontrés (mod́elisés ou non).
Par la suite, on propose un cadre thermodynamique complet afin de rendre compte du comportement des matériaux en
grandes d́eformations. Il se base sur les hypothèses classiques de l’état local et des matériaux standards géńeraliśes. Apr̀es
décomposition du gradient de la transformation en une partie volumique et une autre incompressible, on appliqueà cette
dernìere la notion d’́etat interḿediaire permettant d’introduire les différentes variables internes en charge de refléter le ca-
ract̀ere dissipatif du matériau. Cette approche peutêtre vue comme une géńeralisation aux grandes déformations d’assemblages
rhéologiques.
Leséquations ǵeńerales ainsi obtenues sont mises en oeuvre dans le cas de modèles simples (i.e. à une seule variable interne)
puis sont ǵeńeraliśees par une approche statistique du comportement visco-hyperélastique. Celle-ci permet de rendre alors
compteà la fois des d́ependances en fréquence et en amplitude (effet Payne) d’un silicone.
Afin de mod́eliser la ŕeponse thermo-ḿecanique deśelastom̀eres, une plate-forme de couplage est dévelopṕee. Elle s’appuie,
d’une part, sur une forme simple de l’équation de la chaleur ayant pour terme source la dissipation intrinsèque et, d’autre
part, des param̀etres ḿecaniqueśevoluant en fonction de la température. Diverses simulations sont présent́ees et confrontéesà
l’expérience.
Enfin, ce manuscrit se termine par un chapitre traitant de la fatigue des caoutchoucs. On présente d’abord deux analyses frac-
tographiques ayant pour but de comprendre l’influence sur les faciès de rupture : des charges, des effets du rapport de charge
et de la multiaxialit́e de la sollicitation. Puis unéetude en fatigue plus classique est mise en place afin de tester un paramètre
de fatigue eńenergie dissiṕee. Celui-ci est mis en oeuvre dans le cadre de courbe S-N et de diagrammes de Haigh.

Mots clefs : élastom̀eres, grandes déformations, hyperélasticit́e, visco-hypeŕelasticit́e, hypeŕelasto-visco-plasticité, approche
statistique, assemblages rhéologiques, fractographie, fatigue.

Abstract :
At first, we present the studied materials in this manuscript, the context in which they was and the phenomena (mechanical,
thermal. . . ) encountered (modeled or not).
Then, a complete thermodynamical framework is given. The aim is to takeinto account the materials behavior in large strains.
It is based on the classical assumptions of the local state and on the generalized standard approach. Once the deformation
gradient is decomposed into a volumetric part and an isochoric one, the concept of intermediate state is applied to the latter
part. This allows us to introduce different internal variables describing the dissipative behavior of materials. These approaches
can be seen as a generalization to large strain of classical rheological assemblies.
The obtained equations are first used to describe simple models (with only one internal variable) and then generalized by a
statistical approach applied on the visco-hyperelastic behavior. For the behavior of a silicone, this allows to take into account
both the effects of frequency and amplitude (Payne effect).
To model the thermo-mechanical response of rubbers, a coupling algorithm is proposed. It is based, on the one hand, on a
simple form of the heat equation with the intrinsic dissipation as a source of heat and, in an another hand, on mechanical
parameters depending on temperature. Some numerical and experimental evolutions of temperature are compared.
Finally, this work concludes with a study on the rubber fatigue. It begins bytwo fractographic analysis. They show the in-
fluences on the fracture surface of the fillers, the load ratio and its multiaxiality. Then a more classical study of fatigue is given
in order to test the dissipated energy as a fatigue parameter. It gives good results as a parameter of S-N curves and Haigh
diagram.

keywords : elastomers, large strains, hyperelasticity, visco-hyperelasticity, hyperelasto-visco-plasticity, statistical approach,
rheological assembly, fractography, fatigue.
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