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Introduction

Les phénomeénes d’érosion représentent des mécanismes complexes et sont sources de trés
grands problémes provoquant, par exemple, la rupture des ouvrages hydrauliques tels que les
digues ou les barrages. Ces ruptures peuvent générer des dégats catastrophiques, a ’exemple
des inondations qui ont dévasté une partie importante du littorale vendéen, suite a la des-
truction des digues de protection, aprés le passage de la tempéte Xynthia en 2010. Plus
gravement affectées, les digues de la Nouvelle Orléans ont cédé face a la force du cyclone
Katrina en 2005, en ravageant la moitié de la ville et en causant une gigantesque inondation.
Des incidents similaires sont observés un peu partout dans le monde et avec le réchauffement
de la planéte qui cause le déréglement climatique et ’élévation du niveau des eaux, ces évé-

nements seront de plus en plus fréquents et dévastateurs.

L’agence européenne pour l’environnement recommande, via le programme EUROSION !,
de renforcer la base de connaissance de la gestion, ainsi que de la planification de 1’érosion.
Plusieurs axes de recherche et d’innovation ont été privilégiés pour répondre a cette pro-
blématique afin de 'anticiper et planifier des solutions pour y remédier. Dans ce contexte,
la modélisation des mécanismes de 1’érosion doit permettre 1’élaboration de solutions pour
sécuriser les ouvrages et les rendre moins sensibles a ces phénomeénes. C’est pourquoi depuis
quelques années de nombreux travaux portent sur la modélisation et la simulation numérique

des phénomeénes d’érosion.

Dans ce domaine, les projets développés pendant la collaboration entre I'Institut de Mathé-
matiques de Toulon (IMATH) et I'Institut National de Recherche en Sciences et Technologies
pour I’Environnement et I’Agriculture d’Aix-En-Provence (Irstea), a travers la thése de Da-
mien Lachouette [60], ont porté un intérét particulier sur la modélisation d’une interface
fluide/solide avec érosion en application a l’érosion interne. Le travail a été consacré a la
modélisation de I’évolution d'une interface entre un milieu de sol et un milieu fluide. Le
mouvement de cette interface est régi par I’érosion du sol sous l'effet de I’écoulement. La

présente étude s’inscrit dans la continuité de ce travail.

1. http://www.eurosion.org
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Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire de thése porte sur la modélisation numérique de 1’éro-
sion d’un sol supposé cohésif par un écoulement incompressible décrit par les équations de
Navier-Stokes a des nombres de Reynolds faibles ou modérés. Le but est de réaliser des simu-
lations numériques avec précision et & moindre cotit. Cette étude s’articule en cing chapitres,

organisés selon 1’axe : modélisation, approximation et application.

Dans le premier chapitre, nous présentons le contexte relatif a ’érosion dans les ouvrages
hydrauliques, en exposant une bréve étude des enjeux et des problématiques liés a ce phé-
nomeéne. Ensuite, nous exposons la modélisation que nous allons suivre, en commengant par
établir les hypothéses du probléme. Le modéle suppose un sol cohésif et imperméable sous
un écoulement dilué conduisant & une loi d’érosion interfaciale. Puis, nous présentons les
équations relatives aux comportements du fluide, a I’érosion du sol et a l'interface fluide/sol.
Enfin, nous exposons ’approche numérique retenue pour la mise en ceuvre.

Les chapitres deux, trois et quatre, présentent respectivement la méthode Level Set utili-
sée pour le suivi de U'interface, les schémas de discrétisation DDFV (Discrete Duality Finite
Volume), qui présentent des formulations pertinentes pour autoriser des raffinements locaux
sur maillages non-conformes et non-structurés, ainsi que la résolution des écoulements in-
compressibles décrits pas les équations de Navier-Stokes.

Le cinquiéme chapitre a pour objet de donner des résultats numériques de validation et
d’analyse d’érosion. Avant de commencer I’assemblage des outils développés lors des trois cha-
pitres précédents, nous proposons deux approches consistantes pour déterminer la contrainte
exercée par I’écoulement sur le sol. Ce point est essentiel pour prédire la vitesse d’érosion. On
terminera par des simulations d’érosion de cylindre et de boule pour comprendre les effets

de I’érosion a des échelles caractéristiques de la naissance du phénoméne et au dela.

12



1 Etat de I'art et modélisation

Ce chapitre est consacré en premier lieu a une bréve présentation des problématiques et
des enjeux soulevés par les phénoménes liés & 1’érosion interfaciale en présence d’ouvrages
hydrauliques. Dans la premiére partie nous donnons une description générale des techniques
expérimentales mises en ceuvre pour étudier ’érosion des sols. Cette partie permet donc de
mettre en évidence le niveau de vulnérabilité des ouvrages lorsqu’ils sont confrontés & ce
type d’érosion. Pour les sécuriser et pour comprendre les processus de leur érodabilité, une
modélisation de 1’érosion est donc essentielle. Dans le but de réaliser des simulations numé-
riques décrivant les mécanismes de ces phénomeénes, nous introduisons le modéle physique
qui constituera le cadre de notre étude. Ainsi, dans la seconde partie de ce chapitre nous
annoncons les détails de la modélisation numérique de ’érosion avec les choix des hypothéses

et I'approche que nous avons retenu.

1.1 Le contexte

L’érosion constitue un des principaux problémes dans la dégradation, 'appauvrissement et
la perte des sols en déplacant les matériaux les constituant. Par conséquent, les phénomeénes
liés a I'érosion affaiblissent la qualité et la productivité des terres et nuisent a l'efficacité
et a la performance des écosystémes. Ces phénomenes sont aussi une cause majeure dans
la rupture des ouvrages hydrauliques tels que les digues ou les barrages. De nombreux cas
de ruptures de barrages a travers le monde ont été rapportés dans la littérature du génie
civil [39,42] et il en est de méme pour les digues et les levées [71]. Dans ce domaine, la gestion
des ouvrages hydrauliques en terre et la maitrise du risque nécessitent de mieux connaitre
les mécanismes élémentaires mis en jeu lors de 1’érosion. J.-J. Fry a dressé récemment un
bilan complet du probléme de I’érosion interne dans les barrages et les digues dans [41].

Le déréglement climatique accentuera ces problémes et en fera surgir d’autres qui pour-
raient atteindre des proportions plus catastrophiques. En plus, la Commission Internationale
des Grands Barrages recense que 63% des barrages sont en terre, donc soumis a un risque
réel d’érosion. La connaissance des mécanismes d’érosion et de sa modélisation sont donc
cruciales : d'une part, pour prédire leur comportement et anticiper leur scénarios de rupture,

et d’autre part pour permettre de réaliser des ouvrages neufs ou réhabilités plus résistants.
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1 Etat de lart et modélisation

Pour illustrer ces phénomeénes de rupture d’ouvrages, un exemple récent en France qu’on
pourrait citer est la rupture de barrage des Ouches dans le Puy-de-Dréme en juillet 2001.
Dans ce registre, la rupture en moins de quatre heures du barrage de Teton au Etats-
Unis en 1976 (100m de haut) est une référence historique. Sur les photos de la figure 1.1,
on observe que, ce qui n’était apparemment qu’une simple fuite a l'aval de l'ouvrage, a
conduit a I'effondrement total de I'ouvrage. Une bréche a été creusée et élargie a cause de la
conduite d’eau, en laissant passer un écoulement important qui a continué d’arracher le sol

de 'ouvrage.

F1GURE 1.1: Différentes prises de vue du barrage de Teton au cours de sa rupture.

Les petits barrages sont également concernés, comme en témoigne la rupture d’'un autre
barrage dans le Missouri aux Etats-Unis en 2005, ot de petites fuites avaient affaibli son
parement amont. Les digues peuvent subir aussi le méme sort a l'instar des seize bréeches
survenues dans les digues de Camargues lors des crues du Rhone de ’hiver 1993-1994 ou plus
récemment Pérosion de Pensemble du cordon dunaire de I'Ile de Ré et des plages avoisinantes

lors du passage de la tempéte Xynthia en 2010 en Vendée.

FIGURE 1.2: Exemple de bréche suite a 1’érosion d'une digue (R. Frell et J.-J Fry [37]).

14



1.1 Le contexte

1.1.1 Origines et typologie de |'érosion

Des études expérimentales menées par J. L. Briaud [18] ont mis en évidence que trois
catégories de parameétres sont en jeu dans le probleme d’érosion. Premiérement la nature et
I’état du sol, deuxiémement ’eau environnante et troisiémement la géométrie qui détermine
I’écoulement de I’eau en interface ou a travers 'ouvrage. Le sol se caractérise principalement
par son érodabilité, ’eau essentiellement par sa vitesse, et la géométrie par les dimensions
de I'ouvrage ou des obstacles.

Les phénomeénes d’érosion se différencient en deux types : érosion externe et érosion interne.

— L’érosion externe : elle peut étre décrite comme la déstructuration de surface par
arrachement et déplacement des particules d’un sol ou d’une roche sous l'action d’un
écoulement. Elle peut étre engendrée par des circulations d’eau sur la créte de 'ouvrage
provoquant alors une surverse (exemple (a) de la figure 1.3).

— L’érosion interne : elle est définie comme une migration de particules engendrée par un
écoulement hydraulique souterrain dans le sol ou dans un ouvrage en terre. Elle se déve-
loppe s’il y a la combinaison, & l'intérieur du volume de ’ouvrage, de deux phénomeénes :
I’arrachement des particules et leur transport. Plusieurs mécanismes de l'initiation de

ce type d’érosion ont été identifiés par J.-J. Fry [41], dont les deux principaux sont :

1. L’érosion de conduit ot I’écoulement dans une fissure, un trou ou une cavité, érode
les parois (figure 1.3, exemple (b)). Elle représente le mécanisme ultime, celui qui

provoque la rupture.

2. L’érosion régressive concerne tout phénomeéne d’érosion qui se produit en un point
aval et se poursuit en progressant vers 'amont (figure 1.3, exemple (¢)). Sous leffet
de la pression du fluide qui percole a travers 'ouvrage un chemin peut étre créé a
I’aval de I’écoulement. Dans ce chemin, I’eau va s’infiltrer et circuler en arrachant les
particules de sol et en les entrainant le long du conduit. Ce phénoméne, dénommé
plus communément "renard hydraulique", reste difficilement détectable et il est

particulierement dangereux.

&)

Erosion par surverse Erosion de conduit Erosion régressive
Overtopping Piping flow erosion Hydraulic piping

(a) (b) (¢)

FIGURE 1.3: Exemples de situation d’érosion d’ouvrages hydrauliques (S. Bonelli et al. [12]).
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1 Etat de lart et modélisation

L’état actuel des connaissances des ruptures par les différents types d’érosion repose sur le
recensement effectué par M. Foster et al. [39], puis actualisé par A. Vogel [98,99]. Quant aux
bases de données constituées dans le cadre du projet national ERINOH (ERosion INterne
des Ouvrages Hydrauliques) par Fry et al. [43], I'érosion interne est représentée comme la

cause la plus fréquente des ruptures récentes des ouvrages en terre.

Pour mieux comprendre les mécanismes de ce phénomeéne, des expérimentations grandeur
nature ont été menées. Par exemple en Norvége (figure 1.4) ou une érosion de conduit a
été volontairement initiée pour en mesurer 1’évolution. Une fois initié¢, ce phénomeéne a une
évolution trés rapide. Aprés l'initialisation de 1’érosion, le temps écoulé jusqu’a l'effondre-
ment de la breche est d’environ 20 minutes. Dans cette étude, on va s’intéresser a 1’étape
d’initialisation.

Phase 1 :
Erosion de conduite

Phase 2 :
Ecoulement a surface libre

Phase 3 :
Effondrement de la bréche

FIGURE 1.4: Evolution de 1’érosion d'une digue expérimentale en Norvége [65].

1.1.2 Les mécanismes élémentaires

La modélisation de I’érosion nécessite d’abord la modélisation du transfert de masse entre
le solide et le fluide, deux milieux séparés par une interface. Cette interface peut étre :

1. mobile;

2. géométrique et non matérielle;

3. traversée par le flux de masse érodée.
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1.1 Le contexte

Tous les phénomeénes d’érosion, méme l’érosion interne, peuvent étre considérés comme
interfaciaux [11]. Cela est illustré dans le tableau de la figure 1.5, ou les différents types
d’érosions d’interface sont classés en fonction de la direction d’écoulement par rapport a
l'interface sol/eau et en fonction du type d’écoulement (la sollicitation hydraulique). Cette
classification met en perspective les quatre types d’érosion interne proposés par R. Fell et
J.-J. Frey dans [40], dont les deux principaux ont été détaillés dans le paragraphe précédent,

par rapport a d’autres types d’érosion rencontrés dans le milieu naturel.

Sollicitation hydraulique sur I'interface

Ecoulement & surface libre Ecoulement libre en charge Ecoulement interstitiel

air

—>

AL >

¢¢ wlr

transport sédimentaire
hydraulique fluviale ou torrentielle

s

renard hydraulique
piping erosion, sinkholes

érosion de contact

Ecoulement tangentiel

érosion par surverse ou déferlement

air

v

<«
-«

A4 44

-
—>

$4

érosion de contact

bore-holes
seepage erosion
sand production

fluidization
érosion regressive
piping erosion, sinkholes

Ecoulement normal

FIGURE 1.5: Classification des différents types d’érosion interfaciale (S. Bonelli [11]).

Il ne s’agit que d’un choix d’adaptation de 1’échelle de représentation du phénomeéne. En
effet, la définition de ’érosion est intiment liée & I’échelle choisie pour le traitement du phé-
nomeéne. Par exemple, le cas du renard hydraulique, ou I’érosion régressive provoquée par
des exfiltrations d’eau hors d’un mélange de sable et d’argile, doit étre vu a une échelle qui
assimile ce mélange & un milieu continu. A une échelle inférieure (celle du grain de sable),
I'interface n’est pas définie. L’échelle de représentation pertinente pour considérer que 1’éro-
sion étudiée est interfaciale, est donc celle qui permet de considérer le solide érodé comme
un milieu continu et homogéne. A 1'échelle de I'ouvrage hydraulique, la mécanique des sols

et la mécanique des fluides sont intiment couplées.
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1 Etat de lart et modélisation

Plusieurs travaux on été menés pour reproduire et étudier le phénomeéne d’érosion interne
en laboratoire. Aprés les premiéres expérimentations qui ont été destinées & observer de prés
et & mettre en évidence ce phénomeéne, plusieurs essais ont été menés pour le caractériser
quantitativement [61]. Un des essais qui a fait 'objet d’investigation importante est I’essai
d’érosion d’un trou, dit Hole Erosion Test (HET'), notamment avec les travaux de C.F. Wan
et R. Frell [100, 102], et de Bonelli et al. [13,14] qui ont réalisé un grand nombre d’essais de

ce type sur différents sols.

1.2 Modélisation de |'érosion

Ce travail s’'inscrit dans la continuité de la thése de D. Lachouette [60], dont I'originalité de
la méthode de modélisation consiste a considérer seulement deux domaines, fluide et solide.
Ces deux domaines sont supposés séparés par une interface fine. Nous nous intéresserons
a la loi de comportement de cette interface en présence d’érosion. L’essai HET permet de
mettre en pratique un protocole expérimental a partir duquel on peut énoncer la loi d’érosion
interfaciale. Dans le modéle final, nous mettrons en évidence le couplage de cette loi avec
I’écoulement fluide qui régit I’érosion du sol. Nous commencerons d’abord par la formulation

des hypothéses retenues pour cette étude qui donneront le cadre de la modélisation.

1.2.1 Hypothéses

L’approche que nous avons retenue est celle de 'interface fine entre le solide et le fluide.
Comme illustré dans la figure 1.6, on est en présence de deux milieux : I’eau et le sol séparés
par une interface fine. D’un coté de ’eau entre des particules en arrangement compact (le
sol). De I'autre des particules solide dans le I’eau (I’écoulement). Les sols considérés sont des
argiles quasi-imperméables. Pour d’autres types de sol comme les sols granulaires, il existe
des approches différentes, telle que celle proposée par 1. Vardoulakis et al [96], qui considérent
un troisieme domaine de solide fluidisé. Dans notre cas, le caractére imperméable de 'argile

permet de négliger tout écoulement intermédiaire dans le sol induit par I’écoulement externe.
Air

Eau

—
—

FIGURE 1.6: Les milieux en jeux pour modéliser 1’érosion interfaciale.
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1.2 Modélisation de ’érosion

Nous faisons une autre hypothése qui consiste a considérer que 1’érosion est plus lente que
I’écoulement. Une hypothése qui a été justifiée par I’analyse des ordres de grandeur faite par
S. Bonelli et al. dans [15]. Par ailleurs, ceci reste légitime a 1’échelle de notre étude ou 'on
s'intéresse a la premiére phase de I'érosion. De plus, cette hypothése est en cohérence avec
le fait de considérer un sol cohésif, car avec ce type d’érosion la concentration en particule
reste faible dans le domaine fluide ot I’écoulement est dilué. Enfin, ’hypothése de 1’érosion
lente face & la vitesse d’écoulement nous permet de découpler les deux phénomeénes et nous

pouvons donc résoudre séparément les équations régissant le fluide et 'interface.

Pour résumer, voici nos hypothéses pour la modélisation :

1. Les deux milieux considérés sont le sol et ’eau.
— Le sol est cohésif : on peut le voir par exemple comme une argile peu perméable.

— L’écoulement est dilué : on ne tient pas compte des particules présentes dans le fluide.

2. L’interface solide/fluide est d’épaisseur nulle, c’est seulement une surface de séparation

entre les deux milieux.

3. L’érosion est lente face a I’écoulement : les deux phénoménes peuvent étre découplés.

1.2.2 Modélisation des milieux

Reprenant les deux premiéres hypothéses énoncées dans le paragraphe précédent, il s’agit
d’établir un modéle simple qui tienne en compte des deux milieux liés par une interface fine
qui puisse évoluer sous l'effet de 1’érosion. Le principe de base est de considérer un domaine
() contenant deux milieux, un fluide et 'autre solide, ces deux milieux étant non miscibles.
On pourra alors parler du domaine fluide et du domaine solide, qu’on note respectivement €2 ¢
et Q. On notera I' I'intersection de € et €),, également appelée interface solide/fluide (voir
figure 1.7). L’écoulement dans la partie fluide est régit par les équations de Navier-Stokes

(qui seront explicitées plus tard) et le sol sera considéré comme immobile (sa vitesse us = 0).

Fluide
Qy

— u Navier — Stokes

FIGURE 1.7: Schématisation du domaine d’étude et de I'interface fluide/solide.
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1 Etat de lart et modélisation

1.2.3 La loi d’érosion

L’érodabilité d’un sol a été définie comme une relation entre le flux de la masse érodée
m et la vitesse de 1’écoulement u proche de la surface eau/sol [54]. Cette définition n’est
pas satisfaisante car la vitesse varie en intensité et en direction dans le champ d’écoulement.
Autrement dit, la vitesse est nulle a 'interface fluide /solide. Une définition plus rigoureuse de
I’érosion est la relation entre le taux d’érosion et la contrainte de cisaillement 7 a 'interface
eau/sol. Plusieurs expérimentations de laboratoire ont permis de quantifier la cinétique de
I'érosion et d’établir des relations entre le taux d’érosion (le flux de la masse érodée) et la
contrainte de cisaillement.

Comme indiqué précédemment, le Hole Erosion Test (HET), illustré dans figure 1.8, est
I'un des dispositifs expérimentaux les plus utilisés au laboratoire pour reproduire et quanti-
fier I’érosion de conduit. C’est un essai qui consiste a réaliser un trou millimétrique traversant
un échantillon de sol, puis de faire circuler un écoulement dans ce trou afin de provoquer son

élargissement par érosion.

| Pression d’entrée \ Turbidimetre ]

lSortie d’écoulement

Echantillon

‘ Pression de sortie |

FIGURE 1.8: Photo d’'un appareil d’essai HET et d’un exemple d’échantillon du sol
avant et aprés érosion (Irstea Aix-en-Provence [9)]).

Le but des essais d’érosion, dont le HET fait partie, est de déterminer la sensibilité des
sols par des "lois d’érosion" ou des "courbes d’érosion" qui traduisent la relation entre la
contrainte de cisaillement 7 et le taux d’érosion m qui représente la masse du sol érodée par
unité de temps et par unité de surface. D’apreés les résultats des expériences conduites par
C.F. Wan et R. Fell [101,102] et par S. Bonelli et al. [13,14], I'initiation de I’érosion dépend
d’une contrainte critique de cisaillement 7. et du coefficient d’érosion K, qui traduit la

cinétique de I'érosion (ou de maniére équivalente le coefficient d’érosion de Hanson K, [51]).
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1.2 Modélisation de ’érosion

Ainsi, il est généralement constaté une loi d’érosion empirique a seuil reliant linéairement

la contrainte de cisaillement 7 et le taux d’érosion m. Cette loi s’écrit sous la forme suivante :

. { Ke(T—1.) siT>T1, (11)

0 sinon.

En notant 7 le vecteur normal a Pinterface I' orienté dans le sens "fluide" vers "solide"
(voir figure 1.7), on peut considérer qu’a cette interface la contrainte de cisaillement 7 = || 7|

est la norme de la partie tangentielle du vecteur contrainte sur I' telle que :
7 = 2p[D(u) - - (ﬁ -D(u) - ﬁ)ﬁ], (1.2)

ou p est la viscosité dynamique du fluide et le tenseur D(u) représente le gradient symétrique
de la vitesse : D(u) = (Vu+ V'u)/2. Pour illustration, on représente sur la figure ci-dessous
la relation entre les deux grandeurs physiques m et 7 qui entre en jeu dans la loi d’érosion.

Celle-ci dépend de la vitesse du fluide, ainsi que de la résistance du sol a cette sollicitation.

sol
tau .
eau S ()
d’érosion
TN la contrainte 7
sol

FIGURE 1.9: Schéma d’interface dans le cas d’écoulement avec érosion.

La célérité normale de l'interface v correspond a la vitesse d’érosion. En notant p, la
masse volumique du sol, on peut exprimer m de la fagon suivante : m = p,vr. Une deuxiéme

expression équivalente a (1.1) relie donc la vitesse de l'interface a la contrainte tangentielle :

K, — e i cy
Ur:{ AT —T) siT>T, (1.3)

0 sinon.

Le coefficient d’érosion K., et le paramétre K, sont liés par la relation : Ky = K., /ps.
Les essais HET développés au laboratoire de I'Irstea par les équipes de S. Bonelli ont permis
de réaliser des mesures par un ensemble d’instruments (cf. figure 1.8) a partir d’un conduit
de 3 mm de rayon et d’en déduire la contrainte critique 7. et le coefficient d’érosion K.,.
La gamme de valeurs de ces parameétres correspondants & des sols d’ouvrages existants est

larges : de quelques Pa a 200 Pa pour 7., de 107 s/m a 10~7 s/m pour K.,.
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1 Etat de lart et modélisation

La loi d’érosion est schématisée par la figure 1.10. La courbe présentée est obtenue par une
régression linéaire effectuée sur des résultats expérimentaux. Elle permet aussi d’identifier

une contrainte seuil de I'ordre de 0,085 Pa, et un coefficient d’érosion K, = 2.1072 s/m.

2,0E-03
‘& 1,5E-03 o
g Fd
RS . K
2 er
©  1,0E-03 A
NeD) 7
e KL
" //.
S  50E-04 - Tc e
ﬁ \ o
ra
1o
0,0E+00 +—ececmomom—<-in I
0 0,05 0,1 0,15 0,2

Contrainte de cisaillement 7

FIGURE 1.10: Relation entre le taux d’érosion et la contrainte obtenue sur des essais HET.
Résultats de 6 expériences sur du sablon de I'Isére (R. Beguin (8] ).

Soulignons que S. Bonelli et al. [13,14] ont proposé une méthode d’interprétation des essais.
Cette derniére partant d'une analyse adimensionnelle en supposant que la loi d’érosion du
type (1.3) repose sur une relation reliant le débit (ou la vitesse moyenne), la différence de
pression et le rayon du conduit. L’évolution du rayon durant différents essais est déterminé
indirectement a partir des mesures de la différence de pression en fonction du temps. Les
comparaisons entre les résultats expérimentaux et les valeurs obtenues par le modéle qui

repose sur la loi d’érosion, ont permit de valider cette loi.

1.2.4 Modélisation numeérique

Dans le cadre de la simulation numérique d’écoulement en présence d’interface, on dis-
tingue principalement deux approches : la capture ou le suivi de l'interface.

— La premiére, dite approche eulérienne, consiste a définir les deux milieux (eau et sol)

dans un domaine donné (maillage fixe) et & en déterminer I’évolution.

— La seconde, dite approche lagrangienne, consiste & ne modéliser que la partie fluide, puis

a déplacer la frontiére au cours du temps (maillage mobile).

La seconde approche a été utilisée par F. Mercier et. al pour la modélisation des essais
HET [68] et JET (Jet Erosion Test) [69]. Dans cette étude, on travaillera avec la premiére
approche qui ne nécessite pas de faire des remaillages lors de 1’évolution de 'interface. Dans
ce cas, on utilise pour le domaine entier 2 = Q¢ U Q, un maillage fixe et indépendant de la

forme de l'interface.
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1.2 Modélisation de ’érosion

Le comportement du sol et du fluide, deux milieux cantonnés dans un domaine global €2,
est & décrire de maniére a n’avoir qu'une seule relation représentant ce comportement. Les
parameétres de cette relation peuvent étre discontinus sur l'interface, mais ils sont liés par
la loi d’érosion (1.3). Quand au comportement interne au sol, il est peu important face a
I'écoulement : c’est la contrainte tangentielle qui pilote ’érosion (voir le paragraphe précé-
dent). Dans ce genre de probléme, les méthodes aux domaines fictifs permettent de trouver
une relation englobant les différents parameétres de maniére a s’affranchir du repérage des
domaines (et du maillage). Nous utilisons pour cela la méthode de pénalisation développée
par Ph. Angot et al. |3,4]. C’est une méthode qui se base sur une formulation simple et

précise pour traiter des interactions fluide/solide.

Le probléme que nous traitons est celui d’'un obstacle dans un écoulement en charge.
L’obstacle est présenté par un sol dont la vitesse est notée u,, dans le cas d'un obstacle
fixe on aura ugy = 0. L’écoulement est incompressible et décrit par les équations de Navier-
Stokes (voir la figure 1.7). En notant respectivement u et p le champ de vitesse et la pression
définis sur €2, on peut écrire les équations de Navier-Stokes d’'un écoulement incompressible

auxquelles on ajoute un terme de pénalisation du champ de vitesse dans [0,7] x Q (T > 0) :

P (8tu + (11 : V)u) - [LAU + KLSXSOI(U - us) = _vp + f’
div(u) = 0, (1.4)
(+C.L.).

Le terme source f représente les forces volumiques agissant sur le systéme, p est la masse
volumique du fluide et x4 sa viscosité dynamique. Les conditions aux limites (C.L.) seront
traitées plus tard. La fonction y., est une indicatrice qui vaut 1 dans le sol et 0 ailleurs.
Pour imposer u = u, on choisit le paramétre de pénalisation K, < 1; il est équivalent & une
perméabilité.

Une fois la position de l'interface prise en compte, nous choisissons de décrire 1’évolution
de cette interface par la méthode Level Set que nous allons détailler dans le chapitre suivant.
Soit ¢ la distance signée a l'interface I', telle que ¢ < 0 dans Qf, ¢ = O sur I"et ¢ > 0
dans €2,. Connaissant ¢, la position de I' est donnée par : ysop = 1si ¢ > 0et 0si ¢ <O0;
autrement dit s = H(¢), oit H est la fonction Heaviside. L’évolution sera décrite alors par

I’équation de transport suivante :

ol v est une vitesse définie dans le domaine €2 telle qu’a l'interface I' : v = vpﬁ, avec ur

vitesse de l'interface déterminée par la loi d’érosion (1.3).

23



1 Etat de lart et modélisation

1.3 Organisation du calcul

Comme il a été évoqué précédemment, nous nous intéressons aux cas des phénomeénes
d’érosion ayant une cinétique lente face & I’écoulement. Avec cette hypothése, le couplage
écoulement /érosion devient treés faible et une résolution découplée séquentielle est possible.
Le calcul commence par la construction de la géométrie initiale, c’est-a-dire de la fonction
Level Set initiale. Ensuite, on traite I’écoulement et I’érosion en deux étapes qui se succédent.
Le déroulement des calculs est résumé dans le schéma de la figure 1.11 dont les différentes

parties seront détaillées dans la suite de ce manuscrit.

( 7

Etape de I’écoulement

> Equations de Navier-Stokes pénalisées
p(Ou+ (u- V)u) — pdu+ £H(G)(u-w) = ~Vp+f
div(u) = 0
> Calcul du cisaillement

7 = 2uD(u)- 7 — (7 -D(u) - 7)7]

( 7

Etape de ’érosion

> Calcul de la vitesse d’érosion

e Kyt —1) siT>7,
Y0 sinon

> Evolution de Uinterface

3t¢+vv¢:0

FIGURE 1.11: Schéma découplé séquentiel du calcul de ’écoulement et de ’érosion
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1.4 Conclusion

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé dans un premier temps, le contexte général des causes
et des risques liés a I’érosion des ouvrages hydrauliques. Nous avons mis en évidence les enjeux
d’une détermination fiable de ’érodibilité des sols. Dans un second temps nous avons exposé
le cadre de I’étude pour la modélisation d’érosion interfaciale. La modélisation d’interface fine
se justifie par les matériaux employés pour le sol, les argiles étant constituées de particules
tres fines et ayant un caractére imperméable. Avec ce choix de modéle, I’érosion interfaciale
est décrite par une loi empirique a seuil établie a partir des expérimentations élaborées et
validées par des essais HET. Cette érosion est pilotée par un écoulement incompressible
décrit par les équations de Navier-Stokes.

Le modéle que nous avons proposé est basé sur une approche eulérienne de l'interface,
comme dans les travaux de D. Lachouette [60]. Il consiste & considérer les deux milieux en
jeux (I'eau et le sol) dans un domaine discrétisé par un maillage fixe et & définir l'interface
par la méthode des domaines fictifs et & en déterminer I’évolution par Level Set. L’avantage
de cette approche est de pouvoir considérer un maillage indépendant des interfaces, celui-
ci n’a pas besoin de suivre l'interface mobile et il peut étre cartésien et fixe. Ainsi, cette
approche est moins cotiteuse. Et avec I'hypotheése de faible cinétique de I’érosion, les calculs
des deux phénomeénes (I’écoulement et I’érosion) peuvent étre traités de maniére totalement

découplée.
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2 Suivi d’'interface par Level Set

Le modéle numérique que nous proposons donne une description de I’érosion qui prend en
considération deux milieux, solide et fluide, séparés par une interface supposée fine. Dans le
but de réaliser des simulations numérique des érosions interfaciales, on commence par repérer
les différents milieux, puis on calcule I’évolution spatio-temporelle de 'interface qui les sépare.
Le choix qui a été fait, est de travailler sur des maillages fixes au cours du calcul. Parmi
les méthodes de suivi d’interface existantes, nous avons porté un intérét particulier pour les
méthodes qui sont capables de s’affranchir du maillage et de suivre les forts changements
de topologie interfaciale. Nous avons choisi la méthode Level Set pour décrire précisément
I'interface.

Depuis la mise au point des fondements de la méthode a la fin des années 80 par S. Osher
et J.A. Sethian [74], la littérature scientifique regorge de travaux qui décrivent la technologie
Levet Set et ses composantes avec des champs d’application larges et variés. On peut citer
ici deux ouvrages de référence, qui sont celui de S. Osher et R. Fedkiw [73], ainsi que celui
de J.A. Sethian [86]. Une étude compléte de la méthode avec de nombreux cas tests sont

disponibles dans la thése de P. Vigneaux [97].

Nous consacrons ce chapitre au suivi d’interface par Level Set. Tout d’abord, nous al-
lons exposer briévement les principales méthodes existantes. Puis, nous allons présenter la
méthode Level Set et surtout la mise en ceuvre et la validation de 1’équation de transport
associée a la méthode qui permet de donner I’évolution de l'interface eau/sol, en reprenant

plusieurs cas tests de [97].

2.1 Meéthodes de suivi d’interface

Les problémes de suivi d’interfaces interviennent dans plusieurs domaines tels que la propa-
gation de fronts de flammes, le couplage fluide-structure, 'imagerie médicale, la dynamique
de bulles, etc. On distingue deux grandes familles de ces méthodes, les méthodes dites la-

grangiennes, et les méthodes dites eulériennes.

1. Les méthodes lagrangiennes sont associées aux approches appelées "front tracking"

ou l'interface est localisée par des marqueurs qui subissent une advection locale. Ceci
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2 Suivi d’interface par Level Set

permet de réaliser un suivi explicite de l'interface. Le systéme des coordonnées suit
I'interface de facon a la représenter a chaque instant de maniére précise sans modifier

le modéle.

2. Les méthodes eulériennes sont associées aux approches appelées "front capturing", qui
en opposition a la premiére approche, permettent de capturer I'interface implicitement
a l’aide des lignes de niveaux d’un champ scalaire. Une inconnue supplémentaire, définie
dans tout l’espace, est ajoutée ainsi qu'une équation dans le modéle, caractérisant le

transport de la fonction correspondante.

Dans premiére la famille, la précision de la position de I'interface permet d’imposer facile-
ment les conditions aux limites. Mais, le traitement des changements de topologie (& cause du
remaillage & chaque pas de temps) présente un inconvénient qui limite le choix du maillage et
qui joue un role négatif dans la durée des simulations. La seconde famille est caractérisée par
I'utilisation des maillages fixes. Les changements de topologie dans le front d’évolution sont
traités naturellement. En effet, il suffit de donner la résolution de 1’équation de transport
qui régit I’évolution d’une fonction qui varie de maniére continue a travers 'interface. Ceci
est le cas de méthode Level Set qui donne un accés rapide a la géométrie avec une bonne

précision par une simple formulation mathématique.

2.2 La fonction Level Set

Dans la suite de ce chapitre, I’érosion d’un sol (domaine §);) par un écoulement fluide (do-

maine (1) constituera le cadre cadre sous-jacent de la problématique du suivi de 'interface.

2.2.1 Définition

Soient 7' > 0 et 2 = Q; U Q. On notera ¢ € [0,7] la variable temps et x la variable
d’espace. Soit I' = Q_f N Q, frontiére libre entre les deux domaines susceptible d’évoluer au
cours du temps. L’interface I" est repérée par le zéro d’une fonction réguliére notée ¢. Ce qui
signifie plus précisément que lorsqu’on passe du domaine fluide au domaine solide, ¢ change

de signe. Par convention, on prendra ¢ > 0 dans le sol et ¢ < 0 dans le fluide. On a :

I'=  {xeQfox,t) =0},
Vx € € : o(x,t) >0, (2.1)
Vx € Qy: o(x,t) < 0.

L’interface est donc implicitement définie par la fonction ¢, appelée la fonction Level Set.
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2.2 La fonction Level Set

2.2.2 L’équation de transport

Le déplacement de l'interface I' est obtenu en déterminant I’évolution spatio-temporelle
de la fonction Level Set ¢. Dans ce chapitre, I'interface est animée de maniére passive par
un champ de vitesse v. Plus tard, dans la suite de ce manuscrit, celui-ci sera donné par
un couplage entre la loi d’érosion (voir chapitre précédent) et ’équation de Navier-Stokes
décrivant un écoulement fluide incompressible. Si on suppose que les isocontours de ¢ sont

advectés de la méme facon, alors on peut utiliser ’équation de transport canonique :

dp+v-Vo =0 Y(x,t)eQx[0,T]

2.2
Pt =0) = o(x), .

ol ¢g est une condition initiale dont I'isocontour 0 représente l'interface initiale.

Le formalisme ainsi obtenu s’inscrit dans le cadre général des systémes d’équations aux
dérivées partielles. Si ¢y est de classe C! et v est régulier, le probléme ci-dessus admet une
solution unique de classe C' (cf. les travaux de G.-H. Cottet et E. Maitre [26,27]).

2.2.3 Propriétés

Dans le but de simuler numériquement 1’évolution de l'interface, il faut garantir une bonne
précision dans la résolution en discret de I’équation de transport (2.2) en gardant les avan-
tages intrinséques de la méthode dans le cas continu. Le gradient de ¢ a un role majeur dans
la résolution. On doit pouvoir le calculer précisément. Pour atteindre ce but, la communauté
Level Set a convergé majoritairement vers un choix de ¢ donnée par une distance signée.

Dans la figure suivante, on donne une illustration d’une fonction Level Set permettant de

localiser une interface I.

-
L < ISocontour

o =+d

FIGURE 2.1: Level Set et isocontours définis par des distances signées [28].

29



2 Suivi d’interface par Level Set

A partir de cette premiére ébauche, on peut exposer quelques propriétés intéressantes

— Le signe de ¢(x,t) permet de savoir immédiatement dans quel milieu se trouve x a
I'instant t. La localisation de l'interface est directement connue sans une quelconque
reconstitution préalable.

— Le vecteur normal n a Uinterface (voir figure 2.1) et la courbure moyenne k peuvent

étre calculés aisément grace a la fonction ¢ :

ne Vo
2
Vo
V.- ([—\)=v.
" (nwu) "

— La fonction Heavyside H permet d’utiliser le formalisme H(¢) = x, ot x est une fonction

caractéristique qui vaut 0 dans un milieu et 1 dans ’autre milieu.

2.3 Résolution numérique de |I'équation de transport

Deux classes de schémas sont largement utilisées par la communauté Level Set pour ré-
soudre 1’équation de transport qui sont respectivement, si l’on suit la chronologie de leurs
développement, les classes ENO pour "Essentially Non-Scillatory" [87,88] et WENO pour
"Weighted Essentially Non-Oscillatory" [56, 64]. Les schémas ENO reposent sur un algo-
rithme prédéfinissant le stencil ot la solution discréte est la plus réguliére possible afin
d’évaluer au mieux les flux par des interpolations polynémiales. Les schémas WENO, uti-
lisent plutdét une combinaison convexe des stencils acceptables en les pondérant en fonction
de la régularité de la solution, ce qui augmente l'ordre de la méthode (jusqu’a 5 dans les

zones réguliéres) en comparaison a la classe ENO (qui peut atteindre 'ordre 3) .

Bien que ces schémas soient d’ordres élevés, I'extension aux maillages non réguliers s’aveére
trés fastidieuse. Notre intérét a des simulations sur des maillages non-structurés et non-
conformes, nous pousse & choisir un schéma simple a implémenter sur ce type de maillage et
qui peut garantir I'ordre 2 pour les discrétisations temporelles et spatiales. Pour avoir plus
de précision, il suffit alors de raffiner. Les études menées dans le domaine, préconisent d’avoir
au moins 'ordre 2 en espace tandis que 'ordre 1 en temps peut suffire. En effet, la pratique
des méthodes Level Set fait ressortir que ces méthodes sont sensibles & la précision de la
discrétisation en espace, alors que de faibles ordres de précision en temps affectent beaucoup

moins la qualité de la solution numérique [97].
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2.3 Résolution numérique de ’équation de transport

2.3.1 Discrétisations de I'équation

Afin d’élaborer une discrétisation totale de 1’équation (2.2) on commence par donner une
discrétisation du domaine €2 qu’on considére comme un ouvert polygonal convexe borné de
R3. Soit M une discrétisation de € en cellules fermées K de centre K (dans la pratique il
s’agit de parallélépipedes et pour illustration on utilise des rectangles (figure 2.2)). On note :

— |K| le volume de la cellule £,

— |o| la surface de la face 0 = K/ L intersection des deux cellules voisine K et L,

— V(K) est 'ensemble des cellules voisines de la cellule K,

— ngy, la normale a la face o orientée de K vers L.

E)KL

—
L e K

FIGURE 2.2: Définition des cellules K (volumes de contrdles) et des normales.

Pour la discrétisation temporelle, on considére une subdivision ("),en de U'intervalle [0, T
et on pose 6t" le pas de temps a U'instant " : §t" = " — "1,

A linstant ¢, la valeur discréte recherchée est définie au centre de la cellule K par :

Ox ~ o0(rk, Yk, 2K, 7).

On discrétise en temps I’équation (2.1) par une méthode d’Euler explicite et en espace on

la discrétise en utilisant un schéma Upwind [31,75]. La forme totalement discrétisée est la

suivante :
n+41 n 5tn+1 n n
LEV(/K)
o=K/L

ol F' est le flux Upwind ou décentré défini par :
F(¢%, 07) = max(v - ngr,0)¢% + min(v - npg, 0)o]. (2.4)

La discrétisation spatiale dans I’équation (2.3) est obtenue par la méthode des volumes
finis qui repose sur U'intégration de 1’équation sur un volume de contrdle (ici les cellules K).
Par le théoréme de Stokes, on peut exprimer les solutions en fonction des flux aux interfaces

des volumes.

31



2 Suivi d’interface par Level Set

Afin d’assurer la stabilité du schéma utilisé, il est nécessaire de vérifier la condition CFL

(Courant-Friedrichs-Lewy) suivante :

[ [} max

ot" = CCFL; (25)

hmin
ol hpin est le minimum des ratios entre volume d’une cellule et les surfaces des ces faces :
hmin = ming x &l 1,a constante Ccrr est un coefficient CFL tel que 0 < Cgopr, < 1. Un

lo|

critere Copr, = 0.9 permettra d’avancer trés vite en temps mais il n’est pas rare de prendre
CCFL =0.5.

Remarque 1

La condition (2.5) peut étre interprétée comme une condition qui interdit de propager

l'information de plus d’une maille pendant un pas de temps.

2.3.2 Montée en ordre

La discrétisation précédente (équation (2.3)) est d’ordre 1 en temps et en espace. Mais il
est indispensable d’avoir un ordre supérieur. Pour améliorer la précision en temps, on utilise

le schéma Runge-Kutta a deux pas de calcul (RK2) qui s’écrit :

( ’n,—l—l . 5tn+l " "
O * = ¢K_2K Z lo|F(¢k, o7)
| | LEV(K)
o=K/L
nt 5tn+1 n+i o+l (26)
¢?(+1: K2_ ‘K‘ Z ’U‘F( K2? L 2)'
LEV(K)
\ o=K/L

Cette méthode consiste a utiliser la méthode d’Euler explicite deux fois : la premiére pour
trouver une solution intermédiaire sur un demi pas de temps ; et la seconde pour actualiser
la solution finale sur le du pas de temps complet en utilisant la solution intermédiaire.

Par la méthode RK2 on obtient I'ordre 2 en temps. Pour obtenir 'ordre 2 en espace, on
propose le schéma MUSCL (Monotone Upstream-centered Scheme for Conservation Laws)
avec limitation de pentes. C’est une méthode trés simple qui a été proposé par B. Van
Leer dans [95] pour améliorer la précision du schéma de Godunov. On note que de nombreux
travaux sur ces méthodes sont synthétisés dans le livre de E. Godlewski and P.A. Raviart [46].
T. Buffard et S. Clain ont présenté des techniques pour l'utilisation de cette méthode dans
des situations plus complexes et sur des maillages non structurés dans [19]. On propose une
généralisation attribuée a T. Barth et détaillé dans [47], une méthode utilisée généralement

pour une dimension d’espace > 2. On s’appuie sur la mise en ceuvre faite par P. Helluy et
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2.3 Résolution numérique de ’équation de transport

F. Golay pour des discrétisations volumes finis des schémas non conservatifs [52]|. Pour cela,

on procede comme suit :

¢L QSO',L ¢J,K ¢K

L o K

FIGURE 2.3: Construction de nouvelles valeurs aux centres des faces.

1. La prédiction du gradient noté Vox au barycentre de chaque cellule I peut s’effectuer

par exemple en discrétisant la formule de Green :

O +¢Ln

9 KL-

]KquSK:/Vcbd:r: éndo ~ Z |o|
K oK LE,VC(/KL)

2. Le calcul du gradient linéaire doit étre limité de fagon non linéaire pour que le schéma

soit exempt d’oscillations. On pose donc :
Vor = agVor,

ot ak € [0,1] est un limiteur qui doit étre le plus grand réel compris entre 0 et 1, tel

que pour toute face o = K/L dont le centre est M, :

min(¢x, ¢r) < ¢ + ax Vg - ]\ﬁ( < max(¢k, ¢r).

3. La reconstruction des valeurs de ¢ sur les faces par interpolation utilisant la nouvelle

pente donne :
~ —
¢0,K = ¢K + V(bK : MO'K'

4. Le nouveau flux numérique utilise les valeurs reconstruites aux faces :

F(¢U7K7 ¢J7K) = max(v sNkr, O)Qba,K + min(V ‘NrK, O)¢U7L'
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2 Suivi d’interface par Level Set

2.4 Tests et validations

Afin de valider le schéma numérique implémenté pour le transport de la Level Set, nous
avons réalisé plusieurs tests. Dans chaque cas nous donnerons les résultats d’étude de conver-
gence en calculant 'ordre de précision. Dans ce but, on évalue les erreurs entre la solution
approchée ¢?PP et la solution analytique ¢*** pour des maillages d’espace de plus en plus

fins. On utilise pour cela les normes L*(Q) et L>(f2) en calculant :

R PO L S

Errl? =
| o2 || | 9 |00

Les conditions aux bords sont imposées par les solutions analytiques du probléme traité,
sauf pour le dernier cas (disque de Zalesak), ou ces conditions sont données par des extra-

polations linéaires.

2.4.1 Translation diagonale d'un cercle

Le domaine de calcul est un carré unitaire = [0, 1]?. On teste le transport d'un cercle de
rayon 7o = 0.15 et de centre initial (zo, y9) = (0.25,0.25) qui subit une translation diagonale.

— La donnée initiale :

¢0($,y, Z) = \/(gj - IO)Q + (y - y0)2 —To-

— Le champ de vitesse :
v(z,y,z) =(1,1,1).

— La solution analytique :

gb(x,y,z,t) = \/(l‘—ZL’O _t)2 + (y_yO _t)Q — 7.

Dans le tableau 2.1 nous donnons les résultats de I’étude de convergence aprés un transport
d’une durées de 0.60. Dans la figure 2.4 nous donnons une illustration de quelques isocontours

aprés des transports durant plusieurs unités de temps.
Maillage ErrL? Ordre | FErrL™> Ordre

40x40 | 1.947E-03 - 3.313E-03 -

80x80 | 4.992E-03 | 1.95 | 8.023E-04 | 1.94
160x160 | 1.260E-04 | 1.98 | 2.046E-04 | 1.96
320x320 | 3.136E-05 | 2.01 | 5.194E-05 | 1.97

TABLE 2.1: Etude de convergence : translation d’un cercle.
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2.4 Tests et validations

(b) &t = 0.30

— _—

(c) &t =0.60

FIGURE 2.4: Quelques isocontours d’un cercle en translation diagonale (isocontour 0 en rouge).

2.4.2 Compression/décompression d’un cercle

Le domaine est toujours 2 = [0,1]?. On teste le comportement d’un cercle de centre

(0,%0) = (0.5,0.5) et de rayon ry = 0.4 qui subit successivement une compression et une

décompression par un champs de vitesse v = (xg — z,yo — y) puis par son opposé. Le but

est de tester la robustesse du transport par des vitesses a divergence loin de zéro.

— La donnée initiale :

¢i(x7 Y, Z) = \/([L‘ - xO)Q + (y - y0)2 —To.

— La solution analytique aprés compression a un intrant ¢, :

¢C(I7y7 2 tl) = \/([E - I(])Q + (y - y0)2 - (TO - tl)‘

— La solution analytique aprés décompression a un intrant £, :

de(l', Y, z, t?) =

Pour le test on prend t; = t, =

comparant ¢; et ¢q4 est présentée.

V(@ = 20)2 + (y = y0)? — (ro — 1 + t2).

La figure 2.5 présente des isocontours 0.

Maillage ErrL? Ordre ErrL>° Ordre
40x40 | 2.420E-03 - 6.433E-03 -
80x80 | 6.368E-04 | 1.90 | 1.748E-03 | 1.84

160x160 | 1.649E-04 | 1.93 | 4.624E-04 | 1.89

320x320 | 4.230E-04 | 1.95 | 1.204E-04 | 1.92

0.2. Dans le tableau 2.2 une étude de convergence en

TABLE 2.2: Etude de convergence : compression puis décompression d'un cercle.
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2 Suivi d’interface par Level Set

Y Axis
Y Axis

(a) isocontour 0 de : ¢; en vert, ¢, en bleu (b) isocontour 0 de : ¢, en bleu, ¢4 en mauve

FI1GURE 2.5: Compression et décompression d’un cercle.

2.4.3 Rotation d’une sphére

Le domaine de calcul est cube unitaire Q = [0, 1]%. Dans ce cas test, nous allons faire
tourner une sphére de centre (zo, o, 20) = (0.5,0.75,0.5) et de rayon 7y = 0.15 dans un
champ de vitesse circulaire non déformant. Le transport est effectué de ty = 0 jusqu’a t = 27

de telle maniére que le cercle fasse un tour complet en retrouvant sa position initiale.

— La donnée initiale :

qb(x,y, Z) = \/(37 - xU)Q + (y - y0)2 + (Z - ZO)z — Tg.

— Le champ de vitesse :

V(.ﬁE,y,Z) = (yo — YT — -TO?O)'

— La solution analytique :

¢($, Y, z, t) = \/(LL‘ - J;C(t))Q + (y - yc(t))z + (Z - 20)2 — To.

avec :
ze(t) = o — 0.25sin(t) et y.(t) = yo + 0.25 cos(t).

Sur la figure 2.6, on visualise la rotation de la sphére a travers les isocontours de ¢ sur

différentes étapes. Le tableau 2.3 donne une étude de convergence faite aprés un tour complet.
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FIGURE 2.6: Visualisations d'une sphére en rotation.
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2 Suivi d’interface par Level Set

2.4.4 Disque de Zalesak

Dans ce cas de test, on met en jeu la rotation d'un disque de Zalesak [104], disque évidé

d’une fente rectangulaire suivant son diametre. Cette configuration permet d’identifier les

problémes de dispersion et de diffusion du schéma numérique dans les régions ott V¢ présente

des singularités.

Dans le domaine 2 = [0,100]%, on considére un cercle de rayon 15 possédant une fente

de largeur 5 et de hauteur de 25 centré au point (zg,yo) = (50,75) (voir la figure 2.7). Le

champ de vitesse est défini par : v(z,y) = (yo — ¥, * — o). Le transport est effectué jusqu’a

t = 27 de afin que le disque se retrouve exactement & sa position initiale.

90

80+

70

60

Y Axis

50+

40

304

20+

10

20 30

40 50
X Axis

60 70

80 90

FIGURE 2.7: Un exemple du disque de Zalesak.

Le tableau 2.4 présente I’étude de convergence en calculant I’erreur sur une bande autour

de 'isocontour 0. La figure 2.8 présente des illustrations du test pour différents maillages.

Maillage Errl? Ordre Err > Ordre
503 3.313E-03 - 5.250E-02 -
1003 9.306E-04 | 1.78 | 1.590E-02 | 1.65
2003 2.423E-04 | 1.92 | 4.208E-03 | 1.89
3003 1.615E-04 | 2.01 | 1.073E-03 | 1.96

TABLE 2.4: Etude de convergence : test de la rotation du disque de Zalesak.
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(a) 50x50 mailles (b) 100x100 mailles
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X Axis X Axis

(c) 200x200 mailles (d) 300x300 mailles

FIGURE 2.8: Cas test du disque de Zalesak pour différentes tailles de maille. En bleu le disque
a I’état initial et en rouge le disque aprés un tour complet.

Nous avons donné ci-dessus quelques résultats graphiques du test de Zalesak o nous
avons choisi de zoomer sur le disque pour mieux se rendre compte de la convergence vers une
solution exacte. On constate que les plus fortes erreurs se concentrent au niveau des angles
du disque de Zalesak ot V¢ change brutalement de direction. Mais, on obtient une nette
amélioration en comparant la solution sur un maillage grossier (figure 2.8a) avec la solution
sur un maillage plus fin (figure 2.8d). Ce résultat qualitatif confirme ’étude de convergence
présentée au tableau 2.4 ot, comme dans les études de convergence des tests précédents, on

obtient bien I'ordre 2 en espace pour les normes L? et L.

39



2 Suivi d’interface par Level Set

2.5 Application a I'extension des vitesses

Le champ de vitesse que nous utiliserons pour transporter ¢ provient du calcul du cisaille-
ment au niveau de l'interface (voir le chapitre précédent). Il faut que la vitesse de transport
soit définie et réguliére sur plusieurs mailles autour de l'interface, de maniére a ce que la
résolution de I’équation de transport induise un déplacement précis de I'. Dans ce cas, on uti-
lise une procédure d’extension de vitesse depuis I'interface. Ainsi, pour étendre une quantité
scalaire cr selon la direction normale a I'interface, il suffit de résoudre une autre équation de

transport, a savoir :
Vo

Dpef + Sgn(—ﬁb)m :

Vst = 0. (2.7)

La condition limite est ¢f* = cp sur I' et sgn est la fonction signe. L’extension a pour but

de faire évoluer toutes les lignes de niveau de fagon similaire. Elle doit ainsi permettre de
garder ¢ proche d’'une fonction distance signée. Donc, nous allons effectuer des tests pour
vérifier que ’équation (2.7) permet de réaliser une bonne extension méme si la quantité
initiale cr varie fortement et l'interface présente une normale oscillante.

Comme illustré dans la figure 2.9, on considére le domaine € = [0, 1]? et on prend une
interface I' sous forme d’un cardioide déformé. La quantité initiale cr est donnée en coor-
données polaires (r, §) par la fonction analytique cp = (7 sin(#) +0.5) sin(106) sur une bande
ou —4h < ¢ < 0 (h est le pas du maillage) ; ailleurs elle est nulle. On effectue le transport

dans la direction ou ¢ est négative le long de ses gradients.

Pseudocolor
VarCE
0.5e82

—0.202
0008115
—-0.2850

15819
Mene: 0.5682
Iin: -0.5810

Y Axis

0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80
X Axis

FIGURE 2.9: La donnée cr a I’état initial et le champ de vitesse pour le transport.
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2.5 Application a I'extension des vitesses

En résolvant 'équation (2.7) sur plusieurs périodes, on observe que cr a été bien étendue.

Dans les deux figures qui suivent, on donne des illustrations de ces extensions.

Y Axis

0.50 0.60 o.70 0.
X Axis

¥ Axis

.40 0.50 0.60 0.70
X Axis

FIGURE 2.11: ¢§** aprés une extension sur 40 mailles.
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Il est par ailleurs intéressant de déterminer les variations de ¢ induites par I'extension

au cours du temps. Pour cela, on calcule les valeurs minimales et maximales de cr a 1’état
initial et aprés quelques extensions. Dans les deux tableaux suivants on donne ces valeurs
pour deux tailles de grilles, 100 et 2002, en variant le temps de transport de ¢t = 0 (I’état
initial) & t = 40h :

Grille de taille 1002 Grille de taille 2002
t Min Max Min Max
0 -0.601 0.598 -0.581 0.598
10h -0.625 0.608 -0.592 0.610
20h -0.633 0.614 -0.592 0.610
30h -0.636 0.616 -0.592 0.614
40h -0.637 0.616 -0.592 0.615

TABLE 2.5: Variations de ¢&* lors de I'extension.

On constate que 'erreur commise entre les valeurs minimales et maximales & un instant ¢
en comparant avec les mémes valeurs a I'instant initial est de 'ordre de 3% ; ce qui, pour nos
applications d’extension de la vitesse d’érosion (voir chapitre 5) est tout a fait satisfaisant.
Ainsi, si I'on considére le cas ou I'on doit étendre un champs de vitesse vp = CF% (ot cr
représentera le cisaillement calculé au niveau de U'interface I') dans tout le domaine, il suffit
de résoudre le probléme (2.7) induit par la donnée initiale cp. Une fois I'état asymptotique

ext

atteint sur le tout domaine de calcul, on dispose d’un nouveau champ de vitesse étendu vi*.

2.6 Redistanciation

La construction de I’équation de transport de la Level Set a été faite pour que chaque
isocontour soit advecté par le champ de vitesse local. Lorsque le champ utilisé a un sens
global, comme dans la plupart des simulations numériques, les lignes de niveaux de la Level
Set ne restent pas forcement a la méme distance I'un de 'autre puisque le transport va
probablement les compresser ou les étirer. Dans ce cas, la propriété de fonction distance
signée donnée initialement a ¢ est perdue pendant le transport et cela signifie que || Vo|| # 1.
En effet, D.L. Chopp avait mis en évidence dans [23] des exemples d’apparition de zones ot
¢ présente de forts gradients, ou au contraire d’autres ou les lignes de niveaux s’écartent. Il
avait proposé donc une ré-initialisation qui consiste a recalculer périodiquement ¢ pour lui
permettre de redevenir une fonction de distance sans en altérer 'interface de valeur nulle.

En gardant donc au cours du calcul la propriété :

Vol =1.
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2.6 Redistanciation

2.6.1 Equation de redistanciation

Nous proposons une méthode qui permet de corriger la perte de la propriété distance
signée en effectuant des ré-initialisations a posteriori. Nous nous appuyons sur les résultats
E. Rouy et A. Tourin [83], puis M. Sussman et al. [90], qui ont mis au point un algorithme de
ré-initialisation de la Level Set, dit algorithme de redistanciation. A partir du seul isocontour
valable, qui est l'interface, on corrige les positons des autres isocontours. Il consiste donc a

résoudre sur un temps fictif t* € [0,7%] (T* > 0) et pour tout x € 2 I’équation suivante :

drd + sen(6(x,1)) (| Ve —1) =0,
x, 1" = 0) — $(x.1).

La solution stationnaire de cette équation est bien celle que I'on recherche. 9 (x,t*) est la

(2.8)

distance signée a l'interface pour tous les points situés a une distance inférieure ou égale a
T* de I'. En posant w = sgn(l/z)%, on peut réécrire 'équation (2.8) sous la forme d’une

équation de transport a la vitesse w et dont le terme source est non nul :

Opth +w - Vb = sgn(v). (2.9)

Cette formulation montre que 'information se propage de part et d’autre de l'interface,
dans la direction normale avec une vitesse unitaire. Cela empéche les caractéristiques de se
croiser. De plus, 'ajout de la fonction signe permet d’avoir une interface intacte en main-
tenant ¢ = 0 aux points de ¢ = ¢y. Mais pour que l'isocontour 0 de v reste inchangé
numériquement, cette fonction doit étre lissée sur quelques mailles (en général 2 ou 3) tout
en gardant la propriété sgn(0) = 0.

Dans 'approche élaborée par E. Rouy et A. Tourin dans [83], le transport est fait en deux
étapes : la premiére dans les zones ou ¢ > 0, puis la deuxiéme dans celles ou ¥ < 0 il est
donc impératif de garder une bande autour de l'interface v = 0 dans laquelle la ligne de
niveau 0 reste inchangée au cours de la résolution de I’équation (2.9). C’est dans ce but que

M. Sussman et al. ont proposé dans [90] la fonction signe suivante :

X

sen(r) = s

ol € K 1, et dans la pratique, il est de I'ordre d’un pas d’espace h. La vitesse w étant

(2.10)

unitaire, le pas de temps et le pas d’espace peuvent étre confondus. On peut donc prendre :
dt* = h/2, ce qui nous permet de réaliser 3 itérations de redistanciation (ce qui correspond
au meilleur compromis entre la précision et le temps de calcul).

Par les discrétisations utilisées précédemment (voir la section 2.3), on résout I’équation

(2.9) en utilisant le parameétres t* et la fonction signe définie en (2.10), puis en (2.11).
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Remarque 2

D. Peng et al. ont proposé en [76] une version plus raffinée pour la fonction signe :

Wb
VO + V[P

Ce qui permet d’adapter la régularisation a I’échelle spatiale de 1.

sgu(y) = (2.11)

2.6.2 Exemple de redistanciation

Afin de valider la résolution numérique de 1’équation de redistanciation, nous présentons
un test fait par G. Russo et P. Smereka dans [84], qui met en lumiére les effets de la re-
distanciation dans un cas trés rude. Le domaine de calcul est le carré Q = [0,10]? et la

donnée initiale est une ellipse perturbée (voir figure 2.12 ot I'isocontour 0 est en noir) dont

¢0(x,y) = ﬁ(w,y) (\/(x ;25>2 + (y ;25)2 o 1)

ol : B(x,y) =€+ (xr —x0)* + (y — v0)?, avec : e = 0.1,20 = 1.5,y = 3,a =4 et b= 2.

I’équation est :

¢o présente des zones de forts et faibles gradients au voisinage de ¢q = 0.

Y Axis

FIGURE 2.12: Lignes de niveau de la donnée initiale elliptique perturbée.
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2.6 Redistanciation

Le résultat du 800°™¢ itéré de la redistanciation est donné dans la figure 2.13. Contraire-
ment au premier tracé qui présente des perturbations, sur le deuxiéme, on apercoit qu’il n’y a
pas de différence discernable de la position de I'isocontour 0 alors que les autres iso-contours
de la Level Set sont positionnés correctement des deux cotés de I'interface. Ceci permet de

valider le schéma et rendre compte de I'influence de la régularisation de la fonction signe.

: —_—

)

¥ Axis
w
P S SAE SAVE N B S SAE SAVEE SAVE M S SAVE SVEN S S R SRR
oA
) C

Y Axis
bl » b
o o o
A
1N —

FIGURE 2.13: Lignes de niveau aprés redistanciation de la donnée initiale (maillage 2007).
La premiére avec la fonction signe (2.10), la seconde avec la fonction (2.11).
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode Level Set assortie d'un ensemble d’ou-
tils qui nous permettront le suivi d’interface dans le cadre des simulations numériques de
I’érosion. D’abord, nous avons montré qu’on peut repérer explicitement et avec précision
la position de chaque milieu et de l'interface et obtenir également le champ de normales a
cette derniére. Puis, nous avons considéré I’équation de transport qui traite I’évolution de la
Level Set. Par une série de tests, on a prouvé que le schéma implémenté pour cette équa-
tion convenait pour notre étude. Nous avons montré aussi que ce schéma peut étre appliqué
parfaitement & l'extension des vitesses, outil trés important dans le cas de 1’érosion (voir
chapitre 5). Finalement, nous avons traité le cas de la redistanciation, ce qui pourrait étre

nécessaire pour corriger des fluctuations au niveau de l'interface au cours du transport.
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3 Schémas et maillages DDFV

Dans ce chapitre, nous décrivons les maillages et les principaux résultats de la méthode
de volumes finis, appelée DDFV acronyme de "Discrete Duality Finite Volume". Avec ces
schémas, nous faisons les discrétisations spatiales des équations de Stokes et de Navier-
Stokes décrivant des écoulements d'un fluide incompressible sur des maillages conformes
et non conformes. Le principe consiste a construire des opérateurs gradient, divergence et
rotationnel discrets, puis de remplacer les opérateurs qui interviennent dans les EDP par
leurs équivalents discrets. Ces opérateurs agissent sur des maillages quelconques par un

choix judicieux des inconnues.

Les méthodes DDFV sont une généralisation des schémas MAC. Elles ont été introduites et
étudiées par F. Hermeline dans [53] et depuis, plusieurs versions ont vu le jour [32], [34], [17].
L’idée générale de ces méthodes est de combiner deux maillages Volumes Finis distincts
en les superposant : le maillage primal et le maillage dual ou les cellules sont construites
autour des sommets du maillage primal. Un troisiéme maillage, appelé maillage diamant est
nécessaire pour la construction d’un gradient consistant. Ceux-ci conservent la structure du
probléme continu, si bien qu’il est possible d’écrire une formule de Green discréte qui donne
un équivalent de la formule continue. Les opérateurs ainsi construits sont en dualité discréte,

ce qui donne le nom a la méthode.

Le premier schéma que nous avons étudié est basé sur la méthode proposée par Y. Coudiére
et F. Hubert [30], puis détaillée par S. Krell et al. [58,59]. Dans ce schéma, les inconnues
sont localisées aux centres des cellules, aux sommets et aux faces, et également aux milieux
des arétes, d’ou l'appellation CeVeFE-DDFV (Cell/Vertex/Face/Edge). De cette fagon, on
doit tenir compte d’'un autre maillage dit "faces-arétes". Le second schéma auquel nous
nous sommes intéressé et qui est adaptée dans ce travail, repose sur une méthode appelée
CeVe-DDFV. Contrairement au premier schéma, les inconnues ne sont pas positionnées aux
milieux des arétes. Cette méthode a été introduite par C. Pierre [78| et utilisée également
par Y. Coudiére et al. [29]. La méthode que nous avons développée est basée sur la variante
étudiée par B. Andreianov et al. [1,2]. La particularité de ce schéma est que le maillage
primal et le maillage dual recouvrent chacun exactement une fois le domaine. Néanmoins,

les relations de dualité discrétes restent conservées.
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.1 Définitions et notations

3.1.1 Construction du maillage

Soit 2 un ouvert polygonal convexe borné de R? (d = 2,3). On définit un maillage DDFV
par une discrétisation du domaine €2 constituée d’un couplet M = (T, D) tel que :

— T est 'ensemble composé par des cellules et des sommets.

— D est 'ensemble relatif aux interfaces.

Le maillage M est défini par deux ensembles complémentaires, le domaine est ainsi recou-

vert deux fois et peut étre discrétiser par deux maillages 7 et D.

Le maillage 7

Le maillage T est composé d'un ensemble des mailles primales et duales relatives respec-
tivement aux cellules K et aux sommets V.

— Les mailles primales K sont des polygones disjoints auxquels on associe les points K, en

général le centre de gravité de la cellule K. Ces points sont appelés nceuds du maillage

primal. Ils vérifient les deux relations suivantes ot £ est une autre cellule :

UK=0 et KNL=0si K#L.
KeT

— Pour toutes les mailles primales voisines K et £, on suppose que 0K N IL est une face

et on la note 0 = IC|L (voir figure 3.1a). L’ensemble des faces, noté F, est tel que :

— Les noeuds du maillage dual V sont les sommets du maillage primal (voir figure 3.1b).

Ce maillage est donc formé par les sommets A des faces o.

C
A
°K
o
oL B
(a) Cellules K et L (b) Sommets A, B et C

FIGURE 3.1: Exemple de mailles primales et duales.
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3.1 Définitions et notations

Le maillage D

A chaque face o € F, on associe la cellule diamant D, € D de la maniére suivante :

— Pour une face o interne, dont on note ’ensemble par F™, on considére les deux cellules
voisines K et L telle 0 = K|L. Le diamant D,, est défini comme l'intérieur de enveloppe
convexe de K U o U L (voir figure 3.2a).

— Pour une face o du bord, dont on note I’ensemble par F?, on considére une cellule K telle
que o = K N ON). Le diamant D, est défini comme l'intérieur de I'enveloppe convexe
de 0 UK (voir figure 3.2b).

K o
4 K
B
o
B
L
(a) Diamant interne : o € F'™ (b) Diamant au bord : o € F?

FIGURE 3.2: Exemples de diamant D,.

En considérant une face o et sa cellule de centre K on peut construire un demi-diamant
D, k. Ainsi, un diamant D,y est la réunion de deux demi-diamants D, x et D, . Les

demi-diamants sont 2 & 2 disjoints et couvrent entiérement le domaine 2, de sorte que :

U Dok =

KeT
f<tele

Remarque 3
— Tout diamant du bord D, peut étre réduit au demi-diamants D, . Dans ce cas, les

points L se confondent avec les points F' centre de des faces o, autrement dit :

sioge FP alors L = F.

— On associe a chaque demi-diamant D, x une unique face o et une unique cellule K.

Nous traitons par la suite deux exemples concrets et importants de maillage DDFV en
dimension 2 puis en dimension 3 adaptés respectivement pour les domaines quadrilatéres et

parallélépipédiques et leurs unions.
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3 Schémas et maillages DDF'V

Maillage 2D DDFV

En dimension 2, les faces sont des segments de droite non réduits & un point. Les cellules
sont sous forme triangulaire (voir les figures précédentes) ou quadrilatére (voir la figure
3.3). Gréace aux mailles primales et duales, on définit les mailles diamants qui composent le

maillage D comme illustré dans figure 3.4. En pratique on remarque que ces diamants sont

une réunion de triangles disjoints.

® @ @ ‘ -
° ° ° ° °
[ ' ' e N e N e D
° ° ° ¢ ¢
® ' ® ‘ ‘
(a) Maillage T (b) Maillage D
FIGURE 3.3: Maillage cartésien 2D conforme.
Le maillage peut étre non conforme comme illustré dans la figure 3.4.
1 ° ° ¢
) ° + ” o- ,:, —o-
| ° ] <
- X---0---X-0-X-e-
3 A
° ) s “e-X-e-
: [ J ‘ [

(a) Maillage T

(b) Maillage D

FIGURE 3.4: Maillage cartésien 2D non conforme.

Maillage 3D DDFV

En dimension 3, les faces sont des polygones; en pratiques ce sont des triangles ou des
quadrilatéres. Pour simplifier les notations et pour donner des illustrations, nous prenons un
parallélépipéde rectangle, comme illustré dans la figure 3.5 partitionné de fagon uniforme (a

noter que ni la forme cubique, ni I'uniformité des mailles n’est importante ; la construction

se généralise aux maillages cartésiens non conformes).
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3.1 Définitions et notations

FIGURE 3.5: Maillage 7 d’un cube.

Dans cette étude, on travaille avec des faces o € F sous forme quadrilatérale. Notons F
le centre de 0. Les diamants ont la forme d’octaédres construits a partir des centres K et L
des deux cubes primaires K, L et des faces o0 = K|L qu’ils partagent. Ainsi, comme illustré
dans la figure 3.6, les diamants D, sont formés donc par les six points suivants :

— A, B, C et D : les sommets qui constituent la face o ;

— K et L : les centres de deux cellules voisines partageant la méme face o.

K — DU,K

\
\ e
) . L D, 1,

FIGURE 3.6: Maille diamant 3D.

Le maillage 7 est constitué par les nceuds sommets et cellules (A et K) et le maillage D
par les centres des faces (F'). Sur le bord du domaine, comme vu précédemment, les diamants
sont réduits aux demi diamants D, i et les points L = F'.

Remarque 4

—
L’orientation des points A, B, C, D est choisie de telle facon a avoir det(m, Eﬁ, FK) > 0.
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.1.2 Volumes de controle

Chaque élément du maillage DDFV a un volume de contréle. Il s’agit d’une mesure que

I'on associe & cet élément. On note | X| la mesure d’un objet géométrique X. Les grandeurs

|K| et |A| désignent respectivement les mesures dans R? d'une cellule primale de centre K

et d’une cellule duale dont le centre est le sommet A. Pour une interface o, |o| désigne sa

mesure en dimension d — 1 (sa longueur si d = 2 ou son aire si d = 3).

Afin de calculer les volumes de contréle de ces éléments, on introduit tout d’abord une

décomposition de chaque demi diamant D, x en simplexe. Les diamants formant une parti-

tion du domaine, cette décomposition aboutit a une partition du domaine en simplexe. En

dimension 2 ces simplexes sont des triangles indexés sur les sommets de o, en dimension 3,

ce sont des tétracdres indexés sur les arétes de o (voir figure 3.7 et 3.10).
— En 2D :

Soient A et B les sommets d'une face o de centre F. On définit deux triangles T;}K et
TfK comme :
T} =KAF |, T2, =KBF.

A
F
o Tf 1%

B

FIGURE 3.7: Décomposition en simplexe d'un demi diamant 2D.

Les volumes de controle sont :

Kl= ) Tl o 1A= ) IT |

AcoK Keov
oDA oc3A
Dol = |T7xl +T7x| . |Do|l = |Dox| + | Dol

L’aire du triangle T;}K constitue 1’élément de base avec lequel nous assemblons les vo-
lumes de controle des maillages T et D. Dans les figures 3.8 et 3.9a, on illustre les
volumes de controles d’'un neeud A (& l'intérieur et au bord du domaine), d’une cellule

de centre K et d’un diamant de centre F'.
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3.1 Définitions et notations

(a) A a lintérieur du domaine (b) A au bord du domaine

FIGURE 3.8: Volumes de contrdle d’une cellule duale dont le sommet est A.

°K

(a) Cellule : volume de contrdle |K| (b) Diamant : volume de contrdle | D, |

FIGURE 3.9: Volume de controle d’'une cellule primale et d’'un diamant.

— En 3D :
On rappelle que dans cette étude, en 3D, on travaille avec des faces quadrilatérales.
Soient A, B,C' et D les sommets d'une face . On considére le sommet A (les autres
sommets sont interchangeables) ; Soient F; et Ey les milieux respectifs des arétes [A, B]
et [A, D] et soit F' le centre de o.

On définit deux tétraédres Tf}< et TUE% comme (voir figure 3.10) :
TP = KAFE, |, T = KAFE,.

Les volumes de controles sont :

Kl= ) IT7% . (A=) 1T

Bj€oK Keov
oo E; o3E;
E.
|DO',K‘ = § ’Ta,;( :
E;c0KNo

|DU| = |D0,K| + |DU7L|-

53



3 Schémas et maillages DDF'V

D -

FIGURE 3.10: Décomposition en simplexe d’un demi diamant 3D.

Dans le cas cartésien on a :

— Le volume du tétraedre Tf}{ est :

1
TP | = 6|det(ﬁ,m,f)|.

— Le volume d'un demi diamant D, k est :

1
D, x| = 6|det<@,§z3,ﬁ()y.

3.1.3 Normales extérieures aux volumes

A partir des volumes de contrdle définis autour de chaque élément du maillage 7, nous
obtenons les surfaces du bord de chaque volume K et )V notées respectivement 0K et 9V.

Ces surfaces sont portées par les vecteurs normaux aux bords N et N7,.

FIGURE 3.11: Vecteurs normaux aux cellules primales et duales (internes et aux bord).
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3.1 Définitions et notations

Chaque vecteur normal extérieur a un volume de controle d’un élément X peut étre associé
a une face o tel que X € D, (voir figure 3.11 ot ¢ = [A, B]). Pour déterminer les vecteurs
normaux on utilise la décomposition en simplexe des diamants D, k.

En 2D :

— Cas d’une cellule primale K : soient K le centre de cette cellule et 0 = [A, B] une de ses

arétes, comme illustré dans la figure 3.12, on peut donner l’expression du vecteur N

o — APt + FB*.

Les deux parties du vecteur Ny correspondent aux vecteurs normaux aux interfaces

sous la forme :

formées par I'intersection du volume V et les deux triangles T;}K et TfK qui composent

le demi diamants D, k.

lape F 7 Ee

FIGURE 3.12: Vecteurs normaux aux cellules primales et au demi diamant (en hachuré).

— Cas d’une cellule duale V : soient K le centre d’une cellule primale telle que K € 0V,
L le centre de sa cellule voisine et F' le centre de 0 = K|L (on rappelle que L = F
si 0 € F); en utilisant de la méme maniére les triangles issus de la décomposition en
simplexe du diamant D, x et leurs intersections avec le volume de controle de V, on
peut donner Iexpression du vecteur INY, sous la forme (voir les cellules duales internes

et aux bord dans la figure 3.11) :
; —
sioce Fm o €/=FKL+[?L7
2
sioeFP o N‘{/:FKL—I—ﬁL.
Le découpage des vecteurs IN¥- et NY, comme indiqué ci-dessus nous permet de mieux décrire

les volumes du bord et les volumes dans le cas des maillages non conformes. Dans la figure

3.13 on donne une illustration dans le cas non conforme.
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3 Schémas et maillages DDF'V

4
.
4
.
. —
4
.
.
A
N D
.
. \
.
N _) \
. \
.
.
O 4
A .
. .
Y ’
a e —
\

I a ]

FIGURE 3.13: mailles non conformes : vecteurs normaux aux cellules duales A.

En 3D

Soient K le centre d’une cellule et o une des faces constituée par les sommets A, B, C et
D, telles que o C OK. Comme dans le cas 2D, on utilise la décomposition du diamant D, en
simplexe. On considére le sommet A, en 3D il s’agit des deux tétraedres T f}( et Tfﬁ( avec

E; et E, les milieux respectifs des arétes [A, B] et [A, D] (voir la figure 3.14).

On peut donner I'expression des vecteurs N et INY, sous la forme :

g g
PJK - E PJA,
AcoK
A€o

o _ o o NTo
Ny, = E N 4+ eyN%,
Keov
Acony
avec : €5, =1si 0 C F*NV et €} = 0 sinon.
Le calcul des composantes N% et N9 s’effectue a partir des faces externes des tétraédres

TE et T2 comme illustré dans la figure 3.14. On trouve :

l—" == 1= ==
N9 = §FA/\FE1—§FA/\FE2

= }LF_fl/\zﬁ,

et

1 S P
N7 = 51«‘7(AFE2—§FKAFEl

_ 3}7}?/\55.
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3.1 Définitions et notations

FIGURE 3.14: Vecteurs normaux : composantes N% et N%.

Les calculs des normales extérieures font intervenir une face, donc un diamant D,, et un
volume de contréle K ou V. Comme chaque diamant est constitué par les points K, L, A, B, C'
et D, on peut exhiber a l'intérieur du domaine les expressions de N¥. et Ny, pour chaque
élément du sextuplet (K, L, A, B,C, D).

— Pour K et L, le calcul de Ny. permet d’obtenir deux vecteurs :
1 1

— Pour A, B,C et D le calcul de N7, permet d’obtenir les vecteurs suivants :

1 1 1 1
NA: ZB?/\F(,NB = Zz@/\ﬁ(,NC: Z—Llﬁ/\ﬁ(et ND: ZCTZX/\I?(
Par des raisons de symétrie, on observe que N, = —Ng, No = —N4 et Np = —Npg. Donc,

pour alléger les notations, on peut introduire trois vecteurs Ng, N ac et Ngp tels que :

Nyp = %BAD’B),

N, — ilﬁ/\ﬁ(,

Npp = E@AL—I%.
E{emarque 5

Si A est un sommet appartenant a une face du bord, alors la contribution de la normale

a cette face en intersection avec le volume de A sera prise en compte et dans ce cas on a :

1
Ny = Nyc + ZNKL-
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.2 Espaces discrets

Désormais, on ne traite que le schéma DDFV en dimension 3. Dans cette partie nous
définissons les espaces d’approximation et les inconnues discrétes. Les calculs 2D seront
réalisés avec une seule cellule selon la profondeur et les conditions de symétrie.

Définition 1
— On introduit I'espace d’approximation R7 du maillage T. Ainsi une inconnue discréte

u” € R7. est définie de la maniére suivante :

ul = ((uk), (UA>>K,AGT'

— Lespace (R®)7 est I'espace des champs de vecteurs discrets définis sur le maillage T .

Ainsi, un vecteur discret u” € (R3)7 est défini de la maniére suivante :

ul
ul = ug— , avec :uz—, ug, ug— eR7.
uf

— On définit 'espace R97 ¢ R7 comme I'ensemble des inconnues du bord OT.

Définition 2

— On introduit I'espace d’approximation RP du maillage D. Ainsi une inconnue discréte

qP € RP est définie de la maniére suivante :

7" = (4o)p,ep -

— L’espace (R®)P des champs de vecteurs discrets définis pour des fonctions constantes
sur chaque diamant de D et a valeurs dans R3. Ainsi, un vecteur discret qF € (R*)P

est défini de la maniére suivante :

a’

D D D D D
=1 ¢@ |,avec:q0,q7,q7 € R".

a5

— On définit I'espace R9P? € RP comme I'ensemble des inconnues du bord oD.

Les inconnues discrétes u7 € R7 et ¢P € RP peuvent aussi étre écrites sous la forme :

ul = Y (uxlc+ualy) et g7 =Y glp,.
K,AeT Ds,eD
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3.2 Espaces discrets

Le but de la construction des ces espaces est de définir les opérateurs gradient et divergence

discrets opérant ainsi :

VD
N
RT (R3)D
\_/

div?
Les espaces R7 et R? sont munis des produits scalaires suivants qui permettent de les
identifier a des sous espaces de L?(1).
Définition 3
— Pour tout couple (u”,v") dans R”, on définit le produit scalaire :

1 2
<UT7 UT>7_ — g Z ‘K‘UKUK + § Z ’A‘UAUA.
KeT AeT

— Pour tout couple (p?,¢P) dans RP, on définit le produit scalaire :

<pD7qD>D: Z |DU|p0'q0"

D,eD

— Pour tout couple (p¥, qP) dans I'espace du bord R?P | on définit le produit scalaire :

"0 )op = D 10ID0to-

oc€dD

Aux produits scalaires définis précédemment, on associe les normes suivantes :
1
lu" |7 = (uT, u7—>3r, vuT € R7.
1
ld®llo = {d",4")2, Vq° €RP.

Remarque 6

Dans le produit scalaire sur R7 les coefficients % et % peuvent étre interprétés comme
les contributions respectives des inconnues sur les cellules primales et duales. Notons que
dans la variante du schéma 3D développé par Y. Coudiére et al. dans [29] et [78] ces deux
coefficient valent % car le le domaine est recouvert une 1 fois par les cellules primales et 2

fois par les cellules duales. Nous n’avons pas besoin de pondérer le produit scalaire. On a :

1 2
(L1)r=2 > IK[+3> |A=9.

KeT AeT
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.3 Opérateurs discrets

Dans cette section nous allons commencer par construire les opérateurs gradient et diver-

gence discréte, V2 et div”, illustrés dans le diagramme de la section (3.2).

3.3.1 Le gradient discret
Définition 4

Le gradient discret, VP, est défini pour u7 € R7 de la maniére suivante :
VP RT — (R?)”

VPuT = (VPuT)p,ep, avec pour D, = (K,L, A, B,C, D) :

1

ng T:
TN

((ur, —ur)Ngr + 2(uc —ua)Nac + 2(up —ug)Ngp)

Notons que ce gradient discret est évalué en utilisant les différences finies entre les incon-
nues ug et uy, aux deux cellules primaires voisines K et £ et deux différences finies entre les
inconnues uy et uc puis entre les inconnues up et up sur U'interface o = K|L£ contenant les
sommets A, B,C et D.

3.3.2 La divergence discréte
Péﬁnition 5

La divergence discréte, div”, est définie pour qP € (R*)? de la maniére suivante :
div” : (R*P? — R”

div’ (qP) = (divg (qP), divA(qD))KAeT, avec pour K,A€ 7T ona:

. 1
divi(q”) = m Z q, - Nk
«€D
) 1
diva(qP) = m Z q, Ny
D,€D

Remarque 7

Si L € OT alors, comme la cellule £ de centre L = F € F° n’a aucun volume de contréle,

on pose : VqP € D, div(qP) = 0.
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3.3 Opérateurs discrets

Les expressions de la divergence discréte correspondent aux formulations de la discréti-
sation par volumes finis appliquées a chaque partie K et V du maillage 7. Cette définition
est équivalente a la divergence continue obtenue pour une fonction vectorielle réguliére u de

Q) calculée par la formule de la divergence, ou K est une partie de €2 et n, est sa normale

/ div(u)dx = Z u - n,ds.
K

c€dK VY

extérieure :

Remarque 8

La construction décrite ci-dessus permet d’avoir une approximation consistante de I'opé-

rateur divergence discréte.

3.3.3 Opérateur de trace discréte

Comme mentionné précédemment, les opérateurs gradient et divergence discrets sont liés
par des relations de Green discrétes qui seront annoncées plus loin. Pour obtenir des formu-
lations complétes de ces relations nous définissons un opérateur de trace discréte.
Définition 6

La trace discréte, vP, est définie de R7 dans R9P pour u” € R?7 de la maniére suivante :

ot : u” = (up,ua), avec F, K € OT.

Notons que la trace discréte d'une fonction constante vaut la méme constante. Mais qu’une

trace nulle d’une fonction n’assure pas la nullité de cette fonction.

3.3.4 Assemblage des opérateurs discrets

Grace aux opérateurs gradient et divergence discrets définis précédemment nous obtenons

les autres opérateurs discrets suivants :

VP RT — (R*)P div” : (R*P — R7 rot? : (R*)7 — (R%)P
u’ — VPuT q? — div’ (qP) u” — VP AU’

V7T :RP — (R%)7 div? : (R*)T — RP rot” : (R*)? — (R%))7
q° — div’ (¢P1) u” — tr(VPu7) qf — VT A qP

La validation de ’approximation numérique de ces opérateurs sera réalisée dans la section
3.5.
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.4 Formules de Green discrétes

Les opérateurs gradient et divergence discrets, VP et div’, présentent une relation de
dualité analogue a la formule de Green dans le cas continu. Cette formule a été établie par
F. Hemeline [53] et par K. Omnés et al. [34] pour les maillages en dimension 2. Puis, en
dimension 3, par Y. Coudiére et al. [29], F. Hubert et al. [30] et B. Martin [66].

Nous annongons ici deux versions : une semblable a celle étudiée par les auteurs cités, qui

lie div” et VP et une nouvelle qui lie les opérateurs div? et V7.
Théoréme 1

Pour tout qP € (R*)P et u7 € R7 on a :

(div7 q” ") = = (", VP uT), +(d” 0" (7)),

Preuve : Soient q” € (R*)P et u7 € R7, On a :

{(divT q”, T>7. = —Z|K|d1vK Juk + = Z|A[d1VA( Pyuy
KGT AGT
- = Z Z q, - Nxug +- Z Z qy - Naug .
KeTDgsK AeTDgsA
:§1 :§2

On peut écrire les deux sommes S; et S5 sous la forme :

S1 = Z Z q, - Ngug

KeT Dy3K
= Z 94 - Z Nrug = Z q, - (ugNg +urNp)
D,€D K€D, Do€D
Z q, - (ux —ur)Ngy + Z q, - Ngrup.
DseD DgseD
ceFint oeFb

Sy = Z qu'NAUA: qu' ZNAUA

AeT Ds3A DseD AeD,
1
= Z q, - (UANA+UBNB+UCN0+UDND>+ Z q, - Z ZNKLUA
DyeD Do €D AeD,
ae]:znt 06.7:
Y 4y ((ua = uc)Nac + (up — up)Npp) + Z A, - Nir Y ua;
D,eD Dgs€eD AeD,

ccFb
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3.4 Formules de Green discrétes

Par conséquences :

1 2
divi q®,u").. = -8, +=8
< v >T 3 1+ 3 2
= Z q, - (ug —up)Ngyp + Z 2q, - ((wa — uc)Nac + (up —up)Npp)
DseD DseD
ceFint ceFint
+ Z q, - Ngrup + - Z q, - Nkr Z ua
Do €eD Ds€D AeD,
UE}'b UE}'b
= Z q, - (ux —ur)Ngr + 2(us —uc)Nac + 2(up — up)Npp)
Dg €D
oceFint
1
+ Z q, - Ngr(up + G Z Ua)
Dgs€eD AeD,
ocFb
= =Y IDoa, - VP + > q, NgyP(u”)
Dgs€eD Dgs€eD
o'e]-"b Je}-b
= - Z |D |q0' VD Z q; - 1’1|0'|’}/ ( )
Ds,eD Do €D
oeFb
= —{(a”.VPu") +{(q” n,4" ")), .
n
Finalement :

<d1vT D T>T = — <qD, vP uT>D + <qD -1, ’YD(UT)>873 :

La nouvelle formule de Green qui lie les opérateurs div? et V7 :

Théoréme 2

Pour u” € (R*)7 et ¢P € RP :

(divP u’, qD>D S <uT, v QD>T + <QD77D(UT n)>ap
Preuve :

Soient u” € (R?)7 et ¢¥ € RP. On note par (e, ey, e3) la base orthonormale de R? et on

pose : uT =u’ e et VZ—qD =V7¢P e pouri=1,23.

Donc on peut écrire :

3
(" V7 qP) = (] V"),
i=1
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3 Schémas et maillages DDF'V

En utilisant les définitions données dans la section 3.3.4, on trouve :

3

3
Z <ui7—, VZ—qD>7_ = Z <ui7', div? (qDei)>T.
i=1

=1

Par la 1™ formule de Green et la linéarité de la trace on obtient :

3

3
Z <uiT7 diVD (qDez)>T - Z - <qDei7 VD UZ—>,D + <qDei I, ’yp(uz—)>ap

=1

= Z (0", VP ul i)+ (a7 (u] e m)),

= —<qD,Z(VDuf~ez)> +<qD7Z(vD<u7ewn>)> :
D i oD

=1

Or, on a
3 3
Z(VD ul - e;) (VPu") =divPu” et Z(’yD(u e;-n)) =~"u” -n)

Z <u1 ,div? (qDei)> =— <q divP uT>D - <q -n)>8D.

=1
Finalement :

<uT>VTqD> = <q div® uT>D+<q n>8’D'

3.5 Validations numériques

Nous présentons, quelques tests numériques pour I’étude de la convergence des opérateurs

présentés dans le paragraphe 3.3.4. Le domaine considéré est le cube unitaire © = [0, 1]3

Soit N € N*, dans un premier temps nous utilisons un maillage Cartésien conforme constitué

de N3 cubes de coté h = % Puis, dans un second temps nous utilisons un maillage cartésien

non conforme obtenu en raffinant la moitié du domaine avec des cubes scindés en quatre

cubes élémentaires de coté % (voir figure 3.15).

On se donne un jeu de fonctions analytiques et on applique un opérateur a chaque fonction,

puis on évalue pour divers pas de maillage l'erreur relative que nous définissons par la suite.
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(a) Mesh 1 (b) Mesh 2

FIGURE 3.15: Maillages 3D DDFV conforme et non conforme.

Si la solution & évaluer est dans RP (resp. R7), on note ¢ (resp. ¢7) la solution exacte et
¢ (resp. q7) la solution approchée.

La norme L2 de lerreur entre les deux solutions sur R? et R7 est mesurée en utilisant
respectivement le produit scalaire (.,.), et (.,.), :

D_ D T T
% — 4 lp 2 [ uy —ue |7
ErrL*(D) := g = ac"llp et EnlL*(7) = ——"—.
a2 llp Il N7

Les tableaux présentés dans les sections qui suivront présentent les erreurs dans le cas d'un

maillage conforme et un maillage non conforme (voir figure 3.15) en fonction de N, nombre
de maille dans chaque direction.

3.5.1 Gradients et divergences

Nous présentons quelques résultats pour illustrer 'ordre de convergence des opérateurs
gradient et divergence.

» Gradient V7 :
On considére la fonction u” = In(1+ )+ 2y/T + y + 22, la solution est q¥ = VP u” avec :

Mesh 1 Mesh 2
) N | ErrL? | Ordre | ErrL? | Ordre
> | T 5|535E-02| - | 3.68E-02| -
de = g 10 | 1.35E-02 | 1.97 | 9.46E-03 | 1.94
20 | 3.40E-03 | 1.98 | 2.42E-03 | 1.95
40 | 8.25E-04 | 2.02 | 6.14E-04 | 1.98
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3 Schémas et maillages DDF'V

» Gradient V7 :

On considére la fonction ¢? = = (cos(mx) + cos(my) + cos(mz)), la solution est ul = V7 ¢”
avec :
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrlLl? | Ordre Errl.? Ordre
sin(mx)
e . 5| 1.63E-02 - 0.18E400 -
u, = | sin(wy)
) 10 | 4.15E-03 | 1.96 4.91E-01 1.83
sin(mz)
20 | 1.04E-03 | 1.98 1.28E-01 1.89
40 | 2.56E-04 | 2.00 3.27E-02 1.96
» Divergence div? :
Inl+ =z
On considere la fonction u” = | 2/T+y) | la solution est ¢© = divP u” avec :
2
Mesh 1 Mesh 2
N ErrL? Ordre Errl? Ordre
5 | 7.00E-04 - 5.10E-03 -
L=yl
e 14y 10 | 1.82E-04 | 1.92 | 1.44E-03 | 1.77
20 | 4.65E-05 | 1.95 | 3.79E-04 | 1.90
40 | 1.17E-05 | 1.98 | 9.81E-05 | 1.93

» Divergence div’ :
cos(mz) sin(my) sin(mrz)
On considére la fonction q” = | sin(7z) cos(ry) sin(72)

sin(mx) sin(7y) cos(mwz)

, la solution est u] = divP q?

avec :
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? | Ordre | ErrL? Ordre
ul = —37sin(rx) sin(7y) sin(rz) 5 | 5.545-02 : 0.22E+00 -
10 | 1.42E-02 | 1.95 6.07E-01 1.81
20 | 3.62E-03 | 1.96 1.59E-01 1.90
40 | 9.09E-04 | 1.99 4.11E-02 1.94

Plusieurs tests ont été effectués, et comme illustré dans les tableaux précédents, on trouve

que ces opérateurs sont d’ordre 2 pour les normes L*(D) et L*(T).

Remarque 9

Pour tous ces exemples, on trouve que 'ordre de convergence en norme discréte H' est de
lordre de 1.
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3.5.2 Rotationnels

Pour valider les deux opérateurs rot” et rot”, on procéde comme dans le paragraphe
précédent en utilisant respectivement la norme L*(7) et L?*(D) en évaluant l'erreur entre

des solutions exactes et des solutions approchées.

» Rotationnel rot” :

zy sin(mx)
On considére la fonction ¥ = | zzsin(my) |, la solution est u/ = rot” q¥ avec :
yx sin(nz)
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? Ordre ErrL? Ordre
z(sin(7z) — sin(7y))
5 | 3.80E-02 - 0.16 E+00 -

10 | 9.69E-03 | 1.96 | 4.25E-02 | 1.88
20 | 243E-03 | 1.99 | 1.10E-02 | 1.92
40 | 6.05E-04 | 2.01 | 2.88E-03 | 1.92

» Rotationnel rot? :

sin(my) sin(7z2)
On considére la fonction u” = sin(mz)sin(7wz) |, la solution est q? =rotPu” avec :
sin(my) sin(rz)
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? | Ordre | ErrL? | Ordre

sin(r) (cos(my) — cos(rz)) 5] 316802 - [966E01] -

10 | 8.18E-03 | 1.93 | 2.61E-01 | 1.85
20 | 2.07E-03 | 1.97 | 6.68E-02 | 1.90
40 | 5.52E-04 | 1.99 | 1.77E-02 | 1.93

q. = m | sin(mwy)(cos(mz) — cos(mx))

sin(mz)(cos(mz) — cos(my))

Remarque 10

On a effectué des tests avec des fonctions analytiques u a divergence nulle car elles per-
mettent d’avoir la décomposition suivante :
2

(u‘V)u:—u/\rotu—i-Vu?

Une décomposition qu’on utilisera dans la résolution de I'équation de Navier-Stokes (voir

chapitre 4). Pour cela on vérifie qu’on a u A rotu # 0, afin de valider un cas non trivial.
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3.5.3 Laplaciens

Deux Laplaciens discrets, A7 et AP, opérant sur des fonctions définies respectivement sur
les espaces liés aux maillages T et D, peuvent étre obtenus par composition des opérateurs
gradients et divergences définis précédemment, tels que :

AT RT — RT AP RP? — RP
et
u” — div (VP uT) ¢° — divP (V7T ¢P).
Pour les valider, on étudie pour chacun des deux, ’approximation du probléme de Laplace

suivant, ot f est une fonction réguliére :
— Au = f dans Q +C.L. sur 09, (3.1)

ou (C.L.) désigne les conditions aux limites considérées et qui permettent de fermer le sys-
téme. Ici, on traite deux types : les conditions de Dirichlet et les conditions de Neumann.

Elles seront exposées dans les paragraphes qui suivront.

» Laplacien A7 :
La discrétisation de I’équation du probléme (3.1) en utilisant I'opérateur A7 donne le

schéma discret suivant :
—ATy" = —divT (VPu") = f7 sur R, (3.2)

Afin de donner un sens & ce probléme, on procéde au passage & une formulation variation-
nelle sur I'équation (3.2) en la multipliant par une fonction réguliére v7 € R7 et en intégrant
le produit obtenu sur le domaine €. On utilise le produit scalaire (.,.) puis on applique la

1% formule de Green discréte :

(f7, UT>7_ = —{divT (VPu"), UT>7_
= <VD ul, VP UT>D + \<VD u” - n, VD(UT)>3D1.
By

On peut traiter le terme au bord Bj selon les conditions limites et trouver par la suite les

espaces dans lesquels on peut bien définir le schéma (3.2).

1. La condition de Dirichlet

Dans ce cas, en imposant v/ = 0 sur le bord 9T, on aura 4P (v”7) = 0 et donc B; = 0.
Dans la pratique, nous pénalisons ['opérateur elliptique par ’ajout de %uT, avec € < 1,

(voir les détails de la pénalisation dans le chapitre suivant).
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2. La condition de Neumann

Dans ce cas, pour avoir By = 0 il faut imposer V? 7 - n sur le bord 07 . Pour cela on

prend v7 = (vg,vp, va, UB, Vo, vp) Un élément d'un diamant du bord D, et on calcule :

((UF — UK)NKL -n + Q(Uc — UA)NAC’ -n + Q(UD — uB)NBD . l’l) s
comme Ny -n = |o| et Nyo-n=Npgp-n =0, on trouve que :

vD T . — ’0-|
" 3D, |

(up — uk).
Donc, en prenant ur = ug sur les faces du bords, on obtient VP47 -n = 0.
Finalement, dans les deux cas on obtient, pour toute fonction test v7 de I’espace adapté :
D,T oD, T T , T
(VPuT VP = (f7,v >7_. (3.3)

Avant de passer aux validations numériques, on annonce deux propositions pour démontrer

'existence et I'unicité de la solution de I’équation (3.2) avec les deux conditions limites.

Proposition 1

II existe une solution unique v” € R7 du schéma :

—divT (VPuT) = f7 dansQ
uT =0 sur N

Preuve :

Le schéma (3.4) s’écrit sous forme d’un systéme linéaire carré, il y a autant d’inconnues

que d’équations. II suffit de montrer 1'unicité pour avoir le résultat énoncé. Soient u] et uJ

T T

deux solutions, on pose u7 = u] —uJ. L’inconnue u” s’annule sur 09 et vérifie :

—div? (VP uT) =0.
Par D'utilisation de la formulation variationnelle (3.3) en prenant v7 = u”, on obtient :

(VPuT VP uT>D = 0.

Donc : VP uT = 0 ce qui implique que : VD, € D, VP47 = 0, il existe ainsi deux constantes
c1 et ¢y telles que : VK, A € T,ux = ¢1 et ug = cy. Or, u”7 = 0 sur 0%, donc ¢; = ¢ = 0.
T pu—

Dou: u ]
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3 Schémas et maillages DDF'V

Proposition 2

II existe une solution unique v” € R7 du schéma :

—div7 (VPuT) = f7 dansQ (3.5)
VPuT-n =0 surof '
telle que :
D IKluk =) [Alua = 0. (3.6)
KeT AeT
Preuve :

La condition (3.6) est la formulation en DDFV par discrétisation sur le maillage 7 de la

condition dans le cas continu, qui est nécessaire pour 1'unicité :

/Q w(z)de = 0.

On note card(R7) = N. On a un systéme linéaire sous la forme A7u” = b7 avec :

AT;RN—>V:{fK,fAeRT,Z|K|fK:Z|A|fA:o}.

KeT AeT

Comme dim (V) =N, il suffit de montrer que A7 est injective.
Soient u] et uj deux solutions, on pose u” = u] — uj . Elle vérifie :— div’ (VP u”) = 0.

T =T

Par l'utilisation de la formulation variationnelle (3.3) en prenant v , on obtient :

<VD u”, VP uT>D =0.

Donc : VP47 = 0 ce qui implique que : VD, € D, VP77 = 0.
Il existe ainsi deux constantes ¢; et ¢y telles que : VK, A € T,ux = ¢; et ugq = ca.

Or la condition (3.6) impose les deux constantes. En effet, on a :

D IKler =) |Ale = 0.

KeT AeT

Donc ¢; = ¢y = 0. Dot : u” =0. m

Remarque 11

L’extension aux conditions de Dirichlet ou de Neumann inhomogénes est seulement tech-
nique et identique au étapes décrites pour la mise en ceuvre des conditions de Dirichlet et

de Neumann homogeénes.
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Pour la validation numérique de 'opérateur A7, on utilise la configuration décrite au début
de cette section, a savoir le domaine de travail Q2 = [0, 1] avec les deux types de maillages qui
ont été présentés précédemment (la figure 3.15). Pour différents pas de maillage, on calcule
I'erreur en norme L2 et norme L* entre une solution analytique et la solution approchée
du probléme (3.1) dans chaque cas selon les conditions aux limites. Les tableaux présentés
donnent les résultats de I'ordre de convergence en fonction de N, nombre de mailles dans

chaque direction.

1. Le cas avec la condition limite de Dirichlet homogéne : on considére la solution exacte

ul = sin(mx) sin(ry) sin(nz) et f7 = —3n?sin(7z) sin(7y) sin(7z) le second membre
correspondant.
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? | Ordre | ErrL* | Ordre | ErrL? | Ordre | ErrL> | Ordre
5 | 1.22E-01 - 1.04E-01 - 9.53E-02 - 6.13E-02 -

10 | 3.35E-02 | 1.82 | 2.79E-02 | 1.88 | 2.59E-02 | 1.84 | 1.64E-02 | 1.87
20 | 8.26E-03 | 2.02 | 6.85E-03 | 2.03 | 6.47E-03 | 2.00 | 4.33E-02 | 1.89
40 | 2.05E-04 | 2.01 | 1.70E-03 | 2.01 | 1.62E-03 | 1.99 | 1.12E-03 | 1.93
80 | 5.14E-04 | 1.99 | 4.26E-04 | 1.99 | 4.02E-04 | 2.01 | 2.85E-04 | 1.96

2. Le cas avec la condition limite Neumann homogéne : on considére la solution exacte

ul = cos(rx) cos(my) cos(mz) et fT = —3mw2 cos(mx) cos(my) cos(rz) le second membre
correspondant.
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? | Ordre | ErrL*® | Ordre | ErrL? | Ordre | ErrL> | Ordre
5 | 1.01E-01 - 9.71E-01 - 9.04E-02 - 6.14E-02 -

10 | 2.88E-02 | 1.75 | 2.67E-02 | 1.81 | 2.52E-02 | 1.80 | 1.63E-02 | 1.88
20 | 7.96E-03 | 1.80 | 6.96E-03 | 1.92 | 9.45E-03 | 1.89 | 4.28E0-3 | 1.90
40 | 2.03E-03 | 1.96 | 1.74E-03 | 2.00 | 2.38E-03 | 1.98 | 1.07E0-3 | 1.99
80 | 5.12E-04 | 1.98 | 4.31E-04 | 2.01 | 5.90E-04 | 1.98 | 2.66E-04 | 2.01

On observe qu’on trouve "une superconvergence" d’ordre 2 pour les deux normes L*(2)
et L>°(Q). Des résultats qui correspondent & ceux obtenus par B. Andreianov dans [1] et
par Y. Coudiére et F. Hubert dans [30] pour des problémes de diffusion anisotrope de type
—divkVu = f discrétisés avec le schéma DDFV.
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» Laplacien AP :
On procéde comme pour 'opérateur A7 en discrétisant cette fois I’équation du probléme

(3.1) par I'utilisation de I'opérateur AP, ce qui donne le schéma discret suivant :
— APpP = —div? (V7 pP) = fP sur RP. (3.7)

La formulation variationnelle de I’équation (3.7) donne :

(FP.4%)p = —(dv® (V7 p").q"),
= (VT pP, V7 qD>T + (" AP (VT " n)) -
Bo

Ici, on a multiplié I'équation par une fonction réguliére ¢ € RP et on a intégré ces deux

parties sur le domaine Q en utilisant le produit scalaire (.,.),, puis on a appliqué la 2°me

formule de Green discréte. Le terme au bord B obtenu peut étre annulé en appliquant les

conditions aux limites.

1. La condition de Dirichlet
Dans ce cas, en imposant ¢© = 0 sur le bord 9D, on aura directement By = 0.
Dans la pratique, comme pour A7, nous pénalisons I'opérateur elliptique par I’ajout
de %uT, avec € < 1.

2. La condition de Neumann

Dans ce cas, pour avoir By = 0 il suffit d’avoir ¥2(V7 pP -n) = 0 sur le bord D.

Cherchons comment imposer cette condition.

Soit u7 = (ug,up, ua, up, uc,up) un élément d'un diamant du bord tel que :
u” =V pP - n=div’ (pPn).

Ce qui implique pour A € 97 :

Uy = diVA(pDn>
1 1
= —_— o n- N +_ o n- N
‘A’ JAZea(p 70AC 4p | |KL)
1
= — lo| Do
i 2
Donc, pour avoir : 7P (u”) =

= tup + §(ua +up + uc +up) = 0.
(

11 suffit de prendre : up = —% us + up + uc + up).
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D

Ce qui revient & imposer une valeur non nulle a div’ (pPn) sur les points du bord

dive(p™m) = ~5(30 o 3 Il
A

o,Aco

L = F et qui vaut :

Dans les deux cas on obtient :
(VTP VT ") = (P47, (3.8)

Finalement, comme pour I’équation du Laplacien concernant A7, on peut obtenir des
résultats d’existence et d’unicité de I'équation (3.7) avec les deux conditions aux limites

exposées ci-dessus.

Pour valider 'opérateur AP, on utilise la méme configuration et la méme procédure décrite

pour la validation de A7
1. Le cas avec la condition de Dirichlet homogéne : on considére la solution exacte
pP = sin(nz)sin(ry) sin(nz) et fP = —3x%sin(rx)sin(my) sin(7z) le second membre

correspondant. Le tableau suivant donne des résultats de ’ordre de convergence.

Mesh 1 Mesh 2
N Errl2 Ordre | ErrL*® | Ordre Errl2 Ordre | ErrLL>® | Ordre
5| 2.96E-02 - 9.02E-02 - 5.73E-01 - 3.49E-01 -

10 | 2.35E-02 | 1.97 | 2.33E-02 | 1.93 | 1.57E-01 | 1.82 | 9.38E-02 | 1.86
20 | 6.04E-03 | 1.98 | 598E-03 | 1.94 | 4.22E-02 | 1.86 | 2.46E-02 | 1.90
40 | 1.52E-03 | 1.98 | 1.51E-03 | 1.98 | 1.08E-02 | 1.94 | 6.32E-03 | 1.95
80 | 3.84E-04 | 1.99 | 3.82E-04 | 198 | 2.76E-03 | 1.95 | 1.60E-03 | 1.96

2. Le cas avec la condition de Neumann homogéne : on considére la solution exacte
pP = cos(mx) cos(my) cos(mz) et fP = —3x2 cos(mx) cos(my) cos(nz) le second membre

correspondant. Le tableau suivant donne des résultats de ’ordre de convergence.

Mesh 1 Mesh 2
N ErrL? Ordre | ErrL*>® Ordre ErrL? Ordre | ErrL®* Ordre
5 1 9.39E-02 - 1.03E-01 - 2.75E-01 - 1.88E-01 -

10 | 243E-02 | 1.93 | 2.49E-02 | 2.06 | 7.51E-01 | 1.83 | 5.02E-02 | 1.87
20 | 6.14E-03 | 1.97 | 6.18E-03 | 2.01 | 2.01E-02 | 1.86 | 1.34E-02 | 1.87
40 | 1.54E-03 | 1.99 | 1.54E-03 | 2.00 | 5.31E-03 | 1.90 | 9.60E-03 | 1.92
80 | 3.85E-04 | 2.00 | 3.84E-03 | 2.01 | 1.39E-03 | 1.91 | 2.46E-03 | 1.93

On obtient aussi une convergence d’ordre de 2 pour les deux normes L?(2) et L°((Q)).
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3.5.4 Visualisations

Pour illustrer notre propos, on présente quelques visualisations des résultats du probléeme
de Laplace, sur des maillages conformes, puis sur des maillages non conformes, en utilisant
la discrétisation donnée dans ’équation (3.3) avec les conditions aux limites de Dirichlet

homogénes, puis avec les conditions aux limites de Neumann homogénes.

e On considére le probléme sur © = [0, 1]* avec la condition de Dirichlet aux bords :
—ATuT = f7 dans Q et u’ =0 sur 09, (3.9)

ot fT = 3r?sin(rx)sin(mry) sin(nz).
La solution exacte est : u7 = sin(7z) sin(7y) sin(rz).
On affiche sur la figure ci-dessous la solution approchée du probléme sur un maillage

conforme, selon la coupe z = 0.5.

Pseudocolkr
Var: _U_

—0.7562

05041
02521
2.4522-20

0.8

Max: 1.008
Min: -2.452e-20

0.6

Mesh
var: malliage

Y Axis

FIGURE 3.16: Solution du probléme 3.9 sur un maillage conforme.

Dans les deux figures qui suivent, on affiche la solution approchée du probléme , selon la
méme coupe z = 0.5, sur deux maillages non conformes : le premier avec un seul niveau

de raffinement et le second avec deux niveaux de raffinement.
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Pseudocalor
var _U_
1.000

—0.7545

0.5030

02515

\930e-20
Mac: 1006
Min: -8.930e-20

Mesh
Var: mailage

Y Axis

FIGURE 3.17: Solution du probléme 3.9 sur le 1°" maillage non conforme.

Pseudocolor
Var _U_
1.000

—0.7541

05028

02514

1.782e-19
Mar: 1006
Min: -1.762e-19

Mesh
Var malllages:

Y Axis

FIGURE 3.18: Solution du probléme 3.9 sur le 2"¢ maillage non conforme.
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e On consideére le probléme sur Q = [0, 1]® avec la condition de Neumann aux bords :
— A4 = 7 dans Q et VP4 -n =0 sur 99, (3.10)

ot f7 = 3n% cos(mx) cos(my) cos(nz). La solution exacte est : u” = cos(rx) cos(wy) cos(rz).
On affiche dans les deux figures suivantes une solution approchée du probléme sur un

maillage conforme puis sur un maillage non conforme.

Pssudocolor

#
-
-

1.0
Max: 1.002
Min; 1,002

Mesh
Var: mallage

Mesh
var. maillage

FIGURE 3.20: Solution du probléme 3.10 sur un maillage non conforme.
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3.6 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre un schéma DDFV et les notations associées que nous
utiliserons tout le long de ce manuscrit. Ce schéma est composé de deux maillages T et D
qui vont servir par la suite pour discrétiser respectivement le champs de vitesse u’ et la
pression pP. On a définit sur ces maillages les opérateurs divergence et gradient discrets,
div” et VP, qui sont en dualité (voir la 1% formule de Green discréte). Par un jeu d’écriture
on a construit deux autres opérateurs divergence et gradient discrets, div? et V7 qui sont
aussi en dualité (voir la 2™ formule de Green discréte). Dans les deux cas, on peut faire
des compositions de la divergence et du gradient pour obtenir deux opérateurs Laplaciens,
AT = divP V7 et AP = div’ VP, des opérateurs consistants et d’ordre 2 en norme L?.

Numériquement, pour le probléme de Laplace utilisant un des deux opérateurs, on a méme
obtenu une super-convergence en norme L? en faisant varier les conditions limites, cependant

la preuve de I'estimation théorique est encore un probléme ouvert.
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Comme nous 'avons introduit au premier chapitre lors de la présentation du modéle,
I’écoulement que nous considérons est constitué d’'un fluide incompressible gouverné par les
équations de Navier-Stokes. Nous disposons a présent, avec les schémas DDFV, des outils nu-
mériques qui permettent de discrétiser des problémes elliptiques sur des maillages conformes
et non conformes. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution numérique des équa-
tions de Navier-Stokes pour un fluide incompressible en utilisant les discrétisations DDFV.

En considérant le domaine d’étude €2, un ouvert borné régulier de R3, on rappelle que ces

équations peuvent s’écrire dans le cas continu sous la forme suivante :

p(Ou+ (u-V)u) — pAu+ Vp =1
div(u) =0

4 (CL), (4.1)

oll u et p sont respectivement le champ de vitesse et la pression définis sur (2. Le terme source
f représente les forces volumiques agissant sur le systéme, p est la masse volumique du fluide
et u sa viscosité dynamique. Les conditions aux limites (C.L.) ne sont pas données ici, mais
elles sont nécessaires pour fermer le systéme. Nous verrons plus tard dans ce chapitre les

différents types de conditions que nous allons employer.

Une difficulté majeure dans la recherche d'une solution discréte a ce systéme est le cou-
plage entre la vitesse et la pression au travers de la condition d’incompressibilité div(u) = 0.
Pour tenir compte de cette condition nous utilisons une méthode de projection qui, par
un procédé itératif de type "prédiction-correction", donne un découplage vitesse/pression
conduisant a la résolution de deux équations en deux étapes successives. La premiére étape
revient a chercher une prédiction de la vitesse qui a priori ne vérifie pas la contrainte d’incom-
pressibilité, puis par une correction de la pression, la deuxiéme étape aboutit & convergence,
a la vérification de la contrainte. Ces techniques font parties de ’ensemble des méthodes
de projection qui sont largement employées et développées depuis les travaux originaux de
A.J. Chorin [24] et R. Temam [91]. Les méthodes qui proposent des résolutions directes sous
forme couplée a I'instar des méthodes de matrice d’influence [57] et des méthodes basées sur

I'algorithme d’Uzawa [79], se révélent complexes ou trop coiiteuses surtout en dimension 3.
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Dans ce cadre, I'intérét d’utiliser une méthode de projection est le découplage qui permet
une simplicité pratique de mise en ceuvre et de souplesse d’utilisation & moindre cott. En
effet, les méthodes de projection s’articulent autour de la décomposition de Hodge [24]| dont
le théoréme stipule qu'un champ vectoriel u € L?*(2) peut étre décomposé en un champ a

*

divergence nulle u* et en un gradient d’une fonction scalaire Vq tel que u = u* 4+ Vq. On

peut ainsi définir un opérateur de projection orthogonale Py tel que :
u*=Pyu et Vg=u-—Pyu

L’opérateur Py projette les vitesses dans un espace de vitesse a divergence nulle avec des
conditions aux limites appropriées. En appliquant cet opérateur de projection & chaque pas

de temps, la condition d’incompressibilité sera respectée, associée a un correcteur en pression.

Les algorithmes que nous avons étudiés ont été proposés par J.L. Guermond et al. dans
[49, 50]. Nous nous sommes intéressés aussi aux méthodes dites de projection vectorielles.
Elles ont été utilisées par C. Romé [82| pour la résolution des équations de Navier-Stokes
avec une méthode de raccordement de maillages non-conformes. Une variante plus rapide

utilisant la pénalisation a été proposée et développée récemment par Ph. Angot et al. [5,6].

4.1 Equation de Stokes

Nous commencons par le traitement de I’équation de Stokes instationnaire en mettant de
coté le terme de convection non linéaire (u - V)u de I'équation de Navier-Stokes. Ce qui
revient a modéliser ’écoulement d’un fluide visqueux incompressible a faible Reynolds. En

imposant des conditions d’adhérence, on peut compléter I’équation (4.1) sous la forme :

pou— uAu+Vp= f  dans]0,T[xQ,
div(u) = 0  dans |0, T[x(, (4.2)
u= 0  sur]0,7T[x05.

La fonction f et la donnée initiale u(t = 0, x) sont supposées suffisamment réguliéres pour

assurer I'existence et 1'unicité d’une solution dans un bon cadre fonctionnel [63], [92].

4.1.1 Discrétisation temporelle

On s’intéresse par la suite a 'approximation de la solution de (4.2) sur l'intervalle [0, 7.
Introduisons une partition de l'intervalle de temps : ¢, = ndt (0t désigne le pas de temps).

On note par u” et p" respectivement le champs de vitesse et la pression a l'instant ¢,,.
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4.1 Equation de Stokes

La discrétisation par un schéma implicite de la 1% équation du systéme (4.2) donne :

%(UH-H . un) o MAun-i—l + vpn—f—l —f

En posant r = p/dt et f* = f+ ru™ on obtient la discrétisation temporelle suivante, ot
n+1

u" " résout un probléme elliptique :
ru"t — pAutt + Vprtt = dans Q,
div(u"™)= 0  dans Q, (4.3)
utt= 0  sur 9.

4.1.2 Algorithme de résolution

Nous avons fait le choix, tel que nous ’avons mentionné dans I'introduction de ce chapitre,
d’utiliser une méthode de projection pour la résolution des équations de Stokes et de Navier-
Stokes décrivant 1’écoulement d’un fluide incompressible. L’algorithme que nous présentons
ici et que nous avons implémenté est basé sur une variante des méthodes de projection
inspirée par les travaux de J.L. Guermond et al. [49].

L’algorithme consiste & construire une suite d’approximation de la vitesse (u;) et une
autre de la pression (py). En premier lieu, on détermine le champ de vitesse uy prédiction
de u, qualifiée de vitesse intermédiaire, avant de le projeter et de le rendre a divergence
nulle suivant la décomposition de Helmholtz-Hodge en introduisant une correction sur la
pression pg. Initiatilement, on dispose d’une vitesse donnée uy et d’une pression py que 1’on
peut prendre arbitraire. Etant donnée une solution & l'itération k, on cherche la solution a
l'itération k+ 1; et finalement on constitue un couple (uy, py) destiné a converger vers (u, p)

solution du systéme (4.3) selon 'algorithme suivant :

e Etape 1 : prédiction de la vitesse

rUgyy — pAug = —Vp + £ dans (2, (4.4)
U1 = 0 sur 0S. '
e Etape 2 : solution en pression
Pg—Aq= —div(ugy1) dans €2, (4.5)
Onq = 0 sur Of).
e Etape 3 : correction de la pression
Pe+1 = Pk + Qq. (4.6)

81



4 Ecoulements fluides incompressibles

Dans les deux premiére étapes, on obtient deux équations elliptiques découplées vis a vis
du couple vitesse/pression a résoudre successivement. Dans la troisiéme étape, on introduit
un ceefficient « pour corriger la pression. Il dépend d’autres paramétres du probléme et,
par son controle, on assure la convergence de l'algorithme dont le résultat est énoncé dans

théoréme qui suit :

Théoréme 3
Soient u, u;, € (H}())? et p,pr € L*(Q)/R tels que (u,p) et (uy, px) sont les solutions
respectives de (4.3) et (4.4) — (4.5) — (4.6).
Si o < 2r, alors :
u, — u  dans Hj(Q)
divuy, — 0  dans L*(Q)
Pk — P dans L*(Q)/R.

Démonstration :

On prend g = pr — p et vi = u; — u, et on choisit py quelconque dans L?(Q2))/R.

Connaissant q; dans L*(Q), on trouve v, € (Hy(Q))? tel que :

Vi1 — pAVe1 + Vg = 0. (4.7)
On définit qx1 tel que :
v :
;(qkzﬂ = k) — A@er1 — ) + adiv (vi1) =0, (4.8)

ol « est un paramétre réel positif.
On pose : qep1 — @x = ¢

On désigne par (., .) indifféeremment le produit scalaire sur L*(Q) et sur (L?(£2))3. La norme

associée a ce produit scalaire (indifféremment dans les deux cas) est désignée par ||.||).

1. Vérifions que :

S =

(g l* = llgwl*) + IV l* = IVarll* + o (div Vi, gesr — gx + 2g6) =0 (4.9)

IVaenll* = IVae + Vall* = [Vall* + [ Vall* + 2 (Var, V) -
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4.1 Equation de Stokes

Par la formule de Green et en utilisant I’équation (4.8), on a :

1Vq|l* = (Vq, V),

dq
— — (A e |
(Aq,q) + L on1

(P i 9q _
= <—Tq adiv (Vk+1),q> (8n = 0 sur 01)

= —a(div (vier), 0) — E gl

De la méme maniére, on trouve que :

0
(Var, Vq) = — (Aq, qi) + a—qqkda
o on

=— <CV div (Vig1) + %% Qk> -
Ainsi :

IV@sall* = IVall* = —a (div (Vi) ) — qull2 — (20 div (Vi) = 29, k)

= —a (div (i), 0 + 200) = 52 0. 00) + llal®).

||Q||2 +2 <Qka> = <Qk+1 — Gk, Qr+1 T C]k> = ||Qk+1H2 - ||QkH2

Alors :

(g1 ll* = pell®) + 1V arsalI* = 1V aell® + o {div (Visr), grn — e + 2q8) = 0.

RERS

. Montrons que :

PIVisd PP + w1l Vel = = (Vae, Vi) g1 = / div(vy41)gedae (4.10)
Q

En multipliant ’équation (4.7) par vy, et en utilisant le produit scalaire (.,.), on a :

(rvisr — BAVE4 1, Vi) = = (Va@k, Vi) g1 g -

Ainsi, on trouve que :

PVl = 1 AV, Virn) = = (Ve Vi) g1 g -
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Par la formule de Green et I’équation (4.7), on a :

OV

Viprdo

(AVig1, Viep) = — (VVigr, Vi) +/ B
on on

= —|VVisi]|?  (Vigr = 0 sur 09).

Donc :

PIVist® + ul Vi |* = = (Vai, Vi) -

D’autre part, en utilisant une intégration par partie et le fait que v = 0 sur 9f2,

on trouve que :

— (Vak, Vier1) = (div Vi1, qr) —/

Vi1 - ngpdo = / div(vgy1)gede.
a0

Q

Finalement :

PVl + 1l Vvt = — (Vau, virt) = / div(Viss)gudz.
Q

. Montrons que :

- p
~a [ divvea) @ - 0)de = Hloc - a4 1900 - a0
Q

(4.11)

—adiv (Vk+1) = (Qk+1 - Qk) - A(Qk-H - ka>-

S I=

Donc :

— (e div (Vig1)s Qos1 — Q) = <g<Qk+1 — k) — A(Qr1 — Q)s Qo1 — Qk>

W
= ;H%H - CI/’cH2 - <A(Qk+1 - Qk)>Qk+1 - Qk> .

En utilisant la formule de Green et (4.5), on trouve :

<_A<Qk+1 - Qk)a Qk+1 — Qk> = <V(Qk+1 - Qk)a V(Qk+1 - %))
= HV<Qk+1 - Qk>||2'

Finalement :

, 0
~a [ divtvien) s = ade = X = @l + [V @ - a0l
Q
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4.1 Equation de Stokes

4. Montrons l'inégalité :

]
;||qk+1 — qiel|® + [V (@1 — @) |]? < || visa | (4.12)

En utilisant la formule de Green et le fait que v;,.; = 0 sur 0¢2, on a :
—a/ div (V1) grde = a(Vag, V1)
Q
—Oé/ div (V1) qer1de = a (Vagy1, Visr) -
Q

Donc :
- a/ div Vi1 (e — @)de = o (V(qey1 — qr)s Vi) - (4.13)
Q

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :
| (V@1 = ar)s Vi) | < VeIV (gesr — ai)l-
Et en utilisant ’équation (4.10) on déduit que :
%HQkH — @l + V(g — a)lI” < allvisa IV (qen — a) - (4.14)
D’autre part, on a :
V(g1 = a0l1* < Ellgen = aull* + 11V (@11 = a0

En utilisant (4.13) et (4.11), on trouve que :

IV (@1 = @) I* < @ (V (@1 — @), Vier) -
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

IV (g1 = a)lI* < @l Vil IV (g1 — aw)l-

Ce qui donne :

IV (gr+1 — @)l < a|visa]]-

Finalement, en utilisant (4.14) :

L
;||€Ik+1 — @|? + V(g1 — @) I < 2| visa |I”.
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4 Ecoulements fluides incompressibles

5. Vérifions que :

/ AV Vit (Gess — @ + 200)de > (2r — a)|[viea | + 204 Vv |2
Q

En utilisant (4.11) et (4.12), on trouve :

: f
—04/ div(vii1)(grer — gr)de = ;HQIH-I — el + [V (@rsr — @) I < ?||[viga .
Q

Donc :
/ div(vis1)(es1 — qr)de > —al[via |
Q

D’autre part, selon (4.10) :
/ div(vis ) gede = 7|V |® + | Vi)
Q

Finalement :

/ div Vi1 (qesr — qr + 2q)dz > (20 — @) ||V |]? + 20| Vv ||
Q

. On pose :

,u
Ty = ;qu||2 + [ Val*.

En utilisant (4.9), on trouve que :

Thi1 = Th = —Q /Q div Vi1 (grer — gx + 2qx)da.
Et en utilisant (4.15), on a :

Thet — T < (@ = 20) [V [|* = 200 Vvia ||,

Comme « > 0, pour que la suite (1), soit décroissante, il suffit d’avoir :
a < 2r.

Sous cette condition, en prenant C; = min(a(2r — «), 2apu) on a :

A

Tor — 16 < —Ci([[Viera|® + | Vv |?)

= —Cil[vin -
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4.1 Equation de Stokes

La suite (rg)x est décroissante positive, alors elle converge et donc :
lim (rg41 — k) = 0.
k—o0
Alors, selon I'inégalité précédente on a :
lim ||[viy1| g = 0.
k—o0

Ainsi, on obtient la convergence pour la vitesse et sa divergence :

u, — u dans HJ(Q) fortement.
divuyy, — divu=0 dans L*(Q) fortement.

D’autre part, selon (4.7) on trouve que :
Var = =1V + pAvg k—> 0 dans H™*(Q).
— 00

En effet, en utilisant la formule de Green et que vy, sur 99, on a Vo € H}(Q) :

A2 p—— /

Vip1¢da — M/ Vv Vedr.
Q Q

Ce qui implique :
[ {(Var, ¢>H*1,H1 | < max(r, )| (Viia, ¢>H*1,H1 ‘
Et par U'inégalité de Schwartz, avec (Cy = max(r, 1)), on a :

| (Var, ) 11 | < CollVasalla1]| ]z

Donc : ||VCJk||H71 < C2||Vk+1”H*1-

Or, on sait par l'inégalité Necas [72] qu'il existe C3 > 0 tel que :

. — / aell < Ol Vil ar-1.
Q

Donc : limy_o [|gx — [ gx]] = 0, et finalement :
Q

pr — p dans L*(Q)/R.
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Remarque 12

On peut formuler un algorithme plus général, qui donne un schéma hybride entre la
méthode du Lagrangien Augmenté [38] et la méthode de projection. Dans ce cas, les

équations de prédiction/correction peuvent étre écrites sous la forme suivante :

rugy — pAug, —EVdAivugy, = —Vpe+f  dans (),
uy, = 0 sur 0f).

vq—0Aq = —div(ugy1) dans Q,

oqg = 0 sur 0f).

Pkt1 = pr +aq + S div ug.

Les diftérents paramétres permettent de combiner les deux méthodes tels que,

— pour le Lagrangien Augmenté :
. o . u
y=10=a=0 = 5estl1m1tepar§'+§,
— pour la projection itérative :

0=1&6=~v=pF=0 = « est limité parr.

4.1.3 Discrétisation spatiale

Dans ce paragraphe, nous allons présenter la discrétisation spatiale de ’équation de Stokes
et réécrire I'algorithme de projection par le schéma DDFV. Comme évoqué en détail au cha-
pitre précédent, I'intérét principal de ce schéma, outre son application sur presque tous les
maillages (non-structurés et non-conformes), réside dans les relations de dualités discrétes
qu’il présente. En effet, ces relations seront nécessaires, comme dans le cas continu, pour
I’application de la méthode de projection dans le cas discret du fait du découplage pres-

sion/vitesse et les conditions aux limites qui en découlent.

Nous cherchons I'approximation de la vitesse u sur les centres des cellules et sur les som-
mets (maillage 7)) et approximation de la pression p sur les cellules diamants (maillage D).

La discrétisation sur le maillage DDFV de I'équation (4.3) donne :

ru’ —pATuT + VT pP = 7 dans €2,
div? (u”) = dans Q, (4.16)

0
u’ = 0 sur o).
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4.1 Equation de Stokes

Comme dans le cas continu, on construit deux suites (u]) et (p?) respectivement pour la
vitesse et la pression discrétes. La suite (u] ) est initialisée par une donnée u] connue (nulle
par exemple) et la suite (pF) initialisée en prenant une pression p5 quelconque.

L’algorithme de projection peut s’écrire dans le cas discret comme suit :

e Etape 1 : prédiction de la vitesse :

ral  —pATul = —VTpP +f7  dans Q, (4.17)
ul,, = 0 sur OS).
e Etape 2 : solution en pression :
LgP —AP¢P = —divPu],,  dans Q, (4.18)
V7gP n= 0 sur Of). '
e Etape 3 : correction de pression :
Piv =P+ aq”. (4.19)

On remarque que le formalisme des schémas DDFV nous permet de transposer tous les
opérateurs écrits dans le cas continu en leurs équivalents dans le cas discret sans aucun
probléme. Dans l'algorithme précédent, les deux premiéres étapes correspondent a deux
équations elliptiques discrétisées respectivement sur le maillage 7 et D. Notons que dans le
chapitre précédent on avait testé et validé sur ces deux maillages la résolution du probléme

de Poissons avec deux types de conditions aux limites, Dirichlet et Neumann.

Comme dans le cas continu, le paramétre a est choisi en fonction de r afin de garantir
la convergence de la méthode ou le couple (u],pP) est destiné a converger vers (u’,p?)

solution du systéme (4.16). Le résultat est annoncé dans le théoréme suivant :

Théoréme 4
Soient u” ,u] € (R7)? et pP,pP € RP tels que (u”,pP) et (u],p?) sont les solutions
respectives de (4.16) et (4.17) — (4.18) — (4.19).
Si:a < 2r, alors :
u/ — u’ dans (R7)3
divPu] — 0 dansRP

pY — pP dansRP
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Démonstration :

On prend ¢? = pP — pP et v] =u] —u”, et on choisit pf quelconque dans RP.

Connaissant g7, on trouve v/, € (R7)? tel que :
vl —uATV + VTP =0. (4.20)
On définit qu+1 tel que (o un paramétre réel positif) :

(‘Ji? —qp)— AP (qu+1 —q7) +adiv? (VkT+1> =0. (4.21)

==

On pose : quH —qP = 4P.

On désigne par ||.|| indifféeremment la norme de (R7)3 et de RP,

1. Vérifions que :

(g P = g2 I1P) + 1 V2 a2 1P = 1 VP a1 + a (div? vy, g — @i + 24 ), = 0.
(4.22)

S I=

IV7 4all? =1V a0 + V7 ¢°|?
= VT @I+ IV ¢ +2(V" ¢f, V7 ¢")...

Par la premiére formule de Green discréte on a :

T D)2 _ (T 0 T D
V7 ¢P|? = (VT ¢",V q>T
D 7T D T D

= (v V747, 4%), + (¢777(VT g7 m)) g

Comme : yP(V7 ¢P -n) = 0, car V7 ¢P - n = 0 sur 9, on trouve :
T D2 _ D, D D
IVT PP = (= A"4". "),
En utilisant I’équation (4.8), on obtient :
v .
197 6P| = (~£4° - adiv® V],1).07)

—a (div® (v{;y), D>D——Ilq 1.
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4.1 Equation de Stokes

De la méme maniére on obtient :

<VT q" ,VT qD>T _ <divD vT qD7 CJE> + <qu’,yD(VT qD . n)>m

S <a divP (Vk_H) + 'upD qu>

Ainsi, on a :

IVT @2 P = IV q|)? = —a{(div® (v],)).d")

D2
k+1/» H

o
D ;Hq
-2 <a div? (VZ_H) — 4P, q,?>D

——a<div V,Cle q° + 2¢q;, >D = <D>QE>D+||QD||2)-

Comme :

1gP11” +2(d". a2)p = {afis — @8 Gor + 45 )p = laall® = llad II>-

Alors, on obtient :

RS

(g I =l 11%)+ 1V @l = 1 V2 a2 117) +a (div? vy gy — @ + 205)p = 0

2. Montrons que :

rIVEall? + el VOV = = (VT & Vi) =

(AivP vy, a0), (4.23)

En multipliant 'équation (4.20) par v{,, et en intégrant sur 7, on a :

<7“va+1 —puAT VkT+1v VIZ+1>T - <VT 0 Vk:T+1>T'
Donc :
T’HVkTﬂHz - NgdiVT (VD VkT+1)> VkT+1>TJ <VT Qx 7VkT+1>T
—A —B

Par la la premiére formule de Green discréte, on a :

A

'Mw

<d1V (VD zk+1>7UZk+1>T (avec : UIcTH = (UZ;€+1)?:1)

=1

Mw

( <VD zk+17vaZ;c+l> <VD zk+1 77D(Uz—k+1)>ag)'

1

<.
I
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Comme : v/, = 0 sur 95, alors : vP(v/, =0 et donc :
k+1 i,k+1

3
3
A:Z<_ <v zk+17vD Z]C+1 _HVDUIZ-Jrle'

i=1

Par la seconde formule de Green discréte, on a

B = <VT qr ’VkT+1>T <d1v VkH, >D + <Qk+17 D(VZJrl . n)>89.

Or, yP(v], - n) car v] ; = 0 sur 9Q et donc : B = — (divPv[] |, ¢7)

Alinsi, on obtient :
THVkTHHz + | \ VkT+1”2 <VT P >VkT+1> = <diVD VZ-Jrla qu>@

3. Montrons que :

L
a (divP (v ), (Ghe — @) p = ;||q;?+1 — g 1P+ IV (@ — el (4.24)

En multipliant (4.21) par ¢F,; — ¢F et en intégrant sur D, on a :

< adiv (VkTH Qk+1 >D < qk+1 QkD> — AP (qu+1 - qu)a qu+1 - qu>D

D2 . D (T (D
= ;H%H —q |I” — <d1V (V <Qk+1 q Qk+1 >D
En utilisant la deuxiéme formule de Green discréte , on trouve :

(div? (VT (@ — ) 0 — @ )p = — (V7 @ — 40, V7 @iy — )>T
+ <VT Qk-i-l —q7), v’ (Qk+1 ar) - n>8’D'

Or, on a vP(V7 (¢2; — ¢F) -m) =0 car V7 (¢, — ¢F) -n = 0 sur 9Q et donc

<d1V VT (qk—i-l C] Qk+1 >D <VT QkD—i-l - q/?)? VT qu—‘,-l - qu)>7’
= || VT%H QkDHQ-

Finalement, on obtient :
1
<d1V (Vk+1) (QI?—H - qu)>D = ;HQkDH - QI?”2 + H vT (qa—l - %?)HQ'

4. Montrons l'inégalité :
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4.1 Equation de Stokes

1
N = @ P+ 1 V7 a2 — @ 17 < @2l |1? (4.25)
En utilisant la deuxiéme formule de Green et que 'U,gTJrl = 0 sur 0f2, on trouve :
- <d1V VkT+1 ) Q. >D <VT d >VkT+1>T + <Qkp)7 VD(VZH : n)>8p
= <VT qy >VZ+1>T
et
- <d1V Vk;+1) QI?+1>D = <VT QI?Ha VkT+1>T + <QI?+177D(V19T+1 -n
- <VT qu+17 Vk:T+1>T :
Donc :
<d1V (Vk+1) QI?+1 - QI?>D = <VT (QI?+1 - q;?), VZ+1>T~ (4.26)
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :
(VT (@ = @) Vi) 7 | S NV (@0 — a) NVl
Et en utilisant ’équation (4.23) on déduit que :
1
o = a1+ 1V (@8 = @) < el VT (@2 = a)lIvis (4.27)

D’autre part, on a :
IV7 (g — a)II* < HQkD—H @+ 1V a0 — @I
En utilisant (4.24) et (4.26), on trouve que :
IV (@1 = a1 < (V7 (@1 = 62 Vi) -
Or, l'inégalité de Cauchy-Schwarz implique :
(VT (@20 = @) Vi) S IV (@0 = a) v
Ce qui donne :

IV (@ = a)IP < all V7 (@ = @) Vil
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Autrement dit :
IV (qP — a)ll < ellvi |l

Finalement, en utilisant (4.27), on trouve que :
14
;HQI?H @+ 1V g0 —ad I < oPlIvi 1%

5. Vérifions que :

<diVD VkTHa QI?Jrl ar + 2q; >p HVk+1 I+ 2u)| VP v Vit1 & (4.28)

En utilisant (4.24) et (4.25), on trouve que :
- M
—a <d1VD VZ—H:%DH - QkD>D = ;H%Dﬂ ||2 + || VTQk+1 — 4 ||2 < 0‘2||Vk+1||2

Donec :

<diVD VZ-+17QI?+1 - qu>’D > —CYHVZ+1H2.

D’autre part, selon (4.23) on a :
(divP v @)y = IV P + sl VP v
Finalement, on trouve que :
<diVD VkT+17 q/?+1 — g + 245 >p ||Vk+1||2 +2u)| VP Vk+1||2

6. On pose :
= —||q 1P+ 11 V7 gf |1

En utilisant (4.22), on a :
repr — e = —a(divP v gl — af +240) -
En utilisant (4.28), on trouve que :
Tier = 1 < e = 20) [V |2 = 200 VP v |17
Comme « > 0, pour que la suite (7y)ren soit décroissante, il suffit d’avoir :

a < 2r.
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4.1 Equation de Stokes

Sous cette condition, en prenant C} = min(a(2r — «), 2au), on a :
ri = e < =GV 1P+ VP VTP = =Ciliviallz. (4.29)

La suite (1) est décroissante positive, alors elle converge et donc klim (rps1 — 1K) =0
—00

Ainsi, selon I'inégalité (4.29) on obtient limy_,o |V, || =0, d’ou :
u] — u’ dans (R7)%.
Comme divP u] = tr (VP u]) est combinaison linaire d’éléments de u”, on déduit :
divPu] — divPu” =0 dans R”.

Enfin, comme on ne peut pas démontrer en DDFV une inégalité équivalente a celle de

Necac on s’arréte au niveau de la convergence du gradient de pression.
En prenant I'équation (4.20) : V7 ¢ = —rv],  + AT v],,

et en la multipliant par ¢7 € (R7)?, on trouve et en utilisant la 1ére formule de Green :
(V74 ¢T>T = —r (Vi1 ¢T>T — (VP v, VP ¢T>D :
Ce qui implique :

’ <VT QkD> ¢T>7” < max(r, ,u)’ <VZ~+17 ¢T>H_17H1 | < max(r, M)|’VZ+1”H1 H¢THH1

T 4T
En considérant la norme duale discréte : [[u” || g1 = supj 47 <, %T‘i”)t
L’inégalité précédente peut étre écrite sous la forme (avec Cy = max(r, u)) :
IV7 @2l < Callvilyllan-

Oron a: lim ||[v/ | =0, donc on conclu que :
k—ro0

V7 @R =) -t — 0.

Remarque 13

Notons que les normes discrétes des quantités utilisées dans la démonstration précédente
sont bornées par rapport au pas de maillage. Les résultats de convergence (quand k — +00)

sont donc uniformes par rapport a la taille du maillage.
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Méthode de projection vectorielle

A notre algorithme, on peut adapter la méthode de projection vectorielle [5,6] que nous
avons évoquée a I'introduction de ce chapitre. La premiére étape de prédiction de vitesse est
la méme. Dans la deuxiéme, on résout une équation elliptique dont 'opérateur est un V div ;
la solution obtenue est un pur gradient qui sert a faire, a la troisiéme étape, une correction
en gradient de pression. Avec la discrétisation DDFV| 'algorithme peut s’écrire comme suit :

e Etape 1 : prédiction de la vitesse :

rul - pATul = —VTpl +f7  dans Q,
ul,, = 0 sur 0f).

e Etape 2 : solution en "gradient de pression" :

T 177 3ivD T — 197 3;vD 7
{qu—EV diviq;, = <V’'diviu,,, dans(),

ql,,'n = 0 sur 0f).

e Etape 2 : Correction de gradient de pression :

VTPEH = VTPE + OKCIZH-

Selon Ph. Angot [5], parmi les méthodes de projection cette variante est la plus rapide.
Mais, on n’a pas constaté de différence entre cette méthode et celle que nous avons présentée
précédemment, car on utilise un solveur BiCGStab avec un préconditionneur de Jacobi (cf.

patrie 4.5 de ce chapitre), tandis que Angot utilise un préconditionneur de type ILU.

4.2 Equation de Navier-Stokes

Le probléme de Stokes étudié dans la section précédente est un modeéle simplifié d'un
écoulement de fluide visqueux incompressible. On reprend a présent I’équation de Navier-
Stokes (4.1) ou la partie convective (u - V)u n’est plus négligeable, ce qui permet de tenir
compte de 'inertie du fluide. Puisque 1’écoulement est incompressible, ce terme d’advection

peut se décomposer de la maniére suivante :
1 2
(u-V)u= §V\|u|| — u A rotu.

A . . . . . 2
A cette formulation rotationnelle, nous associons la pression de Bernoulli P = p + p%
qui sera considérée dans la suite comme la pression du systéme.

Ainsi, en imposant des conditions d’adhérence aux parois, le probléme (4.1) peut étre écrit
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4.2 Equation de Navier-Stokes

comme suit :

p(0pu—uArotu) — pAu+ VP = f  dans|0,T[x(,
div(u) = 0  dans |0, T[x€, (4.30)
u= 0  sur|0,T[x05.

La donnée initiale u(t = 0,x) et la fonction f sont supposées suffisamment réguliéres pour
assurer ’existence des solutions faibles de ce probléme dans la cade du théoréme de J. Leray ;

dont I’étude compléte est reprise et détaillée par F. Boyer et P. Fabrie dans [16, chapitre 4].

NB. Dans la suite de ce travail, le systéme (4.30) sera le formalisme que nous allons utiliser

pour décrire les équations de Navier-Stokes de 1’écoulement d’un fluide incompressible.

4.2.1 Discrétisations
Discrétisation temporelle

Comme dans le cas de ’équation de Stokes, nous introduisons une partition de l'intervalle
de temps [0,7] : t,, = not. On note par u™ et P" respectivement le champs de vitesse et
la pression a linstant ¢, et on pose r = p/dt. La discrétisation temporelle par un schéma

semi-implicite de (4.30) donne :

ru™tt — pu" ! Arotu” — pAutt F VP = forun dans €,
div(u™tt) = 0 dans Q, (4.31)

u"tl = 0 sur Of).

Etude de la stabilité L2

Pour cela nous allons chercher comment controler la solution u™ par la donnée initiale u®.
On prend la 1¢ équation du systéme (4.31) et on la multiplie par u"*! puis on intégre sur

le domaine €2 :

(ru™t — pu™*t Arotu” — pAu"t + VP utt) = (f, u”+1>H71’H1 +7r(uu"t) .

n+1

En utilisant les formules de Green avec u = (0 sur 9f2 on trouve :

rlu"™ 3. — p (0" Arotu”, utt) , 4 p(Vurt vurth) | — (P divatt!)
:vo :VO

= (f, u"+1> +r{u”, u"“>L2 .

H-1H1
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Selon I'inégalité de Poincaré 3¢ > 0 tel que :c[[u™™ |3, < pf|Vu™|3,,

donc :

(r + o) la™ L < rllu™ L + pl Vam .

Ainsi :

(T’ 4 C)Hlanrl“%z S <f7 un+1>H71,H1 s <un,un+1>L2 )

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young, on a :

1 c
E) s < Ml < -+ 5 a1z
et ) .
(', ) o < e e e < Sl Ee +

Donc :

1 c r r

(4 2 < 1+ S + S + S
Finalement, en posant a = mﬂfﬂé,l, on trouve que :
n+11|2 < L n||2 ) 4.32
s < a (432

On considére la suite arithmético-géométrique suivante :

P
r—+c

Ynt1 = a + Yn-

En posant b = @(c # 0), on peut écrire le terme général de cette suite sous la forme :

r
r—+c

Yn = ( )" (yo — b) + 0.

En appliquant ce résultat a 'inégalité (4.32) (dont les suites sont > 0), on trouve que :

.
™7 < (

< ) 3 = )+ b

_r_

L < 1letb= 5|f]}-, on trouve que :

Finalement, puisque

1 1
™ 2e < [l = S -0+ S 1€l
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4.2 Equation de Navier-Stokes

Discrétisation spatiale

On utilise le méme procédé que celui appliqué a I’équation de Stokes (4.16) pour discrétiser
en DDFV I’équation de Navier-Stokes. Les approximations de la vitesse et de la pression sont

faites respectivement sur les maillages 7 et D. La discrétisation spatiale de (4.31) donne :

rurt17 pun“T Arot” ut? — AT urtt? g7 prt? — T dans Q,
div? (w1t 7)y = 0 dans Q, (4.33)
a7 — sur 0f).

Notons que, dans la premiére équation de ce systéme, application de I'opérateur rot” a
la vitesse nécessite de 1’évaluer sur le maillage D. Pour cela on utilise la moyenne de la vitesse

u” = (ug,us) g .acr sur chaque diamant D, = (K, A) g ae7 pour calculer u? = (u,)p,ep.

On peut également utiliser I'opérateur rot” que l'on applique directement a la vitesse

D

u’. On obtient dans ce cas un vecteur w? = rot? u’. Pour la discrétisation de la partie

T

convective, on cherche w’ sur chaque élément K et A de T, pour cela on utilise les moyen-

nisations des valeurs prises sur les diamants auxquels appartiennent chaque éléments K et A.

Pour la stabilité, on peut appliquer la méme démonstration en suivant les méme étapes

que dans le cas continu en utilisant la norme L*(T).

4.2.2 Algorithme de résolution

En prenant f* = f+ ru”, on peut écrire I'équation (4.31) sous la forme suivante :

ru™ — pu" !t Arotu” + p — pAutt 4+ VP = f* dans Q,
div(u™™) = 0 dans €, (4.34)

u"tl = 0 sur 0f).

Grace a l'asymétrie du terme u™™! A rotu”, 'application de 1'algorithme de projection &
cette équation se déroulera de la méme maniére comme pour 1’équation de Stokes (4.3). En
effet, ce terme sera éliminé en le multipliant par u"*! ; et donc, on peut appliquer exactement
les mémes démonstrations de la convergence de 'algorithme décrites précédemment dans le

cas continu et discret.
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4 Ecoulements fluides incompressibles

4.3 Les conditions aux bords

Afin de traiter efficacement des conditions aux limites de type Dirichlet pour imposer
une vitesse u = uy, on utilise la méthode de pénalisation décrite dans le premier chapitre
(pour imposer une vitesse nulle au sol). Pour cela, on ajoute le terme de pénalisation dans

I’équation de la prédiction de vitesse au niveau des éléments de 02. Cette équation devient :

ru"t — pu"tt A rotu” — pAu"t + VP 4 KiXaQ(ll"Jrl —u,) =1".

Dans le cas discret cette équation s’écrit sous la forme suivante :
T T D 7 1T T pn+1D | H n+17 T n7
ru®t — pu™t Arot” ut? — AT u +V"' P + — u —u/) =",
p p K Xor ( b)
La fonction xg est une indicatrice qui vaut 1 sur I'ensemble E et 0 ailleurs. On choisit
le paramétre de pénalisation K, < 1; il est équivalent & une perméabilité. L’avantage de

cette méthode est qu’elle nécessite simplement de connaitre le champs de vitesse & imposer

au bord du domaine, ce qui rend son implémentation aisée.

Remarque 14

Le traitement des conditions de Neumann se fait en imposant aux opérateurs div’ et
VP, au niveau des faces du bord, des valeurs issues des calculs de la trace. Au chapitre
précédent, ces calculs sont détaillés lors de I'étude des Laplaciens AT et AP (cf. § 3.5.3).

4.4 Tests et validations numériques

On présente des résultats obtenus sur le domaine 2 = [0,1]¢ (d=2 ou d=3) de quelques
tests numériques pour valider 'algorithme implémenté dans le cas de I’équation de Stokes,

puis dans celui de I’équation de Navier-Stokes.

4.4.1 Solutions polynémiales

On commence par le test de ’équation de Stokes stationnaire avec des conditions aux bords
de type Dirichlet homogénes. Le domaine de calcul est le carré Q = [0,1]? et les données et

conditions aux limites sont choisies de telle sorte que la solution exacte soit donnée par :

U = et e:]}2+ 2——,
(—20003/2(1 —y)2(1 — 2)(1 - 22) b Y

20002%(1 — 2)2y(1 — y)(1 — 2y) ) 2
3
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Nous nous sommes intéressés a la convergence de la vitesse u et de la pression p. Pour
cela, on calcule les normes L? et L™ de I'erreur respectivement entre les solutions exactes et
les solutions approchées de la vitesse et de la pression, pour différentes tailles du maillage.

Les résultats accompagnés des taux de convergence associés sont regroupés dans le tableau

suivant :
La vitesse La pression
Maillage | ErrL? | Ordre | ErrL® | Ordre | ErrL? | Ordre | ErrL>® | Ordre
202 | 2.61E-01 - 1.21E-01 - 1.30E-01 - 1.19E-01 -
40% | 6.76E-02 | 1.93 3.20E-02 1.89 | 3.44E-02 | 1.89 | 3.18E-02 | 1.87
802 | 1.73E-02 | 1.95 | 8.264E-03 | 1.94 | 8.95E-03 | 1.92 | 8.28E-03 | 1.92
160% | 4.38E-03 | 1.98 | 2.119E-03 | 1.95 | 2.28E-03 | 1.96 | 2.15E-03 | 1.93

TABLE 4.1: Solutions polynomiales : convergence de la vitesse et de la pression.

De ces résultats, on déduit que I'algorithme que nous avons implémenté pour la résolution
des équations de Stokes incompressibles avec les conditions de Dirichlet posséde donc un
ordre de convergence de 2.

Dans les deux figures qui suivent, nous donnons une illustration du champ de la vitesse et

de la pression produites.

0.

La pression

(a) Le champ de vitesse (b)

FIGURE 4.1: Equation de Stokes - Solution polynémiale.
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4.4.2 Tourbillons de Green-Taylor

On reprend le domaine de calcul 2 = [0,1]? et on utilise la solution exacte donnée par le

couple vitesse/pression suivant :

w - ( cos(2mx) sin(2my)

1
—sin(27z) cos(zﬁy)> et pe = Z(COS(M@ + cos(4my)).

De la méme maniére que dans le cas test précédent, on calcule les normes L% et L™ de
I’erreur entre les solutions exactes et les solutions approchées de la vitesse et la pression en
fonction de la taille du maillage. Les résultats accompagnés des taux de convergence associés

sont regroupés dans le tableau 4.2 ot on observe une convergence d’ordre 2 en norme L?.

La vitesse La pression
Maillage | ErrL? | Ordre | ErrL* | Ordre | ErrL? | Ordre | ErrL>® | Ordre
202 | 5.30E-01 - 1.59E-01 - 2.18E-01 - 2.02E-01 -

40? | 1.49E-01 | 1.77 | 4.54E-02 | 1.75 | 6.08E-02 | 1.79 | 5.70E-02 | 1.77
80% | 3.03E-02 | 1.86 | 1.25E-02 | 1.81 | 1.68E-02 | 1.81 | 1.58E-02 | 1.80
160% | 8.03E-03 | 1.89 | 3.37TE-03 | 1.86 | 4.52E-03 | 1.86 | 4.35E-03 | 1.82

TABLE 4.2: Tourbillons de Green-Taylor : convergence de la vitesse et de la pression.

Dans les deux figures qui suivent, nous donnons une illustration du champ de la vitesse et

de la vorticité associée.

(a) Le champ de vitesse (b) La vorticité

F1GURE 4.2: Tourbillons de Green-Taylor.
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Dans les deux cas tests précédents, on observe une super convergence en norme L? pour la
vitesse ce qui correspond aux mémes ordres de convergence que ceux obtenus par S. Krell [58]
pour la résolution du probléme de Stokes standard par un un schéma DDFV stabilisé et un
algorithme couplé. On remarque que nos ordres de convergence sont plus grand que les
ordres théoriques, méme constat dans [58] et [33]. Enfin, dans les campagnes de tests que
nous avons effectuées, on a remarqué également que l'ordre de convergence n’est pas sensible

a la présence de mailles localement raffinées non-conformes.

4.4.3 Translation de tourbillons

Dans ce test, on simule la translation de vortex. On considére le domaine 2 = [0, 1]?, la
solution visqueuse des équations de Navier-Stokes en écoulement incompressible traduit la
translation diagonale de tourbillons. La solution initiale et les conditions aux limites sont

choisies en fonction de la solution analytique suivante :

u(z,y,t) = 1+ 2cos(2m(x —t))sin(2w(y —t)) s
v(x,y,t) = 1—2sin(2r(z —t))cos(2m(y —t)) e—8mvt
p(z,y,t) = —(cos(dm(z —1t)) + cos(dm(y —t))) o—16m%ut

La translation s’accompagne d’un amortissement exponentiel de I'intensité des tourbillons
sous l'effet de la dissipation visqueuse portée par la viscosité cinématique v = % = 0.01.
Dans les figures qui suivent, on donne les représentations de la solution (u,p) a l'instant

initial puis a l'instant ¢ = 1.125s.

FIGURE 4.3: Solution (u,p) & I'instant initial.
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Y Axis

FIGURE 4.4: Solution (u,p) a I'instant ¢t = 1.125s.

Comme pour les tests précédents, connaissant la solution exacte, on calcule les taux de

convergence en norme L? pour la vitesse et la pression. On trouve des ordres qui valent 2.

4.4.4 Cavité entrainée

On considére un écoulement dans une cavité carré [0,1]? ou la paroi supérieure y = 1
est entrainée & une vitesse constante horizontale u = (1,0), les autres étant immobiles. Les

figures ci-dessous représentent quelques lignes de courant du champ de vitesse :

¥ axis
¥ Axis

(a) avec Stokes (b) avec Navier-Stokes (Re = 1000)

FIGURE 4.5: Lignes de courant du champ de vitesse d’une cavité entrainée.
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On refait le méme test de la cavité entrainée en dimension 3. Le domaine de calcul est
le cube [0,1]®. La paroi supérieure z = 1 est entrainée a la vitesse constante horizontale
u = (1,0,0), les autres étant immobiles. La figure suivante donne quelques lignes de courant

du champ de vitesse issu de I’équation de Navier-Stokes.

FIGURE 4.6: Lignes de courant d’une cavité entrainée en 3D.

On ne connait pas la solution analytique de ce probléme, mais en observant les profils de
vitesse, on constate que les lignes de niveaux issues de ’équation de Stokes sont symétriques
tandis que celles issues de ’équation de Navier-Stokes sont dissymétriques par I'effet d’inertie,

ces résultats sont en accord avec [103].

4.4.5 Champs tournant

Dans ce test, on s’intéresse au comportement de la divergence de la vitesse en fonction des
itérations de la méthode de projection. On considére I’équation de Stokes dans le domaine

Q = [0,1]* en imposant le terme source :
f=(y—0505—2,0).

Dans la figure, 4.7 on présente quelques lignes de courant et le champ de vitesse résultat de
'algorithme au bout d’un nombre d’itérations ou la divergence devient de ordre de O(h?)

ol h est le pas de maillage.
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FIGURE 4.7: Profil de la vitesse d'un champ tournant.

A chaque itération, on calcule ||div(u)|, pour différents pas de maillage h. On obtient
[ div(u)lls
l[ull2
mique) en fonction du nombre d’itérations iter, ce qui correspond aux résultats attendus :

les graphes suivants qui donnent la décroissance de la quantité (en échelle logarith-

h=1/80 ——
h=1/40
hels2) ——

-1}

-2k

log{ ldiv{ulsul)

-5

iter

FIGURE 4.8: Divergence de la vitesse en norme L? pour différents pas de maillage.

Ces courbent ne gardent pas une décroissance linéaire & cause des défauts de la divergence

le long des arétes du bord. Mais ceci n’est pas en contradiction avec les résultats théoriques.
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4.5 Parallélisation

Les approximations des équations de Stokes ou de Navier-Stokes décrivant un fluide in-
compressible résolues avec ’algorithme de projection que nous avons exposé dans ce chapitre
reposent sur la résolution de deux équations elliptiques. La premiére est pour la prédiction
de la vitesse et la second seconde pour la solution de la pression. Ceci revient a résoudre a

chaque étape des systemes d’équations linéaires de type :
Ar =b (4.35)

avec A une matrice carrée donnée définie positive non singuliére et b un vecteur donné.
L’inconnue x peut représenter soit la vitesse soit la pression.

Nous utilisons, pour la résolution de ce systéme, le schéma itératif Bi-CGStab (Bi-Gradient
Conjugué Stabilisé) [89, 94|. Pour réduire le temps de calcul, nous avons eu recours a la

parallélisation des solveurs en utilisant ce schéma & 1’aide la bibliothéque OpenMP !.

4.5.1 Le schéma

L’algorithme séquentiel du schéma classique Bi-CGStab, o z;, est I'approximation de x &

I'itération k, peut s’écrire sous la forme suivante :

TOZb—AZEQ
Oéozﬂozwoz1
v =¢qo =10

for k=1..ndo

_ T
O =T Tk-1

_ o B

v Qp—1 Wk—1
Qe = Th—1 + V(@1 — Wr_1wy,)
v = Agy,

_ O
/Bk - rgvk
S = Tk—1 — ﬁkvk
tk = ASk

T'TSk

— 'k

Wk = 1%,

T = Tp—1 + e + WSk
if ||r|| > € then
| exit
end
Ty = Sk — Wilg
end

1. Open Multi-Processing : http://openmp.org/wp/openmp-specifications.
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Dans cet algorithme, les matrices traitées sont creuses et elles ont une indexation qui
facilite les calculs. Afin d’améliorer la convergence, nous allons conditionner la matrice A
par une matrice P inversible. Pour cela on résout a la place du systéme (4.35) le systéme

suivant :

P Az =P 'b (4.36)

Par souci de simplicité, nous choisissons le préconditionneur de Jacobi. La matrice P est

choisie comme étant la diagonale de la matrice A du systéme : P = diag(A).

4.5.2 Mise en ceuvre avec OpenMP

La bibliotheque OpenMP est une interface de programmation contenant un ensemble de
directives pour paralléliser un code sur une architecture & mémoire partagée. Ces directives
permettent de faire les calculs plus rapidement en utilisant plusieurs processeurs. En effet,
chaque processeur exécute un bout de programme avec un unique jeu de variables et les
directives OpenMP définissent les zones paralléles et les attribuent & des différents threads.

Chaque threads exécute des taches en paralléle sur un processeur ou coeur (core) indépendant.

Taches paralléles

Programme principal ¥ pr— M

FIGURE 4.9: Programme principal et taches paralléles.

Dans les régions parallélisées, le programme principal via un master thread lance des
threads (dont le nombre a été précisé auparavant par 'utilisateur) pour répartir la charge de
calcul. Chaque thread exécute un ensemble d’instructions puis se met en attente jusqu’a la
fin de toutes les taches. Aprés synchronisation, le master thread reprend la main (cf. figure
4.9). Les variables partagées sont utilisées par tous les threads sur la méme zone mémoire
tandis que chaque copie des variables privées utilise une zone mémoire accessible uniquement
par le thread concerné. Cette forme de parallélisation permet de développer rapidement en

restant proche du code séquentiel sans avoir a tout reconstruire.
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4.5 Parallélisation

Dans le cas qui nous intéresse, on peut par exemple répartir une boucle for ¢ =1 : n sur
plusieurs threads avec une boucle de taille ny, définie pour chaque thread tel que > n, = n.
Ceci nous permet donc de diminuer le temps d’exécution de la boucle en question en le
divisant au mieux par le nombre de processeurs. Sur la figure suivante, nous présentons un
exemple d’exécution de la boucle avec m processeurs partageant deux mémoires comme sur

notre cluster 2.

mémoire; mémoires
Tl Tl Tl
core; cores . core,,
T T T
| I | 1

FIGURE 4.10: Exemple d’exécution paralléle sur m processeurs.

Pour ne pas avoir des conflits par rapport a la mémoire partagée, il est nécessaire d’ini-
tialiser les variables utilisées dans la zones parallélisées. Dans notre code, les variables qui
sont utiles seulement & l'itération sont déclarées privées. Les indices des boucles (internes
a la zone paralléle), les indices dans les tableaux et toutes leurs correspondances locales ou

globales sont aussi privés puisqu’ils sont propres aux itérations de la boucle parallélisée.

4.5.3 Tests de performance

La parallélisation doit permette de réduire le temps de calcul lors des appels du solveur
algébrique. Ainsi, pour mesurer les performances de ’algorithme parallélisé, on considére sur

le domaine Q = [0, 1]? le probléme de Poisson suivant :

(4.37)

—Au = f dans €,
U = 0 sur Of.

On prend pour le second membre la fonction f = sin(7z) sin(7y) sin(7z) et on utilise la dis-
créditation DDFV en appliquant I'opérateur A7 (cf. la section 3.5.3 du chapitre précédent).
On résout ce probléme sur deux maillages différentes qui correspondent a :

— Cas 1 : taille de grille de 802, soit 1.081.841 inconnues.

— Cas 2 : taille de grille de 503, soit 272.651 inconnues.

2. Cluster UTLN : http://mejean.univ-tln.fr.
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4 Ecoulements fluides incompressibles

Dans les deux cas, on lance plusieurs tests en exécutant le programme sur la méme machine
CPU du cluster. On commence par un premier test sans parallélisation, ce qui nous donne
un temps d’exécution Tj. Puis on lance une série de tests en utilisant la parallélisation avec
2,4,6, ... jusqu’a 20 coeurs et a chaque fois on calcule le temps d’exécution 7},. Ceci nous
permet de calculer pour chaque test I'accélération du programme, le speedup : 1p/7),. 1l
s’agit donc du ratio du temps de calcul en séquentiel (sur 1 coeur) sur le temps de calcul en
paralléle sur p coeurs. Plus ce ratio se rapproche du nombre des coeurs utilisés pour le calcul

parallele, plus lefficacité paralléle du code est bonne.

20 T
=—a |deal
=—m Casl
m—a Cas 2
15+
o
=1
T 10}
1]
o
0
5k
0 1 1 1 L 1 L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Processeurs

FI1GURE 4.11: Calcul de la scalabilité du solveur Bi-CGStab utilisant OpenMP.

Sur la figure ci-dessus on donne des courbes affichant le speedup en fonction du nombre
de coeurs sur lequel est lancé le calcul dans les deux cas présentés précédemment. On peut
voir, par exemple, que pour 10 cceurs, quelque soit la taille du probléme, le speed up est
trés bon puisqu’il est trés proche de 10. On remarque aussi que la scalabilité dans les deux
cas reste assez bonne et demeure croissante mais elle s’affaiblit et elle dépend de la taille du
probléme. Tout cela justifie le recours a la parallélisation en OpenMP.

Enfin, pour avoir une bonne optimisation (surtout en terme de mémoire), on pourrait
utiliser une autre bibliothéque telle que MPI 3. Mais son implémentation reste trés technique
et nécessite une refonte d’une grande partie du code. Pour nos besoins, la parallélisation en
OpenMP est suffisante.

3. Message Passing Interface : http://www.mcs.anl.gov/research/projects/mpi
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4.6 Conclusion

4.6 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre un algorithme de résolution de 1’équation de Navier-
Stokes décrivant ’écoulement d’un fluide incompressible. Cet algorithme s’appuie sur une
méthode de projection qui permet d’approcher les solutions de I’équation en plusieurs étapes.
Chaque étape consiste en une procédure de prédiction-correction entre les champs de vitesse
et de pression qui conduit & un découplage vitesse-pression. Cette procédure sert & imposer
la divergence nulle de la vitesse et a faire apparaitre explicitement la pression. Les discréti-
sations spatiales sont basées sur les schémas DDFV étudiés dans le 3°™¢ chapitre. Comme
présenté précédemment, les schémas DDFV peuvent traiter des maillages généraux et non
conformes et fournissent un formalisme adéquat qui conserve la convergence de 1'algorithme
et qui permet son implémentation.

De nombreux tests de validation ont été effectués dans le cas des équations de Stokes et
des équations de Navier-Stokes et ceci en dimension 2, puis en dimension 3. D’autres tests
ont été réalisés afin d’étudier le cotit itératif de I'algorithme et de quantifier, dans certains
cas, le nombre d’itérations maximales & partir duquel on peut observer la convergence de la
méthode. Pour la résolution des systémes linéaires, nous avons utilisé un solveur itératif de
type bi-gradient conjugué stabilisé Bi-CGStab. Pour réduire les cotits de calcul nous avons

eu recours a des techniques de parallélisation basée sur I’API OpenMP.
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5 Applications a |'érosion

Les méthodes numériques implémentées tout au long de cette thése sont assemblées pour
simuler I’érosion interfaciale d’un sol sous l'effet d’un écoulement fluide incompressible. La
modélisation décrite précédemment sera appliquée a 1’érosion d’un sol cohésif par des écou-
lements a faible nombre de Reynolds ou modéré. Rappelons que dans le modéle numérique

que nous avons présenté dans le premier chapitre, les calculs se déroulent en deux étapes :

1. L’étape de ’écoulement dans laquelle une méthode de pénalisation est utilisée pour
calculer les équations de Navier-Stokes autour d’un obstacle avec une méthode aux

domaines fictifs pour s’affranchir d’un maillage dépendant de la géométrie.

2. L’étape de I’érosion, o l'interface eau/sol est décrite par une fonction Level Set couplée
a une loi d’érosion empirique a seuil. Cette loi est une relation linéaire entre la vitesse

d’érosion et la contrainte de cisaillement exercée par le fluide sur le solide.

L’objectif ici est de simuler le déplacement de l'interface fluide/solide durant 1’érosion.
L’évolution de cette interface est pilotée par la vitesse d’érosion qui dépend de la contrainte
de cisaillement tangentiel du fluide. Etant donné que l’on s’attend & une discontinuité du
gradient de la vitesse de I’écoulement a travers l'interface, des problémes se poseront pour le
calcul de la contrainte de cisaillement. La difficulté est de calculer d’'une maniére consistante
la contrainte de ce probléme. Nous mettrons en évidence cette difficulté et nous proposerons
par la suite des solutions pour déterminer la contrainte qui doit étre estimée correctement
au niveau de l'interface. Cette difficulté est rencontrée pour les problémes a frontiére libre
résolus sur grille fixe comme les problémes de Stefan [25,45] et de Hele-Shaw [7,22|. Enfin, la
validation du modéle numérique et la pertinence des solutions proposées seront confirmées

par plusieurs résultats de simulation.

5.1 Equations du modéle

Pour commencer, nous réécrivons d’abord les différentes équations qui décrivent les deux
étapes énoncées dans le modeéle, a savoir : I’écoulement incompressible et ’érosion interfaciale.
Les milieux en jeux sont le fluide et le solide, qui occupent respectivement deux domaines

notés {1y et €15 et séparés par une interface I' = Qy N Q, isocontour 0 d’une Level Set ¢.
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En choisissant une approche Eulérienne sur maillage fixe avec des domaines fictifs, toutes
les équations sont discrétisées dans le domaine global €2 = Q; U Q. Ainsi, le déroulement

des calculs peut étre effectué selon le schéma suivant :

Le calcul de I’écoulement :

Le systeme d’équations de Navier-Stokes décrivant I’écoulement incompressible que nous

utilisons est le suivant (cf. chapitre 4) :

p(Ou—uArotu) — pAu+ £ H(p)(u—us) = —Vp+f dans]0,7[xQ,
diviu) = 0 dans |0, T[xQ,  (5.1)
(+C.L.) sur |0, T'[x 012,

ou u est le champ de vitesse défini sur 2, tout comme la pression p, la densité p et la
viscosité dynamique p. Les conditions aux limites (C.L.) permettent de fermer le systéme et
elles seront définies plus tard selon le cas étudié. La fonction Level Set est définie sur €2 telle
que :

¢ < 0 dans le fluide Qy,

¢ = 0 sur linterface I, (5.2)

¢ > 0 dans le solide €.

Le parameétre de pénalisation K, représentant une perméabilité est choisi tel que K, < 1.
Ceci permet d’imposer la vitesse ug dans le sol (), caractérisé par ¢ > 0, en utilisant la

fonction Heaviside :

1 siz>0
H(z) = 5.3
(@) {O siz <0. (5:3)

Le calcul de la contrainte :

Le calcul de I’érosion commence par I’estimation de la composante tangentielle du vecteur

contrainte du fluide a U'interface I" :
7 =2uD(u)- 7 — (7 -D(u)- 7)), (5.4)
ot le tenseur D(u) représente le gradient symétrique de la vitesse d’écoulement :
D(u) = %(Vu + V'), (5.5)
et 77 la normale orientée dans le sens "fluide" vers "solide" et naturellement donnée par :

7o Yo (5.6)

IVl
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5.2 Gestion du probléme a frontiére libre

Le calcul de la vitesse d’érosion :

L’érosion est pilotée par la célérité normale de l'interface vr. La loi d’érosion reliant cette

vitesse a la composante tangentielle a I'interface I' est la suivante :

(5.7)

Kyt —71.) siT >
Ur = .
0 sinon.

Ou le coefficient Ky est un paramétre décrivant la cinétique de I’érosion et le seuil 7, est la
contrainte critique.

La vitesse représentant ’érosion doit étre étendu dans tout le domaine §2 pour faire évoluer
toutes les lignes de niveau de la Level Set ¢ de la méme maniére. Pour cela, on utilise la
technique d’extension des vitesses étudiée et validée dans le chapitre 2. Ainsi, la vitesse

étendue v est la solution de 1'équation de transport suivante :

{ O + sgn(e) gy - Vi =0, 58)

vt =0, ) = ur.

Enfin, ’évolution de I'interface I' est décrite par I’équation de transport de la Level Set ¢ :

(5.9)

0 + v =gy - Vo =0,
gb(t = 0,1‘) - Qb().

Le calcul de I’écoulement incompressible, ’extension de la vitesse et le transport de la
Level Set ont été étudiés et testés séparément. Le processus complet de ’érosion nécessite
I’assemblage de ces calculs. L’estimation de la contrainte représente le chainon important re-
liant le calcul de I’écoulement et de I’érosion. Comme nous I’avons évoqué dans I'introduction
de ce chapitre, avoir une bonne estimation pour la contrainte pose une grande difficulté étant
donné que nous utilisons une approche eulérienne sur maillage fixe avec pénalisation. Puis

nous mettrons en évidence ce probléme, dans le cas HET, avant de proposer des solutions.

5.2 Gestion du probléeme a frontiére libre

Le probléme qui nous concerne est classiquement rencontré dans les problémes a frontiéres
libres, comme par exemple ceux posés par les écoulements dans des géométries élastiques qui
obligent a résoudre des équations elliptiques sur des domaines en mouvement. Faire intervenir
des maillages body-fitted [93| qui collent a la géométrie oblige a remailler les domaines au cours
des itérations d’évolution en temps. Une solution trés cotliteuse en remaillage. En utilisant
des maillages fixes, comme dans notre cas, les équations elliptiques peuvent étre résolues sur

un domaine approché. L’erreur de la solution est alors inconsistante pour les gradients au
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voisinage de l'interface sur le bord du domaine approché. On retrouve par exemple ce type
d’inconsistance dans le probléme de Hele-Shaw |7,22] et dans le probléme de Stefan [25,45]
décrivant la fonte des glaces par le transfert de chaleur dans un milieu homogéne qui subit
un changement de phase. Ces problémes ont été résolus par exemple a ’aide des méthodes
IIM (Immersed Interface Method) proposées par R.J. LeVeque et A.L. Li [62]. Dans ce cas, la
continuité des propriétés a 'interface de discontinuité est assurée grace a des prolongements
de Taylor de la solution de chaque coté de l'interface. Mais pour garder la méthode de

pénalisation sur un maillage fixe, des traitements spécifiques doivent étre apportés.

domaine solide (¢ > 0)

/u:()

,,_.-#—"”'7 >~

domaine fluide — ~N
(¢ <0) \\ .i‘ritgface discrete du domaine {¢ < 0}
\\-\ g

interface réelle

FIGURE 5.1: Représentation d’une interface avec des grilles non body-fitted.

La figure ci-dessus illustre 'origine du probléme de l'inconsistance dans notre cas ou I'in-

terface approchée entre les deux domaines ne "colle" pas aux grilles du maillage fixe.

5.3 Calcul de la contrainte

5.3.1 Discrétisation DDFV
Par le schéma DDFV, le tenseur symétrique D(u) est discrétisé sous la forme suivante :
DT L op 1 pT 1
D" (u ):§(V u +V~7 u').
Comme dans la section 3.5, nous avons bien vérifié que cet opérateur est d’ordre 2 en normes
L*(Q) et L>=(). Avec la méme discrétisation, le vecteur normal peut étre écrit comme suit :

T 4D
A

VT o7

Il en résulte que la contrainte de cisaillement est discrétisée sur le maillage T .
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5.3.2 Calcul du cisaillement brut

Pour un premier calcul de la contrainte, on prend I'exemple d’un écoulement de poiseuille
cylindrique. C’est un cas simulant ’essai HET ot le cylindre représente un tube totalement
érodable. Ci-dessous, on illustre ce cas test a ’état initial. Le long du tube, on résout un
écoulement de Stokes de vitesse u. L’extérieur du cylindre représente le milieu contenant le

sol a éroder. Par la pénalisation, on impose dans cette zone une vitesse nulle u = 0.

FIGURE 5.2: Etat initial de la simulation de I’écoulement de conduit avec érosion.

Le domaine du calcul est le parallélépipede rectangle Q = [0,2] x [0.1]?, (e_z), e_:,j, e_z>) est la
base orthonormée associée. Le rayon initial du cylindre est o = 0.2. Initialement, I'interface

I' est représentée par I'isocontour 0 de la fonction Level Set suivante :

$o =y —10)® + (2 — 20)* — ro,

ol yp = z9 = 0.5. L’écoulement obtenu est cisaillé dans la direction (O, x) et sa vitesse est

sous la forme suivante :

u=u(r)el, avee r=/y— g + (-0

La solution analytique u(r) et la norme 7 de la contrainte tangentielle du cisaillement associé

sont :
u(r) =—(r?—12)/4p,

T =

N[
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Dans la figure suivante, on affiche le résultat numérique du calcul de la contrainte de
cisaillement représentée sur une coupe du cylindre selon I'axe de ’écoulement. A l'intérieur,
on constate que la solution est parfaitement radiale et qu’il s’agit bien d’une suite de cercles
de rayon % correspondant a la solution exacte. Mais, au voisinage de I'interface ¢y = 0, la

2
solution est fausse et on remarque 'existence d’une couche limite d’inconsistance.

0.80]
0.70
0.60

0.50

Y Axis

0.40-

0.30

0.20

A T T T T T
0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80
Z Axis

FIGURE 5.3: Représentation du cisaillement dans le cas du poiseuille cylindrique.

Un zoom sur une partie de la région en question donne le résultat suivant :

v/

/

\

FIGURE 5.4: Zoom autour de la couche limite d’inconsistance.

Ce résultat est attendu car notre géométrie, comme nous l’avons évoqué précédemment,
ne se raccorde pas aux grilles du maillage. Dans la partie solide, la vitesse u s’annule le long

d’une ligne brisée qui n’approche pas le cercle. Le calcul du gradient de vitesse a l'interface

est totalement erroné.
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Pour avoir une idée plus précise sur le comportement de la norme de la composante
tangentielle,7 dans la couche limite d’inconsistance (la zone autour de ¢ = 0), on trace 7
en fonction du rayon r en superposant toutes les solutions prises dans la direction radiale.
Dans la figure ci-dessous, on donne un tracé contenant les superpositions de la contrainte en

projection dans la méme direction.

0,1

cisaillement 7
L
)
(]

rayon 7

FIGURE 5.5: Tracé de la contrainte de cisaillement en fonction du rayon.

On constate que la solution est parfaitement linéaire a 'intérieur du domaine fluide, ce qui
correspond a la solution exacte 7 = 3. A quelques mailles de U'interface, la solution devient
erronée. On trouve que cette inconsistance est limitée a environ 4 mailles de I'interface. En
notant h le pas du maillage, il est donc pertinent de calculer la contrainte de cisaillement
quand ¢ = —3h.

5.3.3 Correction de la contrainte

A partir des résultats précédents, oil nous avons constaté qu'il suffit de se placer dans la
zone qui correspond & ¢ < —3h pour trouver des valeurs consistantes de la contrainte, nous
proposons une premiére solution pour corriger la contrainte au niveau de l'interface. Pour
cela, on reconstitue la valeur de la contrainte sur l'interface ¢ = 0 par une extrapolation

directe & partir de la valeur obtenue au niveau ¢ = —3h.
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En notant 7* la valeur calculée par extrapolation linéaire, a partir du cisaillement initial

T et évaluée en tout point pour le représenter a I'interface. On peut écrire :

Vo
IVl

Pour déterminer la vitesse d’érosion a partir de la nouvelle estimation du cisaillement,

" =7—¢VT-

(5.10)

on calcule la vitesse de linterface I' en utilisant la contrainte corrigée 7* (évaluant 7 a

I'interface). Par la loi d’érosion (cf. chapitre 1) on peut écrire :

Ky(rm* —, siT> T,
v = ol <) ' ‘ (5.11)
0 sinon.
La vitesse étendue vy est alors la solution de I’équation de transport suivante :
ext Vo . ext _
O™ + sgn(¢ + 3h) oy VOr 0, (5.12)
vt (t =0, x) = vf.
L’extension se fait donc a partir de l'interface ¢ = —3h, la ott 7* sera le plus pertinent.

Finalement, 1’évolution de 'interface I' est décrite par le transport de la Level Set ¢ :

ert Yo g4 —
{8t¢+vrt”w)” V¢ =0, (513)

¢(t = O,J/’) = ¢0-

Ce transport est effectué sur une seule maille en respectant la condition CFL (c¢f. chapitre 2).
Aprés avoir obtenu une nouvelle interface donnée par la position de la fonction ¢ transportée,

on itére alors les calculs de 'écoulement et ceux de l'érosion.

5.3.4 Validation de la correction

Pour les validations qui suivent, on utilise les paramétres Ky = 1077 em?/N.s et 7, = 0 Pa.

5.3.4.1 Simulation HET

Afin de valider la correction que nous venons de proposer, on reprend le test précédent
d’érosion du tube avec I’écoulement de poiseuille cylindrique. On utilise donc le cisaillement
7* donné par 'équation (5.10) et la vitesse de 'interface vf: calculée par la loi d’érosion (5.11).
L’extension de la vitesse d’érosion est faite depuis l'isocontour ¢ = —3h par I’équation (5.12).

On procéde a un processus d’érosion qui fait élargir le cylindre du rayon initial rp = 0.2 au
rayon final r; = 0.4. On représente dans la figure ci-aprés deux étapes d’érosion, la premiére
correspond a une situation intermédiaire et la seconde a la situation finale. Le cylindre interne

représente 1'état initial (voir la figure 5.2) et I'externe représente le cylindre aprés érosion.
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FIGURE 5.6: Résultats d’érosion d’un tube sous un écoulement de poiseuille cylindrique.

On observe une érosion symétrique et réguliére le long du tube. Puis, on répéte cette
simulation en variant la taille du maillage pour calculer le rayon moyen du cylindre a la fin
du test et pour estimer la radialité en mesurant, dans le voisinage de I'isocontour ¢ = 0, la
variation de rayon le long d’une section du tube. On calcule aussi la différence entre le rayon

exact rez. et le rayon approché r,,,,,. Les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

Pas du maillage | || 7pum — Texe || || La radialité
1/20 8.42 1073 2.42 1073
1/40 4.06 1073 6.51 10~
1/80 2.01 1073 1.58 1074
1/160 9.94 1074 3.92 1075

TABLE 5.1: Variation du rayon et radialité et pour différents maillages.

On obtient une radialité d’ordre 2, ce qui confirme ’érosion uniforme obtenue dans ce

test. On obtient aussi une convergence d’ordre 1 pour le rayon du tube et nous avons donc
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une validation dans le cas radial de I’approche de la correction du cisaillement qui consiste
a calculer une extrapolation de la contrainte depuis l'intérieur du domaine fluide (& environ
3 mailles de linterface), en s’affranchissant de la couche limite d’inconsistance. Il reste a

vérifier sa validité dans d’autres cas.

5.3.4.2 Simulation RCT

On procéde a un test utilisant un écoulement réalisé dans 'espace compris entre deux
cylindres coaxiaux, un écoulement de Couette. Le cylindre interne est animé d’une vitesse de
rotation rigide et supposé constitué par un échantillon de sol érodable. Le cylindre externe
est fixe. Cet essai est une variante du Rotating Cylinder Test (RCT) [70]. L’écoulement

généré entre les deux surfaces cylindriques provoquera ’érosion du cylindre interne.

.

FIGURE 5.7: Etat initial de la simulation de I’écoulement de Couette.

Le domaine de calcul est 2 = [0.1]? (dans la pratique on utilise un domaine faux-2D). Le
cylindre interne a un rayon initial r; = 0.2 et il est entrainé par une vitesse angulaire w.
Le cylindre externe a un rayon r. = 0.4. Initialement, 'interface I" entre le cylindre interne
(sol) et le fluide est représentée par 'isocontour 0 de la fonction Level Set suivante (avec

To = Yo :O5> .

$o = (z —20)>+ (y — 40)> — 7.
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5.3 Calcul de la contrainte

En considérant la base polaire orthonormée (e_ﬁ, e_g) associée a (2, la solution de cet écou-

lement a une vitesse orthoradiale u = ue(r)e_g telle que :

up(r) = Ar + —,
ou :
2 2.2
wr wrir
A=—— — et B:2162.
r2—r T2 — 73

La composante tangentielle de la contrainte de cisaillement (dans la direction de e_g) a comme
norme :
T = 2,u§,
r2
et la vitesse pénalisée dans le cylindre en rotation (le solide) est la suivante : u; = wreg.
La simulation numérique de ce test (cf. la figure 5.7 pour illustration), donne, comme
prévu, une couche limite d’inconsistance pour le calcul de la contrainte de cisaillement 7 a
I'interface fluide/solide. Dans la figure suivante, on représente en fonction du rayon r, les
valeurs exactes (en bleu) et les valeurs numériques (en rouge) de 7, en superposant toutes
les solutions prises dans la direction radiale. Ceci montre bien I'inconsistance de la solution

approchée au niveau de l'isocontour ¢y = 0 (donné en vert).

T
cis brut ——

ciz exact
phin=0

2.5

cisaillement 7

1.5

solide

0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 0.2 0,22 0,24 0,26 0,28 0.3

rayon r

FIGURE 5.8: Contrainte exacte et approchée en fonction du rayon.
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On procéde a la correction de la contrainte cisaillement comme nous ’avons proposé dans
le paragraphe 5.3.3, en utilisant les équations (5.10) & (5.13), pour s’affranchir de la couche
limite d’inconsistance. Puis, on effectue une nouvelle simulation. Dans la figure suivante, on
donne les résultats de la correction de la contrainte en comparaison avec le le résultat exact.

Dans la loi d’érosion nous utilisons donc la vitesse vf e s’appuyant la contrainte 7*.

3 T
ciz exact

cis*
phid=0
phi0=3h

2.6 |

Texact SUr {¢ = 0}
T sur {¢ = —3h}

cisaillement 7

1.5 |

solide fluide

0,1 0,12 0,14 0,18 0,18 0.2 0,22 0,24 0,26 0,28 0,3

rayon r

FIGURE 5.9: Tracés de la contrainte exacte T.,q €t corrigée 7% en fonction du rayon r.

Aprés correction, on effectue des tests d’érosion complets pour différentes tailles de maillage.
A la fin de chaque simulation, faisant passer le rayon r; de 0.2 & 0.1, on calcule la radialité
dans le voisinage de I'isocontour ¢ = 0 ainsi que la différence entre le rayon exacte r... et le
rayon approché r,,,. Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous et montrent qu’on

obtient 'ordre 2 pour la radialité et 'ordre 1 pour le rayon comme dans le cas précédent.

Pas du maillage | || 7pum — Teze || || La radialité
1/40 1.88 102 479 107
1/80 9.03 1073 1.30 1073
1/160 4.47 1073 3.22 10~
1/320 2.21 1073 8.04 1077

TABLE 5.2: Variation du rayon et radialité et pour différents maillages.
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5.3 Calcul de la contrainte

On représente ci-dessous trois étapes d’érosion ou l'on observe I'évolution du cylindre

interne sous l'effet de ’écoulement de Couette. L’état initial est représenté dans la figure 5.7.

L e

m——— z

- — | A

FIGURE 5.10: Résultats d’érosion du cylindre interne sous un écoulement de Couette.

Nous avons validé des processus complets d’érosion dans les deux cas tests simulant les
essais HET et RCT. La couche limite d’inconsistance observée lors du calcul de la contrainte
de cisaillement & I'interface solide/fluide a été corrigée par un nouveau calcul depuis 1'isocon-
tour ¢ = —3h. Cette correction s’appuie sur une extrapolation de la valeur de la contrainte

évaluée en tout point. Il reste a voir si ces corrections peuvent étre validées dans autres cas.

5.3.5 Limites de la correction

Nous effectuons une simulation dans laquelle une bille de sol est placée au milieu d’un canal
rectangulaire. Le systéme d’équations de Navier-Stokes (nombre de Reynolds Re = 20) est

utilisé pour le calcul de I’écoulement.

FIGURE 5.11: Cas test d’une bille sous un écoulement au milieu d’un canal.
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Le domaine de calcul est 2 = [0,2] x [0.1]?. La bille de sol est une sphére de rayon
ro = 0.1 et de centre (z¢,yo,20) = (0.5,0.5,0.5). L'interface I' est représentée initialement

par l'isocontour 0 de la fonction Level Set suivante :

do =10 —\/(x —20)2+ (y — Y0)2 + (2 — 2)2.

Le but du test est d’observer les variations du cisaillement au voisinage de I'interface ¢ = 0.
Au voisinage de la zone ot il y a une grande pression sur la bille, a savoir la paroi face a
I’écoulement, un fort gradient est exercé sur l'interface par le fluide qui est forcé d’emprunter
un autre chemin en contournant 1’obstacle et ainsi le cisaillement varie rapidement spécia-
lement dans cette zone. Un zoom sur une partie de la zone en question est illustré dans la

figure suivante ou on affiche les variations de la contrainte du cisaillement.

Contour
Var PH

-

Pszudocokor
Var CB
5.000

L B L
0.310 0.320

X Axis

FIGURE 5.12: Zoom sur variations du cisaillement au voisinage de l'interface de la bille.

On remarque dans ce cas, quand on s’éloigne de l'interface ¢ = 0 de trois mailles on
rencontre une variation d’environ 50% sur la valeur du cisaillement Ceci montre bien les
limites de la premiére approche. En voulant s’affranchir de la couche limite d’inconsistance,
on perd beaucoup d’informations. Donc, il est préférable d’éliminer cette couche plutét que

de s’en extraire.
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5.4 Nouvelle correction

Il s’avére donc qu’il est nécessaire d’estimer les valeurs du cisaillement a l'interface pour
obtenir une bonne érosion quelque soient les variations de 1’écoulement. En gardant un
maillage non body-fitted, il est impossible que les points de grille soient situés exactement a
la frontiére de 'obstacle constitué par le sol. Dans ce cas, la pénalisation classique ne peut
faire mieux que de proposer une approximation inconsistante du gradient de la vitesse a
I'interface. Pour éviter cet inconvénient, il convient de rechercher un moyen de forcer une
condition qui donne une discrétisation consistante de ce gradient a la frontiére de I'obstacle.

J. Hovnanian [55] et M. Bergmann et al. [10] ont proposé¢, dans le cas d’'un probléme
d’interaction fluide/structure, une méthode IPC (Image Point Correction) en s’appuyant sur
I'approche Ghost-Cell 35, 36] pour corriger les valeurs de pénalisation de la vitesse dans
I’'obstacle. Par cette méthode, seuls les "Ghost nodes" subissent une correction, en imposant
a la vitesse de ces nceuds la valeur obtenue par un prolongement affine depuis valeurs de
la vitesse calculées autour des points symétriques des nceuds en question par rapport a la

frontiére ; & tous les autres points une pénalisation classique est appliquée.

.b‘l 'd L] L ] L ]
ICle
¢=D'7
— a
L] .A @
F

Bt
. . @ ®
8 Solide|

® Point Fluide @® Ghost Point [® Point de l'interface

@ Point Solide 4 Point Symétrique

FIGURE 5.13: Schéma décrivant les éléments utilisés par J. Hovnanian [55] pour la correction.

Dans l'objectif d’apporter une correction de méme type, mais sans avoir recours a des
extrapolations dans une direction de grille, C. Galusinski [44] a proposé de modifier plutot la
condition aux limites sur les bords du domaine approché. Cette condition modifiée s’appuie
sur I'information de la distance au bord du domaine exact. Mais sa mise en ceuvre n’est pas

compatible avec une approche par pénalisation de domaine.
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Dans le cadre d’optimisation et de controle d’écoulement, F. Chantalat et al. [20,21] avaient
proposé une méthode similaire pour trouver une extension pertinente de la vitesse dans un
obstacle. La solution est donc prolongée itérativement dans 'obstacle & 1’aide de fonctions
Level Set et d’équations de transport et imposée par pénalisation dans I'obstacle. Dans un
esprit analogue, nous proposons dans la suite une méthode itérative qui modifie le champ
de vitesse sur les points de grille a l'intérieur des obstacles et voisins de l'interface qui se

révele étre un prolongement C' dans le le sol. Il s’agit donc d'une alternative aux Immersed
Boundary Methods (IMB) [77].

5.4.1 Principe de la méthode

Notre objectif dans cette méthode est d’imposer une vitesse non nulle dans le sol pour
obtenir un prolongement C! de la vitesse de la vitesse du fluide dans le solide. Dans les
travaux de F. Chantalat, le prolongement est construit d’une fagon affine. Ici, le prolongement
sera construit par un procédé de symétrisation moins cotiteux a mettre en ceuvre. En prenant
un point M dans le sol, on cherche d’abord son symétrique Mj,,, dans le fluide par rapport

a l'interface I'. Et a partir de la vitesse uy,,, on construit la vitesse u, dans le point M.

Fluide
¢ <0

Sol
¢ >0

FIGURE 5.14: Schéma donnant la représentation du point dans le solide et son symétrique.

La détermination de la position des points symétriques est facilité par la Level Set ¢.
Ainsi, en considérant le point de O, origine de la base associée au domaine, on a :
— — Vo
OM gy = OM — 2¢p——. (5.14)
o Vol
Naturellement, le point symétrique ne coincide pas avec un nceud de la grille. Il est a

I'intérieur d’un diamant D, obtenu en cherchant le numéro de la face o dont le centre F' est
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donné par le calcul de :

(5.15)

max
Fek

FMym Vo
|FM,,.| Vol )

ot K est la cellule ot se trouve le point Mj,,,. Dans le cas conforme cette cellules a six faces.

Nous devons donc interpoler sa vitesse u a partir de six points de ce diamant. Dans le cas
particulier ou ce diamant est traversé par 'interface I', on utilisera donc le deuxiéme diamant
le plus proche dans la direction de —V¢; ceci permet d’avoir un diamant complétement
immergé dans le fluide.

On construit par la suite la vitesse symétrique a imposer dans le solide, de telle sorte
que le gradient de vitesse a I'interface reste identique lorsqu’il est évalué de chaque coté de

'interface (voir la figure 5.16). Elle est donné par le prolongement suivant :
e
Usym = U+ Vu- MM, (5.16)

En notant ur la vitesse a l'interface (qui peut étre non nulle comme dans le cas du Rotating

Cylinder), la valeur de la nouvelle vitesse de pénalisation est :
Uy = —Ugyn, + 2ur. (5.17)

Ce prolongement de la vitesse a travers l'interface n’a pas de sens physique en soit. Il s’agit
d’un outil numérique permettant d’avoir un prolongement continu du gradient de la vitesse

a l'interface. En pratique, on utilise juste une bande de noeuds au voisinage de I'interface T'.

Fluide

— Uy Narvier — Stokes

FIGURE 5.15: Schéma représentant la nouvelle vitesse symétrique a imposer dans le sol.

Nous considérons un procédé itératif ou a la premiére étape, on pénalise avec la vitesse
nulle ou la vitesse rigide du solide en mouvement. Puis, dans les étapes qui suivent, nous uti-

lisons la vitesse prolongée pour imposer la nouvelle vitesse dans le sol. On itére le processus

129



5 Applications a I’érosion

k construite a 1’étape k avec

qui se révele convergent. En comparant a chaque fois la vitesse u
la vitesse a I’étape qui la précéde, et en utilisant la condition d’arrét [|[u® — u*~1|| = O(h?),
ol h est le pas du maillage, 3 itérations suffisent. Ce procédé converge rapidement vers la so-

lution du probléme souhaitée avec de plus un prolongement C* de la solution dans ’'obstacle.

Remarque 15

Le systeme d’équation de Navier-Stokes a résoudre en utilisant cette correction est :

p (Ot — uF A rotu®) — pAu® + FH(@) (" —uf) = —Vp+f dans]0,T[xQ,
div(u®) = div(d®)  dans]0,T[xQ,
(+C.L.) sur |0, T'[x 0S2.

5.4.2 Validation

Cette correction doit permettre d’éliminer la couche limite d’inconsistance. Nous devons
donc obtenir une estimation correcte de la contrainte de cisaillement a l'interface. Pour
valider la pertinence de cette nouvelle approche, nous reprenons le Rotating Cylinder Test (cf.
paragraphe 5.3.4.2) et nous calculons la contrainte en utilisant le procédé itératif qu’on vient
d’exposer. Le cylindre interne de rayon r; a une vitesse rigide ur = wrieg. La pénalisation
du sol (cylindre interne) par la vitesse donnée dans (5.16), puis stabilisée par le processus

itératif, donne 1’écoulement représenté dans la figure suivante :

0.90—;
0.80;
0.70%
0.50%

0.50;

Y Axis

0.40;
0.30;

0.20

0.10]

0.00-1

FIGURE 5.16: Ecoulement entre deux cylindres avec une vitesse symétrique imposée au sol.

130



5.4 Nouvelle correction

Dans la figure ci-dessous, nous représentons en fonction du rayon r les valeurs exactes (en
bleu) et les valeurs numériques obtenues par la nouvelle approche (en rouge) de la contrainte
T en superposant toutes les solutions prises dans la direction radiale. On observe qu’au niveau
de l'isocontour ¢y = 0 (donné en vert), la couche limite d’inconsistance est éliminée. Nous
pouvons estimer avec precision la vitesse d’érosion et I'étendre a partir de l'interface pour
faire des calculs d’érosion comme nous I’avons décrit dans les équations du modéle au début

de ce chapitre.

12 T T T T T T T T T
cis corrige

cizs exact
phif=0

La contrainte corrigée Tpey sur {¢ = 0}

Le cisaillement 7

Le solide Le fluide

Le rayon r

FIGURE 5.17: Contrainte exacte T.zqct €t corrigée 7., en fonction du rayon r.

On effectue plusieurs simulations en faisant varier la taille du maillage et & chaque fois on
calcule les erreurs ErrLs et ErrL,, commises dans 'estimation de la nouvelle contrainte 7,y
par rapport a la contrainte exacte 7., calculées a I'interface. Ces erreurs sont obtenues en

calculant :

”Tewact - Tnew”? ||7—ea:act — Tnew ||oo

Errl, = et ErrL, =

)
||7—ea:act H [e%¢]

||Texact||2
ol ||.|l2 et ||.]|o sOnt prise sur un voisinage de I'. Dans la figure ci-aprés, nous représentons

deux courbes qui donnent les tracés de ces erreurs cette en fonction du pas du maillage h.
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0.0007 T T T

ErrL2

[0 00700 i 1 S I

i i i |
0'00%[.)000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

0108 b

ErrLi
=
(=]
()]

003 b

i i i |
O'%.ZUOO 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

FIGURE 5.18: Courbes des erreurs sur 7, en normes Lo et Ly, en fonction du pas du maillage h.

Nous remarquons donc qu’on peut atteindre 3% d’erreur sur le calcul de la contrainte du
cisaillement a l'interface I' en utilisant un maillage de pas h = 1/500 (qui correspond & 300
points de grille dans la zone d’intérét). Au dela de ce nombre, il est inutile de de prendre plus
de mailles et de raffiner car I'erreur n’évolue plus. Mais ceci est largement suffisant pour nos
applications. L’erreur est d’ordre 1 sur des grilles fines, mais par une raison non identifiée

cet ordre est perdu sur des grilles extrémement fines.
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5.5 Applications

Dans cette section, des simulations numériques d’érosion compléte, dont le calcul est basé
sur les algorithmes développés précédemment, sont présentées. Nous nous intéressons a deux
cas applicatifs : I’érosion d'un cylindre et I’érosion d’une bille. Les deux obstacles sont placés
dans un canal rectangulaire et soumis a des écoulements incompressibles. L’érosion de la
bille a été déja évoquée dans le paragraphe 5.3.5 pour montrer les limites de la premiére
approche pour la correction de la contrainte. Ici, nous utiliserons ce test pour valider la
seconde approche et pour illustrer un cas 3D. Pour le cas de I'érosion du cylindre, il sera
traité en 2D. Ce cas test nous permet d’explorer les résultats I’érosion en fonction du nombre
de Reynolds, de la nature de I’écoulement (confiné ou pas) et des paramétres de I’érosion (le

coefficient K, et le seuil 7.).

5.5.1 Erosion d’un cylindre
5.5.1.1 Expérimentation au laboratoire

Nous présentons d’abord une expérience de laboratoire (figure ci-dessous) menée par M.
Moore et al. [80,81], dans lequel un corps d’argile sous forme cylindrique est maintenu fixe

et soumis & un écoulement d’eau a grande vitesse.

N s

¥l oW

FIGURE 5.19: (A) : Le schéma du dispositif expérimental utilisé pour 1’érosion d’un cylindre en argile.
(B) et (C) : visualisation de I’écoulement autour d’un corps cylindrique a des différents

instants dans le processus d’érosion (extraits de M. Moore et al. [81]).

Cet essai expérimental nous permet d’avoir a la fois la visualisation de 1’écoulement, ainsi
que le profil du cylindre qui change de forme au cours de 'érosion. Dans [81], les auteurs ont
aussi élaboré un modeéle numérique utilisant la loi d’érosion interfaciale couplée & un modele
asymptotique de couche mince. En ayant recours aux équations de Prandtl [85], ce modéle
simplifie le systéme d’équations de Navier-Stokes en un systéme d’équations différentielles

ordinaires.
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5.5.1.2 Simulations numériques

Nous avons réalisé une série de tests pour observer I’érosion d’un cylindre sous I’écoulement
incompressible & Reynolds faibles a modérés. Ce choix est légitime étant donné 1’échelle
d’érosion a concernée dans notre étude. Nous mettons en évidence l'influence du nombre
de Reynolds sur le profil de I'objet érodé et nous confronterons nos résultats aux résultats
expérimentaux et numériques obtenus par M. Moore et al. [81]. Nous testerons également la

sensibilité au type d’écoulement et aux paramétres de la loi d’érosion.

Description du cas

On considére un domaine rectangulaire 2, ot on place un cylindre de rayon initial ry et
de centre (xg, o). L’écoulement incompressible est résolu par les équations de Stokes, puis
par les équation de Navier Stokes avec les conditions aux bords suivantes :

— Sur le bord I'y on impose une vitesse d’entrée uy par une condition de Dirichlet .

— Sur le bord I', on impose des conditions de "Neumann" pour avoir une sortie libre.

— Sur les deux autres bords, I'; et I'y, on impose les conditions de Dirichlet ou de "Neu-

mann" pour avoir respectivement des écoulements confinés ou non confinés.

Iy

——— > sens de I'écoulement

Iy

FIGURE 5.20: Cas test du cylindre en sol érodable placé au milieu d’un écoulement.

Pour le calcul de la contrainte de cisaillement, nous utilisons la deuxiéme approche, qui
consiste a éliminer la couche limite d’inconsistance et nous suivons le processus global alter-
nant les étapes écoulement et érosion (voir les équations du modéle dans la section 5.1). Les
points suivants résument les différents cas tests des simulations numériques effectuées :

— On traite deux types d’écoulement, confiné par des parois et non confiné;

— On fait varier le nombre de Reynolds (0 < Re < 100);

— On fait varier le seuil 7. et le coefficient d’érosion K.
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Maillage utilisé

Nous utilisons un maillage DDFV non conforme comme illustré dans la figure 5.21 avec
trois niveaux de raffinement. Le maillage est initialisé en tenant compte de la géométrie
comme critére de raffinement AMR (Adaptive Mesh Refinement) [48]. Puis, les informations
des différents volumes de contrdle nécessaires aux schémas DDFV sont calculées. L’obstacle

est contenu dans la zone la plus raffinée pour assurer une bonne estimation de la contrainte.

FIGURE 5.21: Visualisation du type de maillage utilisé pour la simulation numérique.

Etat initial
Dans la figure qui suit, on donne I’état initial des cylindres & éroder sous des écoulements

confinés. A gauche, il s’agit d’un écoulement de Stokes et & droite d’un écoulement de Navier-
Stokes (Re = 40).

FIGURE 5.22: Cylindres a ’état initial sous des écoulements confinés (Stokes a gauche,
Navier-Stokes a droite).
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Résultats d’érosion

Dans les figures suivantes, on affiche les profils de I'interface du cylindre a différentes étapes
d’érosion pour des simulations correspondants aux cas tests annoncés précédemment. Pour
ces simulations, on utilise les paramétres de 1'érosion : Ky = 107 ¢cm?/N.s et 7, = 0 Pa.

e Ecoulements de Stokes :

N s

(a) Cylindre sous écoulement confiné (b) Cylindre sous écoulement non confiné.

FIGURE 5.23: Profils de l'interface du cylindre au cours de I’érosion sous écoulements de Stokes.

e Ecoulements de Navier-Stokes avec Re = 20 :

(a) Cylindre sous écoulement confiné. (b) Cylindre sous écoulement non confiné.

FIGURE 5.24: Profils de I'interface du cylindre au cours de ’érosion sous écoulements de Navier-Stokes.
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e Ecoulements de Navier-Stokes avec Re = 40 :

G C

(a) Cylindre sous écoulement confiné. (b) Cylindre sous écoulement non confiné.

FIGURE 5.25: Profils de I'interface du cylindre au cours de 1’érosion sous écoulements de Navier-Stokes.

e Ecoulements de Navier-Stokes avec Re = 50 :

(a) Cylindre sous écoulement confiné. (b) Cylindre sous écoulement non confiné.

FIGURE 5.26: Profils de l'interface du cylindre au cours de 1’érosion sous écoulements de Navier-Stokes.
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e Ecoulement de Navier-Stokes avec Re = 80 :

(a) Cylindre sous écoulement confiné. (b) Cylindre sous écoulement non confiné.

FIGURE 5.27: Profils de I'interface du cylindre au cours de ’érosion sous écoulement de Navier-Stokes.

Les résultats que nous venons de présenter montrent plusieurs aspects sur 1’évolution de la
section du cylindre sous l'effet de 1’érosion. Ainsi, nous pouvons faire une premiére analyse
sur la forme de I'objet érodé selon le type d’écoulement :

— Sous I’écoulement de Stokes, le cylindre érodé a une forme ovale présentant une parfaite
symétrie et garde le méme centre de gravité que le cylindre initial (figure 5.23). Cette
forme se voit d’avantage érodée par 1’écoulement confiné prés des parois. On retrouve
ici les résultats obtenus par D. Lachouette [60], avec plus de précision.

— Sous l’écoulement de Navier-Stokes, le cylindre érodé ne présente plus de symétrie
amont /aval et en s’érodant, il prend en amont une forme plus ou moins triangulaire, qui
présente un point d’arrét pointant vers 'arrivée du flux. On retrouve ici les résultats
observés dans les expériences de M. Moore et al. [80,81]. Par contre, en observant l'objet
érodé en aval, on constate qu’avec des écoulements a faibles Reynolds (< 50), il garde
une forme circulaire (figures 5.24 et 5.25); et avec des Reynolds plus élevés (> 50),
cet objet prend une forme triangulaire mais avec un angle différent de celui observé en
amont (figures 5.24 et 5.25). Les simulations numériques de M. Moore et al. n’ont pas
relevé cet aspect, parce qu’ils ont considéré un modéle sur couche mince. Le confinement
a ici, aussi, un effet d’érosion de 1’'objet, accentuée prés des parois.

Nos simulations ont permis de capter des informations sur la physique de 'objet érodé.

Dans ce qui suit, nous mettons en exergue plus de détails pour 'analyse de 1’érosion que

nous avons obtenu en fonction du nombre Reynolds.

138



5.5 Applications

Dans la figure suivante on affiche les profils du cylindre érodé, aprés une durée d’érosion

égale, sous écoulements de Stokes et de Navier-Stokes avec différents nombre de Reynolds :

Etat initial -

Stokes -

Re—20

Re=50 [}

Re=80 [

¥ Axis

¥ Axis

0.45—:
0.40—2
0.35—;
0.30%
0.257;
0.20—;

0.15]

Ecoulements confinés

T
0.

X Axis

T T
40

T
0

T
.45

.60

0.457:
0.40%
0.35—;
0.30%
0.25—§

0.20

0.15]

FIGURE 5.28: Profils des interfaces érodées prises au méme instant en fonction du Reynolds.
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On constate, comme prévu, qu’en augmentant le nombre de Reynolds 1’érosion devient
plus rapide. Le confinement de I’écoulement la rend encore plus rapide. La forme en amont,
que nous avons évoquée avant, présente une pointe avec un angle asymptotique atteint pour
des Reynolds de l'ordre de quelques dizaines. Cet angle est le méme pour les nombres de
Reynolds que nous avons étudié et il est proche de 90°. M. Moore et al. [81] ont trouvé
numériquement le méme angle avec un modeéle asymptotique d’écoulement valable & haut
Reynolds. Mais, expérimentalement le temps d’érosion n’était pas suffisant pour atteindre

un tel angle.

~
1]

FIGURE 5.29: Exemples d’angles asymptotiques avals et amont (Re=>50).

Les formes triangulaires observées en aval, pour des érosions sous des écoulements a Rey-
nolds élevés, sont dues aux tourbillons derniére 'obstacle (voir figure 5.30). Ces recirculations
sont plus importantes dans le cas d’écoulements confinés, donc 1’érosion est plus forte & cet

endroit. Enfin, notons que I'angle asymptotique atteint dans ce cas est 120°.

FIGURE 5.30: Erosion en aval de 1’obstacle sous l'effet des tourbillons (Re = 50).
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5.5 Applications

e Erosion avec 7, # 0 :

Nous avons effectué ce cas test pour mettre en évidence 'effet seuil de la loi d’érosion. Pour
cela on considére un écoulement non confiné avec Re = 50. On fixe le coefficient d’érosion
Kg = 1077 em?/N.s. Numériquement, nous avons constaté que la contrainte de cisaillement
dans cette configuration est de 'ordre de 2.5 Pa, on choisit donc pour ce cas test la contrainte
critique 7. = 1 Pa. Dans la figure suivante on donne les résultats de la simulation, ot on
constate qu’a cause de ce nouveau seuil, la partie aval du cylindre ne s’érode plus car le

cisaillement trés faible a cet endroit.

FIGURE 5.31: Profils de I'interface du cylindre au cours de 1’érosion (7. = 1 Pa).

La partie amont s’érode comme dans le cas sans seuil, sauf au début ot 1’érosion n’opére
pas au "nez" de 'obstacle (voir la figure ci-dessous), car dans ce cas, le cisaillement est sous

le seuil critique.

FIGURE 5.32: Zoom sur les profils de 'interface au début de I’érosion (7. = 1 Pa).
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e Erosion avec K; =1 cm?/N.s :

Ce dernier test ne correspond pas aux hypothéses du modéle, puisqu’en prenant K; = 1
cm?®/N.s les vitesses de ’érosion et de I’écoulement auront la méme échelle. Mais, ce test nous
permet d’observer l'influence d’une érosion rapide par rapport a ’écoulement. Pour cela on
considére un écoulement non confiné, avec Re = 50 et on fixe la contrainte critique 7, a 0.
Dans la figure 5.33, on représente les profils de 'interface lors de 1’érosion avec Kj = 1 cm?/N.s.
Pour comparaison, on affiche les profils des interfaces érodées sous le méme écoulement avec
K4 = 0 cm3/N.s. Les interfaces érodées gardent globalement les mémes profils, mais avec
des érosions plus accentuées pour le cas K; = 1 em?®/N.s. Sur la moitié droite de l'objet,
en aval de ’écoulement, ces profils perdent la particularité rectiligne, ceci ressemble aux
profils constatés sous un écoulement a bas Reynolds. Ceci peut s’expliquer par le fait que

I’écoulement trouve un régime asymptotique plus tard prés du "nez" de 'obstacle.

FIGURE 5.33: Profils de l'interface du cylindre au cours de I’érosion avec K4 = 1 cm®/N.s.

FIGURE 5.34: Profils de l'interface du cylindre au cours de I’érosion avec K4 = 1077 cm?®/N.s.
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5.5 Applications

5.5.2 Erosion d’une bille

Pour illustrer un cas 3D, on reprend la simulation de la bille de sol placée au milieu d’un
canal rectangulaire Q = [0,2] x [0, 1]> que nous avons présentée précédemment. On utilise
deux écoulements confinés, I'un est décrit par les équations de Stokes et 'autre est décrit

par les équations de Navier-Stokes avec Re = 20.

FIGURE 5.35: Cas test d’une bille sous un écoulement au milieu d’un canal.

Le maillage utilisé est représenté dans la figure 5.36. C’est un maillage DDFV non conforme,
initialisé¢, comme dans le cas précédent, en tenant compte de la géométrie comme critére de
raffinement AMR. Les informations nécessaires aux schémas DDFV sont calculées ensuite.

L’objet a éroder est contenu dans la zone la plus raffinée.

FIGURE 5.36: Visualisation du maillage utilisé et de la bille & éroder.
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Dans les deux figures ci-dessous on représente la norme de la contrainte du cisaillement
exercée par le fluide sur la bille. Cette contrainte est parfaitement symétrique dans le cas
d’un écoulement de Stokes comme le montre la figure 5.37. Dans le cas de Navier-Stokes, la
symétrie est perdue; l'inertie du fluide impose un fort cisaillement sur la partie de la bille
se trouvant en amont du flux. En observant les profils de ces contraintes, on constate qu’ils
présentent autour de la bille des valeurs trés importantes sur les cotés qui sont faces aux
parois et moins importantes dans les parties face aux angles du canal qui est une région

moins confinée. Dans les parties amont et aval, les valeurs du cisaillement sont quasi nulles.

FIGURE 5.37: Contrainte de cisaillement d’une bille soumise & un écoulement de Stokes confiné.

FIGURE 5.38: Contrainte de cisaillement d’une bille soumise & un écoulement de Navier-Stokes confiné.
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5.5 Applications

Nous donnons, sur les figures qui suivent, quelques résultats de la simulation numérique
de ’érosion de la bille sous un écoulement de Navier-Stokes (Re = 20). Pour les paramétres

de I’érosion on prend : Ky = 1077 cm?/Ns et 7. = 0 Pa.

FIGURE 5.39: La bille au début de 1’érosion.

FIGURE 5.40: La bille en érosion & un temps intermédiaire.
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FIGURE 5.41: La bille en érosion & un autre temps intermédiaire.

FIGURE 5.42: La bille a la fin de ’érosion.
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5.6 Conclusion

5.6 Conclusion

A travers ce chapitre, nous avons présenté deux approches pour donner un calcul pertinent
de la contrainte de cisaillement & Uinterface solide/fluide. La premiére approche consiste a
s’extraire de la couche limite d’inconsistance. Une approche qui fonctionne bien dans le cas
radial mais qui montre ses limites quand 1’écoulement présente des grandes variations de
cisaillement au voisinage de l'obstacle. La deuxiéme approche permet d’éliminer la couche
limite d’inconsistance et de donner un calcul consistant de la contrainte a l'interface. C’est
ainsi que les limites de la premiére sont corrigées .

Par la suite, nous avons assemblé les outils numériques développés tout au long de la thése
pour présenter des applications décrivant des processus complets d’érosion. Des validations
ont été présentées dans les cas simulant 1’érosion d’un trou (HET) et I’érosion d’un cylindre
tournant (RCT). Les simulations numériques du cas de I’érosion du cylindre, tel que décrit
dans 'expérience de M. Moor et al. [80,81], permettent d’explorer en détails plusieurs as-
pects physiques. Nous avons mené ces simulations en variant les parameétres d’écoulement
(le nombre de Reylonds et le confinement ou pas de I’écoulement) et les parameétres de la loi
d’érosion (le seuil 7. et le coefficient Kj). Les résultats ont été confrontés aux expérimenta-
tions réelles et ont montré que notre modéle donne une description riche du phénoméne. Le
cas de I’érosion de la bille, bien qu’il reste purement académique, montre bien la capacité du

code a fournir de simulations totalement 3D.
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L’érosion hydraulique des sols, qu’elle soit interne ou de surface, implique des phénomeénes
complexes et variés qui dépendent de nombreux paramétres, tels que la nature et ’état du
sol, ainsi que le type d’écoulement subit par le sol. Plusieurs travaux de recherche ont été
menés pour reproduire ces phénomeénes en laboratoire, puis les modéliser numériquement.
L’étude que nous avons présentée dans ce manuscrit apporte une contribution a la simulation

numérique de 1’érosion interfaciale de sol cohésif.

Nous avons commencé par présenter un état de I’art qui aborde le contexte général de 1’éro-
sion dans les ouvrages hydrauliques et qui dresse un bref bilan des études expérimentales
de ce phénoméne. Par la suite, nous avons décrit 1’érosion depuis un modéle d’écoulement
incompressible et d’une loi d’érosion interfaciale. Notre intérét s’est porté sur la phase d’ini-
tialisation du phénomeéne otu, a cette échelle, les écoulements considérés sont laminaires. La
modélisation s’appuie sur les hypothéses d'un sol cohésif et imperméable soumis & un écou-
lement dilué. De ce point de vue, la dynamique de I'érosion est décrite par I’évolution de
'interface sol/fluide supposée fine. Ainsi, I’érosion est pilotée par une loi empirique; une
relation a seuil basée sur la contrainte de cisaillement a l'interface. La modélisation numé-
rique que nous avons choisie est basée sur une approche eulérienne, qui consiste a définir
les milieux eau et sol dans un domaine discrétisé par un maillage fixe, puis, a résoudre les
équations de ’écoulement sur le domaine eau/sol unifié par la technique des domaines fictifs
et a déterminer enfin 1’évolution de l'interface par Level Set. Cette approche a été analysée
et validée par D. Lachouette [60] par la méme modélisation que nous considérons. Elle s’est
révélée moins couteuse que 'approche lagrangienne, utilisée par F. Mercier [67] pour la mo-
délisation de I’érosion par un écoulement turbulent, qui consiste & ne modéliser que la partie

fluide en remaillant & chaque déplacement de l'interface.

Les premiéres modélisations ont mis en exergue 'importance du calcul de la contrainte
et de la discrétisation au niveau de l'interface eau/sol [60]. La bonne prédiction de la vi-
tesse d’érosion repose sur ce point essentiel. La nécessité d’effectuer des adaptations locales
de maillage a été mise en évidence, afin de gagner en précision, tout en autorisant des si-

mulations tridimensionnelles réalistes. Or, le schéma de discrétisation cartésien sur grille
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décalée n’autorisait pas une telle amélioration. C’est pourquoi, pour résoudre les équations
de Navier-Stokes, nous proposons une nouvelle formulation par schéma DDFV (Discrete Dua-
lity Finite Volume), avec laquelle nous pouvons réaliser des raffinements locaux sur maillages
non-conformes et non-structurés. De plus, nous avons établi la stabilité inconditionnelle de
ce schéma associé a une discrétisation temporelle adaptée et s’appuyant sur les méthodes
de projection. D’autre part, ’approche par pénalisation a mis en évidence une couche limite
d’inconsistance a linterface fluide/solide lors du calcul de la contrainte de cisaillement in-
duisant ainsi & un probléme & frontiére libre. Nous avons donc proposé deux solutions pour
déterminer cette contrainte d’une facon consistante. Dans la premiére, il suffit de s’extraire de
la couche limite d’inconsistance pour trouver une estimation correcte de la contrainte. Dans
la seconde, on élimine cette couche limite par un procédé de prolongement C! du champ
de la vitesse (pénalisée) dans le sol. Ainsi, le calcul de la contrainte a linterface devient

consistant ; il s’agit donc d’une alternative aux méthodes de frontiéres immergées.

Au final, aprés les premiéres validations par des tests simulant 1’érosion d’un trou (HET)
et I’érosion d’un cylindre tournant (RCT), deux applications ont été menées. La premiére,
concerne l'érosion d’un cylindre dont les résultats ont été comparés aux tests expérimen-
taux [80,81], ce qui a permis de confirmer la validité de notre modéle. Cette application
a mis en lumiére plusieurs paramétres montrant la pertinence de I'approche. L’analyse de
I'influence du nombre de Reynolds conduit a une meilleure évaluation et compréhension des
phénoménes d’érosion. Par ce modéle, nous pouvons balayer une large palette d’écoulement,
allant du régime de Stokes au régime transitoire. Le test avec un coefficient d’érosion suffi-
samment grand montre que le modéle peut donner des résultats qualitativement fiables méme
dans le cas d’écoulement en régime asymptotique. Quant au test portant sur la contrainte
critique, il a permis de mettre en évidence l'influence du seuil sur les profils d’érosion. La
seconde application, qui concerne 1’érosion d’une bille, a montré la capacité du code a fournir

des simulations 3D.

Perspectives

Plusieurs axes peuvent étre approfondis et explorés & I'issue de ce travail. Il sera intéressant
d’améliorer et d’optimiser 'outil numérique et de donner des pistes afin d’élargir le champ

d’application du modéle. Dans la suite, nous allons préciser successivement ces points.
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— Mazllage avec raffinement dynamique
L’initialisation du maillage est faite en tenant compte de la géométrie comme critére
de raffinement AMR. Une configuration qui reste fixe durant le processus de ’érosion.
Un maillage dynamique pourrait étre réalisé en raffinant selon un critére qui prend en
compte la position de l'interface par la valeur de la fonction Level Set. Ce procédé al-
légera la taille du systéme mais générera un cotit supplémentaire lors des calculs des
informations nécessaires, a chaque itération, aux schémas DDFV tels que la numérota-

tion, les volumes de controle et ’assemblage du systéme.

— Modification de la loi d’érosion
La loi d’érosion, que nous avons utilisée, est une loi basée sur le calcul du cisaillement.
Les expérimentations en laboratoire l'ont validée dans les cas d’essais HET. Cela per-
met de prendre en compte le fait que les particules se détachent du sol dans la direction
normale. Cela est valable dans le cas des écoulements tangentiels a interface planes,
mais est-ce le cas en général 7 Des études expérimentales pourraient étre menées pour

prendre en compte 'influence d’autres termes que la contrainte de cisaillement.

— Ecoulements a haut Reynolds
Le cadre de notre étude couvre le traitement de ’érosion dans les régimes de Stokes,
laminaire et stationnaire. A une autre échelle, I’érosion pourrait se déclencher a cause
des variations locales de pression dans un écoulements turbulent [67]. La loi utilisée
ne couvre pas ce cas de figure. Mais I'observation des effets d’un écoulements & haut
Reynolds sur I’érosion, en restant dans le méme cadre, pourra étre envisagé en résolvant

les équation de Navier-Stokes par un schéma explicite.

— Solveur avec parallélisation MPI
La parallélisation du solveur du systéme linéaire basé sur les directives OpenMP donne
une scalabilité correcte, mais la gestion de la mémoire partagée reste une limite pour
une parallélisation massive. L’utilisation d’un solveur avec la librairie MPI permettra

de palier a cette limitation.

— Couplage avec déferlement de vagues
Le modeéle que nous avons présenté tient en compte deux milieux sol/fluide. Un couplage
avec le modéle eulérien des milieux air/sol ouvrira la voie a une simulation de ’érosion

dans les zones de surf.
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Modélisation et simulation numériques de I’érosion par DDFV

L’objectif de cette étude est de simuler 1’érosion d’un sol cohésif sous ’effet d’un écoulement incompressible.
Le modéle élaboré décrit une vitesse d’érosion interfaciale qui dépend de la contrainte de cisaillement de
I’écoulement. La modélisation numérique proposée est une approche eulérienne, ou une méthode de pénalisation de
domaines est utilisée pour résoudre les équations de Navier-Stokes autour d’un obstacle. L’interface eau/sol est
décrite par une fonction Level Set couplée a une loi d’érosion a seuil.

L’approximation numérique est basée sur un schéma DDFV (Discrete Duality Finite Volume) autorisant des
raffinements locaux sur maillages non-conformes et non-structurés. L’approche par pénalisation a mis en évidence
une couche limite d'inconsistance a l'interface fluide/solide lors du calcul de la contrainte de cisaillement. Deux
approches sont proposées pour estimer précisément la contrainte de ce a frontiere libre. La pertinence du modele a
prédire I’érosion interfaciale du sol est confirmée par la présentation de plusieurs résultats de simulation, qui offrent
une meilleure évaluation et compréhension des phénomeénes d'érosion.

Mot clés : érosion interfaciale, écoulement incompressible, Navier-Stokes, domaines ficifs, Level Set, Discrete
Duality Finite Volume, Adaptative Mesh Refinement, algorithme de projection, probléme a fronticre libre.

Modelling and numerical simulations of erosion by DDFV scheme

This study focuses on the numerical modelling of the interfacial erosion occurring at a cohesive soil undergoing
an incompressible flow process. The model assumes that the erosion velocity is driven by a fluid shear stress at the
water/soil interface. The numerical modelling is based on the eulerian approach: a penalization procedure is used to
compute Navier-Stokes equations around soil obstacle, with a fictitious domain method, in order to avoid body-
fitted unstructured meshes. The water/soil interface’s evolution is described by a Level Set function coupled to a
threshold erosion law.

Because we use adaptive mesh refinement, we develop a Discrete Duality Finite Volume scheme (DDFV),
which allows non-conforming and non-structured meshes. The penalization method, used to take into account a free
velocity in the soil with non-body-fitted mesh, introduces an inaccurate shear stress at the interface. We propose
two approaches to compute accurately the erosion velocity of this free boundary problem. The ability of the model
to predict the interfacial erosion of soils is confirmed by presenting several simulations that provide better
evaluation and comprehension of erosion phenomena.

Keywords: interfacial erosion, incompressible flow, Navier-Stokes, fictitious domains, Discrete Duality Finite
Volume, Adaptative Mesh Refinement, Level Set, projection algorithm, free boundary problem.
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