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Introduction

Mes principales activités de recherche concernent I’étude des grandes déviations, des déviations modérées
et des inégalités de déviations pour certains processus aléatoires issus de la statistique (estimateurs
des parametres d’une diffusion, chaines de Markov, martingales, moyennes mobiles et périodogramme).
J’ai diversifié mes activités de recherches en m’intéressant aux inégalités de transport-information, a
la statistique des processus, aux chaines de Markov bifurcantes et aux modeles de vieillissement de
population, ainsi qu’aux mathématiques financieres.

Ce document présente une synthese de mes travaux de recherche et décrit ainsi brievement les articles
dont la liste est présentée p.3. Ces travaux incluent tous les résultats obtenus depuis ma these jusqu’aux
plus récents. Ces recherches se regroupent naturellement selon 4 thémes principaux, ne respectant pas
I'ordre chronologique, mais qui ont en commun une thématique majeure : les grandes déviations, et
par extension, les déviations modérées, les inégalités de déviation et leurs applications. Ces quatre
themes sont les suivants :

1. Grandes déviations pour les estimateurs de la (co)-volatilité

Ces travaux sont faits apres la theése, sauf le premier qui a été réalisé pendant celle-ci.

Les processus de diffusion jouent maintenant un réle prédominant dans de nombreux champs applicatifs
comme les mathématiques financieres ou la génétique des populations. Il est alors crucial de pouvoir esti-
mer finement le coefficient de diffusion (appelé volatilité en finance), associé a ces équations différentielles
stochastiques.

Dans 'estimation de la volatilité en finance, on dispose souvent d’observations a des temps, régulierement
espacés ou non, ou encore a des temps aléatoires, ce qui rend le probleme plus difficile. Depuis quelques
années, des percées méthodologiques ont permis de montrer la consistance ou la normalité asymptotique
des estimateurs, dans ces cas. Cependant, afin de calibrer finement les modeles, il est crucial de pouvoir
montrer des théoremes plus puissants de type grandes déviations, c’est-a-dire d’établir des équivalents
asymptotiques logarithmiques pour 'erreur d’estimation. C’est un probleme largement ouvert, quelques
résultats seulement existent qui sont souvent restreints a des cas d’observations uniformes.

Plus précisement, nous modélisons 1’évolution d’une variable d’état observable par un processus stochas-
tique Xy = (X14, Xa,4),t € [0,1]. Dans les applications financieres, X; peut étre considéré comme le taux
d’intérét a court terme, un taux de change ou le logarithme du prix d’un actif ou d’un indice boursier.
Supposons que X1 et Xo; sont définies sur un espace de probabilité filtré (0, F, (F:),P) et suivent un
processus de Ito, a savoir :
Xm,t = Ul,tdBl,t + bl(t,w)dt,
{ dXQ,t = 0’27tdBQ,t + bg(t, w)dt,

ol By et By sont des mouvements browniens standards corrélés avec Corr(Bi ¢, Bat) = pi. On peut
éerive dBy; = pidBi + /1 — pidBsy, ot By = (Bi,t)icjo1] €t Bz = (Bs,¢)ie[o,1) sont des mouvements
browniens indépendants.

On limite notre attention au cas ou o1, o2 et p sont des fonctions déterministes. Les fonctions oy, £ = 1,2
prennent des valeurs positives tandis que p prend ses valeurs dans Uintervalle | — 1, 1].

Nous nous sommes intéressés au vecteur de la (co-)variation
Vi = (X1, [Xole, (X1, Xo),)T
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ou [ Xy = fot UZSds,E = 1,2 représente la variation quadratique du processus Xy, et (X7, Xa); :=

t . , ..
fo 01,502,sPsds la covariance déterministe entre X; et Xs.

Etant donné des observations discrétes également espacées (X Ltp, Xogn, bk =1,--- ,n) dans Uintervalle
[0,1] (avec t} =k/n ), un théoreme limite pour les processus stochastiques affirme que

(1) V(X)) = (QF(X), Q5 (X),CP (X)),

usuellement appelée la (co-)variance réalisée, est un estimateur consistant de V;, avec, pour £ = 1,2

[nt] [nt]
Qpo(X):=> AX7 et CHX)i=) AX18pXy ot ApXyi=Xpp, — Xew, -
k=1 k=1

Notre but dans ce chapitre est de présenter les principes de grandes déviations et de déviations modérées
de cet estimateur. Bien que ces statistiques aient été étudiées depuis pres de 20 ans, il y a de fagon
surprenante tres peu de résultats dans cette direction. L’explication peut étre la suivante : les techniques
habituelles (telle que la méthode de Géartner-Ellis) ne fonctionnent pas et un traitement trés particulier
doit étre effectué pour ce probleme.

Notons que la forme des fonctions de taux de grandes déviations est aussi originale. En effet, un terme
correctif supplémentaire apparait dans ’évaluation de la fonction de taux, au niveau processus. Ce
phénomene est di a la faible intégrabilité exponentielle des estimateurs, il a été d’abord remarqué par
Lynche et Sethuraman [119].

Nous avons considéré le cas unidimensionnel dans [T-D1], un travail en collaboration avec A. GUILLIN et
L. WU [T-D1] publié dans Statistical Inference For Stochastic Processes. Nous avons étudié les grandes
déviations et les inégalités de déviations pour l'estimateur de la variation quadratique Q7 ,(X).

Dans le cas bidimensionnel, nous avons obtenu en collaboration avec Y. SAMOURA [H-D12], publié dans
Statistics € Probability Letters, le principe de grandes déviations pour l'estimateur de la covolatilité
réalisée C7' (X).

Récemment, en collaboration avec A. GUILLIN et Y. SAMOURA ([H*-D13] soumis), nous avons considéré
les grandes déviations pour le vecteur V;*(X) défini dans (1). Comme application de notre résultat
principal, nous avons donné, dans certains cas, les grandes déviations pour les estimateurs des coefficients
de corrélation et de régression.

En collaboration avec H. JIANG ([H-D14] soumis), nous considérons une diffusion bidimensionnelle en

Nyt
présence de processus de sauts de type processus de Poisson composé de la forme J,; = Z Y, ;. Les

i=1
processus a sauts sont des outils standards, par exemple, pour modéliser des valeurs d’un actif financier
ou dans 'assurance. La motivation clé derriere des modeles de diffusion a sauts est ’étude de marché des
actions qui aboutissent a des changements soudains du prix ou I’étude des titres risqués et qui ne peuvent
pas étre modélisé par une seule composante diffusive continue.

L’estimateur V;*(X) donné dans (1) est fortement influencé quand les processus X, contiennent des sauts.
En fait, quand n tend vers l'infini une telle somme s’approche du vecteur (co-)variation quadratique
globale qui contient aussi les co-sauts.

Au cours des dernieres années, plusieurs auteurs ont proposé diverses méthodes d’estimation pour le
vecteur de la (co-)volatilité. L’utilisation d’un estimateur tronqué est une des techniques utilisées dans
I'inférence pour des processus stochastiques a sauts. Dans ce travail, nous utilisons l’estimateur tronqué
introduit par Mancini [121] ol seulement les variations par rapport & une fonction de seuil donnée sont
prises en compte. On utilise donc I'estimateur Vi* = (QF ;, Q3 ;,C[") ot

[nt] [nt]

Qi = Z(Ale)Ql{(Ang)zgr(%)}a et Ci'= ZAleAkXQ]-{maxf:l(Ang)2§T(%)}'
=1 =1



Sous certaines conditions sur la fonction de seuil, nous obtenons les mémes grandes déviations que dans
le cas de processus sans saut.

Actuellement, en collaboration avec H. JIANG, A. GUILLIN et Y. SAMOURA [H-D15], nous considérons
une diffusion bidimensionnelle dans le cas d’un échantillonnage asynchroune, en utilisant ’estimateur de
Hayashi-Yoshida défini par

Unim =Y > AX1(INAXo () (11015 203
i=1 j=1

o I* = (s;—_1,8i], J = (tj_1,1;]. Hayashi et Yoshida ont prouvé que cet estimateur était a la fois non
biaisé pour la covariance et consistant. On obtient les déviations modérées dans ce cas. Les grandes
déviations sont un peu plus difficiles & obtenir, sauf dans quelques cas particuliers pour les coefficients de
diffusion.

2. Chaines de Markov bifurcantes et théorémes limites

Ces travaux ont été effectués apres la these.

Les chaines de Markov bifurcantes (BMC) sont une adaptation des chaines de Markov habituelles aux
données d’un arbre binaire régulier. En d’autres termes, ce sont des chaines de Markov pour lesquelles ’en-
semble des indices est un arbre binaire régulier. Elles sont appropriées par exemple dans la modélisation
de données d’origine cellulaires quand chaque cellule d’une génération donne naissance a deux descendants
dans la génération suivante.

Récemment, les chaines de Markov bifurcantes ont fait 'objet de beaucoup de travaux a cause
d’expériences de biologistes étudiant le vieillissement de Escherichia Coli (voir [160], [97]). E. Coli est
une bactérie en forme de tige qui se reproduit en se divisant en son milieu, produisant ainsi deux cellules :
celle qui a déja existé et que nous appelons la vieille descendante du pole, et I'autre qui est nouvelle et
que nous appelons la nouvelle descendante du poéle. Le but de ces expériences était de chercher la trace
de vieillissement dans E. Coli.

A

Extrémité —= [0 1 l-— Extrémité
D Grossissement cellulaire
(: Début de division cellulaire

Cellule Cellule
. o= (1_0J{0_2)—= " ;i
nouvelle extrémité ancienne extrémité

Ancienne D MNouvelles : Ancienne
s
extrémité 1 axtrémités l extrémité

Cellule nouvelle

Cellule ancienne
extrémité pour extrémité pour
-(:)au maoins deux .. au mains deux
/ \:hwsmns / wmsmms

FIGURE 1 — Mécanisme de division, de Stwart, Madden, Paul et Taddei, PLoS Biol.,2005

Cowan et Staudte [50] et Guyon & al. ([97], [96]) ont proposé le modele Gaussien linéaire suivant pour
décrire I’évolution du taux de croissance X,, de l'individu n de la population des cellules tirées d’un



individu initial
Xon = ap Xy + Bo + €2n
L(X1)=v, et VYn > 1,
Xont1 = a1 Xp + B1 + 2041,

n étant la mere, 2n la nouvelle descendante du poéle et 2n + 1 la vieille descendante du pdle, ag, 1 €
(=1,1); Bo,P1 ER et ((Egn, Eont1), N > 1) des variables aléatoires i.i.d..

Ce modele est un exemple typique de la dynamique Markovienne bifurcante et a été la motivation pour
I’étude mathématique rigoureuse des BMC [96].

On note T, le sous-arbre de tous les individus en partant de 'individu initial jusqu’a la r-ieme génération.
On sait que son cardinal |T,| est égal & 2" 71 — 1. Nous nous sommes intéressés aux moyennes empiriques

du type
1

Mz, (f) = m

Z (X, Xoi, Xoiy1)-

i€T,

Un outil essentiel est la chaine induite Y = (Y;,7 € IN*) correspondant & une lignée prise uniformément
au hasard parmi toutes les lignées.

Nos objectifs dans ce travail en collaboration avec V. BITSEKI PENDA et A. GUILLIN ([H-D8] publié
dans Annals of Applied Probability), sont multiples. Sous I'hypotheése d’ergodicité géométrique ou d’er-
godicité géométrique uniforme de cette chaine, on obtient quelques théoremes limites comme la loi des
grands nombres, la loi du logarithme itéré, le théoreme de la limite centrale et le principe de déviations
modérées pour une classe de fonctions f. Nous obtenons aussi des inégalités de déviations pour la quantité
précédente. Nos résultats mettent en évidence une compétition entre la division binaire et la vitesse de
convergence du coefficient d’ergodicité et on obtient des régimes dépendant de la position de ce coefficient
par rapport & 1/2.

Comme applications de ces résultats sur les chaines de Markov bifurcantes, on obtient les déviations
modérées et les inégalités de déviations pour l'estimateur des parametres inconnus dans le processus
autorégressif bifurcant d’ordre 1 avec un bruit Gaussien ou un bruit borné. Ces estimations sont impor-
tantes pour une étude statistique rigoureuse. En collaboration avec V. BITSEKI PENDA ([H-DS8] publié
dans Annales de ’Institut Henri Poincaré Probabilités et Statistiques), on a étudié les mémes questions
mais pour un modele auto-régressif d’ordre quelconque par une approche martingale. Une analyse fine de
ce modele est faite par BERCU, GEGOUT-PETIT et SAPORTA (2009).

3. Inégalités fonctionnelles et applications

Ces travaux ont été faits apres la these.

Nous nous intéressons dans cette partie aux inégalités fonctionnelles du type inégalités de transport ou
de Sobolev logarithmiques, dont ’étude a suscité ces 20 dernieres années un engouement croissant, voir
par exemple 'ouvrage pédagogique [6] et les cours, ou le livre de Ledoux [114, 115]. Leur intérét provient
non seulement de leurs conséquences en probabilités en termes, par exemple, d’inégalités de déviations,
de concentration de la mesure et de convergence de semi-groupes, mais aussi en analyse des équations
aux dérivées partielles, pour I’étude de la vitesse d’atteinte de 1’équilibre, voir par exemple Villani [167].

Sur (F,d) un espace métrique, pour p > 1 et p,v deux mesures de probabilités sur F, on définit la

distance de Wasserstein LP
1/p
inf (//d(x,y)pdﬂ'(ac,y))

ou l'infimum est pris sur toutes les mesures de probabilité sur E x E de marginales p et v (7 est alors
appelée couplage de p et v). On dit alors que u satisfait une inégalité de transport T}, pour p € [1,2], de
constante C' (que nous notons u € T,,(C')), si pour toute mesure de probabilité v

Wy (1,v) < V2CH (v|p)

d
Wy (p,v)



avec H(v|p) Pentropie (ou information de Kullback) définie par
dv . .
H(v|p) = [ log d—du, si dv < dp; 400 sinon.
)

Ces inégalités impliquent, de par les travaux de MARTON et TALAGRAND, des inégalités de concentra-
tion de type gaussienne et sont donc particulierement utiles en pratique. Rappelons que 'inégalité de
concentration se traduit par une des deux formulations équivalentes suivantes :

— pour A C E avec u(A) > 1/2 (par exemple), alors u(A") > 1 —e(r) on A" = {x € E,d(x, A) <r},

— pour toute fonction f 1-Lipschitz (par exemple), u({z € E, f(z) > m+r}) < e(r), m étant la médiane.

. . — 2
On parle d’une concentration Gaussienne quand e(r) ~ e~ "

Notons que pour p =1 et d(x,y) = 1z, T1 est 'inégalité de Pinsker-Csizsar, qui est toujours vérifiée.
Pour des distances générales, les inégalités de transport ont été étudiées par Marton [124, 125] qui les
a élégamment reliées au phénomene de concentration de la mesure; par Talagrand [163] qui a montré
que Th était vérifiée par la mesure gaussienne et la distance euclidienne ; par BOBKOV-GOTZE [33] qui
ont donné une caractérisation de 77 par un contréle de la transformée de Laplace associée a la mesure,
(voir Ledoux [115] pour de plus amples références). Otto-Villani [141] et Bobkov-Gentil-Ledoux [32] ont
montré qu’une inégalité de Sobolev logarithmique impliquait 75.

En collaboration avec A. GUILLIN et L. Wu ([H-D5] publié dans Annals of Probability), nous avons
cherché une condition nécessaire et suffisante applicable pour le transport 77 comme pour les mesures
satisfaisant une condition d’intégrabilité gaussienne, complétant la caractérisation fonctionnelle établie
par Bobkov-Gotze. Ainsi p satisfait une inégalité T} si et seulement si :

36 >0, //ead(x’y)Zdu(x)du(y) < o0.

Nous montrons ensuite comment étendre ces inégalités de transport aux suites dépendantes (notamment
markoviennes) et nous les appliquons au cas de lois de diffusions ainsi qu’a certains systeémes dynamiques
aléatoires. Nous proposons ensuite une méthode de type GIRSANOV pour établir le transport 75 dans le
cas infini-dimensionnel de la mesure de WIENER ou de lois de diffusions, obtenant ainsi des résultats pour
ce transport qui ne découlent pas d’une inégalité de Log- SOBOLEV.

Nous obtenons dans un travail en collaboration avec L. WU ([H-D7], publié dans Annales de UInstitut
Henri Poincaré Probabilités et Statistiques,) des inégalités transport-information plus précises pour la
moyenne empirique d’un processus de Markov unidimensionnel en contrélant la norme Lipschitzienne de
la solution de I’équation de Poisson. Plus précisément, considérons (X; : ¢ > 0) une diffusion réversible
par rapport & une probabilité 1, de générateur infinitésimal £. On s’intéresse a la solution G € L?(p)
avec u(G) = 0 de I’équation de Poisson

—LG =g

olt g € L?(u) telle que u(g) = 0. Dans l'interprétation physique de la diffusion de chaleur, g représente
la source de chaleur et G est la distribution de chaleur d’équilibre. Cette inversion du générateur nous
donne des informations importantes sur le processus de Markov associé, spécialement en ce qui concerne
la moyenne empirique associée. On se restreint au cas unidimensionnel sur un intervalle I. Notre objectif

est d’estimer
|G(y) — G(2)]
|

G|l Ls = sup
PN vena<y 1(y) — p(2)

a laide des différentes normes de g, (ici p est telle que p’(z) > 0). Ceci conduit & une interprétation
intéressante de la formule variationnelle pour le trou spectral A; diie & Chen ([43]).

L’importance du trou spectral réside dans le fait qu’il décrit le taux de convergence exponentielle. L’étude
de A\; a une trés longue histoire, le lecteur est renvoyé aux livres [44, 168] pour des bibliographies.

Nous obtenons dans ce travail la meilleure constante dans l'inégalité isopérimétrique de CHEEGER et
certaines inégalités de concentration plus précises pour la moyenne empirique

1 t
—/ g9(Xs)ds.
t 0
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Ces résultats sont des conséquences immédiates de I'estimation de ||G/| ;p(,) via la décomposition forward-
backward de martingale ou via des inégalités transport-information développées dans [95].

4. Déviations modérées pour des variables aléatoires dépendantes

Dans ces travaux, faits essentiellement pendant ma these (5 publications pendant la these et 2 aprés la
these), on s’intéresse aux principes des grandes déviations et des déviations modérées de fonctionnelles
dépendant d’une suite infinie de variables aléatoires indépendantes de méme loi. Ce cadre couvre diverses
situations : filtrage, statistique, systémes dynamiques, moyennes mobiles [T-D3] et [T-D19]. Nous nous
sommes intéressés a I’obtention des conditions les plus optimales pour le principe des déviations modérées
pour des différences de martingales, pour les suites ¢-mélangeantes [T-D4], pour le périodogramme em-
pirique [H-D6], pour le processus empirique fonctionnel d’une chaine de Markov [T-D2|, [T-D17] et la
statistique de Durbin-Watson [H-D9], en s’inspirant du cadre indépendant. Nous renvoyons au dernier
chapitre de ce manuscrit pour plus de détails.

Rappel

Par souci de clarté et pour ne pas alourdir ce manuscrit, nous ne présenterons que les éléments clés des
démonstrations de nos principaux résultats, oubliant parfois les hypotheses les plus techniques pour ne
laisser que les plus significatives, renvoyant aux textes complets des articles pour les détails.

Enfin, comme ce manuscrit se place clairement dans le cadre des grandes déviations, rappelons la définition
de celles-ci : soit (X,,) une famille de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (2, F,P)
a valeurs dans un espace topologique séparé et régulier E. On dit que (X,,) (ou P(X,, € -)) satisfait le
Principe de Grandes Déviations (PGD) de vitesse A, tendant vers U'infini et de bonne fonction de taux
I si

1. I : E — [0,00] est une application semi-continue inférieurement et inf-compacte (ensembles de
niveaux compacts) ;

2. pour tout ensemble borélien A de E, on a

1 1
— inf I(z) <liminf I logP(X,, € A) < limsup . logP(X,, € A) < — inf I(x),

reA° n—00 n n— oo n z€A

ot A° et A désignent respectivement, 'intérieur et la fermeture de A.

On dit que la suite de variables aléatoires (X,,) satisfait le Principe de Déviations Modérées (PDM) de
vitesse b2 avec 1 < b, < /n et de fonction de taux J, si la suite (y/n(X, — E(X,))/bn)n satisfait le
PGD de vitesse b2 et de fonction de taux J.

Un PDM est donc un résultat intermédiaire entre le théoreme de la limite centrale (TCL) et un PGD.
Un PDM nécessite généralement des hypotheses moins fortes quun PGD et présente une fonction de
taux généralement quadratique, plus aisément manipulable. Il a en outre un lien naturel avec la loi du
logarithme itéré (voir Deuschel-Stroock [66]).

On aura besoin de la notion de convergence super exponentielle, que nous rappelons ici. On dit que X,
converge \,-super exponentiellement vers une variable aléatoire X en probabilité, ot A,, — oo, si pour
tout 6 > 0 1
lim sup I log P(d(X,, X) > §) = —o0.
n—oo n

superexp

Cette convergence super exponentielle de vitesse A, sera notée X, X.

n



Chapitre 1

Grandes déviations pour les
estimateurs de la (co-)volatilité

Dans ce chapitre, nous présentons les articles [T-D1], publié dans Statistical Inference For Stochastic
Processes, [H-D12], publié dans Statistics & Probability Letters, les articles [H-D13] et [H-D14] sont
soumis et P'article [H-D15] est un travail en cours de réalisation.

1.1 Introduction

Pendant les dix dernieres années, il y a eu un développement considérable de la théorie asymptotique
pour des processus observés a une haute fréquence. Ceci a été principalement motivé par des applications
financieres, ot les données, comme les cours des actions ou des monnaies, sont observées tres fréquemment.

La covariance de la rentabilité d'un actif et ses statistiques connexes jouent un réle de premier plan
dans de nombreux problemes théoriques ainsi que pratiques, rencontrés dans le domaine de la finance.
De facon analogue a ’approche de la volatilité réalisée, 'idée d’employer des données haute fréquence
dans le calcul de la covariance entre deux actifs mene au concept de covariance réalisée. Le role clé de la
quantification de la (co-)volatilité intégrée dans 'optimisation de portefeuille et de gestion des risques, a
stimulé un intérét croissant pour les méthodes d’estimation pour ces modeéles.

Il est naturel d’utiliser le cadre asymptotique lorsque le nombre d’observations a haute fréquence dans
un intervalle de temps fixe (un jour par exemple) augmente a 'infini.

Ainsi Barndorff-Nielsen et Shephard [16] ont établi une loi des grands nombres, et étudié les fluctuations
correspondantes de la volatilité réalisée. Ces estimations ont été étendues aux configurations plus générales
de la statistique par Barndorff-Nielsen et al. [15] et [14]. Dovonon, Gongalves et Meddahi [69] ont considéré
des expansions d’Edgeworth pour la statistique de la volatilité réalisée et son analogue bootstrap.

Ces résultats sont essentiels pour explorer les comportements asymptotiques de la (co-)volatilité réalisée.
Il y a aussi des estimations par des approches différentes pour la (co-)volatilité intégrée dans les modeles
multidimensionnels et les théoreémes limites. On peut se référer & Barndorff-Nielsen et al. [17] et [15]
ou les auteurs présentent, d’'une maniere unifiée, une loi faible des grands nombres et un TCL pour un
estimateur général, appelé variation réalisée généralisée a double puissance.

Pour les travaux connexes concernant les cas de deux variables en vertu d’un plan d’échantillonnage non
synchrone, voir Hayashi et Yoshida [99], Bibinger [26], Dalalyan et Yoshida [51], voir aussi Alt-Sahalia
et al. [2] et les références qui y sont citées. Pour lestimation de la (co-)variance du processus log-prix
en présence de bruit de microstructure du marché, nous renvoyons & Bibinger et Reiss [27], Robert et
Rosenbaum [152], Zhang et al. [184] et [185]. Voir aussi Gloter [87], ou Comte et al. [49] pour I’estimation
non paramétrique dans le cas d’un modele a volatilité stochastique.

11
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Le probléme des grandes déviations apparaissant dans la théorie de I'inférence statistique est tout naturel.
Pour l'estimation des parametres et des fonctions inconnues, il est important de minimiser le risque
de mauvaises décisions déduites des déviations entre les valeurs observées des estimateurs et les vraies
valeurs de parametres ou des fonctions a estimer. Les grandes déviations des estimateurs peuvent nous
fournir des taux de convergence, ainsi qu'une méthode utile pour construire des intervalles de confiance
asymptotiques.

Le but de ce chapitre est de présenter les grandes déviations des estimateurs de la (co)-volatilité dans
diverses situations. Bien que ces statistiques aient été étudiées depuis 20 ans, il y a remarquablement peu
de résultats dans cette direction, ce qui n’a pas manqué de nous surprendre.

L’explication peut toutefois étre la suivante : les techniques habituelles (telles que la méthode de Gértner-
Ellis) ne fonctionnent pas, et un traitement tres particulier doit étre effectué pour ce probleme.

Nous avons considéré le cas unidimensionnel dans [T-D1] et récemment Kanaya et Otsu [108] ont obtenu
les grandes déviations pour la volatilité réalisée, mais leurs résultats sont déja contenus dans notre travail
[T-D1]. Dans le cas bidimensionnel, nous avons obtenu, en collaboration avec Samoura [H-D12], les
grandes déviations pour la covolatilité réalisée. Dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle avec une
composante a sauts, le principe de grandes déviations pour I'estimateur tronqué de la volatilité constante
a été établi par Mancini [122]. Le principe de déviations modérées trajectoriel pour cet estimateur du
processus variationnel quadratique a été obtenu par Jiang [107].

Comme on ’a signalé la stratégie de preuve de Gartner-Ellis des grandes déviations ne peut pas étre
adaptée dans ces cas. Nous sommes dans la situation que Schied [156] appelle ”la condition faible de
Cramer” . Nous rencontrons les mémes difficultés techniques que dans les papiers de Bercu et al. [23], Bryc
et Dembo [40] et Gamboa et al. [82] ot ils ont établi les grandes déviations pour les formes quadratiques
de processus gaussiens. Sur les grandes déviations des variables aléatoires pondérées, nous nous référons
aussi & Maida et al. [120] et [182].

Puisque nous ne pouvons pas déterminer le comportement limite de la fonction génératrice des moments
a un certain point de la frontiere du domaine de définition, nous utilisons d’autres approches. Notons que
la forme des fonctions de taux des grandes déviations est aussi originale : au niveau du processus et a
cause de la faible intégrabilité exponentielle des estimateurs, un terme correctif supplémentaire apparait
dans I’évaluation de la fonction de taux, phénomene d’abord découvert par Lynche et Sethuraman [119].

Dans nos approches, nous nous sommes principalement inspirés des travaux suivants : les résultats de
Lynch et Sethuraman [119] sur les grandes déviations de processus & accroissements indépendants et
homogenes, et ceux de Puhalski [145] sur les grandes déviations de processus stochastiques; les travaux de
Bryc et Dembo [40], et Bercu, Gamboa et Rouault [23] sur les grandes déviations de formes quadratiques
de processus gaussiens stationnaires. Nous avons utilisé aussi une autre approche basée sur les résultats de

Najim [134, 135, 133], ot 'hypothese d’escarpement de la fonction génératrice des moments est relachée.

Pour les résultats originaux sur les grandes déviations trajectorielles on peut citer les travaux de de-Acosta
[52], Borovkov [37], Varadhan [166] et Moguslkii [131], [132].

1.2 Grandes déviations dans le cas synchrone et sans sauts

Nous modélisons I’évolution d’une variable observable d’état par un processus stochastique X; =
(X1,t, X2,4),t € ]0,1]. Dans les applications financieres, X; peut étre considéré comme le taux d’intérét a
court terme, un taux de change ou le logarithme du prix d’un actif ou d’un indice boursier.

Supposons que X et Xa; soient définies sur un espace de probabilité filtré (Q2, F, (F:),P) satisfaisant
aux conditions usuelles, et suivent un processus de Ito :

dX1: = 014dBiy + bi(t,w)dt,
dXor = 02tdBay + ba(t,w)dt,

ot (be(t,w))s>0 est un processus adapté représentant la vitesse moyenne (aussi appelé dérive) et B
et By sont des mouvements browniens standards corrélés Corr(Bi 4, Bat) = pi. On peut aussi écrire
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dByy = ptdB1++/1 — pidBsy, ot By = (Bi4)sejo,1] €t Bz = (Bs,t)iejo,1] sont des mouvements browniens
indépendants.

On limite notre attention au cas ou o1, o2 et p sont des fonctions déterministes. Les fonctions oy, £ = 1,2
prennent des valeurs positives tandis que p prend ses valeurs dans Uintervalle | — 1, 1].

Le probleme abordé ici est le suivant : nous supposons que o, et p; sont inconnues et nous cherchons
a les estimer & partir d’un échantillon de (X;)o<¢<1, ou, plus exactement, nous estimons le vecteur de la
(co)-variation inconnu de la diffusion X, défini par

Vi = ([Xl]ta [XQ]ta <X17X2>t)T7

, N t , ..
quand X ; et X5, sont observés d’une manieére synchrone, [X]; := fo 02ds ¢ = 1,2 représente la variation

quadratique du processus X, et (X1, X2 fo 01,502 spsds la covariance déterministe de X et Xo.

Cette question apparait naturellement en mathématiques financieres, V; étant alors appele (co)-volatilité.
Etant donnés des observations discretes également espacées (X s Xo tn k=1,--- ,n) dans l'intervalle
[0,1] (avec t} =k/n ), un estimateur naturel pour V; est le vecteur de la (co—)varlance réalisée

V(X)) = (QF f(X), Q3,(X),Cr(X)) ",

dans lequel, les quantités Q7 ,(X) et Cy'(X) pour £ = 1,2, sont donnés par

[nt] [nt]
Qr (X)) = (ArX0)® et CF =) AX1ArXo,
k=1 k=1

ou ApXy = Xoap —Xopp | avec T, = {t} = %; 0 < k < n}, une partition réguliere de [0, 1] & n morceaux,
la notation [z] sera utilisée pour la partie entiere de x € RR.

Les théorémes limite pour les processus stochastiques affirment que V;"(X) est un estimateur consistant de
V. Le TCL est aussi prouvé (voir [150]). L’objectif principal de cette partie est d’obtenir des informations
plus fines sur cet estimateur, notamment de raffiner le TCL en nous intéressant aux grandes déviations.

En collaboration avec A. GUILLIN et L. Wu [T-D1], nous avons d’abord obtenu le principe de grandes
déviations et des déviations modérées pour l'estimateur de la variation quadratique ta(X ) par une
approche directe. Nous avons obtenu des inégalités de déviations dans ce cas.

En collaboration avec Y. Samoura [H*-D12], nous avons considéré les grandes déviations pour 'estimateur
de la covariance C}'(X). La preuve découle d’une application du principe de contraction aux résultats
donnés dans le cas de la volatilité.

Récemment avec A. Guillin et Y. Samoura [H-D13], nous avons considéré les grandes déviations pour le
vecteur de la variance et de la covariance du processus de diffusion bidimensionnelle V;*(X). Nous ne
présentons ici que ces derniers résultats.

On introduit la fonction suivante, qui va jouer un réle crucial dans le calcul de la fonction génératrice des
moments : pour —1 < ¢ < 1 pour tout A = (A1, A\a, A3) € R?

1—2X(1=c?)(1 =2X(1 = ?)) — 1—¢? 2
__bg(( Ma(l = )1 = Va1~ &) = O c>+c>) i ren,
(1.1)  P.(\) = 2 1—c¢
400, sinon
ou
2 2
_ 3 2
DC{)\GR,ZHE%M<2(1_CQ H12/\glc))>()\3(lc)+c)}.

La fonction P, est la log-Laplace de la variable aléatoire Ay X2 + X\Y2 + A3XY, o X,Y sont deux
variables aléatoires gaussiennes standards corrélées avec un coeflicient c.
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Introduisons aussi la fonction P qui est la transformée de Legendre de P. donnée dans (1.1) : pour tout
x = (11,72, 73) € R3, soit

st x1 >0, 9 >0, x129 >x§

log V1—¢c2 _1+x1+$2—20x3
(12)  P(z):= VT — 73 2(1-¢?)

+o00, sitnon.

Nous nous intéressons aux grandes déviations de niveau processus (toute la trajectoire est considérée) de
V™(X), cas particulierement intéressant du point de vue de la statistique non paramétrique.

Soit BV ([0, 1],IR?) I'espace des fonctions & variations bornées sur [0, 1]. On identifie BV avec M3([0,1]),
I’espace des mesures vectorielles & valeurs dans R3. Cette identification sera faite de la maniere usuelle :
pour f € BV, il lui correspond uf caractérisée par uf([0,¢]) = f(t). L'espace C3([0,1]) des fonctions
continues bornées de [0,1] & valeurs dans R? est 1'espace topologique dual de BV. On munit BV de la
topologie de la convergence faible* o(BV,C5([0,1])).

Soit f € BV et pu/ la mesure associée dans Ms([0,1]). Considérons la décomposition de Lebesgue de
wh, wf =t + pf ot pf désigne la partie absolument continue de uf par rapport a dr et uf sa partie
singuliere. On note f,(t) = uf([0,t]) et fo(t) = ul([0,1)).

Théoreme 1.2.1 Supposons que b(-,-) € L>(dt @ P) que o7 ,(1 - p7) et 01102+(1 = p7) € L>([0,1], dt)
et que les fonctions t — ooy et t — py sont continues. Alors

1. P(V*(X) € -) satisfait le PGD sur R?® de vitesse n et de bonne fonction de tauz donnée par

1
(1.3) Tap(x) = sup (()\,x> —/ Ppt(Ala%,t,)\gait,Agal,tag,t)dt) .
AER 0

ot la fonction P. est donnée dans (1.1).

2. P(V™(X) € -) satisfait le PGD sur BV de vitesse n et de bonne fonction de taux Jiqp donnée par

1 / : ,
Tap(f) = /OP,;; <flg(t)’f27a(t) fa,a(t)>dt

2 b
01t O3+ 01,602

+ /1 Ug,tfi,s(t) + Uitfé,s(t) - 2pt017t027tfé,s(t) 1
o 20-%#7%115(1 — p%) [t:f1,>0,f5 s >0,(f3 )?<f1 . fa s

pour tout f = (f1, fa, f3) € BV ot PF est donnée dans (1.2) et 0 est n’importe quelle mesure

c
a valeurs réelles positives par rapport a laquelle M{ est absolument continue et f. = du{/d@ =

(fl,sv f2,sa f3,s)‘
3. On suppose que pour £ = 1,2, oy et p sont constants et que b(-,-) € L=°(dtQP). Alors P(V]*(X) € -)
satisfait le PGD sur R3 de vitesse n et de bonne fonction de taux Il‘ép donnée par

1 X2 I3

\4 _ p*

Ildp(-’L'l,.’L'g,lB) _Pp PR .
oy 05 0102

Notons que la définition de f/ est #-dépendante. Cependant, par homogénéité, Ji4, ne dépend pas de 6.
On peut choisir 6 = | f1 s + | fo,s| + | f3,s], avec [ fis| = fify + fig o fie = [T, — iy est la décomposition
de Hahn-Jordan.

Puisque nous ne pouvons pas déterminer le comportement limite de la fonction génératrice des moments
a un certain point de la frontiere du domaine de définition, nous utilisons une autre approche basée sur les
résultats de Najim [134, 135, 133], ot ’hypothese d’escarpement de la fonction génératrice des moments
est relaxée.

En utilisant le principe de contraction, nous retrouvons les résultats du cas unidimensionnel.
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Nous rappelons que nous avons obtenu le principe de grandes déviations pour IP (Q™(X) € -) avec la
fonction de taux

J(’Y)/Olp*<i§)>dt+l/oli2dfy¢(t) ol P*(x) = %(zflflogz) si x>0

o; 2 o; )
+00 si xz<0.

Notre approche dans ce cas étant directe, notre preuve découle de 'approximation fini-dimensionnelle
(soit en temps fixe) obtenue par approximation, et de l'indépendance des accroissements de Q™(X).
L’identification de la fonction de taux donnée comme la limite du taux du PGD fini-dimensionnel, est
beaucoup plus délicate. L’élément clé est une réécriture de la fonction J(y) & obtenir. Dans le cas ou
ot = o est constante, ce résultat a déja été démontré par Bercu, Gamboa et Rouault [23] par I'étude
d’opérateurs de Toeplitz. Les grandes déviations liées a la topologie faible ne permettent pas d’obtenir

des estimations pour des domaines de déviations du type {'y L SUPepo ) [Y(E) — [XTe| = r}, intéressants

en statistique. Pour pallier ce probleme, les inégalités de déviations suivantes sont démontrées.

Proposition 1.2.2 Soit Y. ;= fo b(t,w)dt. Alors, pour tout n > 1 et tout r > 0,

P < sup [QF(X — Y) — EQMX — Y)] > r) < o [7Am s (147
t€[0,1]

P ( i%fl][Qf(X —Y)-—EQ}X —-Y) < —r) < AR A
te|0,

Nous rappelons aussi la fonction de taux obtenue pour les grandes déviations de P(C™ € -)

J(y) = TP (v4 + B) + TP (y= + B) + T (v4) + T2 (7-),

ou [ est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue et est donnée par
01,402.4(1 = pf) — (44 (t) +7- (1))
2

N VIow026(1 = 02) = (7 (1) + 7= )P + (4(8) +7— () or1.002.4(1 — p2)
2 )

B(t) =

et
1

1 1 :
27(1)
Jt :/ it et g :/ pr—=Y )
(1) o 01,t02,:(1 £ pr) 7 £ 0 o1,t02,(1 £ pr)

L’hypothese de continuité de oy, et p. n’est pas nécessaire. En son absence, on doit considérer une autre
stratégie pour la preuve, plus technique et basée sur le théoreme de Dawson-Géartner, mais qui ne permet
pas d’obtenir une autre précision sur la fonction de taux outre le fait que ce soit une bonne fonction de
taux.

Cependant, il n’est pas difficile d’adapter notre preuve au cas ou oy,. et p. ont seulement un nombre fini
de points de discontinuité (du premier type). Ceci peut étre fait en appliquant le théoréme précédent a
chaque sous-intervalle ol toutes les fonctions sont continues et en utilisant I'indépendance des incréments.

Considérons maintenant ’échelle intermédiaire entre le TCL et loi des grands nombres. Soit H 1’espace
de Banach des fonctions croissantes a valeurs dans R? cadlag « sur [0, 1] avec v(0) = 0, muni de la norme
de la convergence uniforme et de la o—algébre B® engendrée par les coordonnées {(¢),0 <t < 1}.
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Théoreme 1.2.3 Supposons b(-,-) € L>®(dt @ P) et o7 (1 — p7) € L*([0,1],dt). Soit (vn)n>1 une suite
de nombres réels positifs telle que

k/n
(1.4) vy —— 00, —— ——0, et +/nv,max max of ,dt —— 0.
n— oo \/ﬁ n—oo 1=1,21<k<n (k—1)/n ? n— oo

Cette condition est vérifiée si pour un certain p > 2, o2 € LP([0,1],dt) et b, = O (n%_%) .
Alors on a
1. P(v/n(Vi"(X) — [V]1) Jun € ) satisfait le PGD sur R?® de vitesse v2 et de fonction de taux

1 1 T
Imap(z) = sup <<)\,z> — = (X /\>) == <x,21_1 ‘x)y, avec Xy = / Ydt  ou
AER3 2 2 0

4 2 2 2 3

01t 01,t02,¢Pt 071,402,tPt
_ 2 2 2 4 3
¥, = | 91.t92,tPt 02 ¢ 01,603 ¢+Pt

1
3 3 2 2 2
07102,tPt O1,t05 Pt 501,t02,t(1+ﬁ’t)

2. P(v/n(V(X)—[V]) /vn € -) satisfait le PGD sur H de vitesse v2 et de fonction de tauz

/01%@@)5; ROCEEERO

(1.5) Jmap(¢) =

400, sinon,

N . s 2 . . ) —1 ,
ou Xy donnée précédemment, est inversible et son inverse ¥,  est donné par

1 1
EUf,tUg,t(l - P%) 5‘7411,#7%,%%(1 - P%) *Uitag,tpt(l - P%)

=—1 1
t det(X:) 50411,1503,#)%(1 —p7) 50?,t03,t(1 - 07) _Uitag,tpt(l —p7) |
—aitagtpt(l - Pt2) _Uitag,tpt(l - P?) Uil,tgg,t(l - P?)

= 1
ot det(X;) = §Jf,tag’t(1 —p3)? et ACo = {¢: [0,1] — R?® absolument continue avec $(0) =0} .

Dans les résultats précédents, nous avons imposé la bornitude de b(¢,w) ce qui permet de réduire facilement
les grandes déviations de V(X ) au cas sans drift. Nos résultats restent vrais sous la condition de Lipschitz
ou plus généralement sous une condition de croissance linéaire du drift b(¢, z).

Tous les résultats restent valables quand la taille de discrétisation n’est pas réguliere. La propriété im-
portante est que chaque point soit dans le support de la mesure limite.

Lorsque le processus de volatilité est aléatoire, mais indépendant du mouvement brownien, nous pouvons
obtenir les grandes déviations pour les statistiques du vecteur de la (co)-volatilité réalisée conditionnel-
lement aux trajectoires du processus de la volatilité. Les preuves peuvent facilement étre modifiées pour
obtenir les principaux résultats par l'interprétation de la probabilité et de I'espérance mathématique
comme étant conditionnelles a la donnée de la trajectoire du processus de la volatilité, voir Kanaya et
Otsu [109].
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Applications : PGD pour les coefficients réalisés de corrélation et de régression

Dans cette partie, nous appliquons nos résultats pour obtenir le PGD et le PDM pour des mesures stan-
dards de dépendances entre deux retours d’actifs comme le coefficient de régression réalisée 81 = C1/Qr1

pour £ = 1,2 et la corrélation réalisée o1 = C1/4/Q1,1Q2,1 qui sont estimés par 3}, (X) = C7(X)/Q7F 1 (X)
et o7 (X) = CT(X)/4/Q7T1(X)Q%,(X) respectivement. Soulignons que les grandes déviations pour la

corrélation réalisée ne peuvent pas étre déduites a partir du cas unidimensionnel et ont donc été large-
ment ignorées. L’application est basée essentiellement sur la delta méthode, développée par Gao et Zhao
([85]). Pour simplifier, nous nous concentrons sur le cas ot oy pour £ = 1,2 sont constants et nous notons
1

par o := fo pedt.

Parmi les travaux récents qui ont considéré ces estimateurs, on peut citer Andersen, Bollerslev, Diebold
et Wu [5], Todorov et Bollerslev [164], Dovonon, Gongalves et Meddahi [69]. La consistance et le TCL
pour ces estimateurs ont déja été étudiés, voir par exemple Mancini et Gobbi [123].

Proposition 1.2.4 Soit o, constante et g := fol pedt. Sous les conditions du Théoreme 1.2.1,
1. P(o}(X) € -) satisfait le PGD sur R de vitesse n et de bonne fonction de taux donnée par

0 o .
Ildp( ) {(z,y,z)éﬂl{}iu:ﬁ}lldp(x,y’z)

ot Ijqp est donnée dans (1.3). Si p est constant, on obtient

1—pu .
lo , st —l<u<l1
(1.6) I[:ip( u) = & <\/1p2\/1u2>

2. pourf=1ou?2, P (61"1 (X) e ) satisfait le PGD sur R de vitesse n et de fonction de tauz

Be,1 .
I = inf Ligp (21, 22, @
ldp ( ) {(11,12,13)€R3:u:§2} ;D( 1,42 3)

ot Iiqp est donnée par (1.3). Si p est constant, on obtient
(oou — paL)2)
(-2
Comme on peut I'imaginer en regardant la forme de ’expression de la fonction de taux, ceci n’est quune
simple application du principe de contraction a partir du PGD du vecteur de la volatilité.

1
— log (1 +

(17) Iy (w) = 5

La preuve du PDM est beaucoup plus difficile et nécessite une technologie un peu plus subtile : grandes
déviations via la delta méthode développée par Gao et Zhao ([85]).

Proposition 1.2.5 Soit o, constant et p := fol pedt. Sous les conditions du Théoreme 1.2.3,
1. P(v/n (03 (X) — 0)/vn) € -) satisfait le PGD sur R de vitesse v2 et de fonction de tauz

I’I’Qndp( ) - inf Imdp(ZC, Y, Z)
{(z,y,2)ER3:u= 1y+ma2}

Ul 0'2 20‘ o5

2

Si p est constant, on obtient I}, , (u) = (11172)2
—-p

2. pour £,1 € {1,2} avec £ # 1, P (\/ﬁ(ﬂzl(X) —0%)/vn € ) satisfait un PGD sur R de vitesse v2
et de fonction de taux donnée par

Iﬁé,lu: ll’lf Idxyz
mdp( ) {(Iayaz)ERs:u:%_QU_gz} m Z)( v I )
o2 o3
2,,2
oyu

Si p est constant, on obtient Iffd;( )=

o2(1—p?)
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1.3 Grandes déviations dans le cas synchrone avec sauts

Les processus avec sauts sont des outils standards, par exemple, pour modéliser des valeurs d’un ac-
tif financier ou dans ’assurance. La motivation clé derriere ces modeles de diffusion avec sauts est la
modélisation du marché des actions présentant des changements soudains du prix, ou celle d’un titre
risqué qui ne peut pas étre modélisé par une seule composante diffusive. L’utilisation de sauts dans les
modeles financiers semble donc étre de plus en plus nécessaire pour les applications pratiques.

Sur un espace de probabilité filtré (2, F, (F¢)[0,1], P), on considere X1 = (X1 t)se0,1] et X2 = (X2,¢)tef0,1]
deux processus définis par une diffusion avec sauts de Lévy construit via une superposition d’un processus
de Wiener avec drift, et d’'une composante de Processus de Poisson indépendante.

Plus précisémment, X1 = (X1¢):e[0,1] €t X2 = (X2,t)se[o,1) sont donnés par

Xm,t =b (ﬁ, w)dt + Ul,tdBl,t + dJl,t
dX27t = bg(t, w)dt + UQ,tdBQ7t + ngﬂg

pour ¢t € [0,1] o By, et By, sont deux mouvement browniens corrélés, avec d(Bi, Ba); = pidt. Les
processus Ji; et Jo; sont des processus de sauts éventuellement corrélés. On suppose que J; + Jo ; sont
a activité finie, c.a.d. qu’il y a un nombre fini de sauts sur un intervalle fini. Un modele de Lévy général
doit contenir une composante compensée de sauts infinie.

Sous nos hypotheses, J; est nécessairement un processus de Poisson composé et donc peut-étre réeécrit
comme Jyp; = vaz""l" Ye ;. Ici les varaiables aléatoires Y7, sont i.i.d. de loi /A, ol vy est la mesure de
Lévy de X, normalisé par la masse totale Ay = 14(IR — {0}) < oco. On suppose que Ny est un processus
de Poisson indépendant de chaque Y; ; d’intensité constante Ag.

Au cours des derniéres années, plusieurs méthodes d’estimation du vecteur de la (co-)volatilité ont été
proposées. Nous utilisons ’estimateur tronqué par une fonction de seuil qui est introduit indépendamment
par Mancini [121] et par Shimizu et Yoshida [159]. Dans cette méthode, seules les variations inférieures
a une fonction de seuil donnée sont prises en compte.

Ainsi, étant donné I’observation synchrone et également espacée du processus X1 ¢, X141, » X1,t,5 X240
Xo4, -+, Xa4,, nous considérons la statistique définie précédemment. Cependant cet estimateur est for-
tement influencé quand les processus Xy contiennent des sauts. En fait, quand n tend vers 'infini, une
telle somme s’approche du vecteur variance-covariation quadratique globale ([X1]t, [X2]t, [X1, X2]t) qui
contient aussi les co-sauts, ou

t t
[Xg]t ::/ Ug,st+Z(AJé7s)2’ [Xl,XQ]t = / 01,302,spsd5+z AJl,SAJQ,S et AJZ,S = JZ,S_JZ,S*-
0 0

s<t s<t

Mais si nous prenons une fonction déterministe r(X), au pas % entre les observations, telle que

n

1 1
lim r (—) =0, et lim o8n__ 0,

n—oo n n—oo nr (l)
n

L ¢ ¢ t e .
nous pouvons récupérer V; = (fo ot ds, [y 03 .ds, [, UlysUgyspst) par l'utilisation de I’estimateur

tronqué suivant V' = (QF,, Q3 ,,C}') ot

[nt] [nt]
Qv = Y (MeX0)Lya,xpearzyy o CF =D AXiBiXoliae (auxn2<r(d))-
k=1 k=1

La fonction r(-) est une fonction de seuil, telle que quand |A X, > 7(1) un saut a da se produire dans
Jtk—1,tx].

Depuis les travaux fondateurs de Mancini [121], plusieurs auteurs ont exploité ou étendu le concept de
seuil pour faire face & des modeles stochastiques complexes, voir Shimizu et Yoshida [159], ou Ogihara
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et Yoshida [140]. La méme idée de troncature est également utilisée par divers auteurs dans différents
contextes, voir par exemple Ait-Sahalia et al. [1], [3] et [4], Gobbi et Mancini [88], Cont et Mancini [123].
Dans [78], les auteurs déterminent ce qui constitue une bonne séquence de seuil 7, et ils proposent une
méthode objective pour sélectionner une telle séquence.

Dans ce cas, Mancini [123] a montré que V" est un des estimateurs convergents de V; et présente une
certaine normalité asymptotique. En outre, quand o; = o, Mancini [122] a étudié les grandes déviations
pour l'estimateur tronqué. Jiang [107] a obtenu le principe des déviations modérées fonctionnel pour
Pestimateur tronqué. Dans cette partie, nous considérons les grandes déviations pour ’estimateur tronqué
du vecteur.

Théoréme 1.3.1

1. Supposons b(-,-) € L=(dt @ P) et o7 (1 — pi) € L>([0,1],dt) et les fonctions t — oot et t — p;
continues.

1 1
Soit r telle que r <—> — 0 et nr <—> — 00.
n

n—oo n n—oo

Alors on a le PGD du Théoréme 1.2.1.
2. Supposons b(-,-) € L>®(dt ® P) et a7 ,(1 — p7) € L*([0, 1], dt).
Soit (vn)n>1 des nombres positifs tels que v, —— o0 et — —— 0 et /nu,r (%) =0(1)

et

Alors on a le PDM du Théoréme 1.2.3.

La preuve est basée sur les techniques d’approximation au sens des grandes déviations.
Sous la condition b, = 0, on peut prouver que pour tout § € R3 :

1 . 1
lim — logE (V7 @VI=V) = 2 < 9,30 >

n—oo
,U’ﬂ/

Ceci donne une méthode alternative a la preuve des déviations modérées, classiquement obtenues en
utilisant le théoreme de Géartner-Ellis.

On peut aussi calculer la fonction génératrice des moments de Vi*(X). On obtient pour tout § =
(913 92) 93)T S Dpf,

n—oo N

1 n !
lim —E (en<9,V1 >) = / Pps (910‘%15, 920’3753 9301750275) ds.
0

Mais I’étude de la condition d’escarpement est plus difficile.

1.4 Grandes déviations dans le cas non-synchrone sans saut

Dans l'estimation de la volatilité en finance, on dispose souvent d’observations a des temps non
régulierement espacés. En effet, dans les applications financieres, les données de transactions réelles sont
enregistrées a des heures irrégulieres d’'une maniere non synchrone, c.a.d. que deux prix d’une transaction
ne sont généralement pas observés aux mémes instants.

Supposons avoir des observations non-synchrones (X17si,X2,tj)i:0 nij=0,..m AVEC 0=s50<s1<...<
Sn =T,0 =1ty < t; < ... < ty, = T,m,n € N. Récemment, Hayashi et Yoshida [99] ont introduit

P'estimateur suivant

Up.m = Z Z AX(IYAX2 (T i 520y
i=1 j=1

o I* = (s;_1,8i], J7 = (tj_1,t;]. Sous certaines hypotheses, ils ont démontré la consistance et le TCL
pour U, ,,,. Dans ce travail en collaboration avec H. Jiang, A. Guillin et Y. Samoura [H-D15], nous nous
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intéressons & I’étude des déviations modérées de U, ,,, et des grandes déviations dans des cas particuliers.

Tout d’abord, un autre design réduit par rapport a (I*);—1,.., sera construit comme suit.
Nous recueillons les intervalles I* tels que I* C J7 et nous les combinons en un nouvel intervalle. Si aucun
tel intervalle I n’existe, on ne fait rien. Ensuite, la collecte de tous ces intervalles et leur ré-étiquetage

de gauche a droite donnent une nouvelle partition de (0, 7], notée (f i)
i=1,...,7

En utilisant la bilinéarité de U, p,,

ZZAXl (IAXo ()KL = ZAXl 1A%, (Uyej 7).

=1 j=1 =1

o J(3) 1= {1 < j <m: KL # 0} avee Kl = L7y 40,

Ensuite, nous pouvons constater que chaque J7 contient au plus un I i ce qui implique que la suite de
variables aléatoires {1 <i<n: AXl(fi)AXg (Ujef(i)‘]j)} est 2-dépendante.

Pour tout Borélien de I C [0,77], on définit v(I) = [} 01,102, pedt, ve(I) = [, atht, 0 =1,2. Soit 7y m :=
maxi<i<y |[I'|Vmaxi<;j<m |J?|, la plus grande taille d’intervalle. On suppose que quand n,m — +oo alors

Tn,m — 0.

Théoréme 1.4.1 Sous les hypotheses :

1. il existe une suite positive de nombres réels (by)n>1 €t une certaine constante ¥ € (0,+00) telle
que, quand n — 400, b, — 0 et

ZZyl (IHYwa(J7) K”Jrzy (') +Zu (J9) iz VI )| = s

=1 j=1 =1 j=1

2. il existe une suite positive de nombres réels positifs (an)n>1 telle que, quand n — +oo,

1/2

an — +00, anb}/Q — 0 et apb, v, — 0,

0l Vp = Maxy—1,2 MaX1<i<p MaX1<j<m (W(Ii) v VZ(Jj)) ;

la suite {(Umm - fOT Ul,t0'27tptdt) /anb}/Q,n > 1} satisfait le PGD de vitesse a2 et de fonction de tauzr
L(z) = 2% /2%.

La preuve est basée sur 'utilisation de I’approche des déviations modérées des variables aléatoires 1-
dépendantes de Chen [46]. Le principe des grandes déviations étant plus difficile dans le cadre général, il
est prouvé dans des cas trés particuliers. Les résultats de cette partie sont encore tres préliminaires.

Problemes et perspectives

En lien direct avec les travaux précédemment cités sur les grandes déviations des estimateurs du coefficient
de diffusion, quelques directions particulieres sont 'objet de mes préoccupations. Dans chaque cas, les
difficultés a surmonter ne sont pas de méme nature et les méthodes sont différentes. Nous espérons que
notre travail contribuera a la récente tendance dans la recherche pour des problemes de I’estimation de la
(co-)variance, qui sont assez souvent discutés dans I’analyse de données financieéres de hautes fréquence.
Nous proposons d’étudier les grandes déviations de la (co-)volatilité réalisée, dans des situations tres larges
(processus & sauts, en présence d'un bruit, asynchrone) et également lorsque ’équation différentielle
stochastique ne sera plus dirigée par un processus de Wiener mais par un processus de Lévy ou un
mouvement Brownien fractionnaire.
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On considere 'EDS suivante
dXt = O'tdBt + b(t,w)dt
Nous nous intéressons aux différentes approches pour ’estimation de la (co-)volatilité.
1. L’approche multi-échelle développée par Zhang et ces co-auteurs [183], [184], [185]. On définit

(18) Y;g :Xt+5t;

ou ¢; est une variable aléatoire gaussienne (bruit de la microstructure). On répartit 1’échantillon

observé en plusieurs sous-échantillons. On pose

1
Y =X +eg, V] =23 (Vi =Y )%
i>K

Nous avons que
My, T
(mW:memmﬁ/am.
i=1 0
4

On choisit a; et M,, pour obtenir un estimateur nonbiaisé de taux optimal n=1/4.

2. L’approche & noyaux non linéaires développée par Barndorff-Nielsen [17], [16]. L’estimateur est
basé sur Y donné dans (1.8). Il est défini par

H n

h

Qn(Y) - E K <H+ 1) Yhy  Vh = g Yij_W, H, o n/5.
h=—H _ = J=[hl+1

Noyau de Parzen

3. Lapproche de pré-moyennisation, voir Podolskij et Vetter [143], Jacod et ses co-auteurs [105].
L’estimateur est basé sur Y donné dans (1.8). Il est défini par

[nt]—kn kn .
n =al —n ] n
‘/t = Z |}/Z |27 }/1 = Zg (k_) Ai-i—jYa kn X \/ﬁa
i=0 j=1 n

ou g est une certaine fonction donnée.
4. Le schéma asynchrone initié par Hayashi et Yoshida [99], voir aussi Dalalyan et Yoshida [51].

5. le schéma des observations en temps aléatoires, voir le travail de Fukasawa [81]. On s’intéresse
a estimation du coefficient de diffusion quand on dispose d’observations a des temps aléatoires.
Dans ce cas, la consistance et la normalité asymptotique sont déja démontrées. Dans ce travail, on
étudiera les grandes déviations.

QT(X) = Z (ij+17X‘fj) )

j21,m<T

T = {1} suite /' de t.a..

6. Le schéma avec des erreurs d’arrondis, voir les résultats de Delattre et Jacod [59]. On se propose
d’étudier le probleme des grandes déviations en présence d’erreurs d’arrondis. En effet, en pra-
tique, on ne peut pas connaitre exactement les valeurs X;» du fait des erreurs de mesures; on
peut considérer ces erreurs comme des erreurs d’arrondis. Plus précisément, que deviennent nos
résultats, si on remplace dans les estimateurs de la variation quadratique fot o2ds, les observations
”discrétisées” Xir, par des valeurs ”arrondies”a un certain niveau de précision «,, > 0 (suite de
réels strictement positifs). On s’intéresse aux grandes déviations de lestimateur suivant :

[nt]

2
- 33 )
k=1
Xin
ou Xt(g"’) = [Etf“}’ [x] désignant la partie entiere du réel z. Ce travail est motivé par les

résultats de S. Delattre, J. Jacod et M. Rosenbaum.
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7. Notre but est de poursuivre les investigations des grandes déviations dans le cas des estimateurs

du type
) [nt]

ts _ r s
nT Y AKX A X
k=2

qui suscitent beaucoup d’intérét en finance. La consistance ou la normalité asymptotique de ces
estimateurs sont largement étudiées. La méthode pour obtenir les grandes déviations est certaine-
ment différente de celle du cas de la variation quadratique, le calcul direct de la transformée de
Laplace ne pouvant pas se faire. Le passage par les chaines de Markov symétriques semble, pour
Iinstant, I’approche la plus adaptée. On peut généraliser cette approche a des estimateurs du type :

[nt]

n Y g (VAX) b (ViAy 1 X)),

pour des fonctions g et h assez générales. Diverses approches sont possibles pour les déviations
modérées.



Chapitre 2

Chaines de Markov bifurcantes,
théoremes limites

Ce chapitre présente les résultats obtenus dans [H-D8] publié dans Annals of Applied Probability et [H-
D10] publié dans Annales de I'Institut Henri Poincaré, Probabilités et Statistiques.

2.1 Introduction

Ce travail a pour origine des expériences effectuées par une équipe de biologistes (Stewart et al. [160]) sur
la bactérie Escherichia coli. Cette bactérie est un organisme unicellulaire qui se reproduit en se divisant en
milieu. Au cours de la division, deux nouvelles membranes ou poles sont créés, chacun d’eux constituant
l'une des extrémités de chacune des filles. Une cellule a donc un pole ”jeune” et un pole plus ”agé”. Lors
de la division suivante, on peut donc distinguer les deux nouvelles filles : I'une a hérité du pole jeune
de sa meére et 'autre du pole plus agé. Et ainsi de suite. Ce phénomene est schématisé sur la FIGURE
1. Il est possible de suivre et de marquer ainsi toute une généalogie de cellules, de les indexer par un
arbre binaire. Nous choisissons I'étiquette 2n (resp. 2n + 1) pour la fille ”jeune” (resp. ”agée”) de la
cellule n. A noter que les cellules dont le label est une puissance de deux (2") sont d’une lignée qui a
toujours hérité du poéle jeune de sa mere alors que les cellules 2 + 1 ont toujours hérité du pole "agé”,
la généalogie des autres cellules est donnée par leur écriture en base deux. Si 'organisme vieillit, alors ce
vieillissement se traduit par une dissymétrie entre les deux cellules filles que 'on mesure dans la loi de
reproduction elle-méme (les cellules paires ont une probabilité plus forte d’avoir deux filles, ...) ou par
des caractéristiques physiologiques différentes (taux de croissance, biomasse, longueur, etc.).

Guyon [96] a modélisé 1’évolution du taux de croissance par une chaine de Markov asymétrique sur un
arbre binaire régulier, encore appelée chaine de Markov bifurcante. Ce modele permet de prendre en
compte une répartition asymétrique du taux de croissance de la cellule entre ses deux filles selon leur
type. A partir de 14, Guyon [96] a construit un test pour détecter une différence entre les taux de croissance
des deux filles selon leur type de pole. Dans ce modele, on suppose que les cellules ne meurent jamais (la
mort signifie ici que la cellule ne se divise plus).

Nous décrivons la généalogie des cellules par un arbre binaire régulier T dans lequel on voit chaque
sommet, comme un entier positif différent de 0. La cellule initiale est numérotée 1, elle donne naissance a
deux filles, 2 et 3. Plus généralement, la cellule n donne naissance a deux filles numrérotées 2n et 2n+ 1,
et par convention, 2n désignera la cellule de type nouveau pole, 2n + 1 la cellule de type ancien pdle. Les
ensembles

G, = {2",2"+1,--- [ gntl 1}, T. = |G,
q=0

désignent alors respectivement la n-eme génération et le sous-arbre des n + 1 premieres générations. Le
taux de croissance de la cellule n est X,,.

23
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FIGURE 2.1 — L’arbre binaire T

Alors, le cardinal |G, | de G,, est 2" et celui de T,, est |T,| = 2T — 1.

Soit G, la génération de I'individu n, ce qui veut dire que r,, = [log,(n)] out |x| désigne la partie entiere
de x. Rappellons que les deux descendants de I'individu n sont notés 2n et 2n+1, ou inversement, la mere
de l'individu n est [n/2]. Plus généralement, les ancétres de I'individu n sont [n/2],[n/2%], -, [n/27].

Guyon & Al. ([97], [96]) ont proposé le modele gaussien linéaire suivant pour décrire ’évolution du taux
de croissance de la population des cellules tirées d'un individu initial

Xop = ap Xy + Bo + €20
(2.1) L(X1)=v, et Vn > 1,
Xony1 = o Xp + B1 + €2n41,

ol X, est le taux de croissance de l'individu n, v est une probabilité sur R, ag,aq € (—1,1), 5o, 01 € R
et ((Egn, Eont1), N > 1) sont des variables aléatoires i.i.d. de loi N2(0,T), avec

(2.2) F02</1) i’) 0 >0, pe(-1,1).

Le processus (X,,) défini par (2.1) est un exemple typique de BMC qui appelé le processus autorégressif
bifurcant du premier ordre (BAR(1)). Les processus BAR(1) sont une adaptation de processus au-
torégressifs, quand les données ont une arborescence binaire. Ils ont été d’abord présentés par Cowan
et Staudte [50], pour des données d’une lignée cellulaire ou chaque individu dans une génération donne
lieu & deux descendants dans la génération suivante.

Apres avoir établi les premiers résultats sur les BMC, Guyon dans [96], a prouvé la loi de logarithme
itéré et le TCL pour 'estimateur des moindres carrés " = (dg,ﬁg, a7y, B{) du parametre inconnu 6 =
(a0, Bo, a1, 1) I a aussi donné quelques tests statistiques permettant de déterminer si le modele est
symétrique ou non (c.a.d. si ag = a3 ou non).

Une extension des BMC a été proposée dans [60], dans ce travail les auteurs ont étudié un modele de
BMC avec des données manquantes. Pour prendre en compte la possibilité pour une cellule de mourir,
les auteurs dans [60] utilisent arbre de Galton-Watson au lieu d’un arbre régulier. Et ils donnent une
loi faible des grands nombres, un principe d’invariance et le résultat de TCL pour la moyenne au cours
d’une génération ou jusqu’a une génération.

Bercu et al. [22] ont introduit les processus autorégressifs bifurcants d’ordre p. Ils ont fait une analyse
assez fine de leur modele en utilisant les techniques de martingales.
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On peut aussi mentionner le travail de De Saporta & al. [56] traitant des processus autorégressifs bifurcants
avec des données manquantes dans la procédure d’estimation des parametres du processus de BAR
asymétrique. Ils utilisent un processus de Galton-Watson bi-type pour modéliser la généalogie et pour
montrer la convergence et la normalité asymptotique des estimateurs.

Il faut remarquer que ’étude non-asymptotique des inégalités de déviations n’a pas été envisagée du tout
dans ces travaux, malgré son intérét pratique.

Nos objectifs dans ce travail sont multiples. On compléte d’abord les travaux de [96], en donnant quelques
théorémes limites pour les BMC (LLN, LIL,...), puis on donne quelques inégalités de déviations pour les
moyennes empiriques du type

— 1

Mr, (f) = T > F(Xi, Xai, Xaiga),

€T,

et enfin on étudie les déviations modérées pour les BMC. Comme application de ces résultats, on ob-
tient les déviations modérées et les inégalités de déviations pour l'estimateur des parametres inconnus
dans le BAR(1). Ces résultats sont importants pour une étude statistique rigoureuse. Nous faisons aussi
Pextension & des BAR(p) avec p quelconque, en utilisant les outils de martingales.

2.2 Théoremes limites pour des Chaines de Markov Bifurcantes

Pour un individu n € T, on s’intéresse & la quantité X,, (qui peut représenter le poids, le taux de
croissance,- - - ) & valeurs dans un espace métrique S muni de la o-algebre S.

Définition 2.2.1 (T-probabilité de transition, voir ([96])) On appelle T-probabilité de transition
toute application P : S x 82 — [0, 1] telle que

— P(., A) est mesurable pour tout A € S?,

— P(z,.) est une mesure de probabilité sur (S?,S?) pour tout x € S.

Pour une T-probabilité de transition P sur S x S2, on note Py, P; et @ respectivement la premiere et la
seconde marginale de P, et la moyenne de Py et Py, c.a.d. Po(x, B) = P(x,BxS), Pi(z,B) = P(z,S x B)

Py+ P
pourtouthSetBGSetQ:g.

Pour p > 1, on note B(SP) (resp. By(S?)), 'ensemble de toutes les applications SP-mesurables (resp.
SP-mesurables et bornées) f : SP — R. Pour f € B(S®), on note Pf € B(S) la fonction x — Pf(x) =
fs2 f(z,y,z)P(x,dy,dz), quand elle est définie.

Définition 2.2.2 (Chaine de Markov bifurcantes, voir ([96]))

Soit (X,,,n € T) une famille de variables aléatoires a valeurs dans S définie sur un espace de probabilité
filtré (Q, F, (F,,r € N),P). Soit v une mesure de probabilité sur (S,S) et P une T-probabilité de transition.
On dit que (Xp,n € T) est une (F,)-chaine de Markov bifurcante de mesure initiale v et de T-probabilité
de transition P si

- X, est Fr, -mesurable pour tout n € T,

- E(Xl) =V,

~ pour tout r € N et pour toute famille (f,,n € G,) C By(S?), on a

E| ] fn(Xn,Xgn,X2n+1)/fr] ~ I] Pra(xw).

n€G, n€G,

Dans la suite, la filtration implicitement utilisée sera F, = o(X;,i € T,). On note (Y., € N) la chaine
de Markov sur S avec Yy = X; et de probabilité de transition Q). La chaine (Y;.,r € N) correspond & une
lignée prise au hasard dans la population.

Pour tout ¢ € T, on pose A; = (X, X2;, X2;41). On introduit les trois quantités empiriques suivantes
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3

@8)  Wel)= gy 2 UG Fe ()= B @ =130 B,

i€G,. €T,

ot f(A;) = f(A) = F(Xy, Xoi, Xoig1) si f € B(S?) et f(A;) = f(X;) si f € B(S). Ici I est une

permutation aléatoire qui laisse chaque génération invariante.

Guyon dans [96] a étudié les théorémes limites des moyennes empiriques (2.3), a savoir la loi des grands

nombres (L? et presque sires) et les TCL pour (2.3) quand f € B(S?) mais centré sur I'espérance

conditionnelle plutét que sur la moyenne de la limite.

Les théorémes limites que nous obtenons, comprennent la loi forte des grands nombres pour la moyenne
. Ewall . ., . . e s 2

empirique M, (f) avec f € B(S) (ce cas n’est pas étudié dans [96]) et la loi du logarithme itéré.

Tous ces résultats sont obtenus sous 'hypothese d’ergodicité géométrique ou d’ergodicité géométrique
uniforme, signifiant que Q" converge (uniformément) exponentiellement vite vers une mesure limite.

La loi forte des grands nombres est obtenue via le controle des moments d’ordre 4. Nous généralisons donc
le calcul des moments d’ordre 2 fait par Guyon dans [96]. Notons que la technique que nous utilisons peut
étre appliquée pour calculer d’autres moments d’ordre supérieur mais au prix d’énormes et fastidieux
calculs.

Les inégalités de déviations sont obtenues pour des fonctions non bornées, en utilisant 1'inégalité de
Markov classique et sous I’hypothese d’ergodicité géométrique. Les résultats sont cependant a ce stade
assez restrictifs.

Les inégalités de déviations sont énoncées pour des fonctions bornées et sous I’hypothese d’ergodicité
géométrique uniforme. Leur preuve utilise intensivement I'inégalité d’Azuma-Bennett [11, 19, 100], ce qui
nécessite des variables aléatoires bornées. L’extension & des fonctions non bornées et a des conditions
d’ergodicité plus faibles peut se faire, en utilisant les inégalités de transport dans l'esprit de [H-D5].

Le principe de déviations modérées est principalement déduit de ces inégalités et des résultats généraux
sur les déviations modérées des martingales voir [T-D4]. Leur vitesse dépendra de ’hypothese satisfaite :
ergodicité géométrique uniforme ou seulement ergodicité géométrique.

2.2.1 Cadre des fonctionnelles non-bornées

Soit F' un sous espace vectoriel B(S) tel que

(i) F contient les constantes,

(i) F?:= {f*/f € F} C F,

(iii) FRF:={f®g/f,g€ F} C L*(P(z,.)) pour tout # € S, et P(F® F):={Pf/f€e F® F} CF,

(iv) il existe une mesure de probabilité u sur (S,S) telle que F C L'(u) et lim E, {f(YT)} = (u, f)
pour tout x € S et f € F, T

(v) pour tout f € F, il existe g € F telle que pour tout r € N, |Q" f] < g,

(vi) F c LY(v).

Dans ce cadre, on suppose que la chaine de Markov (Y., € N) est géométriquement ergodique, c.a.d. :
(H1) Supposons que pour Vf € F telle que (u, f) =0, g € F telle que Vr € N et Vz € S,

Q" f(x)] < a"g(x) pour un certain « € (0,1).

Rappelons que sous cette hypotheése, Guyon [96] a démontré la loi faible des grands nombres pour les trois
moyennes empiriques données dans (2.3) et la loi forte des grands nombres uniquement pour Mg, (f),
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Mr, (f). Quand f € B(S?) et sous les hypothéses supplémentaires que Pf? et Pf* existent et appar-
tiennent & F, il a prouvé le TCL pour Mr, (f) et HE (f)-

Rappelons que le TCL pour les trois moyennes empiriques (2.3) quand f € B(S) est une question encore
ouverte, voir [60] pour plus de précision.

Dans ce travail, nous complétons les résultats précédents en démontrant la loi forte des grands nombres
pour Mg(f) quand f € F. On prouve aussi la loi du logarithme itéré pour Mg(f) quand f € B(S?3).

Pour établir ces résultats, on a besoin d’un controle des moments d’ordre quatre des moyennes empiriques.

Théoréme 2.2.3 Soit f € F telle que (u, f) = 0. On a, pour tout r € IN,

c/4" sia<1/V2
(2.4) E [(Mgr(f))4:| <de?/am s a=1/V2
ca si a>1/V2

ot la constante positive ¢ = c(«, f) peut changer d’une ligne & une autre.

Nous obtenons les mémes estimations pour les moments d’ordre quatre des deux autres moyennes empi-

— —1
riques M, (f) et M, (f), dans ce dernier cas r est remplacé par r,, dans (2.4). Si f € B(S?) est telle que
Pf? et Pf* existent et appartiennent & F et avec Pf = 0, alors pour tout » € IN et pour une certaine

constante positive ¢, on a IE{ (MGT(f))ﬂ < ¢/4". On obtient la méme estimation pour Mr, (f).

On utilise les notations M (f) = > f(Ang)) et Mt (f) = > f(Ai). On a le théoréme suivant
=1

i €T,

Théoréme 2.2.4
1. Soit f € F telle que (1, f) = 0. On suppose Uhypothése (H1) vérifiée avec o € (0, 4\/T§)

—I1
Alors M, (f) converge presque sirement vers 0.

2. Soit f € 8(83) telle que Pf =0, Pf? et Pf* existent et appartiennent o F. Alors

: M (f) _
lim sup =1 p.s.
n—oo /2(MU(f))nloglog(MM(f))n
. : M, (f)
En particulier  limsu z = , P f? .S.
P 7‘—>oop v/2|T,|loglog |T,| (. PF%) P
MH
Si Uhypothése (H1) est vérifiée avec o € (0, ?) alors 1i7rln_>solip % =+/(u, Pf2) p.s.

Avec cet énoncé de la premiere partie sur la loi forte des grands nombres pour MS( f), on complete le
travail de Guyon [96] ot ce résultat est prouvé uniquement pour les deux moyennes empiriques M, (f)
et Mg, (f). La deuxieéme partie découle de I'utilisation de la loi du logarithme itérée pour les martingales
de Stout [162].

La condition sur a dans ce théoréeme peut étre améliorée, mais le prix a payer pour cela est de faire des
calculs énormes liés a l’estimation des moments d’ordres supérieurs. Si f est bornée, ce résultat est vrai
pour tout « € (0,1) comme on va le voir dans la prochaine partie.

Nous allons donner ensuite quelques inégalités de déviations sous I’hypothese (H1) pour les mesures
empiriques (2.3). Cela nous aidera & prouver le résultat des déviations modérées dans ce cadre général
ou les fonctionnelles des BMC ne sont pas nécessairement bornées.
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Théoréme 2.2.5 Pour [f € F telle que (i, f) = 0] ou [pour f € B(S?) telle que Pf et Pf? existent et
appartiennent a F et (u, Pf) =0/, on a pour tout § > 0 et tout r € N et tout n € N

c/(6%27) s a < 1/V/2,
(2.5) P(‘MGT(]")] > 5) <der/(6227) si a=1/V2,
ca® /6% si oa>1/V2,

ot la constante positive ¢ = c(a, ) peut changer d’une ligne a une autre.

. P — —T11 ) )
Nous obtenons les mémes estimations pour M, (f) et pour M, (f), dans ce dernier cas r est remplacé par
rn dans (2.5). On introduit la filtration suivante (Hy)n>o définie par Ho = 0(X1) et Hyp = 0(Ar(iy, 1 <
1 < n) On peut énoncer maintenant le théoreme :

Théoréme 2.2.6 Soit (b,) une suite croissante de nombres réels positifs telle que

b
(2.6) 2n oo, ——m 0, L est croissante.

Vvnlogn bn
1. Soit f € B(Sg) telle que Pf et Pf? existent et appartiennent a F et (u, Pf) = 0. Alors

11
n

() .

2
b5
n

2. Soit f € B(Sg) telle que Pf? et Pf* eristent et appartiennent ¢ F et que Pf = 0. Si

(2.7) lim sup b% log (n ess sup P(|f (Any) | > bn/Hk1)> = —00,

n—oo Up 1<k<c™ ! (bn+1)

ot ¢ Hbpy1) == inf{k c N : ﬁ > bn+1}, alors (M,I}(f)/bn) satisfait le PGD sur R de vitesse

562

2(p, Pf?)’

Ce résultat sur les déviations modérées découle des déviations modérées des martingales voir [T-D4],
[169, 170]. Une des difficultés principales dans I’application de ce théoréme se trouve dans la vérification
de la condition (2.7). Notons cependant que dans la gamme de vitesses & considérer, il est suffisant d’avoir
un peu de contréle uniforme sur les X;, quelques moments de f(X;, Xo;, X2;41) conditionnellement & X,
qui mene & la condition du type P|f|¥ borné pour certains k > 2. C’est bien siir le cas si f est bornée.
Dans le cas particulier du modele (2.1), on a pour f telle que Pf = 0 et pour tout k

Elexp <>\%"f (An(k))> /H“] — exp <% <A221;f2) (ka))) .

Cette condition implique les déviations modérées pour (MI(f)/b,).

b2 /n et de fonction de tauz I(z) =

2.2.2 Cadre des fonctionnelles bornées

Dans ce cadre, on suppose que la chaine de Markov (Y;,r € N) est géométriquement uniformément
érgodique, c.a.d. :

(H2) Jp une probabilité sur (S, S) telle que, Vf € By(S) avec (i, f) = 0, Jc une constante positive telle
que
|Q" f(x)] < ca” pour un certain « € (0,1) et pour tout =z € S.

Sous 'hypothese (H2), B,(S) vérifie les hypotheses (i)-(vi) de la section précédente. On a
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Théoréme 2.2.7 Soit (f € By(S) telle que (u, f) =0) ou (f € By(S®) telle que (u, Pf) =0). Alors on
a pour tout § >0

exp (¢"8) exp (—'6?|G, ) , st <1/2,
exp (—c'6%(G,|) , Vr > o, 5i1/2 <a<1/V2,
(28)  P(Me, (/) >0) <
exp (—c'02|G,|/r),  Vr>rg, sia=1/V2,
exp (—c/6%/a®") Vr > 1o, sia>1/v/2,
ot ro = log (%) /log(a), et co, ¢ et " sont des constantes positives qui dépendent de « et f, et qui

peuvent changer d’une ligne a une autre.

Nous obtenons le méme type d’inégalités de déviations pour M, (f) et MS( ).

La condition sur « par rapport & 1/2 est bien sir liée a la structure binaire de l’arbre. L’extension a
I’arbre m—aire suivra les mémes idées.

Nous pensons qu’il est possible de considérer le cas géométriquement ergodique, et celui des fonctions
tests bornées, mais au prix de calculs fastidieux que nous ferons dans un autre travail.

Nous examinerons aussi 'utilisation des inégalités de transport menant a des inégalités de déviations
pour des fonctions test Lipschitziennes, sous une certaine propriété de contraction de Wasserstein pour
le noyau P, dans l'esprit du théoréme 2.5 ou 2.11 dans [H-D5].

Théoréme 2.2.8 Soit f € By(S?) telle que (p, Pf) = 0.

1. Alors Mg(f) converge presque surement vers 0.

2. Soit (by) une suite croissante de nombres réels positifs telle que by, /\/n — +0o, et que
— si o < 1/v/2, la suite (by,) est telle que b, /n — 0,
— si o = 1/v/2, la suite (b,) est telle que (b, logn)/n — 0,
~ si o> 1/v/2, la suite (b,) est telle que (bpa"™ ') /v/n — 0.
Alors (Mg(f)/bn) satisfait le PDM dans S de vitesse b2/n et de fonction de tauxr I(x) =

2 /2(1, P?).

La premiere partie découle du lemme de Borel-Cantelli et la seconde de l'utilisation du principe de
déviations modérées pour les martingales & sauts bornés, voir par exemple [61], [T-D4].

2.2.3 Application : Processus autorégressif bifurcant du premier ordre

Dans cette partie, on applique les résultats sur les chaines de Markov bifurcantes au processus autorégressif
bifurcant d’ordre 1 défini dans (2.1).

Plusieurs extensions du modele ont été proposées et divers estimateurs sont étudiés dans la littérature
pour les parametres inconnus, voir par exemple [18],[101], [102], [103],[186], [187]. Voir [22] pour des
références pertinentes.

On suppose que la distribution v admet des moments de tous ordres. On a étudié (2.1) dans deux cas :

— le cadre Gaussien qui correspond au cas ou ((Egn, Eont1), M > 1) est une suite de variables aléatoires
i.i.d. de loi N2(0,T") avec I' donnée dans (2.2);
— le cadre borné qui correspond au cas ou X; et ((sgn, Eont1), N > 1) , est une suite de variables aléatoires

i.i.d., prenant ses valeurs dans un ensemble compact. Notons que dans ce cas,(X,,n € T) prend ses
valeurs dans un ensemble compact.
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Notre objectif principal est de donner des inégalités de déviations et le principe de déviations modérées
pour Uestimateur des parametres inconnus 6 = (ag, o, @1, 81) et pour la statistique de test définie dans
[96].

Pour estimer 6 = («ag, B0, a1, 31), ainsi que o2 et p, on suppose qu’on observe le sous-arbre complet T, 1.
L’estimateur des moindres carrés " = (0407 50, af, 61) de 0 est donné par

1T |7t 2 XiX2¢+,,—<|TT|*1 > Xi) <\TT\71 > X2i+n>

i€Ty i€Ty i€Ty

33

—1 2_ -1 .
(2.9) pour 7€ {0,1} ™ 2 X (HM %%TXI>

B; = |TT|_1 Z X2i+77 —OAé;|TT|_1 Z X;.
€T, i€T,

Notons que dans le cas Gaussien, ’estimateur des moindres carrés correspond a l’estimateur du maximum
de vraisemblance. On a aussi besoin d’introduire les estimateurs de la variance conditionnelle o2 et la
corrélation conditionnelle soeur-soeur p. Ces estimateurs sont naturellement donnés par

. 1 . .
O—Z = 9 | T | Z(Egz +€%i+l) Pr = A2 Z 521521+1

" lieT, T €T,

ot les résidus sont sont définis par €4y, = Xoj4y — &ZXi — 37’; pour 7 € {0,1}.

Notons C;Ol (R3) I’ensemble des fonctions f : R® — IR qui sont C! et telles que |f| 4 |f| est majorée par
un polynome. Alors, on peut montrer que C;Ol (R3) satisfait les hypotheses (i)-(vi). De plus, pour toute
fe C;Ol (R3), 'hypothese (H1) a lieu avec a = max(|ag|, |a1]). Soit u 'unique distribution stationnaire
pour la chaine de Markov induite (V,.,r € N).

Notons x (resp. x%, Xy, y ---) les éléments de C;OI(RB) définis par (x,y,2) — z (resp. 22, 2y,
Y, ---). On définit deux fonctions continues 1 : © — R et pz : © x R} — IR en écrivant
(/L,X) = ,ul(e) et (Maxz) = M2(9702>5 ou f = (0505607041561) €0 = ( 171> x R x (7 ) x R.

Pour décider entre les hypotheses Ho = {(040,60) = (a1,01)} et son alternative Hy = {(ap, o) #
(a1,51)}, on note fi1 , = 1 (9 ) et i, = ,u2(9 5, ), et on utilise la statistique

|TT| A A ~ ~ A AV ar ar 2
! = %715 0~ A5)* (o — 13 ,) + ((ao — a1, + 05 — 61) :

On note b := pz(0,02) — pu1(0)%.
Cadre Gaussien Le cadre Gaussien présente des propriétés spécifiques qui permettent des calculs

faciles sous des hypotheses plus générales.

Proposition 2.2.9

1. Y6 > 0, Vr € IN et Vv < min (Hb&, 1_7_1} Cl\b/g) , ot c1 := c1(p1) est une constante positive, on a
(o

ot la constante ¢ dépend o, p11, po et peut-étre différente d’une ligne & une autre, p = p(d) € {0,2,4}
et ¢ =q(6) € {0,1}.

/(954 rartl) sia<1/v2,
— 9‘ > 5) < er?/(yMetramY) s a=1/V/2,
ca*r D) /(429547P) 5 o> 1/4/2,
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2. Soit (by) une suite croissante de nombres réels positifs telle que

bn bn
2.10 — — 400 et ——— — 0.
( ) NG vnlogn
Alors
or superexp 9 ot (6’3, ﬁr> superexp (0_2, p)
b\QTT\ b\zTr\
TTr] [T

3. Soit (by,) une suite de nombres réels satisfaisant (2.10). Alors la suite (|TT|(éT -0 /b'TT|) satisfait

)
un PGD sur R* de vitesse bfTr‘/|'JTT| et de fonction de tauz I donnée par I(z) = 3z'(X') "'z, ou

o _ g2 <,§( p?) wee K = (9702)1_ RGE <_,i<9) u;élel,(fg))'

4. Soit (by) une suite de nombres réels satisfaisant (2.10). Alors sous Uhypothése nulle Hy =

{(@0,50) = (a1,01)}, |TT|1/2(X$‘1))1/2/b|’]I‘T‘ satisfait un PGD sur R de vitesse b|2.ET‘/|TT| et de
fonction de taux

+oo ailleurs.

I(y) = {y2/2 siy € Ry

T,
Sous Uhypothése alternative Hy de Hp, on a VA >0 limsup y log P (xgl) < A) = —00.
T—00 "]1‘7“

Les valeurs de p et ¢ dépendent de 'ordre de . Par exemple, si § est assez petit, on a p =0 et ¢ = 0.

Cadre compact : le cas uniformément ergodique. Nous supposons ici que le bruit et I'état
initial X7 prennent leurs valeurs dans un ensemble compact. La nouveauté est que la gamme de vitesses
est améliorée par rapport au cadre Gaussien.

On prend F = C}(R) I'ensemble de toutes les fonctions f dans C* bornées sur IR. Donc, on peut facilement
montrer que I’hypothese (H2) est vérifiée avec o = max(|ayp], |a1]).

Pour (b,,) une suite de nombres réels satisfaisant les hypotheses du théoréme 2.2.8 (au lieu de (2.10) ), les
résultats limites du cadre Gaussien restent valables. Notons que pour la preuve des déviations modérées
dans ce cadre, on n’a pas besoin d’utiliser la méthode des cumulants, contrairement au cadre Gaussien.
Grace aux déviations modérées des martingales & sauts bornés (voir [61]), on a seulement besoin de
prouver la convergence superexponentielle du processus croissant associé a la martingale.

Nous pouvons maintenant affiner les résultats limites en donnant I'inégalité de déviations suivante :

Proposition 2.2.10

Vé > 0 et Vy < min (fi%’ 1?33’ 1i1<1b/5) , ol ¢y := c1 (1) est une constante positive, avec k(8) = 161 7P/2
on a

caexp ("k(8) — k(0)*|T|), Vr € NN, sia<1/2

caexp (¢ (r + 1)k(6) — "k(6)?|T,|), Vr € N, sta=1/2
IP’(HAT—H}>6) < { coexp (='k(6)?|T,) , Vr > 1, sil/2<a<1/V2

caexp (—k(0)%T,|/((r + 1)7)), Vr >, sia=1/y2

coexp (—c'k(8)%/a?(rt D) Vr >, sia>1/v/2,

ot ro := log ('yqé'l*p/Q/cO) /loga, co est une constante positive, ¢’ et ¢’ dépendent de « et ¢, co dépend
de a, ¢ et . Ces constantes peuvent changer d’une ligne & une autre, p € {0,1,3/2} et q € {0,1}.
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2.3 Processus auto-régressif bifurcant d’ordre p

Soit p € N*. On considere le processus assymétrique BAR(p) donné, pour n > 2P~! par

Xon =a0+ > s akX[2,g;1] + eop
Xony1 =bo+ > kX + €2n41,

k—1

ou la notation [z] désigne la partie entiere z. Il a été introduit par Bercu et al. [22]. L’état initial
{Xk,1 <k <2P~1 —1} sont les ancétres tandis que (£2,,,2n+1) est le bruit du processus. Les parametres
(ag,a1,--- ,ap) et (bo, b1, - ,b,) sont des vecteurs réels inconnus.

Comme pour les processus autorégressifs standards, on peut réécrire ce modele comme un BAR(1) d’ordre
multidimensionnel pour tout n > 2P~! sous la forme

X2n - Axn + MNon
X2n+1 = BXn + M2n+1

T
ou X,, = (Xn,X[%], L X o 1}) est le vecteur de régression, 12, = (ag + €an)er et Mant1 = (bo +
T
€ant1)e1, avec e; = (1,0,---,0)" € RP. Les matrices associées A et B d’ordre p x p sont données par
ar ay - ap by by --- b,
A:(l)()...() eth(l)O'”O
0 1 0 1

Ce processus est une généralisation directe du BAR(p) symétrique étudié par Huggins, Bassawa et Zhou.
Dans le cas particulier ou p = 1, il correspond au modele étudié par Guyon. Ici la principale difficulté
a gérer est le caractere multidimensionnel des différentes variables. On suppose que les matrices A et B
vérifient la condition de contractivité suivante

(2.11) 0 = max(|[A], ||B][) < 1.

Notons 6 le vecteur des parametres du modele et 6,, son estimateur, définis par

aon &O,n
a A d n
6=1|," et 0,=|5"
bo bo.n
bp bp,n

On note ¥, = I, ® S, ot ® signifie le produit matriciel de Kronecker et la matrice S,, d’ordre (p 4 1) x

(p+ 1) est définie comme suit
1 Xt
Sy = ko).

k€Tn p—1

Comme dans Bercu et al.[22], on introduit l'estimateur des moindres carrés 0,, de 6 pour tout n > p, A
partir des observations de tous les individus jusqu’a la n-iéme génération (c.a.d. le sous-arbre complet
T,). Pour n > p, cet estimateur est donné par

Xog,
-1 X Xog
0, =%,
Xok+t1
k€T _—1,p—1
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ouT,,={k €T, k> 2P} est le sous-arbre de tous les individus entre la p-itme et la n-iéme génération
(Tp—1 est exclu). Par conséquent, on obtient

€2k
N _ X
(2.12) bo—0=x1 Y “2k
heTo s . . €2k+1
TP \ o1 Xy

On désigne par F = (F,,) la filtration naturelle associée au processus BAR(p). La tribu F,, est donc la
o—algebre engendrée par les individus jusqu’a la n-ieme génération.
Pour les états initiaux, on pose X; = max{HXkH,k < 2p*1} avec la convention que Xy = 0 et on

introduit I’hypothese suivante :
(Xa) Pour un certain a, il existe ¢ > 0 tel que E [exp (CY?)} < 00.

Pour le bruit (g25,€2n+1), les hypotheéses peuvent étre de deux types.

1. Dans le premier cas, on suppose 'indépendance du bruit, ce qui permet d’imposer des conditions
moins restrictives sur l'intégrabilité exponentielle du bruit.

Cas 1 : On suppose que ((€2n,&2n+1),n > 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées de
matrice de covariance I' donnée par

_ (o » L2 2
(2.13) F(p 02>, ou o >0et|p| <o

Pour tout n > p — 1 et tout k € G,,, on pose

Ele] = 02, E[et] =74, Elearcont1] = p, Eledpespss] =v? ot >0 et 12 <71t
On suppose en plus que la condition (X2) sur ’état initial est satisfaite et que

(G2) on peut trouver v > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout n > p — 1, pour tout k € G,, et pour tout ¢
tel que [t] < ¢, on ait

t2
E [exp (¢ (e — 0%))] < exp (77) .
Dans ce cas, on impose la condition supplémentaire suivante sur la vitesse des déviations

(V1) la vitesse de déviations (v,,) est une suite croissante de nombres réels telle que v,, — 400 et
pour § donné par (2.11),

n 1
— si §<1/2, la suite (vy,) est telle que Un 0810

vn
— si 8> 1/2, la suite (v,) est telle que (Un\/logn)ﬁrnTﬂ — 0.

2. Dans le deuxiéme cas, contrairement au premier, on ne suppose plus que la suite ((e25, €an+1),n >
1) est ii.d.. Le prix a payer pour 'abandon de cette hypothese est de supposer des conditions
plus fortes d’intégrabilité des moments exponentiels. En effet, on a besoin de cela pour utiliser le
principe de déviations modérées pour les martingales, spécialement pour pouver la condition de
Lindeberg en utilisant la condition de Lyapunov.

*)0,

Cas 2 : On suppose que pour tout n > p—1 et tout j € G, 41 Ele;/F,,] = 0 et pour tout k,! € Gp41
différents et tels que [%] * [%], €k et g; sont indépendants conditionnellement & F,,. On utilise les
mémes notations que dans le cas 1 : pour tout n > p — 1 et tout k € Gy 41,

Eleq/Fa] = 0°, Elex/Fa] = 7%, Eleareont1/Fal = p, Eledpedpgr/Fal = 1° pis.

ou 7 > 0, v < 7* et on utilise aussi la notation I' pour désigner la matrice des covariances

conditionnelles associées & (€2, €2,41). Dans ce cas, on suppose en plus que la condition (Xa)
pour un a > 2 sur ’état initial est satisfaite, et que les conditions suivantes sont satisfaites :
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(Ea) Ja >2,3t>0et IE > 0 tels que Vn > p — 1 et Vk € Gp41, E [exp (tex|**) /Fu] < E pos.

Dans ce cas, on introduit les hypotheses suivantes sur la vitesse des déviations

(V2) (v,) est une suite croissante de nombres réels positifs telle que v, — +00, et pour 3 donné
par (2.11),

n 1

~ si B < 1/v/2, la suite (vy,) est telle que Un 0BT, 0,
N
(1 3/2

— si B =1//2, la suite (v,,) est telle que vn(logn)** 0,

n

— si B> 1/v/2, la suite (v,,) est telle que (v, logn)3™+ — 0.

La condition sur la vitesse des déviations dans le cas 2 est plus restrictive que celle dans le cas 1, car
dans ce dernier cas on suppose une condition d’intégrabilité (Ea) plus forte sur le bruit. Cette condition
sur la vitesse des déviations apparait naturellement dans les calculs. Plus précisément, le terme en log
provient de l'interversion de la probabilité et de la somme. De [H-D6] ou [115], on déduit de la condition
(Ea) que

(N1) Jp >0telqueVn >p—1,Vk € G471 et VL € R, E{exp (tek) /]-"n} < exp (¢t2/2) , D-S.

Dans le premier cas, on obtient la méme conclusion sans le conditionnement, c.a.d.

(G1) 3¢ > 0tel que Vn >p—1,Vk € G, et Vt € R, E[exp(tsk)} < exp (¢t?/2) .

Armé des récents développements de la théorie des inégalités de transport, de l'intégrabilité exponentielle
et des inégalités fonctionnelles (voir Ledoux [115], Gozlan [90] et Gozlan et Leonard [91]), on peut prouver
quune condition suffisante pour que ’hypothese (G2) soit satisfaite est lexistence de to > 0 tel que,
pour tout n > p — 1 et pour tout k € G,,, on ait E [exp(tosi)} < 0.

Avant d’énoncer nos principaux résultats, fixons encore quelques notations. On introduit

. 2 2 —
a0—2|—bo, aQZ%T—H)O, A:MTB, EZE(IP—A)_lel, L:(; K) et X=0LQ®L,

a=
ot A est I'unique solution de I’équation suivante (voir Lemma A.4 dans [22]) :

A=T+ %(AAAt + BAB") avec T = (02 + E) erel + % (a0 (AZef + e1Z'A") + by (BEel + e1='BY)) .
2.3.1 Principaux résultats

Dans ce premier théoreme, nous donnons les inégalités de déviations pour ’estimateur des parametres.

Théoreéme 2.3.1 Pour tout 6 > 0 et tout £ > 0 tels que £ < |Z||/(1+9), on a
(i) dans le cas 1, en notant c(5,£) := c2(6€)%/(c3 + 6¢),

A crexp (—2"¢(6,0)/(n — 1)?) sif<1/2,
P (|9n —0 > 5) <{ei(n—1)exp (—27e(8,0)/(n—1)?)  sif=1/2,
ci(n—1)exp(—c(d,0)/((n—1)B"))  sif>1/2,

(ii) dans le cas 2, en notant k(8,€) := c2(6€)%/(cs + cadl)

A crexp (—2"k(5,0)/(n —1)?) si < 1/v/2,
i (|9n 9> 5) < ey exp (—274(6,0)/(n — 1)%) sif=1/V2,
crexp (—k(6,0)/((n —1)25%")) si 3> 1/V/2.

Dans les deux cas, les constantes ci, ca et c3 dépendent de o2, 3, v et ¢ et peuvent changer d’une ligne
& une autre et sont telles que c1,c3 > 0, c3,c4 > 0, (c3,¢4) # (0,0).
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On peut souligner que des calculs ennuyeux mais directs permettent d’estimer les constantes qui ap-
paraissent dans le théoréeme précédent.

Les majorations dans le théoréme précédent sont obtenues pour un n > p—1 arbitraire ( ce n’est donc pas
un résultat limite, contrairement aux résultats ci-dessous). Par conséquent, elles sont trés pratiques dans
la statistique non asymptotique quand la taille de ’échantillon ne permet pas 'utilisation de théoremes
limites.

Dans le résultat suivant, on présente les déviations modérées de ’estimateur 6,,.

Théoreme 2.3.2 Dans le cas 1 ou le cas 2, la suite (\/ I Tp_1 (6, — 9)/1)‘%71‘) satisfait le PGD sur
n>1

R2(+D) de vitesse U\Q’Jl‘nfl\ et de fonction de taux

1
Ip(z) = sup {Nz-AXToL H\}=-2'TeoL ") '
AeR2(p+1) 2

Pour prouver ce théoreme, on utilise ’approche martingale. Pour tout n > p, on pose

€2k
kX
M,= ) 522’; f € R2+1),
k€ETn_1,p—1 +X
E2k+10E

On peut clairement réécrire (2.12) comme 6,, — = X1 M,,. On sait grace a Bercu et al. [22] que (M,,)
est une martingale de carré intégrable adaptée & la filtration F = (F,,). Son processus croissant associé
est donné, pour tout n > p, par (M), =T ® S,,_1, ou S,, est donnée dans (2.3) et I est donnée dans
(2.13).

La stratégie de la preuve des déviations modérées consiste en les étapes suivantes :

— obtenir la convergence super-exponentielle de la variation quadratique de la martingale (M,,). Cette
étape est cruciale et c’est la clé de la preuve du reste des résultats. Elle est réalisée au moyen d’inégalités
exponentielles puissantes. Ceci nous permet d’obtenir les inégalités de déviations pour I'estimateur des
parametres,

— introduire une martingale tronquée qui satisfait les déviations modérées, grace a [T-D4],

— vérifier que la martingale tronquée est une bonne approximation exponentielle de (M,,), au sens des
déviations modérées.

Nous allons maintenant considérer les estimateurs des parametres dans le processus de bruit. D’un coté,
nous proposons d’estimer la variance conditionnelle o2 par :

. 1 - 1 . .
62 = T Z AR T Z (€31 + E3hr1),
Toal o= L

oll, pour tout n > p—1 et tout k € G, , on a VkT = (éak, Eart1)T avec

A _ ~ p A~
o, = Xop — Qo — Do q ai,nX[T%l]
~ _ 7 P 7
E2k+1 = X2k+1 - bO,n - Zi:l bi,nX[zi’il]
D’un autre c6té, on estime la covariance conditionnelle p par p, = mn—{ﬂ Ekevﬂ-%l - Eok€oky1-

1

1
AT 1] Z (€3 +3p1) et pn = Toal Z E2kE2%k+1-
ke, " keT, 1

On introduit aussi o2 =

Théoréme 2.3.3 Soit (vy,) une suite croissante de nombres réels positifs telle que v, — oo et ”—\/% — 0.
Dans le cas 1 ou 2,
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(1) la suite (\/ ITy—1l(op — o) /v, 1‘) . satisfait le PGD sur R de vitesse U|2.ﬂ,n71| et de fonction de

2
tauz I,2(x) = -k
(2) la suite (\/ |Tn 1|(pn = p) /v, 1‘) . satisfait le PGD sur R de vitesse ’U|2Tn—1| et de fonction de
z? -
tauzr IP(ZC) = m

Nous remarquons qu’il n’y a aucune restriction Sur la vitesse (vy,) ici. Il est plus intéressant de prouver
les déviations modérées avec 62 A la place de 02, ce qui est le cas si on peut prouver par exemple que

(\/|Tn_1|( 62 —o? /U|'ﬂ*n71‘) . (\/|'H‘n_1|( o~ 02)/1)“1-”7”) . sont exponentiellement équivalents
n> nz

[Ty —1] (&2 02) superexp

au sens des grandes déviations. On aurait donc besoin de la convergence suivante : w0

,U‘Z
[T 1l
0. La preuve est trés technique et trés restrictive pour la vitesse (v,) des déviations modérées. Actuelle-

~9 9 superexp
ment, on peut seulement prouver que o; — o;, f— 0.
Vit

Dans le théoreme suivant, on donne ainsi quelques convergences superexponentielles.

superexp
Théoréme 2.3.4 Dans les deuz cas, on a 62 — = o2
v
ITp1l

Dans le cas 1, si on remplace (G2), par

(G2%) on peut trouver v' > 0 tel que, pour tout n > p — 1, pour tous k,l € G471 tels que [g] = [é] et
pour tous t €] — ¢, c[ pour un certain ¢ > 0, on ait E[expt (exe; — p)] < exp (” t2) ,

et dans le cas 2, si on remplace (Ea) par Uhypothese suivante

(E2?) on peut trouver ' > 0 tel que, pour tous n > p—1, pour tous k,l € Gp41 tels que [%] [%] et pour

toust € R, on ait

'y/tQ
Elexpt (erer — p) /Fn] < exp ( 5 ) , p.s.
alors dans le cas 1 ou 2, on a py Superexp

v
[T —11

Problemes et perspectives

1. Il nous parait nécessaire de poursuivre I’étude des chaines de Markov bifurcantes pour obtenir un
principe de grandes déviations. On souhaite obtenir la borne supérieure et la borne inférieure des
grandes déviations de la mesure empirique suivante :

L" T Z 5(X1,X21,X21+1)
| | i€Ty

En s’inspirant du travail bien connu de Donsker-Varadhan, on peut obtenir la borne inférieure par
un changement de probabilité et une loi des grands nombres. Il reste l'investigation de la borne
supérieure et la comparaison des fonctions de taux des deux bornes.

2. Les chaines de Markov bifurcantes sur un arbre de Galton-Watson ont été introduites pour modéliser
la généalogie incomplete et prendre en compte la mort possible des cellules. Nous souhaitons conti-
nuer I’étude des inégalités de déviations et du transport pour ce cadre, voir [56], [57], [60].

3. L’étude des processus autorégressifs bifurcants a coefficients aléatoires a permis d’étendre les pro-
cessus autorégressifs bifurcants en généralisant le coté aléatoire de 1’évolution, (voir par exemple
[20], [21], [28]). Le processus BAR & coefficients aléatoires est défini par la donnée d’un ancétre
initial X7, de deux suites de bruits (g2k, €2k+1)k>1 €t (M2k, M2k+1)k>1 €t par 'équation récursive
Xokts = ¢+ (d+ nak+s) Xk + €246, avec § € {0,1}.
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On peut le réécrire sous une forme similaire au BAR(1). Mais dans ce cas, on retrouve l'au-
torégression a l'intérieur du bruit ce qui pose des problemes supplémentaires et impose un change-
ment d’approche par rapport au traitement du processus BAR standard a coefficients fixes.

Le modele de processus autorégressif bifurquant asymétrique avec des coeflicients aléatoires couplé
avec un arbre Galton-Watson pour prendre en compte des observations probablement manquantes
a aussi été considéré. Pour les théorémes limites classiques, voir [58]. Nous souhaitons obtenir
quelques inégalités de déviations pour ces modeles.

. Le TCL pour Ez‘e'ﬂ‘n g(X;) reste une question ouverte. L’approche classique basée sur I'utilisation
de I'équation de Poisson G — PG = g — u(g) pour étudier les fluctuations ne marche pas (v étant
la mesure invariante du noyau de transition P). En effet, avec la décomposition

2= D0 0(X) ~ 4(9)) = <= D (GX0) = PG(Xi)) + —=PG(X0) = —=PG(X,)

et en utilisant la théorie des martingales, on obtient le TCL pour le premier terme dans le membre
droite de I’égalité précédente. Il reste juste & montrer que les deux derniers termes convergent vers
0 pour conclure.

Mais dans notre cas, le dernier terme de bord ﬁPG (Xy) devient le terme de bord sur la derniere
génération G,, dont le cardinal est du méme ordre que | T,, |. Donc 'ordre du terme de bord n’est
pas négligeable, ce qui nous empéche de conclure.
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Chapitre 3

Inégalités fonctionnelles et
applications

Dans ce chapitre, nous présentons brieévement les résultats des articles [H-D5] publié dans Annals of
Probability et [H-D7] publié dans Annales de I'Institut Henri Poincaré, Probabilités et Statistiques.

3.1 Introduction

Sur (F,d) un espace métrique, pour p > 1 et p,v deux mesures de probabilités sur F, on définit la

distance de Wasserstein LP
1/p
inf (//d(x,y)pdﬂ'(ac,y))

ot l'infimum est pris sur toutes les mesures de probabilités sur E x E de marginales pu et v (7 est alors
appelée un couplage de p et v). On dit alors que p satisfait une inégalité de transport T}, pour p € [1, 2],
de constante C' (et on note p € T;,(C')), si pour toute mesure de probabilité v, on a

(3:2) W (i, v) < /2CH (v]pn)

avec H(v|p) Pentropie (ou information de Kullback) définie par

(3.1) Wi, v)

[ log fil—;dy, si dv < dp,

H(v|p) =
vlr) {Jroo sinon.

Il est intéressant de noter que la célebre inégalité de Csiszar-Kullback-Pinsker rentre dans le cadre de
cette définition. Signalons deux classes particulieres d’inégalités de transport apparaissant fréquemment
dans la littérature : T1(C) et To(C). L’inégalité de Jensen montre immédiatement que T5(C') entraine
T, (C).

L’inégalité T, est nettement plus structurée que l'inégalité T7. Tout d’abord, comme 'ont montré Otto
et Villani dans [OV00], 'inégalité T5 entraine une inégalité de trou spectral, également appelée inégalité
de Poincaré : p € T'S(C) si pour toute fonction f réguliere

(3.3) Var, (1) £ € [ 197 Pdg.

L’importance du trou spectral réside dans le fait qu’il décrit le taux de la convergence exponentielle.
L’étude de la constante du trou spectral a une trés longue histoire, le lecteur est renvoyé aux livres
[44, 168] pour des bibliographies.
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L’étude des inégalités de transport a réellement été lancée par les travaux de Marton [125, 124, 126] et
Talagrand [163] dans les années 90. La motivation principale de ces travaux et de ceux qui ont suivi était
les diverses inégalités de concentration de la mesure qui peuvent étre tirées des inégalités de type (3.2). A
ce titre, les premiers travaux de Marton portent sur des raffinements multidimensionnels de I'inégalité de
Csiszar-Kullback-Pinsker qui permettent de retrouver certaines inégalités de concentration universelles
pour les mesures produits obtenues par Talagrand. Dans larticle [163], Talagrand a introduit quant & lui
I'inégalité de transport T» et a prouvé que la mesure Gaussienne standard sur R vérifie T>(C) avec une
constante optimale.

Meéme si 'inégalité T5 est en général plus délicate a montrer, les criteres connus étant en général difficiles
a vérifier, la grande force de celle-ci est qu’elle se tensorise facilement. On peut ainsi obtenir de bonnes
estimations en grande dimension sans avoir a payer le prix d’une trop grosse dégradation de la constante.

Le résultat fondateur dans le domaine est la démonstration par Talagrand du fait que la mesure Gaus-
sienne standard sur R™, muni de la distance euclidienne, vérifie 'inégalité T5(2) avec en particulier une
constante qui ne dépend pas de la dimension n de I’espace.

Définissons 'inégalité de Sobolev logarithmique : on dira que p € ISL(C) si pour toute fonction f
réguliere
(34) Buty (%)= [ 1og (o )= € [ 1957

J frap

Tout comme les inégalités de Sobolev logarithmiques et de Poincaré (et leurs différentes variantes), les
inégalités de transport permettent de démontrer des estimées de concentration.

Un de nos principaux résultats dans ce domaine est la caractérisation de I'inégalité T complétant la
caractérisation fonctionnelle établie par Bobkov-Gotze. Nous montrons ensuite comment étendre aux
suites dépendantes (notamment markoviennes) ces inégalités de transport et nous les appliquons au cas
de lois de diffusions ainsi qu’a certains systémes dynamiques aléatoires. Nous proposons ensuite une
méthode de type GIRSANOV pour établir le transport T» dans le cas infini-dimensionnel de la mesure de
WIENER ou de lois de diffusions, obtenant ainsi des résultats pour ce transport qui ne sont pas déduits
d’une inégalité de Log- SOBOLEV.

Nous obtenons aussi la meilleure constante dans l'inégalité isopérimétrique de CHEEGER et certaines
inégalités de transport-information et des inégalités de concentration plus précises pour la moyenne

empirique
1 t
¢ [ axas
t Jo

ou (X; : t > 0) est un processus de Markov réversible par rapport & une probabilité u, de générateur
infinitésimal L. Ces inégalités sont des conséquences immédiates de I’estimation en norme Lipschitzienne
de la solution de I’équation de Poisson.

3.2 Inégalités de coiit du transport et applications

3.2.1 Principaux résultats sur 7,

Le résultat principal de cette section est la caractérisation de 77 comme une intégrabilité gaussienne de
la mesure pu.

Théoréme 3.2.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. pe Tl(C)

F(z) - F
2. pour toute fonction lipschitzienne F' p-intégrable et en posant || F||rip = sup M,
THy d(xa y)

(3.5) WeR, [ TP < oxp (27O IR,
E
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3. il existe 6 > 0 tel que // eJdQ(z’y)du(z)du(y) < +4o00.

Plus précisément, en supposant 'inégalité Ti(C), la derniére intégrale est finie pour tout o < C~let
inversement en supposant cette intégrale finie, l'inégalité T (C') est vraie pour

(3.6) C< Sinf (% (1 +1og/e§d2(m’mo)du(x))> < +o0.

L’équivalence entre les points 1. et 2. provient de l'article de Bobkov-Gotze [33]. Nous avons montré
léquivalence entre 2. et 3. dans [H-D5] en partant de I'idée simple suivante : étant données £ et & deux
copies indépendantes de la loi u et F' une fonction lipschitzienne centrée par rapport a u, on a alors

EeSF© < EelFOEe—CFE) = el(FEO-FED),

L’évaluation de la constante finale est celle obtenue par Bolley-Villani [36]. Notre méthode donne une
constante 1égerement plus élevée.

L’article [H-D5] propose également une étude de la stabilité des inégalités T}, par des transformations
lipschitziennes et la tensorisation de ces inégalités pour des suites dépendantes.

3.2.2 Inégalité de transport pour des variables aléatoires dépendantes

Méthode de couplage

Soit P une mesure de probabilité sur (E™,B") (n > 2). Pour tout z € E™, on note z¢ := (x1,--- , ;).
Soit P;(-/z*~1) la loi conditionnelle réguliere de z; sachant z'~! pour i > 2. Par convention P;(-/z") est
la loi de @1 sous P, ot1 2° est un certain point fixé. Quand P est Markov, alors P;(-/z*~!) = P;(-/xi_1)
est le noyau de transition a I’étape i — 1.

Notre but ici est d’étendre les inégalités de colit de transport (3.2) pour des mesures de probabilités P
sur (E",d;,), ot

n 1/p
d, (v,y) == (Z d(%’,yi)p> .

Théoréme 3.2.2 Soit P une mesure de probabilité sur E™. Supposons que

(H1) il existe une constante C > 0 telle que pour tout i > 1,271 dans E*=1 et pour toute probabilité v
sur E, on ait

Wiy, Pi(-/2""1)) < /2CH (v/ Fi(-/2"=1)),

oo

(H2) il existe des constantes aj > 0 avec r =3 .~ a; <1 telles que

i—1
WH(P;(-/z 1), Py(- /37 h)) < Zajd(xi_j,fci_j), pour tout i > 2, et tous ', 7' dans B
j=1

Alors pour toute mesure de probabilité Q sur E™, on a
1
(3.7) Wi (Q,P) < 1— v2nCH(Q/P).

Notons que pour toute fonction & valeurs réelles f sur E™, ||f||Lip(dl1) < a ssipour tout k=1,--- ,n

(3.8) |fe(on) — fe(yr)| < @ d(wg, yx), Yo, yn € E

ou fi(xk) est la fonction f par rapport & la k-iéme variable alors que les autres sont constantes.
Alors grace a Darticle de Bobkov-Gotze [33], on obtient, pour toute fonction réelle F' sur E™ satisfaisant
(3.8), l'inégalité :
Eper(F—EF) < exp (m) YA eR
- 2(1—r)2 )"’ ’
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En particulier, on obtient pour tout ¢ > 0 :

(3.9) P(F > EpF +1t) < exp <%> .

De manieére similaire on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.3 Soit P une mesure de probabilité sur E™, et 1 < p < 2.

(H1’) il existe une constante C' > 0 telle que pour tous i > 1, pour tous '~ dans E'~' et pour toute
probabilité v sur E, on ait

Wy, P,(-/2'~1)) < /2CH(v/P,(-]a1)).

H2) il existe a; > 0 avec P := > = (a;)P < 1 telle que pour tout i > 1 et pour tous z*~1, %1 dans
J j=1\4j
Ei*l
i—1
i— ~i—1\y]P -
(3.10) WP/ h), P /3 )]" < ) (a5)PdP(wimg, Timy).-

1

J

Alors pour toute mesure de probabilité Q sur E™,

-1 1/p
Wi @P) < () VROPH(/P),

2
ot 3 := (— — 1) et les réels a,b > 1 forment une paire arbitraire de nombres conjugués (1/a+1/b=1)
p

avec rPbP~1 < 1. En particulier, quand p = 2, en optimisant suivant (a,b), on obtient

d 1
W, (Q,P) < FaY 2CH(Q/P).
La condition (H1) (ou (H1’)) est le point de départ de notre tensorisation de T,(C). Elle est vérifiée
par beaucoup d’exemples : 'EDS (3.17), les systémes dynamiques aléatoires ou les champs de Gibbs. La
condition (H2) (ou (H2?)), qui signifie une dépendance tres faible du présent par rapport au passé, est
une condition cruciale.

La constante C), pour 'inégalité de transport 77 de P, croit linéairement avec la dimension n, ce qui est
naturel, vu l'inégalité de Hoeflding (3.9). Ceci est completement différent du cas de I'inégalité To pour
laquelle on espere que la constante reste indépendante de la dimension n, comme cela a déja été vu dans
le Théoreme 3.2.3.

Sous la condition (H1’) et I'inégalité (3.10) mais sans la condition de contraction 7P := 3~ (a;)P < 1,
on a toujours P, € T,,(Cy) sur E™ par rapport a la métrique d;, pour une certaine constante C,, (mais
Pestimation cruciale de C,, dans le Théoréme 3.2.3 est perdue).

Méthode martingale

L’inégalité (3.9) appliquée & F(Xy,---,X,) = Y .r_, f(Xk) et & la métrique discrete d, dans le cas ou
les (X}) sont indépendantes et || f(Xi)|loo < @, devient exactement I'inégalité précise de Hoeffding. Mais
quand on l'applique & F(X1,---,X,) = f(X,), elle ne donne pas le bon ordre de n pour n grand.
Comme cette question est importante pour la connaissance de la mesure invariante, on utilise la méthode
martingale de McDiarmid [128] pour obtenir le théoreme :

Théoréme 3.2.4 Soit P une mesure de probabilité sur E™ satisfaisant 'hypothése (H1) du Théoréme
3.2.2. Supposons au lieu de (H2) que

(H3) il existe une certaine constante S > 0 telle que pour toute fonction réelle bornée et Lipschitzienne
f(@rg1, -, xn) avec ||f||Lip(dl1) <1, pour tout x € E™ et tout yp € E, on a

|Ep(f(Xk+1a T aXn)/Xk = ‘Tk) —Ep (f(Xk-i-l’ T ’Xn)/Xk = (‘Tk_layk)) | < Sd(‘rkayk)
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Alors, pour toute fonction F sur E™ satisfaisant (3.8), on a

CA2(1+ 9)%a*n

(3.11) EpeF—EeF) < exp ( 5

), YA€ R.

Ou d’une maniére équivalente P € T1(Cy) avec Cy, = n(1 + S)2.

Si la condition (H2) est vue comme de type backward, alors (H3) peut étre vue comme de type forward.
En effet, (H3) est équivalente &

WY (B(dafyy fon, 270, B(dafyy fye, 25 7)) < Sd(ae, ).

Cela signifie intuitivement que le présent n’a pas beaucoup d’influence sur ’avenir du processus P. Dans
des situations concretes, (H3) est souvent plus faible que (H2).

Quand d(z,y) = 1=y, (H1) est satisfaite, avec C' = 1/4 et ce résultat est di essentiellement & E. Rio
[151]. En utilisant une condition différente de (H3), E. Rio a aussi montré que la constante S de la
condition (H3) verifie S < 2 Zj’;l ¢, ou ¢; est le coefficient du mélange uniforme de la suite (X,,).

3.2.3 Inégalité de transport pour des systémes dynamiques aléatoires

Soit E une variété Riemannienne connectée et compléte munie d’une métrique Riemanienne d.
On considere maintenant le systeme dynamique linéaire aléatoire perturbé sur E,

(3.12) Xo(z) =2z € E, Xp1=F(Xn(x),Wpt1), n>0,

ou le bruit (W,,),>0 est une suite de v.a.r.i.i.d. a valeurs dans un certain espace mesurable (G, G), defini
sur un certain espace de probabilité (2, F,P), et ou F(x,w) : E X G — E est mesurable. On désigne par
P(z,dy) la loi de F(x, W7).

Proposition 3.2.5 Supposons qu’il existe 6 > 0 tel que

(3.13) sup E (e‘;d(F(I’Wl)’F(I’WQ))2) < +o00.
pASI O}

On suppose qu’il existe 0 < r < 1 tel que
(3.14) E (d(F(z,Wh), F(2,Wh))) <r d(z,T), Va,Z € E,

ou bien, plus généralement, qu’il existe une constante S > 0, telle que :
(3.15) D B (d(Xn(x), X (7)) < S d(, &), Va,i € E.
n=1

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout n > 1 et pour toute probabilité Q" sur E™, on ait
Wi Q") < V/OnH(Q/PY),
ou P est la loi de (X (x))1<k<n sur E™.

Pour comparer (3.15) avec (3.14), on considere le modele linéaire F(z,w) = Az +w ot E = R? = G,
A € Mgxq. Dans ce cas, la condition (3.14) veut dire que r = || A|| := sup{]Az|; |z| < 1} < 1, alors
que (3.15) devient équivalent & max{|A|; A rayon spectral A} < 1 ce qui est beaucoup plus faible. Cette
derniere condition est bien connue pour étre optimale pour I'ergodicité de ce modele linéaire ARMA.

Considérons le cas particulier du modele précédent on F(z,w) = f(z) + o(z)w, E = RY, G = R",
f:RY =R 6: R = Man,

Xo(2) = 2, Xn1(2) = f(Xn(2)) + 0(Xn(2)) Wi,

et ol le bruit (W),)nez est tel que EW; = 0. Supposons
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(i) Py :=P(W; € -) € To(C) sur R™ par rapport a la métrique euclidienne ;
(ii) |o(z)w| < K|w|, V(z,w) € R? x R";

(iii) pour un certain r € [0,1), on a

(3.16) VIF@) = f@P T E|(0(z) — 0(@))WiP < rlz — &|, Vz,7 € R%.

Notons que les conditions (i) et (ii) impliquent que P(z,-) € T2(CK?) pour tout z € R? et que la
condition (iii) implique (H2’) avec le méme r, pour p = 2. Donc, grace au Théoreme 3.2.4, P7 €
T»(CK?/(1 —r)?). Grace aux résultats de Bobkov-Gentil-Ledoux [32], cela donne, pour toute fonction
mesurable F(zq, -+ ,x,) € LY ((RY)™,P?), I'inégalité

Eexp (pQF (X1(2), -+, Xn(2))) < exp (pRF(X1(2), -+, Xn(2)))

ou

- CK?2 ) X1, yIn ) = yel(%'i)" :C y 2k Yk .

Comme il apparait déja dans [32], plusieurs estimations des intégrales de Laplace sont des conséquences
de versions des inégalités fonctionnelles de type T5(C). Pour l'instant, le corollaire 6.1 dans [32] dit que
pour toute fonction convexe F sur (R?)", on a

Epn exp <

Inégalité 77 pour une EDS
Considérons (X;) défini par 'EDS

k

) <exp (pEng) .

(317) dXt == b(Xt)dt + O'(Xt)th, XO =T,

ou o et b sont globalement lipschitziennes et vérifient :

(3.18) sup o ()| < A, {y — 2, b(y) — b(z)) < B+ |y — z[?),
et
(3.19) 2(y — x,b(y) — b(@)) +tr((o(y) — o(2))(o(y) —o(2))*) < —dly —a|*, avec &§>0.

Alors la loi de (X¢(x))¢c[o,n) satisfait une inégalité T1(Cn) par rapport a la métrique définie par :

n—1
i) =3 sup () — ().
k=0 k<t<k+1

Soit (P;) le semi-groupe de transition associé & la diffusion (X;). Notons que sous la condition (3.19), on
a
E| X (z) — X;(2)]? < |z — #?e™ 2%, vt > 0.

Ceci entraine non seulement 'existence et I'unicité de la mesure de probabilité invariante p de (P;), mais
aussi que Pi(z,-) — p quand ¢t — oo pour tout z € R%.

Présentons I'inégalité de type Hoeffding pour F'(vy fo ))dt ou V : RY — R satisfait ||V||Lip < .
Pour un tel V, || F||Lip < « par rapport & la metrlque precedente Le travail de Bobkov-Gétze [33] entraine

donc :
2

P (/()H[V(Xt(x)) —EV(X,(2))dt > 7“) < exp (_22—0) , V> 0.

Le seul désavantage de I'inégalité précédente est que la constante C' n’est pas bien déterminée.
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Inégalité T» pour une EDS

On sait que la mesure Gaussienne satisfait 75, qu’une inégalité de Sobolev logarithmique implique 75,
et que 'implication inverse est vraie si la mesure considérée est une mesure de Boltzmann issue d’un
potentiel convexe ¢ (plus une condition sur la constante du transport et la minoration de la Hessienne de
®). On sait que Ty implique & son tour T; et une inégalité de Poincaré. Dans ce paragraphe, notre point
de vue est le suivant : que peut-on dire sur 75 sans inégalité de Sobolev logarithmique ?

Si nous reprenons ’exemple de la diffusion précédente avec des coefficients localement lipschitziens satis-
faisant (3.19) et tel que ||o|| soit finie, alors la loi de X;(z) satisfait une inégalité Ts(||o||%,/6?) pour
tout point de départ z et & tout temps T par rapport & la métrique L? donnée par

(3.20) da(71,72) = \//O [y1(t) = 72 (t)[2dt.

2

o
En outre, on a Pr(z,-) € Ty (%) sur R, ainsi que 'unique mesure de probabilité invariante p de
(Pt)-

Pour la loi de cette diffusion, aucune inégalité de Sobolev logarithmique n’est connue. En fait T5 n’a
été considérée pour des mesures de processus que pour la mesure de Wiener et la distance de Cameron-
Martin, ou pour des lois d’e.d.s. qui sont des transformations Lipschitziennes de la mesure de Wiener, (voir
cependant Wang [168] pour une extension aux inégalités fini-dimensionnelles). La preuve repose ici sur
une transformation de Girsanov permettant de construire un couplage pour la distance de Wasserstein,
puis de revenir par un contréle direct sur I'entropie en évaluant la distance L? de ce couplage. Cet exemple
(donné dans [H-D5]) n’est cependant pas satisfaisant dans le sens ol I'inégalité de Sobolev logarithmique
n’est pas connue et ne répond donc pas a la question principale : y a-t-il une différence entre T5 et
log-Sobolev ?

Revenons a 'e.d.s. (3.17). Supposons que [|Vb|| < K, n = d et o(x) = 0 = Ij. Capitaine-Hsu-Ledoux,
dans [42], montrent l'inégalité de log-Sobolev de la loi P, de la diffusion sur I’espace de Cameron-Martin
associé au gradient de Malliavin. Comme le suggere le résultat de Otto-Villani [141], I'inégalité de log-
Sobolev implique I'inégalité T»(C') et on doit avoir P, € T»(C) sur C([0,T]) par rapport & la pseudo
métrique

(3.21) dH(%m):{IIM ol sin =
+00 sinon

Nous avons étendu l'inégalité T die a Talagrand pour les mesures Gaussiennes, a la mesure de Wiener
P sur C([0, 7], R?%). En utilisant la formule de Girsanov, on montre que P € T5(1) sur (C([0, T],R%), dg).
La constante est optimale. L’inégalité de transport 75 de la mesure de Wiener par rapport a la métrique
de Cameron-Martin est mentionnée dans la these de Gentil [83]. Sa preuve n’utilise pas notre formalisme.

Avec les mémes arguments, on obtient une inégalité T» pour la solution de 'e.d.s. (3.17) avec o = Iy,
par rapport a la métrique de Cameron-Martin dy. Plus précisément, en supposant que Vb :=
(3(0;b7 +6jb1))1<ij<d < Bl et ||Vb]| < K, alors on obtient pour tout point initial z, P, € Tx(a?)
sur C([0, T],R?) par rapport & la métrique dg, ol a? est donné par

2 1+g—§),si B<0

o? = o*(T,K,B) =4 2(1+K57), si B>0
2(1+552)  si B=0.

Ce résultat entraine une bonne estimation pour des fonctionnelles comme F(y) = sup,<7 | X¢(z) — 2|
pour T petit (estimations de type Varadhan-Freidlin-Ventzell). Cependant comme Wu ’a déja noté dans
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[174], ce type d’inégalités (méme avec o? indépendant de T'), formellement plus faible que I'inégalité
de log-Sobolev correspondante, n’entraine pas une estimation d’ordre optimal pour des fonctionnelles

additives comme fOT V(X¢)dt pour T grand. Pour obtenir une meilleure estimation, on utilise I'inégalité
T par rapport a la métrique ds.

Il est intéressant de voir si nos résultats restent valables dans le cas ou Vb < —BI; sans la condition
(VY] < K.

Comme indiqué dans [32], des conséquences intéressantes peuvent étre déduites de ce résultat comme par
exemple le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.6 On a pour tout T > 0,
(a) pour toute fonction cylindrique régulicre F sur G := L*([0,T}],dt; R?) > C([0,T],R%), c.q.d.

FeFCr = {f((yv,h), -, (v,hn)); n>1, h; € H, f € C;°(R")}

(0t (y1,72) = fOT Y1 (t)v2(t)dt), linégalité de Poincaré suivante a lieu :

o2
(3.22) Vo (<12 [ ore)2de.)
C([0,T],R9)
ot Varp, (F) est la variance de F sous la loi Py, et VF(v) € G est le gradient de F en 7.
(b) pour toute fonction g € C°(R?),

o3

(3.23) Varpy e (g) < 120 / Vo) Pr(x, dy).
20 R4

(c) (inégalité de type Tsirel’son) pour tout sous-ensemble non-vide K de G tel que Z(y) =
suppex (v, h) € L' (Py), alors

(3.24) /exp <% sup [{y, h) — |h|g/2]) dP, < exp ( o EPIZ> .

% hek o3

(d) (inégalité de type Hoeffding) pour toute fonction V : R — R telle que ||V ||Lip < o,
1 7 1 /T Tr?|o|%
P <T/0 V(Xe(x))dt — ET/@ V(X (x))dt > r) < exp (_W) , Vr > 0.

3.3 Inégalités fonctionnelles par I’estimation en norme Lipschit-
zienne d’une équation de Poisson

Soit I un intervalle de R. Son intérieur est donc de la forme I° = (zg,%0) ott —oc0 < xg < yo < +00. On
considere 'opérateur de Sturm-Liouville sur [ :

d? d

L= a(x)@ + b(z)ﬁ

avec des conditions de type Neumann sur la frontiere 0 = {zo,yo} R, ol

(A1) les fonctions a,b : I — R sont mesurables et localement bornées a(x) > 0dx—p.s. et 1/a est
localement da-intégrable sur I, (ici, dz est la mesure de Lebesgue).

Sur I9, £ peut se réécrire sous la forme de Feller suivante :

o1 d(1 dy_dd
om/(z)de \s'(z)dx )  dmds
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ou m et s sont respectivement la mesure de vitesse et la fonction d’échelle de Feller, qui sont des fonctions
absolument continues sur I telles que pour un certain point c¢ fixé dans I on ait, dz — p.s.

s =eo (- [(Ma) w wiw) =

a(u) a(x)s'(x)
Soit C5°(I) lespace des fonctions réelles f indéfiniment différentiables sur I & support compact et D =
{f € C5o(I); f'lor =0}
L’opérateur £, défini sur D, est symétrique sur L?(I,m) (m indique aussi la mesure m/(x)dr).

Soit (X : t > 0) la diffusion sur I'intervalle I de générateur infinitésimal £. Les conditions de Neumann
sur le bord correspondent & une réflexion au bord 9. Voir [104] pour plus de détails et pour des définitions
précises. On suppose que :

(A2) la diffusion est non explosive et positivement récurrente, c.a.d., m(I) = [, m/(y)dy < +oo et

I

/Cyo §'(z) (/ m/(y)dy) dr— oo siyod I et / J(2) (/ m'(y)dy) do = o0 sizodl

(A3) le générateur £, défini sur D, est essentiellement auto-adjoint sur L?(I,dm), ot d’une maniere
équivalente (voir [T-D18], [74]) :

s & L*((wo,c],dm), si xo ¢ I; ets¢ L*([c,y0),dm), si yo¢ I.

Notons que si a(z) =1 et I = R, les hypotheses (A2) et (A3) sont automatiquement satisfaites dés que
m(I) < 400 (voir [104] pour (A2), [T-D18] et [74] pour (A3)).

Dans la suite, on suppose que les conditions (A1)—(A3) sont satisfaites.

Dans ce cas (X¢)¢>o est réversible par rapport a la mesure de probabilité p(dz) = %m’ (x)dx. Soient

t)e>0 le semi-groupe de transition de t)t>0, e génerateur de (F;) dans , e domaine
P,)i>0 le semi-g d ition de (X, )10, £, le géné de (P;) dans LP(I, ) de domaine (L,
(pour p € [1,400)), ce générateur est une extension de (£, D).

Pour g € L?(I, p1) telle que u(g) = 0, on considere I’équation de Poisson
(3.25) —L2G = g.

Par V'ergodicité de la diffusion, la solution G de 1’équation de Poisson, si elle existe, est unique dans
L?(I, i) & une constante pres.

Dans l'interprétation physique de la diffusion de la chaleur, g représente la source de la chaleur, G est la
distribution de la chaleur d’équilibre. L’objectif de ce travail est d’estimer

G(y) — Cla)
3.26 Gllpin(o) := sup L7
(8.26) 1Glzime = S0 S o]

en fonction des différentes normes de la source de chaleur g. Ici p est une certaine fonction croissante et
absolument continue sur [ telle que p'(z) > 0dz — p.s..

Soit A; le trou spectral de Lo, c.a.d. la plus petite valeur propre ou le point spectral au-dessus de zéro
de —L5. Alors cp := A est la meilleure constante dans I'inégalité de Poincaré suivante

(3.27) Var,(f) < CP/a(ac)f'(x)2du(x),Vf e D.

I

L’importance du trou spectral réside dans le fait qu’il décrit le taux de la convergence exponentielle

1Pef = ()l < e f = u(f)ll2, W20
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ott || - |2 est la norme dans L?(I, ). La constante A\; peut aussi étre interprétée via 'équation de Poisson
de la maniére suivante :

IG = p(G)l2 < cpllglla ou /Ia(w)G’(x)Qdu(x) <cpllgl-

Les interprétations physiques expliquent I'importance fondamentale de 1’étude de A1 ou de ¢p. Comme
I’étude de A; a une tres longue histoire, il n’est pas possible pour nous de la décrire méme dans ses
grandes lignes. Le lecteur intéressé consultera les ouvrages [44, 168] pour des bibliographies complétes.
Pour I'inégalité plus forte de log-Sobolev, la premiére caractérisation est diie & Bobkov-Gotze [29] (voir
aussi [77, 44] pour de nouvelles améliorations de la constante).

Notre premier objectif est de comprendre la formule variationnelle diie & Chen pour Ay ([43]) :

@)
3.28 cp = inf su
( ) r P IEII) pl(x)

[ ot = o e,

olt p parcourt toutes les fonctions de C1(I) avec p’ > 0.

Remarquons que 1’on ne connait aucune formule variationnelle pour la meilleure constante dans 'inégalité
de log-Sobolev sur la droite réelle.

Notre motivation principale vient en fait de quelques inégalités de concentration pour la moyenne empi-
rique

(Uﬂéguaw,

qui sont des conséquences immédiates de I'estimation de ||G'|| i, () via la décomposition forward-backward
de martingales ou les inégalités d’information-transport développées dans [95].

Notre méthode d’estimation de ||G||Lip(y) est directe. La solution de 1'équation de Poisson peut étre
calculée explicitement (contrairement a celle de 1’équation de la chaleur correspondante) et quelques
controles supplémentaires (faciles) sont nécessaires pour finir le travail.

En plus de ces motivations, I’évaluation de G’ est physiquement significative : dans le probléme de diffusion
de la chaleur, en présence de la source de la chaleur g avec u(g) = 0, G représente la distribution de la
chaleur d’équilibre. Une estimation sur |G’| nous permet donc de controler la variation de la distribution
de la chaleur d’équilibre.

3.3.1 Principaux résultats

Etant donné une fonction absolument continue p: I — R telle que p’ > 0,dx — p.s., on considere
dy(z,y) = |p(z) — p(y)| la métrique sur I associée a p.

Si la norme Lipschitzienne || f|| £ip(,) de f par rapport a d, définie dans (3.26) est finie, on dit que f est
p-Lipschitzienne.

Soit LE(I, ) := {f € L3(I,u); p(f) = 0}. Nous pouvons maintenant énoncer notre premier résultat.

/

Théoréme 3.3.1 Soient p, p1, p2 des fonctions absolument continues sur I telles que p, pr, € L*(I, ), p', p}, >

0,dr — p.s..

1. Si
, ‘= esssu s'x) 7 — m’ 00
(3.29) crip(pr.pa) = esssup S [y () = o (1 <+,

alors pour toute fonction g € L3(I,u) qui est p1-Lipschitzienne, il existe une unique solution G
avec (G) = 0 appartenant au domaine D(Lsy) de I’équation de Poisson (3.25).
De plus G est pa-Lipschitzienne et satisfait

(3.30) IGl Lip(p) < crLip(p1s p2) 191 Lip(or)-

En outre cette inégalité (3.30) devient une égalité pour g = p1 — p(p1).
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2. Soit ¢ : I — RT une fonction positive sur L*(I, ). Si

(3.31) c(p,p) = ess sup Zigm(f) (M(II) /1 pdp + p(ly) /1; wdu) < +o0,

ouIf ={yel; y>a}, I; ={yel; y<a}, alors pour toute fonction g € L*(I,p) telle que
lgl < @, il existe une unique solution G avec u(G) = 0 de Uéquation Poisson —L2G = g— u(g). En
outre G est p-Lipschitzienne et satisfait

(3.32) sup (|G|l Lip(p) = (e, p)-

g:1g91<¢

Soit CLip(p),0 'espace de Banach des fonctions g avec p(g) = 0 qui sont p-Lipschitziennes, muni de la
norme ||-|| 1ip(p) - La partie 1. du théoréme précédent dit que Popérateur de Poisson (—L2) ™" : CLip(p1).0 —
ClLip(ps),0 €st borné et que :

(333) H (_‘62)71 HCLip(pl),o—’CLip(pz),o = CLip (pla p2)-

Comme Lo est auto-adjoint sur LZ(I, 1), un résultat général d’analyse fonctionnelle (voir [172]) fournit :

H (_‘62)_1 HLS(I,H) < H (_‘62)_1 |‘CLip(p),o—>CLip(p),o’

dont le membre de gauche est exactement la constante de Poincaré cp. On obtient donc :

cp < H(_£2)71||CLip(p),0_>CLip(p),0 = CLiP(p’ p)

qui est exactement la majoration de cp dans (3.28). C’est notre interprétation de la formule variationnelle
de Chen (3.28).

Soit ||g||, la plus petite constante ¢ telle que |g(z)| < cp(x) sur I et b,B l'espace de Banach de telles
fonctions mesurables g de norme |g||, finie. Soit Pg = g — u(g) : L*(I,u) — LE(I,p), la projection
orthogonale. La partie 2. du théoréme précédent entraine que (—L£)~' P est borné de b,B dans CLip(p),0
et sa norme est exactement c¢(p, p).

L’inégalité L' de Poincaré et I’inégalité isopérimétrique de Cheeger
L’inégalité de Poincaré a une contrepartie dans L', en lien avec 1'inégalité isopérimétrique de Cheeger.
Soit c¢p1 la meilleure constante telle que l'inégalité L' de Poincaré ait lieu : pour toute fonction f €

AC(D) LI, p),

(3.34) /I 1 — u(f)ldp < e /I Va@)|f'dp

ot AC(I) est I'espace de toutes les fonctions absolument continues sur I.

S0it Cepeeger la constante isopérimétrique de Cheeger de p par rapport a la métrique intrinseque d,,

associée & la diffusion X; avec po(z) = f: 1( )dy, c.a.d. la meilleure constante dans l’inégalité
aly

isopérimétrique de Cheeger suivante :

min(,u(A),l - /L(A>) < Ccheegerﬂs(aA)v

pour tous les sous-ensembles A C I. Ici OA est le bord de A et la mesure de surface ps de A est définie

par ps(0A) = 1im%nf plde) = p(A) avec A. = {z €1, d, (x, A) < e} le e-voisinage de A.
e—=04 £

Il est bien connu (cf. [30, 115]) que Ceheeger €5t aussi la meilleure constante dans la version fonctionnelle
de I'inégalité isopérimétrique de Cheeger suivante : pour toute fonction f € AC(I) (L' (I, i)

(3.35) /Ilf —my(f)ldp < ceheeger /1 Va(@)|f'ldu,
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ot my,(f) est une médiane de f par rapport a p (via la formule de la co-aire). De I'encadrement suivant

%u(lf = 1NN < pllf =mu(HI) < plf = w(HD,

on tire

1
(336) §CP,1 < Ccheeger < Cp1-
Les deux inégalités précédentes sont toutes les deux optimales (cf. les exemples suivants).
Un résultat important de Bobkov-Houdré [30] dit que

BIT) conger = essoup 10 j@“&‘;m 2;‘;”5 B esssupm(1)/alas (o) min{ (L), (1),

ce qui veut dire grossierement que I’ensemble extréme pour Cepeeger €st un demi intervalle I}

Ces derniéres années, la meilleure constante ccpeeger (dans le cas multi-dimensionnel) a été étudiée de
maniere intensive (voir [41], [30],[115], [130], [179] pour des références pertinentes).

Le théoreme 3.3.1 nous permet d’identifier la meilleure constante cp; dans l'inégalité L' de Poincaré
donnée dans (3.34). C’est le propos du théoréme suivant

Théoreme 3.3.2 La meilleure constante cp;y dans l'inégalité L' de Poincaré (3.84) est finie ssi

(3.38) cs = 2ess§}1p Va(x)s' ()m(Dpu(I)p(l;) < +oo,

ot I;r,]; sont donnés dans le Théoréme 3.3.1. Dans ce cas cp,1 = C5.

En appliquant (3.34) & (1—nd,, (z, A))" et en faisant tendre n — oo, on obtient 'inégalité isopérimétrique
suivante

2u(A)p(A°) < epaps(0A)

pour tout sous-ensemble mesurable A de I.

Mais on ne sait pas si I'inégalité isopérimétrique précédente implique (3.34) dans le cas multidimensionnel
(Papproche via la formule de la co-aire ne marche pas.) Cependant, la meilleure constante dans la derniére
inégalité isopérimétrique est bornée supérieurement par cp; et inférieurement par cs (juste en prenant
A =1TI}), et donc est égale & c5 = cp (par le Théoreme 3.3.2) dans le cas uni-dimensionnel.

3.3.2 Applications aux inégalités de transport et de concentration
La forme de Dirichlet (€, (£)) associée au semi-groupe de transition (P;) de (X;) est donnée par :

D(E) = D(v/~L2) = {f € L*(I, 1) ﬂAC(I)v/a(fE)f’(z)Qdu(x) < 400},

I

E(f. f) = / a(z) f'(2)?du(z), f € D(E).

Pour f,g € D(E), soit T'(f,g) = af’g’ Vopérateur carré-du-champ. L’information de Fisher-Donsker-
Varadhan de v par rapport a p est définie par :

dv dv i t v = (E):
(3.39) I(v|p) = {i(\/ du\/ du) , sivpe o € &€);
m’

sinon.

Rappelons que pour po(z) = [ \/;(—y)dy, la métrique associée d, (z,y) = |po(y) — po(z)| est la métrique

intrinseque de la diffusion (X3).
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Corollaire 3.3.3 Soit p € AC(I)(\L*(I, 1) telle que p'(z) > 0, dz — p.s. et soit

(3.40) = esssups! (@Va@) [ (o) — ulp)ln (o) dy < o

xel

Alors pour toute mesure v € M1(I), on a

(3.41) (Wia, (v, 1)” < 42I(v|p),

ou d’une maniere équivalente, pour toute fonction p-Lipschitzienne g sur I, on a, pour toute mesure
initiale v < p et tout réels t,r > 0,

1/t dv tr?
(3.42) P (3 [ 00605 > ule) +7) < 1 e xp (—7> .
0

2] 412
Al Lip(p)

La seconde inégalité peut étre réécrite de la maniere suivante :

Wy (Frio) < ¢, / VI Pdu < 2e,7/ Tl

En répétant les arguments précédents, mais en utilisant la partie 2. du Théoreme 3.3.1, on obtient le
corollaire ci-dessous.

Corollaire 3.3.4 Soit 0 < ¢ € L*(I,p) telle que c(p, po) < +o0. Alors pour tout v = fu € My(I), on
a:

(3.43) lo(v = w)llzv < (@, o) / VI Ddu < 260, po)VII0).

D’une maniére équivalente : pour toute fonction g : I — R telle que ||gllLipp,) < 1 ot Byp(w,y) =
[o(x) + @(y)]1laty, on a, pour toute mesure initiale v < [ et tous réels t,r > 0,

1 [t dv tr?
3.44 P, (- X)d < ||—|lz2 B AE———
( ) (t /0 9(Xs)ds > pulg) + r) ”dMHL (L) 5P ( 40(%90)2)

L’inégalité de concentration Gaussienne (3.44) vient de (3.43) grace a [95, Theorem 2.4] et & 'égalité

le( —wlrv = sup [ gd(v —p) (cf. [91)).
91||9||Lip(/3g,)§1

On remarque que quand ¢ = 1 dans (3.43) alors ¢(p, po) = ¢s. Donc, dans ce cas particulier, I'inégalité
(3.43) devient : pour toute mesure de probabilité p de densité f € AC(I),

(3.45) J 18 =11 < s [ T T < 265/ TCFil).

Guillin et al. [95, Theorem 3.1] ont prouvé que si 'inégalité de Poincaré a lieu, alors on a :

/I f = 1]dp < \/2eaTOIR)

avec une constante optimale cg < 2¢p (I'indice G indique I'inégalité équivalente pour la concentration
Gaussienne). Inversement, si la derniere inégalité a lieu, alors on a cp < 2¢g.

Les inégalités de concentration (3.42) et (3.44) ne contiennent pas la variance asymptotique de g définie
par :

o?(g) := lim lvmpu (/Otg(Xs)ds> .

t—oo t

Cette variance joue un role fondamental dans le TCL. Ceci est traité dans 'inégalité de concentration de
type Bernstein ci-apres.
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Corollaire 3.3.5 Supposons que la constante cs dans (3.38) est finie.

(i) Si la constante c, dans (3.40) est finie, alors pour toute fonction g telle que ||g||Lipp) < 1, on a,
pour toute mesure initiale v << et pour tous réels t,z > 0,

1 [t ) dv iz
P (3 [ aC)as > uo) +\/(20%(0) 1 min{Lesv)) ) < 15 ocr e
0

(i) Sila constante c(p, po) dans (3.31) est finie, alors pour toute fonction mesurable g telle que |g(x) —
9| < o(x) + o(y), Vinégalité dans (i) est vraie en remplacant ¢, par c(p, po).

Une description qualitative de la bornitude de 'opérateur de Poisson

Pour g € L3(I, i), la solution G avec u(G) = 0 de 1’équation de Poisson —L2G = g, si elle existe, sera
notée par (—£)tg.

On peut penser naturellement que lorsque ¢ est bornée mais tend vers 0 sur le bord 9I, la norme
Lipschitzienne ¢(p, pp) peut étre finie méme si ¢ = +o0. A premiere vue, on pourrait penser faire de
méme pour c¢r;p(p, po) quand p’ tend vers 0 sur le bord 9I. Cependant ceci n’est pas possible.

Proposition 3.3.6 Soient p, o comme dans le Théoreme 3.3.1, mais de plus bornées et soit ¢ > 0. Soit
po(x) = fm L_dy. Considérons les propriétés suivantes :
¢ Valy)
(i) co = cLip(p, o) = [(=L2) " Cripp).0—Criptrpro < +00-
(ZZ) C(tp,po) = SUPg:|g|<p H(_‘CQ)_l(g - M(g))HLZP(PU) < +o0.
(i) c5 = supjg <1 [(=L2)" (g — (9| Lip(po) < +00-
(iv) L’inégalité L' de Poincaré (5.34) a lieu, c.a.d., cpy < +00.
(v) L’inégalité de transport-information suivante a liew : il existe une certaine constante cg > 0 telle
que, pour v = fu € My(I), on a / Ilf —1ldu < /2ecI(v|p).
I
(vi) L’inégalité de Poincaré (3.27) a lieu, c.da.d., cp < +00.
Alors

1. les propriétés (i), (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes.

2. (iv) implique (v) et (v) et (vi) sont équivalentes.
3. Sia(x) =1etd < K (ca.d la courbure de Bakry-Emery est bornée inférieurement par —K ),
alors (vi) implique (iv) et alors (i), (i), (¥i), (iv), (v), et (vi) sont toutes équivalentes.

3.3.3 Exemples

Mesure Gaussienne oy
Soit I = R, a(z) = 1 et b(x) = —x/0? ot ¢ > 0. Alors m/(x) = e /27 et up = N(0,02) (la loi
Gaussienne centrée de variance o2). Pour po(z) = x, on voit que :

o0
CLi;D(pOaPO) = CPO = Supex2/2”2 / y6792/202dy — 0,2.
z€R T

On a cp = ¢,, = 02, qui est une égalité bien connue (voir [115]). L’inégalité de transport (3.41) devient
une égalité pour v = N (m, o?).
On identifie la constante ¢s dans (3.38) par un calcul direct :

T
cs = 25upez2/2“2\/ 2rop([z, +00))u((—o0, z)) = 50.
z€R

D’un autre c6té, on a cepeeger > \/ga comme on 'a déja vu pour A = RT. Alors d’apres les inégalités
(3.36) et le Théoreme 3.3.2, on obtient cepeeger = C5s = Cp 1.
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Mesure uniforme

Soit I =[-D/2,D/2] ou D > 0, a(x) = (z) = 0. L’unique mesure invariante de probabilité p est la
mesure uniforme sur I. Comme m/(z) = s'(x), on obtient
D/2 2
Cpo = CLip(po,po) = sup / ydy = X
z€[—D/2,D/2]

et la constante c¢5 = ¢(p, po) avec p = 1 est donnée par

= sup  2Du([-D/2al)ullx, D/2)) = =
z€[—D/2,D/2]

Comme Cepeeger > D/2 (ainsi que nous l'avons déja vu pour A = [0, D/2]), on obtient cepeeger = D/2 =
¢s = cp par inégalité (3.36) et le théoreme 3.3.2.

Mesure exponentielle sur Rt
Soit I = RT = [0,+00), a(z) = 1 et b(z) = —X ot A > 0. Alors m/(z) = e = 1/s'(z), po(v) = z et
p est la distribution exponentielle de parametre A. Il est facile de voir que ¢,y = crip(py,po) = +00 : Pas
de trou spectral pour la norme po-Lipschitzienne. En effet, 'inégalité de transport-information (3.41) est
fausse pour p = pg. Par le Théoreme 3.3.2, on trouve
1 1 2
cp1 = cs = 2sup —e (0, x)pu(x, +00) = 2sup —u(0,z) = <.
>0 A >0 A A
Cependant, on a ceheeger = % par Bobkov-Houdré [30]. Ceci, ainsi que I’étude de la mesure Gaussienne
précédente, montre que les deux inégalités dans (3.36) sont optimales. On a aussi 'inégalité de transport-
information (3.45), qui peut-étre écrite selon :

4
v = pllrv < VIWIw), vv.

Elle est optimale. Pour ce modele il est bien connu que cp = 4/A? ([115]). L’inégalité précédente est la
méme que celle prouvée dans [95, Theorem 3.1] (& partir de I'inégalité de Poincaré).

Mesure Log-concave sur R

Soit I = R, a(z) = 1 et b(z) = —V'(x) ott V est C?, strictement convexe sur R telle que V(0) = 0 et
JpeVdz < +oo. Alors m/(z) = eV (@), §'(z) = V@) et po(z) = z.

Soit p(z) = V'(x), qui est p-intégrable et u(p) = 0. On a

—+00
¢p = cLip(p, po) = supe’ ) / V'(y)e VW dy = supe’@e=V) = 1.
z€R T x>0

Ainsi en supposant que [V'2e~Vdr < +oo, on obtient I'inégalité de transport-information (3.41) et
I'inégalité de concentration Gaussienne (3.42). Par exemple, pour toute fonction g € C1(R) telle que,
|g'| < V" on a, pour toute mesure initiale v < u et tous réels ¢t,r > 0,

1/t dv tr?
(3.46) P (3 [ 006)as> ute) + 1) < 1 P lamamenn (-5 )
0 1 4

En outre, pour toute fonction positive o < M (14 |V']), il est facile de voir que ¢(ip, po) < +00. Deés lors,
I'inégalité de transport-information (3.43) est satisfaite.

Il est tres intéressant de généraliser ce résultat aux mesures log-concave sur R%. Voir Bobkov-Ledoux [31]
pour certains résultats dans cette direction.

Diffusion de Jacobi
Soit I =]0,1[, a(z) = z(1 — z) et b(x) = —x + 1/2, alors p(zx) = 1/(m\/x(1 —x)), voir [65]. Pour

po(x) = § + Arcsin(2z — 1), on voit que

2

1
cuin(pnspn) = e = sup (T = Laresin?(20 - 1)) = T
z€]0,1[ 8 2 3
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Par le calcul on identifie la constante cs dans (3.38) comme

2 72 9 us
¢g=— sup | — — Arcsin®(2z — 1)) = —.
T 2€]0,1] ( 4 ( 2

En utilisant (3.37), voir Bobkov-Houdré [30], on obtient ccpeeger = 7, ainsi on trouve ceheeger = cp,1 =

Cs =

5 d’apres le Théoreme 3.3.2.

Processus de branchement continu

Soit I =0, +o0], a(x) = 2z et b(z) = —2z + 1, alors p(z)

. Ce processus apparait comme une

1 e™®
~VE

diffusion limite de certains processus de branchement & temps discret, voir [118]. Pour po(z) = v/2z, on
voit que

et [CeY
crLip(po, po) = Cpy = SUP (1 G Tdy) =

zeRT

Exemple 3.3.7 (voir aussi Pexemple 1.4.2 dans [168])
Soit I = RT, a(z) = (1 + x)* avec a > 1, et b(z) = 0 alors u(z) = ﬁ Pour @ > 2 et po(x) =

2

1=+ 2)~%2"), on voit que :

cri o 90) = o = gy gy 0 (1™ (1 (™) = g
Par le calcul, on identifie la constante ¢s dans (3.38) :
a-2
D’apres le Théor‘eme 3.3.2, on a c¢p1 = c5. Cependant, en utilisant (3.37), on obtient ceheeger =
1 1\ 2e-D
a—1 (5) )

Problemes et perspectives

Nous continuons a nous intéresser aux inégalités de transport car un de leurs intéréts principaux est leur
lien avec la concentration de la mesure.

1. Notre objectif est d’étendre les inégalités de transport que nous avons prouvées dans le cas de

diffusion, a des équations différentielles stochastiques rétrogrades. Une généralisation a déja été
faite par Saussereau [155] dans le cas des équations différentielles stochastiques conduite par un
mouvement brownien fractionnaire.

. Nous souhaitons étudier quelques inégalités fonctionnelles, comme les inégalités de Poincaré, les

inégalités de log-Sobolev et les inégalités de transport pour les modeles de chaines de Markov
bifurcantes, sur un arbre binaire. Le fait de ne plus considérer un arbre binaire pour la population
de cellules va modifier qualitativement les résultats, des que les transitions vont dépendre du
nombre de cellules filles. Delmas et Marsalle [60] ont considéré le cas ot une cellule peut avoir
0,1ou 2 enfants en forcant la généalogie sous-jacente a la population de cellules a étre un processus
de Galton-Watson. Nous envisageons de traiter ce cas aussi.

L’extension de l’étude de l’évolution d’un systeme de particules dont la généalogie est donnée
par un arbre de Galton-Watson continu est proposée dans [13]. Les particules se déplacent de
maniere indépendante en fonction d’un processus de Markov et lorsque se produit un événement
de branchement, les positions des descendants dépendent de la position de la meére et du nombre de
descendants. Une loi des grands nombres pour la mesure empirique des individus vivant au temps
t est obtenue. Nous souhaitons obtenir des inégalités de déviations dans ce cas.

4. Nous envisageons de regarder les inégalités de transport sur les graphes.



Chapitre 4

Déviations modérées pour des
variables aléatoires dépendantes

Dans ce chapitre, nous présentons succinctement des résultats de déviations modérées pour certaines
variables aléatoires dépendantes pour les chaines de Markov, pour des différences de martingales, pour
des processus autorégressifs et pour la densité spectrale d’un processus de moyennes mobiles. Ces résultats
sont ceux des articles [T-D2], [T-D3], [H-D6], [H-D9], [T-D17] et [T-D19].

4.1 Introduction

Le but est ici d’étendre a des situations de dépendances, les conditions nécessaires et suffisantes obtenues
par Ledoux-Arcones [113, 8] dans le cas de sommes de variables aléatoires i.i.d. basées sur le comportement
de la queue de distribution de ces variables par rapport a la vitesse des déviations modérées.

Rappelons que Borovkov et Mogulskii [38] ont considéré le PDM pour une suite de v.a.i.i.d. (X;) a valeurs
dans un espace de Banach, sous la condition que Ee®¥1! < 400, pour un certain § > 0. Baldi [12] a
obtenu le PDM trajectoriel sous la méme condition.

Dans le cas ou la vitesse b, du PDM est égale & n® avec % < a < 1, Chen [46] a trouvé une condition
nécessaire et suffisante pour le PDM dans un espace Banach et a obtenu la borne inférieure pour une
suite b, générale sous des conditions tres faibles.

En utilisant les techniques d’isopérimétrie, Ledoux [113] a obtenu une condition nécessaire et suffisante
dans le cas général [c’est-a-dire pour n’importe quelle vitesse b,, du PDM], prolongeant ainsi les travaux
de Chen [46].

Plus précisement, il a prouvé 1’équivalence entre le PDM de vitesse b, et la condition de queue exponen-
tielle suivante :

’LL2

" log (an(|X1| > ubn)) < R

(4.1) 3R >0, tel que Vu > 0, limsup -
n— oo bn

sous réserve que b, satisfasse une condition technique : il existe A > 1, 0 < § < 1 tels que Vn,k >

1, bpr < Ak'%,, ce qui signifie que b,, ne peut étre trop pres de n, ’échelle des grandes déviations.

Pour des déviations modérées indépendantes de la vitesse b, considérée, Jiang a montré qu'un moment
exponentiel est nécessaire.

Les résultats de Ledoux [113] ont été étendus aux processus empiriques fonctionnels (dans le cadre de
la statistique non paramétrique) par Wu [171]. D’autres développements ont été obtenues par Dembo et
Zajic [65]. Arcones [8] a obtenu le PDM de type fonctionnel, sans I’hypothese technique sur b,, de Ledoux
[113], mais avec (4.1) remplacée par

(4.2) lim sup n

log (n]P(|X1| > bn)) = —oc.
55
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Sous cette condition et dans le cas i.i.d.voir aussi les travaux de Eichelsbacher et Léwe [75].
La question de savoir comment étendre le principe de déviations modérées a des situations de dépendence
a récemment fait ’objet de beaucoup d’attention et de travaux remarquables.

4.2 Chaines de Markov

Soit (X, )n>0 une chaine de Markov, & valeurs dans un espace d’état mesurable (E, &), ergodique, de
probabilité de transition P et de mesure invariante 7. Soit M(E) I'espace des mesures signées & variations
finies sur (F,€) muni de la norme de la variation totale || - ||yar- Pour une mesure de probabilité p sur
(E,€), soit P, la mesure de probabilité Markovienne sur (EN, £#N) déterminée par la probabilité de
transition P et la mesure initiale . {X;} représente alors la suite des coordonnées sur EN. On définit les

mesures empiriques M, n >1
n

1
(5Xj - 7T)
J

1
M, = —
bn,

10~

qui sont des éléments aléatoires de M(FE). En statistique non paramétrique, on a besoin d’estimations
uniformes de M, (f) sur une classe de fonctions F.

Si b, = /n, il s'agit de I’étude du TCL pour lequel nous renvoyons a Meyn-Tweedie [129]. Lorsque
b, = n, le probleme devient celui des grandes déviations, amplement étudié dans la littérature : voir
Donsker-Varadhan [68] pour les premiers travaux, jusqu’a Wu [178] pour les derniers développements.

Notre cadre d’étude sera celui ol la vitesse b, (supposée strictement croissante) vérifie
(4.3) Vn < b, < n.

Notre but est ici d’introduire ’analogue de conditions du cas i.i.d. en termes de jeu entre la vitesse b,
Iergodicité de la chaine de Markov, i.e. formellement une suite r, tendant vers 0 et une fonction V telles
que pour tout =

(4.4) [1P"(@,) = 7llvar < V(2)rn,

et le caractere non borné de f. Nous étendons aussi lorsque cela est possible, en vue d’applications aux
processus a temps continu, les déviations modérées au cas trajectoriel et uniformément sur des classes de
fonctions. Des applications aux lois du logarithme itéré ainsi que des extensions du TCL sont également
obtenues.

Avant d’énoncer les principaux résultats obtenus dans cette partie, il est nécessaire d’introduire, au moins
formellement, la méthode dite de régénération de la chaine éclatée qui constitue la base de notre approche.
Pour une approche compléte de cette méthode, on pourra consulter Nummelin[136, 137], Athreya-Ney
[9], Meyn-Tweedie [129] ou Chen [46]. Cette méthode est basée sur le fait que si nous considérons la
chaine de Markov (X,,) m-irréductible, alors il y a existence d’ensembles petits : 3m € N*, 3C C E,v €
P(E),v(C) =1, tels que Yz € C

(4.5) P (x, ) >ev(-).

Lorsqu’il existe C tel que Vz,y € C, P(z,-) = P(y,-), C est nommé atome.

La méthode de régénération de la chaine éclatée se base sur I'existence d’un ensemble petit, disons pour
m = 1 pour simplifier, pour construire une chaine de Markov sur F x {0, 1}, soit (X,,,Y},) dont la premiére
marginale a la méme loi que (X,,) mais qui a I'avantage d’avoir C' x {1} comme atome : lorsque la chaine
n’est pas dans C elle évolue normalement avec la transition P, et Y;, = 0, mais lorsque la chaine rentre
dans C, on tire une Bernoulli indépendante de parametre € pour la deuxieme composante et si Y,, = 1,
Xn+1 est tiré avec la probabilité v sinon avec le noyau résiduel. Ainsi a chaque fois que Y, = 1, la
chaine évolue selon v et donc “oublie” le point précédent. La construction pour m > 1 est “identique” en
raisonnant sur P™.
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De par la définition d’un atome, on voit que chaque passage dans un atome “régénere” la chaine permet-
tant ainsi de créer des blocs entre ces retours a 'atome qui sont indépendants si m = 1 et 1-dépendants
sinon. Ainsi, en considérant pour simplifier m = 1, en notant (o) les temps de passages successifs dans
Patome, i(n) le nombre de passages dans I’atome avant n et [(n) le dernier temps de passage dans atome
avant n, on a (en supposant m(f) = 0)

i(n)—1 011

(4.6) blzka+—z Zka+—Zka

n]lkaj kl(n)

Les premier et dernier termes s’avereront négligeables a ’échelle des déviations modérées, ce qui fait
que nous revenons & 1’étude des déviations modérées d’une somme aléatoire de v.a. indépendantes (ou
1-dépendantes). L’ergodicité que nous imposons permettra de transformer cette somme aléatoire en une
somme déterministe.

Nous supposerons pour faire simple que cette chaine possede un atome, i.e. da € £, une mesure de
probabilité v sur E tels que
Vr € o, P(z,-) =v(")

et « est ainsi appelé atome. On remarquera que, dans le cas ou E est discret, chaque état est un atome.
Le cas markovien a été extensivement étudié sous des hypotheses de plus en plus générales et successive-
ment moins restrictives (voir Wu [171, 172], Puhalskii [147], Chen [47] pour des références pertinentes), et
récemment par de Acosta [53] et Chen [48] pour la borne inférieure sous la seule condition de I'ergodicité
de degré 2, et de Acosta-Chen [54] et Chen [48] pour la borne supérieure sous 'ergodicité géométrique
et une condition de régularité de la mesure initiale, dont ’objectif principal est le principe de déviations
modérées pour les fonctionnelles bornées a valeurs dans un espace de Banach séparable de M,, et pour la
mesure empirique M,. Guillin [93] a obtenu le principe de déviations modérées uniforme en temps pour
les processus empiriques fonctionnels. Ces travaux ont fondamentalement motivé notre travail. Nous
améliorons et étendons ces résultats.

Précisons quelques notations. Etant donnée une classe de fonctions réelles et mesurables F telle que
VieFonan(f)=0,f¢€La(n), soit lo(F) espace de toutes les fonctions réelles bornées sur F, muni
de la norme ||F||z = supsc# |[F'(f)], qui est un espace de Banach non séparable quand F est infini. A
toute mesure v € M(E) correspond un élément v dans l(F) donné par v” = [ fdv, Vf € F.
Afin d’éviter les problemes de mesurabilité, on suppose que F est dénombrable, ou que le processus
{M.,(f), f € F} est séparable au sens de Doob pour tout n. Nous nous intéressons ici au comportement
asymptotique de P, ((M,)” € -).
Théoréme 4.2.1 Supposons que (F,ds) est totalement bornée et que (My)”
loo (F). Supposons que

(H1) limsup — = 1og(n]P (12by)) = —0;

n—-+4oo YUp

(H2) limsup o= 02 - log <H]P <Z If(Xi)llF = bn>> = —o0.

n—-4o0o k=0

— 0 en probabilité dans

Alors, pour toute mesure de probabilité p sur (E,E) vérifiant

(4.7 hmsup = logIP,, (Z If(Xe)llF > bn> =

n—+oo Un k=0
P, ((M,)” € ) satisfait le PDM sur loo(F) de vitesse b2 /n et de bonne fonction de tauz Jr donnée par

JF(F) = Sup{‘](fl,...,fm) (F(fl)a“'aF(fm)); i, fm €F, m 2> 1}3

ot Jis,.....1,) €st donnée par J¢(x) = sup [(z &) — —O’ ((f §>)}
¢eER™
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Supposons par ailleurs que Y oo (€, fYP¥(f,&) € L1(m) pour tout & € R™, alors
(.8 = [(r.e2dn+2 [ Yo (1OPHSQr
k=1

Avant de décrire brievement la preuve, faisons quelques commentaires sur nos hypotheses.

Notons qu’en présence d’atome, I'ergodicité géométrique est équivalente & 36 > 0 tel queE, (e’™) < co. La
condition (H1) est ainsi strictement plus faible que I'ergodicité géométrique imposée dans les travaux de
de Acosta-Chen [54]. De plus (H1) peut-étre explicitement donnée. Par exemple, dans le cas particulier
b, =n'/? avec 1 < p < 2, alors (H1) est vraie, si

(4.8) 36 > 0 tel que Ey(e&%p) < 0.

Remarquons également que nous considérons ici le cas non séparable du processus empirique fonctionnel et
des fonctions non bornées. Ces cas ne sont pas étudiés par de Acosta-Chen. A leur crédit, notons toutefois
qu’ils ne supposent pas l'existence d'un atome et leur seule hypothese est I'ergodicité géométrique.

Toujours dans le contexte b,, = nv avec 1 < p < 2, en suivant Nummelin-Tweedie [139] et Nummelin-
Tuominen [138] (ou Meyn-Tweedie [129] pour un examen complet) on peut voir que la condition (4.8)
est équivalente a 'ergodicité sous-géométrique suivante : 3r > 1 tel que pour m-presque surement x

o0

ZrnZ*”HPn(x’ ) = Tllvar < o0,

n=1

condition qui est plus forte que lergodicité de degré 2 (voir Chen [47]) mais plus faible que lergodicité
géométrique. Une telle affirmation implique en particulier que (4.8) est valable indépendamment du choix
de I'atome et donc (H1) aussi dans ce contexte.

Nous ne sommes pas en mesure d’obtenir I'indépendance de la condition de récurrence (H1) de 'atome,
ni sa caractérisation au moyen d’un certain type d’ergodicité pour un b,, général, mais heureusement, nos
résultats sont prouvés si (H1) et (H2) sont satisfaites pour un certain atome et puis pour tout atome.

Sous (H2), la condition (4.7) est vérifiée, par exemple, par la mesure invariante = de la chaine de Markov
et par la mesure de Dirac J, pour m-presque tout =z € E.

La preuve se décompose en deux étapes : utilisation de la formule (4.6) pour établir des déviations
modérées avec une condition de type Ledoux-Arcones sur les excursions de la fonctionnelle entre 2 temps
de retour a l’atome, puis utilisation de la condition de dérive pour contrbler ces excursions par des
quantités reposant sur des caractéristiques de la chaine initiale : I'introduction d’une chaine intermédiaire,
ne régénérant pas, est cruciale pour le controle des moments des excursions, les conditions de dérive
permettant, par le biais de la formule de Dynkin, de majorer les moments des excursions de cette chaine.

Notons pour conclure que dans [T-D2], publié dans Stochastic Processes and Their Applications avec A.
GUILLIN, nous donnons des exemples, dans le cas de chaine de Markov a valeurs dans un espace d’état
dénombrable, de classes de fonctions vérifiant les conditions de ces théoremes. Pour ’extension au cadre
général d’une chaine de Markov sans atome voir [T-D17] publié aux CRAS avec A. GUILLIN.

4.3 Différences de martingales et suites ¢p-mélangeantes

Nous présentons dans cette partie notre travail [T-D4], publié dans Stochastic and Stochastic Reports.

Soit (mg)r>1 une suite de différences de martingales & valeurs dans R¢ définie sur un espace de probabilité
(Q, F,P), par rapport a la filtration (F,,)nen-

Soit My =0, M,, =Y ,_,mp, Vn € N* et on note par (M), le processus de la variation quadratique
de la martingale (M,,) donné par (M), = >, _; Ex_1(mpm}).
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Ici, Ex_1 et Pr_y désignent respectivement l’espérance conditionnelle et la probabilité conditionnelle
sachant Fj_1.

Pour de nombreuses applications dans les statistiques, on cherche le comportement limite de P (biMn € ) .

Des bornes uniformes et non uniformes sur la convergence dans le TCL de M,,/\/n ont été obtenues par
plusieurs auteurs, voir Rackauskas [148], [149], Grama [83], Grama et Haecusler [92]. Pour la preuve du
TCL et pour des informations générales sur le TCL de martiangles, on se réfere a Hall et Heyde [98],
Liptser et Shiryaev [119] ou Jacod et Shiryaev [106].

Notre objectif dans ce travail est de donner le comportement asymptotique des fonctionnelles associées
au principe d’invariance de Donsker Z,,(t) = M{n4)/bn, t € [0,1], dans (D[0, 1], R?),I’espace des fonctions
cadlag définies sur [0, 1] & valeurs dans R muni de la topologie de Skorohod et de la o-algébre B.

L’étude du principe de déviations modérées des martingales est récent : voir Puhalskii [145], Rackauskas
[149], Dembo [61], Gao[84] et Worms [170]. Rackauskas [149] a obtenu la borne supérieure des déviations
modérées pour une suite réelle de différences de martingales bornées Z, (1) sous des conditions tres
restrictives. Sa preuve est basée sur des estimations précises du taux de convergence de M, /\/n vers la
loi normale.

Dans le cas de différences de martingales bornées a valeurs dans R%, Dembo [61], en utilisant la méthode
des cumulants de Puhalskii [145], a donné le PDM pour Z,(-) dans D[0, co), muni de la topologie loca-
lement uniforme, sous la condition suivante : pour une certaine matrice symétrique semi-définie positive

Q, on a

t—o0o

Vo >0 limsup%bgP(H%QH>5)<0.

Puhalskii [145] a établi des conditions pour obtenir le PGD sous la topologie de Skorohod en termes de
convergence de leurs caractéristiques prévisibles. Gao [84] a discuté le PDM pour une suite des différences
de martingales sous une condition d’intégrabilité conditionnelle de la martingale, avec quelques applica-
tions aux suites mélangeantes.

Worms [170, 169] donne des critéeres pour le PDM d’une martingale vectorielle (et d’une certaine classe
de séries de régression) avec une normalisation déterministe ou une autonormalisation. Certains de ses
résultats sont basés sur la méthode des cumulants développée par Puhalskii [145].

Notre objectif est de prouver un théoreme de type Chen-Ledoux pour le PDM d’une suite de différences

de martingales. Notre principal résultat est le suivant

Théoreme 4.3.1 Soit (b, = b(n))une suite de nombre réels satisfaisant (4.3), telle que c(n) := n/by, est
croissante. Nous définissons la fonction réciproque ¢=1(t) par ¢=1(t) := inf {n € N : ¢(n) > t}. Sous les
hypothéses suivantes :

(H1) il existe une matrice Q symétrique semi-définie positive, telle que Yo > 0 |

%*Q >5>OO;

(H2) limsup % log (n ess sup Pr_1 (|mk| > bn)) = —00;
n—-+00 bn 1<k<c—1(b(n+1))

(H3) Va >0, and V6 >0

. n 1 —
hmsupb—2 log]P’<E ZEk,l <|mk|2 1{|mk>azf;}) > 5) = —00;
k=1

n—-+o0o n

lim sup 1t log P <

n—-+oo b%

la suite Z,(+) satisfait le PDM sur D([0, 1], R%) de vitesse b2 /n et de bonne fonction de tauz donnée par

(4.9) I(¢) = /OA*(¢’(t))dt si ¢ € ACo ([0,1])

+o00  sinon,
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ot A* est donnée par A*(v) = supycpa ()\*U — %)\*Q)\) (: %’U*Q_I’U, st Q est inversible) , et
ACy (0,1])) = {(b :[0,1] = R?, absolument continue, avec ¢(0) = 0} .

Notre méthode de la preuve est la suivante :
(1) pour les petit sauts de Z,(-), on applique les résulats généraux de Puhalskii [145];

(2) En suivant la méthode de Ledoux [113] et Arcone [8], on montre que la partie des grands sauts
de Z,(-) est négligeable au sens des déviations modérées.

Plusieurs difficultés techniques apparaissent dans la seconde étape, quand on passe du cas i.i.d. de Ledoux-
Arcones au cas d'une martingale générale ici.

Notons que méme pour des martingales (M,,) & sauts stationnaires ergodiques bornés avec E(m1)? = 1,
la condition (H1) est indispensable pour le PDM. Un contre exemple est donné dans [61].

En contraste avec le PDM, notons que le PGD de vitesse n peut ne pas avoir lieu pour M, /n méme
quand (M,,) est une martingale discrete a valeurs réelle avec des sauts bornés et indépendants telles que
E(m?) = 1 voir [T-D4].

Si (M) est continue, alors (H1) (sans (H2), (H3)) seule est suffisante pour la preuve du PDM de Z,(+)
sur I'espace des fonctions continues, avec une vitesse b2 /n et une bonne fonction de taux donnée dans
(4.9). C’est une conséquence du lemme d’approximation [64, Theorem 4.2.13], de la représentation de
Skorohod des martingales [150, Theorem 1.6, Chapter V] et du théoréme de Schilder [64, Theorem 5.2.3].

Nous présentons ensuite un exemple de notre résultat appliqué a une certaine classe de suite ¢-
mélangeantes. Pour d’autres applications aux martingales stationnaires ou aux processus de Markov
satisfaisant la condition de récurrence de Déeblin, voir [T-D4].

Soit (Xy,,n € Z) une suite de variables aléatoires a valeurs dans un espace polonais (E,E) définies
sur un certain espace de probabilité (2, F,P). On définit les o-algebres F* = o(Xg,m < k < n),
Fn=0(Xk, k <n)et F™ = o(Xg, k > m). Posons

¢(n) = sup (|P(B/A) —P(B)|; A € Fy, avec P(A) > 0,B € F*"" k€ Z).

La suite (X,,n € Z) est dite ¢-mélangeante si ¢(n) — 0 quand n — +oo.

Supposons que le processus (X,,,n € Z) est stationnaire et ¢-mélangeant, avec ¢ telle que :
—+o0

(4.10) Z Vo(n) < 400, et 3C une constante positive telle que Po(X; € -) < C u(-),
n=1

Corollaire 4.3.2 Soit f une fonction réelle mesurable dans L*(u) telle que u(f) = 0. Si

. n
(4.11) lim sup % log (nP (| f(Xo)| > aby)) = —o0, VYa >0,

n—-+4oo n

alors (ZEZ]O (Xk)/bn)teqo,1) satisfait le PDM sur D[0,1], de vitesse b7 /n et de bonne fonction de taux

I (y) = 20%@)/0 v (t)2dt si v € ACo([0,1]) et o?(f) >0

400 sinon,

o%(f) étant donnée par o*(f) = E (f(XO)Q) +2 ZZ:; E(f(Xo)f(Xk)).

L’idée de base pour ce résultat est la représentation des incréments stationnaires du processus en termes
d’incréments de différences de martingales, plus d’autres termes qui seront négligeables au sens des
grandes déviations. Cette idée est due & Gordin [89], qui I’a utilisée pour prouver le TCL pour des
suites stationnaires ergodiques. Elle s’est largement développée ensuite (voir [98]).



61

Comparée & la convergence hyper-exponentielle de ¢(n) vers 0 (c.a.d. ¢(n)e*” — 0, YA > 0) requise
pour les grandes déviations dans le travail de Bryc [26], la condition (4.10) pour le principe de déviations
modérées est beaucoup plus faible, ¢’est une condition tres ancienne suffisante pour le TCL, (voir Corollary
5.5 dans [98]).

La condition (4.11), étant la meilleure possible, comme on I’a déja vu dans le cas de v.a.i.i.d., est plus
faible que la bornitude de f, imposée dans le travail de Gao [84], mais notre condition (4.10) est plus
forte que celle imposée dans son travail.

4.4 Estimation de la densité spectrale d’un processus a moyenne
mobile

Cette section présente les résultats obtenus en collaboration avec A. GUILLIN dans [T-D3] et A. GUILLIN
et L. Wu dans [H-D6], et nous nous référons également & [T-D19] pour une approche plus générale mais
sous des hypotheses abstraites.

Le probléme est ici d’étudier le comportement asymptotique de différents estimateurs associés au proces-
sus & moyenne mobile (X,,), a valeurs réelles pour simplifier, défini par

—+o0 —+o0

X, = Z aj_nfj = Z aj§j+n, Vn €

j=—c0 j=—c0

ol (&;)iez est une suite de variables réelles i.i.d. centrées de carré intégrable, de loi commune L(&) = p
et (a,) une suite de réels vérifiant

(4.12) > al <o,

assurant ainsi la bonne définition du processus. La suite (X,,) est strictement stationnaire et a pour
densité spectrale, définie sur le tore,

(4.13) F(0) = Var(&)|g(0))>  avec  g(0) = D anc™.

n=—oo

Notre principale hypothese sur u est de supposer qu’elle vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique
(donc non limitée au cadre gaussien), ou simplement une inégalité de transport T3 . Nous nous intéresserons
ici a I’estimation de la moyenne empirique au niveau des grandes déviations et des déviations modérées, de
la covariance empirique (et plus généralement de toutes les fonctionnelles & croissance au plus quadratique)
puis finalement & la densité spectrale empirique, au niveau des déviations modérées, complétant ainsi le
TCL obtenu par Giraitis-Surgailis [86], les grandes déviations de Bryc-Dembo [40] pour des fonctionnelles
quadratiques de processus gaussiens, et les grandes déviations pour les marginales de la densité spectrale
empirique de Bercu-Gamboa-Rouault [23].

Soit une suite 1 < b, < /0, et définissons, pour F : R — R,

Sp = ZXk, QL = Z (X Xkt1 — BE(Xp Xiq1))

S, (F) = Z (F(Xpy oo, Xpst) — B(F (X, ooy Xg1))) -

Théoréme 4.4.1

1. Supposons p € Ty(C), g € L*(df), et g continue en 0. Alors, S, /n vérifie un PGD de vitesse n et de
fonction de tauz I(x) = A*(X/g(0)) ot A* est la transformée de Legendre de la fonction génératrice des
moments de ji. De plus, S, /bn\/n vérifie un PDM de vitesse b2 et de fonction de taux I, (z) = 2% /(2£(0)).
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2. Supposons € ISL(C), f € LI(dO) pour 2 < q < oo et la condition sur la vitesse b,n1=29/24 —
0, alors (Qiz/bn\/ﬁ)o<l<m satisfait un PDM sur R™' de witesse b2 et de fonction de tauz J(z) =

supyegm+1 { (A, 2) — AA*22A} avec ¥2 = (3% o<k i<m et

52, = % / (ei(k—l)G +ei(k+l)9) F2(0)d0 + £ (% /f(g)eikédg) (% /f(e)e“‘)de) _

4y _ 212
ot kg = BIESIHE?.
3. Supposons p € ISL(C) et g continue. Supposons de plus que 6., F est Lipschitz pour i =0, ...,1, alors
Sn(F)/bp\/n vérifie un PDM de vitesse b2 et de fonction de taur Ip(z) = 2%/2%% avec

1 n
%% = lim —Var <ZF(Xk,...,Xk+l)>.

n—oo N,
k=1

Considérons simplement @Q!,. La preuve repose sur les trois étapes suivantes :

1) on utilise ’approximation de Fejer du processus & moyenne mobile, soit pour N € IN*, aév =aqa;(1—
l7]/N) si 5] < N et 0 sinon, et (XY) définie grace & cette suite est ainsi une suite 2NV + [-dépendantes.
L’inégalité de Sobolev logarithmique et T3, par les résultats du chapitre 3, impliquent qu’il existe § > 0
tel que [ ehzdﬂ est finie et I’on peut donc se ramener aux résultats de déviations modérées de Chen [47]
pour les variables m-dépendantes.

2) Il s’agit ici de montrer la négligeabilité asymptotique quand N tend vers I'infini de ; {/ﬁ(Qﬁl — QL)

soit X
lim limsup — log E (@bﬂwczf)) —0,

ou nous utilisons une conséquence de 'inégalité de Sobolev logarithmique, i.e. pour des fonctions G

régulieres

E (eAbTT’n_'(GfEG)) <E (evc”flvc|2> _

Notant G((&)iez) = D ope1 (XkXpsr — XV XN,), on se réduit donc & des estimations sur le carré du
gradient de G qui se décompose en 4 termes pouvant s’écrire chacun de maniére générique comme
(X410, T ((9))?) X 11), ot T,,(h) est la matrice de Toeplitz associée & h. Une procédure de linéarisation
originale, basée sur l'intervention d’une mesure gaussienne, permet alors de réduire le probleme a I’étude
des valeurs propres de

Tn((g — g™)2)Tn(f)\/ Tal(g — g7)?),
dont le controle fait intervenir la condition sur b,,.

3) La négligeabilité démontrée, il reste ensuite & démontrer la convergence des fonctions de taux obtenues
en 1), ce qui est réalisé grace & des estimations issues de 2) et & des inégalités de Holder.

Ces résultats permettent ensuite de s’intéresser a I'estimateur de la densité spectrale empirique

L,(0) = b£: (Z.(0) —EZ,(0)).

2
1
avec I, (0) :== —
n

n
E Xkeike
k=1

Théoréme 4.4.2 Supposons p € LSI(C). Supposons de plus que la densité spectrale f € Li(df), avec
2 <qg< 4o et \b/—j—lnl/q*l/p, — 0, %Jr i =1 et i +% < % Alors (Lp)n>0 satisfait un PDM sur

(LP(dB), o (LP(dB), LP (dA))) de vitesse b2 et de fonction de tauz donnée, pour n € LP(d6), n paire, par

L (220 ke (100 N 0 10 r2p.
P e (27r/ 2f<9>d9) n(0)d6 < J(O)0 et gy € L(d0):

+ o0, sinon.
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La preuve repose sur le Théoreme 4.4.1 et le théoréeme de limite projective pour lequel il faut montrer

lim sup biQ log (ebii fh(e)a"(e)de) < 400

n— oo n

pour tout h € L¥ (df), ainsi que sur l'identification de la fonction de taux. La preuve de la limite
précédente repose encore sur un controle de la transformée de Laplace par une utilisation, successivement,
de l'inégalité de Sobolev logarithmique puis du procédé de linéarisation, et par le controle de valeurs
propres associées a un produit de matrices de Toeplitz. L’identification de la fonction de taux se fait par
un calcul explicite du maximiseur de la fonction de taux obtenue comme limite projective de celle du
théoreme 4.4.1.

4.5 Statistique de Dursin-W aTson

Dans ce travail, en collaboration avec V. BITSEKI PENDA et F. PROIA [H-D9] (2014), nous nous sommes
intéressé au PDM de la statistique de DURBIN-WASTON associée au processus autorégressif de premier
ordre stable, pour lequel le bruit est également donné par un processus autorégressif de premier ordre.
Pour introduire la statistique de Durbin-Watson, on considere un modele autorégressif de premier ordre,
lui-méme issu d’une perturbation autorégressive du premier ordre, définie comme suit : pour tout n > 1,

Xn - 9Xn71 + En
En = pPep—1 + Vj.

Nous supposons ici que les parameétres inconnus vérifient les conditions || < 1 et |p| < 1 pour assurer la
stabilité du modele. Dans la suite, on suppose que (V},) est une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées centrées et de variance positive o2. Les variables aléatoires initiales X et
€o peuvent-étre choisies d’'une maniere arbitraire. Nous avons décidé d’estimer 6§ par l'estimateur des

moindres carrés n
_ k1 XXk
= = 5
2 =1 Xi
On définit un ensemble résiduel (gi), sur lequel notre statistique de test pourra s’appuyer, pour tout

1 <k <nsoit ey = Xy — 0,Xr_1, avec de maniere arbitraire, g = 0. Cela nous permet d’introduire un
estimateur de p donné, pour tout n > 1 par

Or,

P = ZZ:1 EkE€k—1
D k=11
Finalement, la statistique de Durbin-Watson est définie, pour n > 1, par

D oo (er — 51@—1)2'

! k=0 €K

On sait que si E[V{?] < oo, alors, on a les convergences presque sfires suivantes

lim 0, = ——— := 6", lim p, = 0p0* := p*, lim D,, =2(1 - p*):= D"

De plus si E[V;}] < oo on obtient le TCL :

\/ﬁ(en—e*)éj\/(o,ag), \/ﬁ(pn—p*) £>/\/'(O,U§) Vn (D, — D*) £>/\/(O,U%),

ol les variances asymptotiques sont données par

_ 02 _ _ a2
o (L2090 0901 ") o2 _ o2

(1+6p)
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7= S (04 P+ 00+ (0021 - )1~ ).

Notre objectif est maintenant d’établir le PDM pour ces estimateurs, afin d’obtenir une meilleure asymp-
totique que le TCL. Dans ce premier résultat, nous nous concentrons sur le PDM de la statistique de
Durbin-Watson dans le cas simple ot le bruit (V) est Gaussien. Cette condition restrictive nous permet
de réduire les hypotheses a I'existence d'un ¢ > 0 tel que

(G) E[exp(teg)} < oo et E[exp(tXOQ)} < 0.
Théoréme 4.5.1 Supposons la condition (G) satisfaite et que (V;,) suit la loi N'(0,0?%). Alors

(2(020))

satisfait un PGD sur R? de vitesse b2 et de fonction de taur K(z) = %zT_lz ouI' est donnée par

r— o Opo?
Opog o5 )

1. a condition que 0 # —p, la suite

2. la suite (v/n (D, — D*) /by), ~, satisfait un PGD surR de vitesse b2 et de fonction de tauz Ip(z) =
x2/20%,. -

En outre, dans le cas particulier ot § = —p, les suites (v/n (0 — 6%) /by),,>; et (\/ﬁ(pn - p*)/bn)

satisfont un PGD sur R de vitesse b2 et de fonction de taux données respectivement par

n>1

_2*(1-6?)

x%(1 - 6?%)
R (EE)

et 1 =—".
o@) = g )

Nous concentrons notre attention maintenant sur le cadre plus général ou le bruit (V;,) est supposé

satisfaire une condition de type de Chen-Ledoux.

Théoréme 4.5.2 Sous les hypothéses suivantes

|€0|4 superexp |)(0|4 superexp
— 0, -

SISUES 0
bov/m b2 bov/n w2

1
lim sup 5l 10gnIP’(|V1|a > bn\/ﬁ) = —00

n—oo
les conclusions du Théoreme 4.5.1 restent vraies.

Pour la preuve, nous nous sommes beaucoup inspirés des travaux récents de BERCU et PROIA dans
lesquels la convergence presque sire et le TCL ont été établis. Nos résultats sont prouvés en utilisant des
résultats de Dembo [61], Dembo et Zeitouni [64] et Worms [170] d’une part et des articles de Puhalskii
[147] et Djellout [T-D4] d’autre part, sur le PDM des martingales.

Perspectives et problemes

Les résultats précédents se placent clairement dans le cadre des processus & mémoire courte. Leur ex-
tension a des processus a moyenne mobile, & mémoire longue est un domaine completement vierge tant
au niveau des déviations modérées qu’au niveau des grandes déviations. Outre 'intérét pratique évident
de considérer des processus & mémoire longue (présents en finance, télécommunications ...), un aspect
théorique intéressant se dégage : les théoremes du second ordre obtenus montrent des convergence vers
des limites non gaussiennes et il serait alors trés intéressant d’étudier la fonction de taux des déviations
modérées, qui ne sera vraisemblablement pas quadratique.
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