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4 BREF RESUME DE CARRIERE

3 Introduction

Je décrirai dans ce mémoire une sélection des activités d’encadrement et de recherche que j’ai menées
au sein du groupe C.L.A.R.T.E. de I'Institut Fresnel depuis octobre 1999 et au sein du groupe Optique
des Solides (de I'Institut de nano-science a Paris) de 1998-1999. J’espere qu’il va servir de base pour de
nouveaux travaux dans les prochaines années. Mes articles publiés ou acceptés en 2005-2006 (Références
[1]-[8]) sont joints & la fin de ce document. Mes articles antérieurs sont disponibles sur le site :

http ://www.fresnel.fr/perso/stout/index.htm

Je passerai essentiellement sous silence mes travaux antérieurs en milieux effectifs effectués pour la
plupart au CEA/CESTA. Je passerai aussi sous silence mes travaux liés au probleme a N-Corps et la
physique des neutrinos. Bien que ces études antérieures aient eu une influence et continuent d’en avoir
une sur mes travaux actuels, les inclure dans ce mémoire menerait a un document trop hétéroclite. Je
me suis donc concentré sur mes travaux les plus récents qui permettent de comprendre les travaux que je
compte mener et diriger dans les prochaines années. On trouve néanmoins dans la section 11 de courts
résumés de tous mes travaux, ou j’essaie d’étayer les grandes lignes des objectifs et les résultats obtenus.

Le fil conducteur de mes recherches récentes est l'interaction de la lumiere avec des systémes méso-
scopiques complexes ou composites en trois dimensions. Par «mésoscopiquesy, on veut dire que le systeme
comporte des objets de taille comparable aux phénomenes ou ondes concernées mais suffisamment grandes
afin qu’on puisse discuter leur comportement sans étre obligé de considérer les atomes individuels.

De tels milieux suivent deux classifications principales : les systemes ordonnés et les systémes dés-
ordonnés. Les deux classifications se trouvent naturellement dans la nature et ont des applications tech-
nologiques.

Les structures ordonnées permettent une manipulation de la lumiere pour la technologie. L’importance
des applications des réseaux a la spectroscopie et ailleurs ne nécessite plus de rappel. Les structures du
type cristaux photoniques offrent de nouvelles possibilités pour le controle et le guidage de la lumiere.

En ce qui concerne les milieux désordonnés, une des applications de telles études est 'optimisation des
propriétés volontairement diffusantes et/ou absorbantes comme les peintures ou les revétements furtifs.
Une autre application en est les études de télédétection et le probleme inverse ou la diffusion peut nous
renseigner sur les caractéristiques d’un milieu étudié ou empécher la détection d’un objet enfoui.

La grande majorité de mes travaux scientifiques a utilisé des techniques analytiques afin d’améliorer
les performances de la modélisation par ordinateur de phénomenes complexes. Ce manuscrit va refléter
ce théme en expliquant les grandes lignes des certains calculs que j’ai effectués ces dernieres années. Les
diverses applications seront traitées de facon relativement succincte, mais on peut trouver des discussions
d’applications dans certains de mes articles ci-joints.

4 Bref résumé de carriéere

J’ai commencé ma carriere en tant que physicien nucléaire. Je me suis tout d’abord intéressé au calcul
des états d’excitation des noyaux[277 311 et des amplitudes de transition?9 dans les noyaux atomiques,
en utilisant la méthodologie du probleme a N-corps. J’ai ensuite appliqué les méthodes de calcul que j’ai
développées a plusieurs types de problemes différents. Notamment, j'ai étudié dagg ma these certaines
s.[20]

these, j’ai étudié le comportement de noyaux chauffés lors des collisions dans les accélérateurs

En dehors de ma
[28}, et les
interactions nucléaires dans les étoiles en fin de vie avant le stade de supernovae.[?’o] J’ai également étudié
Putilité du développement en 1/N pour le calcul de potentiels effectifs des noyaux.[%]

J’ai commencé mes travaux en électromagnétisme lors d’un emploi doctoral au CEA/CESTA, en appli-
quant les méthodes du probleme a N-corps a la propagation d’ondes en milieux micro—hétérogénes.[%’ 24]
Nous avons étudié la détermination du milieu effectif et le transport radioactif dans de tels milieux. Nous
avons souligné le besoin dans une théorie de milieu aléatoire d’une matrice-T" du type «hors couche de
masse». Vu la complexité d’une telle matrice-T" exacte, nous avons proposé un modele de matrice-T plus
simple qui nous a permis d’étendre les calculs de milieux effectifs au-dela du domaine quasi-statique. En
dehors de nos publications, nos résultats principaux ont été exposés dans une these. ) (liste d’encadre-
ments : page 6)

Mes travaux au CEA/CESTA m’ont incité a diversifier mes intéréts dans différents problemes de
diffusion et d’absorption au sein du Laboratoire d’Optique des Solides de Paris VI. Lors de I’encadrement

transitions «exotiques» des noyaux afin d’explorer les propriétés des neutrino
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d’un étudiant en these, ) P2ge 6) aj développé de nouvelles méthodes pour une résolution quasi-analytique
et récursive du probleme de diffusion multiple d’un nombre fini de diffuseurs.[13: 14, 15, 16, 17, 18, 21, 22]
Ces études ont permis I’étude de la diffusion dépendante qui a tendance a diminuer 'efficacité de systemes
volontairement diffusants comme les peintures, les cosmétiques, le papier et les revétements pour la
furtivité. Cette technique de calcul fut utilisée dans plusieurs contrats et collaborations industrielles
menées sur la diffusion, I’absorption et la non-linéarité induite dans des systemes diffusants divers.

Je suis arrivé a ’Université de Provence en tant qu’ATER en novembre 1999, et j’ai poursuivi mes
recherches au sein du groupe C.L.A.R.T.E. de I'Institut Fresnel, UMR CNRS 6133. J’ai été ensuite nommé
Maitre de Conférence a I’Université de Provence en novembre 2000.

Une de mes premieres activités a été une collaboration avec le Pr. Neviere avec qui nous avons
développé un modele unidimensionnel de cristaux photoniques.mo] Nous avons appliqué cette méthode au
probleme de fibres optiques structurées avec guidage dans un coeur d’air enrobé d’un cristal photonique. Le
but était de mettre en évidence la possibilité de guidage de faisceaux laser haute puissance. Notre méthode
numérique rapide et stable nous a permis de calculer les caractéristiques des modes de propagation dans
de telles fibres. Nous avons mis en évidence le comportement «mono-mode» de ces fibres et I'importance
du choix des propriétés du ceeur afin d’éviter les «fuites» de lumiere induites par diffraction. Actuellement,
je m’intéresse a nouveau aux cristaux photoniques mais cette fois a des modeles tridimensionnels.

Par la suite, j’ai dirigé une these et un DEA sur le calcul quasi-analytique des forces optiques sur des
objets micrométriques en faisant appel a la matrice T' des objets.[57 8] ¢),d) page 6) T ytilisation des forces
optiques sur de petits objets trouve actuellement des applications dans la manipulation de petits objets
en biologie et chimie, et dans une variété de techniques de mesure. Parmi les nombreuses applications en
perspective, on trouve les lasers a micro-cavité et les cristaux photoniques.

J’ai continué les études sur la diffusion multiple.[2’ 6,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18] ;4 gein de
I'Institut Fresnel en travaillant a une meilleure compréhension du transport radiatif10: 11, 12, 14) o 5 15
modélisation d’agrégats aléatoires de plus en plus grands.[z 6] Concernant la diffusion par des agrégats de
grande taille, avec Pierre Sabouroux et Jean-Michel Geffrin de L’Institut Fresnel nous avons entamé une
étude en collaboration avec le CETHIL (Centre d’Etudes Thermiques de Lyon). Nous avons commencé a
comparer les résultats de notre modélisation avec des mesures, en amplitude et en phase dans le domaine
des micro-ondes. L’accord observé entre théorie et expérience a été jusqu’ici d'une grande qualité.[Q] Cette
étude concerne des agrégats du type suie qui actuellement posent des problemes dans les environs des
aérogares. Nos études trouvent également une utilité dans la modélisation des poussieres interstellaires.?!

Dans la plupart des études sur les agrégats de diffuseurs, que j’ai menées d’abord a 1’Université de
Paris VI et ensuite a I'Institut Fresnel, nous prenions pour diffuseurs individuels des spheres homogeénes et
isotropes. Cette idéalisation nous a permis de traiter rapidement les propriétés des diffuseurs individuels
en utilisant la théorie de Mie et de nous concentrer sur le probleme de diffusion multiple. Compte tenu
des progres réalisés dans le domaine de la diffusion multiple, nous avons récemment commencé a étudier
des hétérogénéités ayant une forme et/ou une structure plus complexe.

Une premiere étude concernait des diffuseurs volontairement plus complexes comme les spheres en-
robées du type de celles actuellement fabriquées a 1'Institut Fresnel. 10 11 Dans le cadre d'un contrat
industriel, nous avons étudié les moyens d’augmenter 1’absorption dans des matériaux composites com-
posés de spheres enrobées. Cette étude nous a permis d’avancer sur l'utilisation de la diffusion afin
d’augmenter I'absorption dans les matériaux. Elle a également permis le développement de nouvelles
techniques dans le calcul des effets de diffusion dépendante.

Afin d’élargir encore le type de diffuseurs individuels, j’ai développé une théorie différentielle de la
diffraction par des objets tridimensionnels décrits en coordonnées sphériques.m Elle fournit la matrice-
T d’un objet de forme quelconque. Cette méthode a intégré et généralisé les progres récents réalisés
par les Pr. Neviere et Popov dans la théorie différentielle de réseaux de diffraction. Dernierement, nous
avons étendu cette théorie a des spheres composées de matériaux anisotropesﬂa et ensuite a des objets
anisotropes de forme quelconque.[4] Les applications de ces théories sont en cours. [l

La théorie que nous avons développée pour traiter la sphere anisotrope fournit une solution quasi-
analytique. Il est & remarquer qu’alors que la théorie de Mie fournissant la solution du probleme de la
diffraction par une sphere isotrope date de 1908, aucune solution n’avait depuis été élaborée pour une
sphere anisotrope arbitraire. Bien que certains travaux résolvaient quelques cas particuliers d’anisotropie,
un article publié en 2004 signalait encore que le cas d’anisotropie générale échapperait a toute résolution
analytique, pour la raison qu’une anisotropie générale brise la symétrie sphérique. Nos travaux ont infirmé
cette prédiction. Ils trouvent des applications immédiates dans le domaine de ’astrophysique, la diffusion
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8 Techniques de base et notation

Ce chapitre, donne une introduction / rappel des techniques, concepts et notations utilisés afin de
comprendre les diverses applications de la technique «matrice-T'» pour la diffusion par des systemes
tridimensionnels.

8.1 Le probléme

On commence en écrivant les équations de Maxwell pour un milieu homogene.

8.1.1 Rappel sur les champs «microscopiques» et «macroscopiques»

Les équations de Maxwell dans le vide sont :

_ 0B(r,1)
V x E(r,t)——T (1a)
V-E(r,f) = p(:O’ ) (1b)
V x B(r,t) = C%@E;;,t) + od (r,1) (1c)
V-B(r,t)=0 (1d)

ol ¢ = 299792458 m/s est la célérité de la lumiere, et la perméabilité du vide, pg, est définie par :
to = 4710~ "henry /m (2)
La permittivité du vide, €g, est donné par :

1 107
= =— 3
€0 Zug  4mc? (3)

Les équations de Maxwell décrivent ’évolution des champs, mais seraient stériles sans 1’équation de
la force de Lorentz qui décrit I'interaction du champ électromagnétique avec la matiere. L’équation dit
que la force sur une charge ¢ qui se déplace avec la vitesse v est :

F=¢g(E+vAB) (4)

Dans I’ensemble de nos modélisations, nous considérons que la matiere est entierement décrite par une
densité de polarisation dipolaire électrique, P (r,t), et une densité de polarisation magnétique, M (r, t).
Des considérations microscopiques habituelles nous amenent a définir des charges de polarisation, ppor :

Ppol (r,t) = =V - P (r,1) (5)
ainsi que des courants de polarisation :
Jpor (v t):gP(r t) (6)
pol ) = ot )
et des courants de magnétisation :
Jmag (r,t) =V x M (r, t) (7)

En insérant explicitement ces définitions de charge et courant matériel dans les équations (1b) et (1c)
on obtient :

src ,t o 7t
VE(r,t)zp (I' ):‘ppl(r )
0

1 OE (r,t
EV X B(I‘,t) = 60%

+ JSrC (I', t) + Jmag (ra t) + JpOl (ra t) (8)
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ol Pgre €t Jgre sont les courants sources en dehors du systéme matériel étudié. Insérant les équations (5)
(6) (7) dans cette équation on obtient :

V (eoE (r,t) + P (r,t)) = pare (v, 1) (9)
V x (% -M (r,t)) = % (eoE (r,t) + P (r, 1)) + Jac (1, 2) (10)

On définit ensuite les champs «macroscopiques», D et H :

D (r,t) = ¢E (r,t) + P (v, 1)

B(r,t
H(r,t) = (ﬁ —M(nt)) (11)
Ho
En termes du champs D I’équation (9) s’écrit :
VD (r,t) = pee (r,1) (12)

qui peut remplacer I’équation (1b) quand un milieu matériel est présent. L’équation (10) s’écrit également
en termes des champs D et H. Si on prend la conservation de charge comme principe de base, I’équation
(10) et ’équation (1a) forment les deux équations «macroscopiques» de ’électromagnétisme :

Vx E(r,t)= —% (13a)
V xH(r,t)= % + Jae (v, 1) (13b)

Les équations «macroscopiques» (13) ne sont utiles que si ’on connait les relations entre D et H et
les champs E et B. Pour la plupart des matériaux, D ne dépend que de E et H ne dépend que de B.
Dans ce mémoire, on va considérer que le milieu externe au systéeme est linéaire, homogene, isotrope,
et spatialement local. Dans un tel milieu, on peut relier les champs D et H aux champs E et B via les
«relations» constitutives temporellement non-locales R. (t —t') et R, (t —t') :

D (r,t)=¢o /t dt' R. (t —t')E (r,t)

— 00

t
B (r,t):,uo/ dt' R, (t —¢)H (r,t) (14)
— 00
Typiquement, on adresse le probleme de non-localité temporelle en travaillant dans le domaine har-
monique avec une dépendance en exp (—iwt) des champs, afin que les relations entre D et E ainsi que
celles entre B et H puissent étre écrites de manieres «locales» dans le domaine harmonique :

D (w) =€oer (W) E (w) et B(w)=popr (w)H (W) (15)

ol la permittivité électrique relative e, (w) est la transformée de Fourier de R, (t —t') et la perméabilité
magnétique relative p, (w) est la transformée de Fourier de R, (t —t').

On remarque que la présence de 'absorption dans le milieu impose que €, (w) et/ou pu, (w) soient
des nombres complexes avec des parties imaginaires positives. Néanmoins, dans certaines situations, le
milieu sera presque transparent et on préféra faire 'approximation de e, et u, réels et indépendants de
la fréquence.

Dans un milieu homogene, il est souvent pratique de combiner les équations (13a) et (13b) dans
le domaine harmonique afin d’obtenir une seule équation de deuxieme ordre entierement en termes du
champ électrique :

w2 .
V x (V X E) — (E) ET/LTE = 'LW,UJT,UJOJsrc (16)

8.1.2 Milieux hétérogenes

On considere maintenant une structure inhomogene immergée dans le milieu homogene. Donc &,
(et potentiellement p,.) sont des fonctions de coordonnées spatiales. Dans ce mémoire, on va considérer

10
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seulement des matériaux ayant des propriétés constitutives constantes par morceau, méme s’il est possible
de généraliser ces techniques aux matériaux ayant des dépendances spatiales plus complexes. Par contre,
suite & mes travaux récents, on peut maintenant aborder des situations ou le matériau composant ’objet
n’est plus décrit par une constante diélectrique isotrope, mais est un matériau intrinsequement anisotrope,
comme c’est le cas pour de nombreux cristaux dans la nature.

Le probleme qu’on veut traiter est de prédire la distribution du champ électromagnétique en présence
d’un courant source ou d'un champ incident quelconque. On peut étre amené a interroger le champ
électromagnétique soit loin du systeme, soit prés du systéme, voir méme a l'intérieur du systéeme étudié.
Le fait qu’on étudie des systemes tri-dimensionnels et que le champ électromagnétique soit de nature
vectorielle a tendance a rendre ce probleme assez difficile a traiter et a visualiser. Notre solution a cette
difficulté consiste a décrire le champ a travers sa projection sur une base d’ondes «multipolaires» (décrite
en section 8.2). De cette maniere, les descriptions du champ électromagnétique reviennent a spécifier les
coeflicients de sa projection sur cette base.

On remarque qu’on veut surtout étudier les systemes ou les composants sont comparables en taille
a la longueur d’onde caractéristique du rayonnement incident sur le systeme. Nous appelons de tels
systemes des systémes résonants parce qu’il est courant dans de tels systemes d’exciter des résonances
électromagnétique liées aux formes géométriques des inhomogénéités. Si les composants sont tres grands
devant la longueur d’onde, on considere qu’on peut utiliser 'optique géométrique. Si les composants sont
petits par rapport a la longueur d’onde, on invoque des approximations du style quasi-électrostatique
ou dipolaire. Ces deux limites sont moins définies que I’on pourrait croire mais nous considérons pour la
plupart qu’elles sont relativement bien maitrisées et nous n’allons pas en parler souvent dans ce mémoire.

Les types de systeme que nous avons regardés le plus souvent sont des systemes comme ceux de la
figure 1 ou les inhomogénéités ordonnées ou désordonnées sont immergées directement dans le milieu
extérieur homogene. Un deuxieme type de systeme plus réaliste qu’on peut traiter actuellement est celui
des systemes inhomogenes immergés dans une région homogéne sphérique comme celle sur la figure 2.

T €My o PO®® -,
@ e - POCOO®® ™
% 'D ‘ee® DeO® @"
@ :,0000 QQQ
L D) ‘D eceect e

F1c. 1 — Systeme inhomogene immergé directement dans le milieu externe. Les inhomogénéités sont
contenues dans une sphere de rayon Ry et le champ incident vient soit de sources a 'extérieur du
systéme, soit a l'intérieur du systeme.

Parfois, on est amené a étudier des modes ou des quasi modes de propagation dans des systemes
hétérogenes, surtout quand la structure est étendue et/ou périodique. Nous avons parfois adapté les
techniques de diffusion discutées dans ce mémoire au probleme de propagation des modes en cherchant
des solutions en I’absence d’onde incidente.

Bien que les géométries des figures 1 et 2 aient des applications intéressantes, la géométrie d’une couche
inhomogene qui s’étale & I'infini comme celle des figures 3a) et 3b) nous intéresse plus particulierement. A
I’heure actuelle, on ne peut traiter de tels systemes qu’en faisant des approximations, comme la théorie de
transfert radiatif. Un des intéréts majeurs des géométries des régions sphériques est que les solutions semi-
analytiques obtenues pour les géométries sphériques peuvent nous permettre d’améliorer les traitements
des systemes de géométrie en couches.

11
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€o Hyo OO ©
[5Y 51 51 5L 5 »
Y ST 5L 5L 5L 5 L 5
Y SY Y 5 > ©o®
©COOeO© ©©
Y ST 5L 5L 5L 5X 5 M X »
COOCCRNOOOO
LY SL 5T 5F 5L 5) 51 5 5L »
Y ST 5L 53X X ST D)
Y ST 51 5% 5 N O

C)¢7 §§§§ ccccece\,
O O ® 0 syst.
a) b)

Fi1G. 2 — Systeme inhomogene immergé dans un milieu sphérique de géométrie sphérique de rayon Rgyst
et ayant des parametres constitutifs €,, # g et pm # po.

Dans tous ces types de systemes, I’équation de base qui gouverne le champ électrique est :

1 w2 )
V x ) (Vx E)— (E) gr () E = iwpoJse (17)

ou &, (r) et u, (r) peuvent étre des fonctions de position.

8.2 Ondes multipolaires

Quand le milieu extérieur est isotrope et homogene, I'invariance par rotation dans ce milieu permet de
définir une base des solutions aux équations de Maxwell dans ce milieu ayant des propriétés sous rotation
particulierement intéressantes. On appelle les fonctions de cette base les «ondes multipolaires» ou les
«ondes partielles» («partial wavesy). L’étude des propriétés des ces ondes multipolaires est tres riche et
fait intervenir la théorie spectrale, la théorie des groupes et pourrait facilement étre le sujet d’'un livre a
elle seule. Dans cette section, on se contentera d’introduire les ondes multipolaires.

Puisque le milieu extérieur est homogene, isotrope et local en régime harmonique, les parametres
constitutifs relatifs du milieu «partial wavesy, . et u ne sont pas des tenseurs et on peut les décrire en
domaine harmonique par des constantes complexes. L’indice «e» signifie désormais le milieu externe. Les
équations de Maxwell harmoniques sans sources donnent dans ce cas que le champ électrique satisfait
I’équation :

Vx (Vx E)—kiccpc E=0 (18)

ol nous avons défini ky = w/c.
Il est habituel de construire les solutions de I’équation (18) & partir d’ondes multipolaires scalaires.
Désignons par ¢ une solution de ’équation de Helmholtz scalaire :

Ap+k2p=0 (19)
olt k2 = k3eepte - On peut écrire les solutions ondes sortantes de cette équation, @y, (ker) par :
Prm (kr) = Iyt (kr)Yom (0, ¢) (20)

ou I, (p) sont les fonctions de Bessel sphériques sortantes définies par k) (p) = jn(p) +iyn(p), et Yim (0, @)
sont les harmoniques sphériques scalaires normalisés (on donne leurs définitions en 8.3 ci-dessous). Les
©nm(kr) ont la particularité qu’elles divergent & l'origine. Elles sont caractérisées par leurs indices n et
m qui sont des nombres entiers tel que :

n=0,1,...,00 et m=-n,...,n (21)

12
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F1G. 3 — a) Systéme inhomogene dans une couche avec une géométrie aléatoire. b) Systéme inhomogene
dans une couche avec une géométrie ordonnée.

L’indice n correspond au nombre quantique azimutal (habituellement dénoté [ en mécanique quantique)
et m a la projection du moment cinétique.

On peut également définir des solutions «régulieres» de I’équation (18), dénoté Rg {¢nm (kr)}, qui ne
divergent pour aucune valeur de |r| fini :

Rg{pnm(kr)} = jn(kr)Yom (0, 9) (22)

ol les j,(x) sont les fonction de Bessel sphériques. Les fonctions d’ondes régulieres, Rg {@nm (kr)}, sont
orthogonales dans le sens que :

[ v By (om0} Ry {0u(K0)) = 56 (= K)o (23)

Revenons maintenant & 1’équation vectorielle des ondes électromagnétiques de 1’équation(18), On peut
maintenant construire une solution en coordonnés sphériques de ’équation (18) et qui satisfait la condition
d’onde sortante[7]. Elles s’écrivent M,,,,, (kor) ot :

V X [ronm (kr)]

M, (kr) = D)

(24)

Un deuxieme type de solution de I’équation (18) satisfaisant la condition d’onde sortante N, (k.r) est

obtenu a partir de I’équation :
V X [Mym, (kr)]

k

Ces deux types d’ondes ont des singularités essentielles a 'origine. On remarque que la notation M et N
est conventionnelle dans la littérature.

N, (kr) = (25)

13
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On peut également définir des ondes vectorielles régulieres qui n’ont pas de singularités pour |r| fini.

Rg{Mp, (kr)} = V x [rig(iso:n;)(kr)}]

V X [Rg {Mym, (kr)}]
k

Le facteur 1/4/n (n + 1) dans les définitions de M,,,,, (kr) et N,,,,, (kr) est choisi afin que Rg {M,,, (kr)}
et Rg{N,, (kr)} aient des relations d’orthogonalité analogues & celles des ondes scalaires :

Rg{N,m, (kr)} =

(26)

™

[ R (VG (k1)) - By (M (KD} = 750 (5= )88

/ dr Rg (N, (kr)} - Ry {N,u (K1)} = 5558 (k = ) 61065

[ e By (MG (k) - Ry (N, (F ) =0 (21)
ol d;; est le symbole delta de Kronecker, et § (k — k') la fonction ¢ de Dirac.

Il est & remarquer que les fonctions ¢ , Rg {t¥nm}, My, Nuy Rg{Myu., }, et Rg{N,,,} sont ici toutes
définies en coordonnées sphériques. Donc, elles dépendent du choix de 'origine du systeme. Ce point est
important dans le développement des théories de diffraction utilisant ces fonctions.

8.3 Harmoniques sphériques vectorielles

Les fonctions harmoniques sphériques scalaires, Y;,,,, (6, ¢), sont exprimées en termes de fonctions de
Legendre associées P! (cos ) définies par [32] :

Yom (0, ¢0) = [2714: ! EZ%Z;:} i P’ (cos 0) exp(ime)

=P." (cos ) exp(ime) (28)

N 3N . . . . s -m
ol dans la deuxieme ligne nous avons introduit les fonctions de Legendre normalisées, P,, :

m

1 (cosB) exp(ime) (29)

Ces fonctions harmoniques sphériques sont normalisées par rapport a une intégration sur ’angle solide :

Yom(0,0) =P

4 T 2m
/ dQ) YU*H(G, @) Yom(0,0) = / sin 0d9/ do YV*M(G, @) Yom(0,¢) = 0n10m.p (30)
0 0 0

Les fonctions harmoniques sphériques vectorielles sont décrites dans plusieurs livres de référence [33,
34, 32, 35], mais leurs définitions et notations varient avec les auteurs. Elles forment une base complete et
orthogonale pour décrire les variations angulaires de n’importe quel champ vectoriel. Nous les définissons
par les équations suivante :

Yom(0,0) =T Y0 (0, 0) (31)
o VYun(0.0)
r nm\Y,
Zym(0,0) = ot 1) (33)
L’éq.(32) implique que :
an (97 ¢) =TA Xnm (97 ¢) (34)

Toutes les harmoniques sphériques vectorielles sont mutuellement orthogonales dans le sens ou si W,(f?n

(i =1,2,3) dénotent respectivement les harmoniques vectorielles Y 1m, Xum, O Zpm, on a :

vp

4m
(Wi W) = / WL WL S = 51500 (35)
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ou la définition du produit Hermitien a été étendue aux champs vectoriels.
On introduit maintenant les fonctions @, et 3" définies par :

1 m

urt(cosf) = T—Fl) bln@P (cos8) (36)
s __ L dpm co
Spt(cosf) = NCTESILL, P, (cosf) (37)

On peut facilement calculer ces fonctions par des relations de récurrence. Les harmoniques vectorielles
Xpm et Zyy, ont des expressions simples en fonction de @)’ et de 5

Xy (0, ¢) = i (cos 0) exp(ime)@ — 57" (cos 0) exp(ime) (38)
Zom (0, 0) = 57 (cos 0) exp(ime)0 + iu™ (cos 0) exp(ime) (39)

Les équations (38-39), prises ensemble avec 1’éq.(31), montrent que pour des indices n, m donnés que les

(Yorms Xnm, Znm) sont mutuellement « perpendiculaires» dans le sens que W(Z) W%”% =0 pour i # j.
Il est tres pratique dans la suite de ce mémoire d’écrire les ondes multipolaires en fonction des har-
moniques sphériques vectorielles et des fonctions de Hankel sphériques :

Ny (kr) = i [«/ (n+ DA} (kr) Yom (0, ¢) + &, (kr) an(ﬁ,cb)] (40)

De meéme, les ondes multipolaires réguliéres sont exprimées en fonction des harmoniques sphériques
vectorielles et des fonctions de Bessel sphériques :

Rg{Mum(kr)} = jin (k1) Xom (6, ¢)
Ry (Nu (k1)} = 2 [V G D (67) Yo (0,6) + 0, () Zoun (6.9 (a)

Dans les équations (40) et (41) nous avons introduit les fonctions de Ricatti-Bessel ¢, et &, définies par :

Un (@) = 2jn (2) et & (z) = ahy () (42)

et le prime exprime la dérivée par rapport a I’argument, c’est-a-dire :

g () + @, ()
&, (x) = ht (@) +z [} (@) (43)

8.4 Développements du champ dans des milieux homogénes

N’importe quel champ satisfaisant 1’équation (18) et incident sur un systeme de diffuseurs peut étre
développé sur la base des ondes multipolaires régulieres :

Mmax M=N

Einc =k Z Z [Rg {My, (ker) } a(h) + Rg { Ny (ker) } a(e) }

n=1 m=-—n

Z Ry {M,(ker)} afl? + Rg { N (ker)} aff)| (44)

ol a( ) et a,(, ©) sont les coefficients respectifs des ondes sphériques M, et IN,,. La constante E a la dimension

d’un champ électrique. Si le champ incident est une onde plane, on la choisit telle que ||EmCH = E? (pour
un champ incident plus général voir la réf.[8]).
La derniere ligne de 1’éq.(44) introduit le procédé communément admis de remplacer les double indices
n, et m, par un unique indice généralisé p ou I'indice p correspond a une unique paire n, m pair par la
relation :[35]
p=n(n+1)+m (45)
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Les relations inverses entre une valeur de p et le couple n, m correspondant sont données par :

n(p) = Int\/p
m(p) =p—n(p)[n(p) +1] (46)
Il faut se rappeler que les M et N s’expriment ici en coordonnées sphériques. L’origine du systeme est

typiquement choisie a un endroit pratique, soit vis-a-vis du systeéme, soit vis-a-vis du faisceau incident.
On définit une matrice en ligne :

Rg{®" (kr)} = {Rg{Mi},...,Rg{Mx},Rg{Ni},..., Rg {Nu}} (47)
et a une matrice colonne : o
o)
a=| — (48)
e
Cette notation nous permet d’écrire le champ incident sous la forme compacte et transparente :
By (1) = ERg { ¥ (kr)} a (49)

Puisqu’on va étudier des systemes ayant plusieurs «composants» par une méthode de diffusion mul-
tiple, il est pratique de distinguer le champ incident envoyé sur tout le systeme et le champ d’ezcitation
sur une particule du systeme ( parfois appelé, champ «local» ). Le champ d’excitation sur une particule
est le champ qui serait présent si la particule n’était pas présente. N’importe quelle onde d’excitation sur
une particule peut étre développée sur la base des ondes multipolaires régulieres :

EY. (r) = E Z {RQ {M, (ker;)} {e@}:) + Rg { N, (ker;)} {em} (e)]

p=1 P

= ERg { " (ker;)} eV (50)

olir; =r — X; est la position du point champ par rapport au «centre» de I’objet j. Ce centre est arbitraire
dans une certaine mesure, mais on peut le prendre d’une fagon générale comme le centre de la sphere
circonscrite entourant I’objet. On doit remarquer pourtant que le développement du champ d’excitation
n’est parfaitement fiable qu’a l'extérieur de la sphere circonscrite autour de l'objet, c’est-a-dire a des
rayons ou l'on est partout dans le milieu homogene a l'extérieur de la particule.

Le champ & l'intérieur d’une sphere inscrite a 'intérieur du diffuseur peut s’écrire :

B () = Z {Rg M, (kor)} [ 7] ;h) + Ry { N, (kr)} [s)] ﬂ

= ERg{\I:t (ksr)} s©) (51)

ou kg est le nombre d’onde du milieu homogene a Uintérieur de la sphere inscrite.

8.5 Matrice-T

On prend un systeme de plusieurs objets qu’on va dénombrer par j = 1,..., N. Le champ diffusé par
le j¢ objet du systeme, ES ), peut étre développé en termes des fonctions d’ondes partielles M et N qui

satisfont la condition d’onde sortante :

((fn)cf (r)) EZ { {f(J)L

= E\Ilt (ke (r — x;)) f (52)

YNy [0
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otl la matrice colonne f@) contient les coefficients du champ diffusé.

Une solution pour un systéme composé d’un seul diffuseur est «simplement» de déterminer les coeffi-
cients du champ diffusé, ), & partir des coefficients du champ incident @ en assurant que les équations
de Maxwell sont satisfaites a I'intérieur du diffuseur et que les conditions aux limites sur les champs sont
satisfaites aux interfaces entre le diffuseur et le milieu extérieur.

Si par contre, ’objet fait simplement partie d’'un systeme contenant d’autres objets, et que I'on veuille
traiter le systeme complet par la technique de diffusion multiple, on ne connait pas a I’avance 'onde
d’excitation sur la particule, puisque 'onde d’excitation sur 'objet est composée de ’onde incidente, et
des champs diffusés par les autres objets du systeme. Pour de tels systemes de diffusion multiple, on a
besoin d’une solution complete de 'objet qu’on représente le plus souvent par la matrice-T .

Par définition, la matrice-T d’une particule j exprimée sur la base des ondes partielles s’exprime par :

F) = 40) () (53)

ott ) et fU) dénotent respectivement les coefficients du champ d’excitation et de diffusion de la particule
7. On choisit d’utiliser le symbole «t » plutot que «T'» pour la matrice-T" d’un objet seul afin de réserver
le symbole «T » pour des matrices-T" décrivant la diffusion multiple (voir section 8.8).

8.6 Développements du champ dans des milieux hétérogenes

Si le milieu n’est pas homogene, le champ électrique n’est pas une solution de ’équation (18), et
Pon ne peut pas généralement développer le champ en fonction des ondes multipolaires. Les harmo-
niques sphériques vectorielles restent néanmoins un bon moyen d’écrire le champ. Notamment, n’importe
quel champ vectoriel peut étre décrit comme des fonctions de la distance radiale r qui multiplient des
harmoniques sphériques vectorielles.

Prenons un objet non-sphérique composé d’un milieu isotrope et homogene comme illustré sur la
figure 4. N’importe quel champ vectoriel peut étre décrit comme des fonctions radiales qui multiplient
des harmoniques sphériques vectorielles :

o0 m=n

>3 [EX) ) Yo (0.6) + ESY) (1) X (0,6) + EZ) () Zum (6.9)]

n=0m=—n

E(r)

S [BY )Y, 0,00+ ESO ()X, (0.6) + B (1) Z, (0.9)] (54)
p=0

Un avantage de cette représentation des champs E, D et H est la simplicité de ’action du rotationnel
sur cette base. L’équation V x E = iwpeuoH devient dans la représentation de I’équation (54) :

E )
ap fp = iwpepoHyp (55a)
E E dE )
ap :p — TZP — dfp = iwpeftoH xp (55b)
E dE )
fp + 7}@ = 1WhetoH zp (55¢)
De fagon similaire, I’équation V x H = —iwD s’écrit :
H
ap ;{p = —iwDy, (56a)
Hy, Hgz, dHz, .
e —iwDxp (56b)
Hx dH x )
Tp + —drp = —iwDg, (56¢)

Pour un milieu homogene, on peut résoudre ces équations et I’on retombe sur les ondes partielles de
la section 8.4. On verra dans section 9.5 comment on a pu exploiter ces équations ainsi que les récents
progres dans la théorie différentielle des réseaux afin de construire une nouvelle théorie différentielle pour
des objets tridimensionnels.
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F1a. 4 — Objet de forme arbitraire. La spheére inscrite (verte) et la sphére circonscrite (rouge) sont en
pointillées. La surface de 'objet est en trait plein (bleu).

8.7 Matrice-7 d’une spheére isotrope (Théorie de Mie)

Comme exemple de l'utilité des harmoniques sphériques vectorielles, on montre dans cette section
qu’elles facilitent I’obtention de la matrice-T" d’une sphere isotrope. On tombe sur les résultats donnés
par la célebre théorie de Mie (1908). Toutefois la théorie de Mie était formulée directement en réponse
a une onde plane incidente, alors que la matrice-T" s’applique a n’importe quelle onde incidente. Cette
section sert également a préparer le terrain pour notre théorie récente de la matrice-T d’une sphere
anisotrope.[1, 3]

Le champ a l'extérieur d’une sphéere se décompose en champ d’excitation, Eeyc, et en champ diffusé,
Egig. Les champ Eqy. et Eqgig sont respectivement développés sur les ondes partielles selon les équations
(50) et (52).

Une comparaison entre ces développements en ondes multipolaires et les développement généraux
d’un champ en termes des harmoniques sphériques vectorielles de I'équation (54) (voir aussi les éqgs.(40)

et (41)), montre que les fonctions Eé?;,), Eé,);), et Eéi) du champ a Pextérieur de la sphere sont :
Y . .]71 (ch) e h’;t (kCT) e
E(gp) (T) =F TL(TL+1) {Tefn) + ke—Tfp )
(X) E (h) (h)
Eg, (r) = o {wn (ker) ey’ +én (ker) Iy }
E e €
B (r) = = [ (ker) o) + €, (ker) £ (57)
e
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De méme, un regard sur le développement du champ a U'intérieur donne :

EX) (r) = E\/n(n+ 1)Ms(e)

s:p ker P
E
ES) (r) = kJ% (ksr) s
2) (= £ 5
Es,p (T) - krwn (kST) Sp (58)

olt k2 = equsk? et e et ps sont respectivement la permittivité relative et la perméabilité relative du
diffuseur. Les champs H correspondants peuvent étre déduits de I’équation Maxwell-Faraday :

H= (V x E) (59)

Wy fo
ol pu, est la perméabilité magnétique relative du matériau (soit u & Pextérieur de la sphere soit ps
& Dlintérieur). Insérant les développements en ondes partielles des équations (52 )-(50) et utilisant les
relations :

V x M, (kr) =kN, (kr) V x N, (kr) =kM,, (kr) (60)
on obtient pour le champ H diffusé, Hy;ig, et le champ H d’excitation, Heyxc, les développements :
k: oo
Haig (r) = ——E Y |Np(ker) £ + My, (ker) £4¢)
o (5) = B3 [Nyl 7+ M o)1
ke = (h) (e)
Hexo (r) = iwucuoE; [Rg (N, (ker)} e + Rg {My,p (kor)} € } (61)

Oy E (h) (h)
Hep' (1) iWlteflo T {j" (ker) €5 + hn (ker) f }
1 E
(X) () = 2 (¢) )
Hep' (r) iWleflo T [UJn (ker) €5 + &n (Ker) f }
) ()= ——L [ (her) e + €, (er) £ (62)
e,p iwpepo T L " P n P

De la méme maniere, le champ H a I'intérieur du diffuseur s’écrit :

1) E

HY) ( yo Y+ DE. @ s

’ iWpspto T

1 F

HE) () = by, (kar) L8

) = e b () o
HD () = — 2 Er () st 63

S,p (’I") - iw,us,uo 71%( Sr) Sp ( )

On remarque qu’a la surface d’une sphere que les composantes H,(,Y) (r)Y, et EISY) (r) Y, des champs
sont normales & la surface, alors que les composantes Eéx) (r) X, Héx) (r) Xp, E]gz) (r)Z,, Héz) (r)Zy,
sont tangentielles a la surface. Combinant la continuité des composantes tangentielles des champs E et
H et 'orthogonalité des harmoniques sphériques vectorielles, nous obtenons les quatre équations :

kCER [0 (ko) ) + & (k) £P] = ks%@bn (ksR) i
;fR [, (keR) ef) + €, (keR) 1) = kizw; (koR) i)
— Mlem)% [t (k) ) + & (k) £§°] = m%% (kaR) il®
o [V R e 6 () V] = — T ()i (64)
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ce qu’on peut récrire comme :

ks
b [ (heB) el + & (ko) 1P| = (kB 1

ks / e / e | / (e

b [ ey efy) € (k) £ | = v, (k) )

L [ (o) ) + 0 (ko) £ = /%wn (kaR) "

(vt eyl + €6 ) £37] = -, () i (65)

e

Changeant l'ordre des équations et en arrangeant les expressions, on obtient :

Un (ksR) S;Syh) = ps¥n (ch) e;gh) + psén (ch) f;gh) (663)
pey, (ks R) s = sy, (keR) ef) + s, (ke R) £ (66b)
Un (ksR) 5 = poir, (ke R) ) + po, (e ) £ (66¢)
petn (ksR) () = pisthn (ke R) ey + s (KeR) f3) (664)
oll ps = Z—* == :Lﬁ On obtient la matrice en éliminant les coeflicients 81(7 ) et 31(7 °) de ces équations.
En éliminant s( ) des équations (66a) et (66b), on obtient :
(h) — Msw; (keR) ’@[Jn (kbR) - Psﬂeiﬁ; (k:aR) ’@[Jn (keR) e(h) (67)
i pstetdy, (ks R) &n (keRR) — p1s&l, (ke R) ¥n (KsR) P
De méme, en éliminant s](g) des équations (66¢) et (66d) on obtient :
(@) _ Hs¥y (ks R) Yn (KeR) — pspeton (ks R) i, (ke R) e (68)
! Pstetn (ksR) &, (ke R) — pis&n (ke R) ¥, (ks R) P

Donc, on voit qu’on peut écrire la solution sous la forme :

;gh) e;(oh)
@ | =t @ (69)
P p

t(hvh) t(evh)

0= ] foeot

€] gt 0] g 0] <[] o
pp’ pp’ pp’ pp’

et les éléments diagonaux s’écrivent :

ou la matrice t est de la forme

avec

o Bl (BaR) 0 () — pot, () (K

" psihy (ksR) o (ke R) — 228, (ke R) thn (ks R)

o _ Bt () 0 () — pot (s F) 0, (k) )
" pstn (ksR) &), (ke R) — ﬁffn (keR) 1y, (ks R)

On peut également vouloir connaitre les coefficients du champ a l'intérieur de la sphere. En éliminant
ej(gh) des équations (66a) et (66b), on obtient :

ksl (ke R) W (ksR) — psthn (KeR) pretbly (ksR)] s = popus (1, (ke R) &n (ke R) — 1 (ke R) &), (keR)] f

Utilisant la relation du Wronskien :

Un () &, () — Py, () &n () =i (73)
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on obtient :

(h) _ ifisPs (h) 74
B e haR) G (ho8) — it (B 0, (R B =

De méme, en éliminant e,(,e) des équations (66¢) et (66d) et utilisant la relation du Wronskien, on obtient :

(e) _ s Ps (e) -
= it (eaR) 0, (RaR) — propetin (haR) 01, (heB?) 7 (75)

Les relations entre les coefficients du champ a l'intérieur et ceux du champ diffusé peuvent étre écrites

sous une forme matricielle :
f(h)
=A P (76)
f(e)
P

ou la matrice A a la forme :

[AGH] - [ae]
~| fh] [t | i
avec
|:A(h,h):| _ 6;£Z?A£zh) [A51€7e):| _ 5pp’A$le) [A%h’e)} — [Agle,h)] =0 (78)
pp’ pp’ pp’ pp’
et ou les Aslh), A,(f) sont exprimés par :
j e
AU — L Ps
et (6 (ReB®) — iy, (6s ) 0 (R l0)
A© = e ? (79)

Betpn (keR) 1y, (ksR) — psibn (ks R) by, (ke R?)

Nous avons donc constaté que la matrice-T" d’une sphere isotrope s’obtient directement grace a ’em-
ploi des ondes multipolaires et leurs propriétés. Nous continuerons a constater que I’emploi des ondes
multipolaires et des harmoniques sphériques va simplifier les dérivations de formules susceptibles d’avoir
des applications numériques intéressantes.

8.8 Diffusion multiple par la technique de la fonction de Green

Il est possible d’aborder le probleme de la diffusion multiple avec la technique de la fonction de Green,
G, du systeme. Pour cette construction, il nous faut la fonction de Green d’un milieu homogene, Gy, les
matrices-T individuelles, t(7) et le concept de champ d’excitation. Nous verrons que toute cette discussion
sera facilitée en adoptant un formalisme opérateur.

8.8.1 La forme opérateur de la fonction de Green

En I’absence d’un contraste de perméabilité magnétique (c’est & dire u, (r) = 1 partout), la fonction
de Green correspondant & I’équation (17) est :

w

2
V x [V x G (r,1)] — (E) & (1) G (r,r) =15 (r — 1) (80)
ou I est l'identité dans un espace vectoriel et G (r,r’) est la projection d'un opérateur G dans 'espace

direct.
Explicitement, 'opérateur G peut s’écrire :

G- //drdr’ v (| G ) (| (81)

ou

r|Go ') = Gg (r,1") (82)

Les états de position |r) ont une normalisation en fonction delta tridimensionnel :

(t']r) = 6 (r — ') (83)
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et forment une base complete :
/dr Ir) (r| =1 (84)

La fonction de Green, G, d’un systeme quelconque constitue une solution complete du probleme
électromagnétique puisque n’importe quel champ électrique, E (r), produit par un courant source Jg,. est
obtenu grace a une intégrale de convolution; ¢’est-a-dire que le champ E (r) s’écrit :

E(r) = (r[E) = <r|G|Jsrc>=/dr' (r| G [r") (/| Tre) (85)

ot (r'|Jsre) = iwpteptodsre (r') est proportionnel a la distribution de courants sources du probleme. Utilisant
la définition donnée par 1’équation (80), on peut vérifier que E est une solution de 1’équation (17) avec
wr (r) = 1.

Une fonction de Green n’existe pas a proprement parler, mais on peut la définir comme une distri-
bution. La définition de la «fonction de Green» comme une distribution convient puisque notre but est
de T'utiliser dans les intégrales telles que celle de I’équation (85). L’évaluation des distributions est sou-
vent facilitée en travaillant dans ’espace réciproque. Le passage a ’espace réciproque dans le formalisme
opérateur est obtenu en définissant des états |k) tels que :

piker o—ikr
(rlk) = 2P (k|r) = 2 (86)
Les états |k), comme les états de position |r), ont une normalisation en fonction delta :
pi(k—K')r
(K [k) = /dr K [r) (k) = /dr “omp =) (87)

et forment une base complete :
/dk k) (k| =1 (88)

Une représentation alternative de 'opérateur G est donc :
G= //dk dk' k) (k| G |k') (K| (89)
ol
WG ) = [ v’ () (o] G i) (oK)
= #//dr dr'e 7 TG (r,1') ¥ " (90)

Nous constaterons que le formalisme opérateur nous apportera de la flexibilité dans les manipulations qui
menent a des solutions des fonctions de Green.

8.8.2 Fonction de Green dans un milieu homogeéne
L’équation de Green pour un milieu homogene s’écrit dans ’espace direct :
Vx [V x Go(r,r')] — k2 Gq (r,r') =16 (r — 1) (91)

olt k2 = eopeki ne dépend pas de la position. Il n’est pas pratique de résoudre cette équation directement
dans l'espace direct. On choisit donc de passer a l'espace réciproque ou ’équation de Green s’écrit :

~kAkA Gy (kK) -k G (k k) =0(k-K) (92)

En utilisant 'identité : N
kKAkAA= k2 (]I—kk) A (93)
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on obtient : R
= (]I—kk) Go (k,K) — k2 Gy (k,K') = 6 (k — K (94)

qui a pour solution :

(95)

Go (k,K) = (k|G [K') = 6 (k - K) [ kK kk]

-k k2

On peut maintenant obtenir la fonction de Green dans 'espace direct en faisant une transformée de
Fourier inverse :

<I‘1| GO |I‘2> = GQ (rl,r2) = GQ (I‘)

ezker

47rk2r3VP {(1—zk r—k2 2) (I-7r) — 2 (1 — ik.R rr}—|—

1
LU

our = r;—rs. La valeur principale indique qu’il faut exclure un volume infinitésimal sphérique ou cubique
autour du point r = 0. On peut utiliser d’autres formes pour le volume d’exclusion, mais il faut modifier
le terme en fonction delta afin que son application dans les équations intégrales telles que ’équation (85)
reste invariante. (voir Ref.[36] chap. 8 )

On appelle désormais champ incident, le champ électrique Ejyc (r) produit par un courant source Jg¢
dans ce milieu. On peut 'obtenir par la formule :

Eipc (r) = <r|EmC> (r] Go |Jsre) :/dr/ (r| Go |r') (r'[Jsre) (97)
ot (t'|Jgpe) = iwpteftodsee (r').

8.8.3 Le potentiel d’un diffuseur discret

On introduit des inhomogénéités dans le systéme en appelant un «diffuseur», chaque région ayant des
permittivités et perméabilités constantes et différentes de celles du milieu externe. Chaque diffuseur j est
caractérisé par ses parametres constitutifs relatifs €; et j1; et par une fonction de Heaviside, s :

> (r) =

1 sir est a l'intérieur du diffuseur j
#I () =0 sir est a 'extérieur du diffuseur j (98)

La position de chaque diffuseur est dénotée par x; qui est le centre de la sphere circonscrite au diffuseur
(voir la figure 5).

Si il n’y a pas de contraste de la perméabilité magnétique (c’est-a-dire on prend la perméabilité
relative p (r) = 1 partout), on peut écrire I'équation (17) gouvernant 1’évolution du champ E dans un
milieu inhomogene en termes des potentiels, ut?) :

N
2 .
V x (Vx E)— (%") eE — > uE = iwpodere (99)
i=1

ot Uopérateur u'9) dans la représentation des coordonnées s’écrit :

w

a1y = (£) (e — ) ()3 (r )T (100)

La fonction de Green associée a I’équation (99) est donc définie par :
@\? )
V x (V x G)—(Z) EeG—z;uJG:H (101)
i=

Finalement, il est pratique pour la suite de reformuler 'équation (101) en termes de la fonction de Green
«non-perturbée», G, du milieu homogene externe :

N
G=Go+Goy u’G (102)
j=1
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Fi1G. 5 — Systeme de N objets soumis a un champ incident.

L’équation (102) n’est pas encore sous une forme tres pratique & résoudre. Bien que le potentiel soit
de forme assez pratique dans l’espace direct (voir 1’éq.(100)), Gg est assez compliqué dans Iespace direct
(voir 1’éq.(96)). On pourrait étre tenté de résoudre (102) dans lespace de Fourier puisque Gy y est
relativement simple (voir 1'6q.(95 )). Il est par contre difficile de calculer la transformée de Fourier de u®)
pour un objet de forme arbitraire. Pour une sphere isotrope, on peut effectuer la transformée de Fourier
et 'on obtient : )

4 4 Ry rw\2 h(R; |k —Kk|)
(kK = (k| u@ |k = —L (_) oy AN K T KDy 103
ul) ifle) = (k) ) = 225 (2) (e - 20 2 (103)
ot R; est le rayon de la j¢ sphere. Méme dans ce cas simple, la valeur absolue dans le potentiel rendrait
la résolution de ’éq.(102) assez difficile.

8.8.4 La forme opérateur de la matrice-T'

L’équation (102) n’est un bon départ pour résoudre les équations de diffusion multiple que dans le
cas ol le contraste d’indice serait suffisamment petit. Des que le contraste d’indice devient notable, il est
avantageux de reformuler les équations de diffusion multiple en terme de matrices T.

On définit la matrice 7' d’un diffuseur isolé j, dénotée tU), comme la solution d’une équation du type
Lippmann-Schwinger :

t) = u) 4 )Gt (104)

Cette équation a ’air simple, mais il faut se rappeler qu’elle représente une équation intégrale. Dans
Pespace de Fourier par exemple, I’équation (104) s’écrit :

) 1) = a9 () + [ i u (il G (k) 67 ) (105)

Si 'on insere les résultats des équations (95) et (103) pour G (ki |k2) et ul?) (k|k’) dans I'équation (105),
on s’apercoit immédiatement de la difficulté a résoudre une telle équation, méme pour une sphére isotrope
(Pessentiel de la difficulté venant des facteurs |k’ — k| dans le potentiel). Dans le langage de la théorie
quantique des champs ou dans celui du probleme a N-corps, on appellera cette matrice-T' opérateur une
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matrice-T hors couche de masse en empruntant une expression de la physique des particules, «off mass
shell». Grace a 'utilisation des ondes partielles introduites en section 8.2, on va pouvoir éviter de résoudre
I’équation (105) dans beaucoup de circonstances, notamment quand il y a un nombre fini de diffuseurs
par exemple.

Pour l'instant, il nous suffit de remarquer qu'une solution formelle de I’équation (104) s’écrit :

RO (]I,u(j)GO)_l ul)
e (]I,G()u(j)) o (106)

S’il n’y a qu’un seul objet j dans le systéme, la matrice tU) constitue une solution complete de la
fonction de Green. Explicitement, s’il n’y a qu’un seul objet la fonction de Green s’écrit :

G =Go+GouG (107)

On peut réécrire cette relation comme :
, 4 o\ -1
uG = u® (H—Goum) Go (108)

Une comparaison avec les éqgs.(106) et (107) montre alors que la fonction de Green pour un objet isolé
s’écrit : ‘

G = Go+Got¥ Gy (109)
En présence d’'un courant source Jg, le champ incident s’écrit E; = Gq |Js) et le champ total sécrit
E; = G|J;). On peut en déduire que le champ diffusé par la particule j est donné par :

E, = GotY G |J) (110)

On peut évaluer les opérateurs Go et tU) sur la base des ondes multipolaires, et apres un certain
nombre de manipulations, on trouve qu’aux positions r a l'extérieur d’une sphere circonscrite autour de
I'objet, le champ électrique diffusé s’exprime par :

E, (r) = ¥ (ker;) t9) 00 (111)

ot t) est la matrice ¢ de objet j, «sur couche de masse» dans la représentation des ondes multipolaires
(voir 1’équation (53)). Ici nous avons utilisé la notation condensée de la section 8.4 afin d’exprimer
les développements en ondes multipolaires. La matrice JU9) = J (kex;) est une matrice de translation
réguliere dont les éléments ont des expressions analytiques (voir 'appendice A). L’utilisation du symbole J
dans la matrice de translation sert & rappeler que J70) s’écrit en termes de fonctions de Bessel sphériques,
Jn (kex;).[37] La matrice colonne «a» est composée des coeflicients de 1'onde incidente et ces coefficients
peuvent en principe étre calculés directement a partir des courants sources par les intégrales :

1)) = —kewpopte / X bt (hea') X2 (0,00 - 3o (%)

)™ = —kewpopie / At (hea') 2 (0, 8) - T () (112)

ou Js (x) est la densité des courants sources.

On souligne que I'expression multipolaire du champ diffusé de 1’éq.(111) constitue un énorme progres
pratique puisqu'un grand nombre de techniques numériques peuvent générer la matrice t) d’un objet
isolé.

8.8.5 La matrice-T a diffusion multiple

On peut récrire ’équation de diffusion multiple de I"équation (102) en définissant des matrices-T' &
diffusion multiple, dénotées T(). Les matrices TU) sont définies par N équations couplées :

N
TV =t0) +£0Gy > TV j=1,...,N (113)
1=1,1#§
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ot N est le nombre d’objets dans le systéme. Chaque TU) décrit le champ diffusé par un objet j en tenant
compte des influences de tous les autres diffuseurs du systeme. Si nous pouvons résoudre ces équations,
nous avons une solution complete des équations de diffusion multiple, puisque la fonction de Green du
systeme s’écrit maintenant :

N
G=Go+Go )Y TVG, (114)
j=1
Les équations (113) et (114) sont souvent connues sous le nom d’équations Foldy-Lax de la fonction de
Green.
Résoudre les équations (113) s’annonce tres difficile puisque T tU), et Gg sont tous des opérateurs.
Il devient possible de les résoudre pourtant sur la base des ondes multipolaires. On commence par laisser

les deux membres de I’équation opérer sur Gy |J). Ensuite, on opeére sur les deux cotés par Gy afin
d’obtenir :

N
GoTY Gy |T) = GtV Gy [J) + Got VG Y TUG,[3) (115)
1=1,1#j5
Si les sources du champ restent a ’extérieur des objets, on peut récrire les équations de I'équation (113)

sur la base des ondes multipolaires ou elles prennent une forme matricielle. Apres un certain nombre de
calculs, on trouve que les équations (113) s’écrivent :

7 JG:0) g = () 7(5.0) o 4 40 Z guhH @ 5G,0), (116)
1=1,1#]

Les matrices HU) = H(k, (x; — x;)) sont les matrices de translation irréguliere, et JUO) = J(kex;)
sont les matrices de translation régulieres. Ces matrices analytiques sont un peu longues a écrire (voir
Pappendice A) mais on peut actuellement les évaluer grace a des sous-programmes efficaces.

Les «a» sont des matrices colonne contenant les coefficients de 'onde incidente sur la base des ondes
multipolaires. Puisque les «a» sont arbitraires, on peut récrire I'équation (116) comme :

TG) 760 — ) 7G0) | 40) Z F7GD 7O 7(1.0) (117)
1=1,l#7

Cette équation a le désavantage de dépendre du choix de l'origine du systeme. On élimine ce probleme
en multipliant les deux membres de cette équation par les matrices J(7) afin d’obtenir :

N
TG — &) + +(@) Z HGO O gl5) j=1,...,N (118)
I=1,1#j

ou nous avons utilisé les propriétés de groupe de la matrice de translation réguliere J :

J@0) 5(0.5) — y(L.j) (119)
JG0) J04) _ 1 (120)

On peut voir I'équation (118) comme une forme des équations de Foldy-Lax dans la représentation
multipolaire.

8.9 Représentation multipolaire de la diffusion multiple

On peut en principe résoudre directement les équations (118), mais ce n’est pas évident en pratique
du fait que les inconnues sont des matrices. Mackowski et Miscenko ont proposé néanmoins une solution
de la diffusion multiple qui revient & une solution itérative des équations (118)[37]. Plutdt que de détailler
Pobtention des équations (118) pour les T’ () & partir des fonctions de Green, on va maintenant les obtenir
directement a partir du concept de champ d’excitation et du théoreme de translation. Nous verrons que
cette démarche nous inspire d’autres manieres de résoudre le probleme de diffusion multiple.

Le concept d'un champ d’excitation d’un objet est sous-jacent a la dérivation des équations de diffusion
multiple de type Foldy-Lax, c’est-a-dire les équations (113) et (114). On part d’abord de l'idée que le
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systeme tout entier, composé de plusieurs objets ou «diffuseursy, est soumis a un champ incident. Le
champ d’excitation d’un diffuseur j du systeme est la somme du champ incident et du champ diffusé par
les autres objets du systeme, le champ diffusé par 'objet j étant exclu :

=Rg{®'(r)} a+ > ¥(r)f" (121)

I=1,1#j

ou nous avons développé 'onde diffusée par chaque diffuseur Eél) en termes d’'un développement mul-
tipolaire centré sur le centre de la sphere circonscrite du diffuseur j. Le champ incident, Ei,(r) =
Rg {Pi(r)} a est ici développé en ondes multipolaires centrées autour de I'origine arbitrairement choisie
du systeme. On remarque que les r; sont définis de r par rapport aux centres des spheres circonscrites
des objets :
r=r-—Xx (122)
Grace au théoreme de translation, on peut récrire ces équations en termes de développements multi-
polaires

N
EY) (r;) = Rg {®'(x;)} TV a+ > Rg{®'(r;)} HOD (123)
1=1,1#j

ot HU) = H(x;—x;) est la matrice de translation irréguliere (voir 'appendice A). Le champ d’excitation
peut toujours étre développé sur des coefficients inconnus d’une base d’ondes régulieres :

Egj) (rj) =Ry {\Ilt(rj)} e?) (124)

Avec cette définition, on peut éliminer la base des ondes multipolaires et I’on obtient une équation
portant sur les coefficients seulement :

N
) = JU0 g4 3 gD pO, (125)
1=1,1#j

Invoquant la définition de la matrice 7" individuelle pour un diffuseur dans un milieu homogene, c’est-a-
dire I’équation (53),
O = ¢ O (126)

on obtient un ensemble de N équations couplées ol les matrices colonnes e() sont les inconnues :

N
e =J00q+ Y HODD O j=1,..,N (127)
1=1,1#j

On regarde les équations (127) et (126) comme les équations fondamentales de la diffusion multiple
multipolaire. On peut voir ces équations, comme les équations de Foldy-Lax de base. Si l’on veut construire
une solution de la diffusion multiple pour un champ incident donné, il suffit souvent de simplement
résoudre ce systeme par itération. A partir de ces formules, on peut obtenir toutes les formulations des
solutions de la diffusion multiple.

Si l'onde incidente est une onde plane, les équations (127) sont particulierement faciles & résoudre
puisque «J9 a» se remplace analytiquement par «exp (ik - x;) a» dans ce cas :

eV =exp(ik-x;) a+ Y  HEDD O j=1,.,N (128)
1=1,1#]

A condition que les objets ne soient pas trop grands par rapports a la longueur d’onde, on peut traiter des
agrégats composés de centaines de spheres en simplement trouvant la solution des ces équations couplées.
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8.9.1 Equations de Foldy-Lax de la diffusion multiple

Une solution des équations (127) ne constitue pas une solution compléte du probleme dans le sens
que si on change 'onde incidente, il faut résoudre de nouveau le systéme d’équation (127) avec d’autres
coefficients «a» du champ incident sur le systeme. Dans certaines applications, on peut vouloir obtenir
des matrices-T & diffusion multiple du systeéme tout entier. L’équation (127) peut servir a dériver toutes
les formulations de matrice-T" a diffusion multiple que j’ai vues dans la littérature.

Comme premier exemple, on va établir ’équation (118) en multipliant les deux membres de I’équation
(127) par des matrices t%) individuelles afin d’obtenir :

N
FO =D J60 g 440 3 gD O (129)
1=1,1#]

ol nous avons utilisé sur le membre de gauche, la relation f) = ¢U) ¢ Ensuite, on définit T par la
relation :
fO =10 j60 4 (130)

ot1 'on remarque que grace & la présence de la matrice J0) la matrice TU) est indépendante du choix
de l'origine arbitraire du systeéme. Insérant cette relation dans 1’équation (129), on obtient :

N
TG JG.0) o = $(5) 7(5.0) o 4 () Z g @ g@0) (131)
I=1,1#£]

Puisque la matrice a des coefficients de 'onde incidente est arbitraire, on obtient :

N
TG 7G0) = $(5) 7G.0) 4 4(5) Z HGH @) (1,0) (132)
I=1,1#j

Multipliant les deux cotés de cette équation par J(%7) et en utilisant les propriétés de groupe des J(07)
(voir les éqgs.(119)-(120)) on obtient :

N
T = +0) 4 +() Z HGH @) gl5) (133)
I=1,l#j

qui est le méme systéeme d’équations correspondant aux équations de Foldy-Lax, éq.(118).

8.9.2 Solution de la diffusion multiple par inversion directe

Une autre solution semi-analytique de la diffusion multiple est de résoudre l’ensemble des équations
(127) sous forme matricielle :

e I _ga2 4@ . _gaN N 7T g0
6(2) _H(2)1) t(l) ]I e _H(Q)N) t(N) J(270) a
(V) N ) (N2 e) I JN0) ,

ott I dénote la matrice d’identité. On peut obtenir une expression pour les coefficients de diffusion f)
en multipliant les deux cotés de cette équation par une matrice diagonale par blocs ou les matrices sur
la diagonale sont des matrices t\7) d’objets isolés :

t o ... 0
0 @ 0
. (135)
0 0 t<5V )
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Apres cette multiplication, 1’éq.(134) prend la forme :

Fo T p@2) o0 pLN) J1.0) o
1@ 7@ p22) ... 7@2N) J2:0)

N . . . (136)
FV) TN PN L v || o,

ol nous avons utilisée 1’éq.(126) sur le membre de gauche de Iéquation. Sur le membre de droite de
I’équation nous avons définie les N x N blocs T'U:%)

Ty p@2) .. p@N) 0 ... 0
721 722 ... 7T@N) 0o t@ ... 0
TN p(NZ) L (NN 0 0 ... ™
I A2 . N vy !
—H21) (1) I oo —H@N) (V)
X
N ) (N2 o) I

On peut écrire I’équation (136) de fagon compacte comme N équations matricielles :
N
fO =310 k0 j=1,...,N (137)
k=1

Nous avons donc présenté deux types de matrices-T qui nous permettent d’obtenir les coefficients
@) - soit & partir de 1’éq.(137) en utilisant les matrices T'W*) | soit & partir des matrices TJ(VJ) :

fO =70 j60 g (138)

Une comparaison des équations (137) et (138) nous permet d’obtenir la matrice T7\) en fonction des
TGk .

N
TG — ZT(J'JC) Jkd) (139)
k=1

On remarque néanmoins qu’il faut N matrices TU-*) afin de construire une seule matrice 70,

8.9.3 Troncature de la base des ondes partielles

Les matrices TW et T sont toutes les deux des solutions completes de I’équation de diffusion
multiple. Néanmoins, formellement ces deux matrices sont de dimension infinie. Un calcul numérique de
ces matrices doit forcément s’effectuer dans un espace tronqué. Les différents algorithmes de calcul que
nous avons développés pour calculer les matrices 7U-*) sont numériquement stables puisqu’ils profitent
de la troncature naturelle du probleme lié a la taille finie des diffuseurs.

La troncature naturelle vient du fait que les matrices t©) des diffuseurs isolés ne peuvent interagir
qu’avec un nombre limité d’ondes multipolaires. En général, les éléments non-négligeables, d’'une matrice
t) sont contenus dans une matrice carrée contenant les premiers n < keRY) + 3 ordres multipolaires
ot RU) est le rayon de la sphere circonscrite qui entoure chaque diffuseur. On peut montrer que toutes
les matrices TU*) sont naturellement tronquées au méme ordre multipolaire que les matrices ¢(7) (sur
la gauche) et t(*) (sur la droite) des objets individuels. Cette troncature naturelle des matrices 7(:F)
est particulierement facile a démontrer dans un formalisme itératif comme illustré dans la section 9.2 ci-
dessous. Néanmoins, il faut parfois agrandir la dimension de ’espace tronqué a des ordres multipolaires
plus élevés si les objets sont fortement couplés, lors de I'excitation de plasmons par exemple.

Dans la littérature, certains auteurs préferent utiliser les algorithmes de calcul des N matrices T'¢)
plutét que de calculer les N2 matrices TU-F). La difficulté est que les algorithmes de calcul pour les
T0U) sont susceptibles d’entrainer des erreurs numériques, ce qui ressort de ’équation (139). Les matrices
TU*) sont naturellement tronquées (voir section 9.2), mais les matrices J (k:7) operent en principe sur
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un espace de dimension infinie et le fait de les tronquer dans un quelconque algorithme peut introduire
des erreurs considérables. Certains algorithmes de calcul des matrices T¥) peuvent réussir parce que les
matrices J#7) = J (ko (x — x;)) peuvent en réalité étre tronquées & des ordres multipolaires de I'ordre de
n < ke2Rgyt ol Ryt est le rayon de la sphere circonscrite qui entoure le systéme tout entier. Néanmoins,
le fait d’étre obligé d’étendre la dimension de I’espace multipolaire & de telles dimensions nuit a 'utilité
de ces algorithmes pour des systemes de grande taille et rend certains algorithmes inutilisables, comme
les algorithmes récursifs.

8.10 Forces optiques directes et induites

La manipulation mécanique d’atomes, molécules, et petits objets micrométriques en n’utilisant que la
lumiere est devenu monnaie courante dans de nombreux laboratoires a travers le monde. En dépit du fait
qu’il s’agit de physique «classiquey, il existe bien des controverses au sujet de la formulation de la force
optique sur une particule immergée dans un milieu diélectrique. Dans cette section, on essaie d’éclairer
un peu ce débat en établissant ’expression du tenseur de contrainte d’un point de vue «microscopiquey.

8.10.1 Forces optiques et débat Minkowski - Abrahams

Pour un objet dans le vide, on définit la force électromagnétique ou simplement la force optique
comme la force de Lorentz sur les charges de polarisation et les courants de polarisation dans 'objet qui
sont donnés par :

Ppol = €odiv E
1 OE
Jpol = ‘u—orOt B_€QE (140)
F, = / dx (Eppot + J o AB) (141)
1%

ou V est un volume qui contient 1'objet. Apres des manipulations sur les équations de Maxwell, on
obtient :
d =2
F, + —Pchamp = f T -nds (142)
dt T

<—>
ou F, est la force mécanique et I la surface du volume V. Le tenseur de contrainte de Maxwell, T , dans
Péquation (142) s’écrit :

> 1 €00 1 1_,
T, =e¢F;E;+—B;Bj—6;; | —E“°+ —=B 143
ij 6Olj"i‘uo i U(2 +H02 (143)
qui correspond au flux de quantité du mouvement a travers la surface I'. Dans I’équation (142), on peut
interpréter pchamp comme la quantité de mouvement du champ dans le volume d’intégration V' :

Pchamp = 6O/ (E A B) dx (144)
1%
donc la densité de la quantité du mouvement électromagnétique du champ électromagnétique, g, est :
1
ge=¢o (EAB) =couoE A Hvide:C_QE A Hyide (145)

Les difficultés commencent quand il faut déterminer la force optique sur un objet immergé dans un
milieu diélectrique. Les choses se compliquent puisque sous ’action de 'onde, une quantité de mouvement
est acquise par les électrons des dipoles moléculaires. Ces contributions moléculaires exerceront également
des forces mécaniques sur 'objet.

Il semble néanmoins qu’on puisse faire des approximations raisonnables de la force optique si le milieu
ambiant est transparent. Cette condition se traduit par le fait que les molécules dans un milieu transparent
oscillent essentiellement en accord de phase avec 'onde incidente ce qui veut dire que la permittivité et
la perméabilité relatives du milieu sont réels en premiere approximation. Quand cette condition est
remplie, il semble qu’on puisse généraliser le tenseur de Maxwell au cas du milieu diélectrique liquide et
transparent.
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L’idée essentielle est que la force optique, a ’échelle de 1'observation au moins, n’agit que sur les
charges et courants de polarisation du milieu qui ne seraient pas présents si 'objet était remplacé par le
milieu ambiant. Quand cette hypothese de base est correcte a 1’échelle microscopique, on peut écrire la
force mécanique sur 'objet, F,, comme :

F, = / dr (Ep;,01+(J;01+J;nag) AB) (146)
1%

ou V est un volume qui contient 'objet et les primes signifient qu’il s’agit des charges et courants induits
par la présence de l'objet a la place du milieu diélectrique ambiant.

Cette formulation de la force est analogue a la force d’Archimede. Pour un objet immergé dans un
milieu liquide, la force de gravitation agit sur 'objet mais elle agit également sur ’eau. En conséquence,
il y a également des forces moléculaires de ’eau qui agissent sur I'objet. La force mécanique totale sur
lobjet est Fy = (Mobj — Meau) & O Meay est la masse de 'eau déplacée par I'objet. Autrement dit, la force
mécanique totale n’est que la force de gravitation agissant sur la masse supplémentaire qui est présente
parce que 'objet remplace I'eau. Dans ce langage, la force de 1'éq.(146) est la force sur les charges et
courants de polarisation présents qui ne seraient pas la si I'objet était absent.

On commence avec des formules «microscopiques» de Maxwell sans sources :

V - E=ppol (147)

iv X BZGO% + Jpol + Jmag (148)
ol les densités et courants viennent des charges et courants de polarisation des milieux matériels. On fait
I'hypothese que les objets sont entierement décrits par leurs densités de moment dipolaire électrique Py
et de moment dipolaire magnétique My, ou 'indice «s» indique qu’il s’agit du diffuseur, «scatterery. De
meéme, le milieu externe est décrit par les densités P, et M,.
L’objectif principal est d’écrire F, entierement en fonction des champs E, B, D,, et He. Si de plus,
le milieu externe est non-absorbant, on peut écrire la force sur 'objet comme :

— d
F, = / V- T dx — — Pchamp + pmilicu) (149)
14

dt(

ou ? est un tenseur de contrainte, et oll Pchamp €t Pmilieu eprésentent respectivement la quantité de
mouvement du champ et la quantité du mouvement associée avec les polarisations du milieu externe dans
le volume V' d’intégration.

L’objectif est maintenant de montrer qu’on peut obtenir une relation du style de I’équation (149). On
peut récrire I’équation (148) comme :

OE 1
Jpol + Jmag = —EOE + %V x B (150)

ou les densités de charge et de courant ont les descriptions microscopiques habituelles :

0
Jpol = =P 151
pol ot (5)

Jmag = V X M (152)

. ’ / 4 .
Les relations avec les J| | et Ji ., sont données par :

0 0 0
Jool (1,8) = = (Ps — Po) + =P, =J. — P,
pl(r’) 6t( )J’_at p01+8t
Junag (1,8) = V x (M — M) +V x M, = 3 +V x M, (153)

d’ou 'on obtient :

0 B
743 =—2 (¢(E+P 2 M
pot + Jmag = = 57 (B + Pe) + ¥V x (Mo )

0
= _EDQ +V x He (154)
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Dans équation (154) nous avons fait appel aux champs «macroscopiques» du milieu externe :

B B
Ho=—-M.=
Ho fello
D, = ¢E + Pe = ¢ge.E (155)
Les charges de polarisation s’écrivent :
Ppol = €V - E (156)

La description microscopique des charges de polarisation est :

pPpol=—V -P=-V-(P-P,) -V P,
= ot VP, (157)
On obtient donc :
p;()l =V - (eoE+P,) =V D, (158)

Grace aux équations (154) et (158), la force optique s’écrit :
F, = / dx [Epp o1 + (Tpo1 + Iinag) AB]
v

_ /de {Ev D, - <§—tDC> AB + (V x HC)/\B] (159)

On peut en principe calculer la force optique avec cette relation volumique. On peut manipuler cette
équation et 'amener & la forme de 1’équation (149) & condition que les parametres constitutifs, €. et fie
soient réels, autrement dit que les champs D, et H, ne soit pas déphasés par rapport aux champs E, et
B.. Sous cette condition, on peut écrire :

1 0
F, = / dx [eoseEV -E+ BV B — ¢pee (—E) AB + (V x B) /\B} (160)
v Helto ot e b0
ou nous avons utilisé le fait que V - B =0. Utilisant la relation :
0 0 0
eoac& (E A B) = €p€e <§E) A B+ €gecE A (& B) (161)
on obtient :
1
F, = / dr <€0€CEV -E+ BV -B—¢i.EA(V X E)+ (V x B) /\B>
1% Me o Mefbo
9]
- anc/ dr — (E A B) (162)
v Ot
ol nous avons utilisé : 9
—B=— E 1
En V x (163)
Utilisant la formule :
V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+aA(Vxb)+bA(V xa) (164)
nous avons les relations :
1
EA(V XE) = 5VE2— (E-V)E
1
(VXB)/\B:—EVB2+(B-V)B (165)
— d
Foz/ dxV-T — —/ 8o dx (166)
v dt Jy
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ou le tenseur de contrainte s’écrit :
— 1 1 B?
TZ":E ECE1E+—B1B—5Z<E ECE2+ > 167
7 T oo 270 et (167)

et go est la densité de quantité du mouvement du champ plus la quantité de mouvement des dipoles
moléculaires du milieu externe :

g = €0ge (E N B) = egpocepic (EN He) = U%E AN H, = % (168)
e e

Cette relation connue comme relation de Minkowski pour la densité de quantité de mouvement a fait couler

beaucoup d’encre. On remarque que S, est le flux d’énergie dans le milieu externe (méme si e # 1). La

quantité g, est une densité de la quantité du mouvement. On obtient le flux de la quantité de mouvement

en multipliant g, par la vitesse de la lumiere dans le milieu, ve,. On obtient donc que le flux d’énergie

égale v, fois le flux de la quantité de mouvement. Dans le langage moderne, on aime parler des photons,

s T ~
et le flux de la «pseudo» quantité de mouvement satisfait Iv—f‘ = NphotonD, 011 Nphoton €st le nombre

de photons et p leur «pseudoy» quantité du mouvement. Le flux d’énergie satisfait I = |Se| = NphotonE

ot E est la ¢pseudo» énergie des photons. On obtient donc une relation entre la «pseudo» quantité de
mouvement, p, et la «pseudo» énergie, I, des photons :
~ c _
E=vep=—p (169)
Ne
Les mots «pseudo» sont utilisés puisque E et p contiennent des contributions venant du milieu externe.

La controverse autour de ce sujet est due largement au fait qu’Abrahams et d’autres auteurs ont
souligné que la «vraie» densité de quantité de mouvement du champ est, g. = ElgE A Hyige, comme
donnée par un traitement du tenseur de Maxwell dans le vide (voir I'éq.(145)). Si maintenant, on essayait
d’obtenir le flux de la nouvelle quantité de mouvement du photon dans le milieu en multipliant g, par
Ve, ON Obtiendrait que flux de la quantité de mouvement soit, %3 |E A Hyide|. Puisque le flux d’énergie du
champ est |E A Hyiqel|, on arriverait & la conclusion que les photons obéissent a la relation F = nqcp, cette
fois-ci avec le facteur n, dans le numérateur contrairement a I’équation (169). Une telle interprétation de
la relation d’Abrahams n’est pourtant pas correcte puisqu’on n’a pas le droit de multiplier une densité
de quantité de mouvement exclusivement du champ, g., par une vitesse de phase v, = ¢/n. qui inclut
les effets du milieu. La vitesse du champ «pur» est toujours c. Le «ralentissement» de la vitesse de la
lumiere dans le milieu est un effet apparent du aux rayonnements moléculaires.

En conséquence, si I'on veut adopter le point de vue d’Abrahams, le flux de la «vraie» quantité de
mouvement est obtenu en multipliant g. par la vraie vitesse du champ ¢, et la quantité de mouvement
des photons est donnée par Nphotonp = |c8c|. Vu du fait que le «vrai» flux d’énergie est |E A Hyige| =
Nphoton £, o1 obtient que les photons satisfont la relation :

E=c¢p (170)

Les partisans d’Abrahams ont raison en ce qui concerne strictement 1’énergie et la quantité du mouve-
ment du champ. Néanmoins, c’est la quantité de mouvement du champ plus la quantité de mouvement
moléculaire de la forme de Minkowski, (1’éq.(168)) qui donne la force optique effective qui agit sur ’objet.

8.10.2 Formulation harmonique du tenseur de Maxwell

Avec un traitement habituel, on trouve & partir des éqs.(166 )-(168), que la force optique d’un champ
harmonique moyennée sur une période dans le temps est donnée par un tenseur de Maxwell «harmonique»,

—>
Th:

(Fo)p = ]{?h RS (171)
S

<~
ou Ty est le tenseur de Maxwell moyenné dans le temps :

Th=1m E B +——B'B, s IE|? + IBI° (172)
= —Re{ eeeE] E; + —— B Bj — =6;; | €0ce _—
T2 0 Tt A e 1o
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Le débat d’Abrahams-Minkowski disparait dans le cas harmonique puisque la moyenne temporelle des
termes concernés disparait pour des champs harmoniques :

<%/Vdr (E/\B)>T=<5—t/vdr <EAH>>T=0 (173)

Aussi longtemps que le milieu externe reste non-absorbant et qu’on évalue le tenseur de Maxwell sur une
surface qui entoure ’objet, on n’aura pas de problemes. Néanmoins, si I’on s’intéressait a ce qui se passe
a 'intérieur de I'objet diélectrique, ce serait une erreur de penser qu’il faut évaluer le tenseur de Maxwell
en remplagant ¢, et e par les constantes 5 et us de 'objet. Dans le calcul microscopique, il est explicite
qu’il faut garder la forme de 1'éq.(167) ou (172) du tenseur de Maxwell avec les constantes €, et fio, méme
a lintérieur de 'objet. De plus, il ne faut pas oublier que le tenseur de Maxwell ne pouvait étre obtenu
que dans le cas d’un milieu externe non-absorbant, c’est-a-dire que €, et p, sont réels.

La discussion du paragraphe précédent peut sembler inutile, mais plusieurs résultats faux sont apparus
récemment, y compris encore cette année, ou des erreurs sur la force de radiation agissant sur les charges
de polarisation a une interface étaient dues au fait que le tenseur de Maxwell pris a I'intérieur du milieu
était incorrect.

8.10.3 Sections efficaces pour la force de radiation

Il est souhaitable de traduire les résultats d’'un calcul du tenseur de Maxwell sous une forme qui soit
plus pratique pour les comparaisons avec expérience. Afin de s’affranchir de la dépendance sur I'irradiance
des champs, il est pratique, pour des faisceaux homogenes, de définir une section efficace «vectorielley,

oy, telle que :
1
—ot (174)

Ve

F,

ou I = |S;| est l'irradiance et v, la vitesse de phase de 'onde dans le milieu v, = ¢/ne = 4 /ecuceouofl.
Souvent dans les expériences de force optique, le faisceau est inhomogene (faisceau laser par exemple).
Si 'homogénéité du champ varie lentement par rapport a la taille de I'objet, on peut simplement écrire :
I(r
F, ~ ( )U'f (175)

Ve

Pour une pincette optique, la variation spatiale du faisceau n’est souvent pas négligeable a I’échelle de
lobjet et cette approximation n’est plus valable. Dans de telles situations, on peut généraliser la section
efficace afin qu’elle dépende de la position de la particule :

1(0)

Ve

F,

ot (r) (176)

ou I (0) est I'irradiance & un certain point judicieusement choisi du faisceau (choisi comme origine).

La difficulté avec cette formulation est que 'irradiance pour une position donnée d’une pincette optique
est difficilement mesurable. Pour les faisceaux inhomogenes, la puissance du faisceau incidente, P, est la
donnée expérimentale. Il est donc plus utile de formuler la force en fonction d’une efficacité Qy :

P k2
F, = —l—waf (r)

Ve T

") (177)

ot Q¢ (r) est une quantité sans dimensions. Le facteur ¢ que nous appelons la «shape normalization
parameter » dépend de la forme du faisceau et est déterminé par la relation entre I (0) et la puissance
totale du faisceau :
k2P
1(0)=p— (178)
T

On détermine le facteur ¢ en intégrant le faisceau modele afin de déterminer sa puissance totale. Pour
un faisceau axisymétrique par exemple, la puissance du faisceau est donnée par l'intégrale :

- 1) ko (kdp) (179)

z=cte

34



9 QUELQUES RESULTATS DES TRAVAUX RECENTS

ou l'irradiance I (r) est donnée par :

I(r)==Re{EAH"}-Z (180)

N =

et z est 'axe de symétrie du faisceau. Une comparaison avec ’éq.(178) montre que ¢ est donné par :

On obtient une formule pour o en choisissant comme surface fermée dans I’éq.(171) une sphere a
Pinfini, invoquant les limites du champ lointain et comparant le résultat du calcul avec I'équation (177).
On obtient que o s’exprime par :

of =0, — 0, (182)

ou o, caractérise la contribution de la force due aux asymétries dans la diffusion par la particule :

) 1
Opf = — T eeeoEL - Eg + B! - BS} dS,
41(0) / { 0 Hetbo
1

£o€0 1/2

2 e ~

= — rE! - E,dQ, 183
r—c0 21(0) (ueuo> /Q (183)

Nous avons éliminé le champ magnétique de l'expression en utilisant l'identité vectorielle (a x b) -
(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c), et utilisé¢ le comportement du champ lointain lim, .. T -Es=0;
nous avons en outre utilisé la relation [40] :

Bs(r) = (Eeeo,ue,uo)% T x Eq (184)

L’autre contribution a la force optique o, correspond au flux de la quantité de mouvement prélevé au
champ incident :

v o~ * *
Tx 7‘—:>oo —TEO)TQ {Eeeo/rRe {ES ’ Eexc + Ecxc : Eb} dQT

+ /?Re{B;‘ ‘Bexe + By - Bs} dQT}
Helto Ja
1 Ee€ /2
. e o *

o G B T T (195

oll nous avons de nouveau éliminé le champ magnétique en employant les mémes techniques décrites apres
1
1’é6q.(183) et utilisant lim, o Be(r) = (gc€oftetio)? T X Eq.
T—00

9 Quelques résultats des travaux récents

Apres avoir mis au point des techniques numériquement stables de calcul de diffusion multiple de
spheres isotropes dans les années 1999-2000, j’ai travaillé a étendre ces techniques de calcul aux systemes
composés d’objets de composition plus compliquée. Notamment, j’ai mis au point des techniques de
calcul des matrices-T" de spheres enrobées concentriques et non-concentriques et ainsi que des matrices-T
de spheres avec des inclusions sphériques.

La matrice-T d’un systeme composé d’un grand nombre d’objets contient une grande quantité d’infor-
mation. Un autre axe de travail consiste a en extraire I'information qui nous intéresse. Parmi les différents
types d’information que nous avons pu extraire, on trouve les matrices de diffusion ainsi que les sections
efficaces totales et différentielles de diffusion. Pour des systemes de géométrie aléatoire, les sections ef-
ficaces moyennées sur les orientations sont souvent plus significatives qu’'une section efficace dans une
orientation donnée. D’autres informations d’intérét que nous avons explorées sont les sections efficaces
d’absorption des objets individuels, et les forces optiques sur les différents objets du systeme.

Mes études les plus récentes concernent ’élaboration de nouvelles théories différentielles pour le calcul
des matrices-T d’objets de forme non-sphériques et composés de matériaux isotropes ou anisotropes. Bien
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que plusieurs techniques de calcul de matrice-T" pour des objets tridimensionnels existent déja, elles sont
souvent limitées par la taille et/ou la non-sphéricité des objets qu’elles peuvent décrire. L’espoir est
que ces nouvelles techniques qui exploitent les récents progres dans la théorie des réseaux de diffraction
( FFF ou «Fast Fourier Factorization» et algorithmes de propagation de la matrice-S ) puissent étendre
le domaine de tels calculs. Mes derniers travaux dans ce domaine consistent en une technique et un code
de calcul pour la matrice-T" de spheres composées d’un matériau anisotrope. Une formulation théorique
pour les objets de forme non-sphérique est déja terminée, et la programmation est commencée.

9.1 Solutions récursives de la matrice 7" a diffusion multiple

La solution récursive des T par inversion d’une matrice de dimension N2 X 2pmax X 2Pmax rencontre
souvent des problemes d’inversion. Rien n’empéche de résoudre les N équations donnant les matrices 7()
mais ces matrices ne sont pas carrées mais de dimension 2pyax X 2pl,..- La taille de pl. . est relativement
mal controélée et de ordre de pl .. = [Nihax (Mmax + 1)] avec nl . = kEDgys 01t Dyysq est de Vordre de la
taille (diametre) du systeme. Cette technique nécessite donc de calculer des ordres multipolaires élevés
quand le systeme devient grand.

Afin de tenter de palier ces difficultés Chew[36] et d’autres auteurs[38] ont développé une méthode
récursive pour calculer les TU) dans les années 1990. L’idée est qu’on peut construire les matrices T J(VJ )

pour un systeme a N-objets a partir des matrices T](\;J),l- Chaque addition d’un objet serait accompagnée
par une inversion de matrice décrivant un seul diffuseur et non pas tous les IV objets a la fois. Commengant
la méthode avec un seul objet, on répete le procédé jusqu’au nombre d’objets voulu.

Certains chercheurs qui ont tenté d’utiliser la formulation formellement correcte de Chew ont rapide-
ment découvert de grandes instabilités numériques. Ils ont publié leurs difficultés dans le journal du IEEE
en 2000, et il est maintenant «bien connu» que la méthode récursive «ne marche pas» pour résoudre les
équations de diffusion multiple[39)].

De notre coté, nous avons rencontré les mémes problemes en 1999 et développé une formulation
récursive parfaitement stable basée sur les matrices-T" en paires du systeme, T](f ) Avant d’entamer le
procédé récursif, il faut calculer les N matrices-T de chacun des objets isolés, t(V), ¢t ... t(N) Dans la
majorité des applications que nous avons traitées jusqu'’ici, nous avons adopté le choix particulierement
simples des spheres isotropes puisque les matrices /) sont diagonales et particulierement simples &
calculer dans ce cas.

Notre procédé pour calculer les T](Vj ") est d’ajouter les diffuseurs au systeme un a un dans un ordre

) )

arbitraire, en calculant les matrices T](\f a chaque étape. Si I'on a les matrices TJ(V j1 pour un systeme

contenant N — 1 objets, on peut calculer la matrice TJ(VN’N) du N°€ objet ajouté au systeme en effectuant
une inversion de matrice effectuée dans un espace d’ondes partielles décrivant une seule particule [15, 20] :

—1
N—-1

T](VN,N) — N g Z HNK) T](\fjl) FUN) 4(N) (186)
jk=1

En général, la matrice qu’il faut inverser est de dimension 2pmax X 2Pmax. Une fois que nous avons la

matrice T](VN’N), nous pouvons obtenir les matrices T](\,N’k) et T](Vj ) par multiplications matricielles :
N—-1 -
T\ =N ST HND TR k#N (187)
i=1
N—-1
i, N j i i N,N .
TN = Y Ty HON T j#N (188)
i=1

On peut également modifier les matrices T 1(\;161) ;avec j # N,k # N afin qu’elles tiennent compte de la

présence de la particule N :
. . N-1 .. .
Y =1¢M + N 10 e TV jk#N (189)
i=1
Nous avons vérifié et utilisé notre méthode par de nombreuses études (refs : [2], [10]-[13] et [17]-[18]).
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9.2 Solutions itératives de la matrice-T a diffusion multiple

On peut également montrer que les matrices 7U*) doivent satisfaire les N2 conditions|[16] :

N
TR =) 3 gGH R 4k
1=1,1#]
N
TG =10 4@ 3 GO ) (190)
1=1,1#j

Si on désigne par l'indice ¢ un ordre d’itération, on peut formuler ces équations comme une solution
itérative :

N
Tq(j-,k) — ¢+ Z D Tq(l_v’;) P4k
I=1,1#j
Tq(J,J) = ¢ 44O Z J2CR) Tq(l_le) (191)
I=1,1#j

ou on initialise I'itération avec :
TOR) — ) 6P 48) j#£k  jk=1,..N
709 — 40) j=1,.,N (192)

Les diagrammes de Feynman qui correspondent a ces termes sont donnés sur la figure 6. Un trait plein
correspond & un propagateur (ici une matrice H) et les cercles correspondent matrices @) des objets.

To(] ) ,L.O(/J)

o O o
J k J

F1Gg. 6 — Diagrammes de Feynman a 'ordre zéro dans la formulation itérative de To(j *) et de To(j 9)

La premiere itération des équations (191) donne :

N N
T = ¢0) ZH(J‘J) TP = 0) gk pfER) 4 () Z HED TP

I#7 1#5,1#k
N
— () gGR) (k) 4 4 () Z 6D O k) (k) itk i k=1,..,N
1#£j,1#k
T3 = @) 4 40) S HOD 7{b9)
I#j
N
— ) 44 ZH(J‘J) + (D g La) 4(3) j=1,.,N (193)
I#]

Les nouveaux diagrammes de Feynman introduits par cette itération sont présentés sur la figure 7. Dans
ces diagrammes, le trait en pointillés entre deux matrices 1) signifie qu'il s’agit du méme diffuseur.
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,cl(llk) Tl(/'J')
O O O O O 0
j Ik k J N J

[~]

FIG. 7 — Diagrammes de Feynman ajoutés a T et T3 dans la premitre itération de Tl(j’k) et de
Tl(j-,j)

La deuxieme itération donne :

N N
TQ(j*k) — ¢ ZHUJ) Tl(l’k) — () k) Tl(k’k) + @) Z D Tl(l’k)

I#35 1#5,1#k
N
= () gGk) ¢ (k) o () g Gak) (k) pr(k.d) 4 () fr(k) (k) 4 4 () (k)¢ (k) Z HED () k) 4(k)
a) I#k,1#j
b)
N N
+t(j) Z HOD ) g Lk) (k) +t(j) Z HGD Tl(l’k)t(l) H 9 ¢ (6) prik) (k)
1£4, 14k 144,14k
c)
N N
4+ Z Z HGD O gtm) ¢(m) pr(m,k) 4 (k) j4k
14,1k m#£lL,m#k,m#£j
d)
T2(J=J) — @) 44O ZH(JJ) Tl(l’J)
I#j
N N N
= () 4 () ZH(J'J) t O F69) G 4 ¢ () Z Z H D @ gptm) ¢ (m) pr(m,g) 4(5) (194)
I#j I#j m#l,m#j

e)

et leurs diagrammes de Feynman correspondants introduits par cette itération sont présentés sur la figure
8.

La méthode itérative a ’avantage de permettre de comprendre Passociation entre les matrices 7'U:%)
et des développements diagrammatiques. On remarque au passage, que ces matrices TU-*) permettent
une séparation plus naturelle de certaines classes de diagrammes que ce qu’on obtiendrait en développant
les matrices T du genre Foldy Lax. L’analyse «diagrammatique» démontre également pourquoi les
algorithmes de calcul des matrices TW-F) sont généralement plus fiables que les algorithmes de calcul pour
les matrices 7). On voit sur les figures 6 -8 que les propagateurs dans une matrice T se trouvent
toujours entre deux matrices-T individuelles (on se rappelle que ces matrices tU) sont naturellement
tronquées). Les diagrammes qui correspondent aux matrices 7O G0 ou T J3) des équations (117)
ou (118) par contre ont des propagateurs «libresy (c’est-a-dire. qu’ils ne se terminent pas sur un coté
sur des matrices-T'). Puisqu’il n’y a pas de troncature naturelle pour les propagateurs, les algorithmes de
calcul des matrices T') sont assez sensibles aux troncatures de l'espace multipolaire.

En exploitant les associations diagrammatiques comme celles des figures 6-8, on peut espérer élaborer
de nouvelles techniques pour I’étude de milieux aléatoires.
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,Cz(llk)
Q) T )
o : g 0 0 ‘ o)
J k J k J k Ixk k
I%j
o .o d)
J 1%k J k J IxXk  mxk k
1%y 1%j mxj
m=l/
,CZ(I'J)
e ...
o 0
N
ma/

Fic. 8 — Diagrammes de Feynman ajoutés & TUF) et TUJ) dans la premicre itération de T;j’k) et de
Tz(j’j)

9.3 Matrices de diffusion et sections efficaces

Une fois que nous avons calculé la matrice-T" d’un systeme hétérogene, il nous reste a extraire les
quantités d’intérét physique. Souvent celles-ci peuvent étre exprimées en termes de matrices de diffusion
ou de sections efficaces. Ces quantités sont les plus utiles quand l'onde incidente sur tout le systeme est
représentable en premiere approximation par une onde plane. On peut généraliser ces concepts a des
champs incidents inhomogenes, mais ’analyse se complique. Nous avons déja parlé d’une telle situation
en section 8.10 pour les forces optiques et dans la Ref.[8]

Pour comparer les résultats numériques avec ’expérience, il est souvent pratique de décrire les états
de polarisation par rapport au plan de diffusion (parfois appelé plan d’incidence). Le plan de diffusion est
défini comme le plan qui contient la direction du détecteur, T, et le vecteur d’onde de I'onde incidente,
k;. On définit deux vecteurs orthogonaux a k; qui sont respectivement paralleles et perpendiculaires au
plan de diffusion e ; et &, ;, tels que :

é||,i A\ éj_)i =k; (195)

On peut maintenant exprimer une onde plane incidente sur le systeme par :
E; = Fexp (ik; - 1) (6||é||1i + ej_éj_7i) (196)

Les coefficients sans dimension e et e, sont des nombres complexes qui déterminent la phase et la

N . 2 2 2
polarisation de 'onde. On impose que |e||| +ler]” =1, afin que ||E;||” = E?.
De méme, on peut définir deux vecteurs unitaires &) et € transverses a T tels que :

é” ANé| =T (197)
En champ lointain, on peut écrire le champ diffusé Eg comme :

lim E, (1,0, ¢) = xpikr)

r—00 ikr

[E&Hé“ + EsﬁLéL} (198)

La matrice de diffusion dans les coordonnées sphériques s’exprime en terme d’une matrice 2 x 2 :

E, exp(ikr) [ S S e
sl — IH] B I
( Es 1 ) E ikr Sip Siw er (199)
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qui donne les coefficients Eg ) et Es 1 en termes de e etey.

Il faut calculer les quatre éléments de la matrice de diffusion, Sy (0,¢), S| (0,9), S| (0,9), et
S1.1 (6, ¢) & partir de la matrice-T. Pour ce calcul, il faut faire une rotation de la matrice T" afin que l'axe
z soit confondu avec k;. L’angle ¢ est défini par rapport a I'axe z du systeme dans lequel est calculée la
matrice-T. On peut calculer analytiquement les coefficients sur la base multipolaire (voir I’éq.(44)). Pour
une polarisation parallele au plan de diffusion les coefficients sont :

ajpp = V7T (20 + 1) [Gu1e7 + 3, 71€iﬂ
Qe =TT QU A1) [041e7% — 6, _16™] (200)
Pour une polarisation perpendiculaire au champ incident les coefficients sont :
al hvu = /T (21/+ 1) [6%16 i _ 6 _16 }
Q] evy = /T (21/ + 1) [5#7167 + 5#7716 } (201)

On peut maintenant écrire les coefficients de 'onde diffusée par chaque objet dans un agrégat en
utilisant les matrices T, 7U:F) -

f”J) = Z exp (ikz-xy) TU) aj,. (202)
On obtient ensuite les matrices S en termes des coefficients de diffusion f()[2] :
N .
Sy = Z exp (—ikT-x;) Z eme g™ (cos 6) fﬁjz nm 1 50 (cos6) f” . nm}
=1
N . . _ .
Sy = Z exp (—ikrx;) Z eme g™ (cos 6) Y)hnm + 357 (cos6) fij)enm}

S11=~— Z exp (—ikr-x;) Z emeqn _Eff(cos 0) Y)hnm + @, (cosf) f)e nm}

n,m

Sy :—Zexp (—iktx;) Y meﬁf" S (08 0) 7)o + T (cOS6) fﬁf;nm] (203)

n,m

On peut utiliser cette matrice S afin de prédire le champ diffusé par un agrégat de diffuseurs. Nous
avons tout récemment trouvé un tres bon accord entre les résultats prédits par cette technique et des
mesures sur la diffusion effectuées dans le domaine micro-onde dans une chambre anéchoique.[2] Nous
venons d’obtenir un contrat de recherche ANR afin d’étudier ’absorption dans des agrégats de géométrie
aléatoire du type «suie».

Les sections efficaces totales sont d’autres quantités d’intérét physique, surtout quand nous sommes
moins concernés par la polarisation du champ. Les sections efficaces sont définies en termes de vecteur de
Poynting qui décrit le flux d’énergie électromagnétique. La section efficace différentielle est définie par :

Ao (0.0.0,0) _ . ,E-SI ()
ds e [Sincll
Lz o]

= lim 2122 L (204)

e Bl

ot ST est le vecteur de Poynting du champ diffusé par tous les N objets du systéme :
1 N

St = 3 > EY) AHD* (205)

Jil

Puisque la section efficace différentielle est déterminée par le module du champ diffusé, on peut
Pévaluer a partir de la matrice de diffusion de 1’équation (199). La section efficace totale de diffusion
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est en principe simplement obtenue par intégration sur tous les angles solides de la section efficace
différentielle. Néanmoins, expression souvent assez compliquée de dogc.t/dS2 peut rendre cette intégration
assez fastidieuse. Il est plus efficace d’exploiter la présence d’harmoniques sphériques vectorielles afin
d’intégrer numériquement dogea;/dQ afin d’obtenir une formule analytique pour o5 directement en
termes des coefficients de diffusion fU) :

syst
syst — Oscat ( d)v i ¢ )
Oscat, ( 17¢1) - / o)

N
_ % S Re {0 700 fO1. (206)
7l

Pour d’autres types de sections efficaces comme la section efficace d’extinction, la forme différentielle n’a
pas une signification physique particuliere et il n’y a que la section efficace totale qui nous intéresse. La
section efficace d’extinction s’écrit :

2r—o0 ||Sin0H

—%ZRe{aT f(j)} (207)

1 2 . .
o (0;, ¢) = = lim T—/f-ZRe{EiAﬂgﬂ)*+E§J)/\Hi*}dﬂ
J

Il est également possible de définir des sections efficaces d’absorption individuelles, Uéb)s,
des objets j dans le systeme. Si le milieu externe est transparent, on obtient la formule :

o= ] e []] 0} -

et I’absorption totale est simplement la somme de toutes les sections efficaces individuelles :

pour chacun

o = Z ol (209)

Dans le cas d’un milieu extérieur transparent, la conservation de ’énergie donne une formule alternative
)
pour l’absorption totale :

syst __syst syst
Oabs = Oext — Oscat (210)

ce qui nous donne un moyen de vérifier les calculs. Dans le projet ANR «suie», nous utiliserons ces
formules afin d’étudier I’absorption dans des agrégats aléatoires.

Pour un systeme de géométrie aléatoire, des moyennes sur toutes les orientations du systeme ont sou-
vent plus d’intérét que les sections efficaces dans une orientation donnée. De nouveau, de telles moyennes
peuvent en principe étre effectuées de fagcon numérique, mais sont largement facilitées par des formules
analytiques.

La moyenne sur les orientations de la section efficace d’extinction est donnée par exemple par la
formule[16] :

N
s 2 j ]
(03), = —3z 3 Re[m {70} 1)

J.k=1

alors que la moyenne sur les orientations de la section efficace de diffusion est donnée par la formule[16] :

N
P ot oo
(o3), = 5 Req Tr{[TJ(\f’l)} J(J”“)T](\;“’)J(“l)} (212)
jid

9.4 Forces optiques
On se rappelle que la force optique utilisant la forme de Minkowski du tenseur de Maxwell s’écrit :

1(0) P

F, = or(x) = wv—;Qf (x) (213)

Ub
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ot I (0) est l'irradiance du faisceau a 'origine, P; la puissance du faisceau, et o¢ (x) dépend de la position
x de la particule.[§]

On veut calculer la force sur une particule j du systéme. Afin de travailler sur un scalaire, on calcule
la projection de cette force selon une direction ¢ ol 'orientation de € est spécifiée par des angles 6, et ¢ :

1(0)
Vb

FU) .¢c= o (6,6, x) (214)

Comme nous avons vu en section 8.10.3, on peut décomposer of en deux termes :
Uf(j) _ Ulgj) _ Uéj) (215)

L’expression pour o) e

. 1 E€E 1/2 . .
oD (0,¢,x) =¢ -0y = —— ( ° 0) lim r2/6-?Eg])’*-EgJ) aQ
Q

T—00

(
— — Ot (x)A(0,0) FD (x) (216)

ou la matrice analytique A (6, ¢) est obtenue en décomposant le champ en ondes multipolaires et en
effectuant une intégration sur angle solide. La matrice A (0, ¢) s’écrit :

A(6,¢) =D (¢,6,0) TDT (¢,6,0) (217)

ou D (¢,0,0) est la matrice de rotation et T une matrice qui s’écrit :

=2 6
T = [ 0 = } (218)
ot les blocs © 1y €t Epm,vy s écrivent :

m

@nmy = 75171 5711/
SV n(n+ 1) s 5

Enm,uu = 5m,u ! (51’7"_1 \/(nz - 1)(7’L2 - m2)

V2n+1)2v+1) n

T (219)

La matrice de rotation D («, 3,7) s’écrit :

_ | D(a,8,7) 0
D(auﬁa/Y) - |: O D(Oé,ﬂ,’}/) (220)
et les éléments du bloc D («, 3, ) sont donnés par :

[D (00, 8,)] i = O exp (ipex) dif2), (8) exp (imy) (221)

Les éléments dﬁtm sont standard[32].
Effectuant un calcul analogue pour o;, nous trouvons :

1/2
. 1 N
o (0,¢,x)=¢ 0, = T0) (;E;i) ’rli{gor2 /Q ¢ - TRe{E! Eux + EZ . - E,} dQ

——k—Re{f(J”() 0.0 [ 9] 19 60} (222

Nous avons utilisé ces formules pour calculer le piégeage d’une particule dans des pincettes optiques[8],
ainsi que les forces optiquement induites entre particules ou «binding»[5].
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9.5 Matrices-1T' des objets sans symétrie sphérique

De fagon analogue a la décomposition du champ sur une base multipolaire (voir les éqs.(47)-(49)),
nous pouvons mettre les fonctions d’'un développement général d’'un champ sur les harmoniques sphériques
(voir I’équation (54)) dans une matrice colonne :

E).’,p (nmax + 1)2

Ex.,p (223)

EZ,p

La dimension de cette matrice est déterminée par la troncature de ’espace multipolaire ot nyax est le
plus grand nombre quantique multipolaire. Décomposant de la méme maniere le champ D, la relation
D =¢pe (r) E dans un milieu hétérogene devient :

[D] = €0Q- [E] (224)
ol (). est une matrice composée de 9 blocs, chacune de dimension (nyax + 1)2 :

QEYY QEYX QEYZ
Qe = | Qexy Qexx Qexz (225)
QEZY QEZX QEZZ

La matrice ). dépend de la distance r et doit étre construite d’une maniere tres spécifique afin d’éviter
des instabilités numériques induites par la troncature de ’espace multipolaire. Ce procédé est tiré des
progres récents sur la théorie des réseaux et est expliqué en détail dans la référence [7].

La relation 224 et les équations de Maxwell sur les harmoniques sphériques vectorielles des équations
(55) et (56) forment un systeme d’équations complétes pour déterminer le champ. On peut manipuler ces
équations afin d’obtenir une seule équation différentielle ordinaire par rapport a la variable r :

d[F]

- = M () [F] (226)

La matrice colonne [F] est constituée de fonctions multipliant les harmoniques vectorielles X et Z des
champs E et H dans des développements du type (54)) :

[Ex]
[E7]

FO)= | (] (227)
7]

ou le champ H= ZoH = \/ %H a la méme dimension que le champ E. La matrice M est composée de
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4 x 4 blocs qui s’écrivent :

Mllz_g , Mip=»M3z=0 |, M14=lﬂ%]1

My = —%Qg)}stYX . May = —g - %Q;}styz
Mggziu—cj ((%)Qa@;}ya—ul) , Myy =0

M3z = l% (QazyQa_;}yQaYX —Q:zx) , Ms= Z% (QEZYQE_)}YC?SYZ — Q:2z2) (228)
M3z = % (QezyvQFya—1) , Msy=0

My = l% (anx — Qexy Ry Qey x — % (%)2> , Myo = Z% (Qexz — QEXYQS_)}YC?EYZ)
Myz = _QEXYQE_)}Y;_L , My = —g

ou I est la matrice unité et «a » est une matrice diagonale d’éléments a0, 4 avec a, = y/n(n + 1).

On peut donc en principe construire une matrice-7" d’un objet en intégrant I’équation différentielle
de 1'éq.(226) avec une méthode de tir. Le départ de la méthode de tir est la sphere inscrite isotrope
(voir figure 4 : section 8.6), et 'on arréte I'intégration numérique & la sphere circonscrite. Si la région
hétérogene entre ces deux spheres est suffisamment profonde, il faut compléter cette intégration par une
technique de propagation de matrice-S afin d’éviter des instabilités numériques qui s’installent lors d’une
intégration sur une grande longueur.

Par la suite, nous avons généralisé cette technique & des objets composés de matériaux anisotropes.[3,
4] Dans de tels matériaux, il faut commencer la méthode de tir & partir d’'une sphére inscrite anisotrope.
Nous avons constaté qu’une formulation d’une matrice-T" d’une sphere anisotrope n’existait pas aupara-
vant. Nous avons donc formulé une solution semi-analytique d’une matrice-1T" d’une sphere caractérisée par
une anisotropie générale.[4] Nous avons commencé tout récemment & explorer les applications numériques
de cette technique[l].

10 Orientation future des travaux

Actuellement, je continue des études sur les forces optiquement induites dans des systéemes composés
de plusieurs diffuseurs. Dans le cadre d’'un projet ANR concernant des agrégats de particules absorbantes
du type «suiey, je prépare des études sur I'absorption dans des grands agrégats ayant des géométries
aléatoires. Les premieres études vont traiter des agrégats de spheres, mais je prépare aussi la program-
mation sur des agrégats composés d’objets de forme non-sphérique.

En employant la théorie de type Mie sur les ordinateurs modernes, on peut traiter des spheres isolées
homogenes de tres grandes tailles par rapport a la longueur d’onde. Des raffinements concernant la théorie
de Mie permettent de traiter également des spheres ayant des inhomogénéités radiales jusqu’a de tres
grandes tailles. Pourtant, a ’heure actuelle, il y a des limitations plutot séveres sur les tailles et non-
sphéricités qu’on peut traiter quand il s’agit d’objets de forme non-sphérique ou d’objets composés de
matériaux anisotropes. Je compte porter un regard particulier sur les possibilités d’étendre les domaines
de calcul aux objets et agrégats de grande taille.

Dans I'avenir, j’aimerais aussi explorer sur le plan théorique et numérique les possibilités de combiner
les techniques de calcul analytique utilisant les ondes multipolaires avec les techniques diagrammatiques
venant du formalisme de fonctions de Green. Un des objectifs de ces investigations serait d’améliorer la
modélisation des milieux aléatoires étendus, du type peintures et revétements. Un autre axe d’intérét serait
I’étude des effets des défauts dans des milieux ordonnés du genre cristaux photoniques. En particulier les
structures de type opale semblent présenter un intérét particulier. L’utilisation des fonctions de Green
permet également de faire des études sur la densité d’états locaux dans ces structures compliquées.
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11 Reésumés d’études

11.1 Interactions effectives

(27, 31]

Dans mes premiers travaux, il s’agissait fréquemment de calculer les transitions, souvent exotiques,
entre divers états d’excitation nucléaires et les états fondamentaux. Les noyaux nucléaires contiennent
en général un grand nombre de composants nucléoniques (protons, neutrons ou autres). Souvent, les
transitions concernent surtout les nucléons dans les couches «externes» des noyaux. On essayait donc de
calculer les transitions dans un espace «tronqué» ou «effectif» qui ne contienne que les nucléons externes
qui participent a la transition. Néanmoins, puisque les nucléons sont en interaction forte avec les autres
composants du noyau, de tels calculs ne sont possibles que si I'on détermine des interactions effectives
entre les nucléons des couches externes qui tiennent compte des interactions résiduelles avec les autres
composants du noyau. Il fallait également déterminer une matrice G' qui estime les effets dus aux états
hautement énergétiques des noyaux qui ne sont pas contenus dans I’espace modele.

Dans ce contexte, j’ai développé des logiciels pour les calculs suivants :

— Calcul des éléments de la matrice G de Brueckner sur une base d’oscillateurs harmoniques pour les
potentiels de Paris, Bonn et de Reid. Ce logiciel est capable de calculer la matrice G pour un noyau
de masse arbitraire (’approximation courante dite de «angle average» n’a pas été employée).

— Calcul d’interactions effectives pour une région de masse quelconque (en utilisant les résultats
de la matrice G décrits ci-dessus). Nous avons publié une communication rapide qui montre une
amélioration des résultats pour le potentiel dit de Bonn-A dans la couche s-d.[31]

Nous avons également effectué des calculs fournissant les résultats dans la couche f-p et dans la région

du plomb. [1%%]

11.2 Opérateurs effectifs

29)

Afin de calculer les amplitudes de transition entre différents états nucléaires, nous avons développé un
formalisme qui permet la construction de ce qui est essentiellement une «formule de réduction» pour le
probleme a N-corps non-relativiste. Bien que les techniques de diagramme de Feynman aient été utilisées
depuis longtemps dans la théorie a N-corps, ce travail définit rigoureusement la connexion entre le modele
des couches, les interactions effectives et les opérateurs effectifs.

11.3 Calcul du parametre de densité des niveaux des noyaux chauds

28]

Nous avons utilisé des interactions nucléon-nucléon réalistes ( Paris et Bonn ) pour calculer la
dépendance en fonction de la température du parametre de densité de niveaux, aeg = [E(T) — E(0)]/T>.
On sait que aqg décroit dans les collisions d’ions lourds de &~ A/8 & &~ A/13 quand la température croit
de 2 a 5 Mev. Nos résultats sont qualitativement satisfaisants. Cependant, I’énergie d’excitation est plus
élevée que la valeur attendue; ce résultat mériterait une étude plus détaillée.

11.4 Capture d’électrons et décroissance dans les étoiles présupernovae

(30]

En collaboration avec M. Aufderheide, G.E. Brown, P. Vogel, nous avons étudié le réle des interactions
faibles (capture d’électrons et décroissances béta) dans 1’évolution des étoiles en fin de vie. Pour les coeurs
riches en neutrons (Y, = Z/A compris entre 0.42 et 0.43), nous montrons que les noyaux avec A > 60,
négligés jusqu’a présent dans les calculs de 1’évolution stellaire, peuvent contribuer de fagon significative
au taux de capture d’électrons et au taux de décroissance béta dans les dernieres étapes de 1’évolution
stellaire.
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11.5 Décroissance double béta :

[26, 29],[2**]

Nous avons calculé la réduction du taux de décroissance double béta, avec et sans neutrinos, pour
les noyaux "%Ge, 82Se et 19°Mo. Pour cela, nous avons utilisé les interactions effectives obtenues par
les potentiels nucléon-nucléon dits de Paris et de Bonn. Contrairement a d’autres auteurs, qui, pour
des raisons de simplification, avaient supprimé les corrections de self-énergie dans le calcul du spectre
d’énergie de 1-particule, nous avons inclus ces corrections. Ainsi, nous avons pu éviter le probleme souvent
rencontré de Uinstabilité de QRPA (quasi-particle random phase approximation) au voisinage de g, = 1.
La correspondance entre nos résultats (obtenus sans parametre phénoménologique) et l'expérience est
encourageante.

11.6 Brisure spontanée de symétrie

[25]

Pour mieux comprendre ’application des techniques du potentiel effectif dans les théories quantiques
des champs comme la théorie ¢*, le modele de Gross-Neveu, et le modele de Nambu Jona-Lassinio, nous
avons démontré que les techniques non-perturbatives du potentiel effectif donnent une solution exacte
d’un modele résolvable dans la limite 1/N — 0. Les résultats du modele, dans le cas ot N serait fini, nous
permettent de faire des observations intéressantes sur l'effet tunnel entre dégénérescences de Goldstone.
Notre traitement est aussi intéressant du point de vue des calculs de problemes a N-corps. En effet, il
évite 'apparition de l'instabilité RPA, «Random Phase Approximation» , pour des interactions fortes;
il montre tout au moins que «l’instabilité» RPA est la signature d’une transition de phase dans la limite
N — 0.

11.7 Propagation des ondes et dispersion spatiale dans un milieu hétérogene
[24]

Ici, nous résolvons en priorité la dispersion spatiale d’'une onde dans un milieu hétérogene. Apres nous
étre intéressé a tous les domaines de fréquence, nous avons acquis des résultats intéressants quand la
longueur d’onde se rapproche de la taille des micro-hétérogénéités. Physiquement, ’onde entre alors en
résonance avec des diffuseurs. Nous utilisons une approximation quasi cristalline appliquée a la diffusion
multiple. Dans les calculs, nous utilisons un modele «ponctuel» de la matrice T' complete des diffuseurs.
Nous trouvons que la dispersion spatiale a pour conséquence de remplacer le seul mode de propagation
d’un milieu homogeéne par une multitude de modes dans un milieu micro-hétérogene. A condition que
la concentration des diffuseurs ne soit pas trop élevée, un seul mode peut se propager; les autres modes
ont des indices effectifs complexes, donc ils s’amortissent rapidement dans le milieu. Pour des fréquences
voisines de la résonance, les parties imaginaires de ces indices diminuent de facon notable. Il existe alors
une possibilité d’existence de nouveaux modes de propagation.

11.8 Approximation en champ moyen pour la construction de matrices-7
completes de sphéeres de taille finie et de diffuseurs flous

23]

Notre but est d’insérer des modeles de matrices T' completes dans des formalismes de diffusion multiple.
Dans cette optique, nous introduisons une méthode de construction de matrices T' completes extrémement
simplifiées, mais vérifiant la conservation d’énergie et le principe de causalité. Cette méthode fait approxi-
mation en remplacant les champs a U'intérieur d’un diffuseur individuel par un champ moyen. De ce fait,
elle permet une évaluation facile de la diffusion par des diffuseurs sphériques, irréguliers, et méme flous
(par exemple des agrégats fractals). Dans la limite quasi-statique de diffuseurs sphériques, nous retrou-
vons la limite «ponctuelle» introduite par «M. Nieuwenhuizen et co-auteurs» en 19921*]. Contrairement
au modele ponctuel, nos modeles contiennent une dépendance en fonction du vecteur d’onde et donc
font intervenir la dispersion spatiale. Cette propriété les rend légerement plus compliqués que le modele
ponctuel mais, de ce fait, plus riches. En particulier, nos modeles satisfont la relation de Kramers-Kronig
de causalité, contrairement au modele ponctuel qui la viole. Actuellement, nous appliquons ce modele
a des théories de diffusion multiple. Dans les formalismes ot nous ’avons employé jusqu’ici, nous trou-
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vons un comportement physique bien supérieur a celui du modele ponctuel et les instabilités de solution
rencontrées dans le modele ponctuel n’apparaissent pas.
[l M.Nieuwenhuizen A. Lagendijk and B. van Tiggelen, Phys.Lett. A 169,191(1992).

11.9 Matrice-T électromagnétique et propriétés dynamiques effectives d’un
milieu aléatoire

(22, 23]

Il s’agit ici d’étudier la réponse des parameétres constitutifs effectifs ( permittivité et perméabilité
magnétique) d’un matériau composite dans le domaine dynamique, c¢’est & dire pour tous les domaines
de fréquence. Nous apportons des précisions et des réévaluations sur la notion de parametre effectif.
De nouvelles définitions sont proposées pour ces derniers. Nous appliquons ces formules de définition
en effectuant une approximation dite approximation de potentiel cohérent (CPA), et nous résolvons les
équations de dispersion afin d’extraire les observables physiques.

Afin de disposer de résultats exacts, nous calculons pour la premiere fois la matrice-T' compléte pour
une sphere ayant a la fois une permittivité et une perméabilité magnétique qui different de celles du
milieu ambiant. Nous trouvons que la condition d’unitarité, devant étre vérifiée par toute matrice-7" d’un
systéme sans pertes, restreint séverement les formes que peuvent prendre les matrices T'.

11.10 Facteurs de phase des ondes incidentes et sortantes dans la diffusion
par des agrégats

[19, 21]

Nous étudions en détail les facteurs de phase associés aux ondes entrantes et sortantes lors de la
diffusion multiple. Nous montrons que ces facteurs peuvent étre traités de la méme facon, et nous discutons
en détail leur relation avec les matrices de translation-addition. Nous établissons également bon nombre
de formules utiles dans les problemes de diffusion multiple. Nous montrons le réle important joué par
les facteurs de phase dans les quantités contenant des interférences. Dans plusieurs cas, nous avons pu
généraliser les résultats publiés. Nous avons également développé de nouvelles relations imposées par la
réciprocité dans la diffusion par un agrégat. Nos résultats se simplifient de fagon considérable en adoptant
une convention ou les matrices de translation-addition sont unitaires.

11.11  Modélisation de fibres optiques structurées avec un modeéle unidimen-
sionnel

20)

Nous avons développé un modele unidimensionnel pour le probleme des fibres optiques structurées
avec guidage dans un cceur d’air enrobé d’un cristal photonique, dites «holy fibers» . Le but est d’examiner
la possibilité de guidage de faisceaux lasers de haute puissance. Nous utilisons pour cela une méthode
numérique rapide et stable, et calculons les caractéristiques des modes de propagation dans de telles
fibres. Nous avons mis en évidence la propriété «mono-mode» de ces fibres et 'importance du choix des
propriétés du coeur afin d’éviter les «fuites» de lumiere induites par diffraction.

11.12 Calculs des champs locaux par des techniques de matrices de transi-
tion

[2, 13, 15, 16, 17, 18]

Nous avons développé de nouvelles méthodes de calcul dans le cadre des matrices de transition afin
de calculer les champs locaux dans des systemes tridimensionnels fortement diffusants. Afin de garder
toute l'information sur les champs locaux, et d’éviter les problemes résultants des dimensions des matrices
de translation, nous calculons les matrices de transition centrées sur les diffuseurs. Ces techniques ont
Iavantage de faciliter des analyses systématiques des champs locaux pour toutes les directions incidentes
possibles (des calculs sur les moyennes sur les orientations sont également effectués). De plus, nos méthodes
réduisent le temps de calcul en exploitant une approche récursive.
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11.13 Relations d’auto-consistance des matrices de transition et calculs de
champs de diffusion

[16]

Dans cette étude nous avons obtenu des relations d’auto-consistance devant étre satisfaites par les ma-
trices de transition d’un systeme de diffuseurs. De telles relations servent a vérifier la stabilité numérique
de notre méthode de calcul des matrices. Nous trouvons que notre méthode est fiable jusqu’a la précision
des machines, dans tous les cas que nous avons testés. Dans cet article nous démontrons également 'utilité
des matrices de transition dans le calcul des modifications du champ causé par la diffusion dépendante.

11.14  Absorption dans des systémes de diffusion multiple et cohérente

[9, 10, 11, 19]

A T'Institut Fresnel et ailleurs, il est devenu possible de fabriquer de petits diffuseurs recouverts d’une
couche d’un deuxieme matériau. Si de tels diffuseurs sont distribués dans une matrice en densité suffisante,
le milieu va fortement diffuser la lumiere. On sait qu’'une des conséquences de cette diffusion est de
prolonger le chemin parcouru par lumiere. En conséquence, un milieu chargé de petits diffuseurs recouverts
d’une couche de matériau absorbant peut voir son absorption augmenter d’une facon considérable. Nous
traitons de fagon exacte la diffusion d’ondes électromagnétique par un systeme de plusieurs particules
absorbantes. Nous sommes donc amenés a tenir compte de la diffusion multiple et cohérente puisque
chaque onde «d’excitation» sur un diffuseur contient ’onde incidente sur le systeme mais aussi les ondes
diffusées par chacun des autres diffuseurs. Dans cette étude, nous établissons des formules de calcul
rigoureux de la matrice de transition d’un systeme ou les diffuseurs sont des sphéres avec plusieurs
enrobages (pas nécessairement concentriques). Cette étude nous a amenés a définir une nouvelle quantité,
la longueur d’absorption effective, lggs, qui permet d’estimer ’absorptivité d’'un milieu présentant a la
fois de I’absorption et de la diffusion. Le calcul de lzgs nous a amenés a mettre au point de nouvelles
méthodes qui permettent la séparation des effets de diffusion cohérente de ceux de diffusion multiple.
Cette technique s’avérera utile dans I'extrapolation des effets macroscopiques a partir des calculs sur les
interactions microscopiques.

11.15 Calcul des forces optiques dans des faisceaux arbitraires en utilisant
le théoréme de translation-addition

[5, 8]

On établit des méthodes quasi-analytiques pour le calcul des forces optiques sur des particules mi-
crométriques piégées dans des «pincettes» et pieges optiques. La décomposition du faisceau incident sur
une base permet la description d’une grande variété de faisceaux incidents. L’utilité de cette étude se
trouve dans le fait que les approximations les plus couramment utilisées dans le calcul des forces optiques
ne sont que rarement valables dans la pratique. On démontre notamment que les résonances ont une
influence considérable sur les amplitudes des forces optiques et méme sur la position d’équilibre dans une
pincette optique. Nous discutons aussi I'importance de la forme du faisceau d’une pincette optique afin
d’établir le lien entre la forme et la puissance totale du faisceau.

11.16  Théorie différentielle de la diffusion de la lumiére par un objet tri-
dimensionnel

(7]

On développe la théorie différentielle de la diffraction de la lumiére par un objet de forme quel-
conque décrit en coordonnées sphériques. Le champ est développé sur une base d’harmoniques sphériques
vectorielles.

On réduit les équations de Maxwell a un systeme différentiel du premier ordre. On étend la technique
dite «Fast Fourier Factorization» a des bases de fonctions vectorielles. On utilise 1'algorithme de propa-
gation de la matrice S afin d’éviter les instabilités numériques autrefois rencontrées dans de la théorie
différentielle des réseaux de diffraction.
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11.17 Théorie différentielle de la diffraction par des objets anisotropes de
forme sphérique

[5]

Nous avons établi un développement en harmoniques sphériques vectorielles du champ a l'intérieur
d’une sphere homogene composé d’un matériau anisotrope arbitraire. Ce développement nous permet
d’étendre a ce probleme une analyse du type de la théorie de Mie pour écrire les conditions aux limites a
la surface de la sphere. Cette solution permet d’établir la premiere étape dans la formulation d’une théorie
différentielle de diffraction pour un objet anisotrope de forme quelconque. Des applications sont actuel-
lement en cours afin de mieux comprendre la diffusion par des poussiéres interstellaires anisotropes.|1]

11.18 Théorie différentielle de la diffraction par des objets anisotropes de
forme arbitraire

1, 3, 4]

Commencent avec une sphere inscrite a I'intérieur d’un objet anisotrope quelconque, on étend la théorie
de la diffraction par un objet isotrope tri-dimensionnel de forme quelconque[7] aux objets anisotropes
de forme quelconque. La théorie utilise la technique de «Fast Fourier Factorization» étendue a des bases
de fonctions vectorielles et a des bases de fonctions scalaires arbitraires. Elle utilise 1'algorithme de
propagation de la matrice S afin d’éviter les instabilités numériques.

11.19 Méthode de la matrice T appliquée aux cristaux photoniques tridi-
mensionnels

Généralement, les théories développées pour étudier les cristaux photoniques les supposent parfai-
tement périodiques et donc de dimensions infinies. Néanmoins, de nombreuses études ont récemment
démontré que les effets de bord et les défauts dans les cristaux photoniques sont tres importants, en
pratique, sur les systemes réels.

Une solution possible pour traiter des cristaux photoniques de taille finie est d’évaluer la matrice T’
pour chaque élément (diffuseur) d’un systéme et, ensuite, de construire la matrice-T' du systéme tout
entier a travers une théorie de diffusion multiple.

Comme beaucoup d’autres méthodes, on peut utiliser la matrice-T" du systeme afin de calculer la
carte de champ dans un cristal photonique, mais, plus important encore la formulation par matrice-T se
préte a une extraction rapide d’un grand nombre de quantités physiques d’intérét expérimental comme
les sections efficaces et la matrice de (’amplitude de) diffusion. Cette utilité s’est déja avérée fructueuse
lors de la comparaison avec ’expérience effectuée sur la diffusion par des agrégats (en amplitude et en
phase) dans le domaine micro-ondes.[2]
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13 Appendices

A Théoreme de translation pour ondes partielles vectorielles

On prend un point M dans un systeme de coordonnées sphériques. On considére un second systéme
de coordonnées sphériques centré sur la position ry. La position de M dans ce deuxieme systeme centré
sur rg est :

r=r—rg (A1)
Le théoreme de translation exprime les ondes multipolaires du systeme d’origine en termes des ondes
multipolaires centrées sur rg :

Ut (kr) = W' (kr') J(kro) ' >
U (kr) = Rg {®" (kr')} H(kro) ' <ro
Rg{®" (r)} =Rg{®" (')} J(kro) Vol (A2)

ou la matrice J(krg) est définie comme la partie réguliere de H (kro), J(kro) = Rg {H (kro)}, et H(krp)
est la matrice de translation irréguliére. De fagon explicite, H (kro) s’exprime :

Av,u,nm (k7’07 90; ¢O) Bv,u,nm (kT07 903 ¢0) (A?))
Bu,u,nm (kTO; 907 ¢O) Au,u,nm (kTO; 007 ¢0) .

On peut exprimer les éléments du bloc A en suivant le traitement de Tsang and Kong :

H(kro) = [

n+v
Aypnm (kro, 0o, ¢o) = Jnm (—1)* Z a(m,n| — p,v|p) a(n,v,p) hy (kro) P;" " (cos f) etm=r)eo

vp

p=[n—v|
(Ad)
ou les coefficients de normalisation sont définies :

- (2n+1) (n—m)!
nm = \/47m (n+1)(n+m)! (45)

Les quantités a (m, n|u, v|p) sont les coefficients de Gaunt et sont exprimées en termes des coefficients de
Wigner 37 :

— (—1ymte (n+m)! (v + p)! (p—m — p)!1]"?
ey = U Ln —m)l =)l (p+m +M>J

n v op n v P
X(000><mu—(m+u)) (A6)
Le facteur multiplicatif, a (n, v, p), dans (A4), est défini par :
;v+p—mn
a(n,v,p) = m 2v(v+1) @+ 1)+ +1) (n—v+p+1)(n+v-p)
—v(w-n+p+1)(n+v+p+2)
2v+1
R A L 1 1) — 1 A7
e D ) —p 1) (A7
Les éléments du bloc matrice B s’écrivent :
n+v—1
Bv#,nm(kr()vo()ad)O) = %_m (_1)M+1 Z a(man| _M7V|p7p_ 1)1)(7171/,]))
Vvp _
p=n—v|+1
hy (kro) Py ~* (cos fo) elm=ndo (A8)

ot a (m,n|u, v|p,q) est un coeflicient tres similaire au coefficient de Gaunt :

— (—1)ymtH (n+m)! (v + ) (p—m — p)!"?
mnlepa =0T (2p+1)[(n—m)!( —M)!(p+m+u)!}
p

s )0 ) )
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et ou

wbp—n 20+ 1 1
__svtp—n _ _ _ /2
b(n,v,p) = —i SR (m+v+p+ ) (v—n+p)(n—v+p (n+v—p+1)]7'".
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